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Vorwort

Der vorliegende Band des „Kompendiums der Statik der Bau
konstruktionen“ behandelt die allgemeinen Methoden zur Berechnung 
statisch unbestimmter Systeme und im Zusammenhang damit die 
Untersuchung elastischer Formänderungen. Die Anwendung auf die 
Berechnung der wichtigeren Systeme soll getrennt für sich in den 
folgenden Teilen besprochen werden.

Zwei Einzelaufgaben bilden die Grundlage der Untersuchung 
statisch unbestimmter Systeme: die Berechnung der Formänderungen 
(Verschiebungen) und die Lösung der Elastizitätsgleichungen. Dieser 
Zweiteilung entspricht sowohl die Anordnung des Stoffes im vor
liegenden allgemeinen Teil als auch der Rechnungsgang bei der 
Lösung der verschiedenen Aufgaben.

Zur Bestimmung der Formänderungen ist hier die sogenannte 
„Arbeitsgleichung“ verwandt (Prinzip der virtuellen Arbeiten). Die 
darauf beruhende Rechnungsweise wird als das Maxwell-Mohrsche 
Verfahren bezeichnet. Jene Gleichung ist nämlich von dem eng
lischen Physiker Clerk Maxwell aufgestellt worden1); unabhängig 
von ihm hat sie später Otto Mohr (Dresden) angegeben2), und erst 
hiernach fand sie Eingang in die Technik.

Maxwell: „On the calculation of the equilibrium and stift'ness of
frames“, Philosophical Magazine, 1864.

3) Mohr: „Beitrag zur Theorie des Fachwerks“, Zeitschrift des Ar
chitekten- und Ingenieurvereins, Hannover 1874 (1»75, 1881).

3) Castigliano: „Theorie de l’6quilibre des systemes elastiques et ses 
applieations“, Turin 1879.

4) Gauß: „Disquisitio de elementis elliptieis Palladis . . „Unter
suchung über die elliptischen Bahnen der Pallas . . der Göttinger Akademie 
der Wissenschaften überreicht am 25. November 1810. (Vergleiche Abhand
lungen zur Methode der kleinsten Quadrate. In deutscher Übersetzung heraus
gegeben von Börsch und Simon Verlag von Stankiewicz, Berlin.)

Die von dem italienischen Ingenieur Alberto Castigliano auf
gestellten und nach ihm benannten „Sätze vom Minimum bzw. vom 
Differentialquotienten der Formänderungsarbeit“3) können gleich
falls bei den hier in Frage stehenden Aufgaben benutzt werden. In 
manchen Lehrbüchern bilden denn auch die Castiglianoschen Lehr
sätze die Grundlage der Untersuchungen. Hier ist über diese Sätze 
nur das Notwendigste anggfüh&t.worden.

Die Lösung der Elastizftätsgfeichdngen soll durchweg nach einem 
Eliminationsverfahren erfolgen, welches an eine von Karl Fried
rich Gauß (1810) gelehrte Methode4) anlehnt.
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Hierbei ist die Einführung einiger ungewohnter Bezeichnungen 
und Gedankengänge nicht zu umgehen; wer sich aber einmal damit 
vertraut gemacht hat. wird ihre Einfachheit und Zweckmäßigkeit 
erkennen. In anderen Wissensgebieten, wie z. B. in der Vermessungs
kunde, ist das Verfahren in der von Gauß angegebenen Form seit 
seiner Veröffentlichung in Gebrauch geblieben. —

Neben den grundlegenden Prinzipien und Methoden ist aber gerade 
bei technischen Aufgaben die praktische Verwendbarkeit dieser Grund
lagen und ihre Anpassung an die zu lösenden Aufgaben von gleich hoher 
Bedeutung. In dieser Beziehung ist in den letzten Jahrzehnten von 
vielen Fachleuten nach den verschiedensten Bichtungen vorgearbeitet 
worden. Man kann die hier in Frage stehenden Aufgaben heute nicht 
mehr behandeln, ohne auf diese mannigfaltigen Arbeiten zurückzu
greifen, mögen sie nun eine weitere Ausgestaltung der allgemeinen 
Grundlagen oder die Behandlung spezieller Systeme zum Gegenstand 
haben. Insbesondere sei hier der Arbeiten von Engesser, Mohr 
und Müller-Breslau gedacht. Die der beiden letztgenannten Autoren 
sind zum großen Teil in ihren Lehrbüchern wiedergegeben, und wir 
werden namentlich auf diejenigen Müller-Breslaus des öfteren zu 
verweisen Gelegenheit finden. Dagegen liegt von den Arbeiten 
Engessers, welche sich in reicher Mannigfaltigkeit mit Aufgaben 
der Statik der Baukonstruktionen beschäftigen, bis heute keine Zu
sammenstellung in Buchform vor. Im übrigen sind die vielen hier
her gehörigen Abhandlungen, die in den verschiedensten Zeitschriften 
versprengt sind, nicht einzeln angeführt worden. Es erschien viel
mehr ausreichend, die gebräuchlicheren Lehrbücher anzuziehen, in 
denen nähere Angaben zu den einzelnen Kapiteln und zugleich auch 
genauere Literaturverzeichnisse enthalten sind1). —

1. Föppl: Vorlesungen über technische Mechanik, spez. Band II, Graphische 
Statik, und Band III, Festigkeitslehre (Verlag B. G. Teubner, Leipzig).

2. Mehrtens: Vorlesungen über Ingenieurwissensehaften. I. Teil, Statik und 
Festigkeitslehre; spez. Band III (Verlag W. Engelmann, Leipzig).

3. Müller-Breslau: a) Die graphische Statik der Baukonstruktionen, spez. 
Band II, erste und zweite Abteilung.

— —_ b) Die neueren Methoden der Festigkeitslehre und der
Statik der Baukonstruktionen (Verlag A. Kröner, Leipzig).

Zum Schluß noch ein Wort über die Art der Behandlung des 
Stoffes, insbesondere der in den folgenden Teilen enthaltenen Anwen
dungen der allgemeinen Methoden auf einzelne Aufgaben.

Zeichnerische Verfahren zur Untersuchung statisch unbestimmter 
Systeme sind nur in beschränktem Maße berücksichtigt worden. Die 
rechnerischen Methoden haben mit der Verbreitung der neueren 
technischen Hilfsmittel, wie Bechenmaschinen usw., mehr und mehr 
an Beliebtheit gewonnen. Auch die Erkenntnis der nachteiligen 
Wirkungen von Zeichenfehlern legt eine Einschränkung der graphi
schen Verfahren nahe. Aus diesen und anderen Gründen sind die 
Aufgaben in ihren wesentlichen Teilen rechnerisch durchgeführt, und

x) Es sind hierfür die folgenden bekannten Lehrbücher gewählt worden: 



Vorwort. X’

nur die Ergebnisse durch zeichnerische Darstellung veranschaulicht 
worden.

Besonderer Wert wurde ferner auf Einheitlichkeit in der Be
handlung der verschiedenen Aufgaben gelegt; sowohl die Reihenfolge 
der einzelnen Rechenoperationen wie auch die Art ihrer Durch
führung ist allenthalben die gleiche. Darum sind die Untersuchungen 
der hochgradig statisch unbestimmten Systeme, z. B. der Rahmen
netze, eigentlich nur dem Umfange nach verschieden von den ein
facheren Aufgaben.

Es ist nicht zu leugnen, daß infolgedessen die Ausführungen 
wenig Abwechselung bieten. Aber wenn es einen Weg gibt, auf 
dem sich alle Aufgaben, die einfachsten wie die verwickeltsten, er
ledigen lassen, so würd ihn jeder zunächst gerne gehen. Wer dann 
noch Veranlassung und Zeit hat, sich mit besonderen Verfahren zur 
Lösung einzelner Aufgaben zu beschäftigen, der findet dazu in der 
Literatur reichlich Gelegenheit. Vielen aber wird es vor allem darauf 
ankommen, sich eine Übersicht über das Gebiet und einen Einblick 
in die Grundlagen zur Lösung der mannigfaltigen Aufgaben zu ver
schaffen. Diesem Zweck will das vorliegende Buch in erster Linie 
dienen, und darum erschien es angebracht, alle Aufgaben möglichst 
auf einheitlicher Grundlage zu behandeln. Vielleicht ist dies auch 
für die meisten der geeignete Weg, um sich durch die vielgestaltige 
Literatur dieses Faches durchzufinden und neue Aufgaben nach 
eigenem Aufbau selbständig zu lösen — und das ist ja das wichtigste 
Ziel jeglichen Unterrichts und Studiums.

Zu besonderem Danke bin ich den Herren Dr. Ing. J. Lührs 
und Dipl.-Ing. J. Mols verpflichtet, wrelche mich bei der Bearbeitung 
des vorliegenden Bandes in wirksamer Weise unterstützt haben.

Aachen, im Dezember 1920.

Pirlet.
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I* Allgemeine Grundlagen für die Berech
nung statisch unbestimmter Systeme.

A.Vorhemerkungen. — Grundbegriffe und Gleichungen 
aus der Festigkeitslehre. — Stabspannkräfte in Fach

werken1).
§ 1. Gegebene äußere Einflüsse.

Die Statik der Baukonstruktionen stellt sich vornehmlich die 
Aufgabe, die im Bauwesen vorkommenden Tragwerke auf ihre Stand
festigkeit zu untersuchen. — Gegeben sind gewisse äußere Einflüsse, 
welche das Bauwerk beanspruchen. Sie dürfen zunächst seine Gleich
gewichtslage nicht stören, d. h. das System darf nicht etwa beweg
lich (labil) sein. Ferner dürfen nur solche Beanspruchungen des 
Materials auftreten, die unterhalb gewisser Grenzen liegen. Diese 
Grenzen der Materialbeanspruchungen sind meist durch amtliche 
Vorschriften gegeben; man sagt, das Bauwerk muß einen gewissen 
vorgeschriebenen Sicherheitsgrad haben. — Es ist somit zu unter
suchen, ob ein Tragwerk unter gegebenen äußeren Einflüssen im 
Gleichgewicht bleibt und bezüglich der Materialbeanspruchungen 
einen ausreichenden Sicherheitsgrad aufweist.

In den weitaus meisten Fällen handelt es sich um Bauwerke, 
die bereits mehr oder minder häufig ausgeführt worden sind, so daß 
die Frage nach einer etwaigen Beweglichkeit desSystems nicht in Betracht 
kommt. In Ausnahmefällen oder bei neuen Systemen kann diese 
Frage natürlich eine Prüfung erfordern. Im folgenden wird kaum 
Veranlassung vorliegen, hierauf einzugehen: es wird sich vielmehr 
lediglich um die Untersuchung der von äußeren Einflüssen hervor
gerufenen Kräftewirkungen handeln. Wir beschränken dabei unsere 
Betrachtungen auf die ebenen Tragwerke, schalten also die räum
lichen Systeme aus.

b Es handelt sich hier um Grundbegriffe und Gleichungen, die in den 
späteren Kapiteln stets wiederkehren und für alle Untersuchungen grundlegend 
sind. Da der erste Band des Kompendiums noch nicht vorliegt, soll hier das 
Notwendige an diesbezüglichen Erläuterungen kurz und in zwangloser Folge 
angegeben werden. Hinsichtlich näherer Einzelheiten muß einstweilen auf die 
entsprechenden Lehrbücher der Festigkeitslehre bzw. der Statik der statisch 
bestimmten Systeme verwiesen werden.

Pirlet, Statik. II. 1. 1



2 Allgemeine Grundlagen für die Berechnung statisch unbestimmter Systeme.

a) Lasten. Die äußeren Lasten, deren Einfluß untersucht werden 
soll, setzen sich im allgemeinen aus dem Eigengewicht und der Nutz
last (Verkehrslast) zusammen.

Das Eigengewicht ist auf Grund der Einheitsgewichte der 
Baustoffe an Hand des Bauplanes zu ermitteln. Für manche Bau
teile läßt sich natürlich das Eigengewicht nicht vor Durchführung 
der Berechnung angeben. Alsdann ist dieses entweder zu schätzen 
oder auf Grund von Erfahrungen mit ähnlichen Ausführungen ein
zusetzen.

Bezüglich der Zahlenwerte über Eigengewichte von Baustoffen 
und häufig wiederkehrenden Bauausführungen findet man die not
wendigen Angaben in den entsprechenden Nachschlagewerken. Taschen
büchern usw. und in den amtlichen Bestimmungen.

Unter Nutzlasten werden alle nicht ständig wirkenden Lasten 
verstanden. Bei Hochbauten kommt hier neben der Belastung durch 
Materialien, Maschinen, Menschen usw. insbesondere der Winddruck 
und die Schneelast in Frage. Die Annahmen über die Wirkungs
weise dieser Lasten sind je nach den Umständen verschieden. Im 
allgemeinen werden jedoch die darüber erlassenen amtlichen Bestim
mungen maßgebend sein. Vom Winddruck setzt man meist die 
senkrecht zur getroffenen Fläche wirkende Komponente in Rechnung; 
vielfach wird der Vereinfachung der Rechnung wegen der Winddruck 
lediglich durch einen Zuschlag zu den Vertikallasten berücksichtigt.

Bei Aufgaben des Brückenbaues oder verwandter Gebiete (Kran
bau usw.) kommt namentlich der Einfluß der eigentlichen Verkehrs
lasten in Frage, gebildet durch Fahrzeuge, Menschengedränge usw.1). 
Die meisten dieser Lastarten treten als sogenannte bewegliche Be
lastung auf. Damit soll angedeutet sein, daß sie bald an diesem, 
bald an jenem Punkt des Tragwerks angreifen und damit das Bau
werk in mannigfacher Weise belasten können. Die Lasten werden 
in den ungünstigsten Lagen (ruhend) angenommen und auf ihren 
Einfluß untersucht. — Die sogenannten dynamischen Einflüsse 
dagegen, wie Stoßwirkungen, Schwingungen usw., werden als solche 
meist nicht berechnet. Man berücksichtigt sie gegebenen Falles 
durch Eihöhung der als ruhend angenommenen Belastung oder durch 
Herabsetzung der zulässigen Spannungen.

*) Für die Belastungsannahmen bestehen, meistens Vorschriften, z. B. die 
Lastenzüge der Eisenbahnverwaltungen. Man vergleiche die diesbezüglichen 
Angaben in den Nachschlagewerken, z. B. im Taschenbuch der „Hütte“.

2) Zu den äußeren Kräften eines Tragwerks werden auch die Auflager
reaktionen gerechnet. Diese sind im Gegensatz zu den vorerwähnten gegebenen 
Lasten erst durch die Berechnung zu ermitteln.

Bei Brücken, Kranbahnen usw., auf denen sich Fahrzeuge be
wegen, werden sodann vielfach auch die Wirkungen der Brems
kräfte untersucht. Hierbei wird ein bestimmter Teil der Vertikal
lasten — 10 bis 15 v. H. und mehr— als horizontal wirkende Kraft 
in Rechnung gesetzt2).
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b) Temperaturänderungen: Verschiebungen der Widerlager. 
Für manche Tragwerke sind neben den äußeren Lasten die Tempe
raturänderungen von Einfluß. Wird die Temperatur eines Trag
werks nach der Fertigstellung eine andere als bei der Aufstellung 
und kann das Bauwerk sich nicht den veränderten Wirkungen ent
sprechend ausdehnen oder zusammenziehen, so werden Kräfte wirk
sam, welche die sogenannten Temperaturspannungen hervonufen. 
Meist werden die Tragkonstruktionen für eine Temperaturänderung 
von etwa —15 bis — 35 Grad Celsius untersucht, je nach der Be
deutung, die den Temperaturwirkungen beigemessen wird. Es wird 
sich später zeigen, daß diese Temperatureinflüsse nicht für alle 
Systeme in Frage kommen.

Dies gilt auch von den Wirkungen der Verschiebungen der 
Widerlager. In manchen — nicht allen — Tragkonstruktionen 
treten bei der Verschiebung der Widerlager Zusatzkräfte auf; diese 
werden meist unter der Annahme untersucht, daß ein oder mehrere 
Widerlager sich um einen gewissen willkürlichen Betrag (ein oder 
mehrere Zentimeter) in bestimmter Richtung verschieben. Da die 
Senkungen der Widerlager durchweg von unübersehbaren Einflüssen 
abhängen, so ist man auf Schätzungen angewiesen. Man bezweckt 
durch derartige Untersuchungen meistens nur die Feststellung, ob 
ein vorgesehenes System gegen diese Einflüsse besonders empfindlich 
ist. Gegebenenfalls ist alsdann auf die Fundierung und Ausbildung 
der Widerlager besonderes Gewicht zu legen oder aber man geht 
zur Wahl eines anderen Systems über. — Es kommen freilich auch 
Fälle vor. wo Widerlagerverschiebungen von bestimmter Größe be
obachtet oder gemessen worden sind. Alsdann kann die Frage auf
geworfen werden, welche Wirkungen diese bestimmten Verschiebungen 
in der Tragkonstruktion hervorgerufen haben.

§ 2. Innere Kräfte. Formänderungen.
a) Biegungsmoniente, Normal- und Querkräfte nebst den zu

gehörigen Spannungen. — Kernpunktmomente. Das Ziel der stati
schen Untersuchung eines Tragwerks ist, wie bereits hervorgehoben 
wurde, insbesondere die Ermittlung der Materialbeanspruchungen und 
in vielen Fällen auch der Formänderungen; die damit Hand in Hand 
gehende Bestimmung der Auflagerkräfte liefert die Angaben für die 
Ausbildung der Widerlager.

Wir untersuchen lediglich stabförmige Körper mit gerader oder 
schwach gekrümmter Achse. Als Achse eines Stabes wird die Ver
bindungslinie der Schwerpunkte der aufeinander folgenden Quer
schnitte bezeichnet. Die etwaige Krümmung der Stabachse muß so 
gering sein, daß die für gerade Stäbe geltenden einfachen Gesetze 
der Biegung usw. noch gültig bleiben. Dies ist bei den in der Bau
praxis vor kommenden Ausführungen so gut wie stets der Fall.

Die Beanspruchungen stellen sich dar als Biegungs-, Normal
und Schubspannungen; sie sind die Folge der das Tragwerk bean
spruchenden Biegungsmomente, Normalkräfte und Querkräfte.

1*
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Bei dem in Fig. 1 dargestellten Tragwerk, einem bogenförmigen, 
biegungsfesten Balken auf zwei Stützen, ist der Einfluß gegebener

Fig. 1.

wird hier als bekannt vorausgesetzt, 
so können in jedem Querschnitt

äußerer Lasten P1.P2. P.t.
P. zu untersuchen. Die 4
zunächst zu ermittelnden 
Auflagerkräfte, A und H 
am festen und B am be
weglichen Lager, sind eben
falls zu den äußeren Lasten 
zu rechnen. Ihre Bestim
mung, die rechnerisch oder 
zeichnerisch erfolgen kann. 

Sind die Auflagerkräfte bestimmt, 
die Beanspruchungen berechnet 

werden. Zu diesem Zweck sind für den jeweils in Frage stehenden 
Querschnitt, dessen Spannungen berechnet werden sollen, das daselbst 
wirksame Biegungsmoment sowie die Normalkraft und Querkraft zu

In dem zu untersuchenden Querschnitt — q in Fig. 1 —-bestimmen.

tig; das Endergebnis muß stets

denkt man sich das Trag
werk durchgeschnitten und 
in zwei Teile zerlegt (Fig. 2). 
Einen der beiden Teile mit 
den an ihm wirkenden äuße
ren Kräften (einschließlich 
der Auflagerkräfte) legt man 
der Untersuchung zugrun
de; welchen von beiden 
man wählt, ist gleichgül- 

dasselbe sein. Der Einfachheit 
halber wird man im allgemeinen denjenigen Teil nehmen, an dem 
die wenigsten Kräfte wirken, in unserem Falle also den linken. Als
dann gelten folgende Begriffserklärungen:

Unter dem Biegungsmoment des Querschnitts, welches 
auf den Schwerpunkt des letzteren zu beziehen ist, versteht 
man das statische Moment aller am abgeschnittenen Teil 
des Systems wirkenden Kräfte; also

M=A-a — P1-p1~ H-h.

Hierbei sind am linken Balkenteil die im Sinne des Uhrzeigers 
drehenden Momente positiv gerechnet; am rechten Balkenteil wären 
die im umgekehrten Sinne wirkenden Momente als positiv zu be
zeichnen. Man könnte natürlich auch die drei in Frage kommenden 
Kräfte, etwa auf graphischem Wege, zu einer resultierenden Einzel
kraft zusammensetzen und das Moment der Resultierenden in bezug 
auf den Schwerpunkt des Querschnittes bestimmen. Dieser Weg 
wird vielfach eingeschlagen, zumal weil damit auch die nunmehr zu 
erklärende Normalkraft und Querkraft leicht gefunden wird.
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Unter der Normalkraft des fraglichen Querschnittes 7 
wird die Summe der senkrecht zum Querschnitt wirkenden 
Komponenten aller am abgeschnittenen Balkenteil wirken
den Kräfte verstanden. Hier wären also die Kräfte A, H und Pr 
in Komponenten nach der Richtung qq des Querschnitts und senk
recht zu diesem zu zerlegen: diese letzteren Komponenten senkrecht 
zur Schnittrichtung, also in Richtung der Achse, ergeben in ihrer 
Gesamtheit die Normalkraft. Diese wird bald als Druckkraft, bald 
als Zugkraft positiv gerechnet.

Die Querkraft ist durch die Summe der in die Rich
tung des Querschnitts fallenden Komponenten aller am 
abgeschnittenen Balkenteil wirkenden Kräfte gegeben. Man 
bezeichnet die Querkraft gewöhnlich dann als positiv, wenn sie am 
linken abgeschnittenen Balkenteil nach oben wirkt; ist sie dagegen am 
rechten Balkenteil nach oben gerichtet, so wird sie negativ gerechnet.

Statt der am abgeschnittenen Balkenteil wirkenden Einzelkräfte 
kann auch ihre Resultierende nach den beiden genannten Richtungen 
zerlegt werden. In Fig. 3 ist die Resultierende R eingezeichnet und
im Schnittpunkt mit der Querschnitts
richtung in die Normalkraft N und die 
Querkraft Q zerlegt-. Dadurch wird zu
gleich der Wert des Momentes JZ der 
Resultierenden R gewonnen. Da näm
lich die Querkraft Q durch den Schwer
punkt des Querschnittes geht, erzeugt 
nur die Normalkraft N ein Moment 
von der Größe:

Sind in dieser- Weise für einen bestimmten Querschnitt das 
Biegungsmoment sowie die Normalkraft und Querkraft bestimmt, so 
lassen sich die im Querschnitt auftretenden Spannungen (sowie 
auch die Formänderungen zwischen benachbarten Querschnitten) in 
einfacher Weise berechnen, und zwar aus der Bedingung, daß die 
inneren Kräfte den angreifenden äußeren Kräften das Gleichgewicht 
halten müssen.

Wird ein Querschnitt mit der Fläche E lediglich durch eine im 
Schwerpunkt angreifende Normalkraft N beansprucht, so treten nur 
Normalspannungen auf, die sich nach der Gleichung bestimmen

F3

Diese Normalspannungen sind 
gleichmäßig über den Querschnitt 
verteilt, wie die Fig. 4 darstellt.

Wird ein Querschnitt vom 
Trägheitsmoment JI dieses bezogen 
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auf die neutrale Faser, durch ein Biegungsmoment JZ beansprucht, 
und zwar in der Ebene einer Hauptachse, so berechnen sich die im 
Abstande y von der neutralen Faser auftretenden Biegungsspan
nungen nach der Navierschen Biegungsgleichung (s. Fig. 5):

JZ
^j-y-

Die Querschnitte werden 
auch nach der Biegung als eben 
angenommen; die Spannungen 
nehmen proportional dem Ab
stand y von der neutralen Faser 
n—n zu. erreichen also ihren

Höchstwert am Rande, und zwar auf den beiden Seiten der neutralen 
Faser mit umgekehrten Vorzeichen (Druck-und Zugspannungen). Der 
Höchstwert von o im Abstande y0 von der neutralen Zone wird:

JZ M _ JZ
^J:y0 " W

W nennt man das „Widerstandsmoment“ des Querschnitts.

Fig G

Die Schubspannungen r, 
die infolge der Querkraft Q auf
treten, sind je nach der Form 
des Querschnitts ungleichmäßig 
über diesen verteilt. Bei dem 
in Fig. 6 angenommenen recht
eckigen Querschnitt ist die Ver
teilung z. B. eine parabolische 
mit dem Höchstwert in der neu
tralen Faser. Man rechnet aber

gewöhnlich, namentlich bei Bestimmung der Formänderungen, so, als 
ob eine reduzierte Schubspannung r über den Querschnitt F gleichmäßig 

verteilt wäre, 
tionsfaktor z.

und setzt daher vor den Quotienten einen Reduk- 
Man schreibt:

Q
F ’T

Uber die von der Querschnittsform abhängige Zahl x muß auf 
die Lehrbücher der Festigkeitslehre verwiesen werden (z. B. Föppl III, 
--------  --------- Festigkeitslehre. § 20 und 24).

M Von besonderer Wichtigkeit ist der
' /y Fall der zusammengesetzten Bean-

“"6 spruchung, wo der Querschnitt gleich-
* zeitig durch eine Normalkraft N und ein

______  ______ Biegungsmoment HZ beansprucht wird. Es 
Fig. 7._ leuchtet ein, daß eine im Schwerpunkt

angreifende Normalkraft N zusammen mit 
einem Biegungsmoment 21 ebenso wirkt wie eine exzentrisch in ge
wissem Abstande e vom Schwerpunkt wirkende Last F (s. Fig. 7'). 
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Denn wird in diesem Falle einer exzentrischen Beanspruchung die 
Last N gleich und entgegengesetzt im Schwerpunkt angebracht, so ist 
am Belastungszustande nichts geändert; man erkennt aber, daß diese 
Belastung gleich derjenigen durch eine Normalkraft im Schw erpunkte 
und durch einen Moment N-e ist. Im Falle der zusammengesetzten 
oder exzentrischen Belastung wird also die Spannung gefunden durch 
Zusammensetzung der Normal- und Biegungsspannung nach der 
Gleichung

Hier ist die Spannung <7 als Funktion zweier Größen, der 
Normalkraft und des Momentes, dargestellt.

Zu einem vereinfachten Ausdruck für <7, nämlich zu der Form 
eines einfachen Quotienten, gelangt man unter Zuhilfenahme des
Kerns des Querschnittes. Diese 
Rechnungsweise ist für viele spätere 
Aufgaben zweckmäßig und soll da
her hier kurz dargelegt werden.

Die im Abstande e vom Schwer
punkte angreifende Last N (Fig. 8) 
erzeugt eine Normalspannung <7Jt 
und eine Biegungsspannung, deren 
Höchstwert am Rande mit +<?(, 
bezeichnet werden möge (ob braucht 
an beiden Rändern nicht etwa gleich 
zu sein). <7„ und setzen sich 
durch Addition bzw. Subtraktion 
zu den Randspannungen und 
<7., zusammen, um deren Berech
nung es sich hier handelt. Man fin
det (Fig. 8), wenn man die Wider
standsmomente

Fig. S.

= W. und - = W. h, h.

einsetzt und die Druckspannungen positiv, die Zugspannungen negativ 
rechnet •

_X , N-e_N( F-e\
01 ~ ~F “ “ T \1 ~ >7?

N N-e N / F-e\
F ~ W~)'

Um nun die Werte W\ und auf andere Art (mit Hilfe der 
Kernradien) darzustellen, beachte man folgendes: Der Kern ist der
jenige Teil des Querschnittes, innerhalb dessen die Last N angreifen 
muß, wenn keine Zugspannungen, sondern nur Druckspannungen ent
stehen sollen. Greift die Last N auf dem Kernrad an, so muß die 
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Spannung in einem Querschnittsrand 0 werden, und zwar wird die 
Spannung im unteren Rand 0, W’enn die Last 2V im oberen Kern
rand angreift, und umgekehrt. —

Greift die Last im oberen Kernrand an. so wird c2 zu 0. In 
obiger Gleichung für o2 ist alsdann die Kernweite X'2 für e einzu
setzen. Also wird:

Nf F-k„\ 
~~ F V ‘ TT., J

Der Klammerwert muß also zu 0 werden, d. h. es ist
W2 = F-k2.......................................... (1)

Ganz entsprechend wird zu 0, wenn e = k2 wird, d. h. wenn 
die Last in den unteren Kernrand rückt. Natürlich ist im Wert 
von cq in der Klammer das Minuszeichen einzusetzen, da die Kraft N 
unterhalb des Schwerpunktes liegt, die Normal- und Biegungsspan
nungen oberhalb des Schwerpunktes sich demnach subtrahieren.

Also wird: 

oder
.......................................... (2)

Durch die Gleichungen (I I und (2) sind die Widerstandsmomente 
als Produkte aus Querschnitt und Kernradius dargestellt. Setzt man 
diese Werte in die Gleichungen für und <72 ein, so ergibt sich 
(s. Fig. 7):

. = f i i F'e = v h+1 = X N' ei
1 F\ F-kJ F-k, F-J~ W ’

Nf F-e\__ — e__ N-e2__ W-e2
G-= fa1 ~~Ä~f1j~~~ ~ w.2 ■

N- e. n ________ _

Nach den Gleichungen (3) berechnen sich also die Randspan
nungen bei zusammengesetzter Beanspruchung auf Bie
gung und Druck in Form einfacher Biegungsspannungen, 
nur sind dabei die Exzentrizitäten und e2 nicht bis zum 
Schwerpunkt, sondern bis zum Kernrand zu messen. Die 
eine Randspannung (hier a3) ist negativ, wenn die Kraft N außerhalb 
des Kerns angreift, also e > k„ ist. —

b) Formänderungen, d. h. Lagenänderungen benachbarter Stab
querschnitte. Sind für die einzelnen Stellen des Systems die Werte M, 
N und Q bestimmt, so lassen sich die Formänderungen der einzelnen 
Stabelemente angeben, sobald das Dehnungsgesetz bekannt ist. Allen 
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folgenden Untersuchungen wird nun das sogenannte Hookesche 
Gesetz zugrunde gelegt, das innerhalb der Grenzen unserer Span- 
nungsbereehnungen für die meisten Baustoffe genau genug gilt. Es 
sagt aus, daß die Spannungen o und die Dehnungen f einander pro
portional sind. In der Gleichung

o
£ = E’

die diese Proportionalität ausdrückt, erscheint für jeden Baustoff 
eine konstante Größe E, der sogenannte Elastizitätsmodul, der 
den Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung festlegt. Unter 
der Spannung n wird die Spannkraft pro Flächeneinheit verstanden 

Kraft _ AU 
Fläche F J ’

unter Dehnung e die Längenänderung pro Längeneinheit. 
/ Längenzuwachs J / \
\ Länge 7 /’

Schreibt man E — — . so wird E gleich derjenigen Spannung, bei

welcher e = ~=1 ist, d. h. bei der JZ = 7 ist. Der Elastizitäts

modul bezeichnet also diejenige Spannung, durch die der Stab um 
seine eigene Länge verlängert würde.

Denkt man sich aus einem Stabe ein Stabelement von der Länge ds 
herausgeschnitten, so läßt sich die Formänderung dieses Elementes 
leicht angeben. Die beiden begrenzenden Querschnitte seien so nahe 
benachbart, daß die Spannungen in beiden Querschnit
ten (angenähert) als gleich angesehen werden können.

Die Längenänderung Jds des Elementes ds 
findet man, wenn die Querschnitte lediglich durch 
eine Normalkraft .V beansprucht sind, wie folgt. 
Es ist: 

Fig- 9..ids g N
^hT^'E^F^E1

also
N-ds4ds — F-E

Für die Verdrehung J99 zweier um ds 
voneinander entfernter Querschnitte gegenein
ander findet man, wenn lediglich ein Biegungs
moment M die Querschnitte beansprucht, nach 
Fig. 10 den folgenden Ausdruck (für den kleinen 
Winkel ist die Tangente eingesetzt):

a
y0‘

(^)

Fig. 10.
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Die Verlängerung a der äußersten Faser ist proportional der 
Randspannung o, nämlich.

G-ds

Die Randspannung o ist proportional dem Moment, nämlich 
Al

wo J das Trägheitsmoment des Querschnitts bedeutet. Also ergibt sich:

Die Vertikalverschiebung Ah zweier benach
barter, von einer Querkraft Q beanspruchter Querschnitte 
nimmt den Wert an (s. Fig. 11):

Ah = y-ds.
Der Schubverdrehungswinkel / ist proportional der

Fig. 11. Schubspannung r. Es ist 

wo G den Schubelastizitätsmodul bedeutet. Für die Schubspannung t . 
die nicht gleichmäßig über den Querschnitt verteilt ist, nimmt man 
einen im ganzen Querschnitt konstanten Wert an, indem man den 
Reduktionsfaktor x einführt (vgl. S. 6); man schreibt also:

Somit erhält man:

c) Stabspannkräfte in Fachwerken1). Die Ermittlung der Stab
spannkräfte in Fachwerken kann zeichnerisch und rechnerisch erfolgen. 
Die zeichnerischen Methoden, wie das Zeichnen von Kräfteplänen 
oder die Zerlegung einer Kraft nach drei Richtungen (Culmannsches 
Verfahren) usw., werden als bekannt vorausgesetzt.

Hier sollen nur einige Formeln zur Berechnung der Spann
kräfte aus den Knotenpunktsmomenten angegeben werden. Es 
zeigt sich nämlich, daß alle Stabspannkräfte sich durch diese Momente 
ausdrücken lassen.

cd Spannkräfte in den Gurtungen. Um die Gurtkräfte Om 
und Um zu bestimmen, legen wir den in Fig. 12 angedeuteten Schnitt 
durch drei Stäbe (Ritterscher Schnitt) und wenden auf den abge
schnittenen linken (oder rechten) Fachwerkteil die Gleichgewichts-

J) Wir benötigen die hier abzuleitenden Gleichungen später bei der Unter
suchung elastischer Formänderungen von Fachwerken.
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Bedingung an, daß die Summe der Momente aller Kräfte in bezug
auf einen beliebigen 
Punkt der Ebene gleich 
Null sein muß. Q und H 
bedeuten die Resultie
renden der Vertikal- bzv. 
Horizontalkräfte am ab
geschnittenen Systemteil. 
Um 0 zu bestimmen, 
nehmen wir m als Mo
mentenpunkt : Dm und 
ü m gehen durch m. geben 
also das Moment 0. und 
es bleibt

■ rm — 0 .
Setzt man

so wird

Entsprechend ergibt sich, wenn man (m-j-li als Momentenpunkt 
wählt, für Um die Gleichung:

^-3 -1 = 0’

U v m

oder da
W rl

m+1 ’ *-0S ’

- - (8)

In beiden Gleichungen (7) und (8) bedeuten Mm bzw. üMi+1 die 
Knotenpunktsmomente infolge der am abgeschnittenen Balkenteil 
wirkenden Kräfte; c. und ß sind die Neigungswinkel der Gurtstäbe 
gegen die Horizontale. Die Gleichungen zeigen, daß die Spannkraft 
im Obergurt bei positivem Moment negativ, die im Untergurt da
gegen positiv ist.

ß'j Spannkräfte in den Diagonalen (Fig. 12). Werden zunächst 
nur vertikale äußere Kräfte angenommen, so ergibt sich, wenn 
man die Summe der Horizontalkräfte am abgeschnittenen Balkenteil 
gleich 0 setzt (Gleictigewichtsbedingung), die Gleichung

• C0S ’ C0S + Vm • C0S ßm+1 = 0 ’
Setzt man für Om und Um die Werte aus Gleichung ('7) und (8 i 

ein, so erhält man

(9)
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Das erste (positive) Glied entspricht dem Fuß punkt, das zweite dem 
Kopfpunkt der Diagonale.

Wirken dagegen auch horizontale äußere Kräfte am Sj’stem, 
deren Resultierende am linken abgeschnittenen Balkenteil die Größe H 
haben möge, so ergibt die vorhin benutzte Bedingung die Gleichung

oder
•cos Tm + 0m • cos < — Um ■ cos H = 0

JI JI h
An-C0S94 = h m

JI — Hh JI ,
A,i-cos9m =

Der Zähler JIm — H ■ hm stellt das Moment für den Punkt mr 
dar, der senkrecht über m auf dem Obergurt liegt (Fig. 12). Denn 
H liefert zu Mm den Beitrag ~H y, zieht maij hiervon H h ab, 
so bleibt das Moment für m'

Beide Momente in vorstehender Gleichung sind also bezogen auf 
Punkte der gleichen, und zwar hier der oberen Gurtung: wir schreiben 
daher

Bl -^»-1 x
A»-C0Sl?m = r — i................................... (9a)

"'m
Hätte man vorhin in der Gleichung für Dm- cos cpm den Wert H mit 

- statt mit multipliziert, so hätte man erhalten

D ■ cos v — J/’"~1 ~ H —^+1.
m f m h hm m—1

Der Zähler Mm+14~ H ■ liefert das Moment für den Punkt
im 4- 1)', der senkrecht unter (m -4 1) auf der unteren Gurtung liegt. 
Also ergibt sich, wenn man die Momentenpunkte durch den Index « 
als auf der unteren Gurtung gelegen kennzeichnet, die Gleichung in 
folgender Form:

V'1 17“
An ’ C0S 941 = -------- j, ..............................(9b)

Die Gleichungen (9a) und (9b) zeigen, daß, falls auch hori
zontale Kräfte wirken, die Gleichung (9) der Form nach gültig 
bleibt, daß aber die Momente und -Mw_x auf Punkte der 
nämlichen Gurtung bezogen werden müssen. Dabei ist es 
gleichgültig, ob man diese Punkte auf der oberen oder der unteren 
Gurtung wählt.

Die Formeln gelten für reehtssteigende wie für rechtsfallende 
Diagonalen; man beachte nur, daß das erste (positive) Glied sich auf 
den Fußpunkt der Diagonale bezieht.

y) Spannkräfte in den Vertikalen (Fig. 13). Es seien wiederum 
zunächst nur Vertikallasten angenommen. Wir trennen durch den



§ 2. Innere Kräfte. Formänderungen.

in Fig. 13 angedeuteten Schnitt den linken Fachwerkteil ab und be
nutzen die Gleichgewichtsbedingung, daß die Summe der Vertikal
kräfte am abgeschnittenen Systemteil gleich Null sein muß. — Es be
steht also, wenn wir die Belastung am Obergurt annehmen, die 
Gleichung (Fig. 13)

F + 0m ■ sin c.m -K ■ sin -L Qm = 0,
oder, wenn man mit der (konstant angenommenen) Feldweite z multi
pliziert,

Hier ist Mm' = da nur vertikale Lasten angenommen wurden; 
Q bedeutet die Summe aller links vom Schnitt wirkenden Vertikal
kräfte. — Um auch das letzte Glied durch die Momente auszu
drücken, benutzen wir die bekannte Beziehung

d. h. das Moment für den Punkt in ist gleich demjenigen für den 
vorhergehenden Punkt (m — 1), vermehrt um die mit der Feldweite z 
multiplizierte Querkraft Qm. Somit ergibt sich

Kn ■ " ■2 ' *g f: — v" ' 'tg ~

J/
= Mm-1 — ' tg ’ *g ßm^)' y

Der Klammerwert stellt die in Fig. 13 angegebene Strecke Ä„_i dar, 
die man durch Verlängerung des Untergurts Um+1 bis zur Vertikalen 
Äm_1 erhält. Also ergibt sich bei Belastung des Obergurts durch 
vertikale Kräfte

.....................(10a)
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Bei Belastung des Untergurts tritt zu den Lasten links 
vom Schnitt eine weitere Last am Punkt m' zur Q.uerkraft hinzu. 
Wir haben mit zu rechnen und daher zu setzen:

Mit diesem Wert ergibt sieh
II 71

F-z = -—‘-z-to-u ——JI -J-JI' ' 7, S 7 '■ '■cP>U~1 U m+1 I m’
ni “m

1 . Z = — 4- . (hm — z- tg am — z • tgßm^\.

Der Klammerwert stellt die in Fig. 13 angegebene Strecke ä„+1 dar, 
die man durch Verlängerung des Obergurts 0m bis zur Vertikalen 
Äm+1 erhält.

Es gilt somit bei Belastung des Untergurts durch verti
kale Kräfte die Gleichung

'm ’ * ~ 4" m ’ "y^..................... (10 b)

• Ä ■ tg am - • z ■ tg ßm^
"'m

- [(Mm + H •

= — y^ —2 ■ tg «„ -H • tg ßm+J+H(—y+x+2 - tg «).

Da der Faktor von H gemäß Fig. 13 gleich Null ist, so ergibt sich

V-2 = M —M .
Ml

"'m
Wirken auch Horizontalkräfte, deren Resultierende am ab

geschnittenen Balkenteil gleich H sein möge, so ist zunächst nicht 
mehr Mm’ — Mm\ es besteht vielmehr die Beziehung

JI -=3Z 4-H-Ä .

Ferner ist zu beachten, daß die Größen JI,H und JIm_1 den Ein
fluß der Vertikal- und Horizontalkräfte in sich schließen, daß aber 
die zur Bestimmung des Gliedes Q -2. dienende Gleichung nur Mo
mente infolge der Vertikalkräfte vorsieht, so daß man schreiben 
muß

Hierbei ist gemäß Fig. 13 zu setzen

J/ ,̂_l=JIm4-H-x.

Setzt man diese Werte in die früher benutzte Gleichung für 
Vm-2 ein, so erhält man
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Die Form des Ausdrucks ist die gleiche wie wenn ausschließlich 
vertikale Kräfte wirkten (Gl. 10a). Man beachte aber, daß jetzt 
die Momente auf die Punkte (m—1) und m der belasteten 
oberen Gurtung bezogen werden müssen. Um dies zu kenn
zeichnen, schreiben wir die Gleichung für die Spannkraft der 
Vertikalen bei (beliebiger) Belastung des Obergurts wie folgt:

Ebenso ergibt sich die der Gleichung (10b) entsprechende Glei
chung für die Spannkraft der Vertikalen bei (beliebiger) Be
lastung am Untergurt in folgender Form:

7,"
1 — Mw—i .......... (lOd)

11 m
wobei durch den Index h gekennzeichnet werden soll, daß sich die 
Momente auf die Punkte der belasteten unteren Gurtung beziehen. —

Literaturangaben: Zum Abschn. A wie überhaupt zur Be
rechnung statisch bestimmter Systeme vergleiche man: Föppl: Vor
lesungen über Technische Mechanik. Band II, Graphische Statik, Ab
schnitt 1 uöd 4. Mehrtens: Vorlesungen über Ingenieurwissen
schaften, Band II und III, 2te Hälfte. Müller-Breslau: Die gra
phische Statik der Baukonstruktionen, Band I.

B. Die Bediuguiigsgleichungen zur Berechnung
• statisch unbestimmter Systeme.
§ 3. Grundbegriffe und Bezeichnungen.

a) Grundsystem und überzählige Größen X. Bei den statisch 
bestimmten Systemen, z. B. beim einfachen Balken oder dem Drei
gelenkbogen, lassen sich alle statischen Größen S, etwa ein Moment 
oder ein Auflagerdruck, mit Hilfe der drei Gleichgewichtsbedingungen 
bestimmen. Diese lauten:

AV=0, XH=0, AM=0.
d. h. die Summe der Vertikalkräfte (AP). die Summe der Horizontal
kräfte (AH) und die Summe der Momente (AM) für jeden Punkt 
der Ebene ist = 0. Bei den sogenannten statisch unbestimmten 
Systemen genügen diese drei Gleichgewichtsbedingungen nicht mehr. 
Gibt man einem auf zwei Stützen A und B ruhenden Balken weitere 
Stützpunkte a , b, c,...,n (Fig. 14), so lassen sich die nunmehr hinzu
kommenden Stützendrücke X nicht mehr auf dem bisherigen ein
fachen Wege bestimmen1).

x) Daß diese Stützendrücke in der Tat wirksam werden, folgt daraus, 
daß der Träger aus elastischem Material besteht und daher unter dem Einfluß 
einer äußeren Belastung Pm seine Form zu ändern bestrebt ist. Eine Senkung
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In den Stützpunkten a. b. c, n treten also überzählige Größen 
auf. die mit X . W. X....... X, bezeichnet werden sollen, a o t

Iß

überzählige Größen heißen sie deshalb, weil sie zur unver
schieblichen Festlegung des Systems, d. h. hier des Balkens AB. 
nicht erforderlich sind. Die Werte X werden auch statische«Un- 
bekannte genannt, weil sie sieh, wie gesagt, nicht mehr mit Hilfe 
der Gleichgewichtsbedingungen berechnen lassen. Die Zahl der Über
zähligen X gibt zugleich den Grad der statischen Unbestimmt
heit an: sind r Überzählige (Xa. Xb, Xc. ..X^ vorhanden, so heißt 
das System r-fach statisch unbestimmt. Werden die Träger der über
zähligen X, d. h. jene Teile des Tragwerkes, in denen die Größen Ä’ 
wirken (in unserem Falle also die Lager), beseitigt (Fig. 15), so geht

Fig. 15.

das System in ein statisch bestimmtes über. In unserem Falle ist 
dies der einfache Balken HB. Dieses System wird als das Grund
system bezeichnet. Wir setzen voraus, daß dieses System nicht 
etwa beweglich, sondern starr ist. Als Grundsystem bezeichnen 
wir demnach dasjenige statisch bestimmte und starre 
System, in welches das ursprüngliche System nach Be
seitigung sämtlicher überzähligen Größen X übergeht.

Die Wahl des Grundsystems und der überzähligen Größen 
ist bei jeder Aufgabe zuerst vorzunehmen. Hierbei ist zu beachten, 
daß ein gegebenes statisch unbestimmtes System nicht etwa nur ein 
Grundsystem hat. Vielmehr können durchweg die Überzähligen und 
damit das Grundsystem auf mannigfache Weise gewählt werden. Bei 
dem in Fig. 16 dargestellten Träger könnte man z. B. auch die Lager 
A und B beseitigen und zwei der sonstigen Stützen a bis d beibe
halten (Fig. 16 a). Auch kann man alle Stützen beibehalten und 
sonstige überzählige Größen beseitigen. In Fig. 16 b sind statt der 
vier Stützendrücke vier Einspannungsmomente beseitigt, indem an 
vier Punkten des durchgehenden Balkens Gelenke eingelegt wurden. 
Als Grundsystem ergibt sich also ein sogenannter Gerberbalken.

der Punkte a, b, c, ... n ist aber infolge der starren Stützung unmöglich. Die 
Stützen müssen also Widerstände (Reaktionen) ausüben, um die Punkte a, b, c.... n 
in ihrer Lage zu erhalten.
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Schließlich sind in Fig. 16 c die Momente über den Stützen | Stützen - 
momente) beseitigt; man erhält als Grundsystem fünf zusammen
hängende Einzelbalken1).

Wenn man auch das Grundsystem auf mannigfache Weise her- 
stellen kann, so ist es doch für die Rechnung keineswegs gleichgültig, 
welches Grundsystem gewählt wird. Bei ein und derselben Aufgabe 
kann durch ungeeignete Wahl des Grundsystems die Rechnung wesent
lich umständlicher werden. Im allgemeinen ist daher auf die Wahl 
eines möglichst zweckmäßigen Grundsystems besonderer Wert zu 
legen. Nach welchen Gesichtspunkten dies zu beurteilen ist. kann 
natürlich erst der später zu behandelnde Rechnungsgang zeigen.

Erläuterung vorstehender Angaben über die Wahl 
des Grundsystems.

Bezüglich der Wahl des Grundsystems und der überzähligen 
Größen W sollen an einem einfachen Beispiele noch einige Erläute
rungen gegeben werden.

Der in Fig. 17a dargestellte einseitig eingespannte Balken stellt
ein statisch bestimmtes System dar. 
Die drei Auflagerreaktionen, näm
lich die Vertikalkraft A. die Hori
zontalkraft H und das Einspan
nungsmoment llf lassen sich für 
jede äußere Belastung Pm mit Hilfe 
der Gleichgewichtsbedingungen be
stimmen. Sie genügen, um das System unbeweglich festzulegen.

Gibt man dem freien Ende ein Rollenlager, so tritt eine über
zählige Kraft ATa hinzu, die senkrecht zur Lagerfläche gerichtet ist. 
Denn der Endpunkt des Freiträgers würde sich unter dem Einfluß

x) Vgl. die nachfolgenden. Erläuterungen, zur Frage der Wahl des Grund
systems.

Pi riet. Statik. II. 1. 9
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der Last Pm infolge der elastischen Formänderung des Systems auch 
in vertikaler Richtung verschieben. Dies verhindert die Lagerung, 

d. h. die am Lager wirksam werdende
Reaktion Xa (Fig. 17 b).

Macht man das bewegliche Lager 
fest, so wird auch die bisher noch 
mögliche horizontale Verschiebung des 
Punktes a aufgehoben. Es muß also
auch in horizontaler Richtung eine 
Kraft wirksam werden, welche die 
besagte Verschiebung verhindert, d. h.

Fig. 17 b.

es tritt noch eine zweite Un
bekannte X^ hinzu (Fig. 17 c). In 
einem festen Lager kann eine 
beliebig gerichtete Reaktion auf
treten. Ihre beiden Komponen
ten nach zwei (an sich beliebi-

Fig. 17 c. gen)
dar 

den unbekannten Auflagerreaktionen.

Richtungen stellen die Kraft 
und geben zugleich die bei-

Bisher war noch die elastische Verdrehung des rechten Stab
endes möglich. Fügt man aber am rechten Lager eine feste Ein
spannung hinzu, so wird auch die Möglichkeit einer Verdrehung be

hoben; es tritt daher als dritte 
Unbekannte ein Drehmoment 

hinzu, welches einer Ver
drehung des Stabes entgegen
wirkt (Fig. 17 d). An einer festen 
Einspannstelle sind also insge
samt drei Unbekannte wirksam: 
zwei Kraftkomponenten und ein
Einspannungsmoment.

Es sei nun der in Fig. 17 d dargestellte, beiderseits eingespannte 
Balken gegeben und der Grad der Unbestimmtheit festzustellen. Man 
kann die Frage in folgender Form stellen: Welche und wie viele 
Einzelwirkungen sind zu beseitigen, damit das Tragwerk in ein statisch 
bestimmtes und starres System übergeht? — Entfernt man die ge
samte Lagerung am rechten Ende, so bleibt der einseitig eingespannte 
Balken als Grundsystem übrig. Dabei sind, wie oben auf umgekehrtem 
Wege dargelegt wurde, die genannten drei Reaktionen zu beseitigen, 
und diese stellen die Unbekannten W des dreifach statisch unbe
stimmten Systems dar.

Dieselbe Aufgabe läßt sich aber auch in anderer Form lösen. 
Beseitigt man zunächst an den beiden Enden die Einspannungen, so 
daß die freie Drehung der Stabenden möglich wird, so sind zwei über
zählige Reaktionen Xa und X^ (Einspannungsmomente) zu entfernen 
(Fig. 18a). Damit ist das System aber noch nicht statisch bestimmt; denn 
es sind noch zwei feste Fußgelenke vorhanden, und in jedem Gelenk
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w irken zwei Kraftkomponenten. also insgesamt vier unbekannte Größen. 
Da nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfügung stehen, so muß 
noch eine Reaktion entfernt werden. 
Es hegt nahe, das eine der beiden 
festen Lager beweglich zu machen, 
also die horizontale Komponente (A.) 
der Lagerreaktion zu beseitigen. Als
dann geht das System in den ein
fachen Balken auf zwei Stützen 
über; dieser bildet also das 
Grundsystem. Die Unbekann
ten sind zwei Einspannungs
momente Ao und A6 und der

Fig. l'a.

Fig. 18 b.
Horizontalschub A0(Fig. 18b).

Nach Beseitigung der beiden Einspannungsmomente A"o und A'6 
an den Auflagern könnte man den alsdann vorliegenden Zweigelenk
bogen (Fig. 18 a) auch dadurch statisch bestimmt machen, daß man 
an einer weiteren Stelle, etwa im 
Scheitel des Bogens, noch ein Ein
spannungsmoment (A^) beseitigt, d. h. 
also ein Gelenk an die Stelle der 
festen Durchführung setzt (Fig. 19, 
Dreigelenkbogen). —

In einem festen Gelenk kann 
eine beliebig gerichtete Reaktion wirksam 
sein, d. h. es treten zwei Kraftkomponenten 
auf, mit denen beide Stabteile gleich und ent
gegengesetzt aufeinander wirken (Fig. 20). 
Die Drehung der beiden Stabteile gegen
einander ist dabei noch möglich. Diese wird 
erst behoben, indem die beiden Stäbe durch 
ein Einspannungsmoment 3f gegeneinander 
festgelegt werden (Fig. 20a). Dieses Ein
spannungsmoment wirkt, zusammen mit den 
beiden Kräften V und H. den Komponenten 
der Gelenkreaktion, wie die feste Durchfüh
rung des Stabes.

Dies führt zu einer weiteren 
Art der Bildung des Grundsystems. 
Schneidet man den Balken an ir
gendeiner Stelle durch (Fig. 21), so 
bleiben zwei eingespannte Balken 
als Grundsystem übrig. Die drei 
Überzähligen sind die zwei vorge
nannten Kraftkomponenten (Xa und

Fig. 19.

Fig. 20.

Fig. 20 a.

Fig. 21.

Aj sowie das Einspannungsmoment (JQ. Diese Größen sind an jedem 
der beiden Stabteile gleich und entgegengesetzt anzubringen, da beide 
Systemteile gleich und entgegengesetzt aufeinander wirken.

9*
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XB. Vorzeichen. Wie man die Unbekannten wählt, d. h. in welchem 
Sinne man sie positiv wirkend annimmt, ist gleichgültig. Xan wähle die 
positive Richtung nach Belieben: ergeben sich am Schluß der Rechnung die 
Werte X positiv, so wirken sie in der angenommenen Richtung: umgekehrt 
ist es, wenn die Unbekannten X sich mit negativem Vorzeichen ergeben.

b) Verschiebungen und statische Größen S. Bezeichnungen. 
Das Superpositionsgesetz. Das Ziel der Untersuchung eines statisch 
unbestimmten Systems ist die Ermittlung der überzähligen Größen X. 
Sind diese berechnet, so sind alle am Grundsystem angreifenden 
Lasten bekannt, und jede statische Größe kann berechnet werden. 
— Das gegebene statisch unbestimmte System läßt sich nämlich 
auch auffassen als ein statisch bestimmtes (Grundsystem), an dem 
außer den gegebenen Lasten Pm noch weitere, erst noch zu be
rechnende Lasten Ä wirken (s. Fig. 16 a bis 16 c). Ist nun irgendein 
statischer Werb S gesucht, etwa ein Auflagerdruck oder ein Biegungs
moment, so setzt sich S zusammen aus dem Einfluß der gegebenen 
Last Pm und dem der Lasten X auf das Grundsystem. — Um nun 
S als Funktion der Werte X darzustellen, treffen wir folgende Fest
setzungen. Irgendeine der Größen X. etwa Xk, denke man sich 
zunächst allein für sich am Grundsystem wirken. Hätte X. den 
Wert 1, etwa 11. so ruft diese Größe einen Wert £ hervor, der 
mit Sk bezeichnet werden soll, so daß Sk gleich infolge XK — 1 ist. 
Also tritt infolge der Größe Xk, wenn sie mit ihrem vollen Betrage XK 
wirkt, der W.-fache Wert auf, also Sk-Xh. — Das, was hier für eine 
beliebige Größe Xk gesagt ist, gilt für alle X, von Xa angefangen bis Xn. 
Somit rufen alle X zusammen einen Wert S hervor, der gleich ist:

sa-xa + sb • x, 4- sb ■ xL +... + - A4.
Dazu kommt nun noch der Einfluß von P„ . den wir mit S„ 

bezeichnen wollen, so daß wir infolge Pm und der Überzähligen X 
den Wert erhalten:

s=s0+sa.xa-rsl.xh + ...-sn-xn. . . (11)
Dieses Gesetz nennt man das Superpositionsgesetz1-); es 

wird in der Statik der Baukonstruktionen durchweg zugrunde gelegt.
Außer den Kräftewirkungen sind sodann noch die infolge der Nach

giebigkeit (Elastizität) des Baustoffes auftretenden Formänderungen 
zu untersuchen. Sowohl bei statisch bestimmten wie bei unbestimmten 
Systemen fragt man des öfteren nach den Senkungen oder Ver
schiebungen gewisser Punkte (oder Verdrehungen von Geraden) des 
Tragwerkes. Vor allem aber ist bei statisch unbestimmten Systemen

b Bezüglich der Bezeichnungen sei darauf hingewiesen, daß der Wert «S 
ohne Index eine Größe im gegebenen, statisch unbestimmten System bedeutet, 
während alle sonstigen mit einem Index versehenen Werte (So, Sa, Si . ■ ■ S„) 
für das Grundsystem gelten. — Zur Unterscheidung der Werte könnte man 
auch © für S schreiben, so daß die statischen Größen des unbestimmten 
Systems durch deutsche Buchstaben bezeichnet würden. Jedoch ist mit Rück
sicht auf die Schreibweise der gebräuchlichsten Literaturquellen hiervon ab
gesehen worden.
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zur Berechnung der überzähligen Größen X die Kenntnis der Form
änderungen erforderlich, wie wir des näheren noch sehen werden.

Auch für die Formänderungen ist durchweg das Superpositions
gesetz maßgebend, d. h. es werden lineare Beziehungen zwischen 
Formänderungen und Kräften angenommen. Dies ist ohne weiteres 
gegeben, wenn man. wie es bei allen folgenden Untersuchungen der 
Fall ist, annimmt, daß das Hookesche Gesetz gilt. d. h. daß die Be
anspruchungen des Systems innerhalb der Grenzen bleiben, für welche 
das Hookesche Gesetz gültig ist (s. Abschnitt A. § 2, b).

Es sei gefragt, nach der Verschiebung eines Systempunktes i in be
stimmter Richtung i, und zwar infolge einer am Grundsystem wirkenden 
Kraft Xk. WäreÄ). gleich 1, so möge die Verschiebung von i einen Wert 
annehmen, den wir mit [üt] bezeichnen wollen1). Hier bedeutet also 
der erste Buchstabe den Ort der Verschiebung (Punkt und Richtung), 
der zweite die Ursache der Verschiebung. Wirkt nun die Kraft Xk 
mit ihrem vollen Wert, so erzeugt sie die Verschiebung Was
für Xk gilt, bleibt für alle Werte Xa bis Xn gültig, und man erhält somit 
als Verschiebung des Punktes i infolge der Überzähligen den Wert;

+ + +
Dazu kommt der Beitrag zur Verschiebung, der allein infolge 

der gegebenen äußeren Belastung P hervorgerufen wird. Dieser 
soll die Bezeichnung [iw] erhalten. Insgesamt ergibt sich also:

UM 4- lia}-Xa + [ib]• Xb -... ~ [in]• Xn.
Dies ist der Wert für die Verschiebung des Punktes i infolge 

Pm und der überzähligen Größen X, d. h. des Punktes i des r-fach 
statisch unbestimmten Systems (r bedeutet die Zahl der Über
zähligen Xa bis Xn). Dieser Wert soll mit [im.r] bezeichnet werden. 
Es bedeutet also der erste Buchstabe i den Ort der Verschiebung 
(Punkt und Richtung), der zweite m die Ursache (hier äußere Be
lastung Pm), und der Zahlenindex gibt den Grad der statischen 
Unbestimmtheit des Systems an, dem der fragliche Punkt i angehört.

Es gilt somit für eine Verschiebung eines Punktes i 
in bestimmter Richtung infolge der Belastung Pm bei einem 
r-fach statisch unbestimmten System die Gleichung:

[m.r|=[iM + U<d-*a + U&]--^ • (IS)
Man erkennt, daß beim v-fach unbestimmten System so

wohl die statische Größe S (Gl. 11), als auch die Verschiebung 
[iw.r] (Gl. 12) sich ausdrücken lassen durch die über
zähligen V und durch gewisse statische Wirkungen (Gl. 11) 
beziehungsweise Verschiebungen (Gl. 12) des Grundsystems. 
Denn sowohl die Größen Sk wie die Verschiebungen [ik] 
auf den rechten Seiten der Gleichungen (11) bzw. (12) sind 
hervorgerufen durch die am Grundsystem wirkenden Kräfte 
X — l bzw. Pm (gegebene äußere Lasten).

’) Durch die eckigen Klammern werden die Verschiebungen als Suinmen- 
ausdrücke gekennzeichnet. Vgl. hierzu die späteren Ausführungen über die Be
rechnung von Verschiebungen. fAbschn. II, § ü, spez. S. 42.)
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S 4. Die Elastizitätsgleichungen.
Im vorigen Abschnitt sind, die Einflüsse der äußeren Lasten 

und der überzähligen Größen X zueinander in Beziehung gesetzt, und 
diese Beziehungen durch Gleichungen ausgedrückt worden (siehe 
Gl. (11) und (12). Nunmehr handelt es sich um die Frage, wie mit Hilfe 
dieser Beziehungen die Unbekannten X berechnet werden.

a) Einfluß einer äußeren Belastung P,n. Wir haben y Unbe
kannte Xa, Xb...Xn zu berechnen, benötigen also ebenso viele 
Bedingungsgleichungen, in denen die Werte X als Unbekannte auf
treten. Diese Bedingungsgleichungen sind nun ohne weiteres da
durch gegeben, daß r Verschiebungen [im.y] des statisch un
bestimmten Systems bekannt sind, und zwar die Verschie
bungen der Angriffspunkte der Unbekannten X. Betrachtet 
man z. B. den Träger auf ji-|- 2 Stützen in Fig. 14, so erkennt man. 
daß die Angriffspunkte der X in diesem Falle wegen der festen, 
unverschieblichen Lagerung keine Verschiebungen in Bichtung der 
Größen V erfahren können, d. h. die Verschiebungen der An
griffspunkte der Überzähligen X in Richtung dieser Groß enX 
sind 0 ). Mit den vorhin eingeführten Bezeichnungen lauten also 
diese Bedingungen:

1

man nur die jeweiligen Beson- 
derheiten des Systems sach
gemäß berücksichtigt. Einige 
Angaben mögen dies erläutern.

Beim Träger auf elasti
schen Stützen (Fig. 22) kom
men als Angriffspunkte der 
UnbekanntenX die Fußpunkte 
der Stützen in Frage. Die
jenigen Teile des Tragwerks, 
in denen die Kräfte X wirken, 

sagen wir die Träger dieser Kräfte (hier 
die Pendelstützen), sind also mit in das 
System einzubegreifen.

Wirkt eine Unbekannte X; in einem 
überzähligen Stab (vgl. das m Fig. 23 
dargestellte Fachwerk), so schneide man 
den Stab etwa in der Mitte durch und 
bringe die Kraft X{ in dem Schnitt 
gleich und entgegengesetzt an. Die Ver
schiebung des Punktes i, d. h. des An
griffspunktes von X;, in Richtung von 

Xit muß dann auch gleich 0 sein. Denn i ist identisch mit V und verschiebt 
sich in Richtung von Xt, wie i' in Richtung von X/; die Kraft Xi ist gleich X;, 
wirkt aber in umgekehrtem (negativem) Sinne, d. h. die Gesamtverschiebung von i 
(eigentlich i und i') in Richtung von Xi (eigentlich X, und X/) ist gleich 0. 

Ähnliche einfache Überlegungen gelten in anderen Fällen, z. B. wenn eine 
elastische Einspannung als Träger eines unbekannten Einspannungsmomentes 
vorliegt. Man hat stets nur darauf zu achten, daß die Träger der Unbekannten 
in dem vorhin dargelegten Sinne mit in das System einbegriffen werden.

1) Dies gilt in unserem Beispiel zunächst nur dann, wenn die Stützen 
starr, die Punkte a, b, c,..., n also unverschieblieh sind. — Es gilt aber auch in 

allen anderen Fällen, wenn



§ 4 Die Elastizitätsgleichungen.

[a m. )■] = 0
[6 m. r] = 0

= 0

(13)

Diese Gleichungen stellen die „Elastizitätsbedingungen“ dar 
d. h. die Bedingungen, denen die elastischen Verschiebungen der be
treffenden Systempunkte unterliegen.

Nun ist aus den Gleichungen (13) noch nicht zu erkennen, wie 
aus ihnen die Größen X zu berechnen sind. Setzt man aber nach 
Gleichung (12) für [/»z.r] die Werte ein. so entstehen die folgenden 
Gleichungen mit den Unbekannten N.

[am.y] = [am] -y[ad]-Xa — [ab^X, -j-... —[a»]-.XB = Ü|
[b m. r] = [b m] - [5a] - Xa - [5 b] - X, - ... - [b «] • I„ = 0 

.................................................. ... (14)

[n m.)■] = [jjtk] — [na] • -f- [n 6]-Xb —... — [niz] • Xn = 0
Dies sind die sogenannten ..Elastizitätsgleichungen".
In diesen Gleichungen stellen die Koeffizienten der Unbekannten 

sowie die Absolutglieder Verschiebungen dis statisch bestimmten 
Grundsystems dar. Sind also diese Verschiebungen berechnet und 
die Gleichungen nach den Werten X aufgelöst, so ist die Aufgabe 
als erledigt zu betrachten. Denn aus den Unbekannten X berechnen 
sich alle sonstigen statischen Größen (Momente, Stabkräfte usw.) 
nach Gleichung (11), wo -wiederum die Multiplikatoren S; und auch der 
Wert ,S'O statische Größen im Grundsystem darstellen.

Es ergibt sich also, daß es sich bei der Berechnung statisch 
unbestimmter Systeme im wesentlichen um zwei Aufgaben handelt:

Erstens sind die Verschiebungen der v Punkte a,b,....n 
zu berechnen, und zwar infolge gegebener Lasten Pm bzw. 
X = 1 am Grundsystem.

Zweitens sind )• lineare Gleichungen mit y Unbekannten 
aufzulösen.

Ehe indessen diese beiden Aufgaben behandelt werden, be
dürfen die vorstehenden Ausführungen noch der Ergänzung nach 
verschiedenen Richtungen.

b) Einfluß von Temperaturänderungen. Ebenso wie eine äußere 
Belastung vermag auch eine Erhöhung oder Erniedrigung der Tem
peratur eine Formänderung des Tragwerks hervorzurufen. Ist das 
System dabei so gestaltet, daß die durch die Temperaturänderungen 
bedingten Verschiebungen nicht ungehindert vor sich gehen können, 
so werden, ebenso wie im Falle einer äußeren Belastung, Kräfte wirk
sam, welche eben jene Formänderungen verhindern. — Bei dem in 
Fig. 24a dargestellten einseitig eingespannten Balken (s. Fig. 17a—d). 
wird z. B. bei einer Temperaturänderung die Bogenachse ihre Gestalt 
ändern und etwa die punktiert eingezeichnete Form annehmen.
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Diese Formänderung des statisch bestimmten Systems kann unge
hindert vor sich gehen.

Fig. 24 a.

Hat aber der Balken am Ende ein festes Lager, so daß der 
Punkt a unverschieblich fest liegt, so ist bei der gleichen Temperatur
änderung die Verschiebung von a nach a' nicht möglich (Fig. 24b). 
Um a in seiner ursprünglichen Lage zu halten, sind Auflager kräfte 
X und X,, erforderlich: sie nehmen eine solche Größe an. daß die CI M .
Verschiebungskomponenten von a in Richtung von Xa bzw. Xv zu 
Null weiden. Die Bedingungsgleichungen lauten somit in diesem Falle 

[ai.2] = 0, 
[ÖL2] = O,

wobei die Ursache, nämlich die Temperaturwirkung, wiederum durch 
den zweiten Buchstaben (t) gekennzeichnet ist. (a und b bezeichnen 
hier denselben Punkt, da Xa und Xb im nämlichen Punkte angreifen, 
jedoch sind die Richtungen der Kräfte X verschieden.) Allgemein 
gelten beim r-fach statisch unbestimmten System die Elastizitäts
bedingungen:

[a t. r] = 0
[b t. r] — 0

[ut.r] = O.
Es fragt sich nun wiederum, wie die Verschiebungen pt.r] durch 

die Unbekannten X auszudrücken sind. — Die Verschiebung eines 
Punktes i infolge der Temperaturwirkungen setzt sich zusammen 
aus der Verschiebung, welche i als Punkt des Grundsystems (alle 
X = 0) erfährt, und dem Beitrag der überzähligen Größen. Der 
erstere Wert, also die Verschiebung des Punktes i in bestimmter zu
gehöriger Richtung infolge der Temperatur, wenn diese lediglich das 
Grundsystem verändert, werde mit pf] bezeichnet. Der Beitrag der 
Überzähligen X drückt sich genau so aus wie bisher (Gl. 12), wobei 
naturgemäß diejenigen Werte X in Frage kommen, die infolge der 
Temperatur auf treten. Der Gesamtwert wird also:

= pt] + [m]-Xa + pö] -X5 + - • ■ -p M. (15)
Entsprechend sind die Verschiebungen der sämtlichen Angriffs

punkte a, b,.. ,,n der Unbekannten Xa, X^,.. .,Xn auszudrücken. Aus 
der Elastizitätsbedingung, daß diese Verschiebungen gleich Null sind, 
entstehen also die folgenden Elastizitätsgleichungen zur Be
stimmung der Temperatureinflüsse:
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[«t. p] = [a t] — [atz] ■ Xa — [a l] ■ Xb —
P d 4- U' ^-xa^[_b b] -x^

[« /.>>]=- [n f] — [n a] ■ xa --- [h 5] - Xb -4

— [«n]-A'„ = U 
-[M-A'^O

(16)

Diese Gleichungen unterscheiden sich von den Gleichungen (14), 
die für äußere Belastungen Pm gelten, nur durch die Absolutglieder 
^it] statt [m])1).

c) Einfluß von Verschiebungen der Widerlager. Es bliebe 
noch eine letzte Ursache zu untersuchen, welche das Auftreten von 
Kräften bei statisch unbestimmten Systemen zur Folge haben kann, 
nämlich die Verschiebung der Widerlager. — Von dem Zweck derartiger 
Untersuchungen, die sich meistens auf mehr oder minder unsicheren, 
nur schätzungsweise anzugebenden Voraussetzungen gründen, w ar auf 
Seite 3 die Rede. Man stellt die Untersuchung an unter der Vor
aussetzung, daß einzelne Widerlager geschätzte oder beobachtete Ver
schiebungen erfahren. — Wir fragen nach der Form der Elastizitäts
bedingungen bzw. der Elastizitätsgleichungen, aus denen die Unbe
kannten V, die infolge der Verschiebung der Widerlager auftreten, 
zu bestimmen sind. Hierzu betrachten wir den in Fig. 25a—c dar
gestellten Träger auf vier Stützen mit den mittleren Stützendrücken 
X und Xh als Unbekannten. Der Vereinfachung des Gedanken
ganges halber werden zwei Fälle unterschieden.

’j Es sei noch darauf hingewiesen, daß nicht immer und nicht bei allen 
statisch unbestimmten Systemen Unbekannte A infolge der Temperaturände
rungen auftreten. Dies gilt von jenen Fällen, wo die durch die Temperatur 
bedingten Formänderungen ungehindert vor sich gehen können. — Wird z. B. 
der in Fig. 14 dargestellte durchlaufende Träger mit gleich hohen Stützen 
gleichmäßig erwärmt, so vergrößert sich seine Länge. Das ist ohne weiteres 
möglich; denn der Träger verschiebt sich in horizontaler Richtung über seine 
Lager hinweg: Kräfte werden dabei nicht wirksam.
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Erster Fall. Die Punkte, in denen die Unbekannten 
angreifen, haben in Richtung dieser Unbekannten die Ver
schiebung Null.

In unserem Falle sollen sich also zunächst die Punkte A und 
B. nicht aber a und 5 verschieben (Fig. 25b). Die Elastizitäts
bedingungen lauten alsdann, wenn wir den Einfluß der Wider
lagerverschiebungen durch den Buchstaben w kennzeichnen, wie folgt: 

[aie. 2] = 0 
[Sw. 2] = 0.

Um nun diese Werte durch die Unbekannten X auszudrücken.
betrachten wir das Grundsystem in seiner durch die Verschiebung 
der Widerlager A und B veränderten Lage (Fig. 25 c). Die Punkte 
a und b würden sich um gewisse Beträge [aw] und \bw\ verschieben, 
wenn keine Größen X wirksam wären. Diese letzteren treten nun 
aber am Grundsystem in solcher Größe auf, daß die Verschiebungen 
von a und b zu Null werden. Die Beiträge der Größen X zu den Ver
schiebungen von a und b sind durch die gleichen Ausdrücke wie 
früher (Gl. 12) gegeben, nämlich [ao] A'a[u 5] X6 für Punkt a und 
[Sa] Xa[55] X& für den Punkt 6. Also erhält man als Gesamtver
schiebungen von a und b die gleich Null zu setzenden Werte:

[aw.2] = \aw] -- [aa]-Xo 4- [ab}-Xb — 0 
[6 w. 2] = [6 w] 4- [5 aj • Xa -j- [55] • Xh = 0 .

Was hier für den Fall zweier Unbekannten erläutert wurde, führt 
im allgemeinsten Fall des r-fach unbestimmten Systems zu den fol
genden Gleichungen:

[au’.r] = [aw] 4- [««] -X„ -r [aö] -X,, — 
[öw. r] = [5w] 4- [öa] -Xa [5b]-Xb -L

(17 a)

[nw.r] = [aw] 4- [na] -Xa-!-[nö]-Xb + •..-]-[?( n] -X^O.
Dies ist die Form der Elastizitätsgleichungen für den Fall, daß 

die Angriffspunkte der Unbekannten sich in Richtung dieser Un
bekannten nicht verschieben.

Zweiter Fall. Die Widerlager, in denen die Unbe
kannten angreifen, verschieben sich in Richtung dieser 
Unbekannten.

Es werde jetzt der umgekehrte Fall untersucht, wo die Angriffs
punkte einzelner oder aller Unbekannten X sich verschieben, im 
übrigen aber die Widerlager unverschieblich sind. In Fig. 26a ist 

Fig. 26 a.

Fig. 26 b.
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■das veränderte System gezeichnet. Hier sind die Verschiebungen 
[aw.2] und [bic.2] nicht mehr gleich Null, sondern gleich gegebenen 
Größen.

Man beachte, daß die Verschiebungen von a und b nur durch 
die Grüßen X„ und V, hervorgerufen werden. Wirken X„ und X, a y es a b
nicht, d. h. wird das statisch bestimmte Grundsystem in Betracht 
gezogen, so ist keine Wirkung da. welche eine Verschiebung von a 
und b hervorrufen könnte. Somit folgt ohne weiteres, daß die Ela
stizitätsgleichungen die folgende Form annehmen:

[a a] ■ Xa — [a b] ■ Xb = [a w. 2] d. h. gleich einem gegebenen Wert 
[b a] • Xa 4 [b b] ■ Xb = [bw. 2] d. h. gleich einem gegebenen Wert.
Allgemein gilt bei »'-facher Unbestimmtheit folgende Form der 

Elastizitätsgleichungen für den Fall, daß nur solche Wider
lager sich verschieben, in denen Unbekannte X wirken-

l««]-^a4 [ab]-Xb-^- 
[ba].Xa-^[bb\-X„~-

4 [« n] • A'( = [a w.vt 
-[b^-X^-^bw.r]

- (l*b)

— [» n] ■ Xn = [w n. i']
Hier stellen die Größen [«w.rl bis [nw.r] gegebene, d. h. ge

schätzte oder gemessene Werte dar.
Dritter (allgemeiner) Fall. Vereinigung beider Fälle. 

Es verschieben sich beliebige Widerlager.
Die allgemeine Form der Gleichungen entsteht durch eine Ver

einigung der beiden vorhin behandelten Fälle. Wir nehmen nämlich 
nunmehr an, daß beliebige Widerlager sich verschieben können, ob 
nun Unbekannte dort angreifen oder nicht. Alsdann erhalten wir 
auf Grund der vorigen Betrachtungen durch Vereinigung beider Fälle 
die folgende allgemeinste Form der Elastizitätsgleichungen 
unter Annahme verschieblicher Widerlager:

g zc] 4 [aa] - 4 [a b) ■ Xb 4
b w] -4 [b a] ■ Ä’o + [bb] ■ Xb —

aw.v] 
bw. r]

(17 c)
4M-V.

[»w] 4 [m]- Za4 [?ib]-Xb 4 ... 4 [m]-Xn — [w.r]
Die Glieder [aw.v] bis [nw.v] auf der rechten Seite dieser Glei

chungen sind bekannte, zahlenmäßig gegebene Werte.
Um auch in diesem Falle einen den bisherigen Formen der Glei

chungen entsprechenden Ausdruck zu erhalten, ziehen wir die Ab
solutglieder zusammen und schreiben für den Gesamtbetrag

[»w] — [iw .7’] = [iw]......................... (17 d)
[iw] bedeutet die Verschiebung des Punktes i des Grundsystems 
(i ist der Angriffspunkt von Xi) in Richtung von Xi infolge der an
genommenen Widerlagerverschiebungen. Sind unter diesen letzteren 
auch solche der Angriffspunkte i der Überzähligen X, so sind diese 
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(angenommenen) Verschiebungen mit Tu’.r] bezeichnet; sie brauchen 
natürlich nicht in allen Aufgaben vorzukommen.

Alsdann nehmen die Gleichungen (17c) folgende Form an:
\alc] -L-[aal-V-X —...[a?(|-X = 0'[b trj 4- [b «j-Xa 4- [bb\-Xb -... 'b n] - = 0

- (170

— [»a] ■ Xa — [nb] • Xb 4- • • ■ 4 »] ■ ^„=0 •
Man erkennt, daß diese Form der Gleichungen derjenigen für 

äußere Lasten oder Temperaturänderungen entspricht.
Nachdem wir damit für die verschiedenen Fälle die Form der 

Bedingungsgleichungen zur Ermittlung der überzähligen Größen Al 
angegeben haben, sollen nun in den beiden folgenden Abschnitten 
(II und III) die Methoden zur Berechnung der Koeffizienten (Ver
schiebungen) und zur Lösung der Gleichungen behandelt werden.

II. Untersuchung 
elastischer Formänderungen.

§ 5. Die Arbeitsgleichung’.
(Prinzip der virtuellen Arbeiten, virtuelle Formänderungsarbeit.')

Die im ersten Abschnitt angegebenen Elastizitätsgleichungen zur 
Berechnung statisch unbestimmter Systeme enthielten lediglich Ver
schiebungen von Punkten des statisch bestimmten Grundsystems. 
Somit wäre zur Untersuchung statisch unbestimmter Tragwerke nur 
die Berechnung der Formänderungen statisch bestimmter Systeme 
erforderlich.

Es kommt indessen auch vor, daß nach den Verschiebungen 
von Punkten statisch unbestimmter Systeme gefragt wird, wie z. B. 
nach den Durchbiegungen eines durchlaufenden Trägers. Wir sind 
also gehalten, die Formänderung statisch bestimmter und unbe
stimmter Systeme zu untersuchen.

An und für sich ist natürlich dadurch kein Unterschied für die 
Berechnung gegeben. Denn wenn an einem unbestimmten System 
auch einzelne unbekannte Lasten V wirken, so lassen sich diese ja 
aus den Formänderungen des Grundsystems berechnen und können 
dann den gegebenen äußeren Lasten Pm als bekannt zugefügt wer
den, so daß eine Gruppe gegebener Lasten {Pm und V) am Grund
system wirkt.

Bevor wir mit der Herleitung der gesuchten Gleichungen be
ginnen, sei kurz erinnert an das aus der Mechanik bekannte sog. 
d’Alembert'sche Prinzip. Dieses besagt: Greift an einem Massen
punkt ein System von Kräften an, welche unter sich im Gleich
gewicht sind, und wird dem Punkt irgendeine ( mögliche) kleine Ver
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Schiebung erteilt, so ist die Summe der dabei geleisteten Arbeiten 
gleich Null. Hierbei ist es gleichgültig, wodurch die Verschiebung
zustande kommt.

Die Richtigkeit dieses Satzes ist 
leicht einzusehen. An einem Massen
punkt m (Fig. 27) mögen die Kräfte 
Pr, P», .... Pn angreifen, die unter
einander im Gleichgewicht stehen. Die 
Summe der Projektionen der Kräfte 
auf irgendeine Achse muß somit Null 
sein; denn die Kräfte bilden ein 
geschlossenes Polygon. Es gilt somit 
die Gleichung is. Fig. 27):

PP-eos e. = 0.
Verschiebt sich nun durch irgendeine Ursache der Punkt m 

nach m' um die kleine Strecke r. so kann man auch schreiben:
v-P’P-eos c: = 0.

(Die Achse, von der aus die Winkel c: gemessen werden, ist in 
Richtung von mm' angenommen.) Anstatt der Summe PP-eosi: 
kann man auch jedes einzelne Glied dieser Summe mit v multipli
zieren und erhält:

PP- r■ cos u = 0 
oder

PP-e =0...................................... (18)

r-cosc ist die Projektion c des Weges in Richtung der Kraft; die 
Summe der Produkte Pvcosa — PP-c stellt also eine Summe von 
Arbeiten dar. Diese Arbeiten heißen „virtuelle“’ oder „gedachte" 
Arbeiten, weil die Verschiebung v nicht einen durch die Kräfte be
dingten, sondern einen willkürlich angenommenen gedachten Wert 
hat. Obige Gleichung (18) besagt also:

Die Summe der virtuellen Arbeiten eines im Gleich
gewicht befindlichen Kräftesystems hat den Wert Null.

NB. Statt des Massenpunktes können wir uns auch eine starre 
Scheibe oder einen starren Körper denken. Derselbe darf während 
der Bewegung oder unter dem Einfluß der Kräfte P seine Form 
nicht ändern, so daß alle seine Teile die gleiche Verschiebung erleiden.

a) Die Arbeitsgleichung statisch 
bestimmter elastischer Systeme.

c) Außere Belastung Pk als 
Ursache der Formänderungen.

Wir betrachten ein durch die 
Lastengruppe P{ belastetes, statisch 
bestimmtes System, etwa den in 
Fig. 28 dargestellten, bogenförmigen 
Balken auf zwei Stützen. Die Lasten
gruppe wird bezeichnet als „Belastungszustand" P^ Vorausgesetzt 



30 Untersuchung elastischer Formänderungen.

Versc/i/ebc/ngszustond P^ 
Fig. 29.

ist, daß die Kräfte Pt (mitsamt den zugehörigen Auflagerkräften) ein 
im Gleichgewicht befindliches Kräftesystem darstellen.

Zweitens betrachten wir die Formänderungen, die das System 
infolge einer — ebenfalls im Gleichgewicht befindlichen — Kräfte

gruppe Pk erfährt (Fig. 29). Die Form
änderung ist durch Fig. 29 veran
schaulicht. Wichtig für das Folgende 
ist, daß die Lastengruppe Pk unab
hängig ist von dem Belastungszu
stand Pf beide brauchen miteinander 
nichts gemein zu haben.

Die Punkte i, in denen die Lasten 
P{ angreifen, erfahren bei der Form

änderung des Systems infolge Pk eine Verschiebung in irgendeiner 
Richtung. Diese Verschiebung hat eine Komponente senkrecht zur 
Richtung von Pv die in den folgenden Erörterungen außer Betracht 
bleibt, und eine Verschiebungskomponente in der Richtung von P-. 
Diese in Richtung der Kräfte P. erfolgenden Verschiebungen der 
Punkte i, die infolge der durch die Lasten Pk bedingten Formände
rung auftreten, werden entsprechend den in § 3, Abschn. b getroffenen 
Festsetzungen mit [it] bezeichnet. Man erkennt, daß in unserem 
Beispiel die Kräfte P; während des Verschiebungszustandes P die 
Arbeit leisten:

P!-[i'i] + P!'• [i"i] + P!"■ =2?,-[ii].

Diese Summe stellt die Arbeit der äußeren Kräfte
dar. [Bezüglich dieser Arbeit ist zu beachten, daß die Kräfte Pz nicht 
an einem einzigen Massenpunkt oder einem starren Körper angreifen; 
denn alle Systempunkte erleiden beim Formänderungszustand eine 
andere Verschiebung.] ■—

Im Gegensatz zu den bisher erwähnten äußeren Kräften 
und den Verschiebungen der Systempunkte i infolge der Belastung 
Pk betrachten wir jetzt die im Stabinnern erzeugten Wirkungen der 
äußeren Lasten (Pt bzw. P^). Diese inneren Wirkungen zerfallen 
gleichfalls in zwei Gruppen: erstens die von den Kräften Pt des Be
lastungszustandes im Stabinnern erzeugten Spannkräfte bzw. Flächen
kräfte; zweitens die von den Kräften Pk des Verschiebungszustandes 
hervorgerufenen inneren Verschiebungen, d. h. Formänderungen der 
System teile. (Zu beachten ist, daß zwar auch die Kräfte Pi Form
änderungen des Systems hervorrufen; diese kommen aber hier nicht 
in Frage, vielmehr betrachten wir den Belastungszustand Pi ledig
lich als solchen und daher auch nur die durch Pi erzeugten Kräfte.)

Wir fassen zunächst ein einzelnes Körperteilchen mitsamt 
den darauf einwirkenden inneren Flächenkräften ins Auge. Die 
Spannungen an gegenüberliegenden Flächen sind entgegengesetzt gleich, 
bis auf einen unendlich kleinen Zuwachs, der bei sehr kleinen Seiten
langen vernachlässigt werden kann. Hier handelt es sich also um 
ein im Gleichgewicht befindliches Kräftesystem, herrührend von 



§ 5. Die Arbeitsgleichung. 31

den in den Seitenflächen wirkenden Flächenkräften. — Wir hätten 
nun eigentlich die Arbeiten der Flächenkräfte an allen einzelnen 
Körperteilchen zu untersuchen. Um aber die Ausführungen über
sichtlicher zu gestalten, betrachten wir die Gesamtheit aller jener 
Körperteile, die durch zwei unendlich nahe benachbarte Querschnitte 
begrenzt werden, d. h. wir trennen durch zwei um ein Element ds 
der Bogenachse voneinander entfernte Querschnitte einen Teil des 
Stabes ab (Fig. 30'.

Fig. 30. Fig. 30 a. Fig. 30 b. Fig. 30 c.

Die Flächenkräfte, welche in den einzelnen Flächenelementen 
der Querschnitte wirken, setzen wir zu Resultierenden zusammen und 
rechnen statt mit der Summe der Einzelkräfte mit deren Resultie
renden.

Die Summe der Normalspannungen ist gleich der den Quer
schnitt beanspruchenden Normalkraft (Fig. 30 a). Ebenso können die 
Biegungsspannungen (Fig. 30 b) durch ihre Resultierende Z im Schwer
punkt der Spannungsflächen ersetzt werden, so daß das Moment 
(Z-z) dieser Kräfte gleich dem Moment M ist, welches den Quer
schnitt beansprucht. Dasselbe gilt von den Schubspannungen r, die 
in ihrer Gesamtheit ersetzt werden können durch die den Quer
schnitt beanspruchende Querkraft Q (Fig- 30 c). Wir betrachten also 
einen Teil des Stabes, der durch die beiden Querschnitte F begrenzt 
ist und das sehr kleine Stabelement von der Länge ds zur Achse 
hat; auf diesen Stabteil wirken die Normalkraft N, das Moment M 
und die Querkraft Q, die wir als Wirkungen der Belastung Pi mit 
dH., AA, bezeichnen. — In Elemente der besagten Art wird das 
ganze System zerlegt; dann bildet jedes dieser Elemente für sich 
einen Körperteil, an dem Kräfte N{, Qt wirken, die sich das
Gleichgewicht halten. Diese Kräfte denken wir uns. während die 
Formänderung des Systems vor sich geht, in konstanter Größe wir
kend, also nicht etwa von Null auf den Endwert zunehmend.

Die Größen Nz, Mt, stellen die inneren Wirkungen der Be
lastung Pi dar. — Nunmehr gehen wir über zu den Formänderungen 
der Stabteile', die herrühren von den Lasten Pk, die den Ver
schiebungszustand erzeugen. Die Formänderung eines Stabelementes ds, 
das durch zwei nahe benachbarte Querschnitte begrenzt ist, stellt 
sich dar als eine Längenänderung Ads, eine Verdrehung d<p der
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begrenzenden Querschnitte und als eine Querverschiebung J 7/ (siehe 
Fig. 31). Da wir lediglich die Formänderungen infolge der Lasten 
ins Auge fassen, so kennzeichnen wir diese Ursache durch den Index k 

und schreiben demnach für die genannten Verschie- 
bungen Adsk. Ahk.

J So wie wir vorhin die Arbeiten der äußeren
Kräfte P. auf den durch Pt erzeugten Wegen [ik] 

j aufstellten, so fragen wir jetzt nach den Arbeiten
d der inneren Kräfte (AL. N-, QA während der durch P.
qf- erzeugten Formänderungen der Stabelemente. Es 
-P leuchtet ein, daß die Normalkraft nur Arbeit leisten 

kann hei einer Verlängerung des Stabachsenelementes 
ds um Jds, das Moment nur bei der Drehung 

der beiden begrenzenden Querschnitte gegeneinander um A<p und 
schließlich die Querkraft nur bei einer Parallelverschiebung Ah in 
Richtung der Querschnitte. Die fraglichen Arbeitswerte sind also 
(Fig. 31), da die Kräfte während der Formänderung in ihrer vollen 
Größe Ab. wirken,

1. Adt>k
2. JLQ-Jip,
3. Qf-AJ^.

Nachdem wir damit sowohl die Arbeiten der äußeren als auch der 
inneren Kräfte dargestellt haben, suchen wir die Beziehungen zwischen 
beiden festzustellen. —

Zu diesem Zwecke denken wir uns zunächst den Fall, das Stab
element gelangte bei der Formänderung des Systems aus seiner ur
sprünglichen Lage I in die Lage I' (Fig. 32), behielte aber 

währenddessen seine ur-

Fig. 32.

sprüngliche Form bei. Dann 
könnten die an dem Element 
wirkenden Kräfte keine Arbeit 
leisten, da sie sich das Gleich
gewicht halten (d’Alembertsches 
Prinzip). Es wären alle Voraus
setzungen für die Anwendung 
des oben genannten Prinzips er
füllt, und die Summe der Ar
beiten der am Element wirken
den Kräfte wäre Null.

In Wirklichkeit ändert das Stabelement aber nicht nur seine 
Lage, sondern auch seine Form. In Fig. 32 ist die Längenänderung 
um Ads angedeutet. (Eine Verdrehung der Querschnitte oder eine 
Verschiebung in Richtung der Querschnitte ist nicht in die Figur ein
gezeichnet.) Während einer solchen Formänderung des Elementes 
leisten die inneren Kräfte Arbeit. Diese Arbeit muß,
wenn unter Anwendung des d’Alembertschen Prinzips die Gesamt
arbeit gleich Null gesetzt werden soll, in Abzug gebracht werden. 
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Denn während dieser Arbeit ist das Körperelement nicht mehr starr, 
sondern es ändert seine Form. Erst nach Abzug dieser Arbeit der 
inneren Kräfte während der Formänderung bleibt ein Arbeitsbetrag, 
bei dem die Voraussetzungen für die Anwendung des genannten 
Prinzips erfüllt sind (Körper starr, Kräfte im Gleichgewicht). Daher 
ist in die Gesamtarbeitssumme der Beitrag der inneren Kräfte mit 
dem negativen Vorzeichen einzusetzen. Dabei leisten diese inneren 
Kräfte nur während der Formänderung der Einzelelemente Arbeit. 
Der Beitrag der äußeren Kräfte kommt während der Lagenände
rung, d. h. während der Verschiebungen der Punkte i der Stab
achse, zur Geltung. Letztere Arbeit ist gegeben durch den Wert

yp^-
Er betrifft jene Stabelemente, an denen äußere Kräfte in Frage 

kommen. Die Arbeit der inneren Kräfte kommt an jedem Einzel
element zur Geltung; ihr Gesamtbetrag ergibt sich durch Summierung 
über die unendlich vielen Einzelteile, also durch Integration:

Innere Arbeit = • J dsk -J- J f Q;-4hk.

Dieser Wert ist nach obigen Ausführungen in der Gesamtarbeit, 
die gleich Null ist, negativ zu setzen. Es entsteht somit folgende 
Arbeitsgleichung:

Pi • [^] - / ■ J dsk — f M, Jlk = 0
oder

+ -^+J Qt • (19)

d.h. die Summe der virtuellen äußeren Arbeiten ist gleich der 
Summe der virtuellen inneren Arbeiten (virtuelle Formände
rungsarbeit1)).

In dieser Gleichung entsprechen die inneren Kräfte Nf, 
den äußeren Kräften P{; ebenso entsprechen die inneren Ver

schiebungen Adsk, A^k und Ahk den äußeren Verschiebungen [iä:] 
und sind wie diese durch die äußeren Lasten Pk hervorgerufen.

üm die in der Gleichung (19) vorkommenden Größen in eine für 
die Anwendung zweckmäßige Form zu bringen, drücken wir die 
inneren Verschiebungen Adsk, A<pk, Ahk durch die inneren Kräfte 
Nk. Mk, Qk aus, durch die sie erzeugt wTerden. Hierzu benutzen wir 
die früher hergeleiteten Beziehungen (s. GL 4, 5 und 6)

b Man nennt die auf der rechten Seite von Gleichung (19) stehende Arbeits
größe „virtuelle Formänderungsarbeit“, weil während dieser Formänderung 
Kräfte wirken,' die mit der Ursache der Formänderung nichts gemein zu haben 
brauchen, sondern als irgendwelche gedachte Kräfte aufzufassen sind. — Im 
Gegensatz zur „virtuellen“ steht die „wirkliche Formänderungsarbeit, von der 
später (s. § 6) die Rede sein wird. Bei dieser handelt es sieh um die Arbeit 
von Kräften während der von ihnen selbst erzeugten Formänderungen.

Pirlet. Statik. II. 1. 3
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M^-ds 
k~ EJ~'

k ' G-F ‘

Setzt man diese Werte in Gleichung (19) ein, so erhält man die 
Arbeitsgleichung in folgender Form:

(19a)

Handelt es sich um ein Fachwerk, bei dem die Lasten in den 
Knotenpunkten angreifen, so daß nur Normalkräfte (Stabkräfte S) 
auftreten, so bleibt in obiger Gleichung (19 a) auf der rechten Seite 
nur das erste Glied stehen. Als Normalkräfte N kommen die Stab
kräfte S in Frage. Diese sind für den einzelnen Stab von der 
Länge s und dem Querschnitt F konstant; statt des Integrals tritt 
die Summe (A) ein, die sich über alle Stäbe erstreckt. Man erhält 
als Arbeitsgleichung des Fachwerks

...................... (19b)

ß} Temperaturänderungen als Ursache der Verschie
bungen. Bisher war vorausgesetzt, daß die Formänderungen her
rührten von einer Belastung P^. Dies war gekennzeichnet durch 
den Index k, der bei den äußeren wie bei den inneren Verschiebungen 
verwandt worden ist. Es war schon früher von Formänderungen 
infolge der Temperatur die Rede; die Verschiebungen der System
punkte bezeichneten wir mit [z t]. Die inneren Verschiebungen infolge 
der Temperatur stellen sich dar als Längenänderungen zl dsi der Stab
elemente ds und Verdrehungen Acpt benachbarter Stabquerschnitte. 
Parallelverschiebungen J7z treten nicht auf.

Die Arbeitsgleichung wird also lauten:

JiLf A<f>t .... (20)

Die Berechnung der inneren Verschiebungen gestaltet sich ver
schieden, je nachdem die Temperaturänderung eine gleichmäßige 
oder ungleichmäßige ist. Gleichmäßig heißt sie dann, wenn in allen 
Teilen der einzelnen Querschnitte die Temperatur sich um den gleichen 
Betrag erhöht oder erniedrigt. Alsdann sind nur Längenänderungen 
Adst möglich, Verdrehungen A<pt treten nicht auf. Verteilt sich da
gegen die Temperaturänderung nach Fig. 33 ungleichmäßig, so daß 
sie vom Werte am oberen Außenrand auf den Wert ta am 
unteren Außenrand des Querschnitts ab- oder zunimmt, so heißt 
die Temperaturänderung eine ungleichmäßige. Die Zu- oder Ab
nahme von t wird dabei linear angenommen, so daß die Querschnitte 
eben bleiben.
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Fig. 33.

Im Fall einer ungleichmäßigen Temperaturänderung 
erhält man für die Längenänderung des Elementes ds der Stabachse 
(Schwerpunktslinie) den Wert:

Adst = s-t0-ds,
wo e den Ausdehnungskoeffizienten, t0 die Temperaturänderung im 
Schwerpunkt bedeutet. Diese hat den Wert (s. Fig. 33)

Für die Verdrehung J<pt erhält man, indem man statt des 
kleinen Winkels die Tangente einsetzt, folgenden Ausdruck:

zf m = ds—e^ds^ — ^-eit — Q ds — e ds.
Ä ß Ä

Hier bedeutet J t den Unterschied der Temperatur in den Außen- 
rändem des Querschnitts. Die Verschiebungen sind positiv zu rechnen, 
wenn sie im Sinne der positiven Kräfte AT und M erfolgen.

Mit diesen Werten schreibt sich die Arbeitsgleichung für 
ungleichmäßige Temperaturänderung:

. (20a)

Dies ist also die Form der Arbeitsgleichung für den Fall, daß 
eine äußere Belastung P. während eines Formänderungszustandes 
wirkt, der von einer ungleichmäßigen Temperaturänderung herrührt.

Im Falle der gleichmäßigen Temperaturänderung um 
t Grad treten keine Verdrehungen Acpt der Querschnitte auf; die 
Längenänderung Adst hat den Wert Adst~e-t-ds und es wird:

^JPi[it]=^Xistds..................... (20b)

Liegt ein Fachwerk vor, so daß es sich nur um Stabkräfte S' 
und Stäbe von der Länge s handelt, so lautet die Arbeitsgleichung:

......................... (20c)
3*
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y) Widerlagerverschiebungen als Ursache der Form
änderungen. Es ist jetzt — entsprechend der Beschränkung der 
Untersuchung auf statisch bestimmte Systeme — nur der besondere 
Fall zu betrachten, wo sich lediglich die Widerlager des Systems 
verschieben, so daß eine Änderung der Lage, nicht aber der Form 
des Systems eintritt. Alsdann treten beim Verschiebungszustand 
keinerlei innere Verschiebungen auf. d. h. die Werte Ads. A<p, Ah
haben den Wert Null. Die Anwendung des d'Alembertschen Prinzips 
auf das als starre Scheibe zu betrachtende System ergibt also eine
Gleichung, in der nur die Arbeiten der Kräfte P. und der Auflager

kräfte vorkommen1).
Für den bisher betrach

teten einfachen Balken ist in 
Fig. 34a ein Verschiebungs
zustand dargestellt; Fig. 34b 
zeigt einen Belastungszustand 

der während des Verschie
bungszustandes am System 
wirken und die Auflagerkräfte 
A, B und C erzeugen möge.

Die Verschiebungskomponenten an den Widerlagern in Richtung dieser 
Auflagerkräfte A, B, C seien [«], [wj wobei die Angriffs
punkte der Kräfte A, B. C entsprechend mit a, b, c bezeichnet sind. 
Ähnlich sind die Verschiebungen der Angriffspunkte i der Kräfte Pi 
mit [iw] bezeichnet. — Da außer den Kräften Pi nur die von diesen 
erzeugten Auflagerkräfte wirken und eine Arbeit leisten, so lautet 
die Arbeitsgleichung in diesem Fall:

Hierbei sind die Auflagerkräfte infolge Px allgemein mit Li und 
ihre Angriffspunkte mit l bezeichnet.

Bezüglich der Vorzeichen ist zu beachten, daß sowohl [iw] 
wie [Iw] die in die positive Richtung der betreffenden Kräfte P 
und L fallende Verschiebungskomponente darstellen. Wie diese po
sitive Richtung der Auflagerkräfte gewählt wird, ist gleichgültig.

Wird die Arbeit der Auflagerkräfte auf die rechte Seite der 
Gleichung gebracht, so erhält man:

BP, ..................(21)
h) Die Arbeitsgleichung statisch unbestimmter elastischer 

Systeme.
a) Äußere Belastung P^ als Ursache der Formände

rungen. Bei den bisherigen Untersuchungen (§ 5 a) war der Einfach-

Bei Systemen, die aus einzelnen Scheiben zusammengesetzt sind, fallen 
die Arbeiten der inneren Kräfte in den gelenkigen Verbindungen verschiedener 
Scheiben heraus; denn die Gelenkreaktionen sind entgegengesetzt gleich, 
während die Verschiebung des gemeinsamen Angriffspunktes für beide Reaktionen 
die gleiche ist.
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heit der Darstellung wegen zunächst ein statisch bestimmtes System 
vorausgesetzt. — Nunmehr soll die Form der Arbeitsgleichung für
statisch unbestimmte Systeme angegeben 

Wir betrachten wiederum einen 
bogenförmigen Balken, der aber nun 
nicht mehr statisch bestimmt gelagert, 
sondern etwa mit eingespannten Enden 
versehen sein möge, so daß das in 
Fig. 35a dargestellte, statisch unbe
stimmte System entsteht. Wie früher 
sei der Belastungszustand P. und der 
Verschiebungszustand Pk. Die Ver
schiebungen des r-fach statisch un
bestimmten Systems, die äußeren

werden.

Be/asfungszustancf Pt 
Fig. 35 a.

[ii.r] sowohl wie die inneren, sind Fig. 35 b.
naturgemäß andere als die Verschie
bungen [i^] des statisch bestimmten Systems. Die inneren Verschie
bungen Jf(. undJA,. werden erzeugt von den inneren Kräften 
Nk.r. Mk.v- Qk.r im r-fach statisch unbestimmten System. — Den 
äußeren Kräften P{ entsprechen die inneren Kräfte Ni ... Mi v. Qi.v. 
Mit diesen Bezeichnungen nimmt Gleichung 19 Ü die folgende Form an:

1-7 I fv r Mkrds , r Qk.vds

Nach diesem Ausdruck wären die inneren Kräfte sowohl infolge 
Pt wie infolge P im r-fach unbestimmten System in die Gleichung 
einzusetzen.

Die Aufgabe läßt sich indessen vereinfachen, und zwar ist es 
statthaft, die Kräfte P{ am Grundsystem wirken zu lassen, d. h. die 
inneren Kräfte am Grundsystem anzunehmen. Dies lehrt
folgende Überlegung. Zu den Lasten P; gehören die von ihnen er
zeugten r Unbekannten X des statisch unbestimmten Systems. Die 
Angriffspunkte dieser Lasten können keine Verschiebungen erleiden; 
denn die Elastizitätsbedingungen zur Berechnung eines statisch un
bestimmten Systems besagen, daß die Verschiebungen der Angriffs
punkte der Unbekannten gleich Null sind. Vgl. § 4, Gl. (13). Die 
Lasten X sind also für die Arbeitssumme XPi [z'&.r] bedeutungslos, 
und es kann von ihnen abgesehen werden; demgemäß können sie 
auch bei den inneren Arbeiten unberücksichtigt bleiben, d. h. auch

’) Die Gleichung 19 a. die für statisch bestimmte Systeme hergeleitet 
wurde, darf ohne weiteres angewandt werden, denn man kann ein statisch un
bestimmtes System als ein statisch bestimmtes System (Grundsystem vgl. § 3) 
ansehen, an dem außer den gegebenen äußeren Lasten noch weitere Kräfte X 
wirken. Ob diese Größen A zunächst unbekannt sind, ist hierbei gleichgültig; 
man kann ja annehmen, daß sie nach den später zu behandelnden Methoden 
berechnet sind und als gegebene Werte zahlenmäßig vorliegen. 
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die inneren Kräfte AG. Jf;, Qt sind ohne Berücksichtigung der Größen X, 
d. h. als Kräfte im Grundsystem zu berechnen1;.

Nach dem Vorigen kann man somit die Arbeitsgleichung statt 
in der zuletzt angegebenen Form 19c auch wie folgt schreiben:

. (19d)

Das heißt: Bei Anwendung der Arbeitsgleichung auf 
statisch unbestimmte Systeme kann man die Kräfte des 
Belastungszustandes P{ am Grundsystem wirkend annehmen 
und die entsprechenden inneren Kräfte AG, 31), Q{ als Kräfte 
im Grundsystem ermitteln.

Hierbei wird man das Grundsystem, dessen Wahl (nach 
§ 3) in mannigfaltiger Weise erfolgen kann, zweckmäßig so 
■wählen, daß die Rechnungen möglichst einfach werden. 
Auch braucht das Grundsystem, das bei der Berechnung 
der Unbekannten verwandt wurde, nicht dasselbe zu sein, 
an dem man P{ angreifen läßt.

Die Gleichung (19d) kann auch noch in einer etwas anderen 
Form geschrieben werden, die für das Folgende zweckmäßig ist. 
Man erhält, -wenn man in Gleichung (19 c) die Faktoren unter den 
Integralen vertauscht:
„nr.7 ^irds . f Mirds , f Qi vds

Hierin kann man nach der durch Gleichung (19 d) ausgedrückten 
Regel die Werte Nk.v, Qt.v durch die Werte Jfk. Qk er
setzen. Alsdann erhält man, wenn man abermals die Faktoren 
vertauscht:
XP, [a.r] = f + f Mi.„ + f Qt.r . (19e)

Das heißt: In der Arbeitsgleichung für den Belastungs
zustand Pi und den Verschiebungszustand Pk am r-fach 
unbestimmten System kann man auch den (inneren) Ver
schiebungszustand des Grundsystems in Rechnung setzen, 
wenn die (inneren) Kräfte des Belastungszustands P. im 
r-fach unbestimmten System genommen werden.

Liegt ein Fachwerk vor, in dem nur Stabspannkräfte auftreten, 
so lauten die entsprechenden Gleichungen:

*) Will man dieses Ergebnis im einzelnen herleiten, so schreibe man in 
Gl. (19 c) AG r, Mi v, Qi v nach dem Superpositionsgesetz als Funktionen der 
Überzähligen X an und entwickele den Ausdruck. Man findet dann, daß alle 
Glieder mit einer Größe X als Faktor zu 0 werden und nur der auf der rechten 
Seite der Gl. (19 d) angegebene Wert der inneren Arbeit übrig bleibt. — Diese 
Entwickelung ist im folgenden Abschnitt (7) dieses Kapitels näher dargestellt.
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. . (19!)
bzw.

irFF
p') Temperaturänderungen als Ursache der Formände

rungen. Ändert sich die Temperatur eines statisch unbestimmten 
Systems, so daß Unbekannte X wirksam werden, so finden wir die 
Form der Arbeitsgleichung unter Beachtung der Gleichung (19 e). Da
nach können wir den Versehiebungszustand. hier also die inneren 
Temperaturver.schiebungen, des Grundsystems einsetzen, und es er
gibt sich:

21 Fi JXi. r tt^ds — j ~ds, . (20d)

wo Ni_r und J/j.,. die Normalkräfte bzw. die Momente im r-fach un
bestimmten System infolge der Belastung P. bedeuten.

Bei Fachwerken lautet die Gleichung:
X Pt [i’f.r] = t s.................. (20e)

y) Widerlagerverschiebungen als Ursache der Form
änderungen. Verschieben sich die Widerlager eines statisch un
bestimmten Systems (s. Fig. 25). so daß Unbekannte X wirksam 
werden, so ändert das System — im Gegensatz zu dem in § 5 (Ab
schnitt a. y) betrachteten Fall eines statisch bestimmten Systems — 
nicht nur seine Lage, sondern auch seine Form.

Die Lasten P. erzeugen Unbekannte Xai, Xbi, . . ., Xni, und es 
entstehen infolge dieser Gesamtbelastung Auflagerreaktionen Li,„ am 
r-fach unbestimmten System. Letztere sind zu den äußeren Lasten 
zu rechnen und leisten während der Verschiebung der Widerlager 
die Arbeit:

Gemäß unseren früheren Bezeichnungen (vgl. § 4. e) bedeuten [Iw.r] 
die zahlenmäßig gegebenen Verschiebungen der Auflagerpunkte L am 
unbestimmten System.

Innere Kräfte-Momente JI, Normalkräfte N, Querkräfte Q wer
den zunächst infolge der Belastung P{ und der zugehörigen Gruppe 
von Lasten Xai, Xbi, . . ., Xni erzeugt. Wir wollen der Einfachheit 
halber lediglich die Momente ins Auge fassen und diese mit JIfZl 
bezeichnen. Dann gilt die Gleichung

= ji0 + Ma.xai+J4 xbi +... -j- ji„ a;,.
Beim Verschiebungszustand infolge der Auflagerverschiebungen ent
stehen — im Gegensatz zu dem Fall des statisch bestimmten Systems 
— innere Verschiebungen, d. h. Verdrehungen der Querschnitte (Jyi 
usw. Diese rühren her von den Momenten (Normal- und Querkräften), 
die infolge der Unbekannten Xou, ---,Xnw auf treten, d. h. in
folge der durch die Widerlagerbewegungen erzeugten Unbekannten. 
Wenn wir diese Momente mit JI(U” bezeichnen, so gilt die Gleichung:
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JI = Ma ■ Xa w - -X^-...^ JI„ Xn w.
Die während des Verschiebungszustandes (Auflagerbewegungen) ge
leisteten inneren Arbeiten haben somit den Wert:J n*  - J.v« x« Ji + J «'• » -

*) Erläuterung: Die Klammerwerte unter den Integralen stellen nämlich 
die Momente im v-fach statisch unbestimmten System infolge der gegebenen 
äußeren Belastung Pt dar, sind also mit J/j.,. zu bezeichnen. Demnach würde 
man z. B. für den ersten Integralwert schreiben können:

J Jfi.r-JI„

Dieser Wert stellt die Verschiebung [ai.v] dar, d. h. die Verschiebung des 
AngriSspunktes a von Xa infolge der Belastung Pi am v-fach statisch unbe
stimmten System.

Daß dem so ist, läßt sich aus der Arbeitsgleichung ableiten, indem man 
für SPi (oder -Py eine Einzellast 1 setzt. Die diesbezüglichen näheren Aus
führungen sind im nächstfolgendem Abschnitt § 7 gegeben. Gl. (27) ergibt 
direkt den vorstehenden Ausdruck als Einzelverschiebung.

Diese Arbeitsgröße hat aber den Wert Null und zwar wegen 
der Elastizitätsbedingungen (s. Gl. 13). Dies ist ohne weiteres zu er
kennen, wenn man für und JfW — wär berücksichtigen nur 
die Momente — die vorhin angegebenen Werte einsetzt. Man erhält: 

f W Ä + JA xa. - ja ä; ^ - - - + JA. xj •

■ < JA xaw JA Xt Mn —
C d 9

= xaw • (JA + JA xai +... + JA xni) Ma — J JCj J
C d s

+ xb u. ■ (ji0 + ja xai+... -4- JA. j ja

^X^.- f (^0 + ^ai-- • ■ + JA. ■

Die Faktoren der Größen Xaw, Xbw, .... Xnw sind aber nichts anderes 
als die Verschiebungen der Punkte a, b, n, d. h. der Angriffs
punkte der Überzähligen X, infolge der gegebenen äußeren Belastung 
PA). Es sind also die Werte, die wir früher, entsprechend der 
äußeren Belastung Pm, mit [am.y], ..., [wm.v] bezeichneten.
Diese Werte sind gemäß den Elastizitätsbedingungen (Gl. 13) gleich 0. 
Also ist der gesamte Wert der inneren Arbeiten gleich 0.

Somit bleiben in der Arbeitsgleichung nur die Arbeiten der 
äußeren Kräfte, d. h. der Lasten P- und der zugehörigen Auflager
drücke L{_r, übrig. Daß die Lasten Xai, Xbi, ..., Xni, die auch zu 
P. gehören, keine Arbeit leisten können, da sich ihre Angriffspunkte 
nicht verschieben (Elastizitätsbedingungen), bedarf keiner Erwähnung.

Es ergibt sich also:
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oder
EPt [i ic. r] — ALiv [Z w.v] = 0
P;[iir.r] = —.... (21a)

Hiernach erscheinen auf der rechten Seite der Gleichung ledig
lich die Auflagerreaktionen des r-faeh unbestimmten Systems infolge 
der Belastung Die Werte [Z ic.v] sind gemäß unseren früheren 
Bezeichnungen (vgl. § 4, Abschn. e) die zahlenmäßig gegebenen Ver
schiebungen der Auflagerpunkte Z am unbestimmten System.

c) Sätze von Betti und Maxwell. Die Gleichung (19c) lautet:

EF'
M^ds 

EJ
Qk.rds

GF ‘
Vertauscht man in den Produkten der Integrale auf der rechten 

Seite die Faktoren mit dem Index i und k. so entsteht der Ausdruck:

EF 'EJ
Qi.vds

Dieser Wert ist aber gleich der Summe der äußeren Arbeiten:

Denn soll dieser letztere Summenwert mit Hilfe der Arbeits
gleichung durch die inneren Arbeiten dargestellt werden, so ergibt 
sich der vorhergehende Ausdruck. — Aus alledem folgt die Gleichung-

Pi[ifc.r]=2P&-[*Z.r] (22)
(Satz von Betti).

Denn die beiden Summen sind gleich den nämlichen Ausdrücken 
für die inneren Arbeiten, da in letzteren nur die Faktoren vertauscht 
worden sind. —

Von besonderer Wichtigkeit für die praktische Anwendung ist 
eine Ableitung aus dem Bettischen Satz.

Setzt man Pt und Pk gleich 1, so wird
[i 7vr] = [Ai.r], 

und für das statisch bestimmte System:
[£*] = [*<]

(Satz von Maxwell).
Um die Bedeutung dieser Glei

chung zu erläutern, betrachten wir 
die beiden Fig. 36a und 36b.

Ist das System mit Pk = 1 
belastet, so verschiebt sich der 
Punkt i in bestimmter zugehöriger 
Richtung i um ein Stück [i Ä"] 
(Fig. 36 a). —■ Ist das andere Mal 
das System belastet mit Pi=l 
in der genannten Richtung, so ver
schiebt sich der Punkt k in Rich-

(23 a)

(23 h)

Fig. 36 a.

GF ’

Fig. 36 b.
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tung der vorgenannten Last P^ um ein Stück [ki\ (Fig. 36 b). Dann 
ist dieser Wert [ki} gleich der vorhin gefundenen Verschiebung \ik\. 
Dieser Satz wird im folgenden von Wichtigkeit1). (Vgl. insbesondere § 7 
und § 84

4 Es soll im folgenden noch eine allgemeine Darstellung der vor
stehenden Sätze und Gleichungen angegeben werden. — Bei der Arbeitsglei
chung war nur vorausgesetzt, daß P; (ebenso wie Pk} ein im Gleichgewicht 
befindlicher Belastungszustand ist. Die in den Punkten i angreifenden Einzel
lasten P,- brauchen daher nicht am gegebenen r-fach statisch unbestimmten 
System zu wirken, sondern können an irgendeinem Grundsystem oder Haupt
system angreifen, d. h. der Grad («) der Unbestimmtheit des mit Pi belasteten 
Systems kann alle Werte von 0 bis v annehmen. Dies folgt daraus, daß man 
der Lastengruppe P, jede andere beliebige Lastengruppe Pf zufügen kann, falls 
letztere nur keine Arbeit leistet, d. h. falls die Verschiebungen der Angriffs
punkte der zugefügten Lasten P, gleich Null sind. Eine solche Lastengruppe 
sind aber die Unbekannten X, da die vorgenannte Bedingung wegen der 
Elastizitätsbedingungen erfüllt ist. Darum ist der Grad der Unbestimmtheit 
des Systems, an dem Pt wirkt, gleichgültig. Um dies in obiger Gleichung zu 
kennzeichnen, schreiben wir Pi a statt Pi, wirkend am r-fach statisch unbe
stimmten Hauptsystem, und dementsprechend für die inneren Kräfte 
Mi fi, denen die Werte Äjt.r, Mt.r, Qk.r im gegebenen v-faeh statisch 
unbestimmten System gegenüberstehen. Wir schreiben demnach die obige 
Gleichung, die Arbeitsgleiehung. wie folgt:

+^,“‘Qar1................. «

denn statt ,u kann auch eine andere Zahl o eingesetzt werden.
Wir betrachten insbesondere zwei Spezialfälle dieser allgemeinsten Form 

der Gleichung.
a) fi = 0.
In dem Falle, wo /(= 0 ist, wirkt P, an einem Grundsystem; obige 

Gleichung nimmt die Form an:
r-j - fv Nk-vds , f. Mk.vds C Qk.vds PPi[ik.r^Pi^EF . (la)

Diese Form der Gleichung ist zweckmäßig, um sie zur Berech
nung von Verschiebungen zu benutzen (vgl. die folgenden Ausführungen 
in § 7). Setzt man nämlich für P{ lediglich eine Last 1 in Richtung der ge
suchten Verschiebung voraus, so ergibt sich:

• • (Ib)J Jh J aJ J tr r
b) /.i = v.
In dem Falle, wo « = v ist, wirkt Pi am gegebenen r-fach statisch unbe

stimmten System. Die Gleichung (I) nimmt die Form an:
vd r-i i Car Nk.^ds . C Mk.^ds f Qk.vds

oder mit Vertauschung der Faktoren auf der rechten Seite:

*) Eier erscheint eine Verschiebung [ik.v] als Summenausdruck, der sich 
über alle Elemente ds der Systemachse erstreckt. Es ist in der Fehlertheorie 
üblich, eine solche Summenbildung durch das Zeichen [ ] auszudrücken, was zur 
Erklärung für die Einführung dieser Bezeichnung hier angeführt sei.
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§ 6. Die wirkliche Formänderungsarbeit.
Die Castigliano'schen Lehrsätze.

aj Das in § 5 behandelte sogenannte Prinzip der virtuellen 
Arbeiten ergab die Gleichheit zwischen der Arbeit der äußeren Kräfte 
und der (virtuellen) Formänderungsarbeit, d. h. der von den innei-en 
Kräften (Momenten. Normalkräften. Querkräften) während der De
formation des Systems geleisteten Arbeiten. Dabei war ein von den 
äußeren Kräften P{ (Belastungszustand) unabhängiger Versehiebungs- 
zustand (PJ angenommen, d. h. die Formänderungen rührten her von 
einer Belastung Pk. die mit der Kräftegruppe P. nichts gemein 
zu haben brauchte. Von den äußeren Kräften P; und ebenso von

... R- Ni.rds f1r Mi.ids . f’ Qi.rds

=j A\.1 dä; 4- pifj-.,. J y, -1-j Qk.vJ hi = PPk.y 'kiP . 

Also ergibt sich:
V Pt. r i k. vj = V Pk.k i. r’ .

Mit Rücksicht auf Gleichung , L kann man auch schreiben:
S Pi.vik .v= P Pi.u^ik.v—P Pk.,,'ki.v[ = P Pk.v[ki.v . . (II; 

(Satz von Betti i.
Hier kann ii alle Werte von 0 bis >• annehmen. Also gilt auch (mit « = W 

die Gleichung:
— P; ik. r1 = — Pk ki.v[...............................(IIa>

Wirkt insbesondere nur eine Einzellast Pf.« = 1 in Richtung der Ver
schiebung eines Punktes i, so wird:

[ik.v = £Pk.ti [ki.v................................... (IIb)
d. h. die Verschiebung eines Punktes i infolge einer Lastengruppe Pk am r-fach 
statisch unbestimmten System ist gleich der Summe der virtuellen Arbeiten 
aus den Einzellasten Pk und den Wegen [ki.v] ihrer Angriffspunkte k, d. h. den 
Verschiebungen der Punkte k infolge P; = 1 am r-fach statisch unbestimmten 
System. —

Sind insbesondere die Einzellasten der Gruppe Pk alle gleich 1, so nimmt 
die Gleichung (II b) mit /< = 0 und umgekehrt gelesen die Form an:

Pki.= [ik.v[........................................(Hc)
d. h. die Summe der Verschiebungen einer Reihe von Punkten k (in bestimmten 
Richtungen k) eines r-fach statisch unbestimmten Systems infolge einer Einzel
last Pf —1 ist gleich der Verschiebung des Angriffspunktes i von P; infolge 
der Lastengruppe Ps = 1, d. h. einer Gruppe von Lasten 1 in den Punkten k 
(in den bestimmten Richtungen k~} des r-fach statisch unbestimmten Systems. 
(Diese Gleichung [II c] läßt sich zur Aufstellung von Reehenproben verwen
den. § 20.)

Besteht die Lastengruppe P,. nur aus einer Einzellast 1, so nimmt die 
Gleichung (II) die Form an:

It./tfiPr = 1k.n \ki.t*,

wo u und o beliebige WTerte von 0 bis v annehmen können. Insbesondere wird 
mit .« = 0:

[ik ,v\ = [ki .v],......................................... (Ild)
d. h. die Verschiebung eines Punktes i eines r-fach statisch unbestimmten 
Systems in Richtung s infolge einer Last Pk=l in k ist gleich der Ver
schiebung des Punktes k des r-fach statisch unbestimmten Systems in Rich
tung von Pk infolge von P, — 1. (Maxwellscher Satz.)
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den ihnen entsprechenden inneren Kräften Qj war ange
nommen worden, daß sie während des Verschiebungszustandes mit 
ihrer ganzen Größe wirken, nicht also allmählich auf den Endwert 
anwachsen sollten. Die Arbeiten wurden als „virtuelle“ (gedachte) 
bezeichnet. —

Wir betrachten jetzt die sogenannte „wirkliche“ Formänderungs
arbeit d. h. jene Arbeit, welche die Kräfte Pk bzw. die ihnen ent
sprechenden inneren Kräfte (Mk, Nk, QJ während des von eben diesen 
Kräften (P,. bzw. Mk, Nk, Qk) erzeugten Verschiebungszustandes leisten. 
Es kommen also jetzt nur mehr äußere Verschiebungen \kk\ und 
innere Adsk, A<pk, Ahk in Frage, wo [kk] die Verschiebung des An
griffspunktes k einer Last Pk infolge der Lastengruppe Pk darstellt. 
Von Temperaturändefungen und Verschiebungen der Widerlager soll 
abgesehen werden. Entsprechend den tatsächlichen Verhältnissen ist 
dabei zu berücksichtigen, daß die Kräfte ebenso wie die Verschie
bungen von 0 auf ihren Endwert anwachsen. Hierbei nehmen wir, 
wie in allen sonstigen Fällen, das Hooke’sche Gesetz an, setzen also
lineare Beziehungen zwischen Kräften und Formänderungen voraus. 

Die Arbeit, die etwa von einer Last

Fig. 37.

P auf dem Wege [kk] (oder z. B. von Mk 
auf dem Wege Acp^ geleistet wird, stellt 
sich graphisch als ein Dreieck dar (Fig. 37); 
denn zu den einzelnen Zeitpunkten wäh
rend des Weges [ü] ist ein linear ver
änderlicher Wert der Kraft PÄ wirksam. 
Der Inhalt des Dreiecks stellt die Gesamt
arbeit dar, und diese hat den Wert:

A = lPk.[kk].

Ganz Entsprechendes gilt für die inneren Arbeiten; die innere 
Arbeit eines Momentes Mk wäre z. B. A<pk. Setzen wir die 
inneren und äußeren Arbeiten einander gleich, so erhalten wir die 
Gleichung:

=im
wo die Summe (A) sich über die Arbeiten aller Lasten der Be
lastungsgruppe Pk erstreckt. Der auf der rechten Seite der Gleichung 
stehende Ausdruck stellt die Arbeit der inneren Kräfte dar und wird 
als die wirkliche Formänderungsarbeit (A) bezeichnet. Drückt man 
noch die inneren Verschiebungen A<pk, Adsk, Ahk durch die inneren 
Kräfte (Mk, Nk, Qj aus (s. Gl. 4, 5, 6), so erhält man:

In dieser Form würde der Ausdruck für statisch bestimmte Systeme 
gelten.

Für das r-fach statisch unbestimmte System wäre mit den früheren 
Bezeichnungen zu schreiben:
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„2 dS
Mk-r EJ

ds , 
"EF^

ds ,
GF' a)

b) An diesen Begriff der wirklichen Formänderungsarbeit knüpfen 
die Castigliano’schen Lehrsätze an.

Wir werden sehen, daß diese Lehrsätze zu Ergebnissen führen, 
die wir früher bereits auf anderem Wege fanden. Wir beschränken 
hier die Ausführungen auf das Notwendigste.

Der erste dieser Sätze ist der Satz von der Abgeleiteten 
der Formänderungsarbeit. — Es bezeichne P. eine der Lasten 
aus der Lastengruppe Pk, und zwar greife sie an im Punkte i. Stellt 
man die Werte Nk, Mk, Qk als Funktionen von P, dar. so ist z. B. 
das Moment

Mk = MJrM,P,
wo M den Einfluß (Moment) aller Lasten der Gruppe Pk — außer P, — 
und M, das Moment infolge P, = 1 bedeutet (Superpositionsgesetz). 
Entsprechende Formen gelten für Nk und Qk. Differentiiert man 
nun den Wert A nach P,, so ist bekanntlich unter den Integralen 
zu differentiieren. Da nun z. B.

2 =

ist, so erhält man:

cP, J
ds i rY
EJ^d i EF (25)M,Alk

wo also EL,, N,, Q, für den Wert P,— l gelten. —■ Entsprechend 
würde man durch Differentiation von Gleichung (24 a) für das statisch 
unbestimmte System erhalten:

SA [ Mk.„ds f Nk.rds f Qk.rds 
1P. =J EJ U —EF Qi” ~GF~' (25 a)

Dies sind aber die gleichen Ausdrücke, die wir für eine Ver
schiebung [i&] bzw. [j&.y] aus der früheren Gleichung (19d) finden, 
wenn wir annehmen, daß die dort vorkommende Lastengruppe P, 
nur aus einer einzigen Last P, besteht, die den Wert 1 hat. Man 
vergleiche auch die nachstehenden Ausführungen in § 7, insbesondere 
Gleichung (27) und (28). Man erhält also den Satz:

■^- = [»4] bzw. [/A.v],......................... (25b)

d. h. die Verschiebung [«&] des Punktes i in der Richtung , 
von P, ist gleich der partiellen Ableitung der Formände
rungsarbeit nach dieser Last P..

NB. Sucht man die Verschiebung eines Punktes i, in dem keine 
Kraft P, angreift, so denke man sich eine solche Last P, in i wirken 
und führe wie vorhin die Differentiation durch. Man erhält die vor
stehenden Ausdrücke, in denen dann naturgemäß bei den Werten Mk 
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bzw. JL,., der Wert P. nicht zu berücksichtigen, sondern gleich Null 
anzunehmen ist. —

Der zweite Satz von Castigliano, nämlich der Satz vom 
Minimum der Formänderungsarbeit, kann als eine Anwendung 
des ersten Satzes auf statisch unbestimmte Systeme aufgefaßt werden. 
Da nämlich gemäß den Elastizitätsbedingungen (s. Gl. 13) die Ver
schiebungen der Angriffspunkte der Unbekannten Xt eines unbestimm
ten Systems gleich Null sind, so gilt die Gleichung

r-r nP.r]=^-=O.

Diese Gleichung
ff = ° •..........................................

drückt die notwendige Bedingung dafür aus, daß A ein Minimum 
(oder Maximum) ward. Daß A in der Tat ein Minimum sein muß, 
zeigt der zweite Differentialquotient

3~A __8[zk] 
ar/'

Nimmt nämlich zu, so muß auch die Verschiebung [ik] in Rich
tung von P2 zunehmen (s. Gl. 27). Also haben Zähler und Nenner 
des zweiten Differentialquotienten das gleiche Vorzeichen, d. h. dieser 
Quotient ist positiv (Bedingung für ein Minimum).

Der Satz wird gewöhnlich in der Form ausgesprochen:
DieUberzähligenX eines statischunbestimmtenSystems 

nehmen solche Werte an, daß die Formänderungsarbeit zu 
einem Minimum wird.

Im Grunde genommen drückt dieser Satz die aus der Natur der 
statisch unbestimmten Systeme folgende Bedingung aus, daß die Ver
schiebungen der Angriffspunkte der überzähligen Größen X = 0 sind.x)

§ 7. Anwendung der Arbeitsgleichung. Berechnung von 
V erschiebungen.

a) Allgemeine Gleichungen zur Berechnung von Verschiebungen. 
Zahlenbeispiel.

1. Es sei ein durch eine Lastengruppe Pk belastetes System ge
geben; zu untersuchen sind die Verschiebungen einzelner Systempunkte i.

Hierzu wird die Arbeitsgleichung benutzt. Zunächst ist zu be
achten, daß weder die Richtung noch die Größe der gesuchten Ver
schiebung bekannt ist. Um beide Werte zu bestimmen, bedarf es der 
Berechnung zweier Komponenten der Verschiebung, und zwar der 
beiden Komponenten nach zwei beliebigen Richtungen. Aus diesen

:) Zu § 5 und 6 vergleiche: Müller-Breslau, Graphische Statik der Bau
konstruktionen. IV. Auflage. Bd. II, 1. Abt., S. 1—56. Neuere Methoden der 
Festigkeitslehre. 4. Auflage. S. 80—97. Föppl, Vorlesungen über technische 
Mechanik. Bd. III. Vierter Abschnitt.
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beiden Komponenten ist die Verschiebung zusammenzusetzen. Die 
folgenden Untersuchungen befassen sich stets nur mit der Berechnung 
einer Verschiebung in bestimmter (gewählter oder gegebener) Richtung. 
Für viele Aufgaben genügt die Kenntnis einer solchen Verschiebungs
komponente, insbesondere die Verschiebung in vertikaler Richtung 
(D urchb iegun g).

Um die Verschiebung eines Punk
tes i in bestimmter zugehöriger Rich
tung i zu bestimmen (Fig. 38 b), den
ken wir uns in i in Richtung der ge
suchten Verschiebung eine Last 1 wir
ken (etwa 11)1). Für diesen Belastungs
zustand Pi = 1 und den Verschiebungs
zustand Pk (Fig. 38 a) wird die Arbeits
gleichung angewandt (Gl. 19 c). Die 
linke Seite enthält nur ein Glied, da 
nur eine Last P{ wirkt, und diese 
Last ist gleich 1. Verschiebungen in
Richtung der Auflagerkräfte seien vornächst ausgeschlossen. Also er
hält man bei einem r-fach statisch unbestimmten System:

1 ■ [iS.r] = + f+ f

bzw.

J JtLJ J Jd 1? J \jr Je

(27)

*) Handelt es 
eine Verdrehung &

sich nicht um eine Punktverschiebung, sondern um
einer Geraden aus ihrer

andere (Fig. 39 a), so ist die Belastung P/ = l 
in Richtung dieser Verschiebung (Drehung) ein 
Moment, d. h. ein Kräftepaar 1 (etwa 1 mt). 
Denn bei einer Drehung leisten nur Drehmo
mente Arbeit. — Dieses Moment 1 kann man 
sich als ein Kräftepaar denken, welches aus 
zwei entgegengesetzt gleichen Einzelkräften
— im Abstande s besteht. (Kraft X Abstand 
der beiden Kräfte ist gleich dem Moment eines 
Kräftepaares für jeden Punkt der Ebene) — 

Später wird insbesondere auch die Win

ursprünglichen Lage in eine

keländerung d & eines Winkels & zu untersuchen 
sein, wenn dessen Schenkel ihre Lage verändern. 
Wie Fig. 39 b zeigt, ist

J & = 0'
d. h. gleich der Summe der Einzeldrehungen ■&' und 

der beiden Schenkel. Somit ist das, was vorhin 
für die einzelne Gerade angegeben wurde, jetzt auf 
jeden der beiden Schenkel des Winkels & anzuwen
den, d. h. jeder Schenkel ist mit je einem Kräfte
paar 1 zu belasten. Fig. 39 b.
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Der gesuchte Wert [ik. r] ergibt sieh demnach als Summenausdruck. 
Im Falle eines Fach werks erhält man

U*.r] = ^8, ............................(27a)

Beim statisch bestimmten System lauten die Gleichungen 
r.M f ir Mkds . C Nkds , f Qkds[.»] =J V. -J 3, J 0.x . (28)

bzw.

.............................................................0^)

Diese Gleichungen (27) und (28) ergeben folgende Regel zur Be
rechnung von Verschiebungen infolge einer äußeren Be
lastung Pk (vgl. die unten angegebene Vorzeichenregel):

«) Für biegungsfeste Stabwerke. Um eine Verschiebung 
[iÄ.f] eines Punktes i eines r-fach unbestimmten Systems 
infolge einer Belastung Pk zu bestimmen, sind zunächst die inneren 
Kräfte Qk.r, also die Normalkräfte, Momente und Quer
kräfte dieses Systems infolge Pk zu bestimmen1), derart, daß man 
an jeder Stelle der Systemachse (bzw. für jedes Element dieser Achse) 
die daselbst wirkenden Momente M, Normalkräfte N und Quer
kräfte Q angeben kann. — Zweitens ist das System für eine Last 
Pi=l in Richtung der gesuchten Verschiebung zu untersuchen, 
d. h. es sind für diese Last P{= 1 die Momente Mv Normalkräfte Ni 
und Querkräfte Q, zu berechnen. — Hierbei genügt es, im Falle 
eines statisch unbestimmten Systems, die Werte Nt, Q, im 
Grundsystem zu bestimmen. Handelt es sich um die Verschiebung [ji] 
eines statisch bestimmten SysJems, so sind naturgemäß auch die 
Kräfte Nk, Mk, Qk dieses Systems zu verwenden [s. Gl. (28)].

Hierauf sind die durch die Gleichungen (27) und (28) gegebenen 
Summenausdrücke (Integrale) auszuwerten; sind die Querschnitte (Werte 
F und J) nicht konstant, so muß die Integration in einzelnen Teilen 
vorgenommen werden, und zwar für jene Teile, in denen die Quer
schnitte konstant bleiben.

Ist die Bogenachse nicht gerade oder nicht nach einer mathe
matischen Linie gekrümmt, so daß sich die Integrale nicht in ge
schlossenen Ausdrücken darstellen lassen, so teile man die Achse in 
einzelne Elemente ds von endlicher Länge (z. B. x/2 oder 1 m) auf, 
bilde für jedes dieser Elemente die in den Gleichungen vorkommen- 

M dsden Produkte, z. B. Jf. —A_—, und summiere schließlich alle diese

Produkte. Die Summe liefert den gesuchten Wert [«&] bzw. [ti.y].
/5) Für Fachwerke. Handelt es sich um die Verschiebungen 

[i&.r] eines r-fach statisch unbestimmten Fachwerks, so daß nur

’) Hierzu bedarf es natürlich der vorherigen Bestimmung der r Unbe
kannten X. Die Regeln hierfür werden im Abschnitt III angegeben.
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Stabkräfte S auftreten, so berechnet man zunächst die Spannkräfte 
v im gegebenen, unbestimmten System sowie die Spannkräfte St 

im Grundsystem infolge einer Last P;= 1 in Richtung der gesuchten Ver
schiebung. Dann bilde man die durch die Gleichung(27a) bzw.(28 a) ge
gebenen Produkte für jeden Stab s des Fachwerks, wobei jedem Stab von

der Länge s und dem Querschnitt F ein solches Produkt V $ 
~EF~ ent

spricht. Die Summe all dieser Produkte ergibt die gesuchte Ver
schiebung. — Bei statisch bestimmten Fachwerken sind sowohl die 
Spannkräfte Sk wie im gegebenen System zu untersuchen.

2. Handelt es sich um den Einfluß von Temperaturände
rungen, so ergeben sich die Werte der Verschiebungen aus Glei
chung (20d) und (20e), indem man im Punkte ? in Richtung der ge
suchten Verschiebung eine Last = 1 annimmt. Man erhält als
dann (s. Gl. 20d) als Wert der Verschiebung beim r-fach sta
tisch unbestimmten System für biegungsfeste Systeme:

Ni.^ds+^M^^-ds . . . (29)

Für das Fachwerk gilt:
[i/.r] = SS{.rets..............................(30)

Beim statisch bestimmten System lauten die entsprechen
den Gleichungen für biegungsfeste Systeme:

[i#] = j3T<sfoc?s+Jjr1s^ds. . . . (29a) 

für Fachwerke:
[i’i] = F £ ts...............................(30a)

Die Gleichungen (29) und (30) ergeben folgende Regel zur Be
rechnung von Verschiebungen infolge von Temperatur
änderungen:

ß) Für biegungsfeste Stabwerke. Um eine Verschiebung 
[iLr] eines Punktes i eines r-fach statisch unbestimmten Systems 
bei Temperaturänderungen zu berechnen, sind die inneren Kräfte 
und Ni.v infolge Pi = l am r-fach statisch unbestimmten System 
zu bestimmen. Hiernach sind die durch Gleichung 29 bzw. 29 a ge
gebenen Summenausdrücke ohne weiteres auszumitteln. Einer Be
rechnung der Unbekannten X des Systems infolge der Temperatur
änderung bedarf es also nicht. Beim statisch bestimmten System 
treten an Stelle der Werte U£i.v und Ni-V die inneren Kräfte und 
Jüi infolge Pi=l am statisch bestimmten System.

/5) Für Fachwerke. Bei Fachwerken treten als innere Kräfte 
die Stabspannkräfte 8i.„ im gegebenen r-fach statisch unbestimmten 
System infolge Pt = 1 auf. Für jeden Stab s ist dessen Spannkraft 
Si.y mit der Längenänderung des Stabes infolge der (gleichmäßigen)

Vorzeichen., a) Die Last Pt = 1 ist in Richtung der gesuchten Ver
schiebung anzunehmen. Wie man den positiven Sinn dieser Richtung 
annimmt, ist gleichgültig. Denn wenn sich beim Resultat [»&•>'] der oben an
gegebenen Rechnung ein positives Vorzeichen ergibt, so erfolgt die Verschie-

Pirlet, Statik. II. 1. 4
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Temperaturänderung um (Werte ets) zu multiplizieren. Diese für 
alle Stäbe zu bildenden Produkte sind zu addieren.

Beim statisch bestimmten System ist ebenso zu verfahren; nur treten 
die Stabkräfte S£ (statt S{ „) im gegebenen System infolge P,= 1 auf.

3. Ist die Verschiebung eines Systempunktes i im Falle von 
Widerlagerverschiebungen zu berechnen, so erhält man nach 
Gl. (2la) bzw. (21b) mit Pt—1 die folgenden Ausdrücke:

Beim r-fach statisch unbestimmten System gilt für bie
gungsfeste Systeme wie für Fach werke die Gleichung:

[iw.v] ——2 Li.r [Ztü.r].................. (31)
Beim statisch bestimmten System lautet die entsprechende 

Gleichung für biegungsfeste Systeme wie für Fachwerke:
[iw] = — ...................... (31a)

bung in der als positiv angenommenen Richtung der Last Pt = 1; bei nega
tivem Vorzeichen des Resultats ist es umgekehrt.

b) Bei manchen Aufgaben erfordert die Wahl der Vorzeichen für die 
C Mj-ds Momente Mi und AZI in dem Summenausdruck AL —w einerJ EJ

tik] besondere Festsetzungen. Hierfür scheint es zweckmäßig, die Vorzeichen 
der Momente AL und Afs nach Maßgabe der Verbiegungen festzulegen, welche 
der jeweils in Frage stehende Systemteil infolge der Belastungen Pt bzw. Pk 
(d. h. der Ursache von AL bzw. AL) erfährt. Verbiegt sich ein Systemteil in
folge von Pi und Pk in gleichem Sinne, so ist den Momenten AL und AL das 
gleiche Vorzeichen zu geben; ob dieses nun positiv oder negativ gewählt wird, 
ist dabei gleichgültig. Umgekehrt müssen die Vorzeichen von AL und AL ent
gegengesetzt sein, wenn Ps und Pk den Systemteil im entgegengesetzten Sinne 
verbiegen. Die Art der Verbiegung des Systems, die durchweg leicht zu über
sehen ist, zeichnet man zweckmäßig in die Figur ein.

In dem durch Fig.40 dargestellten Fall wäre AL und AL'(infolge Pk) für 
den vertikalen Ständer mit gleichen Vorzeichen einzuführen (für den horizon
talen Riegel ist = 0).

Dagegen müßte Mk' (infolge Pk") sowohl für den Ständer wie für den 
horizontalen Riegel das umgekehrte Vorzeichen von AI, erhalten, da die Ver
biegung infolge des Drehmomentes Pk" und die infolge Pi im entgegengesetzten 
Sinne erfolgt. Dabei ist es ohne Bedeutung, ob man die Verbiegung von 
Ständer und Riegel nach Fig. 40 a .als positiv oder negativ bezeichnet.

Bei dieser Art der Festsetzung der Vorzeichen muß das Vorzeichen der
dsArbeitsgrößen AL AL-=-? = AL-4 zutreffend sein, da ein Arbeitswert positiv JLtJ

ist, wenn der Weg (d y4) im Sinne der Kraft AL erfolgt und umgekehlt. — 
(Eine Erläuterung der Frage der Vorzeichen gibt auch das in § 8 d behandelte 
Beispiel einer Dreigelenkbogenkette.)
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Die Gleichungen (31) ergeben folgende Regel zur Berechnung 
von Verschiebungen der Systempunkte i für den Fall, daß 
sich lediglich die Widerlager eines statisch unbestimmten 
Systems verschieben.

Man berechne die Widerlagerkräfte Li. infolge Pi = 1 am v- 
fach statisch unbestimmten System und multipliziere eine jede Kraft 
Li.v mit der gegebenen (geschätzten) Verschiebung ihres Angriffs
punktes in (positiver) Richtung dieser Kraft Li.v. Die Summe

Näherungsreehnungen. Es sei schon hier darauf hingewiesen, daß 
in manchen (nicht allen) Fällen bei der Berechnung statisch unbestimmter 
Systeme für den praktischen Gebrauch Vereinfachungen bei der Bestimmung 
der Verschiebungen gestattet sind*).

*) Eine Begründung hierzu wird in dem Kapitel über Fehlerwirkungen 
gegeben (vgl. §20).

Bei bie gun gsf esten St ab werken wird vielfach der Beitrag der Nor
mal- und Querkräfte vernachlässigt, weil dieser im Vergleich zum Beitrag der 
Momente gering ist. Vom Einfluß der Querkräfte wird fast stets, vom Beitrag 
der Normalkräfte in vielen Fällen abgesehen. Man erhält dann die verein
fachten Gleichungen (Näherungsgleichungen)

. , f,, Mk.vds

bzw. beim statisch bestimmten System:

J
Bei Fachwerken vernachlässigt man mitunter in den Gleichungen (27a) 

und (28 a) den Beitrag, den die Füllungsstäbe zu den Summenausdrücken liefern, und 
berücksichtigt lediglich die Formänderungen der Gurtungen. In die Gleichungen:

[»M- bzw. =

würden dann nur die Gurtstäbe (Länge s und Querschnitt F), deren Spann
kräfte St und 8% sind, eingehen.

Bei diesen Vereinfachungen der Rechnung würde es demnach für die 
Untersuchung biegungsfester Stabwerke genügen, zwei Momentenflächen (M;- 
und Äfft-Fläche) zu bestimmen, da deren Ordinaten die erforderlichen Größen 
CM) und Afj) an jeder Stelle der Systemachse zu entnehmen gestatten. — Bei 
Fachwerken brauchen nicht die vollständigen Kräftepläne (Spannkräfte St und 
Sj-) gezeichnet zu werden, sondern es genügt die Bestimmung der Spannkräfte 
in den Gurtungen; dies erfolgt im allgemeinen am einfachsten durch Rechnung 
aus den Knotenpunktsmomenten (Ritterseher Schnitt usw.).

Auch bezüglich der Quersehnittsannahmen gestattet man sich häufig 
vereinfachende Annahmen. In vielen Eällen, wie z. B. bei der ersten Berech
nung eines statisch unbestimmten Systems, ist dies durchweg gar nicht zu ver
meiden. Denn in den Ausdrücken für die Verschiebungen (s. die vorstehenden 
Gleichungen) kommen die Trägheitsmomente J und die Querschnitte F vor; 
diese sollen aber erst durch die Berechnung gefunden werden, sind also vor- 
nächst nicht bekannt. — In derartigen Fällen nimmt man für die Größen J 
und F geeignet erscheinende Werte schätzungsweise an. Hierbei gewinnt man 
häufig einen Anhalt an bereits ausgeführten ähnlichen Bauwerken. Ist dies 
nicht möglich, so macht man meist die Annahme, daß alle Querschnitte kon
stant und gleich sind, und führt auf dieser Grundlage die erste Berechnung 
durch. Weichen die Ergebnisse wesentlich von der Annahme ab, so rechnet 
man die Aufgabe ein zweites Mal mit den auf Grund der ersten Rechnung 
verbesserten Werten J und F. Eine dritte Rechnung kann notwendig werden, 
ist aber meist entbehrlich.

4*
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dieser Produkte, ausgedehnt über alle Widerlager, ergibt — negativ 
genommen — die gesuchte Verschiebung [iw.v] des Punktes i.

Es bedarf also lediglich der Berechnung der Auflagerkräfte des un
bestimmten Systems für die Belastung Pi = l; die Unbekannten Tin
folge der Widerlagerverschiebungen brauchen nicht berechnet zu werden.

Beim statisch bestimmten System ist in gleicher Weise zu ver
fahren; nur sind naturgemäß die Auflagerkräfte Lt am gegebenen 
System einzusetzen.

Diese Regel gilt für biegungsfeste Systeme 'wie für Fachwerke. 
(Ein Zahlenbeispiel findet sich in § 13.)

Zahlenbeispiele. (Verschiebungen von Punkten statisch bestimmter 
Systeme x).)

1. Der in Fig. 41 dargestellte Balken von 8 m Spannweite, be
stehend aus einem Normalprofil I 55 mit einem Trägheitsmoment von 
rd. 99000 cm4 um die Biegungsachse, sei in der Mitte mit 15 t be

lastet. Gesucht sei die Durchbiegung 
in Balkenmitte.

Das System ist ein statisch be- 
stimmter.biegungsfesterBalken; folglich 
ist die Verschiebung nach Gl. (28) zu 
berechnen. Normalkräfte treten nicht 
auf, sondern nur Momente und Quer
kräfte. Letztere werden vernachlässigt, 
und deshalb gilt die Gleichung:

Fig. 41.

Die Belastung Pk ist hier die Last P 
in Balkenmitte. Die Belastung Pi — 1 
in Richtung der gesuchten Verschie
bung ist die in Fig. (41b) angegebene 
Last 11. — Zunächst sind für diese 
beiden Belastungen die Momenten
flächen zu ermitteln (Werte M. und 

es sind dies Dreiecke mit den in 
Fig. (41 a) und (41 c) angegebenen Höhen

P-- bzw. 1-—. Aus diesen Momentenflächen sind die Werte M, und 
4 4

Mt an jeder Stelle des Balkens zu entnehmen. Es ist im Abstand 
x vom linken Auflager für die linke Balkenhäfte:

1M, = --x.
2

*) Verschiebungen Von Punkten statisch unbestimmter Systeme können 
erst dann besprochen werden, wenn wir im III. Abschnitt die Berechnung der 
Unbekannten dieser Systeme behandelt haben. (Beispiele finden sich in 
§ 13, S. 130.)
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Dieselben Werte gelten für die rechte Balkenhälfte. Folglich 
erhält man nach obiger Gleichung, da E-J als Konstante zu be
trachten ist:

1
EJ

2

0

P 1 ^2 

~ EJ ‘2 u3jo

r-M_ p p 
EJ 48'

In diesen allgemeinen Ausdruck werden die Zahlenwerte der 
Aufgabe eingesetzt. Bei der zahlenmäßigen Ausrechnung ist auf 
die Einheit der Dimensionen zu achten. Will man etwa die Lasten 
in t und die Längen in m ausdrücken, so ist auch der Elastizitäts
modul E in t m2 und das Trägheitsmoment in m4 anzugeben. Es ist:

E = 2200000 kg/cm2, J=99000cm4.
Da nun 

, 1 1
Itg—1000 *' '"““Uö”’

so ist:
E = 2 200000 ■ -4— • 1002 = 2,2 ■ 1071 'm2, 

1000

J = 99000 ■ = 0,00099 m4.

Die gesuchte Durchbiegung ist also: 
r-zi 15 83

L J 2,2-101-99-10-° 48
Das Ergebnis ist ebenfalls in m zu rechnen. Die Durchbiegung 

ist also 7,3 mm.
2. Die gleiche Aufgabe werde jetzt behandelt für den Fall, daß 

der Balken als Fachwerk ausgebildet ist. Es sei gefragt nach der

Durchbiegung [ft] (vertikale Senkung) des Punktes i im Untergurt 
(Fig. 42).

Die Berechnung von [i'i] erfolgt nach Gleichung (28 a):
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Die Spannkräfte S, für die äußere Last P)i=15t sowie die 
Werte Sz für die Last 11 in 7 in Richtung der gesuchten Durch
biegung sind vorerst zu bestimmen, entweder durch Zeichnung (Kräfte- 
pläne' oder durch Rechnung. Die Ergebnisse sind aus der folgen
den Tabelle zu entnehmen. Dort sind auch die Querschnitte F und 
die Stablängen s angegeben, wobei zu bemerken ist. daß in diesem 
Beispiel der Querschnitt des Ober- und Untergurtes auf der ganzen 
Länge konstant und die Diagonalen und Vertikalen mit gleichem 
Querschnitt angenommen sind. ^Vertikalen hier spannungslos.) Die 
Berechnung ist in der Tabelle angegeben, wobei der Elastizitäts
modul als Konstante vorgesetzt wurde. Für jeden Einzelstab s ist

iS s 
das Produkt ß.

2 F
gebildet und alle Produkte sind zum Schluß

addiert. Die Summe ist nur für die eine der beiden symmetrischen 
Systemhälften bestimmt, weshalb die Stablängen doppelt gerechnet sind.

Stab s F 8 
y

Sa S; S,S.--T
F, 
F

F„ SÄ^

O, 400 30,2 13,95 — 7,5 — 0,5 — 49,7 I 1500
0, 400 30,2 13,25 — 22,5 — 1,5 447,0 1 13500
F 400 28,2 14,18 4-15,0 + 1.0 212,8 1,07 6426
F 200 28,2 7,09 -L-30.0 4-20 425.0 1,07 12851
V 200 13,8 14,5 — 7,5 — 0,5 54,3 2,19 1639
Fz 283 13,8 20,5 4-io,6 + 0,71 153,5 2,19 4635
Dy 283 13,8 20,5 — 10,6 -0,71 153,5 2,19 4635
D3 283 13,8 20,5 4-10,6 -4-0,71 153,5 2,19 4635
Di 283 13,8 20,5 — 10,6 — 0,71 153,5 2,19 4635

E=2200t'cm V = 1803,3 S-= 54456
r . 1803,3 _ r - 54456Lä] = ——=0.82 cm oder GA] = -— - ——— = 0.82 cm.
L J 2200 L J 2200-30,2
Im allgemeinen erweist es sich, speziell bei der Berechnung 

statisch unbestimmter Systeme, als zweckmäßig, statt des Wertes 
[iÄ] = Vs,

EF
zunächst dessen E-J),-fachen Wert zu bestimmen.

also: EF, - [i St Sk s ~ wrobei F, irgendeinen konstanten Wert

eines Querschnittes bedeutet. Meist wird als Fr einer der zumeist 
vorkommenden Querschnitte gewählt, hier also etwa der Obergurt- 

Fquerschnitt, d. h. F = 30,2 cm2. Dann nehmen die Verhältnisse —4 -C
die in der Tabelle angegebenen Werte an. Die Berechnung des 
Wertes

ist ebenfalls in die Tabelle eingetragen w’orden.
Ganz entsprechend bestimmt man bei vollwandigen Systemen 

vielfach den E-J - fachen Wert der Verschiebungen, wobei J ein 
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willkürliches mittleres Trägheitsmoment bedeutet. Es gilt dann die
Gleichung:

EJc-[ik] ds^-±^N^ds^ .

wenn die Querkräfte, wie üblich, vernachlässigt werden. Neben

tritt hier noch das Verhältnis - auf. ein Verhältnis von Trägheits- 
Fc

moment und Querschnitt.

3. Gesucht ist die Durchbiegung [ik] des Endpunktes i des in 
Eig. 43 dargestellten einseitig eingespannten Balkens von konstantem 
Querschnitt, der mit einer gleich
mäßigen Last p = 2 t/m belastet ist.

Da keine Normalkräfte auftreten, 
lautet die Gleichung zur Bestim
mung von [?£]

Der Einfluß der Querkräfte möge 
hier einmal berücksichtigt werden, 
um an einem Beispiel ihren Ein
fluß festzustellen.

Die äußere Belastung Pk erzeugt 
im Abstande x vom Balkenende 
das Moment:

und die Querkraft:
Qk=P^-

Die Belastung P{, d. h. 11 in 
i in Richtung der gesuchten Durch
biegung, erzeugt an der Stelle x 
ein Moment:

— — 1 • x
und eine Querkraft:

&=1.
Folglich erhält man für die mit 
E-J multiplizierte Durchbiegung:

_ T r.,, f Px2 j . E-J Z —-dx^—--H
u

Es werden die Zahlenwerte des Beispiels eingesetzt und dabei 
als Profil ein ‘I-Profil 47 angenommen, dessen Trägheitsmoment 
J = ~ 56 400cm4 und dessen Querschnitt F= 163 cur ist. Die 
Zahl x kann für einen I-förmigen Querschnitt von dieser Höhe 
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etwa zu 2.0 angenommen werden jygl. Föppl III, Festigkeitslehre,

S. 156.) Das Verhältnis — ist durch den Querkontraktionskoeffi- 
G

zienten m gegeben, und zwar besteht die Gleichung;

G = —-E.2 (m —j— 11
Also wird für m — 4

Alle Größen werden in Kilogramm und Zentimeter ausgedrüekt, 
so daß also zu setzen ist

20kg,/cm, 1=500 cm, = = 364 .-ü loo
Also wird:

20-5004 , Q 2.5-20-5002
8.2200000-56500 + 2-2 2’00000-163

= 1,26 + 0.035 = 1,295 cm.

Der Beitrag der Querkraft ist also hier 2,7 °/0 des Gesamt
wertes.

4. Zum Vergleich soll noch die Durchbiegung [ii] des End
punktes i des in Fig. 44 dargestellten Fachwerkträgers berechnet

werden. Die Belastung in den Knotenpunkten soll 1,4 t betragen. 
Die Stablängen und Stab querschnitte sind in der Figur eingetragen. 
Die Spannkräfte St und 8% sind in der Tabelle angegeben; zu be
achten ist, daß durch die Last = 11 die Füllungsstäbe keine 
Spannkräfte erhalten. Dann ist der E- fache Wert der Verschiebung 
berechnet nach der Formel:

Ji
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3 = 4217

Stab s F s 
¥ S/. s.

0, 240 5 48 — 4.8 — 3,43 790
(>, 240 5 48 — 4,8 — 3,43 790
O] 240 10 24 — 7,2 — 3,43 593

250 6 41,7 _ — 3,57 745
u. 250 12 20,8 i — 7.5 — 3,57 557
u, 250 12 20,8 1 — 10 — 3,57 742

70 5 20,8 — 1.4 — —
V, 140 5 28 — 2,8 — —
Ä 250 5 50 — 2,5 — —
D. 278 5 55,6 — 3,71 — —

4217[iW = —— = 1.92 cm.
1 J 2200

5. Bei dem in Fig. 45 dargestellten Fachwerkträger soll fest- 
gestellt werden, um wieviel sich die beiden Punkte i und i' bei der 
Formänderung des Fach
werks infolge einer Be
lastung Pk nähern. Es wäre 
also nach der Verschie
bung von i und i' in 
Richtung der Verbindungs
linie ii' gefragt. — Der 
Belastungszustand Pt = 1
besteht hier in zwei Ein- Fig. 45.
zellasten 11 in i bzw. / 
in Richtung der Linie ii'; denn der gesuchte Wert [ik] setzt sich 
zusammen aus den beiden Verschiebungen der Punkte i in der 
fraglichen Richtung. Spannkräfte Si treten nur innerhalb des durch 
stärkere Zeichnung hervorgehobenen Teiles des Systems auf, da die 
beiden Lasten für sich im Gleichgewicht sind und keine Auflager
kräfte erzeugen. Daraus folgt, 
ebenfalls nur über die Stäbe 
des genannten Fachwerkteiles 
erstreckt. Im übrigen bedarf 
die Aufgabe keiner weiteren 
Erläuterung.

6. üm auch ein Beispiel für 
die Berechnung einer Ver
dreh u n g zu erhalten, fragen wir 
nach der Verdrehung Arp der 
Endtangente des in Fig. 46 dar
gestellten, einseitig eingespann
ten Balkens bei gleichmäßiger 
Vollbelastung mit p t/m. Bei

[£&] =

daß der Summenausdruck [£&] sich

Fig. 46.

Vernachlässigung der Querkräfte ist
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Die Belastung Pi=l ist hier ein Kräftepaar 1. etwa 
1 mt, in Richtung der gesuchten Verdrehung (vgl. Anm. S. 47). 
Dieses Kräftepaar erzeugt an allen Stellen des Balkens das gleiche

‘ü X“Moment, nämlich —1 mt. Da M1: =—ist, so erhält man:
z

0

p YA
6EJ ’

b) Formeln zur Berechnung des Wertes J MYi JPk dX. Der 
Ausdruck J Mi M/Mx, um dessen Auswertung es sich bei der Be
rechnung von Verschiebungen handelt, ist dann besonders einfach 

ist an der Stelle z:

zu bestimmen, wenn die Stabachse gerade ist 
und die Mf und JI*-Fläche auf der Strecke s 
geradlinig begrenzt sind. Dieser Fall liegt bei 
späteren Aufgaben häufig vor. und wir suchen 
daher einige geschlossene Formeln zur Aus
wertung dieses immer wiederkehrenden Sum
menausdrucks herzuleiten.

Das Trägheitsmoment J sei auf der Strecke s 
konstant, so daß der Faktor E-J herausge- 
sehrieben werden kann; die M^- und JZ*-Fläche 
seien trapezförmig, also geradlinig begrenzt 
(Fig. 47). In dem Ausdruck:

s
EJ. [a] = .f MiM^dx

ö

Mi = M.l"

Die Auswertung dieses einfachen Ausdrucks ergibt:

EJ-[ik] = y [ML (2 ML ML'} + Mf (2 Mf! -L 
oder auch:

EJ. [a] = y [M (2 ML + ML') + ML' (2 ML’ + ML}}.
(32)

Die Anordnung dieses Klammerwertes ist einfach zu übersehen: 
Jede der beiden Endordinaten der einen von beiden Momentenflächen 
(etwa der Mi-Fläche) ist mit je einem Summenwert (runde Klammer) 
zu multiplizieren. Der erste Summand der runden Klammer ist der 
doppelte Wert derjenigen Ordinate der anderen Momentenfläche 
(M;.-Fläche), die an demselben Ende von s liegt wie der vor der
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runden Klammer stehende Wert iJ4); der zweite Summand ist die 
Ordinate (Mk) am anderen Ende von s.

Sonderfälle. Der vorhin behandelte Fall, daß sowohl die 
M^ wie die M^-Fläche Trapeze darstellen, vereinfacht sich noch bei 
manchen Aufgaben, und zwar dadurch, daß die Mf- oder M*- Fläche 
oder auch beide zusammen die Gestalt von Rechtecken oder Drei
ecken annehmen. Durch Anwendung der Gleichung (32) erhält man 
die folgenden vereinfachten Ausdrücke:

I. Die eine der beiden Momentenflächen ist ein Rechteck 
(M! = M!') (Fig. 48).

EJ-[ik-\=S-Mi[M^ + M^.................................. (32a)

II. Die eine der beiden Momentenflächen ist ein Dreieck ( Fig. 49).

EJ- [a-] = ^(2 M' + 

bzw. bei umgekehrter Lage des Dreiecks: 
Q

EJ- f« Ä] = -- Mi (2 M[ 4- M^
O ' *

III. Beide Momentenflächen sind Rechtecke (Fig. 50):

(32 b)

EJ-^^sMJ^..............................(32 c)

IV. Die eine der beiden Momentenflächen ist ein Rechteck, die 
andere ein Dreieck (Fig. 51).

.......................... (32d)
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V. Beide Momentenflächen sind Dreiecke: die Spitzen iQrdi- 
naten 0) liegen am nämlichen Ende der Strecke s (Fig. 52).

VI. Beide Momentenflächen sind Dreiecke; die Spitzen (Ordi- 
naten 0) liegen an entgegengesetzten Enden der Strecke s (Fig. 53).

EJ^ik^^M .̂......................... (32f)

Weiterhin werde noch der Fall behandelt, daß die eine der 
beiden Momentenflächen (.14-Fläche) parabolische Form hat.

VII. Freiträger gleichmäßig belastet. Die Ordinate 3f/ ent
spricht dem O-Punkt der -Fläche (Fig. 54).

E J- [ifc] = | z " (1 — ■ dx,
UL ö* \ 6' / J —o

VIII. Einfacher Balken gleichmäßig belastet (Fig. 55): 
s

E J- [ik] = Jx (s — a;) \il!' -f- (1 — ■ dx,

W 0

............................................ (33b)
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Anmerkung. Mit- Hilfe vorstehender Formeln lassen sieh auch die Ergebnisse 
der Übungsaufgaben in § 7 ohne weiteres angeben. So z. B. erhält man in dem 
ersten Beispiel (S. 52), wo Ap — P — und J-ü = 1und zweimal über die

Strecke s~^ zu integrieren ist, durch Anwendung von Formel (32 e)

EJAiP — 1 .— .P—.-- — P —
- - " 3 2 4 4 48’

c) Geschlossene Ausdrücke für die Winkeländerungen Jtt 
bei vollwandigen Systemen und Fachwerken. (Zur Verwendung 
bei später folgenden Aufgaben.)

1. Ein Balken auf zwei Stützen ist an seinen Enden 
durch die (Stützen-)Momente Jf und JFS beansprucht. Ge
sucht ist die Verdrehung der 
Endtangente (Fig. 56).

Die Belastung P{ =1 in Richtung 
der gesuchten Verschiebung ist ein 
Kräftepaar vom Wert 1 (etwa 1 mt) an 
dem betreffenden Balkenende. Die dem
entsprechende Momentenfläche (Mi - 
Fläche) ist ein Dreieck; die Fläche 
ist ein durch die Werte und M.2 
gegebenes Trapez.

Unter Anwendung der Formel (32b) ergibt sich:
£^ = 1 (2 ......................(34)

2. Ein biegungsfestes 
Stabwerk sei durch eine Be
lastung Pk beansprucht. Ge
sucht ist die Winkelände
rung d & eines Winkels & 
zwischen zwei (kurzen) Seh
nen sm und sn (Fig. 57).

Die gegebene Belastung Pk 
erzeugt im System Momente Mk, 
Normalkräfte A\ und Querkräfte 
Qk. Letztere werden vernach
lässigt; die Normalkräfte kom
men. wie sich zeigen wird, nicht 
in Frage. Die Momente Mk sind 
durch die in Fig. 57a darge
stellte Momentenfläche gegeben. 
Diese möge auf den Strecken sm 
und sn geradlinig verlaufen und 
an den drei Teilpunkten l, m, n

Auch die Querschnitte sinddie Ordinaten Jf,, Mm, Mn haben1).
*) Wenn die Strecken sm und s„ genügend kurz genommen werden, was 

hier angenommen ist-, so kann man in praktischen Fällen stets die Ms-Flächen 
gradlinig begrenzt annehmen.
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auf den Strecken s und sn konstant angenommen, und zwar seien 
die Trägheitsmomente Jm bzw.

Es handelt sieh um die Änderung des Winkels &, d. h. um die 
Drehung der unverbogenen Geraden sm und sn um ihre ursprüng
liche Lage. Daher ist als Belastung = 1 in Richtung der ge
suchten Verschiebung je ein die Strecken sm und sn belastendes 
Kräftepaar 1 zu nehmen (vgl. Anm. S. 47). Hierzu werden die 

Strecken s an ihren Endpunkten mit den Kräften — belastet (siehe 

Fig. 57b); die Momentenfläche (^-Fläche) besteht aus zwei Dreiecken 
mit der Ordinate 1 im Punkte m. Da durch die Belastung Pf = l 
keine Noimalkräfte Ni erzeugt werden, kommt lediglich der Einfluß 
der Momente in Frage und es ist daher

.M
J 1 k EJ

Nach Gleichung (32b) findet man unmittelbar:

J + ~6EJ~+ (35)
m n

Die Form des Ausdrucks ist leicht zu merken, da in beiden 
Klammern der Wert Mm (Moment am Punkte m) den Faktor 2 hat.

3. Ein Fachwerk er

Fig. 58 a.

leide unter dem Einfluß 
von Knotenpunktslasten 
Pk eine Formänderung. 
Gesucht ist die Winkel
änderung J & eines Drei
eckswinkels & (Fig. 58a).

Die Stabkräfte Sk, denen 
die Stabspannungen o ent
sprechen mögen, erzeugen 
Verlängerungen bzw. Verkür

zungen (keine Verbiegungen) der Stäbe, so daß das Dreieck etwa 
die in Fig. 58 b punktiert eingezeichnete, veränderte Form annimmt.

Fig. 58 b.

Hierbei verdrehen sich die Einzel
stäbe, und dadurch ändern sich die 
von diesen gebildeten Winkel &.

Die Belastung P. = 1 ist demnach 
hier je ein Kräftepaar 1 (etwa 1 mt), 
mit dem jeder der beiden den Win
kel & bildenden Stäbe belastet wird 
(s. Anm. S. 47). Da es sich nicht um 
die Verbiegung der Stabenden, son
dern um eine Lagenänderung der Stäbe 
eines nur in den Knotenpunkten be
lasteten Fachwerks handelt, so ist das

Kräftepaar 1 darzustellen durch zwei an den Stabenden, d. h. in
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den Knotenpunkten wirkende Einzelkräfte wo s die Stablänge 

bedeutet. So entsteht die in Fig. 58c angegebene Belastung Pi=l 

mit den Kräften — und —, wenn 

mittelt werden soll1). Diese Belastung 
erzeugt die Spannkräfte die sich 
wie folgt ergeben:

Da das Moment um den Knoten
punkt 1 infolge der beiden Kräfte
paare den Wert 1 hat, so ist die 

im gegenüberliegenden

die Winkeländerung J ux er-

Fig. 58 e.

Spannkraft 
Stabe ,sx:

Die Spannkräfte Si2 und Sis in 
den Stäben s, und ss findet man
durch Zerlegung der Kräfte und — an den Knotenpunkten So S.j
3 und 2. Fig. 58 c läßt erkennen, daß

^2 = —Y'ctg^’

Si3 =---- —-ctgö„ ist.
*3

Hiernach läßt sich der Wert [i£] = J angeben, 
c

E J 0X = E [ii] = X & s = E S{as,

E J = 4~ s1 ------— ctg #3 s2 o2---- — ctg #2 ss o3 .
$2 $3

Setzt man s1 = p 4~ q und beachtet, daß

so erhält man:
E ■ J ox (.ctg &3 ctg $4 — o2 ctg t>3 — a3 ctg ,
E • d = (ox — o2) ctg #3 4- (ox — <73) ctg &2.

Diese Gleichung läßt folgendes erkennen: In den Klammern 
steht die Differenz zweier Spannungen, und zwar ist der Minuend 
in beiden Fällen die Spannung des dem fraglichen Winkel gegen
überliegenden Stabes (ux); der Subtrahend (negatives Vorzeichen) ist 
jeweils die Spannung des einen der beiden anliegenden Stäbe (o2 
und a3). Der Faktor einer Klammer ist die Kotangente des Winkels & 
zwischen denjenigen beiden Stäben, deren Spannungen in der Klam-

*) Als positiv ist hier jene Drehung der Stäbe s., und s3 angenommen, 
welche einer Vergrößerung des Winkels £ entspricht. 
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mer stehen. — Nach dieser Regel lassen sich die Winkeländerungen 
aller drei Dreieckswinkel ohne weiteres angeben.

E-J^ = — o2)- ctg#3 (ci — o3)-ctg &.2, j
E• J = (o3 — g3) ■ ctg -4- (o3 — gJ ■ ctg #3. } . . (36)
E-1^ = (o3 — oj • ctg i?2 -4 (o3 — a3) • ctg^x. j

§ 8. Die Biegungslinie.
In vielen Fällen genügt es nicht, die Verschiebungen des- einen 

oder anderen Systempunktes zu untersuchen: es ist vielmehr für 
manche Aufgaben notwendig, insbesondere die vertikalen Senkungen 
einer Gruppe von Punkten zu bestimmen. Dies sind entweder die 
in gewissen Abständen voneinander liegenden Teilpunkte der System-

achse eines vollwandigen Tragwerks 
(Fig. 59), oder die sämtlichen Knoten
punkte eines Fachwerks (Fig. 59 a), 
oder schließlich die Knotenpunkte 
einer Gurtung des Fachwerks 
(Fig. 59 b).

Der Geradenzug, welcher die Ver
bindung der Punkte darstellt, deren 
Durchbiegungen bestimmt werden 
sollen, sei als „Stabzug‘‘ bezeich

net. In Fig. 59 wäre demnach die Systemachse, oder genauer die
Reihe der Sehnen zwischen den einzelnen Teilpunkten, in Fig. 59 a

bzw. 59b der in der Figur 
hervorgehobene Geradenzug als 
Stabzug zu betrachten. Den 
Linienzug, welcher die End
punkte der von einer Geraden 
aus aufgetragenen Durchbiegun- 

a gen verbindet, nennt man 
Biegungslinie.

Man könnte mit den bisher 
besprochenen Hilfsmitteln, d. h. 
mit Hilfe der Arbeitsgleichung, 
jede einzelne dieser Durchbie-

Fig. 59a. Fig. 59b. gungen für sich bestimmen.
Im folgenden soll jedoch ein 

einfacher Weg besprochen werden, der es ermöglicht, die sämtlichen 
Durchbiegungen aller Punkte des Stabzuges im Zusammenhang zu 
ermitteln.

b Vergl. hierzu: Müller-Breslau: a) Die graphische Statik der Bau
konstruktionen. Bd. II, Abt. I, Abschn. 1. b) Die neueren Methoden der Festig
keitslehre. §17. Föppi: Vorlesungen über technische Mechanik. Bd. III, § 23. 
Ferner insbesondere: Mohr: Technische Mechanik. Abhandlung IX, Die 
elastische Linie. (Nebst literarischen Notizen.)
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a) Die Biegungslinie als Seilpolygon. — Allgemeine Gleichungen 
für die elastischen (virtuellen) Gewichte.

a) Zusammensetzung der Ordinaten der Biegungsfläche 
durch Aufzeichnen der Monientenfläche eines einfachen 
Balkens und Festlegung der Schlußlinie des Seilpolyoms 
der elastischen (virtuellen) Gewichte (Müller-Breslau).

Die Biegungslinie eines mit irgendwelchen Lasten Pk belasteten 
Balkens ist in Fig. 60 dargestellt. Die Stützpunkte A und B mögen 
sich aus irgendeiner Ursache, etwa durch die Elastizität der Stützen, 
um die Strecken Aa und Bb senken. Die Ordinaten [mk] der Fläche, 
welche durch die Gerade AB und das Biegungspolygon begrenzt ist, 
stellen die gesamten Senkungen [m b] irgendwelcher Systempunkte m 
dar. Diese Durchbiegungen [mb] setzen sich aus zwei Teilen zu
sammen: erstens aus dem Einfluß [mb]" der Stützensenkungen, der

ohne weiteres durch die Gerade ab gegeben ist, welche die End
punkte a und b der Stützenordinaten verbindet; zweitens aus den 
Verbiegungen [mbj', welche als Ordinaten des eigentlichen Biegungs
polygons (von a bis b} aufzufassen sind.

Das Biegungspolygon zwischen a und b (s. Fig. 60 a) läßt sich, 
wie jedes beliebige Polygon, als ein Seilpolygon auffassen, welches 
gewissen Kräften w eines Kräftezuges (s. Fig. 60 b) entspricht. Von 
welcher Linie aus man auch immer die Ordinaten messen mag, ob 
von AB (Ordinaten [mb]) oder von ab aus (Ordinaten [mb']), stets be
steht zwischen den Kräften, zu denen das Seilpolygon gehört (vgl. 
Fig. 60 b, Kräfte w), und den Ordinaten des letzteren eine bestimmte 
analytische Beziehung. Um die Herleitung dieser Beziehungen soll 
es sich zunächst handeln.

Mit den Bezeichnungen der Fig. 60a wird:

da" = ([mb] — [lb]) ■ 

aa' — [mb] — [nb].
Pirl et, Statik. II. 1. 5
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Aus der Ähnlichkeit 
Seileck (Fig. 60b) folgt

der Dreiecke in Krafteck (Fig. 60a) und

und mit aa‘

^aa

wird daher:

([m&j — [Jk]) ~ 4-1 [mk] — [nl-]) 
' 

( [mk] — [Z&] . [m k] — [wk]

Durch diese Beziehung sind die in den einzelnen Teilpunkten m 
wirkenden (gedachten) Lasten wm gegeben, deren Seilpolygon mit 
der Biegungslinie übereinstimmt.

In dem besonderen Fall, wo man die von ab aus gemessenen 
Ordinaten [mk^ ins Auge faßt, lautet die Gleichung, wenn die an 
sich beliebige Polweite H = 1 angenommen wird,

w,
[m k^ — [7 k]' [m k^ — | n k]' . . (37)

'n
Hier sind die von der Geraden ab aus gemessenen Ordinaten 

(s. Fig. 60a) aufzufassen als Ordinaten einer Momentenfläche eines 
einfachen Balkens (Schlußlinie ab). Man kann also schreiben 

wenn das Moment M eines mit den Gewichten w belasteten ein
fachen Balkens bedeutet1). — Bei zeichnerischer Bestimmung der 
Momente Mw ist die Polweite H— 1 im Maßstab der Gewichte w zu 
nehmen (vgl. die späteren Beispiele). Allgemein gilt daher die Regel:

Um die Biegungslinie zu finden, ermittele man die 
Momentenlinie eines mit den elastischen (virtuellen) Ge
wichten belasteten einfachen Balkens. Alsdann ist die
Schlußlinie einzutragen, die mit der erst ermittelten Mo
mentenlinie die eigentliche Biegungslinie ergibt.

Auf den Balken mit überragenden Enden (Fig. 61) angew andt,ergäbe 
diese Regel folgendes. Man bestimme die- Momentenfläche des mit

Fig. 61.

sprechend, einzuzeichnen. Ändern 
erfahren also die Stützpunkte di

den Gewichten w belasteten ein
fachen Balkens a — b. Diese 
liefert die Gestalt des Biegungs
polygons (Ordinaten [zzzA:]'’). Um 
die eigentliche Biegungsfläche zu 
erhalten, deren Ordinaten [mk] 
die Durchbiegungen liefern, ist 
noch die Schlußlinie AB, den 
Eigenschaften des Systems ent- 
die Stützen ihre Lage nicht,
Durchbiegung 0, so ist die

= H

wm

x) Die Gewichte w bezeichnet man als elastische oder virtuelle (ge
dachte) Gewichte.
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Senkungen festgelegt- wird, deren

Fig. 62.

Schlußlinie durch die 0-Punkte J und K zu ziehen. —• Es ist 
also gewissermaßen so, als ob zu den Durchbiegungen mi:'. die 
durch die erst gefundene Momentenfläche aJKb gegeben sinck eine 
nachträgliche Korrektur hinzugetreten sei, und zwar durch Drehung 
des jetzt als starr betrachteten Balkens aus der Lage a — & in die 
richtige Lage AB. welche den Bedingungen, daß die Stützersen
kungen 0 sein sollen, entspricht. — Wären die Stützen elastisch, so 
wären aus ihrer Elastizität und den Auflagerdrücken die Stützen
senkungen zu berechnen und diese Werte (an Stelle von 0) als Or- 
dinaten in J und K einzutragen.

Der einseitig eingespannte Balken (Fig. 62) gibt ein Beispiel, 
bei dem die Schlußlinie durch zwei 
eine bei A ohne weiteres gegeben 
ist, während die andere berechnet 
wird. Die Ordinaten [mk] ergeben 
sich durch Aufträgen der Momenten
fläche a— b des einfachen Balkens. 
Um die eigentlichen Durchbiegun
gen [mk] zu erhalten, ist noch die 
Schlußlinie AB einzutragen; dies 
ist in Fig. 62 zugleich die System
linie; sie ist gegeben durch die Ordinate 0 in A und die Senkung [Bä:] 
des Endpunktes B. Letztere ist für eine Belastung P* mit Hilfe der 
Arbeitsgleichung als Summenausdruck zu berechnen (vgl. § 7 und die 
Zahlenbeispiele S. 52ff.).

Daß die Momentenfläche ab von dem Dreieck ABb abzuziehen 
ist. lehrt die Betrachtung der einzig möglichen Form der Biegungs
linie. Auch ergibt sich dies dadurch, daß die elastischen Gewachte 
negativ werden, wie man bei zahlenmäßiger Durchführung der Auf
gabe nach den im folgenden angegebenen Regeln erkennt.

ß) Allgemeine Darstellung der elastischen Gewichte 
durch die Momente, Normal-und Querkräfte zwecks zahlen
mäßiger Ausrechnung.

Die bisherigen Ausführungen (unter «) haben gezeigt, wie die Bie
gungslinie aus der Momentenlinie eines einfachenBalkens und zwei Einzel- 
ordinaten, welche die Lage der Schlußlinie liefern, darzustellen ist. Die 
elastischen Gewichte, mit denen zur Ermittlung der Momentenlinie jener 
Balken zu belasten ist, sind durch Gleichung (37) gegeben. — Indessen 
sind bisher die Gewichte w, die wir doch zahlenmäßig ausrechnen müßten, 
als Funktion der gesuchten Durchbiegungen [mÄr] bzw. [mk]' dargestellt. 
Da die Bestimmung dieser letzteren das Ziel der Untersuchung ist, so 
ist die bisherige Form der Gleichung (37) vornächst für die Rechnung 
nicht verwendbar.

Eine für die zahlenmäßige Ausrechnung geeignete Form erhält 
die Gleichung (37) erst durch folgenden Kunstgriff. Wir fassen die 

Werte dem Gedankengange Müller-Breslau’s folgend, als Kräfte 

und somit die Produkte aus diesen Kräften und den Verschiebungen 
5*
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[mk] in Gleichung (37) als Arbeitsgrößen auf; die durch die Glei
chung (37) dargestellte Summe äußerer Arbeiten drücken wir mit 
Hilfe der Arbeitsgleichung durch die entsprechenden inneren Arbeiten 
aus. Zu diesem Zwecke schreiben wir den Wert tcm wie folgt- um:

'm Ff — [Z k]' . , [m k ' — [n k.’

= mk — 1 \ r 71 r 
ry - JK ------ .«*!

Hier erscheinen die Verschiebungen der drei aufeinanderfolgen
den Punkte l, m, n des Stabzuges

bar die drei Kräfte einen

mit den in Fig. 63 dargestellten 
Einzelkräften multipliziert. Die 
in m angreifende Kraft ist posi
tiv, also, wenn die Senkungen 
nach unten positiv gerechnet 
werden, nach unten gerichtet: 
sie ist gleich der Summe der 
beiden anderen, in l und n 
wirkenden Kräfte, die indessen 
das negative Vorzeichen haben 
und daher nach oben gerichtet 
sind. Ferner stellen offen- 

im Gleichgewicht befindlichen
Belastungszustand dar; das Biegungsmoment der beiden 
in l und n wirkenden Kräfte in bezug auf den Punkt m

hat den Wert 1 am Hebelarm z\ z
Es handelt sich somit in Fig. 63 um einen im Gleichgewicht 

befindlichen Belastungszustand. Der Verschiebungszustand (Form
änderungen [mk] usw.) rührt der Voraussetzung gemäß ebenfalls von 
einer im Gleichgewicht befindlichen Belastung Pk her. Da die Form
änderungen kleine Größen sind, so sind die Voraussetzungen für die 
Anwendung der Arbeitsgleichung gegeben, und es ergibt sich nach 
Gleichung (19 a) S. 34 für die äußere Arbeit wm die nachstehende 
Summe innerer Arbeiten:

„„ C^^ds ] ykds , ] Qkds

Dabei bedeuten die Werte Jf', N', Q' die von den äußeren 
Kräften i hervorgerufenen inneren Kräfte (Momente, Nor- 

malkräfte und Querkräfte); sie entsprechen der Belastung Pi 
in den allgemeinen Arbeitsgleichungen. Die Größen Mk, 
Qk sind die von der gegebenen äußeren Belastung Pk er
zeugten inneren Kräfte, d. h. jener Belastung, für welche 
die Biegungslinie gesucht wird. Da alle in Gleichung (38) vor
kommenden inneren Kräfte ohne weiteres anzugeben sind, so ge
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stattet diese Form der Gleichung für w eine zahlenmäßige Ausrech
nung der elastischen Gewichte.

Damit ist die Lösung der Aufgabe in eine praktisch verwend
bare Form gebracht, und es soll nunmehr, zwecks Herleitung ge
schlossener Ausdrücke für die Gewichte w, die Gleichung (38) auf ein
zelne Fälle angewandt werden.

Zu bemerken ist noch, daß, den vorstehenden Ausführungen 
entsprechend, nach Gleichung (37) naturgemäß das elastische Gewicht 
eines jeden einzelnen Punktes m des Stabzuges, dessen Biegungslinie 
gesucht wird, berechnet werden muß.

b) Anwendung der allgemeinen Gleichung (38) für die elasti
schen Gewichte. Geschlossene Ausdrücke für die elastischen
Gewichte w bei vollwandigen Systemen und Fachwerken.

d) Das elastische Gewicht für ein biegungsfestes Stab
werk ergibt sich durch die folgende einfache Überlegung, wobei die 
früher gefundenen Ergebnisse der Berechnung von Verschiebungen 
(§ 7) benutzt werden. In Gleichung (38) vernachlässigen wir in gleicher 
Weise den geringen Beitrag der Querkräfte und schreiben somit

Die Momente JI' und Normalkräfte N' entsprechen der in Fig. 63 
dargestellten Belastung und sind in Fig. 64 angegeben. Werden die

. r
EJ 1 J1 EF ’

sehnen Im bzw. mn und senkrecht dazu zerlegt, so ergibt sich:

-t— -cosm bzw. —-cos®, senkrecht zu den Sehnen, l * Z/t z z J

und ■—- -i- • sin cp bzw. 
An

-sin^ in Richtung der Sehnen,

deren Länge mit sm bzw. sn bezeichnet sein möge. Zu beachten ist, 
daß die Normalkräfte bei positiven Winkeln cpm und <pn entgegen
gesetztes Vorzeichen haben, da sie eine Druckkraft und eine Zug
kraft darstellen. Die Zerlegung der Kräfte und A— denke man 

An zn 
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sich sowohl an den Endpunkten l und w, als auch iin Punkte m 
vorgenommen.

Da - -cos 7 — - ist. so ist die Belastung senkrecht zu den 
Z x

Stäben, die allein Momente erzeugt, die gleiche wie früher, wo die 
Winkeländerung J & zweier biegungsfest verbundener Stabe zu be

stimmen war | Kräftepaar 1; Einzelkräfte ~ am Hebelarm s). Die

JI,.-Fläche möge, wie in früheren Aufgaben, auf den Strecken sm 
und sn den in Fig. 65 dargestellten geradlinigen Verlauf haben. Die

Teilstrecken s sind so klein angenommen, daß man die Momenten
fläche praktisch stets als geradlinig begrenzt annehmen kann. Wir 
fanden [s. Gl. (35), S. 62]

-=■"=rat'2 M-++-drj^
wo Jm und Jn die Trägheitsmomente auf den Strecken sm bzw. sn 
bedeuten. — Den Beitrag der Normalkräfte erhält man nach den 
Fig. 64 und 65 ohne weiteres. Setzt man für die Spannungen auf 
den Strecken sm bzw. sn (infolge der Belastung Pk)

— ” = O bzw. -- - = <7 .F m p nm n
und ferner für die Längen

Sm =---~--  bzW- sn = ~, COS <pm----------cos
so erhält man, wenn die Zugkräfte positiv gerechnet werden:

I F' „ -j- I la erJ v EF E tg^“'
Hiernach ergibt sich insgesamt:

wm = — ^-tg^-f-^ tgyA . . . (39)

oder:
Wm = 6^ (ä + 6 (2

— ........................................(39a)
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Das Ergebnis ist also dies, daß das elastische Gewicht wm 
eines Punktes m des Stabzuges sich aus den Ordinaten M,, 
und MH der drei aufeinanderfolgenden Punkte Z, m, n des Stab
zuges sowie aus den in den Stabzugsehnen und sn wirkenden 
Normalspannungen am und uK nach Gleichung (39) zusammensetzt. Es 
sind somit die Ordinaten der Momentenfläche (für die Belastung P^ 
an den einzelnen Punkten m des Stabzuges sowie die Normalkräfte 
infolge Pk in den einzelnen Stabzugsehnen festzustellen, um nach 
Gleichung (39) die elastischen Gewichte berechnen zu können.

Bei Vernachlässigung des Einflusses der Normalkräfte 
geht die Gleichung (39a) in folgende Form über:

<ä (39b)
v m O

In dieser Form werden wir insbesondere bei der Untersuchung 
statisch unbestimmter Systeme im allgemeinen die elastischen Ge
wichte verwenden.

Die Biegungslinie des geraden Balkens.
('Satz von Mohr.)

Der in Gleichung (39b) dargestellte Ausdruck ergibt sich ebenfalls, 
wenn man sich den einfachen geraden Balken AB (Fig. 66) mit der

durch E-J dividierten Momentenfläche belastet denkt. In Fig. 66b 
Mist die -Fläche dargestellt, wobei auf den Teilstrecken s und E - J

sn die Trägheitsmomente Jm und Jn verschieden angenommen sind. 
(Hier- ist angenommen.) Fragt man nach der Einzellast,
die von den beiden trapezförmigen Belastungsflächen auf den Punkt m 
übertragen wird, so erhält man den durch Gleichung (39) dargestellten 
Wert. Denn werden die Trapeze durch Diagonalen in Dreiecke ge
teilt (Fig. 66 b), so kommt von dem Inhalt der beiden Dreiecke I 
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und I' je |. von den beiden anderen. II und II'. je | als Last 
auf den Punkt m. Also wird der Gesamtwert

__ - ( sm __ ^n_ ‘ 1 Sm ■
m 3 k EJm ’ 2 E Jn ‘ 2 J 3 k EJm ’ 2 ‘ E Jn 2 )

oder:
Q Q

Dies ist der gleiche Ausdruck wie in Gleichung (39 b). Es gilt 
also der Satz:

Um die Biegungslinie eines geraden Balkens zu er
halten. belaste man das System mit der durch E-J divi
dierten Momentenfläche und ermittele die auf die ein
zelnen Teilpunkte m entfallenden (elastischen) Gewichte 
(GL 39b). Die Momentenlinie des mit diesen Gewichten w 

Also wird:
d2y _ 1 dqx
dx- EL' dx

belasteten Balkens (sog.zweite 
Momentenlinie) liefert dieBie- 
gungslinie. (Satz von Mohr.)

Es sei hier noch die einfache 
und anschauliche Art der Her
leitung angeführt, wie sie von 
Mohr gegeben wurde, welcher 
zuerst die hier in Frage stehenden 
Eigenschaften der Biegungslinie 
nachgewiesen hat. Der Balken 
sei, wie in Fig. 67a angegeben, 
derart belastet, daß an der Stelle x 
die Belastungsordinate g ist: die 
Neigung der Tangente des zu
gehörigen Seilpolygons sei <p. In 
Fig. 67 b teilt die Schlußlinie OS 
die Auflagerdrücke A und B ab; 
der Strahl OT ist parallel der 
Tangente an das Seilpolygon. Die 
Strecke ST gibt die Querkraft Qx. 
Man erhält also:

dy Q
dx EL ’

1 ■ dx 1 

wobei qx die Belastungsordinate an der Stelle x bedeutet. Das 
Minuszeichen ist deswegen am Platze, weil mit zunehmendem x die 
Querkraft abnimmt, also dQx negativ, ist.

Die Gleichung stellt die Differentialgleichung einer Seillinie dar.
Nun lautet bekanntlich die Differentialgleichung der elastischen 

Linie
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d-y _ Mx
dx- ~ EJ ’

wobei Mx die Ordinate der Momentenfläche bedeutet. Aus der 
Gleichsetzung

1
EJ

folgt die Belastung qx, die die elastische Linie erzeugen soll, wenn 
die Polweite H= 1 ist:

d. h. die Biegungslinie ist aufzufassen als eine Seillinie 
mit der Polweite H=l, und zwar zu einer Belastungs
fläche. welche mit der durch EJ dividierten Momenten
fläche übereinstimmt.

ß) Das elastische Gewicht der Knotenpunkte eines Fach
werks, in welchem nur Normalkräfte (Stabkräfte Si auftreten, er
gibt sich ebenfalls aus Gleichung (38). Diese Gleichung vereinfacht 
sich in diesem Falle zu folgender Form:

Die Normalkräfte N sind zu ersetzen durch die Stabkräfte S, 
an Stelle des Integrals tritt das Summenzeichen E. und diese Summe 
ist zu erstrecken über alle Fachwerkstäbe; die Länge eines Einzel
stabes sei mit s bezeichnet. Also wird:

................................ (40).— Ji, Ja
Hier bedeuten 8' die Spannkräfte infolge der Belastungen 

i- in den drei aufeinanderfolgenden Punkten l, m, n des Stab

zuges (s. Fig. 63). — 8k sind die Spannkräfte 8 infolge der gegebe
nen Belastung Pk, für welche die Biegungslinie gezeichnet werden soll. 

Die Auswertung des Summenausdrucks wm gestaltet sich 
je nach der Art des Fachwerks verschieden. Wir betrachten zunächst 
das in Fig. 68 dargestellte Strebenfachwerk, wo der Diagonalen
zug den Stabzug bildet, also die Durchbiegungen sämtlicher Knoten
punkte gesucht sind. Die Spannkräfte Sk infolge der Belastung Pk 
mögen als gegeben angenommen werden, so daß es sich nur noch 

um die Spannkräfte 8' infolge der Belastung y handelt (s. Fig. 68).

Diese Lasten — stellen einen im Gleichgewicht befindlichen Be

lastungszustand dar, durch den nur die drei Stäbe des Dreiecks

Gebräuchlich ist die Anwendung des elastischen Gewichts in folgender 
Form: wm — Eu-Js Hier ist y. statt S' und As statt eingesetzt.
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Die übrigen Stäbe des Systems bleiben 
S" in diesen drei Stäben können inspannungslos. Die Spannkräfte S‘

einfachster Weise durch Zer
legung der Lasten nach den 
angrenzenden Stäben gr a- 
phisch ermittelt w’erden.

Will man neben der Zeich
nung auch die Rechnung 
verwenden, so können die 
drei Stabkräfte 0' im Ober
gurt und bzw. D2 in 
den Diagonalen auch wie 
folgt gefunden werden. Die 
Spannkraft 0'-ergibt sich aus 
dem Moment für den gegen- 

■ überliegenden Knotenpunkt. 
Da dieses den Wert 1 hat. 
so wird die Druckkraft 0' 
(negatives Vorzeichen):

in
l-m-n beansprucht werden.

Fig. 68.

In 
man 
und

ähnlicher Weise findet 
die Spannkräfte Dx' 
D/, wenn man die

auf dem Obergurt) aufstellt.

Lasten in l und n nach den 
angrenzenden Stäben zerlegt 
und das Moment um den 
Punkt m' (senkrecht über m 

Es wird (s. Fig. 68):

und D/ 1
C

Hiernach kann der Wert wm angegeben werden. Er enthält 
nur drei Glieder, da nur in drei Stäben Spannkräfte 8' auftreten. 
Bezeichnen 0, D2, D2 die Spannkräfte infolge der Belastung P^. 
o, d1, d2 die Stablängen, Fo, Flt F2 die Querschnitte, so wird:

1 Oo 1 D,d . 1
m r EF0 1 \ EF1 ' Ä, EF2

Liegt ein Fachwerk mit Vertikalen vor, etwa wie in Fig. 69a, 
und wird die Biegungslinie einer Gurtung, etwa der oberen, ge
sucht, so gestaltet sich die Berechnung des elastischen Gewichtes 
wm eines Knotenpunktes m wie folgt.

Die drei aufeinanderfolgenden Punkte l, m. n des Stabzuges, 
d. h. des Obergurtes, sind in gewohnter Weise mit den Kräften

— zu belasten. Hierdurch werden die in Fig. 69 a gekennzeichneten z
sechs Stäbe beansprucht, so daß der Summenausdruck wm insgesamt
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sechs Glieder enthielte. Die entsprechenden Spannkräfte S' können
graphisch durch einen Kräfteplan bestimmt

Durch Rechnung bestimmen 
sich die Kräfte S' wie folgt. Die 
Gurtspannkräfte 0’ und U' erhält 
man aus dem Moment für die 
gegenüberliegenden Knotenpunkte 
m bzw. m'. Da dieses Moment 
den Wert 1 hat, so wird:

O' — —

werden.

m

Die Diagonalspannkräfte 
und D,' findet man aus den Mo-
menten um eben jene Punkte 
und m' aus den Gleichungen:

r. ,__ __  1 Fig. 69 a.

1) Die Spannkraft V 
erhält man bei Belastung 
der oberen Gurtung aus 
der Gleichung 10 c, S. 15

Mm—1 Mm — 1
im Mn hm

Da in unserem Falle Jfm-1 
= 0 und _Wm=l ist, so er
gibt sich

2 Ä/
Sind auch diese Spannkräfte gefunden, so erhält man die Spann

kraft V' in der Vertikalen am einfachsten aus der Gleichgewichts- 
bedmgung um m', indem man unter Verwendung der bekannten 
Größen U und das geschlossene Kräftepolygon des Punktes m! 
zeichnet. — Auch V' kann in der gleichen Form dargestellt werden 
wie die Diagonalkräfte, 
nämlich als reziproker 
Wert einer Strecke z; je
doch erfordert die Kon
struktion dieser Strecke 
das Einziehen verschiede
ner Linien und ist um
ständlicher als die Rech
nung oder auch als das 
Zeichnen des Kräfteplanes 
für den Punkt m'1) (siehe 
Fig. 69 b).

Fig. 69 b
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Zwecks rechnerischer Bestimmung der elastischen Ge
wichte eines Fachwerks kann auch der für vollwandige Systeme 
benutzte Weg eingeschlagen werden. Man zerlege in Fig. 70 die 

Lasten j in zwei Komponenten, und zwar eine senkrecht, die an

dere parallel zu den Stäben l m und m n des Stabzuges; dann er
kennt man ohne weiteres, daß die gleichen Beziehungen wie früher 
bestehen bleiben. Die senkrecht zu den Stäben wirkenden Kräfte 
leisten nur Arbeit bei der Verdrehung der Stäbe, d. h. während der 
Änderung J des Winkels . und zwar hat diese Arbeit den 
Wert Die Komponenten in Richtung der Stäbe können
nur bei der Längenänderung dieser Stäbe Arbeit leisten. Aus alle-

r 0 ---- ; t •'•m
Bei Belastung der unteren Gurtung ergibt sich aus Gl. (lOd) der Wert 

i 1

Nach diesen beiden Gleichungen lassen sich die Spannkräfte V in einfachster 
Weise berechnen.

Will man dagegen V ähnlich wie O', V’, D' als reziproken Wert einer 
Strecke z darstellen, so schreibe man (bei Belastung oben):

_ y,__  1 __  1 1

~ Gn 
oder

'-m^m—1 
c hm 

oder
Ä» — -_ Kn—l 

km
In Fig. 69b ziehe man EB parallel zum Obergurt Om, BD parallel zu 

AE bzw. zum Untergurt Um + i und DG senkrecht zuEF = lm. Alsdann ist
—AB ED EG EG 

hm_x AC~ EG ~ EF~ z„, ' 
Also wird

Gn — ~EG
Gn Gn 

oder 
'■m — z —EG, 

d. h.
z = }.m — EG — FG.

Mit diesem Wert z ist

Handelt es sich um die Belastung der unteren Gurtung, so tritt 
an Stelle von z der in Fig. 69 b (oben rechts) dargestellte Wert z', der sich 
auf ganz entsprechendem Wege ergibt. An Stelle von EA tritt H'A' (Ver
längerung von Om\ an Stelle von EB tritt E'B' (Parallele zu UM-i). Als
dann gilt die Gleichung

V = 4- —“ z'
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dem folgt, daß für das elastische Gewicht der früher (s. Gl. 39' ge
fundene Wert:

Wm = J ' tg ffm — ' tg 'Pn
in Frage kommt. Die Winkeländerung J 0 hat hier den für das
Fachwerk gültigen Wert, der durch die GL (36) gegeben ist.

Hierbei ist zu beachten, daß 
c und Gn die Spannungen, in den 
Stäben Im und mn des Stabzuges, 
die den Winkel & bilden, bedeuten. 
Werden nun, wie in Fig. 70, die 
Stäbe und damit auch die Stab
spannungen nach den gegenüber
liegenden Knotenpunkten bezeich
net, so wäre zu schreiben (siehe 
Fig. 70a >

= — ~

Für Jö wäre dann der früher 
für die Vergrößerung von $ ge
fundene Wert einzusetzen:

wobei zu beachten ist, daß hier 
(Fig. 70; im Gegensatz zu früher 
(s. Fig. 47 e u. Gl. 19) die Kräfte 
im Sinne der Verkleinerung des 
Winkels & wirken; daher ist 
— in wm einzusetzen.

Die Neigungswinkel <p der bei
den Stäbe des Stabzuges sind wie 
früher von der durch die Anfangs
punkte der Stäbe gelegten Horizontalen aus nach oben positiv zu 
rechnen. Pn wäre also hier negativ. — Umgekehrt wäre es in Fig. 70 b, 
wo der Punkt m oben liegt. Hier wäre -j- J &m (statt — J &m} in 
der Gleichung für wm einzusetzen.

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daß in allen Fällen für 
die Größen g die Stabspannungen infolge der Belastung P 
einzusetzen sind, für welche die Biegungslinie gezeichnet wird.

Anmerkung 1. In Fig. 71 ist der Fall dargestellt, 
daß eine Gurtung der Stabzug ist und demnach infolge 
der Belastung der drei aufeinanderfolgenden Punkte l, 
m, n die in der Figur gekennzeichneten sieben Stäbe 
Spannungen erhalten.

Wird in diesem Falle das w-Gewicht nach Gl. (40) 
als Summenausdruck berechnet, so gehen sieben Glieder 
ein. — Wird Gl. (39) verwandt, so ist unter J & (Ände
rung des Winkels zwischen Im und mn) der Gesamtwert 
der Änderungen der drei am Punkte m liegenden 
Dreieckswinkel zu verstehen; von diesen ist jede Fig. 71.
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einzelne Winkeländerung aus den Spannungen o der Stäbe des betreffenden 
Dreiecks nach Gl. (36) zu berechnen.

Anmerkung 2. Ist bei einem Ständerfachwerk nach der Durchbiegung 
der Knotenpunkte der oberen und der unteren Gurtung gefragt, so fällt von 
den beiden Stäben Im und mn des Stabzuges der zweite in die Richtung der
Vertikalen. Offenbar ist dann kein Gleichgewicht zwischen den Kräften -.
mehr möglich 'vgl. Fig. 63). In der GL (39) für u-m wird der Wert tg <fn gleich 

unendlich. Die bisherige Art der Behandlung der 
Aufgabe führt also auf Schwierigkeiten.

In diesem Falle kann man sich in der Weise

Fig. 72.

helfen, daß man die Biegungslinie einer Gurtung, 
etwa der oberen, in der bisherigen Art ermittelt, 
indem man die Punkte l, m', n' <s. Fig. 72) an Stelle 
von l, m, n nimmt. Dte Durchbiegungen der Punkte 
der anderen Gurtung werden dann mit Hilfe der 
Längenänderung Av der Vertikalen bestimmt, die

P’ 5nach der Gleichung A v berechnet wird, wo
Fu die Spannkraft in F infolge der Belastung Pk. 
s die Stablänge der Vertikalen und F ihren Quer
schnitt bedeutet. DieserWert A v ist an die Durch
biegung [m'k] anzutragen (s. Fig. 72).

c) Die Biegungslinie als Einflußlinie einer elastischen Ver
schiebung. Häufig handelt es sich um die Durchbiegung [zm] eines 
Systempunktes i infolge einer wandernden Last Pm — 11, d. h. um 
die Einflußlinie der Durchbiegung [im]. Man könnte den Wert [im] 
für eine Anzahl Laststellungen mit Hilfe der Arbeitsgleichung be
rechnen und so eine genügende Anzahl der Ordinaten der Einfluß
linie ermitteln. Ein einfacherer Weg zur Lösung der Aufgabe ist durch

Fig. 73.

den Maxwellschen Satz gegeben. 
Da nämlich

[t m] = [mi]
ist, so kann man sagen: Die 
Durchbiegung des Punktes i infolge 
einer Last 1, die der Reihe nach 
in den Punkten m.„ ... an
greift, ist gleich der Durchbiegung 
dieser verschiedenen Punkte mt, 
m2, ... infolge der Last P( = 1 im 
Punkte i. Diese Durchbiegungen 

der Systempunkte m infolge Pi — 1 sind aber durch die Biegungs
linie für die Last P, = 1 gegeben. Die Ordinaten dieser Biegungs
linie stellen die Werte [m f] und somit auch [im] dar, d. h. die Bie
gungslinie für P; — 1 ist die gesuchte Einflußlinie für die Durch
biegung [im].

Ergebnis. Die Einflußlinie einer elastischen Verschie
bung [im] eines Punktes i (bzw. der Verdrehung einer Ge
raden i) ist identisch mit der Biegungslinie des Systems für 
die Belastung /< = ! (d. h. für 1t im Punkte i bzw. für ein 
Kräftepaar 1 in Richtung der fraglichen Verdrehung).
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d) Besprechung einiger Einzelaufgaben.
t:' Das elastische Gewicht wm im Scheitelgelenk eines 

Dreigelenkbogens. Bei den bisherigen Darlegungen erstreckte sich 

der Einfluß der Belastungen y in den Punkten Z, m. n des Stabzuges 

stets nur auf einen mehr oder minder beschränkten Teil des Systems. 
Es kommen aber auch Fälle vor, wo diese Belastung das ganze System 
beansprucht, so daß in den Summenausdruck alle oder die meisten 
Teile des Tragwerks eingehen. Ein solcher Fall liegt z. B. heim Drei
gelenkbogen vor, wenn nach dem elastischen Gewicht im Gelenk
punkte des Scheitels gefragt wird.

Wird der Scheitelpunkt mit m bezeichnet, so ist zur Bestimmung 
von wm die in Fig. 74 angegebene Belastung mit den Lasten

j wie üblich auzubringen. Diese Belastung beansprucht alle Teile 

des Systems, insofern sie Auflagerkräfte, und zwar den Horizontalschub
| erzeugt1'). Es entstehen Momente: 

M = — --y
und Normalkräfte:

,T, 1A — -- y COS / .

Die allgemeine Gleichung für wm lautet:

w m
„ M^ds

EJ
Nkds 
~EF''

Das erste Glied stellt 
rufen durch die Lasten ?). 

X

die Arbeit der Momente M' (hervorge- 

das zweite diejenige der Normalkräfte

N' dar; beide, die Momente M’ wie die Normalkräfte N', wirken 
während des Formänderungszustandes infolge Pk. Man denke sich

*) Der Horizontalsehub eines Dreigelenkbogens berechnet sieh aus dem 
Moment des einfachen gelenklosen Balkens für die Gelenkstelle, dividiert durch 
die Pfeilhöhe f. Das Moment für den Gelenkpunkt m ist hier gleich 1. 
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die Bogenachse in einzelne Strecken s aufgeteilt, welche insgesamt 
den Stabzug darstellen ,s. Fis. 75,. Die infolge der Form-

Fig. 75 a.

Fig. 75 b.

anderungen veränderte Ge
stalt des Stabzuges ist in 
Fig. 75 durch die strich
punktierte Linie darge
stellt. Wir betrachten die 
einzelnen Sehnenstücke in 
ihrer durch Verdrehung 
(nicht- Verbiegung) geän
derten Lage. Wahrend 
dieser Lagenänderung der 
Strecken s leisten die 
Momente M' Arbeit, und 
zwar, wenn Ul' das an der 
jeweils betrachteten Stelle 
wirksame Moment ist 
(s. Fig. 75b 1,

M' ~H") = >'• J
Hierbei hat man sich das Moment 211' als je ein die beiden 

Strecken sm und sri belastendes Kräftepaar Ul' zu denken. Setzt 
A’man noch in der Arbeitssumme wm für die Spannung o ein. so 

ergibt sich:

Diese Gleichung ist anzuwenden, wenn vorausgesetzt wird, daß 
die Widerlager sich nicht verschieben und somit der Horizontalschub 
1 
— keine Arbeit leistet. 
f

Verschieben sich dagegen die Widerlager und vergrößert sich 
dabei die Entfernung l der Auflager um JZ, so tritt zu den obigen 

inneren Arbeiten noch die äußere Arbeit des Horizontalschubes —

hinzu, welche nach Gleichung (21), S. 36, den Wert---- —dZ) 

4-4 dZ hat. (Das Minuszeichen vor J Z ist nach der Vorzeichen

regel zu Gl. (21) einzusetzen, weil die angenommene Verschiebung d Z 
nach außen, also im entgegengesetzten Sinne des nach innen positiv 
gerechneten Schubes erfolgt.) Somit lautet in diesem Falle der 
Wert wm, wenn man die oben angegebenen Werte für M' und 
N' einsetzt.-

= y ^Z/-z,^+^’^-s-cos7—
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Hierin ist eingesetzt:

und

y
M । negatives Moment ।

'•s —— -cos;'-s=— -z (Druckkraft) is. Fig. 74.

Die Winkeländerungen J in dieser Gleichung werden bei 
zahlenmäßiger Durchführung der Aufgabe bereits bei der Ermittlung 
der w-Gewichte der einzelnen Punkte des Stabzuges berechnet.

Es ergibt sich nach den früheren Darlegungen von selbst, daß 
der gleiche Ausdruck für wm auch beim Fachwerk gültig bleibt. 
Ist z. B. die Biegungslinie des Obergurts bei dem in Fig. 76 dar-

Fig. 76.

gestellten Dreigelenkbogen gesucht, so gelten die gleichen Über
legungen wie vorhin mit entsprechender Anpassung an das Fach
werk. Unter J dsind, wie sonst, die Änderungen der Winkel & 
des Stabzuges (s. Fig. 76), unter z die Projektionen der Einzelstäbe 
des Stabzuges (Feldweiten) zu verstehen.1)

ß} Das elastische Gewicht eines Punktes m einer Drei
gelenkbogenkette. Als Erläuterung des Verfahrens zur Berech
nung elastischer Gewichte sei hier noch ein Beispiel angeführt, 
welches später bei der Behandlung der Vierecksnetze (der soge-

x) Es sei noch darauf hingewiesen, 
daß das Gewicht wm des Gelenkpunktes 
im allgemeinen nicht genau gleich der 
Winkeländerung A&m ist; denn die in die 
Stabrichtungen fallenden Komponenten 
der Lasten (s. Fig. 77) liefern einen 
weiteren Beitrag zu w,„, so daß der durch 
die Gleichung (39) (s. S. 70) dargestellte 
allgemeine Ausdruck für das elastische
Gewicht in Frage kommt. Die vollständige Gleichung für wm lautet also:

=- 4 tg <pH
/ —* Jh / JtL Jjj

Jedoch ist dies für die Rechnung ohne Belang; zudem ist ja wohl durchweg 
die Neigung der an das Scheitelgelenk anschließenden Stäbe gegen die Hori
zontale sehr gering.

Pirlet, Statik. IL 1. 6
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nannten Vierendeel-Träger eine Rolle spielt. Die Fig. 78a stellt 
das statisch bestimmte und starre Grundsystem eines solchen 
Rahmengebildes dar. Es ist eine Zusammenfügung nach Art einer 
Kette, deren Einzelglieder Dreigelenkbögen sind: diese letzteren 
Fig. 78bi bestehen aus je einem vertikalen und horizontalen geraden 

Stab, sowie aus einem rechtwinklig ausgebildeten dritten Stab. In den

Fig. 78a.

Gelenkstellen wirken beim biegungsfesten Rahmenträger Einspannungs
momente X, welche die Stabenden beanspruchen (Fig. 78 b und 78 c'). 
Die meisten dieser Stabenden sind durch mehrere Einspannungs
momente Ai beansprucht, die sich zu den Stabmomenten JI zusam
mensetzen. So z. B. wirken am Fußpunkt der mittleren Vertikalen 
in Fig. 78c die beiden Einspannungsmomente Xe und Xe, die sich 
zu dem Gesamtmoment zusammensetzen. In ähnlicher Art sind 
auch die übrigen Momente M in Fig. 78 c aufzufassen.

Es handele sich nun um die Biegungslinie bzw. die elastischen 
Gewichte dieser Dreigelenkbogenkette, wenn die Stabenden durch 
die Momente (Ma, Mc,.. .1 beansprucht sind, die von der Ge
samtheit der Einspannungen X an den Gelenkstellen herrühren.

Berücksichtigt man lediglich den Beitrag der Momente zu den 
Formänderungen, so bestimmt sich das elastische Gewicht w des 
Punktes m nach der Gleichung:

io m
„ Mk d s
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Wir bezeichnen mit J' den Wert irgendeines Trägheitmomentes und 
berechnen den Wert

EJ'wm = I 31'31 dsT. m J k J
Die Momentenfläche infolge der Belastungen 1 JF-Fläche; ist in

1) Wichtig ist die W7ahl der Vorzeichen. Hierfür beachte man die An
merkung auf S. 50. Man verfüge etwa über die Vorzeichen so, daß bei den 
Gurtstäben die Durchbiegungen nach unten positiv, nach oben negativ, ferner 
die Ausbiegungen der Vertikalen nach rechts positiv, nach links negativ sein 
sollen. Diejenigen Momente XL' seien dann positiv gerechnet, die einer Be
lastung entsprechen, welche positive Verbiegungen der Stäbe erzeugt. Die
selbe Festsetzung muß für die Momente 21^ gelten, d. h. auch diese gelten 
als positiv, wenn die Belastung Pk Stabverbiegungen in dem vorhin als positiv 
festgelegten Sinn erzeugt.

2) Es ist leicht zu ersehen, wie die Werte M sich aus den Größen X
zusammensetzen. Zu diesem Zwecke stellen wir zunächst die Momentenflache
eines Einzelrahmens infolge jeder der drei Einzelwirkungen Xa, X^, Xc dar.

Fig. 78a dargestellt. Es ist leicht zu ersehen, daß an den Stab
enden die Ordinaten 0 bzw. — 1 für die Momente Jf' gelten 
müssen1). Das Integral erstreckt sieh demnach nur über die beiden 
oberen Gurtstäbe (zm und und die beiden Vertikalen und

j. da nur in diesen Systemteilen Momente JT auftreten. Es 
interessieren uns also auch nur die Momente 31, dieser System- 
teile. Die Ordinaten der J^.-Flächen an den Enden der genannten 
Stäbe sind mit 31a, 31b,.... 31^ bezeichnet (Fig. 78c). Man erhält, 
wenn man zur Auswertung der einzelnen Integrale die Formeln aus 
§ 7 b verwendet, ohne weiteres die folgende Gleichung. Hierbei ist 

der EJ'-fache Wert bestimmt und s ■ y = s' gesetzt.

E J' wm = f 31' 31 d s ~ (2 M, - Mj . 2 31 c ~ 3I'b,
J J o o

- (2 Md -r- Mei 4- (2 31 f +M,).

Die Momente 31 an den Stabenden sollen herrühren von den Einzel
momenten X, die bei Einspannung an den Ecken in den Gelenk
punkten wirken. Aus diesen Größen X setzen sich die Momente 31 
nach den folgenden Gleichungen zusammen, wobei die Vorzeichen 
nach der unten angegebenen Regel im Hinblick auf die Stabverbie
gungen festgesetzt sind2).

6*



84 Untersuchung elastischer Formänderungen.

Diese Werte wären für die Größen M in die Gleichung für wm 
einzusetzen; dann ergibt sich das elastische Gewicht als Funktion 
der überzähligen Kräfte X in folgender Form:

Der Aufbau der Formel ist einfach und die Verteilung der Werte V 
an Hand der Fig. 78c leicht zu übersehen. Die Verwendung bei 
Rechnungen ist natürlich so zu denken, daß die Werte V zahlen
mäßig gegeben sind. Näheres hierzu werden wir bei der Behandlung 
der Vierecksnetze finden.

e) Anhang: Zahlenbeispiele zur Erläuterung der Ausführungen 
über Biegungslinien.

n) Beispiel für ein vollwandiges System. Es sei gefragt 
nach der Biegungslinie eines einfachen Balkens, dessen Belastung 
aus Fig. 80 zu ersehen ist. Die zugehörige Momentenfläche ist 
ebenfalls in Fig. 80 gezeichnet.

Zunächst wurde angenommen, daß der Querschnitt überall kon
stant sei. und zwar sei der Querschnitt der in Fig. 80 a dargestellte 
mit einem Widerstandsmoment von 6235 cm3 und einem Trägheits
moment von 6235 X 33,6 = 209 496 cm4.

In den Fig. 79 a, 79 b, 79 c sind diese Momente und zugleich die für die Vor
zeichen maßgebenden Stabverbiegungen angegeben. Die Figuren bedürfen 
wohl keiner weiteren Erläuterung. Man erkennt, daß z. B. am rechten Ende 

des Obergurts bei gleichzeitiger Wirkung der drei Einspannungen X ein Ge
samtmoment

AA — X„ — X* -Xc
wirken muß. Auf die Vertikalen wirken Einspannungen X .der beiden an
grenzenden Rahmen. Daher ergibt sich z. B. für das Moment Md (Fig. 78 e) 
am oberen Ende der Mittel vertikalen der Wert:

= — X„ 4- Xj — Xc vom linken Rahmen, 
M" = Xa vom rechten Rahmen;

also im ganzen:
Hd — Xa Xj   Xc 4“ Xtf.

Entsprechend sind die übrigen Momente zusammengesetzt.
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Alsdann gilt is. GL (39bi. S. <1/
c c*

EJwm = £ (2 (2 Mm - X

Fig. 80 a.

Hiernach ergeben sich im einzelnen folgende Werte:
15 15

E Jw. = -r ( 2 ■ 2 7 — 0)4—z-(2-27 —54 ) = 40.5 b b
15 1.5

EJ= y (2 • 54 — 27) 4“ (2 • 54 4~ (’3) = 76,5
15 15

«3 = (2 ■ 63 ~ 54) 4--y (2 • 6 3 4- 72) = 94,5

EJwt = 12 (2 ■ 72 — 63) 4- (2 ■ 72 4- 45) = 99.0
6 b

15 15EJw.. = -4 (2 • 45 + 72) 4- (2 • 45 — 18) = 67,56 ' b
EJwn = 12 (2 • 18 4- 45) 1? f2 -18 4- 0) = 26,25

6 6 '
Nach Bestimmung der elastischen Gewichte kann das Seilpolygon 

rechnerisch oder zeichnerisch ermittelt werden. Die zeichnerische 
Methode ist in Fig. 81 durchgeführt. Hierbei ist die Beachtung 
der Maßstäbe von besonderer- Wichtig
keit, weshalb zu dieser Frage einige nähere 
Angaben vorausgeschickt werden sollen.

Fig. 81a.
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Nach den allgemeinen Ausführungen in § 8 erhält man die 
Ordinaten der Biegungslinie in natürlicher Größe, wenn man zu den 
elastischen Gewichten ic ('s. Gl. 37 und 38) ein Seilpolygon mit der 
Polweite 1 zeichnet: letztere ist dabei gleichfalls im Maßstabe der 
wGewichte zu messen. Die w-Gewichte is. Gl. 37, sind absolute 
Zahlen: sowohl die Zähler wie die Nenner der beiden Quotienten 
sind Längengrößen; dasselbe muß also auch von dem gleichwertigen 
Ausdruck in Gleichung (38) gelten. Darum ist auch dort die Wahl 
der Dimensionen der Einzelgrößen (Momente M, Elastizitätsmodul E 
usw., gleichgültig: nur müssen diese bei allen Größen einheitlich ge
nommen werden, also z. B. cm und t sowohl bei den Momenten wie 
beim Elastizitätsmodul usw.

Ist das System in n-fach verkleinertem Maßstab aufgetragen, 
so w’ürden sich die von den Strahlen des Seilpolygons abgeschnit
tenen Ordinaten der Biegungslinie ebenfalls w-faeh verkleinern: dies 
wird wieder behoben, wenn man die Polweite ebenfalls w-mal kleiner 

nimmt, also gleich • 1; dadurch erhält man also auch in der w-fach 
n

verkleinerten Zeichnung die Ordinaten in natürlicher Größe. Ganz ent
sprechend wird bei »'-facher Vergrößerung der w-Gewichte eine v-fache 
Vergrößerung der Pol weite den erforderlichen Ausgleich schaffen.

Hiernach ergibt sich in unserem Beispiel folgendes: Nehmen wir 
an, die w-Gewichte seien im Maßstab 5 Einheiten gleich 1 mm in einem 
Krafteck aufgetragen. Die Polweite hat statt 1 die Größe

EJ= 22 000 000 - 209 496 ~ 46000

(Einheiten sind t und m wie Längen und Kräfte in den w-Gewichten), 
da -wir die E^-fachen Werte der w-Gewichte verwandt haben. Wenn 
das System im Längenmaßstab 1:100 gezeichnet ist, muß die Pol

weite ebenfalls in der vorher angegebenen Größe verwandt wer

den. d. h. es muß sein

H=^^- = 46ü (im Maßstab der w-Gewichte).

-46 ()d. h. H—--;- = 92 mm in der Zeichnung. Der Deutlichkeit halber o
wählen wir, um die Durchbiegungen im doppelten Maßstab, also im 
doppelten Wert der natürlichen Größe zu erhalten, eine nur halb 
so große Polweite, also H= 46 mm. In Fig. 81a sind die Kräfte ebenso 
wie die Polweite in halber Größe der vorgenannten Werte auf getragen.

Hiernach ergibt sich die größte Durchbiegung in Fig. 81 zu 
2,86 ,—— — 1,43 cm.

Bei der rechnerischen Ermittlung der Ordinaten sind zu
nächst die durch die w-Gewichte erzeugten Auflagerkräfte zu er-
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mitteln.
druck A:

Im vorliegenden Falle ergibt sieh für den Auflager-

0.1 -26,25 = 2.625
4* 0,25-67.50 = — 16,875 
— 0-40-99.0 = — 39,600 
— 0.55-94,5 = — 51.975 
— 0,70-76,5 =—53.550 
-0.85-40.5 = — 34.425

.4 = 199.05

N 199.050
Die Rechnung geschieht dann in der bekannten Weise tabella

risch nach der Formel: Mm = — Qm-k. wo die Querkraft
im Punkte m bedeutet.

m Qm m
1

Qm Mn — i 100

1 199,0-5 1,5 298,575 _ 298,575 0,65
2 158,55 1.5 237,-25 298,575 536,400 1,16
3 82,05 1.5 123,075 536,41 0 659,475 1.43
4 - 12,45 1.5 - 18,675 659,475 640.800 1,39
5 - 111,45 1,-5 -167,175 640,800 473,625 1,03
6 - 178,95 1.5 - 268 425 473,625 205,200 0.45
7 -205.20 1.0 - 205,200 205,200 — —
NB. Die Ergebnisse Mm sind zum Schluß durch EJ zu divi-

dieren, da für w die EJ-fachen Werte eingesetzt wurden. Hierbei
würden sich die Durchbiegungen in m (Meter) ergeben, da Meter als 
Einheit gewählt sind. Um sie nun in cm zu erhalten, hat man noch 
mit 100 zu multiplizieren.

Durch Abgreifen der Ordinaten in Fig. 81 ist die Übereinstim
mung der Ergebnisse der zeichnerischen und rechnerischen Bestim
mung festzustellen.

Zur weiteren Prüfung mag hier noch die Berechnung einer 
Ordinate mit Hilfe der Arbeitsgleichungfolgen, und zwar soll die 
Ordinate unter der Last von 24 t berechnet werden (Fig. SOI Es ist 
(vgl. S. 48)

FJ[iÄ]=j M^ds.

Mit Mt sind die Momente infolge der Last P, = 1 im fraglichen 
Punkte i bezeichnet; die Momente Mk enthält Fig. 80. In Fig. 82 
sind beide Momentenflächen zusammengestellt; unter Benutzung der 
Formeln aus § 7 b ist die Integration durchgeführtl (vg. S. 58).
EJ[ik\ = J -54-1.2

3
— 6 [2,4(2 72 4-541— 1,2(2-54 4- 72)]

4— --72-2,4O
= 64,8 4- 345.6 -L 230,4 = 640.8.
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Es wird also
.... 640.8
^■.’-j5Ö5S-0.0139m = 1.3»™.

Es soll nun noch für denselben Träger die Biegungslinie ge
zeichnet werden unter der Annahme, daß das Trägheitsmoment 
  veränderlich ist. Es werde 

-- —«k—3m—► angenommen, daß die oberste 
~7m ___________ Kopfplatte nur soweit durchge-

f jg 83. führt ist. w ie es zur Innehaltung
der Spannungsgrenzen erforder

lich ist. Sie reiche von x — 3,75 m bis r—7.0 m Cs. Fig. 83).
Das Trägheitsmoment in der Mitte ist nun J1 = 2U9496 cm4, 

das Trägheitsmoment des Querschnitts mit 2 Kopfplatten
J2 = 161384 cm4.

(s. Tabelle der ..Hütte". W= 4981 cm8, J = 4981 ■ 32.4= 161384 cm4).
Die elastischen Gewichte ergeben sich wieder nach Gl. (39 b):

G C
w ---  ---- (9 M -J-MA-L >__|9,lf _____ M I

QEJm “ m 1 ' 1 öEJn “ m n '
Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung mit einem konstanten 
Wert EJ'. so ist:

(2 + 3/,) + £ (2 Mm + Mn).

Wir haben also die mit — multiplizierten Momentenfläehen zu 

benutzen. Wählen wir den (an sich willkürlichen) Wert =

so ergibt sich für den mittleren Teil - = 1, für den übrigen Teil ist

Fig. 84.

209496
161384 = 1.298. Die mit

multiplizierte Momentenfläche

Momentenfläche entsprechend, 
stehenden elastischen Gewichte:

nimmt also die in Fig. 84 darge
stellte Form an.

Nachdem die Aufteilung des 
Systems in einzelne Teile, der 

erfolgt ist, ergeben sich die nach-

EJ'w^ (2-35,1 4-0) -4 (2-35.1 4- 70,2) =52,656 b ' i /
1 5 0 75

EJ'ws = —- (-2 • 70,2 4-35,1)4--y-(2-70.2 4-76,05)= 70,93

=%'5(2- 76.054-70.2)4-™ (2 - 58,5 4-63) = 50,3
6 6 7
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Ermittelung des Auflagerdrucks A infolge der zc-Gewichte:

0.75 ,2■63 — 58,5 — —— (2 • 63 — 721 6 —- 72.5b

EJ ic. = — 6 12 - 72 — 631 — ID ,— (2 72 — 5416 - 84.75

„ 7, l-WEJ w* = 6 i 2 • 54 4- 72! — 1.5
—12-70.2 —35,1)6 — 73.87

EJ'w.= ~4 b (2 ■ 35,1 -{-70.2) — 1.5
-—(2-35,14-0)6 — 52,65

0,15 ■ 52.65 = 7.89
4-0.30 ■• 73,87 — 22,16
— 0.40 84,75 — 33.90
-j- 0,55 ■■ 72.56 — 39.90
4-0,625 ■ 50.30 -31,45
-0,70 70,93 — 49.66
-0,85 • 52.65 4-44,86

^229.82 = 4

Tabellarische Berechnung des Biegungspolygons.

m 'm Qm F i 1

1

-#2-100
JiiJ1

1 229,82 1,5 - 344,6 — 344,6 0,75 cm2 177,17 1,5 266,0 344,6 61v,6 1,33
3 106,23 0.75 79,8 610,6 690,4 1,48
4 55,93 0,75 43,95 690,4 734,35 1,60

- 16,62 1.5 - 24,95 ; 734,35 709,4 1,54
6 - 101,37 1,0 - 101,37 709,4 608,0 1,32
i - 175,24 1.5 - 263,0 608,0 345,0 0,75
8 - 227,89 1,5 342,0 345,0 — —

In Fig. 85 sind beide Biegungs
linien miteinander verglichen. - - 
Die größeren Ordinaten entsprechen 
dem Fall veränderlicher Trägheits
momente.

Beispiel für ein Fach
werk. Es sei die Biegungslinie des

Fig. 85.

Untergurts des in Fig. 42 dargestellten Fachwerkträgers unter der 
dort angegebenen Belastung zu bestimmen (vgl. S. 53).

In Fig. 86 ist das System nochmals angegeben. Die Spann
kräfte Sk sind an die einzelnen Stäbe angeschrieben. Die in Klammern 
beigefügten Zahlen geben die Werte - an. Sämtliche Größen sind 

in t und cm angegeben. Alsdann sind die w-Gewichte bestimmt 
nach Gleichung (40) (vgl. S. 73)-
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0001-

E-u\ = 7,235 • 1 ■ 7,5 -L 6,622 • 1 - 7,5
-U 10,233 ■ 1.414 • 10,606 — 16,233 • 1.414 • 10.606
= 103,938

E-tc, = 7,092 • 1 • 15,0
’ = 106,383

E-w3 — 6,622 -1-22.5
= 149,006

E-w^ 7,092-1-30
4- 2-10,233-1,414-10,606
= 519.728
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Die weiteren elastischen Gewichte ergeben sich aus der Symmetrie. 
Infolge der «.•-Gewichte entsteht ein Auflagerdruck von

A = 103.938 — 106.383-1-149,006 — 1 ■ 519.728 = 619.191.
Die weitere Rechnung erfolgt wiederum tabellarisch.

m w,n Qm ’ 
z = i 2200 cm

1 103,938 619,191 — 619,191 0,28
2 106.383 515,253 619,191 1134,445 0,52
3 149,006 4u8,870 1134.445 1543,315 0.70
4 519,725 259,864 1543,315 1803,179 0,82

Die Ordinate 0.82 cm im Knotenpunkte 4 stimmt mit dem auf 
S. 54 berechneten Werte überein.

Von einer graphischen Darstellung der Biegungslinie mag hier 
abgesehen werden.

Zeichnerische Methoden zur Ermittelung der 
Formänderungen.

§9. Verschiebungspläne ri.
Die Arbeitsgleichung bietet ein Mittel, eine Komponente einer 

Verschiebung in bestimmter Richtung zu bestimmen. — Durch Auf
zeichnen der Biegungslinien werden die vertikalen Verschiebungs
komponenten (Durchbiegungen) der Systempunkte gefunden.-

Manchmal ist es aber von Interesse, die vollständigen Ver
schiebungen von Punkten eines Tragwerks, etwa der Knotenpunkte 
eines Fachwerks, zu bestimmen, d. h. den eigentlichen „Verschiebungs
plan •“ des Systems darzustellen. Die hierzu geeigneten Verfahren 
sollen im folgenden besprochen werden.

a) Das Stabzugverfabren. Es handle sich um die Ver
schiebungen des in Fig. 87 dargestellten Stabzuges, der einem voll-

Die in diesem Paragraphen behandelten Aufgaben kommen nur dann 
in Frage, wenn man von allen oder einer größeren Anzahl von Systempunkten 
die vollständigen Verschiebungen sucht, ein Fall, der in der Baupraxis ver
hältnismäßig selten auftritt. — Nähere Angaben finden sieb in der Graphischen 
Statik von Müller-Breslau, Bd. II.
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wandigen System oder einem Fachwerk angehören kann. Die einzelnen 
Stäbe haben die Längen gj. s„.... und sind um die Winkel 
gegeneinander geneigt s. Fig. 87;.

Für die Anwendbarkeit des hier in Frage stehenden Verfahrens 
ist folgendes vorausgesetzt:

Es müssen bekannt sein die Längenänderungen J s der einzelnen 
Stäbe des Stabzuges sowie die Winkeländerungen ferner muß 
von einem Stabe die Verschiebung eines Punktes und die Drehung 
gegen eine angenommene feste Richtung gegeben sein.

Diese Werte sind vorher durch Rechnung festzulegen. In unserem 
Falle ist bei 0 ein festes Lager angenommen, so daß die Ver
schiebung des Punktes O beim Stabe = 0 ist1). Die Drehung 

i &t, des Stabes .s^ wird mit Hilfe der Arbeitsgleichung bestimmt:
. _ f,„ Mkds f

J/' und N' bedeuten die Momente und Normalkräfte infolge der 
Belastung 1 in Richtung der gesuchten Drehung, d. h. eines Kräfte
paares 1 am Stabe st. Handelt es sich um ein Fachwerk, so gilt 
die Gleichung: 

EF ’
wo S' die Spannkräfte des Systems infolge jenes Kräftepaares 1 dar
stellen. Die Größen Nk und Sk entsprechen der Belastung Pk, 
für welche der Verschiebungsplan bestimmt werden soll. — Zur Be
rechnung der Winkeländerungen J & dienen die Gleichungen (35} 
bzw. (36). Die Größen Js erhält man aus den Normalkräften Nk 
bzw. Stabspannkräften Sk.

Nach Erledigung dieser Vorarbeiten ergeben sich die Verschie
bungen der Systempunkte 1, 2, . . . wie folgt.

In Fig. 88 a sind die ersten Teilstrecken «j, s2, ss der Bogen
achse in vergrößertem Maßstabe aufgetragen. Um die neue Lage I

des Endpunktes 1 des Stabes zu finden, ist zunächst die Längen
änderung Jsx von 1 aus aufgetragen, was den Punkt 1' ergibt. Senk-

x) Würde etwa ein Balken mit drei Rollenlagern vorliegen, so wäre auch, 
die Verschiebung eines solchen Lagerpunktes vorerst zu berechnen. 
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recht zur Stabrichtung ist sodann die von der Stabdrehung, d. h. 
der Änderung J des Winkels herrührende Verschiebung an
zutragen. Diese hat den Wert Js1i J &0. wofür wir, da es sich 
um sehr kleine Verschiebungen Js handelt. st J &0 setzen und die 
Tangente statt des Bogens einzeichnen. Damit ergibt sich die Lage I 
des Punktes 1.

Wird nun zunächst angenommen, daß der Stab mit ver
bunden ist und deshalb die Lagenänderungen von sx mitmacht, selbst 
dagegen keine Form- und Lagenänderungen erleidet, so erhält man 
die durch die Verschiebung von 1 nach I bedingte Lagenänderung 
des Punktes 2 auf einfache Weise wie folgt. Man zeichne I 2' parallel 
und gleich s2. trage senkrecht zu I 2' in 2' den Einfluß der Ver
drehung um J d0, nämlich 2'2" = s., Jdn an. Dann gibt 2" diejenige 
Lage von 2, die für den Punkt 2 lediglich aus der Lagenänderung 
des Punktes 1 folgt. Denn man erkennt, daß sowohl der Stab Ao 
als auch der Winkel bei 1 (bzw. I) ihre ursprünglichen Größen bei
behalten haben. — Hierzu kommt nun noch diejenige Verschiebung 
von 2, die aus der Längenänderung Js2 und der Verdrehung d 
des Stabes sich ergibt. Wir tragen 2"2"' = zD2 von 2" in der 
Stabrichtung auf und senkrecht zur Richtung von s2 den Beitrag der 
Verdrehung, d. h. den Wert 2'" II = s2 J d1. Damit ergibt sich die 
endgültige Lage II des Punktes 2. — Betrachten wir jetzt die Ge
samtheit der Einzelwege. aus denen sich die Verschiebung 2 II des 
Punktes 2 zusammensetzt, so erkennt man folgendes. An die Ver
schiebung 11 (=22') des Punktes 1 ist in der Richtung des Stabes 
sa seine Längenänderung Js2 und senkrecht dazu die S

o2 = s2 ( J d0 —- J dt I = s2 ■
angetragen. — Ebenso würde man die neue Lage III 
des Endpunktes 3 von s:i finden, indem man an die 
vorhin gefundene Verschiebung 2 II in II zuerst Js3 
in Richtung von ,sg und senkrecht dazu

p3 = ss (J d0 -j- J -j- 1 • ^’2
an trägt, und so fort. — Man erkennt aus Fig. 88 a. 
daß die Verschiebung von 2 durch den Linienzug 
2 — 2' — 2'" — II gegeben ist und außerhalb der System
figur gesondert dargestellt werden kann. Dabei wird 
man die Größe s2Ji90 s2 . die in Fig. 88a
getrennt aufgetragen wurden, zusammenziehen.

Diese gesonderte Darstellung ist in Fig. 88 b ge
geben. — Von dem Ausgangspunkt 0 (Pol des Ver
schiebungsplanes) trägt man die Längenänderung dsj 
des Stabes sx auf und senkrecht dazu die infolge der 
Stab Verdrehung auftretende Komponente der Verschie
bung des Stabendpunktes 1. Diese hat den Wert 

?i = sx ■ J d0,
d. h. Stablänge multipliziert mit der Winkeländerung.

Fig. 88 b.

Auf diese
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Weise ergibt sich die Lage I des Endpunktes 1 von die Gesamt
verschiebung von 1 ist durch den Strahl O I dargestellt. — In I 
wird alsdann parallel zur Richtung s4 und senkrecht dazu 
o„ — .s„ - = s2 1 ö0 — J 1 aufgetragen, wodurch sich die Lage II
des Punktes 2 ergibt. — Die Gesamtverschiebung von 2 ist durch 
die Strecke 0 II gegeben.

In dieser Weise ist fortzufahren. Aus Js2 und o8=^lJ^o 
— J J = s3 ■ //■., findet man III usw. Die Strahlen 0 n geben 
die gesuchten vollständigen Verschiebungen der einzelnen Punkte n.

Vereinfachung des Verfahrens für den Fall, daß die 
Biegungslinie bereits vorliegt. Im Vorigen waren außer den 
Längenänderungen ds auch die zweiten Verschiebungskomponenten o 
zu berechnen. Statt der letzteren können auch d'e vertikalen Ver
schiebungskomponenten benutzt werden, die aus der Biegungslinie 
zu entnehmen sind. Liegt daher die Biegungslinie vor, so ergibt 
sich der folgende Weg zur Darstellung der vollständigen Verschie
bungen.

Vom Pol 0 aus (Fig. 891 wird die Längehänderung ds1 in 
Richtung von st aufgetragen. Senkrecht hierzu erfolgt die Ver

drehung des Stabes 6^; das Lot, welches den Einfluß dieser Ver* 
drehung darstellt, ist nun bis zu der Horizontalen durch den Punkt 1" 
der Biegungslinie durchzuziehen. Denn die Vertikalkomponente der 
Gesamtverschiebung 0 1' muß gleich der entsprechenden Ordinate 
der Biegungslinie sein. — Nachdem so 1' gefunden ist, wird J s3 
an 1' angetragen und der dazu senkrechte Strahl bis zur Horizon
talen durch 2" verlängert, wodurch sich 2' ergibt. — Entsprechendes 
gilt für die folgenden Punkte; die Strahlen On stellen wieder die 
vollständigen Verschiebungen dar.

b) Verschiebungsplan eines Fachwerks nach dem Williot’schen 
Verfahren. Zur Auffindung der Verschiebungen der Knoten
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punkte eines Fachwerks dient ein Verfahren, welches auf der wieder
holten Anwendung der folgenden Aufgabe beruht.

Ein Knotenpunkt c ist gegen zwei Punkte a und b. deren Ver
schiebungen bekannt sind, durch zwei Stäbe ac und bc festgelegt 
Fig. 901. Um die Verschiebung von c zu finden, beachte man. daß 

Fig. 90 c.

2 seien irgend-

diese gegeben sein muß durch die Längenände
rung Js und die Lagenänderung (Verdrehung! 
Je/ der beiden Stäbe ac und bc (Fig. 90a).

In Fig. 90 a sei der Punkt 3 durch zwei 
Stäbe s1 und gegen die Punkte 1 und 2 fest
gelegt. die einem Fachwerk angehören mögen. 
Die Verschiebungen 11 und 2 II der Punkte 1 
wie vorher ermittelt, also bekannt. Auf Grund ähnlicher Erwägungen 
wie im Abschnitt a finden wir die Verschiebung 3 III wie folgt. — 
Nehmen wir wiederum zunächst an. die Stäbe und sx machten, 
ohne ihre Richtung und Länge zu ändern, die Verschiebungen von 
1 bzw. 2 mit; dann würden sie in die in Fig. 90a durch 13' und 
II 3" gegebenen parallel verschobenen Lagen kommen; hierbei wäre 
ihre Verbindung in 3 zunächst als gelöst zu betrachten, so daß 
Punkt 3 als Punkt des Stabes nach 3" und als Punkt des Stabes 

nach 3' gelangen würde. — Nun ändern aber die beiden Stäbe 
ihre Länge und ihre Richtung; ändert sich um l^9 und um 

(hier ist negativ angenommen), und diese Größen sind in 
3' bzw. 3" in Richtung der Stäbe angetragen. Die Drehung der 
Stäbe .$x und s2 erfolgt senkrecht zur Stabachse und wird somit 
durch die beiden Lote zu den Stabrichtungen dargestellt; der Schnitt
punkt III dieser Lote ergibt die neue Lage von 3. so daß 3 III die 
Verschiebung von 3 darstellt. Wir zeichnen wiederum den zur Be
stimmung von III benutzten Linienzug außerhalb der Systemfigur 
gesondert heraus (Fig. 90b). Im Verschiebungsplan (Pol O) sind die 
Verschiebungen 0 I und 0 II der Punkte 1 und 2 gegeben (I und II 
stellen zugleich auch die Lage 3' bzw. 3" des Punktes 3 dar, die 
wir in Fig. 90 a zur Ermittelung der Endlage III benutzten). An I 
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wird in Richtung des Stabes s„ die Längenänderung Js., und in II 
in Richtung des Stabes s* die Größe Js1 angetragen. Die Lote in 
den beiden Endpunkten von Jsx und Js., senkrecht zu den Stab
richtungen liefern die gesuchte Lage III des Punktes 3.

Zur Ermittelung des Verschiebungsplanes eines Fachwerks sind 
zunächst die Längenänderungen Js der Stäbe zu berechnen. Weiter
hin müssen, damit der vorstehende Lösungsweg angewendet werden 
kann, von einem ersten Stab, dem Au^gangsstab, die Verschiebungen 
der Endpunkte gegeben sein. Daher muß auch hier, wie bei der 
vorherigen Lösung (Abschnitt a), die Aufgabe damit beginnen, von 
einem ersten Stab die veränderte Lage, d. h. die neue Lage seiner 
Endpunkte, zu berechnen. Dies soll zugleich mit der Darstellung 
des Verfahrens an einigen Aufgaben erläutert werden.

Beispiele.
1. Wir beginnen mit einem besonders einfachen Fall dem in 

Fig. 91 dargestellten Kragträger. Da das Lager bei a ein festes und 
bei b ein bewegliches ist, so ist 
die Lage von b' ohne weiteres 
durch die Längenänderung 
gegeben: denn b kann sich gegen 
den Punkt a (zugleich Pol Oi, 
welcher unverschieblich ist, nur 
in Richtung von s2 bewegen; die 
Drehung von ab ist also gleich 
Null. Hier ist somit die Aus
gangsstrecke ab', welche die neue 
Lage der Endpunkte eines ersten 
Stabes darstellt, ohne weiteres ge
geben. — Punkt c ist gegen a 
und b durch die Stäbe ss und s., 
fest gelegt. Von a' aus ist also 
Js3 und von b' aus Js., in Rich
tung von s3 bzw. s2 anzutragen. 
Die Lote auf beiden Richtungen 
ergeben c'. — Punkt d ist gegen 
a und c durch die Stäbe und 
s- festgelegt. Daher sind die 
Strecken J s4 von a' und J s- von 
c' anzutragen. Die Lote auf bei
den ergeben den Punkt d'. — 
Damit ist der Verschiebungsplan 
gegeben. Die vom Pol a' aus ge
messenen Strahlen a'c' und a'd' 
ergeben die vollständigen Verschie
bungen der Punkte c und d.

Bezüglich der Richtung, in der die Längenänderungen Js an
zutragen sind, gilt folgende Regel. Man trage Js in der Richtung 
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an. in welcher der gesuchte Punkt sich, gegen den bereits bekannten 
anderen Endpunkt des Stabes $ bewegt. Ist z. B.. wie in unserem 
Falle angenommen wurde. Sj gezogen, so bewegt sich b von a fort 
nach unten. Daher ist von u' aus nach unten aufgetragen. — 
Der Stab s„ und ebenfalls s3 ist gedrückt angenommen, so daß sich 
c auf a und b zu. d. h. nach links bewegt. Im Sinne dieser Be
wegung sind die Strecken 
Js., von a' und J.% von 
b' aus aufgetragen. — Ent
sprechendes gilt für den 
Punkt d, wobei gezogen 
und s- gedrückt ange
nommen ist.

2. Als Gegensatz zu 
diesem Beispiel des Krag
trägers soll nunmehr der 
in Fig. 92 dargestellte ein
fache Balken auf zwei 
Stützen besprochen werden.

Erste Lösung: Hier 
liegt bei keinem der Stäbe 
die Richtung fest. Von 
den Stäben und s3 ist 
die Verschiebung des Punk
tes« gegeben (gleich Null,; 
somit wäre, da die Größen 
As als berechnet anzu
nehmen sind, die Verdre
hung eines dieser Stäbe, 
etwa von sir vorerst noch 
zu bestimmen. Zu diesem

Fig. 92 a.

Zweck wird bekanntlich der Stab sx mit dem Kräftepaar 1 belastet, 
d. h. in den Endpunkten a und c des Stabes wird je eine Kraft -1- 

si 
angebracht. Diese Belastung (^=1) liefert die Spannkräfte S'. 
Dann ergibt sich die Verdrehung Aq^ aus der Arbeitsgleichung

i ef'
Ist in dieser Weise berechnet, so kann die Lage von c' 

angegeben werden, und zwar auf dem vorhin (unter a) angegebenen 
Wege. Man trägt vom Pol a' aus die Längenänderung As1 an und 
errichtet in deren Endpunkt ein Lot von der Länge

Der Endpunkt des Lotes ist der Punkt c'. — Damit ist die Grund
lage für die Anwendung der vorhin erläuterten Grundaufgabe ge
geben; denn alle weiteren Knotenpunkte sind gegen bekannte Punkte 
durch je zwei Stäbe festgelegt.

Pi riet. Statik. II. 1. 7
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Zweite Lösung: Soll es dagegen vermieden werden, durch 
Rechnung die Drehung eines Stabes (SJ und damit die Verschiebung 
eines zweiten Punktes .hier c} festzulegen, so kann auch die ver
schobene Lage irgendeines Stabes, etwa des Stabes s5, d. h. die Ver
schiebungen der Punkte c und d, zunächst willkürlich angenommen 
werden. Zeichnet man upter dieser Annahme den Verschiebungsplan, 
so wird dieser den Auflagerbedingungen nicht genügen: für denPun kt e 
wird sich, ebenso wie für den Punkt a. eine beliebig gerichtete Ver
schiebung ergeben, während e sich in Wirklichkeit nur horizontal 
und a überhaupt nicht verschieben kann. Daraus folgt, daß der erste 
Verschiebungsplan, der in Fig. 95 durch die Punkte a! bis e' gegeben 
ist, nachträglich korrigiert werden muß.

Zu diesem Zwecke denke man sich das als starr betrachtete
System derart gedreht, daß die Auflagerbedingungen erfüllt werden, 
d. h. in unserem Falle, daß die Gesamtverschiebung für den Punkt a 
gleich Null und für e horizontal wird. Die Bewegung i"O, welche 
dabei ein einzelner Punkt i zum Pol hin macht, ist mit der Bewegung Oi'

einzelnen Punkte

des ersten Verschie
bungsplanes geome
trisch zu einer resul
tierenden Verschiebung 
i" i' zusammenzusetzen 
(s. Fig. 93). — Es fragt 
sich also nur noch, wie 
der Verschiebungsplan 
für die nachträgliche 
Drehung sich ergibt. — 

Dreht sich eine 
starre Scheibe, die in 
Fig. 94a als einfaches 
Dreieck angenommen 
ist, um einen beliebigen 
Pol 0, so sind die Ver- 
schiebungen. die wir in 
gewohnter Weise als sehr 
klein annehmen, für die 

a, b, c der Scheibe proportional der Entfernung r 
vom Pol und senkrecht zu den Polstrahlen Oa. Ob, Oc.

Trägt man diese Verschiebungen aa", bb”, cd' von einem Punkte O 
aus in der zugehörigen Richtung auf (Fig. 94 b), so ist

Oa" :Ob": Oc” — ra:rb: re.

Da somit z. B. im Dreieck Oa!'b" die Seiten Oa” und Ob" propor
tional den Polstrahlen Oa und Ob des Dreiecks Oab sind, ferner 
die entsprechenden Seiten aufeinander senkrecht stehen und daher 
auch die eingeschlossenen Winkel gleich sind, so sind die Dreiecke 
einander ähnlich. Dies gilt von jedem Einzeldreieck wie von der 
gesamten Figur. Insbesondere ist auch die der gedrehten 
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Scheibe hier abc entsprechende Figur \a"b"c"i der System
figur m&ci ähnlich, und ihre Seiten stehen senkrecht zu 
denen derScheibe iabc'. iEs ist z. B. in Fig. 94 a"c” _ac. b" c' bc. 
a"b" ab:.

Sind demnach zwei Punkte der Fig. 94 b. etwa a" und b". auf 
Grund irgendwelcher Bedingungen gegeben, so kann die gesamte 
Ähnlichkeitsfigur gezeichnet werden.

Beachtet man diese Eigenschaften, so ergibt sich für die Kombi
nation der beiden eingangs erwähnten Verschiebungspläne der folgende 
Weg. Als Beispiel diene wieder das in Fig. 92 benutzte Fachwerk. 
Der erste Verschiebungsplan sei unter der Annahme gezeichnet, daß 
von dem Stabe *■-, dessen veränderte Lage willkürlich sein sollte, 
der eine Endpunkt d fest
liegt und c sich gegen d in 
der Stabrichtung um die Län
genänderung Js. verschiebt. 
Von dieser Annahme aus
gehend. seien die Punkte d, 
a', b', e' gefunden (Fig. 95). Mit 
diesen Verschiebungen sind 
diejenigen zusammenzusetzen, 
die durch eine Drehung des 
Systems entstehen, so daß 
die endgültigen Gesamtver
schiebungen a" a', b"b', .... 
e"d sich ergeben. Von diesen 
muß die erste, nämlich a" a’, 
gleich Null sein, da a sich 
nicht verschiebt, die letzte 
e" d muß horizontal sein, da 
e sich auf der Horizontalen 
bewegt. Der Punkt e" muß 
also auf der Horizontalen 
durch e' liegen, und der 
Punkt a" muß mit a' zusam
menfallen. Der zweite geome
trische Ort für e" ergibt sich aber daraus, daß a"e" senkrecht zu ae 
(Systemfigur) liegen muß. Damit ist e" gegeben, und es bleibt nur 
noch über a"e" die dem System ähnliche Figur einzuzeichnen. Deren 
Lage ist dadurch gegeben, daß die einzelnen Seiten senkrecht zu 
den entsprechenden Seiten der Systemfigur stehen müssen. — Damit 
sind die gesuchten Gesamtverschieb ungen gefunden: sie sind durch 
die Strecken b"b'....,e"d dargestellt1).

b Es sei noch darauf hingewiesen, daß die vertikalen Komponenten der 
durch den Verschiebungsplan gefundenen Verschiebungen mit den Ordinaten 
der Biegungslinie des Systems übereinstimmen müssen.

7*
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Zur weiteren Erläuterung der Ausführungen über Formände
rungen und Biegungslinien ist in dem hier folgenden Anhang ein 
Zahlenbeispiel ausführlich behandelt.

c) Anhang: Zahlenbeispiel.
Es sollen die Formänderungen des in Fig. 96 dargestellten Fachwerk

trägers unter der angegebenen Belastung untersucht werden. Die Ermittelung

der Stabspannkräfte hat das in der folgenden Tabelle angegebene Resultat 
geliefert. Die Tabelle enthält auch die Stablängen und die Querschnitte; be
stimmte Profile sind hierfür nicht angenommen.

I. Zuerst sollen einige Verschiebungen bestimmt werden, und zwar: 
1. die Senkung des Punktes 4.
2. die horizontale Verschiebung des Punktes 12.
3. die Drehung der Geraden V4.

Hierfür wird die Arbeitsgleichung benutzt:
ew=ys'

Die Belastungen 1 in Richtung der gesuchten Verschiebungen sind in

7

Fig. 97 c.

zitätsmodul zu 2000 t/em- angenommen ist:

den Fig. 97 a—c dargestellt. Sie erzeugen 
die in der Tabelle angegebenen Spann
kräfte S', S" und S'". Die Bildung der 
Summenausdrücke ist dann in der Tabelle 
durchgeführt.

Mit den aus der Tabelle entnom
menen Summenwerten ergeben sich fol
gende Verschiebungen, wobei der Elasti

932 851. Senkung von Punkt 4 ist = 0.466 cm,

2.

3.

395 99 Horizontalversehiebung von Punkt 12 ist = 0,198 cm.
9 735

Drehung von (in Bogenmaß) ist = 0,00137.
ZjUvU



Einheiten in t und cm.

Stab Spannkraft, Querschnitt Stablänge E- 1S S' in 1 ES' 1s S" in 1 ES" 1 s S’" in 1 ES'" 1«
S^ in ( F in cm3 s in cm F

os - 22,5 25 150 —135,0 0,75 4-101,25 | 0,25 — 33,75 4 0,0025 — 0,337
0., — 15,0 18 150 - 125,0 1,5 j 187,50 j- 0,5 — 62,5 0,005 — 0,625
o, — 15,0 18 150 - 125,0 “ 1,5 | 187,50 j 0,5 — 62,5 4 0,005 — 0,625
<>t + 22,5 25 150 4 135,0 0,75 — 101,25 4 0,75 | 101,25 | 0,0075 | 1,012

+ 60,0 70 150 4- 128,57 1 i.o 4-128,57 —
OH 4 00,0 70 150 4- 128,57 — 4 1,0 4 128,57
u. - 25 150 — — 1 1,0 — —
u. | 22,5 25 150 j 135,0 1 0,75 | 101,25 4 0,75 4 101,25 - 0,0025 — 0,337
U, 22,5 25 150 — 135,0 F 0,75 — 101,25 4 0,25 — 33,75 — 0,0075 -1 1,012
u, — 90,0 100 150 — 135,0 — — — 0,0010 | 1,350
U; — 94,80 100 158,1 — 149,97 — - _ —
u„ — 03,24 70 158,1 — 142,83 — —- — —
ru — 35,0 40 100 - 87,5 — 0,5 | 43,75 | 0,167 — 14,583 | 0,0017 — 0,116
V, - 15,0 18 100 - 83,33 0,5 | 11,67 | 0,167 — 13,889 4 0,0017 - 0,139
V. — 20,0 05 100 — 80,0 — — — - —
v, — 45,0 50 100 - 90,0 0,5 -1 45,0 — 0,167 15,0 - 0.O017 | 0,150
V, — 75,0 80 100 93,75 — 0,5 4- 46,87 — 0,167 | 15,625 — 0,0017 ( 0,156
K — 20,0 25 50 — 40,0 - — — —
D, 4- 27,045 30 180,3 f 162,54 4 0,901 | 146,53 0,3 — 48,762 0,003 — 0,488
D, - 9,015 10 180,3 — 162,54 | 0,901 - 146,53 -0,3 | 48,762 - 0,003 | 0,488
Dt | 45,075 50 180,3 j 162,54 4-0,901 — 146,53 | 0.3 | 48,762 | 0,003 | 0,488
D, + 81,135 90 180,3 4-162,54 4 0,901 — 116,53 | 0,3 j 48,762 4-0,003 | 0,188
Dr, 4- 31,62 35 158,1 | 142,83 — — - — —

Pendel P - 105 120 200 — 175,0 - 0,5 1 87,5 -0,167 | 29,167 — 0,0017 | 0,292
V . = 4- 932,85 395,984 V F 2,739

V
ersehe
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II. Weiterhin soll nunmehr die Biegungslinie des Untergurts für die 
gegebene Belastung festgestellt werden. Hierzu bedarf es der Bestimmung 
der elastischen Gewichte.

Diese sollen zuerst bestimmt werden nach der Formel tGl. 40
E-wm = AsE.

In Fig. 9? ist die .Systemfigur dargestellt, und an die einzelnen Stäbe 
sind die Werte E- Js sowie die Spannungen g in t cm-i angeschrieben. Die 
Werte S' sind aus den Fig. 99a—e zu entnehmen.

Eu^

(—0,0067) •( — 87,5) (U0) 
+ 0,0067 •( — 83,33) (7^ 
+ 0,012 ■+ 162,54 (DJ 

+ (— 0,012) • (— 162,54) (D.) 
+ (—0,010) -(—135,0) (üj

+ 0,010 ■ + 135,0 (U.,)
(—0,0067; •( — 83,33) (7^

+ (—0,0067)-(— 90,0; (73)
+ 0,012 •(—162,54) (P„)
+ 0,012 ■ -f- 162,54 (D“)

+ (—0,010) -(—125,0) (0.,) 
+ (—0,010) -(—125,0) (OJ

= + 3,66.E wt =
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E w4—

— 0,0067
------- 0,0067
------ 0,012,

— 0,012
— 0,010

— 1 — 0,010

- 90.0 (T, 
- 93,75 ,F> 
— 162,54 ~DV 
— 162,54 i Dt 
—135,0- Uj 
— 135.0 ,0^

= - 2,es.

— 0,010 ■(— 93.75; V, 
i—0,012) • — 162,54 (Pj
— 0,0105 • — 142>3 (P5j 
— 0.0100 135,01 iUt)
— 0,0105 ■<— 149,97) (U3)

= — 7,31.

1 (—0,0067; (— 93,75) iF^ 
| —0.0211 — 142,83 tD->

E "■- = 1—(— 0,0200-• —128.57 (0,)
U-(—0.0200 > — 128,57 <O8i 

l 4-0,0211 (— 142,^3) (U9)
Außerdem gilt für die Bestimmung der elastischen Gewichte die Gl. <39

E- ic,„ — EJ &m — am • tg -L a„ ■ tg rpn.
Es handelt sich um die Biegungslinie des in Fig. 100 durch stärkere 

Linien gekennzeichneten Stabzuges, d. h. des Untergurts. Die Winkelände
rungen sind umgekehrt gleich den Winkeländerungen J&', so daß auch gilt:

E w,„ = — E J &m’ — om tg ? m 4- on Jg<fn.
Die Winkel i/ setzen sich aus einzelnen Winkeln des Fachwerks zu- 

zu=ammen; die Winkeländerung von Jist zum Beispiel (s. Fig. 100):

Fig. 100.

P. J ^ = — £. J(J C1 — J Kä 4-J .

Die Winkeländerungen Ja sind nach Gl. (36) zu bestimmen. Somit ist 
die Entstehung der Ansätze für die elastischen Gewichte (s. folgende Seite) aus 
den angegebenen Formeln zu erklären.

NB. In den folgenden Zahlenrechnungen sind neben den einzelnen Zeilen 
diejenigen Stäbe {Ü. U. E, V) angegeben, deren Spannungen in diesen Zeilen 
vorkommen.

cotg a4 = .

cotg a. — 0 .
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E ■ u\ = —

1
1,5

0,875 — O.90L — 0 ...

— 0 ... — ii.9i»1 DJJ,

14 _ 0.901 — o,9 > — — — 0.901 — i — o,833; 
l l.o

— 1.5 1.801 — 1.5 1,801 — -;'^- = — 6.63.
l.o _

-1- — 0.833 — i — 0,9011, — 0 ... 
l.o

0.833 —i—0,901)1 (E D,
^(—0,833 — 0,901) — 0...

— 0...

0.068
1,5 — 1,5-0,068 — 1,5.1.734

^(—0,9 — 0,901; 
1,0
i«oi, . = — a.ob .l.o _

— t> . . . 1

üw3=-

— Ar r—0.901 — (— 0,95 
l,a '

— ^(—0.9 — 0.901!

— 0.901------- 0,9x

--0.. . L\D:

— 0... — A(— 0.937 — 0,901) 
1,0 V.D

'1,^01 , . , , , 1,838-j-g----- 1.5-1,801 — ~~_ 1.5 l,-> . = — 2,6S.

--A-—0,901 —— 0,!)37 — 1--— 0,901 — < — 0,9)
1 l,o ' • 1 DlVlI>lUl

E- wi = — 4— -4 [4- 0,903 — (— 0,944V o
— i (— 0,944)

€>

1 0,903 — (—0.944/ D- V-, D-, TV

U-,

'1,838 —1,5 -1,801
- 1,5

1,847-4 1.840—g------ ------------ 0.315 = — 7,32.

£w.=_

— -^-(—0,937 — 0,903) 
o

4-o...

— i 0,937 —(— 0,944)_ 
o

— 3 (4-0,857 — 0,903;
T 3 [+ 0,857 — (— 0,903)] + 0 .. .
+1 (-0,944)-h-0,903) 

ö ö

0, D-, 
OaU„

1,840 , 0,007
3 3

3-0,046 —3-1,760 —1-0,041 j = — 4,52 .

Es ergeben sieh, also auf Grund beider Berechnungsarten dieselben Werte.
Mit den errechneten elastischen Gewichten soll nun zunächst die rech

nerische Ermittelung der Biegungslinie durchgeführt werden.
Zu diesem Zwecke denken wir uns einen einfachen Balken von der
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ganzen Trägerlänge mit den elastischen Gewichten belastet und ermitteln zu
erst die Auflagerkräfte i«. Fig. 101’.

I«« is.es ^2f
5-TZß»

Fig. 101.

3 2
b b

4 
l“2

1
6M = -ic 3.423 .

B = M — A ic = 7,663 .
Die weitere Berechnung geschieht in der üblichen Weise tabellarisch.

Werden die

m Qm Mn Qm ■ Tf — i 2000

1 — 3,423 150 — 513.45 _ — 513.45 — 0,2567
•> — 3,197 150 — 479,55 — 513,45 — 33,90 — 0,0169
3 — 6,857 150 — 1028,55 — 33,90 — 994,65 — 0.4973
4 — 4,177 150 — 626,55 — 994,65 — 1621,20 — 0,8106
5 — 3,143 150 — 471,45 — 1621,20 —1149,75 — 0,5749
6 — 7,663 150 — 1149,45 — 1149,75 — —

Ordinaten aufgetragen, so ergibt sich das Polygon
O-1—2—3—4—5—6—0 (Ordmaten 'mk'1; vgl. die allgemeinen Ausführungen 
in S 8a„ Dies Polygon stellt noch nicht die Biegungslinie dar; die richtige 
Sehlußlinie ergibt sich vielmehr aus der Überlegung, daß der Punkt 0 keine 
Verschiebung erfährt und daß der Knotenpunkt 9 am Kopf der Pendelsäule 
sich um ein bekannte« Maß senkt, nämlich um die Verkürzung der Pendel- 

175«äule. Diese ist aber ,s. Fig. 98; gleich = 0,0875 cm. So ergibt sich die
Schlußlinie AB. Die Drehung der Schlußlinie aus der Lage 0—O in die Lage 
A—B ist durch die Ordinate 0,0875 im Punkte 4 gegeben. Dieser Wert ist 
bereits die endgültige Verschiebung des Punktes 9. und somit sind die ge
suchten Durchbiegungen zwischen A—B und dem Polygon 0—1—2—3—4—5—6 zu 
messen (vgl. die oberen Zahlen in Fig. 102).

In Fig. 103 ist die graphische 
Ermittlung der Biegungslinie dar
gestellt. (Vergl. das Zahlenbeispiel S. 84 ff. 
nebst den Angaben über die Maßstäbe.) 
Die Polweite B muß. wenn die Ordinaten 
im richtigen Maßstabe erhalten werden 
sollen, statt 1 den Wert 1-B haben, weil 
mit den jE-faehen ic-Gewichten gerechnet 
wird. Wenn im Längenmaßstab 1:100 ge-_^

zeichnet ist. muß die Polweite

, tt Esein, oder H — , wennO-200'
Ordinaten im Maßstabe 5: 1 

o

B

Fig. 102.

H 200

man die
erhalten

will. Wenn dieser Maßstab, wie in Fig. 102, so auch in Fig. 103 gewählt werden 
soll, muß die Pol weite den Wert haben: □5’=^^ =4 (Einheiten). Hier 

sind die Werte in halber Größe aufgetragen. —
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Die Festlegung der Schlußlinie geschieht hier genau so wie bei der rech
nerischen Ermittlung des Polygons.

III. Die Biegungslinie liefert bekanntlich nur Verschiebungskomponenteu.
Zur Bestimmung der voll
ständigen Verschiebun
gen dienen die Verschie
bungspläne. Das genauere 
Verfahren hierfür ist das soge
nannte Stabzugverfahren 
(S. 91 ff.). Es möge ein Stabzug. 
der sämtliche Knotenpunkte 
enthält, in das Fachwerk ein
gelegt werden nach Maßgabe 
von Fig. 104. Die Winkelände
rungen dieses Stabzuges werden 
errechnet: es handelt sich hier 
stets um die an der unteren

Fig. 104.

Seite des Stabzuges gelegenen Winkel. Die Winkeländerungen sind in Fig. 104 
eingeschrieben. Die Gleichungen für ihre Berechnung sind im folgenden ange
geben; zu beachten ist, daß sich einzelne Winkel aus zwei anderen Winkeln zu- 
sammensetzen und ferner bei den Knotenpunkten des Untergutes, z. B. 2, die 
Winkeländerung I 0., = — 1 ist (s. Fig. 104 i. Die Berechnung der Winkel
änderungen erfolgt nach Gl. >36 . die Spannungen n sind in Fig. 98 angegeben.

Winkeländerungen J 8 Stab 6

J öt = 1,5 '0 — 0.901’ = — 1,352
G9., = — 1,5 — 0,9 — 0,90U = + 2,702
J= 1,5 o,9 — (—0,901 1 = + 2,702
J 8i = — 1,5 ] — 0,833 — ( — 0,901 r = — 0.102
d &. = )4- 0,901 — (—0,8)] —1,5 [(+0.901 — (,—0.8331 = = 3,736

d üe = ~ (— 0,8 — 0,901) — 1,5 (— 0.9 — 0,901) = — 3.836
d ö, = K5 (0.9 — 0,901) = 0,0C2
d = 1,5 ( - 0,9 — 0,901) = — 2,702

4 1J [—0.903 — (-0,944); — - [4- 0,903 — i — 0,937 )j =—3,076ö o
J &ig = — * — 0,937 — 0,903] — | — 0,937 — (— 0,944).

— 3 (0,857 - 0,903) = + 0.751
d = 3 (— 0,903 — 0,857) — — 0,903 — (— 0,8)] = — 5.316

UtD, 
0,D, 
U. D„ 
0} A
DaV.2D.,O,

0^ 
üiDl
D-tU:,D,Vt

7, a+. r,
O:, A 
ü« o«

J) Diese Kolonne gibt die Systemstäbe an, deren Spannungen a in die 
nebenstehenden Werte J 8 eingehen (vgl. Fig. 96).
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Nunmehr ist noch von einem Ausgangsstabe die Drehung gegen eine 

feste Gerade zu bestimmen. Es ist nicht nötig, daß hierzu gerade der erste 
Stab benutzt wird. Hier werde vielmehr der Stab 89 fs. Fig. 104), dessen 
Drehung bereits berechnet vorliegt, als Ausgangsstab gewählt.

Die Fi-fache Drehung von s„ ist berechnet zu 2,735 im Sinne des Uhr
zeigers (s. S. 100). Der Stab s,, dreht sich in derselben Richtung um 3,076 
<=d08) gegen ss, also um den Winkel >,■., = 2,735 4" 3,076 = 5,811 gegen 
eine feste Gerade. Weiter folgt

Vio 5,311 — °>751 = 5,060 
und y41 = 5,060— 5,316= 10,376.

Für die Lote ergibt sich daher:
o„ = v, -ss = 2,735-100 = 273,5 
fte = ’A’S9 = 5,811-158,1= 918,1 
ou = >a0-s10— 5.060- 50 = 253 
o12 = ylt •s11 = 10,376-150 = 1556

NB. Alle Verdrehungen sind multipliziert mit 
Die Einheit, d. h. der Maßstab, ist also die gleiche 
für die Lote o wie für die Längenänderungen Js;

i E- J s = — i: letztere finden wir in der Tabelle S. 101.E ■
Analog ergeben sich, unter Beachtung des Dre

hungssinnes, rückwärts die Winkel und Lote o für 
die Stäbe So bis S-; es bedarf weiter keiner Erläute
rung zu der folgenden Rechnung.

y, = 2,735 — 2.702 = — 0.033 .
s-= 180,3, ft= — 5,9,

yy, = 0,033 — 0,002 = 4- 0,031 .
s6==100 , o6==-j- 3,1.

V’5 = 0,031 — 3.836 = - — 3,805 .
ss = 150 . e, = — 573 .

= — 3,805 -L 3,736 = — 0,069 , 
s4=100 . o4 =— 6,9,

= — 0.069 — 0,102 = — 0,171 . 
s3 = 180,3 . g,, = — 30,8 ,
y3 = _ 0,171 -- 2.702 = — 2,531 , 
s^=100 , o, = 4-253 . 
yy = -f- 2,531 + 2,702 = 4- 5,233 . 
s4 = 180,3 . ft = — 943.5 .

= 4- 5,233 — 1.352 = + 3,881 .
s0 = 100 . —388,1.

Mit diesen Werten J s und o kann der Verschie- 
bungsplan nach Maßgabe der allgemeinen Darlegungen 
auf S. 92 ff. gezeichnet werden. In Fig. 105 ist die 
Konstruktion durchgeführt. Die sehr kleinen Werte 
ft, 9s- ft sind hierbei gleich Null gesetzt. Der Maß
stab sei derartig, daß einem Werte g = 225 eine 
Strecke von 1 cm entspricht. In Wirklichkeit entspricht 

_ 225 225
einem Werte o = 225 eine Strecke von —=E 2000 
0,1125 cm. Die Verschiebungen sind also im Maß
stabe 1: 0,1125 im Verschitbungsplan dargestellt, d. h. 
man erhält die wirklichen Verschiebungen, wenn man

dem Elastizitätmodul E.

i 
i
I 
I 
!
I 
I
i 
I 
I 
i 
i
I 
I 
I 
I 

s'i
Fig. 105.
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dieWerte der Zeichnung mit 0.1125 
multipliziert. Zur Erläuterung des 
Verschiebungsplanes in Fig. 105 
sei noch folgendes bemerkt.

Man kann von dem Punkt 0' 
ausgehen und der Reihe nach die 
Verschiebungen der Punkte links 
.8'. 7', 6',. .0'; wie rechts |1O', 
11', 12'; von der Geraden 8 — 9 des 
Stabzuges i Fig. 104) bestimmen. 
Man erhält so den Punkt O. der 
sich nicht verschiebt fPol des Ver
schiebungsplanes;, und damit auch 
die durch die senkrechte und 
horizontale Komponente darge
stellte) Verschiebung des Punktes 
9 (Fig. 105;.

Hierbei ist zu beachten, daß 
von der Drehung des Stabes Ss 
gegen die ursprüngliche Richtung, 
d. h. gegen die Vertikale, ausge
gangen und als positive Drehung 
diejenige im Sinne des Uhrzeigers 
gewählt wurde. Die Werte- y stel
len also die Gesamtdrehungen der 
einzelnen Stäbe gegen die Verti
kale dar. und aus ihrem Vorzeichen 
ergibt sieh die Richtung, in der 
die Werte o — s->/' aufzutragen 
sind. So ist z. B. i/'s und damit 
auch o, positiv, also og nach rechts 
aufzutragen; oI0 ist ebenfalls po
sitiv, und das ergibt die aus 
Fig. 105 ersichtliche Richtung des 
। auf J Z7-, errichteten'; Lotes nach 
rechts unten und damit den Punkt 
10'. Um 11' zu erhalten, ist der 
positive Wert nach rechts ein
zuzeichnen. Dagegen bewegt sich 
z. B. der Punkt 3, da negativ 
ist, naeh links unten (sehr kleine 
Verschiebung’'. Der Wert o, ist 
aber wiederum (von 3' aus) nach 
links anzutragen, da einem posi
tiven g., eine Drehung im Sinne 
des Uhrzeigers entspricht Damit 
darf die Frage nach der Richtung 
der Lote g wohl als genügend 
klargestellt angesehen werden.

Man hätte natürlich auch 
von dem unverschieblichen Fuß
punkt der Pendelstütze als Pol 
ausgehen und die horizontale und 
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vertikale Verschiebung von 9 durch Rechnung bestimmen können. Von 9 au.- 
konnten dann alle weiteren Punkte in üblicher Weise bestimmt werden.

Schließlich ist noch in Fig. 106 der Verschiebungsplan nach dem 
Williotschen Verfahren gezeichnet. Hierbei ist die Lage des Stabes 23 
willkürlich angenommen, d. h. Punkt 2' und die Richtung, und es ergibt sich 
ein Plan, der die Auflagerbedingungen nicht erfüllt. Der zweite Verschiebungs
plan (ähnliche Systemfigur; ergibt sich dann aus der Bedingung, daß Punkt 0 
überhaupt keine Verschiebung erfährt, und daß die vertikale Verschiebung 
gleich der Verkürzung der Pendelsäule ist.

Daraus folgt ohne weiteres, wie die ähnliche Systemfigur liegen muß.
Der Maßstab ist 1:0,075. Denn die Werte Eds sind im Maßstabe 150 

= 1 cm aufgetragen. Also ist J s = 1 ein in der Zeichnung gleich 150: E 
= 150:2000 = 0,075 cm. Die wirklichen Verschiebungen der Punkte i sind 
gleich i"i' (s. S. 98).

In Fig. lOß ist auch noch gezeigt, wie aus dem Verschiebungsplan die 
Biegungslinie gewonnen wird. Man hat nur nötig, die Vertikalkomponenten 
der Verschiebungen seitlich zu projizieren2:.

2) Zu dem bisher behandelten Kapitel über elastische Formänderungen 
vergleiche man die eingehenden Literaturverzeichnisse in den Lehr
büchern von Müller-Breslau und Mehrtens (s. Vorwort).

III. Auflösung der Elastizitätsgleichungen.
Die im vorigen Abschnitt dargestellte Berechnung der Ver

schiebungen des Grundsystems, d. h. der Koeffizienten der Elastizi
tätsgleichungen. bildet den ersten Teil der Behandlung einer jeden 
Aufgabe. Sind die Koeffizienten bestimmt, so bleibt im zweiten 
Teile die Lösung der Gleichungen, d. h. die Ermittelung der über
zähligen Größen, zu erledigen. Um diesen Teil der Aufgabe handelt 
es sich im folgenden.

Die Auflösung von v linearen Gleichungen mit v Unbekannten 
ist an und für sich einfach. Indessen bietet die zahlenmäßige Durch
führung der Aufgaben doch gewisse praktische Schwierigkeiten, die 
es nötig machen, zwischen verschiedenen möglichen Wegen zu wählen. 
Wir benötigen für den praktischen Gebrauch einen Rechnungsgang, 
der sich bei jeder Art und jedem Umfang der Aufgabe nach all
gemeinen Regeln schnell und einfach durchführen läßt, bei dem eine 
mit der Rechnung fortschreitende Kontrolle möglich ist und die 
Einflüsse der unvermeidlichen Ungenauigkeiten der Rechnung sieh 
möglichst wenig geltend machen. Gerade die Frage der Fehler
einflüsse ist von großer praktischer Bedeutung und muß beim Ver
gleich verschiedener Lösungswege an erster Stelle in Betracht ge
zogen werden. Es wird sich zeigen, daß ein an sich einfaches und 
naheliegendes Verfahren, nämlich die bekannte Rechnung mit Deter
minanten. welche bei rein mathematischer Behandlung der Aufgabe 
meist zuerst angeführt wird, sich für einigermaßen verwickelte Auf
gaben nicht als zweckmäßig erweist. Als empfehlenswerte Lösung soll 
ein allgemeines Verfahren angegeben werden, welches an die in an
deren Wissensgebieten verwandte, von Gauß gelehrte Eliminations
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methode anknüpft. Diese Lösung ist übersichtlich und für alle Auf
gaben. auch die verwickeltesten, gleich einfach anzuwenden: zudem 
gestattet sie eine mit der Rechnung fortschreitende Kontrolle.

Gauß hat die nach ihm benannte Eliminationsmethode ver- 
öffent.ieht in der Abhandlung: „Disquisitio de elementis ellipticis 
Palladis... " ( „Untersuchung über die elliptischen Bahnen der 
Pallas..."'. Diese Arbeit überreichte ei’ am 25. November 1810 
der Göttinger Akademie der Wissenschaften. Seitdem ist d eses Ver
fahren mit seinen zweckmäßigen Bezeichnungen in der Astronomie 
und Vermessungskunde allgemein angewandt worden und wegen seiner 
Vorzüge bis heute in Gebrauch geblieben. Man findet z. B. eine 
nähere Darstellung in dem bekannten ,,Handbuch der Vermessungs
kunde" von Jordan (I. Band, Ausgleichungsrechnung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate).

A. Das allgemeine Verfahren.
Darstellung der Unbekannten X als Quotienten zweier 

Determinanten r-ten Grades.

§ 10. Allgemeine Darstellung der Ausdrücke für die 
Unbekannten X.

Die Ausführungen zu diesem Verfahren sollen auf die einfachsten 
Fälle der zwei- und dreifach statisch unbestimmten Systeme be
schränkt werden; denn bei einer mehr als dreifachen Unbestimmt
heit werden wir diesen Weg nicht einschlagen. Der Gang dieser 
bekannten Lösung wird hauptsächlich deshalb hier nochmals ange
geben, weil er vielfach für einfache Aufgaben in Gebrauch ist.

a) Aufgaben mit zwei Unbekannten. Die Elastizitätsgleichungen 
lauten:

Xa' [aal + xt, ’ = — [am]:
= — ßwl-

Um Xa zu bestimmen und Xb zum Verschwinden zu bringen 
multiplizieren wir die erste Gleichung mit [& 51, die zweite mit — [a 6] 
und addieren beide. Man erhält:

[a m] ■ [& 5] — [& m] • [a 5] 
a [aa]-[55]— [5 al ■ [a 5] ’

Ebenso findet man Xt, indem man die erste Gleichung mit 
— [ba], die zweite mit [aa] multipliziert und beide addiert:

„ r&m]-[a«l—[am]-[ba]
—•

Die Ausdrücke im Zähler und Nenner heißen Determinanten, 
und zwar sind es hier Determinanten zweiten Grades. Man schreibt 
unter Verwendung der bekannten symbolischen Bezeichnung der 
Determinanten die Ausdrücke auch wüe folgt:
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[a m] [a b' [aa] [a
__ Lb m] [b b] v — Jj m]

a [aa][ab' h [aa \\ab\
[ba] [bb Lba_\[bb]

Die Nennerdeterminante ist für beide Werte T die gleiche; sie 
enthält die Koeffizienten, in gleicher Anordnung, wie sie in den ge
gebenen Gleichungen stehen.

Man unterscheidet (horizontale) Zeilen und (vertikale; Kolonnen 
der Determinante: bekanntlich können die Zeilen mit den Kolonnen 
vertauscht werden, ohne daß der Wert der Determinante sich 
ändert.

Die Zählerdeterminanten entstehen dadurch, daß in der Nenner
determinante eine Vertikalkolonne ersetzt wird durch die Absolut
glieder der Gleichungen, und zwar treten diese Absolutglieder bei Xa 
an die Stelle der Koeffizienten von Xa. bei A'^ an die Stelle der 
Koeffizienten von A\. Soviel ist zunächst bezüglich der Anordnung 
der Determinanten zu sagen.

Was ihre Auswertung anbelangt, so erfolgt diese in dem ein
fachen Falle der Determinanten zweiten Grades durch kreuzweise 
Multiplikation der Diagonalglieder, wobei das zwreite Produkt das 
negative Vorzeichen erhält. Über die Auswertung von Determinanten 
höheren Grades soll im folgenden Abschnitt das Notwendigste gesagt 
werden.

b) Aufgaben mit drei und mehr Unbekannten. Die Elastizitäts- 
gleiehungen für den Fall dreier Unbekannten lauten:

’[««] + ■[«&] — A', • [ac] = — [a m]
-Ya • 0 a] T Xb ‘ + -ü ■ [6 c] = — [b m]
Xa • k «] + ■ [« &] -T - V [c c] = — [cm]

Bei mehr als drei Unbekannten wären die Reihen auf der 
linken Seite der Gleichungen entsprechend fortzusetzen. Auf die 
einfache Umformung der Gleichungen, welche zu den Werten der 
Unbekannten führt, soll hier nicht näher eingegangen werden. Es 
möge genügen, die Ausdrücke für die einzelnen Größen A im Hin
blick auf die Ergebnisse des vorigen Abschnittes anzugeben.

Die Unbekannten W ergeben sich als Quotienten von Deter
minanten r-ten Grades, wobei in den Zählerdeterminanten die ein
zelnen Kolonnen der Nennerdeterminante durch die Absolutglieder 
ersetzt werden, ganz entsprechend dem vorhin unter a) besprochenen 
Fall. Bei Aufgaben mit drei Unbekannten entstehen folgende Aus
drücke :

[am] [a&] [ac] [ 
[b m] [ö b] [& c]1 

= [cm][c6][cc] =__
a [aa] [ai>] [ac] J

[ö a] [b 1>] [ö c] 
[ea][cb][cc]
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Da die Nennerdeterminante J bei allen X die gleiche ist. so 
erhält man:

1 [aa] [am] [ac] j 
==__ lÖ ai p m] c=j = _ J

■ _ca] [cm] [ec] 
und

1 [aa][aü][am] <
_V = — - [b a] [b b] [b m] =------j .

[caj[cblLcm]
Die Anordnung der Determinanten entspricht also genau der

jenigen beim Fall zweier Gleichungen.
Bezüglich der Auswertung der Determinanten sollen hier 

einige allgemeinere Gesichtspunkte angegeben werden.
Jeder Einzelkoeffizient einer Determinante r-ten Grades hat eine 

sogenannte Unterdeterminante (r — Ij-ten Grades. Hierunter 
versteht man diejenige Determinante (r — l)-ten Grades, welche übrig 
bleibt, wenn man die Zeile und die Kolonne, welcher der betreffende 
Koeffizient angehört, wegstreicht. Ist z. B. nach der Unterdeter
minante des Gliedes [ac] in der ersten Zeile der Zählerdeterminante 
J gefragt, so ist die erste Zeile und die dritte Kolonne zu streichen, 
und es bleibt die Unterdeterminante dar zweiten Grades:

j = [M[&&]
OP [cm][c&]

Zur Bestimmung der Unterdeterminante J66 des Gliedes [öi] 
der Nennerdeterminante wäre die zweite Zeile und die zweite Kolonne 
fortzustreichen, und man erhält:

( __ [aa] [ac] 
bl‘ [ca] [ec]

Hierbei ist indessen jede Unterdeterminante mit einem be
stimmten Vorzeichen zu versehen. Um dies angebeben zu können, 
beachte man die folgende einfache Regel. Man numeriert, wie nach
stehend angegeben, die Zeilen und Kolonnen:

1 2 3
1 | [aa] [aö] [ac] 
2 । [&a] [bb] [he] 
3 [ca][c&][cc]

Gehört das Glied, dessen Unterdeterminante gesucht wird, der 
i-ten Zeile und der Uten Kolonne an, so ist das Vorzeichen der 
Unterdeterminante positiv, wenn G — k) eine gerade, dagegen negativ, 
wenn (i — k) eine ungerade Zahl ergibt.

Ja, würde also das positive Vorzeichen erhalten, weil [ac] der 
3-ten Kolonne und der 1-ten Zeile angehört und 3 1 = 4 eine
gerade Zahl ist. Dasselbe gilt für (2 -j- 2 = 4). Dagegen würde 
die zu [ah] gehörige Unterdeterminante das negative Vorzeichen 
haben, da [a&] der ersten Zeile und der zweiten Kolonne angehört 
(2 -4- 1 = 3 = ungerade).



§ 10. Allgemeine Darstellung der Ausdrücke für die Unbekannten X. 113

Nach diesen einleitenden Erklärungen kann die Auswertung 
einer Determinante angegeben werden. Jede Determinante r-ten 
Grades stellt sich nämlich dar als ein Aggregat von r-Produkten; 
den ersten Faktor dieser Produkte bilden die einzelnen Glieder irgend
einer Reihe (oder Kolonne), während als zweite Faktoren die zu den 
betreffenden Gliedern dieser Reihe gehörigen Unterdeterminanten 
einzusetzen sind. Welche Reihe dieser Darstellung zugrunde liegt, 
ist gleichgültig. Bei den Zählerdeterminanten wird man zweckmäßig 
die Reihe der Absolutglieder, multipliziert mit ihren Unterdeter
minanten, anschreiben.

Hiernach erhält man z. B. im Falle dreier Unbekannten für

Xb —---- -p den folgenden Wert

— [am]- j'6 a] [6 c] ~[M' ■[aa] [ac
[ca] [cc]

। — fcml-
| iCm] [ba]

[ac] 
[6 c]

[aa]- [bb] [6c] _ ha1. i
[c6][cc] L°aJ j

a6] [ac]
L^] [cc] iCaj [bb]

[ac] 
[6 c]

Man beachte die Vorzeichen; die Zählerdeterminante ist nach 
den Gliedern der zweiten Kolonne (Absolutglieder), die Nennerdeter
minante nach den Gliedern der ersten Kolonne aufgelöst.

In diesen Ausdruck könnte man für die Unterdeterminanten 
2. Grades die früher angegebenen Aggregate einsetzen. — Durch 
diese Art der Auflösung der Zählerdeterminanten erhält man die 
Absolutglieder, d. h. die von der äußeren Belastung abhängigen 
Werte, als Faktoren der Unterdeterminanten (y— l)-ter Ordnung. 
Diese Form des Ausdrucks ist ihrer Übersichtlichkeit wegen sowie 
auch für die praktische Verwendung zweckmäßig, wie sich im folgenden 
noch näher zeigen wird.

Bei Systemen von »»-facher statischer Unbestimmtheit 
gelten die gleichen Regeln. Bezeichnet man wie bisher die Nenner
determinante mit J, die Zählerdeterminante einer Unbekannten X- 
mit so stellt sich X£ in der folgenden Form dar:

^=-^=_l{[aW].je£44&m].j6£^ (4i)

Hierbei bedeutet allgemein dki die Unterdeterminante des Gliedes 
[Äm], d. h. jene Determinante (v— l)-ter Ordnung, welche von der 
Determinante der gegebenen Gleichungen übrig bleibt, wenn man 
die Zeile und Kolonne des Gliedes [fcm] wegstreicht, wobei das Vor
zeichen der Unterdeterminante nach der vorhin angegebenen Regel 
festzustellen ist. In Jft£ gibt der erste Index k die Zeile, der zweite 
i die Kolonne an, der das Glied [im] angehört. Denn bei Bestim
mung von Xt ist die Reihe oder Kolonne der Koeffizienten von Xv 
also [ai], [öi], ..., [ni] zu ersetzen durch die Absolutglieder [am], 
[6m], ..., [rem].

Pi riet, Statik. II. 1. 8
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Diese wenigen Angaben über die Rechnung nach dem all
gemeinen Verfahren für die einfachsten Fälle mögen für die hier 
vorliegenden Zwecke genügen.

§11. Die verschiedenen Arten der Anwendung der Ausdrücke 
für die Unbekannten AZ.

a) Untersuchung des Einflusses ruhender Belastung. Die 
Ergebnisse des vorigen Paragraphen ermöglichen ohne weiteres die 
Angabe der Werte A'. wenn alle Koeffizienten, sowie auch die Ab- 
soiutglieder der Elastizitätsgleichungen berechnet vorliegen. Nun sei 
schon hier darauf hingewiesen, daß wir — bei jeder Art der 
Lösung der Gleichungen — die von der äußeren Belastung 
unabhängigen Koeffizienten stets zuerst berechnen, sowohl 
bei ruhender wie bei beweglicher Belastung. — Bei der 
Untersuchung des Einflusses ruhender Belastung werden auch die 
Absolut gl ieder, also die von der äußeren Belastung abhängigen Werte, 
berechnet. In diesem Falle sind also alle Größen, die in den Deter
minanten vorkommen, gegeben, und die Bestimmung der Werte AZ 
kann nach den im vorigen Abschnitt angegebenen Gleichungen und 
Regeln erfolgen. Zu den Aufgaben mit ruhender Belastung ist dem
nach nichts weiteres zu sagen.

b) Untersuchung des Einflusses beweglicher Belastung. Ein
flußlinien der Unbekannten AZ. Handelt es sich, wie bei den Auf
gaben des Brückenbaues, um die Untersuchung beweglicher Belastung, 
so legt man der Rechnung eine wandernde Last 1 zugrunde und 
ermittelt die Einflußlinien der zu berechnenden statischen Größen & 
•Jede Größe S setzt sich aus den v L'nbekannten AZ zusammen, ge
mäß der Gleichung

Ä=s0 — sa ■ xa - • a; +... -4- sn ■ a; .
Die Werte Sa, Sn sind Konstante und von der äußeren

Belastung unabhängig. Nur So und die Werte AZ ändern sich mit 
der Belastung, so daß deren Einflußlinien zu ermitteln sind.

Zunächst handelt es sich also um die Einflußlinien der L’nbe- 
kannten AZ. Hierzu bedarf es einer geeigneten Deutung des durch die 
Gleichung (41) gegebenen Ausdrucks für eine Unbekannte XL. Es ist:

= — |{ M ’ Jai + M - Jsi+ ■ • ■ + [»»«] ’ ^ni} •

Alle Werte J sind konstante Größen, die nur abhängig sind 
von den Koeffizienten auf der linken Seite der Elastizitätsgleichungen, 
die nicht mit der äußeren Belastung wechseln. Diese Koeffizienten 
sollen, wie vorhin hervorgehoben wurde, berechnet vorliegen. Des
gleichen seien alle Determinanten J aus diesen Koeffizienten zahlen
mäßig berechnet angenommen.

a) Erste Art der Bestimmung der AZ-Linien. Zusammen
setzung von Biegungslinien. Die Werte [am], [sm],
für die man nach dem Maxwell’schen Satz auch [ma], (»iö], ..., [mn] 
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schreiben kann, stellen Verschiebungen des Punktes m ; Angriffspunkt 
von Plh infolge der Belastungszustände Xo = 1. Xh = 1,.... Xn — 1 
dar (vgl. §3b. Der Punkt m ist je nach der Laststellung ver
schieden. Die Verschiebungen sämtlicher Punkte m, in denen die 
wandernde Last 1 angreifen kann, werden für alle genannten Be
lastungen X gewonnen, wenn die v Biegungslinien für die einzelnen 
Zustände T=1 gezeichnet werden (§ 8c. Alsdann findet man eine 
Ordinate der Ä'£-Linie an einer bestimmten Stelle m. indem man 
die für diesen Punkt m gefundenen Ordinaten der r-Biegungslinien 
nach GL (41) mit den Unterdeterminanten dai. dhi,..., Jni multipliziert 
und addiert. Die Gesamtsumme ist durch die Nennerdeterminante J 
zu dividieren. In dieser Weise ist für eine Reihe von System
punkten m zu verfahren, so daß eine genügende Anzahl von Ordi
naten der A'£-Linie bestimmt wird; durch Verbindung der Endpunkte 
dieser Ordinaten kann alsdann die ÄL-Linie gezeichnet werden. Hier
nach ergibt sich die folgende Regel zur Bestimmung der Al- 
Linien durch Zusammensetzung der Biegungslinien für die 
einzelnen Belastungszustände X=l.

Aus den vorher ermittelten, von der äußeren Belastung unab
hängigen Koeffizienten der Elastizitätsgleichungen berechnet man 
zunächst die Unterdeterminanten Jai. Ji£, .... Jni, sowie die Nenner
determinante J. ■—■ Alsdann werden — rechnerisch oder zeichnerisch — 
die v Biegungslinien des Grundsystems für die Zustände Xo=l, 
Xb = 1,..., Xn = 1 ermittelt (nach den Angaben.in § 8). Für einzelne 
Systempunkte m, zu denen man die Ordinaten der X-Linie ermitteln 
will, setzt man nach Gl. (41) die mit den entsprechenden Unterdeter
minanten dki multiplizierten Ordinaten der Biegungslinien zusammen 
und dividiert diese Summe durch die Nennerdeterminante J. Die 
Verbindungslinie der Endpunkte der so gefundenen Einzelordinaten 
liefert die gesuchte X£-Linie. (Vgl. das folgende Zahlenbeispiel.)

Zahlenbeispiel. Es handele sich um die Untersuchung des in Fig. 107 
dargestellten Trägers auf 5 Stützen für bewegliche Belastung (Pm = lti.

U 5m—s-*«-------- 9 m.-------- au«----- 6 m «X— 5 m —A

A   3

Fig. 107.

Die Elastizitätsgleichungen haben die in S 10b angegebene allgemeine 
Form. Die Berechnung der Koeffizienten hat die im folgenden Gleichungssystem 
angegebenen Werte geliefert1). (Einheit t und m; alle Verschiebungen 
sind multipliziert mit 0,3. Die Konstante EJ ist fortgelassen.)

Diese Koeffizienten 'iE sind berechnet nach der Gleichung (s. Gl. 28): 
EJ-[ik] = J M,Mkds,

wozu die Ma-, Mi,-, Me-Flächen (Momentenflächen für X„, X, Xr = 1) genügen. 
Bei der Auswertung der Integrale sind die in § 7b angegebenen geschlossenen 
Ausdrücke mit Vorteil zu verwenden.

S*
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40-X, — 52,69-A* — 2S,75-X =— am 
52,69 • X — 94,864 ■ X6 — 56,56 ■ Ai = — b m 
28,75• A4— 56,56 X* —40-A,. —— cm .

Die Gleichung zur Berechnung von Aa — nur diese soll hier besprochen 
werden — lautet wie folgt

am ab' ac 
bm bb'bc 

_ J„____ cm cbJ [cc
* " J 'aa [ab. ac

ba bb bc 
, ca [cö [cc

Die Auflösung der Derminanten ergibt ivgl. § 10):
[am -(]bb'\ [cc — 'bc - 'cb ) — bm[-( ab' ■ [cc] — [ac]-[cb'A 
[aa] -^bb' -'cc] — fic[-[cb) — [ba'-i[ab[-[cc — [ac]-[cVj

4-[cm]-([ab] [be — [ac - [bb') 
— ]ca]-([ab]-[bc[ —[ac^bb])'

Die hier vorkommenden ünterdeterminanten ergeben folgende Zahlen- 
werte z

Jaa = 3794,56 — 3199,0336 = 595,5264
= 2107,6 —1626,1 =481,5
= 2980,1464 — 2727,34 = 252.8064.

Mit diesen Werten findet man für die Nennerdetenninante: 
J =5719.

Somit lautet die. Gleichung für A4, wenn man die ünterdeterminanten 
durch A dividiert:

Xa = — 0,10413-[am 4-0,08419-[bm] — 0,04420-[cm].
Wir ermitteln nunmehr die Biegungslinien des Grundsystems, d. h. des 

einfachen Balkens AB, für die Belastungszustände Aa = l, As = l, 34 = 1 
(Werte [am], [bm], [cwi]). Diese sind in Fig. 108 dargestellt. —

[Die Ermittlung der Biegungslinien erfolgt nach den in § 8 angegebenen 
Regeln. Da es sich um ein vollwandiges System handelt, werden die Momenten
flächen für die fraglichen Belastungen X = 1, für welche die Biegungslinien 
konstruiert werden sollen, gezeichnet. Die elastischen Gewichte w, die in den 
einzelnen Teilpunkten m der Balkenachse aufzubringen sind, erhält man aus 
den Ordinaten der Momentenfläche nach der Gleichung (39 b)

wm = (2Mm + M) 4- (2Mm + Mn}.

Der Faktor EJ ist als Konstante ebenso wie bei allen sonstigen Ver
schiebungen fortgelassen, da er sich im Zähler und Nenner der Werte X heraus
hebt. — Die Ordinaten der Biegungslinien sind nach der Gleichung:

[im] = Mw
berechnet (s. § 8 a), indem die Momentenflächen des mit den Gewichten w be
lasteten Balkens ermittelt werden. Entsprechend den von der äußeren Be
lastung unabhängigen Verschiebungen sind auch diese Ordinaten mit 0,3 zu 
multiplizieren.] —

Um aus diesen Biegungslinien die A4-Linie zu finden, berechnen wir für 
die Teilpunkte m des Balkens die Werte Xa nach der vorhin für Xa angegebenen 
Gleichung. Dies soll hier nur für einen einzigen Teilpunkt m, im Abstande 
10 m vom linken Auflager, angegeben werden (s. Fig. 108, 109).
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Für m sind die folgenden Werte der 
funden:

[am] = — 56,25; [bm] —— 88,88;

Ordinaten der Biegungslinien ge- 

[c mj = — 50,00.
Somit erhält man nach der vorhin angegebenen Gleichung für Xa:

Xa = 0,10413 ■ 56,25 — 0,08419 - 88,88 + 0,0442 - 50,00 = 0,584.
Dies wäre die gesuchte Ordinate Xa in dem genannten Punkte m.

In genau der gleichen Weise sind für die übrigen Teilpunkte die Ordi
naten X„ zu berechnen. Die Verbindung ihrer Endpunkte ergibt die in Fig. 109 
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dargestellte Ä'„-Linie; bei exakter Rechnung müssen sich in den Stützpunkten 
die Ordinaten 0 bzw. 1 ergeben. — In eben dieser Weise sind die übrigen 
X-Linien iX4 und Xj zu bestimmen.

ß) Zweite Art der Bestimmung der A'-Linien. Biegungs- 
linien zu einem zusammengesetzten Belastungszustand. Statt 
durch Zusammensetzung der r Biegungslinien läßt sich eine A’-Linie 
auch direkt als Biegungslinie zu einem zusammengesetzten Belastungs
zustand darst eilen.

Nach Gl. (41) hat A4 den Wert:

Der Klammerwert kann aufgefaßt werden als eine Verschiebung 
des Punktes m, hervorgerufen durch die Lasten Aai in Richtung von 
Xa. Abi in Richtung von Xb usw. bis Ani in Richtung von Xn. (Denn man 
beachte, daß z. B. 4m] = [mb] die Verschiebung von m infolge Xb = 1 
darstellt, daß somit [bm] -Ai; aufgefaßt werden kann als Verschiebung 
von m infolge einer Lastz16i in Richtung von Xb. Entsprechendes gilt 
für die übrigen Glieder der Klammer.) — Auf diese Weise läßt sich A\ 

deuten als die mit der Konstanten j multiplizierte Verschiebung 

des Punktes m infolge der Lastengruppe Jai in a, Jdi in &, . . .. 
Ani in n, d. h. in den Angriffspunkten und in Richtung der Un
bekannten.

Daraus folgt, daß die Einflußlinie für eine Unbekannte 
Xi dargestellt werden kann als Biegungslinie des Grund
systems für eine zusammengesetzte Belastung durch die 
Unterdeterminanten Aai, dbi,..., Ani in den Punkten a, b, 
..., n. Die Ordinaten dieser Biegungslinie ergeben, mit 
— i multipliziert, die Werte Xv

NB. Anstatt der Ordinaten der Biegungslinie kann man auch

die erwähnten Lasten mit —A multiplizieren. Dann liefert die

Biegungslinie direkt die Einflußlinie für (vgl. das nachstehende 
Zahlenbeispiel).

Zahlenbeispiel. Will man. auf diesem Wege die vorhin berechnete 
Xa-Linie des Trägers auf 5 Stützen bestimmen, so sind die bereits errechneten 
Werte (vgl. das vorstehende Zahlenbeispiel)

— = _ 0,10418; -^ = 4- 0,08419; —^ = — 0,0442

als Lasten aufzubringen, denn die Gleichung für Xa lautet:

Anmerkung Handelte es sich um ein Fachwerksystem, so bestände 
der einzige Unterschied darin, daß die Einzelverschiebungen und die elastischen 
Gewichte w nach Gl. (40) aus den Spannkräften S zu berechnen wären. — Bei 
der Verwendung der Biegungslinien für die Belastungen X = 1 würde in 
dieser Gleichung Sk die Werte Sa, S& bzw. Sr annehmen; im anderen Falle 
würden die Werte Sk für den zusammengesetzten Belastungszustand (Fig. 110) 
gelten.
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?a = — 0,10413- am 4-0.0S419- bm — 0,0442-[cm .
Man erhält die in Fig. 110 dargestellte Lastengruppe mit der zugehörigen 

Momentenfläche. Die hierzu konstruierte Biegungslinie gibt die Aa-Linie.

Ganz entsprechend der vorhin gegebenen Erläuterung sind in diesem Falle 
die elastischen Gewichte nach der nämlichen Gleichung (39 b) zu berechnen. Die 
dort auftretenden Momente M gelten jetzt für den in Fig. 110 dargestellten 
zusammengesetzten Belastungszustand, dessen Momentenfläche in Fig. 110 a an
gegeben ist. Jetzt erhält man ohne weiteres

Xa=M„,
d. h. X„ ist gleich dem Moment des mit den elastischen. Gewichten w be
lasteten Balkens AB.

B. Eliminationsverfahren mit den überzähligen X 
als Unbekannten. [Erste Methode]1).

§ 12. Allgemeine Darstellung der Unbekannten X eines 
9-fach statisch unbestimmten Systems (Tabelle I).

a) Das zweifach statisch unbestimmte System. Um den Ge
dankengang dieses Verfahrens zu erläutern, betrachten wir zu
nächst den einfachsten Fall der Aufgabe, nämlich das zweifach 
statisch unbestimmte System.

Die Elastizitätsgleichungen lauten:
xa • [««] + xb ■ [«&] = — [aw];
Xa-[öa]+*u[^] = -M-

Um die zweite Unbekannte Xb zu berechnen, wird die erste 

Gleichung mit — multipliziert und zur zweiten addiert; hierbei 

fällt Xa heraus, da [aö] = [5a]. Man erhält:

Eine zweite Darstellung der Unbekannten V ist im späteren Ab
schnitt D gegeben. Dort sind die Werte X direkt als Aggregate der Ver
schiebungen [am], [bm,..., rm des Grundsystems dargestellt.
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[bm] [ab] 
[aa]

!
■[am]

[bb] [ab] 
[aa]

•■baj

Wird der so berechnete Wert Xh in die erste Gleichung ein
gesetzt, so ergibt sich für -X :

~   [am] [ab]_ 
“ [aa] [aa] * ö’

wobei für A'6 der vorstehende Wert einzusetzen ist.
Die vorstehende rechnerische Entwicklung läßt eine einfache 

statische Deutung zu.
Der Zähler von kann als eine Verschiebung des Punktes m, 

d. h. des Angriffspunktes der äußeren Last Pm, gedeutet werden; 
[bm] stellt die Verschiebung von m infolge Aj = 1 und —^~-[am] 

die Verschiebung von m infolge der Last W„ =— 7—4 dar: denn 
a [aa]

[am] gilt für A'o — 1. Diese Lastengruppe Aj = l und A’a 
ist in Fig. 111 dargestellt. Manerkennt, daß eine Beziehung zwischen 

den beiden Lasten besteht, und zwar ist —die im Punkte a [aa]
des einfach statisch unbestimmten Systems durch Xb — 1 hervor
gerufene Wirkung Xa (Fig. Illa'). Dies folgt aus der für das ein-

[ab] 
[aa]

a. bÄ---- 1---- : &Fig. 111. lVfaa] 7

Fig. Illa.

fach statisch unbestimmte System gültigen Elastizitätsbedingung 

xAaa] = — [am]
oder:

V — _ W 
[aa] '

Wählt man nämlich als äußere Belastung Pm die Last As = 1 
(Fig. Hl), so tritt & statt m in [am] ein, und man erhält:

v_ [«&]
[aa] ’
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Wenn aber somit die in Frage stehende Lastengrugpe (s. Fig. Ill i 
zu ersetzen ist durch die Einzellast Xb — 1 am einfach statisch un
bestimmten System, so kann die Verschiebung von m in
folge dieser Lastengruppe gedeutet werden als Verschie
bung von m infolge eben dieser Last Ws = l am einfach 
statisch unbestimmten System. Deshalb bezeichnen wir diese 
Verschiebung, d. h. den Zählerwert von Xb, mit [mö.l], d. h. Ver
schiebung von m infolge Xb = 1 am einfach statisch unbestimmten 
System. (Vgl. zu der Bezeichnung S. 21.)

Zu beachten ist, daß die Last Xb = 1 nicht mehr am Grund
system, sondern am einfach statisch unbestimmten System wirkt. Dieses 
System soll der Unterscheidung halber als Hauptsystem1) bezeichnet 
werden. Der Grad der Unbestimmtheit des Hauptsystems wird durch 
einen Zahlenindex (hier 1) angegeben; dieser ist durch einen Punkt 
von den Buchstaben, die den Ort (hier m) und die Ursache (hier 
NÄ = 1) der Verschiebungen kennzeichnen, getrennt. (Vgl. S. 21.1

Ganz entsprechend stellt der Nennerwert von Xb, nämlich

— des Punktes b des Grundsystems
infolge der genannten Lastengruppe dar, nämlich infolge 1 in Xb 
und —j:-—in X„. Dieser Wert ist somit aufzufassen als die Ver- 

[aa] “
Schiebung von b infolge der Last = 1 am einfach statisch un
bestimmten Hauptsystem und demnach mit [bb. 1] zu bezeichnen. 
Also erhalten wir für Xb die Form:

v_____P
s [öö.l]*

Diese Gleichung entspricht derjenigen für Xa beim einfach 
statisch unbestimmten System:

V ■
[aa] ’

die Unbekannte Xb erscheint ebenfalls hier in der Form eines Quo
tienten zweier Verschiebungen. —

Nachdem auf diese Weise die Unbekannte Nj berechnet ist und 
damit als bekannt angesehen werden kann, bleibt nur mehr eine 
Unbekannte, nämlich X , zu bestimmen, d. h. es ist ein einfach 
statisch unbestimmtes System unter dem Einfluß der nunmehr be- 
kannten Last Xb und der gegebenen äußeren Last Pm zu berechnen. 
Die Frage lautet also: Wie groß wird die Unbekannte Xa des ein
fach statisch unbestimmten Systems infolge der beiden Lasten

Pm in m 
und

[&m. 11 . .. ,— y—-—y m o (m Richtung von Äs)?

x) „Hauptsystem“ im Gegensatz zum statisch bestimmten „Grundsystem“.
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Die Unbekannte Xa infolge Pm hat den Wert
V Laml

[««] •
Infolge X, — 1 wird:

v—M

. - e _ [bm. 11 . _also infolge der Last A, = — ----- wird:[bb. lj

X =---oder“ [aa] 1

Also wird insgesamt
[am] 

a [aa]
Lab] 
[aa]

[bm. 1]\

d. h. wir erhalten den bereits vorher angegebenen Ausdruck.
Damit ist eine einfache und anschauliche Deutung der vorhin 

auf rechnerischem Wege gefundenen Ausdrücke gegeben. Wir wenden 
nunmehr unter Umgehung der rechnerischen Lösung den vorstehenden 
Gedankengang auf das dreifach unbestimmte System an. um alsdann 
den allgemeinen Weg ohne weiteres folgern zu können.

b) Das dreifach statisch unbestimmte System. Beim drei
fach statisch unbestimmten System handelt es sich um die drei Un
bekannten Xa Xb, Xc, von denen wir
zuerst bestimmen. 
Unbekannte am 
(Fig. 112 a).

Zu diesem Zwecke 
zweifach statisch

die letzte Xc (wie vorhin Xt) 
betrachten wir Xc als einzige 
unbestimmten Hauptsystem

Fig. 112.

Fig. 112a.

Fig. 112b.

Fig. 112 c.

b

bekannt

Alsdann ergibt sich Xc, ebenso wie vorhin Xb, als Quotient 
zweier Einzelverschiebungen dieses (zweifach statisch unbestimmten)
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Hauptsystems, und zwar jetzt als Quotient der beiden Verschiebungen 
des Punktes c infolge Pm und infolge Ac = 1.

Man erhält:
[gw-2].
[cc.2]

Nunmehr kann A’ als bekannt gelten und somit Xt aus den 
gegebenen Lasten Pm und Ae bestimmt werden. A6 wird als einzige 
Unbekannte am einfach unbestimmten Hauptsystem infolge der 
beiden bekannten Lasten Pm und A, angesehen (s. Fig. 112bi. Xb 
ergibt sich für jede Last als Quotient von Verschiebungen des ein
fach statisch unbestimmten Hauptsystems. Also wird:

v____ £^1] _ v
S [&Ö.1] [&&.1]

Das erste Glied stellt den Einfluß der äußeren Last Pm, das 
zweite denjenigen der vorhin berechneten Kraft Xe dar. Wäre näm
lich A) = l, so würde dadurch der Wert

[d&.i]

hervorgerufen: denn es ist dies nur ein Sonderfall der allgemeinen
Gleichung

[bm. 1] 
W1T’

indem statt m (gültig für Fm = l) jetzt c, entsprechend A,= l, 
eintritt. Die Last Ar ruft dann naturgemäß den A^-fachen Wert 
hervor, also

_[M r
[&&.1]' c’

Hierzu tritt der Einfluß der äußeren Last Pm, nämlich —

und es entsteht insgesamt der oben angegebene Wert von Xb. — 
Da jetzt außer Xc auch Xb als bekannt angesehen werden kann, 

so bleibt als letzte und einzige Unbekannte Xa, die sich nach den 
Regeln für das einfach unbestimmte System berechnet (Fig. 112 c). 
Man erhält auf Grund der gleichen Überlegungen als Gesamteinfluß 
der gegebenen äußeren Last Pm und der als bekannt anzusehenden 
Lasten X, und W. den Wert: 0 C

1) Man könnte auch schreiben: [cm - 3, = 0 (Elastizitätsbedingung), d. h. 
die Verschiebung von c infolge Pm am dreifach unbestimmten System = 0. 
Es ist:

[cm.3[ ={cm.2] -~[cc.2]-Xc = Q,
d. h. gleich dem Einfluß von Pm und auf das zweifach unbestimmte System 
(Fig. 112a). Hieraus ergibt sich der obige Wert für Xe.
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[am] [ab] [ac]
“ [aa] [aa] * 4 [aa] e‘

Für Xj und Xe wären die vorhin angebenen Ausdrücke ein
zusetzen. Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle übersicht
lich zusammengestellt.

%a X । Xe

am' bm. 1 cm. 2]
'aa^ । bb.l ’ce .2’

V
>a]‘

_ . V _ Lc • Ü . v
laaj bb . 1 ' '

Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die be
treffende Last X. In der obersten Horizonalreihe stehen die Quo
tienten, die den Einfluß der äußeren Belastung Pm auf die jeweiligen 
Unbekannten X darstellen. — Handelt es sich nur um zwei Un
bekannte Xa und X&, so erhält man auch diese aus vorstehender 
Tabelle, wenn man die Glieder mit dem Buchstaben c, also die dritte 
Zeile und Kolonne fortläßt. Dies erkennt man ohne weiteres, wenn 
man die früher beim zweifach unbestimmten System gefundenen 
Werte Xu und X,, der beiden Unbekannten mit denen der Tabelle 
vergleicht.

c) Das p-fach statisch unbestimmte System1). Schon vorher 
lim Abschnitt b) zeigte sich, daß die Unbekannten des dreifach 
statisch unbestimmten Systems durch Fortsetzung der Reihen und 
Kolonnen in der Tabelle für das zweifach unbestimmte System ge
funden werden konnten; umgekehrt ergaben sich die Werte Xa und 
Xb des zweifach unbestimmten Systems aus der vorstehenden Tabelle 
für das dreifach unbestimmte System durch Fortstreichen der letzten 
Reihe und Kolonne.

Beim g-fach unbestimmten System sind die o Unbekannten Xa, 
Xb, Xc, ... bis Xr zu bestimmen. Die vorherigen Überlegungen 
führen zu der folgenden übersichtlichen Darstellung der Lasten X 
(Tabelle I), die durch einfache Fortführung der Reihen vorstehender 
Tabelle gefunden wird. Die Summe der Glieder einer Vertikalreihe i 
ergibt die betreffende Last X£; diese stellt sich dar als Funktion 
der folgenden Lasten Xi5 Xv ... bis Xr und des in der obersten 
Zeile stehenden Einflusses der äußeren Lasten P . Die letzte Un- 
bekannte Xr ergibt sich als Quotient zweier Verschiebungen des 
(o— l)-fach statisch unbesimmten Hauptsystems.

*) Hier ist für den Grad der statischen Unbestimmtheit der Buchstabe o 
statt wie früher n oder v gewählt worden; dies erschien für die folgenden 
tabellarischen Zusammenstellungen zweckmäßiger, da der Buchstabe m, der n 
vorangeht, bereits zur Kennzeichnung der äußeren Belastung verwandt wurde.



Tabelle I.
Darstellung der Unbekannten X des (j-fach statisch unbestimmten Systems.

Xa x„ X,-
1

x„ A’r

[am] 
[aa]

[&m. 1] 
“[&T.i]

[cm. 2] 
[cc.2]

[^ m.Q — 3] 
ll’l’-e — 2]

_[</m.e—2] 
kj-e—2]

[rm.f> —1|
[rr.e 1)

[a&] x

_ . v
[aa] r

_[&C_1] V 
[66.1]

[ad]
A"

[&d.ll
■ [&&.]]''

[cd.2]
~ [cc '.2| A''

1 
1

55
 1 © [^.!]
[bb. 1] *

kl’.2] Y 
[ec.2]

[d (/] y
[aa] ®

_ [6-7.1] Y
[&&. 1] “

V
[cc.2] «

__[;H/.y—3]
[«>.{.»—3j " "

1 nr
 

t-J‘ 1 * _ Y
[&&.1]' ’

[er. 2]
’ [cc.2]’A1

[pr.t> -3i
[PJAO-3''- '

_[</>•.{?—2] x
'qq-o — 2J" '
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arstellg.d.U

nbekannt.X
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 statisch
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m
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Verwendung der Tabelle. Sind r Unbekannte A' vorhanden 
ir-fache statische Unbestimmtheit, so kommen f Veitikalkolonnen 
und v Horizontalreihen der Tabelle in Frage; die übrigen (o— v) 
bleiben außer Betracht. Bei den v Horizontalreihen ist als oberste 
stets die in der Tabelle obenstehende Reihe anzuschreiben, welche 
den Index m (Einfluß der äußeren Belastung enthält.

Außer dieser ersten Reihe kommen dann noch die folgenden v— 1 
unteren Reihen in Frage. So zum Beispiel wären beim vierfach un
bestimmten System 'f = 4I die vier Unbekannten Xo, A^, A^, Xd 
durch die nebenstehende Zusammenstellung gegeben. Hierbei kämen 
aus der Tabelle I nur die vier ersten Reihen und Kolonnen in Frage.

X X X Xd

am j&m.r cm . 2. [d m. 3
aa} bb. 1 c c. 2 d d. 3’

[ab[ v 
aa\ b

6c.1) v
'aa &Ö.1J

ad -X. &<f.r v cd. 2]
aa] a bbA_ " [cc.2)

Man erkennt also, daß die Tabelle I alle Unbekannten X 
für jedes beliebig hochgradig unbestimmte Sy st em an gi b t. -— 
Die Koeffizienten der Größen X sind von der äußeren Belastung 
unabhängige feste Werte, die als „Festwerte“1) bezeichnet werden 
sollen. Es bleibt jetzt nach Darstellung der allgemeinen Ausdrücke 
für die Unbekannten X nur noch die Frage zu erledigen, wie sich 
die (zahlenmäßige) Ausrechnung gestaltet, insbesondere wie die 
Koeffizienten der Werte X in der Tabelle I zu bestimmen sind.

§ 13. Berechnung der Unbekannten X (nach Tabelle I) bei 
ruhender Belastung. Teniperaturänderungen und

Widerlagerverschiebungen.
a) Berechnung der Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme. 

Die Darstellungen des vorigen Paragraphen lassen erkennen, daß eine 
Unbekannte Xi unter Verwendung der Werte der folgenden Unbekann
ten Xk bis Xr berechnet wird; daher müssen die auf X{ folgenden 
Unbekannten Xk bis Xr vorher ermittelt werden. Die Ausrechnung 
würde also mit Xr zu beginnen haben, und dieser Wert wäre in die 
Gleichung für Xq, der Wert von Xr und Xq in die Gleichung für X 
einzusetzen usf., indem man rückwärts fortschreitet bis Xa. Die zuerst 
zu berechnende letzte Unbekannte Xr stellt sich dar als Quotient

x) Der Begriff „Festwert“ gewinnt eine besondere Bedeutung bei einzelnen 
Aufgaben, z. B. beim kontinuierlichen Träger (Festpunkte) — (s. III. Band).
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zweier Verschiebungen des [o — 1 -fach unbestimmten Systems, die 
,-omit zuvor zu bestimmen wären.

Anmerkung. Jede VerUkalkolonne der Tabelle 1. d. h. jeder Wert X. 
enthält Quotienten von Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme (Festwerte;, 
und zwar wächst der Grad der Unbestimmtheit dieser Hauptsysteme von 0 
auf o—1, wenn o Unbekannte vorhanden sind. Dabei ist jeder Unbe
kannten ein bestimmter Grad der Unbestimmtheit des Haupt
systems zugeordnet. Wie die Tabelle I zeigt, enthalten die Vertikal- 
kolonnen:

für Xa nur Verschiebungen infolge X, = 1 am Ofach statisch unbestimm
ten Hauptsystem (Grundsystem;

für X* nur Verschiebungen infolge X4 = 1 am 1 fach st. u. H.
- X - - X=1 - 2 - - - -
- X„ , , - Xz=l - 3 - - . -

usw.
Den Buchstaben a, &, c, . . r ist also in Tabelle I ein bestimmter Zahlen

index zugeordnet. Die Beziehungen sind durch die folgende Zusammenstellung 
gegeben.

Tabelle II.
Beziehungen zwischen Buchstaben (Index der Unbekannten und 

Zahlenindex (Grad der Unbestimmtheit des Hauptsystems) in den Vertikal
kolonnen der Tabelle der Unbekannten (Tabelle Ij.

der Unbekannten a [ 6 e d e ? 9 k i k l ■■■

Grad der Unbestimmt
heit d. Hauptsystems . 0 1 | 2 3 4 5 6 7 6 9 10...

Man weiß also damit ohne weiteres, daß z. B. bei der Unbekannten X&
nur Verschiebungen infolge Xk = 1 und zwar des 7 fach statisch unbestimmten 
Hauptsystems in Frage kommen; der Nennerwert der in Frage kommenden 
Quotienten der Verschiebungen (s. Tabelle I) kann nur [hhX] sein.

iNB. Dies gilt natürlich nur, soweit nicht die vorher berechneten, nach
folgenden Unbekannten X bis Xr, die als Faktoren der Festwerte auftreten, 
in Betracht gezogen werden; denn diese sind aus Verschiebungen von Haupt
systemen berechnet, die einen höheren Grad der Unbestimmtheit aufweisen.)

Die Festlegung dieser Beziehungen zwischen Buchstaben und 
Zahlenindex ist für die folgenden Darstellungen von Wichtigkeit.

Wir fragen also zunächst nach der Art der Berechnung der 
Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme, da diese Werte 
zur Bestimmung der Größen X bekannt sein müssen. —■ Hierzu be
trachten wir etwa den in der Einleitung zu § 12 gefundenen Ausdruck 
für die Unbekannte X6 des 2fach statisch unbestimmten Systems:

[66] —
[aa] L

Die Werte [tm.l] und [b&.l] stellen sich hiernach als Diffe
renz zweier Verschiebungen dar; die erste, also der Minuend, hat 
die gleichen Buchstaben [6?n] bzw. [bb] wie [tm. 1] bzw. [&&.1], 
aber den nächst niedrigeren Zahlenindex (0 statt 1), die zweite 
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Verschiebung ist mit einem Festwert multipliziert. Im Nenner dieses 
Festwertes entsprechen die Buchstaben ja,) dem durch den Zahlen
index der Verschiebungen (01 gekennzeichneten Hauptsystem (siehe 
Tabelle ID.

Um nun auf Grund der vorstehenden Angaben die in Frage 
stehenden Differenzen nach einer einfachen Regel anschreiben zu 
können, ist insbesondere zu beachten, daß die Ausdrücke, 
rein algebraisch betrachtet, zu 0 werden. Denn es wird: 

abbm--------am = bm — bm = 0, aa

bb— — -ba = bb —bb =0.aa

indem sich im zweiten Gliede jedesmal die beiden Größen a in 
Zähler und Nenner fortheben.

Ganz dieselben Gesichtspunkte gelten für alle Verschiebungen 
eines beliebig hochgradig statisch unbestimmten Hauptsystems. Diese 
einfachen Beziehungen gestatten, diese Größen ohne weitere Über
legungen einzuschreiben.

Zur Erläuterung der Regel mögen einige Werte, die in der Ta
belle I vorkommen, hier angegeben werden. Man schreibe zum 
Beispiel:

[&d.l] = [&d]-^...

Das erste Glied hat die gleichen Buchstaben wie der Wert [hd.l] 
und den nächst niedrigen Zahlenindex 0; der Nenner des Festwertes 
kann nur [aa] sein, da nur Verschiebungen des Grundsystems (In
dex 0) auftreten. Der Zähler des Festwertes und der nebenstehende 
Faktor müssen nun so gewählt werden, daß der Gesamtwert, al
gebraisch betrachtet, zu 0 wird. Dies ist nur zu erreichen durch 
die Größen [a&] und [ad]; dabei ist es gleichgültig, welche von bei
den zum Zähler des Festwertes gemacht wird. Man erhält also:

[hd.l] = [bd]-gj.[ad].

Es handle sich zweitens um den Wert [cd. 2]. Man schreibe:

Der Nenner kann nur [&&.1] sein, da die Verschiebungen den 
Index 1 haben. Um den Gesamtwert algebraisch zu 0 zu machen, 
ist demnach zu schreiben:

[cd.2] = [cd.l]-^Ü.[öd.l],

denn die beiden noch einzusetzenden Verschiebungen ([&c.l] und 
[6d.l]) müssen außer den beiden Buchstaben b des Nenners [&&.1]
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noch die beiden Buchstaben c und d des ersten Gliedes [cd. 11 ent
halten. damit algebraisch der Wert 0 herauskommt.

Schließlich soll noch eine Verschiebung des 8 fach statisch un
bestimmten Systems, etwa [km.8[, gesucht werden. Man schreibe:

[Ä»i. 8] = [Am. 7] [ÄÄ.7]

[k m. 8] = [ä m. 7] —
^11li •

[hm.7].

Der Nenner [7tZ.7] ergibt sich gemäß der Tabelle II. da nur 
die Verschiebungen des 7fach unbestimmten Systems eiagehen. Da
mit der Gesamtwert algebraisch zu 0 wird, ist zu schreiben:

7j
*1

In dieser Weise lassen sich alle in der Tabelle I bei der Be
stimmung der Unbekannten N auftretenden Werte ohne weiteres an
schreiben.

[NB. Daß die vorhin rein mechanisch aufgestellten Ausdrücke 
sich auch auf Grund einer statischen Deutung ergeben, ist selbstver
ständlich. So z. B. ergibt sich [cd.2] als Verschiebung des Punktes c 
infolge der Last Nd = l am 2fach unbestimmten System. Die Ver
schiebung von c am 2fach unbestimmten System infolge Nd = l 
(Fig. 113a) kann auch aufgefaßt werden als Verschiebung von c am

Fig. 113b.

Fig. 113 a. ZT

1 fach unbestimmten System, hervorgerufen durch die Last N(t = 1 
und die in b durch Nd = l hervorgerufene Last Xb (Fig. 113 b). Diese
letztere Last ist aber gleich —~Daher wird:

[ö&.l]
[ed.2] = [Cd.l]-ö.[c&.i],

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem vorhin angeschriebenen 
Wert, da wegen des Maxwmllschen Satzes [c&.l] = [öc.l] ist. Würde 
man [cd.2] = [dc.2] als 'Verschiebung von d auffassen, so erhielte 
man den Wert genau in der vorhin angeschriebenen Form.] —

Aus den vorstehenden Ausführungen ergibt sich, daß sich jede 
Verschiebung eines Hauptsystems von ^-facher Unbestimmtheit aus 
den Verschiebungen des Systems vom nächst niedrigeren Grade statischer 
Unbestimmtheit in einfacher Weise darstellen läßt. Wir werden

Pirlet, Statik. H. 1. g 
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somit bei den Verschiebungen des Ifach unbestimmten Systems 
beginnen und allmählich zu den folgenden Werten fortschreiten.

Damit ergibt sich die folgende Regel zur Berechnung der 
Koeffizienten der Tabelle I, d. h. der Verschiebungen der ein
zelnen Hauptsysteme:

Aus den zuerst errechneten Verschiebungen des Grund
systems. deren Ermittlung stets zu Beginn der Lösung 
vorzunehmen ist, bilde man die Quotienten (Festwerte) der ersten 
Vertikalreihe der Tabelle I. Hierauf berechne man die Verschie
bungen des Ifach statisch unbestimmten Hauptsystems, die sich 
nach den obigen Angaben aus den Verschiebungen des Grundsystems 
und den vorerwähnten Festwerten zusammensetzen. Aus diesen 
Verschiebungen (Index 1) ergeben sich die Quotienten (Festwerte) 
der zweiten Vertikalreihe der Tabelle. — Hierauf bestimme man 
die Verschiebungen des 2fach unbestimmten Hauptsystems (dritte 
Reihe), wobei die vorbereehneten Verschiebungen des Ifach unbe
stimmten Systems und die zuletzt gefundenen Festwerte der zweiten 
Reihe einzusetzen sind. In dieser Weise ist fortzufahren bis zum 
Ende der Tabelle. (Vgl. das folgende Zahlenbeispiel.)

b) Berechnung der Unbekannten W bei ruhender Belastung. 
Nach den Angaben des vorigen Abschnittes a) sind die Festwerte 
der Tabelle I zahlenmäßig auszuwerten; dies ist bei jeder Aufgabe 
zuerst zu erledigen. Handelt es sich nun um die Untersuchung des 
Einflusses ruhender Belastung und sind die Absolutglieder [am], 
[&»»], [cm], . . . der Grundgleichungen berechnet, so können auch die 
Quotienten in der obersten Horizontalreihe der Tabelle I ermittelt 
werden. Alsdann ist alles, was für die Berechnung der Unbekannten 
notwendig ist, gegeben; denn jede Unbekannte N ist durch Sum
mierung der Glieder einer Vertikalkolonne nach Tabelle I zu be
stimmen. Mit der Rechnung ist bei der letzten Unbekannten Xr 
zu beginnen, und rückwärts nach den Angaben der Tabelle I fort
schreitend, findet man die weiteren Werte Ai bis hinauf zu Xa. (Vgl. 
die Angaben in § 11.)

c) Berechnung der Unbekannten X bei Temperaturänderungen 
und Widerlagerverschiebungen. Der Einfluß der Temperatur oder 
der Widerlagerverschiebungen berechnet sich in gleicher Weise nach 
Tabelle I wie derjenige einer äußeren Belastung. Denn die Grund
gleichungen (Abschn. I), sind dieselben, nur treten an die Stelle der 
Absolutglieder'[am], [bm], [cm] . . . die Werte [af], [bt], [cf] . . . bzw. 
[aw], [&«], [cw],. . .. Die Tabelle I behält also ihre Form, nur 
ist der Buchstabe m in den Gliedern der obersten Horizontalreihe 
durch den Buchstaben t (Temperaturänderungen) bzw. w (Wider
lagerverschiebungen) zu ersetzen.

Zahlenbeispiel zur Berechnung der Unbekannten X und der 
Formänderungen.

a) Zur Erläuterung soll der in Fig. 107 dargestellte Träger für eine 
bestimmte ruhende Belastung berechnet werden. Die Belastung sei eine 
Einzellast 11 im Abstande 10 m vom linken Endauflager. Hierfür sind zu
nächst die Verschiebungen [am], [bm[em] zu berechnen. Im vorliegenden
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Falle können diese direkt aus den in Fig. 108 dargestellten Biegungslinien ent
nommen werden. Man findet [am = — 56,25, [bm =—88,88, cm] =—50,00. 
Damit ergibt sich die folgende Tabelle der 0,30fachen Werte der Ver
schiebungen des Grundsystems.

--- ------------ --- _ --- --------— —

Festwertea b c

a 40,00 52,69 28,75 — 56,25 —

b 52,69 94,864 56,56 — 88,88 --- 7------= ---- 1,01 4[aa

c 28,75 56,56 ' 40,00 — 50.00 _M==_07i9 
[aa

Aus diesen Verschiebungen und den daraus zu bildenden Festwerten er
geben sich die Verschiebungen und Festwerte des 1-fach statisch unbestimmten 
Hauptsvstems wie folgt:

F6&. 1] = 94,864 — 1,317-52,69 = 25,458, 
[bc. 1] = 56,56 — 1,317-28,75 = 18,689, 

[bmA = — 88,88 — 1,317-56,25 = —14,799, 
[cc. 1] = 40,00 — 0,719-28,75 = 19,336, 
[cmA = — 50,00 — 0,719-56,25 = — 9,556.

Der Übersicht halber werden auch diese Verschiebungen mit den sich 
aus ihnen ergebenden Festwerten tabellarisch zusammengestellt.

Tabelle der Verschiebungen des Ifach unbestimmten Haupt
systems.

a b c Festwert

a — — — — —
b — 25.458 18,689 — 14,799 —

c — ! 18,689 1 19,336 — 9,556 _M__0734
[&6.1] 0,734

Als Verschiebungen des 2faeh statisch unbestimmten Hauptsystems 
kommen nur zwei Werte in Betracht, nämlich

[cc. 2] = 19,336 — 0,734-18,689 = 5,616, 
[cm. 2] = — 9,556 — 0,734 - (— 14,799) = 1,306.

Damit sind alle Größen zur Bildung der Tabelle I gegeben. Die folgende 
Berechnung der drei ersten Zeilen der Tabelle I bedarf daher keiner Erläute
rung. Die Ergebnisse + , Xb, Xc in der untersten Zeile sind durch Addition 
der Werte in den Vertikalkolonnen gefunden.

— 56,25 _
40 +1^06----- =+0,581 1,306 _ 

5,616 0,233

— 1,317-0,752 = — 0,990 — —

— 0,719-(—0,233) =+0,168|—0,734-(—0,233) =+0,171 —

xa= -1-0,584, Xs=+0,752 x=- 0,233

9*
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ß} Das gleiche System ist für die inFig. 114 dargestellten Wider
lagerverschiebungen zu berechnen.

Die in Richtung der (nach obeni positiven Auflagerdrücke eintretenden 
Verschiebungen haben die folgenden Werte:

Verschiebung des Punktes l’ 'linkes Lager)................. — 2 cm,
a..................... [aic.3] =— 3 cm,
b........................ [& w. 3] = 0
c........................[ew.3] =—2 cm,

- •• l” (rechtes Lager) . . . =-j-l cm.
Für die Absolutglieder [aw], [bw], [cw] der Grundgleiehungen gilt allgemein 
der Ausdruck

[iü< = [iw] — i w. 3].
Hier stellt [iw. 3 den gegebenen Wert der Verschiebung des Widerlagers i 
des Sfach unbestimmten Systems dar, also die in der Fig. 114 angegebenen

Fig. 114.

Verschiebungen. Dagegen bedeutet 'i w] die Verschiebung von i infolge der 
Widerlagerverschiebungen des Grundsystems. Nach Gl. (31) gilt für [iw] der 
Ausdruck (s. S. 50).

[iw] = — N£rPw.3];
Li sind die Auflagerdrücke infolge Xs = 1 am Grundsystem, [Z w. 3] die ge
gebenen Verschiebungen der Angriffspunkte l dieser Auflagerkräfte.

Hiernach erhält man in unserem Falle

[a w] = - N La • [Iw. 3] = - ' - ■ 2 - A • 1) = -L-1,80,

[b w] = - N Lb ■ [Z w. 3] = - I - ü ■ 2 - ~ ■ 1 'l = -L-1,44, 
t % on \[c w] = - - L,. • [Zw. 3] = - (- - 2 - g -1) = + 1,20.

Somit ergibt sich
[aw] = [aw] — [aw.3] = 4~ 1,80 — (— 3) = —j—4,80.
[6w] = rfrw]—[&W.31 =-J-1,44—0 1,44.
[ew] = [cw] — [cw. 3] = 4~ L20 — (— 2) = 4-3,20.

Die Lösung der Grundgleichungen liefert hiernach folgende Er
gebnisse:
[öw.l] = [5w] — = 1,44 — 1,317-4,80 = — 4,8816.

[CI fl]

[cw.l] = Feie] — p—F; -[aw] = 3,20 — 0,719-4,80 = — 0,2512,

[cw.2]=[cw.l]— ^^•[Z>w.l]= — 0,2512 — 0,734-(—4,8816) = 4-3,33.
[ÖO. ij

Für die Unbekannten infolge der Widerlagerverschiebungen 
erhält man also, wenn man, wie früher die Nennerwerte, so auch jetzt die 
Zähler mit EJ multipliziert,

[cic.2] 
fcc.2]

3,33
5,616 0,593 EJ
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A- = _ • X = — 444 — 0,734 ■ 0,593 = — 0,628 • EJ.
* bb.l bb 1 25,4.3b

X = _ M - ^-X- -X = - - 1,317-0.628 -
aa, aa aa 40

— 0,719 ■ 0,593 = — 0,521 • EJ.
NB. Man beachte, daß die Nennergrößen die 0,30fachen Werte der 

eigentlichen Verschiebungen darstellen. Daher sind die vorstehenden Ergeb
nisse X noch mit 0,30 zu multiplizieren.

Ein zweiter Weg zur Bestimmung der Unbekannten ergibt sich, 
indem man in den vorstehenden Ausdrücken die Werte _bw.l[ und cif.2 als 
Summenausdrücke nach Gl. (31) berechnet.

Es ist
Aic.l] = — NLb j-iZtc.Sj.

Die Belastung Xb-i = I, welche die Auflagerdrücke Lb-1 erzeugt, ist in Fig. 115 
dargestellt.

t jgk
\Xab=-7,3f7 \Xbi=7

Fig. 115.
Man erhält

i' = — 1 ■ 4 - 1 •!?■(— 1,317) = -F 0,6136,
25 25

L"= — 1-4— 1 1,317) = —0,3366.
2a 2a

Also
bw.V = — 0,6136-2 — 1,317 (— 3) — 1 - 0 — 0,3366-1] = — 4,841. 

Ferner ist
cw.2^ — — N£c.2-[Zw.3).

Die Lastengruppe X-a=l ist in Fig. 116 dargestellt.
a b c

Fig. 116. f ? f *
\Xac^0^7 \Xlc-OJ3'7- \Xa^

f* 73 m-----------*1 ^-3m-»^-3m—*.
Fig. 116 a. zz-----------------------3------------- £------------i--------r----------i---------------- Zk

Man findet hierfür
i' = — 0,80 (4- 0,247) — 0,44 (— 0,734) — 0,200 ■ 1 = — 0,07464.
L" = — 0,20 (-j- 0,247) — 0,56 (— 0,734) — 0,800-1 = — 0,4384.

Somit ergibt sich
cw.2' = —)— 0,07464-2 4- 0,247 (— 3) — 0,734-0 + l-(— 2) —0,4384-lj = 

= 4-3,329.
Dieser Wert wäre noch mit EJ zu multiplizieren.

Im übrigen sind mit diesen Werten die Unbekannten wie vorhin zu be
rechnen.

7) Es soll die Verschiebung (vertikale Durchbiegung) [ki.3j des 
Punktes k berechnet werden, wenn das System, wie vorhin, mit 
einer Last Pi = l im Abstande 10 m vom linken Balkenende be
lastet ist. (s. Fig. 116a.)
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NB. \ki.3 ist identisch mit 'ik.3', d. h. der Verschiebung von i infolge 
A=l-

Die Berechnung von fci.3 kann durch Zusammensetzung aus der Ver
schiebung [kr des Grundsystems und dem Beitrag der durch Pi hervorge
rufenen Unbekannten erfolgen, und zwar nach der Gleichung

jk%.31 — kz ■ kw■ -4 i ’ k b. ~ k c ~Ac.

Die durch Pi hervorgerufenen Unbekannten haben die vorhin berech
neten Werte

X = —0,584; Ä'4 = —0,752; Xc = — 0,233.

Die Koeffizienten dieser Unbekannten sind aus den Biegungslinien (siehe 
S. 117) zu entnehmen:

[Ä«] =— 42,88; [äjö] = — 81,76; 
[*e] = —52,87.

Da wir die Durchbiegungen nach 
unten positiv rechnen wollen, so müssen 
die vorstehenden Verschiebungen infolge 
der nach oben wirkenden Kräfte X — 1 
das negative Vorzeichen haben. Der

Faktor ' ist bei allen Verschiebungen Jtlj
fortgelassen. Zu beachten ist, daß die 
vorstehenden Werte die mit 0,30 multi
plizierten Verschiebungen darstellen.

Das noch fehlende erste Glied [ii' 
berechnet sich wie folgt (s. Fig. 117):

[ki] = 0,30 ■ f MtMk dx = 6■ 3,20 + 3,20• 5,44 + ~■ [6 (2• 3,20 + 5,44;o ö O
-4- 3,20 (2 • 5,44 + 3,20)] = 73,76.

Somit ergibt sich
0,30 • [ki.3] = 73,76 — 42,88 • 0,584 -81,76- 0,752 52,87 • 0,233 = — 0,447

[fti.3 = —1,49.

(NB. Auch bei diesem Endwert fehlt noch der Faktor -vvw • Die Di- EP
mensionen sind die gleichen wie bei den Verschiebungen im Zahlenbeispiel 
S. 115, also Meter und Tonnen. Um in einem bestimmten Falle den zahlen
mäßigen Wert der Verschiebung zu erhalten, wäre der Faktor -J-w und zwar

Jh J
in m und t zuzufügen. Der Endwert ergäbe sich dann in Metern.)

Die Berechnung von [H.3] kann zweitens durch Auswertung des Summen
ausdrucks

rr • Ql C w Mi.ads C Mids

erfolgen. (S. Gl. 27, S. 47.)
Die Momente Mi.3 sind die Ordinaten der Momentenfläche für P, = l 

am 3 fach statisch unbestimmten System. Die Werte der drei Unbekannten 
infolge Pi sind bereits berechnet und ergeben zusammen mitP,- die in Fig. I18a
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dargestellte Belastung des Grundsystems. Fig. 118b zeigt die entsprechende 
Momentenfläche CM,.3-Fläche .

Die Belastung Pj. = 1 wirkt am Grundsystem. und zwar braucht dieses 
nicht das Grundsystem zu sein, welches bei der Berechnung der Unbekannten X 
verwandt wurde. Wir wählen vielmehr das System, an dem P^ angreift, so, 
daß die Rechnung möglichst einfach wird, d. h. wir verwenden die vier Einzel
balken (Fig. 118c), in die das System übergeht, wenn man über den Stützen 
Gelenke anbringt. Dann erstreckt sich nämlich die Ap-Fläche und damit auch 
das Integral für [H.3] nur über die eine Öffnung. (Vgl. S. 38.»

Es wird:
3[ki. 3 = 4- — 1.5012-0,329.5 — 0,868) — 1,50 (2-0,3295 — 0,239/] 6

[fci.3 = — 1,46.

5) Es soll die Verschiebung (vertikale Durchbiegung) 'iw.3] des 
Punktes i berechnet werden, wenn die in Fig. 114 angegebenen 
Widerlagerverschiebungen auftreten.

Die Berechnung kann erstens durch Zusammensetzung der Ver
schiebung [iw] des Grundsystems und des Beitrages der Unbekannten er
folgen:

iw.3' = [iw —j— [*a]■ -X« —[z&] - W* —ic-Xe.
Die Werte X infolge der Widerlagerverschiebungen sind vorhin (s. be

rechnet worden; die Werte [ia], [i&], [ic] sind aus den Biegungslinien (siehe 
S. 117) zu entnehmen. Der Wert [iw] berechnet sich zu

[i w] = — r Li [Z w. 3] = — 5? ■ 2 — • 1 I = - 1.60.

Also erhält man
[iw.3] = —l,60 + (— 56,25i-(—0,521} —(—88,884— 0.628.1

— (— 50,00) ■(— 0,593 > = + 1,54.
Dieser Wert erhält noch den Faktor EJ.
Dieser Wert kann aber auch zweitens als Summenausdruck nach 

Gl. (31) berechnet werden:
[i w.3] = — XLi.i-[l w.3].

Li. 3 sind die Auflagerdrücke infolge P, = 1 am 3-fach unbestimmten 
System. Die drei Unbekannten für diese Belastung sind bereits bekannt 
(s. Fig. 118a).

Aus P,-=l und diesen Lasten X„, X6. Xe berechnen sich die Auflager
kräfte L' und L” an den Balkenenden wie folgt:
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L' = 0,60 — 0,80 • 0,584 — 0.44-0.752 — 0,20 • 0,233 = — 0,1515.
L" = 0,40 — 0.20 ■ 0.5S4 — 0,56 ■ 0,752 — 0,80 • 0,233 = — 0,0485.

Somit ergibt sich
[iic.3 0,1515-2 —0,584- —3 —0,752-0—0.233- — 2, — 0,0415-1,

-=—154.
.Multiplikationsfaktor EJ.'

§ 14. Einflußlinien der Unbekannten X bei beweglicher 
Belastung.

a) Die Darstellung der Werte X in Tabelle I als Grundlage 
für die Ermittelung der X-Linien.

Auch für die Untersuchung des Einflusses beweglicher Belastung 
ist der Gang der Rechnung aus der Tabelle I zu ersehen. Die letzte 
Unbekannte Xr ist durch die Gleichung gegeben:

y [rm-g — i] 
r [rr.Q — 1] ’

d. h. Xr ist wie die Unbekannte eines 1-fach unbestimmten Systems 
als Quotient zweier Verschiebungen des Hauptsystems, und zwar 
hier des (o—l)-fach statisch unbestimmten Hauptsystems, dar
gestellt. Man kann also sagen: die Ordinaten [rm.o— 1] der 
Biegungslinie des (o — l)-fach unbestimmten Hauptsystems für die 
Belastung Xr=l sind direkt proportional dem Werte Xr; Propor
tionalitätsfaktor ist der von der Stellung der äußeren Last unab

hängige Wert —- —— wobei [rr.o—1] die Verschiebung des

Angriffspunktes r der Unbekannten Xr infolge Xr=l am Haupt
system darstellt. Daraus folgt, daß die Biegungslinie für Xr=l 
(am Hauptsystem) zugleich die Einflußlinie für Xr darstellt, und 

zwar ist der Multiplikator —r----—[rr.^— 1]
Bei den übrigen Unbekannten X stehen die entsprechenden 

Quotienten (Einfluß der äußeren Lasten auf das Hauptsystem) in 
der obersten Reihe der Tabelle I. Es sind gleichfalls Werte, deren 
Zähler sich als Ordinaten der Biegungslinien der einzelnen (statisch 
unbestimmten) Hauptsysteme darstellen. Der Grad der Unbestimmt- 
heit dieser Hauptsysteme steigt an von 0 (^bei — 1 jJ bis ( q — 2) 

fbei —— Aber außer diesen Werten der obersten

Horizontalreihe kommen in jedem W’ert X{ die weiteren Unbekannten 
(Xs bis Xr) vor, und zwar multipliziert mit einem Festwert. Die 
Ordinaten der Einflußlinie einer solchen Unbekannten Xt setzen sich 
also zusammen aus den Ordinaten der Biegungslinie für Xi=l am 
zugeordneten Hauptsystem (mit dem entsprechenden Multiplikator) 
und den Ordinaten der Einflußlinien aller auf Xi folgenden Un-



S 14. Einflußlinien der Unbekannten A bei beweglicher Belastung. 137 

bekannten A'fc bis A'r. Letztere sind als vorher berechnet an
zunehmen.

Betrachtet man zum Beispiel den vorhin erwähnten Fall des 
4-fach unbestimmten Systems (s. Tabelle S. 126), so ist die Xd- 
Linie iXd ist die letzte Unbekanntei gegeben als Biegungslinie des 
3-fach unbestimmten Hauptsystems, entsprechend dem Ausdruck:

[dm. 3] 
d=”pd,3]-

Für die vorherige Unbekannte A6 dagegen gilt ein zusammen
gesetzter Ausdruck, nämlich

[cm. 2] [cd. 2] 
c [cc. 2] [cc.2] * d'

Das erste Glied ist die mit einer Konstanten — — multipli- ■ Cc. ~ ।
zierte Ordinate der Biegungslinie des 2-fach unbestimmten Haupt
systems für die Belastung A. = l. Das zweite Glied gibt die Ordi
nate der Ad-Linie. ebenfalls multipliziert mit einer Konstanten, und 

zwar dem Festwert —. Die A -Linie setzt sich also zusammen [cc.2]
aus den Ordinaten der Biegungslinie für A’= 1 am 2-fach un
bestimmten Hauptsystem und den Ordinaten der A^-Linie. Ent
sprechendes gilt für die Aj-Linie. Es sind zusammenzusetzen die 
Ordinaten der Biegungslinie des einfach unbestimmten Hauptsystems 
für die Belastung Xb — 1 mit den Ordinaten der Ar- und A^-Linie, 
entsprechend dem Ausdruck:

V — — P^-1] _ [öc.l] _ [5£. 1J
6 [&Ö.1] [5&.l]*c [h&.l] d'

Bei der Xa-Linie tritt noch die Biegungslinie für Xa — 1 am 
O-fach unbestimmten Hauptsystem (Grundsystem) hinzu; diese Biegungs
linie ist zusammenzusetzen mit den vorher bestimmten X,-. Xt- und 
A’^-Linien.

Aus alledem folgt, daß sich die Einflußlinien der Un
bekannten Xa bis Ar durch Zusammensetzung der Biegungs
linien für die Zustände Xa = 1, A5 = l, ..., Ar=l am 0-, 1-, 
..., o — 1-fach statisch unbestimmten System ergeben. Man 
beginnt mit der letzten, der Xr- Linie, und bestimmt rückwärts fort
schreitend, der Reihe nach die Ag-, Xp. Xo-, ... bis Aa-Linie. Jede 
dieser A-Linien, etwa die A£-Linie. setzt sich zusammen aus der 
Biegungslinie für A; = 1 an einem zugeordneten, r-fach unbestimmten 
System, und den vorher gefundenen Einflußlinien für die (auf AJ 
folgenden Unbekannten A’fc, A,, ..., Ar. Die letztgenannten Einfluß
linien sind dabei mit einem Festwert gemäß Tabelle I zu multipli
zieren.

Es handelt sich also zunächst darum, die Biegungslinien der 
einzelnen Hauptsysteme, d. h. von Systemen ansteigender statischer 
Unbestimmtheit zu ermitteln.



138 Auflösung der Elastizitätsgleiehungen.

b) Ermittlung der Biegungslinien der 'statisch unbestimmten 
Hauptsysteme. Belastungszustände Xa.o, X6.i, ••• = 1.
Belastungsschema. Tabelle III.

Um eine einfache Bezeichnung zu erhalten, schreiben wir die 
ebengenannten Belastungen W = 1 am 0, 1, 2, ... (o—l)-fach un
bestimmten Hauptsystem, wie folgt:

Aa.0=l; ^.1=1; Ac.2 = 1 : -Ui. 3 = 1 bis X-.j —1=1-
Der Grad der Unbestimmtheit des Hauptsystems, an dem eine 

Last Wi=l wirkt, wird also gekennzeichnet durch den neben i an
gesetzten Zahlenindex. Die Zusammengehörigkeit die Buchstaben a, 
b, c, ... und Zahlen 0, 1, 2, ... ist wiederum durch die Tabelle II 
gegeben. —

Um nun etwa die Biegungslinie für die Belastung Wa.3=l 
zeichnen zu können, müssen die drei zunächst unbekannten Lasten 
in a, b und c aufgesucht werden, da Xd.3 = 1 am dreifach un
bestimmten Hauptsystem wirkt (Fig. 119 a). Diese drei Unbekannten, 
die mit der Last 1 in ä zusammen eine am Grundsystem wirkende

ße/asfung Xg 3 =1 
b c

Fig. 119 b. zr

Fig. 119 a. &

Lastengruppe bilden (Fig. 119 b), werden durch zwei Indizes gekenn
zeichnet, und zwar soll der erste Index (a, b, c, d) den Punkt angeben, 
in dem die Größe X angreift (Ort der Wirkung von W), der zweite 
Index (hier d) soll die Belastung (Ursache) andeuten, durch die 
der Wert X erzeugt wird (hier Xd = 1).

Allgemein soll eine Größe X^ mit zwei Indizes die im 
Punkte i (Angriffspunkt von W) in Richtung von AL durch 
die Last Äj.= l am Hauptsystem hervorgerufene Kraft A 
bedeuten, wobei als Hauptsystem das der Last Xk zugeordnete 
statisch unbestimmte System in Frage kommt. So z. B. würde Xdg 
die in d auftretende Last bedeuten, die durch X= 1 am (6 fach un
bestimmten) Hauptsystem hervorgerufen wird. (Der Unbekannten 
X ist ein 6 -fach unbestimmtes Hauptsystem zugeordnet. Tabelle II.)

Um die Lasten Xad, Xbd und Xcd infolge Xd.s = 1 zu bestimmen, 
bedarf es nur der gleichen Überlegungen, wie sie in § 12 bei der 
Darstellung der Unbekannten X angestellt wurden. Nach den dortigen

l) Diese Lasten Xik einer Lastengruppe X = 1 sind natürlich wohl zu 
unterscheiden von den Unbekannten X der Aufgabe.
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Ergebnissen können die gesuchten Werte ohne weiteres angeschrieben 
werden. — Bestimmt man zunächst Xld, so ist dies eine Unbekannte 
am zweifach unbestimmten Hauptsystem infolge Xä — 1 ('s. Fig. 120 a;. 
Sie ergibt sich demnach aus der Gleichung

v____  
cd [cc.2]

(d ist statt m in der allgemeinen Gleichung einzusetzen, denn die 
äußere Belastung Pm ist hier (Fig. 120ak Da nunmehr die

a. o c dFig. 120 a. zs------------gj
\^cd

Fig. 120 b. ZT 5
“7

\*bd

Fig. 120c. ZT

k A
Ved Mld
•| dj

bekannt

^cd 
^1

bekannt

beiden Lasten in c und d gegeben sind, läßt sich Xb d als Unbekannte 
am lfach unbestimmten. Hauptsystem angeben, und zwar als Folge 
der beiden genannten LastenXcd undXdd = 1 (Fig. 120b). Manerhält: 

v L^-1] 1 L6«-1] Y
bd [bb.l] [55.1]' cd’

wobei für Xcd der vorhin bestimmte Wert einzusetzen wäre.
Aus den nunmehr bekannten Lasten Xid und Xcd und der ge

gebenen Last Xd(j=l findet man die letzte Unbekannte Xad am 
Grundsystem (s. Fig. 120c) nach folgender Gleichung:

_ _ [ad] M _ M T
[aa] [aa] [aa] 6"’

Die gefundenen Werte werden in übersichtlicher Form (ähnlich 
wie in Tabelle I. S. 125) zusammengeschrieben.

Belastung Wa.3 = l.

^ad ^cd

[ab _
[aa bil ' ।

[ac] b c. 1r r, , - ’^-cd[aa^ p b. 1

[ad] i^d.l, , 1 [cd. 2]
[aa] 1 [M.ll 1 [cc.2] 1 1



Tabelle III.
Belastungsseliema. Lastengruppe Abi 8— 1. (Zugleich Schema der Lastengruppeu A'«,o = 1, Ab/1 1, Ap.a 1, . . Höf.)

Xal Xn A,.,. Xjk xlk X,K X„K x,., x,k Xkk

a —

rb

-^•Aa 
[aa] ,l

[öc.l]c [bb. 1]

d [ad] _[bd n Y 
[6M A"1

Lc d. 2] „
Rc.2, X"k[aa]

c VM cl _ v
[bb.i] el

[ce.2|
"[C^ A'1

[dc. 3]
[dd.31 ,l

f [«/] v “Mj" _J>f-l] Y 
'66.i]’ /k

[cf.^ v 
^^cc^-X/k ;£f.3 Y 

[dd 3]' lk
[ef.4]
[ce.4]' A

y _ . X
[aa] 17/1

_ [bg i] Y 
[66.1]

_ V!) 2 V 
cc 2] * SÄ

dg.^ 
" [dd.3

[ei/.4] 
[ce.4] ff^

h - ^-X^ _[&M 
[66.1] 41

[c/t.'Zj [dh 3]
[dd 3] ' 41

_[eh.4]
[ec.4] X"k

\fh.h Xm ß] Y 
\gg 01[aa] 41 [cc.2] A‘l \rf-^

i M .J61.1]
[66.1]'A"‘

„f^2l Y1 
[cc.2] J lk

_[di.3]
[dd.3] ,k

[ei 4] 
~[ce^i’A"‘ ' [ffb

_[</i.6] 'hi.T
\hh 7] A”‘

k [aa]
1 

[66.1]
_[cA:.2' 

[cc.2]
_tdkJ] 

[dd.3]
_[efc.4] 

[ee.4] [ff-5 1 [gg-ai
hk.l] _ [ik.S'

[ii.8]'1 1

A
uflösung der Elastjzitatsgieiehungen.
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In dieser Tabelle ist wiederum ähnlich wie in Tabelle I, S. 125 ,,. 
jede Einzellast A' durch die Summe der Glieder einer Vertikalreihe 
gegeben. Der Aufbau der Tabelle ist — bis auf die erste Zeile — 
ganz entsprechend dem der Tabelle I. Nur die erste Horizontal
reihe (Glieder mit dem Index m. dem Kennzeichen der äußeren Be
lastung) fehlt, da eine äußere Belastung Pm nicht vorhanden ist. 
Insbesondere sind die Multiplikatoren der Größen V dieselben wie 
früher, nämlich gleich den Festwerten. —

Bezüglich der Verwendung der vorstehenden Tabelle ist zu be
achten. daß sie zugleich die übrigen Lastengruppen Vc,»=l und 
Ä’i.i=l angibt. Es hätten sich z. B. für die Belastung A] .»=1 
am 2-fach unbestimmten Hauptsystem die Werte ergeben:

[bc.l] [ac] [ab]
bc== rFY—TY und A—   —r-1— t—S-A. be [55.1] [aa] [aa '

Würde man auch diese W’erte in der bisherigen Anordnung an
schreiben, so erhielte man dasselbe, was sich in der vorstehenden 
Tabelle. S. 139, beim Verschwinden der Glieder mit dem Buchstaben d 
ergebe. Man erkennt dies, wenn in der Tabelle die letzte Kolonne 
und die letzte Zeile mit dem Index d fortgestrichen wird. Hierbei 
wäre naturgemäß bei den Lasten A' in a und b der zweite Index e 
(statt d) einzusetzen, als Kennzeichen der Belastung A’c.2= 1. Ebenso 
würde man den nächstfolgenden Belastungszustand We.4 = l durch 
entsprechende Erweiterung der Tabelle finden, d. h. durch Ansetzen 
einer unteren Horizontalreihe von folgender Form:

Hier wäre alsdann bei den Lasten V als zweiter Index e ein-

\be. 1] jce.2] , [de. 31
[aa] [^■1] 1 [cc.2] [dd.3] "

zusetzen, da es sich um We.4 —1 handelt.
Man erkennt also, daß die Tabelle, bis zum letzten Belastungs

zustand X..{e_y = 1 fortgesetzt, alle Lastengruppen Ai.*= 1 in über: 
sichtlicher Anordnung darstellt. Werden entsprechend der Tabelle 
S. 125 die Lasten des Zustandes angeschrieben, nämlich A',,r.
Xir, Xer... bis Xrr, so sind damit zugleich alle vorherigen Be
lastungen (Lastengruppen) ^.0=1, Aj.i = l, ^.2=1 bis Xq.^..2>=1 
gegeben. Denn es ist nur eine entsprechende Zahl von horizontalen 
und vertikalen Reihen fortzustreichen, um eine der sonstigen Be
lastungen entnehmen zu können. Der letzte Belastungszustand 
X.fe_i)==l stellt also das Schema aller Belastungen A=1 
dar und möge daher als Belastungsschema bezeichnet 
werden. Die nebenstehende Tabelle III gibt das Belastungsschema 
für ein 10-fach unbestimmtes System (9-fach unbestimmtes Haupt
system; letzte Last Xk, s. Tabelle II).

Wie dieses Belastungsschema fortzusetzen wäre, wenn weitere 
Unbestimmtheiten hinzukämen, leuchtet ohne weiteres ein. Würde 
eine nächste Unbekannte A, in Frage kommen, so wäre l als zweiter 
Index (statt k) bei den Werten V zu setzen und eine weitere Reihe 
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anzufügen. Die Glieder dieser Reihe sind durch die Fortsetzung der 
Vertikalkolonnen gegeben. — Will man aus dem Schema irgendeine 
von den andern neun Belastungen, etwa Aj.s = 1 entnehmen, so kommen 
nur die oberen drei Reihen der Tabelle bis zur Reihe d in Frage. 
Xad wäre =1 zu setzen, und bei den einzelnen Lasten Xai, Xiä, 
Xcd als zweiter Index, der den Lastangriff kennzeichnet, der Buch
stabe d statt k zu wählen. Es würde sich also die schon vorhin 
(s. S. 139) dargestellte Lastengruppe Wd.3=l ergeben.

In dieser Weise können alle Belastungen = Wc.2 = l... 
bis W7;.9=l aus dem Belastungsschema entnommen werden.

Damit- sind die notwendigen Unterlagen gegeben, um für diese 
Belastungen (Lastengruppen) die Biegungslinien zu zeichnen, da alle 
Lasten der einzelnen Gruppen bekannt sind und am Grundsystem 
wirken. (Wie zu einer gegebenen Belastung die Biegungslinie eines 
statisch bestimmten Systems ermittelt wird, ist in § 8 dargelegt 
worden.) Aus diesen Biegungslinien setzen sich, wie in Abschnitt a 
gezeigt wurde, die Einflußlinien der Unbekannten W zusammen. 
Daher bleibt jetzt nur noch die Art dieser Zusammensetzung der 
W-Linien zu besprechen (vgl. das folgende Zahlenbeispiel, I. Teil: 
Die Biegungslinien infolge Wa.0=l, W6.i—U We.i —1)-

c) Verschiedene Rechnungsarten zur Ermittlung der Einfluß- 
linien der Unbekannten X.

a) Zusammensetzung aus den Ordinaten der Biegungs
linien der einzelnen Hauptsysteme. Wenn in der beschriebenen 
Weise die Biegungslinien der einzelnen Hauptsysteme bestimmt sind, 
so können die X-Linien nach den Ausführungen auf S. 136 ff. durch 
Zusammensetzung der Ordinaten der Biegungslinien gefunden werden.

Die Aufgabe liegt dann ganz ähnlich wie beim allgemeinen Ver
fahren (§ 11, b, S. 114), wo ebenfalls o Biegungslinien zu Einfluß
linien zusammenzusetzen waren. Dort waren indessen o Biegungs
linien des Grundsystems für die Zustände ATO, Xt... bis A'r = 1 
vorausgesetzt. Hier handelt es sich um die Zusammensetzung von 
Biegungslinien der einzelnen Hauptsysteme von ansteigender sta
tischer Unbestimmtheit, und zwar derjenigen für die Belastungen 
Wa.o= 1, X6.i= 1, Wc.o= 1... bis („_!) = 1. Wie auf S. 136ff. 
bereits gezeigt wurde, ergibt sich eine Xk-Linie durch Zusammen
setzung der Biegungslinie für = 1 am zugeordneten Hauptsystem 
und der folgenden X-Linien, d. h. der Einflußlinien für bis Wr. 
Dies läßt die Tabelle I ohne weiteres erkennen und ist früher näher 
erörtert worden (s. § 14 a). Die Art der Zusammensetzung erfolgt 
wie früher beim allgemeinen Verfahren: für die einzelnen Punkten, 
deren Ordinaten bestimmt werden sollen, sind die Ordinaten des 
jeweiligen Punktes m aus den in Frage kommenden Biegungslinien 
(bzw. Einflußlinien) zu entnehmen, mit den Festwerten zu multi
plizieren und gemäß Tabelle I zu addieren.

Zahlenbeispiel. Als Beispiel diene wiederum der schon mehrfach be
handelte Träger auf 5 Stützen. Zunächst sind die Einflußlinien für Ä'ct.o = l, 
Aj.i = I und Xc.2=l zu bestimmen. Die Biegungslinie für Aa.o=l liegt 
bereits vor (Fig. 108).
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Biegungslinien1/ für die Belastungen A’0.o=l> A7.i=l, 
A' 2=1. Einflußlinie der Unbekannten AT62h
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Beim Zustande Tj i = 1 ist:
Ä' =0. XR = 1. co b o

—!,317.
i aa1a 5

Beim Zustande Xc.o = l ergeben sich die Lasten Xar. Xbc, XCI. aus der 
folgenden Zusammenstellung, die der Tabelle III (Belastungsschema) entspricht.

Sind somit die Lasten der einzelnen Gruppen der A^.o, der Xb.i, der 
Xc.2= I gegeben, so können die Biegungslinien in bekannter Weise gezeichnet 
werden (vgl. S. 116). Es entstehen dann die in Fig. 121 a — c dargestellten
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Biegungslinien infolge der Lasten Xa.o= 1. 
Xb.i = 1, Wc.2— 1. Die Ordinaten der 
entsprechenden Biegungslinien sind multi
pliziert mit den Multiplikatoren

______ 1_____ 1 _ _ 1
,u [««] ’ [öö.l] ’ [cc.2]’

Aus den Biegungslinien der Werte 
Xa.o, AT.i, Xc.2— 1 an den verschiedenen 
Hauptsystemen ergeben sich die X-Linien. 
d. h. die Einflußlinien der Unbekannten, 
wie folgt. Die Biegungslinie für Ac.a = 1 
ist bereits die Einflußlinie für Xc (X,.-Linie . 
Für Xb gilt (s. Tabelle I)

X____ [fem.l] [&c.l] y
[66.1J [&&.1] '””

d. h. zu den Ordinaten der Biegungslinie 
für X6.i= 1 ( bzw. =— 3-sind die 

k [bb. 1]/
mit — [441 multiplizierten Ordinaten 

[ii.l]
der X^-Linie hinzuzufügen. Die Zusammen
setzung der Ordinaten der einzelnen Punkte 
m erfolgt in der gleichen Weise wie bei dem 
Zahlenbeispiel zu § 11. So entsteht die in 
Fig. 122 dargestellte Einflußlinie für XÄ. — 
Will man z. B. die Ordinate im Abstande 
10 m vom linken Endauflager finden, so er
gibt sich diese nach der Gleichung

Y —_ _ C50-1] x
ä [&&.1] [66.1] "
= + 0,581 — 0,734 ■ (— 0,228),
= + 0,748.

Nunmehr kann auch die Einflußlinie für 
Xa gefunden werden durch Zusammensetzung

1. der Biegungslinie für Xa.o = l,
2. der Einflußlinie für Xb, multipli

ziert mit —^3 =— 1,317, 
[aa]

3. der Einflußlinie für X,., multipli-
• l. -x [ad ziert mit — [—=: [aa]

denn es ist nach Tabelle I:
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_ [am] [ab] [ac]
Fl FT* r n ’ •[aa] [aa] [aa]

Diese Einflußlinie für Xa wurde auf anderem Wege bereits auf S. 117 ermittelt.
ß) Zusammensetzung der Belastungen zwecks direkter 

Ermittelung der Einflußlinien 'X-Liniei als Biegungslinie. 
Anstatt die Ordinaten der Einflußlinien in der vorhin erläuterten Weise 
zusammenzusetzen, kann man. natürlich auch, ebenso wie es beim 
allgemeinen Verfahren angegeben wurde (vgl. § 11, b, ß], eine Zu
sammensetzung der Belastungen vornehmen und die Einfluß
linie direkt durch Aufträgen einer Biegungslinie finden. Zur Er
läuterungdiene die Tabelle auf S. 126, welche die Werte des 4- fach 
unbestimmten Systems enthält. Die Xrf-Linie wird direkt als Biegungs
lime für den Belastungszustand Xd8=l, (bzw. X,;s =— -—-—-i 

\ ' [dd.3J/
gefunden. Die diesem Belastungszustand entsprechenden Lasten Xarl, 
Xbd, Xeä und Xdd sind aus dem Belastungsschema zu entnehmen. — 
Für X gilt die Gleichung

_ [cm.2] [cd.2]
Tcc.21 [cc.21 4

oder mit Einsetzung des Wertes von Xd:

[cm. 2] [cd. 2]
[cc.2] [cc.2]

( |dm.3]\
\ [dd.3p ’

Diese Gleichung besagt: Die Biegungslinie für die Belastung

Xc 2 = — F——F und diejenige für Xu 3 = — \ vs sind zu addieren, [cc.2J ' [dd.3j
wobei die letztere mit einer Konstanten, nämlich dem Festwert
— [£^2?] zu multiplizieren ist. Diese Kombination der beiden Bie- 

[cc. 2 j
gungslinien erzielt man dadurch, daß man die Summe der Lasten (X^) 
der Belastungszustände Xc 2 =— f—und X^ 3 = — i--1 - letz

te. 2] ' [dd.3]'
[cd. 21

tere multipliziert mit dem Festwert —^c^J’ zu^e'c^ ’^ken läßt. 
Man wird also die Lasten:

Xai„ Xbc, Xec (Zustand Xc,2 

und

-^Sd’ -^dd ^Zustand X^.s

letztere mit dem erwähnten Multiplikator (Festwert) multipliziert, 
zugleich aufbringen, d. h. es wirkt

Pi riet, Statik, n. 1. 10

1 
[cc.2]/

1
' [dd.3]/’
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in a:
[cc.2]

in 6: [^•2] Y 
[cc.2]

in c: [^•2J y 
[cc.2]

in d: L^-2] y 
[cc.2]

wobei Xcc = 1
-- f----- Al UH“[cc.2] ---- [dd.3]

Ganz entsprechendes gilt für Xb. Dort ist die folgende Gleichung 
zu benutzen:

__ [6m. 1] [6c.l] [bd.l] ■
4 [&6.1] [66.1] c [66.1]

Aus dieser Gleichung geht hervor, daß die Ordinaten der Xp- 
und Xd-Linie (Einflußlinien) mit denjenigen der Biegungslinie für
^6.1 {Biegungslinie für die Belastung X6.i 1 

[6671] zu kombi-

nieren sind. Zu diesem Zwecke setze man die Lasten der ent

sprechenden Gruppen, d. h. die Lasten von Xi.1 =---- 6~1]
die vorher für die X - und Xd- Linie berechneten Lasten zusammen, 
wobei die Lasten der beiden letztgenannten Gruppen (X- und Xa-Linie) 
mit den in der Gleichung für X,. angegebenen Festwerten zu multi
plizieren sind.

Schließlich gilt für Xa die Gleichung:

\am\ 
[aa]

[a6] [ac]
[aa] b [aa] c [aa] d

Es sind also die bei der Xb-, Xc- und Xd-Linie benutzten 
Einzellasten X (mit den vorstehenden Festwerten multipliziert) zu 

kombinieren mit der Last — ; in a, die für die Einflußlinie für[aa]
Äa.o verwandt wird.

Aus alledem geht der folgende Gang der Berechnung hervor.
Ist Xr die letzte Unbekannte, so bestimmt man zuerst die Lasten 

Xop, Xir...Xrr des Zustandes Xr.(e_i)= 1 und multipliziert sie mit 
der Konstante —=■-----~----- - . Diese Lasten sind durch das Be- [rr.(e —1)]
lastungsschema gegeben. Die Biegungslinie zu diesem Belastungs
zustand ist die Einflußlinie für Xr. — Die Einflußlinie der vor
herigen Unbekannten Xq ist ebenfalls durch Aufzeichnen einer ein-



§ 14. Einflußlinien der Unbekannten X bei beweglicher Belastung. 147

zigen Biegungslinie zu einem zusammengesetzten Belastungszustande 
zu ermitteln. Die Lasten X dieses Zustandes setzen sich, zusammen 
aus denjenigen des vorhin bestimmten Belastungszustandes Xr.io^.i) 

= — (Multiplikator ist ein Festwert) und den Lasten

des Zustandes _2) = — , d. h. der

Last Xq = — f---- ~am (q—2) - fach unbestimmten Hauptsystem.

Ebenso sind — nach Maßgabe der Tabelle I, S. 125 — für die 
Einflußlinie der vorherigen Unbekannten Xp die Lasten X der beiden 
vorher bestimmten Einflußlinien, nämlich der Xq- und Xr-Linie, und 

der Lastengruppe 8) = —F------ = zu verwenden.
[pp.(o — 3J]

So ist fortzufahren bis zur ersten Unbekannten Xa. Für eine 
der übrigen Unbekannten, etwa Xd, erhält man die Lasten X durch 

Zusammensetzung der Lasten X des Zustandes Xd. 3 = — —- und
\dd. 3j 

derjenigen aller folgenden X-Linien von X£... bis Xr, und zwar 
kommt bei den Lasten jeder einzelnen Gruppe (X-Linie) der durch 
die Tabelle I gegebene Multiplikator in Frage. — Es sind also 
die Einzellasten X der einzelnen Biegungslinien der sta
tisch unbestimmten Hauptsysteme mit den Lasten X der 
vorher ermittelten Einflußlinien der nachfolgenden Un
bekannten zusammenzusetzen.

Zur weiteren Erläuterung diene als Zahlenbeispiel wiederum 
der bisher benutzte Träger auf 5 Stützen. Die Ermittlung der Be
lastungen zeigt folgende schematische Rechnung.

Zahlenbeispiel. Belastungen zur Ermittlung der Einflußlinien für Xa, 
Xt, Xe des Balkens auf 5 Stützen (vgl. die Tabelle S. 148).

Die Lasten des Zustandes Xc.2 — 1 wurden bereits auf S. 144 gefunden,

und hier nur mit---- =----öT~ — 0,1781 multipliziert. Die betreffenden Werte [U C. Z j
zur Ermittlung der X<,-Linie sind in Zeile 1) angegeben.

Die beiden Lasten Xab und Xbb (s. Fig. 121, S. 143; des Zustandes Xt.i = 1
sind mit----= — 0,0393 multipliziert [Zeile 2)]; hierzu addiert sind die

mit —[66 1] =— 0,734 multiplizierten Lasten [Zeile 1)] der X„-Linie, so daß 
sich insgesamt [Zeile 2) -f- 3)] die in Zeile 4) angegebenen Lasten ergeben, die 
zur Bestimmung der Xj-Linie dienen. Vgl. den Ausdruck:

r____[6»t.l] [hc.l]
4 [&&.1] [66.1]

Entsprechend sind die Lasten der Xa- Linie [Zeile 8)] durch Zusammen
setzung der in Zeile 5), 6), 7) angegebenen Größen gefunden.

10*
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Man sieht, daß die Belastung für X„ mit der auf S. 119 nach dem all
gemeinen Verfahren ermittelten Belastung übereinstimmt.

X„ X„ _ Xc

1) X 2 = — —Up (S. S 144; — 0 0442 —0 1307 — 0.17&1

2 V - 1 1
'' 1 [bb 1] 25,45h — 0.0517 — 0,0393 —

3) _ v • _ 1^1= _ 0 734
[bb.l ’ bb.l -f- 0,0324 — 0.0959 4- 0,1312

4) Belastung für X»; Zeile 2) — 3) -r-0,0841 —0,1352 1 —0,1312

5i v 1
[aa]

— 0,0250 — ' —

6i -^■X»; -^1= -1.317
[aa] \ [aa] / — 0.1108 4-0,1781 —0,1728

i cJ i

[aa] Xe’ k [aa] 9 — 0,0318 —0,0939 4- 0,1280

8) Belastung für X„: 5') — 61 4- L — 0,1040 — 0,0842 — 0,0448

1) Die Zusammensetzung erfolgt -wiederum, indem man für eine Anzahl
von Punkten m die Ordinaten nach vorstehender Gleichung aus den ent
sprechenden Ordinaten der So-Linie und der X-Linien zusammensetzt.

$15. Ermittlung statischer Größen S aus den Unbekannten X.
Sind die Unbekannten 27 des Systems infolge der äußeren Be

lastung gefunden, so kann die Berechnung irgendwelcher statischer 
Größen S. etwa der (nicht als Unbekannte gewählten) Auflagerdrüeke. 
der Momente oder Stabkräfte usw. erfolgen. Man denke sich die 
nunmehr bekannten Werte X als äußere Lasten am System ange
bracht: sie haben für die Beanspruchung die gleiche Bedeutung wie 
die gegebenen äußeren Lasten. Der Gesamteinfluß 8 muß sich nach 
den Ausführungen in § 3, b (Superpositionsgesetz) nach der folgenden 
Gleichung berechnen (s. Gl. 11):

S = Äo + Xa + + - ■ ■ + .
So ist der Wert S im Grundsystem, hervorgerufen durch die 

äußere Belastung allein. Die Multiplikatoren sind konstante, die 
von der äußeren Belastung unabhängig sind. Sie geben die Werte S 
infolge der Belastungen Xo = 1, Xö = 1... 27r = 1 am Grundsystem.

Bei beweglicher Belastung sind in vorstehender Gleichung 
die Werte So sowie alle Werte 27 mit der Stellung der äußeren Last 
Pm — 1 veränderlich. Es sind also die Einflußlinien dieser Werte, 
d. h. die So- Linie und sämtliche 27-Linien, zur S-Linie zusammen
zusetzen, wobei die Größen Sa, Sb...S,, die als Multiplikatoren der 
27 auftreten, konstante, von der Laststellung unabhängige Werte1) sind.



§ 15. Ermittlung statischer Größen S aus den Unbekannten X. 149

Zahlenbeispiel. Der als Beispiel dienende Träger auf 5 Stützen =ei 
belastet mit einer Einzellast von 1 t im Abstande 10 m vom linken Endauf
lager. Das Stützmoment über der Stütze a soll bestimmt werden.

Das Grundsystem ist ein einfacher Balken von 25 m Spannweite. Daher 
wird:

So= -l|--5= 3 mt,

1-20 .
ba—----- W O =   4 mt,2a
c 111 - *St =--- =— ■ 5 = — 2,2 mt.

Die Werte Xa, Xt, Xc für die angegebene Belastung können hier aus 
den Einflußlinien (Fig. 109, 122, 121 cj entnommen werden. Es ist:

Xa = 0.584.
Xb = 0,748.
X = —0,228.

Folglich wird das fragliche Stützmoment:
S = 3 — 4 • 0,584 — 2,2 • 0,748 + 1 • 0.228 = — 0,7536 mt.

Handelt es sich etwa um die Einflußlinie für das genannte Stütz
moment. so ist die vorhin für eine einzelne Ordinate erledigte Rechnung für 
sämtliche Ordinaten durchzuführen. — Die S0-Lime ist dabei mit der X-, 
Xb-. Xe-Linie zusammenzusetzen. Die X-Linien sind nach einem der bisher

besprochenen Verfahren zu bestimmen; die S0-Linie ist die Einflußlinie der 
gesuchten statischen Größe, also des Momentes bei a, im Grundsystem, und 

5-20bildet somit ein Dreieck mit der Ordinate 1 ■ = 4... bei a. Der Wert S— D
ist für eine Anzahl Systempunkte nach der Gleichung:

S= So — s«xa + sbxb + SrXc =
So +1 - 4) Xa 4- (- 2,2) X + (- 1) X 

zu berechnen. So z. B. erhält man die Ordinate der S-Linie in dem vorhin 
betrachteten Punkte m (10 m vom linken Auflager) aus der Gleichung:

S = 3 — 4 ■ 0,584 — 2,2 - 0,748 — 1 ■ 0.228 = — 0,7536, 
wie schon oben gefunden wurde. In gleicher Weise sind die Werte S für die 
übrigen Systempunkte zu berechnen, so daß sich die oben (Fig. 123) dar
gestellte Einflußlinie des Stützmomentes bei a ergibt.
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C. Eliminationsverfahreii mit den Größen Xb.u 
Xc.2‘" als Unbekannten1).

§ 16. Statische Deutung und Berechnung der Unbekannten 
.0? ■X&.lj -3?c.2 • • • •

a) Gleichungen für die Unbekannten.
a) Die Unbekannten als Quotienten zweier Verschie

bungen. Bei der bisher besprochenen Lösung der Elastizitäts
gleichungen nach dem Eliminationsverfahren setzen sich die Un
bekannten A' (nach Tabelle I, S. 125) aus Quotienten von Ver
schiebungen der einzelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme zu
sammen. Als Unbekannte der Aufgabe waren die Überzähligen X 
des Systems gewählt; aus diesen wurden die statischen Größen S 
nach Gleichung (11) berechnet.1^

Fig. 124 a. ZS r *

-
Fig. 124b. zx * t 3^

\Xb.i

_________ _________ ________
Fig. 124c. xS I &

\xc.2

x) Anwendungen dieses Verfahrens finden sich im 2. Teil des II. Bandes, 
z. B. bei der Behandlung des beiderseits eingespannten Rahmens.

Es ist indessen nicht notwendig, die Überzähligen X als die 
Unbekannten anzusehen; man kann vielmehr die statischen Größen S, 
wie in Abschnitt b noch näher gezeigt werden soll, auch aus solchen 
Werten errechnen, die sich als Quotienten zweier Verschiebungen 
eines statisch unbestimmten Hauptsystems ergeben. Es sind dies 
die uns bereits bekannten Werte Xa 0, Xb.i, Xc,2... X.fe—i)s d. h. die 
infolge am 0-, 1-, 2-... (p — l)-fach statisch unbestimmten Haupt
system auftretenden Kräfte. Da diese Kräfte die einzigen über
zähligen Größen an dem jeweiligen Hauptsystem sind (vgl. Fig. 124), 
so stellen sie sich als Quotienten zweier Verschiebungen dieser Haupt
systeme dar, und zwar für den Fall einer äußeren Belastung Pm

[cm. 2]

in der Form:
[aml

Xj.O
[aa]

■X.i —
[bm. 1] 
[^•1]’ .............................. (42)
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Im Fall einer Temperaturänderung lauten die Gleichungen:

(43)

v M
[aa]

T [ÖG1]
L&M’

X — —■^c. 2  r n 1 ’[cc.2] J

Im Fall von Widerlagerversehiebungen gelten die folgen
den Gleichungen:

-Vo.0 =
[dir]
[aa]

=
[bw. 1] 
[65.1]’ ............................(«)

[cw.2]
^.2-----

[cc.2]

ß) Die Unbekannten als Quotienten zweier Summen
ausdrücke. Es ist früher (siehe § 13a) gezeigt worden, wie die 
Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme aus den vorher berech
neten Verschiebungen des Grundsystems durch allmählich fortschrei
tende schrittweise Zusammensetzung bestimmt werden. — Man kann 
natürlich diese Verschiebungen der Hauptsysteme mit Hilfe der 
Arbeitsgleichung auch als Summenausdrücke darstellen und erhält 
dann für die Unbekannten folgende Ausdrücke: Bezeichnet man eine 
beliebige Unbekannte mit Xi und wirkt diese am r-fach statisch 
unbestimmten Hauptsystem, so gilt für den Fall einer äußeren 
Belastung Pm die Gleichung (siehe Gleichung 42):

[i m. r]
•^i.V r • • ü“ •

Hierfür läßt sich bei biegungsfesten Stabwerken nach 
Gleichung (27) (S. 47) schreiben, wenn man mit Mt.r, Qi.„ die 
Momente, Normalkräfte, Querkräfte infolge .^.„=1 (Xi=l am 
r-fach unbestimmten Hauptsystem) bezeichnet:

ir dS , c >T ds , r n dsY J E j+J EF -J y» Q^ ■z GF

J jÜJ J . -t1 J Ltju

[NB. Dabei kann man im Nenner bei den quadratischen 
Gliedern den einen Faktor Ni.r, 0i.r durch die entsprechende 
Größe M;, Qi im Grundsystem ersetzen (vgl. § 5 b, Gl. 19 c u. 19 d)].
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Alan erhält also die Unbekannten der Gleichungen (42) in folgender 
Form, wobei wir der einfacheren Schreibweise wegen nur’den Bei
trag der Momente einsetzen:

, 2 ds 
“'kJ

~ p;,

(45)

' f,. a ds~’J^.2 EJ
C ‘ d

J Jh J

Bei Fachwerken lauten die entsprechenden Gleichungen:

y c 2 s
“ EF

£s°s‘^ 

XS‘-'^F

o 
es08c.2~- 

Jh JJ

^sc. s 
E^F

• - (46)

2

2Sr-^-^ EF

Hier bedeuten die Werte Si.v die Spannkräfte infolge Ä' =i am 
r-fach statisch unbestimmten Hauptsystem. In dem Nennerwert
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kann wiederum der eine Faktor S,.v lin S1.„2| durch Sit d. h. durch 
S infolge = 1 am Grundsystem ersetzt werden.

2 ds
-^ej

Bei Fachwerken:

Im Fall einer Temperaturänderung ändern sich die Zähler
werte der Unbekannten. Es wird:

Bei biegungsfesten Stabwerken:

r J/ 
h

„ ds
EJ

re 2«’4-^S + 

h

(4?)

ds
EJ

■> -Io —1) ■ e " ATr.{„_ ire-tods
1) =

Xa.O
SS.-e-t-s

^b.l
ESb.j.ets

XSc.2-e-t-s (48)

-V
VC 2 S
~S'-2 EF

^T.(o — 1) * € t S
1) —--------------- ----------- —-

VQ 2 g
- '.(e-1) Ep

Im Falle von Widerlagerverschiebungen erhält man durch 
Auflösung der Gleichungen (17e) (Abschnitt I, S. 28) für eine Un
bekannte r den Ausdruck:

[iw.y]
Ä,-” = —pDJ..................
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NB. Hierbei ist der Zähler [iU. r] nicht zu verwechseln mit der 
gegebenen Verschiebung [iw.v] des Angriffspunktes i der unbekannten 
Auflagerkraft J: [Hc.r] ist jener Ausdruck, der durch schritt
weise Zusammensetzung aus den Verschiebungen [iw] der Grund
gleichungen (17e) ebenso entsteht wie [im.r] oder [fUr]; er stellt die 
Wirkung all der einzelnen Widerlagerverschiebungen und der dadurch 
auftretenden Überzähligen auf die Verschiebung des Punktes i dar.

Mit Rücksicht auf Gleichung (31') (S. 50} kann man für den 
Zähler [iw.»’] schreiben:

[fjö.yj = — 2Li .v-\lw .v],

wo Li.v die Auflagerkräfte im r-fach unbestimmten Hauptsystem in
folge Xt = 1 und [Iw. r] die gegebenen (geschätzten) Verschiebungen 
der Angriffspunkte l der Auflagerkräfte in Richtung dieser Kräfte 
bedeuten.

Somit erhält man für vollwandige Systeme wie auch für Fach
werke die folgenden Gleichungen:

Xa.o

Xb.i

— SLa[lw.v]
[aa]

— XLt.x [Iw.v]
r&ö.ij

— XLc,2 [Iw.v]
[cc.2] ‘ ;

(50)

■ — ZLr.(e_1}[lw.v]
^r.o(—1) r / •[rr. (p—1)]

Für die Nennerwerte sind die in den früheren Gleichungen ver
wandten Summenausdrücke einzusetzen (vgl. das Zahlenbeispiel S. 132).

Man erkennt, daß zur Berechnung der Unbekannten als Quo
tienten zweier Summenausdrücke die inneren Kräfte X.y, Ot.r 
(bzw. bei Fachwerken die Spannkräfte Si.r) und die Auflagerdrücke 
Lt.v zu berechnen sind. Man hat also bei vollwandigen Systemen die 
Momente, Normalkräfte und Querkräfte, sowie die Auflagerdrücke in 
den einzelnen statisch unbestimmten Hauptsystemen infolge der 
Lasten = 1, bei Fachwerken die entsprechenden Stabkräfte und 
Auflagerkräfte zu berechnen. Wie diese Wirkung von Xi,v = l sich 
ergibt, werden die folgenden Ausführungen (Abschnitt b) zeigen 
(Gl. 51).

Bei dem zuletzt betrachteten Verfahren haben die Unbekannten 
die gleiche einfache Form eines Quotienten wie beim 1-fach unbe
stimmten System. Auch hier sind also die Biegungslinien der ein
zelnen Hauptsysteme zugleich die der Einflußlinien der Unbekannten. 
Es fragt sich jetzt nur, wie die Wirkung dieser neuen Unbekannten 
zu denken ist und wie man aus ihnen beliebige statische Größen 

- berechnet.
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b) Wirkungsweise der Unbekannten Xa_o, Xb,i, Xc.z ... als 
Lastengruppen am Grundsystem. — Berechnung statischer Größen S 
(Einflußlinien).

Um die Wirkung einer solchen Kraft, etwa Xc.2; auf das 
Grundsystem zu erhalten, betrachte man diese Kraft zusammen 
mit den zugehörigen, in a und b auftretenden Lasten Xac und 
Xtl, als eine am Grundsystem wirkende Lastengruppe, bestehend 
aus den drei Kräften Xal„ Xbc und Xcc (s. Fig. 125). Denn die 
Last Xi:,2 kann nicht auftreten, ohne zugleich in a und b die 
zugehörigen Wirkungen hervorzurufen. Wirkt X0.2=i, so treten 
in a und b die bekannten aus dem Belastungsschema (Tabelle HL 
Seite 140) zu entnehmenden Kräfte Xae, Xbe auf (siehe Fig. 125),

ße/asfung Xc 2=
________ a___________£______£________

\Xac lXic \Xcc=1
^_ia£l_[abi y _ [bc 1] 

fra] [aa]'Abc [bb.1]

Fig. 125.

die sich aus der Bedingung ergaben, daß die Verschiebungen 
von a und b in Richtung von Xa bzw. Xb gleich 0 sind. Nimmt 
die Kraft in c einen beliebigen Wert Xc,2 an, so treten in a und 
b gleichfalls die Xc.j-fachen Werte der vorgenannten Lasten Xac 
und Xbl, auf. — Man kann allgemein sagen: Die Wirkung der 
Unbekannten X.v am i'-fach statisch unbestimmten Haupt
system ist also gleich derjenigen einer Lastengruppe (X-, 
Xbi, Xci... X^ auf das Grundsystem. Dies gilt von allen Un
bekannten X.o, X.i, X.a Xr.(e_i). Die gleiche Auffassung lag 
übrigens auch bereits den Ausführungen in § 12 zugrunde, wo wir 
den rechnerisch gefundenen Werten für X eine statische Deutung 
gaben.

Auf Grund dieser Auffassung erledigt sich nun die Frage nach 
dem Einfluß einer solchen Unbekannten Xt.v (etwa Xc.2) auf eine 
statische Größe Ä ohne weiteres. Der Wert S z. B., der lediglich 
infolge X.2 = l auftritt, sei mit Sc,2 bezeichnet. Er stellt den Einfluß 
der Lastengruppe Xc.2 — 1, d. h. der Einzellasten Xa e, Xbc, Xcc dar. 
Da Sa. Sb. Sc den Größen Xa = Xb = Xc = 1 entsprechen, so ist 

sc.3=saxai+stxbe+scxcc,

wo Sa, Sb. Sc die Wertet im Grundsystem infolgeXa=l, X6 = l, 
X(. = 1 bedeuten. Allgemein gilt:

St.v = Sa ■ Xai -j- Sb Xbi -]- Sc • Xci St Xa, . . (51)
wo X„;. X,X f... X. • die Einzellasten der Gruppe Xi v = 1 be- 
deuten.

Wenn Sc,2 infolge X.2=l auftritt, so erhält man infolge Xc,2 
den Wert Sc.2-Xe 2; entsprechend ist der Einfluß eines beliebigen 
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Unbekannten Ä,.,- gleich Si.r-X,.r. Zu dem Einfluß der einzelnen 
Unbekannten tritt derjenige von Pm auf das Grundsystem, d. h. der 
Wert S'o hinzu, also die gleiche Größe wie beim früheren Verfahren 
(Wert S, wenn alle Unbekannten gleich 0 sind;. Somit wird ins
gesamt:

>S— So~ Sa-Wa.o-i- Sb.i• X&.i— Xc2-(-... — i)• . (52)

Aus den vorstehenden Angaben erkennt man ohne weiteres, wie 
die Einflußiinien einer Unbekannten und einer statischen Größe S 
sich ergeben. Die Einflußlinie einer Unbekannten Xi.v ist 
identisch mit der Biegungslinie für Xi=l am r-fach unbe
stimmten Hauptsystem oder, was dasselbe ist, mit der Bie
gungslinie des Gr und Systems infolge der Last en gruppe 
X„=l, d. i. der Einzellasten T,. X,,, X....X;:. Diese Einzel- 
lasten sind durch das Belastungsschema (siehe Tabelle III, Seite 140) 
gegeben, so daß es keiner weiteren Angabe bedarf.

Sind in dieser Weise die Einflußlinien der Unbekannten Ä'0.o- 
X.i, X.2 -.. gefunden, so erhält man durch ihre Zusammen
setzung mit der S0-Linie die Einflußlinie einer statischen Größe S 
(z. B. eines Momentes u. dgl.), und zwar nach Maßgabe der vor
stehenden Gleichung (52). Die Multiplikatoren S) der X-Linien 
sind durch Gleichung (51) gegeben.

NB. Ein Beweis für die Richtigkeit des vorhin erläuterten 
Rechnungsganges ergibt sich aus den folgenden Ausführungen über 
das verallgemeinerte Eliminationsverfahren (siehe Abschnitt E), das 
den unter C behandelten Reehnungsgang als Sonderfall in sich 
schließt.

Zahlenbeispiel. A. Berechnung der Unbekannten A und sta
tischer GrößenS für eine gegebene äußere Belastung.

a) Ruhende Belastung. Es soll wieder der Träger auf 5 Stützen 
untersucht werden, und zwar zunächst für eine ruhende Last PM = 1 t im 
Abstande 10 m vom linken Endauflager. — Die Unbekannten ermitteln wir 
nach Gleichung (42), wobei die Verschiebungen der unbestimmten Hauptsysteme 
durch Zusammensetzung aus denen des Grundsystems gefunden werden können. 
Mit den schon im Zahlenbeispiel S. 130 auf diese Weise errechneten Werten 
ergibt sich:

X 2 = -£2^I = —0,233.
[ec. 2]

Die Berechnung einer beliebigen statischen Größe S erfolgt dann gemäß 
Gleichung (52} nach der Formel:

Ä = T~ ^g-0 -Xa.O ~r~ Sb.l Xb.l -{— Sc. 2 ^c.2 • 
Handelt es sich etwa um ein Moment M, so lautet die Gleichung:

J/a.O ^a.O ~~ Mb .1 Xb .1 -f- -Mc.2 Xc.2 .
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Die Vierte J/o, MZ.i, ML.2 können dabei entnommen werden aus den 
Momentenflächen für die Belastung Pm am Grundsvstem (Xr Fläche) und für 
die Lastengruppen Xa.o, Xb.i, Xf.2=l (Mn.o-, Mb.i-, X.g-FJächeJ. — Die 
X0-Fläche ist ein Dreieck nach Fig. 126a. — Die Xa.o-Fläche ist gleich der 
Xa-Fläche (Fig. 126b). — Um die Xs.i-Fläche zu finden, hat man die Last 
Jö.i = 1 am 1-fach unbestimmten Hauptsystem anzubringen, bzw. die aus dem 
Belastungsschema sich ergebende Lastengruppe Xbi = 1, Xab — — —■ =—1 317 

aat
Die zu dieser Belastung gezeichnete Momentenfläche ist die JL . ■-Fläche. 
(Fig. 126 c).— Ebenso finden wir die Mc.2-Fläche, indem wir die aus dem Be
lastungssehema sich ergebende Lastengruppe für X.2 = l, nämlich X =1.

%-bc = — bc.Y 
TbX] — 0,734, Xr = — ~: • X. —aa aa

— 0,719—1,317 ■ 0,734) = 0,247
als Belastung aufbringen. Die dazu gezeichnete Momentenfläche ist die JL.a- 
Fläche (Fig. 126 dj.

Aus diesen Momentenflächen sind dann für den Punkt, dessen Moment 
zu bestimmen ist, die Werte Mo, X.o, Xb.i, zu entnehmen. Das be
reits früher auf anderem Wege berechnete Stützenmoment X bei a (vgl. das 
Zahlenbeispiel in §15) ergibt sich z. B. wie folgt:

X = 3 — (— 41 ■ 1,406 + 3,069 - 0,581 + (— 0,378) ■ (— 0,233) = - 0,753.
b) Bei beweglicher Belastung sind für die Unbekannten Xa.o, X.l, 

X.s die Einflußlinien zu bestimmen. Wie oben gezeigt wurde, sind diese ge
geben durch die Biegungslinien der einzelnen (0-, 1-, 2-fach unbestimmten) 
Hauptsysteme für die Belastungen X.o=l, X.l = l, X.s = l, oder, was 
dasselbe ist. es sind die Biegungslinien des Grundsystems zu ermitteln für die
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Lastengruppen (bestehend aus .Xaa = l), X&.i=l (bestehend aus
1, Ua5 = — l,317,i und Xc.2 — 1 (bestehendaus Xcc = l,Xbc= — 0,734, 

Xae— 0,248;. Diese Biegungslinien des vollwandigen Systems werden gefun
den, indem man (nach § 8) entweder die Momentenflächen für Xa.o — 1, 
Xj.i = l, Xc.2 = l (Ma-, Mb.i-, Mc.r-Fläche) als Belastungen auf den einfachen 
Balken aufbringt und dazu das Seilpolygon zeichnet (Mohrscher Satz), oder 
indem man die elastischen Gewichte nach der Formel

EJwm = (2 Mm 4- M^ + (2 Mm 4- MJ

errechnet und zu diesen Gewichten das Seilpolygon (rechnerisch oder zeichne

risch) bestimmt. Diese Biegungslinien sind noch mit den Werten — r—? ,

— p, —zu multiplizieren; im Zahlenbeispiel §14, c), Seite 142, sind 
die Einflußlinien ermittelt und in Fig. 121a—c aufgetragen.

Will man nun die Einflußlinie für eine beliebige statische Größe S be
stimmen, etwa für das Stützmoment Ms bei a, so errechnen sich deren Ordi
naten nach Gleichung (52):

S = So Sa.O Xa.O 4" Sb.1 Xb. 1 4" Sc. 2 Xc.2, 
also hier

MS=MO -L- Ma.oXa.O-}-Mb.l Xb.l~r Me.2 Xc.2-
Darin sind die Werte Ma.o, Mb.1, Mc.z konstante, von der äußeren Belastung 
unabhängige Werte, hervorgerufen durch die bekannten Belastungen Xa.o, 
Xb.i, Xc.2= 1; sie können aus den Momentenflächen Fig. 126b—d entnommen 
oder nach Gleichung (51) errechnet werden, also wie folgt:
Ma.o = Ma = — 4.
Mb. 1 = Ma • Xa b 4- Mt = (— 4) ■ (1,31 725) 4- (— 2,2) = — 3,069.
Mc. 2 = Ma • Xac 4- Mb • Xic 4- Me = (— 4) • 0,24826 4- (— 2,2) ■ (— 0,73 411)

4- (— 1) = — 0,378.
Mit diesen Werten sind die Ordinaten der Einflußlinien für Ai0.o, Xb.i, Xc.2 
zu multiplizieren und zu denen der Einflußlinie für M, am Grundsystem zu 
addieren. Letztere ist hier ein Dreieck, welches sich über den ganzen Balken 
erstreckt und in a die größte Ordinate 17 = 4 hat (siehe Fig. 127).

Für den Punkt m im Abstande 10 m vom linken Endauflager ergibt sich 
somit die Ordinate der Einflußlinie (MrLinie) wie folgt:

M, = 3—4 • 1,406 4- 3,069 - 0,581 4- 0,378 ■ 0,233 = — 0,753 mt.
In gleicher Weise sind die Ordinaten der übrigen Punkte zu berechnen.
c) Einen zweitenWeg zur Ermittlung der Unbekannten Xa.o, 

Xb.i, Xc.2 bei gegebener (ruhender) Belastung liefert Gleichung (45). Die er
forderlichen Momentenflächen sind in Fig. 126a—d aufgetragen. Unter An-
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Wendung der geschlossenen Ausdrücke § 7b findet man (sämtliche Werte sind 
mit dem konstanten Wert EJ multipliziert):

400
3 ’

^.1=48= 4-3,0692 — 4 [3,069 (2• 3,069 — 3,262) — (— 3,262) (- 3,262■ 2 
o b

^Md-^j 12,804 _

7 71 56,17 ~

4- 3,069); + 4 - 3,2622 = ,
D ö

Me^ds= |-0,3782 — -|-—0,378 (—2-0,378 —1,176)—1,176 (2-1,176-0,378);

-r 4rl,176 (2-1,176 — 2,193) — 2,193 (— 2-2,193 1.176)]
‘ ök
4-4.2^=^

JX Ma ds = 4 (-41-3 -L 4 - 4 (2- 3 4- 6) - 3 (2-6 4- 3)] 

, 15 , ox ß_ 562,5

Mb. 1 ds= 4 • 3 • 3,069 -4- 4 (3,069 (2 - 3 4- 6) — 0,448 (2 ■ 6 -4- 3). 
ö b

4
4- Er 0.448. b ‘

(2-6 — 4,4) - 3,262 (2-4.4 — 6;] — 4'4>4 (- 3,262) = - .
O ö

Mo Md ds = 4 (— 0,378) • 3 4- 4 — 0,378 (2 - 3 4- 6) 4- 0,485 (2-6 4-3)] 
o b u
4

4- 4 [0,485 (2 • 6 + 4,4) 4- 1,176 (2 - 4,4 4- 6)]

4- [1,176 (2-4,4 4- 2) — 2,193 (2-2 4- 4,4)1

+ A 2. (-2,193) = ^--. 
O ö

Damit erhält man durch Bildung der Quotienten die Werte (vgl. S. 156):
/ Ma EJ

— 562,5 
40Ö 1,406

Xb.i „ ds 254,58]Mb'rEJ

2
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D. Eliminationsverfahren mit den Überzähligen X als 
Unbekannten [zweite Methode].

§17. Darstellung der Unbekannten X als Funktionen der Ver
schiebungen [am], [bm], ...,[rm] des Grundsystems.
a) Darstellung der Unbekannten als Funktion der Verschiebungen 

[am], [bm.l], [cm.2j....
In der Tabelle I 'S. 125) sind die Werte der Überzähligen X 

dargestellt. Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die 
betreffende Unbekannte. Jede Unbekannte, z. B. X,. enthält die als 
bereits berechnet anzunehmenden Werte der nachfolgenden Unbe
kannten Xd—Wr. Diese letztere, also Xr stellt sich als Quotient 
zweier Verschiebungen des (o—l)-fach unbestimmten Hauptsystems 
dar. Würde man diesen Wert in die vorherige Kolonne (Unbe
kannte X , s. Tabelle I) einsetzen, so würde sich Xq lediglich aus 
Quotienten von Verschiebungen zusammensetzen. So könnte man fort
fahren und die gefundenen Werte Xr und in die Kolonne für 
X einsetzen und so fort bis hinauf zu Xa. Dann wäre jede Über
zählige lediglich aus Quotienten von Verschiebungen dargestellt, und 
zwar von Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme ansteigender 
statischer Unbestimmtheit. Jeden dieser Ausdrücke einer Unbe
kannten X könnte man so ordnen, daß alle Glieder mit [am], alle 
mit alle mit [cm.2] usw. je für sich zusammengestellt
würden.

Diese Darstellung suchen wir jetzt zu gewinnen, und zwar er
reichen wir dies am einfachsten unter Anwendung des zuletzt (siehe 
Abschn. 0) verwandten. Gedankenganges auf folgendem Wege.

Jede statische Größe 8 kann aus der Gleichung berechnet 
werden:

'S — So 4- Sa.o-Xa.o -j- Sb.i-Xi,.! — Sc.2-Xc_2

Die Bedeutung dieser Größen wurde im letzten Abschnitt erläutert. 
— Wir wenden diese Gleichung an auf die überzähligen X des 
Systems, die wir ja gleichfalls als statische Größen S auffassen 
können.

Untersuchen wir z. B. die erste überzählige Größe Xa und 
fragen nach den Multiplikatoren 8 der Unbekannten in voriger 
Gleichung.

So, 
Sa.Ot 
Sb.l, 
Sc.2,

d. h. Xa infolge P (am Grundsystem); So =0
” Xa Xa.O — 1; sa.o = 1
” Xa K&.i = 1; Si.i = Xab
” Xa Xc.2 = 1; Sc. 2

8r.(0-1) ---VSr.(o—1)- ”
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Es ist wohl ohne weiteres klar, daß z. B. Se,2 hier derjenige Wert 
von Xa ist, der infolge Xc,2 = 1. d. h. infolge Xf=l am 2-faeh un
bestimmten System hervorgerufen wird. Diesen Wert nannten wir 
Xac: es ist die in Xa wirkende Einzellast der Lastengruppe Xe.2 = 1- 
So stellen hier alle Multiplikatoren S die in a wirkenden Lasten 
der verschiedenen Lastengruppen Za,0. X6.i, X.2 ■ • • Xr. s-i = 1 dar.

Diese Werte sind uns nicht mehr unbekannt; sie sind durch 
das Belastungssehema Tabelle III, S. 140 gegeben. Dort ist eine 
Lastengruppe Xk.g = 1 dargestellt. Die erste Vertikalkolonne gibt 
uns die Last Xa.^, also den Multiplikator Sk.s von X^. — Bekannt
lich gibt das Belastungsschema, wenn man die Reihen und Kolonnen 
fortsetzt bzw. begrenzt, auch für jeden anderen Belastungszustand 
die Einzellasten der Lastengruppen X.y = l. Z. B. würde manZa,5 
erhalten, wenn man die Tabelle III bei der dritten Kolonne ab
schließen und ^^=1 setzen würde (Lastengruppe We.2 = ll

Wir können also für die erste Überzählige Xa schreiben:
---Xaa ' Xa.O “t“ Xab ’Xb.l Xac' Xc.2 .... Xar • Xr. —

Setzen wir für die Größen Xa.o, X;,^.... ihre Werte ein, so 
ergibt sich:

_ [am] [hm.l] [cm.2] [rm.(o — 1)]
[aa] al>'[bbX] [cc.2] '‘ ar' [rr.(S— 1)] ’

Wir führen folgende Abkürzungen ein:
1

i

1
[rr.(p — 1)]

Dann erhalten wir
Xa = X aa 'Ha ’ [“ m\ + Xab ' Vb ‘ [& m- 1] + 4 ’ Pc ' [C m • 2] + • - ’ 

+ xar'Pr [rm.(Q— 1)].
Die gleichen Überlegungen führen zu entsprechenden Ausdrücken 
für die folgenden Überzähligen. Handelt es sich z. B. um die dritte 
Unbekannte Xc, so ist der Wert Xc infolge Wa.0 = l und Aj.i = l 
naturgemäß gleich 0, weil hierbei in c keine Lasten wirken. Die 
Reihe beginnt erst bei Tm=1 infolge X.2 = l. Man erhält:

Xc = Xcc • Pc EC m ■ 2] + Xcä ■ Zü m ■ 3] + • • • Xcr ' Er m • (ß ~ !)] ’

Wir schreiben die Unbekannten in einer Tabelle zusammen und er
halten folgende Darstellung:

Pirlet, Statik. IL 1. 11



Tabelle IV.
Darstellung der Unbekannten IV des y-fach unbestimmten (Systems 

I II

/'

a
Xn

b
xb

c
Xe

d
Xa

e

xe
f
x,

9 
xu

p

Xp
<1 ( r
X, | X,

Multiplikator 
Ihllj 

der Weite Xi

a Pu X ■^au

xbb 

xb, 

Xbd X,id

Xec

a;. Xu

—

[«ih|

[bm. 1]

|< m.21

[dm 3| 

^em 4, 

l/m 5]

b

c

Pb

/'<

Xa b

Xa. Xcc

Xedd 

e 

f

9

Pd

Pc

Pf

Xad

x■^■a e

xaf

xbe

xb/

X,e

X./

Xflc

X.if

P Pp Xa p xbv Xc p Xdp Xt Xfp . . . XpV [^m.(j> 3)1

9 Pa

p. ? 
, * 1"

 ; Xbq x«

Xei

x=xc

X,iv 

x.„
« 

1 
- 

1 
H 

| 
II 

1 
1__

l2
’

Xfq

-

Xpq

Xl>r

• ■ Xp

Xqq

Xq, X,, 

x^xr

|/7 m (y 2)|

rrm.(y- 1)|r

bi
 1

II
 1 

*
1" X,L 

x=xfX— Ar — — A = Xq
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Wie die Tabelle zu verwenden ist. ergibt sich aus dem Ver
gleich des vorhin ermittelten Wertes für Xn oder W mit den ent
sprechenden Kolonnen der Tabelle.

Jede Überzählige A'£ ergibt sich als eine Summe von Produkten, 
und zwar auf folgende Weise:

Jeder Wert Xik einer beliebigen Vertikalkolonne i wird mit den 
beiden auf der gleichen Horizontalen stehenden Größen der Kolonne I 
und II multipliziert, also mit und [km.v]. Die Summe sämtlicher 
Produkte gibt die Unbekannte Xv

Wie die Lasten Xik aus dem Belastungsschema zu ermitteln 
sind, wurde bereits vorhin bei der Bestimmung der Unbekannten 
angedeutet. Die in Tabelle III z. B. dargestellten Lasten Xak bis 
Xkk des Belastungszustandes Zj.9= 1 geben die sämtlichen Werte Ji 
der horizontalen Reihe k in vorstehender Tabelle Um die ent
sprechenden Werte der Reihe i zu erhalten, wäre der Belastungs
zustand ^.8 = 1 zu bestimmen, d. h. die Tabelle III wäre für 
X,, — 1 bis zur 8. Reihe zu entwickeln.

Die durch vorstehende Tabelle dargestellte Berechnung der Un
bekannten X läuft bei beweglicher Belastung darauf hinaus, die 
Einflußlinien der W aus den Biegungslinien der einzelnen Haupt
systeme ansteigender statischer Unbestimmtheit zusammenzusetzen. 
Diese Biegungslinien setzen sich nun aber wiederum zusammen aus 
solchen des Grundsystems. Darum muß es auch möglich sein, die 
vorhin gefundenen Ausdrücke der Überzähligen X als Funktionen 
der Verschiebungen des Grundsystems, also der Werte [am], [bm], 
[cm], .... [rm] zusammenzusetzen. Wie diese Zusammensetzung in 
einfacher Weise erfolgen kann, darüber soll im folgenden eine nähere 
Untersuchung angestellt werden.

b) Darstellung der Unbekannten als Funktion der Verschie
bungen [am], [bm], [cm], ... [rm].

Wir betrachten den vorhin ermittelten Ausdruck für eine Über
zählige, etwa Wc. Dieser Wert lautet:

Xc = Xee '^ACm-2] +Xcd\Ud-[dm-$] + '' ■ Xer ’ ’ [rm.(O — 1)] .

Die Werte [cm. 2], [dm. 3] ... sind Ordinaten der Biegungslinien 
für die Belastungszustände ^.2=1, Xz.3 = l ... bis Ar.(e_1)=l. 
Diese Belastungszustände sind die uns bekannten Lastengruppen, 
die wir der Veranschaulichung halber in Fig. 128 nochmals dar
stellen.

Wir denken uns einen Träger auf (p -f- 2) Stützen mit den p 
Unbekannten (Stützendrücken) Xa bis Xr. In Fig. 128 sind einige 
Lastengruppen nebst den zugehörigen Momentenflächen angedeutet. 
Gemäß dem vorstehenden Ausdruck für Xc könnte man die Einfluß
linie für Xc auf folgendem Wege erhalten. Man multipliziert die 
Lasten Xae, Xlc, XCI in Fig. 128b mit den Konstanten XQ c • und

11*
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Grundsystem und Angriffspunkte a bis r der Überzähligen Alo bis Tr.

Fig. 128 a.

a b c d e
,------------ j---------- ,----------- f-

Be/asfungszus/and 3 =/

Fd.

Fig. 128 b.

Fig. 128 c.

Fig. 128 d.

Be/ash/ng$zusfand Xr

ermittelt die Biegungslinie; desgleichen multipliziert man die Lasten 
Xad bis Xdä (Fig. 128c) mit Xsd-gd und ermittelt die Biegungs
linie; entsprechend verfährt man mit allen folgenden Lastengruppen 
bis zur letzten Xr, wo man alle Lasten mit den konstanten Xer-gr 
multipliziert und die Biegungslinie zeichnet. Hiernach wären ge
mäß der Gleichung für Xc die Ordinaten dieser sämtlichen Biegungs
linien zusammenzusetzen.

Nun kann man, anstatt die Biegungslinien einzeln zu ermitteln 
und sie dann zusammenzusetzen, auch direkt eine einzige Biegungs
linie zu einem zusammengesetzten Belastungszustand ermitteln, d. h. 
man kann die Zusammensetzung in den Belastungsordinaten vor
nehmen.

Wir fragen also: welches sind die in den Punkten a, b, c, ... r 
wirkenden Lasten, deren Biegungslinie direkt die Xc-Linie liefert? 
U Wir wollen diese Lasten mit Xac, Xie, Xcc, Xdc, ... Xpc, Xie, 
Xre bezeichnen (s. Fig. 129).

Man erkennt ohne weiteres, daß wir die Lasten X in jedem 
einzelnen der Punkte a bis r finden, wenn wir die vorhin in dem
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betreffenden Punkte wirkenden, in Fig. 128 angeschriebenen Lasten 
mit den angegebenen Faktoren multiplizieren und addieren.

Es wird also z. B.

~ " Pc' ' X?c ä ’ Xd "7“ Pe ' Xe ’ X« ~7" • •" Pt ' Xr ’^er'
~Xe /*c‘Xe Xe-U ’ *X d ' "X d ~“ Pe ’ X>e 'Xe ‘ ' iUr’Xr‘Xr* 
Xe <Wr'Xee’X-c <Url ’ "Xd ’ Xd ~ ft’Xe'Xe T-"’ ÄG'Xr'Xr’ 

Xe = ."d'Xd’Xd .“e’Xe’Xe T"-.Ur’Xr’Xr>

Diese Ausdrücke ergeben sich nun, wie man sieht, in einfachster 
Weise aus Tabelle IV: Man multipliziert die Werte der Vertikal
kolonne c mit den auf gleicher Horizontalen stehenden Werten der 
einzelnen Kolonnen a, 5, c, ... r und den zugehörigen Multipli
katoren u.

Also die Last T d würde sich in folgender Form ergeben 
X = 0|:

Xd = “d'Xr Xd — .we ' Xfe ’ Xe W • ’ • Pr' Xr ' Xr’

Allgemein kann man sagen: Eine Last Xki der zur Bestim
mung von Xi dienenden Lastengruppe ergibt sich aus 
Tabelle IV wie folgt:

Man multipliziert die Glieder der Vertikalkolonne i 
mit den Gliedern der Kolonne k, multipliziert jedes 
dieser Produkte mit dem (in Kolonne I links) auf gleicher 
Horizontalen stehenden Multiplikator ii und addiert die 
Ergebnisse. >

Die Biegungslinie zu der Lastengruppe Xai, Xbi,... Xri, 
liefert die Einflußlinie für Xr Man kann den Wert somit auch 
in der Form schreiben:

Xt = Xai [am] -}-Xr [öm] — Xei [cm] + ... ■ (54)

Anmerkung 1: Die Last X^i der zu X; gehörigen Lastengruppe muß 
naturgemäß gleich der Last Xik der zu Xk gehörigen Lastengruppe sein. Denn 
in beiden Fällen werden die gleichen Kolonnen i und k miteinander multi
pliziert. Es ergibt sieh also:

Xki = Xik........................................... (55)

Anmerkung 2: Es bedarf wohl keiner Erwähnung, daß Gl. (54) in gleicher 
Weise einen Weg für die Untersuchung ruhender Belastung angibt. 
Wenn hiernach die Lasten A ermittelt sind, ergibt sich die Unbekannte, d. h. 
speziell ihr Zählerwert, aus den Verschiebungen des Grundsystems infolge der 
äußeren Belastung Pm. Diese Verschiebungen nehmen wir in gewohnter Weise 
als berechnet an.
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Anmerkung ?>: Bestimmt man die infolge der Lastengruppen Xai, Ai;. . . . 
Ai; ,■ auftretenden Momente Mi, Normalkräfte A’; und Querkräfte Q, nach der 
Gleichung:

. JUÄr(, ] 
X^N^-X^ - Xt-X,,— X-X.-— - - - A>Xrf. | • - ■ (56) 
Qi — Qn'Xni Qb-Xbl —p Qe-Xei . . . Qr-Xri, j

so kann man X, auch aus folgender Gleichung finden:

Diesen Ausdruck kann man aus der vorhin is. Gl. 54) angegebenen Gleichung 
für Xi ableiten, wenn man für am . bm, cm . . . . ’rm die Summenwerte 
einsetzt. Man erhält dann, wenn der Einfachheit halber nur die Momente be
rücksichtigt werden:

Xi = Xai- . Xrl- ßf0 JIr—
J XL J I XL J I XL J

=Jm0 Xai Ma -4- Xti-Mb - . . . x. — = Jk Ui ~.

c) Erläuterung des Reehnungsganges. Zahlenbeispiel.
Nach den vorstehenden Ausführungen gestaltet sich der Rech

nungsgang wie folgt:
Nachdem die Verschiebungen des Grundsystems und der ein

zelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme berechnet sind, wird 
die Tabelle der Festwerte ermittelt. Diese liefern die Unterlagen 
für das Belastungsschema (s. Tabelle III, S. 140), welches die einzelnen 
Lastengruppen AVo = 1 • X i = 1, Ä’^ = 1 zu berechnen gestattet. 
Damit ist die vorstehende Tabelle IV gegeben; diese sei hier noch
mals für ein 5-fach statisch unbestimmten System dargestellt, an 
dem der weitere Rechnungsgang erläutert werden soll.

Die in einer Horizontalreihe stehenden Lasten, z. B. Aa(! bis A'((l7 
der Reihe d. geben die Einzellasten der Lastengruppe

Tabelle IV für ein 5-fach statisch unbestimmtes System.
X.3 = l: ^,= 1).

a , b C e

^aa ■

ßb ^-a b -k-b b
xae Xbc ^cc
Xati XbJ xc„ ^dd

Pe •^■ae ^be X/lc

Um nun die Lasten A'(IO bis A'ea zu erhalten, d. h. diejenige Lasten
gruppe. welche nach Gl. (54) direkt die Überzählige Xa liefert, multi
plizieren wir die erste Vertikalkolonne a mit sämtlichen Vertikal-
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kolonnen a bis e unter jeweiliger Zufügung des Faktors u. Man 
erhält folgende Tabelle der Werte Xaa bis A” .

Tabelle der Lasten Xaa bis Xpa.

"b

ltc tlc ^■ac ^bt x,c Xce

"" XL? “d X„n Xi,,, Ut Xaa Xej u Xarl X^d

e b t ut ^ce ^ae -^-de ^ae xie

V -^•aa Xt,a X, x,„ X
Die Summe der Produkte einer Vertikalkolonne ergibt die be

treffende Last A" bis Xea.
Um die Werte Aai bis A'e6 zu finden, ist die Kolonne b in 

obiger Tabelle mit sämtlichen Kolonnen a bis e zu multiplizieren. 
Dabei ist Xab = Xla. also bekannt. Man erhält folgende Tabelle

Tabelle der Lasten Xab bis Xtb.

—
tlb

tl(

1

. 
( O.

tlf xbl X,,
----------

Ud Xbä ‘<d X/a X,,! Ud Xi,d Xjd

ue X/,, X, e Llt ^■bc ^dt ^be

Xa!, X) X,/, Xdb Xc/,--  X, /

Entsprechend ergeben sich die folgenden Tabellen für die 
Unbekannten A” bis Ä’ .e e

Tabelle der Lasten A'nt bis Xel.

"il X, ,/ X,/,/
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Tabelle der Lasten XaiI bis Ä’ed.
—------------

Pf' e ’ ^-de ‘ be

^ad-- -^d a Xba = Xdb xra = xd.. Xdd ।

Die Lasten Xae, Xbe. Xee, Xäe, Xee sind ohne weiteres gegeben, 
und zwar durch den Belastungszustand ^.5 = 1. d. h. durch das 
Belastungsschema (Tabelle III). Dieser Belastungszustand ist jedoch 
noch mit zu multiplizieren. Nun bestehen aber gemäß Gl. (55) 
wiederum die Beziehungen:

e ^b e ^eb> ^ce -^ec’ ^äe

Also sind auch die letzten Lasten der vorhin errechneten Gruppen 
(s. vorstehende Tabellen) von vornherein gegeben. Es bedarf also 
bei den einzelnen Gruppen nur der Berechnung von 4, bzw. 3, bzw. 2, 
bzw. 1, Lasten AT, insgesamt also sind bei diesem 5-fach statisch un
bestimmten System nur 1 —2 —3 —p 4 = 10 Lasten X für die 
Gruppen der sämtlichen 5 Unbekannten zu berechnen.

Allgemein sind bei einem «-fach statisch unbestimmten 
System

1 + 2 4- 3 + 4 — ... (n — 1) = | (n — 1) ■ n
Lasten X zu berechnen.

Zahlenbeispiel. Zur Erläuterung des Verfahrens berechnen wir die 
fraglichen Lastengruppen bei dem früher behandelten Träger auf 5 Stützen 
('s. S. 115). Die Verschiebungen des Grundsystems (s. S. 116), sowie die Fest
werte und damit die Lastengruppen Xa.o=l, A6.i = 1, Te.2 = l sind be
reits berechnet (s. S. 131). Für die Werte fi erhalten wir:

— i = - 0,025,
aa\ 40 

1 1
'bbX\ = — 25,458 — “ 0,0392 ’

w—°'I7S-
Die Tabelle IV ergibt also folgende Werte:

,lld =--  0,025 %aa = 1
-------------- -----

ftb = — 0,0392

—0,178

Xab =--  1,317 = \

Xac= — 0,248 Xic = — 0,734 Xbd = 1
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Die für X„ gültigen Lasten Xa„, Xda, X, a ergeben sich nach den vor
stehenden Regeln wie folgt:

Xaa = — 1-0,025 - 1,317-1.317-0,0392 — 0.248-0,248-0,178 = —0,104,
X„ a = — 1,317 ■ 1 • 0,392 -- 0,248 - 0,734 • 0,178 = — 0,084,
Xca = -U Xae = — 0,248 - 0,178 = — 0,044.

Von den für Xb gültigen Lasten XaÄ. Xit,, X, * ist:
Xa^ = Xi,a = — 0,084,
Xtb = — 1-0,0392 — 0,734-0,734-0,178 = — 0.135,
X4=IJ( = nc-Xbe = -L 0,734-0.178 = — 0,130.

Die Lasten Xa<,, Xt,r, Xee sind gleich Xa,-, X6,, Xer, also durch Ta
belle IV gegeben (Multiplikator

Es waren also nur — = 3 Lasten X zu berechnen. Die Gleichungen

für die 'Überzähligen (s. Gl. 54? lauten:
Xa = — 0,104 [am. -J- 0,084 [bm — 0.044 cm[,
Xi, = — 0,084 [am] — 0,135 bm[ 0,130
Xc = — 0,044 [am] 0,130 bm. — 0,178 [cm_.

Hiernach sind die Überzähligen X für jede Belastung gegeben, nachdem 
die Absolutglieder [am, bm , [cm berechnet sind.

Die Ergebnisse stimmen mit den früher gefundenen Werten überein :vgl. 
S. 116 u. S. 148).

E. Verallgemeinertes Eliminationsverfahreii.
Lastengruppen T mit teilweise willkürlichen 

Einzellasten sind, die Unbekannten1).
§ 18. Die Elastizitätsgleichungen und die Berechnung der 

Unbekannten T.
a) Die Unbekannten T". Bezeichnungen.
Die in § 10 bis 17 besprochenen Lösungsverfahren liefern die Un

bekannten X, die identisch sind mit den überzähligen des Systems; 
diese Lasten X wirken neben den äußeren Kräften Pm am Grund
system.

Die Unbekannten der Aufgabe brauchen nun aber keineswegs 
identisch mit den überzähligen Größen X zu sein. Dies zeigt ins
besondere das vorhin behandelte Verfahren. Dort wurden die Größen 
Xu.o, Xb.i, Xc,2--- als Unbekannte verwandt, also Kräfte, die an 
statisch unbestimmten Hauptsystemen wirken. Wir sahen dabei, daß 
diese Unbekannten eigentlich Lastengruppen darstellen; die Einzel-

0 Dieses Verfahren mußte der Vollständigkeit wegen gleichfalls hier an
gegeben werden, weil wir es zur Erklärung gewisser gebräuchlicher Berech
nungsmethoden einzelner Systeme benötigen. Zur rechnerischen Durchführung 
von Aufgaben wird man diese Lösung wegen ihres Umfanges im allgemeinen 
nicht anwenden. Wir werden später bei der Berechnung hochgradig statisch 
unbestimmter, und zwar speziell symmetrischer Systeme, vereinzelt von diesem 
Verfahren mit Vorteil Gebrauch machen.
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lasten dieser Lastengruppen wirken in Richtung einzelner der über
zähligen Größen. So bedeutet z. B. die Unbekannte ÄY2 diejenige 
Kraft, die am 2-fach statisch unbestimmten System im Punkte c 
! dem Angriffspunkt der Überzähligen V l infolge P. wirksam wird 
(Fig. 130a . Anstatt die Kraft Ak.2 als Einzellast am 2-fach statisch

unbestimmten Hauptsystem anzusehen, kann man sie auch im Verein 
mit den beiden in a und 5 auftretenden Lasten als eine aus 3 Kräften 
Xat, Xbc. XLC bestehende Lastengruppe betrachten, die am Grund
system wirkt ('Fig. 130 b). Das ist insbesondere auch durch die Form 
für den Beitrag der Unbekannten A'c.2 zu einer statischen Größe 5 
zum Ausdruck gebracht:

S^2-Xc.!> = (Sa-Xac-!r Sb-Xbi — S,-XIC} Xc,2 (vgl. Abschn. C).
Der infolge Wc.2 = l auftretende Wert 8 (nämlich Sc^ ist hiernach 
der Gesamteinfluß der Lastengruppe ATac, Xbe, XiC auf das Grund
system ; die Einzellasten dieser Gruppe, welche den Zustand Ak-s = 1 
darstellen, sind zahlenmäßig gegebene und durch das Belastungs
schema (siehe § 14, Tabelle III, S. 140) dargestellte Größen.

Allgemein stellt bei diesem Verfahren eine Größe Ak.,. = 1 eine 
Gruppe von — 1 gegebenen Lasten Xai, Xbi. Xci...Xii dar. die 
in den Punkten a, b, c...i wirken. Xti ist gleich 1; alle folgenden 
Lasten Alu, A’z;, Xmi ... Xrl, d. h. die in den auf i folgenden Punkten 
wirkenden Lasten sind gleich 0.

Diese Angaben über das früher besprochene Verfahren sind hier 
noch einmal wiederholt worden, weil dieses große Ähnlichkeit mit 
der hier in Frage stehenden verallgemeinerten Methode hat. ja 
eigentlich einen Sonderfall der letzteren darstellt. —

Wir gehen nämlich jetzt einen Schritt weiter und wählen neue 
Gruppen als Unbekannte, die wir mit Y bezeichnen wollen, und zwar 
sollen bei all diesen Gruppen 1' in sämtlichen Angriffspunkten der 
überzähligen Größen, also in a. b, c ...r Einzellasten A’ai, Xti, 
Xei ... Xri wirken. Der Ort, wo eine Einzellast wirkt, ist also wieder 
durch den ersten Index, die Ursache, d. h. hier die Gruppe, der die 
Einzellast angehört, durch den zweiten Index gekennzeichnet. Diese 
Lasten Xai bis Xri wollen wir zunächst in willkürlicher Größe an
nehmen. Wir werden aber sehen, daß wir mit Hilfe gewisser Neben
bedingungen die Werte bis Xfi, also Xai, Xbi. Xci... Xhi berechnen, 
so daß nur die Lasten X,-, Xf ... A' - willkürlich bleiben, d. h. also 
jene Lasten, die beim früheren Verfahren die Werte Ä' = 1. 
xk = X, = ... X {= 0 hatten.
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Die Unbekannten Ya. Yb, Y ...Yr werden wir aus den Elasti
zitätsbedingungen berechnen. Ihre Verwendung zur Berechnung sta
tischer Größen S entspricht ganz derjenigen der früheren Größen Xu. . 
-U&.i, Xc,2 ... Xr. . Der Beitrag einer Unbekannten Y. zu einer 
Größe S ist gleich 5,17, wo den Wert 5 infolge F,= l bedeutet, 
d. h. die Wirkung der Lastengruppe 17 = 1 auf das Grundsystem. - - 
Nach diesen einleitenden Ausführungen besprechen wär nunmehr den 
Gang des Verfahrens.

Bezeichnungen. In den früheren Rechnungen bedeutete:
[i>] die Verschiebung von i (Angriffspunkt der Überzähligen A' 

in Richtung von Xt infolge = 1 am Grundsystem:
[fm] die Verschiebung von i infolge der äußeren Lasten P( , am 

Grundsystem:
[im.v] die Verschiebung von i infolge der äußeren Lasten Phi 

am r-fach statisch unbestimmten Hauptsystem.
Wir fragen nunmehr nach der Verschiebung von i infolge 

Yk = 1, d. h. infolge der Lastengruppe Xak. Xbk. X^ ... Xrk. und 
bezeichnen diesen Wert mit [/X]. Offenbar erhalten wir dafür nach 
dem Superpositionsgesetz den Ausdruck:

[iK] = [ia\-Xak — [ib] Xbk — [ic]Xek + ...[ir\Xrk. . (58)
Es sei noch darauf hingewiesen, daß man den vorstehenden 

Wert [i’X] auch bezeichnen kann als die virtuelle Arbeit, welche die 
Last A7 = 1 leistet während der durch die Lastengruppe 1], = 1 
hervorgerufenen Verschiebung des Punktes i, bzw. als die Arbeit, 
die die Gruppe Yk = 1 leistet während der durch die Last A7 = 1 
hervorgerufenen Verschiebung ([i'X] = [Xi]). Will man sich diesen 
Gedankengang veranschaulichen, so betrachte man die Fig. 131. [iK] 
wäre die Verschiebung, die der Punkt i infolge der Belastung I], 
erfährt, bzw. die virtuelle Arbeit, welche die Last X- = 1 leistet, 
während der durch die Lastengruppe Yk = 1 hervorgerufenen Ver
schiebung des Angriffspunktes i vonl] (siehe Fig. 131a). — Vertauscht

Verschiebungszustancf Y^^

______________ A______
——|px;
ße/astungszusfand

Fig. 131a.

man den Belastungs- und Verschiebungszustand, d. h. denkt man 
sich während der Verschiebungen infolge A7 =1 die Lasten Xak. 
Xbk, XL].... Xrk der Lastengruppe Yk = 1 wirkend, so hat die dabei
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von der Gruppe 1’^ = 1 geleistete Arbeit ebenfalls den Wert [iX] 
bzw. [Ki isiehe Fig. 131b).

Verscfiieiwyszus/and ^ = 1

Be/asfungszuski.icf 

Fig. 131b.

Wir fragen nunmehr nach der Arbeit, welche die Lasten
gruppe 1^=1 beim Verschiebungszustand 17 = 1 leistet, 
und bezeichnen diese Größe mit [JK]. Um diesen Wert anzugeben, 
beachte man, daß die Arbeit der Lastengruppe ys = 1 sich zusammen
setzt aus den Arbeiten, welche die Einzellasten dieser Gruppe, also 
die Kräfte

^ak' ^bk’ ^ek ^qk‘ ^rk

während der Verschiebung ihrer Angriffspunkte a, b, c...q. r leisten. 
Da die Verschiebungen infolge der Lastengruppe 17=1 in Betracht 
kommen, so handelt es sich um die Größen

[aJ], [bj], [cJ] ... [qJ], [rj].
Man erhält also für die gesuchte Arbeitssumme den Ausdruck: 

W = [aj] Xot 4- [& J] TW: 4- [cJ^ X, s 4-... [2 J] X^[rJ] Xrlc (59)
Die Fig. 132 veranschaulichen diesen Gedankengang.
Kombiniert man die Verschiebungen infolge 17=1 (Fig. 132 b) 

mit den Lasten Xak bis Xrk des Belastungszustandes Yk = 1 (Fig. 132 a).

MaZ Mm Mm--- mm

ße/asdngszusfar/d Y^ =4

Verschiebungszus/and Y^-f 
Fig. 132 a.

so erhält man den vorstehenden Wert [JK] (siehe Gleichung 59). 
Fragt man dagegen nach der Arbeit der Lastengruppe 17 = 1 
(Fig. 132 b) während der Verschiebungen infolge des Zustandes Yk = 1 
(Fig. 132a), so erhält man den Wert [KJ-]:

= [aX] Xai + [bX] Xti 4- [CK] X,, +... [rK] XX.
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ße/astungszus/and 7^=1

Verschiebungszus/and 7^=1 
Fig. 132 b.

Es gilt die Gleichung: 
[JK] = [. KJ]...................................... (60)

(Maxwellscher bzw. Bettischer Satz.
NB. Auch in den Bezeichnungen [JK] bzw. [KJ] entspricht 

der erste Buchstabe dem Verschiebungszustand, der zweite dem Be
lastungszustand, also ähnlich wie bei [iä] der erste Buchstabe i den 
sieh verschiebenden Punkt (Ort der Verschiebung), der zweite k die 
Belastung (Ursache der Verschiebung) kennzeichnet.

b) Erweiterung der Elastizitätsgleiehungen. Die früher ver
wandte Form der Elastizitätsbedingungen lautete:

[i m. ol = 0.
Sie besagt: Die Verschiebung des Punktes i des g-fach un

bestimmten Systems infolge der äußeren Belastung Pm ist gleich 0, 
oder auch, was dasselbe ist, die Arbeit der Last Xi = 1 während 
des wirklichen Verschiebungszustandes (das ist Pm am o-fach un
bestimmten System) ist gleich 0.

Statt dessen kann man aber auch schreiben: 
[J»i.g] = O,......................................(61)

d. h. es gilt auch die erweiterte Bedingung: Die Arbeit der 
Lastengruppe T] = 1 während des wirklichen Verschiebungs
zustandes (Pm am g-fach unbestimmten System) ist gleich 0. 
— Dies leuchtet ohne weiteres ein; denn die zweite (erweiterte) Be
dingung folgt aus der ersten. Ist nämlich die Arbeit für Xi = 1 
gleich 0, so ist sie es auch für ein Vielfaches von 1, etwa für Xt — Xik; 
ferner gilt das, was für X{ besteht, auch für Xa, Xb, Xc... Xr, 
d. h. auch die Arbeit der Lastengruppe lb= 1, also der Lasten Xai, 
Xbi, Xci... Xri, hat den Wert 0, was durch Gleichung (61) aus
gedrückt ist.

Bei dem wirklichen Verschiebungszustand des statisch unbe
stimmten Systems, der in der Gleichung (61) durch den Index m ge
kennzeichnet ist, wirken als Ursache außer der Belastung Pm noch 
die Unbekannten Y. Man erhält also:

[JA] • Ya + [JB] Yb + [JG] ... [JE] Yr + [Jm] = 0 . . (62)
Denn die Arbeit von Yi = 1 (gekennzeichnet durch den Buch

staben J) beim wirklichen Verschiebungszustand setzt sich nach dem 
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Superpositionsgesetz zusammen au- der Arbeit während der Ver
schiebungen infolge der äußeren Lasten Pm .letztes Glied \Jm ; und 
aus den Arbeiten während der Verschiebungen infolge der Un
bekannten 1'. Der Verschiebungszustand infolge einer Lastengruppe 
V. = 1 wird durch den zweiten Buchstaben K in [JK] gekennzeichnet. 
Rührt der Verschiebungszustand von einer Lastengruppe Yk her, so 
ist der dementsprechende Beitrag zur Arbeitssumme gleich XK]-Yk. 
Entsprechendes gilt für alle Unbekannten 1’.

Was durch Gleichung (62) für den Belastungszustand Y* aus
gedrückt wurde, gilt allgemein für jede der einzelnen Lastengruppen 
y Yb, Y ...Yr, und man erhält somit folgende Elastizitäts
gleichungen :

[A4] Ya 4- [-4 B] 1',, [-4 C] V — ... [-4B] Yr = — [4m],
[AB] Y, + [BB] Yb + [BC] Y-... [BB] y„ = - [Bm], 

[C A] Ya + [CB] Y„ 4- [CC] U, - ... [CB] Yr = - |C< (63)

[BA] Ya + [B B] Yb -r [B C] Y^-...[B B] Yr =-[Rn],

Dieses Gleichungssystem entspricht in der äußeren Form dem 
früher zur Berechnung der Überzähligen X verwandten. Ferner sind 
auch hier — was für das Folgende wichtig ist — die entsprechenden 
Koeffizienten seitlich der Diagonalglieder gleich, da nach Gleichung (60) 
die Werte [JK] und [KJ] identisch sind.

c) Lösung der Elastizitätsgleichungen. Darstellung der Lasten
gruppen i’ = 1. Das Belastungsschema (Tabelle V).

«) Die Nebenbedingungen zur Ermittlung der nicht 
willkürlichen (bedingten) Lasten Xik der einzelnen Lasten
gruppen y=l. Um auch hier jede Unbekannte Y als einfachen 
Quotienten zu erhalten, werden wir versuchen, in Gleichung (63) die 
Koeffizienten der seitlich der Diagonale stehenden Größen V, d. h. 
die Koeffizienten [JK] mit ungleichen Buchstaben, zu 0 zu machen. 
Dann ergibt sich nämlich jede Unbekannte aus einer Gleichung mit 
einer L^nbekannten, und zwar in der Form:

Um die erwähnten Koeffizienten [JK] zum Verschwinden zu 
bringen, werden wir über die bisher willkürlich angenommenen Einzel
lasten Xik der verschiedenen Lastengruppen Yk entsprechend ver
fügen. Es stehen uns bei o Gleichungen (entsprechend den p Un
bekannten Ya bis yr) im ganzen | q (o — 1) Bedingungsgleichungen 
von der Form

[JK] = 0
zur Verfügung. Der Faktor | rührt daher, daß in Gleichung (63) je 
zwei entsprechende Koeffizienten seitlich der Diagonale den gleichen 
Wert haben, wie bereits hervorgehoben wurde. Es lassen sich also 
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ebensoviele von den vorher willkürlich angenommenen Lasten Ä der 
Lastengruppen U= 1 aus diesen Bedingungsgleichungen berechnen. 
Da jede Gruppe !’• = 1 im ganzen pEinzellasten (Xai. Xf)i. Xfi...Xri) 
auf weist, also zusammen q-o — o~ Werte vorhanden sind, so 
bleiben

Q~ — lö — l)=|pfp-r-l)
willkürlich zu wählende Lasten übrig. — Es fragt sich daher zu
nächst, auf welche Weise wir die ^0(0—1) bedingten Lasten Xik 
bestimmen, die wir von der Gesamtsumme (p2 Lasten dazu 
auswählen.

Hierbei gehen wir zweckmäßig wie folgt vor. Die Lasten 
-^ia'' ’ ^ra

des Zustandes Ya = 1 werden alle willkürlich gewählt. Die Lasten 
^bb' -^cb ' ’ • ^rb

der Gruppe Yb = 1 wählen wir willkürlich bis auf eine, und zwar 
bis auf die erste Xab, so daß also Xll)... Xrb beliebige Zahlen
werte annehmen. Zur Bestimmung dieser einen Last Xalj benutzen 
wir die Bedingungsgleichung

[2B] = 0,
so daß sich also Xab aus einer Gleichung mit einer Unbekannten 
ergibt.

Die Lasten
X , X, , X ...X ac' Lc' cc re

der Gruppe Y = 1 wählen wir willkürlich bis auf die beiden ersten 
Xat und zur Bestimmung dieser beiden Werte Xac und Xbc 
benutzen wir die Bedingungsgleichungen

L4C] = 0,
[BCJ = O,

so daß sich die beiden bedingten Lasten der Gruppe 1’ = 1 aus 
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten ergeben. — So ist fort
zufahren; von den Lasten der Gruppe Ya = 1 bestimmen wir die 
drei ersten Xaä, Xia, Xcd aus drei Gleichungen mit drei Un
bekannten, nämlich aus

[2D] = 0,
[BD] = O, 
[CD] = 0.

Schließlich gelangt man so zur letzten Gruppe X. = 1. wo nur 
eine, nämlich die letzte Last Xrr, willkürlich ist, während die (p—1) 
anderen aus den Bedingungen

A = 0 
BR] = O 
CB1 = O

[QB] = 0 
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sich ergeben. Man hat also der Reihe nach eine Gleichung mit einer, 
zwei Gleichungen mit zwei. usf. bis o — 1 Gleichungen mit o Un
bekannten aufzulösen, also insgesamt

1 —2 —3-J-...(o —l| = -^-(o—11

Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten. Die Unbekannten dieser 
Gleichungen sind die nicht willkürlichen, d. h. bedingten Lasten der 
Gruppen U=l.

ß) Allgemeine Darstellung der bedingten Lasten 
in den einzelnen Lastengruppen Yb = 1. Das Belastungs
schema.

Wir werden versuchen, auch jetzt alle Unbekannten zusammen
hängend in einer ähnlichen schematischen Anordnung darzustellen, 
wie früher im Belastungsschema (siehe Tabelle III). Zu diesem 
Zwecke betrachten wir der Reihe nach die einzelnen Bedingungs
gleichungen.

Die Lasten der Gruppe Ya = 1, nämlich
^aa’

werden sämtlich willkürlich gewählt. — Von der Gruppe Yt = 1 
wählen wir

^bb’ ^cb’ ^db ‘‘~^rb

willkürlich; zur Bestimmung der Last Xab benutzen wir die Be
dingungsgleichung :

[AB] = O.

[AB] stellt die Arbeit der Lastengruppe 1’ = 1 beim Verschiebungs- 
zustand Ya=l dar, und wir können daher schreiben (s. Gl. 59):

[MB] = [Aa] Xab + [A&] Xbb + [Ac] Xcb + ... [Ar] Xrb = 0.
Wir bringen die willkürlichen Lasten Xbb bis Xrb auf die rechte 
Seite der Gleichung und erhalten:

[Aa]• Xab = - [Aö]Xbb- [Ac] Xcb - [Ad]Xib... [Ar]Xrb.
Die rechte Seite stellt die Arbeit der willkürlichen Lasten 
der Gruppe Yb = 1 beim Verschiebungszustand Ya=l dar, 
und wir bezeichnen diese Arbeitsgröße mit [AB]. Der Strich 
über B deutet also an, daß nur die willkürlichen Lasten der Gruppe 
Vj = l in Frage kommen. Also erhält man:

X = _M 
ai [Aa] ’

Von der Gruppe Fc=l sind die Lasten Xcc, Xdc...Xrc will
kürlich; zur Bestimmung der beiden ersten Lasten Xac und Xbc 
dienen die Bedingungsgleichungen

[AC] = O,
[BC] = O.
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Diese Größen stellen Arbeitssummen der Lastengruppe Y c = 1 dar. 
und zwar [AC] beim Verschiebungszustand Fa=l und [SC] beim 
Verschiebunsszustand K = l. Man kann somit schreiben:C 0

[ÄC] = [A a] Xar 4- [Ab] XbcA- [Ac] Xce +... [Ar] Xr„ = 0.
[SC] = [Ba] Xae + [Bb] Xbr - [Bc] V.c . [Br] = 0.

Bezeichnen wir die Arbeiten der willkürlichen Lasten mit [AC] bzw. 
[BC] und bringen sie auf die rechte Seite, so erhalten wir die beiden 
folgenden Gleichungen zur Bestimmung Xae und Xbc.

\Ad\Xac-^-[Ab]Xbc——[AC].
[Ba}XacA-[Bb]Xb=-[BC\.

Hieraus ergibt sich:

_ _ f R CI r j f_ [Aa][BC] —[Ba] • [AC] _ L J [Am'L J

*c~ [Aa\[Bb]-[Ba][AV~ [Ba]

Diese Form von Zähler und Nenner entspricht den früher gefun
denen Ausdrücken (vgl. § 12), und wir wählen daher auch die ent
sprechenden Bezeichnungen:

[^]-^-[Ba] = [BC.l], 

[Bb]—^.[B«] = [Bb.l].

Alan erhält somit

V
6c [Bb.l]’

Setzt man Xbc in die erste der beiden Bedingungsgleichungen ein. 
so findet man die Last Xac".

[acj [Ab] y
[Aa] [Aa]‘ 6"‘

Damit sind die beiden bedingten Lasten Xac und Xbc der Gruppe 
Yc = 1 gefunden.

In gleicher Weise könnte man die entsprechenden Lasten der 
nächsten Gruppen Y = 1 ermitteln. Man erkennt aber schon jetzt, 
daß die Form der Ausdrücke sowie ihre Reihenfolge dem früheren 
Verfahren ganz und gar entsprechen, so daß sich die folgenden 
Lastengruppen ohne weiteres angeben lassen. So z. B. würden für 
die nächste Lastengruppe Ya — 1 die nicht willkürlichen (bedingten) 
Lasten Xb(V X^ sieh aus folgenden Gleichungen bestimmen:

[AD]=0, 
[BD] = 0, 
[CD] =0.

Pi riet, Statik. II. 1. 12
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Man erhält-:

v =
cd [Cc.2] :
v_____ [55-11 [Bc.lJ v

bd [B&.l] [B6.1] ed’
y [AD] [Ac] [Ab]

ad [Aa] [Aa] cä [Aa] ld'
Wir schreiben diese Werte in der von früher gewohnten Weise 

zusammen und erkennen den übersichtlichen Aufbau der Ausdrücke 
für die Einzellasten X der Gruppe Yd = 1.

^aj ^bd xcd Xdd Xed ... xrd

[Äa]liä

[Aa]
[Bc.l] v 
[Bö.l]

[AD] 
[Aa]

rBD.l]
[B&.l]

[CDA] 
[Cc.2]

^■dd Aed ...xrd

Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die betreffende 
Last X^ bis Xcd; die willkürlichen Lasten Xdä bis Xrd würden in 
die folgenden Kolonnen einzusetzen sein. Die in der untersten 
Horizontalreihe stehenden Quotienten enthalten im Zähler die Ar
beiten aller willkürlichen Lasten Xdd bis Xrd, wras durch D gekenn
zeichnet ist.

Von besonderem Interesse ist die Beziehung zwischen den Lasten 
der Gruppe Yä = l und den vorherigen Vc = l und 1^=1. Der 
Vergleich läßt nämlich folgendes erkennen. Streicht man die un
terste Horizontalreihe fort und schreibt in der nächst vorhergehenden 
C statt c und setzt noch die willkürlichen Lasten Xcc bis Xrc ein, 
so stellt die dadurch erhaltene Gruppe den Belastungszustand 1’= 1 
dar. Streicht man auch die vorletzte Horizontalreihe fort, schreibt 
B statt b und setzt noch die willkürlichen Lasten X5S bis Xrb ein, 
so hat man den Belastungszustand 1^ = 1. Man erkennt also, daß 
allgemein die Darstellung der letzten Gruppe Yr — 1 zugleich das 
Schema für alle vorhergehenden Lastengruppen Ya, Yb, Yc... liefert, 
d. h. wir haben wiederum das, was wir früher das Belastungs
schema nannten. —

Die Quotienten des Belastungsschemas sind von der äußeren 
Belastung unabhängige, feste Werte und sollen deshalb wie früher 
als Festwerte bezeichnet werden.

Wir geben wiederum (vgl. S. 180) das Belastungsschema für ein 
10-fach statisch unbestimmtes System an, wo es sich also um die 
Unbekannten Ya bis Y^ handelt. Das Belastungsschema ist gegeben 
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durch die Darstellung der Lastengruppe — 1 (vgl. Tabelle V). 
Es stellt zugleich alle übrigen Lastengruppen F= 1 schematisch dar. 
So z. B. erhält man die bereits vorhin angegebene Lastengruppe 
Fd = l, indem man nur die Reihen (a), b, c, a in Betracht zieht 
und die Lasten Xid, Xed. Xfd... Xrd willkürlich wählt; an Stelle 
des Buchstabens k tritt der Buchstabe d im Index der Lasten X 
ein, und entsprechend ist in der untersten Zeile D statt X zu setzen 
(vgl. die Lastengruppe 1’^=1, S. 178).

d) Angaben zur zahlenmäßigen Ausrechnung der Lasten
gruppen r= 1. Der Gang der Berechnung der im Belastungsschema 
vorkommenden Größen ist der folgende:

Die Lasten Xaa, X.a, X...Xra der Gruppe E =1 wähle 
man willkürlich und berechne nach Gleichung (58) die Werte [Aa], 
[Ah], [Ac]...[Ar]. Aus diesen erhält man die Quotienten der 
ersten Vertikalkolonne des Belastungsschemas. — Alsdann wähle 
man die Lasten Xbi, Xci, Xdi ... Xri der Gruppe Yb = 1 willkür
lich und berechne nach Gleichung (59) zwecks Bestimmung der be
dingten ersten Last Xab dieser Gruppe den Wert [AB] aus den 
willkürlichen Lasten. Ist hiernach

X t^]
[Aa]

gefunden, so sind die gesamten Lasten X der Gruppe E6 = l ge
geben. — Hierauf verfahre man entsprechend mit den folgenden 
Gruppen Y — 1 und beachte die Beziehungen zu den Arbeiten der 
vorherigen Gruppen Y. BeiVc=l wählt man X^. Xdc...XTe will
kürlich; für die bedingten Lasten Xbc und Xac gelten die 
Gleichungen:

[BC. 1] ~
— MM

X MC] [A&]
ac [Aa] [Aa] dc*

Die hierbei vorkommenden Arbeitsgrößen enthalten die bereits be
kannten. vorher bestimmten Lastengruppen Yb = 1 und Ya = 1, so
wie die willkürlichen, also ebenfalls bekannten Lasten der Gruppe 
y = 1. Die Einzelwerte sind also nach Gleichung (58) bzw. (59) 
leicht zu bestimmen. — Bezüglich der Zusammensetzung des 
Zählers und Nenners ist zu beachten, daß das erste Glied, z. B. [B C], 
den Buchstaben nach mit dem zu berechnenden Ausdruck, also 
[BC.l], übereinstimmt, aberden nächstniedrigeren Zahlenindex hat; 
daß ferner das zweite Glied so gestaltet ist, daß der Gesamtwert 
der Differenz, algebraisch betrachtet, zu 0 wird. Denn bei rem 
algebraischer Auffassung von [BC.l] hebt sich A und a im Nenner 

12*
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Ta - belle V.
Belastungsschema. Lastengruppe X = l. Zugleich Schema der Lastengruppen TB=1, X = l, T-=l ... usf.)

Xr Xr Xr

1

» 1 Xr Xi Xi Xn. X r

a

b
[Aa]

1

c [Aa]Xt
[Bc-1] 
[D&.l]

d [Ad] 
[Aa]

[Ml] y
[B&.I]

[Cd. 2] 
[Cc.2] X

e [Ae]
[Aa] Xek

[DeA] v 
[Db.l]

[Ce.2] 
[Cc.2] Xr

[De.3]
“ [DdÄ] ,k

f [Afi y[Aa] Xn [D&.l]
[Cf 2]
[Cc 2] Xi _ v

[DdAf'1
_ [XA] 

[De. 4] Xi

9 [Aa] Xgl _ [ggA]
( [DKl]

[Cg.2]
[Cc.2] Xr [Dg-^ r 

[Dd.3]
_ [BgA\ 

[Ke. 4] X,r _ EX-5] 
[Df.öj

h [A6]
[Aa] X,‘k

[B6A] v 
[Bb 1]

[CÄ.2]
[Cc.2] Xi [DhA] v

[Dd.3] '''■ [Ke.4] Xr
[Fh.Y\ 
[Ff.5] Xr

i : [Ai] X[Aa] X* [Bö.l] ,l
[Ci. 2] 
[Cc.2] Xr [Di.3] _

[Dd.3] ,l
[Di.4]
[De.4] Xr

[Fi. 5]
Xr

_ [Gi.6]
[G^-ß] ik [Hh.7] ,k

k [AK] 
[Aa]

[BK.l] 
[Bb 1]

_ [CK. 2] 
[Cc 2]

[DK. 3] 
[Dd.3j

[DK. 4] 
[Ke.4]

[DK..5] 
[FfA]

[GK.6] 
[CgA]

[HKA] 
[Hh.l]

[JK.S] 
[Ji.3] Xr

gegen die beiden gleichen Werte im Zähler, und es bleibt BC—BC—0.
Außerdem erkennt man. daß hinter dem Minuszeichen als erster
Faktor des Produktes ein Festwert auftritt, wobei Zähler und Nenner
stets nur einen, und zwar den gleichen großen Buchstaben (ohne Strich) 

enthalten wäre also z. B. unmöglich).

zu verfahren, wobei ebenfalls die erwähnten Regeln gelten. Man 
schreibe z. B.:

[Cc.2| = [Uc.l] —...........

Der zweite Buchstabe
im Nenner ist ein kleiner, im Zähler ebenfalls ein kleiner und nur
dann ein großer mit Strich, wenn ein solcher schon in dem auf 
der linken Seite stehenden Glied auftritt1). — Unter Beachtung 
dieser Eigentümlichkeiten der Ausdrücke wären die mit dem 
Index 1 versehenen Arbeitsgruppen der zweiten Vertikalkolonne Xbl 
zu berechnen. Ganz entsprechend ist mit den folgenden Kolonnen

Der in Frage kommende Festwert muß, da der Index 1 in Frage 
kommt, den Nenner [136.Ij haben; im Zähler ist zunächst der große 
Buchstabe B einzusetzen, den auch der Nenner [Bö.l] enthält; der 
kleine Buchstabe stimmt mit dem des ersten [Cc.l] überein. Der 
Festwert lautet also

__ -11
[Bb.lY

3) Den Buchstaben a, b, c, d ... sind ebenso wie früher (vgl. Tab. II, 
S. 127) die Zahlen 0, 1, 2, 3 ... zugeordnet.

Damit ist. wenn der Wert von [Cc.2], algebraisch betrachtet, zu 0 
werden soll, auch der letzte Faktor gegeben, und der Ausdruck
lautet:
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In gleicher Weise erhält man z. B. die folgenden Werte, die wir zur 
Erläuterung der gegebenen Regel anschreiben:

[CP.l] = [C5]-^-[Ca],

[C&.1J= [Cä]--^--^«],

[CB.2] = [CÄl]-^^-[Cb.l].

Damit kann dieses einfache Verfahren als genügend klargestellt 
betrachtet werden; für alle höheren Grade der statischen Unbe
stimmtheit gelten die gleichen Regeln.

e) Darstellung der Unbekannten T-.
a) Die Unbekannten als Quotienten zweier Summen 

äußerer Arbeiten.
Nachdem in dieser Weise die Lasten X, . der einzelnen Lasten- 

gruppen 3^=1 ermittelt sind, lassen sich nach den Gleichungen (58) 
und (59) die Arbeitsgrößen [Jm] und [JJ] im Zähler und Nenner 
einer jeden Unbekannten Y{ [s. Gleichung (64)] ohne weiteres an
geben. Für die einzelnen Unbekannten gelten die Gleichungen:

[AA]’ 

[BB] 5 

[CG] ’

[Sm]
== —’[ÄB]’‘

Nach diesen Gleichungen sind die Biegungslinien für die ein
zelnen Belastungszustände Y{ = 1 zugleich die Einflußlinien der Un
bekannten Ye Der Nennerwert [AA] von Yi stellt die Arbeit der 
Lastengruppe 1^=1 beim Verschiebungszustand infolge Yi—1 dar 
und kann nach Gleichung (59) berechnet werden.

ß) Die Unbekannten als Quotienten zweier Summen 
innerer Arbeiten (als Funktion der Momente usw.).

Statt der äußeren Arbeiten kann man auch unter Anwendung 
der Arbeitsgleichung die inneren einsetzen und erhält die nach
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stehenden Werte F, wobei wir hier der Einfachheit halber nur die 
Arbeit der Momente, nicht auch der Normal- und Querkräfte an
schreiben.

r Mads
0 EJ
t 2 dS 

a EJ
r Mbds
0 EJ
. 2 dJ 
b EJ

(66)

' ^rdS

Hier bedeuten — wie früher — die Werte Mn die Momente infolge 
der äußeren Belastung Pm am Grundsystem, die Werte dagegen 
die Momente infolge der Lastengruppe Y{ = 1. Die Werte 5Dt; sind 
nicht zu verwechseln mit den Größen Mf, welche den einzelnen Zu
ständen Xi = 1 entsprechen.

f) Berechnung der Größen 5. Eine Größe S, Moment, Nor
malkraft oder Spannkraft eines Fachwerkes, berechnet sich nach der 
Gleichung:

s=s0 + sa^ + ®5^ + ^;+...^ . . .(67)

Dabei stellt So den Wert von S dar, der infolge der am Grund
system wirkenden äußeren Belastung Pm auftritt; g£ sind die Werte 
von S, die infolge der einzelnen Zustände F{=1 auftreten; dabei 
hat man sich das Grundsystem mit der jeweiligen Lastengruppe F£= 1 
belastet zu denken, also mit den Lasten

Deshalb hat den Wert:
&i=Sa-Xai+Sb-Xbi+SeXci + ...SrXri, . .(68)

wo S , Sb, S ... Sr die Werte der statischen Größe 8 für die Be
lastungen Xa — 1, Xb = 1, Xc = 1 ... Xr = 1 bedeuten.

g) Zahlenbeispiel. Als Zahlenbeispiel behandeln wir den Träger auf 
5 Stützen (s. S. 115), und zwar wollen wir wiederum das Stützenmoment 
bei a für eine Belastung Pm = 11 im Abstande 10 m vom linken Endauflager 
bestimmen (s. § 15, S. 149).

Wir wählen also als Unbekannte drei Lastengruppen Fa, Y6. Yc. Die 
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Gruppen Y=1 bestimmen wir. wie folgt 'die Werte für die Verschiebungen des 
Grundsystems sind aus dem Zahlenbeispiel S. 116 zu entnehmen;:

Die Lasten der Gruppe Ya = 1 wählen wir willkürlich, etwa
A a = 6, Vj a = — 2, X, o = 4.

Jetzt ergibt sich nach Gleichung (58):
[A a] = [aa] Xaa 4- [ab] Xba — [ac] X, a 

= 40 • 6 + 52,69 • (— 2) -j- 28,75 ■ 4 
= 249,62.

[Ab] = fia] Xaa — [bb] Xba [bc] X, a 
= 52,69 • 6 — 94,864 • (— 2) 2- 56,56 ■ 4 
= 352,652.'

[Ac] — [ca] Xaa —p- [ca] Xba [cc] X, a 
= 28,75 ■ 6 4- 56,56 • (— 2) — 40■ 4 
= 219,38.

— — 1,4128.[A a]
Von der Lastengruppe Yb = 1 wählen wir willkürlich

Xb b = 5; X, b = — 3.
Dann ergibt sich:

[AB] = [A6]X44-[Ac]A7/, 
= 352,652-5219,38-(■ 
= 1105,12.

V - _ 1105’12 -
ai [Aal 249.62 4,427.

[Ba] = [aa] Xab 4- [ab] X4b -}- [ac] Xcb 
= 40 (— 4,427) 4- 52,69 ■ 5 + 28,75 ■ (— 3) 
= 0,1116.

[B6] = [5a] Xab - [b 6] Xlb 4- [6c] Xcb
= 52,69 ■ (— 4,427) 4- 94,864 • 5 4- 56,56 • (— 3) 
= 71,370.

[Bc] = [ca] Xab 4- [c6] Xbi h- [cc] Xc/, 
= 28,75 • (— 4,427) + 56.56 ■ 5 -p 40 • (— 3) 
= 35,518.

Von der Gruppe 17 = 1 wählen wir willkürlich
Xcr = 2.

Sodann finden wir:
[AC] = [Ac] X« = 219,38• 2 = 438,76.
[BC] = [Bc] Xcc = 35,518-2 = 71,036.

[BC.l] = [BC] — [Ba]

= 71,036 — 
= 70,839.

0,1116
249,62 •438,76

[B6.1]-[B6]-g|l[Ba]
l21 aj

= 71,370-

= 71,213.
[5C.1] _
[B5.1] -

0,1116
249,62 ‘ 3o2’65iJ
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_ [AC] [Ai] _ 438,76 352,652
[Aa] [Aa]' 4' 249,62 249,62' 7

= — 0,3524.
Damit ergeben sich die Werte:

[Ca] = [aa] Xai — [ai] X4, — [ac] X, 
= 40 • (— 0,3524) — 52.69 ■ i — 0.9948 j — 2s 75 - 2 
= — 9,0013.

[Ui] = [ia] Xa,-p [5i] X41 — [ic] Xr
— 52,69 ■ (— 0,3524; -i- 94,164 (— 0,99481 — 56,56 • 2 
= 0,1872.

Xc' = [ca]Xa, 4- [ei] W«, — [ccj X,.
' = 28,75 ■ (— 0,3524; — 56,56 f — 0,99481 — 40 2 
= 13,606.

Die Werte 1’ ergeben sieh nach den Gleichungen:

Darin ist

Also ist:

y
“ ' [AA] ’

y l-Bm]
4 [BB] ’

y
[CC] ’

i siehe Gleichung 581:
[Am] = [am] Xaa = [bm] Xba — [cm] X, a

= i— 56,251-6 -p i— 88,88) (— 2) — (— 50’-4
= — 359,740.

[Bm] = [am] Xs-p [bm] Xu, -j- [cm] X^s
= (— 56,25) (— 4,427) + (— 88,88) ■ 5 + (— 50) i— 31
= — 45,369.

[Cm] = [am] Xa, = [bm] Xtr p- [cm] Xer
= (-56,25) (— 0,3524)-p(— 88,88) (— 0,9948) — (— 50) 2 
= 8,235.

[AA] = [Aa] X« + [4&] Xia — [Ac] Xo
= 249,62-6-4- 352,652 •(— 2) -p 219,38 4
= 1669,94.

[BB] = [Ba] Xab + [Bi] Xi6 + [Bc] Xeb
= 0,1116 • (— 4,427) + 71,370 ■ 5 4- 35,518 • t — 31
= 249,804.

[CC] = [Ca] A’„. -p [Cb] X4, -L [Cc] Xtl
= (— 9,0083 i (— 0,3524) -4- 0,1872 -(— 0,9948) —13,606 2 
= 30,200.

x=- — 359,740
1669,94 = 0,2154,

x=- — 45,369 
249,804 = 0,1816,

x = — 8,235
30,200 = — 0,2727

Zur Berechnung einer statischen Größe S dient die Gleichung (67): 
S Sq —p -1 a 4“ Xb —p A t .

Für das gesuchte Stützenmoment lautet also die Gleichung:
JZ= X, — aua x — Siti 14 + SIL X -



186 Auflösung der Elastizitätsgleichungen.

Die Momente SR*. SSL ergeben sich nach Gleichung '68). wobei die Mo
mente 3f„, Mj. M. 310 aus dem Zahlenbeispiel S. 156ff. zu entnehmen sind.

= 3Ia X„a — 31p Xpa-- 3fr Xea
— (— 4;-6 — i— 2,2;-(— 2) — f— l)-4
= - 23,6.

2)1* = 3I„ X„ * — 31p Xbi — 3fe Xrb
= (- 41 (— 4,427) -i- ( — 2,2) ■ 5 — ( — D • (— 3)
= —9.709.

Wr = 34 Xar + 34 Xbr-r 31, Xee
= (— 4) (- o,3524) 4-i— 2,2) ■ i — 0,99481 — i — 1) ■ 2
= 1,598.

Also
3f= 3 — (— 23,6)-0,2154 4- 9,709 ■ 0,1816 + 1,598 •(- 0.2727) 

= — 0,756.
NB. Ein weiteres Zahlenbeispiel findet sich in der Abhandlung des Ver

fassers: „Zur Frage der Verwendung vereinfachter Elastizitätsgleichungen bei 
der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme“. Vgl. die Zeitschr. 
„Der Eisenbau“, Jahrg. 1915, Heft 7. S. 167 bis 176.

§ 19. Zusammenhang zwischen dem verallgemeinerten und 
dem vereinfachten (unter D beschriebenen) Eliminationsver

fahren.
Wählt man von den willkürlichen Lasten X^ der Lastengruppen 

F=1 alle bis auf die erste =0 und diese erste, also Xaa, Xbb, 
Xcc,..., Xrr—1. so erhält man das im Abschnitt D beschriebene 
vereinfachte Eliminationsverfahren. An die Stelle der großen Buch
staben M. B, C, ...,R treten die kleinen Buchstaben a, b, c,....r. 
Dies ergibt sich aus folgenden Überlegungen:

Da bei allen Lastengruppen Yk = 1 von den willkürlichen Lasten 
X,, ... V . nur die eine Last X^- vorkommt und diese den Wert 1 
hat, so sind die Bezeichnungen (A). B, G,R durch (a), b, c,..., r 
zu ersetzen. — In der ersten Vertikalkolonne des Belastungsschemas 
(s. Tabelle V, S. 180) geht A in a über, da 1^=1 nur die Last 
VQa = l aufweist. — In den Arbeitsgrößen der folgenden Kolonnen, 
die sich alle als Differenzen darstellen, werden die Zähler der Fest
werte im zweiten Glied zu 0. Darum bleibt überall nur das erste 
Glied (der Minuend) übrig, und dieses nimmt den Wert an. der 
beim vereinfachten Verfahren vorkommt. So z. B. wird:

[BC.l] = [BC]-M[Acj = [Bc] = [&C.l].

Denn [Ba] bedeutet die Verschiebung von a infolge der Lasten

gruppe F = 1; diese besteht aus den Lasten 1 in ö und —
[aa\ 

in a, und zwar ist der letztere Wert aus der Bedingung bestimmt, 
daß die Verschiebung von a gleich 0 sein soll ([aB.l] = 0). Somit 
ist [Ba] = 0 und es bleibt von [Bc.l] nur das erste Glied [Bc] 
übrig, welches die Verschiebung von c infolge der vorher angeführten 
Lastengruppe Yb = 1, d. h. infolge Xb = 1 am 1-fach statisch unbe
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stimmten System, darstellt. Diese Verschiebung ist aber mit [cb.l. 
oder [&c.l] zu bezeichnen, und es wird somit [Bc. 1] = [bc. 11. Ebenso 
läßt sich von den Gliedern der dritten und der folgenden Kolonne 
des Belastungsschemas (Tabelle V. S. 180; zeigen, daß beim Über
gang vom allgemeinen zum besonderen Verfahren die großen Buch
staben durch die kleinen zu ersetzen sind. Es wird z. B.

[Cd.2] = [Cd. 1] — i] = [Cd.l] = [Cd ] = [cd. 21.

Der Wert [Cb.l] ist nämlich = 0; denn es gilt die Gleichung: 
[Cb.l] = [C6]-[[-^[Ab] = O,

wo sowohl [Cfe] wie auch [Ca] = 0 sind. Dies folgt daraus, daß [Cb] 
bzw. [Ca] die Verschiebungen der Punkte b bzw. a beim Belastungs
zustand Yc = 1, d. h. Xc^ = 1, darstellen und die Lasten dieser Gruppe 
Xc.2=l aus den Bedingungen bestimmt sind, daß sowohl b wie a 
die Verschiebung 0 haben. Für den übrigbleibenden Wert [CtLl] 
gilt die Gleichung:

[CJl] = [Cd]-^[^] = m

da [Ca] = 0 ist. Der Wert [Cd] stellt die Verschiebung von d in
folge Tc=l, d. h. infolge Vc.2=l. dar und ist daher mit [de.2] 
oder [cd. 2] zu bezeichnen.

In dieser Weise ist auch für alle weiteren Kolonnen des Be
lastungsschemas der in Frage stehende Nachweis zu führen.

In den Werten der einzelnen Unbekannten 10 stellt der Zähler 
[Jm] die Verschiebung vom m infolge der Gruppe 10=1 dar, d. h. 
infolge der Last ^.= 1 am v-fach unbestimmten Hauptsystem; 
darum ist:

[Jm] = [im.r].
Der Nenner [ JJ] bedeutet die Arbeit der Lastengruppe Y{ = 1 beim 
Verschiebungszustand 10 = 1. Also ist:
[JJ] = [Ja] Xai + [Jb] N61 + [Je] Xci +... + [JÄ] Xhi + [Ji] XiV

Hierbei istXii=l, alle folgenden Lasten 1^, Xu, Xri sind =0. 
Nun ist aber:

[Ja] = [Jb] = [Je] = ... = [JA] = 0.

Denn die Lasten Xai, Xbi, ..., Xhi des Zustandes 10 = 1, d. h. Xi-V — 1 
am r-fach unbestimmten Hauptsystem, sind aus den Bedingungen 
errechnet, daß die Verschiebungen der Punkte a, b, c, ..., h, d. h. vor
stehende Werte [Ja], [Jb], [Je], .... [J7z] = 0 sind. Also bleibt:

[JJ] = [Ji]N£i = [Ji]-l = [Ji],
[Ji] ist aber die Verschiebung von i infolge der Lastengruppe 10 = 1 
oder der Last Xt — 1 am r-fach unbestimmten Hauptsystem. Also 
gilt die Gleichung:
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und somit

Es ergeben sieh also die früheren Gleichungen für die Unbekannten: 
v _ V __ L«w la-Xa.0~- ~ ,

y _ V _ _

V = G
— tcm.2

= - C.2 = — ,

rm.t o— 1 ij

[rr.(p—1)] ’

Die Gleichung für eine statische Größe S:
S = S0 + ©a i; 4- S6 Yb — Sc Yl - ... - Sr Yr 

nimmt dementsprechend, da S( = S,_, ist, die frühere Form an:
= ö’o 4~ $«.0 %a 0 4~ -^b 1 ~ • • • — 8, .10—11 Xr.(«—1),

wo S. , die statische Größe S infolge Xt , = 1, d. h. X; = l am 
r-fach unbestimmten System bedeutet1).

F. Recheniiroben und Fehlerwirkungen.
§ 20. Prüfung der Rechnung bei Anwendung des Eliminations- 

Verfahrens.
Von besonderer Wichtigkeit für die praktische Durchführung einer 

Aufgabe sind die Rechenproben. Damit diese aber wirklichen Wert 
haben, müssen sie zwei Bedingungen genügen: zuerst muß es möglich 
sein, die Koeffizienten der zu lösenden Gleichungen auf ihre Richtigkeit 
zu prüfen; sodann muß die Lösung selbst durch Proben ständig geprüft 
werden können. Diese Prüfung soll aber nicht erst am Schluß der 
Rechnung vorgenommen werden können, sondern neben der Rechnung 
herlaufen, d. h. mit der Rechnung fortschreiten; nach jedem Einzel
abschnitt des Lösungsganges muß man sich von der Richtigkeit der 
bis dahin erledigten Rechnung überzeugen können. Diesen Bedin
gungen genügen die im folgenden angegebenen Rechenproben.

a) Prüfung der Elastizitätsgleichungen, d. h. der Verschie
bungen des Grundsystems.

üm die Koeffizienten der Grundgleichungen auf ihre Richtigkeit 
zu prüfen, berechnet man die Summe der Glieder der einzelnen Reihen 
(oder Kolonnen) auf einem zweiten Wege.

Zu § 18 und § 19 vgl.: a) Müller-Breslau, Graphische Statik, Band II, 
I Teil, S. 151 (4. Aufl.). b) A Hertwig, Zeitschrift für Bauwesen 1910: ..Über 
die Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme und verwandte Auf
gaben in der Statik der Baukonstruktion"1.
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Betrachtet man eine Reihe der von der äußeren Belastung 
unabhängigen Verschiebungen des Grundsystems (vgl. die Ela
stizitäts-Gleichungen S. 23), etwa die Reihe i, so ist die Summe 
durch folgenden Ausdruck gegeben, den wir mit [is] bezeichnen:

[ia\ — [iE — [ic] —-... — [ir] = [is]...................(69)
Diese Summe ist aufzufassen als die Verschiebung des Punktes i 

(Angriffspunkt von Xp in Richtung von Xt infolge der Lasten
Xa = 1. Xb = 1, Xe = 1 ... bis Xr = 1.

Denkt man sich alle diese Lasten X = 1 zugleich am Sj’stem 
wirken (Fig. 133: Belastung Xs = 1 und bezeichnet die dabei auf-

ßefastungszusfond Xs = 1 
Fig. 133.

tretenden inneren Kräfte mit Jf,. X,. Q.. so ergibt die
gleichung:

'N
1 EF

Q,ds 
GF

Arbeits-

• (^0)

Beim Fachwerk wird entsprechend:

= yst
EF (71)

wo die Stabspannkräfte infolge der Lasten 1 in Richtung sämt
licher X ... bedeuten.

Diese Gleichungen bieten ein Mittel, um die Summe der Koeffi
zienten in einer Reihe der Verschiebungen des Grundsystems mit 
Hilfe eines zusammengesetzten Belastungszustandes zu berechnen. 
Man hätte dazu also die Momente, Normal- und Querkräfte (bzw. 
beim Fachwerk die Spannkräfte) infolge der Belastung 1 in Rich
tung sämtlicher X zu ermitteln. Werden, wie es vielfach geschieht, 
bei einem biegungsfesten Stabwerk nur die Momente berücksichtigt, 
die Normal- und Querkräfte dagegen vernachlässigt, so tritt an Stelle 
der Gl. (70) die Gleichung:

.....................................(70a)

Zur Prüfung der Grundgleichungen ist also außer den 
(p1) Momentenflächen bzw. Kräfteplänen (gfür die o Be
lastungszustände X=1 und 1 für die äußere Belastung) 
noch eine weitere Momentenfläche bzw. ein weiterer Kräfte
plan für die zusammengesetzte Belastung Xs= 1, d. h. 1 in 
Richtung sämtlicher X, zu ermitteln. — Mit den hieraus ge
fundenen Werten bzw. Ss sind nach den Gl. 70 und 70 a die 
Summe der Koeffizienten der L’nbekannten als Summenausdrüeke 
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zu berechnen. Beide Werte müssen, wenn richtig gerechnet sein 
soll, übereinstimmen.

Anmerkung: Es ist klar, daß die Größen Ji, und Ss die folgenden Werte 
haben:

= + ... —
ss=sa — & — s,4-... — S-

Zu beachten ist jedoch, daß bei Bildung der Werte Ms und Ss auf 
diese Weise etwaige Fehler in einzelnen Momentenfiächen unbemerkt bleiben.

Die bisherigen Ausführungen betrafen lediglich die Koeffizienten 
der Überzähligen. Es ergibt sich von selbst, daß die Reihe der 
Absolutglieder nach denselben Gesichtspunkten zu behandeln ist. 
Es ist

[jna] -f- [m&] [mc] 4-■ • • 4" [mr] = [ms], . . . (72) 
d. h. die Summe der Absolutglieder ist gleich der Verschiebung von 
m infolge der Lasten 1 in Richtung sämtlicher X. Hier hat [ms] 
den Wert:

r 1 f,, M I fv ^Sds I fn Qsds

Beim Fach  werk gilt der Ausdruck:
[ms] = ySo^......................................(74)

Speziell im Falle ruhender Belastung werden gemäß den 
früheren Angaben auch die Absolutglieder stets zahlenmäßig be
rechnet. Die Prüfung ist dann nach den vorstehenden Gleichungen 
durchzuführen.

Bei beweglicher Belastung, wo man Einflußlinien zeichnet, er
geben sich die Absolutglieder als Ordinaten von Biegungslinien. 
Hier könnte man zwecks Prüfung die Biegungslinie für die zusammen
gesetzte Belastung 1 in Richtung sämtlicher X zeichnen; deren 
Ordinate an einer Stelle m, müßte alsdann gleich der Summe der 
Ordinaten der einzelnen Biegungslinien an eben dieser Stelle m sein.

In der vorbeschriebenen Weise sind die Glieder der einzelnen 
Reihen der Koeffizienten zu prüfen. Man erhält dadurch die Werte 

[as], [5s], [cs],..., [rs].
Jede dieser Größen [is] kann auch gedeutet werden als die Ar

beit der Last Xi = 1 beim Verschiebungszustand Xs = 1 (d. h. 
Lasten 1 in Richtung sämtlicher X). Die Summe dieser Werte ist 
somit die Arbeit eben dieser Lastengruppe Xs — 1 bei dem gleichen 
Verschiebungszustande infolge dieser Lastengruppe, also ein Wert, 
dem entsprechend die Bezeichnung [ss] zukommt. Es ist also

W + [5 s] + [cs] + • - • + [rs] = [ss]...........................(75)
Für [ss] erhält man durch Anwendung der Arbeitsgleichung:
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s s' = II2

bzw. beim Fachwerk:

ds
EJ

. rß ds
¥s Gp- ■ • -(76)

(77)

Der Wert [sä] stellt die Summe sämtlicher Koeffizienten 
der Unbekannten der Elastizitätsgleichungen dar. Viel
fach begnügt man sich mit dieser einzigen Probe und verzichtet 
auf die Prüfung jeder einzelnen Reihe. Allerdings weiß man nicht, 
wenn diese Probe nicht stimmt, in welcher Reihe der Fehler zu 
suchen ist, so daß dann doch jede einzelne Reihe zu prüfen ist.

Sind in der vorbeschriebenen Art die Verschiebungen des Grund
systems geprüft, so weiß man. daß die Grundlage der Rechnung 
richtig ist und mit der Lösung der Gleichungen begonnen werden 
kann.

Sollen demnach die Verschiebungen des als Beispiel benutzten 
Trägers auf 5 Stützen geprüft werden, so ist die in Fig. 134a an
gegebene Belastung aufzubringen, welcher die in Fig. 134b aufge

zeichnete Momentenfläche entspricht. Durch Ausführung der Inte
grationen kann man sich leicht davon überzeugen, daß die Proben 
stimmen. Im allgemeinen wird man jede Reihe der Verschiebungs
tabelle prüfen. — So z. B. ergibt sich die folgende Kontrolle der 
Reihe b der Verschiebungen des Grundsystems (vgl. das Zahlenbei
spiel zu § 10, S. 115): Die Summe der in der Rechnung benutzten 
Verschiebungen hat den Wert

[b a] + [66] + [b c] = 52,69 + 94,864 + 56,56 = 204,114.
Dieser Wert muß gleich sein

[ösWpVKds.
Die Mj-Fläche (Belastung = 1) ist ein Dreieck mit der Ordinate 
14 • 11------- = 6,16 in b und den Ordinaten 2,20 in a und 2,80 m c.

25
Somit erhält man
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n 9r&sl = —. 7.20-2.20------ [2.20 2-7.20-^-11.16 — 6.16 ;2■ 11.16 4- 7.20)]
L J 3 6

— — [6,16 (2 • 11.16 — 7.80 — 2.80 12 ■ 7.80 — 11.16 ’ — 4 • 2,80 • 7,80 
6 ' '3

= 680.38.
Da in dem Zahlenbeispiel <S. 115 die 0.30 fachen Werte der Ver
schiebungen verwandt wurden, so ist auch das letzte Ergebnis mit 
0,30 zu multiplizieren. Man erhält

[&s] = 0,30 ■ 680.38 = 204.114;
also stimmen beide Rechnungen überein. — Will man sich mit einer 
einzigen Kontrolle für alle (von der Belastung Pm unabhängigem 
Verschiebungen begnügen, so ist wie folgt zu rechnen. Die Summe 
der von der äußeren Belastung unabhängigen Verschiebungen hat 
den Wert:

94,864 -f- 2 (40 + 52.69 4- 28.75 4- 56.56) = 450,864.
Dieser Wert muß gleich sein

[ss] —JJP ds.
Man findet:

5 9[ss] = —. 7,23 -f- — [7.2 (2 • 7,2 + 11,16) -L 11.16 (2 ■ 11.16 -t- 7.20i] O O
4-4[11,16i2-11,16 4-7.8)4-7,8(2-7.8 4- 11,16)]

6
5

7,82 = 1502,88.

Multipliziert man diesen Wert wiederum mit 0,30, so ergibt sich der 
vorhin gefundene Wert

[ss] = 450.864.

b) Prüfung der Lösung der Gleichungen (d. h. der Verschie
bungen der einzelnen Hauptsysteme).

Die Lösung der Gleichungen, die in § 11 und 12 näher dar
gestellt ist, besteht der Hauptsache nach in der Berechnung der 
Verschiebungen der einzelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme. 
Aus diesen setzen sich alle in Frage kommenden Werte zusammen. 
Darum besteht auch die Prüfung der Lösung der Gleichungen in 
der Prüfung der genannten Verschiebungen. — Nun geht man gemäß 
den früheren Ausführungen von den Verschiebungen des Grundsystems 
zu denen des 1-fach unbestimmten Hauptsystems über usw. bis zu 
den Verschiebungen des (p— l)-fach unbestimmten Hauptsystems. 
Hierbei werden die Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme nach 
den gleichen Gesichtspunkten geprüft wie die des Grundsystems. Auch 
jetzt werden die einzelnen Reihen dadurch kontrolliert, daß man die 
Summe der Glieder einer Reihe auch auf einem zweiten Wege be
rechnet, und zwar benutzt man dazu die bereits beim Grund
system errechneten Summenwerte. Dies möge zunächst an 
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den Verschiebungen des 1 -fach unbestimmten Hauptsystems erläutert 
werden. Die Tabelle der Verschiebungen ist hier noch einmal dar
gestellt.

Tabelle der Verschiebungen des 1-fach unbestimmten 
Hauptsystems.

a • b c d e ... m

a — — — — ----------- —
b [bb 1] [&C.1] [bdA]
c [cö.l] [cc.l] [cd.l] [cm. 1]

d [dbA\ [de.l] [dd.l] [dm.l]

e [e&.l] [«•1] [de. 1] [em.l]

- •
•

Die Summe der Glieder einer Reihe i lautet
[iö.l] [fc.l] -L- [fd. 1] -j- ... — [ir.l].

Das Glied [ta.l] ist gleich O (Elastizitätsbedingung: Beim 1-fach 
unbestimmten System ist die Verschiebung von a gleich Oy wir 
könnten es uns also hinzugesetzt denken. Man erkennt, daß die 
vorstehende Summe die Verschiebung des Punktes i des 1-fach un
bestimmten Systems infolge der Lastengruppe = 1, d. h. infolge 
(Xa), Xb. X. X d,Xr— 1 darstellt. Die obige Summe wird dem
nach mit [z's.l] bezeichnet.

Hierfür gilt (vgl. § 12) die Gleichung:
[i5.l] = W-^-[af]..........................................(78)

Man sieht, daß außer den Verschiebungen [aa] und [az] noch 
die bereits bei der Kontrolle der Verschiebungen des Grundsystems 
benutzten Werte [zs] und [as] auftreten, deren richtiger Wert be
kannt ist. Die Kontrolle besteht also darin, daß die Summe der 
Glieder der Reihe i gleich sein muß dem vorstehenden Ausdruck 
[is.l], der aus den bereits geprüften Verschiebungen des Grund
systems zu berechnen ist.

Entsprechendes gilt für jede andere Reihe der Tabelle, auch 
für beliebige Absolutglieder, w’o also die Gleichung gilt:

[bm. 1] -A [cm. 1] -j- [dm. 1] ... -L [r»». 1] = [sm.l]

= [s™]—..................................................(79)

Wie früher, so kann auch hier wieder die Summe, sämtlicher 
Reihen, also aller Verschiebungen des 1-fach unbestimmten Haupt
systems (außer den Absolutgliedern) ermittelt werden. Man erhält:

Pirlet. Statik. IL 1. 13
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[ös.l] — Lcs -Ij — Lds. 1] -

= '6S:_ hfl
L J [au]

7- [rs.l] = [ss.l

us . (80)

Auch die hier vorkommenden Werte sind bei der Prüfung der Ver- 
schiebungen des Grundsystems bereits berechnet.

Was hier für die Tabelle der Verschiebungen des 1-fach unbe
stimmten Systems dargelegt wurde, gilt natürlich entsprechend auch 
für die Verschiebungen aller folgenden Hauptsysteme. Für die 
Prüfung der Verschiebungstabelle des 2-fach unbestimmten Haupt
systems. die hier dargestellt ist. gelten folgende Gleichungen:

Tabelle der Verschiebungen des 2-fach unbestimmten 
Hauptsystems.

a b c d e f ■■ m

a
b
c [cc 2] [cd.2] [ee.2] [cm. 2]

d [dc.2] [dd.2] [de. 2] . . . [dm. 2]
e [ec 2] [ed.2] [ee.2] . . . [e m. 2]

f 1 ^•2J 1 [0-2] . . . [M.2]

• . 1 •
1

-

Die Summe der Verschiebungen einer Reihe i hat den W7ert: 
[ic. 2] p~ [id. 2] [ie. 2] ... -4- [? r.2] = [is. 2].

Es ist [s. Gleichung (78)]
[is.2] = [i5.l]-M<6^

Für die Summe der Absolutglieder ist zu schreiben
[cm. 2] -J- [dm. 2] -p [em.2] -p ... [rm.2] = [sm. 2].

Hierbei ist [s. Gleichung (79)]:

[sw.2] = [sm.l] — • [bm. 1].

Für die Summe sämtlicher von der äußeren Belastung unabhängigen 
Verschiebungen gilt die Gleichung [s. Gleichung (SO)]:

[ss.2] = [ss.l] —

In allen diesen Gleichungen sind die Koeffizienten bereits bei der 
Prüfung der Verschiebungstabelle des 1-fach unbestimmten Systems 
berechnet worden.
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Diese w enigen Erläuterungen mögen genügen. In gleicher Weise 

ist die Prüfung aller folgenden Tabellen der Verschiebungen statisch 
unbestimmter Hauptsysteme durchzuführen.

§ 21. Fehler Wirkungen.
Die Untersuchung des Einflusses, den die mehr oder minder 

unvermeidlichen Fehler auf die Ergebnisse der Berechnung statisch 
unbestimmter Systeme ausüben, ist von großer praktischer Bedeu
tung. Aber ebenso groß sind die Schwierigkeiten, die sich einer be
friedigenden Lösung dieser Aufgabe entgegenstellen. — Für unsere 
Zwecke wäre es von Interesse zu wissen, ob bei einer vorliegenden 
Aufgabe eine bestimmte Fehlerart überhaupt unberücksichtigt bleiben 
kann oder aber wie weit man die Genauigkeit treiben muß, wenn keine 
unzulässigen Fehler in den Endergebnissen auftreten sollen. — Hier
für lassen sich indes keine allgemeinen Regeln angeben. Denn die 
Fehlereinflüsse hängen von Einzelheiten ab, die mit der Art der 
Aufgabe von Fall zu Fall wechseln. Was das eine Mal als ver
schwindend gering zu vernachlässigen wäre, kann im anderen Falle 
von bedeutendem Einfluß sein. Weitere Schwierigkeiten liegen darin, 
daß die Voraussetzungen für die Gültigkeit der Lehrsätze zur Be
rechnung der Fehler in vielen Fällen nicht erfüllt sind und ins
besondere die Annahme über die Art und Größe der zu untersuchen
den Fehler auf unsicheren Schätzungen beruhen.

Aus diesen und anderen Gründen kann durch eine Erörterung 
der Frage nach den Fehlereinflüssen nur bezweckt werden, Anhalts
punkte zu gewinnen, um bei der Lösung von Aufgaben die für die 
Fehler Wirkungen wichtigen Besonderheiten zu erkennen, damit man 
solchen Einflüssen gegebenenfalls die nötige Beachtung schenkt. 
Weiterhin können diese Untersuchungen dazu dienen, die in der 
Praxis des statischen Rechnens beobachtete Tatsache, daß gewisse 
Fehlereinflüsse praktisch belanglos sind, zu erklären bzw. die Be
dingungen festzustellen, von denen die Gültigkeit oder Allgemeinheit 
entsprechender Folgerungen abhängt.

a) Fehlerquellen. Relative Abweichung und relativer 
mittlerer Fehler. Nach den früheren Darlegungen zerfällt die 
Aufgabe der Berechnung statisch unbestimmter Systeme in zwei Teile: 
die Berechnung der Koeffizienten der Grundgleichungen und die 
Lösung dieser Gleichungen. Somit sind auch die in Frage kommenden 
Fehler nach diesen Gesichtspunkten zu unterscheiden.

Die Fehler, die bei der Berechnung der Koeffizienten der Grund
gleichungen vorkommen, sind verschieden je nach der Art der Er
mittlung dieser Größen, d. h. je nachdem eine rechnerische oder 
zeichnerische Methode verwandt wird.

Werden die Verschiebungen [fk] des Grundsystems durch Rech
nung ermittelt, so gestattet man sich zwecks Vereinfachung der 
Rechenarbeit in vielen Fällen gewisse Vernachlässigungen, worauf 

13* 
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früher schon hingewiesen wurde ,vgl. S. 51). Man berücksichtigt 
z. B. beim biegungsfesten Stabwerk lediglich den Beitrag der Momente, 
vernachlässigt also den Einfluß der Normal- und Querkräfte, oder 
man rechnet mit geschätzten Querschnitten, die man in Ermangelung 
der noch zu bestimmenden richtigen Werte bei einer ersten Rech
nung verwendet. Diese Fehler in den Koeffizienten stellen „Ab
weichungen“ gegenüber den richtigen, fehlerlosen Werten dar; sie 
würden sich bei jeder- Wiederholung der Rechnung in gleicher Größe 
ergeben. Diese Abweichungen bedingen eine entsprechende Ab
weichung des Ergebnisses der Rechnung. Die Bedeutung einer 
solchen Abweichung eines Resultates wird man nach ihrem Verhältnis 
zur fehlerhaften Größe beurteilen. Man wird z. B. eine Abweichung 
von 1'o°0 oder l°,0 noch als geringfügig, eine solche von 5° 0 und 
dergl. als zu hoch bezeichnen. Es folgt daraus, daß wir das Ver
hältnis der „Abweichung” zur fehlerhaften Größe, d. h. die „relative 
Abweichung", zu untersuchen haben.

Die Natur der Fehler wird eine andere, wenn wir die Ver
schiebungen des Grundsystems durch Zeichnung, etwa aus Ver
schiebungsplänen, bestimmen. Bei jeder Wiederholung des Verfahrens 
würde man für gewöhnlich einen andern Wert für eine Verschiebung 
finden. Man könnte bei «-maliger zeichnerischer Bestimmung einen 
Mittelwert als den wahrscheinlichen, der Wahrheit am nächsten 
kommenden Wert ansehen und die Unterschiede v der gefundenen 
Einzelwerte gegenüber dem Mittelwert zur Berechnung eines so
genannten „mittleren Fehlers1“ benutzen. Dieser mittlere Fehler n 
wäre nach den Regeln der Ausgleichsrechnung aus der Gleichung 
zu bestimmen:

wenn n die Zahl der Beobachtungen (Einzelbestimmungen) angibt. 
Das Zeichen [ ] bedeutet in gewohnter Weise Summation über alle 
(n) Werte v (vgl. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, I. Band).

Diesem mittleren Fehler der Einzelverschiebungen würde wieder
um ein mittlerer Fehler des Rechnungsergebnisses entsprechen. Auch 
hier werden wir nach dem Verhältnis des Fehlers zur fehlerhaften 
Größe, d. h. nach dem „relativen mittleren Fehler“ fragen, den 
wir mit m bezeichnen (im Gegensatz zu dem mittleren Fehler ,«j.

Wenn nun auch eine wiederholte Bestimmung (Beobachtung) 
der Rechnungsgrößen in der Statik nicht üblich ist, so rechnen 
wir doch mit den zuletzt gekennzeichneten Fehlern wie mit eigent
lichen „mittleren Fehlern“. Man wird etwa einen Unterschied der 
durch Zeichnung gefundenen Verschiebungen gegenüber der Wirk
lichkeit schätzen, z. B. mm, und diesen Wert wie einen mittleren 
Fehler behandeln.

Bei alledem ist zu beachten, daß durch diese Überlegungen nur 
eine Grundlage für die Anwendung der Sätze der Ausgleichsrechnung 
geschaffen werden soll, durch die wir einige allgemeine mathematische 
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Ausdrücke zur Beurteilung der für die Fehlerwirkungen wichtigen 
Einzelheiten herzuleiten suchen. Auf eine eigentliche Berechnung 
von Fehlern wird man in den meisten Fällen verzichten. Neben 
den in der Einleitung dieses Kapitels angeführten Gründen ist es 
insbesondere die Rücksicht auf den erforderlichen Zeitaufwand, die 
es nahelegt, von den Fehleruntersuchungen abzusehen.

Neben den bisher erwähnten Fehlern der Koeffizienten der 
Grundgleichungen treten sodann auch Fehler bei der Lösung 
dieser Gleichungen auf. Hier sind es insbesondere die Rechen
fehler. die bei der Bildung von Produkten und Quotienten infolge 
der mehr oder minder unvermeidlichen Abrundungen auftreten. 
Rechnet- man nach dem allgemeinen Verfahren (siehe Abschnitt III. A1, 
so hat man es mit Aggregaten von Produkten zu tun. bei denen 
Stellenabstriche unvermeidlich sind. — Bei Anwendung des Elimi
nationsverfahrens sind im Zähler und Nenner der Lasten oder 
der Unbekannten Xi Produkten- und Quotientenbildungen notwendig, 
wobei gleichfalls Abrundungen oder Stellenabstriche vorzunehmen 
sind. — Gerade diese Fehler verdienen ganz besondere Beachtung, 
wie die folgenden Rechnungen zeigen werden.

b) Gleichungen zur Berechnung der relativen Abweichungen 
und des relativen mittleren Fehlers.

ß)Fehler der Unbekannten X Die Unbekannten Keines w-fach 
statisch unbestimmten Systems stellen sich je nach der Art der Lösung der 
Elastizitätsgleichungen in verschiedener Form dar. Beim allgemeinen 
Verfahren erhält man jede Unbekannte als Quotient zweier Deter
minanten ?z-ten Grades, beim Eliminationsverfahren als Quotient 
zweier Verschiebungen des ('n— l)-fach statisch unbestimmten Haupt
systems. Beide Fälle sind im Grunde nur äußerlich verschieden; 
denn wenn man die Verschiebungen des Hauptsystems im einzelnen 
zerlegte und durch die Verschiebungen des Grundsystems ausdrückte, 
so ergäben sich ebenfalls die erw ähnten Determinanten w-ten Grades. 
Stets stellt sich also ein Wert X als Quotient dar. dessen Zähler 
und Nenner Funktionen von Verschiebungen des Grundsystems sind: 
hierbei ist besonders zu beachten, daß ein Teil dieser Verschiebungen 
im Zähler und Nenner gemeinsam vorkommen. Es besteht also 
zwischen Zähler und Nenner eine Abhängigkeit.

Wir legen daher unseren Rechnungen folgende Form des Quo
tienten zugrunde:

x.2...xr-Sx,— i yryr^1... ys_i, ya, xs.i-1...xm} 
g(x1x2...xr...xs...xm)

Die Größen bis xr_i und z,.n.i bis xm kommen im Zähler 
und Nenner gemeinsam vor, und zwar als Veränderliche der Funk- o
tionen f und g.

Zur ■ Berechnung der Abweichung von cp behandeln wir 
die kleinen Abweichungen der Größen x und y wie Differentiale 
und bilden das totale Differential von <p:
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dq. = —df---- ^-dg.
g g-

Dividiert man noch, um die relative Abweichung zu erhalten, beide 
Seiten durch ff und setzt statt der Differentiale die Abweichungen t. 
so erhält man:

wobei

in

— cx x

Bezeichnet man die relativen Abweichungen mit e. so ist 
es......................................... (81)

Dies liefert den Satz: Die relative Abweichung eines Quo
tienten ist (für kleine Änderungen der Einzelgrößen) gleich 
der Differenz der relativen Abweichungen vom Zähler und 
Nenner.

Anmerkung: Will man die höheren Potenzen der Abweichungen, die vor
hin vernachlässigt wurden, berücksichtigen, was bei endlichen Änderungen *7 
und Sg notwendig wird, so schreibe man

Mit der bereits eingeführten Bezeichnung e für die relative Abweichung wird 
der genaue Wert:

— ...... .................................... (81a)
1 T w

Man sieht, daß der Verbesserungsfaktor -—— nur von der Abweichung des
Nennerwertes abhängt; ist r, klein gegen g, so geht Gleichung (S1 a) in die frühere 
Form (81) über.

Man könnte nun die Gleichung ^81) weiter entwickeln, indem man die 
Ableitungen der Zähler- und Nennerdeterminante nach den fehlerhaften Größen 
einsetzte. Indessen genügen die bisherigen Angaben zur Erledigung der all
gemeinen Fragen, deren Beantwortung angestrebt wird.
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Zur Berechnung des mittleren Fehlers unseres Quotienten q 
benutzen wir den Satz der Ausgleichungsrechnung. welcher angibt, in 
welcher Weise sich die mittleren Fehler beobachteter Größen auf die 
hieraus durch Rechnung abgeleiteten Größen übertragen. Wenn 

X^F^x^x^...
eine Funktion der unabhängig beobachteten Größen x darstellt, so ist

1 (<F rcF
l v— Hz.

wo die Werte /t die mittleren Fehler der x darstellen. Die hier
nach erforderlichen partiellen Differentialquotienten von y, in dem 
alle x und y voneinander unabhängige Größen darstellen mögen, 
nehmen folgende Werte an:

cf /cg
. g---------f—, . . Crc cx cxkur z, bis z, _i und z,_, bis x : —— =------- r------ :1 x ’ x m .2

für x„ bis x„: r s

für yr bi« yf.

cg f cg _
cx g~ cx
eg _  1 cf
cy g by'

Summiert inan die Quadrate der Produkte aus diesen Differential 
quotienten und den mittleren Fehlern /t der betreffenden Größen 
so ergibt sich, wenn man nach den Zähler- und Nennergrößen ordnet-

iflJ V i „ „2

g* | — \?z' / ' “ vez ' Y J f — cx cx'
•m

Dabei ist das Zeichen für die Summation über die Glieder mit
den Indizes 1

1. 2, 3, .... r —■ 1. s 4~ 1. ..., m 
zu verstehen.

Bildet man durch Division mit cf- das Quadrat des relativen
Fehlers, so wird, wenn man die Wurzel zieht:

H; 1 Wf I fM* 2 V^.££.,,2
cf {fJ^^gJ fg—fex dxfx'

oder wenn man für die relativen mittleren Fehler die Bezeichnung m 
wählt. ____________

-1 / ln
1/ ° I 2 $ .,2 /QQXV mt ~^m9 — 7“ lx * ’ ’1 1 y f^g— cx cx
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Falls nicht, wie bisher, angenommen war. die mit gleichen Fehlern 
behafteten Größen x1 bisrL im Zähler und Nenner gemeinsam auftreten, 
sondern zwischen letzteren hinsichtlich der fehlerhaften Größen keine 
Abhängigkeiten bestehen, geht die Gleichung(82 über in die folgende:

=D»? — ................................. (82 a)

Dies ergibt — unter genannter Voraussetzung — den Satz: Der 
relative mittlere Fehler der Quotienten zweier mit Beob
achtungsfehlern behafteter voneinander unabhängiger 
Größen ist gleich der Quadratwurzel aus der Summe der 
Quadrate der relativen Fehler von Zähler und Nenner.

Abweichung und mittlerer Fehler der Größen S. Es ist
s=s0-^saxa+sbxb + ...~snxn,

wo So. S . Sb,....S als fehlerlos angesehen werden sollen und nur 
die X als Funktionen fehlerhafter Größen x mit gewissen Fehlern 
behaftet sind.

Es sei
Nf[ = 9 a . .r». ..., xm).

Xn = Vn^- ..........

Die Werte X sind hier der kürzeren Schreibweise wegen in ein
facherer Form angesetzt, da für die folgenden Ergebnisse diese Form 
gleichgültig ist. Es ist aber nicht erforderlich, daß in jedem X die 
gleichen fehlerhaften Größen vorkommen, vielmehr können diese 
Größen teilweise oder alle in den einzelnen X verschieden sein; 
dadurch wird in dem Wesen der Rechnung nichts geändert.

Die relative Abweichung es läßt sich ohne weiteres angeben:

= -£ (Sa • «Xa + Sb ■ SXb + • • • + Sn ’

k = n i = m

° ° k~a i=l CXi
oder als Funktion der (etwa vorher bestimmten) relativen Abwei
chungen ex-

k = n

es= S^X^ex^.............................. (83)
k = a

der mittlere Fehler von S ergibt sich wie folgt:
in , ~ „ in c n x 2

, _ V f SÄ V____ V7 2 I wr c S A l

~ l ßx^J ~ | 2j Sh g |
m

y bX, bX, 
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wo die Wertegruppe ap die Kombinationen zweiter Ordnung der
Größen « bis h durchläuft, also n (n — 1„, =----- - — VI erte annimmt. Löst
man die eckige Klammer auf, so erhält man. indem noch die Reihen
folge der Summation wechselt:

m Ul
u uX.

k = a i = 1
s —-----------  ir

' — 1 cxt cxi' X
oder wenn man noch nach Division durch S~ die Wurzel zieht:

> S?,u% 
------ 4 ■ Xk

k = a

m
C &Ct

ap
oder

VI W l- V*

" lc=a <=1 CXi CXi
Diese Gleichung geht, falls keine Beziehungen zwischen den Größen A 
hinsichtlich der fehlerhaften Größen bestehen, in folgende Form über:

m = (84a)

Folgerungen aus den vorstehenden Rechnungsergebnissen.
Die vorstehenden Rechnungen bringen deutlich zum Ausdruck, 

welche Umstände für die Wirkungen der Fehler von Wichtigkeit sind.
Was zunächst den Fehler der Unbekannten X anbelangt, so ist 

in jenen Fällen, wo wir nach der relativen Abweichung fragen, die 
Gleichung zu benutzen: 

ef ei

Hiernach heben sich die relativen Abweichungen von Zähler und 
Nenner teilweise gegeneinander auf. Indessen kann auch je nach 
dem Vorzeichen der auftretenden Größen die Differenz zur Summe 
werden, so daß sich die beiden relativen Fehler addieren. Dabei 
kommen sowohl die Vorzeichen der Abweichungen der Verschiebungen, 
deren Funktionen f und g sind, als auch die der Ableitungen von 
f und g nach diesen Verschiebungen, sowie endlich die von f und g 
in Betracht. — Der Fehler nimmt aber insbesondere dann einen 
hohen Wert an, wenn der Zähler f und der Nenner g klein sind. — 
Es erklärt sich somit die in der Praxis des statischen Rechnens, 
besonders bei einfachen Aufgaben beobachtete Erscheinung, daß ge
wisse, früher schon erwähnte Vereinfachungen der Rechnung (vgl. 
§ 7, a) von geringem Einflüsse auf die Ergebnisse sind. Bei der Ver
nachlässigung der Normalkräfte oder der Formänderung der Füllungs
stäbe in den Verschiebungen hebt sich der Fehler des Zählers gegen 
den des Nenners in den meisten Fällen teilweise auf. Dasselbe gilt 
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von der Verwendung fehlerhafter Querschnitte. — Ob 'und inwieweit 
diese Vernachlässigungen allgemein, insbesondere bei verwickelten 
Aufgaben, von Einfluß sind, läßt sich nicht sagen, da diese Fehler
wirkungen nach Art und Umfang von mancherlei Nebenumständen 
abhängen, so z. B. von der Form des Systems und der Belastungsart. 
Es müssen hierüber in der Praxis des Rechnens noch weitere Er
fahrungen gesammelt werden, ehe man über diese Frage Näheres 
angeben kann.

Zahlenbeispiel. Zur Erläuterung der Verschiedenheit der Fehler 
Wirkungen sei als Zahlenbeispiel das Ergebnis der Berechnung eines Trägers 
auf 4 Stützen angeführt, welches zeigt wie verschiedenartig in einer Aufgabe 
die Wirkungen absolut gleicher Abweichungen je nach der Art der Vorzeichen 
sein können.

Es ergab sich:
„ _  [i»a].[W’ — + ;+]_ 93,06-44,44 — 51,90-62,86

* “ — “ [aa] [bb] — [ab]- — ““1051+44.41^62^6 ~
4136 — 3262 874 n
4683 — 3951 732 ’

Es soll angenommen werden, daß die Verschiebungen eine relative Ab
weichung von +2% haben können. Die zu berechnende Abweichung von V,, 
ist in Prozenten des fehlerhaften und des fehlerlosen Wertes angegeben.

Erster Fall: Nur die Werte [ma] und [mö] sind fehlerhaft, die übrigen, 
von der äußeren Belastung unabhängigen Werte seien fehlerlos errechnet:

ai Beide Abweichungen haben das gleiche Vorzeichen:
2 4136 — 3262

■r 100 4136 — 3262 °‘
In Prozenten des fehlerhaften Wertes ebenfalls rd. 2°, 0.

bi Eine der beiden Abweichungen hat das entgegengesetzte Vorzeichen: 
-j-3262

100 4053 — 3328 "
In Prozenten des wahren Wertes:

2 4136 + 3262 _ ,
100'4136 — 3262 16,6

Zweiter Fall: Alle Verschiebungen sind fehlerhaft.
a) Die Abweichungen haben im Zähler und Nenner im Minuend negative, 

im Subtrahend positive Vorzeichen. Der Wert Xa lautet also:
__ 94,92-45,33 — 50,86-61,60 

"a~ 107,49-45,33 — 61,602
e.r = 9° 0 bzw. 10%.

b) Die Abweichungen wechseln bei den Gliedern des Zählers das Vor
zeichen:

_ 91,20-45,33 —61,60-52,94 
“ 107,49-45,33 —61,60-

ej. = 320l0 bzw. 47°,0.
In dem zuletzt erwähnten Fall hatten Zähler und Nenner zwei gleiche Größen 
[ä&j und [ab] gemeinsam; da die Ableitungen nach diesen im Zähler und 
Nenner die gleichen Vorzeichen hatten, so mußten, weil Zähler und Nenner 
positiv waren, die Einflüsse dieser Größen sich stets teilweise gegeneinander 
aufheben; wenigstens konnten sie sich nicht summieren. — Die entgegen



§ 21. Feuerwirkungen. 203

gesetzte Wirkung der gleichen Ursachen zeigt sieh dagegen bei der zweiten 
statischen Unbekannten desselben Beispiels, und zwar deshalb, weil hier der 
Zähler negativ wird.

~ _ __ [mW [aa] — [ma] [ab___ 51,90-105.36 — 93.06-02,66
4 [aa][b&] — [atj2 44.44-105.3''— 62.861

Macht man z. B. die gleichen Annahmen wie beim Fall 2 a so wird
_ 52,94-107,49 —91,20-61,60

45,33-107,49 — 61,602 “ =
6*= 112% bzw. 680° 0.

Das Resultat wird also völlig unbrauchbar, auch dann, wenn man statt 2‘5 
eine wesentlich geringere Abweichung der Einzelverschiebungen annimmt.

Handelt es sich um Fehler, die nicht mehr im Zähler und Nenner 
gemeinsam Vorkommen, wie z. B. Abrundungsfehler beim Multipli
zieren, so werden die Wirkungen im allgemeinen ungünstiger. Die 
Gleichung]

m,f = 1 — mg-

läßt erkennen, wie in solchen Fällen die Fehler des Zählers und 
Nenners sich zusammensetzen.

Erst wenn die gleichen fehlerhaften Größen in Zähler und Nenner 
zugleich auftreten, tritt unter der Wurzel noch das negative Glied 

____L y°L^u°- 
f-g —cx cx‘ ’

hinzu. Man sieht aber, daß auch hier die Vorzeichen der Ableitungen 
sowohl des Zählers wie des Nenners dafür bestimmend sind, ob das 
negative Vorzeichen sich nicht etwa in ein positives verwandelt. — 
Auch die Gleichungen für die relativen mittleren Fehler lassen er
kennen, daß namentlich die Größe des Zähler- und Nennerwertes 
(f und g) von hervorragendem Einfluß ist.

Zur Erläuterung diene das vorstehende Zahlenbeispiel, und 
zwar soll für alle Verschiebungen, die wir uns als Strecken [in mms 
aus der Zeichnung entnommen denken, ein mittlerer Fehler u an
genommen werden. Es wird nach Gleichung (82):

17280 , ”28885 2- fß 332 
8742 ~r ”132^ 874-732

= ,u ■ 1 ÖM2262 -j-0,05391 — 0,05105 = u-0,16: .
für « = j mm wird = ~ 4° 0.

-• /26450 , 28905 2-14000
= V 3812 ‘ 7322 ( — 381) • 732

= ft VÖÄ820+ 0.053 91 + 0,1004 = ~ u - 0.58:
für u — 1 mm wird m = 14,5 0 0.
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Was weiterhin den Fehler der statischen Größen ö an
belangt. so soll hier nur darauf hingewiesen werden, daß man die 
Bedeutung einer Fehlerart eigentlich nur nach ihrem Einfluß auf 
die Größen S' beurteilen kann. Denn die Praxis des Rechnens zeigt, 
daß der Wert S im Verhältnis zu den Einzelgliedern So und 
in den meisten Fällen gering ist. und deshalb können an sich ge
ringfügige Fehler der Unbekannten W einen erheblichen Einfluß auf 
das Ergebnis S ausüben. Dies läßt auch die Gleichung 184 für den 
relativen mittleren Fehler ms erkennen, durch welche die Art der 
Zusammensetzung der Fehler der W gekennzeichnet ist.

Freilich hat die Verwendung der gleichen fehlerhaften Größen 
in den einzelnen Werten X den Vorzug, daß die Fehlereinflüsse sich 
vielfach gegeneinander aufheben [Gleichung (841], DieserVorteil fällt 
indessen fort, wenn die Fehler in den einzelnen Größen X ver
schieden sind, was z. B. für die Abrundungen bei den Produkt- und 
Quotientbildungen gilt. — Diese Verhältnisse v erden durch das nach
stehende Zahlenbeispiel erläutert.

Zahlenbeispiel. Für den relativen mittleren Fehler einer Größe S 
eines 3-fach unbestimmten Systems, wo die drei Werte X Funktionen der 
nämlichen fehlerhaften Verschiebungen sind Fehler l°'oi, wurde folgender 
Wert gefunden:

ms = v'161.2 d- 580,07 — 158,76 — 889,02
1 o_____________

= T-rh 1900,03 — 889,02 = ~ 2,2» .l,4bb
Man erkennt, wie das letzte (negative) Glied, welches den Einfluß der Be
ziehungen der V zueinander ausdrückt, sieh in der Hauptsache gegen das 
erste (Wirkung der Fehler in den einzelnen V) aufhebt. — Denkt man sich 
dagegen den Fall, daß die fehlerhaften Größen in jedem X einer besonderen 
Beobachtung entsprächen und diese jedesmaligen Beobachtungen in der Rech
nung verwendet wären, so ergäbe sich wegen der Unabhängigkeit der X von
einander der Wert

1 oi _____
900,03 = ~20%.ms

Ein derartiger Fall würde bei Abrundungsfehlern der einzelnen Produkt- und 
Quotientbildungen vorliegen. Daher verdienen gerade diese Rechenungenauig
keiten besondere Beachtung.

Aus all diesen Gründen lassen sich auch kaum Grenzen an
geben, bis zu welchen gewisse Fehler der Einzelverschiebungen oder 
der Produkt- und Quotientbildungen als praktisch zulässig bezeichnet 
werden könnten, weil dies alles — namentlich in Hinblick auf die 
Größen S — zu sehr von den Eigenschaften des Einzelfalles abhängt. 
Man wird wohl sagen können, daß man sich am zweckmäßigsten bei 
jeder Rechnung über die Fehlerempfindlichkeit der Ausdrücke ein 
Urteil zu bilden sucht, um daraus bezüglich der Genauigkeit die 
erforderlichen Schlüsse zu ziehen. Erst eine ausreichende Erfahrung 
im zahlenmäßigen Rechnen wird für diese Fragen den rechten Blick 
verleihen.
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Zur Frage der Größe des Zähler- und Nennerwertes 
der Unbekannten X. Die vorher besprochenen Gleichungen zur 
Bestimmung des Fehlers der Unbekannten X zeigen übereinstimmend, 
daß die Größe des Zähler- und Nennerwertes der V — und zwar 
ohne Vorzug voreinander — von ganz besonderem Einfluß auf die 
Fehlerwirkungen sind. Die Fehler nehmen insbesondere dann einen 
hohen Wert an, wenn Zähler und Nenner der Unbekannten klein 
sind oder gar sich dem Wert 0 nähern. — Solche Fälle kommen 
bei praktischen Aufgaben vor. und es entsteht die Frage, ob dieser 
Mangel sich beheben läßt.

Die Zähler- und Nennerwerte der Unbekannten N. die sich ab 
Quotienten von Determinanten darstellen, nehmen stets dann geringe 
Werte an, wenn in den Elastizitätsgleichungen die Verschiebungen 
seitlich der Diagonale der Größe nach nicht wesentlich verschieden 
sind von den Diagonalgliedern. Dies ist z. B. beim Balken auf 
n Stützen der Fall, wenn man die Stützendrücke als Unbekannte 
wählt. Es tritt ganz besonders deutlich zutage, wenn etwa die mitt
leren Stützen, die Träger der Unbekannten, wie in Fig. 135 dar
gestellt, nahe aneinanderrücken

Fig. 135.

Bei diesem Beispiel des Trägers auf n Stützen erhält man 
wesentlich günstigere Gleichungen, wenn man statt der Stützendrücke
die Stützenmomente als Unbekannte 
Elastizitätsgleichungen in der Form, 
Clapeyronschen Gleichungen bekannt 
Schiebungen zu 0 werden.

Dieses einfache Beispiel lehrt, 

wählt. Dann ergeben sich die 
welche als die der sogenannten 
ist, in denen die meisten Ver-

daß man bei mehrfach statisch
unbestimmten Aufgaben nicht das erste beste Grundsystem wählen, 
sondern prüfen soll, mit welchen überzähligen Größen man möglichst 
günstige Rechnungen erhält. In manchen Fällen wird sich dies erst 
durch Proberechnungen entscheiden lassen; denn durch die Änderung 
des Grundsystems werden nicht nur die Elastizitätsgleichungen, son
dern auch die weiteren Rechnungen beeinflußt. — Wir werden bei 
den späteren Anwendungen der in diesem Teil behandelten allge
meinen Verfahren noch Gelegenheit haben, in besagter Hinsicht die 
verschiedenen Lösungen einzelner Aufgaben zu vergleichen.

Es gibt auch Fälle, wo der Mangel, der sich 
in kleinen Werten der Zähler- und Nennerdetermi- 
nannten der Unbekannten X äußert, sich nicht so 
einfach durch Wahl eines andern Grundsystems be
seitigen läßt, wo vielmehr die ungünstigen Verhält
nisse mehr oder minder in der Natur des Systems 
liegen. Ein solches Beispiel ist in Fig. 136 dar
gestellt, welches einen 2-fach unbestimmten Bogen Fig. 136.
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mit Fußgelenken zeigt. Hier nähern sich die Zähler- und Nenner
größen um so mehr dem Wert 0. je tiefer das Zugband nach unten, 
also in die Nähe der Kämpfergelenke verschoben wird. — In der
artigen Fällen, die bei praktischen Aufgaben nur vereinzelt auftreten, 
ist stets, wie man auch das Berechnungsverfahren wählen mag, eine 
möglichst genaue Auswertung aller Einzelgrößen erforderlich.

Liegen Aufgaben mit einer großen Anzahl von Unbekannten vor, 
d. h. handelt es sich um die L'ntersuchung hochgradig statisch un
bestimmter Systeme, so ist erfahrungsgemäß in den meisten Fällen 
eine weitgehende Genauigkeit erforderlich. Die Zahlenrechnungen zu 
den Aufgaben der folgenden Teile werden dies erkennen lassen.

\* & *2
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figuren. . Preis M. S,60 *
3. Heft. Grundzüge der Eisenkonstruktionen des Hochbaues. Mit 

2S3 Textfiguren. Preis M. 18,—.*

Taschenbuch für Bauingenieure. Unter Mitarbeit zahlreicher
Fachgelehrter herausgegeben von Geh. Hofrat Prof. Dr.-Ing. E. h. M. Foerster 
in Dresden. Dritte, verbesserte und erweiterte Auflage. Mit 3070 Text
figuren. In zwei Teilen. In einem Band gebunden Preis M. 64,—.* 

In zwei Bänden gebunden Preis M. 70.—.*

Eisen im Hochbau. Ein Taschenbuch mit Zeichnungen. Zusammen
stellungen und Angaben über die Verwendung von Eisen im Hochbau. 
Herausgegeben vom Stahlwerks-Verband A.-G., Düsseldorf. Fünfte, 
völlig neubearbeitete und erweiterte Auflage. Mit zahlreichen Textfiguren 
und 7 Tafeln. Gebunden Preis M. 16.—.

Die Eisenkonstruktionen. Ein Lehrbuch für Schule und Zeichen
tisch nebst einem Anhang mit Zahlentafeln zum Gebrauch beim Berechnen 
und Entwerfen eiserner Bauwerke. Von Dipl.-Ing. Professor L. Geusen. 
Dortmund. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 505 Figuren im Text und 
auf 2 farbigen Tafeln. Gebunden Preis M. 18,—.*

Elastizität und Festigkeit. Die für die Technik wichtigsten Sätze 
und deren erfahrungsmäßige Grundlage. Von Professor Dr.-Ing. C. Bach in 
Stuttgart. Unter Mitwirkung von Professor R. Baumann in Stuttgart. 
Achte, vermehrte Auflage. Mit in den Text gedruckten Abbildungen, 
2 Buchdrucktafeln und 25 Tafeln in Lichtdruck. Gebunden Preis M. 88,—.*

Einführung in die energetische Baustatik. Einiges über die 
physikalischen Grundlagen der energetischen Festigkeitslehre. Von Prof. 
Carl Kriemler, Stuttgart. Mit 18 Textfiguren. Preis M. 2,40.*

Technische Mechanik. Ein Lehrbuch der Statik und Dynamik für 
Maschinen-und Bauingenieure von Ed. Autenrieth. Dritte Auflage. Neu 
bearbeitet von Professor Dr.-Ing. Max Ensslin in Stuttgart. In Vorbereitung.

C. W. Kreidels Verlag in Berlin und Wiesbaden

Praktische Winke zum Studium der Statik und zur 
Anwendung ihrer Gesetze. Ein Handbuch für Studierende und 
praktisch tätige Ingenieure. Von Robert Otzen, Geh. Regierungsrat und 
Professor an der Technischen Hochschule zu Hannover. Dritte Auflage. 
Mit 125 Textabbildungen. Preis M. 20,—; gebunden M. 24,—. 

*Hierzu Teuerungszuschläge
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Die Berechnung statisch unbestimmter Tragvverke 
nach der Methode des Viermomentensatzes. Von Ing.
Fr. Bleich in Wien. Mit 108 Textabbildungen. Preis M. 12,—*

Berechnung von Rahmenkonstruktionen und statisch 
unbestimmten Systemen des Eisen- und Eisenbeton
baues. Von Ing. P. E. Glaser, Ilmenau i. Thür. Mit 112 Textfiguren.

Preis M. 9,—.*

Mehrteilige Rahmen. Verfahren zur einfachen Berechnung von mehr
stieligen, mehrstöckigen und mehrteiligen geschlossenen Rahmen (Rahmen- 
balkenträgern i. Von Ing. Gustav Spiegel. Mit 10" Textabbildungen.

Preis M. 18,—.*

Lehrbuch der Technischen Mechanik. Von Martin Grübler, 
Professor an der Technischen Hochschule zu Dresden.
Erster Band: Bewegungslehre. Zweite, verbesserte Auflage. Mit

144 Textabbildungen. Preis etwa M. 20,—.
Zweiter Band: Statik der starren Körper. Mit 222 Textfiguren.

Preis M. 18,—.*
Dritter Band: Dynamik starrer Körper. Mit 77 Textfiguren.

Preis M. 24,—.

Theoretische Mechanik. Eine einleitende Abhandlung über die Prin
zipien der Mechanik. Mit erläuternden Beispielen und zahlreichen Übungs
aufgaben. Von A. E. H. Love, M. A., D. Sc., F. R. S. (Oxford.) Autorisierte 
deutsche Übersetzung der zweiten Auflage von Dr.-Ing. Hans Polster. 
Mit 88 Textfiguren. Preis M. 48,—; gebunden M. 54,—.*

Ingenieur-Mechanik. Lehrbuch der technischen Mechanik in vor
wiegend graphischer Behandlung. Von Dr.-Ing. Dr. phil. Heinz Egerer, 
Diplom-Ingenieur, vormals Professor für Ingenieur-Mechanik und Material
prüfung an der Technischen Hochschule Drontheim.
Erster Band: Graphische Statik starrer Körper. Mit 624 Textab

bildungen sowie 238 Beispielen und 145 vollständig gelösten Aufgaben.
Preis M. 14,— ; gebunden M. 16,—.J

Aufgaben aus der Technischen Mechanik, von Professor 
Ferd. Wittenbauer, Graz.
Erster Band: Allgemeiner Teil. Vierte, vermehrte und verbesserte 

Auflage. 843 Aufgaben nebst Lösungen. Mit 627 Textfiguren. Unver
änderter Neudruck. Gebunden Preis M. 36,—.*

Zweiter Band: Festigkeitslehre. 611 Aufgaben nebst Lösungen und 
einer Formelsammlung. Dritte, verbesserte Auflage. Mit 505 Text
figuren. LTnveränderter Neudruck. Gebunden Preis M. 39,—.

Dritt er Band: Flüssigkeiten und Gase. 586 Aufgaben nebst Lösungen und 
einer Formelsammlung. Dritte, neubearbeitete Auflage. In Vorbereitung.

Der Bauingenieur. Zeitschrift für das gesamte Bauwesen. Organ des 
Deutschen Eisenbau-Verbandes und des Deutschen Beton-Vereins. Heraus
gegeben von Professor Dr.-Ing. E. h. M. Foerster in Dresden, Professor Dr.- 
Lng. W. Gehler in Dresden, Professor Dr.-Ing. E. Probst in Karlsruhe, Dr.- 
Ing. H. Fischmann in Berlin und Dr.-Ing. W. Petry in Oberkassel. Er
scheint monatlich zweimal. Vierteljährlich Preis M. 14,—.
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