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Yorwort.

Die in diesem Bande behandelte Mechanik der Massenpunkte und
der starren Korper stellt einen physikalischen Wissenszweig dar, in
-dem einerseits weit weniger als in anderen noch wesentliche neue
- Fortschritte erzielt werden und in dem,andererseits auch das Experi-
ment eine weit geringere Rolle splelt ‘als i in anderen Teilen der Physik.

Bs ist begreiflich, daB gerade diese beiden Umstinde bei der
Bearbeitung des vorliegenden Bandes grofle Schwierigkeiten ver~
ursachten, Mit Riicksicht darauf, daB der Band innerhalb eines
Handbuchs der Experimentalphysik erscheint, glaubte ich am besten
su tun, wenn ich in den ersten zwei Teilen des Bandes von der
mechanischen Theorie nur die wichtigsten Ergebnisse und auch diese
nur insoweit, als sie filv die Experimentalphysik von Wichtigkeit sind,
darstellte, die empirischen Grundlagen der Theorie und den Ver-
gleich ihrer Resultate mit der Exfahrung diskutierte und im iibrigen
am eingehendsten solche mechanische Probleme behandelte, die fitr
die messende Physik von Wichtigkeit sind. In einem dritten Teil
wurden die erforderlichen mathematischen Ergiinzungen zu den ersten
swel Teilen des Bandes vereinigt. Die abgesonderte Behandlung er-
folgte, um einen mathematisch weniger geschulten lieser der ersten
zwei Teile nicht zu hiiufigen Unterbrechungen seiner Lektiire zu
Zwingen.

Zum Schlusse sei es mir noch gestattet, dem Verlage aufrichtig
fir sein stets bewiesenes bereitwilliges Entgegenkommen zu danken,

Wien, im Februar 1926, -
Arthur Haas.
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Erster Teil.

Die Beweg 1111b des Massenpunktes.

Erstes Kapitel.
Die Grundbegriffe der Kinematik.
§ 1. Der Massenpunkt.

Die Mechanik ist die Lehre von den Bewegungserschei-
nungen im Zusammenhang mit den Bewegungsursachen., Der
spezielle Wissenszweig, der die Bewegungsphinomene ohne Riick-
sicht auf ihre Ursachen behandelt, wird als Kinem atik bezeichnet
(nach dem griechischen Worte , Kinesis*, das Bewegung bedeutet).
Die Kinematik muf sich daher unabhingig von allen physikalischen
Erfahrungstatsachen durch logische Begriffsentwicklung und rein

mathematische Deduktionen aufbauen lassen.

Bewegung bedeutet Ortsverinderung; die Geqamthelt der an-
einander gereihten Orte, die ein bewegter Korper nacheinander ein-
nimmt, stellt die von dem bewegten Koérper beschriehene Bahn dar,
Je nachdem, ob diese gerade oder krumm ist, wird zwischen gerad-
liniger und krummliniger Bewegung unterschieden.

Das einfachste denkbare Bewegungsohjekt wird durch einen
Korper dargestellt, dessen gesamte Materie in einem einzigen Punkte
konzentriert gedacht wird. Man bezeichnet einen solchen fin-
‘gierten Korper als materiellen Punkt oder Massenpunkt.
Eine Bewegung, fiir deren Betrachtung die tatsichliche riumliche
Ausdehnung und Gestalt des bewegten Korpers aufler Betracht
bleiben kann, 148t sich immer auf die Bewegung eines Massen-
punktes zurtickfiihren.

§ 2. Die geradlinige Beweguug und der Begriff der Ge-
schwindigkeit.
Eine geradlinige Bewegung wird als gleichférmig bezeichnet,
wenn in gleichen Zeiten gleiche Wegstiicke zuriickgelegt werden.
“Der Quotient aus einem beliebigen Stiicke des Weges und der zu
der Zurticklegung dieses Wegstiickes erforderlichen Zeit wird dann

Handbuch der Experimentalphysik. Haaa. . i
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als die Geschwindigkeit der Bewegung bezeichnet. Bei einer
gleichformigen Bewegung behilt also die Geschwindigkeit wahrend
der Bewegung ihren Wert unverindert bei, und dieser ergibt sich
stets in derselben GroBe, wie groB auch immer das Wegstiick gewahlt
wird. Wird die Geschwindigkeit mit v bezeichnet, das Wegstiick
mit #/s und die zu dessen Zuriicklegung notwendige Zeit mit t,
so gilt bei einer gleichformigen Bewegung, unabhéngig von der
Grofe von t, die Beziehung

5. )
At

Die Geschwindigkeit einer gleichférmigen Bewegung wird somit
als der Geschwindigkeitseinheit gleich angesehen, wenn in
einer Zeiteinheit eine Wegstrecke von der GroBe der Lingenein-
heit zuriickgelegt wird. Da in der Physik als Léngeneinheit das
Zentimeter und als Zeiteinheit die Sekunde benutzt werden,
und die Geschwindigkeit der Quotient aus Weg und Zeit ist, so
ist die Geschwindigkeitseinheit durch das Symbol 1 cm/sec oder
1 cm sec—1 dargestellt. Bin bestimmter Name ist fiir diese Einheit
nicht gebrauchlich; das gelegentlich vorgeschlagene Wort ,,cel®
(nach dem lateinischen, ,,Geschwindigkeit® bedeutenden Worte ,,cele-
ritas*‘) hat sich nicht einzubiirgern vermocht.

Bei einer ungleichférmigen geradlinigen Bewegung kann
natiirlich nicht von einer Geschwindigkeit schlechthin die Rede sein,
sondern nur von einem momentanen Werte der Geschwindig-
keit. Der quantitative Ausdruck fiir die Momentangeschwindigkeit
ergibt sich, indem in Gedanken die kompliziertere ungleichférmige
Bewegung auf die einfachere gleichformige zuriickgefithrt wird;
denn fiir eine Zeit, die zu klein ist, als daB sich in ihr die Geschwindig-
keit merklich #ndern wiirde, kann natiirlich die tatsichlich un-
gleichformige Bewegung durch eine fingierte gleichférmige
ersetzt werden. Der durch Gl. 1 dargestellte Ausdruck gilt somit
niherungsweige auch fiir eine ungleichformige Bewegung, und.
zwar gilt er mit um so groBerer Genauigkeit, je kleiner das Zeit-
intervall #/t gewahlt wird, das der Berechnung der Geschwindigkeit
zugrunde gelegt wird. In der Sprache der Mathematik driickt man
dies so0 aus, dafl man als richtigen Wert der Momentangeschwindig-
keit den Grenzwert (oder Limes) bezeichnet, den der Differenzen-
quotient /s/4t mit immer kleiner werdendem ./t erreicht; oder
in der iiblichen Gestalt einer mathematischen Formel

ds
V=3 : @)

v =



§ 3. Die Beschleunigung. 3
§ 3. Die Beschleunigung.

Ein besonders einfacher Fall einer ungleichférmigen Bewegung
liegt dann vor, wenn sich die von einem bestimmten Augenblick an
zuriickgelegten Wege so verhalten wie die Quadrate der Zeiten,
die seit jenem Augenblicke verflossen sind. Bezeichnen wir den
Proportionalitdtsfaktor zwischen Weg und Zeit mit a, so ist also
in diesem Spezialfall

s = at?. (3)
Wir wollen nun etwa das Zeitelement betrachten, bei dessen Be-
ginn t; und bei dessen Ende t; 4/t Sekunden seit dem als Null-
punkt der Zeitmessung gewihlten Augenblicke verflossen sind. Bei
Beginn des Zeitintervalls sei der Weg 's; zuriickgelegt, am Ende des
Zeitintervalls der Weg s; -+ /s. Dann ist also
8y =at? und (s, F/8) =a(t; +1)2.

Durch Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung folgt somit
A3=2at; Jt-4a(/t)2. Fir immer kleiner werdendes +#t wird
somit in der Grenze, weil neben sehr kleinen GroBen jedesfalls
deren Quadrat vernachlissigt werden kann, '

ds

dt
in dem betrachteten Spezialfall ist also die Momentangeschwin-
digkeit der Zeit proportional. Nach Ablauf von zwei Sekunden
ist die Momentangeschwindigkeit doppelt so gro wie nach Ablaunf
von einer Sekunde, nach drei Sekunden dreimal so groB, und so fort.
In der Sekunde nimmt die Geschwindiglkeit um 2 a zu.

In dem Falle einer gleichmifBigen Geschwindigkeitszunahme wird
nun die in der Zeiteinheit erfolgende Vermehrung als die Beschleu-
nigung bezeichnet. In dem vorhin betrachteten Sonderfall ist sie
gleich 2 a, und es gilt, wenn wir in iiblicher Weise die Beschleunigung
mit b bezeichnen, (in Analogie zu Gl. 1) die Beziehung

Av
b="r- | (5)

‘Wenn die Beschleunigung konstant ist, so wird die geradlinige Be-
wegung als gleichférmig beschleunigt bezeichnet. Sonst kann
nur von einer momentanenBeschleunigung gesprochen werden.
Sie ist durch den Grenzwert bestimmt, dem sich der Differenzen-
quotient v/t fiir immer kleiner werdendes -/t nihert. Es ist also
bei einer geradlinigen Bewegung im allgemeinen (in Analogie zu Gl. 2)
b = %, (6)

= 2at,; @)

i*
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oder, wie man in der Sprache der Mathematik sagt, die Beschleu-
nigung ist der Differentialquotient der Geschwindigkeit
nach der Zeit. Ist die Beschleunigung negativ, so wird sie als
Verzbgerung bezeichnet und dementsprechend von einer ver-
zogerten Bewegung gesprochen.

Als Einheit der Beschleunigung gilt diejenige, bei der die
auf die Zeiteinheit bezogene Geschwindigkeitsvermehrung der Ge-
schwindigkeitseinheit gleich ist. Diese Beschleunigungseinheit ist
nach Gl 5 gleich dem Quotienten aus 1 cm/sec und 1 sec; also gleich
1 em sec—2. Auch fir diese Einheit ist kein bestimmter Name iiblich
(wenn auch gelegentlich dafiir die Bezeichnung ,,gal‘* vorgeschlagen
wurde, zu Ehren Galileis, von dem der Begriff der Beschleunigung
herriihrt).

Ist bei einer/gleichformigen Bewegung die Beschleunigung in
ihrer Abhingigkeit von der Zeit gegeben, also, wie man zu sagen
pflegt, als Funktion der Zeit, so ist es nur eine Aufgabe der so-
genannten Integralrechnung, auch die Geschwindigkeit und den
Weg als Funktionen der Zeit zu ermitteln.

Drei besonders einfache und naheliegende Spezialfille ergeben
sich, je nachdem, ob die Beschleunigung von der Zeit unabhiingig,
also konstant, oder aber der Zeit proportional oder endlich dem Wege
proportional ist. Im ersten Falle werden die Geschwindigkeit eine
lineare und der zuriickgelegte Weg eine quadmmsche Funktion der
Zeit. Tst

b = konstant, {7)
go findet man durch Integration
v="ht+4v, (8)
und »
s=1b" +V0t+307 ‘ (9)

wenn v, die Geschwindigkeit in dem als Nullpunkt der Zeitmessung
gewahlten Augenblick und s, derin diesem Augenblick bereits zuriick-
gelegte Weg ist. 'Wahlt man den Nullpunkt der Zeitmessung so, dafl
fiir ihn der Korper in Ruhe ist, und rechnet man den Weg von dieser
Ruhelage, so verschwinden die Konstanten vy und s,, und es wird
dann einfach «

v=">bt, s=4Dbt2. (10)
Durch Anwendung der elementaren Regeln der sogenannten Diffe-
rentialrechnung iiberzeugt man sich andererseits leicht davon, dafl
sowohl aus den GL 8 und 9 als auch aus Gl. 10 durch Differentiation
die Gl 7 folgt.



§ 4. Die schwingende Bewegung. )

Wenn, was wir als weiteren Spezialfall angenommen haben, die

Beschleunigung der Zeit proportional ist, wenn also

ist, wobei f einen konstanten Proportionalititsfaktor bedeute, so
findet man durch Integration

V= f“g* +v - (12)
und

. 3
s=f%+vot+so. (13)

Es ist dann die Geschwindigkeit eine quadratische und der Weg eine
kubische Funktion der Zeit.

§ 4. Die schwingende Bewegung.

In dem dritten, vorhin erwihnten Sonderfall wollen wir in der
Spezialisierung noch weiter gehen und annehmen, daB die Beschleu-
nigung dem Wege entgegengesetzt sei; d. h. sie sei zu der Stelle hin
gerichtet, von der aus die den Weg darstellende Entfernung ge-

mesgen werde. Es ist also zu setzen
b = — hs, (14)
wobei h einen positiven Proportionalititsfaktor bedeutet. Da die
Beschleunigung der zeitliche Differentialquotient der Geschwindig-
keit und diese wieder der zeitliche Differentialquotient des Weges
ist, so mufl in diesem Falle s eine Funktion der Zeit sein, die ihrem
eigenen zweiten Differentialquotienten mit entgegengesetztem Vor-
zeichen proportional ist. '
Nun hat sowohl die Sinus- als auch die Kosinusfunktion die
Eigenttimlichkeit, dal sie ihrem zweiten Differentialquotienten ent-
gegengesetzt gleich ist. Nach den bekannten Formeln fiir Sinus
and Kosinus einer Winkelsumme ist n#mlich
) - sin (x 4 /%) = sinx cos (4/x) -+ cosx sin (/%) (15)
un¢ :
" o8 (X - %) == cOBX o8 (4 X) — sinx sin (%), (16)
Den Winkel x wollen wir dabei, wie es in der sogenannten ,,hoheren*
Mathematik iiblich ist, im ,,Boger nmaB“ inessen in dem ein Winkel
von 180° gleich sr gesetzt wird, einer von 90° glewh sr/2, einer
von 45° gleich s/4 und daher einem Winkel von ¢° die MafBzahl
¢ % 0,017453 ... zukommt (letztere Zahl ergibt sich, indem sz
durch 180 dividiert wird). In einem Kreis, dessen Radius der Léngen-
einheit gleich ist, ist also die Bogenlinge dem im Bogenmaf} aus-
gedriickten Winkel gleich, und hieraus folgt, daB fiir sehr kleine
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Winkel der Unterschied zwischen der durch die Sehne dargestellten
Grofie sin y und y selbst unmerklich wird, wofern wir uns eben des
Bogenmalfes bedienen. .

Wenn wir daher ./x immer kleiner werden lassen, so wird mit
immer besserer Anniherung einerseits sin (/x) gleich .#/x und an-
dererseits cos (/x) gleich Eins. Es wird dann mit immer gréBerer
Anniherung

sin(x 4 o/x) — sinx = cosx - X aAn
und ‘

€os(x + &4 X) — cOSXx = — sinx - 4X. (18)
Der Differentialquotient von sinx nach x ist aber durch den
Grenzwert gegeben, dem sich die durch /x dividierte Differenz
sin (X 4 .7 x) — sin x mit immer kleiner werdendem ./ x immer mehr
nithert, und Analoges gilt fiir den Differentialquotienten von cosx
nach x. Es wird somit

dfsinx)
5 — Cosx (19)
und
d{cosx) .
—gs = — sinx. (20)

Fiir die zweiten Differentialquotienten, fix die wir die iiblichen
Symbole anwenden, gelten somit die Beziehungen
d2(sinx)

I = — sinx (21)
und
d?(cosx)
~—ggr = — COSX. (22)

Aus elementaren Formeln der Differentialrechnung folgt, dafl
nicht nur die Funktionen sin x und cos x im zweiten Differential--
guotienten sich selbst entgegengesetzt gleich sind, sondern daf}
diese Eigentiimlichkeit auch den Funktionen Asin (x 4 &) oder
A cos (x4 ¢) zukommt, wobei A und ¢ beliebige Konstanten sind.
Wenn statt entgegengesetzter Gleichheit blof entgegengesetzte
Proportionalitdt verlangt wird, so geniigt auch die Funktion
A sin (a x -+¢) oder die entsprechende Kosinusfunktion der gestellten
Forderung, wobei a der Quadratwurzel aus dem Proportionalitits-
faktor h der Gl 14 entspricht. Falls die Beschleunigung der ver-
~ anderlichen Entfernung s proportional ist, die der bewegte Korper
von der Stelle s=0 hat, und wenn sie zu dieser Stelle gerichtet ist,
gilt also allgemein die Beziehung

s = Asin(at 4 ¢). (23)
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Wihlt man als Nullpunkt der Zeitmessung einen Augenblick, fiir
den s verschwindet, so verschwindet auch die Konstante . Da im
tibrigen cos x gleich sin (x +7/2) ist, so kann in Gl 23 natiivlich
auch cos statt sin geschrieben werden, wofern die Konstante ¢ dann
um s¢/2 kleiner gewéhlt wird.
Beseitigen wir durch geeignete Wahl des Nullpunktes der Zeit-
messung die Konstante ¢, ist also einfach :
s = Asin (at), (24)

80 wird: ,
fir t=10 Fiip ¢ = T fiir £ — %
S:O 23’ a
S=+A. s =0
iy t = o7 fir { = 27 fiir § = 27
a, a 2a
g — A §—20 s=-+A ww

Da der Sinus eines Winkels nicht grofier als Eins sein kann, so
kann der absolute Betrag der Entfernung s nicht gréfler als die
Konstante A werden. Die Bewegung verliuft in der Geraden
zwischen den beiden Punkten, die von der Ruhelage s = 0 nach
beiden Seiten um die Entfernung A abstehen. Da der Sinus von
(x +2nw) fiir ganzzahlige Werte von 1 immer gleich sin x ist, so
wird jeder Punkt der Bahn in derselben Richtung in Intervallen
von der Gréfle

(25)

durchlaufen.

Eine derartige Bewegung wird als eine schwingende Bewe-
gung oder Oszillation bezeichnet. Die Konstante A wird die
Amplitude oder Schwingungsweite genannt, die Entfernung von
der Ruhelage die Elongation oder der Ausschlag. Die Grofle =
heift die Periode der Sehwingung oder die Sehwingungsdauer®).
Der reziproke Wert der Periode wird als die Frequenzoder Schwin-
gungszahl bezeichnet. Die GroBe ¢ wird die Phasenkenstante
genanmt. Sie kann wohl immer in den Formeln beseitigt werden,
wenn nur eine einzelne Schwingung fiir sich betrachtet wird; sie
tritt im allgemeinen aber notwendigerweise in den Formeln auf,
wenn es sich um mehrere gleichzeitige Schwingungen handelt, wo
der Nullpunkt der Zeitmessung nur einer einzelnen Schwingung
angepaft werden lkann.

*) Hiufig wird jedoch auch die Hiilfte dieser GréBe so genannt.
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Fiir die Geschwindigkeit der schwingenden Bewegung folgt
ans (1. 23 nach elementaren Formeln der Differentialrechnung

v=aAcos(at + & = aA sin(at -} ¢ 4 77/2). (26)

Die Geschwindigkeit ist ebenfalls eine periodische Funktion der Zeit,
aber sie weist eine Phasendifferenz von einer Viertelperiode gegen-
iiher der schwingenden Bewegung selbst auf. Sie ist am grofBiten,
wenn der schwingende Massenpunkt die Ruhelage passiert, und sie
verschwindet, wenn die Elongation der Amplitude gleich wird, der
schwingende Korper also seine Bewegungsrichtung wechselt. Daf}
auch die Beschleunigung eine periodische Funktion der Zeit ist,
folgt ohne wweiteres aus Gl.14. Sie weist gegentiber der Geschwindig-
keit wiederum eine Phasendifferenz von einer Viertelperiode und
somit gegeniiber der Bewegung eine von einer halben Periode auf.

§ 5. Die krummlinige Bewegung.

Bei einer krummlinigen Bewegung kann nicht wie bei der bisher
betrachteten geradlinigen Bewegung von einer gleichbleibenden,
sondern nur voh einer momentanen Bewegungsrichtung
gesprochen werden. Diese ist fiir eine beliebige Stelle der Bahn
durch die Richtung bestimmt, der sich die Verbindungslinie zwi-
schen der betreffenden Stelle und einer ihr benachbarten um so
mehr nihert, je ndher die benachbarte Stelle gewahlt wird. Die
momentane Bewegungsrichtung ist also bei einer krummlinigen Be-
wegung durch die jeweilige Richtung der Bahntangente gegeben.
_ Bei eimer krummlinigen Bewegung kann die Bahn wieder eine
" ebene Kurve sein oder eine riumliche, je nachdem ob alle Punkte
- der betrachteten Bahn in derselben Ebene liegen oder nicht. Aber

auch im letzteren Falle 1Bt sich fiir jeden Punkt der Bahn eine
Ebene festlegen, an deren Richtung sich eine durch den betreffenden
Punkt und zwei benachbarte Bahnpunkte gelegte Ebene um so
genauer anlegt, je naher die drei Punkte zueinander liegen. Diese
Ebene wird als die Schmiegungsebene (oder Oskulationsebene)
bezeichnet. Die Richtung, die in der Schmiegungsebene anf der
Bahntangente senkrecht steht, heit die Bahnnormale. Um die
einzelnen, auf der Bahnnormalen liegenden Punkte kann man (und
zwar auf der Konvexseite der Bahn) je einen Kreis konstruieren,
der die Bahnkurve an der betrachteten Stelle beriihrt. Unter allen
diesen Kreisen gibt es einen, der sich enger als alle anderen an die
Bahnkurve an der betrachieten Stelle anschmiegt. Dieser Kreis
wird der Kriimmungskreis und sein Radius der Kriimmungs-
halbmesser fiir die betreffende Stelle genannt.
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§ 6. Die Geschwindigkeit als Vektorgrife.

Da auch bei einer krummlinigen Bewegung ein geniigend kleines
Stiick der Bewegung immer niherungsweise als gerade angesehen
werden kann, so gilt die frither fiir die Momentangeschwindigkeit
einer geradlinigen Bewegung abgeleitete Gl.2 auch fiir eine krumm-
linige Bewegung.

Den augenblicklichen Bewegungszustand kann man sich nun am
einfachsten dargestellt denken durch eine gerichtete Strecke,
die die Richtung der Bahntangente, den Richtungssinn der Be-
wegung und eine Lénge von sovielen Langeneinheiten hat, als die
momentane Zahl der Geschwindigkeitseinheiten betrigt. Man
bezeichnet allgemein physikalische GroéBen, die durch gerichtete
Strecken darstellbar sind, als VektorgrB8en oder Vektoren
schlechthin. An jedem Vektor sind drei wesentliche Eigenschaften
zu unterscheiden: die Richtung, der Richtungssinn und der
durch die Liange der Strecke dargestellte Betrag. Zu den Vektor-

groflen gehort also auch die Geschwindigkeit.
’ § 7. Zerlegung und Zusammensetzung von Vektoren.

Die Projektion eines Vektors auf eine bestimmte Richtung wird
als die Kom ponente des Vektors nach dieser Richtung bezeichnet.
Nach einer elementaren geometrischen Beziehung ist die Projektion
gleich dem Betrage des Vektors, multipliziert mit_dem Kosinus
des Winkels, den die Richtung des Vektors mit derjenigen Richtung
~einschlieft, nach der die Komponente genommen wird. Aus dem
pythagoreischen Lehrsatz folgt ohne weiteres, dafl bei einer Zer-
legung eines Vektors nach zwei zueinander senkrechten Richtungen,
die mit dem Vektor in derselben Ebene liegen, das Quadrat des
Vektorbetrages gleich ist der Summe der Quadrate der Kompo-
nenten. Wird statt einer solehen ,,ebenen® allgemeiner eine ,,rium-
liche* Zerlegung des Veltors nach drei zueinander senkrechten Achsen
vorgenommen, so folgt ebenfalls aus dem pythagoreischen Lehrsatz,
daB dann das Quadrat des Vektorbetrages der Summe der
Quadrate der drei Komponenten gleich ist. Dies gilt inshe-
sondere auch fiir die Komponenten eines Vek-
tors in bezug auf ein Koordinatensystem.

Die Zusammensetzung oder ,,Addition* 740
von Vektoren wird definitionsgemi derart vor-
genommen, daB man von dem Endpunkte des
ersten Vektors den zweiten auftriigt und zu dem
Endpunkt des zweiten nuneine gerichtete Strecke
von dem Anfangspunkt des ersten zieht (Fig.1). Fig. L.
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Umgekehrt erhilt man die vektorielle Differenz zweier Vektoren,
indem man einen Vektor sucht, der zu dem Subtrahenden vektoriell
hinzugefiigt, den Diminuenden ergibt.

Betrachten wir eine mit der Zeit verinderliche VektorgroBe, so
konnen wir daher den vektoriellen Unterschied der Werte bestimmen,
die dieser yerinderliche Vektor am Ende und am Beginn eines Zeit-
intervalles hat. Der Grenzwert, dem sich dieser vektorielle Unter-
schied, dividiert durch das Zeitintervall, mit immer kleiner werden-
dem Zeitintervall niahert, wird als der zeitliche Differential-
quotient der VektorgrdBe bezeichnet.

§ 8. Tangential- und Normalbeschlemnigung.

Der Vektor, der den zeitlichen Differentialquotienten des Ge-
schwindigkeitsvektors darstellt, wird als der Beschleunigungs-
vektor definiert. Es ist ohne weiteres klar, daf} diese allgemeinere
Definition als Spezialfall die frither fiir die geradlinige Bewegung
gegebene Definition mit einschlieB3t.

Bei einer ebenen Bewegung mufl der Beschleumgungbvektm
jedesfalls in der Bahnebene liegen, sonst, im allgemeineren Fall,
in der Sch mlegung%ebe ne. Denn sind A, B und C drei benach-
barte Punlte der Bahnkurve, so hat fiir den Punkt A der Geschwin-
digkeitsveltor die Richtung des Bahnelementes AB und fiir den
Punkt B die Richtung des Bahnelementes BC. Beide Geschwindig-
keitsvektoren liegen also in der durch die Punkte A, B und C fest-
gelegten Ebene, und dasselbe mufl natiilich auch von dem Velstor
gelten, der ihren vektoriellen Unterschied darstellt.

In der Ebene der augenblicklichen Bewegung liBt sich nun der
Beschlemmigungsvektor derart in zwei zueinander senkrechte Kom-
ponenten zerlegen, dafl die eine die Rlchtung der Bahntangente und
die andere die Richtung der Bahmnormalen hat. Diese beiden Kom-
ponenten werden als die Tangential- und die Normalbeschleu-
nigung bezeichnet. Einfache mathematische Betrachtungen, die in
einem spiteren Kapitel wiedergegeben werden mégen, fiihren zu fol-
gendem Ergebnis: Die Tangentialbeschleunigung ist gleich dem zeit-
lichen Differentialquotienten des Geschwindigkeitshetrages; die Nor-
malbeschleunigung ist gleich dem Quotienten aus dem Quadrate des
Geschwindigkeitsbetrages und dem Kriimmungshalbmesser. Bezeich-
nen wir die beiden Komponenten mit b, und b, und den Kriim-
mungsradius mit g, so ist

By == @17
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§ 9. Die gleichférmige Kreishewegung.

Ein besonders einfacher Fall einer krummlinigen Bewegung liegt
vor, wenn die Bahn kreisférmig und der Betrag der Geschwin-
_digkeit konstant ist. Man spricht dann von einer gleichfér-
m1gen Kr elsbeweaung Fiir eine solche VGlSCthlldet (nach Gl "”')
immer che Rwhtung der Bahnnmmalen hat, also Zum I&rels1111ttc»l—
punkt gerichtet ist. Man nennt in diesem Falle die Beschleunigung,
die trotz der Konstanz des Geschwindigkeitsbetrags durch die stin-
dige Anderung der Bewegungsrichtung hervorgerufen wird, die
Zentripetalbeschleunigung. Da in dem betrachteten Sonder-
fall der Krimmungsradius durch den Kreishalbmesser dargestellt
wird (der mit r bezeichnet werde), so gilt demnach fiir die Zentri-
petalbeschleunigung b die Formel ’

D p=T. (28)

r

Bezeichnet man die Umlaufszeit mit T, so kann die Zentri-
petalbeschleunigung auch in der Form dargestellt werden

23
b— f%, | (29)
(denn es ist 2 v v gleich v T).

§ 10. Die Fliichengeschwindigkeit.

Die Bewegung eines Massenpunktes knnen wir auch derart be-
schreiben, dafl wir von einem festen Bezugspunkte aus einen
* Vektor zu dem bewegten Massenpunkte ziehen und die Veranderung
dieses sogenannten Radiusvektors mit der Zeit (nach Richtung
und Betrag) untersuchen. Werm im besonderen die Bewegung in
einer Ebene erfolgt, in der dann zweckméBig auch der feste Bezugs-
punkt gewihlt wird, so liegh es nahe, die GroBe der Flache ins Auge
zu fassen, die in einer beliebigen Zeit der Radiusveltor beschreibt.
Ein besonders einfacher Fall liegt dann vor, wenn der Radiusveltor
in gleichenZeiten gleiche Flichen zurticklegt. Die in der Zeit-
einheit beschriebene Fliche wird dann als die Flichengeschwin-
digkeit bezeichnet*). Rein mathematische Uberlegungen (auf die
erst spiter niher eingegangen werde) fiihren zu dem wichtigen
Satz, daB in dem Falle konstanter Flichengeschwindigkeit die Be-
schleunlgung zu dem festen Bezudspunkte gerichtet sein
muB, von dem aus der Radiusvektor zu dem bewegten Massén-
punkte bezogen wird.

*) Haufig wird auch das Doppelte dieser Grofe so genannt.
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Ganz allgemein kénnen wir den Betrag der Flichengeschwindig-
keit definieren als den Grenzwert, der sich ergibt, wenn die in einem
Zeitintervall -/t durchstrichene Flache durch
At dividiert wird und </t immer kleiner
wird. Auch die Flichengeschwindigkeit 146t
sich als Vektor darstellen. Man gibt diesem
Vektor, dessen Lénge man dem Betrag
gleich macht, eine Richtung, die auf dem
durchstrichenen Flachenelement senkrecht
steht, und einen solchen Richtungssinn, daBl von der Spitze des
Vektors aus gesehen, die Bewegung entgegengesetzt dem Uhr-
‘zeiger verliuft (Fig. 2). ’

8§ 11. Die Zusamnensetzung von Bewegungen

Betrachten wir zwei Bewegungen, fiir die wir denselben festen
Bezugspunkt wihlen, so definieren wir eine Bewegung als aus
den beiden Bewegungen zusammengesetzt, wenn fiir sie in jedem
Augenblick der von dem Bezugspunkt aus gezogene Radiusvektor
gleich ist der vektoriellen Summe der Grofien, die in dem betreffen-
den Augenblick die von dem Bezugspunkte aus gezogenen Radien-
vektoren fiir die beiden Einzelbewegungen hétten.

Ist der feste Bezugspunlt der Punkt O (Fig. 3) und sind A und B

» die Stellen, an denen sich in einem be-
stimmten Augenblick der Massenpunkt bei
deh beiden Einzelbewegungen befinde, so ist
die Stelle C, an der sich in dem betreffenden
Augenblick der Massenpunkt bei der zu-
sammengesetzten Bewegung befindet, durch
die vierte Ecke eines Parallelogramms dar-
gestellt, dessen drei andere Ecken von den
Punlkten O, A und B gebildet werden (vgl
auch die frithere Fig. 1). Man bezeichnet dieses Parallelogramm als
das Bewegungsparallelogramm.

Da der Geschwindigkeitsvelttor immer der zeitliche Differential-
quotient des von einem Bezugspunkt aus gezogenen Radiusvelktors
und der Beschleunigungsvektor wieder der zeitliche Differential-
quotient des Geschwindigkeitsvektors ist, so ist es selbstverstiind-
lich, daB sich der Geschwindigkeitsvektor der zusammengesetzten
Bewegung durch vektorielle Addition der Einzelgeschwindiglkeiten
und der Beschleunigungsvektor der zusammengesetzten Beweogung
- durch vektorielle Addition der Einzelbeschleunigungen ergeben. Man
kann also auch die resultierende Geeschwindiglkeit durch Konstruktion

LY

Fig. 2.

Fig. 3.
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des sogenannten Geschwindigkeitsparallelogramms und die
resultierende Beschleunigung durch Konstruktion eines Beschleu-
nigungsparallelogramms finden. '
Aus dem Prinzip des Bewegungs-
parallelogramms folgt ohne weiteres,
daBl die Zusammensetzung zweier
verschieden gerichteter, geradliniger,
gleichformiger Bewegungen wiederum
eine geradlinige gleichférmige Bewe-
gung ergibt (Fig. 4). Dagegen resultiert
aus zwel verschieden gerichteten gleich-
formig beschleunigten, geradlinigen Be- Tig. 4.
wegungen nur dann wiederum eine ge-
radlinige Bewegung, wenn bei beiden Einzelbewegungen die Be-
schleunigung deunselben Wert hat, By ergiht somih anch. die Zu-
‘sammensetzung einer geradlinigen, gleichformigen und einer gerad-
linigen, gleichformig beschleumigten Bewegung eine krummlinige

14

vd
7

9 ”

Fig. &.

Bahn, und zwar ist diese, wie aus elementaren geometrischen Be-
trachtungen folgt, parabolisch. Tig. 5 zeigh fiir eine derart zu-
gammengesetzte Bewegung die Konstruktion der Bahn mittels der
Bewegnngsparallelogramme fitr die Zeiten von 1, 2, 3, 4 Sekun-
den usw. Der schriige Weg ist der gleichformig zuriickgelegte, der
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vertikale der mit konstanter Beschleunigung durchlaufene, so dal
sich die vertikalen Wege wie die Quadrate der Zeiten verhalten.

Von besonderem Interesse sind auch die Bewegungen, die durch
Zusammensetzung einer gleichférmigen geradlinigen und einer gleich-
formigen Kreisbewegung entstehen. Hierbei sind wiederum zwei
Spezialfalle von besonderer Einfachheit. In beiden Fillen fiihre die
geradlinige Bewegung durch den Kreismittelpunkt, doch moge im
ersten Fall die gerade Linie zur Kreisebene senkrecht sein, im zweiten
Falle aber in der Ebene des Kreises liegen. Im ersten Fall entsteht
eine sogenannte Schrau-
benbewegung, im zwei-
ten eine zykloidische
Bewegung. Die Bahn
ist im ersten Fall eine
Schraubenlinie, im zwei-
ten eine Zykloide (Fig. 6). Die Zykloide wird auch als Radlinie
bezeichnet; denn eine zykloidische Bewegung wird von jedem
Punkte des Umfangs eines Rades zuriickgelegt, das auf einer ge-
raden Bahn rollt.

§ 12. Die Zerlegung von Bewegungen.

Ebenso wie eine Kurve kann auch eine Bewegung auf eine be-
liebige Gerade projiziert werden. Die projizierte Bewegung er-
halten wir, indem wir uns in jedem Zeitelement das Stiick der Ge-
raden durchlaufen denken, das die Projektion des in demselben /
Zeitelement durchlaufenen Stiickes der tatsdchlichen Bahn darstellt.
Projizieren wir derart eine Bewegung, die in einer ebenen Kurve
verlauft, auf zwel zueinander senkrechte Gerade, die mit der Bahn
in derselben Ebene liegen, so mufi die Zusammensetzung der beiden
Projektionen wiederum die tatsdchliche Bewegung ergeben. Im
allgemeinen kann man somit jede krummlinige Bewegung in
drei beliebige, zueinander senkrechte, geradlinige Teil-
bewegungen zerlegen. Aus den Prinzipen des Bewegungs-, des
Geschwindigkeits- und des Beschleunigungsparallelogramms folgt,
daB die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der drei Partial-
bewegungen nichts anderes sind als die Komponenten der
tatsiichlichen Geschwindigkeit und Beschleunigung nach den be-
treffenden Geraden. So erklirt sich die grofie Bedeutung der
analytischen Geometrie fiir die Mechanik dadurch, daB sie die
Zuriickfihrung des komplizierteren Problems der krummlinigen Be-
wegung auf das einfachere Problem der geradlinigen Bewegung er-
moglicht.

Fig. 6.
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§ 13. Zusammensetzung und Zerleging von Schwingungen.

Zwei Schwingungen, die in derselben Geraden mit gleicher
Periode erfolgen, miissen sich, wie ohne weiteres klar ist, zu einer
Schwingung von gleicher Periode in derselben Geraden zusammen-
setzen. Haben sie keinen Phasenunterschied, d. h. dieselbe Phasen-
konstante, so ist die resultierende Amplitude einfach gleich der
Summe der Einzelamplituden, und die resultierende Elongation ist
dann in jedem Augenblicke gleich der Summe der Elongationen, die
den Einzelschwingungen zukommen. Haben die beiden Schwin-
gungen einen Phasenunterschied von einer halben Periode (sind sie,
wie man zu sagen pflegt, in der Phase entgegengesetzt), so ist die
resultierende Amplitude gleich der Differenz der Einzelamplituden.
Zwei in der Phase entgegengesetzte Schwingungen, die mit gleicher
Amplitude und Periode in derselben Geraden erfolgen, heben daher
eimander wechselseitlg ami. Auch el believigenm Phasercrierschiet
setzen sich zwei in derselben Geraden mit gleicher Periode erfolgende
Schwingungen wiederum zu einer geradlinigen Schwingung von glei-
* cher Periode zusammen; aus den gegebenen Amplituden und dem
gegebenen Phasenunterschied lassen sich die Amplitude der resul-
tierenden Schwingung und ihre Phasenunterschiede gegen die zu-
sammengesetzten Einzelschwingungen leicht berechnen.

Zwei Schwingungen, die in verschiedenen Geraden erfolgen,
setzen sich nur dann zu einer geradlinigen Schwingung zusammen,
wenn sie bei gleicher Periode keine Phasenverschiedenheit oder eine
solche von einer halben Periode aufweisen. Sonst ergibt die Zu-
sammensetzung zweier in verschiedenen Geraden mit gleicher
Periode erfolgenden Schwingungen im allgemeinen, wie geometrische
Dedulktionen zeigen, eine mit cerselben Periode vor sich gehende
periodische Bewegung in einer elliptischen Bahn, eine sogenannte
‘elliptische Schwingung. Die elliptische Schwingung ist der
‘allgemeinste Bewegungsvorgang, bei dem der Beschleunigungs-
vektor in entgegengesetzter Richtung dem von einem festen Punkte
aus gezogenen Radiusvektor proportional ist, bei dem also die in
das Vektoriclle erweiterte Gl. 14 erfiillt ist. /420 - o ¢

Die frither betrachtete schwingende Bcwegung in einer geraden
Linie stellt als lineare Schwingung natiirlich nur einen Spezial-

fall der elliptischen Schwingung dar, Ein anderer Spezialfall ist als
zirkulare Schwingung die ebenfalls schon frither betrachtete
gleichformige Kreishewegung. Zu ihr setzen sich zwei in ver-
schiedenen Geraden erfolgende lineare Schwingungen dann zu-
sammen, wenn die beiden Geraden zueinander senkrecht sind und
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die beiden Einzelschwingungen gleiche Periode und Amplitude,
jedoch einen Phasenunterschied von einer Viertelperiode
haben. Wenn bei der Kreisbewegung der zirkular schwingende

Massenpunkt in Fig. 7 den Punkt A pas-

2 siert, ist bei der Teilschwingung in der Ge-

raden OA gerade die Amplitude bei A er-

| reicht, wihrend hei der dazu senkrechten

o p Teilschwingung in der Geraden OB eben die

Rubelage bei O passiert wird. Das Umge-.
kehrte igt der Fall, wenn der zivlular schwin-
gende Massenpunkt die Stelle B passiert.

Zwei zirkulare Schwingungen werden als
entgegengesetzt bezeichnet, wenn sie bei
gleicher Amplitude (also gleichem Radius)
und gleicher Periode entgegengesetzten Umlaufssinn haben, wenn also
von einer Stelle aus gesehen, die eine Bewegung entgegengesetzt, dem
Uhrzeiger und die andere im Sinne des Ulrzeigers verliuft. Hs ist
ohne weiteres klar, daB durch die Zusammensetzung zweier ent-
gegengesetzter zirkularer Schwingungen eine lineare Schwingung
resultiert, deren Amplitude doppelt so groB ist wie die der zirku-

Fig. 7.

Fig. 8.

laren Schwingungen. Thre Richtung ist durch die beiden diametral
gegeniiber liegenden Stellen des Kreises bestimmt, in denen die
entgegengesetzten zirkularen Schwingungen stindig zusammen-
treffen,

Ebenso wie jede beliebige krummlinige Bewegung kann natiir-
lich auch eine krummlinige Schwingung in geradlinige Teil-
schwingungen zerlegt werden. Erfolgt die Zerlegung bei
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einer elliptischen Schwingung in der Ellipsenebene nach zwei be-
liebigen, jedoch zueinander senkrechten Achsen, so sind die Teil-
bewegungen lineare Schwingungen von gleicher Periode, jedoch
‘verschiedener Phase und im allgemeinen auch verschiedener Am-
plitude. Der Phasenunterschied wird im besonderen gleich einer
Viertelperiode, wenn die heiden Geraden, nach denen die Zer-
legung vorgenommen wird, mit den Achsen der Ellipse zusammen-

fallen. Insbesondere 148t sich nach dem frither Gesagten eine zirku-
lare Schwingung immer in zwei Teilschwingungen zerlegen, die in
zwei beliebigen, jedoch zueinander senkrechten Geracden mit gleicher
Amplitude und einem Phasenunterschied von einer Viertelperiode er-
folgen. Andererseits 148t sich eine lineare Schwingung auch immer
in zwei entgegengesetzte zirkulare von halber Amplitude zerlegemn.
Durch Zusammensetzung von Schwingungen von verschiede-
ner Periode entsteht wiederum eine periodische Bewegung, die,
obwohl nicht durch eine einfache Sinusfunktion darstellbar, dennoch
Handbuch der Experimentalphysil, Haas, 2
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der Relativhewegung jedesfalls die Untersuchung der Frage voran-
gehen, von welcher Art die wechselseitigen Lageninde-
rungen zweier Koordinatensysteme sein koénnen.

§ 15. Translation und Rotation.

Zwei Koordinatensysteme sind in bezug aufeinander offenbar
dann in Ruhe, wenn sich weder der Abstand ihrer Urspriinge noch
die Winkel #indern, die ihre Achsen wechselseitig miteinander ein-
schlieBen. Da fiir kinematische Betrachturigen ein Koordinaten-
system jedesfalls beliebig mit einem anderen vertauscht werden kann,
das ihm gegeniiber in Rubhe ist, so ist es klar, daf alle wechselseitigen
Bewegungen zweier Koordinatensysteme auf zwei Spezialfille
zuriickgefithrt werden kénnen. Im ersten Spezialfall bewegen
sich zwei Koordinatensysteme gegeneinander mit parallel bleiben-
den Achsen; im zweiten Sonderfall &ndern sich die Richtungen der
beiderseitigen Achsen gegencinander, wihrend die Urspriinge beider
Systeme davernd zusammenfallen. Die erste Art einer Lagenfinde-
rung wird als Translation bezeichnet, die zweite als Rotation.

Fir die spiter zu erorternden experimentellen Untersuchungen
kann hier die Betrachtung eines Sonderfalles einer Rotation ge-
niigen, Die Rotation mége namlich gleichmifBig erfolgen und
derart, daB stindig nicht nur die Urspriinge, sondern auch zwei
A chsen derbeiden Koordinatensysteme zusammenfallen. Sehen
wir die gemeinsame Achse etwa als z-Achse bzw. z'-Achse an, so moge
sich also in der x-y-Ebene die x’-Achse und mit ihr nattivlich auch
die y'-Achse gleichmifiig drehen. Der in der Zeiteinheit zuriick-
gelegte und im Bogenmafl ausgedriickte Winkel wird dann alg die
Winkelgeschwindigkeit und die gemeinsame Achse als die
Rotationsachse bezeichnet.

_ Die Winkelgeschwindigkeit kann auch als Vektorgrifie auf-

gefaBt werden; man legt ihr dazu die Richtung der Rotationsachse
bei und gibt ihr einen solchen Richtungssinn, dafi vou der Spitze
des Vektors aus gesehen, die Rotation entgegen dem Uhrzeiger
verlauft. In dem besprochenen Sonderfall einer Rotation behiilt
der Vektor der Winkelgeschwindigkeit sowohl den Betrag als auch
die Richtung unverdndert bei; im allgemeinen #ndert sich beides.

§ 16. Fiihrungsgeschwindigkeit und Fiihrungsbeschlen-
nigung. ' ‘

Einen Punkt bezeichnen wir alg zu einem Koordinatensystem
gehorig oder auch als mit dem System fest verbunden, wenn er
in bezug auf dieses System unverénderliche Koordinaten hat,
Ist nun dieses System, das wieder 3’ genannt werde, gegen cin an-
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deres, das wir wieder S nennen wollen, bewegt, so verstehen wir
unter Fihrungsgeschwindigkeit und Fihrungsbeschleu-
nigung eines Massenpunktes an einer Stelle P die Geschwindigkeit
und Beschleunigung, die in bezug auf das System S der Punkt P hat,
wenn er mit dem System S’ fest verbunden gedacht wird. :

Es ist klar, daB bei einer Translationsbewegung alle mit dem
Koordinatensystem fest verbundenen Punkte dieselbe Geschwin-
digkeit und Beschleunigung haben; man kann daher dann einfach
von einer Translationsgeschwindigkeit und einer Trans-
lationsbeschleunigung schlechthin sprechen, und diese stellen
eben bei einer Translation zugleich die Fithrungsgeschwindigkeit und

.die Tiihrungsbeschleunigung eines beliebigen, mit dem Koordi-
natensystem fest verbundenen Punktes dar.

Bei einer Rotation hingen Fiihrungsgeschwindigkeit und Fiih-
rungsbeschleunigung von der Lage des Punktes ab. Ist die Rotation
von der frither betrachteten Art, wo der Vektor der Winkelgeschwin-
digkeit nach Betrag und Richtung konstant ist, so ist die Fithrungs-

|geschwindigkeit in ihrem Betrage gleich der Winkelgeschwindigkeit,
‘multipliziert mit dem Abstand des betrachteten Punktes von der
Rotationsachse. Die Richtung der Fiihrungsgeschwindigkeit er-
gibt sich aus der Tatsache, daB bei einer solchen Rotation alle mit
dem System fest verbundenen Punkte um die Rotationsachse
kreisformige Bahnen in Ebenen beschreiben, die zu der Rota-
tionsachse senkrecht sind. Die Fithrungsbeschleunigung aber deckt
sich bei einer solchen Rotation einfach mit der schon frither be-
‘sprochenen Zentripetalbeschleunigung. Nennen wir den Ab-
stand des Punlttes von der Rotationsachse p und die Winkelgeschwin-
digkeit w, so gelten daher fiir Fiihrungsgeschwindigkeit und Fiih-

ungsbeschleumgung in dem betrachteten Sonderfall die Beziehungen

Ve =pw, Dy— pwi._ 30) 1+

§ 17. Die Coriolis-Beschleunigung. /

Die Relativgeschwindigkeit und die Relativbeschleunigung er-
geben sich ganz allgemein aus der Be-

zichung, daf in jedem Augenblick der
von dem Ursprung O zu dem Massen- ,
punkt gezogene Radiusvektor gleich

sein muB der vektoriellen Summe aus 4
der gerichteten Strecke, die von dem Pig 12.

Ursprung O zum Ursprung O’ fiithrt,
und aug dem Radivsvektor, der zu dem in M befindlichen Massen-
punkt von dem Ursprung O’ gezogen wird (Fig. 12). Hieraus folgt

M
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sogleich, dafB3 die auf das System S bezogene Geschwindigkeit immer
gleich sein mufi der vektoriellen Summe aus der Relativ-
:md der Fihrungsgeschwindigkeit.

Tiir die Beschleunigung gilt hingegen, wie einfache geometrische
Betrachtungen zeigen, eine analoge Beziehung nicht. Um die Be-
schleunigung in bezug auf das System S zu erhalten, muf vielmehr
zu der vektoriellen Summe aus der Relativheschleunigung und der
Tithrungsbeschleunigung noch ein Vektor hinzuaddiert werden, der
als die Coriolis-Beschleunigung bezeichnet wird (nach dem

Die Coriolis-Beschleunigung ist, wie man in der Sprache der
Jektorrechnung sagt, das doppelte dullere Vektorprodukt aus

toren U und B, in tiblicher Weise be-
zeichnet mit dem Symbol [%AB], in
~ folgender Weise: Es soll ein Vektor
sein, der auf der Ebene des von den -
beiden Vektoren gebildeten Parallelo-
gramms senkrecht steht, der so viel
Lingeneinheiten enthélt, als das Par-
allelogramm Flacheneinheiten hat, und
der einen solchen Richtungssinn hat, daB, von seiner Spitze ge-
sehen, die Drehung dem Uhrzeiger entgegengesetzt erscheint, die den
im Produkt zuerst genannten Velktor in die Richtung des anderen
iiberfithrt (Fig. 13)*). Auf Grund dieser allgemeinen Definition ist der
Betrag der Coriolis-Beschleunigung durch die Beziehung gegeben
beor = 2w, singp, (31)
wenn ¢ der Winkel ist, den die Vektoren der Winkelgeschwindigkeit
und der Relativgeschwindigkeit miteinander einschlieffen. Der
Vektor der Coriolis-Beschleunigung ist nach dem frither Gesagten
sowohl senkrecht zur Rotationsachse als auch zur augenblicklichen
Richtung der Relativbewegung; sein Richtungssinn ergibt sich aus
der Forderung, daB, von seiner Spitze gesehen, die Drehung dem
Uhrzeiger entgegengesetzt erscheint, die auf kiirzestem Wege den
Vektor der Winkelgeschwindigkeit in die Richtung des Vektors der
Relativgeschwindigkeit tiberfithrt, wenn beide Vektoren von einem
und demselben Punkte aus konstruiert werden.

*) Das Vektorprodukt [BYU] ist daher dem Vektorprodukt [AB] ent-
gegengesetat,

Tig. 13.
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Zweites Kapitel.

Die fundamentalen Erfabrungstatsachen
der Mechanik.

§ 18. Das Beharrungsvermogen.

Die bloB oberflachliche Betrachtung der alltiglichen Bewegungs-
vorginge scheint richtige mechanische Erkenntnisse weit eher zu
verhindern als zu férdern. Denn die alltdgliche Erfahrung zeigt uns
einerseits im Niederfallen der Korper Bewegungen, und zwar be-
schleunigte Bewegungen, die ganz von selbst, ganz spontan, also
ohne jede merkliche Ursache vor sich zu gehen scheinen; anderer-
seits zeigt uns die alltégliche Erfahrung, dall Bewegungen, die nicht
nach abwarts gehen, einen ,, Aufwand an Kraft®, eine direkte oder
indirekte Tétigkeit des Menschen oder anderer lebender Wesen er-
fordern und stets nur eine bestiminte, meist kurze Zeit hindurch
andauern, innerhalb deren die erteilte Geschwindigkeit aunf Null
sinkt, die Bewegung sich also gleichsam von selbst ,aufzehrt®.

In der Tat beruht auf diesen oberflichlichen Wahrnehmungen die
antike Dynamik, die vor allem durch Aristoteles ausgebildet
wurde*). Sie unterschied |, nattirliche* und ,.erzwungene® Be-
wegungen. Wiahrend die ersteren spontan eintreten und verlaufen -
sollten, sollte bei den letzteren ein , Aufwand an Kraft® nicht nur
zu ihrer Finleitung, sondern auch zu ihrer Aufrechterhaltung
notwendig sein.

Aber schon eine etwas aufmerksamere Beobachtung muBte in
Verbindung mit einfachen Schliissen die Unhaltbarkeit dieser Vor-

stellung erweisen, und das hierzu geeigneteste Phinomen war jedeg- -

falls eine ,,erzwungene‘ Bewegung, bei der die erforderliche ,, Kraft*
durch eine vorangegangene , natiirliche® Bewegung des bewegten
Korpers geliefert wird. Ein Phiénomen dieser Art liegt dann vor,
wenn ein Korper durch eine irgendwie geartete Abwartshewegung
eine gewisse Geschwindigkeit erlangt und mib dieser nun eine irgend-
wie geartete Aufwirtsbewegung ausfithrt. Die Beobachtung
zeigh dann, daf bis auf eine kleine Differenz bei der Aufwirts-
bewegung immer wieder das horizontale Ausgangsniveau er-
reicht wird, und daB die erwihnte Differenz dadurch verringert
werden kann, daB man etwa die Glitte des bewegten Korpers und
der Bewegungsunterlage verbessert oder aber die Dichte des Mittels
herabsetzt, in dem dic Bewegung stattfindet.

#) Vgl. des Verf. Abhandlung ,,Die Grundlagen der antiken Dynamilk®,
Axrch. £. Gesch., d. Naturwissenschaft u. d. Technik 1, 8. 19—47 (1908).
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Derartige Beobachtungen hat planméafig zuerst Galilei um das
Jahr 1580 angestellt, und er hat das Ergebnis seiner Beobachtungen
in dem Satze ausgedriickt, daB bei einer von Bewegungshinder-
nissen freien Aufwirtshewegung das Ausgangsniveau wieder voll-
stindig erreicht werden miiBte.
Das einfachste Experiment, das man
zur angenidherten Bestatigung dieses
Satzes ausfithren kann, besteht wohl
darin, dal man eine Kugel eine
schiefe Ithene von einem Punkte A

Fig, 14. aus hinabrollen und mit der erlang-

ten Geschwindigkeit sodann eine

andere schiefe Ebene hinaufrollen 1aBt, die in B mit der ersten

schiefen Ebene zusammenstoBt (Fig. 14). Man wird dann finden,

daf die Kugel bis auf eine gewisse Differenz der Stelle C nahe

kommen wird, die in demselben horizontalen Niveau wie die Aus-
gangsstelle A liegt.

Geringer wird die Differenz im allgemeinen jedoch dann, wenn
man die Abwhrtsbewegung eines pendelnden kleinen Korpers in
seiner kreisformigen Bahn benutzt; derart hat Gralilei den folgen-
den Versuch ausgefihrt. Er schlug in eine vertikale Wand, ctwa
bei A (Fig. 15), einen Nagel ein wnd hing an diegsen an einem diimnen

Faden AB eine schwere

Kugel. Er brachte die

Kugel nach ¢! und lie

sie den durch don Punkt

£ B fithrenden Kreisbogen

beschreiben, wobei or

fegtstellte, dafl die Kugel

nur wm ein gany kleines

f Stiick unter dem horvi-

zontalen Niveau C1) zu-

riickblich. Dann schlug

I«‘ig T er in die Wand bei E

oder I einen Nagel cin,

wodurch der Faden, wenn er aus der Lage AC in die Lage AB ither-

ging, teilweise aufgehalten wurde., Galilei stellte fest, daB sich

die Kugel wiederum, von einer geringen Abweichung abgesehen, bis

zu der horizontalen Linie CD bewegte, wobei sie entweder den Bogen
BG oder BJ beschrieb.

Wir wollen ung nun, indem wir Galileis Gedankengingen folgen,

4
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den durch die frithere Fig. 14 angedeuteten Versuch mit einer ide-
alen, von Bewegungshindernissen vollig freien Bewegung in einem
Gedankenexperiment wiederholt denken, indem wir zugleich die
zweite schiefe Ebene BC immer stirker und stirker neigen (Fig. 16).
Die Strecke, die die Kugel mit stets gleicher Anfangsgeschwindigleit
in der Aufwirtsbewegung durchlauft, bevor die Geschwindigkeit
Null wird, wird dann immer
langer und langer. Wenn wir
daher zu einer horizontalen
Bewegung als dem Grenz-
fall ibergehen, so miilite so-
mit bei dieser, wofern alle
Bewegungshindernisse fehlen,
,,inendlich viel” Zeit vergehen, bevor diese Bewegung erlischt.
Eine solche von Bewegungshindernissen vollkommen freie Ideal-
‘bewegung stellt aber den gemeinsamen Grenzfall zwischen der beim
[ Fehlen aller Hindernisse stets beschleunigten Abwérts- und der
'stets verzogerten Aufwartsbewegung dar; sie kann daher nur mit
gleichbleibender Geschwindigkeit zuriickgelegt werden.

Aus dieser Brkenntnis miissen wir schlieBen, daB auch zu der
Erhaltung einer wirklichen gleichférmigen, geradlinigen Bewegung
nur insoweit ein , Aufwand an Kraft*, wie man in der Alltagssprache
zu sagen pilegt, erforderlich ist, als er der Kompensation der hemmen-
den Wirkung von Bewegungshindernissen dient.

§ 19. Die Abwiirtsbewegung.

DaBl gleich dem freien Fall jede Abwirtsbewegung, wie schon
erwiahnt, beschleunigt ist, also mit wachsender Geschwindigkeit
vor sich geht, zeigt schon die grobe Beobachtung., Um mit einfachen
Mitteln die kinematischen Eigentiimlichkeiten einer solchen Be-
wegung zu ergriinden, bediente sich Galilei seiner beriihmten Fall-
rinne; mittels dieser konnte er feststellen, dall, wofern von den
durch die Bewegungshindernisse bedingten kleinen Abweichungen
abstrahiert wird, bei der Abwirtsbewegung dic von dem Bewegungs-
beginn an durchlanfenen Wege sich wie die Quadrate der seit
dem Beginne verflossenen Zeiten verhalten.

Galilei benutzte bei diesen Versuchen, wie er selbst berichtet,
ein Brett von zwolf Ellen (etwa 8 m) Linge, das auf der nach oben
gekehrten Schimalseite mit einer Rinne versehen war, die zur Ver-
minderung der Reibung mit sehr glattem Pergament gefiittert war.
In dieser Rinne lie Galilei eine sehr harte, vollig runde und glatt
polierte Messingkugel laufen; das Brett wurde dabei auf der einen

Fig. 16.
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Seite hoch gehoben. Galilei mal nun die Zeit, die bei einem be-
stimmten Neigungswinkel die Kugel zum Durchlaufen der ganzen
Fallvinne brauchte und verglich diese Zeit mit derjenigen, in der die
Kugel von dem hochsten Punkte aus bestimmte Bruchteile der
Strecke (1/y, 2/5, 3/ usw.) zuriicklegte. Die Zeit wurde hierbei durch
Abwigung der Wassermenge gemessen, die in der betreffenden Zeit
‘aus einem mit einer kleinen Bodenosffnung versehenen Rimer flof3.
Bei ,,wohl hundertfacher Wiederholung®, so berichtet Galilei,
fand er, daB sich stets die Strecken wie die Quadrate der Zeiten ver-
hielten, und zwar fand er dieses Gesetz bei jeder beliebigen Neigung
der Fallrinme erfiillt. Aus den in einem fritheren Abschnitt (§ 3)
abgeleiteten Beziehungen folgt somit, wie auch schon Galilei er-
kannte, daf die Abwirtsbewegung gleichfdérmig beschleunigt
ist; die Momentangeschwindigkeit nimmt linear mit der Zeit zu.
Galilel verglich ferner die Bewegungen auf verschieden ge-
neigten Ebenen miteinander und stellte fest, daBl sich hierbei die
Beschle unigungen so verhalten wie die Sinus der Neigungs-
s winkel. Da wir bei dem
freien, vertikalen Fall die Be-
schleunigung jedesfalls als
einen vertikal nach abwirts
gerichteten Vektor aufzu-
~ fassen haben, so ist demnach
bei der Bewegung langs einer
schiefen Ebene die Beschleu-
nigung gleich der Kompo-
nente jenes Vektors nach der Lingsrichtung der schiefen Ebene
(in Fig. 17 ist die Lange der schiefen Ebene durch AB, der Beschleu-
nigungsvektor durch EF, die Komponente in der Ebenenrichtung
durch EG dargestellt; mit a ist der Neigungswinkel CAB bezeichnet).
Vorallem aber ergaben Gtalileis Versuche das hochst bedeutungs-
volle Resultat, daBl hei gegebener Neigung die Beschleunigung
véllig unabhédngig von allen individuellen Eigenschaften
des bewegten Korpers ist. Sie ist unabhéngig von seiner stofflichen
Beschaffenheit, von seiner Gestalt, seiner Qberfliache, seinem Volumen
und vor allem auch von seinem Gewicht. Im besonderen folgt daraus,
dafl die Beschleunigung des freien Falles eine allgemeine
Konstante darstellen muB, dafl, wie man knapp sagt, alle Kérper
gleich rasch fallen.

Tig. 17.

Dieser Satz gilt natiirlich nur fiir eine von Bewegungshindernissen
freie Bewegung, und ihm widerspricht darum nicht die grobe Er-
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fahrungstatsache, daB etwa ein Papierschnitzel langsamer zu Boden
fallt als eine Bleikugel. Je grofier die Oberfliche im Verh#ltnis zum
Gewicht ist, desto groBer ist namlich der Luftwiderstand. DaB das
beobachtbare Zuriickbleiben leichterer Korper tatsichlich nur durch
den Luftwiderstand verursacht wird, 148t sich leicht mittels des
in Fig. 18 abgebildeten Apparates zeigen. Er besteht
aus einer ungefalir 150 cm langen und etwa 7 cm weiten
Glasrohre, die an beiden Enden verschlossen ist. An
einem Ende tragt die Rohre einen Hahn und ein Ansatz-
stiick, mititels dessen die Rohre an eine Luftpumpe an-
geschraubt werden kann, Die Rohre enthalte etwa eine
Bleikugel, ein Korkstiick und eine kleine Feder. In-
dem man die Rohre abwechselnd auf eines der beiden
Enden stellt, kann man beliebig oft den Vorgang des
Niederfallens der eingeschlossenen Korper wiederholen.
Ist nun die Rohre evakuiert, so nimmt man in der Tat
wahr, dafl die verschiedenen Korper genau gleich
schnell fallen. Laflt man allmahlich wieder Luft ein-
stromen, so bleibt die Feder wiederum hinter dem
Korkstiick und dieses hinter der Bleikugel zuriick, und
zwar um so mehr, je mehr Luft eingestromt ist*).

Dal} das Zuriickbleiben wenig dichter Korper in der
Tat nur eine Folge des Luftwiderstandes ist, a8t sich o
auch minder genau durch den folgenden, besonders \‘
einfachen Versuch demonstrieren. Auf eine grofle
Miinze, die genau horizontal gehalten wird, wird ein
kleineres Stiick Papier gelegt. LaBt man die Miinze
mit dem aufgelegten Papier nun niederfallen, so kommt
das Papier gleichzeitig mit der Miinze an, wihrend es
weit hinter ihr zuriickbleibt, wenn man es neben ihr
niederfallen 148t. Das eine Mal iiberwindet eben die
Miinze bereits auch fiir das Papier den Luftwiderstand, der das an-
dere Mal die Bewegung des Papiers wesentlich hemmt. DaB die
Miinze genau wagrecht gehalten wird, ist deshalb notwendig, weil
sonst Luft zwischen sie und das Papier eindringt.

Die fiir alle Kérper gleiche Beschleunigung des freien

Fig. 18.
Fallréhre,

*) Versuche mit der evakuierten Fallrthre waren natiirlich erst nach
Galilei moglich. Gialilel stellte seine beriihmten Fallversuche am schiefen
Turm in Pisa an und widerlegte durch sie die merkwiirdige, von den
Anhiingern des Avistoteles vertretene Anffassung, daf ein doppelt so
schwerer Koérper doppelt so rasch falle.



28 Die fundamentalen Frfahrungstatsachen der Mechanik.

Falls liB3t sich leicht aus Beobachtungen an der schiefen Ebene
ermitteln, weil ja fiir einen Neigungswinkel ¢ die Beschleunigung
der Abwartsbewegung immer gleich ist jener Beschleunigung mal
dem Sinus des Winkels a. Die Versuche ergeben so fiir die Be-
schleunigung des freien Falles einen Wert von etwa 980 cm sec—2;
genauere Angaben hieriiber werden in einem spéteren Abschnitt
folgen. A
- § 20. Das Beharrungsvermigen.

Wenn im Sinne der groben primitiven Beobachtung zwischen
,natiirlichen® und ,,erzwungenen‘‘ Bewegungen unterschieden wird,
so muB fir die Erforschung der Bewegungsgesetze jedesfalls eine
hesondere Bedeutung dem einfachsten Phinomen zukommen, bei
dem eine ,natiirliche’" und eine ,erzwungene’ Bewegung mitein-
ander kombiniert erscheinen. Dieses Phénomen ist die Wurf-
bewegung, und es ist daher begreiflich, dafl sich mit ihr der
Begriinder der exakten Dynamik, Galilei, besonders eingehend
befalte.

Durch genauere Beobachtungen konnte Galilei bald feststellen,
daB sich die Wurfbewegung gemill dem Prinzip des Bewegungs -
parallelogramms aus einer gleichférmigen Bewegung in der
Wurfrichtung und einer vertikalen, gleichférmig beschleunig-~
ten Fallbewegung zusammensetzt. Dies geht am deutlichsten
aus der parabolischen Form der Wurfbahn hervor, wie dies
ja nach den Daz‘légungen eines fritheren Abschanittes (§11) das not~
wendige Ergebnis einer derartigen Zusammensetzung sein mul3.
Allerdings erfahrt die Form der Bahn, wie bereits Galilei wulite,
durch den Luftwiderstand gewisse Modifikationen.

Die parabolische Gestalt der Wurfbahn 148t sich am einfachsten
mit Hilfe von Wasserstrahlen demonstrieren, die man aus
einem Gefal derart austreten 1aBt, daB wihrend des Ausflusses der
den AusfluB bewirkende Druck konstant bleibt. Man errveicht dies
mittels einer in einem spiteren Kapitel zu besprechenden Vorrich-~
tung, die als Mariottesche Flasche bekannt ist. Eine solche Flasche
wird auf ein Brett gestellt und an einem an ihr angebrachten Hahn (h)
ein Gummischlauch angesetzt, der eine enge AusfluBmiindung hat
(Fig. 19). Auf einer Tafel, die zweckm#Big mit einem Quadratnetz
versehen ist, zeichnet man nun zwei Parabeln, deren eine cinem
horizontalen Wwf entspricht und die durch die linke obere und die
rechte untere Ecke der Tafel hindurchgeht; die andere geht, einem
schiefen Wurfe entsprechend, durch die beiden unteren Ecken uncl
beriihrt zugleich die obere Kante der Tafel. Durch entsprechendes
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Zusammendriicken des Schlauches kann man die Austlufigeschwindig- -
- keit s0 regulieren, daB in der Tat der Wasserstrahl die Gestalt einer
der beiden Parabeln annimmt, je nachdem ob man die Miindung
wagrecht bei a oder aber in der tangentialen Richtung bei b an-
setzt. Die AusfluBgeschwindigkeit stellt natiirlich zugleich die
Wurfgeschwindigkeit der einzelnen, den Strahl zusammensetzenden
Tropfen dar. -
Die Beobachtung der Wurtbewegung zeigt so deutlich, daB ein
Karper, dem eine bestimmte Geschwindigkeit in bestimmter Richtung
erteilt ist, bheim Fehlen von Bewegungshindernissen eine gleich-

Fig, 19. Parabolische Bahnen,

formige Bewegung mit jener Geschwindiglceit und in jener Richtung
auch dann beibehfilt, wenn eine andere hinzukommende Ursache
eine andere Bewegung hervorruft; die tatsichliche Bewegung setzt
sich dann aus beiden zusammen,

Jeder einmal vorhandene Bewegungszustand erhilt sich also
nach Richtung und Geschwindigkeit, entweder selbstindig oder zu-
mindest als Komponente der weiteren Bewegung, wenn diese von
irgendwelchen Ursachen beeinflufit wird; diese Eigentitmlichkeit
aller bewegten Korper wird als ihr Beharrungsverméogen he-
zeichnet. Die Selbsterhaltung einer unbeeinfluBten gleichformigen



30 Die fundamentalen Erfahrungstatsachen der Mechanik.

Horizontalbewegung erscheint ebenso als Sondertall des Beharrungs-
vermogens, wie die Tatsache, dafl ein ruhender Korper in Ruhe ver-
harrt, wenn keine duBleren Ursachen auf ihn einwirken.

Einfache Beobachtungen zeigen in der Tat, daB ein Korper, der
sich infolge einer #uBeren Einwirkung ungleichférmig oder auch nur
krummlinig hewegt, sogleich in geradlinige gleichformige Bewegung
{thergeht, wenn jene Ursachen zu wirken authoren. Wenn wir etwa
einen schweren (Gegenstand an einer Schnur befestigen und, indem
wir deren anderes Ende in der Hand festhalten, im
Kreise herumschwingen, so fliegt der Gegenstand in
tangentialer Richtung fort, sobald wir die Schnur los-
lassen. Besonders deutlich zeigt sich der Ubergang
aus der ungleichférmigen in die gleichformige Be-
wegung bei der sogenannten Atwoodschen Fall-
P maschine. Bei diesem Apparat, der in einem gpi-

Fig. 20. teren Kapitel eingehend besprochen werden soll, ist
: iiber eine um ihre Achse drehbare Rolle ein Faden
gelegh, der an beiden Enden zwei gleiche Gewichte P, an einem
itherdies aber ein kleines Ubergewicht p trigt, das so geformt
ist, daB es wihrend des Niedergehens mittels ciner geeigneten Vor-
richtung aufgefangen werden kann (Fig. 20). Die messenden Be-
obachtungen, die, wie spiter gezeigt werden wird, sehr gemau
durchfiihrbar sind, zeigen nun in der Tat, daB} die Bewegung, mit
méalliger konstanter Beschleunigung erfolgt, daB aber von dem
Aungenblicke an, da das Gewicht abgehoben wird, die Beschleuni-
gung wegfallt und die Geschwindigkeit konstant bleibt.

Avs dem Beharrungsvermogen erllirt es sich auch, dalB ein in
einem fahrenden Eisenbahnzug von einer Stelle A niederfallender
Korper einem mitfahrenden Beobachter genau vertikal zu fallen
scheint. Er langt an einer Stelle des Bodens an, die, wofern der Zug
steht, auch einem aufBerhalb befindlichen Beobachter genau unter-
halb der Stelle A zu liegen scheint. Denn his zu dem Beginu der
Fallbewegung nahm der Korper an der Bewegung des Zuges teil,
und infolge seines Beharrungsvermogens behalt er diese Bewegung
als Kom ponente auch wihrend des Falles bei. Infolgedessen legh
der Korper in der Zeit des Niederfallens in wagrechter Richtung
eine Distanz zuriick, die ebenso groB ist wie diejenige, num die sich
in derselben Zeit der Zug vorwirtsbewegt.

§ 21. Das Gewicht.

Infolge des Beharrungsvermogens miissen wir eine besondere
Ursache fiir einen Ubergang aus dem Zustand der Ruhe in den der

P+p
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Bewegung, aber auch fiir jede Abweichung von der gleichférmigen,
geradlinigen Bewegung annehmen. Da nun ein jeder Korper, dem
man seine Unterlage entzieht oder den man aus einer Authéingevorrich-
tung loslost, eine vertikale Abwirtsbewegung und noch dazu mit
konstanter Beschleunigung einschligt, so miissen wir auch fiir
diese allgemeine Eigenschaft eine besondere Ursache annehmen,
die wir als Schwere oder als Gewicht der fallenden Korper be-
zeichnen.

Es ist nun eine einfache Erfahrungstatsache, dafl man bereits
mittels einer primitiven Wigevorrichtung Gewichte miteinander
vergleichen kann. Dazu geniigt ein in der Mitte aufgehdngter
gleichmafiger Balken, an dessen beiden Enden mittels gleich langer
Schniire zwei gleich beschaffene Wagschalen befestigt sind. Als den
schwereren von zwei gleichzeitig auf die Wage gebrachten Korpern
bezeichnet man dann denjenigen, dessen Wagschale tiefer sinkt;
andererseits schreibt man zwei Korpern gleiches Gewicht zu,
wenn die mit ihnen belasteten Wagschalen in gleicher Hohe
bleiben.

Indem man die selbstverstindliche Annahme macht, daf3 Korper
von gleicher stofflicher Beschaffenheit und gleichem Volumen gleich
viel wiegen, kann man leicht Gewichte konstruieren, die bestimmte
Bruchteile oder Vielfache eines als Einheit gewihlten Gewichtes
darstellen, und mittels derart geschaffener Gewichtssitze kann man
nun das Gewicht beliebiger Korper in bezug auf jenes Einheits-
gewicht feststellen.

Als technische Einheit des Gewichtes gilt das Kilogramm-
gewicht, das in praktischer Hinsicht mit dem Gewicht eines Kubik-
dezimeters Wasser von 4°C identifiziert werden kann. Von der
exakteren Definition dieser Grofle wird in einem spiteren Ab-
schnitt noch eingehender die Rede sein.

§ 22. Die Kraft. _ )

Jede Ursache, die einen Koérper aus dem Zustand der Ruhe in
den der Bewegung tiberzufithren vermag, wird als eine Kraft be-
zeichnet, wobei aber natinlich sorgfaltig zwischen wirksamen und
blof} auslosenden Ursachen unterschieden werden mufB. Als Kraft
in diesem Sinmne ist nicht nur das Gewicht eines Kérpers anzusehen,
sei es, daB es diesen IKorper selbst oder wie etwa bei der Atwood-
schen Fallmaschine einen anderen Korper in Bewegung setzt. Auch
eine gespannte Feder oder ein gedehntes elastisches Band
iibt eine Kraft in diesem Sinne aus. Als Kraft ist ferner die An-
ziehung oder AbstoBung zwischen elektrisch geladenen Korpern
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oder Magnetpolen oder zwischen einem elektrischen Strom und
einem Magneten oder zwischen zwei elektrischen Stromen an-
zusehen,

Es ist nun eine wichtige Erfahrungstatsache, dal wir bei Ver-
suchen die Wirkung einer Kraft immer kompensieren kdnnen
durch einen in bestimmter Richtung (etwa mittels einer Rolle)
ausgeiibten Zug eines Gewichtes. _

Infolgedessen konnen wir jede Kraft als VektorgréBe auf-
fassen. Die Richtung ist entgegengesetzt der des aufhebenden Zuges
anzunehmen, wahrend der Betrag dem Betrage des Gewichtes gleich
zu setzen ist. Als praktische Einheit der Kraft kann somit ebenfalls
das Kilogramm verwendet werden.

§ 28. Das Gleichgewicht der Kyiifte.

Greifen an einem Massenpunkt gleichzeitig mehrere Krifte an,
so sagen wir, daB sich diese Kréifte untereinander im Gleichgewicht
befinden, wenn sie sich in ihren Wirkungen wechselseitig aufheben,
wenn also trotz des Vorhandenseins der Krifte der angegriffene
Massenpunkt in Ruhe bleibt.

Aus der Auffassung der Kraft als VektorgréBe folgt sogleich,
da3 dies dann der Fall sein muB}, wenn die vektorielle Summe
der Krdfte verschwindet. Zwei in einem Punkte angreifende
Krifte halten daher dann einander das Gleichgewicht, wenn sie bei
gleichem Betrag entgegengesetzte Richtung haben.

Greifen in einem Punkte drei Krifte an, von denen die erste
nach Gréfe und Richtung (Fig. 21) durch die
Strecke O A dargestellt ist wnd die zweite durch
die Strecke AB, so wird die dritte Kraft dann
im Gleichgewicht mit den beiden anderen sein,
wenn die von dem Punkte B aus konstruierte
gerichtete Strecke, die diese dritte Kraft repri-
sentiert, zu dem Punkte O zuriickfithrt.

A Dieses Prinzip kénnen wir auch anders aug-

Fig. 2L. driicken, indem wir ganz allgemein eine Kraft,

die sich durch vektorielle Addition zweier Ein-

zelkrifte ergibt, als die Resultierende aus jenen beiden Einzel-
kraften bezeichnmen. Die Resultierende ist also, wie aus dem Begriff
der vektoriellen Addition folgt, immer durch die Diagonale eines
Parallelogramms dargestellt, dessen Seiten die Einzelkrifte nach
Betrag und Richtung reprisentieren. Dann kann man den frither
angegebenen Satz auch in der Form aussprechen, daB drei in einem
Punkte angreifende Krifte einander dann das Gleichgewicht halten,

8
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wenn eine von ihnen der Resultierenden aus den beiden anderen ent-
gegengesetzt gleich ist. In Fig. 22 ist derart aus den in der fritheren
Fig. 21 dargestellten Kraften I und IT die Resul-
tierende konstruiert, der die Kraft IIT entgegen-
gesetzt gleich ist.

Der experimentelle Nachweis dieses soge-
nannten Satzes vom Krédfteparallelogramm
148t sich am einfachstdn mittels eines Apparates
von der Art der durch die Fig. 23 dargestellten
Vorrichtung erbringen. Auf einer Tischplatte sind
zwei vertikale Stabe angeschraubt, lings deren
zwei Hiilsen verschiebbar sind. Jede der beiden
Hiilsen trigt wiederum ei > drehbare Rolle, wobei der Apparat so
zusammengestellt wird, dafl die Vertikalebenen der beiden Rollen

I

Fig. 22,

Fig. 23. Das Kriifteparallelogramm.

zusammenfallen. Uber die Rollen schlingt man nun eine Schnur,
die an jhren beiden Enden zwei Gewichte, P und Q, trigt, und bringt
Handbuch der Experimentalphysik, Haas. 3
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zwischen den beiden Rollen iiberdies ein drittes Gewicht R an. Man
findet dann, daB sich Gleichgewicht einstellt, wenn die von den
Rollenr zu der Aufhingestelle des dritten Gewichtes fithrenden Faden
bestimmte Richtungen haben. Hinter diese Faden ist ein Zeichen-
brett gebracht. Konstruiert man auf diesem ein Parallelogramm,
dessen Seiten die schiefen Fadenrichtungen haben und dessen Diago-
nale vertikal ist, so 1a8t sich leicht zeigen, dal sich die Léngen der
Parallelogrammseiten und der Diagonale untereinander so verhalten
wie die Gewichte P, Q und R, womit der Satz vom Krifteparallelo-
gramm bewiesen erscheint. In Fig. 23 sind beispielsweise die Paral-
lelogrammseiten ac und ab gleich zwei und drei Léngeneinheiten
gemacht, entsprechend dem Umstand, da3 das Gewicht P 2 kg und
das Gewicht Q 3 kg betragt. Das dritte Gewicht R betrigt 4 kg,
und in der Tat erweist sich eben auch die Diagonale ad glemh vier
Lingeneinheiten.

In Verallgemeinerung der Fig. 21 erhalten wir bei beliebig vielen,
im Gleichgewicht befindlichen und an einem Punkt angreifenden
Kuriften die Konstruktion des sogenannten Kriftepolygons. Im
Falle des Gleichgewichtes miissen sich die die
Krifte nach GroBe und Richtung darstellenden
Vektoren zu einem geschlossenen Polygon
zusammensetzen lassen. Ist kein Gleichgewicht
vorhanden, so ergibt sich wiederum die resul-
tierende Kraft, indem man die Vektoren - zu
einem Streckenzug zusammensetzt und von dessen
Anfang eine gerichtete Strecke zu dessen End-
punkt zieht (Fig. 24). Der Satz vom Krifte-
parallelogramm stammt ebenso wie die Erkenntnis der velktoriellen
Darstellbarkeit der Krifte von dem hollindischen Physiker Stevin
(u 1600).

§ 24. Die Beziehungen zwischen Kraft und Beschleuni-
gung.

Aus der Erkenntnis des Beharrungsvermogens der Korper folgt,
daB die Wirkung einer Kraft auf eine Bewegung nicht in deren -
haltung, sondern nur in der Anderung der Geschwindigkeit oder der
Richtung bestehen kann, also, wie man in vektorieller Ausdrucks-
, weise, beide Fille zusammenfassend, sagen kann, in einer Anderung
des Geschwindigkeitsvektors.

Von vornherein kénnen wir wohl vermuten, daB eine konstante
Kraft eine gleichmiBige Anderung des Geschwindiglkeitsvektors zur
Folge haben muB, also eine konstante Beschleunigung hervor-

Fig. 24.
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ruft. In der Tat zeigt dies ja schon die Beobachtung des freien
Falles, bei dem eine in praktischer Hinsicht als konstant anzusehende
Kraft wirkt und wobei sich in der Tat die Bewegung als gleichformig
beschleunigt erweist. Die Konstanz der Beschleunigung nimmt man
auch an der Atwoodschen Fallmaschine bei einer langsamen, durch
ein kleines Ubergewicht erzeugten Bewegung wahr.

Die Betrachtung der Wurfbewegung zeigt auch, dafl die Be-
schleunigung ebenso wie die wirkende Schwerkraft immer vertikal
nach abwirts gerichtet ist, so daB wir mittels einer sehr naheliegen-
den Verallgemeinerung daraus wohl schlieBen miissen, dafl der Be-
schleunigungsvektor immer die Richtung des Kraftvek-
tors hat.

Aus Beobachtungen an der Atwoodschen Fallmaschine kénnen
wir ferner anch leicht erkennen, wie sich bei einem und demselben
Korper die Beschleunigung mit der Kraft dandert. Wir finden nim-
lich, daB ein doppelt so grofes Ubergewicht unter sonst gleichen
Umstinden die doppelte Beschleunigung hervorbringt. (Dies
trifft allerdings nur ndherungsweise zu, und zwar mit um so groferer
Annsherung, je kleiner das Ubergewicht im Verhéltnis zu dem
Gesamtgewicht der durch das Ubergewicht bewegten Korper ist.)
Spéter ndher zu besprechende Versuche an der Fallmaschine zeigen
auch, daB, wofern die Kraft verinderlich, also eine bestimmte Funk-
tion der Zeit ist, sich in genau gleicher Weise, als gleiche Funktion
der Zeit auch die Beschleunigung andert, wie man durch Messung
der zuriickgelegten Wege feststellen kann.

Auch primitive Beobachtungen an der schiefen Ebene zeigen,
dafl sich die einem bestimmben Kérper erteilten Beschleunigungen
wie die wirksamen Krifte verhalten. Befindet sich anf einer schiefen
Ebene von dem Neigungswinkel ¢ ein Korper vom Gewicht Q, so
ist, wie die experimentelle Beobachtung zeigt, der iiber eine Rolle
wirkende Zug eines Gewichtes Qsina eben geniigend, um (bei
vollig glatter Unterlage) eine Abwirtsbewegung des Korpers zu ver-
hindern (Fig. 25). In der Tat 148t sich ja das einen vertikalen Velktor
darstellende Gewicht in zwei zueinander senkrechte Komponenten
von den Groflen Q cosa und Q@ sin a zerlegen, wobei aber die erste
Komponente durch die Unterlage aufgehoben wird (Fig. 26). Die
Beobachtungen an der schiefen Ebene zeigen aber andererseits, daf
‘bei einem Neigungswinkel « auch die Beschleunigung gleich ist der
des freien Falles, noch multipliziert mit sin a (wie dies schon in § 19
ausgefithrt wurde). Wir werden so zu der allgemeinen Erkenntnis
gefithrt, daf die einem bestimmten Korper durch eine Kraft erteilte

g*
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Beschleunigung der Grofie der einwirkenden Kraft pro-
portional ist. ‘

Eine weitere fundamentale Frage ist aber nun die, wie sich Be-
schleunigungen, die verschiedenen Korpern durch dieselbe

Tl
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Fig. 25. Schiefe Ebene.

Kraft erteilt werden, untereinander verhalten. Beobachtungen an

der Fallmaschine zeigen, daf} dasselbe kleine Ubergewicht nur eine

halb so groBe Beschleunigung hervorbringt, wenn das Gewicht der

durch das Ubergewicht bewegten Korper

/ verdoppelt wird. In Verbindung mit dem

vorhin gewonnenen Theorem ergibt sich

gsomit der Satz, dafl die Beschleuni-

gung eines Kd&rpers der einwirken-

den Kraft direkt, dem Gewichte

des Korpers aber umgekehrt pro-
portional ist.

Tig. 26. Zu derselben Erkenntnis fithrt uns

auch eine cinfache Uberlegung, die an

die wesentlichen Versuchsergebnisse ankniipft, die Galilei bei der

Untersuchung der Bewegung auf der schiefen Ebene gewann, Wir

”n 72
b
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Fig. 27.

betrachten (¥ig. 27) ein Gewicht Q, auf einer schiefen Ebene von
dem Neigungswinkel a;; die wirksame Kraft sei in diesem Falle
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P, (= Q;sing;) und die Beschleunigung b;. Andererseits betrachten
wir ein Gewicht Q, auf einer zweiten schiefen Ebene, deren Neigungs-
winkel ay sei; die wirksame Kraft sei dabei P, (= Qa sin ) und die
Beschleunigung b,. Zur Vereinfachung unserer Uberlegung denken
wir uns iberdies noch eine dritte schiefe Ebene vom Neigungs-
winkel «; und auf ihr ein Gewicht Q,; die in diesem Falle wirk-
same Kraft nennen wir P* (= Q, sin al) und die hierbei auftretende
Beschleunigung b'.

Vergleichen wir nun die dritte Figur mit der ersten, so ergibt
gich aus Galileis Erkenntnis des gleich raschen Falles ailer Kérper
auf derselben Ebene, daf

b = b, (32)
gein mufl. Ferner besteht, da die wirksame Kraft immer gleich ist
dem Produkt aus Gewicht und Sinus des Neigungswinkels, die
Proportion

PP =Q::Qy, (33)
wofiir wir auch schreiben konnen
PQ
Pr —_ 1 2 3 4‘
Q1 {34)

Andererseits liefert einVergleich der dritten Figur mit der zweiten
(da ja die Beschleunigungen auf verschieden geneigten Ebenen sich
wie die Sinus der Neigungswinkel verhalten) die Beziehung

b': by = sineg, :sina. (38)
Da P’ gleich ist Qg sin ¢ und P, gleich Qg sin a,, 2o besteht weiter-
hin die Proportion
PPy = sin ¢ :sing,, (36)
Aus den Gleichungen 35 und 36 folgt somit
Pib'=Py:bs. (37)

Setzen wir aber nun fiir P’ und b’ ihre Werte aus den Gleichun-
gen 32 und 34 ein, so erhalten wir in der Tat die Proportion
Pl . P 2, Q
0,0, (38)

§ 25. Die Superposition der Kraftwirkungen.

Wenn auf einen Massenpunkt gleichzeitig mehrere Krifte
wirken, so kdmmen wir wohl vermuten, da sich der Massenpunkst
so verhalten wird, als ob auf ihn nur eine einzige Kraft wirken
wiirde, die so beschaffen ist, daf sie im Gleichgewichtsfalle die
Gesamtheit der wirkenden Krifte zu ersetzen vermochte. Die
tatsiichliche Beschleunigung wiirde sich danach nach Betrag und

by by =
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Richtung so ergchben, als ob an dem Massenpunkt nur die Resul-
tierende aus allen tatséichlich vorhandenen Kriften angreifen
wiirde, wie sie sich aus diesen durch vektorielle Addition ergibt.

@5‘

Tig. 29,

Fig. 28 und 29. Superposition von Kraftwirkungen.

DaB dies in der Tat der Fall ist, daB sich also die durch die Be-
schleunigungen ausgedriickten Wirkungender einzelnenKrifte
einfach superponieren, indem jede Kraft unabhingig von der
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anderen als Komponente der Gesamtwirkung zur Geltung
kommt, 148t sich in einem speziellen Fall durch ein einfaches Ex-
periment veranschaulichen, '

Man bedient sich dazu eines von Weinhold ersonnenen Appa-
rates, der in Fig. 28 in perspektivischer Ansicht, in Fig. 29 im
GrundriB abgebildet ist. An die beiden Hammer, die durch Kaut-
schukpuffer (P) am Zusammenschlagen verhindert werden, wird
eine Elfenbeinkugel angelegt. LaBt man blof einen der heiden
Hammer fallen, so gerdt die Kugel in der Richtung in Bewegung.
in der der Hammer anschligt. Lift man aber beide Himmer
gleichzeitig niederfallen, nachdem beide gleich hoch gehoben wur-
den, so erteilen beide der Elfenbeinkugel die gleiche Geschwindig-
keit, und die Kugel bewegt sich dann in der Tat in der Richtung
der Winkelsymmetralen.

§ 26. Die Masse,

In den bisherigen Uberlegungen wurden die Korper, deren Be-
schleunigung unter dem EinfluBl gegebener Kriifte hetrachtet wurde,
durch ihr Gewicht charakterisiert. Nun ist es aber von vorne-
herein unwahrscheinlich, daB das Gewicht eines Korpers eine ihm
tiberall unverindert anhaftende Eigenschaft darstelle. In der
Tat zeigen genauere Untersuchungen, dali die Beschleunigung des
freien Falls in verschiedenen geographischen Breiten und in ver-
schiedenen Hohen verschieden ist. Wenn wir aber von der Vor-
stellung ausgehen, dabB eine einem Korper erteilte Beschleunigung
der einwirkenden Kraft proportional sei, dann muf} offenbar das
Gewicht eines Korpers mit dem Orte variieren — ganz abge-
sehen davon, dall vollends fiir Betrachtungen der Himmelsmechanik
das irdische Gewicht bedentungslos werden muB.

Wir werden so zu der Vorstellung gefiihrt, daf jedem Korper
eing fir ihn charakteristische individuelle Konstante zu-
kommen mubB, durch die dividiert, eine einwirkende Kraft die
erteilte Beschleunigung ergibt; diese individuelle Konstante wird
als die Masse des Korpers bezeichnet.

Tnmerhalb eines nicht allzugrofl gewdhlten Bereiches verhalten
sich die Massen natiirlich wie die Gewichte, so daf} innerhalb des
Bereiches ein Vergleich der Massen durch Vergleichung der zuge-
horigen Gewichte (mittels einer Wage) moglich ist. Da sich aber
andererseits die Masse eines geaichten Gewichtes selbstverstindlich
nicht #dndert, wenn es von einem Orte zu einem ganz anderen ge-
bracht wird, so konnen mittels der iiblichen Gewichtsstiicke Massen,
in welchen Gegenden der Erde immer, in bezug auf eine Standard-
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masse gemessen werden. Als solche gilt die Masse des in Sévres bei
Paris aunfbewahrten Kilogrammgewichtsstiickes aus Platin-
- Tridium, welche Masse man moglichst genau derjenigen Masse an-
zugleichen bemitht war, die einem Kubikdezimeter Wasser bei 4° C
und normalem Luftdruck zukommt. Der tausendste Teil dieser
Standardmasse wird als die Masse eines Gramms oder als Gramm
schlechthin bezeichnet. Das Kilogrammgewicht wird aber in
exalter Weise definiert als das Gewicht, das dem erwidhnten Platin-
Tridinmstiick in der geographischen Breite von 45° und in dem
Niveau des Meeresspiegels zukommt. Um Gewichte an verschiedenen
Stellen der Erde exakt miteinander vergleichen zu kénnen, muf also
fiir die betreffenden Stellen der genaue Wert der Fallbeschleunigung
bekannt sein.,

Wihrend das Gewicht den Widerstand bestimmt, den ein Korper
seiner Hebung entgegensetzt, ist durch die Masse der Widerstand
bestimmt, der iberwunden werden mufl, damit ein Korper in Be-
wegung gesetzt oder in einer vorhandenen Bewegung gehemmt wird.
" Die verschiedene Bedeutung des Gewichtes und der Masse offenbart
sich deutlich in solchen Fillen, in denen der erste Widerstand kom-
pensiert wird; die Erfahrung zeigt, dafl in solchen Fallen der zweite
Widerstand dennoch unvermindert fithlbar bleibt.

Dies ist beispiclsweise bei einem Schwungrad der Fall, das auf
eine moglichst glatte, zylindrische Achse aufgesetzt und gut dqui-
libriert wird; sein Gewicht duBert dann {iberhaupt keinen Einflul
auf seine Lage; aber wihrend es in jeder beliebigen Stellung in Ruhe
bleibt, mufl ein sehr groBer Widerstand tiberwunden werden, wenn
das Schwungrad in Bewegung versetzt oder, falls es bewegt ist, auf-
gehalten werden soll. Ahnlich verhilt sich ein aufgehingtes Pendel
oder ein Korper, der durch einen Luftballon getragen wird und eben
trotz seiner scheinbaren Gewichtslosigkeit jedem Versuche einer Be-
wegungstinderung einen merklichen Widerstand entgegensetzt™).

§ 27. Die Gegenwirkung.

Die bisher besprochenen Erfahrungstatsachen reichen im wesent-
lichen fiir die Gewinnung der Gesetze aus, die die Bewegung eines
einzelnen Massenpunktes unter dem EinfluB gegebener Kuiifte
bestimmen. Wollen wir aber die Bewegung ecines Systems von
Massenpunkten betrachten, zwischen denen irgendwelche Kuriifte
wirken, so mfissen wir noch eine weitere fundamentale Brfahrungs-

*) Vgl hierzu und zur Kritik des Massenbegrifis Ernst Mach, Die
Mechanik in ihrer Entwicklung.
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tatsache verwerten; es ist dies die sich an zahllosen Beispielen des
alltdglichen Lebens offenbarende Beziehung, daf jeder Wirkung
eines Korpers auf einen anderen eine gleich grofie Gegenwirkung
entspricht, die seitens des zweiten Koérpers auf den ersten ausgeiibt
wird,

DaB ein Faden, an dem ein Gewicht angeh#ingt ist, gespannt ist,
so daB er bei zu starker Belastung sogar entzweireifit, mufl offenbar
darin seinen Grund haben, dall an beiden Enden des Fadens gleich
grofle, aber entgegengesetzte Krafte wirken. Ein jeder schwerer
Korper wird ebenso von seiner Unterlage gedriickt, wie er diese
driickt. Innerhalb der Erde gravitiert jedes einzelne Teilchen gegen
jedes andere; denken wir uns aber nun die Erdkugel durch eine be-
liebige Flache in zwei Teile zerlegt, so miiite sie unbedingt in Be-
wegung geraten, wenn nicht zu beiden Seiten der Flache der Druck
genau gleich ist; das ist aber wieder nur moglich, wenn je zwei Teil-
chen stets mit gleichen, aber entgegengesetzten Kriften aufeinander
wirken.

Drittes Kapitel. |
Die allgemeinen Prinzipe der Dynamik.

§ 28. Die Newtonschen Bewegungsgesetze.

Wiahrend sich alle Beziehungen der Kinematik ohne Zuhilfe-
nahme irgendwelcher Erfahrungstatsachen ableiten lassen, ist nur
auf empirischer Grundlage die Entwicklung des Wissens-
zweiges moglich, der die Bewegungen im Zusammenhange mit den
sie beeinflussenden Ursachen untersucht und der als Dynamik
bezeichnet wird. Die exakte Formulierung der fundamentalen Prin-
zipe der Dynamik verdanken wir Newton, der (1687) als die allge-
meinsten Bewegungsgesetze die folgenden drei sogenannten Axiome
aufstellte: .

I. Jeder Korper beharrt in seinem Zustande der Ruhe oder
der gleichftrmigen geradlinigen Bewegung, wofern er nicht
durch einwirkende Krifte gezwungen wird, jenen Zustand zu
dndern (Lex I: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi
vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus im-
pressis cogitur statum illum mutave).

II. Die Anderung der Bewegung ist proportional der
einwirkenden hewegenden Kraft und erfolgt in der Richtung
der Geraden, in der jene Kraft wirkt (Lex IT: Mutationem matus
proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundum lineam
rectam gua vis illa imprimitur).
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III. Jeder Wirkung ist stets eine Gegenwirkung entgegen-
gesetzt und gleich, oder die Wirkungen zweier Korper aufein-
ander sind stets gleich grofi, aber nach entgegengesetzten Seiten ge-
richtet (Lex IIT: Actioni contrariam semper et aequalem esse reac-
tionem; sive corporum duorum actiones in se mutuo semper esse
aequales et in partes contrarias dirigi).

Das erste Newtonsche Bewegungsgesetz wird auch als das
Beharrungsgesetz oder Tragheitsgesetz bezeichnet; es bringt
die in einem fritheren Abschnitt besprochene Frfahrungstatsache
zum Ausdruck, daf jeder Korper seinen Geschwindigkeitsbetrag
und seine Bewegungsrichtung unverindert beizubehalten strebt®).

Das zweite Newtonsche Bewegungsgesetz wird auch als das
Newtonsche Kraftgesetz bezeichnet; es bringt die ebenfalls
schon in fritheren Abschnitten erdrterte Proportionalitéat und Rich-
tungsgleichheit zwischen der Kraft und der Beschleunigung zum
Ausdruck. Demn die ,,Quantitdt der Bewegung®, die eben durch die
Kraft geéindert wird, definiert Newton als Produkt aus Geschwin-
digkeit und Masse*®*),

In vektorieller Ausdrucksweise konnen wir das zweite und
als dessen Spezialfall zugleich auch das erste Bewegungsgesetz in
der Form der Beziehung aussprechen, daf der Vektor der Kraft
immer gleich ist dem Procdukte aus der Masse und dem
zeitlichen Differentialquotienten des Geschwindigkeits-
vektors. Alsin diesem Gesetze mitenthalten wird dabei die wechsel-
seitige Unabhéngigkeit von Kraftwirkungen angesehen, wor-
aus eben folgt, dafl auch eine durch vektorielle Zusammensetzung
sich ergebende resultierende Kraft gleich ist dem Produkt aus der
Masse und der resultierenden Beschleunigung.

Umgekehrt folgt aus dem zweiten Newtonschen Bewegungs-
gesetz auf Grund des Unabhingigkeitsprinzips, daB, wenn die wirk-
same Kraft und ebenso die tatsichliche Bewegung in Komponenten
nach beliebigen Richtungen zerlegt werden, die Beschleunigungen

*) Vor Newton hatte das Beharrungsgesetz iibrigens ziemlich 'h:lar
bereits Descartes (1644) ausgesprochen. In dessen ,,Principia philo-
sophiae’* finden wir die Sitze: ,,... Ideo concludendum est id quod mo-
vetur, quantum in se est, semper moveri. .. unamquamque partem ma-
teriae seorsim spectatam, non tendere unquam, ut secundnm ullas lineas
obliquas pergat moveri, sed tantummodo secundum rectas.' Vgl Haas,
Die Grundgleichungen der Mechanik, dargestellt auf Grund der geschicht~
lichen Entwicklung, Leipzig (Veit) 1914.

*#) Definitio IT: Quantitas motus est mensura eiusdem orta ex velo-
citate et quantitate materiae coniunctim.
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der Teilbewegungen den durch die Masse dividierten Kraftkom-
ponenten gleich sind. Zerlegen wir daher beispielsweise eine Kraft
in drei Komponenten X, Y, Z nach den Achsen eines rechtwinkligen
Koordinatensystems und ebenso die Bewegung in drei entsprechende
Teilbewegungen mit den Geschwindigkeiten vy, v, und v,, so ist,
wenn die Masse mit m bezeichnet wird,

dd‘;\, %, 7 =m %Yti (39)

Das dritte Bewegungsgesetz wird auch als das Pr1nz1p der
Gleichheit von Aktion und Reaktion bezeichnet. Es ist der
exakte Ausdruck der in § 27 besprochenen und zuerst eben von
Newton klar erfaliten Erfahrungstatsachen,

§ 29. Die Dyne als Krafteinheit.

Auf Grund des zweiten Newtonschen Bewegungsgesetzes ist
leine Festsetzung einer absoluten Krafteinheit moglich. Als
solche wird eine Kraft definiert, die der Masse eines Gramms in einer
Sekunde eine Geschwindigkeitsénderung um den Betrag von 1 cm/sec
erteilt. Diese Kraft wird als Dyne bezeichnet. Da eine Kraft als
Produkt aus einer Masse und einer Beschleunigung darstellbar ist,
so gilt fiir die Dimension der Krafteinheit die Beziehung

1 Dyne = 1 gem sec—2, (40)

Das Verhiiltnis zwischen der absoluten Krafteinheit und der
. technischen, nimlich dem Kilogrammgewicht, ergibt sich auf Grund
der Tatsache, daB die Beschleunigung des freien Falles 981 em sec—2
betriagt, genauer gesagt 980,6in der nérdlichen Breite von 45°, auf die
das Kilogrammgewicht bezogen wird. Da also die Masse eines
Gramms durch ihr eigenes Gewicht (unter den Standardumstinden)
eine 980,6mal so grofle Beschleunigung erfihrt wie durch eine Dyne,
so ist

X=m Y=m

1 Kilogramm-Gewicht = 980600 Dynen (41)
oder umgekehrt
1 Dyne = 1,0198 Milligramm-G-ewichte. (42)

§ 80. Bewegungsgrifie und Antrieb.

Das Produkt aus der Masse eines bewegten Korpers und seiner
Geschwindiglkeit wird mit einem von Descartes geschatfenen Aus-
druck als die Bewegungsgréfle des K01pe1s oder als sein Impuls
bezeichnet. Die Bewegungsgrofe kann natiiclich auch als ein mit
dem Geschwindigkeitsvelktor gleich gerichteter Vektor aufgefaBt
werden; seine Richtung fallt also stets mit der jeweiligen Bewegungs-
richtung zusammen,
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Nach dem zweiten N ewt onschen Bewegungsgesetz ist der Kraft-
vektor gleich dem zeitlichen Differentialquotienten des Impuls-
vektors. Die Anderung der Bewegungsgrofle ist daher in jedem be-
liebigen Zeitelement gleich dem Produkt aus diesem Zeitelement
und der Kraft; dieses Produkt wird als Antrieb bezeichnet.

§ 31. Arbeit und lebendige Kraft.

Bewegt sich ein Massenpunkt in der Richtung einer konstanten
Kraft, so wird das Produkt ans dem Betrag der Kraft und einem
bestimmten Wegstiick als die auf diesem Wege verrichtete Arbeit
bezeichnet. Ist die Kraft verdnderlich, so konnen wir nur von der
Arbeit sprechen, die lings eines Wegelementes verrichtet wird.
Fallen schlieBlich, um den allgemeinsten Fall zu betrachten, die
Richtungen der Kraft und des Weges nicht zusammen, so definiert
man unter Benutzung eines Begriffs der Vektorrechnung die Arbeit
als das innere oder skalare Produkt der Vektoren der Kraft
und des Wegelementes, das ja nattirlich eine gerichtete Strecke
darstellt. Wir verstehen dabei unter dem inmeren Produkt zweier:
Vektoren diejenige Grofe, die sich ergibt, wenn man den Betrag:
des einen Vektors multipliziert mit der Projektion des anderen|
Vektors auf die Richtung des ersten. Eg ist also das innere ]?rodukﬁ,%
das (im Gegensatz zu dem frither besprochenen Huflleren Produlkt)
selbst keinen Vektor darstellt, gegeben durch das Produkt aus
den Betrigen der beiden Vektoren und dem Kosinus des Winkels,
den ihre Richtungen miteinander einschliefflen. Daher ist auch die
Axbeit, die langs des Wegelementes ds verrichtet wird uwnd die mit
d A bezeichnet werde, gleich

dA. = I dscosep, (43)

wenn K der Betrag der Kraft und ¢ der Winkel ist, den die Kraft-
richtung mit der Bewegungsrichtung ecinschlieBt
(Fig. 30). Je nachdem, ob dieser Winkel ¢ spitz
oder stumpf ist, wird von geleisteter oder ver-
brauchter Arbeit gesprochen.

Aus dem zweiten Newtonschen Bewegungs-
gesetz folgb mittels elementarer Beziehungen der
Differentialvechnung, daf die lings eines Wegele-
mentes verrichtete Arbeit gleich ist der Anderung,
. die das als lebendige Kraft bezeichnete halboe
Produkt aus Masse und CGeschwindigkeitsquadrat wihrend der
Zuritcklegung des Wegelementes erfihrt. Je nachdem, ob Arbeit
geleistet oder verbraucht wird, wird die lebendige Kraft vermehrt

Fig. 30,
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oder vermindert. Der Begriff der lebendigen Kraft stammt von
Leibniz*) (1686); Leibniz hat allerdings unter dieser GréBe das
ganze Produkt aus Masse und Geschwindigkeitsquadrat verstanden,
und erst Coriolis hat 1829 noch den Faktor % hinzugefiigt.

§ 32, Die Arbeitseinheit.

Da eine Arbeit als Produkt aus einer Kraft und einem Weg dar-
stellbar ist, so ergibt sich eine absolute Arbeitseinheit, indem
man eine Dyne mib einem Zentimeter multipliziert. Diese Einheit
der Arbeit, die durch eine Kraft von einer Dyne in ihrer Richtung
langs eines Zentimeters verrichtet wird, wird als ein Erg bezeichnet;
es ist also

1Erg =1Dyne <1 cm=1gcm?sec—2, (44)

Zu einer vor allem in der Technik gebrauchten praktischen
Arbeitseinheit gelangt man, indem man die techmische Kraft-
einheit, das Kilogrammgewicht, benutzt. Die Arbeit, die verrichtet
werden muB, um dieses Gewicht einen Meter hoch zu heben, wird
als Kilogrammeter bezeichnet, Aus Gl. 41 folgt

1 kg m = 9,806 - 107 Erg. (45)

Bei konstanter Arbeitsverrichtung wird die auf die Zeiteinheit
bezogene Arbeit als Effekt oder Leistung bezeichnet. Die absolute
Einheit des Effeltes ist also das Erg pro Sekunde; als technische
Einheit gilt hingegen die sogenannte Pferdestirke; sie ist defi-
niert als der Effekt, bei dem in einer Sekunde eine Arbeit von 75 Kilo-
grammetern verrichtet wird**). Is ist also

1 Plerdestiirke == 7,355 - 109 Erg/sec. (46)

Neben den bisher erwihnten Einheiten der Arbeit und des If-
felktes werden noch mehrere andere in verschiedenen Zweigen der
Physik benutzt. So wird als Literatmosphére die Arbeit definiert,
die der Vermehrung des Volumens eines Gases um 1 Liter unter dem
konstanten Druck von einer Atmosphire entspricht, Wie hier nur-
nebenbei bemerkt sei, ist ,

1 Liter-Atmosphiire == 1,0133 . 10t Erg. {47)

Auch die Wirmemenge, die erforderlich ist, um 1 Gramm Wasser bei

*) Leibnizens dieshesiigliche Abhandlung triigt den Titel: ,,Brevis
demeonstratio erroris memorabilis Cartesii®; sie erschien 1686 in den ,,Acta
erud. Lips.* und ist in den Gtesammelten Werken (ed. Grerhardt) in Bd. 6
der dritten Folge enthalten.

*%) Die Abkiirzung ist PS oder HP (nach dem englischen Wort ,,Horse-
Powert). :
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15°C um ein Grad zu erwirmen und die als hiufig benutzte Ein-
heit Kalorie genannt wird, stellt eine Arbeit dar. Es ist
1 Kalorie = 4,186 . 107 Erg. (48)

In der Elektrotechnik dient als Einheit des Effektes das sogenannte
Watt; ein Effekt von dieser Gréfie wird, wie hier nur nebenbei
bemerkt sei, von einem Strome von 1 Ampére bei einem Widerstande
von 1 Ohm vollbracht. Es ist*)

1 Watt = 1,0005 . 107 Erg/sec. (49)

§ 33. Das Potential.

Der physikalische Begriff der Arbeit steht, wie einfache theo-
rvetische Uberlegungen zeigen, in einem engen Zusammenhang mit
einem wichtigen Begriff der Vektoranalysis; dieser Begriff, zu
dem eine rein mathematische Deduktion fiihrt, ist der des Gra-
dienten eines Feldes. Unter einem Felde versteht man ein Ge-
f biet, innerhalb dessen jedem Punkte ein bestimmter, von Stelle zu
| Stelle im allgemeinen in stetiger Weise veranderlicher Wert einer
 GroBe zugeordnet werden kann; die Grofle kénnen wir als die Feld-
gréBe bezeichnen, Wir konnen beispielsweise fiir eine gegebene
Zeit die Erdoberfliche als Temperaturfeld oder als Feld des Luft-
drucks auffassen, Karten, die derart fiir eine gegebene Stunde die
Temperatur- oder Luftdruckverteilung darstellen, sind ja allgemein
bekannt, ebenso die Kurven, die in solchen Karten als Isothermen
oder Isobaren die Stellen gleicher Temperatur oder gleichen Luft-
drucks untereinander verbinden. Allgemein bezeichnen wir derartige
Kurven, die Punkte gleicher Feldgrofe miteinander verbinden, als
Niveaulinien; in einem riumlichen Felde entsprechen ihnen soge-
nannte Niveaufldchen. Sie sind die ,,geometrischen Orte** der
Punkte gleicher Feldgrofe.

Jedem Punkte eines Feldes kann man nun
einen als Gradienten bezeichneten Vektor fol-
gendermaflen zuordnen. Man legt durch den
Punkt eine Niveauflaiche und errichtet senkrecht
zu ihr eine durch den Punkt gehende Gerade;
ihr gibt man den Richtungssinn, in dem die Feld-
grofle zunimmt (Fig. 31). Ist durch diese Fest-
setzung die Richtung des Gradienten bestimmt, so definieren wir

Fig. 31.

! *) Die geringfiigige Verschiedenheit zwischen einem Watt und zehn
Millionen Erg/sec erklirt sich daraus, daff die Lichtgeschwindigkeit ein
klein wenig von dem in dem elektrotechnischen MaBsystem benutzten
Zahlenfaktor 3 - 1010 abweicht.
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den Betrag des Gradienten als die auf die Langeneinheit bezogene
Zunahme der Vektorgrofe in dieser Richtung,

Eine merkwiirdige Higenschaft kommt nun, wie rein mathe-
matische Deduktionen zeigen, dem Linienintegral des Gra-
dienten zu. Man versteht darunter die Grofle, die sich ergibt,
wenn man in dem Felde eine beliebige K ur ve zieht, fiir jedes Kurven-
element das innere Vektorprodukt aus dem Kurvenelement und dem
Gradienten fiir jene Stelle bildet und diese inneren Vektorprodukte
dann iiber die zwischen zwei Punkten A und B gezogene Kurve
summiert, Ks ergibt sich dann durch rein mathematische Beweis-
filhrung, daB der Wert des Linienintegrals des Gra-

dienten einzig und allein von dem Niveauunterschied A
der beiden Punkte abhingt, nimlich von der Differenz

der Werte, die der mit dem Orte variablen FeldgroBe in

den Punkten A und B zukommen, Von der Gestalt und

von der Liange der zwischen den beiden Punkten ge- EFig .

zogenen Kurve ist hingegen das Linienintegral des Gra-
dienten unabhingig; es ergibt sich stets in demselben Betrage,
wie immer man zwischen den Punkten A und B die Kurve zieht
(Fig. 32).

Nach der Definition der Arbeit ist nun die lings einer Wegkurve|
verrichtete Arbeit nichts andeves als das Linienintegral des
Kraftvektors langs der Wegkurve., Die vorhin erwihnten
einfachen Beziehungen miissen daher dann gelten, wenn die Kraft
als Gradient eines Feldes aufgefaBit werden lrann. Ist dies der Fall,
s0 bezeichnet man die zugehorige Feldgrofe als Potential dexr
Kraft oder als mechanisches Potential,

Eine Kraft besitzt, wie sich leicht zeigen 148t, immer danu ein
Potential, wenn sie nach einem bestimmten Punkte gerichtet ist
und nur von der Entfernung von diesem Punkte abhingt. In
diesem Falle gilt fiir die Arbeit die Unabhéngigkeit von der Wegform
und Weglinge, und dasselbe gilt natiirlich dann auch fiir die auf
dem Wege gewonnene lebendige Kraft. Zu den Kraften, die die
frither angegebene REigenschaft haben, gehort jedesfalls auch die
jrdische Schwerkraft; die Niveauflichen ihres Potentials sind
horizontale Ebenen, und bei beliebigen Bewegungen im irdischen
Schwerefeld hingt somit der Gewinn an lebendiger Kraft nur von
dem durchlaufenen Hohenunterschied ab.

Ist ein Potential vorhanden, so muB}, wie leicht gezeigt werden
kann, wihrend der Bewegung die Summe aus der lebendigen Kraft
und dem Potential, das dem jeweiligen Aufenthaltsorte zukommt,
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ungeitiidert bleihen. Es mub} die Summe aus der lebendigen
Kraft und dem mechanischen Potential eine von Ort und
Zeit unabhiingige Konstante darstellen; sie wird als die me-
chanische Energie des bewegten Massenpunktes hezeichnet, und
deshalb wird die lebendige Kraft auch kinetische Ener gie
genannt®).

§ 84, Der Drehimpuls.

Wie sich der Impuls durch Multiplikation der Masse mit der
Geschwindigkeit ergibt, so wird als der aunf einen bestimmten Punkt
hezogene Drehimpuls der Vektor definiert, der sich ergibt, wenn
die doppelte Flichengeschwindigkeit (s. § 10) noch mit der
Masse multipliziert wird. . Fir den Spezialfall einer gleichformigen
Kreishewegung wird somit der Drehimpuls gleich dem Prodult aus
Massze, Radius und Bahngeschwindigkeit,

Bereits Newton selbst hat aus seinem zweiten Bewegungsgesetz
den wichtigen Satz abgeleitet, dall die Bewegung eines Kérpers, auf
den eine stets nach demselben Punkt gerichtete Kraft
wirkt, in einer und derselben Ebene beharrt und ihre Fld-
chengeschwindigkeit in bezug auf jenen Punkt nicht
andert. Umgekehrt kann natiirlich, wenn die auf einen bestimmten
Punkt bezogene Flichengeschwindigkeit konstant ist und die Be-
wegung in einer Ebene verharrt, daraus stets geschlossen werden,
dafl die Kraft nach diesem Punkte gerichtet ist.

§ 35. Die Zusatzkrifte der Relativbewegung.

Da sich bei der Relativhewegung die tatsichliche Beschleunigung
vektoriell aus der Relativ-, der Fithrungs- und der Coriolis-Be-
schleunigung zusammensetzt, so konnen wir fiir die Relativbewegung
nur dann das zweilte Newtonsche Bewegungsgesetz aufrecht er-
halten, also das Produkt aus Masse und Relativbeschleunigung der
Kraft® gleich setzen, wenn wir noch zweil fingierte Zusatz-
krifte hinzufiigen, die der Fithrungs- und Coriolis -Beschleunigung
entgegengesetzt sind und die sich in ihren Betrigen durch Mul-
tiplikation dieser beiden Beschleunigungen mit der Masse ergeben.
Diese Zusatzkrifte werden als Fiihrungskraft und als Coriolis-
Kraft bezeichnet.

Da die Coriolizs-Kraft der Coriolis-Beschleunigung entgegen-
gesetzt ist, mul sie nach dem am Schlusse von § 17 (Gesagten einen

*) Der Begriff des Potentials geht auf Euler, Lagrange und La-
place zuriick, Die Bezeichnung ,,Energie’* wurde von Rankine {1853}
in die Physik eingefiihrt.



§ 36. Die Inertialsysteme. 49

solchen Richtungssinn haben, wie er durch Fig. 33 dargestellt ist;
dann erscheint némlich die Drehung im Sinne des Uhrzeigers, die
auf kiirzestem Wege den Vektor der
Winkelgeschwindigkeit in die Rich-
tung des Vektors der Relativgeschwin-
digkeit tiberfiihut.

DieFithrungskraft, die der Fiih-
rungsheschleunigung entgegengesetzt
ist, muB im Falle einer gleichmifBigen
Rotation des Bezngssystems von der
Rotationsachse weg gerichtet sein. Fiir ihren Betrag ergibt sich
aus der fritheren GL 30 der Wert

Ki = mpy?, GURN
wenn m die Masse, p das auf die Rotationsachse gefillte Lot und
w die Winkelgeschwindigkeit bedeutet.

§ 36. Die Inertialsysteme.

Es gibt nur einen einzigen Fall der Relativhewegung, in dem der;
Ubergang von dem einen Bezugssystem zu dem anderen keine Ein-
fithrung von Zusatzkriften erfordert. Dies ist der Fall der gleich-:
férmigen Translation, fiir welchen Fall in heiden Systemen die
Beschleunigungen gleich sind. Die Erkenntnis, daBl in bezug auf
zwei gegeneinander gleichformig fortschreitende Systeme gleiche
Krifte die gleichen Wirkungen hervorbringen, wird als mecha-
nisches Relativitdtsprinzip bezeichnet.

Andererseits folgt aus dem mechanischen Relativititsprinzip, dafl
es eine ausgezeichnete Klasse von Koordinatensystemen zu geben
scheint, die alle gegeneinander in gleichformiger Translation begriffen
sind und die eben dadurch eine Sonderstellung einnehmen, daB fiir
sie die Zusatzkriafte verschwinden. Nur in bezug auf solche
Koordinatensysteme behilt ein Massenpunkt, der sich ohne jede
Einwirkung irgendwelcher Krifte blo unter dem Einflusse seiner
Trigheit bewegt, seinen Geschwindigkeitsbetrag und seine Be-
wegungsrichtung unveriindert bei. Darum werden diese ausge-
zeichneten Bezugssysteme als Inertialsysteme*) oder auch als
mechanische Fundamentalsysteme bezeichnet.

Wie die Erfahrung zeigt, erscheint ein derartiges Inertialsystem
durch den Fixsternhimmel festgelegt, und mit gentigender An-
niherung kann als Inertialsystem ein Koordinatensystem angesehen
werden, dessen Ursprung mit dem Erdmittelpunkt und dessen eine

*) ,Inertia® ist der lateinische Ausdruck fiir Triigheit.
Handbuch der Experimentalphysik, Hans. 4
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Achze mit der Erdachse zusammenfallt und gegen das sich die Erde
mit einer Winkelgeschwindigkeit von 360° in 24 Stunden dreht,.

§ 37. Die unfreie Bewegung.

Wenn ein bewegter Massenpunkt infolge einer Beschrinkung
seiner Bewegungsfreiheit daran verhindert ist, eine bestimmte
Kurve oder eine bestimmtbe Fliache zu verlassen, so mufl sich im
allgemeinen sein Beharrungsbestreben in einer von ihm ausge-
iibten Zug- oder Druckkraft dulern.

Am einfachsten erkennen wir dies, indem wir uns einen dem
EinfluB von Kriften entzogenen und ohne Bewegungshindernisse
bewegten kleinen Korper in eine diinnwandige Réhre eingeschlossen
denken, in der er eben Platz hat; wir kénnen etwa auch an eine Kugel
denken, die man in eine ganz glatte Rinne rollen liBt, die in eine
horizontale Platte eingegraben ist und die die Gestalt irgendeiner
Kurve habe. Da in einem solchen Falle der bewegte Korper keine
Arbeit verrichtet und er infolgedessen seine lebendige Kraft und somit
auch seinen Geschwindigkeitsbetrag unverindert beibehilt, so mul
(nach § 8) die Tangentialbeschleunigung stets verschwinden. Die
Beschleunigung wird also in diesem Falle mit der Normalbe-
schleunigung gleichbedeutend und ist in ihrem Betrage nach
GL 27 gleich dem durch den Kriimmungshalbmesser dividierten
Geschwindigkeitsquadrat.

Wird nun der bewegte Korper durch eine Wand daran gehindert,
sein Beharrungsbestreben zu verwirklichen, so miissen wir gemif
dem dritten Newtonschen Bewegungsgesetz erwarten, daB er
gegen die Wand eine Reaktionskraft ausiibt, die der Normal-
beschleunigung entgegengesetzt und dem Produkt aus ihr und der
Masse gleich ist. Da die Normalbeschleunigung (nach § 8) immer zum
Krimmungsmittelpunkt gerichtet ist, muB demnach die Reaktions-
kraft immer vom Kriimmungsmittelpunkt weg gerichtet
sein. Diese Reaktionskraft, die eine Folge der Bahnkriimmung ist,
wird als Zentrifugalkraft bezeichnet, Thr Wert ist mv?2/g, wenn ¢
den Kriimmungshalbmesser bedeutet, der eben im Sonderfall einer
Kreishewegung mit dem Radius des Kreises identisch wird.

In analoger Weise miissen wir, wenn sich ein unfreier Massen-
punkt unter dem EinfluB einer Kraft hewegt, erwarten, daf die
Reaktionskraft entgegengesetzt gleich ist dem vektoriellen Unter-
schied zwischen der tatsichlich angreifenden Kraft und dem Pro-
dukt aus der Masse und der tatsichlich hervorgebrachten Be-
schleunigung. Ein besonders einfaches Beispiel hierfiir bildet der
Druck, den ein schwerer Korper auf eine Unterlage ausiibt, die selbst
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irgendwie beschleunigt ist. Ist die Beschleunigung der Unterlage é'
(vertikal nach abwarts gerichtet) und ist g die Beschleunigung des
freien Falles, so ist der von dem Korper von der Masse m auf seine
Unterlage ausgetibte Gesamtdruck durch den Ausdruck m(g—g') be-
stimmt. Die scheinbare Gewichtsverminderung, die wir unangenehm
empfinden, wenn sich ein abwirts fahrender Aufzug in Bewegung
setzt, erklart sich aus dieser Beziehung, die eine unmittelbare empi-
rische Bestétigung durch die in einem spiteren Abschnitt zu be-
sprechende Poggendorffsche Wage findet,

Andererseits erkennen wir aus der Formel fiir die Tangential-
beschleunigung (Gl. 27), daBl die Anderung der Geschwindigkeit
eines Korpers nur durch die jeweilige Tangentialkomponente
der Kraft bestimmst ist. Nennen wir diese omponente T, so gilt
nach Gl 27 die Bezichung

dv T

dt - m
Nun kann aber ein Koérper nur derart in Bewegung gesetzt werden,
dafl sein Geschwindigkeitsbetrag von Null auf eine endliche Grofie
erhoht wird, Wirkt also auf einen Magsenpunkt, dessen Bewegungs-
freiheit beschrénkt ist, eine Kraft, die auf der fiir ihn zulissigen
Bahn oder Ebene senkrecht steht, so vermag sie den Massenpunlkt
nicht in Bewegung zu setzen; der Massenpunkt verbleibt dann trotz
des Angriffes einer Kraft in Ruhe, wie dies ja das Beispiel
eines schweren Korpers auf einer hovizontalen Ebene zeigh. Eine
beliebige Kraft aber wirkt auf einen in seiner Bewegungsfreiheit be-
schriinkten Massenpunkt so, daB die Normalkomponente stets
in Wegfall kommt. Hierfiir bietet die schon frither betrachtete Be-
wegung auf der schiefen Ebene das einfachste Beispiel.

§ 38. Die Verallgemeinerung der dymnamischen Prinzipe
fiir Massensysteme.

Wenn wir Systeme von Massenpunkten betrachten, so
konnen wir die an dem System angreifenden Kriifte in zwel Gruppen
teilen: in innere Krifte, die zwischen den einzelnen Massen-
punkten wirtken, und in duBere Krifte, als die wir alle tibrigen
ansehen. Aug dem Prinzip der Gleichheit von Aktion und Re-
aktion folgh aber nun, daB jeder inneren Kraft, die ein beliebiger
Massenpunkt I auf einen beliebigen anderen Massenpunlt IT ausiibt,
eine gleich groBe, jedoch entgegengesetzte Kraft entsprechen
muB, die der Massenpunkt IT auf den Massenpunkt I ausiibt. Hier-
aus liBt sich mittels elementarer mathematischer Beziehungen zu-
nichst der Satz ableiten, daB der zeitliche Differentialquotient des

4%

(51)
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Vektors der gesamten Bewegungsgrofie eines Systems gleich
ist der vektoriellen Summe aus allen an dem System angreifenden
fuberen Kriften; die gesamte Bewegungsgrofle des Systems ist
dabei aufzufassen als die vektorielle Summe aus den Bewegungs-
griflen der einzelnen Massenpunkte.

In diesem Satze erkennen wir die Verallgemeinerung desg
zweiten Newtonschen Bewegungsgesetzes. Die inneren
Kriifte bleiben ohne Einflul auf die BewegungsgroBe. Hieraus
folgt, dali die gesamte Bewegungsgréfie eines Systems, auf das
keine dulleren Krifte wirken, ungefdndert bleiben muB*).

Diesen Satz kann man auch in anderer Form aussprechen, wenn
man den bereits von Archimedes (um
250 v. Chr.) in die Physik eingefithrten
Begriff des Massenmittelpunktes be-
nutzt. Als Mittelpunkt zweier Massen,
wird der geometrische Punkt definiert,

= der die Verbindungsstrecke der beiden

Fig. 84, Der Massenmittelpunkt. Massen im umgekehrten Verhdltnis der

Massen teilt. Sind die beiden Massen m,

und m; in den Punkten A und B (Fig. 34), so ist der Mittelpunkt S
der beiden Masszen durch die Beziehung bestimmt

AS:SB=m,:my. (62)

Der Mittelpunkt dreier Massen, beispielsweise der beiden vor-
hin betrachteten und einer dritten Masse my im Punkte C wird defi-
niert als Mittelpunkt aus einer Masse von der Grofle (m; +m,) im
Punkte S und aus der Masse my. So ergibt sich der Mittelpunkt
dieser drei Massen, der 8’ genannt werde, gem#fl der Beziehung

S8 : 80 = my : (my 4 m,). (h3)

Ganz allgemein sind, wie sich leicht zeigen laflt, die Koordi-
naten des Massenmittelpunktes von beliebig vielen Massen
durch die Formeln bestimmt

*) In der Anwendung auf das Universum hat diesen Satz zuerst
Descartes (1644) aufgestellt.
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hierbei sind xy, yy, 2z, die Koordinaten eines unter den numeriert
gedachten Massenpunkten, und zwar desjenigen mit der Nummer h,
und die Summierungen sind iiber alle Nummern von 1 bis n vorza-
nehmen, wenn das System aus n Massenpunkten besteht.

Der frilher erwiihnte Satz von der Konstanz der gesamten Be-
wegungsgroBe 148t sich nun auch in der Form aussprechen, daf der
Massenmittelpunkt eines Systems, auf das nur innere Krifte
wirken, ruhen oder in geradliniger, gleichférmiger Bewe-
gung fortschreiten muB. Man bezeichnet dieses Prinzip als den
Satz von der Erhaltung des Massenmittelpunktes oder auch
kurz als den Schwerpunktsatz, weil der Massenmittelpunkt
- auch Schwerpunkt genannt wird.

In dem Schwerpunktsatz erkennen wir leicht die Verallgemeine-
rung des Beharrungsgesetzes. Das zweite New tonsche Bewegungs-
gesetz erscheint aber wieder durch den Satz verallgemeinert, daf sich
bei dem Vorhandensein duBerer Krafte das System so verhilt,
als ob seine ganze Masse in dem Massenmittelpunkt kon-
zentriert wire und in dem Massenmittelpunkt alle die auBleren
Krafte, die tatsichlich auf die einzelnen Massenpunkte ausgeiibt
werden, in gleicher Stdrke und in gleicher Richtung an-
greifen wiirden.

Wenn im besonderen die inneren Krifte sogenannte Zentral-
krafte sind, d. h. in der Richtung der Verbindungslinie wirken,
1aBt sich fiir ein Massensystem ein weiteres Prinzip beweisen, das
ebenfalls eine Verallgemeinerung eines fiir den einzelnen Massen-
punkt bereits abgeleiteten Theorems darstelit. Wenn die inneren
Krifte Zentralkrifte sind, bleibt niimlich der auf einen beliebigen
Punkt bezogene gesamte Drehimpuls des Systems, der sich
durch vektorielle Addition der Drehimpulse der einzelnen Massen-
punkte ergibt, nach GroBe und Richtung ungedndert, wofern
keine duBeren Krifte wirken oder aber nur solche, die zu dem
Bezugspunkt gerichtet sind. H#ufig wird dieses Prinzip der Er-
haltung des gesamten Drehimpulses auch als Satz von der Er-
haltung der Flachenmomente oder der Rotationsmomente
bezeichnet.

Wenn der Massenmittelpunkt eines solchen Systems ruht,
gilt iiberdies die Beziehung, daB sich der gesamte Drehimpuls stets
in derselben GroBe und Richtung ergibt, wie immer man den Be-
zugspunkt wahlb, In diesem Fall ist der gesamte Drehimpuls vom
Bezugspunkt unabhingig. Sonst muf} er immer auf einen bestimm-
ten Punkt bezogen werden, als welchen man zweckméBig den Massen-
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mittelpunkt des Systems wahlt. Der Vektor des auf den Massen-
mittelpunkt bezogenen gesamten Drehimpulses behilt jedesfalls bei
dem Fehlen #uBerer Krifte auBer der GroBe auch seine Richtung
unverdndert bei. Infolgedessen kann man in jedem nur inneren
Zentralkriften unterliegenden System durch den Massenmittelpunks
eine Bbene derart legen, daB sie trotz aller Konstellationsénderungen
immer dieselbe Lage, nimlich senkrecht zur Richtung des gesamten
Drehimpulses, beibehilt. Diese Ebene wird die invariable Ebene
des Systems genannt.

Auch das fiir einen einzelnen Massenpunkt abgeleitete Theorem
von der Konstanz der mechanischen Energie kann unter gewissen
Voraussetzungen auf Massensysteme verallgemeinert werden. Dazu -
miissen allerdings die inneren Kréfte nicht bloB Zentralkriifte sein,
sondern noch die weitere Bedingung erfiillen, dafl ihr Betrag
bei gegebenen Massen nur von der wechselseitigen Ent-
fernung abhingt. Dann 14t sich der Begriff des Potentials zu
dem der inneren potentiellen Energie des Systems erweitern.
Diese héingt bei gegebenen Massen nur von den wechselseitigen
Distanzen im System ab und ergibt durch eine einfache Rechen-
operation die inneren Kriifte; deren Komponenten erhilt man nédm-
lich durch partielle Differentiation der inneren potentiellen Energie
nach den Koordinaten. Besteht ein inneres Potential, so erweist sich
die Summe aus ihm und aus der lebendigen Kraft des Systems
bei dem Fehlen duBerer Krifte als eine von der Konstellation und
der Zeit unabhiingige, fiir das System charakteristische Konstante,
die als die mechanische Energie desSystems bezeichnet wird.
Die lebendige Kraft eines solchen Systems muB also immer wieder
denselben Wert annehmen, wenn dieselbe Konstellation wiederkehrt,
und darum wird mit einem von Leibniz geschaffenen Ausdruck
ein solches System als ein konservatives bezeichnet.

Der Satz von der Erhaltung der mechanischen Energie gilt auch
bei dem Vorhandensein §uBlerer Krifte, wofern diese ein Potential
besitzen. Dann bleibt die Summe aus der gesamten potentiellen
und der gesamten kinetischen Energie konstant., Jene setzt sich
zusammen aus dem inneren und dem #duleren Potential; die gesamte
kinetische Energie aber setzt sich, wie sich leicht zeigen 14B%, zu-
sammen aus der lebendigen Kraft der Bewegung des Systems in
bezug auf den Massenmittelpunkt und aus der lebendigen Kraft
der Bewegung, mit der die im Massenmittelpunkt konzentriert ge-
dachte Gesamtmasse des Systems mit diesem Punkt fortschreiten
wiirde. :
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Man bezeichnet auch die Summe aus dem ersten Teil der leben-
digen Kraft und dem inneren Potential als die innere Energie
des Systems und die Summe aus dem zweiten Teil der lebendigen
Kraft und dem auBeren Potential als die #uBere Emnergie des
Systems. Es kann leicht gezeigt werden, daB jede Anderung der
inneren Energie eine gleich groBe, entgegengesetzte Ande-
rung der dufleren Energie zur Folge hat und umgekehrt.

§ 39. Das Prinzip der virtuellen Verriickungen.

Die Beschrinkiungen der Bewegungsfreiheit konnen bei
einem System von Massenpunkten jedesfalls mannigfacher sein
als bei einem einzelnen Massenpunkt. Denn zu der Forderung, dal
sich ein bestimmter Massenpunkt nur in einer bestimmten Flache
oder Linie bewegen kann, kommen als die wichtigsten Beschrin-
kungen bei einem System noch diejenigen hinzu, die aus bestehenden
Verbindungen zwischen Massenpunkten herrithren. Ein
grundlegendes Problem enfsteht nun jedesfalls der Mechanik in
der Frage, wann im allgemeinen ein’ derart in der Bewegungsfreiheit
beschranktes Massensystema beim Vorhandensein #uflerer Krifte
in Ruhe verharrt, also sich, wie man zu sagen pflegt, im Gleich-
gewicht befindet.

Die Auntwort auf diese Frage finden wir, indem wir ganz all-
gemein einen Ubergang eines Systems aus einer Konstellation I
in eine andere Konstellation 11 betrachten, die ebenso wie die erste
mit den die Bewegungsfreiheit einschrinkenden Bedingungen
vertriaglich ist. Doch wollen wir, da sich fiir andere als ganz
kleine Konstellationsinderungen auch die einschrinkenden Bedin-
gungen #ndern konnten, nur solche Ubergéinge betrachten, bei denen
die Massenpunkte kleine Lageninderungen erfahren. Hierbei be-
schreibt also jeder Massenpunkt ein irgendwie gerichtetes Weg-
element, und wenn wir fiir einen Massenpunkt das innere Produkt
aus dem Vektor des Wegelementes und aus der Resultierenden aus
allen an dem Massenpunkt angreifenden Kriften bilden und diese
inneren Produkte iiber alle Masgsenpunkte summieren, so erhalten
wir (nach § 31) die Arbeit, die bei der betreffenden Lagenénde-
rung des Systems verrichtet wird. Ein in Ruhe befindliches
System kann aber nur dann in eine andere Lage iibergehen, wenn
zundchst Arbeit aufgewendet wird; denn wihrend des Uberganges
kommt dem System lebendige Kraft zu, die im Zustand der Ruhe
noch nicht vorhanden war.

Wenn daher eine Konstellation des Systems so beschaffen ist,
daB fir jeden probeweise angenommenen Ubergang in eine



56 Die allgemeinen Prinzipe der Dynamik.

andere, nur wenig verschiedene, aber mit den gegebenen Bedin-
gungen ebenfalls vertriigliche Konstellation die Arbeit verschwin-
den wiirde, dann muf das System -in dieser Konstellation in Ruhe
verharren konnen, dann befindet es sich unter der Einwirkung der
gegebenen Krafte im Gleichgewicht. Das Verschwinden der
Arbeit bei einer derartigen, sogenannten virtuellen Verriickung
des Systems ist aber nicht nur eine notwendige, sondern, wie theo-
retische Uberlegungen zeigen, auch eine hinreichende Gleich-
gewichtsbedingung.

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen, das in klarer Formulie-
rung zuerst von Johann Bernouilli (1717) ausgesprochen wurde,
erweist sich als aufBerordentlich fruchtbar bei der Behandlung sta-
tischer Probleme und wird in spéteren Abschnitten noch
wiederholt Anwendung finden; hier mogen nur zwei einfache
Beispiele dazu dienen, es etwas zu veranschaulichen. Fig. 35
zeigt eine feste Rolle in Verbindung mit beweglichen; an der
festen hiinge ein Gewicht von 1/;kg, an den beweglichen eines
von 1kg. Bei einer virtuellen Verriickung legt das Gewicht
von 1/; kg, wie ohne weiteres aus der Figur ersichtlich ist,
eine sechsmal so grofle Strecke zuriick wie das Kilogramm-
gewicht. Es besteht in der Tat Gleichgewicht, wenn sich die
%’ Gewichte wie 1:6 verhalten (Kraft- und Wegrichtung fallen
ja, vom Richtungssinn abgesehen, zusammen, so daB dags
innere Produkt einfach gleich dem Produkt der Betrige wird).

Die Robervalsche Wage, die als zweites einfaches Beispiel
dienen moge, besteht aus einem Parallelogramm mit verinderlichen
Winkeln, wobei die zwei lingeren Seiten um ihve Mittelpunkte A
und B drehbar sind; die beiden anderen
Seiten sind stets vertikal und tragen in
ihren Mitten wieder horizontale Stibe,
an die man Gewichte hingen kann
(Fig. 36). Es zeigt sich dann, dall zwei
gleiche Gewichte einander stets das
Gleichgewicht halten, an welcher Stelle
Fig. 36. Robervalsche Wage, iT0€r man sie authangt. Das Prinzip

der virtuellen Verriickungen macht dies
ohne weiteres verstindlich; denn bei einer Verriickung senkt sich
das eine Gewicht stets um ebenso viel, als sich das andere hebt,.

§ 40. Das Prinzip von d’Alembert.

Die Betrachtung eines einzelnen unfreien Massenpunktes hat uns
bereits zu der Erkenntnis der Reaktionskraft gefiihrt, die sich

A

Fig. 35.
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durch vektorielle Subtraktion der tatsichlich angreifenden Kraft von
dem Produkt aus der Masse und der tatsiichlichen Beschleunigung
ergibt. In Fig. 37 stelle etwa die gerichtete .

Strecke OA die tatsdchlich angreifende Kraft / 4
dar, OB sei gleich dem Produkte aus der Masse /\‘\
und der tatsiichlichen Beschleunigung; dann ist /
durch die Strecke AB die Reaktionskraft dar-
gestellt. Im umgekehrten Richtungssinn stellt
diese Strecke (also die Strecke BA) den Anteil
dar, der von der angreifenden Kraft infolge der
Beschrinkungen der Bewegungsfreiheit . ver-
loren geht. Darum wird auch eine der Reaktionskraft entgegen-
gesetzt gleiche Kraft als verlorene Kraft hezeichnet™®).

Die Beschleunigung ist dieselbe, ob nun an dem Massenpunkt
die tatsichliche Kraft bei den gegebenen Beschrinkungen angreift
oder im freien Zustand die Resultierende aus ibr und der Reaktions-
kraft angreifen wiirde; denn diese Resultierende ist ja eben durch
die Strecke OB dargestellt, die einer Kraft entspricht, die gleich ist
dem Produkt aus der Masse und der tatsdchlichen Beschleunigung.
Die Reaktionskraft vermag daher keine Beschleunigung hervor-
zubringen, und ebensowenig vermag es natiirlich die ihr entgegen-
gesetzte verlorene Kraft.

Gehen wir von dem einzelnen Massenpunkt zu einem Massen-
system ftiber, so werden wir somit zu dem Satze gefiihrt, dal} zich
alle verlorenen Kréafte des Systems stets im Gleichgewicht
befinden miissen. Dieses wichtige Theorem wird nach seinem Be-
griinder (1743) als das Prinzip von d’Alembert bezeichnet.

Auch fiir bewegte Systeme behilt also das Prinzip der vir-
tuellen Verriickungen seine Giiltigkeit, wofern man es auf die ver-
lorenen Krifte oder, was ja dasselbe bedeutet, auf die Reaktions-
krifte bezieht.

Nur ein besonders einfaches Beispiel moge hier zur Veranschau-
lichung des d’Alembertschen Prinzips gebraucht werden. An
einer Wage seien zwei Gewichte angebracht, ein schwereres P, und
ein leichteres P,. Wir fragen nach der Beschleunigung b, mit der
sich bei Authebung der Arretierung das Gewicht Py nach abwérts und
das Gewicht P, nach aufwirts in Bewegung setzen. Nennen wir die
Fallbeschlennigung g, so sind die Massen P;/g und P,/g; die ver-

Fig. 37.

*) Mit dem Awusdruck ,,Verlorene Kraft soll natiirlich keineswegs
gesagt sein, dall der durch die Strecke OA dargestellte Kraftbetrag stets
grofler sel als der durch die Strecke OB reprisentierte,
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lorenen Krifte miissen einander das Gleichgewicht halten, und dies
ist, da es sich um eine Wage handelt, dann der Fall, wenn sie ein-
ander gleich sind. Es muf} also sein

b b
P—P —=P, 4 Py —
1 tg g = Iy z
oder
oL — Py 5
b=gp e, 159)

§ 41. Die Freiheitsgrade.

Die die Bewegungsireiheit eines Systems einschrinkenden Be-
dingungen lassen sich im allgemeinen in der Form von Gleichungen
ausdriicken, die die Koordinaten der einzelnen Massenpunkte
miteinander verkniipfen. Haben wir beispielsweise einen einzelnen
Massenpunlkt, der gezwungen ist, in einer und derselben Fliche zu
verharren, so muB zwischen seinen drei Koovdinaten stets die Glei-
chung dieser Fliache erfiillt sein. Ist die Bewegung des einzelnen
Massenpunktes an eine Kurve gebunden, so miissen zwischen seinen
Koordinaten stets zwei Gleichungen erfiillt sein, weil ja im Raume
eine Linie erst curch zwei Gleichungen festgelegt ist.

Aber auch dann, wenn zwischen Massenpunkten eine Verbindung
besteht, kann diese in einer Gleichung zwischen den Koordinaten
ausgedriickt werden. Haben beispielsweise zwei Massenpunkte eine
unverdnderliche wechselseitige Entfernung, so besteht zwischen
ihren Xoordinaten, die durch die Indizes h und k unterschieden
werden mogen, die Gleichung

(xk — Xh)2 -} ()’k — y11)2 -+ (Zlc — Zh)"" s I g (66)

Ganz allgemein bezeichnen wir, wenn das System aus n Massen-
punkten besteht und daher seine Lage durch 3n Koordinaten fest-
gelegt ist und wenn seine Bewegungsireiheit durch s Gleichungen ein-
geschréinkt ist, die Zahl (3n—s) als die Zahl der Froiheits-
grade des Systems.

Viertes Kapitel.
- Die Fallbewegung.

§ 42, Die Atwoodsche Fallmaschine.

Der geeignetste Apparat zur Untersuchung der Fallbewegung
und zugleich zur experimentellen Bestitigung des Newbonschen
Kraftgesetzes ist die in fritheren Abschnitten bereits kurz erwihnte,
von Atwood im Jahrve 1784 ersonnene und nach ihm benannte
Fallmaschine. Sie besteht aus einem etwa 2 m hohen Gestell von
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zwei Saulen, das mittels Fullschrauben genau vertikal gestellt wer-
den kann (Fig. 38). Die eine Sdule triigh oben ein leichtes, gut dreh-
bares Rad mit einem ausgehohlten Rande. In die Hohlung wird ein
Faden gelegt, der an seinen beiden Enden zwei gleiche Gewichte
(m und n) trigt. Die andere
Saule ist mit einer Zentimeter-
teilung versehen. Léangs dieser
Teilung sind zwei horizontale
Schieber verschiebbar. Der
eine enthilt ein kreisférmiges
Loch, wihrend der andere
nicht durchléchert ist. Auf

die Gewichte konnen entweder
"im  Bedarfsfall -Zusatzge-
wichte® aufgelegt werden,

denen man dieselbe zylin-
drische Form und denselben
Querschnitt wie dem Gewicht
n gibt (Fig. 39) oder aber leicht
abhebbare,, Ubergewichte‘, die
man in der Form gestreckter
. Platten wihlt (Fig. 40). Bei
dem Nullpunkt der Zenti-
- meterteilung befindet sich eine
Fallbriicke (s); durch einen
Hebel (h) wird sie in horizon-
taler Lage erhalten, fillt aber hinab, sobald der Hebel bewegt
wird. An der Fallmaschine oder neben ihr wird schlieflich ein
Sekundenpendel angebracht, das durch Anschlagen gegen eine
Glocke die Sekunden genau anzeigt. Dieses Sekundenpendel ver-

Tig. 38. Die Atwoodsche Fallmaschine.
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bindet man zweckmiBig derart mit dem Hebél (h), daB mit dem
ersten Anschlag des Sekundenpendels die Fallbriicke ausgelost wird.

Wenn nun auf das eine der beiden Gewichte ein Ubergewicht
aufgesetzt wird, so erscheint dieses als bewegende Kraft im Sinne
des zweiten N ewtonschen Bewegungsgesetzes. Die bewegte Masse
setzt gich zusammen aus den Massen der beiden Gewichte m und n,
aus der Masse des Ubergewichtes r und schlieflich aus der Masse der
Rolle, die etwa mit p bezeichnet werde; denn alle Punkte des Um-
fangs der Rolle miissen stets dieselbe Geschwindigkeit haben wie
alle Punlkte des Fadens oder wie die beiden Gewichte; die radformige
Rolle soll aber so konstruiert sein, daBl die Masse der Speichen neben
der des Rades selbst vernachlissigt werden kann.

Nach dem Newtonschen Kraftgesetz ist dann die durch das
Ubergewicht hervorgerufene Beschleunigung

b (57)

by
T fmFuntr+p’
wenn mit g wieder die Beschleunigung des freien Falles bezeichnet
wird*). Is sei beispielsweise die Masse der Rolle 79 g, die der Ge-
wichte m und n je 10 g und die des Ubergewichtes gleich 1g, dann
wird die Beschleunigung hundertmal so klein wie bei dem freien
Fall; die Fallrdiume und CGeschwindigkeiten sind dann numerisch
gleich denen des freien Falles, wofern an die Stelle von Metern Zenti-
meter gesetzt werden.

§ 43. Die Messung der Fallriume.

Mittels der Atwoodschen Fallmaschine 1484 sich zunichst leicht
zeigen, daB in der Tat die vom Beginn der Fallbewegung an zuriiclk-
gelegten Fallriume sich wie die Quadrate der Fallzeiten
verhalten. Indem man dies zeigh, erbringt man zugleich auf Grund
rein kinematischer Beziehungen den Nachweis dafiir, dal die durch
das Ubergewicht hervorgernfene Bewegung mit konstanter Be-
schleunigung vor sich geht. Am einfachsten priift man das Fall-
gesetz, indem man die Fallthume berechnet, die nach Ablauf von
1, 2, 3, 4, 5 Sekunden zufolge Gl. 57 zuriickgelegt werden miiBlten
gemil der Beziehung, daB der Fallraum gleich ist dem halben Pro-
dulct aus Beschleunigung und Zeitquadrat. Bei den vorhin beispiels-
weise angegebenen Versuchsbedingungen wire also die Beschleu-
nigung als hundertster Teil der (etwa aus Versuchen an schiefen

*) Da sich die Massen wie die Gewichte verhalten, kénnen wir uns
in Gl B7 natiixlich auch im Zihler wie im Nenner die Massen durch
die Gewichte ersetzt denken.
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Ebenen bekannten) Beschleunigung des freien Falles 9,80 cm see ™2
und daher ergibt die Berechnung fiir die Fallraiume nach Ablauf von
1 2 3 4 5 Sekunden:
49 19,6 441 78,4 1225 cm.

Man stellt nun den nicht durchlécherten Schieber (den anderen ent-
fernt man) nacheinander an die derart berechneten Stellen; durch
das Sekundenpendel 16st man die Fallbriicke aus, die bis dahin das
Gewicht n tragt. Man iiberzengt sich dann davon, dal mit dem bhe-
treffenden Sekundenschlag in der Tat das niedergehende mit dem
Ubergewicht belastete Gewicht auf den Schieber aufschligt.

Bei der Durchfithrung des Experimentes bemerkt man allerdings
ein geringes Zuriickbleiben; es rithrt daher, dafl der Luftwiderstand
und die Fadenreibung der Bewegung entgegenwirken und auch
das Gewicht des Fadens und der Radspeichen nicht ohne allen Ein-
fluBl ist. Man kann jedoch diese Einfliisse aunsschalten, indem man
das Ubergewicht soweit vergroSert, dal es etwa genau nach 5 Se-
kunden an der vorausberechneten Stelle anlangt; dann zeigt sich
auch genaues Eintreffen an den vorausberechneten Stellen fiir die
Fallzeiten von 1, 2, 3 und 4 Sekunden. Selbstverstindlich kann man
auch umgekehrt derartige Versuche zu einer Berechnung, sei es
der GroBe g, sei es der fiir den Versuch in Betracht kommenden
Rollenmasge p, benutzen.

§ 44. Die Messung der Fallgeschwindigkeit.

Da bei einer gleichformig beschlennigten Bewegung die erlangten
Momentangeschwindigkeiten der seit Bewegungsheginn ver-
flossenen Zeit proportional sind, so la8t sich der Beweis fiir die Kon-
stanz der Beschleunigung auch durch Messung der Geschwindig-
keiten erbringen. Hierzu hebt man in dem Augenblick, fiir den die
Momentangeschwindigkeit ermittelt werden soll, mittels des oberen
Schiebers das stangenformige Ubergewicht ab, wobei das Gewicht n
selbst (samt etwaigen Zusatzgewichten) durch die kreisformige
Offnung des Schiebers hindurchgeht. Da nach dem Abheben des
Ubergewichtes keine Kraft mehr wirksam ist, so muf sich von da
ab das Gewicht n gleichformig bewegen und somit der in der néch-
sten Sekunde zuriickgelegte Weg unmittelbar die Geschwindigkeit
bestimmen.

Da die Geschwindigkeib bei konstanter Beschleunigung dem
Produkt aus dieser und der Zeit gleich ist, so sind also in unserem
Beispiel die Geschwindigkeiten nach Ablauf der ersten 5 Sekunden

98 19,6 29,4 392 49,0 cm/sec.
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Addieren wir zu diesen fiinf Zahlen die fimf in § 43 angegebenen
hinzu, so erhalten wir demnach die Stellen, an denen das Gewicht
eine Sekunde nach Abhebung des Ubergewichtes anlangen
mufl, wenn dieses 1, 2, 3, 4, 5 Sekunden nach Beginn der Fall-
beweging entfernt wird. Diese fiinf Stellen entsprechen also folgen-
den Teilstrichen:

147 392 73,5  117,6  171,5.

In der Tat bestitigen die Versuche dieses Ergebnis der Berech-
nungen. Man stellt bei dem ersten Versuche den durchlécherten
Schieber bei 4,9 cm ein und den anderen Schieber bei 14,7 cm.
Bei dem zweiten Versuch kommen die beiden Schieber zu den
Stellen 19,6 und 39,2; bei dem dritten Versuch zu 44,1 und 73,5;
bei dem vierten Versuch zu 78,4 und 117,6 und endlich bei dem
finften Versuch zu 122,56 und 171,56. Man tiberzeugt sich dann
in der Tat davon, daB das Anschlagen an den unteren Schieber
immer gleichzeitig mit einem Anschlag des Pendels an die Glocke
erfolgt.

§ 45. Die Bestiitigung der Beziehungen zwischen Kraft,
Masse und Beschleunigung.

Dafi gemifl dem zweiten Newtonschen Bewegungsgesetz die
Beschleunigung der einwirkenden Kraft direkt und der
bewegten Masse umgekehrt proportional ist, 1a3t sich eben-
falls leicht mittels der Atwoodschen Fallmaschine demonstrieren.
Wir konnen zumichst bei gleichbleibender Masse die Kraft ver-
mehren, indem wir etwa von dem Gewicht m, das aus einzelnen
Scheiben zusammengesetzt sei, eine Scheibe vom Gewichte eines
Gramms wegnehmen und auf das Gewicht n auflegen. Ohne eine
Anderung der bewegten Masse dadurch herbeizufiihren, erreichen
wir derart ein Ubergewicht von zwei Gramm, also eine Verdoppe-
Iung des Ubergewichtes gegeniiber dem fritheren Versuch, und in
der Tat zeigen die Beobachtungen dann Verdoppelung der Fall-
riume und Fallgeschwindigkeiten, entsprechend der Verdoppelung
der Beschleunigung.

Andererseits verdoppeln wir bei gleichbleibendem Ubergewicht
die Masse, indem wir sowohl das Gewicht m als auch das Gewicht n
um 50 g vermehren. Die Beobachtungen ergeben, dafl die Fali-
rdume und Geschwindigkeiten nunmehr blo8 halb so grof sind wie
bei dem urspriinglichen Versuch. Dagegen erhalten wir wieder die
urspriinglichen Fallrdume (also z. B. 4,9 em nach 1 Sekunde) und die
wrspriinglichen Geschwindigkeiten, wenn wir nunmehr lediglich von
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der einen Seite 1/, g wegnehmen und es anf die andere Seite hiniiber-
legen¥). ‘

§ 46. Beobachtumngen bei stetig veriinderlicher Kraft.

Wenn wir uns an der Atwoodschen Fallmaschine ein stetig
verdnderliches Ubergewicht wirkend denken, so muffi nach
dem Newtonschen Kraftgesetz jedesfalls auch die Beschleuni-
gung stetig verinderlich sein. Mittels zweier einfacher Vor-
richtungen hat J. Miiller**) die beiden wichtigen, in der Kinematik
besprochenen Spezialfille zu realisieren vermocht, bei denen die
Beschleunigung entweder der Zeit oder dem Wege propor-
tional ist.

Zur Verwirklichung des ersten Spezialfalls bediente sich
Miiller eines kleinen Glasgefdfes, dessen obere Mindung
durch einen Kork verschlossen ist und das an seinem
Boden eine feine Offnung (a) hat (Fig. 41). Durch den
Kork geht ein an beiden Enden offenes Glasrohr hindurch,
dessen oberes Ende (c) hakenformig gebogen ist; das an-
dere Ende (b) reicht bis nahe an die AusfluBsffnung heran.
Das Gefal wird nun mit Wasser gefilllt, das sodann (wie
ans dem aérostatischen Prinzip der Mariotteschen Flasche
folgt***) bel a mit konstanter AusfluBgeschwindigkeit
austritt. Durch Verinderung des Abstandes zwischen a
und b kann im ibrigen die AusfluBgeschwindigkeit beliebig
reguliert werden. Wird das Glasgefafl an Stelle des einen
der beiden Gewichte angebracht, und zwar derart, daf
anfangs Gleichgewicht herrscht, so erlangt durch den fort-
gesetzten Ausflufl die andere Seite ein stdndig wachsendes
Ubergewicht; die Verinderung der Masse, die durch das
AusflieBen bedingt ist, kann dabei vernachlassigt werden.

Bei einem Versuche wurde beispielsweise die AusfluB-
offnung so reguliert, daB in 1 Sekunde aus einem etwa 20 g
fassenden Gliaschen 1 g Wasser ausfloB. Zugleich wurde durch Ver-
suche festgestellt, daB ein Ubergewicht von 1 g eine Beschleunigung
von 1,2 Einheiten hervorbrachte. Fiir die Beschleunigung galt somit
die Beziehung b =1,2-t, wobei fiir t die in Sekunden gemessene,

Fig. 41.

*) Nattirlich kann man auch umgekehrt durch derartige Versuche an
der Fallmaschine die Gr8f8e ermitteln, die als wirksame Masse der Rolle
in Rechnung zu zichen ist.

**) Vgl. Miiller-Pounillets Lehrbuch der Physik und Meteorologie
{(11. Auflage, Braunschweig 1919).
*EF) Vgl § 20, Fig. 19.
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selt Bewegungsbeginn verflossene Zeit einzusetzen war. Hieraus
folgte fiir den seit Bewegungsbeginn aus der Nullage zuriickgelegten
Weg (nach Gl. 13) s = 0,2-t*, wofern sich zur Zeit t = 0 das Ge-
wicht, dem anfangs das Glaschen das Gleichgewicht hielt, in Ruhe
hei dem Teilstrich Null befand. Nach Ablanf der ersten 7 Sekunden
waren daher die folgenden Fallrdume zu erwarten:

02 16 54 128 250 432 686 cm.

Der Versuch wird nun so durchgefiihrt, dafl zundchst das Glas-
chen das Ubergewicht hat, das Gegengewicht sich aber bei dem Null-
strich befindet und durch eine oberhalb
befindliche Platte am Steigen verhindert
ist. Wenn das Wasser aus dem Glaschen
auszufliefen beginnt, so wird allméahlich
das Gegengewicht schwerer als das Glés-
chen, und von diesem Augenblick an
beginnen das Glaschen zu steigen und
das Gegengewicht niederzugehen. Bringt
man den nicht durchlécherten Schieber
nun entweder bei dem Teilstrich 43,2
oder bei dem Teilstrich 68,6 an, so
nimmt man in der Tat das Anschlagen
des Gewichtes bei dem sechsten oder
siebenten Selcundenschlag wahr. Damit
ist erwiesen, dall eine der Zeit propor-
tionale Kraft auch eine der Zeit pro-
portionale Beschleunigung zur Folge hat.

Leicht 1aBt sich auch eine Fallbe-
wegung realisieren, bei der die Be-
schleunigung der Entfernung von
einer bestimmten Stelle proportional
und entgegengesetzt ist. Einfache Ver-
suche hierzu sind durch die Figg. 42
und 43 dargestellt. Bei dem ersten Ver-
i such wird an das eine Gewicht (p) ein

Fig. 42. Fig. 43.  Kettchen (aa’) angehdngt, das sich bei

dem Niedergehen dieses Gewichtes auf
einem horizontalen Tisch (d') ablagert; das andere Gewicht p’ wird
hierbei so groB gewihlt, daB es gleich ist der Summe aus p und
dem Gewicht des halben Kettchens, Ist das Kettchen 100 cm lang,
und ist das Gewicht p’ bei dem Teilstrich 100, wenn das Gewicht p
bei dem Teilstrich 0 ist, so ist leicht einzusehen, dafll sowohl das
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Gewicht p als auch das Gewicht p’ um den Teilstrich 50 schwin-
gende Bewegungen ausfithren miissen, weil der auf der Tisch-
platte abgelagerte Teil des Kettchens nicht in Betracht kommt:
sobald aber mehr als die Hilfte abgelagert ist, hat das (Gewicht p’
das Ubergewicht.

Zu einer derartigen Schwingung kommt es natiirlich auch bei
dem anderen, durch Fig. 43 dargestellten Versuch, bei dem die Kette
an beiden Gewichten befestigt ist; hier wird die schwingende Bewe-
gung eingeleitet, indem einfach das eine der beiden Gewichte in die
Hohe gezogen wird, wobei sich das andere Gewicht um dieselbe
Strecke senkt*).

Wenn auch infolge der Reibung und der Stofe die Schwingungen
rasch abnehmen, so zeigen die Versuche (wegen deren néheren Be-
schreibung auf Miiller-Pouillets Lehrbuch der Physik verwiesen
sei) doch deutlich, dafl die Schwingungsdauer von der Schwin-
gungsweite unabhingig ist und im dbrigen nur von dem auf
die Langeneinheit des Kettchens entfallenden Gewicht abhéingt. In
der Tat ist ja das Ubergewicht gleich dem doppelten Produkt aus
dieser Konstanten und der Entfernung, die die Gewichte von dem
Teilstrich 50 haben; nach dem Newtonschen Kraftgesetz kann also,
wenn wir die Beschleunigung gleich h X s setzen (s der Abstand von
dem Teilstrich 50), der Proportionalitatsfalktor h auch nur von dem
Gewicht der Langeneinheit des Kettchens abhingen, und dasselbe
muB dann nach Gl 25 auch von der Schwingungsdauer gelten. Wenn
wir durch geeignete Wahl der Gewichte p und p’ es bewerkstelligen,
dafl das Gewicht in 1 Sekunde vom Teilstrich 40 bis zn dem Teil-
strich 60 sinkt, so sinkt es ebenfalls in 1 Sekunde vom Teilstrich 30,
wofern es zuihm gehoben ist, zum Teilstrich 70 oder von 20 bis 80 usw.

§ 47. Die Fallmaschine von Poggendorff.

Ist ein Korper mit einer vertikalen Beschleunigung b nach ab-
warts bewegt, so erfahrt, wie schon in § 37 gezeigt wurde, der Ge-
samtdruck, den er infolge seines Gewichtes auf eine Unterlage aus-
iibt, eine Verminderung um das Produkt mb, und dasselbe gilt natiir-
lich auch von dem gesamten Zuge, den ein beschleunigt nach abwirts
bewegter und dabei irgendwie aufgehéngter Korper auf seine Aunf-
hiingevorrichtung ausiibt. Dies 1aBt sich sehr schon mittels eines

*) Die Rolle (R) wird dabei auf einen Vorsprung gestellt, so da8 die
Grewichte nicht (wie in Fig. 42) neben, sondern vor der Siule hinab-
hingen. Fine Hebung eines Gewichtes um 1 cm schafft ein Ubergewicht,
das dem Gewicht von 2 cm des Kettchens gleich ist.

Handbuch der Experimentalphysik. Haas, 15}
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von Poggendorff*) (1854) erfundenen Apparates zeigen, der in
einer durch M ach**) verbesserten Form in Fig. 44 wiedergegeben ist.
Die Poggendorffsche Fallmaschine oder, wie sie auch genannt
wird, Poggendorffsche Wage, trigt an den beiden Enden zwei
Rollen a und ¢ (vgl. Fig. 45); iiber die Rolle ¢ wird ein Faden gelegt
und einerseits mit einem Gewicht P, andererseits mit dem Gewicht
P-4 p belastet, das man durch einen anderen diinnen Faden an der
Achse der Rolle festbindet. Hiangt man bei a Gewichte im Ge-
samtbetrage (2 P+p) auf, 80 besteht natiirlich Gleichgewicht. Wenn
T man aber den Faden

durchbrennt, mit dem
bis dahin das Gewicht
P -p an der Rolle ¢ be-
festigh war, und wenn
somit dieses Gewicht zu
sinken beginnt, so zeigt

c Lb a
P+ P @2 prt

. Fig. 45.

P

gich sofort ein Awus-
schlag der Wage. Da
die Senkung des einen Ge-
wichtes P durch eine ge-
A nau gleiche Steigung des.
Fig. 44. Die Poggendorifsche Fallmaschine, ideren gleichen Gewich-
tes kompensiert wird, ist

die scheinbare Gewichtsverminderung bestimmt durch das
Produkt aus der Masse des Ubergewichtes p und seiner Beschleu-
nigung. Nennen wir also den scheinbaren Gewichtsverlust @, so ist

__.p
Q= TP rp (58)

In der Tat besteht an der Wage, wofern man sie vorher arretiert
und erst bei dem Durchbrennen des Fadens auslost, Gleichgewicht,
wenn man das Gewicht bei a um die GréBe Q vermindert.

*) Pogg. Ann. Bd. 92 (1854), 8. 179,
**) Vgl. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung.
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Eine Variation des besprochenen Versuches ist in Fig. 46 dargestellt.
Man fithrt iiber die Rolle a einen Faden und belastet ihn einerseits
mit einem Gewicht; andererseits fithrt man ihn iiber die Rollen b
. und d und bindet ihn bei m fest. Jeder Zug,
der bei m auf den Faden ausgeiibt wird, hat b a
dann, wie das Experiment zeigt, ein sofortiges E‘ =
Sinken des Wagbalkens bei a zur Folge. Denn
die Wirkung ist dieselbe, wie wenn bei einem d
schweren Korper die Unterlage, auf die er ﬁ
driickt, eine Aufwirtsheschleunigung erfihrt, g
was eben eine scheinbare Gewichtsvermeh-
rung herbeifiihrt. Umgekehrt steigh der Wagbalken sofort bei a,
wenn der Faden gelockert wird. Eine direkte Einwirkung auf die
Wage ist natiirlich in beiden Fallen ausgeschlossen, weil ja die Rich-
tung des Fadens (bd) durch die Achse der Wage hindurchgeht.

§ 48. Die Fallmaschine von Morin.

Wahrend bei der Atwoodschen Fallmaschine die exalkte Unter-
suchung der Fallbewegung durch deren kiinstliche Verlan gsamung
erméglicht wird, ermoglichen dies andere Apparate durch Verfeine-
rung der Beobachtungsmittel. Der alteste derartige Apparat
stammt wohl von Morin (1841)%). Bei diesem Apparat fallt ein
kleiner, mit einem Schreibstift versehener Korper zwischen zwei
Fithrungsleisten, wahrend die Schreibfléche in horizontaler Richtung
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt wird. Die durch den Schreib-
stift gezeichnete Kurve stellt die Fallrdume inihrer Abhéngig-
keit von der Fallzeit dar, da ja dic Fallriume die vertikalen
Ordinaten, die Fallzeiten aber die horizontalen Abszissen der Kurve
bilden. Die Experimente ergeben als Kurve stets eine halbe
Parabel mit vertikaler Achse; aus der bekannten Gleichung der
Parabel folgt daher die Proportionalitit zwischen Fallraum und
Zeitquadrat und somit der experimentelle Beweis der gleichformigen
Beschleunigung der Fallbewegung.

§ 49. Die Methode des schwingenden Schreibstifts.

Statt den Schreibstift mit dem fallenden Kérper zu verbinden,
kann man auch einen in horizontaler Richtung bewegten Schreib-
stift eine Kurve auf einer fallenden Schreibfliche verzeichnen
lassen; die zweckmaBigste horizontale Bewegung des Schreibstiftes
erhilt man wiederum, wenn man ihn durch eine elastische Feder
in horizontale Schwingungen versetzt. Auf diesem Prinzip
beruhen mehrere Apparate, die ihre Erfinder unabhingig von-

*) Vgl. Jamin, Cours de physique (1858), Bd. I, S. 46.

H*

Fig. 46.
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einander um das Jahr 1860 ersonnen haben; es sind Apparate von
Laborde, Lippich u. a.¥),

Ein derartiger Apparat, bei dem eine berufite Glasschiene als
vertikal fallende Schreibfliche verwendet wird, ist durch Fig. 47
dargestellt. Wiirde sich die Schreibflache gleichfésrmig bewegen, so
wiirde der Schreibstift natiirlich eine sogenamnte Sinuslinie oder
Wellenlinie aufzeichnen. Wenn aber die Bewegung ungleichformig

Fig. 47. Fig. 48.

ist, und zwar gleichfsrmig beschleunigt, so fithrt die geometrische
Konstruktion zu einer Kurve von der Art, wie sie in Fig. 48 dar-
gestellt ist. Die Strecken ab, ac, ad, ae, die die Fallrbume nach Ab-
lanf der ersten vier Halbschwingungen des Schreibstiftes darstellen,
miiften sich dann wie 1 :4:9 : 16 verhalten.

Eine tatsichlich experimentell erhaltene Kurve ist durch
Fig. 49 wiedergegeben. Es zeigt sich in der Tat volle Ubereinstim-

*) Vgl. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung.
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mung zwischen geometrischer Konstruktion und experimentellem
Befund, und die Messungen ergeben die genaue Bestitigung der
Beziehung, wonach die von dem Anfang bis zu den einzelnen Schnitt-
punkten gemessenen Strecken sich wie die Quadrate der ganzen
Zahlen verhalten. Ist die Schwingungsdauer des Schreibstiftes er-
mittelt, so kann aus derartigen Kurven auch die Beschleunigung
des freien Falls errechnet werden.

§ 50. Der Einfluf} des Luftwiderstandes auf den freien Fall.

Der Fallbewegung der schweren Korper wirkt in der Natur stets
der Luftwiderstand entgegen, der eingehender allerdings erst in
einem spiteren Kapitel innerhalb der Aerodynamik zu besprechen
sein wird. Der Luftwiderstand verkleinert die Fallriume
gegeniiber den aus der Theorie bei bekanntem Wert der Fallbe-
schleunigung errechneten Strecken. Die GroBe der Abweichung
héngt aber nicht nur von Eigenschaften der Luft ab, wie von deren
Dichte, sondern auch von der Dichte der fallenden Korper und vor
allem von deren Gestalt. Die Verzogerung ist um so grofler, je
grofer die Oberfliche des fallenden Kérpers im Verhaltnis zu seinem
Volumen ist; denn der Widerstand hingt von der Oberfliche, die
Grofle der Schwerkraft aber von dem Volumen ab. Vor allem aber
ist der Widerstand eine Funktion der vorhandenen Gesch win-
digkeit, mit der er wichst. Tir das Wachstum la8t sich kein
allgemeines Gesetz angeben; zumindest ist aber der Widerstand
der ersten Potenz der Geschwindigkeit proportional.

Wenn nun der Luftwiderstand mit der Geschwindigkeit zu-
nimmt, so mufl er bei Erreichung einer bestimmten Geschwindig-
keit, deren Wert sowohl von Eigenschaften der Luft als auch von
solchen des fallenden Korpers abhéingt, ebenso groll werden wie
das Gewicht des fallenden Kérpers. Von diesem Augenblick an
muB sich der Korper so verhalten, als ob iiberhaupt keine Kraft
auf ihn wirken wiirde; er muf} mit der erlangten Endgeschwindig-
keit seine Bewegung gleichfdérmig fortsetzen.

Tiir Regentropfen wurde beispielsweise diese Endgeschwindig-
keit zu etwa 8 m/sec ermittelt, so dafB ein fallender Regentropfen
bereits nach ungefahr 1 Sekunde seine Endgeschwindigkeit erlangt.
Fiir eine schwere Granate, die wegen ihres Glewichtes und ihver
spitzen Form den Luftwiderstand besonders leicht tiberwindet,
diirfte die Endgeschwindigkeit einige hundert Meter in der Selkunde
betragen; ecine solche Geschwindigkeit wiirde nach Ablauf von etwa
10—30 Sekunden und nach Zuriicklegung einer Fallstrecke von
einigen Kilometern erlangt sein.



70 A Die Fallbewegung.

§ 61. Der Fall auf der schiefen Ebene.

Ebensowohl wie an der Atwoodschen Fallmaschine kann eine
verlangsamte Fallbewegung auch an der schiefen Ebene
untersucht werden, und in der Tat waren es Beobachtungen an
der schiefen Ebene, die Galilei zu der Entdeckung der Fallgesetze
fithrten. Am einfachsten lassen sich an der schiefen Ebene die Fall-
gesetze mittels des in Fig. 50 wiedergegebenen Apparates demon-

Lﬁ K

Fig. 50. TFall auf der schiefen Ebene.

strieren. Er besteht aus einer zweiteiligen Rinne; der eine Teil (ab)
kann mittels eines unterlegten Bretts beliebig geneigt werden, der
andere Teil (be) ist horizontal. Auf dem ersten Teil sind von b aus
Teilstriche bei 1, 4 und 9 dm gezeichnet, auf dem zweiten, horizon-
talen Teil bei 2, 4, 6 und 8 dm.

Man gibt nun zweckméBig der Rinne eine solche Neigung, dal-
der Fallraum der ersten Sekunde einen Dezimeter betrigt. Man stellt
sodann den Klotz X auf den Nullpunkt der Teilung bei b ein und
1aBt bei einem Schlage eines Sekundenpendels mittels des Brettes L
eine kleine Kugel entweder bei dem Teilstrich 1 oder 4 oder 9 los.
Man hort in diesen Fillen bei dem néchsten oder zweit- oder dvitt-
nichsten Sekundenschlag das Anschlagen der rollenden Iugel an .
den Klotz, womit die Proportionalitit zwischen Fallraum und
Zeitquadrat erwiesen ist*).

Andererseits 1486 sich auch leicht zeigen, daB die Fallgeschwin-
digkeiten den TFallzeiten proportional sind und die Ge-
schwindigkeit nach Ablauf der ersten Sekunde numerisch doppelt
s0 grof} ist wie die in der ersten Sekunde zuriickgelegte Fallstreclke.
LaBt man die Kugel wieder von den Teilstrichen 1, 4 oder 9 los, und
stellt man in diesen drei Fallen auf dem horizontalen Teil den Klotz
entweder zu 2 oder 4 oder 6, so langt in jedem dieser drei Fille die

*) Sehr zweckmiiBig ist auch der Gebrauch eines Metronoms, weil
man dabel eine veriinderliche Zeiteinheit den Versuchsbedingungen an-
passen kann, '
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Kugel bei dem Klotz um 1 Sekunde spiter als in b an, also um 2
oder 3 oder 4 Sekunden spéter, als sie losgelassen wurde.

Wie bei jeder gleichformig beschleunigten Bewegung, so hingt
auch bei der Bewegung auf der schiefen Ehene die Geschwindig-
keit v mit dem zuriickgelegten Weg s durch die Beziehung zusammen

v = V2bs, (59)
wenn b die Beschleunigung ist (diese Gleichung folgt ohne weiteres
aus den beiden Gl. 10). Nun ist bei der schiefen Ebene die Beschleu-
nigung gleich g sin ¢, wenn wir den Neigungswinkel mit a bezeichnen,
und andererseits ist, wenn wir die Fallhéhe h nennen,

h = s sina. (60)
Es ist also :
v = V2gh. (61)
Genau dieselbe Formel gilt aber auch fiir den freien Fall, fiir den
gich ja die Begriffe Fallvaum und Fallhthe decken. Bei einer Be-
wegung ldngs einer schiefen Ebene ist also die erlangte Geschwindig-
keit stets ebenso groB, wie sie bei dem freien Fall durch den zuriick-
gelegten Hohenunterschied wire. Von der Neigung der schiefen
Ebene ist somit bei gleichem Hohenunterschied die erlangte End-
geschwindigkeit unabhingig). 4

Auch dieser Satz 148t sich leicht mit-
tels des vorhin beschriebenen Apparates
experimentell nachweisen. Man gibt der ¢
schiefen Rinne zwei verschiedene Nei-
gungen, 1aBt aber in beiden Fallen die
Kugel den gleichen Hohenunterschied

_7-

durchlaufen. In der Tat stellt man 2
dann fest, daB in beiden Fillen in der 1%

Zeit zwischen zwel Sekundenschligen £

gleich groBe Strecken im horizontalen Tig. 51.

Teil der Rinne durchlaufen werden.

Von theoretischen Folgerungen, die Galilei aus den Fallgesetzen
fiir die schiefe Ebene abgeleitet hat, sei nur noch der sogenannte
Satz vom Fall durch die Sehne erwihnt. Errichten wir in einem
Kreise einen vertikalen Durchmesser AB, und legen wir durch dessen
einen Endpunkt eine beliebige Sehne AC, die unter einem Winkel ¢
gegen die Horvizontale geneigt sei (Fig. 51), so ist die Strecke AC

*) Dieser Satz ergibt sich auch als eine spezielle Folgerung aus der
Tatsache, daBl die Schwerkraft ein Potential besitzt, dessen Niveaufiichen
horizontale KEbenen sind.
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nach einer elementaren geometrischen Beziehung gleich AB - sin ¢
(denn der Winkel ACB ist ein rechter und der Winkel A BC ist gleich
dem Winkel ¢, weil seine Schenkel auf den Schenkeln dieses Winkels
senkrecht stehen). Andererseits ist aber bei einer Abwértshewegung

durch die Strecke AC die Beschleuni-

A leich gsi d somit wird di

gung gleich gsing, und so e
Strecke A C bei einer Abwértshewegung
in derselben Zeit durchlaufen wie der
Durchmesser AB. Dasselbe gilt natiir-
lich auch fiir die beliebig gelegte Sehne
DB; denn auch sie ist gleich dem
Durchmesser, multipliziert mit dem
Sinus des Winkels, unter dem die Sehne
v DB gegen die Horizontale geneigt ist.
Es gilt also ganz allgemein der Satz,
: daB von einer Stelle A aus ein Korper
in einer bestimmten Zeit, in der er in freiem Falle bis zu einem
Punkte V gelangen wiirde, auf einer beliebig geneigten schiefen Ilbene
bis zu der Stelle gelangt, in der diese schiefe Ebene von einem
Kreise geschnitten wird, der die
Strecke AV zum vertikalen
Durchmesser hat(Ffig. 52); um-
gekehrt gelangen auch in der-
selben Zeit auf den entspre-
chenden schiefen Ebenen Kor-
per von diesen Schnittpunkten
zu dem Punkte V.

TFig. 52.

die Sehne 1aBt sich experi-
mentell mittels des in Fig. 53
wiedergegebenenApparatesde-
monstrieren. Er besteht aus
einer Holzs#ule (ab) von etwa
80 cm Hohe und aus zwei
schiefen Fallvinmen (cd und
Fig. 53. Fall durch die Sehne. db), die in ¢ und b mittels
Scharnieren drehbar sind. Mit-

tels einer Schraube werden die beiden Rinnen in d aneinander ge-
klemmt, aber derart, daB sie miteinander stets einen rechten Winkel
einschlieBen. Werden zwei kleine Kugeln nun gleichzeitig in a und
¢ losgelassen, so langen sie gleichzeitig in b am Boden und in d

Der Satz vom Fall durch -
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an. LaBt man andererseits gleichzeitig eine Kugel bei a und eine.
bei d los, so kommen sie ebenfalls gleichzeitig in b an, wie es das
Galileische Theorem verlangt.

§ 52. Der Fall auf der Zykloide.

Auf den Fall langs einer schiefen Ebene lafit sich stets die Ab-
wirtsbewegung in einer beliebig gekriimmten Bahn zuriickfiihren,
weil wir ung diese immer aus geradlinigen kleinen Strecken zu-
sammengesetzt denken konnen. Von besonderem theoretischem
Interesse ist die Abwirtshewegung ldngs einer Zykloide,
jener schon (in §11) erwahnten Kurve, die ein Punkt des Um-
fanges eines Kreises beschreibt, der léngs einer Geraden rollt.

Ist AB ein solcher halber Zykloidenbogen (Fig. 54), und sind
C und D zwei beliebige Punkte dieses Bogens, so zeigen mathe-
matische Uberlegungen, dafl ein schwerer Korper dieselbe Zeit
braucht, um von A oder C oder D nach B zu ge- 4
langen. Wohl sind in diesen drei Fillen die zu
durchlaufenden Strecken verschieden; aber ver- I
schieden ist eben auch die anfingliche Neigung a ]
der Bahn, und je steiler diese ist, eine desto gréflere
(Geschwindigkeit erlangt der fallende Korper im
Beginn der Bewegung. Die Zykloide ist also, wie zuerst Huygens
(1673) fand, die Kurve gleicher Fallzeiten oder, wie man auch
sagt, die Tautochrone®). Bs sei nur nebenbei bemerkt, daB, wie
Johann Bernoulli fand, die Zykloide zugleich auch die Kurve
der kiirzesten Fallzeit, die sogenannte Brachystochrone ist. Die
Kurve, lings deren in der kiirzesten Zeit ein schwerer Korper von
einem Punkte A zu einem tiefer gelegenen Punkte B gelangt, isb
stets eine durch beide Punkte gehende Zykloide von bestimmten
Eigenschaften®*).

§ 53. Der Fall dureh den Kreisbogen.

Auf den Fall lings einer schiefen Ebene kann auch die Abwérts-
bewegung eines schweren Korpers durch einen Kreisbogen zuriick-
gefiihrt werden. Ist O der Mittelpunkt des Kreises, A der tiefste
Punkt des Bogens und P der Punkt, von dem aus der Korper seine
Abwirtsbewegung beginnt, so wollen wir mit a den Winkel POA
bezeichnen (Fig. 55). Fir die Zeit der Abwartshewegung von P
bis A ergibt dann die Theorie, wenn wir den Kreisradius mit r be-
zeichnen, den Wert

Tig. 54.

*) Auf Griechisch heift Tautos der gleicke und Chronos die Zeit.
*#) Niheres hieriiber z B. in Féppl, Vorlesungen iiber technische
Mechanik (4. Auflage, Leipzig, 1901}, Bd. IV, § 10.
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a2 v
N /Y U B—
go Vl e sinﬁ(g—) sin?¢p

Das Integral dieser Gleichung ist ein sogenanntes elliptisches
Integral, dessen Wert fiir gegebene Winkel a in den Tafeln der
" sogenannten elliptischen Funktionen nachgeschlagen werden kann.
Fir a« = 0 wird das Integral gleich sz/2. Wie es fiir groBere Werte
von « wichst, ist aus der folgenden Tabelle ersichtlich:

(62)

Tabelle L

Winkel in ®| Integral

3 1,6715

10 1,6738

20 1,6828

40 1,6200

60 1,6858

90 1,8641

120 2,1565

i, 55 150 2,7681
Fig. 55. 180 -

Die Gl 62 IaBt sich auch in der Form einer Reihe folgender-
mafen schreiben: ‘

w1/ r 1. /e 1.3\ . fa ST
-2 V= = 2 — =N gint (o) -] (68
=5Vl me)+ ) @ (z)+ | o
Fiir kleine Winkel JaBt diese Formel noch wesentliche Vercin-
fachungen zu. Zunichst einmal kann dann der Sinus des Winkels

durch denim Bogenma8 ausgedriickten Winkel selbst ersetut werden.
Wie gering hierbei der Unterschied ist, zeigt die folgende Tabelle:

Tabelle IL

Winkel | Winkel im | Sinug des
in ¢ Bogenmafl | Winkels
1 0,01745 0,01745
2 0,08491 0,08490
3 0,05236 0,05234:
4 0,06981 0,06976
5 0,08727 0,08716

Tir kleine Winkel folgt somit aus der Gl 63 die Niherungs-
formel
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. T o
=t lVE = 64
=5Vl o
Fiir minder genaue Berechnungen kann bei kleinem Winkel auch

die Formel geniigen
Ty (5)

Der Fehler, der hierbei begangen wird, belsuft sich, wie aus der
fritheren Tabelle ersichtlich ist, bei einem Winkel von 1° auf etwa
zwel tausendstel Prozent, bei einem Winkel von 2° auf etwa ein
hundertstel Prozent und erst bei einem Winkel von 5 ° auf etwa ein
halbes Promille.

Fiinftes Kapitel,
Die Pendelbewegung.

§ 54. Das mathematische Pendel.

Unter einem Pendel verstehen wir einen jeden aufgehingten
schweren Kérper, der wnter dem Einflull seines Gewichtes
schwingende Bewegungen ausfithrt, Wenn im besonderen die
Masse des schweren IKorpers in einem einzigen Punkte konzen-
triert gedacht und die Masse der Aufhingevorrichtung neben der
des aufgehingten Korpers vernachlissigt werden kann, so sprechen
wir von einem mathematischen Pendel oder auch von einem
fadenpendel. Bin solches kann als ¢in an einem masselosen Faden
aufgehingter Massenpunkt aufgefalt werden.

In dor Ruhelage des Pendels hat der Iaden natiirlich eine
vertikale Richtung, in jeder andeven Lage weicht er von der
Vortikalen um einen Winkel ab, der als BElongationswinkel be-
zoichnet wird, Wird das Pendel aug seiner Ruhelage entfernt und
dann unter Vermeidung jedes seitlichen Impulses losgelassen, so
Ikehrt das Poendel in cinem Kreisbogen in seine Ruhelage zuriick.
Da es aber diese mit ciner endlichen Geschwindighkeit passieit, die es
durch das Hinabfallen erlangt hat, so setxt es infolge seines Beharrungs-
vermogens dic Bewegung als Aufwirtsbewoegung lings des Kreis-
bogens auf der anderen Seite so lange fort, bis seine Geschwindigkeit
null geworden ist. Bei dem Fehlen von Bewegungshindernissen ist
dies in einem Punkte P’ der Fall, der in derselben Horzontalen wie
der Ausgangspunkt P der Bewegung liegt und um einen ebenso
langen Kreisbogen wie dieser von der Ruhelage A entfernt ist (vgl.
die frithere Fig. 65). Ist dex Punkt P’ erreicht, so kehrt das Pendel
seine Bewegung um, es gelangt fallend wieder nach der Ruhelage A
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und passiert diese mit einer Geschwindigkeit, die es instand setzt,
wieder bis zu dem Punkte P emporzusteigen, worauf sich der wui-
spriingliche Vorgang wiederholt.

Die Periode dieses schwingenden Vorgangs, also seine Schwin-
gungsdauer, ist offenbar viermal so grof wie die Zeit, die nach
§ 53 der Massenpunkt zum Fall durch den Bogen PA braucht. Tiir
die Schwingungsdauer gilt demnach die Beziehung

;(1 + %g) , (66)

wenn 1 die Pendellinge, d. h. die Fadenlinge bedeutet und a den
groBten, also den anfanglichen Elongationswinkel, der die Ampli-
tude darstellt. Ist die Amplitude klein, so ist in weiterer Ver-
einfachung nach Gl 65 die Schwingungsdauer durch die Formel

bestimmt ‘
T
T =92 V—— . 67
z (67)

Diese Formel liBt sich auch leicht unabhingig von den Be-
trachtungen des § 53 ableiten, wofern der Elongationswinkel ge-
niigend Klein ist. Wir konnen némlich die an
dem Pendel angreifende Schwerkraft immer in
zwei zueinander senkrechte Komponenten zex-
legen, eine in der Richtung des Fadens und
eine senkrecht dazu. Jene sei in Tig. 56 dureh®
die Strecke EM, diese durch die Strecke EN
und die Schwerkraft durch die Strecke EF dar-
gestellt. Bezeichnen wir den Elongationswinkel
mit ¢, so ist die erste Komponente mg cos o, die
zweite mgsing. Die erste Komponente wird
durch die Spannung des Fadens aufgehoben, ro
daB nur die zweite wirksam bleibt. Ist nun der

Fig. 56. Elongationswinkel so Kklein, daB sein Sinus durch

den im Bogenmaf ausgedriickten Winkel ersetzt

werden kann, so wird die Tangentialkomponente der Schwerkraft
néherungsweise gleich mg ¢ und daher die Beschleunigung gleich. g ¢.

Andererseits ist die Entfernung aus der Ruhelage gleich 1sin ¢,
also niherungsweise bei kleinem Elongationswinkel 1¢p. Nennen wir
die Beschleunigung b und die Entfernung von der Ruhelage x, s0
gilt also die Beziehung

t=2m {/ -

a

bz__flix; (68)
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das negative Vorzeichen ist hierbei deshalb zu wihlen, weil die Ent-
fernung x von der Ruhelage weg gerechnet wird, withrend die Be-
schleunigung zu der Ruhelage hin gerichtetist, Aus den Gl. 14 und 25
fritherer Abschnitte wissen wir aber, daf die Gl. 68 eine schwin-
gende Bewegung bedeutet, deren Schwingungsdauer gleich ist
2w mal der Quadratwurzel aus 1/g, so wie dies eben die Gl 67 zum
Ausdruck bringt.

§ bb. Die experimentelle Bestiitigung der Pendelgesetze.

Die fiir die Schwingungsdauer eines mathematischen Pendels ab-
geleiteten Formeln enthalten drei sogenannte Pendelgesetze, die
bereits Gtalilei um das Jahr 1580 aufgefunden hat und die folgender-
maflen ausgesprochen werden kénnen:

1. Die Schwingungsdauer eines Pendels ist vollig unabhédngig
von dem Gewicht und der stofflichen Beschaffenheit des
Pendels.

2. Bei kleinenElongationenist die Schwingungsdauer nahezu
unabhingig von der Amplitude. |

3. Bei verschiedener Fadenlinge ist die Schwingungsdauer
der Quadratwurzel aus der Pendellinge proportional.

Das erste Gesetz ist eine notwendige Folge des Satzes, wonach
alle Korper gleich schnell fallen; denn die Pendelbewegung kann ja
auf den Fall lings einer schiefen Ebene zuriickgefithrt werden, Um-
gekehrt konnen wir wiederum in Pendelbeobachtungen einen Beweis
fitr den Satz vom gleich schnellen Fall aller Korper erblicken.

TUm das erste Pendelgesetz experimentell zu priifen, hat Newton
holzerne Hohlkugeln an gleich langen Faden aufgehingt und sie mit
den mannigfachsten Stoffen, wie ,,Gold, Silber, Blei, Glas, Sand, Koch-
salz, Holz, Wasser und Weizen gefiillt. Obwohl ein Unterschied
in der Schwingungsdauer von etwa 1 Promille bei Newtons Ver-
suchen feststellbar gewesen wire, konnte er keine Abweichung bei
den verschiedenartigen Pendeln beobachten*). Genauer wurden
Newtons Versuche durch Bessel (1830) wiederholt, der innerhalb
einer Fehlergrenze von nur 1/;4g000 Newtong Ergebnis bestitigte®*).

Mittels eines einfachen Experimentes demonstriert man das erste
Pendelgesetz, indem man an drei gleich langen Tiden etwa eine
groBere und eine kleinere Bleikugel und iiberdies eine Wachskugel
aufhingt. Man bestimmt ihre Schwingungsdauern, indem man die

*) Prineip. math., IIL Buch, Cap. L
**)  Versuche iiber die Kraft, mit welcher die Erde Kérper von ver-
sehiedener Beschaffenheit anzieht.‘
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Zahl der Hin- und Hergange zwischen bestimmten Sekundenschligen
- ziéhlt, Man iiberzeugt sich dann leicht davon, dal3 bei beliebigen,

A
F/ Y]
£
c F
G

Fig. 57.

jedoch geniigend kleinen Amplituden alle drei Pendel
dieselbe Schwingungsdauer haben, womit auller
dem ersten auch das zweite Pendelgesetz experimentell
bestatigt erscheint.

Das dritte Pendelgesetz ergibt sich, wie schon
Galilei erkannte, ohne weiteres aus der Beziehung,
wonach bei dem frveien Fall und ebenso bei dem Fall
auf einer schiefen Ebene die Fallzeit proportional ist
der Quadratwurzel aus der Fallhthe. Diese Beziehung
mul} natiirlich auch fiir die Pendelbewegung anwend-
bar sein; bei verschieden langen Pendeln AB und AC

(Fig. 57) miissen sich aber bei gleicher Amplitude die Fallhtthen
DE und FG wie die Pendellingen verhalten.

Fig. 58. Experimenteller Nachweis
der Pendelgesetze.

Die experimentelle Bestatigung
des dritten Pendelgesetzes nimmt,
| man am einfachsten mittels des in
<1 / Fig. 58 abgebildeten Apparates vor.
An doppelten Faden werden drei

Absténde voneiner horizontalen Leiste

| wie 1:4:9 verhalten, Man iiber-
zeugt sich dann davon, daf das kiir-

zeste Pendel zwei Schwingungen with-

rend einer Schwingung des mittleren -

/ und dreiSchwingungen withrend einer
/ Schwingung des idngsten Pendels aus-

/ tiihrt.

/ Mittels eines einfachen Apparates
/ ~ 1aBt sich auch leicht zeigen, daB in

\ _ Pendel so aufgehiingt, . daB sich ihre

/ der Tat bei einer Pendelbewegung

die Entfernung von der Ruhelage
eine Sinusfunktion der Zeit ist.
y Man hingt dazu an zwei langen
S Fiden etwa von der Zimamerdecke
ein trichterformiges Gefal auf, dag
unten eine kleine Offnung hat und
das mit Sand gefillt wird, Wird

nun senkrecht zu der Schwingungsebene ein ebenes horizontales
Brett mit konstanter Geschwindigkeit unter dem Pendel, wihrend
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es mit kleinen Elongationswinkeln*) schwingt, weggezogen, so
zeichnet der aus der Offnung ausflieBende Sand auf dem Bret‘c, in
der Tat eine Sinuskurve auf.

§ 56. Das Sekundenpendel.

Ein Pendel, das zu einer halben Schwingung eine Sekunde
braucht**), also eine Schwingungsdauer von 2 Sekunden hat, wird
als Sekundenpendel bezeichnet; seine Linge ergibt sich aus
Gl. 67 zu

- (69)

Da fiir g ungefihr 980 einzusetzen ist (bei Benutzung des Aentlmetels

als Léngeneinheit) und 2 ungefahr gleich 9,87 ist, so betrigt die
Linge des Sekundenpendels angenahert 1 Meter.

Die erste Bestimmung der Lange des Sekundenpendels geht auf
Mersenne (1644) zurtick. Einige Jahrzehnte spiter gab eine Be-
obachtung von Richer den AnlaB3 zu der wichtigen Entdeckung,
daf3 die Lénge des Sekundenpendels von der geographischen
Breite abhingt. Richer war damals in Cayenne, um dort Arbeiten
fiir eine Gradmessung vorzunehmen, und da stellte er nun fest, dafl
seine Pendeluhr an diesem in der Nihe des Aquators gelegenen Orte
(5° n. Breite) tdglich um 21/, Minuten zuriickblieb, obwohl sie in
Paris (bei ungefihr 49° n. Breite) vollkommen richtig gegangen war.
Richer mufite deshalb das Pendel um etwa 3 mm verkiirzen. Als
er nach Paris zuriickkehrte, ging die Uhr wiederum um 21/, Minuten |
tivglich vor, bis er das Pendel um 3 mm verlingerte, worauf der nor-
male Gang wiederhergestellt war. Nachdem zunachst als Ursache
der Erscheinung die Temperaturverschiedenheit in Cayenne und
Paris angenommen worden war, erkannten Newton und Huygens
die vichtige Ursache in der Verschiedenheit der Fallbeschleunigung
an beiden Orten.

§ 57. Das Pendel als Zeitmesser.

Huygens, dem wir die Aufstellung der Formel fir die Schwin-
gungsdauer des Pendels verdanken, hat auch die fiir das praktische
Leben wichtigste Anwendung erfunden, die der Isochronismus

*) Um kleine BElongationswinkel trotz geniigend groflen Entfernungen
von der Ruhelage zu erzielen, wihlt man eben die Pendellinge so grofl
wie mbglich,

*#) Tn der &lteren physikalischen Literatur wurde hiufig unter einer
Schwingung die Zeit zwischen zwei Durchgiingen durch die Ruhelage
verstanden, Die dermrt definierte Schwingungsdauer ist daher halb so
groB wie die Grofe, die heute gewthnlich darunter verstanden wird.
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der Pendelschwingungen zulift,
indem er das Pendel zum Zeit-
messerausgestaltete*). Huygens
verband zu diesem Zweck dieschon
von élteren Uhrkonstruktionen her
bekannt gewesene Vorrichtung des
in ein Steigrad eingreifenden A n-
kers mit einem schwingenden
Pendel.

Der wesentlichste Teil der von
Huygens im Jahre 1657 erfun-
denen Pendeluhr ist in Fig. 59
dargestellt. Es ist zundchst der
mit dem Pendel fest verbundene
Anker ACB; er greift abwechselnd
in die Zidhne eines Zahnrades,
um dessen Welle eine an dem einen
Ende mit dem Gewicht P belastete
Schnur geschlungen ist. Dieses Ge-
wicht sucht das Zabnrad in dem
durch den weillen Pieil ange-
deuteten Sinne zu drehen, und es
wiirde eine beschleunigte Umdre-
hung hervorrufen, wenn nicht die
Drehung des Zahnrades immer
wieder durch den mit dem Pen-
del schwingenden Anker gehemmt
wiirde.

Die Fig. 59 stellt die Pendel-
ubr in dem Augenblick dar, in
dem das Pendel eben seinen
grofiten Ansschlag nach der linken
Seite erreicht hat. In diesem
Augenblick ist das Rad gehemmt,
weil der Haken A des Ankers den
Zahn a an der Weiterbewegung
hindert. Wenn nun aber das Pen-
del von links nach rechts zu schwingen beginnt, so weicht der
Ankerhaken A zuriick, und an der abgeschrigten Endfliche des

Fig. 59. Die Pendeluhr.

*) Binen Vorldufer hatte Huygens allerdings bereits in Galilei,
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Ankerhakens gleitet der ebenfalls abge- F{}
schriigte Zahn a hinweg. In demselben =ity
Anugenblick schiebt sich aber auch schon
(da die Lange der Ankerhaken und die 1
Hohe der Ziahne einander angepaft sind) =\
der andere Ankerhaken B vor den Zahn b : 4
und hindert derart das Zahnrad an einer | B =i
weitereri Bewegung. Erst wenn das Pen- .
del auf der rechten Seite umgekehrt ist
und sich wiederum, nunmehr von dieser
Seite, der Ruhelage nihert, gleitet der | B =
Zahn b an dem linken Ankerhaken hin- ln:;f A .
weg. Dadurch wird abermals fiir einen ’

Augenblick dag Rad frei, aber nur, um

sofort wieder dadurch gehemmt zu wer- /

den, daB sich nun der rechte Haken vor i b

den Zahn c legt, der auf den friiher be-
trachteten Zahn a folgt.

Bei jeder ganzen Schwingung (die sich
also aus einem Hin- und einem Hergang
zusammensetzt) riickt demnach das Rad
um einen Zahn vor. Ist das Pendel
ein Sekundenpendel und hat das Rad
30 Zihne, so durchliuft also ein mit
dem Rad verbundener Sekundenzeiger
innerhalb einer Minute einmal einen gan-
zen Kreisumfang. Durch andere Zahn-
ricder ibertriigt sich die Bewegung des
Sekundenzeigers auf einen 60mal lang-
sameren Minuten- und einen noch 12mal
langsameren Stundenzeiger. Fig. 60 stellt
die Huygenssche Pendelubr im Quer-
schnitt dar.

§ 58. Die Messung der Schwingungsdauer.

Um die Schwingungsdauer eines Pendels zu ermitteln, ver-
fahrt man am zweckmiBigsten so, daB man die Zeit zwischen zwei
Augenblicken miflt, in denen das Pendel seine Ruhelage passiert.
Wenn in dieser Zeit, die T Sekunden umfasse, z Durchgiinge durch
die Ruhelage erfolgen (wobei derjenige im Beginn der gemessenen
Zeit nicht mitgezihlt wird, wohl aber derjenige am Iinde dieser
Zeit), so ergibt sich die Schwingungsdauer zu 2 T/z Sekunden. Es

Handbueh der Experimentalphysik. Haas. B

Tig. 60.
Die Pendeluhr von Huygens.
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ist vorteilhafter, die Durchgiinge durch die Ruhelage zu beobachten,
als die Umkehrungen, weil die Ruhelage mit der maximalen Ge-
schwindigkeit passiert wird, wodurch eine viel schirfere Zeitbe-
stimmung erméglicht wird.

Um genauere Messungen der Schwmgungsdauer vorzunchmen
(was wegen der in dem nichsten Abschnitt zu besprechenden An-
wendung wichtig ist), bedient man sich zweckmifig der von Borda
im Jahre 1792 ersonnenen Methode der sogenannten Koinzidenzen,
Bei dieser Methode 1Bt man zugleich mit dem Pendel, dessen ge-
naue Schwingungsdauer ermittelt werden soll, ein Pendel einer
genau regulierten Uhr mitschwingen, das in einer Sekunde eine halbe
Schwingung ausfithrt, also ein Sekundenpendel daistellt, ohne
indessen ein ,,mathematisches* Pendel sein zu miigsen. Die beiden
Pendel werden gleichzeitig durch ein Fernrohr beobachtet, und
dieses wird so eingestellt, daB sowohl das Bild des Pendelfadens als
auch eines auf der Uhrpendellinse verzeichneten Striches gerade
durch einen im Gesichtsfelde des Fernrohrs gespannten vertikalen
Faden hindurchgeht, wenn die Pendel die Ruhelage passieven.

Es wird nun ein Augenblick abgewartet, in dem beide Pendol
gleichzeitig durch den Fernrobrfaden hindurchzugehen scheinen,
und von da ab die Zeit gemessen bis zu einem Augenblick, in den
wiederum eine Koinzidenz eintritt, etwa zum p-ten Male scit dem
erwihnten, zuerst beobachteten Eintritt. Betvigt diese Zeit n Se-
kunden, so ergibt sich durch eine einfache Uberlegung die gesuchte
Schwingungsdauer zu

T {70)

dabel igt das Plus- oder Minuszeichen zu nehmen, je nachdem, ob
das Pendel, dessen Schwingungsdauner ermittelt werden soll, schnellor
oder langsamer als das Sekundenpendel schwingt.

Am empfindlichsten ist die Methodoe der Koinzidenzen natiirlich
dann, wenn die zu ermittelnde Schwingungsdauer des Pendels nahezu
2 Sekunden betrigt oder ein ganzzahliges Vielfaches oder einen
Bruchteil hiervon. Ist die Schwingungsdauer ungefihr 25 Sekundoen
oder 2/s, so vergleicht man s Schwingungen des Pendels mit einer
des Sekundenpendels oder umgekehrt s des Sekundenpendels mit
einer des Fadenpendels,

Bordas Messungsmethode ist in Tig. 61 wiedergegeben. Bei
Rordas Beobachtungen war das Pendel an einer Mauer aufgehiingt,
an der auch die dem Vergleiche dienende Pendeluhr angebracht war.
Das Fadenpendel hatte cine Lénge von etwa 4 Metern, so dafl es
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zu einer halben Schwingung ungefihr 2 Sekunden brauchte, also
halb so rasch wie das Sekundenpendel schwang. Als Schwingungs-
korper diente eine Platinkugel von ungefihr 36 mm Durchmesser.

Wurde bei diesen Versuchen von Borda das Pendel aus der
Rubelage um einen Elongationswinkel von 2° entfernt und dann
losgelassen, so hielten die Schwingungen so lange an, daB sie durch

Fig, 61, Mosgung der Sehwingungsdauer cines Pendels nach Borda.

4—b5 Stunden bequem messend beobachtet werden konnten; doch
waren noch nach 12 Stunden die Schwingungen dentlich erkennbar.
Taboelle IXT zeigh, wie bei derartigen Versuchen die von der Vertikal-
richtung aus in Bogenminuten gemessene Amplitude abnahm.

~ Die Koinzidenzen wurden bei Bordas Versuchen so festgestellt,
daB auf der Linse des Uhrpendels zwei weille, einander kreuzende
Linien auf schwarzem Hintergrund gezogen wurden. Vor die beiden

, o
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Pendel wurde dann ein Schirm so gestellt, dafl bei ruhenden Pendeln
der Pendelfaden, der Vertikalstrich des Kreuzes und die eine Kante
des Schirms im Fernrohr zusammenfielen. Verschwand nun etwa
beim Beginn der Versuche zuerst der Faden hinter dem Schirm und
dann erst das Kreuz, so wurde das Intervall zwischen dem Ver-
schwinden der bheiden Objekte immer kleiner, weil bei Bordas Ver-
suchen eine Pendelschwingung etwas linger wihrte als zwel Schwin-

Tabelle IIL

Zeit der . Zeit der s
Beobachtung Amplitude Beohachtung Amplitade
o 120,07 7h 4,17
1 61,2/ 8h 2.
ah 35,4’ gn 1,87
3h 21,9/ 100 1,2
4h 14,1 11k 0,8/
5h 9,4/ 12b 0,5/
6h 6,3/

gungen des Uhrpendels. Das Intervall verrvingerte sich, bis das
Kreuz vor dem Pendelfaden verschwand; dann wurden die Inter-
valle wieder groBer, um nach Frreichen eines Maximums nouor-
lich abzunehmen,

Tabelle IV zeigh, wie bei einem Intervall zwischen nwei Koinzi-
denzen von mehr als einer Stunde, B orda nach der Koinzidenzmethode
die Zahl der Schwingungen, auf einen Tag bezogen, berechnete.

Tabelle IV.

Zeit Zahl der Korrektur Korigiorto
swisehen zwei | Schwingungen | wegen der | Schwingungs-
Koinzidenzen flir 1 Tag Amplitude wahit
73m 148 43305,28 + 0,51 43305,7)
73™ 30s 43805,35 -+ 0,14 48806,49
73m 49s 43305,44 +- 0,08 43300,49
72m™ 84s 43306,14 4+ 0,02 43306,16

Nach vier solchen Intervallen wurden die Schwingungen zu schwaceh.
fiir exakte Messungen. Die erste Vertikalkolumne enthiilt die Zoit
zwischen zwel Koinzidenzen, die zweite die errechnete Zahl dexr
Schwingungen fiir einen Tag. In der dritten Kolummne sind die I or-
rekturen verzeichnet, die sich dadurch ergeben, dafd dio Schwingungs-
zahlen, die ja aus Schwingungen von endlicher Amplitude errochnet
wurden, auf ,,unendlich kleine* Amplitude reduziert werden miisson;
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infolge der kleinen Werte der Amplitude sind diese Korrekturen
natiirlich sehr geringfiigig. Die vierte Kolumne enthilt endlich
die richtiggestellten Werte der Schwingungszahlen, wie sie sich
aus den Beobachtungen in den vier Intervallen ergaben; als Mittel-
wert ergab sich 43 305,48 Schwingungen im Tag, von welchem
Mittelwert die vier Einzelwerte nur um den 100 000sten Teil ab-
weichen.

§ 59. Die Berechnung der Fallbeschleunigung aus Pendel-
beobachtungen.

Gemil der Formel fiir die Schwingungsdauer eines Fadenpendels
ermoglichen genaue Messungen der Schwingungsdauer auch eine
sehr genaue Bestimmung der Fallbeschleunigung; denn nach
GL 67 ist

_4n?]
=5

(71)

Zur Ermittlung des genauen Wertes von g ist also noch eine exakte
Bestimmung der Pendellinge notwendig. Eine solche ist aller-
dings mit ziemlichen Schwieriglkeiten verbunden, hauptséchlich
wegen der Unsicherheit, die hinsichtlich der Lage des Aufhinge-
punktes immer besteht*). Man benutzt deshalb zweckméBig eine
Differenzmethode, die zuerst von Whitehurst ersonnen und
dann vor allem von Bessel (1826) weiter ausgebildet wurde.

Bei dieser Methode verwendet man zwei ungleich lange, sonst
jedoch gleich beschaffene Pendel und bestimmt, ohne sich um deren
wirkliche Linge zu kitmmern, nur deren Lingenunterschied und
deren Schwingungszeiten. Nennen wir diese #; und 7, und die
Lingen der beiden Pendel 1; und Ly, so finden wir, wenn wir die G1. 67
quadrieren, fiir jedes der beiden Pendel anschreiben und sodann
gubtrahieren,

oo d2 Tl

P R
r} — 1}

(72)

Durch die Schwingungsdauern der beiden Pendel und ihren Langen-
unterschied ist also in der Tat die Fallbeschleunigung bestimmd.
Bereits Borda vermochte mit grofer Genaunigkeit nach seiner
Methode die Fallbeschleunigung fiir Paris zu 980,882 cm sec™® zu
ermitteln. Dem entspricht fiir Paris eine Lénge des Sekunden-
pendels von 99,3827 cm. Bequemere und noch exaktere Methoden

*) Borda suchte diese Schwierighkeit durch Anwendung einer Schneide
zu umgehen, an die er das obere Fadenende befestigte, withrend die
Schneide selbst auf einer stithlernen Platte auflag.
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wurden spiter auf Grund der Theorie des sogenannten physischen
Pendels ausgebildet; im Zusammenhang mit dem physischen Pendel
gollen diese Methoden in einem spateren Abschnitt eingehender be-
sprochen werden und ebenso die Fehlerquellen, die von dem Auf-
trieb der Luft, von deren Widerstand, von dem Mitschwingen der Luft,
von dem Gewicht des Fadens und der Aufhingevorrichtung sowie
von der endlichen Ausdehnung des Schwingungskorpers herrtibren.

§ 60. Der Pendelapparat von Mach.

Dafl die Schwingungsdauer eines Pendels der Quadrat-
wurzel aus der Fallbeschleunigung umgekehrt propor-
tional ist, 148t sich auch an einem und demselben Orte mittels
eines einfachen, von Mach ersonnenen -Apparates demonstrieren).
Bei diesem Apparat (Figg. 62 und 63) wird das Pendel durch geeignete

Tig. 03.
Figg, 62 und 63. Der Pendelapparat von Maoh,

starre Verbindungen gezwungen, in einer schiefen Schwingungs-
ebene zu schwingen. Ein Rahmen RR, mit dem das starre Stangen-
pendel fest verbunden ist, ist um ein Scharnier bei C drehbar, so daf}
der Rahmen geneigt und umgelegt werden kann. Durch den mit

*) Vgl. B, Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung.
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einer Schraube feststellbaren Gradbogen G kann die Neigung be-
liebig fixiert werden. '

Ist derart der Rahmen um einen Winkel ¢ gegen die Vertikale
- geneigt, so isb von dem Gewichte des Pendels natiirlich nur eine
"Komponente Q - cos ¢ wirksam, die dem Pendel die Beschleunigung
g -cos ¢ crteilt. Es miilte daher die Schwingung im Verhiltnis
1:cos ¢ verlangsamt sein, und in der Tat zeigen dies die messen-
den Beobachtungen*). Die Schwingungsdauer wird um so grofer,
je mehr der Apparat geneigt wird. Wird der Neigungswinkel 90°,
so geht das Pendel mit unendlich grofer Schwingungsdauer in das
Horizontalpendel iiber, das in der Mechanik starrer Korper
eingehender besprochen werden soll.

§ 61. Das Zykloidenpendel.

Bei dem bisher betrachteten Pendel hiangt die Schwingungsdauer
im allgemeinen von der Amplitude ab, und nur fiir kieine Ampli-
tuden wird -diese Abhéngigkeit praktisch bedeutungslos, wie in
einem fritheren Abschnitt gezeigt wurde. Hingegen ist auch fiir
beliebige Amplituden der Isochronismus der Pendel-
schwingungen erfiillt, wenn man das Pendel zwingt, statt einer
kreisformigen cine zykloidische Bahn zu beschreiben; dies folgt
aus der schon erwihinten Eigentiimlichkeit der Zylkloide, eine ,,Tau-
tochrone® darzustellen.

EinezylkloidischePen-
delbewegung kann in der
Tat herbeigefiihrt wer-
den, wenn man das Peon-
del (Fig. 64) in einem
Punkte authingt, in dem
zwei feste Leisten von
zykloidischer Gestalt zu-
sammenstoBen. Die Kur-
ve, dic das Pendel be- Fig. 64. Dus Zykloidenpendel.
schreibt, ist dann die so- 4 ‘
genannte K volute der von den Leisten gebildeten Kurve; die
Evolute einer Zykloide ist aber, wie in der Geometrie gezeigh wird,
stets wicder eine Zykloide. Das Zykloidenpendel ist von
Huygens ersonnen worden; doch kommt ihm keine praktische Be-
deutung zu, da die Forderung des Isochronismus der Schwingungen

*) In derselben Weise erscheinen die Pendelschwingungen eines Me-
tronoms verlangsamt, wenn man es aul eine schiefe Unterlage stellt.
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in praktisch vollkommen geniigendem Maf bei gewohnlichen Pendel-
schwingungen von geniigend kleiner Amplitude (nur wenige Grade)

erfiillt ist.

§ 62. Das konische Pendel.

Alle bisher betrachteten Pendelschwingungen stellen insofern
einen Spezialfall dar, als hierbei der schwingende Massenpunkt

Fig. 65. Das Kegelpendel.

eine Bahn beschreibt, die mit
dem Aufhingepunkt in der-
selben Ebene lieght. Dieser
Spezialfall tritt, wie schon er-
wiahnt, dann ein, wenn dag
Pendel aus seiner Ruhelage
entfernt und ohne jeden seit-
lichen Impuls losgelassen wird.
Sonst verliuft die Bahnkurve,
in einer Kugelfliche, die um
den Aufhingepunkt mit der
Fadenlinge als Radius zu be-
schreiben ist. Einen heson-
deren TFall einer derartigen
Bewegung (die in ihrer Allge-
meinheit erst in dem nichsten
Abgchnitt zu besprechen sein
wird) stellt eine Bewegung in
einer horizontalen Kreis-
bahn dar; der Faden legt
hierbei den Mantel eines Kreis-
kegels zuriick, weshalb ein der-
art bewegtes PendelalsI egol-
pendel oder als konigches
Pendel bezeichnet wird.
Eine solche Bewegung ist
in Fig. 656 dargestellt, Das
Pendel beschreibt die horizon-~
tale Kreishahn bdeg, deren
Mittelpunkt auf der Vertikalon
liegt, die durch. den Aufhiinge-

punkt D hindurchgeht. Wiirde das Pendel an seinem augenblick-
lichen Aufenthaltsort b festgehalten und dann ohne seitlichen Tm-
puls losgelassen, so wiirde es in einer vertikalen Ebeno lings des
Kreisbogens be durch die Ruhelage a schwingen.
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Die GesetzmiBigkeiten einer konischen Pendelbewegung ergeben
sich aus den Beziehungen, dafl sowohl von dem vertikalen Gewicht.
des Pendelkérpers als auch von der horizontalen Zentrifugal-
kraft je eine Komponente durch die Spannung des Fadens auf-
gehoben wird, dal aber die tbrigbleibenden Komponenten, die zu
der Fadenrichtung senkrecht sind, einander wechselseitig aufheben
miissen.

Ist nun « der konstante Winkel, den die Fadenrichtung mit der
Vertikalen einschlieBft, und nennen wir das Gewicht P und die
Zentrifugalkraft K, so werden durch die Faden-
spannung (Fig. 66) die Komponenten P -cos «
und K -gina aufgehoben. Die tibrigbleibenden |
Komponenten miissen einander das Gleichgewicht
halten; es muB also die Bezichung erfiillt sein

P sine = K cosa. (73)

Nun ist aber, wenn wir die Masse des Pendel-
korpers mit m bezeichnen, P gleich mg, und
andererseits ist (nach Gl.29) K gleich 47*mr/?
wenn wir mit r den Radius der horizontalen
Kreisbahn bezeichnen und mit + die Schwin-
gungsdauer des Kegelpendels, die sich mit seiner
Umlaufszeit deckt. Esist also +*gsin « = 44°rcosa. Tig. 66.
Andererseits ist, wenn wir mit h die Hohe des

Pendelkegels bezeichnen, also den Abstand zwischen der horizon-
talen Kreisebene und dem Aufhingepunkt, h = retge. s ist

demnach -
T == 2 Vh == 27 ‘I/l_ﬁc_’?ﬁ . (74)
g g

Das Kegelpendel schwingt also wm so schneller, je grofer der von
ihm beschriebene Kreis ist.

§ 63. Das sphiivische Pendel.

Die allgemeinste Bewegung des Fadenpendels, die in einer Kugel-
fliche verliuft und deshalb als sphérische Pendelbewegung
bezeichnet wird, ist sehr kompliziert. Theoretische Betrachtungen
zeigen, dafl im allgemeinen der Winkel, den die Fadenrichtung mit
der Vertikalen einschlieBt, periodisch zwischen zwel Grenzwerten
schwankt. Fassen wir die Ruhelage als Pol der Kugel auf, so bleibt
der pendelnde Punkt stets innerhalb zweier Breitenkreise
eingeschlossen und kann daher (solange keine Bewegungshindernisse
die Bewegung beeinflussen) den durch die beiden Breitenkreise
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begrenzten Bereich nicht verlassen. Dasselbe gilt natiirlich auch
fiir einen schweren Massenpunkt, den wir, statt ihn aufzuhingen,
in das Innere einer Hohlkugel mit ,selthchcm Impuls bringen.

Ist im besonderen die durch den seitlichen Impuls hervorge-
brachte Anfangsgeschwindigkeit horizontal, so ist der eine
Grenzwert des Winkels, und zwar der obere, gleich der anfinglichen
Elongation, wihrend fiir den anderen Grenzwert die Beziehung gilt

sin 9! == —VE;,

VRg

dabei bedeutet v, die Anfangsgeschwindigkeit und R den Kugel-
radius.

Wenn die ursplunghche Elongation geniigend klein ist, so ist
die Bahn ungefihr von der Art, wie
sie in Fig. 67 dargestellt ist. Sie be-
steht aus einer Folge ungeschlos-
sener, Kllipsen dhnlicher Kur-

/ ven. Dabei dreht sich die groBe
’# ‘ Achse der Kurve im Sinn der Be-

\ wegung, und zwar mit einer Winkel-
geschwindigkeit, die nédberungsweise

(75)

f=1
durch die Formel bestimmt ist

3w 99 ‘
A 76
w 4 7o ( )
Fig.67. Bahn des sphivischenPendels, ] . .
Hierin bedeuten 9 und ¢ die beiden

vorhin erwihnten Grenzamplituden und #, die Schwingungsdauer,
reduziert auf unendlich kleine lineare Schwingungen.

§ 64. Die gedimpfte Pendelschwingung.

Die Erfahrung zeigh, daBl alle Pendelschwingungen in ihrem
Verlaufe infolge der vorhandenen Bewegungshindernisse allmihlich,
n»abklingen®, indem ihre Amplitude immer kleiner und kleiner
und schlieBlich nnmerlklich klein wird. Hine derartige Schwingung
wird als gedimpft bezeichnet. Die Erfahrung zeigt weiterhin,
daB sich die beobachtete Dampfung recht gut durch die Annahme
erkliven Jaf3t, dafl die der Schwingung entgegenwirkende Reibungs -
kraft der jeweiligen Bewegungsrichtung entgegengesetzt und der
Geschwindigkeit proportional ist. Die durch die Masse des
Pendelkorpers dividierte Reibungskraft kann gleich gesetzt werden
dem Produkt aus dem Geschwindigkeitshetrag und einer Kon-
stanten, die als die Dimpfungskonstante bezeichnet wird.
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Auf Grund dieser Annahmen ergeben theoretische Uberlegungen
tiir die gedimpfte Pendelschwingung die folgenden GesetzmsBig-
keiten. Fir nicht zu groBe Amplituden ist ebenso wie die unge-
dimpfte auch die gedampfte Pendelschwingung isochron, also
die Schwingungsdauer unabhinglg von der Amplitude. Fiir die
Schwingungsdauer ergibt sich die Formel

2w
Rk
o=
wenn k die Dampfungskonstante bedeutet und a® der Proportio-
nalitdtsfaktor zwischen der Beschleunigung und der Entfernung aus
der Ruhelage ist (vgl. Gl 25). Durch die Dimpfung werden also die
Schwingungen verlangsamt.

Die Amplitude vermindert sich von Schwingung zu Schwingung
derart, dafl der Logarithmus der Amplitude bei jeder Schwingung
um eine konstante Differenz kleiner wird als bei der vorhergehenden;
diese als logarithmisches Dekrement bezeichnete Differenz
ist bei Verwendung natiirlicher Logarithmen gleich dem halben Pro-
dukt aus Dampfungskonstante und Schwingungsdauer.

SchlieBlich zeigt es sich, daB der Augenblick des groBten Schwin-
gungsausschlags die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Durch-
gingen durch die Rubelage nicht so wie bei der ungedimpften
Schwingung genau halbiert. Die Zeit von einem Durchgang bis zum
Maximum der Elongation ist stets kivzer, die Zeit von da ab bis zum
nichsten Durchgang linger als eine Viertelperiode. Die erste Zeit
ist r/d — B, die zweite v/4 -, wobel § (mittels einer hier nicht
zu erdrbernden Bezichung) vom Pendelgewicht, der Dimpfungskon-
stante und der Pendellinge abhingt.

Der Verlauf eciner gedimpften Schwingung ist graphisch in
Trig. 68 dargestellt®). Als Abszisse ist die Zeit aufgetragen; als Ordi-
nate die Entfernung des Massenpunktes von seiner Ruhelage. Die
eine der Kurven gibt eine reine Sinusschwingung von derselben
Amplitude wie die gedimpfte Schwingung wieder. Diese Kurve
beginnt, dem willkiirlichen Anfangszustand entsprechend, im
Punkte X; die Maxima und Minima der Kurve sind mit dem Buch-
staben H bezeichnet, die FuBpunkte der von den Scheitelpunkten

-auf die Abszissenachse gefiillben Lote mit A und die Schnittpunkte
mit der Abszissenachse, die den Durchgiingen durch die Ruhelage

T =

(77)

#) Nach Helmholtz, Vorles. iiber theor. Physik, Bd, I, Abt. 2.
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entsprechen, mit £. Die Distanzen zweier benachbarter A-Punkte
oder zweier benachbarter -Punkte entsprechen also einer halben
Periode, eine Strecke zwischen einem A-Punkt und einem benach-
barten f2-Punkt einer Viertelperiode.

In Fig. 68 ist ferner eine bei E beginnende gestrichelte Expo-
nentialkurve gezeichnet, die fiir eine Abszisse t das Produkt aus

k
der Strecke OE und dem Exponentialausdruck o7 7" darstellt,
wenn k die Dampfungskonstante ist. Wenn nun die Ordinaten der
Sinuskurve nach dem Mafstab der Exponentialkurve verkleinert
werden, so entsteht die dritte Kurve, die den Verlauf der geddmpften
Schwingung wiedergibt. Die Strecken AH werden hierbei auf die
von Schwingung zu Schwingung kleiner werdenden Strecken AJ

Xl+
H A H H

E}-
s L0

d L\ -
O BA @\ B Ji2 BA O\NBUL-72 BA QWJ@? BA

H H H

Fig. 68, Die geddmpite Schwingung,

verkiirzt. Ebenso wie in den Punkten H eine horizontale Linie die
Tangente an die Sinuskurve darstellt, so beriibrt in den Punkten J
die Exponentialkurve die Kurve der geddampften Schwingung. In
den Punkten J verliuft also die Kurve der geddmpften Schwingung
bereits schrig, und zéar nach abwirts bei positiver, nach aufwirts
bei negativer Ordinate. Bezeichnen wir mit K die Scheitel der Kurve
und mitt B deren Fulipunkte auf die Abszissenachse, so liegen die
Punkte B links von den Punkten A, wobei die Abstinde BA {iberall
denselben Wert haben.

Fir das logarithmische Dekrement, das dem Produkt aus der
Dampfungskonstante und der halben Schwingungsdauer gleich ist,
folgt ans Gl 77

U L (78)

Yu B
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wobei a® wiederum den Proportionalititsfaktor zwischen der Be-
schleunigung und der Entfernung aus der Ruhelage bedeutet. Da
die Dimpfungskonstante k der Quotient aus Reibungskoeffizient
und Masse ist, so unterliegen jedenfalls Pendel von geringerer Masse
unter sonst gleichen Umstiénden einer stirkeren Dimpfung.

§65. Diemessende Beobachtung gediimpfter Schwingungen.

Schwingende Bewegungen werden im allgemeinen derart messend
beobachtet, dall man die Werte feststellt und registriert, die an
irgendeiner benutzten Skala den Umkehrpunkten zukommen.
Es entsteht zundchst die Frage, wie man aus derartigen Beobach-
tungen den genauen Skalenwert der Ruhelage und damit die Werte
der Ausschlage selbst und endlich auch das Delkrement ermitteln
kann.

Der Einfachheit halber mdégen nur finf aufeinander folgende
Umkehrungen insg Auge gefaflt werden; der mittelsten komme der
Skalenwert 4, zu, der vorangehenden 4_,, der dieser vorangehen-
den 1_,; ebenso mogen die Skalenwerte der Umkehrungen, die
auf die mittelste folgen, mit 4, , und 2, bezeichnet werden. Der

A-z

Sk

7\.+4|\

T J;\’

N\
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Fig. 69. CGedimpifte Schwingungen.

zunichst noch unbekannte Skalenwert der Ruhelage moge & ge-
nannt werden; X sei die Differenz der Skalenwerte 4, und & (Tig. 69).
Das Verhiltnis der Amplituden zweier anfeinanderfolgender groBter
Awusschlige (also in einem Intervall einer halben Periode) moge mit y
bezeichnet werden; y wird wohl auch das Dampfungsverhiltnis
genannt, Dann bestehen die fiinf Gleichungen
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g = E4 12X

by =§— X

Ay = £ X

==X o
14

l+2:§+—;§;-

Die Zahl dieser Gleichungen kann natiirlich noch nach Belieben
vermehrt werden, wenn noch frithere oder spitere Umkehrbeob-
achtungen hinzugefiigh werden. In diesen Gleichungen treten drei
Unbekannte auf, nimlich & X und y. Sie konnen aus den Glei-
chungen berechnet werden, und zwar, wofern man mehr als drei
(leichungen benutzt, zweckmafig und am genauesten mittels der
bekannten Methode der kleinsten Quadrate.

Fiir minder genaue Messungen gentigt es, etwa durch Subtralktion -
der zweiten von der dritten der Gl. 79 die Bezichung abzuleiten

und daher nach der dritten der Gleichungen (79)

by — 4
E o fo — AT 21
Andererseits folgt aus den Gleichungen (79)
T e e 81
Al Py (81)

Wie mittels der GL 80 und 81 aus den Skalenwerten der beob-
achteten Umkehrungen das Dampfungsverhiltnis und der Skalen-
wert der Ruhelage ermittelt werden kinnen, moge das (dem ,,Phy-
sikalischen Praktikum® von Wiedemann-Ebert entnommene)
Beispiel einer stark gedimpften Schwingung in Tabelle V zeigen*).

Aus dem Mittelwert finden wir fiir den Briggsschen Logarith-
mus von y die Zahl 0,1562, daher fiir den natinlichen®*) 0,3597 und
somit fiir das doppelt so grofe Dekrement in dem betrachteten
Beispiel 0,7194.

*) Die Zahlen der letzten Vertikalkolumme ergeben sich folgender-
maflen: 328 — 28,4; 280 - 19,7 usw.

*#) Den natiirlichen Logarithmus einer Zahl erhiilt man, indem man
den auf die Basis 10 bezogenen mit 2,302585 multipliziert. Selbstver-
stindlich kann man aber das Dekrement nach Beliehen ebensowohl auf
die Basis 10 als auch auf die Basis e bezichen,
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Tabelle V.
Beispiel einer gedimpften Schwingung.
Skalenwerte der | yp v a4 dor Diimpufun‘gs— Yo — At Skalenwert
beobachteten Umkehrpunkte verhiiltnis 15, der Ruhelage
Umkehrpunkte ¥ nach Gl 80
259 69 284
328 48 1,44 197 299,6
280 335 1,43 138 299,7
3136 235 1,43 97 209,7
290 16,3 143 6,8 299,7
306,6 15 1,43 47 299,7
295 8 o l4e 33 209,7
303 ‘ Mittel: 1,433 2097

§ 66. Die aperiodische Pendelbewegung.

Bei dem Vorhandensein einer Dampfung kann, wie die Theorie
zeigh, ein schwingender Vorgang nur dann eintreten, wenn die
Dampfungskonstante k Idleiner ist als 2a, wobei, wie stets, mit a®
der Proportionalitétsfaktor zwischen der Beschleunigung und dem
Abstand von der Ruhelage bezeichnet wird. Ist hingegen die D& m p-

fung so stark, daf

ist, dann kehrt der aus der
Ruhelage entfernte Massen-
punktindiese aperiodisch
zurtick, ohne daB es zu
einer Schwingung kommen
wiirde. Am raschesten er-
folgt die Riickkehr, wenn
dieDampfungskonstante ge-
rade gleich 2a ist.

Eine derartige aperio-
dische Bewegung erscheint
hinsichtlich der Abhéngig-
keit des Ausschlages von
der Zeit durch eine Kurve
dargestellt, deren Ordina-
ten tiberall gleich sind der
Summe der Ordinatenzweior

Exponentialkurven, von
denen die eine positive und

k= 2a

X

\
\
\

(82)

Tig. 70.
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die andere negative Ordinaten hat. Hieraus folgt, dafl entwoeder der
Massenpunkt ohne Uberschreitung der Ruhelage in diese asympto-
tisch zurtickkehrt (Fig. 70) oder aber nach blof} einmaliger Durch-
setzung der Ruhelage, wobei er sich ibr dann asymptotisch von der
anderen Seite nahert (Fig. 71).

Fig. 71.

§ 67. Die erzwungene Schwingung.

Zu merkwiirdigen Erscheinungen kommt es, wie die Theorie
zeigt und die RBrfahrung bestitigh, wenn ein schwingender Vorgang
durch eine &uflere Kraft, die selbst eine periodische Funk-
tion der Zeit igh, beeinflullt wird, oder auch durch eine andere
Schwingung, die man in diesem Falle als anregende Schwingung
bezeichnet. Die beeinflute Schwingung setzt. sich dann aus zwei
Schwingungen zusammen. Die eine geht so vor sich, als ob der
andere periodische Vorgang gar nicht vorhanden wire; diese Schwin-
gung wird als die Eigenschwingung bezeichnet. Bei dem Vor-
handensein einer Dimpfung klingt die Eigenschwingung allmahlich
ab. Die zweite Schwingung, die sich iber die Eigenschwingung
lagert, erfolgt mit der Periode der anregenden Schwingung; sie wird

" als erzwungene Schwingung bezeichnet. Sie ist auch bei dem
Vorhandensein einer Dampfung ungedémpft, wofern die an-
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regende Schwingung oder wirksame Kraft ungedampft ist. Ist dies
der Fall, so wird also stets nach einer hinreichend grofien Zeit die
anfianglich vorhandene Eigenschwingung vollig unmerklich, so daf
nur die erzwungene Schwingung beobachtbar bleibt.

Ist die Frequenz der Eigenschwingung #, und die Frequenz der
anregenden Schwingung oder periodisch verinderlichen Kraft »
und P deren Amplitude, so ergibt die Theorie fiir die Amplitude
der erzwungenen Schwingung die Formel

P
2rVdr? (v2 — v3)? 4 k292
Die Amplitude der erzwungenen Schwingung ist also direkt pro-
portional der Amplitude der anregenden Schwingung.

Ferner zeigt es sich, dafl die erzwungene Schwingung gegentiber
der anregenden im allgemeinen einen Phasenunterschied zeigt;
die erzwungene Schwingung bleibt in der Phase um einen Betrag d
zuriick, der durch die Gleichung bestimmt ist

' ky
80 =gra (84)
Die Phasenverschiebung ist also um so grofler, je stirker die Damp-
fung ist.
§ 68. Die Resonanz.
Nach der Formel fiir die Amplitude der erzwungenen Schwingung

(83)

/\

’ }‘)
Fig. 72, Resonanz.
Handbuch der Experimentalphysik., Haas, 7




98 Die Pendelbewegung.

muB diese auBerordentlich zunehmen, wenn die Dampfung gering
ist und sich die Frequenz der anregenden Schwingung nahezu der
Eigenfrequenz n#ihert. Fiir verschwindende Démpfung und
vollige Ubereinstimmung der beiden Frequenzen miifite sogar die
Amplitude der erzwungenen Schwingung unendlich grofi werden,
Das rasche Anwachsen in solchen Fallen wird als Resonanz be-
zeichnet. Fig. 72 stellt fiir verschiedene Werte der Dampfungs-
konstante den Verlauf der Kurven dar, die die Amplitude der er-
zwungenen Schwingung in ihrer Abhiingigkeit von der anregenden
Frequenz zeigen. Fiir » = v, weisen die Kurven ein Maximum auf,
und zwar ein um so steileres, je kleiner die Dimpfung ist. Fiir den
Fall vollkommener Resonanz wird nach Gl 84 die Phasenver-
schiebung gleich einer Viertelperiode.

§ 69. Die Schwebungen..

Wenn die Dampfung gering ist, so klingt die Eigenschwingung
nur langsam ab. Die Superposition der Eigenschwingung und der
erzwungenen Schwingung fihrt zu besonders bemerkensworten
Erscheinungen, wenn die anregende Frequenz nur wenig von der
Eigenfrequenz verschieden ist, und die Anrvegung deravt erfolgt,

UA\\/\J\K A/\A,\ﬁ[\

g T
7 I

Fig. 73.. Schwebung,

daf beide Schwingungen die gleiche Amplitude haben; dies ist dann
der Fall, wenn in dem Augenblick, in dem die Anregung beginnt,
der Massenpunkt sich in Ruhe in der Ruhelage befindet. In cinem
solchen Falle ist die resultierende Schwingung etwa in der TForm
darstellbar
x = A [cos(pt) — cos(#t)]. (85)
Wirwollen die Differenz »—u,, die nach der getroffenen Voraus-
setzung Klein gegeniiber » und »; sein soll, mit 2« bezeichunen. Dann
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konnen wir unter Benutzung einer bekannten goniometrischen Formel
die Gl. 85 auch in der Gestalt schreiben

x = 2A sin (wt) sin (W -’2— ] t) . (86)

Einen durch eine solche Formel dargestellten Vorgang konnen
wir, weil w klein gegen » und #, ist, als eine Schwingung mit
periodisch verdnderlicher Amplitude auffassen. Rin der-
artiger Vorgang wird als Schwebung bezeichnet; o wird die
Schwebungszahl genannt. Fiir eine Schwebung ist die Ab-
héngigkeit des Awusschlages von der Zeit graphisch durch Fig. 73
dargestellt. Die Amplitude ist fiir t = 0 selbst Null, sie nimmt zu,
bis sin(wt) gleich Eins geworden ist, dann nimmt sie wieder bis
Null ab, wichst wieder, wird wieder Null, und so fort.

§ 70. Die gekoppelten Pendelschwingungen.

An Pendelschwingungen lassen sich die Erscheinungen der Reso-
nanz und der Schwebung leicht demonstrieren, indem man zwei
Pendel von gleicher Schwingungsdauer miteinander koppelt, d. h.
zwischen ihnen eine Verbindung anbringt. Ein besonders einfaches
Beispiel eines derartigen Systems gekoppelter Pendel koénnen wir
herstellen, indem wir in einem Abstand von 50 em an zwei, etwa
2m langen Fiaden zwei Kilogrammgewichte aufhingen. In unge-
fihr halber Hohe verbinden wir die beiden Fiaden durch einen
Querfaden von etwa 70 em Lange und héngen in der Mitte des
Querfadens ein Gewicht von 50 g auf*). Wir versetzen sodann das
erste Pendel in Schwingungen senkvecht zu derjenigen Ebene, die
in der Ruhelage von den beiden vertikalen Faden gebildet wird.

Withrend seiner Schwingungen {ibertrigt nun das erste Pendel
Schwingungsenergie auf das zweite. Ts hebt wihrend des
Schwingens den Querfaden; dieser tibt dadurch in bestimmten Inter-
vallen einen Zug auf das zweite Pendel aus und setzt es derart eben-
falls in Schwingung, da es infolge der Gleichheit der Schwingungs-
dauer zu einer Resonanz kommt.

Nach einer bestimmten Zahl von Schwingungen hat, wie der
Versuch zeigh, das erste Pendel seine, ganze Energie an das zweite
abgegeben; es ist dies eine I'olge der fortwihrenden Beschleunigungen,
die das zweite Pendel seitens des ersten erfahren hat, wodurch um-
gekehrt wiederum stindige Verzogerungen der ersten Pendelbe-
wegung verursacht wurden. Bei den angegebenen Fadenlangen und
Belastungen ist cliese Energieiibertragung nach zehn Schwingungen

*) Die angegebenen Zeblen nach Grimsehls Tehrbuch der Physik.
Tk
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so daB sie nicht mehr die gleiche Schwingungsdauer haben. Die
Unvollkommenheit der Schwebungen duflert sich darin, daB das
erste Pendel dann nicht vollig zur Ruhe kommt, sondern daB nur
seine Amplitude zwischen einem Minimal- und einem Maximalwert
hin- und herschwankt,

Wird bei dem urspriinglich beschriebenen Versuch das zweite
Pendel durch ein leichtes Holz pendel ersetzt, so ist der Verlauf so,
wie er durch Fig. 76 dargestellt wurde; doch ist dann die Amplitude
des zweiten Pendels wesentlich groBer.

Wird die Dampfung des zweiten Pendels dadurch vermehrt, dafl
man eine am Ende der Pendelstange befestigte Blechscheibe in Wasser
oder OI schwingen 1a8t, so bleiben die Schwebungen aus, wofern die
Koppelung nur lose ist; es klingen dann beide Pendelschwingungen
ab, nachdem die des zweiten Pendels ein Maximum erreicht hat.
Hierbei erweist sich fiir beide Pendel die Dampfungskonstante gleich
groB3, und zwar ist sie gleich dem Mittelwerte der Dampfungskon-
stanten, die den beiden Pendeln zukémen, wenn sie nicht gekoppelt
wiren,

§ 71. Das Doppelpendel.

Als Doppelpendel bezeichnen wir ein Pendel, dessen Awuf-
hangepunkt selbst Pendelschwingungen ausfithrt. Zur Demon-
stration derartiger zusammengesetzter Pendelschwingungen
bedient man sich zweckmiBig
eines Apparates von der Art, wie
er durch Fig. 77 dargestellt ist.
Eine tber I, F und G gehende
Schnur, die in ihrem mittleren
Teil doppelt gefithrt ist und durch
zwel Ringe (r und s) zusammen-
gehalten wird, trigt ein schweres,
mit einer kleinen Offnung ver-
sehenes, trichterformiges Gefil.
Fiir Schwingungen, die der Trich-
ter in der Figurenebene austiibrt,
kann das Dreieck EGr als ruhend
angesehen werden, so dafi fiir
golche Schwingungen die Pendel-
_linge durch den Abstand gegeben
2% ist, den der Schwerpunkt des
- - Trichters von dem Ring r hat.
Fig. 77. Dappelpendel. Hingegen kommt fiir Schwin-
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gungen, die senkrecht zu der Figurenebene erfolgen, die ganze
Pendellinge in Betracht.

Fig. 78. Lissajoussche Figuren.

Bringt man also den Trichter in einer Richtung aus der Gleich-
gewichtslage, die mit der Figurenebene einen anderen Winkel als
einen von 0° oder von 90 ° einschlieBt, so entsteht eine Schwingung,
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die sich nach dem Satz vom Bewegungsparallelogramm aus zwei
zueinander senkrechten Schwingungen von im allgemeinen ver-

KL
0’0’0,0.0 o
KSR
RIS

et e 2

schiedener Periode zusammensetzt.
Schiittet man nun in den Trichter
Sand und stellt unter ihn ein wagrechtes
Brett, so zeichnet der ausflieBende Sand
die bei der Schwingung beschriebene
Bahn, die sogenamnte Schwingungs-
kurve, auf. Indem man die Ringe nach

Fig. 80.

Fig. 82.

Fig. 83.
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oben oder unten verschiebt, kann man das Verhiltnis der beiden
Schwingungszeiten beliebig variieren. Statt des mit Sand gefiillten
Trichters kann auch bei geeigneter Versuchsanordnung ein Stift be-
nutzt werden, der die Schwingungskurve entweder mit Tinte auf
Papier oder mit einer scharfen Spitze auf einer berufiten Glasfléache
aufzeichnet.

Besonders regelmiflige Figuren entstehen durch Zusammen-
setzung zweier zueinander senkrechter Schwingungen dann, wenn die
beiden Frequenzen in einfachen ganzzahligen Verhéltnissen
zueinander stehen. Derartige Figuren werden nach ihrem Irforscher
und erstem Beobachter¥®) als Lissajoussche Figuren bezeichnet.

In Fig. 78 sind derartige (geometrisch konstruierte) Kurven zu-
sammengestellt. Die acht Horizontalreihen entsprechen einem
Verhéltnis der Schwingungszahlen von 1:1,1:2,1:3,2:3, 3:4,
3:58,4:5 und 5:6. Die finf Vertikalreihen wiederum entsprechen
einem Phasenunterschied Null, einem sgolchen von einer Achtel-
periode, einer Viertelperiode, drei Achtelperioden und einer halben
Periode. Uberdies ist in Fig. 79 noch die Schwingungskurve fiir ein
Frequenzverhéltnis 8 : 9 und zwar links ohne Phasenunterschied,
rechts fiir einen solchen von einer Viertelperiode gezeichnet.

Bei den tatséichlich von Pendelapparaten aufgezeichneten Kurven
dullert sich in sehr schoner Weise auch das Abklingen der Schwin-
gungen; dadurch entsteht eine Folge von feinen, immer engere Réume
umschreibenden Linien, wie sie fiir das Beispiel eines Frequenzen-
verhéltnisses von 1:2 in Fig. 80, fiir das Beispiel eines Frequenzen-
verhéltnisses von 1:3 in Fig. 81 nach Versuchsergebnissen von
Air y**) wiedergegeben sind. Die Figg. 82 und 83 sind Nachbildungen
von Figuren, die Tisley mittels eines von ihm ersonnenen Doppel-
pendelapparates***) erhalten hat und denen die Verhiltnisse 2 :3
und 3 : 4 entsprachen.

Sechstes Kapitel.
Die Wurfbewegung.
§ 72. Der vertikale Wurf.
Eine Wurfbewegung ergibt nur in dem speziellen Falle einer
vertikalen Anfangsgeschwindigkeit eine geradlinige Bahn.

*} Den AnlaBl zu den Untersuchungen von Lissajous (1847) boten
allerdings akustische Probleme; seine Methode war eine optische,
*#) | Nature®, 1871, 17. August und 7. September.
##%) Val. Tyndall, Der Schall, 9. Vorlesung, deutsche Ausgabe, Braun-
schweig (Vieweg) 1897.
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Je nachdem, ob diese die Richtung des freien Falles hat oder ihr ent-
gegengesetzt ist, unterscheiden wir den vertikalen Wurf nach ab-
wirts und nach aufwirts.

Bezeichnen wir den Betrag der Anfangsgeschwindigkeit mit u,
so gelten fiir den vertikalen Wurf nach abwiirts die einfachen
Bezichungen

s =ut-+4gt?, v=u-gt. (87)
Der vertikale Wurf nach abwirts verliuflt, wie es ja selbstverstindlich
ist, rascher als der freie Fall, mit groferer Geschwindigkeit und unter
Zuriicklegung groBerer Fallriume in gleichen Zeiten.

Fiir den vertikalen Wurf nach aufwirts ist in den Glei-
chungen (87) das Pluszeichen durch ein Minuszeichen zu ersetzen.
Fiir den Wuwrf in die Hohe gelten also die Beziehungen

s = ut — 4gt?, v=1u—gt, (88)
wobei aber jetzt Weg und Geschwindigkeit nach aufwirts positiv
zu rechnen sind.

Da sich der Korper solange aufwirts bewegt, bis seine Geschwin-
digkeit null geworden ist, so folgt aus den GI. 88 fiir die Steigzeit

= (89
=]
und hieraus fiir die Steighdhe
g% — 72%' (90)

Die Wurfgeschwindigkeit, die zu der Erreichung einer bestimmten
Steighohe erforderlich ist, ist also ebenso grof wie die Fndgeschwin-
digkeit, die ein Korper bei dem freien Fall durch die Steighthe
erlangt.

Nachdem der vertikal nach aufwirts geworfene Korper die Steig-
hohe erreicht hat, bewegt er sich im freien Fall wieder nach abwéarts.
Er passiert (wenn kein merklicher Widerstand vorhanden ist) jede
Stelle mit derselben Geschwindigkeit bet der Aufwirts- und der
Abwiartsbewegung und kommt nach Ablauf der doppelten Steig-
zeit (seit Beginn der Wwrfbewegung) wieder an der Ausgangsstelle an.

Mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 500 m/sec, wie sie Gewehr-
kugeln haben, wiirde ein Korper ungefahr 50 Sekunden lang bis zu
einer Hohe von etwa 12 km steigen.

§ 73. Der horizontale Wurf.

Wenn die Wurfrichtung anders als vertikal ist, so hat, wie schon’
in einem fritheren Abschnitt (§11) gezeigt wurde, die Wurfbahn
eine parabolische Gestalt. Ist im besonderen die Wurfrichtung
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horizontal, so liegt der Scheitel der Parabel im Ausgangspunkt
der Wurfbewegung; die Achse der Parabel ist wie stets bei der
Wurfbewegung vertikal (Fig. 84).

Da die vertikale Teilbewegung von der horizontalen vollkommen
unabhingig ist, so braucht bei dem horizontalen Wurf ein Korper
‘dieselbe Zeit zur Zuriicklegung eines vertikalen Hohenunterschiedes
wie bel dem freien Fall. Dies liBt sich anschaulich mittels des in

e {

Fig. 84. Horizontaler Wurf,

Tig. 85 wiedergegebenen Apparates zeigen, Ein Hammer (H) schligt,
wenn man ihn hebt und fallen 148, gegen eine Blattfeder (IF). Da-
durch wird einergeits die bis dahin zwischen der Blattfeder und dem
Klotz K eingeklemmt gewesene Kugel O losgelassen, andererseits
eine andere vor der Blattfeder liegende Kugel fortgeschleudert.
Der Versuch zeigh in der Tat, dal beide Kugeln gleichzeitig auf die
horizontale Tischplatte auffallen, auf die man den Appmat stellt.

§ 74. Der schiefe Wurf.

Bei dem schiefen Wurf wird der Winkel, den die Wurfnchtung
mit der Horizontalen einschlieft, der Elevationswinlkel genannt;
Steigdauer und Steighohe hingen mit ihm und der Wurfgesechwindig-
keit u, wie einfache mathematische Uberlegungen zeigen, durch die
Beziehungen zusammen
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t — T sina (91)
und ° ‘
b= 2 g 92
= *2}: S ce . ( )
E=]

Fiir @ = 90 ° gehen diese Gleichungen natiirlich in die fritheren GI1. 89
und 90 iiber. Die vom Ausgangspunkt der Bewegung gemessene Ent-
fernung, in der der geworfene Korper wieder das horizontale Aus-
gangsniveau erreicht, wird die Wurf-
weite genannt (Strecke OA in Fig. 86).
Fiir sie gilt die Beziehung

2

a = llg— sin2a). (93)

P

Selbstverstindlich kann von Steigdauer,
AN z  Steighche und Wurfweite nur dann ge-
sprochen werden, wenn die Wurfrich-
tung schief nach aufwirts geht.
Aus Gl. 93 1aBt sich umgekehrt auch wiederum der Elevations-
winkel bestimmen, unter dem ein Korper mit einer ihrem Betrage
nach gegebenen Wurfgeschwindigkeit geworfen werden mufl, am
ein in der horizontalen Entfernung a gelegenes Ziel zu erreichen.
Dazu mufl

Fig. 86.

N ag
sein. wine) = u o4

‘Wenn nun u?

a > ra (95)
ist, dann wird sin (2a) grofier als Fins, so dafl es dann keinen reellen
Winkel gibt, der der Gl. 94 geniigt. Das Ziel liegt dann zu weit,
als daB es tiberhaupt mit der gegebenen Anfangsgeschwindigkeit
erreicht werden konnte. Ist andererseits a kleiner als u®/g, so hat
die GL. 94 stets zwei Ldsungen, weil ja zwei Winkel, die einander
zu 180 ° ergtinzen, denselben Sinus haben. Stellt daher ein Winkel «
eine Losung der Gl 94 dar, so muf dies ebenso bei einem Winkel
von (90°— a) der Fall sein. :

Mit einer gegebenen Wurfgeschwindigkeit kann also ein Ziel
mittels zweier verschiedener, zueinander komplementirer Ele-
vationswinkel erreicht werden, mittels einer ,,steilen‘ und
einer ,,flachen‘* Bahn (Fig. 87). Wenn im besonderen uw’/g gleich
a ist, so fallen beide Werte von « in den einzigen Wert von 45 ° zu-
sammen; diesem Elevationswinkel entspricht die gréfte Wurf-
weite.
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Die Wurfbahnen sind fiir verschiedene Elevationswinkel, jedoch
gleiche Anfangsgeschwindigkeiten in Fig. 88 dargestellt. Die ein-
hitllende Kurve aller Wurfbahnen ist
selbgt eine Parabel mit vertikaler Achse,

Punltte, die auBerhalb dieser Parabel

liegen, kénnen mit der gegebenen Wurf-

geschwindiglkeit tiberhaupt nicht erreicht l(\_.\
werden. Hat das punktformig ange-
nommene Ziel die horizontale Koordinate
" x und die vertikale z, so ist der erforderliche Elevationswinkel
durch die Gleichung bestimmt

Fig. 87.

a9
tge = % (—1{; -'_:—g.ltzl/u4 — 2gzu? — g2x‘2)l. (96)

Zur experimentellen Demonstration der Wurfgesetze bedient
man sich entweder des schon in einem fritheren Abschnitt (§ 20,
Fig. 19) beschriebenen Verfahrens der Wasserstrahlen, oder benutzt
man einen Apparat, der aus einer Anzahl von Ringen besteht, die
man langs einer Parabel anordnet; wird eine kleine Metallkugel mit

Tig. 88, Schiefer Wuzf.

passender Anfangsgeschwindigkeit in der geeigneten Richtung ge-
worfen, so fillt sie der Reihe nach durch simtliche Ringe. Man
kann die Wurfbewegung auch kiinstlich verlangsamen, indem
man eine Kugel schrig auf einer schiefen Ebene wirft.

Die Bahn ist bei dem schiefen Wurfe allerdings stets nur an-
geniihert eine Parabel, weil der Widerstand der Luft die Form
der Bahn wesentlich beeinfluBlt; die Bahn besteht infolgedessen
nicht aus zwei symmetrischen Zweigen, sondern der absteigende
Ast ist stirker geneigh als der aufsteigende. Eingehender soll aber
hiervon erst in einem spiateren Kapitel die Rede sein, in dem die
Bewegung fester Korper in Gasen behandelt werden wird.
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Siebentes Kapitel.
Die Zentrifugalkraft.

§ 7b. Die Schwungmaschine.

Zur experimentellen Demonstration der fiir die Zentrifugal-
kraft geltenden GesetzmaBigkeiten bedient man sich am besten
einer sogenannten Schwungmaschine, wie eine solche in Fig. 89
dargestellt ist. Sie besteht aus zwei Ridern mit parallelen Achsen,
einem grioBeren Schwungrad (S) und einem kleineren Rade (W),
dessen Achse (AA) zum Aufstecken der Demonstrationsvorrichtungen
eingerichtet ist. Der Umfang der beiden Réider ist ausgehohlt; in

Fig, 89, Die Schwungmaschine.

die Hohlungen ist eine Schnur ohne Ende eingelegt, so dall das Rad W
mit einer groBen Winkelgeschwindigkeit gedreht werden kamnm.
(Diese verhilt sich zu der des Schwungrades so wie dessen Radius
zu dem des kleinen Rades.) Mittels der Schraube s kann die Schwung-
maschine an einen Tisch festgeklemmt und derart im Bedarfsfalle
auch in eine vertikale Lage gebracht werden. Die kleine Schraube p
dient zum Festklemmen von Nebenapparaten; zu deren Befestigung
ist auch eine vertikale Bohrung mit Schraubengewinde (b) vor-
handen.

§ 76. Die experimentelle Bestiitigung des Gesetzes der
Zentrifugalkraft.

Mittels eines einfachen, an der Schwungmaschine durchgefithrten
Versuches 148t sich zunfichst der experimentelle Nachweis dafiw
erbringen, daB bei gleicher Winkelgeschwindigkeit, also gleicher
Umlaufszeit, die Zentrifugalkraft dem Produkt aus Masse und
Radius proportional ist (gem#B Gl 29). Man setzt hierzu auf
die Achse der Schwungmaschine einen Holzrahmen, in den zwei
Drihte gespannt sind, lings deren zwei durchbohrte, durch eine
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Schnur verbundene Metallzylinder von ungleicher Masse ver-
schiebbar sind (Fig. 90). Wenn sich die beiden Zylinder auf ver-
schiedenen Seiten der Achse befinden, so mull derjenige, fiir den
" die Zentrifugalkraft den groBeren Wert hat, den anderen nach sich
ziehen. :

Es 1abt sich nun leicht zeigen, daf3 bei urspriinglich gleichen Ab-
stinden von der Achse der schwerere Korper den leichteren nach
gich zieht. Wahlt man aber die Absténde so, daB sie sich umgekehrt
wie die Gewichte (also umgekehrt wie die Massen) verhalten, so
bleiben auch bei raschester Rotation die Korper in Ruhe, weil sich
ihre Zentrifugalkrifte wechselseitig aufheben. Sonst gilt allgemein
die durch den Versuch bestiitigte Beziehung, daf}, je nachdem, ob
vy grofer oder kleiner ist als m,r;/m,, die zweite Masse die erste
nach sich zieht oder aber von der ersten nachgezogen wird.

Tig. 91

Dafl bei gleicher linearer Geschwindigkeit die Fliehkraft dem
Radius umgekehrt proportional ist (gemiB der Formel, wonach sie
gleich ist mv?/r), laBt sich mittels der in Fig. 91 wiedergegebenen
Vorrichtung zeigen. Auf die Achse der Schwungmaschine wird eine
Scheibe aufgesetzt, die einige Locher hat, und iiberdies wird in das
vertikale Schranbengewinde, das in der fritheren Fig. 90 mit b be-
zeichnet worden war, noch cine zweite Achse eingesetzt, die eine
kleinere, ebenfalls mit Lochern versehene Scheibe trigt. Verbindet
man beide Scheiben durch eine Schnur ohne Ende und setzt an den
Rand beider Scheiben kleine Kugeln in die Locher, so werden zuerst
die Kugeln der kleineren Scheibe abgeworfen*).

Line direkte Messung der Zentrifugalkraft ist mittels der

*) Setzt man nur die gréflere Scheibe auf die Schwungmaschive auf
und besetzt auch deren innere Lidcher mit Kugeln, so nimmt man waohr,
daf die Hufleren I{ugeln frither abgeworfen werden als die inneren.
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in Fig. 92 wiedergegebenen Vorrichtung moglich. Man benutzt dazu
dasselbe Rahmengestell wie bei dem friiher beschriebenen Versuch,
bringt aber nur eine einzige Kugel g an. Von ihr fiihrt man iiber eine
Rolle i, die an dem rotie-
renden Gestell befestigt
ist, eine Schnur in die
hohle Achse und hingt
an das Ende der Schnur
Gewichte. Es stellt sich
Fig. 92. Messung der Zentrifugalkraft, dann bei der Rotation
Gleichgewicht ein, wenn
die Kugel eine bestimmte Entfernung von der Achse hat. Die Mes-
sung bestéitigt quantitativ die fiir die GroBe der Zentrifugallcraft
abgeleitete Formel.

Daf die Zentrifugalkraft
immer senkrecht zu der
Umdrehungsachse ge- -
richtet ist, laBt sich be- e i L
sonders anschaulich mittels -
des in Fig. 93 abgebildeten
Apparates zeigen. Er be-
steht aus einer Achse x, an
derenunteremEnde mehrere
clastische Reifen aus Mes-

Fig. 93. Tig. 04.

singblech mittels Scharnieren befestigt sind. Die Reifen laufen
in der Hiilse h zusammen, die léings der Achse verschiebbar ist.
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Infolge der Elastizitéit der Reifen legt sich im Zustand der Ruhe die
Hiilse an den Knopf k an. Wird aber die Achse x auf die Schwung-
maschine gesetzt und diese in Gang gebracht, so sinkt die Hiilse,
und unter dem EinfluB der Zentrifugalkraft wird das urspriinglich
kugelformige Reifengebilde zu einem abgeplatteten Ellipsoid
deformiert.

‘Dasselbe Phiinomen 1aBt sich auch mittels einer Tonkugel
demonstrieren, die man durch zwei Bandschlingen an die Achse der
Schwungmaschine anhéngt (Fig. 94). Durch rasche Rotation kann
eine Abplattung bis zu etwa 4/; des #quatorialen Durchmessers
herbeigefithrt werden, wihrend bei noch rascherer Umdrehung die
Tonkugel zerreif3t.

§ 77. Das Zusammenwirken von Schwerkraft und Zentri-
fogalkraft.

Da die Zentrifugalbeschleunigung durch den Ausdruck v2/o ge-
geben ist, wenn ¢ den Kriimmungshalbmesser bedeutet, so kann bei
geniigend grofer Geschwindigkeit oder geniigend kleinem Halb-
messer die Zentrifugalkraft von der Grofenordnung der Fallbe-
schleunigung werden. In solchen TFéllen kommen Erscheinungen
zustande, die einem Laien zun#chst sehr paradox erscheinen.

Das verbliiffendste derartige Beispiel stellt die. sogenannte
Schleifenfahrt (,,looping the loop®) dar, bei der (Fig. 95) ein
auf Schienen rollender Wagen von der Plattform A hinabrollt, die
kreisformige Schleife BC der
Bahn durchlauft, also teilweise
mit den Ridern nach oben, und
schlieBlich auf der Plattform D
landet. Bezeichnen wir den
Hohenunterschied zwischen der
hoheren Plattform wund dem
tiefsten Punkte der Bahn mit h .
und den Radius der Schleife mit r, so langt der Wagen (wenn wir
von den Bewegungshindernissen absehen) im hochsten Punkte der
Schleife mit einer Geschwindigkeit an, deren Quadrat nach dem
Fallgesetz gleich ist 2g (b — 2r). Andererseits stellt der Quotient
aus dem Geschwindigkeitsquadrat und dem Radius die Zentrifugal-
beschleunigung dar. Damit diese gr6Ber als die Fallbeschleuni-
gung sei, mufl also 2g (h — 2r) grofer als g - r sein oder

h>—g—r. (97)

Die Fallhohe muf} groBer sein als der 11/4fache Schleifendurchmesser.
Handbuch der Experimentalphysik, Hans. 8
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Das Emporsteigen schwerer Korper unter dem Einflufl der Zentri-
fugalkraft 148t sich sehr anschaulich auch durch den in Fig. 96 dar-
gestellten Versuch demonstrieren. Ein Rahmengestell, das auf die
Achse der Schwungmaschine aufgesetzt wird, enthilt zwei an den
Enden verschlossene Glasrobren, die von
der Achse der Maschine schrig nach auf-
wirts gehen. In der einen Rohre be-
finde sich etwa eine Kugel aus Elfenbein
oder schwerem Holz, in der anderen
Rohre etwas Quecksilber und gefarbtes
Wasser. Sobald die Schwungmaschine in
Gang gebracht wird, l4uft in der einen
Rohre die Kugel in die Hohe; in der
anderen Roéhre nimmt das Quecksilber
die hochste Stelle ein, unterhalb des
Quecksilbers sammelt sich das gefirbte Wasser, und unterhalb des
Wassers die Luft. Fillt man hingegen die erste Rohre mit Wasser
und bringt in sie Kugeln aus leichterem Holz, so werden diese Kugeln
wihrend der Rotation durch das schwerere Wasser an die unterste
Stelle gedriiclzt.

Sehr anschaulich ist auch ein in Fig. 97 dargestellter Versuch,
bei dem ein Petroleumlampenglas mit weitem Bauch auf die Schwung-
maschine geschraubt wird. Das Glas wird mit etwas Quecksilber und
gefarbtern Wasser gefiillt; solange alles ruht,
bleiben die Fliissigkeiten am Boden des Glages.
Wird aber die Schwungmaschine in rasche
Umdrehung versetzt, so steigen die Fliissig-
keiten in den Bauch des Glases, wobei das
Quecksilber in der (Gestalt eines silbernen
Ringes die weiteste Stelle einnimmt und oben

Fig. 7. und unten durch Ringe von gefirbtem Wasser
eingefalit wird.

In merklicher Weise kommt die Zentrifugalkraft gegeniiber der
Schwerkraft auch dann zur Geltung, wenn ein Wagen eine Bahn-
kurve durchfihrt. Fihrt beispielsweise ein Eisenbahnzug mit einer
Geschwindigkeit von 54 km in der Stunde, legh er also in der Sekunde
15 m zuriick, und durchfahrt-er eine Bahnkurve von einem Kriim-
mungshalbmesser von 200 m, so ist die Zentrifugalbeschleunigung
225/200 oder 1,126 m sec 2, also ungefihr der neunte Teil der Fall-
beschleunigung. Will man es vermeiden, daB durch die Zentrifugal-
kraft ein Druck auf die #ullere Schiene ausgeiibt wird (wodurch eine

Fig. 96.
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starkere Abnutzung und zugleich auch eine Vergeudung an Zug-
kraft hervorgerufen wiirde), so muff man die &ulere Schiene
derart iiber{8hen, daf sich die Uberhohung zum Schienenabstand
ebenso verhilt wie die Zentrifugal- zu der Fallbeschleunigung. (In
Tig. 98 ist OA die Zentrifugal-, OB die Fall-

beschleunigung, und durch die Diagonale OC Y
ist somit die Richtung der Resultierenden /M/I
bestimmt, Ist nun MN die Schienenbreite # LN ”
‘und NP die Uberhohung, so ist die Fahr- §¢C

bahn dann zu der resultierenden Kraft senk- Tig. 98.

recht, wenn NP :MN= QA :0B.) In dem

vorhin angefiihrten Beispiel miifite bei der iblichen Spurweite von
1,436 m die Uberhéhung 16,4 cm betragen.

Auf denselben Prinzipen wie die UberhShung der duBeren Bahn-
schiene beruht die allgemein bekannte Tatsache, da8 sich ein Rad-
fahrer bei dem Durchfahren einer Kurve nach innen neigen muf}, um
nicht das Gleichgewicht zu verlieren.

Sehr deutlich zeigt sich auch das Zusammenwirken von Schwer-
kraft und Zentrifugalkraft bei dem sogenannten Zentrifugal-
pendel. Es besteht aus einer verti-
kalen Stange, an der zwei um ein
Gelenk drehbare Pendel in der Form
schwerer Kugeln mittels leichter
Stangen befestigt sind, so daBl sie
in ihrer Bewegung konische Pendel
darstellen (Fig. 99; der hier abgebil-
dete Apparat wird statt mit der
Schwungmaschine mit einem Elektro-
motor betrieben). Der Winkel, den
bei der Rotation die leichten Stangen
mit der Vertikalrichtung bilden, er-
gibt sich gemifl GL 74 aus der zu der Umlaufszeit reziproken
Tourenzahl.

- § 78. Technische Anwendungen der Zentrifugalkraft.

Von den zahlreichen Anwendungen, die die Zentrifugalkraft in
der Technik findet, sind zunéchst die sogenannten Zentrifugen
zu erwihnen, die vor allem zur Trennung fester Stoffe von flissigen
dienen. Sie bestehen im wesentlichen aus einer zylindrischen Trom-
mel, deren Wandungen durchsiebt sind. Wird die Trommel mittels
geeigneter Antriebsvorrichtungen in rasche Umdrehung versetzt (bis
zu einigen Tausend Umdrehungen in der Minute), so schleudert die

8%

Fig. 99. Zentrifugalpendel.
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Zentrifugalkraft die fliissigen Bestandteile durch das Sieb hinaus,
wahrend die festen durch das Sieb zuriickgehalten werden.

Derartige Zentrifugen dienen zum Gewinnen des Saftes aus
Zuckerriiben, zum Reinigen des Zuckers vom Sirup, zum Trocknen
von Wolle und Garn. - Zentrifugen lkonnen aber auch dazu ver-
wendet werden, um in einem Gemenge verschieden dichter Fliissig-
keiten. diese voneinander zu scheiden; denn die schwereren entfernen
sich weiter von der Achse, wiahrend sich die leichteren naher zur
Achse ansammeln. Auf diese Weise wird beispielsweise in den
Milchzentrifugen der spezitisch leichtere Rahm von der schwereren
Magermilch getrennt. Auch bei der Fabrikation von Paraffin,
Starkemehl und Honig sowie in der Gerberei finden Zentrifugen
Verwendung.

Das in dem vorigen Abschnitt besprochene Zentrifugalpendel wird
technisch als Zentrifugalregulator und als Tourenzihler ver-
wertet. Bei dem Regulator wird die seitliche
Bewegungskomponente der Pendel durch ein
geeignetes Gestinge auf ein Ventil iiber-
tragen, das bei Dampfmaschinen den
Dampfzutritt aus dem Dampfkessel zu demn
Dampfzylinder regelt. Je rascher sich in-
folge der Verbindung mit dem Schwungrad
das Zentrifugalpendel dreht, um so weniger
Dampt wird durch das Ventil eingelassen.
Bei dem Tourenzihler (T'ig. 100) wird die
horizontale Bewegungskomponente des Pen-
dels auf einen Zeiger iibertragen, der sich
lings einer Skala bewegt. Indem man der-
artige Tourenzithler mit den Ridern eines
Wagens verbindet, kann man den Tourenzihler auch als. Ge-
schwindigkeitsmesser oder Tachometer verwenden.

Fig. 100. Tourenzihler.

Achtes Kapitel,
Die Bewegungsvorgiinge auf der rotievenden Erde,
§ 79. Die Corioliskraft auf der rotierenden Erde.
Da, wie die einfachste astronomische Beobachtung zeigt, Erde
und Fixsternhimmel gegeneinander rotieren, so miissen wir,
wofern wir nicht an dem urspriinglichen, naiven geozentrischen

Standpunkt festhalten wollen, annehmen, daf sich auf der rotieren-
den Erde jene Zusatzkrifte offenbaren, zu deren Erkenntnis die
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Betrachtung der Relativbewegung fithrt. Wie schon in einem
fritheren Abschnitt (§ 35) gezeigt wurde, hingen diese von der als
Vektor aufzufassenden Winkelgeschwindigkeit ab, mit der die
Rotation erfolgt.

Der Betrag dieser Winkelgeschwindigkeit ergibt sich bei der Erd-
rotation in dem iiblichen Malle von reziproken Sekunden, indem
man die Zahl 2z durch die Zahl der Sekunden im Tag dividiert.
Es ist also

w="7,272.10-5sec—1, (98)
Da die Richtung der Winkelgeschwindigkeit definitionsgemiB mit
der der Rotationsachse iibereinstimmen muf, so muB} der von einem
beliebigen Punkte der Erdoberfliche aus errichtete Vektor der
Winkelgeschwindigkeit immer der Erdachse parallel sein. Der
Richtungssinn ergibt sich schlieflich aus der definitionsgemifBen
Forderung, dafl die Rotation, von der Spitze des Vektors gesehen,
entgegen dem Uhrzeiger erfolgen soll. Da sich die Erde von West
nach Ost dreht, ist somit der Richtungssinn durch die Richtung
vom Stidpol zum Nordpol festgelegt; denn vom Nordpol ge-
sehen, erscheint die Erddrehung dem Uhrzeiger entgegengesetzt.

. Fiir einen beliebigen Punkt der Erdoberfliche erhalten wir nun
bekanntlich die Richtung der Erdachse, indem wir in der Meridian-
ebene eine Gerade errichten, diec mit der Horizontalebene einen
Winkel einschliefit, der der geographischen Breite des be-
treffenden Ortes gleich ist. Dies ist zugleich die
Richtung des Vektors der Winkelgeschwindiglzeit,
und sein Richtungssinn ergibt sich nach dem
friher Gesagten derart, daBl er stets schrig von
Siid nach Nord und zwar auf der nérdlichen
BErdhilfte immer nach oben, auf der siid-
lichen Halbkugel hingegen immer nach
unten, also zum Boden, weist, Auf dem Aqua-
tor ist der Vektor, der die Winkelgeschwindig-
keit der Erdrotation darstellt, genau horizontal.

Fiir die Coriolis-Kraft ergeben sich Rich-
tung und Richtungssinn gemif der fritheren
Fig. 33. Betrachten wir etwa das spiiter eingehen-
der zu erorternde Beispiel des freien Falls, so hat die Relativ-
geschwindigkeit immer eine vertikale, nach abwirts weisende Rich-
tung. Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit weist nach oben oder
unten, je nachdem ob wir uns auf der nordlichen oder siidlichen
Trdhilfte befinden, stets aber schriig von Stid nach Nord (Figg. 101

Sad

Fatirichlung

Tig. 101.



118 Die Bewegungsv_org’dnge suf der votierenden Erde.

und 102). Nach § 35 muf nun der Vektor der Coriolis-Kraft so
gerichtet sein, daf von seiner Spitze diejenige Drehung im Sinne des
Uhrzeigers erscheint, die auf kiirzestem Wege den Vektor der Winkel-
geschwindigkeit in die Richtung der Relativhewegung iiberfiihrt.
Sowohl in Fig. 101, die sich auf die nérdliche Erdhélfte, als auch in
Fig. 102, die sich auf die sidliche bezieht, ist also die Coriolis-
Kraft nach ritckwérts, in Wirklichkeit demnach ostwirts gerichtet.

Norg Sid

Falirichiung
A
K
V/

Fig. 102, Fig, 103.

Ist die Bewegung auf der Erde horizontal, so muB wiederum
‘der die Coriolis-Kraft darstellende Vektor eine solche Richtung
haben, dafl von seiner Spitze gesehen, diejenige Drehung entgegen-
gesetzt dem Uhizeiger erscheint, die auf kinzestem Wege die hori-
zontale Bewegungsrichtung in die Richtung der Winkelgeschwindig-
keit tberfilhirt. Auf der nordlichen Erdhilfte geht diese Drehung
nach aufwirts, auf der siidlichen nach abwirts (Fig. 103). Eine Auf-
wirtsdrehung aus einer horizontalen Richtung erscheint aber nun
einem Zuschauer dann entgegengesetzt dem Uhrzeiger, wenn er sich
rechts von der horizontalen Bewegungsrichtung befindet (wie die-
Betrachtung der Fig. 103 zeigt). Umgekehrt erscheint eine Abwirts-
drehung aus einer horizontalen Richtung dann entgegengesetzt dem
Uhrzeiger, wenn der Zuschaver links von der horizontalen Be-
wegungsrichtung steht. Auf der nérdlichen Halbkugel sucht also
die Coriolis-Kraft jede Horizontalbewegung nach rechts, auf
der siidlichen Halbkugel hingegen mach links seitlich abzu-
lenken.

Fir den Betrag der Coriolis-Kraft gilt nach der fritheren
Gl. 31 allgemein die Beziehung

Keoy/m = 2wvsind, {99)
wenn < der Winkel ist, den die Richtung der Erdachse mit der
Bewegungsrichtung einschlieBt. Im Spezialfall des freien TFalls
wird sin & gleich cos ¥, wenn v die geographische Breite bedeutet.
Im Sonderfall einer Horizontalbewegung, die in der Meridianebene
erfolgt, wird sin & gleich sin .
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§ 80. Die Zentrifugalkraft der Erdrotation.

Die Fihrungskraft, die bei der Erdrotation gemaB der Theorie
der Relativbewegung als zweite Zusatzkraft zur Geltung kommen
muB, erweist sich nach der fritheren Gl. 50 als identisch mit der
durch die Erdrotation hervorgerufenen Zentrifugalkraft.
Da das aunf die Brdachse gefallte Lot gleich ist dem Produkt aus dem
Erdradius (etwa 6370 km) und dem Kosinus der geographischen
Breite, so gilt nach den Gl 50 und 86 fiir die Zentrifugalkraft der
Erdrotation die Beziehung

Ki/m = 3,368 . cos?y cm sec—2. (100)

Den grofiten Wert erreicht die Zentrifugalkraft alsoam Aquator,
wahrend sie an den Polen verschwindet. Fiir den Aquator wird die
Zentrifugalbeschleunigung ungeféhr dem dreihundertsten Teile der
Fallbeschleunigung gleich. Infolge der Erdrotation muB also der
beobachtbare Wert der Fallbeschleunigung von der geogra-
phischen Breite abhingen. Allerdings &uBert sich die Erdrotation
auch noch auf andere Weise, indem ihre Folge eine Abplattung
der Iirde ist, die wiederum ihrerseits die Fallbeschleunigung von
der geographischen Breite abhangig erscheinen 1dt. Da die Zentri-
fugalkraft anders als die Schwerkraft gerichtet ist, so ruft die Erd-
rotation auch eine Abweichung der Lotrichtung von der zu
dem Erdmittelpunkt fithrenden Vertikalrichtung hervor. Eingehen-
der soll jedoch der Einflufl der Erdrotation auf die beobachtbare
irdische Schwere erst in einem spateren Kapitel behandelt werden.

§ 81. Die Ustliche Fallabweichung.

Bei dem freienFall mul die stets ostwhrts gerichtete Coriolis-
Kraft eine &stliche Abweichung von der Lotrichtung be-
wirken, die ihrerseits durch die Resulfierende aus Schwerkraft und
Zentrifugalkraft bestimmt ist. Fiir die ostliche Abweichung ergibt

die Integration der Gl. 99 unter Benutzung der Fallgesetze die
Bezieliung

— . 3
X = gg-% ~h~; wcosy, © (101
8

wenn mit h die Fallhghe bezeichnet wird. Setzen wir fiir w und g die
entsprechenden Werte ein, so finden wir

x = 2,189 . 10—¢h V'h cosy (in cm). (102)
Bei einer Fallhdhe von 100 m wiirde danach in der geographischen

Breite von Wien oder Paris (48°) eine Abweichung von 1,46 cm
folgen.
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Die ostliche Fallabweichung wurde in exakter Weise zuerst von
Benzenberg (1804) nachgewiesen und gemessen*). (enauere Mes-
sungen stammen von Reich (1831). Er stellte seine Versuche bei
einer Fallhohe von 158,54 m in einem Bergwerksschacht in Freiberg
in Sachsen an, unter einer geographischen Breite von 50°57’. Bei
diesen Versuchen hétte nach Gl 102 die ostliche Abweichung 27,5 mm
betragen miissen, wihrend Reich als Mittelwert aus seinen zahl-
reichen Beobachtungen 28,4 mm erhielt**). Zwischen Theorie und
Experiment ergab sich also eine nahe Ubereinstimmung. Reichs
Versuche sind spiter noch oft wiederholt worden, so am Eiffelturm
in Paris und in neuerer Zeit von Hall in Cambridge in den Ver-
einigten Staaten (1902).

Fiir den vertikalen Wurf nach aufwirts ergibt die Theorie,
daBB wihrend des Aufstieges eine westliche Abweichung eintreten
mulB; die Folge davon ist, daBl ein vertikal in die Hohe geworfener
Korper westlich von dem Aufstiegsorte niederfdllt. Die
resultierende westliche Abweichung ergibt sich viermal so grof3
wie die ostliche Abweichung bei dem freien Fall durch die gleiche
Hohe. Eine experimentelle Priifung dieses theoretischen Ergeb-
nisses erweist sich allerdings als schwer mdglich.

§82. Dieseitliche Ablenkung vonhorizontalen Bewegungen.

Infolge der Coriolis-Kraft suchen, wie schon erwihnt wurde,
horizontale Bewegungen auf der nérdlichen Erdhalfte nach
rechts, auf der stidlichen nach links abzubiegen. Dies zeigh
sich in grofitem Mafstabe bei den Passatwinden.

In den Tropen steight die durch die Erwirmung verdiinnte Luft
als ein ungeheurer Strom vertikal nach aufwirts, um nach den Polen
abzuflieBen, wihrend andererseits, den Kreislauf schlieBend, in den
tieferen Regionen kiltere Luft dem Aquator zustromt. Auf der
nordlichen Halbkugel miifite daher, wenn die Erde nicht rotieren
wiirde, der Passat als Nordwind, auf der siidlichen Halbkugel hin-
gegen als Siidwind auftreten. Infolge der Erdrotation hat aber der
Passat-auf der nordlichen Erdhilite die Tendenz, nach rechts, also
gegen Westen, abzubiegen, und er verhélt sich demnach so, als ob
er von Nordosten kommen wiirde; er tritt als. Nordostpassat auf,
und auf der siidlichen Halbkugel als Siidwestpassat. Umgekehrt
ist der von dem Aquator zu den Polen in den hoheren Regionen

¥) Benzenberg stellte seine Versuche zuerst im Michaelisturm in
Hamburg an. '

**) B. Reich, Fallversuche, Freiberg 1831.
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stromende sogenannte Antipassat auf der nordlichen Halbkugel
ein Stidwest- und auf der siidlichen Hemisphiire ein Nordostwind.

Auch Meeresstromungen zeigen die Tendenz, auf der nérdlichen
Erdhalfte nach rechts und auf der siidlichen nach links abzubiegen.
Eine Folge der seitlichen Ablenkung ist vielleicht auch die als Bar-
sches Gesetz*) bezeichnete Tatsache, daB auf der nordlichen Hemi-
sphire die rechten Ufer vieler Fliisse mehr ausgewaschen sind als
die linken.

Eine seitliche Ablenkung ist auch bei Geschossen zu erwarten;
allerdings ist sie zu gering, als dafl sie bei den zahllosen storenden
Nebeneinflissen, die hierbei auch noch in Betracht kommen, exakt
gemessen werden kénnte. In dem speziellen Falle, daB es sich um
eine Horizontalbewegung in der Meridianebene handelt, ergeben
theoretische Uberlegungen fiir die seitliche Ablenkung den Wert

X == vi{2wsiny, (103)
wenn v die Anfangsgeschwindigkeit bedeutet, w die Winkelgeschwin-
digkeit der Erddrehung (vgl. G1. 98) und t die in Sekunden gemessene
Flugzeit. Bei einer Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses von
500 m/sec betrigt demnach die seitliche Ablenkung in der geo-
graphischen Breite von Wien nach einer Sekunde 2,7 cm, bei einer
Flugzeit von zwei Selcunden ist sie viermal so grofi. und so fort.

§ 83. Der Pendelversuch von Foucault.

Am anschaulichsten und iiberzeugendsten dufllert sich der Ein-
fluf der Erdrotation auf die irdischen Bewegungsvorginge in der
bekannten Erscheinung des Foucaultschen Pendels. Aus theo-
retischen Uberlegungen folgt, daB sich die Schwingungsebene
eines Pendels, das sich ohne eine seitliche Anfangsgeschwindigkeit
bewegt, fiir cinen irdischen Beobachter drehen mul, und zwar in
einem Tage um einen Winkel, der sich durch Multiplikation von 360°
mit dem Sinus der geographischen Breite ergibt. Dabei er-
folgt die Drehung in solchem Sinne, daf sie auf der ndrdlichen
Erdhalfte, von oben gesehen, im Sinne des Uhrzeigers vor
sich geht.

Wenn auch die exakte Ableitung dieser Ergebnisse der Theorie
hier iibergangen werden muf, so lassen sie sich doch leicht an der
Hand der Fig. 104 begreifen. Es sei xa bz der Parallelkreis, in
dem der Pendelversuch angestellt wird; m sei das Zentrum dieses
Parallelkreises. Das Pendel schwinge in der Meridianebene und zwar

*) v. Bir, Bull, de T'ncad. imp. des sciences de Petershourg, tome II,
1860, 8. 357,
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zunichst im Punkte a, durch den der Meridiankreis NalS hin-
durchgehe. Die Schwingungsrichtung sei durch den Pfeil cd ge-
geben. Eine im Punkte a an den Meridian gelegte Tangente schneide
die verlangerte Erdachse im Punkte o, wobei der Winkel oam natiir-
lich der geographischen Breite (y) gleich ist.

Nach einiger Zeit, die (in Sekunden gemessen) mit t bezeichnet
werde, sei der Ort der Erdoberfliche, der sich vorhin an der Stelle a

Fig. 104. Zum Pendelversuch von Foucault.

befand, an die Stelle b gelangt. Die an dieser Stelle an den Meri-
dian (nunmehr NbkS) gelegte Tangente schueidet die verlingerte
Erdachse in demselben Punkte 0. Nun ist
amb = wt. {104,
Bezeichnen wir andererseits mit f den Winkel aob, so gilt, weil es
sich um zwei gleichschenklige Dreiecke und kleine Winkel handelt,
die Proportion
g:wt=hm:bo; (105)
p = wtsiny. - (1086)
Ebenso grof wie der Winkel aob ist aber auch der Winkel, den die

durch den Punkt b parallel zu cd gelegte Pfeilrichtung fg mit dem
durch b gehenden Meridian einschlieBt. Auch dieser Winkel ist durch

also
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die Gl 106 bestimmt, und dasselbe wiirde natiirlich auch fiir die
Differenz gelten, um die sich ein Winkel indern wiirde, den etwa
schon im Punkte a die Schwingungsrichtung (rp) mit der Meridian-
ebene gebildet hitte.

Der dem Nachweis der Erdrotation dienende Pendelversuch ist
zuerst von Foucaultim Jahre 1850 durchgefithrt worden, und zwar
zundchst in einem Kellergewdlbe. Bei den ersten Experimenten
bestand das Pendel aus einem Stahldraht von etwa 1mm Durch-
messer und 2 m Linge, an dem eine gut polierte Messingkugel von
5 kg Gewicht hing. Unten war diese Kugel mit einer feinen Spitze
versehen, die eine genate Markierung der Schwingungsbahn er-
moglichte. An der Spitze wurde zugleich auch eine feine Schleife
angebracht, mittels deren das Pendel vor Beginn des Versuches an
einer Wand befestigt wurde. Diese Schleife wurde dann beil Ver-
suchsbeginn vorsichtig durchgebrannt, um jeden seitlichen Impuls
zu vermeiden; denn ein solcher wiirde natiirlich durch Herbeiftthrung
einer spharischen Pendelbewegung (vgl. die frithere Fig. 67 in § 63)
ebenfalls eine allmihliche Drehung der Schwingungsebene ver-
ursachen.

Foucault hat spiter seinen Versuch mit viel langeren Pendeln
durchgefiihrt, und auch auflerhalb von Paris wurde er zahllose Male
wiederholt, mit Pendellingen bis zu 100 Metern und dariiber. Die
Drehung der Schwingungsebene betragt in der Breite Mitteleuropas
bereits mach ungefihr zehn Minuten zwei Grad. Sie wird immer
grofler und groBer; doch 1aft sie sich natiirlich nicht beliebig lang
messen, weil einerseits die Amplitude der Schwingungen sténdig
abnimmt, andererseits die lineare Schwingung, da sich ein seitlicher
Impuls doch nie voéllig ausschliefen 146t, allmghlich in eine sphé-
rische Schwingung iibergeht.

Bei geeigneter Versuchsanordnung laft sich Foucaults Ex-
periment iibrigens auch in einem Zimmer demonstrieren und sogar
messend verfolgen*), Mit einem besonders vervollkkommneten der-
artigen Apparat konnte Kamerlingh-Onnes die stiindliche
Drehung auBerordentlich genau messen**). Er fand hierfi aus
zwel Versuchsreihen 12,04° und 11,99°, wihrend aus der Theorie
fiir den Beobachtungsort Groningen ein Wert von 12,03° folgt.

Bemerkenswert ist unter den neueren Apparaten zum Nachweis
des Foucaultschen Phénomens besonders ein von Edelmann

*} Vgl z B. Weiuhold, Physikalische Demonstrationen. 2. Aufl.
Leipzig 1887.
*%) Ned. Arch. v. Wiskunde 1879 und 1880.
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konstruierter Apparat, der in Fig. 105 abgebildet ist. Das Pendel
besteht aus einer schweren Linse (L), die an der Achse DN hefestigt
ist. Das Pendel hingt mittels eines langen (in der Figur nur an-
gedeuteten) Fadens (efg) an ciner be-
sonders konstruierten Aufhéngevorrich-
tung. Den eigentlichen Gegenstand der
Untersuchung bildet die schwingende
Bewegung der unteren Spitze (N) der
Pendelachse. Unter das Pendel wird nun
ein auf einem Dreifull ruhender Apparat
mit einer leicht beweglichen Achse (mn)
gestellt, die einen Spiegel triigt. Uber-
dies tragt die Achse einen Seitenarm aus
Aluminium, der in eine kurze Schneide
aus weichem Risen (F) endet. Die obere
Spitze der heweglichen Achse (W) wird
genau unterhalb der Ruhelage der Pen-
delspitze N eingestellt. Ist nun die Pen-
delachse magnetisch, so stellt sich die
Eisenschneide F immer in die Schwin-
gungsrichtung der unteren Pendelspitze
ein. Die Drehung der Schwingungsebene
hat daher eine gleich grofie Drelung der
Achse mn zur Folge, und diese Drehung kann mittels des Spiegels,
eines Fernrohrs und einer Skala in iiblicher Weise leicht gemessen
werden. So erhilt man beispielsweise bei einem Skalenabstand von
4 m nach fimf Minuten bereits eine Ablenkung von 11 cm.

TFig. 105. Founcanltsches
Pendel nach Edelmann,

Neuntes Kapitel.

Die Gravitation.
§ 84. Die Schwere des Mondes.

Unter den Bewegungsvorgingen, die sich am Himmel ab-
spielen, ist (wenn man von der durch die Erdrotation vorgetiuschten
téglichen Drehung des Fixsternhimmels absieht) der einfachste der
monatliche Umlauf des Mondes um die Erde. Die von dem
Monde hierbei beschriebene Bahn ist nahezu kreisférmig, und
das Zentrum der Bahn fillt nahezu mit der Erde zusammen. Die
durchschnittliche Umlaufszeit betrigt etwa 273 Tage oder ungefithr
2 360 000 Sekunden. Was den Radius der Bahn betrifft, so wuBten
schon im Altertum die Astronomen, daf er 60mal so groff wie der
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Erdradius ist*), und seit einer genauen, um 1670 durch Picard
durchgefithrten Gradmessung war auch der Wert des Erdradius
recht genau bekannt. Der durchschnittliche Abstand des Mondes
von der Erde beliuft sich derart auf 384 400 km**),

Berechnen wir hieraus die Zentripetalbeschleunigung der
Mondbewegung (indem wir in dem Ausdruck 472¢/T2 fiir rund T
die Werte in Zentimetern und Sekunden einsetzen), so finden wir
fir diese Beschleunigung

y = 0,272 cm sec—2. (109

Vergleichen wir diesen Wert mit dem der Fallbeschlemiigun g g
so ergibt sich das Verhéltnis

= 3600. (108)

s ist nun jedenfalls unwahrscheinlich, dafl die Kraft, die allen
Korpern die Fallbeschleunigung erteilt und die auf den hochsten
Bergen ebenso wirksam ist wie in der Ebene, nicht auch in der
Umgebung der Er de wirksam sein sollte; wir werden allerdings
annehmen miissen, dalBl sie sich mit wachsender Entfernung
abschwicht. Andererseits zeigh die letzte Gleichung, dafl die
Kraft, die die Zentralbewegung des Mondes hervorbringt, dem
Monde eine Beschleunigung erteilt, die gegeniiber der irdischen
TFallbeschleunigung im Verhéltnis 1 : 3600 verkleinert ist, wéhrend
die Entfernung von dem Brdzentram dem 60fachen Erdradius
gleich ist. HEs liegt daher der Gedanke nahe, die auf den Mond
wirkende Zentralkraft mit der irdischen Schwere zu identi-
fizieren und zugleich anzunehmen, daf} diese Kraft im um gekehrt
‘quadratischen Verhaltnis mit der Entfernung vom Erd-
mittelpunkt abnimmt.

§ 85. Der Versuch von Jolly.

DaB eine und dieselbe Masse tatsiichlich in velschwdenen
I—Iohen verschiedenes Gewicht hat, hat durch eine Reihe von
Versuchen zuerst Ph. v. Jolly im Jahre 1878 experimentell nach-
gewiesen. Der Grundgedanke der Jollyschen Versuche ist aus
Fig. 106 ersichtlich, die den Versuch in seiner urspriinglichen Form
wiedergibt.

Auf eine Tischplatte, die an der Wand eines Laboratoriums

*) Genaum 60,3 mal.

##) Wogen der Elliptizitit der Babn und der durch die Somne ver-
ursachten Storungen schwankt allerdings die Entfernung des Mondes wiih-~
rend eines Umlaufs um etwa 15000 bis 27000 km (vgl § 114).
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5.3 m hoch iiber dem FuBboden angebracht war, wurde eine Wage
gestellt, deren Kasten durchbohrt war. Durch die Bohrlécher gingen
bis zum Boden Drihte, die an den Wagschalen befestigt waren und
die an ihren unteren Enden wiederum Wagschalen trugen. Die
Wage wurde dann auf jeweils zwei, auf verschiedenen Seiten liegen-
den Schalen mit gleichen Gewichtsstiicken belastet und abgeglichen,
wobei abwechselnd entweder beide Gewichte auf die oberen Schalen
gelegt wurden oder eines nach oben und das andere nach unten.

Die Versuche zeigten in der Tat eine Ver-
minderung des Gewichtes mit zuneh-
mender Hohe. Bei dem angegebenen Hohen-
unterschied von 5,3 m erwies sich ein Kilo-
grammgewicht in der Hohe um 1,51 mg
leichter als auf dem Boden. Andererseits er-
gibt die Annahme einer zu dem Abstand vom
Erdmittelpunkt umgekehrt quadratischen Pro-
portionalitit die Beziehung

; P—uaP (x4 agrp
| | P r?

(109)

(wenn mit P das Gewicht und mit r die Ent-
fernung vom Erdmittelpunkt, mit 4/ P und «/r
: die Anderungen dieser Grofen bezeichnet wer-
den). Da jedesfalls («/r)2 neben den anderen
Groflen vernmachlassigt werden kann, wird
soniit

(110)

Nun betragt der Erdradius im Mittel etwa
6370 km, und es miilte somit nach dieser
Fig. 106. Gleichung einer Erhshung um 1m eine Ver-
Der Versuch von Jolly. minderung eines Kilogrammgewichtes um
0,314 mg entsprechen, Bei einem Hohen-
unterschied von 5,3 m sollte daher die Gewichtsverminderung
1,66 mg betragen, womit der von Jolly aufgefundene Wert von
1,51 mg recht gut itbereinstimmt. Die geringe Abweichung erklart
sich wohl durch den nicht beriicksichtigten Einflu umgebender
Massen.
Jolly hat spiter seine Versuche bei einem Hohenunterschied
von 21 m wiederholt und hierbei Quecksilbermassen von b5 kg he-
nutzt; er erhielt eine Gewichtsdifferenz von 31,69 mg, was, auf einen
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Hohenunterschied von 1m und 1kg reduziert, in besserer Uber-
einstimmung 0,302 mg (statt 0,314) ergibt.

Jollys Messungen wurden nach verbesserten Verfahren von
zahlreichen Forschern wiederholt. So fanden, auf 1m und 1kg
bezogen, Thiesen (1890) 0,278, Richarz und Krigar-Menzel
(1894) 0,279, Scheel und Diesselhorst 0,295 mg*). Immerhin
ist die Hoheninderung des Gewichtes grol3 genug, um bei schr ge-
nauen Wagungen berficksichtigt werden zu miissen; es muf} hierbei
darauf gesehen werden, daB sich die Schwerpunkte der beiden
Gewichte in gleicher Hohe befinden, da ein Hohenunterschied von
nur 3 cm bereits eine Gewichtsdifferenz von 0,01 mg pro Kilogramm
ergibt. ‘

§ 86. Die Keplerschen Gesetze der Planetenbewegung.

Wenn wir nicht der Erde eine Sonderstellung im Weltall ein-
riumen wollen, miissen wir wohl annehmen, daB ebenso wie die
Erde auch die anderen Himmelskérper Objekte, die sich auf ihrer
Oberfliche oder in ihrer Umgebung befinden, mit einer Kraft an-
ziehen, die dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional
ist. Machen wir eine solche Annahme zunéchst bei der Sonne, so
werden wir folgern miissen, dafl die Normalbeschleunigungen,
durch diec die Planeten
in ihren Bahnen um die
Sonne erhalten werden,
dem Quadrate der Entfer-
nung von der Sonne um-
gekehrt proportional sind.
Daf} dies in der Tat zu-
trifft, geht aus den be-
obachtbaren Gesetzmifig-
keiten der Planetenbewe-
gungen hervor, die einen exakten Ausdruck zuerst in den be-
kannten drei Keplerschen Gesetzen gefunden haben.

Das erste Keplersche Gesetz lehrt, daBl der von der Sonne zu
einem Planeten gezogéne Radiusvektor in gleichen Zeiten
stets gleiche Flidchen durchstreicht. Das zweite Keplersche
(lesetz**) sagt aus, daf die Planetenbahnen Ellipsen sind, in
deren einem Brennpunkt sich die Sonne befindet (vgl. Fig. 107).

*) Vgl. Ph v. Jolly, Die Anwendung der Wage auf Probleme der
Ghravitation. Minchen 1878 und 1881, Ferner F. Richarz und O, Krigar-
Menzel, Abh. d. Berl. Akad. 1898. .
© ¥*¥) Bigweilen ist auch die Numerierung der beiden Gesetze umgekehrt.

Tig. 107, Erstes und zweites K eplersches Gesetz.
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Zu diesen beiden im Jahre 1609 veroffentlichten Gesetzen fiigte
Kepler zehn Jahre spiter, im Jahre 1619, noch ein drittes*) hinzu,
demzufolge sich die Quadrate der Umlaufszeiten der verschie-
denen Planeten wie die dritten Potenzen der grofien Achsen
ihrer Bahnen verhalten.

Das Gesetz der die Planetenbewegungen beherrschenden Kraft
ist aus den Keplerschen Gesetzen zuerst von Newton (1687) auf
rein mathematischem Wege abgeleitet worden. Nach rein kine-
matischen Beziehungen, die schon in § 10 besprochen und von
Newton aufgefunden wurden, folgt nimlich zuuniichst aus dem
ersten Keplerschen Gesetz, dall die Beschleunigung zu dem festen
Bezugspunkt gerichtet ist, von dem aus der Radiusvektor gezogen
werden muf, damit er sich mit konstanter Flichengeschwindigkeit
bewege; dafl also die Beschleunigung der Planeten stets gegen
die Sonne gerichtet ist.

Aus den geometrischen Eigenschaften der Ellipse folgt wieder-
um, wie Newton bewies, dall die bei der Bewegung in der ellip-
tischen Bahn vorhandene Beschleunigung dem Quadrate der
jeweiligen Entfernung von der Sonne umgekehrt pro-
portional ist.

Aus dem dritten Keplerschen Gesetz konnte schliefflich Newton
es ableiten, dafl die Beschleunigung, die die Sonne an einem Plane-
ten hervorbringt, nur von der Entfernung abhiingt, hingegen von
allen individuellen Eigenschaften des Planeten unab-
héangig ist, Bezeichnen wir nimlich- das fiir alle Planeten kon-
stante Verhaltnis zwischen der dritten Potenz der halben grofien
Achse und dem Quadrate der Umlaufszeit mit €, so wivd die
Beschleunigung fiir einen belichigen Ort und einen belichigen
Augenblick

4 n2(
b= TR | (111)
wenn r die Entfernung von der Sonne bedeutet.

Uber die Genauigkeit, mit der das dritte Keplersche Gesebz
erfiillt ist, gibt Tab. VI eine Ubersicht, in der fir die zu Keplers
Zeiten bekannt gewesenen Planeten dic Werte der halben grofien
Achse und der Umlaufszeiten (auf die halbe grofic Achse der
Erdbahn wd das Erdjahr als Rinheit bezogen) zusammenge-
stellt sind.

*) Dioe ersten zwei Gesetze verdffentlichte Keplev in seiner,, Astronomis
nova®, das dritte in- der ,,Harmonice mundi®.
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Tabelle VI.
halbe groBe | Umlaufszeit
© Planet a3 2
ane Achse (a) (T} a T
Merkur . .| 0,387 0,241 0,058 0,058
Venus . L0723 0,615 0,378 0,378
Erde | 1,000 1,000 1,000 1,000
Mus . 1,524 1,881 8,540 3,538
Jupiter 5,208 11,86 1408 1407
Saturn . i 9,589 - 29,46 868,0 867,9

Setzen wir fiir die halbe grofle Achse der Erdbahn den Wert in
Zentimetern ein (1,495 -101%) und fir das Erdjahr den Wert in Se-
kunden (3,156 +107), so finden wir fiir die Konstante C des Sonnen-
gystems

C = 3,355 - 102 cm? sec—2. (112)

§ 87. Die Bewegungen der Satelliten.

DafB das dritte Keplersche Gesetz nicht nur fiir die Bewegungen
der Planeten wm die Sonne gilt, sondern auch fiir die Bewegungen,
die die Trabanten oder Satelliten der einzelnen Planeten um diese.
ausfithren, zeigt Tab. VII, die sich auf die vier groferen Jupiter-

monde bezieht.
Tabelle VIL
Drittes Xeplersches Gesetz fiir die vier groBen Jupitermonde.
(Halbachse a in Erdbalmradien, Umlaunfszeiten T in Erdjahren.)

1000 a 1000 T T2/ad
Erster Mond. . . 2,819 4,844 1047
Zweiter Mond . . 4,483 9,723 1049
Dritter Mond . . 7,156 19,588 1048
Vierter Mond . . 12,6856 45,692 1048

Fir die Jupitermonde erweist sich also die Konstante, die man
erhélt, indem man die dritte Potenz der Halbachse durch das Qua-
drat der Umlaufszeit dividiert, 1048mal kleiner als fiir die die
Sonne umkreisenden Planeten. ‘

Berechnen wir schliefllich noch fiir die Bewegung des Erd-
mondes um die Brde das Verhiltnis T2/a3, so haben wir, auf Erd-
jabr und halbe Erdbahnachse als Einheiten bezogen, T = 0,074801, .
a = 0,002571 zn setzen. Daraus folgt fiir den Umlauf des Mondes
ein 329 500 mal kleinerer Wert der Konstanten C als fiir die Pla-
netenbewegung.

§ 88. Das Newtonsche Gravitationsgesetz.

Wie deutlich aus den Tab. VI und VII hervorgeht, erweist sich
in der Tat die Beschleunigung, die ein Himmelskérper an einem

Handbueh der Lxperlmonialphysik, Haas, 9
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zweiten hervorbringt, als von des zweiten individuellen Eigenschaften
vollig unabhéngig. Andererseits stellt das Produkt aus der Beschleu-
nigung und dem Quadrat der augenblicklichen Entfernung eine fiir
den ersten Himmelskdrper charakteristische Konstante dar, die wir
mit F bezeichnen wollen. Im allgemeinen ist also die Kraft, die
ein Himmelskérper von der individuellen Konstante Fy auf einen
zweiten von der Masse m, in einer Entfernung » ausiibt, durch die
(leichung bestimmt

R — 2l | (113)

1'2

Mittels dieser Gleichung ist beispielsweise die Kraft bestimmt,
die die Sonne auf den Planeten Jupiter ausiibt; diese Kraft ist,
wenn wir fiir die Sonne den Index s und fiir den Jupiter den Index j
gebrauchen gleich m;F,/r?, Nun mufl andererseits aber auch der
Jupiter, wofern er allen anderen Himmelskorpern dem Entfernungs-
quadrate umgekehrt proportionale Beschleunigungen erteilt, auf
die Sonne eine Kraft ausiiben, die gleich ist m Fj/r?. Nach dem
dritten Newtonschen Bewegungsgesetz, dem DPrinzip der
(leichheit von Aktion und Reaktion, muB diese Kralt ebenso
grof} sein wie diejenige, die die Sonne auf den Jupiter aunsiibt*).
Das Produkt aus Kraft und Entfernungsquadrat muf} also einerseits
proportional sein m; mit einem von allen Jupitereigenschaften un-
abhingigen Proportionalititsfaktor; andererseits proportional m,
mit-einem von allen Sonneneigenschaften unabhéngigen Proportio-
nalitdtsfaktor. Beides ist zugleich der Fall, wenn das Produlst aus
Kraft und Entfernungsquadrat gleich ist dem Produkt ausg den
Massen von Sonne und Jupiter und aus einem universellen Pro-
portionalitétsfaktor, der sowohl von den individuellon Kigen-
schaften der Sonne als auch von jenen des Jupiters unabhingig ist.

Die Kraft, mit der zwei Korper von den Magsen m; und m,
einander wechselseitig anziehen, mit der sic gegencinander
gravitieren, ist also durch den Ausdruck dargestellt

114 111y
e (114)

wobei der universelle Proportionalititsfaktor f als “die Gravi-
tationskonstante bezeichnet wird. Die Gl 114 ist der mathema-
tische Ausdruck des von Newton im Jahre 1687 aufgestellten

*) Fr die genane Rechnung ist zu boachten, daB sich ein aus zwel
Himmelskérpern bestehendes System um den gemeinsamen Schwerpunls

bewegt.
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Gravitationsgesetzes, nach dem die wechselseitige Gravitation
eine universelle Eigenschaft aller Korper und in ihrer Stirke
dem Produkt der gravitierenden Massen direkt und dem
Quadrate ihrer Entfernung umgekehrt proportional ist.
§ 89. Dieldentitiit der gravitierenden und der triigen Masse.
Aus dem Gravitationsgesetz folgt die Identitit zweier fiir cinen
jeden Korper ableitharer, charakteristischer, individueller Kon-
stanten. Die eine ist diejenige, die wir erhalten, wenn wir eine be-
liebige, an dem Korper angreifende Kraft durch die Beschleunigung
dividieren, die die Kraft an dem Korper bei freier Beweglichkeit
hervorbringt. Die andere ist diejenige fiir den Koérper charakte-
ristische Konstante, die sich ergibt, wenn wir die Beschleunigung,
die er infolge der von ihm ausgehenden Anziehung in einer be-
liebigen Entfernung hervorbringt, mit dem Quadrate dieser Ent-
fernung multiplizieren und sodann durch die Gravitationskonstante
dividieren, deren genauer Wert, wie spiter gezeigt werden wird,
ermittelt werden kann. Die erste Konstante nennen wir die trige
Masse des Korpers, die zweite seine gravitierende Masse.
Infolge der Wechselseitigkeit aller Gravitationswirkungen ist
natiirlich andererseits die Identitit der gravitierenden und der tré-
gen Masse nur ein anderer Ausdruck fir die bei der Ableibung des
Gravitationsgesetzes benutzte Tatsache, dafl die Beschleunigung, die
ein Korper durch einen zweiten infolge der Gravitation empfingt,
von der Masse des ersten Kérpers unabhiingig ist. Deshalb ist, wie
schon erwithnt, die Beschleunigung des freien Falles an demselben
Orte fitr alle Korper von verschiedenster Masse und verschiedenster
stofflicher Beschaffenheit dieselbe; deshalb ist auch die Schwingungs-
dauer cines Pendels von seiner Masse und seinem Stoffe unabhiingig.
Insbesondere haben die bereits erwihnten Messungen, die Bessel
(1833) an Pendeln aus mannigfachem Material vorgenommen hat,
den Nachweis dafiir erbracht, daf ein durch die stoffliche Verschie-
denheit etwa bedingter Unterschied in der Fallbeschleunigung ge-
ringer sein miisse als der 100 000. Teil des gemessenen Wertes.
Einen sehr exakten Beweis fiir die Identitit der trigen und der
graviticvenden Masse bilden vor allem aber die im folgenden zu
besprechenden experimentellen Bestimmungen der Gravitations-
konstante sowie die spiter zu erorternden Versuche von Edtvos.
§ 90. Die Bestimmung der Gravitationskonstante mittels
der Drehwage.
Die Bestimmung des in dem Cravitationsgesetz auftretenden
‘universellen Proportionalitétstaktors ist von groBter Bedeutung so-
g



132 Die Gravitation.

wohl fiir die Physik als auch fiir die Astronomie; denn solange diese
Konstante nicht bekannt ist, keénnen die Massen der Himmels-
korper nur untereinander verglichen, nicht aber in iblichen Massen-
einheiten angegeben werden.

Die einfachste Methode zur Ermittlung der Gravitations-
konstante besteht darin, dal man mittels besonders feiner Appa-
rate direkt die Kraft mift, dic Massen von bekanntem Wert in
mefBbarer Entfernung infolge ihrer Gravitation aufeinander ausiiben.
Die Messung geschieht am hiufigsten entweder durch cine soge-
nanute Drehwage oder durch eine gewthnliche Wage.

Die Drehwage, deren Konstruktion und Prinzip in einem spi-
teren Kapitel eingehender zu erdrtern sein werden, besteht im
wesentlichen aus einem in horizontaler Ebene drehbaren Wagbalken,

%
,/'//4///%/?4/%//////////%////4///%//, e

Tig. 108. Der Versuch von Cavendish.

der in der Mitte an einem feinen elastischen Dralte aufgehingt igt,
Eine bestimmte Stellung des Wagbalkens stellt seine Ruhelage dar,
wihrend jede Abweichung aus ihr das Angreifen einer Kraft (ge-
nauer gesagt, eines Kraftepaars) zur Voraussetzung hat, Umgekehrt
kann also eine entsprechend geaichte Drehwage zu der Messung von
Kriften verwendet werden.

Der ilteste erfolgreiche Versuch, die Gravitationskonstante
mittels einer Drehwage zu bestimmen, stammt von Cavendish,
dem bekannten Entdecker des Wasserstoffs (1798). Sein Versuch ist
in Fig. 108 wiedergegeben.

Als Versuchsraum diente ein Zimmer, dessen Binrichtung Luft-
stromungen moglichst ausschlol. Der Beobachter befand sich bei
diesem Versuche auBerhalb des Zimmers; er beobachteto durch
Fernrohre, die in den Wanden ;mgebracht waren, wihrend tiiber
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den Fernrohren befindliche Lampen das Zimmer beleuchteten. Die
Drehwage bestand bei dem Versuch von Cavendish aus einem
etwa 2 m langen Stab aus Tannenholz, der an seinen Enden zwei
Kugeln aus Blei von etwa 3/, kg trug (m und n in Fig. 108). Be-
festigt war der Stab an einem Draht aus versilbertem Kupfer; der
Draht war so dick gew#hlt, dafl die einfache Dauer einer Torsions-
schwingung etwa 7 Minuten betrug. Die Drehwage war in einem
holzernen Kasten eingeschlossen. AuBerhalb dieses Kastens hingen
von einer anderen horizontalen Stange zwei grofie Bleikugeln von
- ungefahr je 150 kg (M und N in Tig. 108) hinab. Diese horizontale
Stange konnte von auBen her gedreht werden, wodurch, wenn ur-
‘spriinglich die Stange zu dem Wagbalken der Drehwage senkrecht
stand, die grofe Kugel M. der kleinen m und die grofe N der kleinen n
genéhert werden konnten. Die Einwirkung der grofien Kugeln
versetzt nun den Balken ab aus seiner (leichgewichtslage in eine
Drehung, solange, bis die Torsion des Fadens eine weitere Drehung
verhindert. Der Balken fiihrt derart mehrere Schwingungen aus
(bei Cavendishs Anordnung von stets einigen Minuten Dauer)
und ger#it schlieflich in eine neue Ruhelage, die ein wenig von der
urspriinglichen abweicht. Aus der Abweichung kann die Grofle der
Kraft und somit bei der bekannten Entfernung und den bekannten
Massen die Grofle der Gravitationskonstante ermittelt werden.

Mit der Gravitationskonstante ist auch eine andere wichtige
Konstante gegeben, deren Ermittlung das eigentliche Ziel der Mes-
sungen von Cavendish war, nimlich die mittlere Dichte der
Erde. Bezeichnen wir die Masse der Erde mit M und ihren Radius
mit R, so kommt der Fallbeschleunigung nach dem Newtonschen
Gesetz die Bedeutung zu, dall

M ‘
sein muB. Nun ist aber, wenn wir die mittlere Dichte der Erde, auf
die Dichte des Wassers als Einheit bezogen, mit D bezeichnen,

M — g ZRD, (116)
und somit ist
) R
D=yum- (117)

Die Messungen von Cavendish®) ergaben fir die mittlere Erd-
dichte einen Wert von 5,48, was einem Werte. der Gravitations-

*) Onvendish, Lond. Trans. 88 (1798).
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konstanten von 6,7-10—8 absoluten Einheiten (g—* ecm? sec—2) ent-
spricht.
. Cavendishs Messungen wurden etwa ein halbes Jahrhundert
spater (1843) mit groBer Genauigkeit von Baily wiederholt*).
Dieser benutzte bei seinen zahlreichen Versuchen (es warven ihrer
etwa 2000) Kugeln aus den verschiedensten Stoffen, sogar aus
Meteorstein, und er konnte zcigen, daf
der erhaltene Wert der Gravitationskon-
stante vollig unabhéngig von dem be-
nutzten Material ist. Seine Versuche
bestétigten auch genau die Proportionali-
tdt mit dem Produkt der Massen und dem
umgekehrten Entfernungsquadrat.
Verbessert wurde das Verfahren der
Drehwage durch Reich, der die bekannte
Methode der Spiegelablesung zur Anwen-
dung brachte**); dann vor allem durch
Cornu und Baille, die (1873) dic Aul-
héingevorrichtung derart modifizierten, daB
sie unter Beibehaltung der Schwingungs-
dauer dennoch den Apparat wesentlich ver-
kleinern und dadurch viele storende Kin-
fliigse ausschalten konnten ), DieCornu-
sche Methode wurde noch durch Boys
(1894) vervollkommnet, dem es dadurch
moglich wurde, die Metallfiden durch viel
geeignetere  Quarzfiden zu ersobzent).
Braun hat (1895) zuerst dio Drehwage im
Vakuum bonutzt, und dadurch die sté-
rende Wirkung von Luftstromungen be-
| seitigtt]). SechlieBlich hat Burgess (1902)
durch einen geschickton IKunstgriff die
Belastung des Quarzfadens ohne Vermin-
derung der Massen verringert, indem er die an der Drehwagoe be-
festigten schweren Korper auf Quecksilber schwimmen liofi 4.
*) Lond. Astr. Soc. Mem. 14 (1843).

*#*) |, Versuche tiber die mittlere Dichtigkeit der Trde mittels der Dreh-
wage'!, Freiberg 1838 und ,,Neue Versuche mit der Drehwage*, Lieipzig 1852,
#F%) Parig, C. R, 76 (1873), 8. 954— 958,

Lond. Trans. 186 (1889), S. 172,

1)
++) Wien. Akad. Denkschr. 64, 1897, 8. 187—285.
t11) Phys. Review 14 (1902) 8. 247,

Fig. 109. Gravitationswage.
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Eine Gravitationswage, die auch zu Demonstrationszwecken
verwendet werden kann, zeigen die Figg. 109 und 110. Die Dreh-
wage ist, wie die Fig. 109 erkennen l4Bt, in einem Glasgehiuse ein-
geschlossen, das sie vor Luftstromungen und schnellen Temperatur-
#nderungen schiitzt. Der Wagbalken besteht aus einem Kupfer-
draht, wihrend die beiden kleinen Kugeln an seinen Enden aus
Silber sind. In der Mitte ist der Wagbalken an einem kleinen Stib-
chen aus Aluminium befestigt, das an seinem oberen Ende an dem
aus Qumz verfertigten Aufhingefaden angekittet ist. Auf dem
é Glasgehiuse sitzen ein langes enges

o und ein kiirzeres weiteres Rohr.
Jenes trigt die Aufhéingevorrich-
tung, dieses zwei zueinander senk-
rechte Glasfenster, durch die ein
Lichtstrahl ein- und austritt, der
von einem am Quarzfaden befestig-
ten Spiegel reflektiert wird. In

TFig. 110. Gravitationswage.

Fig. 110 sind iiberdies die ablenkenden Massen sichtbar, zwei Blei-
kugeln}von 8 ecm Durchmesser, die mittels Rollen und Schniiren
auf zwel Filhrungsstangen symmetrisch zu dem Wagbalken ver
schoben werden konnen*).

*) Tine andere Verwendungsart der Drehwage besteht fibrigens darin
dall die anziehenden Massen statt neben der Wage in der Verlingerung
des 'Wagbalkens angebracht werden, wobel durch die Anziehung di
Schwingungsdauer ‘in meflbarer Weise verkleinert wird, Awuf diesen
Prinzip beruhen Messungen der Gravitationskonstante von Braun,
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§ 91. Die Bestimmung der Gravitationskonstante mittels
der gewOGhnlichen Wage.

Auch mittels einer gewdhnlichen Wage kann die Gravi-
tationskonstante experimentell bestimmt werden, am einfachsten
derart, daB man die beiden Schalen mit gleichen Gewichten be-
lastet, sodann unter eine der beiden Schalen eine anziehende Masse
bringt und die Gewichtsdifferenz mifit, die infolge der von dieser
Masse ausgeiibten Attraktion eintritt. Zun#chst wurden derartige
Messungen mittels der schon in einem fritheren Abschnitt (§ 85)
besprochenen Jollyschen Wage durchgefithrt, bei der wegen des
grofen Schalenabstandes von 5 oder gar 20 m der Einflul der an-
ziehenden Masse auf die zweite Wagschale unmerklich wird.

Jolly selbst konnte, nachdem er den durch den Héhenunter-
schied bedingten Gewichtsunterschied festgestellt und kompensiert
hatte, nach diesem Prinzip im Jahre 1878 (und auch 1881) die Erd-
dichte zu 5,69 ermitteln. Sein Verfahren wurde durch Poynting
(1894) verbessert, der zahlreiche Mingel der Jollyschen Methode
geschickt zu beseitigen wuBte*). Er traf eine Anordnung, durch die
vertikale Luftstréomungen vermieden wurden, eine bessere Ablesung
des Drehungswinkels des Wagbalkens méglich wurde und Arre-
tierungen der Wage wihrend einer Versuchsreihe, wie solche bei
Jolly notwendig waren, iiberfliissig wurden.

Sehr genane Megsungen nach der Jollyschen Methode stammen
schlieBlich von Richarz und Krigar-Menzel (1898), die ihre
Versuche in den Kasematten der Festung Spandau bei Berlin an-
stellten und als anziehende Masse einen aus Bleistiicken aufgebauten
Klotz von etwa 100 000 kg benutzten; eine sinnreiche Anordnung
ermoglichte es, die vierfache Anziehung dieser Masse wirksam wer-
den zu lassen*®*),

§ 92. Das Wilsingsche Pendel.

Um die Stérungen durch vertikale Luftstromungen zu vermeiden,
benutzte Wilsing (1887) gewissermafBen einen vertikalen Wag-
balken***); er verwendete zu den Ablenkungsversuchen ein so-
‘genanntes Differentialpendel (von dem in einem spéteren Ka-~
pitel eingehender die Rede sein wird), namlich eine Stange, die an
ihren beiden Enden Metallkugeln trug und die um eine horizontale
Achse drehbar war, die nur ganz wenig (0,01 mm) oberhalb des
Schwerpunktes lag.

*) J. H. Poynting, ,, The mean density of the earth®., London 1894,

#%) Berl, Akad. Abh, 1898, Anhang.
*4%) Potsdam, Astrophysikal. Obs. 6 (1887), Nr. 22 u, 23.
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Wurden der oberen und der unteren Kugel dieses auBerordent-
lich empfindlichen Pendels von eﬂtgegengesetzten Seiten schwere
Metallmassen genéhert, so wurde das Pendel ein wenig aus seiner
vertikalen Richtung abgelenkt*). Aus der Grofle der Ablenkung,
dem Gewicht der anziehenden Massen und der Schwingungsdauer
des Pendels vermochte Wilsing die Gravitationskonstante recht
genau zu ermitteln.

§ 93. Die Methoden der Lotablenkung und der Pendel-
beobachtungen.

Die noch kurz zu erwihnenden Methoden fiir die Bestimmung
der Erddichte und der Gravitationskonstante stehen an Genauig-
keit hinter den bercits besprochenen weit zuriick. Ein besonderes
Interesse verdient als iiberhaupt &lteste Methode die der Lot-
ablenkung durch Berge. Mittels dieser Methode hat namlich
zuerst, allerdings recht ungenau, Maskelyne im Jahre 1774 die
Erddichte empirisch bestimmdt. '

* Als ablenkende Masse werden bei cler Methode der Lotabweichung
Berge benutzt, die ein zu ihren Seiten aufgehingtes Lot aus der
nach dem RErdmittelpunkt weisenden Vertikalrichtung natiirlich
ein wenig entfernen miissen. Maskelyne stellte seine Beobach-
tungen an dem Berge Shehallien in Schottland an, der einen fast
genan west-ostlich gerichteten Grat bildet. Maskelyne stellte
durch geoddtische Messungen fiir zwei Punkte, von denen einer
nordlich, der andere siidlich vom Berge lag, eine Intfernung von
1330 m, zugleich aber durch Messung der Polhthen einen geo-
graphischen Breitenunterschied von 54,6 Bogensekunden fest. Nun
entspricht aber einem Abstand von 1330 m im Meridian nur ein
Bogen von 43", so daf sich die Lotabweichung als Halfte des Unter-
schiedes zu 5,8" ergab. Hieraus folgerte Maskelyne in Verbindung
mit Schitzungen {iber das Volumen und die Dichte des Berges
mittels einfacher geometrischer Uberlegungen, daB die Dichte der
Erde 4,7 betragen miisse**).

Bessere Hrgebnisse erhielten nach demselben Prinzip spéter
unter anderen James und Clarke an Bergen in Schottland***),

*) Die Ablenkungen aus der Vertikallage sind bei dem Wilsingschen
Pendel viermal so groB, als wenn bloff eine Masse auf nur eine Kugel
des Pendels wuken wiirde,

%) Lond. Trans, 1776, 1778. — Die Idee der Methode der Lotab-
wewhung stommt iibrigens beveits von Bouguer, der am Chimborasso um
1750 derartige Messungen, jedoch ohne Erfolg, anstellte.

**%) Phil. l\Ing (4) 12, 1856 S. 814—316; 18, 18566, S, 129—132.
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Pechmann an Bergen in den Alpen*) und Preston auf den
Hawai-Inseln**),

Eine andere, oft benutzte Methode besteht darin, durch ver-
gleichende Pendelbeobachtungen die Verminderung der irdi-
schen Schwerkraft bei dem Hinabsteigen in das Erdinnere zu
messen. Diese Verminderung erscheint theoretisch deshalb be-
griindet, weil trotz der Anndherung an den Erdmittelpunkt die
Anziehung eines Teiles der Erde in Wegfall kommt. Aus der
Verminderung a6t sich aber wieder die Gravitationskonstante er-
mitteln. Auf diese Weise bestimmte beispielsweise Airy 1856 durch
Versuche in einem Schachte eines Kohlenbergwerkes die Erddichte
zZu 6,5%%%¥), :

Eine umgekehrte Methode besteht darin, die Schwingungsdauer
eines Pendels am Fulle und am Gipfel eines Berges miteinander
zu vergleichen; doch gibt auch diese Methode leine genauen Wertet).

§ 94. Der Wert der Gravitationskonstante,
Als die exaktesten Bestimmungen der Gravitationskonstante
sind unter den bisher angefithrten wohl die folgendentt) anzusehen:

. Gravitations-

Erddichte konstante mal 108
Boys . . . . . . . . . BB27 6,668
Braun . . . . . . . . B5,B27 6,658
Poynting . . 5,493 6,698
Richarz und Kngar—Menzel 5,8050 6,685

*) Denkschr. d. Wiener Akad. 22, 1864, S. 41— 88,
*%) Washington, Bull. Phil. Soc. 12, 1895, 8. 369-—395.

*#%) Tond. Trans. 1856, 8. 297—352. ~— In grofler Zahl wurden Mes-
sungen nach diesem Prinzip von Sterneck aunsgefiibrt (Wiener Ber, 108,
2a, 8. 697—7686).

1) Derartige Messungen wurden ausgefiibrt w. a. von Carlini am
Mont Cenis (Milano Effem. 1824), von Mendenhall am Fusijama in Japan
(Amer. Journ. of Science 21, 1881, 8, 99—103), von E. D. Preston
auf den Hawai-Inseln (Washington, Bull, Phil. Soe. 12, 1895, 8. 869
bis 395). — Bemerkenswert ist auch eine von A. Belget voxg@schlagene
Methode, die auf einer kiinstlichen Anderung des Wertes der Konstanten
g durch Ablassen eines Sees beruht.

+4) Der etwas abweichende Wert, der sich aus Wilsings Messungen
ergab (5,577 fiir die Erddichte und daher 6,696 fiir die Gravitations-
konstante) wird deshalb nicht beriicksichtigt, well Wilsings Methode von
keinem zweiten Beobachter verwendet wurde, es daher an einer Kontrolle
fehlt, vielleicht auch nicht beriicksichtigte erdmagnetische Einfliisse die
Ursache der Abweichung waren.
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Zumal da die Messungen von Richarz und Krigar-Menzel
mit einer ganz besonderen Genauigkeit durchgefiihrt sind, kann
wohl als der wahrscheinlichste Wert fiir die Gravitationskonstante

f=668.10—8g—tcmdsec—2 (118)
mit einer Fehlergrenze von etwa 3 pro Mille gelten.

Zehntes Kapitel.
Die irdische Schwerkraft.

§ 95. Die Abhiingigkeit der Schwere von der geogra-
phischen Breite.

Dafl die Fallbeschleunigung von der geographischen
Breite abhingen muB, folgt, wie schon in einem fritheren Ab-
schnitt (§ 80) ausgefithrt wurde, aus zwei Tatsachen, die beide eine
TFolge der Erdrotation sind: einerseits aus der Existenz einer
Zentrifugalbeschleunigung, die der Anziehung der Erde teil-
weise entgegenwirkt; andererseits aus der Abplattung der Erde,
die sich ebenfalls als Folge ihrer Rotation (gem&B dem schon in
Tig. 94 dargestellten Experiment) erweist.

Nun ist nach Gl 100 die Zentrifugal- F\z%{
beschleunigung gleich 3,368cos ) - cmsee™ 2,
wenn mit 1 dic geographische Breite be-
zeichnet wird. Da die der Aquatorialebene
parallele Richtung der Zentrifugalbeschleu-
nigung mit der zum Erdmittelpunkt weisen-
den Vertikalrichtung (PO in Tig. 111) eben-
falls den Winkel v einschlie3t, so ist die v
der Schwerkraft entgegenwirkende Kompo-
nente der Zentrifugalkraft gleich dem Pro-
dukt aus dieser und cos 1p; von der geringfiigigen Rlchtungsvelschle—
denheit, die zwischen der Vertikalrichtung und der Resultierenden
aus Attraktion und Zentrifugalliraft besteht, konnen wir dabei
absehen.,

Bezeichnen wir mit g* den Wert, den die Tallbeschleunigung
am Agquator hitte, wenn die Erde nicht rotieren wiirde, so miilite
danach, wemn die Krde eine vollkommene Kugelgestalt hatte,
der beobachtbare Wert der Fallbeschleunigung durch die Be-
ziehung gegeben sein : '

g = g* — cos?y - 3,368 . cm sec—2. (119)

Bisher wurde jedoch noch nicht der Einflu} der Erdabplattung

S
ot

Fig. 111,
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beriicksichtigt, Wie aus genauen geodétischen Messungen bekannt
isgt, betrigt die Abplattung ungefdhr Y/sqq; d. h. der Unterschied der
Langen eines #quatorialen Durchmessers und der Erdachse betriigh
1/59s des Durchmessers. In erster Anngherung kann man diec Ab-
weichungen der Erde von der Kugelgestalt beschreiben, indem man
die Erde als ein derart abgeplattetes Rotationsellipsoid ansielt,
bei dem man weder eine Abweichung des Aquators von der Kreis-
form noch auch irgendwelche Anomalien der Massenverteilung wm
die Erdachse annimmt.

Wahrend nun ein kugelformiger Korper nach auflen immer so
wirkt, als ob seine ganze Masse im Mittelpunkt vereinigh wire, gelten
viel kompliziertere Beziehungen fiir die von einem Rotationsellipsoid
ausgeiibte Anziehungskraft. Doch erweist sich diese alg von dem
Quadrat des Kosinus der geographischen Breite abhingig, und sotzt
man im begonderen die Abplattung gleich /544, so filhren die vecht
komplizierten allgemeinen Formeln zu der néherungsweise giiltigen
Gleichung

* e g¥ (1 — ?)“51“()‘ cos? (/:); (120)
dabei ist mit gf die Beschleunigung der reinen CGravitation am
Aquator bezeichnet.
Kombinieren wir die letzte Gleichung mit der GL 119, so finden
wir
g == g*{1 — 0,0026 cos? y). (121)
Auf Grund der tatsiichlichen Messungsergebnisse konnte hicraus
Helmert*) die empirisch sehr gut bestiatigte Formel ableiten
g = 978,00(1 + 0,006 310 sin2 ). (122)
Die beobachtbaren Werte der Fallbeschleunigung liegen demnach
zwischen 978,00 und 983,19 cm sec—2. Im iibrigen miissen aber dic
unmittelbar gemessenen Werte stets erst auf dag Meoresniveau
reduziert werden. Dies geschieht am einfachsten mittels der leicht
ableitbaren N#herungsformel
2H 3 1()' 1']' Is
el N AN 123
R 8 2 Jm R £ ( )
Dabei bedeutet g’ den auf das Meeresniveau reduzierten, g den be-

obachteten Wert der Fallbeschleunigung, H die Erhebung tiber das
Meeresniveau, R den Erdradius, 3, die mittlere Erddichte und ¥ dio

g =g

*) Vgl. zahlreiche Abhandlungen in den Vertffentlichungen des preuli-
schen geod#tischen Instituts.
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Dichte der Substanz, die sich iiber den Meeresspiegel erhebt.
Nimmt man als Langeneinheit das Meter, so ergibt sich derart die
Naherungsformel*)

g =g +40,000003078 - H — 0,000000412 . H .9, (124)

§ 96. Die Lotrichtung.

Infolge des Hinzukommens der Zentrifugalkraft zu der
reinen Gravitation und infolge der Abweichung der Erde von der
Kugelgestalt fillt die empirisch festgestellte Lotrichtung nicht
villig zusammen mit der durch astronomische Messungen ermittel-
baren Richtung, die zu dem Erdmittelpunkt weist. Der Unter-
schied beider Richtungen wird als die Lotabweichung bezeichnet.

Ebenso wie der Betrag der Fallbeschleunigung variiert natiir-
lich auch die Lotabweichung mit der geographischen Breite, und
itberdies unterliegt sie auch zabllosen lokalen Einfliissen infolge
des Vorhandenseins von Bergen und unterirdischen Dichteanomalien,

Zur Bestimmung der Lotrichtung bedient man sich, wenn es
gich nicht um besonders feine Messungen handelt, einfach eines Lotes
oder einer Libelle. Iiir feinere Messungen wird hingegen ein Hori-
zontalpendel verwendet. Bei gentigend grofler Schwingungsdauer
kann ndmlich die Empfindlichkeit des Pendels derart gesteigert
werden, daB damit auf Grund von beobachteten Anderungen der
Sehwingungsdauer Verschiedenheiten in der Lotrichtung, die weniger
als den tausendsten Teil einer Bogensekunde betragen, glelchwohl
noch sicher festgestellt werden konnen.

Beobachtungen, die derart Rebeur (von etwa 1890 an) anstellte,
liefenn deutlich eine durch den Mond verursachte periodische
Anderung der Lotrichtung erkennen**), die wesensverwandt ist
mit dem bekannten, spiter nither zu erdrternden Phinomen von Ebbe
und Flut, Die Messungen der Lotrichtungsschwankungen haben
tibrigens auch Schliisse iiber die Starrheit des Hrdkorpers ermoglicht.

§ 97. Dic Abhanglgkelt der Schwere von der Bewegungs-
richtung.

Wie schon erwithnt wurde, stellt die beobachtbare Schwerkraft
die Resultierende aus der reinen Gravitation und einer durch die
Brdrotation verursachten Zentrifugalkraft dar; andererseits kann
aber diese Zentrifugalkvaft gesteigert oder vermindert werden, je
nachdem ob der betreffende Koérper ostwirts oder westwirts be-

*) Vgl hierzu J. B. Messerschmitt, Die Schwerebestimmung an der
" Erdoberfliche (Sammlung ,,Dmessenschaft“ Bd. 27, Braunschweig, Vieweg,

1908).
##) Vgl Grerland, Beitriige zur Geophysik, Bd. IT und IIL
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wegt wird. Es ergibt sich somit die bemerkenswerte Folgerung, daf}
eine ostwirts gerichtete Bewegung das Gewicht eines Kérpers
vermindert, dall hingegen eine westwirts erfolgende Bewegung
das Korpergewicht vermehrt.

Auf diese merkwiirdige Folgerung der Theorie als mogliche Quelle
von Beobachtungsfehlern hat zuerst E6tvos aufmerksam gemacht,
und auf seine Veranlassung hat im Jahre 1909 Hecker diesheziigliche
Versuche im Schwarzen Meer ausgefiihrt; die Messungen der Schwere
wurden gleichzeitig auf zwei Schiffen vorgenommen, die in ent-
gegengesetzten Richtungen nach Westen und Osten fuhren. Die
Messungsergebnisse von Hecker bestitigten in der Tat die theo-
retische Irkenntnis®*).

§ 98. Das Schwerevariometer von Eotvds.

Als der empfindlichste Apparat zur Untersuchung der lokalen
Variationen der Schwere mull zurzeit wohl das von Eétvios
im Jahre 1896 erfundene
Schwerevariometer an-
gesehen werden; es stellt
eine Kombination eines
Horizontalpendels mit
einer Jollyschen Wage
dar; das eine Ende des hori~
zontalen Balkens tragt ndm-
lich nicht unmittelbar das
zweite Gewicht, sondern die-
ses héngt an einem langeren
Faden hinab,

DasPrinzip derEGtvos-
schen Drehwage ist aus
deren in Fig. 112 wieder-
gegebenem Querschnitt er-
sichtlich. Der Draht, an dem
der Balken hangt, wird bei
diesem Instrument aus einer
Platin - Iridium - Legierung
und in der Dicke von etwa
0,04 mm gewihlt. Der Bal-

A 43 , {m ken besteht aus Aluminium;
Fig. 112. Das Schwerevariometer von Edtvés. er trigh an dem einen Ende

*} 8. Verodffentlichungen des Zentralbiiros der internationalen Erd-
messung. Neue Folge, Nr. 20, Berlin 1910.
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eine Platinplatte, an dem anderen Ende hingt ein ungefihr 30 g
wiegender Platinstab an einem diinnen Metallfaden hinab. Die
Torsion wird in geeigneter Weise mittels eines Spiegels abgelesen.
Zum Schutz gegen Luftstromungen, rasche Temperaturinderungen
und elektrische Einwirkungen ist das Gehinge in ein dreifaches
Messinggehiuse eingeschlossen, dessen Wiande einige Millimeter dick
sind.

Wie theoretische Uberlegungen zeigen, ermoglicht die einfache
Versuchsanordnung von E&tvés die Bestimmung des Gradien-
ten*) der Schwerkraft in der Horizontalebene, wihrend
mittels der Jollyschen Wage nur die Anderung der Schwerkraft
in vertikaler Richtung gemessen werden kann®*). Mittels der
Eo6tvosschen Drehwage kann fir jede beliebige horizontale Rich-
tung (also z. B. die Stid-Nord- oder die West-Ost-Richtung) die Zu-
nahme des Wertes der Fallbeschleunigung pro Zentimeter ermittelt
werden. Die Richtung des Gradienten ist die der stirksten Ande-
rung. In absolutem Maf sind die Werte des Gradienten auch bei
starker lokaler Anderung doch nur von der GréBenordnung von
10—9; die entsprechenden Anderungen der Lotrichtung hetragen
hochstens einige Bogensekunden. Im iibrigen 148t sich mittels des
Schwerevariometers eine derartige Messungsgenauigkeit erzielen,
dafl bei geeigneter Versuchsanordnung damit beispielsweise die
Masse eines 11/, m vom Apparate entfernten Menschen infolge der
von ihm ausgeiibten Anziehung mit einer Genauigkeit bis zu etwa
19, gemessen werden kann*¥*),

*} Wegen des Begriffs des Gradienten vgl. § 33.

*%) Verschiedenheit in horizontaler Richtung kann allerdings auch mittels
eines Pendels gemessen werden, aber nur bei gréferem Abstand der beiden
Versuchsorte. .

*#%) AuBer dem Gradienten in der Horizontalebene und der Anderung
der Schwerkraft in vertikaler Richtung konnen mittels des Eotvdsschen
Variometers iibrigens noch zwel in geodiitischer Hinsicht sehr wichtige
Grofen bestimmt werden. 'Wird das Potential der Schwerkraft mit V be-
zeichnet, und liegen die x~ und y-~Achse eines Koordinaten-Achsenkreuzes
in einer horizontalen Ebene, so sind die beiden Groflen durch die beiden

N A EAY LERY
Ausdriicke gegeben: Froii e —b_x—B_;
sich iibrigens auch dann, wenn die beiden Massen des Apparates in gleicher
Hithe angebracht sind, es sich also nur um eine verfeinerte Drehwage han-
delt. Die heiden angegebenen, in geoditischer Hinsicht wichtigen Aus-
driicke bestimmen die Abweichung der Kriimmung der Niveaufliche von
der Kugelfliche und die Richtung der sogenannten Haupthriimmung dieser
Niveaufiiiche.

- Diese beiden Werte ergeben
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§ 99. Die unterirdischen Stirungen.

Ist innerhalb eines Gebietes fiir eine geniigend grofle Zahl von
Plitzen Betrag und Richtung des Schweregradienten ermittelt, so
1aBt sich auf einer Karte des hetreffenden Gebietes ein Netz von
Kurven gleicher Schwere konstruieren. Eine Kontrolle ist
dabei auch durch direkte Pendelbeobachtungen moglich, die natiir-
lich fiir zwei verschiedene Orte dieselbe Schweredifferenz ergeben
miissen wie die Berechnung aus den gemessenen Werten des Schwere-
gradienten.

In die Karten, die die Schwerevariationen darstellen sollen,
werden allerdings nicht die unmittelbar beobachteten Gravitations-
variationen eingetragen, sondern es werden von diesen zunichst
einmal die Terraineinfliisse (im engeren Sinn) in Abzug gebracht,
die von den in der Niahe des Beobachtungsortes etwa befindlichen.
Graben oder Dammen usw. herrithren. Nachdem aus den Messungen
diese Terrainstérungen ausgeschaltet sind, ertibrigen die sogenannten
topographischen Werte; von ihnen werden weiterhin die so-
genannten kartographischen Einfliisse abgezogen, die von den
sichtbaren oherirdischen Stérungsquellen, vor allem also von Bergen,
herrithren, und die auf Grund der Landkarten berechnet werden
kénnen. Werden auch diese Einfliisse aus den Messungsergebnissen
ausgeschaltet, so bleiben endlich die sogenannten unterirdischen
oder subterranen Stérungswerte librig. Dementsprechend lassen
sich die Gradienten der durch unterirdische Storungen hervorgerufe-
nen Schwerevariationen konstruieren und andererseits die soge-
nanunten Isogammen, die diejenigen Punkte miteinander verbinden,
zwischen denen keine durch subterrane Einfliisse verursachten
Schweredifferenzen bestehen; die Isogammen sind also die Kurven
gleicher Schwerkraft, wenn von allen Terrain- und kartographischen
Stérungen abstrahiert wird.

Die Isogammenkarten sind von besonderem geologischem und
seismologischem Interesse und lkénnen wohl auch von praktischer
Bedeutung bei Probebohrungen (nach Salz, Petroleum, Erzen usw.)
sein. In Fig. 113ist als ein Beispiel eine von Mitarbeitern von E6tvés
(vor allem Pekér) aufgenommene Isogammenkarte der Umgebung
von Kecskemét in Ungarn wiedergegeben*). Die eingezeichneten
kurzen Pfeile stellen durch ihre Linge und Richtung die Gradienten
der subterranen Stérungen nach Betrag, Richtung und Richtungs-

*) Vgl. D. Pékz‘ur, Die geophysikalischen Messangen des Barons
Roland v. E6tvés in ,Naturwissenschaften® 7, 1919, S. 149—159,
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sinn dar. Die Isogammen entsprechen im absoluten (g-cm-sec-)
System den Werten zwischen 0,022 und 0,040. Die groBten unter-
irdischen Massen liegen offenbar, wie die Karte erkennen 1a8t, im
Umkreis des Gebietes der 40-Isogamme. Aus der Karte 1aBt sich
der vom geologischen wie seismologischem Standpunkt aus hochst
interessante Schlufl ziehen, daf sich in der Gegend von Kecskemét
unterirdisch ein Ringgebirge (nach Analogie der Mondkrater) be-
finden muB, womit auch die in dieser Gegend wahrnehmbaren Erd-
beben zusammenhéngen diirften.

Lajosmizse ¢, : Nagykérds

20

Q 1.2 3 & 5Kilometer
[ =]
MaBsiab der Gradienten:

-8
ﬁ\ 0 10 20 30 w0 50 1070CES
Wertabstand der Isqgammen; 6007 C6S

Fig. 113. Beispiel einer Isogammen-Karte.
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§ 100. Die rotierende Wage.

Um die bereits besprochene Abhéingigkeit der Schwere von der
Bewegungsrichtung exakt nachzuweisen, bediente sich Eodtvos
einer sehr empfindlichen rotierenden Wage, wie sie durch Fig. 114
dargestellt ist. An ihren beiden Armen sind statt der Schalen grofere
Gewichte befestigt. Die Wage steht auf einer drehbaren Unterlage,
die durch ein Uhrwerk in gleichm#fBige Rotation versetzt wird. Ist
dies der Fall, so muB} der sich westwirts bewegende Arm schwerer,
der sich ostwirts bewegende hingegen leichter werden. Die Folge
hiervon ist, daBl die Wage in langsame Schwingungen gerit, die
Fotvos durch Resonanz derart zu verstirken wuBte, dafB sie mit’
Hilfe eines kleinen Spiegels gemessen werden konnten. Durch ge-
schickte Kompensation mit dem Erdmagnetismus konnte Eétvds
die MeBgenauigkeit noch auBerordentlich steigern, so dafl er aus

Handbuch der Experimentalphysik. Haas, 10
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dem Versuche sogar die Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde be-
rechnen konnte*). So stellt der von E6tves an der rotierenden
Wage angestellte Versuch einen von dem Foucaultschen Pendel-
versuch unabhéingigen experimentellen Beweis fiir die Ach-
sendrehung der Erde dar,

SRR S L

Fig. 114. Die rotierende Wage,

§ 101. Die Proportionalititsversuche von Edtvis.:

Die Methoden, deren sich otvs bei seinen Schweremessungen
bediente, ermoglichten ihm auch einen auBerordentlich genauen
experimentellen Nachweis der schon besprochenen Proportio-
nalitdt oder, wie man bei geeignetem MaBsystem auch sagen

*) Vgl hierzu D, Pekdr, Baron Roland v. Botvis’ wissenschaft-
liche Laufbaln in ,Naturwissenschaften'* 7, 1919, S, 387391,
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kann, der Identitdt zwischen gravitierender und triger
Masse.

Die tatséchlich mefibare Schwerkraft ist ja, wie schon wiederholt
erwahnt wurde, die Resultierende aus der reinen Gravitation, die
der gravitierenden, und aus der Fliehkraft, die der trigen Masse
proportional ist. Wenn nun andererseits nicht genaue universelle
Proportionalitit zwischen gravitierender und triger Masse bestiinde,
so miilte fir verschieden beschaffene Korper die Schwerkraft
auch an derselben Stelle eine verschiedene Richtung haben.
Eotvis befestigte darum an den Enden des horizontalen Balkens
einer Drehwage zwei Korper aus verschiedenem Stoffe, beispiels-
weise an dem einen Ende eine Messingkugel und an dem anderen
Ende eine Kugel aus Glas oder Kork, und so fort. Er stellte so-
dann den Balken normal zum Meridian ein. Wenn die Richtung
der Schwerkraft fiir die beiden Kugeln irgendwie verschieden ge-
wesen wére, hitbe daraus jedenfalls ein Drehmoment resultieren
miissen, das eine Torsion des Aufhéingedrahtes zur Folge gehabt
hitte. Bei einer Drehung des Apparates um 180° hétte diese Tor-
sion jedenfalls erkennbar werden miissen.

Bei Versuchen, die E6tv6s im Jahre 1890 anstellte, war die
Versuchsanordnung bereits derart vollkommen, daf eine Ver-
schiedenheit der trigen Massen um nur /54 400000 bel gleicher schwerer
Masse eine erkennbare Abweichung von einer Bogenminute in der
Binstellung des Balkens zur Folge gehabt hitte. Gleichwohl war
keine Abweichung festzustellen. Spater hat E6tvds seine Methode
derart verbessert, daB auch noch eine zehnmal kleinere Massen-
verschiedenheit hitte offenbar werden mtissen. Durch die Ver-
suche von Eotvos erscheint somit der Satz von der Identitat
der trigen und der gravitierenden Masse bis auf den hundert-
milliongten Teil experimentell bewiesen.

Elftes Kapitel.

Die Bewegung von Massensystemen.

§ 102. Die Erhaltung des Schwerpunktes und der ge-
samten Bewegungsgrife.

Wie schon bei der Besprechung der allgemeinen dynamischen
Prinzipe (in § 38) dargelegt wurde, gilt fiir jedes System von Korpern,
das nur der Binwirkung innerer Krafte unterliegt, der Satz von
der Erhaltung der vektoriellen Summe der gesamten Be-
wegungsgréBe, und aus diesem Satze folgt wiederum, daB der

10*
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Schwerpunkt des Systems durch die alleinige Einwirkung innerer
Krifte keine Lagendnderung erfahren kann.

Das einfachste Beispiel fiiv die Geltung dieses Satzes stellt ein
System von zwei Korpern dar, deren Bewegungen in derselben
Geraden erfolgen. Erteilt der eine Korper, dessen Masse m; sei,
dem anderen Koérper von der Masse m, die Geschwindigkeit vy,
so mull er selbst in entgegengesetzter Richtung eine Ge-
schwindigkeit v, annehmen, die durch die Gleichung bestimmt ist

my vy ~}- My vy = 0. (125)
Durch diese Beziehung erkldrt sich die bekannte Krscheinung
des Riickstofies, die an abgefeuerten Geschiitzen beobachtet
wird. Bezeichnen wir mit B die bei der Abfeuerung gewonnene
Energie, so ist
' E=im,v}+ {m,v}. (126)
Die Verbindung dieser Gleichung mit der vorhergegangenen ergibt
fir die Geschwindigkeit v, des RiickstoBes und die Geschoflge-
schwindigkeit v, die Formeln

) 0y g
v, = V A,AA_’}L_T , ¥y == V_‘Enjllﬁ, ) (127)
m,m, —-mj; My Iy~ m3

Die Erscheinung des RiickstoBes kann leicht mittels einer Spiel-
kanone demonstriert werden, die auf Ridern liuft.

Fig. 115. Die Erhaltung des Schwerpunkts.

Sehr schon 148t sich nach Mach*) der Satz von der Erhaltung des
Schwerpunkts experimentell mittels eines Tlektromotors wvor-
anschaulichen, der auf cinem auf Ridern beweglichen Gestell an-
gebracht ist (Fig. 115). Wenn in der Spule AB der Eisenkern C nach
rechts riickt, so bewegt sich das Gestell nach links und umgekehrt,

*) Die Mechanik in ibrer Entwicklung.
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Ist der Motor in Gang, so fithrt daher das Gestell oszillierende Be-
wegungen aus. Durch geeignete Bewegungen entsprechend an-
gebrachter und mit dem Motor verbundener Massen lassen sich
indessen diese Oszillationen ausgleichen. Die ausgleichenden Be-
wegungen miissen hierzu nur so beschaffen sein, daf die durch sie
bedingten Anderungen der Bewegungsgrofie stets entgegengesetzt
gleich sind den Impulsinderungen, die durch die Bewegung des
Eisenkerns hervorgerufen werden. Bei dem in Fig. 115 dargestellten
Versuch 146t sich beispielsweise ein derartiger Ausgleich durch ein
an dem Schwungrad (R) angebrachtes Laufgewicht (a) erreichen.

Durch den Schwerpunktsatz erklirt sich auch die bekannte
Erscheinung, dafl ein auf einer Wage stehender Mensch die Angabe.
seines Gewichtes vergroflern oder verkleinern kann, je nachdem,
ob er sich wihrend der Wagung in die Hohe reckt oder aber sich
niederduckt. Der Sinn des Satzes von der Erhaltung des Schwer-
punkts 1Bt sich nach Mach auch durch die folgenden Beispiele
veranschaulichen, die allerdings nur Gedankenexperimenten ent-
sprechen. Denken wir uns frei im Weltenraum ein Tier, so kann
dieses nicht von seiner Stelle riicken; denn wenn es einen Teil seines
Kérpers etwa nach rechts streckt, so mufl nach dem Schwerpunktsatz
der Rest seines Korpers sofort nach links riicken. Zieht es den nach
rechts gestreckten Teil wieder zuriick, so erfolgt sofort auch eine
entgegengesetzte Bewegung nach rechts bei dem Rest des Kérpers. —
Denken wir uns (um ein anderes Beispiel anzufiihren) auf einem
Geleise einen mit dullerst geringer Reibung beweglichen und mit
Steinen gefiillten Waggon, so miilite, nach dem Schwerpunktsatz,
ein auf dem Waggon stehender Mann den Waggon dadurch in Be-
wegung setzen kionnen, daf er in entgegengesetzter Richtung Steine
fortschleudert. — Wenn eine Bombe platzt, so miifiten sich, wenn
vom Luftwiderstand und von Bewegungshindernissen abgesehen
wird, die Splitter jedenfally so bewegen, daf ihr Schwerpunkt eine
parabolische Bahn beschreibt.

§ 103. Die Erhaltung der Flichenmomente.

Wie nach dem Schwerpunktsatz in einem Zweikorpersystem jede
Bewegung des einen Korpers eine entgegengesetzte des anderen zur
Folge hat, so muB in einem golehen System nach dem Satz von der
Erhaltung der Flichenmomente sofort auch eine entgegen-
gesetzte Drehung bei dem einen Korper eintreten, wenn der
andere in Drehung versetzt wivd, :

Dies 146t sich sehr schon nach Mach mittels des schon erwihnten
Elektromotors demonstrieren. Man befestigt hierzu den Motor
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frei drebbar an einer vertikalen Achse, so daB das Schwungrad
horizontal ist (Fig. 116). Durch eine geeignete Anordnung ist dafiir
gesorgt, daB die den Strom zufiihrenden Dréhte die Rotationen

i "‘.
e

T

nicht behindern kinnen. Bindet man nun etwa den Motorkorper
mittels eines Fadens an dem Stativ fest, so nimmt man wahr, daB
der Faden sofort gespannt wird, wenn das Schwungrad zu rotieren
beginnt, Wird der Faden
durchgebrannt, so setzt
eine Rotation des Gestelles
ein, die derjenigen des
Schwungrads entgegenge-
setzt ist.

Ein sehr bekanntes Bei-
spiel flir die Geltung des
Flachensatzes stellen die
Reaktionsrider dar, Ein
solches ist in Tig. 117 dar-
gestellt. Driickt man den
Ballon zusammen, so strémt
Luft im Sinne der kiirzeren
Pfeile aus, wodurch dasg

Tig. 117. Reaktionsrad. ganze Riidchen im ent-
gegengesetzten Sinne, nim-
lich im Sinne des langen Pfeils, in Umdrehung gerit.

Recht instruktiv sind fiir das Verstiindnis des Tlichensatzes
einige Beispiele, die in der Form von Gedankenexperimenten Féppl
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angibt*). Wenn sich beispielsweise auf der Erde nur solche Eisen-
bahnziige und Schiffe auf der Fahrt befanden, die sich parallel zu
dem Aquator in der Richtung von West nach Ost bewegen, so miiite
dadurch die ebenfalls von West nach Ost erfolgende Rotation der
Erde verlangsamt, der Tag also verlingert werden. In dem Augen-
blick, in dem alle diese Eisenbahnziige und Schiffe plotzlich halten
wiirden, wiirde der Tag seine frithere, normale Dauer wicdererlangen.
Wiirden aber die Ziige und Schiffe nun durchwegs umkehren, sich
also insgesamt nunmehr von Osten nach Westen bewegen, so wiirde
der Tag verkiirzt werden. — Die Insassen eines Luftschiffs kénnten
dieses dadurch in eine andere Richtung drehen, dal sie selbst in
entgegengesetztem Sinn in der Gondel herumlaufen oder paarweise
tanzen, oder auch nur (um ein allerdings vom praktischen, nicht aber
vom theoretischen Standpunkte aus libertriebenes Beispiel zu geben)
Ringe um vertikal gehaltene Finger in einem Sinn drehen, der dem
der gewiinschten Drchung entgegengesetzt ist. Selbstverstindlich
wiirde diese Drehung auch erreicht werden, wenn um eine vertikale
Achse ein Rad in entgegengesetztem Sinne gedreht wiirde.

Eine alltigliche Anwendung des TFlichensatzes stellt es dar,
wenn ein Kind, das sich in einer Schaukel befindet, diese dadurch
in Schwingungen versetzt, dafl es sich an den Aufhiéngestricken
festhiilt, die Beine in horizontaler Richtung ausstreckt und den Ober-
korper nach hinten neigt, und dadurch sich selbst drehende Be-
wegungen erteilt, die als Reaktion eine entgegengesetzte Bewegung
der Schaukel hervorrufen.

Wihrend sich also ein Massensystem ohne Einwirkung &uflerer
Krifte nicht in Bewegung setzen kann (weil es die Lage seines
Schwerpunktes nicht zu verindern vermag), kann es sich anderer-
seits doch von selbst, nur vermittels innerer Kriifte, umdrehen.
Dieser wesentliche Unterschied, der bei der Anwendung des Schwer-
punkt- und des Flichensatzes wohl beachtet werden muf, ist bis
gegen das Ende des 19. Jahrhunderts fast immer {ibersehen worden,
und durch diesen Irrtum erklivt sich auch das groBe Interesse, das
man lange Zeit hindurch einem Problem zuwandte, das eigentlich
kein besonders schwieriges war. Es war dies das Problem der fallen-
den Katze.

Bs ist eine allgemein bekannte und auch in Sprichwortern aus-
gedriickte Erfahrungstatsache, dafl eine Katze, wie immer man sie
auch wirft, dennoch immer auf die Fiille f411t. Infolge des vor-

*} Vorlesungen #iber technische Mechanik, Bd. IV.
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bin erwdhnten Irrtums hatte man urspriinglich geglaubt, daB die
wihrend des Falles eintretende Drehung eine Folge eines Ab-
stoBes sein miisse. Zur experimentellen Entscheidung dieses Pro-
blems wurden auf Veranlassung der Pariser Akademie im Jahre 1894
ausgedehnte Versuche vorgenommen. Bei diesen (etwas grausamen)
Tierversuchen wurden Katzen mit den Beinen nach oben an
Schniiren aufgehingt. Die Schniire wurden sehr vorsichtig durch-
geschnitten, so daf jede Moglichkeit eines AbstoBes fehlte. Die
Katzen fielen in einen finsteren Raum, so daB sie bei Beginn des
Falles die Fallhdhe nicht kannten. Trotzdem kamen die Katzen
stets mit den FiiBen am Boden an. Durch diese Versuche (bei denen
iibrigens auch die wdhrend des Falles vorgenommenen Koérper-
bewegungen durch Momentphotographien ermittelt wurden) wurde
so einwandfrei experimentell erwiesen, dafi in der Tat innere Krifte
eine Drehung eines Massensystems herbeifithren konnen.

§ 104. Das Zweikorperproblem.

Wenn die inneren Krifte eines Massensystems Gravitations-
krifte sind, so gilt fiir ein solches System auBer den Sitzen von der
Erhaltung des Schwerpunkts und der Flachenmomente (nach § 38)
auch der Satz von der Erhaltung der Energie, weil ja die Gravi-
tationskrifte nicht nur Zentralkrifte sind, sondern auch in ihrem
Betrag nur von der Entfernung abhingen.

Das einfachste Beispiel eines derartigen Systems stellt eines dar,
das aus nur zwei Kdrpern besteht. Fiir die innere potentielle
Energie dieses Systems ergibt sich die Beziehung

11y My

V= —f2r (128)

wenn m die Masse, r die wechselseitige Entfernung und £ die Gravi-
tationskonstante ist. Der potentiellen Energie muBl dabei ein nega -
tives Vorzeichen gegeben werden, weil ja eine Verminderung der
Entfernung lebendige Kraft schafft, also die potentielle Energie
vermindert. Da die potentielle Energie aber der Entfernung um-
gekehrt proportional ist, kann sie nur dann mit abnehmender Ent-
fernung kleiner werden, wenn sie ein negatives Vorzeichen hat. Im
iibrigen kann man sich in GL 128 noch eine von r unabhingige,
unhestimmte, positive Konstante hinzugefiigt denken, so daf gleich-
wohl die potentielle Energie als solche positiv wird. Diese Konstante
stellt die potentielle Energie dar, die dem System zukommt, wenn
die beiden IX6rper unendlich weit voneinander entfernt sind. Der in
Gl. 128 fiir V angegebene Wert ist aber nichts anderes als die Arbeit,
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die aufgewendet werden muB, um die Entfernung der beiden ein-
ander anziehenden Kérper von der gegebenen Distanz r bis zu un-
endlichem Abstand zu vergrofBern.

' Unterliegt das System keinen in Betracht kommenden #uBeren
Kraften, so folgt aus dem Satz von der Erhaltung der Energie die
Konstanz der Summe aus potentieller und kinetischer Energie.
Haben also in einem bestimmten Augenblick die beiden Korper die
Entfernung r* und die Geschwindigkeiten v¥ und v}, so gilt fir
jeden beliebigen Augenblick die Beziehung

m, v & m,v3

g t—g —i0 =

#¢
m,m, m,v;? m,v,? m,m,

2—-|- 5 —f ek (129)

In Verbindung mit den Gleichungen, die durch den Schwerpunkt-
und den Flachensatz geliefert werden, geniigt diese Gleichung, um
die Bewegung der beiden Kérper zu bestimmen, sobald fiir irgend-
einen Augenblick die Lagen der beiden Korper und deren Geschwin-
digkeiten gegeben sind. Das sogenannte Zweikdrperproblem ist
derart stets mittels allgemeiner Methoden losbar.

Besonders einfach wird dag Zweikorperproblem, wenn die Masse
des einen Korpers derart iiber die Masse des anderen iiberwiegt,
dafl man fir die Zwecke der Bahnberechnung den Schwerpunkt des
aus den beiden Korpern gebildeten Systems mit dem groBeren
Ko&rper zusammenfallen lassen kann. Das Zweikorperproblem redu-
ziert sich dann auf das , Einkérperproblem®, nimlich auf die Frage,
wie sich ein Massenpunkt bewegt, der gegen einen festen Punkt mit
einer Kraft angezogen wird, die der Entfernung von diesem festen
Punkt im umgekehrt quadratischen Verhéltnis proportional ist.
DaB eine solche Bewegung in elliptischer Bahn erfolgen kann,
ist bereits bei der Besprechung der Keplerschen Gesetze dargelegt
worden. Theoretische Betrachtungen zeigen aber, daf auch mnoch
andere Bahnformen als elliptische moglich sind. Ganz allgemein ist
namlich die Bahn, die ein Kérper unter dem Einflusse einer der-
artigen Kraft beschreibt, ein Kegelschnitt; dieser kann aber im
allgemeinen ebensowohl wie eine Ellipse auch eine Hyperbel ode
als Grenzfall zwischen Ellipse und Hyperbel eine Parabel sein
Als Sonderfall der Ellipse ist wiederum der Kreis anzusehen.

Was fiir eine Bahn ein Massenpunkt einschligt, wenn er sich
(von weit kommend) dem Attraktionszentrum bis auf eine ge-
wisse Distanz gendhert hat, hingt von der Beziechung ab, in de
in dem betreffenden Augenblick die lebendige Kraft zu der poten-
tiellen Energie steht. Ist m die Masse des bewegten Korpers und v
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seine Geschwindigkeit in dem Augenblick, in dem er sich dem Attrak-
tionszentrum von der Masse M bis auf die Distanz r gendhert hat,
so wird die Bahn eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem
ob 1/, mv? kleiner, gleich oder grofer ist als {Mm/r. Im letzten
Fall (dem der hyperbolischen Bahn) tibertrifft die lebendige Kraft
die Arbeit, die erforderlich ist, um den Massenpunkt gegen die An-
ziehung bis in das Unendliche zu entfernen; im zweiten Fall (dem
der parabolischen Bahn) ist die lebendige Kraft dieser Arbeit eben
gleich, wahrend sie im ersten Fall (dem der elliptischen Bewegung)
fir die Verrichtung dieser Arbeit unzureichend ist.

§ 105. Das Dreikirperproblem.

Nur das Zweikorperproblem ist in seiner Allgemeinheit losbar.
Hingegen entsteht der Mechanik ein ungeheuer schwieriges und in
seiner Allgemeinheit iitberhaupt nicht gelostes Problem in dem so-
genannten Dreikérperproblem, ndmlich in der Frage, wie sich
drei Massenpunkte unter dem EinfluB8 ihrer wechselseitigen Anziehung
bewegen.

Damit dieses Problem allgemein losbar wire, miifiten aus den
Differentialgleichungen, die die Bewegung des Systems beschreiben,
6x 3 oder 18 Integrale mittels allgemeiner Methoden gewinnbar
sein; tatsichlich liefert aber der Schwerpunktsatz nur sechs Inte-
grale, der Flichensatz drei und der Energiesatz eines; insgesamt
ergeben demnach alle drei Sitze zusammen nur zehn Integrale,
also um acht zu wenig. Es sind alsonur angendherte Losungen
moglich, die sich stets nur auf spezielle Probleme bezichen.

Ein derartiger, einfacherer, aber gleichwohl noch immer vom
mathematischen Standpunkt aus ungeheuer schwieriger Spezial-
fall liegt bei dem sogenannten Stérungsproblem vor, nimlich
dann, wenn der Einflull eines Kéorpers B auf einen Korper A weit
iiber den Einflul} eines dritten Korpers C itberwiegt, so daf dann nur
die Storungen zu ermitteln sind, die die Bewegung des Korpers A
um den Korper B durch den Korper C erfahrt. Von Beispielen fiir
das Dreikérper- und das Stérungsproblem wird in dem nichsten
Kapitel noch eingehender die Rede sein.

Die potentielle Energie eines Dreikorper- und ganz all-
gemein eines Vielkorpersystems ergibt sich durch eine entsprechende
Verallgemeinerung der fritheren Gl 128, Besteht das System aus
n Massenpunkten, so gilt fiir seine innere potentielle Energie die
Formel

=
=]
1l
=

Eyl my g
_— : 130
g S > T (130)
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dabei ist jedoch die zweite Summierung (wie durch den Strich neben
dem Summenzeichen angedeutet ist) mit Ausschluf des Wertes
k = h vorzunehmen.

§ 106. Der elastische Stofi.

Wenn zwei Korper zusammenstoBen, so werden durch den
Stofl ihre Geschwindigkeiten im allgemeinen nach Betrag und
Richtung gedndert. Die Berechnung der Geschwindigkeiten nach
dem StoB ist im allgemeinen sehr schwierig, zumal nur bei dem
Zutreffen spezieller Eigentiimlichkeiten die zusammenstofienden
Korper wie Massenpunkte behandelt werden kénnen. Dies ist dann
moglich, wenn sich die Mittelpunkte zweier zusammenstoBender
Kugeln vor dem Stofe in derselben Geraden bewegen; der Stof
wird dann zentral und geradlinig genannt. '

Ein wichtiger Sonderfall eines derartigen StoBes liegt nun vor,
wenn durch den Stofl kein sichtbarer Verlust an Bewegungsenergie
entsteht, was dann zutrifft, wenn die zusammenstoBenden Korper
vollkommen elastisch sind. TFir einen solchen elastischen Sto
gilt demnach sowohl der Satz von der Erhaltung der gesamten
BewegungsgréBe als auch der von der Erhaltung der Energie.
Sind die Massen der beiden Korper m; und m, und sind ihre Ge-
schwindigkeiten vor dem Stofe v, und v,, nach dem StoBe hingegen
v; und v, (wobei die Geschwindigkeit in einer Richtung positiv und
in der entgegengesetzten negativ gerechnet werde), so miissen also
bei dem elastischen Stof3 die beiden Gleichungen erfiillt sein

m, vy +my vy == m, v, --m,V, (131)
und
m, v 4+ m, 7,2 =m, v] + m,v;. (132)

Indem wir diese Gleichungen nach v, und v, als Unbekannten
auflgsen, finden wir fiir die Geschwindigkeiten nach dem elastischen
Stofle

;o (my —my)v 4 2my v .
V) = o, Ty (133)
und
v, — (my —my)vy ++2myvy (134)
- my - My

Wenn im besonderen die beiden Massen gleich sind, so wird
V) = Vg, Vy = Vy; (135)
d. h. die beiden Kérper vertauschen dahn durch den elastischen
StoB ihre Geschwindigkeiten.
Von besonderem Interesse ist auch der Fall, dafi der aweite Korper
rubt und seine Masse derart iiber die des ersten Korpers iiberwiegt,
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daB diese daneben vernachlassigt werden kann. Dieser Fall liegt bei
dem StoBle einer Kugel gegen eine feste elastische Wand vor.
Aus den Gl 133 und 134 folgt dann 7

V= —v, vy =0 (136)

Von einer festen elastischen Wand wird also die elastische
Kugel ohne Anderung des Geschwindigkeitsbetrages zuriick-
geworfen.
Wenn die Kugel schief auf die ebene Wand auftrifft, so miissen
, , wir uns den Vektor ihrer Ge-
L - 2 schwindigkeit in zwei Kom-
ponenten zerlegt denken, in
eine Komponente parallel zur
Wandebene und in eine dazu
senkrechte Komponente. Die
erste Komponente wird durch
den Stof} nicht geiindert, die zweite wird umgekehrt. Infolgedessen
wird die Kugel derart zuriickgeworfen, daf ihre Bewegungsrichtung
vor und nach dem Stofl gleiche Winkel mit der Wandebene
einschlieBt (Fig. 118).

§ 107. Der unelastische Stof.

Das Gegenstiick zu dem vollkommen elastischen Sto8 stellt der-
jenige Spezialfall dar, bei dem sich zwei vollkommen weiche,
vollkommen unelastische Kérper nach dem Stof mit derselben
Geschwindigkeit bewegen. Nennen wir diese gemeinsame Ge-
schwindigkeit u, so ist nach dem Satze von der Erhaltung der ge-
samten BewegungsgrofBe

my vy = My Vo
R Ve T 197
, Bei dem unelastischen StoB tritt ein Verlust an lebendiger
Kraft ein (der in Wirme umgewandelt wird); er ist durch die Glei-
chung bestimmt

W= 4m, v} + fmyv3 — b(m, + m,)us. (138)

Aus den Gl 137 und 138 folgt somit

Fig. 118.

W=t (g e, 139

9 (m1 —+ m2) (Vl V..) ( )
Der Verlust an lebendiger Kraft hingt also nur von der Relativ-
geschwindigkeit ab, die die zusammenstoBenden Korper gegen-
einander aufweisen. Es ist dies im iibrigen eine notwendige Folge
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der Tatsache, daf dieser Verlust von dem Bezugssystem unabhingig
sein muB®*).

Die Gesetze des elastischen und des unelastischen StoBes sind
fiir den speziellen Fall, daf die Korper wie Massenpunkte behandelt
werden diirfen, in exak-
ter Weise zuerst von
Huygens (1669), teil-
weise bereits ein Jahr
vorher von Wallis und
Wren abgeleitet wor-
den**),

§ 108. Die Stof3-
maschine.

Zum experimen-
tellen Nachweis der
fiir den Stoll geltenden
GesetzméBigkeiten be-
dient man sich der von
Mariotte (1677) erson-
nenen Stol}- oder Per-
kussionsmaschine.
Sie besteht aus mehre-
ren Kugeln, die derart
an einem Gestell aufge-
hiingt sind, dal sie ein-
ander gegenseitig be-
rithren (Fig. 119). Die
Kugeln wahlt man
gleich grof3, hedient
sich aber daneben auch
bei manchen Versuchen noch einer kleineren oder groBeren. Zur
Untersuchung des elastischen StoBes verwendet man am besten
Kugeln aus Elfenbein.

Fig. 119. StoBmaschine.

*) Aus der (. 189 erhilt man mittels einer einfachen Umformung
den sogenannten Satz von Carnot, wonach der in Wirklichkeit bei dem
unelastischen StoB eintretende Verlust an lebendiger Kraft ebenso grof
ist wie die Summe der lebendigen Kriifte, die den beiden Bewegungen
vor dem Stofle relativ zu der nach dem StoB erfolgenden Bewegung zu-~
kommen.

#*) Binen Vorliufer hatten Huygens, Wallis und Wren iibrigens
bereits in Mareus Marei, dessen 1639 verdffentlichte Schrift ,,De pro-
portione motus® jedoch ziemlich unbeachtet blieb.
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Hebt man nun eine am Ende der Reihe befindliche Kugel bis zu
einer bestimmten Hohe, und 148t man sie dann (durch einen Kreis-
bogen) hinabfallen, so erteilt sie der néchsten Kugel einen Stof3 in
horizontaler Richtung. Da die Kugeln gleich grof} sind, so miissen
sie ihve Geschwindigkeiten tauschen, so
daf3 also die erste Kugel zur Ruhe
kommt. Derselbe Tausch erfolgt nun
aber auch zwischen der zweiten und
dritten Kugel. Die Folge davon ist, daf
gich der Stoll durch die Reihe fort-
pflanzt und, wie der Versuch zeigt,
sich die letzte Kugel bis zu dem Houi-
zontalniveau erhebt, von dem man die
erste Kugel fallen lie. Sind etwa sieben
Kugeln aufgehingt, so gehen am an-

Tig. 120. Schiefer toB. deren Ende eine, zwei oder drei Kugeln

in die Hohe, je nachdem, ob man eine
Kugel, oder zwei oder drei vereint fallen lafit. Die mittleren Kugeln
(tinf oder drei oder eine) bleiben jedoch stety in Ruhe. Natiivlich
lassen sich Stofiversuche auch mit blof zwel Ilugeln anstellen. Ver-
wendet man zwei weiche Tonkugeln, deren eine man hebt, so nimmt
man wahr, daf sich nach
dem Stof} beide mit hal-
ber Geschwindigkeit be-
wegen. Zum Nachweis
desReflexionsgesetzos bei
¥ dem schiefen elastischen
Tig. 121. Schicfor Stob, Stof bedient man sich
der in Fig. 120 darge-
stellten Vorrichtung oder zu genaueren Messungen des in Fig, 121
wiedergegebenen, mit einer Winkelskala versehenen Apparates.

§ 109. Das ballistische Pendel.

Die GesetzmiBigkeiten des unelastischen StoBes finden eine
wichtige Anwendung bei dem ballistischen Pendel, das der
Geschwindigkeitsmessung von Projektilen dient. Ts be-
steht aus einem als Pendel aufgehiingten, mit Sand geftillten Sack,
in den das Projektil geschossen wird, dessen Geschwindigkeit be-
stimmt werden soll. Zwischen dem Gescho und dem Sack kommt
es zu einem uneclastischen StoB; das Pendel erlangt die Geschwindig-
keit u, die durch Gl 137 bestimmt ist und die es bis zu einer Hohe h
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hebt, die mit der Geschwindigkeit u durch die bekannte Beziehung
verkntipft ist

uw="V2gh. (140)
Ist der maximale Ausschlag des Pendels von der Linge 1 durch
einen Winkel a gegeben, so ist andererseits (vgl. Fig. 122)

h = 1(1 — cosa) — 2lsin2(—g—) : (141)
Nennen wir die Schwingungsdauer des
Pendels 7, so ist andererseits nach Gl. 67 |,
- T
—_— . JA
Vig=¢g P (142)

Daher ist

T . (a
= g; sin (—g) . (143)

Derart 148t sich bei beobachteter Schwin-
gungsdauer aus der Amplitude die Gréfe
u berechnen, und mit ihr ist wiederum h
die zu bestimmende Projektilgeschwin-
digkeit v (weil die Masse des Geschosses
neben der des Pendels vernachlissigt
werden kann) nach Gl 137 durch die einfache Beziehung verkniipft

TFig, 122.

v="u. (144)

Das ballistische Pendel ist von Robbing im Jahre 1742 erfunden
worden.

Zwolites Kapitel.

Die Himmelsmechanik.

§ 110. Die Planctenbahnen.

Unter den beobachtbaren Bewegungsvorgingen verdienen die
Bewegungen der Himmelskdrper nicht nur wegen des gigan-
tischen MafBstabes, in dem diese von der Natur selbst ausgefiihrten
Experimente vor sich gehen, das grofite Interesse; sondern vor allem
auch deshalb, weil hier das vollige Fehlen feststellbarer Bewegungs-
hindernisse mit einer auBlerordentlichen MeBgenauigkeit vereint ist.
Unter den Himmelshewegungen waren es wiederum seit den frithe-
sten Zeiten vor allem die Bewegungen der Planeten, die die Auf-
merksamlkeit der Astronomen auf sich lenkten.

Withrend vom geozentrischen Standpunkt aus die exakte Be-
schreibung der Planetenbahnen ungeheuere Schwierigkeiten be-
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reitete, konnen vom heliozentrischen Standpunkt aus, wie
zuerst Copernicus (1543) zeigte, die Planetenbahnen in grober
Anndherung als um die Sonne bheschriehene Kreise angesehen
werden; mit grofierer Annitherung, wie spiter Kepley (1609) fand,
als Bllipsen, in deren einem Brennpunlkt sich die Sonne befindet.
Newton vermochte dann (wie schon in einem fritheren Abschnitt,
§ 86, erwihnt wurde) in der Tat zu beweisen, daf mit dem von ihm
~ aufgestellten Gravitationsgesetz die elliptische Gestalt der
Planetenbahnen in unmittelbarem Zusammenhang steht.

In bezug auf ein irgendwie gegebenes réumliches Koordinaten-
system erfordert die Festlegung einer elliptischen Bahn, die um die
Sonne als einen Brennpunkt beschrieben wird, fiinf Bestimmungs-
stiicke: zwei davon sind notwendig, um die Lage der Bahnebene
festzulegen (beispielsweise die Winkel, die eine auf der Ebene er-
richtete Normale mit der x- und der y-Achse einschlie3t, wodurch
auch der Winkel mit der z-Achse dann gegeben ist*); ferner sind
es die halbe groBe Achse, sodann die Exzentrizitdt und schlieBlich
der Winkel, den in der Bahnebene die Richtung der groBien Achse
mit einer gegebenen festen Richtung einschliefit. Sind diese fiinf
Bestimmungsstiicke bekannt, so braucht man nur noch als sechstes
etwa einen Zeitpunkt zu wissen, in dem sich der Planet in grofiter
Sonnennéhe, im sogenannten Perihel seiner Bahn, befand**); dann
kann man auf Grund der Keplerschen Gesetze fiir jede beliehige
Zeit den Ort des Planeten angeben***),

In Tab. VIII sind fiir die acht Planeten (fiir die schon in der
fritheren Tab, VI in § 86 die halben groBen Achsen und die Umlaufs-
zeiten angegeben wurden) die Exzentrizititen und die Nei-
gungen gegen die Ekliptik {die Bahn der Erdebene) zusammen-
gestelltT). Wie die Tabelle zeigt, sind sowohl die Exzentrizititen
als auch die Neigungen sehr gering.

¥) Dieser dritte Winkel ist ja durch die Beziehung gegeben, daf die
Summe der Quadrate der Kosinus der drei Winkel gleich Eins sein muf.
**) Das Perihel liegt natiirlich in der grofen Achse der Bahn.

##*) In der praktischen Astronomie wihlt man als die fiinf Be-
stimmungsstiicke einer Planetenbahn: Exzentrizitit, Parameter, Knoten-
linge, Neigung der Bahnebene gegen die Ekliptik und Abstand des
Perihels vom Knoten. Hierzu kommt noch, wenn auch die Bewegung be-
stimmnt werden soll, als sechstes ,,Bahnelement” die sogenannte Perihelzeit.

1) Die Exzentrizititen und Neigungen sind viel genauer bekannt, als
sie in Tab. VIII angegeben sind; doch erschien es fiir die Zwecke dieses
physikalischen und nicht astronomischen Buches itberfliissig, zu viel Dezi-
malstellen anzufiihren,
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Tabelle VIII. .

t Merkur ‘ Venus | Erde i Mars ‘ Jupiter | Saturn | Uranus bNeptun

Exzentrizitit .
Neigung

0,206

0,007 10,070,093 0,048 | 0,086 | 0,046 0,009
700

30247 {0,000 17617 | 1°187 | 2°807 | Q°467 | 17 47/

Die Lagen der Bahnen der vier sogenannten inneren Planeten
sind in Fig. 123 wiedergegeben, wihvend die Bahnen der dulBeren
Planeten um die Sonne in Fig.124 dargestellt sind. Die in Fig.124
bei jeder Bahn eingetragenen drei Kreise (je ein schwarzer, ein
schraffierter und ein leerer) geben Stellungen in Intervallen von je
einem Jahr an. Arars

Fig. 123. Die Bahnen der vier inneren Planeten,

Groflere Werte als bei den Planeten selbst nimmt die Exzen-
trizitit bei den ,,kleinen Planeten‘, den sogenannten Planetoiden,
an, deren Bahnen, von wenigen Ausnahmen abgesehen, zwischen
den Bahnen des Mars und des Jupiter liegen*). Es betragen die
Exzentrizititen**)

*) Die halben grofen Achsen der Planetoiden liegen zwischen 1,4 und
5,8 (auf die halbe grofle Achse der Erdbahn als Einheit bezogen), withrend
die halbe grofle Achse des Mars 1,62 und die des Jupiter 5,20 betriigt.
Die geringste Entfernung von der Sonne hat Bros, die grofte Priamus.
Die Umlaufszeiten der Planetoiden betragen meist zwischen 4. und b Jahren;
bei Eros ist sie aber nur 1,8, bei Priamus hingegen fiber 12 Jahre.

##) Val. Newecomb-Engelmann, Populire Astronomie, 6. Aunflage
(Leipzig 1921), S. 395.

Handbueh der Txperimentalphysil, Haas. 11
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zwischen 0,00 und 0,10 bei 248 Planetoiden

., 010 , 020, 372 .
. 0,20 ,, 0,30 , 164 .
., 030 , 040 ,, 23
., 040 , 050, 1 .,

23 0350 33 0360 32 2 kE]

Neptun

Mars

20 2
oLy .
&)
Q O e Tt
.

Yapzter

Saturi

Fig. 124, Bahnen der #uBeren Planeten sowie des Mars und der Erde,.
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Die groften Exzentrizititen (0,54 und 0,53) sind bei den Planetoiden
Albert (Nr. 719) und Alinda (Nr. 887) festgestellt, wihrend bei den
Planetoiden Nr. 330 und 398 die Exzentrizitit zu 0,00 bestimmb
wurde, bei diesen also eine Abweichung von der Kreisform nicht
erkennbar ist.

Was die Neigungen gegen die Ekliptik betrifft, so ergaben
sie sich

zwischen 0° und 8° bei 372 Planetoiden

» 8° ,, 16° ,, 333 »
2 ]‘60 2 240 33 83 ER]
k2] 240 2 320 3> 18 2
» o 32° ., 36° ,, 3 "

Die invariable Ebene, die man, wie Laplace gezeigt hat,
gemill dem Satze von der Erhaltung des gesamten Drehimpulses
im Sonnensystem annehmen muf}, weicht nur wenig von der
Ekliptik ab. Die beiden Ebenen sind gegeneinander um einen
Winkel von 3° 6’ geneigt*). Bemerkenswert ist schlieflich, da8
alle Planeten und Planctoiden denselben Umlaufssinn zeigen.

§ 111. Die Bahnbestimmung.

Sind die sechs astronomischen Bestimmungsstiicke einer Pla~
netenbahn gegeben, wie dies im vorhergehenden Abschnitt darge-
legt wurde, so ist es keine besonders schwierige mathematische Auf-
gabe, die Bewegung des Himmelskorpers, nimlich seine jeweilige
scheinbare Lage am Firmament vorauszuberechnen. Diese Aufgabe,
bei der die Vorausberechnung zunichst fiir die nichsten Tage er-
folgt, wird aly Ephemeridenproblem bezeichnet (nach dem
griechischen Worte Hemera = Tag). Dieses Problem wurde bereits
von Koepler vollstindig gelost.

Die Umkehrung des Ephemeridenproblems besteht in der
Aufgabe, die noch wnbekannten sechs Bahnelemente eines sich
wmn die Sonne hewegenden Himmelskorpers aus einer Reihe schein-
barer Orte am Firmament, die zu bestimmtben Zeiten beobachtet
wurden, zu berechnen. Der Sinn dieses Problems moge durch Fig. 125
veranschaulicht werden. Is seien E,, 16,, By die Stellungen der Erde
an drei aufeinanderfolgenden Tagen, etwa zu derselben Stunde, und
zwar zu den Zeiten, zu denen der Himmelskorper beobachtet wird,
dessen Bahn bestimmt werden soll. Die Beobachtungen ergeben die

*) Vom theoretischen Standpunkte aus ist es natiirlich richtiger, die
Neigungen gegen die unveriinderliche Ebene den Untersuchungen zu-
grunde zu legan.

11*
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Richtungen E,;A;, EsA, und EjzA, Tir die betreffenden Zeiten
stellen diese Geraden die Verbindungslinie zwischen der Erde und
dem Himmelskorper dar. Es entsteht nun die geometrische Auf-
gabe, einen Kegelschnitt um die Sonne (S) als Brennpunkt der-
art zu konstruieren, dal eine Bewegung, die in diesem Kegelschnitt
mit einer in bezug avf die Sonne konstanten Flachengeschwindigkeit
erfolgt, zu den gegebenen Beobachtungszeiten die drei vorhin er-
wahnten Geraden schueidet.

Wie die Theorie zeigt, ergeben in der Tat die drei Beobach-
tungen, die zu der Feststellung der
Richtungen der drei Geraden fithren,
in Verbindung mit den gegebenen
Beobachtungszeiten sechs Glei-
chungen, die als Unbekannte die
gesuchten sechs Bahnelemente ent-
halten. Allerdings sind die Glei-
chungen zu kompliziert, als daB
ihre direkte Auflosung moglich ware.
Die allgemeine Losung des Pro-
blems der Bahnbestimmung ist zu-
erst Gauss (1801) gelungen*). Von
aktueller Bedeutung wird das Pro-
blem der Bahnbestimmung, sooft
ein neuer Planetoid oder Komet entdeckt wird. In der Tat gab die
erste Entdeckung eines Planetoiden (die Entdeckung der Ceres in’
der ersten Nacht des 19, Jahrhunderts) Gauss den Anlafl zu der
Ausbildung seiner Methode, wodurch die Wiederauffindung des
der Beobachtung zunichst entschwundenen Planetoiden ermoglicht
wurde.

§ 112. Die astronomische Massenbestimmung.

Da sich gemaB dem dritten Keplerschen Gesetz um die Sonne
"die Planeten, um die meisten Planeten aber wieder Trabanten be-
wegen, s0 kénnen auf Grund dieses Gesetzes mit groBer Genauigkeit
die Massen der Sonne und der meisten Planeten untereinander
verglichen werden. Bezeichnen wir namlich fiir einen beliebigen
Planeten mit C das Verhiltnis zwischen der dritten Potenz seiner
halben groBlen Achse und dem Quadrate seiner Umlaufszeit und
mit ¢’ dasselbe Verhéltnis flir irgendeinen Trabanten eines be-

Fig. 125, Bahnbestimmung.

*) Fiir den speziellen, viel einfacheren Fall einer parabolischen
Bahn hat vor Gauss das Problem der Bahnbestimmung bereits Olbers
(1797) gelost. '
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stimmten Planeten, so gilt nach dem Newtonschen Gravitations-
gesetz die Beziehung (vgl. Gl. 111)

C:0C=m:m, (145)
wenn m die Masse der Sonne und m’ die des Planeten ist.

Aus den FErgebnissen eines fritheren Abschnitts (§87) wiirde
somit folgen, daB beispielsweise die Masse des Jupiters 1048mal
und die der Erde rund 330000 mal kleiner als die der Sonne ist.
Diese Werte sind allerdings ungenau; fiir eine genauere Berechnung
muf} beriicksichtigt werden, dafBl der Umlauf bei einem Zweikérper-
system nicht um den gréfleren Korper, sondern um den gemein-
samen Schwerpunkt erfolgt.

Aus der beohachtbaren Beschleunigung des freien Falls und der
experimentell ermittelten Gravitationskonstante 148t sich aber nun
(gemiB Gl. 115) die Masse der Brde in absolutem Mafl (etwa
in Grammen) bestimmen. Da auch die Brde einen Trabanten hat,
kann mit ihrer Masse die der Sonne und die der iibrigen Planeten
verglichen werden.

Auf die Masse der Trde bezogen, betrigt die Masse der Sonne
333 432; die Magsen der Planseten sind in demselben Ma®:

Merkur Venus Mars Jupiter Satuwrn Uranus Neptun
0,06 082 0,11 318,36 95,22 14,58 17,26

In absolutem Mafl, und zwar in Grammen, erhilt man diese Masgsen,
indem man sie mit der Zahl 6,0 - 1027 multipliziert, welche Zahl die
Masse der Erde in Grammen ausdriickt.

Die Maase der Trabanten kann unter Umstiinden ebenso wie die
von Merkur, Venus und den Planetoiden aus den spiter ndher zu
erdrternden Storungen berechnet werden, die sie in den Bewegungen
anderer Himmelskorper hervorrufen. So findet man (auf die Erde
alg Einheit bezogen) fiir die Masse des Erdmondes 0,0123; die Masse
des groBten Jupitermondes ist etwa doppelt so grofl, Bei denPlane-
toiden ist nur eine grobe Schitzung der Masse auf Grund von An-
nahmen fiber ihre Dimensionen moglich. Die Gesamtmasse aller
bekannten Planetoiden (mehr als 1000) diirfte nicht viel mehr als
den 1000. Teil der Brdmasse betragen; bei ihrer vielen diirfte der
Durchmesser nicht grofler sein als einige wenige Kilometer, ihve -
Oberfliche also nicht grofler als der Flidcheninhalt einer Grofistadt.

Auch bei solchen Fixsternen, die sich als Doppelsterne er-
" wiesen, konnte (wovon spiiter noch eingehender die Rede sein soll)
die Masse der beiden Komponentch berechnet werden. Es ist sehr
merkwiirdig, daf3 unter den Doppelsternen keiner gefunden wurde,
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dessen Gesamtmasse kleiner wire als drei Zehntel der Sonnenmasse,
aber auch keiner, dessen Masse die Sonnenmasse mehr als 50fach
iibertreffen wiirde.

Die Masse der Sonne ist auferordentlich grof gegeniiber der der
Planeten; selbst der groBte aller Planeten, der Jupiter, hat eine
1000mal kleinere Masse*). Irfolgedessen ist auch der Fehler be-
deutungslos, der dadurch begangen wird, daf man die Bewegung
der Planeten so behandelt, als ob sie num die Sonne erfolgen wiirde,
wiahrend tatsichlich diese Bewegung gemif3 den Keplerschen Ge-
setzen um den gemeinsamen Schwerpunkt der Sonne und des
betreffenden Planeten vor sich geht. Wie gering der dadurch ver-
ursachte Fehler ist, zeigt deutlich dasBeispiel des aus Sonne und Erde
zusammengesetzt gedachten Zweikorpersystems. Von dem gemein-
samen Schwerpunkt ist das Sonnenzentrum nur um 450km ent-
fernt; das ist nur der 3000. Teil des Sonnenhalbmessers.

§ 113. Die Storungen der Planetenbahnen.

Da die Gravitation eine universelle Eigenschaft aller Materie ist,
so wird ein jeder Planet ebenso wie von der Sonne auch von allen
iibrigen Planeten angezogen, wenn auch freilich die Wirkungen
dieser Anziehungen sehr gering sind im Vergleich zu der seitens
der Sonne ausgeiibten Attraktion. Die Folge davon ist, dafl die
Bahnelemente der Planetenellipsen dauernden Verinderungen
unterliegen, die wegen ihrer Langsamkeit als sikulare Stérungen
der Planetenbahnen bezeichnet werden.

Das Vorhandensein solcher Storungen ist bereits von Coper-
nicus und Kepler nachgewiesen worden, indem diese zeitgenossi-
sche Beobachtungen mit solchen des Ptolemaus verglichen und
dabei gewisse Verinderungen feststellten. Die Astronomen des
18. Jahrhunderts erkannten die Ursache dieser. Verdnderungen ganz
richtig in den Stérungen durch die anderen Planeten, und sie legten
sich begreiflicherweise die interessante Frage vor, ob diese Ver-
inderungen im Laufe der Jahrtausende nicht so betrichtlich werden
konnten, dall dadurch etwa eine vollige Verinderung des irdischen
Klimas herbeigefiihrt wiirde. Erst Laplace hat in exakter Weise
nachgewiesen, dal die sogenannten sékularen Stérungen perio-
dische Schwankungen darstellen, die innerhalb verh&ltnisméBig
enger Grenzen erfolgen, so daf} die Stabilitét des Planetensystems
durch diese Schwankungen iiberhaupt nicht gefilirdet wird.

*) Die vereinigten Massen aller Planeten betragen nur ungefithr i/;5,
der Sonnenmasse. Die Masse des Jupiter ist wiederum gréfler als die
aller anderen Planeten zusammengenommen,
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Wie Laplace nachwies, werden die grofien Achsen der Planeten-
bahnen durch die Stérungen nicht verindert; Schwankungen er-
fahren durch die Stérungen nur die Exzentrizitit und die Neigung
gegen die Ekliptik. Noch geringer sind iibrigens die Schwankungen,
wenn die Neigung statt auf die Ekliptik auf die invariable Ebene
des Sonnensystems bezogen wird. Die Grofie der Schwankungen
ist aus der Tab. IX ersichtlich.

Tabelle IX.
Die sitkularen Stirungen der Planetenbahnen.

Grenzen der Exzentrizityt | Orenzen der Neigung
gegen die invariable Ebene
Merkur . . 0,1215 0,2317 4° 447 9011/
Venus. . . 0,0000 - 0,0706 0° o/ 3016’
Erde . . . 0,0000 0,0694 0° 0 30 g6/
Mars . . . 00185 | 0,1897 ge o 5° 667
Jupiter . . 0,0255 -0,0608 0° 14/ 0”29/
Saturn . . 0,0124 0,0843 0047/ 1o 1/
Uranus . . 0,0118+ 0,0780 0° 54’ 10 7/
Neptun . . 00056 | 00145 00 34 0047/

Die Perioden dieser Schwankungen betragen zwischen 50 000
und 2 000 000 Jahren. Sie sind also durchwegs viel grofer als die
.Zeit, tber die sich die bisherigen astronomischen Beobachtungen
der Menschheit erstrecken, und es ist daher selbstverstindlich, daf
die alleinige Beobachtung bloB fortschreitende Anderungen erkennen
lassen kann; nur durch theoretische Uberlegungen konnte deren
periodischer Charakter offenbar werden. Im iibrigen entstehen die
periodischen Schwankungen durch Superposition von einzelnen
Schwankungen von verschiedener Periode; die Zahl dieser Schwan-
kungen kann wiederum als fibereinstimmend angenommen werden
mit der Zahl der als storend in Betracht kommenden Himmels-
korper.

Eine Folge der Storungen ist es auch, daf sich die Perihelien
der einzelnen Bahnen allmihlich die ganze Bahn entlang bewegen.

§ 114. Die Mondbewegung. :

Von grofer mechanischer Kompliziertheit erweist sich die Be-
wegung des Mondes, weil hierbei kein einfaches Stérungsproblem,
sondern dasallgemeinere und viel schwierigere Dreikdrperproblem
vorliegt. Denn die Anziehung, die die Sonne und die Erde auf den
Mond ausiiben, sind von derselben GroSenordnung. Wohl ist die
Entfernung des Mondes von der Sonne rund 390mal so groB wie
gein Abstand von der Erde; aber andererseits ist, wie schon erwihnt
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wurde, die Masse der Sonne 330000mal so grof wie die der Erde.
Gemif dem Gravitationsgesetz ergibt sich also die Wirkung der
Sonne auf den Mond rund doppelt so groB wie die der Erde. Infolge
dessen schwankt die Entfernung des Mondes von der Erde sehr
betrichtlich wihrend eines Umlaufs, nidmlich zwischen 357 000
und 407 000 km. '

Von groBem theoretischem Interesse ist die sogenannte siku-
lare Beschleunigung der Mondbewegung. Halley hatte
schon im Beginn des 18. Jahrhunderts, indem er Mitteilungen iiber
im Altertum beobachtete Mondfinsternisse mit neueren Beob-
achtungen verglich, eine derartige Akzeleration festgestellt. Als
Ursache hiervon erkannte Laplace (nachdem er lange vergebens
danach gesucht hatte) die frither erwahnte sikulare Verringerung
der Exzentrizitit der Erdbahn. Hieraus berechnete Laplace
eine Mondbeschleunigung von 10 Bogensekunden im Jahrhundert,
was mit den tatséchlichen Beobachtungen vollkommen iiberein-
zustimmen schien. Neuere Rechnungen ergaben aber fiir die durch
die Verminderung der Exzentrizitit der Erdbahn verursachte Mond-
beschleunigung nur 6"’ im Jahrhundert. Die Differenz von 4" ist
noch nicht in befriedigender Weise aufgeklirt.

§ 115. Ebbe und Flut.

Die Anziehung, die auf die Erde
QM ihr nichster Himmelskérper, der
! Mond, ausiibt, dullert sich deutlich
und in gewaltigem Malstab in dem
bekannten Phénomen wvon Ebbe
und Flut. Der Erklarung dieser Br-
i scheinung moge die Fig. 126 dienen.
Es stelle der schwarz ausgefillte
Kreis die feste Trde dar, die wir
uns der Einfachheit wegen tiberall
mit Meeren bedeckt denken (die
durch den schraffierten Ring ange-
deutet seien); der kleine Kreis M stelle
den Mond dar.

Nach dem Gravitationsgesetz muf3
die Anziehung auf der dem Monde
zugewendeten Seite jedenfalls stirker

g sein als auf der gegeniiberliegenden
L Seite. Dadurch zieht der Mond bei I
Fig. 126. Ebbe und Flut. sozusagen das Meer von der Erde,
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hingegen bei K die Erde vom Meere weg. Die Folge davon ist eine
Erhebung des Meeres {iber die Erdoberfliche an beiden Stellen (IH
und KIL). An beiden Stellen findet also Flut statt, hingegen tritt
Ebbe an den beiden Stellen ein, die in Fig. 126 mit F und G be-
zeichnet sind.

Da der Mond infolge seines Umlaufs um die Erde téaglich um
etwa 3/, Stunden spéter als an dem Vortag aufgeht, so rotiert in
bezug auf den Mond ein Punkt der Erde mit einer Periode von
ungefahr 243/, Stunden. Innerhalb dieser Periode tritt also fir
jeden Punkt der Meereskiiste zweimal Flut und zweimal Ebbe ein.
In den Aquatorialgegenden sind die Fluterscheinungen stirker als
in Gegenden hoherer Breite, weil der Umlauf des Mondes ungefahr
in der Aquatorialebene der Erde erfolgt. Im iibrigen hewirkt aber der
stérende Einflull der I{ontinente und Inseln eine Verzogerung, die
an manchen Orten viele Stunden betragen kann.

Ebenso wie der Mond bringt auch die Sonne eine Flut hervor;
allerdings entspricht diese einer Wirkung, die nur etwa 409, der
Flutwirkung des Mondes ausmacht. Zur Zeit des Neu- und des
Vollmondes vereinigen sich die Wirkungen von Mond und Sonne
und rufen derart die sogenannten Springfluten hervor, wihrend
im ersten und letzten Mondviertel die entgegengesetzte Wirkung
von Mond und Sonne in den sogenannten Nippfluten zu einer
Abschwichung der Fluterscheinung fithrt.

§ 116. Die Bewegung der Achillesgruppe.

Unter den zahllosen interessanten mechanischen Problemen, die
das Sonnensystem darbietet, ist besonders eines erwihnenswert,
zu dem die Beobachtung einiger kleiner Planeten fithrt, die von
der Sonne und dem Jupiter gleich weit entfernt sind. Diese
Planeten werden gewohnlich als die ,,Trojaner bezeichnet, weil sie
nach Helden des trojanischen Krieges benannt wurden (Achilles,
Patroklus, Hektor, Nestor, Priamus)¥).

Die Bewegung dieser Planeten bildet nimlich ein Beispiel fiir
einen Spezialfall des Dreikdrperproblems, der schon lange
vor der Entdeckung dieser Planeten von Lagrange in exalter
Weise gelost worden war., Dieser Spezialfall wird durch drei Massen-
punkte dargestellt, die sich in einer Ebene um den gemeinsamen
Schwerpunkt bewegen und zu irgendeiner Zeit gleiche Abstinde

*) Wihrend die halbe groBe Achse der Jupiterbahn (auf die Erdbahn
als Binheit bezogen) 5,20 ist, betragen die halben groflen Bahnachgen
von Achilles, Patroklus, Hektor, Nestor und Priamus 5,25; 5,18; b,25;
5,19 und 5,26.
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voneinander haben, also zu irgendeiner Zeit die Ecken eines gleich-
seitigen Dreiecks hilden.

Ist dies in einem Augenblick genau der Fall, so miissen, wie
Lagrange zeigte, die drei Korper dauernd diese gegenseitige
Lage beibehalten. Aber auch wenn dies in irgendeinem Awugenblick
nur angendhert der Fall ist, so miissen wenigstens, wie Lagrange
nachwies, die Koérper um die Eckpunkte des gleichseitigen Dreiecks
in einer periodischen Schwankung herumpendeln, also sogenannte
Librationen ausfithven. In der Tat zeigt die astronomische Be-
obachtung derartige Librationen bei den Planeten der Achilles-
gruppe. Aus der Theorie folgt beispielsweise, dafl der Unterschied der
mittleren tiglichen Bewegung von Jupiter und Achilles kleiner als
8" bleiben muB3, wihrend die derzeitigen Beobachtungen einen Unter-
schied von ungefihr 4'* ergeben.

§ 117. Die Bewegung der Saturntrabanten Titan und
Hyperion.

Ein sehr interessanter mechanischer Spezialfall erscheint
auch bei dem Dreikorpersystem verwirklicht, das wir uns aus dem
Saturn und zweien seiner Trabanten, ndmlich Titan und Hype-
rion, gebildet denken konnen. (Von den zehn Saturnmonden ist,
wenn die Zahlung in {iblicher Weise nach wachsendem Abstand von
dem Planeten vorgenommen wird, Titan der sechste und Hyperion
der achte.)

Das Merkwiirdige ist nun, dafl die Umlaufszeiten von Titan
und Hyperion in einem fast genau ganzzahligen Verhdltnis
zueinander stehen, indem Titan in derselben Zeit von 64 Tagen, in
der Hyperion drei Umliufe ausfithrt, deren vier vollendet*). In-
folgedessen findet alle 64 Tage cine sogenannte Konjunktion
zwischen den beiden Trabanten statt, d. h. in solchen Perioden
kommen sie einander am néchsten. Da aber das Verhaltnis der
Umlaunfszeiten etwas von 3/, abweicht, verschieben sich die Kon-
junktionspunkte allméhlich. Ist beispielsweise bei einer Konjunktion
der innere und groBere Trabant Titan bei A und der duflere und
kleinere Hyperion bei a (Fig. 127), so findet die nichste Konjunktion
bei B und b statt; derart wandern die Konjunktionspunkte im Laufe
von 19 Jahren einmal um die beiden Kreise herum. Die Bahn des
Hyperion ist ziemlich exzentrisch; die Konjunktionen treten immer
dort ein, wo die Entfernung der beiden Bahnen am grofiten ist. Die

*) In Halbmessern des Saturn ausgedriickt, sind die Entfernungen
vom Saturn 20 bei Titan und 24 bei Hyperion.
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grole Achse der Hyperionbahn wird mit dem Konjunktionspunkst
mitgefithrt. Die allmihliche Anderung, die infolgedessen die Bahn
des Hyperion erfihrt, ist aus der Fig. 127 ersichtlich, in der die
punktierte Kurve die Bahn 9 Jahre nach der in den Punkten A und a
eingetretenen Konjunktion darstellt.

Ahnliche Verhiltnisse bestehen tibrigens auch zwischen dem
ersten und dritten Satwrnmond, deren Umlaufszeiten sich ziemlich

v
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TFig. 127. Die Bahnen der Saturntrabanten Titan und Hyperion.

genau wie 1:2 verhalten, und ebenso zwischen dem zweiten und
vierten Saturnmond, zwischen deren Umlaufszeiten dasselbe Ver-
haltnis besteht*). Bemerkenswert ist schlieflich auch, daf infolge
der wechselseitigen Anziehung zwischen dem Saturn und seinen
Ringen sich alle Trabanten. des Saturn mit alleiniger Ausnahme des
duBersten (des zehnten) ziemlich genau in der Aquatorialebene des
Saturn bewegen.

§ 118. Die Bewegungen der Kometen.

Wihrend die Bahnexzentrizitdt, wie schon erwahnt wurde,
bei den Planeten sehr gering ist und nur bei den Planetoiden ganz
ausnahmsweise den Wert 1/, errveicht, weisen die Bahnen der
Kometen fast durchwegs eine betrdchtliche Exzentrizitdt
auf, die bel den meisten von ihnen nur sehr wenig von dem fir die
Parabel charakteristischen Grenzwert Eins verschieden ist. Unter

*) Die Entfernungen des ersten, zweiten, dritten und vierten Mondes
* vom Saturnzentrum betragen 3, 4, 5 und 6 Saturnradien, die entsprechen-
den Umlaufszeiten 23, 33, 45 und 66 Stunden.
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rund 400 berechneten Kometenbahnen haben nur etwa 40 eine
Exzentrizitit von weniger als 0,95. Als Beispiel einer Kometen-
bahn ist in Fig. 128 die des Halleyschen Kometen dargestellt,
die bei einer Exzentrizitit von 0,97 und einer Umlaufszeit von etwa
75 Jahren bis iiber die Neptunbahn hinausreicht™®).

Bei vielen Kometen ist die Bahn insofern als parabolisch.an-
zusehen, als aus den Beobachtungen nicht festgestellt werden kann,
ob die Exzentrizitit ein wenig kleiner oder ein wenig grofler als
Eins ist, ob also die Bahn geschlossen ist oder nicht. Ist die Ex-
zentrizitit groBer als Eins, so wird die Bahn hyperbolisch, so
daB die Parabel als Grenzfall zwischen Ellipse und Hyperbel er-
scheint (vgl. Fig. 129).

In der Tat sind hyperbolische Bahnen bei einigen Kometen

, festgestellt worden; aber
gleichwohl braucht bei
ibnen nicht angenom-
men zu werden, dafl sie
als fremde Géste in das
Sonnensystem gerieten.
Man kann auch bei ihnen
annehmen, dalB sie von
Anfang an dem Sonnen-
system angehorten (also
aus der Urmaterie des
Sonnengystems entstan-
den sind), dafl aber ihre
urspriinglich  ellip-
tische Bahn so exzen-
trisch war, daB bereits eine geringe Anderung der Exzentri-
zitdt die geschlossene Bahn in eine ungeschlossene verwandeln
konnte, Eine solche Anderung kann eintreten, wenn der Komet
in seiner Bahn einem Planeten nahekommt und die dadurch be-
dingte Storung der Kometenbahn die Geschwindigkeit des
Kometen erhdht,

Fig. 128. Die Bahn des Halleyschen Kometen.

*) Die kleinste bei einem Kometen bisher festgestellte Exzentvizitiit
betrigt 0,4. DMebhr als die Hilfte der bekannten Kometen kommen im
Perihel der Sonne nither als die Erde. Die kleinste, bisher beobachtete
Periheldistanz betriigt nur den zweihundertsten Teil der Entfernung
zwischen Sonne und Erde. Die kiirzeste Umlaufszeit weist unter allen
Kometen der Enckesche Komet anf, niimlich rund 8!/, Jahre. Bemer-
kenswert ist, dafll fast die Hilfte der Kometen eine riicklinfige Bewegung
gegeniiber den Planetenbahnen zeigen, so auch der Halleysche Iomet.
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Jeder Entfernung von der Sonne entspricht namlich eine ganz
bestimmte , kritische” (Gteschwindigkeit, fir die die Bahn
parabolisch ist, wihrend bei kleinerer Geschwindigkeit die Be-
wegung elliptisch, bei groferer hyperbolisch wird*). Wenn die
Masse der Sonne mit M, die Distanz von ihr mit r und die Gravi-
tationskonstante, wie frither, mit f bezeichnet wird, so ist (nach
§ 104) die kritische Geschwindigkeit durch die Beziehung gegeben

vE = l/ 2—?—/'[ (146)

In dem Abstand, den von der Sonne die Erde hat, betriigt beispiels-
weise die kritische Geschwindigkeit 42km/sec, also rund das 11/,fache
der tatsichlichen Erdgeschwindigkeit**). In einer Entfernung von

Ferthel %

Fig. 129. Die Parabel als Grenzfall zWisohgn_E}l_ipse ung | Eyperbal. N

*) Bs kommen daher genau parabolische Bahnen nicht vor, da ja die
Parabel nur einen idealen Grenzfall darstellt.

*#) Ersetzen wir in der Gl 146 die Sonnenmasse durch die rund
300000 mal kleinere Erdmasse, und setzen wir statt der Erdweite den
rund 22000 mal kleineren Erdradius, so erhalten wir mit rund 11 (ge-
nauer 11,18) km/sec die kritische Geschwindigkeit fiir die Erdoberfliche.
Bin mit dieser Greschwindigkeit horizontal abgefeunertes CGreschofl wiirde
sich im Himmelsranm verlieren. Zur Erde fillt ein horizontal geworfener
Korper nur dann nieder, wenn das durch den Erdradius gebrochene
Quadrat seiner Geschwindigkeit (also seine Zentrifugalbeschleunigung)
kleiner als die Beschleunigung des freien Falls ist; dazu mufl sie ge-
ringer sein als 7,9 km/sec. Dann beschreibt er eine Xllipse, deren.
nitherer Brennpunkt von dem Erdmittelpunkt gebildet wird, wobei aller-
dings wegen der aulerordentlich groBen Exzentrizitiit die Ellipse prak-
tisch alg Parabel angesehen werden kann, Ist hingegen die Gteschwindig-
keit zwischen 7,9 und 11,18 km/sec, so ist der Erdmittelpunkt der ent-
ferntere Brennpunkt der Ellipse. Der Geschwindigkeit von 7,9 km/sec
entspricht eine Kreishewegung um den Erdmittelpunkt als Zentrum.
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x Erdweiten ist (in Kilometern pro Sekunde ausgedriickt) die kri-

tische Geschwindigkeit gleich 42/]/}; .

In der Tat haben nun genaue (allerdings ungemein umstindliche)
Berechnungen ergeben, daB man bei geniigend langer Zuriick-
verfolgung der als hyperbolisch festgestellten Kometen stets auf
eine betrichtliche Stérung durch einen Planeten stéBt, derart, daf
hierbei durch eine Geschwindigkeitsvermehrung eine bis dahin ellip-
tische Bewegung in eine schwach hyperbolische verwandelt wurde.

Umgekehrt kann natiirlich auch die Storung durch einen Pla-
neten die Geschwindigkeit vermindern und derart eine lang-

Jupiter

Fig. 130. TUmgestaltung einer Kometenbahn durch den Jupiter,

gestreckte elliptische Bahn in eine von wesentlich geringerer Ex-
zentrizitit und daher auch viel geringerer Umlaufszeit ver-
wandeln. Bin Beispiel dafiir, wie derart eine urspriinglich fast para-
bolische Kometenbahn durch den Planeten Jupiter in eine kurz-
periodische umgestaltet werden kann, ist aus Fig. 130 ersichtlich;
diese Figur stellt die im Jahre 1767 erfolgte Umwandlung der Bahn
des Lexellschen Kometen dar*),

*) Wie genaue Untersuchungen ergaben, kam der Liexellsche Komet
im Jahre 1767 dem Jupiter so nahe, dall er durch ihn in eine Lkurz-
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§ 119. Die Bewegungen der Doppelsterne.

Das groBartigste astronomische Beispiel fiir die Verwirklichung
des Zweikorperproblems stellen die Doppelsterne dar, deren
die moderne Himmelskunde weit iiher 10 000 kennt. Bei einer grole-
ren Zahl unter ihnen ist es moglich gewesen, die Bewegungen der bei-
den Komponenten relativ zueinander genau zu berechnen. Die
Methoden, die dies ermdglichen und die um das Jahr 1830 von
Savary, Encke und dem jingeren Herschel ersonnen wurden,
griinden sich durchwegs auf das Newtonsche Gravitations-
gesetz, und in der Tat hat spéiter Tisserand nachgewiesen¥),
dall nur dieses Gesetz die Bewegungen der Doppelsterne zu er-
klaren vermag.

Von dem Problem der Bewegung eines Planeten um die Sonne
unterscheidet sich das Problem der Doppelsternbahnen dadurch,
daB hier die Massen beider Komponenten in der GroBenordnung
tthereinstimmen und daher der Schwerpunkt des Zweikorpersystems
weit auBerhalb der beiden Korper liegt. In rechnerischer Beziehung
ist wiederum das Problem deshalb von dem der Planetenbewegung
verschieden, weil die Entfernungen der Doppelsterne derart grof3
sind, daB die Ortsverinderung, die die Erde wihrend der Beob-
achtung erfihrt, vollkommen vernachlissigt werden kann. An-
dererseits entsteht aber eine wesentliche Komplikation dadurch,
daB die Massen der beiden Sterne und somit auch die relative Lage
des Schwerpunlktes nicht von vornherein bekannt sind.

Als Beispiel eines Doppelsternes sei der bekannte helle Stern
Kapella im Sternbild des Fuhrmanns angefithrt. Die beiden Kom-
ponenten haben Massen, die 4,6 bzw. 3,6mal so grofl sind wie die
Sonnenmasse. Der wechselseitige Abstand ist etwas kleiner als die
Entfernung der Erde von der Sonne, und die Umlaufszeit betrigt
104 Tage. Durch die Beobachtung der Bewegungen der Doppel-
sterne ist jedenfalls die Giiltigkeit des Newtonschen Gravitations-
gesetzes noch in Entfernungen erwiesen worden, die millionenmal
grofler sind als die Distanz der Sonne von uns.

§ 120. Die Anomalien der Himmelsmechanik.

Die auf das Newtonsche Gravitationsgesetz gegriindeten Rech-
nungen ergeben vollkommene Ubereinstimmung zwischen den Folge-

periodische Bahn von 51/, Jahren Umlaufszeit gewungen wurde. In
dieser Bahn hewegte sich der Liexellsche Komet duvch 12 Jahre. Dann
kam er wieder dem Jupiter nahe, der seine Bahn wieder zu einer sehr
exzentrischen machte.

*) Vgl. dessen Traité de méeanique céleste (Paris 1889—96).
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rungen aus der Theorie und der tatsichlichen Beobachtung, bis auf
einige ganz wenige geringfiigige Anomalien, die zum Teil noch
der Erklirung harren. Vom theoretischen Standpunkt aus sind
diese Anomalien besonders bemerkenswert, weil sich aus ihnen
Schliisse iiber die Giiltigkeitsgrenzen des Gravitationsgesetzes allen-
falls ziehen lassen. Die Anomalien sind die folgenden:

1. Bine Anomalie in der Perihelbewegung des Planeten
Merkur, indem fiir diese sdkulare Stérung die Beobachtung einen
um 41 (= 2) Bogensekunden im Jahrhundert gréBeren Wert er-
gibt, als er nach der Newtonschen Gravitationstheorie bei Beriick-
sichtigung der Storungen durch die anderen Planeten resultiert
(namlich 574" statt 533");

2. eine Anomalie in der Bewegung des Planeten Venus (die
-sogenannte Knotenlénge in der Bahn der Venus weist eine Anomalie
von 10 (== 4) Bogensekunden in einem Jahrhundert auf);

3. eine Anomalie in der Bewegung des Mars (die Perihellinge
zeigh eine unerklarte sikulare Stérung von 8 (== 3,5) Bogensekunden
in einem Jahrhundert);

4. die schon erwihnte Anomalie in der séikularen Akzeleration
des Mondes, wobei auch die Grofle der Beschleunigung noch nicht
aufgeklirten periodischen Schwankungen zu unterliegen scheint;

5. eine Anomalie des Enclkeschen Kometen, die sich in einer
Verkiirzung seiner etwa 3,305 Jahre betragenden Umlaufszeit wm
1—2 Stunden von Umlauf zu Umlauf #uBert.

§ 121. Astronomische Geschwindigkeiten,

Die Geschwindigkeiten der Himmelsbewegungen sind un-
geheuer grofl im Vergleich zu den groften Geschwindigkeiten, die
wir im téglichen irdischen Leben wahrmehmen. Die Geschwindigkeit,
mit der sich die Erde um die Sonne bewegt, betriigt beispielsweise

30 km in der Sekunde, d. h. die Erde legt in ungefihr 2 Sekunden

dieselbe Strecke zuriick, zu der ein Schnellzug 1 Stunde brauchen
wiirde. Die Geschwindigkeit, mit der die Sonne innerhalb des Stern-
systems den Raum durcheilt, betrigt 20 km/sec. Von derselben
GroBenordnung sind die meisten festgestellten Eigengeschwindig-
keiten von Fixsternen. Doch kommen auch Geschwindigkeiten
von einigen hundert Kilometern in der Sekunde vor; so sind bei eini-
gen Sternen die Geschwindigkeitskomponenten in der Blickrichtung,
die sogenannten Radialgeschwindigkeiten, zu mehr als 400 km/sec
ermittelt worden*).

*) Die grisften Radialgeschwindigkeiten wurden festgestellt bei den
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So ungeheuer grofl nun aber auch solche Geschwindigkeiten sind,
sie sind gleichwohl verschwindend klein im Vergleich zu den groften
Geschwindigkeiten, die bei mechanischen Vorgéingen in irdischen
Laboratorien durch die moderne Atomyphysik festgestellt wurden
und die sich der Lichtgeschwindigkeit, also 300 000 km/sec, als
oberer Grenze néhern. Wie die Schnellzugsgeschwindigkeit nur un-
gefahr ein Tausendstel der haufigsten astronomischen Geschwindig-
keiten darstellt, so erfolgen andererseits selbst die rasendsten Stern-
bewegungen nur mit einer Schnelligkeit, die von den raschesten
Bewegungen der Atomphysik noch fast tausendfach iibertroffen wird.

Sternen A. G Berl. 1366 und A. Oe. 14 818/20 mit 494 und 491 km/sec.

Vgl. Newcomb-Engelmanns Populire Astronomie, 6. Aufl., Leipzig
1921, 8. 601.

Handbuch der Experimentalphysik. Haas, 12



Zweiter Teil.

Die Mechanik des starren Karpers.

Dreizehntes Kapitel.
Die Zusammensetzung der Krifte.

§ 122, Der starre Korper.

Ein Korper wird als starr oder in idealem Sinne fest be-
zeichnet, wenn er auch unter der Einwirkung duBerer Krifte weder
seine Gestalt noch sein Volumen &ndert. Die theoretische
Mechanik des starren Korpers kann auf die frither besprochene
allgemeine Mechanik von Massenpunktsystemen zuriick- .
gefithrt werden, wenn man einem solchen Massensystem die spe-
zielle Eigenschaft zuschreibt, daf die Entfernungen zwi-
schen den einzelnen Massenpunkten unverinderlich sind.

Infolge dieser starren Verbindungen ist das Problem der Krifte-
zusammensetzung fiir den starren Korper wesentlich kompli-
zierter als fiir einen einzelnen Massenpunkt oder fiir ein System
freier Massenpunkte. Wihrend fiir eine an einem einzelnen Massen-
punkt angreifende Kraft die Darstellung durch einen parallelen
und entsprechend langen Vektor vollkommen gentigt, ist eine an
einem ausgedehnten Korper angreifende Kraft erst dann bestimmdt,
wenn auch irgendein Punkt ihrer tatsichlichen Angriffsrichtung

‘gegeben ist. Fir die vektorielle Darstellung sind dann nicht mehr
alle untereinander parallelen Richtungen gleichwertig, sondern nur
mehr eine einzige unter ihnen vermag die Kraft darzustellen. Die
Aufgabe der Kréftezusammensetzung erscheint fiir einen ausge-
dehnten Korper also erst dann gelost, wenn, abgesehen von der
vektoriellen Addition der Einzelkréifte, auch aus deren gegebenen
Angriffsrichtungen die tatstichliche Angriffsrichtung der Resultieren-
den abgeleitet ist. '

§ 123. Die Zusammensetzung komplanarer Kriifte.

Als einfacher Sonderfall moge zunfichst die Zusammensetzung
zweier Krifte betrachtet werden, deren Angriffsrichtungen in
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einer und derselben Ebene liegen, die also, wie man zu sagen pflegt,
komplanar sind*). Es mogen etwa (Fig. 131) die Angriffspunkte
der beiden Kréfte A und B sein, wihrend sie selbst durch die ge-
richteten Strecken AM und BN dargestellt seien.

Um die Angriffsrichtung der Resultierenden zu finden,
gehen wir von der selbstverstindlichen Tatsache aus, daf man den
Angriffspunkt einer Kraft in der Angriffsrichtung be-
liebig verlegen kann, ohne an
der’ Wirkung etwas zu #ndern,
die die Kraft an dem Kérper her-
vorbringt. Wir verlingern somit
die Strecken AM und BN bis zu
ihrem Schnittpunkt, der mit E be-
zeichnet werde. Damit erscheint
das Problem auf den einfacheren

c A
Fall der Zusammensetzung zweier J \
in demselben Punkte angrei- # v
F

fender Krifte zuriickgefiihrt.
Wir tragen also von E aus auf
den beiden in B sich schneidenden
Geraden die Strecken TM’ und EN’ auf, die den Strecken AM und
BN gleich seien. Die Diagonale des Parallelogramms, dessen drei
Ecken von den Punkten B, M’ und N' gebildet werden, stellt dann
‘die resultierende Kraft nach Betrag und Angriffsrichtung dar.
Von besonderem Interesse ist die Frage, in welchem Verhiltnis
die Verbindungslinie der beiden Angriffspunkte, also die Strecke AB,
durch die Angriffsrichtung der Resultieren- ,
den geteilt wird. Zu der Beantwortung dieser /i
Frage benutzen wir einen leicht ableitharen ,,////;/ Wi
geometrischen Satz. Wir verlingern zwei zu-
sammenstoflende Seiten eines beliebigen Par-
allelogramms und fillen auf diese Verlinge-
rungen von der gegeniiberliegenden Kcke
des Parallelogramms zwei Perpendikel
(Fig.132). Aus der Ahnlichkeit der beiden so entstehenden (in Fig. 132
schraffierten) Dreiecke folgt, daf sich die Langen der beiden Perpen-
dikel umgekehrt wie die Lingen der Parallelogrammseiten ver-
halten, auf deren Verlingerungen sie gefillt werden. Es ist ohne
weiteres klar, dafBl diese Beziehung auch dann erfiillt bleibt, wenn

Fig, 131.

IH i

Fig. 132.

*) Im allgemeinen sind die beiden Richtungen natiirlich windschief.
12%
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statt der vierten Ecke des Parallelogramms ein beliebig in der Dia-
gonale oder in deren Verlingerung gelegener Punkt gewahlt wird.

Man bezeichnet nun ganz allgemein das Produkt aus einer
Kraft und aus dem Perpendikel, das vor einem beliebigen Punlkt
auf die Kraftrichtung gefallt wird, als das statische Moment
der Kraft in bezug auf jenen Punkt. Die resultierende Kraftrich-
tung ist also dadurch ausgezeichnet,
daf fiir jeden ihrer Punkte das sta-
tische Moment der beiden Einzelkrifte
gleich grofi ist; und durch dieses
Postulat ist auch der Punkt (C in
Fig. 131) bestimmt, in dem die resul-
tierende Kraftrichtung die Verbindungs-
linie der Angriffspunkte der Einzelkrifte
schneidet. :

Allerdings liegt dieser Schnittpunlkt
nur dann (wie in Fig. 131) zwischen
den beiden Angriffspunkten, wenn die
von diesen aus gezogenen, die Kréfte
darstellenden Strecken in derselben Halbebene liegen (wofern
wir uns mittels der durch die beiden Angriffspunkte gelegten Ge-
raden die Zeichenebene in zwei Hilften zerlegt denken). Sonst liegt,
wie aus Fig. 133 ersichtlich ist, der Angriffspunkt der Resultieren-
den auBierhalb der Verbindungsstrecke in deren Verléngerung.

§ 124. Die Zusammensetzung paralleler Kriifte.

Aus den bisherigen Betrachtungen tiber die Kriftezusammen-
setzung am starren Korper ergeben sich besonders einfache Be-
ziehungen fiir zwei Sonderfille. Im ersten mogen die beiden Einzel-
krafte in der Richtung ihrer Verbindungslinie wirken, im
zweiten Falle aber parallel sein.

Im ersten Falle kann jeder beliebige Punkt der Verbindungs-
strecke zum gemeinsamen Angriffspunkt gemacht werden. Die
resultierende Kraft fallt dann ebenfalls in die Richtung der Ver-
bindungsstrecke. Sind die beiden Einzelkrifte gleich gerichtet, so
hat auch die Resultierende denselben Richtungssinn, sonst den der
groBeren Einzelkraft. Der Betrag der Resultierenden ist gleich
der Summe oder der Differenz der Einzelkrifte, je nachdem ob die
Linzellrafte gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind. Zwei gleich
grofle, entgegengesetzt gerichtete Kriifte heben also einander in
ihrer Wirkung auf einen starren Korper auf, wofern die Verbindungs-
linie ihrer Angriffspunkte mit ihrer Angriffsrichtung zusammenfillt,

Fig. 133.
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Greifen andererseits in zwei Punkten A und B zwei beliebige,
jedoch parallel und gleich gerichtete Krifte an, die durch die
Strecken AM und BN dargestellt seien, so ist der Schnittpunkt C
der Resgultierenden und der Verbindungsstrecke (Fig. 134) nach dem
Momentensatz durch die Proportion bestimmt

AC:CB=BN:AM=Q:P. (147)

Der Betrag der Resultierenden ist dann der Summe (P-4 Q) gleich,
wenn mit P und Q die Betrige der Einzelkrifte bezeichnet werden.

v M
A B b
g \[ 4 8 C
N
P p+Q
¢ q-F
M
o
12) N
Fig. 134. Tig. 135,

Sind hingegen die Krafte P und Q entgegengesetzt gerichtet oder
santiparallel®, so gilt (Fig. 135) die Proportion

AC:BC=Q:P; (148)
der Betrag der Resultierenden ist jedoch in diesem Falle gleich der
Differenz, also gleich (Q—P).

§ 125. Das Kriiftepaar.

Wenden wir die Proportion (148) auf den Fall zweier gleich
groBer antiparalleler Krifte an, so riickt, weil dann AC
und BC gleich groB werden miissen, der Punkt C ins Unendliche,
so dafl wir eine im unendlich Fernen an-
greifende, im Betrag jedoch verschwindende =
Resultierende hétten. Dieses Resultat be-
deutet, daB es unmoglich ist, die vereinte
Wirkung der beiden gleichen, antiparallelen
Krifte durch eine einzige Kraft aufzu- <
heben, denn die Kombination jener beiden Tig. 136.
Krifte 148t eine Zusammensetzung zu einer
Resultierenden tiberhaupt nicht zu. In der Tat zeigt die einfache
Betrachtung der betreffenden Figur (Fig. 136), daB das System
der beiden Kriifte eine drehende Bewegung des Korpers hervor-
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zubringen sucht, und zwar in dem Sinn der Drehung, die auf kiir-
zestem Wege die parallelen Richtungen der beiden Krifte zur
Deckung bringt (in Fig. 136 also entgegengesetzt dem Uhrzeiger).

Ein System von zwei gleichen antiparallelen Kraften wird darum
als Drehpaar oder Kridftepaar bezeichnet. Als charakteristische
Grofe -eines solchen Paares erscheint das Produkt aus dem
Betrag einerEinzelkraft und aus dem senkrechten Abstand
der beiden Kraftrichtungen. Dieses Produkt wird als das
Moment des Kridftepaars bezeichnet.

Es 148t sich leicht zeigen, dafl die Summe der statischen Mo-
mente der beiden Einzelkrifte in bezug auf einen beliebigen

Punkt dem vorhin erwéhnten Produkte

gleich ist. Ist namlich S der Punkt, auf

den das Moment bezogen wird (Fig. 137),

7 und sind ST und SU die von diesem
4 Punkte auf die beiden Kraftrichtungen

s gefillten Lote, so ist, wenn der Betrag der

Eingelkraft mit P bezeichnet wird, das

eine Moment gleich P-ST, das andere

P-SU. Da aber die beiden Krifte ent-

gegengesetzt sind, so haben die Momente

Fig. 137, entgegengesetztes Vorzeichen, und daher
ist ihre Summe gleich P - (ST —8TU) oder

P - TT, also gleich dem friiher definierten Moment des Kriiftepaars.

Da sich der Angriffspunkt einer jeden Kraft stets beliebig in der
Kraftrichtung verlegen 1886, so kann jedes schiefwinklige Krifte-
paar immer in ein rechtwinkliges verwandelt werden; dazu
mufl nur der Angriffspunkt der einen Kraft in den FuBpunkt des
Lotes verlegt werden, das von dem Angriffspunkte der zweiten
Kraft auf die Richtung der ersten gefillt wird. Es genfigt also im
folgenden die Betrachtung solcher Kriftepaare, bei denen die Achse
zu der Krafterichtung senkrecht ist.

§ 126. Die Verschiebung von Kriiftepaaren.

Jedes Kréftepaar kann graphisch durch einen Vektm
dargestellt werden, dessen Lange dem Momente des Kriftepaars
gleich gemacht und der senkrecht zu der Ebene desKrifte-
paars errichtet wird. Der Richtungssinn wird dabei in konventio-
neller Weise so festgesetzt, daB von der Spitze des Vektors aus ge-
sehen, die Drehung, die das Kriftepaar hervorzubringen sucht,
entgegen dem Uhrzeiger verlduft (Fig. 138). Ls 1Bt sich leicht be-
weisen, da auf die Wirkung eines Kraftepaars alle an dem Krifte-
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paar vorgenommenen Anderungen ohne EinfluB hleiben, bei denen
der Momentenvektor ungedndert bleibt.

Zunichst einmal kann gezeigt werden, daB man ein jedes Krifte-
paar, ohne an seiner Wirkung etwas zu dndern, um seinen Mittel-
punkt drehen kanm. Eg seién etwa A und B die Angriffspunkte
der beiden Einzelkriifte, die durch die Strecken Ax und By dar-
gestellt seien (Fig.139). Um den Halbierungspunkt der Achse, um
den Punkt M, werde die Achse in die Lage A'B’ gedreht. In den

y

Punkten A’ und B’ denken wir uns nun senkrecht zu A'B’ je zwei
entgegengesetzte Krafte angreifend, deren Betrag dem des Krafte-
paars gleich sei. Diese vier Krifte seien dargestellt durch die Strecken
A’x', A'x"”, B'y’ und B’'y”. Da von diesen vier Kriften je zwei
einander wechselseitig aufheben, so ist das System der nunmehr
vorhandenen sechs Krifte dem wurspriinglichen Kriftepaar &qui-
valent.

Die sechs Krifte kéunen wir aber auch derart zusammensetzen,
daf} wir einerseits die Resultierende aus A x und A’ x'’ bilden, anderer-
seits die aus By und B'y". Die erste Resultierende fallt in die
Richtung der Geraden Mm (wobei die Dreiecke MAm und MA'm
natiirlich wegen der Gemeinsamleit einer Seite, der Gleichheit einer
zweiten Seite und eines rechten Winkels kongruent sind, so daB
Mm zugleich die Symmetrale des Winkels AMA' darstellt). Die
zweite Resultierende fillt in die Richtung Mm' (die wiederum die
Symmetrale des Winkels BMB' bildet). Der Angriffspunkt der
ersten Resultierenden ist der Schnittpunkt m, der Angriffspunks
der zweiten Resultierenden der Schnittpunkt m’. Die beiden Resul-
tierenden haben also entgegengesetzte Richtung, und beide fallen
in die Richtung der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte. Da sie
auch im Betrag gleich groB sind, heben sie einander in ihren
Wirkungen auf.

Fig. 138. Fig. 139.
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Das System der sechs Krifte ist demnach &quivalent dem Krifte-
paar A’x’, B’ y’. Da andererseits das System der sechs Krifte aber
auch, wie vorhin gezeigt wurde, dem urspriinglichen Kraftepaar
dquivalent ist, so besteht kein Unterschied in den Wirkungen der
Kriftepaare Ax, By und A’x’, B'y’. Damit ist es bewiesen, daB
ein Kraftepaar ohne Anderung seiner Wirkung um seinen Mittelpunkt
gedreht werden kann.

Andererseits 148t sich auch leicht zeigen, dal die Achse eines
Kriftepaares beliebig parallel zu sich verschoben werden kann.
Es sei in Fig. 140 A’B’ eine beliebige, zu der urspriinglichen parallele
Lage der Achse. In den Punkten

K x ¥ | A’ und B’ mogen nun je zwei ein-

= B’ ander entgegengesetzte Krifte an-
X e . . "

M greifen, die den Kriften des ur-

pd spriinglichen Kriftepaares parallel

und gleich seien. Die vier derart
nen hinzukommenden Krifte seien
durch die Strecken A'x’, A'x’",
B’y und B’ y'’ dargestellt. Da sich
unter ihnen je zwei wechselseitig aufheben, ist wiederum das System
der sechs Krafte dem ursprimnglichen Kriftepaar dquivalent.

Die sechs Krafte lassen sich aber auch auf andere Art zusammen-
setzen. Wir verbinden hierzu durch Hilfslinien A mit B’ und B mit A’;
die beiden Linien schneiden einander in einem Punlte M, der zugleich
tiir beide Linien die Mitte darstellt. Die Kombination der durch die
Strecken Ax und B’y” dargestellten Kriifte gibt eine horizontale
Komponente, ebenso die Kombination der Krafte By und A'x"".
Die Resultierenden der beiden Kombinationen sind aber gleich grol3
und einander entgegengesetzt, so daB sie sich wechselseitig anfheben.
Das System der sechs Krifte ist also einerseits dem Kriftepaar
A’x’, B’y dquivalent, andererseits nach dem vorhin Gesagten dem
urspriinglichen Kréftepaar Ax, By. An der Wirkung des Krifte-
paares wird also nichts geéindert, weun es in eine parallele Ebene
iibertragen wird.

Durch Superposition einer Ubertragung in eine parallele Ebene
und einer Drehung um den Mittelpunkt 1aBt sich aber jede be-
liehige Verschiebung des Kréaftepaars darstellen, bei der Kraft-
betrag, Achsenlinge und Richtung des Momentenvektors unge-
andert bleiben. Es ist indessen gar nicht notig, daB Kraftbetrag
und Achsenlinge konstant bleiben, wofern nur das Produkt aus
heiden unge#dundert bleibt. Um dies zu beweisen, verlingern

Fig, 140.
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wir die Achse AB eines Kraftepaares auf die beliebige Léinge AC
(Fig. 141). In dem Punkte C denken wir uns sodann zwei zu der
Achse senkrechte Krifte angreifend, derven Betrag sich zu dem der
beiden urspriinglichen Krifte so verhalte wie AB zu BC. Diese
beiden Krifte seien durch die Strecken Cz und Cz’’ dargestellt.
Zwei ihnen gleiche und parallele Krifte

mogen tiberdies im Punkte B angebracht

werden (dargestellt durch yz”’ und Bz'), %
Wir erhalten so wiederum ein System von A‘ B
sechs Kriften, das dem urspriinglichen g

Z .

iy

Kraftepaar wieder adquivalent ist, weil sich 4

von den neu hinzugefigten vier Kraften 2

je zwei wechselseitig aufheben. ”
Nun ergeben die Krifte By und yz'” Tig. 141.°

1tr

die Resultierende Bz’'’, die nach den in
einem fritheren Abschnitt abgeleiteten Regeln eben durch die
Krifte Ax und Cz” aufgehoben wird. Denn die Zusammensetzung
der Krifte Ax und Cz'’ ergibt eine Resultierende, die im Punkte B
angreift und der Kraft Bz’’’ entgegengesetzt gleich ist. Da also
das System der sechs Kriifte einerseits dem urspriinglichen Kréfte-
paar Ax, By &quivalent ist, andererseits aber dem Kraftepaar
Bz, Cz, so mul} auch die Wirkung des urspriinglichen Kriftepaars
unge#ndert bleiben, wenn es in das Kriftepaar Bz', Cz von ver-
schiedenem Kraftbetrag und verschiedener Achsenlinge, jedoch
von gleichem Moment verwandelt wird.

§127. Die Verlegung des Angriffspunktes einer Einzellkraft.

Es sei S der Angriffspunkt einer beliebigen Kraft, die mit I be-
zeichnet werde, und 8’ ein anderer Punkt, der aullerhalb der durch S
gehenden Kraftrichtung liege (Fig. 142).
Dann kénnen wir, ohne dafl an der
Wirkung auf den Korper etwas da- g
durch geindert wird, in dem Punkte S’ S
zwei weitere, einander entgegengesetzte
Krifte anbringen, II und ITI, die der
Einzelkraft gleich und parallel . seien,
wobei II gleich gerichtet, 111 hingegen Fig. 142.
entgegengesetzt gerichtet sei. DasSystem
der drei Kriafte, das sich aus dem Kriftepaar I, ITT und der Einzel-
kraft II zusammensetzt, ist demnach der urspriinglichen Einzel-
kraft dquivalent.

Der Angriffspunkt einer Einzelkraft kann also beliebig
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verlegt werden, wofern man iiberdies zu der Einzelkraft noch ein
Kraftepaar hinzufiigt, dessen Moment gleich ist dem Produkt
aus der Kraft und dem senkrechten Abstand des neuen Angriffs-
punktes von der urspriinglichen Kraftrichtung; die Ebene dieses
Kriftepaares muBl mit derjenigen zusammenfallen, die durch die
beiden Angriffspunkte und die urspriingliche Kraftrichtung fest-
gelegt ist.

§ 128. Die allgemeine Lisung des Problems der Kriifte-
zusammensetzung.

An einem starren Korper mogen beliebige Einzelkrifte in ganz
beliebigen Punkten und iiberdies beliebige Kraftepaare angreifen.
Wir kénnen dann die Angriffspunkte aller Einzelkrafte in einen und
denselben irgendwie gewihlten Punkt verlegen, wofern wir nur
gemifl tler in dem vorhergehenden Abschnitt angegebenen Regel
noch die entsprechenden Kréftepaare hinzufiigen. Die in einem
und demselben Punkte angreifenden Krifte lassen sich dann durch
vektorielle Addition zu einer Resultierenden vereinigen uncd
ebenso andererseits alle Kraftepaare, indem das resultierende Kréfte-
paar durch den Vektor bestimmt ist, der sich durch geometrische
Addition der die einzelnen Kriftepaare représentierenden Vektoren
ergibt.

Derart lassen sich stets alle an einem starren Korper angreifenden
Krifte zu einer einzigen Kraft und einem einzigen Krifte-
paar vereinigen. Wie sich durch geometrische Betrachtungen
zeigen liBt, kann stets eine Gerade derart bestimmt werden, daB,
wenn man in einen ihrer Punkte die zusammenzusetzenden Krifte
verlegt, die Ebene des resultierenden Kriftepaars der
resultierenden Kraft parallel ist. In diesem Falle stellt auch
das Moment desresultierenden Kriiftepaars einen Minimalwert dar.

Aus geometrischen Uberlegungen folgt, dafl sich siimtliche an
einem starren Korper befindlichen Krafte nur dann im Gleich-
gewicht befinden, wenn sowohl die resultierende Kraft als auch
das Moment des resultierenden Kriftepaars in bezug auf einen
beliebigen Punkt verschwindet. '

§ 129. Der Schwerpunkt.

Zwei parallele und gleich gerichtete Krafte ergeben, wie
schon in einem fritheren Abschnitt (§ 124) dargelegt wurde, eine
parallele und gleich gerichtete Resultierende, deren Angriffspunkt
den Abstand der Angriffspunkte der beiden Einzelkvifte im um-
gekehrten Verhdltnis dieser Krifte teilt, und deren Betrag
gleich ist der Summe der Teilbetrage.
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Betrachten wir daher zwei schwere, miteinander starr ver-
bundene Korper, auf die das eigene Gewicht wirkt, so ergeben
die Gewichte eine Resultierende, die wegen der Proportionalitiit
von Gewicht und Masse in dem Massenmittelpunkt*) angreift
und zwar in einer Stérke, die der Summe der Gewichte gleich ist.
Dieser Satz 148t sich natiirlich auf ein System von beliebig vielen
Massenpunkten erweitern, und indem wir uns einen ausgedehnten,
starren und schweren Koérper aus ebenfalls schweren und starr ver-
bundenen Massenpunkten zusammengesetzt denken, finden wir als
Resultierende aus allen Schwerkréften eine in dem Massen-
mittelpunkt angreifende Vertikalkraft, die dem Gewicht
des Korpers gleich ist. Aus diesem Grunde wird der Massenmittel-
punkt auch als Schwerpunkt bezeichnet. _

§ 1380. Beispiele fiir die Lage des Schwerpunkts.

Die Ermittlung des Schwerpunkts homogener Korper von
regelméBig geometrischer Gestalt ist eine rein geometrische
Aufgabe, die leicht mittels der Methoden der Infinitesimalrechnung
gelost werden kann,

Der Schwerpunkt einer geraden Linie liegt in ihrer Mitte.
Den Schwerpunkt eines Dreiecks findet man, indem man von zwei
Ecken nach den gegeniiberliegenden Seitenmitten Gerade (die so-
genannten Transversalen) zieht. Der Schnittpunkt bestimmt den
Schwerpunkt (Fig. 143), durch den natiirlich auch die dritte Mittel-

Fig. 143. Fig. 144,
Schwerpunkt eines Drejecks. Schwerpunkt eines Polygons.

linie geht. Um den Schwerpunkt eines Polygons zu finden, zerlegt
man es in Dreiecke (Fig. 144) und bestimmt zungchst deren Schwer-
punkte. In jedem dieser Punkte hat man sich nun eine dem Flichen-
inhalt des Dreiecks proportionale Masse angebracht zu denken und
sodann fiir diese den Massenmittelpunkt zu bestimmen. Die woll
ohne weiteres verstandliche Fig. 145 gibt die derart erfolgte Kon-
struktion des Schwerpunkts eines Vierecks wieder.

%) Vgl § 38.
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Der Schwerpunkt einer Halbkreislinie ist von dem Kreis-
zentrum um eine Strecke entfernt, die sich durch Division des Durch-
messers durch sz ergibt. Allgemein gilt der Satz, daB sich der Ab-
stand, den der Schwerpunkt eines
Kreisbogens vom Kreiszen-
trum hat, ebenso zum Kreis-
radius verhialt wie die Sehne
zum Kreisbogen.

Um den Schwerpunkt einer
dreiseitigen Pyramide zu be-
rechnen, zieht man etwa von der
Spitze (g in Fig. 146) und von
einer Ecke (a) Gerade nach den
Schwerpunkten (b und k) der
gegeniiberliegenden Dreiecke. Der
Schnittpunkt der beiden Geraden
(g") stellt den Schwerpunkt der
Pyramide dar. Seine Hohe iiber
der Grundfliche (g”h) betrigt, wie leicht bewiesen werden kann,
den vierten Teil der Hohe der Pyramide (gh).

Ein &hnlicher Satz gilt auch fiir einen kreisférmigen Kegel,
dessen Schwerpunkt (Fig. 147) ebenfalls in einer Hohe von einem
Viertel der Gesamthohe iiber der Basis liegt.

Bei einem Prisma liegt der Schwerpunkt in der Mitte der Ver-

Fig. 145, Schwerpunkt eines Vierecks.

Fig. 146. Fig, 141.
Schwerpunkt einer Pyramide. Schwerpunkt eines Kegels,

bindungslinien der Schwerpunkte der beiden Grundfléichen, ebenso
natirlich bei einem Zylinder. Der Schwerpunkt einer homogenen
Kugel oder gleichmifig dicken Kugelschale fillt in den Kugel-
mittelpunkt. Die Anfiihrung dieser wenigen Beispiele mag wohl
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gentigen, zumal diese Probleme weit weniger von physikalischem
als von geometrischem Interesse sind.

§ 181. Die experimentelle Ermittlung des Schwerpunkts.

Da der Angriffspunkt einer Kraft in deren Angriffsrichtung be-
liebig verschoben werden kann, so befindet sich ein schwerer
Korper immer dann im Gleichgewicht, wenn in der durch den
Schwerpunkt gehenden Vertikalrichtung ein zu dem Korper
gehoriger Punkt fixiert ist,
sei es durch Aufhingung,
sei es durch entsprechende
Sttitzung. Diese Tatsache
kann zu einer experimen-
tellen Bestimmung der
Lage des Schwerpunk-
tes benutzt werden, was
namentlich bei scheiben-
f6rmigen Korpern verhiilt-
nism#flig einfach ist.

Man héngt in einem sol- * g 148
chen Falle beigpielsweise den
in Fig. 148 dargestellten scheibenférmigen Kérper zunfchst im
Punlkte a auf und bestimmt den Punkt ¢, bei dem die durch a
gehende Vertikale aus dem Korper austritt. Dann h&ngt man den
Korper in b auf (Fig. 149). und bestimmt wiederum die Austritts-
stelle der Vertikalen bei d. Der Schnittpunkt der Strecken ac und
bd stellt den Schwerpunkt dar.

Ein anderes Verfahren ist
durch Fig. 150 dargestellt. Der
Korper wird auf eine scharfe
Kante gelegt und durch Pro-
bieren eine Gleichgewichtslage
ermittelt. Ist eine solche ge-
funcden, so wird entlang der
Kante eine Linie auf dem scheibenformigen Kdrper gezogen (ab).
Dasselbe wird bei einer zweiten festgestellten Gleichgewichtslage
getan (cd), und der Schnittpunkt beider Linien ergibt natiirlich
wieder den Schwerpunkt (o) der Scheibe.

§ 132. Die Arten des Gleichgewichts.

Bei dem Gleichgewicht eines festen Korpers kénnen wir drei
verschiedene Fille nach der wechselseitigen Lage des Schwer-
punktes und des Aufhinge- oder Stiitzpunktes unterscheiden.

Tig. 149.

Tig. 150.
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Im ersten Falle moge der Schwerpunkt selbst fixiert sein. In
diesem Falle (Fig. 151), in dem etwa eine Drehungsachse (¢) durch
den Schwerpunkt (s) hindurchgehe, kann man den Korper beliebig

’

Fig. 1561. Das indifferente Gleichgewicht.

?

drehen, ohne das Gleichgewicht damit zu storen. Es besteht eben-
sowohl fiir die Lage AB wie fiir die Lage CD. Ein Gleichgewicht
solcher Art wird als indifferentes Gleichgewicht bezeichnet.

Fig. 152, Fig. 153.
Das stabile Gleichgewicht. Das labile Gleichgewicht.

Im zweiten Falle (Fig. 152) befinde sich der Schwerpunkt vertikal
unterhalb der Drehungsachse. Wir denken uns den Kérper in
eine andere Lage gedreht, bei der der Schwerpunkt an die Stelle s’
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komme. Die Schwerkraft erzeugt dann in dieser Lage ein Dreh-
moment, das den Koérper wieder in die urspriingliche Gleichgewichts-
lage zuriickzieht. Ein derartiges Gleichgewicht wird stabil oder
fest genannt.

Eine dritte Moglichkeit ist die, daB bei der Aufhingung der
Schwerpunkt oberhalb der Drehungsachse liegt (Fig. 1563). Wird
der Korper aus dieser Gleichgewichtslage gedreht, so dafl der Schwer-
punkt in die tiefere Lage s’ kommt, so dreht die Schwerkraft den
Korper nun solange, bis der Schwerpunkt wiederum in dieselbe
Vertikale mit der Drehachse, diesmal aber unterhalb der Dreh-
achse kommt. Ein derartiges Gleichgewicht, bei dem nach einmal
erfolgter Stonmg eine spontane Riickkehr nicht mehr moglich ist,
wird als labil oder unsicher bezeichnet.

Dieselbe Unterscheidung der drei Gleichgewichtsarten ist natiir-
lich auch dann moglich, wenn das Gleichgewicht durch Ruhen
auf einer Unterlage herbeige-
fithet ist, Kine Kugel ist auf einer
horizontalen Ebeneim indifferenten,
an der tiefsten Stelle einer Aus-
hohlung im stabilen, an der hoch-
sten Stelle einer Erhebung im la-
bilen Gleichgewicht.

Lin bemerkenswerter Fall sta- ||
bilen Gleichgewichtes istin Fig.15¢ &
davgestellt. Ein Stativ (A) trigt
oben ein flach ausgehohltes Metall-
stiick, auf das nun ein in eine feine
Stahlspitze miindendes Holzstiick B
gesetzt wird; durch dieses ist ein
gebogener Draht (MN) gezogen, der an seinen beiden Enden je eine
schwere Bleikugel (P) triigb. Der Schwerpunkt des aus dem Holz-
stiick (B), dem Drahthogen und den beiden Bleikugeln zusammen-
gesetzten Gebildes liegt tiefer als die Stahlspitze, so daB das Gleich-
gewicht stabil ist.

Fin Ellipsoid befindet sich im stabilen oder labilen Gleich-
gewicht, je nachdem ob seine groBe oder seine kleine Achse hori-
zontal gestellt ist. Ein schiefer Zylinder, der mit horizontaler
Basis auf einer wagrechten Fbene ruht (Fig. 1565), befindet sich
nur dann im Gleichgewicht, wenn die durch den Schwerpunkt ge-
legte Vertikale noch durch die Basis hindurchgeht. Dies ist also
beispielsweise der Fall, wenn der Zylinder die in Fig. 155 durch
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Schraffierung angedeutete GroBe hat, hingegen nicht, wenn der
Zylinder von der durch die punktierten Linien bezeichneten Grofle ist.

Bei einem beladenen Wagen
kann ebenfalls nur dann Gleich-
gewicht bestehen, wenn die
durch den Schwerpunkt gelegte
Vertikale den Boden zwischen
den Ridern erreicht. Wahrend
also in dem Falle, der in Fig. 156
rechts wiedergegeben ist, Gleich-
gewicht vorhanden ist, muB} in
dem links dargestellten Fall
der Wagen umkippen. Aus dem-
selben Grunde muf ein Mensch, der eine Last tragt, den Ober-
korper vorbeugen, damit die durch den Schwerpunkt gehende Ver-
tikale den Boden zwischen den beiden Fiilen erreiche. Ein Mann,

Fig. 155.
Gleichgewicht eines schiefen Zylinders.

Fig. 156. Gleichgewicht eines beladenen Wagens.

der eine Last in der linken Hand trigt, muB den Oberkorper nach
rechts neigen, um nicht das Gleichgewicht zu verlieren usw.

Bei inhomogenen Korpern, die aus Teilen von verschiedener
Dichte zusammengesetzt sind,
kann natiirlich der tatsiichliche
Schwerpunkt an ganz anderer
Stelle als der sogenannte ,,Vo-
lumschwerpunkt* liegen, also

= ganz anders, als dies jemand

Fig. 157, Berganlaufender Zylinder, vermuten wiirde, der nur die

geometrische Gestalt ins Auge

fallt und von der Inhomogenitit nichts weiB. Hierauf beruhen

verschiedene bekannte Spielzeuge, wie z B. das Stehauf-Mannchen
oder der berganlaufende Zylinder (Fig. 187).
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§ 133, Die Standfestigkeit.

Die Stabilitit eines Gleichgewichtes kann quantitativ
durch die Kraft bestimmt werden, die erforderlich ist, um den
Korper unter gegebenen Bedingungen aus seiner gegebenen Lage
in ein labiles Gleichgewicht zu bringen. Diese Kraft wird als
Standfestigkeit bezeichnet. Betrachten wir z. B. ein rechtwink-
liges Parallelepiped auf horizontaler Grundlage (Fig. 168), so muf
hjerzn der Korper so weit um die Kante a gedreht werden, bis der
Schwerpunkt S in die Lage S’ gelangt ist, die genau vertikal ober-
halb der Kante a liegh. Ist der Korper iiber diese Stelle hinaus
gedreht, so fallt er von selbst um. Wir wollen nun die Standfestig-
keit fiir den besonderen Fall berechnen, daf die nmwerfende Kraft
horizontal gerichtet ist.

|2
\\ ?]

Fig. 158. Fig. 159,
Standfestigkeit.

Ist ¢ der Winkel, den die durch den Schwerpunkt gelegte Dia-
gonale mit der Horizontalen einschlieBt (Fig. 159), ist Q das Ge-
wicht des umzuwerfenden Korpers und K die umkippende horizon-
tale Kraft, so folgt aus Fig. 159 unmittelbar die Beziehung

K sing = Q cosp. (149)

Nennen wir die halbe Basis des umzuwerfenden Klotzes b und die
Hohe seines Schwerpunktes iiber der Basis h, so ist aber andererseits

h=Dbtgp, (150)
und somit wird die die Standfestigkeit messende Kraft
K=Qp (161)

Es ist also in dem betrachteten Fall die Standfestigkeit der
Breite der Grundfliche, sowie dem Gewicht direkt, hin-
gegen der Erhebung des Schwerpunktes tiber der Grund-
fliche umgekehrt proportional.

Handbuch der Experimentalphysik, Hans, 18
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§ 134. Die experimentelle Bestitigung des Stabilitiits-
gesetzes.

Um das durch die Gl 151 ausgedriickte Stabilititsgesetz
experimentell zu priifen, bedient man sich zweckmafig eines
keilformigen Klotzes und einer Vorrichtung, wie sie durch Fig. 160
dargestellt ist. Man ermittelt durch Konstruktion der Transversal-
linien der vorderen Dreiecksfliche deren Schwerpunkt und zieht
dann um den Klotz eine der Basis parallele, horizontale Linie um
den Keil. Der Mittelpunkt der Strecke, die anf die vordere Flache
kommt, sei E und der Mittelpunkt der Strecke, die auf die seitliche
Fliche kommt, sei F. Bei F wird ein Haken eingeschlagen, von
dem tiber eine Rolle eine Schnur geht, die an ihrem Ende eine Wag-
schale trigt; auf diese werden die Gewichte gelegt, die die Stand-

Fig. 161.

Experimentelle Priifung des Stabilitiitsgesetzes.

festigkeit messen sollen. Mit der Kante, um die der Korper ge-
worfen werden soll, wird er gegen eine Schiene gelegt, die auf dem
Tische befestigh ist. A

Dafl die Standfestigkeit dem Gewichte proportional ist,
188t sich zunéchst leicht zeigen, indem man den Klotz in zwei Exem-
plaren von gleicher GroBie und Gestalt herstellt, von denen jedoch
eines aus schwerem Holz, das andere aus leichtem Holz verfertigt
ist. Die auf die Wage zu legenden Gewichte verhalten sich dann
wie die spezifischen Gewichte der beiden Holzarten.

Daly die Standfestigkeit der Breite der Basis proportional
ist, zeigt man, indem man das eine Mal den Klotz in der Stellung,
die in Tig. 160 angegeben ist, umwirft, das andere Mal ihn aber in
der Stellung, die in Fig. 161 angedeutet ist, zum Umkippen um die
rechte Kante bringt. Im ersten Falle ist die GroBe b der Gl 151
durch eine halb so grofle Strecke gegeben wie im zweiten Falle, und
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in der Tat miissen, wie der Versuch zeigt, im zweiten Falle doppelt
soviel Gewichte auf die Wagschale aufgelegt werden wie im ersten
Fall.

Schlieflich kann man auch, wenn man zwei gleich.gestaltete
Klotze aus leichtem und schwerem Holz benutzt, beiden dadurch
gleiches Gewicht geben, daB man in den leichteren am Boden ein
Stitck Blei einfligh. Der Schwerpunkt des aus leichterem Holz ver-
fertigten Klotzes liegt dann tiefer als bei dem anderen Klotz, ob-
wohl Gewicht und Basis in beiden Fallen gleich sind. Der Versuch
bestatigt es dann, dal der aus dem leichteren Holz verfertigte Klotz
wegen der tieferen Lage des Schwerpunkts eine grofiere Kraft zum
Umwerfen erfordert, wofern man in beiden Fillen die Kraft in der
Hohe des Schwerpunkts angreifen laf3t*).

Vierzehntes Kapitel.
Die Maschinen.
§ 135. Der Begriff der Maschine.

Unter einer Maschine im einfacheren Sinne dieses Wortes ver-
steht man eine Vorrichtung, die es gestattet, eine einem bestimmten
Vorhaben hinderliche Kraft durch Anwendung einer anderen Kraft
von geringerer GréBe oder anderer als einer unmittelbar ent-
gegengesetzten Richtung zu iiberwinden. Die Maschine kann also
einerseits richtungindernd wirken, andererseits vermindert
sie das Verhiltnis der beiden Krifte zugunsten der angreifenden.
Der Wert, den dieses Verhiltnis im Falle des Gleichgewichtes
hat, wird als das Ubersetzungsverhiltnis der die Kraft iiber-
-tragenden Maschine bezeichnet.

Die zu iiberwindende Kraft wird gewohnlich kwrz die Last
und die angreifende Kraft die Kraft schlechthin genannt. Die
Bezeichnung als Last erklart sich daraus, daf in dem urspriinglich
wichtigsten Fall die zu iiberwindende Kraft das Gewicht eines zu
hebenden Korpers ist. Ist das Ubersetzungsverhiltnis # und die
Last Q, so muB die Kraft mindestens gleich 5 Q sein, um die Last
heben zu konnen; andererseits arbeitet die Maschine am zweck-
méBigsten, wenn die Kraft den Betrag »Q eben nur nm so viel
iibersteigt, als zur Uberwindung der Bewegungshindernisse er-
forderlich ist. Als ideal wird eine Maschine bezeichnet, deren

*) Bei dem aus leichterem Holz bestehenden Klotz mull daher die
umwerfende Kraft tiefer angreifen.

13%
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Bestandteile entweder vollkommen starr oder vollkommen biegsam
angenommen werden und die von Bewegungshindernissen, wie
Reibung, Seilsteifigkeit u. dgl. vollig frei gedacht wird.

§ 186, Die feste Rolle.

Eine nur die Richtung dndernde Maschine wird durch die feste
Rolle dargestellt. Sie besteht aus einer kreisrunden Scheibe, die
langs ihres Umfanges zur Aufnahme eines Seiles aus-
gehohlt und um eine durch ihr Zentrum gehende, zur
Kreisebene normale Achse drehbar ist. Gewthnlich
ist die Achse an einer Schere befestigt, die bei der
festen Rolle von einem Balken oder einer Wand ge-
tragen wird (Fig. 162).

An einer festen Rolle kann nattirlich nur dann
Gleichgewicht bestehen, wenn die von Kraft und

\ Last hervorgerufenen Drehmomente entgegen-
Fig. 162. . . .
Die feste Rolle, 8€5¢tzt gleich sind. Das ist aber ~wegen der
Kreisform nur dann moglich, wenn die Kraft
ebhensogrol} ist wie die Last.

§ 137. Die lose Rolle.

Wird die Last an der Gabel einer Rolle angebracht und das um
die Rolle gelegte Seil an seinem einen Ende befestigt, so erhilt man
in der Form einer sogenannten losen Rolle eine Maschine, die
nicht nur die Richtung der Kraft, son-
dern auch deren Betrag #ndert. Die
Last P verteilt sich dann auf beide Teile
des Seiles (a und b in Fig. 163), und
daher erscheinen diese beiden Teile des
Seiles nur mit der halben Kraft ge-
spannt. Die Spannung des Teiles a wird
durch die Befestigung des Seiles (im
Punkte n) aufgehoben, und daher be-
steht Gleichgewicht, wenn dag Seil b mit

2[] der Kraft P/2 nach aufwirts gezogen

- 1 wird. Um die Richtung dieses Zuges
1. . oy “ "

Die lfse Rolle. zweckmafig zu andern, fiihrt man das

Seil b noch tiber eine feste Rolle (A in

Fig. 163) und 148t an dem Teil des Seiles, der auf der anderen Seite
der festen Rolle liegt (c), die Kraft p angreifen, die also gleich P[2 ist.
DaBl das Ubersetzungsverhiltnis der losen Rolle 1/, betriigt,
folgt auch unmittelbar aus dem Prinzip der virtuellen Ver-
riickungen (§39). Damit namlich die die Last P tragende Schere
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um 1 cm gehoben werde, mufl das Gewicht p um 2 ¢m sinken. Dar-
aus folgt wiederum, daB p gleich 1/, P ist.

Genau gilt diese Beziehung allerdings nur dann, wenn die Schniire
parallel sind. Sonst ist, wenn die Seilteile a und b miteinander
einen Winkel y einschlieBen, die Seilspannung und somit auch p
gleich P/[2 cos (y/2)]. Je hoher die Last ge-
hobhen wird, desto grofer wird der Winkel y
und desto groBer somit das Ubersetzungs-
verhaltnis.

In Umkehrung des Prinzips der vir-
tuellen Verrtickungen erkennen wir itbrigens
auch aus der Gleichgewichtshedingung an
der losen Rolle das allgemein giiltige  Ge-
setz, daf3 durch eine Maschine zwar die zur
Arbeitsleistung erforderliche Kraft ver-
mindert, gleichwohl aber nie Arheit
gespart werden kann. Denn die Arbeit
ist ja durch das Produkt aus Kraft und
Weg bestimmt. Ist nun aber auch (bei
parallelen Schniiren) die Kraft halb so grof3
wie die Last, so mulBl sie dafiir auf einer
Strecke aufgewendet werden, die doppelt so
grof} ist wie diejenige, um die die Last ge-
hoben wird.

§ 138. Der Flaschenzug.

Fine Vorrichtung, die mehrere beweg-
liche und mehrere lose Rollen miteinander
vereinigh, wird als Flaschenzug bezeich-
net, Rin solcher besteht gewohnlich aus
zwei ,,Flaschen®, einer beweglichen und
einer losen, in deren jeder die Rollen ent-
weder in verschiedener Grofe iibereinan-
der oder in gleicher Gréfle hintereinander
(Fig. 164) oder auch in gleicher Grofe neben-
einander angeordnet gind. Tig. 164. TFlaschenzug.

Enthiilt jede der beiden Flaschen n
Rollen, so gehen zwischen den beiden Flaschen (vgl. Fig. 165) 2n
Schniire, und- daher muBl, damit die Last um 1 em gehoben werde,
das freie Seilende um 2n em herabgezogen werden. Aus dem Prinzip
~ der virtuellen Verriickungen folgt ohne weiteres, dafl sich im Gleich-
gewichtsfall die Kraft zur Last wie 1 :2n verhalt.
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§ 139. Der Potenzrollenzug.

Eine Kombination von mehreren losen und einer festen Rolle
wird ein Potenzrollenzug genannt (Fig. 166)*). Wird das freie
Seilende um n em herabgezogen, so hebt sich die oberste der losen
Rollen um n/2, die néchste um n/4, die un-
terste um n/8 cm. An dem aus drei losen und
einer beweglichen Rolle zusammengesetzten

Fig. 167.
Fig. 165, Tlaschenzug, Fig. 166. Potenzrollenzug. Differentialrolle.

Zug herrscht also Gleichgewicht, wenn die Kraft dem achten Teil
der Last gleich ist. Sind n lose Rollen vorhanden, so ist das Uber-
setzungsverhiltnis 1/2°. Hieraus erklart sich auch der Name ,,Po-
tenz“~Rollenzug.

§ 140. Die Differentialrolle.

Eine sehr groBe Ubersetzung 188+t sich bei der Differentialrolle
erzielen (Fig. 167). Sie besteht aus zwei Rollen von wenig verschie-
denem Durchmesser, die (allenfalls aus einem Stiick gedreht) um
dieselbe Achse drehbar sind und die mit einer losen Rolle mittels
eines um alle drei Rollen geschlungenen Seiles ohne Ende verbun-
den sind. Statt eines Seiles wird héufig auch eine in Vorspriinge der
Rollen eingreifende Kette verwendet, um jedes Gleiten zu vermeiden.

Die Kraft greife an der Stelle P des Seiles an; die Radien der

*) Filschlich auch ebenfalls als Flaschenzug bezeichnet.
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beiden Rollen seien R und r. Wird nun bei P das Seil (oder die Kette)
um x cm herabgezogen, so wird die grofere Rolle ebenfalls um eine
Bogenlinge x gedreht, die kleinere Rolle somit um die Bogenlinge
x1r/R. Die gesamte Liange der zwischen der festen Doppelrolle und
der losen Rolle befindlichen Seilteile erfahrt also eine Verkiirzung
um die Lénge x (I—1r/R). Halb so groB ist die Strecke, um die
die Last gehoben wird, und somit ergibt sich fiir das Ubersetzungs-
verhaltnis der Differentialrolle der Wert

2R
R—t
Die Ubersetzung ist demnach um so groBer,
je geringer die Differenz der beiden Halb-
messer ist, woraus sich die Bezeichnung
sy Ditferential“-Rolle erklart.

§ 141. Das Wellirad.

Eine Kombination von zwei mitein-
ander fest verbundenen Rollen von
verschiedenen Radien wird als Well-
rad bezeichnet, wenn um jede der beiden Rollen ein Seil ge-
schlungen ist, das an der Peripherie der Rolle befestigt ist und
an dem freien Ende entweder die Last trigt oder von der Kraft
angegriffen wird (Fig. 168).

n=1: (152)

Tig. 168, Wellrad.

Fig, 169. Winde.

Die tibliche Form des auf diesem Prinzip beruhenden Wellrades
weicht allerdings insofern ab, als nur die Rolle von kleinerem Durch-
messer, die Welle, die Gestalt eines Zylinders hat, wihrend die
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grofiere Rolle (das Rad) durch eine oder zwei Kurbeln ersetzt ist.
Eine derartige Vorrichtung (dargestellt durch Fig. 169) wird als
Winde bezeichnet*).

Aus der Forderung der Gleichheit der Drehmomente folgt ohne .
weiteres, daB das Ubersetzungsverhiltnis eines Wellrades dem
Verhsltnis der Radien von Welle und Rad gleich ist.

§ 142. Das Differentialwellrad.

Um besonders groBe Ubersetzungen zu erreichen, bedient man
sich zweckmafig des der Differentialrolle verwandten Differential-
wellrades. Es besteht aus zwei, am besten aus einem Stiicke ver-
fertigten, aneinanderschlielenden Wellen von nur wenig verschiede-
nem Radius, um die ein Seil geschlungen ist, und zwar derart, dag
es sich bei dem Abwickeln von der einen Welle auf der anderen
aufwickelt. Dasg Seilstiick, dasg
zwischen den beiden Wellen
hinabhangt, trigt eine lose
Rolle, mittels deren die Last
gehoben wird. Dem Angriff
der Kraft dient eine Kurbel.

Wenn nun dag Ende der
Kurbel einen Bogen von der
Lange s beschreibt, so wird da-
durch auf der grofleren Welle
ein Seilstiick von der Linge
sr/R aufgewickelt, wenn R

Fig. 170. Ditforentialwellrad. der Radius der Kurbel ist und

, 1 der Halbmesser der grofieren

Welle. Auf der kleineren Welle, deren Radius r' sei, wird somit

ein Seilstiick von der Lénge s r’/R abgewickelt. Infolgedessen wird

das zwischen beiden Wellen hinabhéngende Seilstiick um die Linge

s (r—2')/R verkiirzt. Halb so groB ist die Strecke, um die die lose

Rolle gehoben wird, und daher ergibt sich fiir das Ubersetzungs-
verhdltnis der Differentialwelle der Wert

2R .

q=1:}—:i7- (153}

§ 143. Die Riderwerke.

Unter einem Zahnrad verstehen wir ein Wellrad, bei dem
entweder die Welle oder das Rad oder beide mit dquidistanten
Z&ihnen versehen sind. Fine Kombination solcher Zahurider wird
als ein Réderwerk bezeichnet.

*) Oder auch als Haspel, bei vertikaler Achsenrichtung auch als Gtapel.
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Das denkbar einfachste Riderwerk erhalt man, indem man die
Zghne des Rades einer eine Last tragenden Welle in die Zihne einer
anderen mit einer Kurbel versehenen Welle eingreifen 1a6t (Fig. 171).
Es seien r der Radius der Welle, die am Seil die Last trigt, R der
Radius des zugehorigen ge-
ziahnten Rades; r’ sei der
Halbmesser des eingreifen-
den sogenannten Trieb-
rades und R’ die Lange
der Kurbel. Wenn nun der
Endpunkt P der Kurbel
einen Bogen von der Linge
8 beschreibt, so legt ein
Punkt des Umfanges des
Triebradeseinen Weg sr’/R’
zuriick. Denselben Weg be-
schreibt wegen des Tnein-
andergreifens der Zihne Tig. 171,
auch ein Punkt des Um-
fanges des groBen Zahnrades, und daher wird das Seil um eine
Strecke gehoben, die gleich ist

Einfaches Riderwerk.

s T
Daraus folgt fiir das Ubersetzungsverhiltnis
p=1rr:RR. (155)

Da sich bei gleicher Breite der Zihne und der Zahnliicken die Ra-
dien R und r’ wie die Zahlen der Zihne (Z und z) verhalten, so kann
die Gl 155 auch in der Form geschrieben werden

Natiirlich konnen zwischen das die Last tragende Zahnrad und
das Triebrad noch heliehig viele andere Zahnriider nach dem in
Fig. 172 dargestellten Schema eingeschaltet werden, indem immer
die Zihne der Welle des einen Zahnrades in den Umfang des voran-
gehenden eingreifen. Ist K die an der Kurbel angreifende Kraft,
k die Linge der Kurbel, I der Radius der Welle, an der die Last L
befestigt ist; sind ferncr wieder z und Z die Zahnezahlen von dem
Triebrad (ganz rechts in Fig. 172) und dem ersten Zahnrad (ganz
links) und sind z’, 2", Z’, Z" die Zahnezahlen der dazwischen ge-
schalteten Réder, so gilt die Formel
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K 1 z7'2"

T =% zz7 (157)
Durch Einschaltung mehrerer Zwischenréder kann also das Uber-
setzungsverhéltnis beliebig verkleinert werden.

Fig. 172. Réderwerk,

Die technische Ausfithrung einer Zahnradwinde ist aus Fig. 173
ersichtlich. Zum Heben groBer Lasten bedient man sich elektrisch
betriebener Zahnradwinden,

g, 173. Zahnradwinde.

§ 144. Der Hebel.

Eine besonders einfache Vorrichtung zur mechanischen Kraft-
ibertragung wird durch einen jeden starren Kdrper dargestellt,
der um eine feste Achse drehbar ist. Wofern in zwei zu dem
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Korper gehorigen Punkten zwei oder mehrere Krifte angreifen,
die ihre (auf den Korper bezogenen) Angriffsstellen auch wihrend
einer etwaigen Bewegung nicht &ndern, wird ein solcher Korper als
Hehel bezeichnet.

Ein Hebel wird gerade genannt, wenn beide Angriffspunkte
in einer Geraden liegen, die zugleich durch die Drehungsachse hin-
durchgeht. Je nachdem, ob die beiden Angriffspunkte zn beiden
Seiten der Drehungsachse liegen oder aber auf derselben, wird
zwischen zweiarmigem und einarmigem Hebel unterschieden.
Geht die Verbindungslinie der beiden Angriffspunkte nicht durch
die Drehachse hindurch, so wird der Hehel als Winkelhebel be-
zeichnet,

Unter den Hebelarmen versteht man die senkrechten - Ab-
stinde der Kraftrichtungen von der Drehungsachse. Die Produkte
aus ihnen und den Kraftbetrigen stellen also die Drehmomente
der Kréafte dar. Da nur dann Gleichgewicht bestehen kann, wenn
die Drehmomente entgegengesetzt gleich sind, so ergibt sich fiir
den Hebel die Gleichgewichtsbedingung in der Forderung,
daf sich die Hebelarme umgekehrt wie die Kridfte ver-
halten miissen. . :

Die Hebelarme miissen natiirlich, wofern der Hebel die Form
einer Stange hat, im allgemeinen keinesfalls in die Richtung dieser
Stange fallen. Wohl aber ist dies der Fall, wenn der stangenformig
gedachte Hebel horizontal ist, seine eigene Masse vernachlassigt
werden darf (man spricht dann von einem ,,mathematischen®
Hebel) und an ihm nun Gewichte angreifen. Fiir diesen Sonderfall
hat bereits Archimedes (um 250 v. Chr.) das richtige Hebelgesetz
abgeleitet, wihrend die Ableitung fiir den schiefen Hebel zuerst -
Jordanus Nemorarius im 13. Jahrhundert und genauer spéter
Leonardo da Vinci und Ubaldi o ,

im 16. Jahrhundert vollbrachten*). R

Wirken etwa auf jeder Seite eines
Hebels mehrere Krifte, go Dbesteht
Gleichgewicht, wenn die Summe der
statischen Momente auf der einen
Seite ebensogrofl wie auf der anderen Fig. 174.

Seite ist. In dem in Fig. 174 dar-
gestellten Talle mogen beispielsweise auf der linken Seite die Ge-
wichte 10 und 8 in den Entfernungen 8 und 4 wirken; auf der

*) Vgl. A. Haas, Die Grundgleichungen der Mechanik, dargestellt
auf Grund der geschichtlichen Entwicklung, Leipzig 1814, I. Vorlesung.
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rechten Seite hingegen die Gewichte 5, 2 und 4 in den Ab-
stinden 2, 4 und 6 von dem Unterstiitzungspunkt. Da auf bei-
den Seiten die Summe der statischen Momente gleich gro8,
ndmlich gleich 42 ist, so besteht bei dieser Anordnung Gleich-
gewicht. '

Jedesfalls setzen sich stets die einzelnen Krifte zu einer Re-
sultierenden zusammen, deren Angriffspunkt im Gleichgewichts-
fall durch einen unterstiitzten Punkt gehen mufl. Dieser muf} einen
Druck aushalten, der der Resultierenden gleich ist. Deshalb besteht
auch dann Gleichgewicht, wenn der Angriffspunkt der Resultierenden
zwar nicht fest ist, in ithm aber eine
der Resultierenden entgegengesetzte,
also vertilkkal aufwarts gerichtete Zug-
kraft angreift. In dem durch Fig. 175
dargestellten Fall mogen beispielsweise
in den Endpunkten des Balkens AB die
Gewichte P und P’ angreifen. In dem
Punkte €, der den Balken im umge-
kehrten Verhiltnis der Gewichte P und
P’ teilt, greife die nach aufwirts wir-
kende Zugkraft P” an, die mittels einer
festen Rolle durch ein entsprechendes
Gewicht hervorgerufen werde, das der

Fig. 175. Summe der Gewichte P und P’ gleich

sel. Nach dem vorhin Gesagten besteht

dann Gleichgewicht, ohne dafl der Punkt C fest sein mufl. Gleich-

gewicht besteht aber auch dann, wenn wir uns einen der drei

Punkte fest wnd die in ihm angreifende Kraft beseitigt denken.

Je nachdem, ob der Punkt, den wir uns fixiert denken, der

Punkt ¢ oder einer der beiden Endpunkte der horizontalen

Stange ist, erhalten wir dann einen zwei- oder einen cinarmigen
Hebel.

Denken wir uns andererseits die beiden Endpunkte A und R
fixiert, und unter Fortlassung der Gewichte P, P’ und P” im Punkte
C ein Gewicht Q angreifend, so verteilt sich die Last auf die beiden
Endpunkte im umgekehrten Verhaltnis der Strecken AC und OB,
Ist beispielsweise auf eine von zwei Msnnern getragene Bahre eine
Last von 50 kg so gelegt, dall der Schwerpunkt der Last von dem
vorderen Ende der Bahre um 120 cm und von dem hinteren Ende
um 80 cm entfernt ist, so hat der vordere Triiger einen Druck vop
20 kg, der hintere Triger aber einen von 30 kg auszuhalten,

O —— 3
==}

.t\
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§ 145. Der Hebel als Wage.

Eine jede Maschine kann nicht bloB zur Kraftiibertragung,
sondern auch auf Grund ihres Gleichgewichtsgesetzes zur Krafte-
vergleichung verwendet werden. Im besonderen wird ein Hebel,
der der Vergleichung von Gewichten dient, als Wage bezeichnet.

Die einfachste und zugleich wichtigste Form der Wage ist die
gleicharmige Wage, deren Theorie und Praxis in einem anderen
Teile dieses Handbuches (MaB und Messen) eingehend besprochen
werden. Auch der ungleicharmige Hebel kann in der Form der so-

genannten Schnellwage (Fig. 176) zu Wagungen verwendet wer-
den. Am Kkiivzeren Hebelarm hingt bei dieser das zu messende Ge-
wicht in bestimmter Entfernung von der Drehachse, wahrend der
lingere Hebelarm ein verschiebbares Laufgewicht tragt. Im Gleich-

gewichtsfalle mufl sich das zu ermittelnde 4 sc oD

CGewicht zu dem Laufgewicht so verhal- 7
ten, wie der Abstand des Laufgewichtes ﬁ J 0

von der Drehachse zu dem kurzen Hebel- F
arm. An einer Skala, die der lingere £ X4,
Hebelarm tragt, kann derart aus der wig 177. Die Briickenwage.
Stelle, die das Laufgewicht bei horizon-
taler Balkenstellung einnimmt, das zu messende Gewicht abgelesen
werden.

Eine besondere Erwihnung verdient auch die in Fig. 177 dar-
gestellte Dezimalwage oder Briickenwage, die eine Kombination
von drei Hebeln darstellt. Der erste Hebel ist der um den Punkt B
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drehbare Wagbalken, der im Punkte A die Wagschale, in den Punk-
ten C und D aber Zugstangen trigt, die in den Punkten E und D’
in Gelenke enden. Der zweite Hebel ist durch die um den Punkt C’
drehbare Stange EF dargestellt, der dritte- endlich durch die um
B’ drehbare Stange B’D’.

Der Hebelarm AB wird hei der Konstruktion der Dezimalwage
zehnmal so groB gemacht wie die Strecke BC. Uberdies wird die
Konstruktion gemifl der Proportion vorgenommen

BD:BC=BD:BC. (158)

Auf die Briicke (EF) werde nun eine Last Q gelegt. Wir kénnen
uns dieses Gewicht in zwei Komponenten Q; und Q, zerlegt den-
ken, deren eine in dem Punkte C als Zugkraft und deren andere
im Punkte C’ als Druckkraft angreife. Letztere Kraft wird gemif
dem Hebelgesetz in der Starke Q,/n auf den Punkt D’ und somit
auch auf den Punkt D iibertragen, wenn wir mit n das Verhiltnis
B’D’/B’C’ bezeichnen. Da aber auch das Verhiltnis BD/BC (nach
Gl 158) n betrégt, so wirkt im Punkte D die Kraft Q,/n auf die-
selbe Weise wie ima Punkte C eine Kraft Q. In bezug auf den Punkt
C ist also die vereinigte Wirkung der Kriifte Q, und Q, ebensogrofl
wie die Wirkung eines im Punkte C unmittelbar angreifenden Ge-
wichtes von der GroBle Q; + Qg, also von der GroBe Q. Dieser Last
wird aber, weil A B zehnmal so grof3 wie BC gew#hlt wuarde, durch ein
Gewicht Q/10 auf der Wagschale das Gleichgewicht gehalten. Man
braucht also in dem betrachteten Falle, um eine bestimmte Lagt zu
wigen, nur zehnmal kleinere Gewichtsstiicke, woraus sich die Be-
zeichnung der Briickenwage als Dezimalwage evklirt. Ubrigens wer-
den auch Konstruktionen benutzt, bei denen die Strecke BC hun-
dertmal kleiner gewahlt wird als die Etleclxe AB; man spricht
dann von einer Zentimalwage.

Auf welche Stelle der Briicke die zu wigende Last gelegt wird,
ist nach dem frither Gesagten gleichgiiltig. s laBt sich aber auch
leicht zeigen, dafl die Briicke bei dem Steigen oder Sinken stets

~horizontal bleibt. Sinkt beispielsweise der Punkt C um 1 mm,
80 senkt gich der Punkt D um n mm, ebenso auch der Punkt D7,
und daher betrigt die Senkung des Punktes C’, da sie n-mal kleiner
ist als die des Punktes D, wiederum 1 mm. Die Briicke verschiebt
sich also stets parallel zu sich selbst.

.§ 146. Die schiefe Ebene.

- Einen besonders einfachen Typus einer Maschine stellt: die
schiefe Ebene dar, die eine Reduktion der Kraft im Verhiltnis
von 1 :sina gestattet, wenn a der Neigungswinkel der Ebene ist
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und die Kraft in der Richtung der Linge der schiefen Ebene angreitt
(vgl. die frithere Fig. 25 in-§ 24).

Greift hingegen die Kraft in horizontaler Richtung an, so
ist sie gleich der Last, multipliziert mit der trigonometrischen Tan-
gente des Neigungswinkels.

§ 147. Die Schraube.

Wenn wir eire schiefe Ebene auf einem ihr parallelen Zylinder
mit vertikaler Achse aufwickeln, so erhalten wir eine sogenannte
Schraube. Aus Fig. 178 ist es ersichtlich, welche Lage bei einer

Fig. 178. Die Schraube.

derartigen Aufwicklung die einzelnen Punkte der schiefen Ebene
durch die Aufwicklung erlangen. Den #quidistanten Punkten a, b, ¢,
d, e der schiefen Ebene entsprechen die Punkte a’, b’, ¢/, d’, e’
der Schraubenlinie, wobei die Strecke dd’ gleich dem Umfang des
Zylinders gewihlt wurde; dann kommen die Punkte ¢’ und e’ ver-
tikal iiber den Punkt a und der Punkt d’ vertikal iiber dem Punkt b’.
Ein Stiick der Schraubenlinie, das von zwei unmittelbar unterein-
ander liegenden Punkten der Linie begrenzt ist, wird als ein
Schraubengang bezeichnet; der vertikale Abstand zweier solcher
Punkte wird die Héhe eines Schraubenganges genannt.

Als Schraubenspindel wird ein Zylinder bezeichnet, auf
dessen Mantel lings einer Schraubenlinie eine Erhshung liuft. Je
nachdem, ob diese prismatische Erhohung
drei- oder viereckig ist, unterscheidet man
scharfe und flache Schraubengewinde
(Fig. 179a und b). Wird hingegen das Ge-
winde auf der inneren Seite eines haohlen
Zylinders eingeschnitten, so entsteht eine
sogenannte Schraubenmutter. - Spindel
und Mutter stellen in ibrer Vereinigung eine
eigentliche Schraube dar, wofern das Gewinde der Spindel in die
vertieften Génge der Mutter pafit.

Da wir die Schraube als eine auf einem Zylinder aufgewickelte
schiefe Ebene auffassen konnen, so gilt ftix die Schraube das-
selbe Gesetz der Kraftithertragung wie fiir die schiefe Ebene. Die

Fig. 179.
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Hohe des Schraubenganges entspricht der Hohe der schiefen Ebene,
der Umfang des Schraubenzylinders der Basis. Wofern die Kraft
parallel zur Basis wirkt, was in der Regel der Tall ist, besteht also
(leichgewicht, wenn sich die Kraft zur Last ebenso verhalt wie die
Hohe eines Schraubenganges zum Umfang des Schraubenzylinders *).

Ein noch viel giinstigeres Ubersetzungsverhiltnis 1aBt sich er-
zielen, wenn man die Kraft nicht unmittelbar am Umfang der Spin-
del angreifen 1a8t%, sondern an dem Ende eines Hebelarmes. Kine
derartige, besonders Kraft sparende Maschine wird als Schrauben-
winde bezeichnet. Wenn der Arm des Hebels etwa zehnmal so lang
ist wie der Halbmesser der Spindel und die Hohe eines Schrauben-
ganges den zehnten Teil des Umfanges der Schraubenspindel be-
N trigt, so ergibt sich das Ubersetzungsver-
;‘ hiltnis der Kraft zu 1/;4,.

2 Andererseits kannnatiirlich eine Schraube
M‘T auch zur Erreichung grofier Druck wirkun-
gen verwendet werden. Diesem Zwecke
dient die bekannte Schraubenpresse
| (Fig. 180). Die Schraubenmutter ist an
<JL 8 ! cinem starken Rahmen befestigh. In die
y, Mutter pafit eine Spindel, die derart mit
der oheren Prelplatte verbunden ist, dall
diese zwar den Auf- und Abwirtshewe-
gungen der Spindel folgh, ohne jedoch an
Tig. 180. Schraubenpresse. 1fen Drehungen teilzunehmen. Dies wird

dadurch erreicht, dall das untere Ende der
Spindel ein Kugelgelenk trigt, das in einer auf der Prefiplatte
befestigten Metallplatte stecks.

§ 148. Der Keil.

Ebenso wie die Schraube 1ift sich auch der Keil leicht auf die
schiefe Ebene guriickfithren; denn or stellt im wesentlichen ohne-
dies nichts anderes dar als eine schiefe Ebene, die selbst be-
wegt wird. In seiner einfachsten Form besteht der Keil aus einem
prismatischen Korper mit zwei ebenen Gleitflichen, die sich unter
einem spitzen Winkel schneiden.

Wie mittels eines Keiles eine horizontale Kraft in veltﬂ;&lel
Richtung wirken kann, zeigt Fig. 181. Die eine Gleitfliche des
Keilg ist horizontal, die andere aber schrig. Auf dieser zweiten

7

*) Wegen der sehr geringen Steigung der praktisch verwendeten
Schrauben kann iibrigens ohne merklichen Fehler die Linge eines
Schraubenganges dem Spindelumfang gleichgesetzt werden.
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Flache ruhe ein Gewicht, das durch zwei parallele Leisten in verti-
kaler Richtung gefithrt werde. Durch ein Gewicht werde der Keil
in horizontaler Richtung gezogen, so daB infolgedessen das Gewicht
vertikal gehoben wird.

Bezeichnen wir mit ¢ den Neigungswinkel, so entspricht einer
horizontalen Verschiebung um eine bestimmte Strecke, die etwa d
genannt werde, eine Hebung der Last um eine Hohe dtgep, und

daher ist auch das Uber-
W l setzungsverhaltnis durch den
Quotienten aus der Hohe
und der Basis der schiefen

)

\
Fig. 181. Fig. 182.

Ebene bestimmt. Wenn im besonderen der Neigungswinkel 45°
betrigt, so ist das Ubersetzungsverhiltnis gleich Eins; in diesem
- Spezialfall wird nur die Richtung der Kraft, nicht aber deren Be-
trag geéindert.

Wie eine schiefe Ebene dadurch, daf sie selbst bewegt wird,
eine Last zu heben vermag,
ist auch aus Fig. 182 ersicht-
lich. Das bewegte, eine schiefe
Ebene darstellende Prisma
ABC gleitet in horizontaler
Richtung, einerseits auf wag-
rechter Unterlage, andererseits
lings eines anderen Prismas,
das die Last in D tragt. Die ) :
Kraft, die das Prisma ABC Tig. 183. isoher K f‘ ig. 184,
fortzieht, hilt dann der Last Symmotrizoher Keil
das Gleichgewicht, wenn sie sich zu ihr wie die Strecke BC
zur Strecke AB verhilt.

Denken wir uns die zuletzt beschriebene Vorrichtung unter
Weglassung der horizontalen Unterlage mit Bezug auf AB als Sym-

Handbuch der Experimentalphysik. Haas, 14
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metrale verdoppelt, so erhalten wir den sogenannten symme-
trischen XKeil, der in Fig. 183 dargestellt ist. AB wird der
Riicken, CD die Mittellinie und AD bzw. BD die Linge des
Keiles genannt. Aus Fig. 183 folgt ohne weiteres, daB die Kraft
einer senkrecht zur Mittellinie zu iiberwindenden Gegenkraft
dann dag Gleichgewicht halt, wenn sie sich zu ihr wie der Riicken
des Keils zu dessen Mittellinie verhilt. Wirkt hingegen die zu tiber-

il

Fig. 185. Experimenteller Nachweis des Gleichgewichtssatzes fiir den
symmetrischen XKeil.
windende Gegenkraft senkrecht zur Linge des Keiles (Fig. 184),
so besteht Gleichgewicht, wenn sich die Kraft zur Gegenkraft wie
der Riicken des Keils zu dessen Lange verhilt.

Eine Vorrichtung zur experimentellen Bestitigung dieses
Gesetzes ist in Fig. 185 dargestellt*). Allgemein bekannte Beispiele
fir die Anwendung des Keilprinzips sind : Messer, Beil, Nadel usw.
Eine einfache Kombination von Keil und Hebel wird durch die
Schere dargestellt. ’

Tiinfzehntes Kapitel.
Die Rotation starrer Korper.
§ 149. Die Rotation um eine feste Achse.
Da wir uns alle einen starren Korper zusammensetzenden Massen-

punkte immer mit einem Koordinatensystem fest verbunden denken
konnen, so miissen sich alle Bewegungen, die ein starrer Kérper

*) Behr storend wirkt allerdings die starke Reibung.
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ausfiihren kann, stets auf eine Translation und eine Rotation
zuriickfithren lassen (vgl. § 15). Die Translation eines starren Kor-
pers bietet keine anderen Probleme als die Bewegung eines ein-
zelnen Massenpunktes; denn eine Translation ist eben dadurch
gekennzeichnet, dal bei ihr alle mit einem Koordinatensystem fest
verbundenen Punkte kongruente Bahnen beschreiben.

Der einfachste Fall einer Rotation liegt dann vor, wenn sich
der starre Korper mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
um eine mit ihm starr verbundene, sogenannte feste Achse dreht.

Ist w der Betrag der Winkelgeschwindigkeit und p der Abstand,
den ein beliebiger, zu dem Korper gehoriger Massenpunkt von der
Rotationsachse hat, so ergibt sich die lineare Geschwindigkeit des
betreffenden Massenpunktes zu w . p und somit die lebendige Kraft
des rotierenden starren Korpers zu

L = {w2J, (169)
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist '
J = Smpe. , (160)

Die Grofle J, die sich ergibt, indem alle Massen mit dem Quadrat
ihres Abstandes von der Rotationsachse multipliziert werden und
sodann die Summe dieser Produkte gebildet wird, wird als das
Tragheitsmoment des starren Korpers in bezug auf die
betreffende Rotationsachse bezeichnet*). Die Quadratwurzel des
Quotienten aus Trigheitsmoment und Masse (also die Grofie 1/37&1)
heift der Tragheitsradius des Korpers um die betreffende Achse.

Erfolgt die Rotation um eine feste Achse, so ist der Abstand
von der Rotationsachse unverdnderlich, und somit wird die Winkel -
beschleunigung als zeitlicher Differentialquotient des Produktes
p-w dann gleich p.dw/dt. Nach dem zweiten Newtonschen
Bewegungsgesetz gilt somit fiir die auf den einzelnen Massenpunkt
wirkende Kraft, die K genannt werde, die Beziehung

K= mp(-ldl,:—- (161)

Wofern die Kraft den Korper um seine feste Achse dreht, ist das
Moment der Kraft um die Achse einfach durch das Produkt p . K ge-
geben. Bezeichnen wir also das Drehmoment, das aus allen, an

*) Die Bezeichnung als ,, Triigheitsmoment* erkléirt sich daraus, daB,
wie die Gl. 159 zeigt, das Triigheitsmoment an die Stelle der triigen
Masse tritt, wofern in der Formel fiir die lebendige Kraft die lineare
Geschwindiglkeit durch die Winkelgeschwindigkeit ersetzt wird.

14#
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den einzelnen Massenpunkten angreifenden Kriften resultiert, mit
M und summieren wie die letzte Gleichung, nachdem wir sie mit p
multipliziert haben, iiber alle Massenpunkte des starren Korpers,
80 finden wir

dw
M= Jﬂ . (162)

§ 150. Der Steinersche Satz.

Aus der Definition des Trigheitsmomentes folgt, daB es
auch bei einem und demselben Kérper im allgemeinen fiir ver-
schiedene Achsen verschiedene Werte haben mufi. Eine
einfache geometrische Betrachtung fithrt indessen bereits zu einer
wesentlichen Vereinfachung des Problemes der Bestimmung des
Trigheitsmomentes. Es 1aft sich ndmlich ohne weiteres das Trag-
heitsmoment fiir jede beliebige Achse angeben, wofern nur das
Trigheitsmoment um eine parallele, durch den Schwerpunkt
gehende Achse bekannt ist.

Es sei a der Abstand der beiden Achsen, und J sei das als bekannt
angenommene Trigheitsmoment um die durch
den Schwerpunkt gelegte Rotationsachse. Der
senkrechte Abstand eines Massenpunktes des
Korpers von der durch den Schwerpunkt
gehenden Achse sei p, von der zweiten Achse

Tig. 186. aber p’, und J’ sei das zu ermittelnde Triig-

heitsmoment um die zweite Achse. Bezeichnen

wir mit y den Winkel, den das Lot p mit der Verbindungsstrecke
der beiden Achsen einschlieft (Fig. 186), so ist

p'? = p?+a? — 2ap cosy. (163)

Daher wird
J=J+a* 3 m—2a Jmpcosy. (164)

Machen wir nun die durch den Schwerpunkt gehende Rotations-
achse zur z-Achse eines Koordinatensystems und die Verbindungs-
strecke zwischen den beiden Umdrehungsachsen zur x-Achse, so
wird p cos y einfach gleich der x-Koordinate. Es wird dann

| 2 mp cosy = S'mx;
andererseits ist Y'mx gleich dem Produkt aus der Gesamtmasse
des Kérpers und der x-Koordinate des Schwerpunktes. Letztere

Koordinate verschwindet aber, weil die z-Achse durch den Schwer-
punkt geht, und somit nimmt die Gl 164 die einfachere Form an

T =J42 Ym. (165)
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Das Triagheitsmoment um eine beliebige Achse ist also gleich
demjenigen um eine parallele, durch den Schwerpunkt gehende
Achse, vermehrt um das Produkt aus der Masse des Korpers und
dem Quadrate des Abstandes der beiden Achsen. Nach seinem Ent-
decker wird dieses Theorem als Steinerscher Satz bezeichnet.
Aus diesem Satz folgt zugleich, dall die durch den Schwerpunkt
gehenden Achsen dadurch ausgezeichnet sind, daB fiir sie das Trag-
heitsmoment kleiner ist als fiir jede andere parallele Achse.

§ 151. Trigheitsellipsoid und Haupttrigheitsachsen.

Die Maunigfaltigleit der Werte des Triigheitsmomentes fiir
alle durch den Schwerpunkt gehenden Achsen a6t sich auf mannig-
fache Art graphisch darstellen. Man trigt hierzu auf den
einzelnen, durch den Schwerpunkt gehenden Geraden von dem
Schwerpunkte aus Strecken auf, die man entweder dem Tragheits-
moment selbst oder bestimmten Funktionen des Tragheits-
momentes gleich macht. Zu ciner besonders einfachen Konstruktion
gelangt man, wenn man die Strecken so lange macht, dafl das Qua-
drat ihrer Lénge numerisch gleich oder proportional ist dem
reziproken Werte des Trigheitsmomentes; man setzt also

12 — } : (166)

.

Bei dieser Art der graphischen Darstellung erweist sich der
geometrische Ort der Endpunkte aller Strecken stets als ein Ellip-
soid, wie geometrische Betrachtungen zeigen, die an anderer Stelle
ausfithrlicher wiedergegeben werden mogen. Das Ellipsoid wird
das Triagheitsellipsoid des betreffenden Korpers genannt, die
drei Achsen des Tllipsoids werden als die Haupttrigheitsachsen
des Korpers bezeichnet.

Die auf die Haupttrigheitsachsen bezogenen Werte des Trag-
heitsmomentes heiflen die Haupttrigheitsmomente des starren
Korpers. Werden sie mit Jy, Js, J3 bezeichnet, so ergibt sich fiir
das Trigheitsmoment J um eine beliebige, durch den Schwerpunkt
gehende Gerade, die mit den Haupttrigheitsachsen die Winkel «,
f, v einschlieBt, die Beziehung

J = J; cos?a + Jy cos2p + Jy costy, (167)

Ebensowohl wie fiiv den Schwerpunkt a6t sich das Trigheits-
ellipsoid natiirlich auch fiir jeden beliebigen anderen Punkt des
Korpers konstruieren; doch werden nach dem Steinerschen Satz
die Bllipsoide um so kleiner, je weiter wir uns von dem Schwer-
punkt entfernen (Tig. 187).
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Im besonderen kann natiirlich das Ellipsoid ein Rotations-
ellipsoid sein, indem zwei Haupttrigheitsmomente gleich grofl
sind, Dies ist immer dann der Fall, wenn der starre Korper eine
Symmetrieachse besitzt. In einem solchen Falle ist nur die
Richtung einer Haupttrigheitsachse festgelegt, wihrend jede De-
liebige, zu ihr senkrechte Achse ebenfalls eine Haupttrigheits-
achse mit stets gleichem Trégheitsmoment davstellt, Wird das

Tig. 187. Das Triigheitsellipsoid.

Trigheitsellipsoid zu einer Kugel, so gibt es iiberhaupt keine aus-
gezeichneten Richtungen mehr; das Tragheitsmoment hat dann
um jede beliebige Achse denselben Wert. Aufler fiir eine Kugel
selbst nimmt das Trégheitsellipsoid auch fiir homogene regulire
Korper (Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Tkosaeder und Dodekaeder)
die Gestalt einer Kugel an.

Der Gedanke der graphischen Darstellung des Tragheitsmomentes
durch ein Ellipsoid stammt von Poinsot (1834).

§ 152. Beispiele fiir die Triigheitsmomente homogener
Korper.

Die Berechnung der Trigheitsmomente homogener Kor-
per ist eine im allgemeinen nicht schwierige Aufgabe der Integral-
rechnung., Die Ergebnisse der Berechnungen seien fiir einige wich-
tigere Spezialfalle im folgenden mitgeteilt.

Bei einem rechtwinkligen Parallelepiped mib den Kanten-
lingen a, b, ¢ wird das Trigheitsmoment um eine durch den Schwer-
punkt gehende, der Kante a parallele Achse
b2 - ¢2

12 7
wenn m die Gesamtmasse des Korpers bedeutet. Analoge Formeln
gelten natiirlich auch fiir die Trigheitsmomente um die beiden

J=m (168)
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anderen Haupttrigheitsachsen, die den beiden anderen Kanten
parallel sind.

Fir das Tragheitsmoment eines Wiirfels um eine zu einer
Kante parallele und durch den Schwerpunkt gehende Achse¥)
folgt daraus

W= (169)

Fir einen rechtwinklig-parallelepipedischen Stab, bei dem also
neben einer Kantenlénge ¢ die beiden anderen vernachléssigt werden
konnen, wird das Triagheitsmoment um eine zu der langen Kante
senkrechte, durch den Schwerpunkt gehende Achse

me?
Bei einem Kreiszylinder ergibt sich das Trigheitsmoment
um die Zylinderachse zu
mr?
J = 5 (171)

wenn r der Radius ist; hingegen findet man fiir das Trégheits-
moment um eine zu der ersten senkrechte Achse den Wert

T=m(g+5), (172)

wenn 1 die Hohe des Zylinders ist.
Bei einer Kugel wird das Tragheitsmoment um eine durch das

Zentrum gehende Achse
2

= -5—' r’m, (173)
Fiir ein Ellipsoid mit den Achsen a, b, ¢ wird das Trégheitsmoment
um die Achse a '
m(b? -+ c?)
—F
und analoge Formeln gelten natiirlich fiir die Triagheitsmomente
um die beiden anderen Achsen. Die Achsen des Tragheitsellipsoids
fallen in die Richtungen der Achsen des ellipsoidischen Kérpers.
Bei einem Kreiskegel wird das Trigheitsmoment um die Achse

Ji = (174)

T = % ma, (175)

*) Ebenso grof} ist iibrigens das Trigheitsmoment um jede durch
den Schwerpunkt gehende Achse, so daf} eben das Triigheitsellipsoid kugel-
formig wird. ‘
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§ 153. Die experimentelle Bestiitigung der fiir das Trig-
heitsmoment geltenden Beziehungen.

Hinsichtlich der Rotation eines starren Korpers sind, wie aus
dem Ausdruck fiir das Trigheitsmoment folgt, zwei Massen dann
aquivalent, wenn sie sich umgekehrt verhalten wie die
Quadrate ihrer Abstéinde von der Umdrehungsachse. Daf3
dies tatsichlich der Fall ist, 1Bt sich experimentell an einer der
Atwoodschen Fallmaschine nachgebildeten Vorrichtung demon-
strieren, deren Schema in den Figg. 188 und 189 wiedergegeben ist.

Diese Vorrichtung besteht

aus einer Rolle mit zweikon-
zentrischen Rinnen, deren
@ Radien sich wie 1:2 ver-
halten. Um die groflere
Rinne sei in dem einen Fall
~——" (Fig. 188) eine Schnur ge-
schlungen, die an dem einen
Ende ein Gewicht P trage,
am anderen Ende dasselbe

[~

Gewicht vermehrt um ein
kleines Ubergewicht p. Im
14 anderen Falle (Fig. 189)
Fig. 188. Fig. 189. hénge von der groferen
Experi;nent-eller Nachweis der fiir das Trig- Rinne nur das t'Tbel‘geWicht
heitsmoment geltenden Beziehungen. . . .
p herab, wahrend die klei-
nere Rolle eine Schnur trage, die an beiden Enden mit dem gleichen
Gewicht P’ belastet sei. Wenn nun das Gewicht der Rolle neben den
Gewichten P und P’ vernachlissigt werden kann, so miifite in bei-
den Fallen die gleiche Winkelbeschleunigung erzielt werden und
somit in beiden Fallen das Ubergewicht in gleichen Zeiten dieselbe
Fallstrecke durchlaufen, wofern das Gewicht P’ viermal so groB3
gewahlt wird wie das Gewicht P. In der Tat zeigt dies das Experi-
ment, das derart zuerst von Kurz durchgefihrt wurde*).

§ 154, Die Deviationsmomente.

Bei der Rotation eines starren Korpers um eine feste Achse
wirkt auf jeden zu dem Korper gehorigen Massenpunkt eine Zen-
trifugalkraft. Nach den schon in einem fritheren Abschnitt
(§ 128) besprochenen allgemeinen Regeln, die fiir die Zusammen-
setzung von Kriaften an starren Korpern gelten, miissen sich auch

4l il P"l

|

*) Vgl. Miller-Pouillet’s Lehrbuch der Physik.
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diese Zentrifugalkrifte zu einer resultierenden Einzelkraft und
einem resultierenden Kraftepaar zusammenfiigen lassen,

Was nun zunichst die Einzelkraft betrifft, so laf3t sich zeigen,
daB sie immer dann verschwindet, wenn die Rotationsachse
durch den Schwerpunkt geht.

Das aus defi Zentrifugalkréften resultierende Kraftepaar ergibt
ein Drehmoment, das, wie mathematische Ableitungen zeigen,
den Korper um eine zu der Rotationsachse senkrechte Achse zu
drehen, ihn also aus seiner augenblicklichen Rotationsrichtung
abzulenken sucht. Der Betrag des Drehmomentes ist dem Qua-
drat der Winkelgeschwindigkeit proportional; der Quotient aus
dem Drehmoment und dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit
wird als das Deviationsmoment in bezug auf die Rotations-
achse bezeichnet. Machen wir die Rotationsachse etwa zur z-Achse
eines Koordinatensystems, so gelten fiir die Komponenten des das
Kriftepaar darstellenden Vektors die Beziehungen

My = — w2 M'myz; My= —w2_ Y mzx; M,=0. (176)

§ 155. Die freien Achsen.

Nur in einem bhesonderen Falle verschwindet das durch die
Zentrifugalkrifte erzeugte Drehmoment, némlich dann, wenn der
starre Korper um eine seiner Haupttriigheitsachsen rotiert. An-
dererseits bezeichnet man als freie Achsen solche mit dem Korper
fest verbundene Achsen, um die der Korper ohne Binwirkung
einer dufleren Kraft mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit rotieren kann. Es ist klar, daf3 dies bei dem Vorhandensein
eines von. Null verschiedenen Deviationsmomentes micht maglich
ist; dann mufl nimlich auf den Korper, wofern er seine Rotations-
achse beibehalten soll, von aullen her ein Drehmoment wirken, das
das von den Zentrifugalkriiften herrithrende eben kompensiert. Aus
dem vorhin Gesagten folgt, daBl die Haupttrigheitsachsen eines
starren Korpers zugleich seine freien Achsen sind.

§ 156. Die allgemeinste Bewegung eines starren Korpers.

Eine unendlich kleine Lagentinderung eines starren Korpers
l1aft sich, wie geometrische Betrachtungen zeigen, stets auffassen als
Superposition aus einer Translation des starren Korpers, die mit
der Geschwindigkeit irgendeines mit dem Korper fest verbundenen
Punktes erfolgt, und aus einer Rotation um eine durch den Bezugs-
punkt gehende feste Achse.

Jeder kleinen Lageninderung eines starren Kérpers entspricht
im tibrigen eine Gerade, die so beschaffen ist, daf dic Lagenénderung
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zusamimengesetzt gedacht werden kann aus einer Translation in
der Richtung dieser Geraden und aus einer momentanen Rotation
des Korpers um diese Gerade. Infolgedessen kann jede beliebige,
unendlich kleine Lageninderung eines starren Korpers als eine
Schraubung um eine momentane Schraubenachse angesehen
werden.

Am zweckmifBigsten ist es, den erwithnten Bezugspunkt mit
dem Schwerpunkt des starren Korpers zusammenfallen zu lassen.
Die Rotationsrichtung fillt dann zwar im allgemeinen nicht mit
der Translationsrichtung zusammen; hingegen nehmen fiir den
Schwerpunkt als Bezugspunkt der Ausdruck fiir den Drehimpuls
und infolgedessen auch die Bewegungsgleichungen des starren Kor-
pers eine besonders einfache Form an.

§ 157. Die rollende Abwiirtshewegung.

Eine besonders bemerkenswerte und einfache Xombination
einer Translation und einer Rotation liegt bei einer rollenden
Bewegung vor. Von besonderem Interesse ist hierbei wiederum
das Hinabrollen lings einer schiefen Ebene.

Die kinetische Energie einer solchen Bewegung setzt sich
nimlich zusammen aus der Translations- und der Rotationsenergie.
Nennen wir die Translationsgeschwindigkeit v und den Radius des
rollenden Kérpersr, so ist die Winkelgeschwindigkeit gleich v/r.
Daher ist die Rotationsenergie, wenn das Tragheitsmoment mit J
bezeichnet wird, gleich

Bt = ,J—— (177)
und somit die gesamte lebendige Kraft
.my? J

= (1 ) 1

Diese lebendige Kraft muf jedenfalls der geleisteten Arbeit
gleich sein, die wiederum bestimmt ist durch das Produkt aus der
Masse m, der Beschleunigung g des freien Falles und der Fallhshe h.
Da bei einer reinen Translation, also einer rein gleitenden Be-
wegung die lebendige Kraft gleich ist dem Produkt mgh, so ver-
hélt sich demnach gem#f GL 178 der abwirts rollende Kérper so,
als ob seine Beschleunigung gegeniiber der der gleitenden Be-
wegung verkleinert wire, und zwar im Verhiltnis

y— 1 . (179)
1

mr?
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Nun ist, wie hereits in einem fritheren Abschnitt (§ 152) aus-
gefithrt wurde, J/mr? gleich 2/; fiir eine Vollkugel, gleich 1/, fiir
einen Vollzylinder und natiirlich gleich 1 fiir einen Hohlzylinder,
also ein Rad, weil ja bei einem solchen Korper alle Massenpunlkte
von der Mitte gleich weit entfernt sind. Es wird daher y

5/, tiir eine rollende Vollkugel,

2/, fiir einen rollenden Vollzylinder,

1/, fiir ein rollendes Rad.

In der Tat zeigt das Experiment, dall von drei Kérpern, die bei

“gleicher Masse in den verschiedenen Gestalten einer Vollkugel,
eines Vollzylinders und eines Hohlzylinders eine schiefe Thene
hinabrollen, der Hohlzylinder hinter dem Vollzylinder und dieser
wieder hinter der Kugel zurtickbleibt.

§ 158. Die Cardanische Aufhiingung.

Um einen festen Korper im Raume nach allen Richtungen
vollkommen frei drebhbar aufzuhingen, bedient man sich

Tig. 190. Cardanische Aufhéngung.

zweckmifig einer Vorrichtung, die bereits im 16. Jahrhundert von
dem italienischen Physiker Cardanus ersonnen wurde und die
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deshalb gewshnlich als Cardanischer Ring oder als Cardanische
Aufhingung bezeichnet wird. Das Prinzip dieser Aufhingung
ist aus Fig. 190 ersichtlich, in der der besseren Ubersichtlichkeit
wegen ein leicht abgeplattetes Ellipsoid angenommen wird, so daf
bestimmte Haupttrigheitsachsen unterschieden werden kénnen.

Der Korper ist zunéchst um die Achse des groBten Haupttriig-
heitsmomentes AA drehbar. Diese Achse endet in zwei Spitzen,
die mittels zweier konischer Achsenlager in einen ‘Ring I eingesetzt
sind. An zwei von diesen Stellen um 90° abstehenden Stellen besitzt
der Ring I an der AuBenseite wiederum zwei Spitzen BB, mittels
deren der Ring I in einen zweiten, weiteren Ring IT eingesetzt ist,
so daB} der Ring I mltsmmt dem Korper um die zu der Achse AA
in der Ebene des ersten Ringes
normale Achse BB drehbar ist.
Endlich ist der zweite Ring wieder-
um mittels zweier, an seiner AuBen-
seite angebrachter Spitzen um eine
feststehende vertikale Achse
FF drehbar, welche in der Ebene
des zweiten Ringes auf der Achse
BB senkrecht steht. Die Lager der
Achse FF werden von einem dritten
Ring (ITI) getragen, der unbeweg-
lich ist.

Aus Fig. 190 ist es leicht er-
sichtlich, dal die Lage des Kor-
pers im Raum bei festgehaltenem
Schwerpunkt erst durch die Angabe
dreier Winkel bestimmt ist. Bs mufl die Lage des Korpers in
bezug auf den ersten Ring gegeben sein, ferner die Lage des ersten
Ringes innerhalb des zweiten und endlich die des zweiten Ringes
innerhalb des dritten. Ist nun etwa AMA ein beliebig auf der Ober-
flache des Korpers gewihlter Meridian, so ist die Lage des Korpers
innerhalb des ersten Ringes durch den variablen Winkel a bestimmt,
den der erwiahnte Meridian mit demjenigen veriinderlichen Meri-
dian einschlieft, in dem die Ebene des ersten Ringes den Korper
schneidet. Der zweite Winkel, der gegeben sein muB, ist der Winkel £,
unter dem die Ebenen der Ringe I und II einander schneiden; der
dritte endlich ist der Winkel ¢, den die Ebene des zweiten Ringes
mit der feststehenden Ebene des dritten Ringes einschlieBt.

Da aber andererseits die drei genannten Winkel voneinander

Fig. 191. Cardanischer Ring.
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vollig unabhingig sind, so nimmt der Kérper an etwaigen Be-
wegungen des dritten Ringes nicht teil. Man benutzt deshalb die
Cardanische Aufhangung, um einen Kérper vor einer Teilnahme an
Bewegungen seines Gestelles zu schiitzen, also vor allem fiir Kom-
passe auf Seeschiffen, wobei fiir praktische Zwecke in der Regel
bereits die Verwendung blof zweier Ringe geniigt (Fig. 191).

Sechzehntes Kapitel.

Das physische Pendel.

§ 159. Die reduzierte Pendelliinge.

Kin starrer Korper, der um eine horizontale Achse drehbar ist
und unter dem Einflull seiner Schwere schwingende Bewe-
gungen ausfithrt, wird als physisches Pendel bezeichnet. Fiir
ein solches mull nach der frither abgeleiteten GL 162 die Be-
ziehung gelten, dafl das Drehmoment des Ge-
wichtes gleich ist dem Tragheitsmoment um die
Achse, multipliziert mit dem zeitlichen Differen-
tialquotienten der Winkelgeschwindiglkeit. a

Ist nun a der Abstand des Schwerpunktes
von der Drehachse und ¢ der Winkel, den die
Verbindungslinie zwischen der Drehachse und
dem Schwerpunkt mit der Vertikalen bildet
(Fig. 192), so ist das Drehmoment des Gewichtes

M =mgasing (180) Pie, 192
Mg, 192,
(dabei bedeutet, wie stets, m die Masse des Pen- 8
dels und g die Beschleunigung der Krdschwere). Die Winkelge-
schwindigkeit ist aber gleich dg/dt, und es gilt demnach die

Beziehung d2¢

dt?

Betrachten wir andererseits ein mathematisches Pendel von
der Linge 1, so ist fiir dieses die Geschwindigkeit 1d¢/dt, daher
die Beschleunigung 1d2¢p/dt2, die Entfernung aus der Ruhelage
lsin ¢ und somit (nach GL 68) '

mga sing = — J (181)

8 ging = — L2,
sinp = — oy (182)
Ein Vergleich der Gleichungen (181) und (182) zeigt, dafl ein phy-
sisches Pendel ebenso wie ein mathematisches schwingt, dessen
Lénge durch die Formel gegeben ist
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pr= ' (183)

ma

Die GroBe 1* wird als die reduzierte Pendellinge bezeichnet.

Ist schlieflich J* das Tragheitsmoment um eine durch den
Schwerpunkt gehende, der tatsichlichen parallele Achse, so
ist nach dem Steinerschen Satz '

J = J* +ma?, (184)
Daher wird ‘
J:s
* o
1# = — + a. (185)

§ 160. Der Schwingungsmittelpunkt.

Fallen wir von dem Schwerpunkt eines physischen Pendels ein
Lot auf die Drehachse und tragen wir auf dieser Geraden von der
Achse aus die reduzierte Pendellinge auf, so gelangen wir zu einem
Punkt, der als der Schwingungsmittelpunkt des physischen
Pendels in bezug auf die gegebene Drehungsachse bezeichnet wird.

Der Schwingungsmittelpunkt schwingt so, als ob er von allen
starren Verbindungen mit- den anderen, das Pendel zusammen-
setzenden Massenpunkten frei und mittels eines gewichtslosen
Fadens an der Drehachse befestigt wire; sonst hingegen werden
durch die starren Verbindungen die Schwingungen néher gelegener
Massenpunkte verzogert und die weiter entfernter beschleunigt.

Aus Gl 185 folgt, da der Schwingungsmittelpunkt stets
unterhalb des Schwerpunkts liegt. Der Abstand beider Punkte
ist nach GL 185

: ‘ T+
b= ——- (186)

ma

Wir wollen uns nun den Schwingungsmittelpunkt selbst
als Aufhéngepunkt denken; d. h. wir legen durch ihn eine Achse,
die parallel zu der urspriinglichen Drehungsachse ist. Den Wert,
den in diesem Falle die reduzierte Pendellinge annimmt, wollen wir
mit 1*' bezeichnen. Nach Gl. 185 ist nun

w9 p 187) -
=5 +b. (187)
Setzen wir aber fiic b den Wert aus der Gl. 186 ein, so finden wir
J* ,
s J*
g -~y (188)
oder nach GIl. 185 ‘
I e 1%, (189)

Die Schwingungsdauer eines physischen Pendels bleibt also
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ungedndert, wenn der Schwingungsmittelpnnkt zum Auf-
hingepunkt gemacht wird. Der frithere Aufhéingepunkt wird dann
der neue Schwingungsmittelpunkt. Z

Die Schwingungsdauer wird schlieBlich aber (gemaf Gl 185)
auch dann nicht verindert, wenn wir einen gegebenen Aufhinge-
punkt P durch einen zu ihm in bezug auf den Schwerpunkt S sym-~
metrischen Punkt P’ ersetzen. Lings einer durch den
Schwerpunkt gehenden Geraden sind somit im allge-
meinen vier Punkte angebbar, denen (wolerm wir sie P9
uns als Aufhingepunkte denken) dieselbe Schwingungs-
dauer entspricht. Zu dem beliebig gewihlten Punkt P ¢g’
gehoren der entsprechende Schwingungsmittelpunkt Q und
die in bezug auf den Schwerpunkt zu P und Q symme- S¢
trischen Punkte P’ und @', wobei

QS—=QS, P'S—=PS 1g0) &
ist (Fig. 193).

Jedem gegebenen Werte der Schwingungsdauer oder,  épf
was das selbe ist, der reduzierten Pendellinge, entsprechen
im allgemeinen zwei verschiedene Werte des Abstandes mig, 193.
von dem Schwerpunkt. In bezug auf a ist namlich die
Gl 185 quadratisch, und indem wir die Gleichung noch mit a
multiplizieren, erkennen wir leicht, daf ihre beiden Wurzdn die
folgenden sind:

—2—V1 m
Wie natiirlich auch unmittelbar aus Fig. 193 folgt, ergibt die Gl 191
die Beziehung

& ) *
al}—l S VASCR (191)
ag

a - a9 = 1%, (192)

Die Gesamtheit aller untereinander parallelen Achsen, fiir
die die Schwingungsdauer einen gegebenen Wert annimmst, bildet
also zwei koaxiale Zylinderméntel. Doch existiert natiirlich
ein ausgezeichneter Wert der Schwingungsdauer, fiir den die
beiden Zylinder zusammenfallen. In diesem Spezialfall gibt es
auf einer durch den Schwerpunkt gelegten Geraden statt vier nur
zwei Aufhéngepunkte gleicher Oszillationsdauer. In Fig, 193 fallen
dann die Punkte Q und P’ zusammen und ebenso natiirlich auch die
Punkte Q" und P, so daf die reduzierte Pendellinge gleich 2a wird.
- Fiir die ausgezeichnete Schwingungsdauer muB nach Gl. 191 die

Beziehung erfiillt sein 5
I+ = QVL ' (193)
m :
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Nun ist aber VJ*/m nichts anderes als der sogenannte Trigheits-
radius, und somit ist die ausgezeichnete Schwingungsdauer dadurch
bestimmt, daB fiir sie der Abstand der Drehungsachse von dem
Schwerpunkt (der in dem betrachteten Spezialfall nach dem frijher
Gesagten halb so groBl wie die reduzierte Pendellinge ist) dem
Tragheitsradius gleich wird.

Es ist auch leicht einzusehen, daB diese Schwingungsdauer zu-
gleich die kleinste bei dem physischen Pendel mogliche ist. Be-
zeichnen wir namlich den Tragheitsradius kurz mit o, so kénnen
wir die Gl. 185 in der Form schreiben

2
1* =a+%«- (194)

Differentiieren wir diese Gleichung nach a als Vertinderlicher, so
finden wir ‘

dl* o?

= 1— ek (195)

Es wird demnach 1* ein Extremum, wenn die rechte Seite dieser
(leichung verschwindet, wenn also a gleich ¢ ist. Dall aber 1*
dann ein Minimum wird, geht daraus hervor, dal die zweite Ab-
leitung von 1* nach a positiv wird.

Der Begriff des Schwingungsmittelpunktes stamamt von Huy-
gens (1657), der zuerst auch die Vertauschbarkeit von Schwin-
gungsmittelpunkt und Aufhéngepunkt erkannte.

§ 161. Die Liingenreduktion des Fadenpendels.

Ein fiir die praktische Physik besonders wichtiger Spezialfall
einer Pendellangenreduktion liegt bei dem sogenannten Faden-
pendel vor. Vom theoretischen Standpunkt aus verstehen wir
darunter eine Kombination eines langen, diinnen Zylinders und
einer daran befestigten Kugel. Ist der Radius des Zylinders ge-
niigend klein im Verhiltnis zu seiner Linge, konnen wir also den
Zylinder als draht- oder fadenformig ansehen, und ist auch die
Masse des Zylinders klein gegen die der Kugel, so kann mit ziem-
licher Anniherung die Kombination von Zylinder und Kugel
als mathematisches Pendel angesehen werden. Es entsteht
somit die fiir viele messende Untersuchungen wichtige Frage, welche
Korrekturen die gemessene Pendellinge erfahren mufl, um die
richtige reduzierte Pendellinge zu ergeben.

Wir wollen die Masse der Kugel mit m und die des Zylinders
mit m’ bezeichnen. Ferner seil die Linge des Fadens, r der Radius
der Kugel und a der Abstand des Gesamtschwerpunktes des Pendels
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von der Drehungsachse. Nach der Definition des Schwerpunktes
muf} dann das Produkt aus a und der Gesamtmasse gleich sein der
Summe der diesbeziiglichen Produkte fiir Kugel und
Zylinder. Es ist also

am+nm)= m(l—-{—r)—]—-m’—;: (196)

(vgl. Fig. 194). Andererseits finden wir fiir das Trig-
heitsmoment der Kugel in bezug auf die Drehachse
nach . 173 und dem Steinerschen Satz

Jy = —2— mr? 4 m(l 4 )2, (197)

Hingegen ergibt sich fiir das Trigheitsmoment des
Zylinders nach Gl 172, wofern das Quadrat des
Zylinderradius neben 1? vernachléssigt werden darf,
und wiederum unter Benutzung des Steinerschen
Satzes der Wert
w2 w2 mwml
=gt =73

Da nach der Definition des Trigheitsmomentes die GroBen J; und J,
zu addieren sind, so wird

Ji+d
* 1 2
1 = o L m] | (199)

oder nach Gl 196
' m'12

m[—?-ﬂ—i—(l—{— r)2]+ 3

1# o=

A (200)
m{l4-r) 4 -5

Wir wollen nun annehmen, da die Masse des Zylinders so klein
gegen die Masse der Kugel sei, daB

(‘3"1;;)2 <1 201)

sei. Ferner sei auch, da die Fadenlinge verhiltnismafBig grofl gegen-
tiber dem Kugelradius angenommen wird,

m'r '
Dann finden wir aus Gl 200 ,
2 2 1m’
# & T

Wéare das Fadenpendel tatsiichlich wie ein mathematisches
Pendel zu behandeln, so wire die reduzierte Pendellinge natiirlich
Handhuch der Experimentalphysik, Haas. 15
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gleich dem Abstande des Kugelschwerpunktes von der Drehachse,
also gleich der Summe aus Fadenliinge und Kugelradius. Die letzten
zwei Glieder in Gl 203 sind somit als Korrektionsglieder an-
zusehen. Da sie indessen entgegengesetztes Vorzeichen haben,
kann man die vier Grofen m, m’, r und 1 derart in eine Beziehung
zueinander bringen, daB die beiden Korrektionsglieder einander
aufheben. Dies ist dann der Fall, wenn

m 12 r? o

w =5 T+ 204
ist.

Als Beispiel fiir die Anwendung dieser Formel moége etwa der
spezielle Fall betrachtet werden, daB Draht und Kugel aus dem-
selben Material hergestellt sind. Dann gilt fiir den Querschnitt q
des Drahtes die Beziehung

! 3ql .
o e (205)
Aus Gl 204 folgt somit fiir den Querschnitt der Wert
167z i .
= 5 121+ r) ' (2006)

Ist beispielsweise 1= 1 m und r = 2 cm, so miilite gem& Gl 206
der Querschnitt des Drahtes zu 0,032 mm?2 gewidhlt werden.

§ 162. Die schwingende Stange.

Einen bemerkenswert einfachen Spezialfall eines physischen
Pendels stellt eine schwingende Stange dar, die wir uns zylin-
drisch und an einem Ende aufgehéingt denken wollen. Der Abstand
zwischen der Drehachse und dem Schwerpunkt der Stange ist dann
gleich der halben Stangenlinge (). Nach Gl. 198 wird somit die
reduzierte Pendellinge

12
, J 3
1* == Tl =7 (207)
2
oder
3
1= Ol 1*. (208)

Eine Stange muB also 11/, mal so lang sein wie ein Fadenpendel,
wenn es mit diesem synchron schwingen soll. Um ein Sekunden-
pendel darzustellen, miifite beispielsweise eine um ein Ende schwin-
gende Stange eine Lénge von etwa 150 cm haben.
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§ 163. Das Differentialpendel.

Das einfachste zugammengesetzte Pendel, das vom theoretischen
Standpunkte aus denkbar ist, ist eines, das von blol zwei Massen-
punkten gebildet wird. Ein derartiges Pendel 148t sich angenthert
durch eine diinne Stange realisieren, lings deren zwei grofere
Laufgewichte verschiebbar sind. Sind deren Massen m; und m,,
und befinden sie sich in den Entfernungen r; und r, von der Dreh-
achse, so wird, wenn die Laufgewichte wie Massenpunkte behandelt
werden diirfen, die reduzierte Pendellinge

1% — D 1]+ m,rd
m Ty - MmyTy

In dieser Formel tritt jedoch nur dann im Nenner ein Plus-
zeichen auf, wenn sich die beiden TLaufgewichte auf
derselben Seite von der Drehachse befinden, Liegt hin- .
gegen die Drehachsezwischen den Laufgewichten,
so mufl der Criofe r, ein entgegengesetztes Vorzeichen
wie r; gegeben und somit im Nenner des Bruches in
Gl. 209 ein Minuszeichen geschrieben werden. Ein der-
artiges Pendel, dessen Aufhingepunkt in der Mitte liegt,
und das zu beiden Seiten der Drehachse verschiebbare
Laufgewichte trigt, wird als Differentialpendel be-
zeichnet*) (Fig. 195).

Wenn. im besonderen die beiden Massen gleich sind,
so wird

(209)

3 2
o Ty
Ty — 1Ty
Sind andererseits die Abstande von der Drehachse gleich,
hingegen die Massen verschieden, so gilt die Beziehung
1o p M
my — DNlg

(210) g, 105.

Differen-
tialpendel.

@11)

Ist m, gleich der Masse my, vermehrt um ein kleines Ubergewicht q,
50 kénnen wir die GL 211 anch in der Form schreiben

* =7 % m + (1’
q
eine Formel, die im ibrigen sofort die Analogie zwischen Diffe-
rentialpendel und Atwoodscher Fallmaschine erkennen 1a8t.
Das Prinzip des Differentialpendels ermoglicht es, Pendel her-

212)

*) Eine Anwendung des Differentialpendels wurde bereits in § 92
besprochen.

16%



228 Das physische Pendel.

zustellen, die trotz kleiner Dimensionen auflerordentlich groBe
Schwingungsdauern haben. Betragt beispielsweise die Lénge
der Stange 1 m und werden an beide Enden Gewichte von je 1 kg
angebracht, wobei jedoch dem einen Gewicht noch ein Ubergewicht
von 5 g hinzugefiigt wird, so erreicht man eine Schwingungsdauer,
die nach Gl. 212 einer reduzierten Pendellinge von etwa 400 m ent-
spricht, die also ungefihr 20 Sekunden betragt.

§ 164. Das Metronom.

Eine wichtige Anwendung findet das Differentialpendel in dem
von Médlzel 1813 elf,undenen Metronom, das auf einer verhiltnis-
miBig kurzen Stange ein festes
und ein verschiebbares Gewicht
zu beiden Seiten der Drehachse
tragt (Fig. 196). Durch Ver-
stellen der Lage des verschieb-
baren Gewichtes kann man die
Schwingungsdauer beliebig vari-
ieren. Die reziproken Werte der
Schwingungsdauern, also die
Schwingungszahlen, sind auf
einer Skala von vornherein
notiert, wodurch die Rinstel-
lung auf beliebige Schwingungs-
zahl moglich ist. Das Metronom
wird in der Musik als Taktmesser benutzt, indem ein TFeder-
mechanismus horbare Schlige des Pendels hervorruft.

§ 165. Das Horizontalpendel.

Um sehr langsame Pendelschwingungen hervorzurufen,
kann man sich auch des Kunstgriffes bedienen, dal man die Dre-
hungsachse des Pendels moglichst vertikal stellt. Wie schon
bei der Besprechung des Machschen Pendelapparates (§ 60) aus-
gefithrt wurde, ist nimlich dann statt der ganzen Fallbeschleu-
nigung nur eine geringe Komponente hiervon wirksam, nimlich nur
die Grofle g - cos ¢, wenn ¢ der Winkel ist, um den die Drehungs-
achse gegen die Horizontalebene geneigt ist. Tin Pendel, das um
eine fast vertikale Achse unter dem Einflufl der Schwere schwingt,
wird als Horizontalpendel bezeichnet. Eine um ihre Angeln
sich drehende Tiire stellt das bekannteste Beigpiel eines derartigen
Horizontalpendels dar.

Je geringer die Neigung der Drehungsachse gegen die Vertikale
ist, desto ,,indifferenter® ist das Gleichgewicht des Pendels; desto

Tig. 196 Metx onom,.
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geringer ist die Dirvektionskraft, durch die das Pendel bei einer
Abweichung aus der Gleichgewichtslage in diese wieder zurlick-
getrieben wird. Umgekehrt ist aber ein solches Pendel duBerst emp-
findlich gegen Richtungsédnderungen der Drehachse, und es kann
daher mit Vorteil zum Nachweis von etwaigen
Bodenerschiitternngen verwendet werden ; hier- ]
anf beruht die (hier nicht niher zu erérternde)
Benutzung der Horizontalpendel als Erd-
bebenpendel.

Eine einfache Xonstruktion eines Hori-
zontalpendels ist in Fig. 197 wiedergegeben. | :
Die Pendelkugel C wird einerseits durch den @_, 1 o
in B befestigten Draht oder Faden AB ge- 0 E

hd

1
)
"
1
'
1
i
]
i
|
'
i
)
1
'
]

halten, andererseits durch die Stange DE, die Tig. 197.

auf der verstellbaren Schraube E aufliegt.  Horizontalpendel.
Bei Neigungen der Achse sucht sich das Pendel

stets in die Ebene zu drehen, die durch die Achse und die durch
C gehende Vertikale bestimmt ist.

§ 166. Die experimentelle Bestimmung von Triigheits-
momenten.

Wenn einem schwingenden Korper Massen angefiigt werden,
jedoch derart, da die Summe aller Drehmomente in bezug auf
die Achse hierdurch keine Verdnderung erfihrt, so muf jedenfalls
die Schwingungsdauer dadurch vergréfert werden. Be-
zeichnen wir namlich die Summe aller Drehmomente mit M, das
Triigheitsmoment des schwingenden Korpers mit J, das gesamte
Trigheitsmoment der hinzugefiigten Massen mit J' und die urspriing-
liche und die spitere Schwingungsdauer mit z und 7', so gelten (nach
Gl. 183) die Bezichungen

J

und
7 =2 Q—‘I\"TJ (214)

In diesen beiden Gleichungen sind die GréBlen J und M als Un-
bekannte anzusehen, wofern das Trigheitsmoment der hinzuge-
fiigten Massen bekannt ist. Dividieren wir die zweite Gleichung
durch die erste, so finden wir, indem wir quadrieren,

J’ 7;,2

‘ 1 + T = '"'T“‘_Z— (215)
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und somit ‘ 2
J=J_1"_
=J' —

2

(216)

Um trotz der Hinzufiigung der Massen das gesamte Drehmoment
nicht zu &ndern, bringt man entweder zwei gleich groBe und gleich
gestaltete Massen in gleichen Entfernungen von der
Drehungsachse auf einer Stange an, oder aber benutzt
man eine kreis- oder ringformige Masse, deren Zentrum
man auf die Drehachse aufsetzt.

Ein Beispiel fiir die erste Methode ist in Fig. 198
dargestellt. Zu bestimmen sei das Tragheitsmoment
des aus der Stange und der festen Linse ganz unten be-
stehenden Pendels. Man finde beispielsweise, dafl es
28 Schwingungen in der Minute ausfiihrt, Um das
Trégheitsmoment zu ermitteln, bringt man nun zwei
gleiche Linsen von etwa 100 g in einer Entfernung von
30 cm oberhalb und unterhalb der Drehachse an, wo-
durch die Zahl der Schwingungen in der Minute auf
beispielsweise 22 verringert werde. I'tr die Summe der
Trigheitsmomente der beiden hinzugefiigten Linsen er-
gibt sich der Wert

J'=2.100. 900 = 180000 g cm?. (217

Da sich die Schwingungszeiten umgekehrt wie die
Schwingungszahlen verhalten, so wird

2 222 484

7T _ 2 98— 292 300

In dem betrachteten Fall ergibt sich also das Trigheitsmoment

des Pendels um seine Achse zu 289 800 g cm?2. Natiilich kann

man hierans auch wieder den

Wert des statischen Moments

berechnen.

Fir die zweite vorhin er-
wihnte Methode stellt Fig. 199
ein Beispiel dar. Hierbeiist das
Trigheitsmoment eines Magnet-

' NM stabes zu ermitteln, der seine

Fig. 109. T llo Best Schwingungen allerdings nicht
Fig, . Experimentelle Bestimmung . . o
eines Trigheitsmomentes. unter dem Einflul} seiner

Schwere, sondern unter dem
Einflufl eines benachbarten Magneten ausfiihrt. Um das Tragheits-
moment des Stabes zu finden, wird ein Messingring anfgesetzt, dessen

Tig. 198.

= 1,61, (218)
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Triagheitsmoment einfach gleich ist dem Produkt aus seiner Masse
und dem Quadrat seines Halbmessers. Durch Beobachtung der
Schwingungszeiten vor und nach dem Aufsetzen des Ringes kann
wiederum leicht das Trégheitsmoment des Stabes ermittelt werden.

§ 167. Das Bifilarpendel.

Befestigt man einen horizontalen Stab (AB) symmetrisch in
gleicher Hohe an zwei gleich langen Faden (CD und ETF), so erhilt
man cin sogenanntes Bifilarpendel, das nicht nur um die hori-
zontale Verbindungslinie der beiden Aufhéingepunkte Schwin-
gungen ausfithren kann, sondern auch um die vertikale Achse,
die durch die Mittellinie (GH) der beiden
TFaden dargestellt wird (Fig. 200).

Bei einer Drehung des Stabes aus seiner
urspriinglichen Lage wird n#mlich der
Schwerpunkt des Stabes gehoben,
jedoch innerhalb der vertikalen Linie GH.
Ein stabiles Gleichgewicht kann aber nur — = .
dafm‘bestehen, wenn der Stab die tiefste- lFig. 200, Das| Bifilarp e’; def
mogliche Lage einnimmt. Wenn der Stab
aus seiner urspriinglichen Stellung gedreht ist, trachtet er somit
in scine tiefste Lage zuriickzukehren. Infolge des Beharrungsver-
mogens iiberschreitet er aber diese, wodurch er wiederum gehoben
wird, so dafl das Zuriickstreben in die urspriingliche Lage zu Pendel-
schwingungen um eine vertikale Achse fithrt. Ein derartiges
Bifilarpendel besitzt also eine bestimmte Gleichgewichtslage,
wihrend es nahezu in einer horizontalen
Ebene schwingt*).

Es werde nun das Bifilarpendel aus der
Vertikalebene, die durch seine Gleichgewichts-
lage und die Aufhangepunkte bestimmt ist,
um einen Winkel ¢ hinausgedreht. Hierbei F'
mogen die Punkte D und F nach D’ und F' 0% "
riicken (Fig. 201). Wenn wir nun annehmen, 0
dafl die Abstinde der Aufhingepunkte und PFig. 201.
anch der Befestigungspunkte von der Symme-
tralen klein seien gegeniiber der Fadenlinge, dann konnen wir die
Bewegung des Stabes als eben und rein horizontal behandeln, also
von den kleinen vertikalen Verschiebungen des Schwerpunktes

- g E

G £

*) Die Schwingungen sind nur angenshert horizontal, und zwar um
80 genauer, je kleiner sie sind.
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abstrahieren, zumal dann, wenn wir nur kleine Drehungen bhe-
trachten,

Wir denken uns nun durch die Punkte D’ und C eine Vertikal-
ebene gelegt, die die Gerade AB in dem Punkte K schneide. An-
dererseits konnen wir uns das Gewicht des Balkens Q in zwei gleiche
Teilkrifte (also je Q/2) zerlegt denken, die in den Punkten D’ und F’
angreifen. Wir fagsen zunschst die erste Teilkraft ins Auge und zer-
legen sie wiederum in zwel zueinander senkrechte Komponenten,
deren eine die Richtung des Fadens habe, so daB sie also durch
dessen Spannung aufgehoben wird. Die andere Komponente fallt
in die Richtung der Strecke KD’ und ist gleich
Q DK
2 "h
wenn wir mit h die Lange der Strecke GH also dle Hohe des Bifilar-
pendels bezeichnen.

Andererseits ist der senkvechte Abstand p dieser Kraftkompo-
nente von der vertikalen Drehungsachse gleich a sin (KD'H), wenn
wir mit a den Abstand hezeichnen, den die Punkte, in denen der
Stab an den Faden befestigh ist, von der Mitte des Btabes haben.
Somit ergibt sich das ganze Drehmoment zu

P= (219)

M = 2Pp = 2. D'K - sin (KD H). (220)
L

Da sich aber in einem Dreieck die Seiten wie die Sinus der gegen-
iiberliegenden Winkel verhalten, so gilt die Proportion

HE :KD' = sin(KD'H) :sing. (221)
Bezeichnen wir den Abstand eines Aufhingepunktes von der ver-
tikalen Symmetrielinie (also die Strecke CG oder.GE) mit b, so lafit
sich somit die Gl. 220 in die Form bringen

M=0Q % sing. (222)
Wie aus den Gleichungen (180) und (181) des fritheren § 159.
folgt, gilt aber tiir die Winkelbeschleunigung die Relation
d2p M
ag T I
und hieraus folgt nach Gl. 182 fiir die reduzierte Pendellinge
des Bifilarpendels die Formel

1% =

(223)

Jgh
Qab’

Aus dieser Formel ist auch ohme weiteres ersichtlich, wie durch

(224)
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bifilare Aufhéngung eines Stabes auf Grund von Schwingungs-
beobachtungen das Trégheitsmoment eines Stabes experi-
mentell ermittelt werden kann.

§ 168. Die Fehlerquellen der Pendelbeobachtungen.

“Da das Pendel zu der Bestimmung der Schwerebeschleunigung
verwendet werden kann, andererseits aber die Ermittlung der
Schwereverteilung auf der Erdoberfliche (da es dabei auf gering-
fiigige Differenzen ankommt) auBerordentlich genaue Pendelmes-
sungen erfordert, so hat schon frith die Frage nach den Fehler-
quellen bei Pendelbeobachtungen eine grofe Wichtigkeit er-
langt. Aufgabe experimenteller und theoretischer Untersuchungen
war es, Formeln abzuleiten, mittels deren der storende EinfluB
verschiedener Faktoren bei der Berechnung der reduzierten Pendel-
lange eliminiert werden kann.

Die wichtigsten Storungen rithren von der endlichen Ampli-
tude, von der umgebenden Luft, von der Aufhingung,
von dem Mitschwingen des Stativs, von der Elastizitdt des
Pendels und von der Temperatur her. Diese Einfliisse mogen
in den folgenden Abschnitten néher erértert und schlieBlich auch
die verschiedenen Vorrichtungen besprochen werden, die diese
storenden Einflisse nach Moéglichkeit. ausschalten oder wenigstens
verringern.

§ 169. Der Einflul der endlichen Amplitude.

Bezeichnen wir mit ¢ die bei endlicher Amplitude a beob-
achtete Schwingungsdauer und mit = die Schwingungsdauer, die
dasselbe Pendel bei unendlich kleiner Amplitude hitte, so
hingen nach der fritheren Gl. 66 die beiden Werte der Schwingungs-
dauer niherungsweise durch die Beziehung zusammen:
«?

e

Die rechte Seite dieser Gleichung stellt die sogenannte Reduktion
auf unendlich kleine Amplitude dar. Sie ist, wie schon in § 53
ausgefiihrt wurde, in dieser Form vollkommen geniigend, wenn die
Amplitude nur einige wenige Grade betrigt. So ist der Fehler der
(1. 225 Kleiner als 5 + 107 % 7, wenn die Amplitude kleiner als 3° ist.

Eine Komplikation ist nun allerdings dadurch hervorgerufen,
dall die Ermittlung der Schwingungsdauer stets langere Zeit er-
fordert, und sich mittlerweile die Amplitude selbst vermindert.
Infolgedessen ist die Reduktion genauer durch das Integral dar-
gestellt

(225)

T— Ty =7
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T ‘ol
t

wenn sich die Beobachtung iiber eine Zeit von t; bis t, erstreckte,
Der Wert des bestimmten Integrals wird entweder derart ermittelt,
daB man auf Grund des bekannten Gesetzes der Amplitudenabnahme
die Amplitude als Funktion der Zeit darstellt und dann integriert,
oder aber wiederholte Messungen der Amplitude wéhrend der Be-
obachtungsdaver vornimmt und dann das Verfahren der mecha-
nischen Quadratur einschlagt.

Ist die Anfangsamplitude (wie es jetzt tblich ist) kleiner als
1/,° so geniigh es in der Regel, das arithmetische oder das geo-
metrische Mittel aus dem Anfangs- und Endwerte der Amplitude
zu nehmen. Genauer ist eine von Borda abgeleitete Formel, der-
zufolge das Korrektionsglied mit der Anfangsamplitude a; und der
Endamplitude a, folgendermafien zusammenhéngt:

8in (e -+ o) Sin {0y — )
Ar=—7 32(lne; — lnay) o (227)

§ 170. Die aerostatische Reduktion.

Der Einflul der das Pendel umgebenden Luft dullert sich
in dreifacher Weise: erstens in einer Verminderung des Gewichtes
und damit des Drehmomentes des Pendels; zweitens in einer durch
das Mitschwingen der Luft bedingten Vermehrung des Tragheits-
momentes und drittens schlie8lich in einer Dimpfung der Pendel-
gehwingungen.

DemEinfluf der ersten Avt wird durch die sogenannte aerosta-
tische Reduktion Rechnung getragen. Ist nimlich m'die Masgse
der verdréngten Luft, und a’ der Abstand des sogenannten
Volumschwerpunktes*) des Pendels von der Drehachse, so ist
das korrigierte Drehmoment (statt mga)

M = g(ma — m'a/). (228)
Diese durch den Auftrieb des Pendels bedingte aerostatische IXor-
rektur ist zuerst von Bouguer (1749) eingefithrt worden**), Fir
homogene Pendelksrper wird natiirlich a’ gleich a.

§ 171. Die aerodynamische Reduktion.

Die das Pendel umgebende Luft vermindert, wie schon erwihnt
wurde, nicht nur das Gewicht, sondern sie vermehrt auch infolge

*) Der Volumschwerpunkt ist identisch mit dem Schwerpunkt eines he-
liebigen das Volumen erfiillenden Xrpers von itberall gleicher Massendichte.
**¥) Figure de la Terre, Paris 1749.
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ihres Mitschwingens das Trigheitsmoment des Pendels.
Wie zuerst Dubuat*) (1786) und wunabhingig von ihm spéter
Bessel*) (1826) erkannten, wird die sogenannte aerodynamische
Reduktion am einfachsten derart vorgenommen, dal man das
Quadrat des Trigheitsradius des Pendels statt mit der Pendel-
masse m mit dem Ausdruck (m-4km’) multipliziert, wobei m’
wieder die Masse der verdringten Luft bedeutet und k eine fiir das
Pendel charakteristische Konstante darstellt.

Die Kombination der aerodynamischen mit der aerostatischen
Reduktion ergibt fiilr die Korrektion der reduzierten Pendellinge
(unter der Voraussetzung homogenen Materials) den Wert

Al Bk (229)
m-—m
(Zur Vereinfachung moge im folgenden die reduzierte Pendellinge
kurz mit 1 statt wie bisher mit 1* bezeichnet werden.)

Den Wert des Proportionalititsfaktors k bemiihten sich
viele Physiker sowohl auf theoretischem als auch auf experimen-
tellem Wege zu ermitteln. Eingehende experimentelle Messungen
stellte zundchst Bessel an. Er verwendete hierzu zwei Pendel-
kugeln von gleicher Grofe, jedoch verschiedener Dichte. Indem
er die Messungen einerseits mit einer Elfenbein- und andererseits
mit einer Messingltugel vornahm, erhielt er fiir k einen Wert von
ungefihr 0,6, woraus folgen wiirde, daB nur etwa zwei Drittel der
verdriingten Luftmasse an den Schwingungen des Pendels teil-
nehmen. Bessel fand indessen auch beveits, dall einen sehr groBen
EinfluB auf den Wert von k die Gestalt des Pendelkérpers hat.
So erhielt Bessel bei einem Hohlzylinder fiir k den Wert 0,75, hin-
gegen fiir denselben Zylinder, als er ihn ohne Boden schwingen lie8,
den enormen Wert 8,10.

Einen anderen Weg als Bessel schlug etwas spater (1829) Sa-
bine***) ein, indem er einerseits das umgebende Mittel wechselte,
andererseits bei Luft deven Dichte variierte und auch im luft-
lecren Raume beobachtete. Besonders eingehende Untersuchungen
stellte wiederum einige Jahre spiter (1832) Baily ant). Er experi-

*) Principes d’hydraulique, vérifiés par un grand nombre d'expériences,
Paris 1786.

**) Untersuchungen iiber die Liinge des einfachen Sekundenpendels,
Berliner Akademie, Abhandlungen 1826; auch Nr.7 von Ostwalds
Klassikern der exakten Wissenschaften,

*#%) Phil. Transactions 119 (1829), p. 207.
4) Phil. Transactions, London, 122 (1832}, p. 399.
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mentierte mit 41 Pendeln verschiedenster Konstruktionen, die sich
hinsichtlich, ihrer GroBe und Gestalt, hinsichtlich der Materialdichte
und der Art der Aufhdngung unterschieden. Aus diesen Unter-
suchungen ging hervor, dafl der Proportionalitatsfaktor k im wesent-
lichen nur von der Grofle und Gestalt des Pendelkérpers abhingt.
Er wird bei Kugelgestalt um so griofler, je kleiner der Durchmesser
ist. Die Abhéngigkeit von der Gestalt erkliart es, daBl auch der
Pendelfaden selbst einen bei genaueren Messungen zu beriicksich-
tigenden Einfluf auf die Schwingungsdauer hat.

In einem und demselben Mittel kann, wie die Messungen von
Sabine und Baily zeigten, der Wert von k der Dichte des Mittels
proportional angenommen werden. Doch gilt diese Proportionalitét
nur fiir ein und dasselbe Medium und keineswegs allgemein. So ist
beispielsweise unter sonst gleichen Umstinden der Wert von k in
Luft geringer als in dem viel dimneren Wasserstoff. Dies erklart
gich aus dem wesentlichen Einfluf der inneren Reibung der
Gase, auf den in diesem Zusammenhang zuerst Stokes im Jahre
1850 aufmerksam gemacht hat.

Stokes hat auch zuerst eine mit der Erfahrung verh#ltnis-
méfig gut ibereinstimmende theoretische Ableitung des Fak-
tors k gegeben*), und zwar fiir die beiden Spezialfille einer Kugel
und eines Zylinders**), Dabei beschrinkte Stolkes seine Dedulk-
tionen auf unendlich kleine Schwingungen und vernachlissigte die
Kompressibilitat der Luft. Eine exaktere Ableitung gab spiter (1871)
0. E. Meyer***), wobei er {ibrigens auch bewies, dafl in der Tat
die Kompressibilitit der Luft unberiicksichtigt bleiben darf.

Fiwr Schwingungen, die in einem unbegrenzten Medium von
der Dichte ¢ und der absoluten Zihigkeit y durch eine Kugel vom
Radius r ausgefithrt werden, leitete Meyer fiir k den Wert ab

9 4 /977
—_ '77
k - in 7r0 (230)

wobei = wieder die Schwingungsdauer bedeutet ).

*¥) Vor Stokes haben theoretische Ableitungen bereits Poigson (1832)
und Green (1836) versucht. Dafl ihre Resultate mit der Erfabrung
nicht iibereinstimmten (fiir die Kugel fand Poisson z B, k=14, erklirt
smh auy der Vernachlissigung der inneren Reibung.

**) On the Effect of the internal Friction of Fluids on the Motion of
Pendulums, Cambridge, Phil. Transactions, 9 (1856), II, p. 8.
k) Journul fir Mathematik, 73 (1871), 8. 31,

1) Umgekehrt kann man auch ans Pendelbeobachtungen den Koeffi-

zienten der Zihigkeit ermitteln.
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§ 172. Die Didmpfung.

In viel hoherem Grade als die Schwingungsdauer wird durch die
Luft die Amplitude der Pendelschwingungen beeinflut. Das
Déampfungsverhéltnis (der Quotient zweier aufeinander folgender
grofiter Ausschlige®) hingt vor allem von der Dichte der Luft ab.

Eine ganz geringfiigige Korrektur ergibt sich aus der Dampfung
auch fiir die reduzierte Pendellinge; sie ist durch die Formel dar-
stellbar

Ve
2n?!
wenn mit y das logarithmische Dekrement bezeichnet wird.

In der Praxis sucht man den Luftwiderstand dadurch moglichst
zu verringern, dafl man dem Pendelksrper die Gestalt einer flachen
Linse gibt.

§ 173. Der Einfluf} der Aufhiingung.

Zahlreiche, sehr wesentliche Storungen komnen bei Pendel-
messungen durch die Aufhdngungsvorrichtung verursacht
werden, Beli Fadenpendeln wird der Faden gewohnlich einfach
eingeklemmt, in welchem Falle die Steifigkeit des Fadens
ein vollstindiges Schwingen des obersten Teiles verhindert; die
Wirkung ist dieselbe wie eine ‘Vérkiirzung des Fadens. Das Aus-
maf dieser Verkiirzung hangt aunfler von molekularphysikalischen
Eigenschaften der Draht- oder Fadensubstanz von der Dicke und
auch von der Amplitude der Schwingungen ab.

Bei einer anderen Art der Aufhangung wird der Faden iiber
einen kleinen Zylinder gefiihrt, von dem man ihn sich abwickeln
1aBt. Das Pendel beschreibt dann eigentlich nicht einen Kreis,
sondern eine Xurve, deren Evolute kreisformig ist.

Die gebrauchlichste Aufhéingungsart ist jedoch die mittels

"Schneiden. Die Schneide wird in der Regel an dem Pendel be-
festigh und das Lager an dem Stativ angebracht. Als Material
wird fiir das Lager gewohnlich Achat, fiir die Schneide ebenfalls
Achat oder Stahl gewiihlt. Nach einer Idee Bordas werden die
Schneiden zweckmaBig ,,synchronisiert, d. h. die Lage des
Schwerpunktes der Schneide wird so reguliert, dafi die Schneide
fiir sich als kleines Pendel mit derselben Schwingungsdauer wie das
Pendel selbst schwingt.

Bei der Benutzung von Schneiden entstehen l’ehlerquellen dur ch
die Unschirfe der Schneide, durch ihr Bollen und ihr Gleiten.

Ay = — (231)

*) Vel § 65.
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Fiir den Fall, dal der unterste Teil der Schneide als kreisformig
angesehen werden darf, ergibt sich die Korrektion der reduzierten
Pendellinge 1 zu

A1 =+ Qa—l, (282)

wenn ¢ den Radius der Schneide und a den Abstand des Schwer-
punktes des Pendels von der Schneide bedeutet. Der Fehler ist
also dem Radius proportional, der ja nur bei absoluter Schirfe der
Schneide verschwinden wiirde. Betragt beispielsweise der Kriim-
mungshalbmesser ein Zehntel Millimeter, so ergibt sich bei einem
Sekundenpendel der Fehler immerhin zu ein Zehntel Promille.

Nachdem die zuletzt erwihnte Formel bereits von Euler*)
(1788) und von Laplace**) (1816) abgeleitet worden war, hat
Bessel (1826) auch den allgemeineren Fall behandelt, dall die
Schneide von einem kegelschnittformigen Querschnitt begrenzt wird.
In diesem Falle erhielt Bessel als Korrektur der reduzierten Pen-
dellange

wobei b die Breite der Abstumpfung und q eine von der Schneiden-
form abhangige Konstante ist.

In experimenteller Hinsicht ist das Gleiten der Schneide
eingehend bereits von Bessel untersucht worden. Sein Verfahren
bestand darin, dafl unter geringem Druck ein in horizontaler Rich-
tung leicht verschiebbares Metallstiick gegen die Schneide gepreBt
wurde, derart, dafl es bei dem Gleiten (nicht aber bei dem Rollen)
von der Schneide mitgenommen wurde. Die durch das Gleiten her-
vorgerufene Bewegung kann mittels eines Fiihlhebels oder mittels
optischer Interferenzen beobachtet und gemessen werden.

Derart stellte Bessel fest, dafl die Schneide kleine Bewegungen,
und zwar in demselben Sinne wie das untere Ende des Pendels,
ausfiihrt. Das AusmaB der Bewegung ist der Amplitude des Pendels
proportional, von dem Abstand zwischen Schwerpunkt und Schneide
unabhéngig, dagegen in hohem Grade von dem Material der Unter-
lage abhiéingig. Je weicher die Unterlage ist, desto stirker ist das
Gleiten. Darum wird eben als Unterlage am besten der besonders
harte Achat verwendet, bei dem das Gleiten in viel geringerem Aus-
malB auftritt als etwa bei der Verwendung von Messing,

*) Nova Acta Acad. Petrop. 6 (1788), Mém. p. 145,
*%) Ann. chim. phys. 8 (1816), p. 92.
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Mittels &hnlicher Methoden ist das Gleiten der Schueide experi-
mentell auch von Oppolzer*) und von Defforges**) untersucht
worden. Bei einem Selkundenpendel fand Defforges bei einer
Amplitude von 30’ eine Gleitung von 0,2 .

Der Einflul der Schneide #uflert sich auch in einer Dimpfung
der Pendelschwingungen. AuBer dem Widerstand der Luft bewirkt
also auch die Schneide eine allméhliche Abnahme der Amplitude.
Der gemeinsamen Einwirkung beider Einfliisse kann man fiir ge-
naue Messungen am einfachsten mittels der Formel Rechnung tragen:

%%zA—{—Ba—i—Oafl, (234)

worin ¢ die Amplitude bedeutet, A, B und C aber empirisch zu er-
mittelnde Konstanten sind. Die weitaus wichtigste Konstante ist
die mittlere. Neben dem mittleren Gliede Ba konnen die beiden
anderen fast immer weggelassen, es kann also dann einfach eine
geometrische Abnahme der Amplitude angenommen werden***). Das
Glied Ca? kommt nur bei gréfleren Amplituden in Betracht, wahrend
das erste Glied A die von der Geschwindigkeit unabhéngigen Ein-
fliisse wiedergibt, die vor allem von der Schneide herriihren.

§ 174. Der Pendelapparat von Bessel.

Um den storenden Einfluf der Aufhidngung aus den Messungs-
ergebnissen zu eliminieren, ersann Bessel im Jahre 1826 einen
Apparat, der auf der schon in einem fritheren Ahschnitt (§ 59) er-
wihnten Differenzmethode beruht. Bessel benutzte zwei
Fadenpendel von verschiedener Linge, bei denen aber die Kugeln
gleich beschaffen waren und auch die Art der Aufhéingung dieselbe
war. Der Langenunterschied der beiden Pendel wurde so gewahlt,
daB er moglichst wenig von der damals als Langeneinheit benutzten
Pariser Toiset) abwich. In dem Endergebnis fallen dann natiir-
lich alle von der Aufhingung herrithrenden Korrekturen weg, da
sie fiir beide Pendel mit gleichem Vorzeichen gleich sind.

Schematisch ist der Besselsche Pendelapparat in Fig. 202 dar-

#) Permanente Kommission der europiiischen Gradmessung (Paris)
1876, Annex I, p. 99.
#¥) Permanente Kommission (Florenz) 1891, S, 154,

*#4) Bei Beobachtungsreihen, die sich fiber 22 Stunden (bei einem Luft-
druck von 0,05 Atmosphiren und Amplitudengrenzen von 80 und b Bogen-
minuten) erstreckten, ergab sich eine geniigend genaue Darstellung, wenn
A und C gleich Null gesetzt wurden. Vgl. Survey of India, b, p. 127
und 213.

T) Eine Toise (6 Pariser Fub) ist gleich 1,94%04 m.
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gestellt. Er besteht zunfichst aus einer eisernen Schiene AB, die
vertikal gestellt ist und die, ungefahr um ein Drittel ihrer Lange
von dem unteren Ende ent-
fernt, einen festen Ansatz 1

trigt, der oben in eine hori-
Z
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Tig. 202. —— B
Schema des Besselschen T R e T ‘
Pendelapparates. Tig. 203. Bessels Pendelapparat.

zontale ebene Fliche miindet, Auf diese wurde vertikal ein MaB-
stab von der Lénge einer Toise (kk) gestellt. In der Mitte (bei n)

wurde der Mafstab festgehalten oder durch eine seinem Gewicht
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gleiche Kraft nach oben gezogen. Dadurch wurde es erreicht, daf
die Verlangerung der unteren Hilfte durch eine gleich groBe Ver-
kiirzung der oberen Hilfte kompensiert wurde, die Gesamtlange
also durch die vertikale Stellung nicht beeinfluBt wurde. Ferner
waren an der Schiene zwei gleichbeschaffene Gabeln (g, q) be-
festigt, die die Aufh#ngevorrichtungen trugen, von denen das
Pendel hinabhing; diese Vorrichtungen lagen entweder auf der
oberen Fliche des Ansatzes i auf, oder aber auf dem oberen
Querschnitt des Toise-Mafstabes. In beiden Fillen lief man die
Kugeln in gleicher Hohe hinabhéngen. Eine am unteren Ende der
Schiene angebrachte Mikrometerschraube erméglichte es schlieBlich,
den Hohenunterschied in beiden Fillen genau zu ermitteln, so daf
sich die Langendifferenz in beiden Féllen einfach gleich der Summe
aus einer Toise und dem durch das Mikrometer angezeigten Hohen-
unterschied ergab. Das obere Ende der Faden liel Bessel von
einem Kreiszylinder von geringem Radius sich abwickeln.

Zum Schutze gegen Luftstromungen und Temperaturanderungen
wurde, wie die Abbildung des Apparates in Fig. 203 zeigt, der Appa-
rab in einen Schutzkasten eingeschlossen. An diesem war eine Vor-
richtung angebracht, um das Pendel von aufien her in Schwingungen
versetzen zu konnen. Um auch den EinfluB der Temperatur genau
berticksichtigen zu kénnen, waren innerhalb des Schutzkastens noch
finf Thermometer angebracht.

§ 175. Das Mitschwingen des Pendelstativs.

Der periodische Wechsel des von einem schwingenden Pendel
ausgeiibten Horizontaldruckes vermag das Stativ oder die
Unterlage des Pendels in Mitschwingen zu versetzen, was die
Ursache bedeutender Storungen der Messungsergebnisse werden
kann. Eingehende Untersuchungen hat hieriiber zuerst Peirce
(1877) angestellt*).

Die theoretische Behandlung dieses storenden Einflusses griindet
sich im wesentlichen auf eine Formel, die die durch das Mitschwingen
verursachte Korrektur der reduzierten Pendellinge in eine Beziechung
bringt zu derjenigen Verschiebung (1/¢), die das Pendellager unter

*) Verhandlungen der allgemeinen Konferenzen der europiischen Grad-
messung, Stuttgart 1877, S. 142; ferner U. 8. Survey 1881, App. 14. —
Ubrigens haben bereits Huygens (1665) und Ellicott {1739) die Wahr-
nehmung gemacht, daB zweli an derselben Wand hingende Uhren den
gleichen Gang annehmen. — Eingehender wurde diese Erscheinung spiiter
von Savart (1839} untersucht und von Poisson und Résal theoretisch
behandelt.

Handbuch der Experimentalphysik. Haas. 16
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einem Horizontaldruck von der GroBe Eins erfahrt. Nach dieser

Formel ist namlich

mga
el
wenn a den Schwerpunktsabstand von der Drehachse bedeutet.

Die Konstante ¢ wird experimentell bestimmt, was entweder
mittels statischer oder mittels dynamischer Methoden méglich
ist. Bei der statischen Methode wird auf das Lager durch Gewichte
ein seitlicher Zug von bekannter Grofle ausgeiibt und die dadurch
verursachte Verschiebung mittels Fiihlhebel und Spiegel, allenfalls
auch unter Benutzung optischer Interferenzen gemessen *).

Unter den dynamischen Methoden kommt zunéchst die un-
mittelbare mikroskopische Beobachtung der Bewegung des Stativs
in Betracht**), ferner das sogenannte Wippverfahren, bei dem
dem Stativ oder Lager StoBe von gemessener Starke im Takte der
Pendelschwingungen erteilt werden. Ist a der Ausschlag, den das
anfangs ruhende Pendel durch n Stofie von einer Starke von je
W Kilogramm erhélt, so ist

I 4n —1
T2 dle
Die Stérke der Stofle wird dabei am einfachsten mittels eines Dyna-
mometers gemessen, indem man mit diesem die Sttfe — und zwar
in der Hohe der Schneide — aunsfithrt*#*).

Die genauesten Ergebnisse werden indessen erhalten, wenn man
auf dem Lager oder am Stativ ein zweites Pendel als Hilfspendel
schwingen 148t, wobei dessen Schwingungsdauer mit der des Be-
obachtungspendels gleich gemacht wird. Durch die Schwingungen
dieses Hilfspendels kann ein Ausschlag des Beobachtungspendels
herbeigefiihrt werden, aus dessen GroBe die Konstante ¢ ermittelt
werden kannt).

Zwischen den statisch und den dynamisch gefundenen Werten
besteht allerdings keine vollige Ubereinstimmung; doch miissen

Al = (235)

We. (236)

*) Vgl. E. Plantamour, Verhandlungen der allgemeinen Konferenzen
der europiiischen Gradmessung, Stuttgart 1877, Anhang. — Ch. Def-
forges, Journal de physique 7 (1888), p. 358. Zm Nagaoka, Journal
of the College of Science, University Tokyo, 16 (1902), p. 20.

*#) Vgl. z. B. Oppolzer in den Verh. d. allg. Konf. d. europ. Grad-
messung, Stuttgart 1877.

*#%) R. Schumann, -Astronom, Nachrichten 140 (1896), p. 257, und
vor allem: Helmert, Beitriige zur Theorie des Reversionspendels, Ver-
éffentlichungen des Preufl, Geodit. Inmstituts, Potsdam 1898.

1) Vgl hierzu Ph. Furtwingler, Berliner Berichte 1902, S. 245.
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die dynamischen Werte als die richtigeren angesehen werden. Es
sei schlieBlich auch darauf hingewiesen, dafl nicht blo8 elastische
Schwingungen des Stativs und des Lagers eine Rolle spielen, sondern
anch unelastische Kippbewegungen des Lagers auftreten,
deren Storungen man durch die frither angegebene Formel (Gl. 235)
nur niherungsweise darstellen kann.

§ 176. Der Einflufl der Elastizitit und der Temperatur.

Bei einem Fadenpendel ist im allgemeinen der EinfluB der
Elastizitdt des Fadens so gering, daf er selbst bei feinen Messungen
nicht berticksichtigt zu werden braucht. Von gréflerer Bedeutung
ist dieser EinfluBl nur bei den spéter zu besprechenden Reversions-
pendeln, wovon im Zusammenhang mit diesen noch die Rede sein
soll.

Was die Abhéngigkeit von der Temperatur betrifft, so ist die
dadurch bedingte Korrektur der reduzierten Pendellinge jedesfalls
proportional demTemperaturunterschied. DieWirmeaus-
dehnung hat zur Folge, daB jedes Pendel in der Hitze langsamer,
in der Kialte rascher als bei normaler Temperatur schwingt. Es
ist zweckmiliger, die fiir die Reduktion aunf Normaltemperatur
wesentlichen Konstanten experimentell durch Beobachtungen bei
verschiedenen Temperaturen zu ermitteln, als sie aus dem Aus-
dehnungskoeffizienten der Pendelsubstanz zu errechnen.

Von grofler Wichtigkeit ist es, daBl Temperaturschwankun-
gen bei den Pendelbeobachtungen so sehr vermieden werden,
als dies nur moglich ist. Beobachtungsfehler kénnten sonst dadurch
entstehen, dall das Pendel und das Thermometer nicht gleich rasch
auf Temperaturinderungen reagieren. Allerdings hat man anderer-
seits, um derartige Beobachtungsfehler zu vermeiden, besondere
Thermometer konstruiert. Zweckm#Big ist es auch, das Thermo-
meter an einem Metallstiick anzubringen, dem man dieselbe Grole
und Gestalt wie dem Pendelkorper gibt. Bei groBeren Temperatur-
anderungen muf} zur Korrektur der reduzierten Pendellange die
Formel benutzt werden

z/l:a—!—p’%%, (237)
wobei & die Temperatur bedeutet und o und f zwel experimentell
zu bestimmende Konstanten sind.

Bei genauen Messungen muf auch die Héhenschichtung
der Temperatur beriicksichtigt werden. Wenn dann fiir die Tem-
peratur deven Mittelwert eingesetzt wird, ist noch eine weitere

16*
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kleine Korrektur vorzunehmen, die Peirce*) und Helmert**)

ermittelt haben, die jedoch kaum je mehr als
einige Zehntel Mikron ausmacht.

§ 177. Das Kompensationspendel.

Der EinfluB, den die Temperatur auf die
Schwingungsdauer eines Pendels hat, 168t sich in
einem Ausmafl, das zwar nicht fir Schwerebestini-
mungen, wohl aber fir die praktische Ver-
wendung als Uhrpendel ausreicht, durch geeig-
nete Kompensationen beseitigen. Auf diesem
Prinzip beruht das von Harrison im Jahre 1726
erfundene Rostpendel (Fig. 204). Zwei Quer-
stibe ab und fg sind im Rostpendel durch zwei
Eisenstiabe R miteinander verbunden. Der untere
Querstab trigt ferner zwei Stibe T aus Zink, die
an ihren oberen Enden durch einen dritten Quer-
stab ¢d miteinander verbunden sind. An diesem
Querstab ist nun wiederum ein Eisenstab S be-
festigt, der an seinem unteren Ende die eigent-
liche Pendellinse trigt.

Bei einer Temperaturerhthung wird durch die
Ausdehnung der drei Eisenstibe die Linse ge-
senkt, hingegen durch die Verlangerung der beiden
Zinkstdbe gehoben. Da Tisen und Zink einen
verschiedenen Ausdehnungskoeffizienten
haben, ist es bei geeigneter Wahl der Langen der
drei Stabe stets moglich, die erwihnte Senltung
der Pendellinse ihrer Hebung gleich zu machen,
so daf} die Pendellange praktisch von der Tem-
peratur unabhingig wird.

Bei einer anderen Art von Kompensations-
pendeln, den sogenannten Quecksilberpendeln,
wird der Ausgleich dadurch bewerkstelligt, daB
der Pendelkorper aus einem teilweise mit Queck-
silber gefiillten GefaB besteht. Die Senkung der
festen Teile des Pendels wird dann durch die

Fig.204. Rostpendel. Hebung des Quecksilbers kompensiert.

*) U. 8. Survey 1885, App. 17, p. 509.

)

Beitriige zur Theorie des Reversionspendels, S. 92,
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§ 178. Das Prinzip des Reversionspendels.

Wie schon in einem fritheren Abschnitt (§160) ge-
zeigh wurde, sind zwei zu verschiedenen Seiten des Schwer-
punktes ungleich weit liegende Punkte eines physischen
Pendels, wofern um sie das Pendel mit derselben Pe-
riode schwingt, voneinander um die reduzierte
Pendellinge entfernt, die den betreffenden, mitein-
ander vertauschbaren Aufhangungen entspricht. Hat man
also durch Ausprobieren zwei derart zusammengehdrige
Punkte ermittelt, durch die man parallele Schneiden
legt, so ist fiir Schwingungen um eine der Schneiden die
reduzierte Pendellinge einfach gleich dem Schnei-
denabstand.

Bei der Verwendung eines derartigen, als Reversions-
pendel bezeichneten Pendels kann also die reduzierte
Linge genau ermittelt werden, ohne dal Tragheits-
momente oder Schwerpunktsabstinde bestimmt werden
miiffiten und ohne daf es erforderlich wire, die storen-
den Einflisse der Aufhéingung zu beriicksichtigen.

Die alteste Konstruktion eines Reversionspendels
stammt von dem Englinder Kater*) (1818), der damit,
allerdings ohne es zu wissen, #ltere Ideen von Prony**)
(1792) und Bohnenberger**¥) (1811) zur Ausfithrung
brachte. ‘

Das von Kater konstruierte Reversionspendelt)
(Fig. 205) bestand: aus einer prismatischen Messingstange,
die in einer Entfernung von 1 Meter mit zwei Offnungen
tir die Lager zweier, einander zugekehrter Schneiden
(a und b) versehen war. Die Stange trug unten ein festes,
linsenformiges Messinggewicht von etwa 1kg, auBer diesem p . 205.
noch ein kleineres, verschiebbares und festschraubbares.  Dag

Gewicht v und endlich ein Laufgewicht w, das léings Ki‘;gigﬁhe

*) An account of Experiments for deteymining the Length of the
Pendulum vibrating Seconds in the Latitude of London, FPhil. Trans.
108 (1818).

#%) Prony teilte die Idee des Reversionspendels der Pariser Akademie
bereits 1792 mit; doch blieb seine Abhandlung unbekannt und wurde
erst viel spiiter, als sie nur mehr vein historisches Inberesse hatte, ver-
offentlicht.

%) J. Bohnenberger, Astronomie, Tiibingen 1811.

+) Der Name ,,Reversionspendel** ist allerdings erst spiter (1825) von

Schuhmacher eingefiilhrt worden.
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einer Skala mittels einer Mikrometerschraube verstellbar war und
der Herstellung volliger (Hleichheit der Schwingungszeiten dienen
sollte.

§ 179. Die Angleichung der Schwingungszeiten.

Es wire #uBlerst umstindlich und ungemein miihsam, wollte
man ein Reversionspendel so justieren, daBl es um beide Schneiden
in der Tat mit vo6llig gleicher Periode schwingt. Wie bereits
Bohnenberger gezeigt hat, ist dies auch keineswegs erforderlich;
es geniigt, wenn man die beiden Schwingungszeiten einander bis
auf eine kleine Differenz gleich gemacht hat.

In diesem TFalle ermoglichen es Niaherungsformeln, aus den
beobachteten Schwingungszeiten, die den beiden Schneiden ent-
sprechen, ferner aus den bekannten Abstéinden der beiden Schneiden
vom Schwerpunkt, aus dem Volumen und der Masse des Pendels
sowie aus der Lage seines Volumschwerpunktes diejenige Schwin-
gungszeit zu ermitteln, die einem mathematischen Pendel
von der Lénge des Schneidenabstandes zukommt. Kine
besonders einfache Gestalt nehmen diese N#herungsformeln dann
an, wem der Unterschied der Schwingungszeiten um die beiden
Schneiden hochstens etwa ein Zehntel Promille betriigt. Dann kann
die besonders bequeme Niherungsformel angewendet werden

T=T1+(Tt—’52)s ES“) (238)
: 1 2 ‘
wobei s, und s, die Abstinde der beiden Schneiden vom Schwer-
punkt und #; und 7, die Schwingungszeiten um die beiden Schneiden
sind, von denen die GroBe » natiirlich ebenfalls nur ganz wenig ab-
weicht. Da das Korrektionsglied (das letzte Glied der Gl 238) in
dem betrachteten Fall nur sehr klein neben 7z; ist, so braucht auch
das Verhiltnis s,/s; nicht besonders genau ermittelt zu werden.

§ 180. Das symmetrische Reversionspendel.

Um auBer dem EinfluB der Aufhingung auch den der Luft elimi-
nieren zu konnen, muB man dem Reversionspendel eine symme-
trische Form geben, wihrend jedoch andererseits der Schwer-
punkt natiirlich nicht in die Mitte zwischen die beiden Schneiden
fallen darf. Bessel brachte deshalb an den Enden des Pendels
zweli Gewichte von gleicher zylindrischer Form und gleicher Grofe
an, von denen das eine massiv und das andere hohl war. Da bei den
Schwingungen um beide Achsen dann die aerostatische und ebenso
die aerodynamische Reduktion gleich grof sind, so erscheint der
storende Einfluf der Luft beseitigt.



180. Das symmetrische Reversionspendel. 247

Eine weitere Verbesserung nahm Defforges (1894) vor, indem
er die beiden Gewichte in das Innere der Pendelstange ver-

legte, wodurch ) noch vollkommer}ere ——4
Symmetrie der &uBleren Form erreich- B
bar wird*).

Ein symmetrisches Reversionspendel
etwas alterer Konstruktion ist in Fig. 206
dargestellt; es wurde nach Ideen von

' ¢. Neumayr und Peters 1860 durch
Lohmeier verfertigt**). Es bestand
aus einer Messingstange, die in der Mitte
ein festes Gewicht (M) und iiberdies in
gleichen Abstinden hiervon zwei wei-
tere, nicht verschiebbare Linsen (G,
wd Gp) trug, von denen eine massiv
und eine hohl war. Zur Herstellung
moglichst gleicher Schwingungsdauer
lieflen die Konstrukteure des Pendels (~ M
an beiden Enden (bel A und B) Messing- r‘
streifen stehen, die sie sodann symme-
trisch verkiirzten, um den Unterschied
der beiden Schwingungszeiten immer
geringer zu machen. Derart gelang es,
die Schwingungsdifferenz bisauf 0,00024
Sekunden zu verkleinern, womit die
Moglichkeit erveicht war, die Gl. 238 2,
anzuwenden. Um ein Mitschwingen der (:
Unterlage moglichst auszuschlieBen, 1 .
wurde das Pendel auf einer Konsole l ' [ I
aufgehiingt, die ihrerseits wieder in dem [”‘“
Beobachtungsraum angemauert war. ]

Fiir Reiseapparate mufiten natiir- :l:llj: "’~f I
lich andere Arten der Aufhiingevorrich- e 3[21
tung gewihlt werden, um die Apparate -—‘—l—L i
leicht transportabel  zu machen. Ein L1 I
hierfiir besonders geeignetes Stativ, [(TTT11
das zugleich die Auflageplatte fiir das Tig. 206. Lohmoicrsches
Pendel und den firr die Lingenmes- Reversionspendel,
*) Vgl. § 183,

*#) Das Pendel diente zur Bestimmung der Fallbeschleunigung in
Melbourne. '
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sungen benutzten Komparator samt Malstab trigt, wurde von
Repsold konstruiert; es ist in Fig. 207 dargestellt. Bei diesem
Stativ tritt allerdings ein recht betrachtliches Mitschwingen ein.

Tig. 207. Der Pendelapparat von Repsold.

§ 181. Die Bestimmung des Schneidenabstands.

AuBer der Schwingungsdauer muB} bei einem Reversionspendel
eigentlich nur noch der Schneidenabstand gegeben sein, wenn
die Schwerebeschleunigung aus den Pendelbeobachtungen ermittelt
werden soll*). Die genaue Messung des Schuneidenabstandes ist

%) Dabei ist allerdings vollkommene Ubereinstimmung der beiden
Schwingungszeiten angenommen.



§ 182. Die besonderen Fehlerquellen der Reversionspendel. 249

daher fiir alle Pendelbeobachtungen von groBiter Wichtigkeit. Ge-
wohnlich erfolgt die Messung derart, daB der Schneidenabstand
in einem Vertikalkomparator mit einem MaBstab verglichen wird.
Eine nicht vernachlissighare Rolle spielt bei diesen Messungen die
Art der Beleuchtung der Schneiden. Wie schon Kater fand,
ist das KErgebnis der Messung verschieden, je nachdem, ob helle
Schneiden auf dunklem Grund oder dunkle Schneiden auf hellem
Grund beobachtet werden. Die Ursache liegt teils in Irradiations-
erscheinungen, teils in dem Umstande, da8 bei verschiedener Be-
leuchtung die Reflexion des Lichtes von verschiedenen Teilen der
Schneiden ausgeht. ZweckmaBig wird darum die Beleuchtung so
eingerichtet, dall Helligkeitsunterschiede zwischen den Schneiden
und dem Hintergrund tunlichst vermieden werden*).

Zur Umgehung der angegebenen Schwierigkeiten kann man
auch, statt die Schneiden mit dem Pendel zu verbinden, sie fest
gestalten, und auf diesen festen Schneiden ebene Flachen schwingen
lassen, die mit dem Pendel verbunden sind**).

Fir sehr genaue Messungen mufl schlieBlich auch noch beriick-
sichtigt werden, daBl der vertikal gestellte Maflstab durch sein
eigenes Glewicht eine Verkiirzung erfihrt. Auch spielt eine gewisse
Rolle der Umstand, daB der Schneidenabstand nach der Reversion
infolge der ecingetretenen Dehnung nicht genaun derselbe ist wie
vor der Reversion. Tmmerhin kann der Schneidenabstand mit einer
Fehlergrenze von etwa 1 Mikron gemessen werden.

§ 182, Die besonderen Fehlerquellen der Reversionspéndel.

Obwohl die &rgsten Fehlerquellen des Fadenpendels bei dem
Reversionspendel vermieden sind, so treten doch wiederum (wenn
auch in viel geringerem Grade) bei dem Reversionspendel andere
spezielle Fehlerquellen auf, die bei exakten Messungen beriick-
sichtigt und durch geeignete Vorkehrungen und Kunstgriffe tunlichst
beseitigt werden miissen.

Derartige Fehlerquéllen konnen sich zunichst dann ergeben,
wenn die wesentlichen geometrischen Voraussetzungen des
Reversionspendels nicht vollkommen erfiillt sind; hierzu ge-
horen Parallelismus der Drehachsen, Zusammenfallen des Schwer-
punktes und der Ebene der beiden Drehachsen, genau horizontale
Stellung der Unterlage und bei den modernen Apparaten vollkommene
Symmetrie der aulleren Gestalt. ‘

*) Vgl. hierzu F. R. Helmert, Beitriige zur Theorie des Reversions-
pendels, Vertff. d. Preufl. geodit. Inst., Potsdam 1898,
*##) Win derartiges Pendel wurde zuerst von Baily (1832) konstruiert.
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Indem man mit den Drehachsen Spiegelvorrichtungen verbindet,
kann man den Parallelismus der beiden Drehachsen priifen
und eventuell festgestellte Abweichungen beseitigen. Auch bietet
es keine besonderen Schwierigkeiten, etwaige Abweichungen des
Schwerpunktes von der Drehachsenebene beliebig zu ver-
ringern. Im {ibrigen geniigh es, wenn das Quadrat der Abweichung
neben den Quadraten der Entfernungen zwischen Schwerpunkt und
den beiden Achsen vernachlissigt werden darf. Dafl die Fliche
derUnterlage keine Neigung aufweisen darf, ist deshalb wichtig,
weil sonst, wenn auch freilich in minimalem Ausmaf, die frither be-
sprochene Erscheinung des Machschen Pendels zutage treten miiite.

Weitere Fehlerquellen erscheinen dadurch bedingt, daBl im all-
gemeinen wohl die beiden Schneiden eine verschiedene Kriim-
mung aufweisen. Am einfachsten wird diese Fehlerquelle beseitigt,
indem man, gemaf einem schon von Bessel gemachten Vorschlag,
die beiden Schneiden vertauscht. Noch besser ist es, statt der
Schneiden die Gewichte zu vertauschen, und am zweckméafligsten,
wenn diese Vertauschung (wie bei dem spater zu besprechenden
Apparat von Defforges) im Inneren des Pendelmantels vor-
genommen werden kann, weil hierdurch wiederum Fehlerquellen
vermieden werden, die von dem Einflu der umgebenden Luft
herriihren.

Durch die Elastizitdt kann sich die Notwendigkeit von Kor-
rektionen ergeben, die auch bei ganz steifen Pendeln einen Betrag
von einigen Mikron erreichen konnen, bei stark biegsamen Pendeln
aber unter Umstéinden fast ein Drittel Millimeter ergeben. Als
Quelle moglicher Fehler sei schlieBlich noch der Erdmagnetismus
genannt; seinetwegen vermeidet man Stahl bei den Pendelapparaten.
und stellt sie meistens aus Messing her.

§ 183. Die Kombination zweier Reversionspendel.

Die in dem letzten Abschnitt besprochenen speziellen Fehler-
quellen des Reversionspendels lagsen sich, wenigstens soweit sie
von dem Mitschwingen der Aufstellung, und teilweise auch, soweit
sie von den Schneiden herrithren, eliminjeren, wenn man zwei
Reversionspendel miteinander kombiniert. Dies hat zu-
erst Oppolzer*) getan, indem er zwei Pendel von gleicher
Linge und verschiedener Masse benutzte. Sind m; und m,
die Massen der beiden Pendel, und sind L; und L, die Werte, die

*) Vgl. Oppolzer, Zeitschr, f. Instrumentenkunde, 4 (1884), 8. 303 -
und 379.
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man mittels ihrer fiir die Linge des Sekundenpendels ermittelt hat,

Tig. 208. Pendelapparat nach Defforges (nach Mémorial du dépdt de la
guerre, Tome XV).

so erhilt man nach Oppolzer die wahre Linge L* des Sekunden-
pendels mittels der Beziehung

(T — L. (239)

my — Ty

Lt =1 +

Noch zweckmifiger als das Oppolzersche Verfahren ist das
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von Defforges®) ersonnene, bei dem zwei Pendel von gleicher
Masse und verschiedener Linge benutzt werden; diese Me-
thode hat némlich den Vorteil, daB bei ihr auch ein konstanter
Fehler der Lingenmessung eliminiert wird. Werden wieder mit
L; und L, die Werte bezeichnet, die man mittels der beiden Pendel
fiir die Lange des Sekundenpendels gefunden hat, und sind
und .7, die Schneidenabstinde der beiden Pendel, so gilt fiir die
wahre Lange L* des Sekundenpendels nach Defforges die Beziehung
L=T, + Z’% Ly — Lo (240)

Ein zu solchen Messungen nach Angaben von Defforges kon-
struierter Apparat ist in Fig. 208 dargestellt. An einem Gehduse
sind in den Hohen der unteren Enden der beiden Pendel Guck-
locher fiir die Beobachtungen angebracht. Das Pendel selbst be-
steht aus einem einfachen Messingrohr, dessen Enden durch Deckel
in Halbkugelform abgeschlossen sind, und die an ihrer Auflenseite
nr die Schneidenvorrichtungen tragen. Die Auflageplatte ist an
zwei massiven Pfeilern befestigt, so daf das Pendel zwischen diesen
Pieilern schwingt. Die Massen selbst befinden sich im Innern
des Messingrohrs.

Siebzehntes Kapitel.
Die Kreiselbewegung.

§ 184. Nutation und Priizession.

Ein besonders interessanter Sonderfall einer Bewegung eines
starren Korpers wird durch die sogenannte Kreiselbewegung
dargestellt. Im engeren Sinne des Wortes versteht man darunter
eine mit grofer Winkelgeschwindigkeit erfolgende Rotation
eines starren Korpers um eine freie Achse, wobei ein Punkt
der Achse festgehalten ist und der Kreisel dem EinfluB seiner
Schwere unterliegt. Bei der Definition im weiteren Sinne wird ent-
weder von der Forderung der Fixierung eines Punktes oder von
dem Einflull der Schwere oder von beidem abgesehen.

Die exakte Theorie der Kreiselbewegung stellt eines der schwie-
rigsten und verwickeltesten Kapitel der theoretischen Mechanik
dar. Beziiglich ihrer muB auf das moderne Standard-Werk von
Klein und Sommerfeld**) verwiesen werden, wihrend in diesem

*) Defforges, Observations du pendule, Mémorial du dépot général
de la guerre, 15 (1894).

*#) F. Klein und A. Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels,
Leipzig 18971
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Buche nur die wichtigsten, experimentalphysikalisch bedeutsamen
Ergebnisse der Theorie und an einer spiteren Stelle die Theorie
eines einfachen Spezialfalles besprochen werden sollen.

Betrachten wir einen symmetrischen, in einem Punkte der
Symmetrieachse festgehaltenen schweren Kreisel, der um seine
Symmetrieachse (die natirlich eine freie Achse darstellt) rotiert,
so laBt sich die jeweilige Lage der Achse durch Angabe zweier
Winkel bestimmen. Der eine Winkel gibt die Neigung der Achse
gegen die Vertikale an, der zweite Winkel ist derjenige, den eine
durch die Achse gelegte Vertikalebene mit einer irgendwie ge-
wahlten festen vertikalen Ebene einschlielit.

Der Neigungswinkel gegen die Vertikale schwankt nun
(wie eine spater wiederzugebende Ableitung zeigt) periodisch
zwischen einem kleinsten und einem grofiten Werte. Die Schwan-
kungen sind um so geringer und um so schueller, je grofler die Um-
drehungsgeschwindigkeit des Kreisels ist. Die periodischen Ande-
rungen des Neigungswinkels werden als Nutation des Kreisels
bezeichnet.

Andererseits dreht sich auch bestindig die durch die Kreisel-
achse gelegte Vertikalebene gegeniiber einer im Raume festen
Ebene; die hierdurch bedingte drehende Bewegung wird die Pré-
zegsion des Kreisels genannt. Die Winkelgeschwindigkeit der
Prazessionsbewegung unterliegt periodischen Schwankungen
zwischen dem Nullwert und einem Maximalwert; die Schwankungen
erfolgen um so rascher und in um so geringerem Ausmal, je rascher
der Kreisel rotiert. Von dem Neigungswinkel ist die Winkelgeschwin-
digkeit der Prézession unabhingig. Die mittlere Winkelgeschwindig-
keit der Prazession nimmt mit wachsender Tourenzahl des Krei-
sels ab.

Der Sinn der Prizessionsbewegung ist durch die Regel
bestimmt, dafl sich der Vektor der Umdrehungsgeschwindigkeit des
Kreisels der Richtung desjenigen Vektors zu n&hern sucht, der das
von der Schwerkraft ausgeiibte Drehmoment darstellt. Gemil der
allgemeinen Definition ist dabei der erste Vektor natiirlich so zu
konstruieren, daff von seiner Spitze gesehen, die Rotation des Krei-
sels entgegen dem Uhrzeiger erfolgt, und das Analoge gilt selbst-
verstandlich nach der schon dfter erwihnten konventionellen Regel
von dem zweiten Vektor; auch ihm ist ein solcher Richtungssinn
zu geben, daB von seiner Spitze gesehen, die durch die Schwerkratt
angestrebte Drehung entgegen dem Uhrzeiger verliuft.

Was fiir die Schwerkraft gilt, gilt iibrigens in analoger Weise
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fiir jeden dem Kureisel erteilten Impuls, Wirkt von aullen her eine
stérende Kraft, die die Richtung der Kreiselachse zu &ndern
sucht, so wird die Achse senkrecht zu der Richtung der stérenden
Kraft verschoben. :

§ 185. Beispiele von Kreiselbewegungen.

Die wichtigsten Typen der Bewegung eines symmetrischen schwe-
ren Kreigels konnen am einfachsten unterschieden werden, je nach-
dem, ob sich der Schwerpunkt des Kreisels oberhalb oder
unterhalb des festen Punktes bzw. der Unterlage befindet, und

~je nachdem ob die Bewegung mit oder ohne seitlichen Impuls
vor sich geht. -

Eine Kreiselbewegung, bei der sich der Schwerpunkt (wie dies
bei Spielkreiseln {iblich ist) oberhalb der Unterlage befindet, ist in
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TFig. 210.

Fig. 209 dargestellt; ein allgemein bekannter Apparat, der eine
solche Bewegung ermoglicht, ist in Fig. 210 wiedergegeben. Die
Kurve, die bei einer derartigen Bewegung durch das obere Ende
der Kreigelachse beschrieben wird, ist in Fig. 211 dargestellt. Sie
verlauft zwischen zwei konzentrischen Kreisen, die den
Grenzwerten des Neigungswinkels entsprechen. Der Sinn der Kreisel-
rotation ist durch den um den Punkt F konstruierten Kreis wieder-
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gegeben. Befindet sich der Schwerpunkt oberhalb des Stiitzpunktes,
so verlauft die Prézessionsbewegung in demselben Sinn wie die
Rotation. Wofern ein seitlicher ITmpuls fehlt, bildet die Kurve
auf dem inneren Kreis Spitzen. Mit zunehmender Tourenzahl
" erweitert sich der Abstand der beiden konzentrischen Kreise.

Ein Apparat, bei dem der Schwerpunkt unterhalb des

Tig. 212.

Stiitzpunktes liegt, ist schematisch in Fig. 212 dargestellt. Auch
in diesem Sonderfall beschreibt das obere Ende der Kreiselachse
(F in Fig. 213) eine Kurve, die zwischen zwei konzentrischen
Kreisen verlauft, jedoch derart, daB die Prizessionshewegung in

Tig. 218, Tig. 214,

entgegengesetztem Sinne wie die Rotation erfolgt und (bei dem
Fehlen eines seitlichen Impulses) die Spitzen den dufleren Kreis
berithren (Fig. 213). Mit abnehmender Tourenzahl wird der Ab-
stand der beiden Kreise groBer. Den Verlauf der Kurve bei dem
Vorhandensein eines seitlichen Impulses zeigt die Fig. 214.
Anstatt einen Kreisel aufzustellen, kann man ihn natiirlich auch
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Fig. 215, QGyrostat.

§ 186. Kreiselexperimente.

authangen und hierbei auch
wiederum die andere Seite
aushalanecieren. Indem man
bei einem derartigen Appa-
rat schlieBlich noch eine
Cardanische Aufhén-
gung*) anbringt, erhilt
man einen sogenannten
Gyrostaten (Fig.215), der
sich besonders zum experi-
mentellen Studium der Pra-
zessionserscheinungen eig-
net**). Um die Bahnkurven
aufzuzeichnen, versieht man
das Ende der Kreiselachse
mit einem Schreibstift oder
zum Zwecke der photogra-
phischen Registrierung mit
einem kleinen Spiegel.

Die auffalligste Eigentiimlichkeit eines Kreisels ist die schein-
bare Stabilitdt seiner Rotation, und hierauf griinden sich auch

i

die am hesten bekannten und einfachsten Kreiselexperimente.
Ein geniigend rasch rotierender Kreisel fallt nicht um, obwohl sich

*) Vgl. § 158,

**) Vgl. Jobn Perry, Drehkreisel, 2. deutsche Auflage, Leipzig (Teub-

ner) 1913,
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sein Schwerpunkt oberhalbh der Stiitzfliche befindet. Ja er fallt
selbst dann nicht um, wenn man etwa mittels eines Stabes Schlige
gegen seine Achse fithrt. Schlieft man den Kreisel in eine Hohl-
kugel ein, so fithlt man, wenn man den Kreisel in rasche Rotation
versetzt hat, einen starken Widerstand bei jedem Versuche einer
Drehung der Kugel, ein Experiment, das natiirlich besonders einen

Tig, 217.

Zuseher verbliiffen muB, der nichts von dem verborgenen Kreisel
- weil.

Dafi, wie schon erwahnt wurde, jeder storende Impuls die Achse
senkrecht verschiebt, 143t sich sehr hithsch mittels eines Apparates
von der in Fig. 216 wiedergegebenen Art zeigen, wobei der Kreisel
durch ein Gegengewicht ausbalanciert ist. Schiebt man mittels
eines Stabes cas Gegengewicht etwas nach vorne oder hinten, so

)

%

Y
\

T

Tig. 218. Tig. 219

geht je nach der Rotationsrichtung der Kreisel nach oben oder unteu.

Schiebt man dagegen mit horizontal gehaltenem Stabe das Gewicht

ein klein wenig hinauf oder hinunter, so nimmt man wahr, daB sich

der Kreisel nach vorne oder nach hinten bewegt (Fig. 217).
Mittels eines in einer Cardanischen Aufhingung befestigten

Rugelkreisels 148t es sich, wofern das Gegengewicht weggelassen

wird, zeigen, dafl bei geniigend rascher Rotation die Achse stets
Handbuch der Experimentalphysile, Haas. 17
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sich selbst parallel bleibt, wie immer auch der Apparat selbst
gedreht werden mag (Fig. 218)%).

Setzt man einen frei beweglichen Kreisel schief auf eine rauhe
Unterlage auf, so richtet er sich bei geniligend rascher Rotation stets
auf. Gleitet der Kreisel auf der Unterlage, so beschreibt das untere
Ende merkwiirdige regelmiBige Kurven, wofiir Fig. 219 (nach
Sommerfeld) ein Beispiel gibt.

§ 187. Der Kreisel als Stabilisator.

Das eigentiimliche Beharrungsvermogen des Kreisels, das sich
in der Beibehaltung der Rotationsachse gegeniiber storenden Iin-
fliissen aduBert, kann zur Stabilisierung von Systemen verwendet
werden, die ohne Einfiigung des Kreisels entweder nur eines labilen
Gleichgewichtes oder einer bloB geringen Stabilitat fihig wiren.

Ersteres ist beispielsweise bei Fahrriadern und ferner bei der
sogenamten Kinschienenbahn der Fall, die bisher allerdings
noch keine Verbreitung finden komnte. Bei ihr wird die Stabili-
sierung des Fahrzeuges, dessen Schwerpunkt natiirlich ftiber der
Schiene liegt und das daher ohne Stitze wmfallen miifite, durch
einen eingebauten Kreisel versucht, den man durch einen Rlektro-
motor in rascher Rotation erhalt. Auch zur Lenkung von Tor-
pedos werden eingebaute Kreisel verwendet, und viele Versuche
sind auch bereits unternommen worden, um durch Kreisel die Sta-
bilitdt von Flugzeugen zu erhohen.

Bei dem Werfen scheibenférmiger Kdrper erreicht man
eine Stabilisierung der Richtung, indem man dem Kérper vor dem
Abwurf eine geniigend rasche Eigendrehung erteilt. Dadurch
verhindert man es, dafl der Luftwiderstand, wic es sonst sein Be-
streben ist, den in der Richtung der Scheibenebene geworfenen
Korper quer zu der Flugrichtung stellt, wodurch der Luftwiderstand
vermehrt und somit die Wurfweite herabgemindert wiirde. Des-
halb wird beispielsweise ein Diskus vor dem Abwurf in der Scheiben-
ebene in rasche Umdrehung versetzt. Auf demselben Prinzip be-
ruhen zahlreiche Artistentricks und unter anderem auch das unter
dem Namen Diabolo bekannte Spielzeug. Daf dieses doppel-
kegelformige Spielzeug, nachdem man es mittels einer Spielleine
in rasche Rotation versetzt und dann in betrichtliche Hohe ge-
schleudert hat, doch leicht wieder mit der Spielleine aufgefangen

*) Dieser Apparat wird hiiufig als Bohnenbergersches Maschin-
chen hbezeichnet. Wird dem Kreisel ein kleines Ubergewicht aufgesetat,
so tritt indessen sofort eine Priizession ein.
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werden kann, erklirt sich eben daraus, daB das Diabolo ohne Rich-
tungsinderung wieder unten anlangt.

Ein Kreisel kann auch dazu dienen, um unerwiinschte Schwin-
gungsenergie eines Systems gewissermafen zu ,,absorbieren®. Dies
kann dadurch bewerkstelligt werden, daB zunichst die Schwin-
gungen mittels geeigneter Koppelung auf den Kreisel iibertragen
und dessen Schwingungen dann von dem System aus abgedimpft
werden. Auf diesem Prinzip beruht der Schlicksche Schiffs-
kreisel, durch den die bei Seegang auftretenden Rollbewegungen
von Schiffen vermindert werden sollen.

SchlieBlich sei darauf hingewiesen, daf ein Kreisel auch als
mittelbarer Stabilisator verwendet werden kann, indem er
etwa automatisch eine geeignete Steuervorrichtung auslost oder
auch nur die Lage eines Systems anzeigt und dadurch Aufschlull
iiber notwendig gewordene Steuerungen gibt.

§ 188. Der Kreiselkompaf.

Denkt man sich einen dem Einfluf} der Schwere durch Fixierung
des Schwerpunkts entzogenen, also einen sogenannten astatischen
Kyeisel derart in einer Cardanischen Aufhéingung befestigh, dal
der duBere Ring gegeniiber der Erde festgehalten wird, dann kann
sich die Iigurenachse des Kreisels natiirlich nur in einer gegeniiber
der Erde festen Ebene bewegen, und sie ist infolgedessen dann ge-
zwungen, die tégliche Drehung einer solchen Ebene mitzumachen.
Auf einen derartigen Kreisel wirkt somit ein schwaches Dreh-
moment, das durch einen der Erdachse parallelen Vekior dar-
stellbar ist.

Nun zeigt, wie schon erwihnt wurde, jeder Kreisel das Be-
streben, seine Figurenachse in die Richtung des auf ihn wirken-
den Momentvektors zu bringen. Ist er an eine gegen die Erde feste
Ebene gebunden, so strebt somit die Figurenachse in diejenige Rich-
tung, die sich durch Projektion der Richtung der Erdachse auf die
feste Tbene ergibt. Ist die feste Ebene horizontal, so erscheint
somit ein derartiger Kreisel als Deklinatorium; er strebt in die
Richtung des Meridians, also in die Nord-Sid-Richtung. Ist
die Fbene vertikal, so stellt der Kreisel ein Inklinatorium dar,

Die Idee eines auf diesem Prinzip konstruierten Kreiselkom-
passes stammt bereits von Foucault (1852). Weiter ausgestaltet
wurde die Idee vor allem durch Lord Kelvin (1884). Von diesem
rithrt der Gedanke her, die wagerechte Stabilisierung dadurch mog-
lichst reibungslos herbeizufithren, daf der Kreisel einem System
eingefiigt wird, das man auf einer Fliissigkeit schwimmen la8t.

17*
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Auch die Idee Lord Kelvins erwies sich zun#chst aber noch nicht
als praktisch durchfiihrbar. Es gelang zunéchst noch nicht, die groBen
Schwierigkeiten zu iiberwinden, die sich notwendigerweise einerseits
aus der Geringtiigigkeit des in die Meridianebene weisenden Dreh-
momentes, andererseits aus den nie vdllig vermeidbaren Reibungs-
widerstinden und aus den Beschleunigungen ergeben, denen bei
der Benutzung auf Schiffen ja stets der Aufstellungsort des Kom-
passes ausgesetzt ist.

Die erste praktisch verwertbare Konstruktion eines Kreisel-
kompasses stammt von Anschiitz-Kdmpfe (um 1908). Bei diesem
Instrument, das im Gegensatze zu spiteren Konstruktionen ge-
wohnlich als Einkreiselkompal bezeichnet wird, ruht der Kreisel
in einer Kapsel, die an einem Schwimmer befestigt ist. Der Kreisel
wird als Drehstrommotor angetrieben, und zwar auf ungefihr 20 000
Umdrehungen in der Minute. Der Schwimmer, der zugleich die
Windrose trigt, ruht in einem Cardanisch aufgehingten und mit
Quecksilber gefiillten Becken.

Die Einstellung in die Nordrichtung erfolgt nach Abklingen
einiger langsamer Schwingungen, wozu jedoch in der Regel eine
Zeit von einigen Stunden oder noch mehr erforderlich ist. Selbst-
verstindlich trachtet man durch geeignete Vorrichtungen die auf-
tretenden Schwingungen so stark wie moglich zu ddmpfen, um
sie so rasch wie moglich zum Verschwinden zu bringen.

Wesentliche Fehler sind bei der Anwendung dieses Kom-
passes einerseits durch die Schiffsgeschwindigkeit, anderer-
seits durch die Schiffsheschleunigungen bedingt. Die Schiffs-
geschwindigkeit wirkt wie eine VergroBerung oder Verkleinerung
der Rotationsgeschwindigkeit der Erde. Was die Beschleunigungen
betrifft, so folgt aus der Theorie, daf sich der Kreisel nach jeder
Anderung der Tahrtrichtung ohne Schwingungen in seine neue
Ruhelage einstellt, woferne die ungedémpfte Schwingung des Kreisels
eine Dauer von 84 Minuten hat; dann erfolgen némlich die Schwin-
gungen synchron mit denen eines mathematischen Pendels, dessen
Lénge mit dem Erdradius {ibereinstimmt, Die gréfiten Storungen
werden durch die nordlichen oder siidlichen Schiffsbeschleunigungen
hervorgebracht; ostliche oder westliche sind daneben bedeutungslos.

Auller durch die Anderungen in der Fahrtrichtung und im Be-
trag der Schiffsgeschwindigkeit werden Fehler vor allem durch die
Schlingerbewegungen des Schiffs hervorgerufen, vor allem durch
die Rollbewegungen, die das Schiff um seine Léngsachse ausfiihrt.
Das Schlingermoment sucht entweder die Figurenachse oder- die
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Querachse des Kreiselkompasses quer zu der Schiffsrichtung zu
stellen, so daBl die Gleichgewichtslage, die die Figurenachse schlie3-
lich einnimmt, wesentlich von der Nordrichtung abweichen kann.
Nur in dem besonderen Falle, daB die durch die Schlingerbewegungen
erzeugten erzwungenen Schwingungen in die Nord-Siid- oder in die
Ost-West-Richtung fallen, bleiben sie bei dem Einkreiselkompafi
nunschadlich.

Allgemein kann jedoch der EinfluB der Schlingerbewegungen
dann ausgeschaltet werden, wenn das Tragheitsmoment des als
Kompaf dienenden Kreisels um die nord-stidliche Achse in ent-
sprechender Weise wesentlich vergroBert wird. Dies gelingt durch
die Einfiigung weiterer, zwangsweise gefithrter Kreisel in das
schwimmende System. Am vorteilhaftesten erweist sich die Hin-
zufiigung zweier Kreisel, wodurch ein sogenannter Dreikreisel-
kompaf entsteht*).

Natiirlich ergibt sich auch umgekehrt die Moglichkeit, mittels
geeignet konstruierter Kreiselapparate die Rotation der Erde
experimentell nachzuweisen. Ein erster derartiger Versuch
ist bereits im Jahre 1852 von Foucault ausgefithrt worden, aller-
dings ohne ein brauchbares Krgebnis**). Vervollkommmnet wurde
dieser Versuch vor allem durch Gilbert***) und — zuerst mit
einem brauchbaren Resultat — durch Foeppli). Dieser be-
nutzte als Kreisel einen an drei Driahten aufgehéingten Elektro-
motor, der 1500—2300 Umdrehungen in der Minute machtett).
An den Enden der Welle des Motors wurden zwei Schwungrider
von je 30 kg Gewicht angebracht{{{). Nach der Theorie muf
nun, wofern die Achse des Kreisels vor Beginn der Rotation nicht
in den Meridian fiel, eine Ablenkung eintreten, sobald der
Elektromotor in Gang gesetzt wird. In der Tat zeigte der Ver-
such von Foeppl Ablenkungen bis zu 8° wobei die beobach-

*) Niheres hieriiber und fiber den Kreiselkompafl im allgemeinen
findet man in dem Buche ,Der Kreisel, seine Theorie und seine An-
wendungen von R. Grammel, Bmunschwelg (Vieweg) 1920.

*%) Paris, Comptes rendus 35 (1852), p. 424,

*##*¥) Journal de Physique 2 (1883).
1) Vorlesungen iiber Technische Mechanik, Bd. VI, Leipzig (Teub—
ner} 1920,

+1) Auf diese Tourenzahl mulite die Rotation beschrinkt werden, weil
sonst Resonanzerscheinungen stérende Binflilsse ausgeiibt Litten.

+++) Die Schwungrider waren von blechernen Gehfiusen umgeben, wo-
durch Stérungen vermieden wurden, die sonst der dureh die rasche
Rotation hervorgerufene Wind erzeugen kiénnte.
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teten Ablenkungen mit den berechneten bis auf etwa 29, iiber-
einstimmten),

§ 189. Die Kreiselbewegung der Erde.

Auch die rotierende Erde kann infolge ihrer Abplattung
als ein Kreisel aufgefalit werden, auf den als Auflere Kraft die von
der Sonne und dem Mond herrithrende Anziehung wirkt. Die von
der Sonne ausgeiibte Kraft trachtet die Erdachse senkrecht zur
Ekliptik zu stellen. Die Folge hiervon ist nach der schon erwiihnten
Regel der Prizessionshewegung, dall die Erdachse rechtwinklig
zu der wirkenden Kraft ausweicht. Die Erdachse fithrt somit als
Prizessionsbewegung eine langsame Drehung aus, indem sie um
die Ekliptikachse einen Kegelmantel, und zwar in einer Zeit von
etwa 26 000 Jahren, beschreibt. Die Prizessionsbewegung &uBert
sich in einem allméhlichen Vorriicken der Durchschnittspunkte des
Aquators und der Ekliptik, also des Friihlings- und des Herbst-
punktes. Diese Erscheinung wird als Prizession der Aquinok-
tien bezeichnet.

Die Wirkung des Mondes ist mit der der Sonne nahezu gleich
gerichtet, weil die Mondebene nur um ungefihr 5° gegen die Ekliptik
geneigt ist und die von dem Mond herrithrende Anziehung die Erd-
achse senkrecht zu der Ebene der Mondbahn zu richten trachtet.
Die Wirkung des Mondes ist iibrigens gréBer als die der Sonne.
Die jahrliche Prazession der Aquinoktien betrigt 50", von denen
34" Wirkung des Mondes und 16” Wirkung der Sonne sind.

Neben der Prézession zeigt die Erde auch eine Nutation ihrer
Achse, die allerdings durch dufBlere Ursachen bewirkt wird und
darum im Gegensatze zu der in einem fritheren Abschnitt erwihnten
»irelen® eine ,erzwungene” Nutation darstellt. Die quantitativ
richtige Erklirung der Nutation der Erdachse auf himmelsmecha-
nischer Grundlage und unter Beriicksichtigung der Klastizitit des
Erdkorpers stellt ein sehr kompliziertes Problem dar, auf das hier
nicht néher eingegangen werden kann**),

Im iibrigen &ndert sich, wie neuere Messungen zeigten, perio-
disch auch die Lage der Erdachse. Die Anderungen lassen sich
am einfachsten darstellen durch die Bahn des Nordpols aunf
der Erdoberfliche. Diese Bahn wurde auf Grund genauer Pol-

*) FEine Zusammenstellung der Versuche, die dem Nachweis der Erd-
rotation durch Gyroskope dienten, findet sich in der Enzyklopidie der
mathematischen Wissenschaften, Band IV 1, IT; Artikel Furtwingler.

##) Vgl hierzu z. B. Newcomb-Engelmann, Populire Astronomie,
6. Aufl., Leipzig (Engelmann) 1921. '
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héhenmessungen ermittelt, die zufolge einer internationalen Ver-
einbarung seit 1899 auf sechs Stationen angestellt wurden, die ziem-
lich gleichméBig auf dem nordlichen Parallelkreis von 39° 8" ver-
teilt sind*). Die so ermittelte Bahn des Nordpols ist fiir die Jahre
1900—1912 in Fig. 220 dargestellt. Wie aus der Figur ersichtlich
ist, liegt die Bahn innerhalb eines Kreises von etwa 10 m Radius
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Tig. 220. Bahn des Nordpols von 1900—1912. (Nach Wanach.,)

und bildet eine unregelmiBige Spirale, die sich in einer Periode von
etwa 7 Jahren erweitert und dann wieder zusammenzieht.

*) Die Stationen sind Carloforte in Italien, Tschardjui in Russisch-
Zentralasien, Mizusawa in Japan, Ukiah, Cincinnati und Gaithersburg
in den Vereinigten Stasten.
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Achtzehntes Kapitel.
Die Reibung fester Korper.

§ 190. Die gleitende Reibung.

Neben dem Luftwiderstand stellt das wichtigste Hindernis
aller Bewegungen die Reibung dar, von der in diesem Kapitel nur
die wechselseitige Reibung fester Kérper behandelt werden soll.
Bei dieser unterscheidet man wiederum die gleitende und die
rollende Reibung.

Zu einer gleitenden Reibung kommt es, wenn ein Korper auf
einem anderen fortgeschoben wird. Der Bewegungswiderstand
erklart sich daraus, daf Erhohungen der einen Fliche in Vertie-
fungen der anderen greifen. Die Unebenheiten der beiden Korper
miissen daher bei der Bewe-
gung fortgerissen werden, oder
aber mufl der eine Korper
stindig iber die Vorspriinge
Mm des anderen hinweggehoben
; - () werden. Hierzu kommt bei
L H glatten Flichen noch der BKin-
fluf der Adhésion.

@ Die GesetzmiBigkeiten des
Reibungswiderstandes konnen
experimentell mittels des soge-
N L nannten Tribometers unter-
Tig. 221. Tribometer. sucht werden, das von Cou-
JomDb im Jahre 1781 erfuncen
wurde (Fig. 221). Auf einem Gestell sind nebeneinander zwei hovi-
zontale Schienen angebracht, auf denen ein Kastchen verschoben
werden kann, das mit Gewichten belastet wird. Von dem Iistchen
fithrt dber eine Rolle eine Schnur, die an ihrem anderen Ende eine
Wagschale trigh. Auf diese werden nun soviel Gewichte gelegh, bis
sich das Kastchen in Bewegung setzt. Die Gewichte messen dann
unmittelbar den Reibungswiderstand.

Variiert man die Belastung des Kiéstchens, so zeigen die Ver-
suche zunichst, daB der Reibungswiderstand der Belastung des
Kastchens (wofern auch das Eigengewicht des Késtchens mit ein-
bezogen wird) proportional ist; der Reibungswiderstand ist also
proportional demgegen die Beriihrungsfliche ausgeiibten N ormal-
druck. Dagegen erweist sich der Reibungswiderstand als unab-
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hingig von der Grdlle der Bertthrungsfliche. Er dndert
sich nicht, wenn schmiilere Schienen verwendet werden; er andert
sich natiirlich auch nicht bei einer Verringerung des Schienen-
abstandes.

Das Verhaltnis zwischen dem auf die Wagschale zu bringenden
Gesamtgewicht und der Gesamtbelastung des fortzubewegenden
Kistchens erscheint derart als eine wechselseitige Konstante der
beiden, einander beriihrenden Materialien. Diese Konstante wird
als der Reibungskoeffizient bezeichnet. L&t man beispiels-
weise das Kastchen mit schmiedeeiserner Grundfliche auf schmiede-
eisernen Schienen gleiten, so ergibt sich der Reibungskoeffizient
stets zu 149,. Bei einer Last von 10 kg miissen dabei auf die Wag-
schale 1400 g gelegt werden, uwm das Kistchen in Bewegung zu
setzen.

Als einige weitere Beispiele von Werten des Reibungskoeffizienten
seien angefiihrt:

Messing auf Gubeisen . . . . . . . . 0,19
Schmiedeeisen auf Guleisen. . . . . . 0,20
Eiche auf Fiche bei parallelen Fagern . . 0,48
Hiche auf Eiche bei gekreuzten Fasern. . 0,32
Holz auf Metall . . . . . . .. .. 02-0,6
Leder anf Metal . . . . . . . . . . 0,6—0,8
Holz auf Stein . . . . . . . .. .. 04
Eisen auf Stein . . . . . . . . . . . 0,3-0,7.

Legt man einen Korper aus bestimmtem Material auf eine schiefe
Ebene aus demselben oder einem anderen Material, so wird der
Korper infolge der Reibung auf der schiefen Ebene in Ruhe ver-
harren, wofern der Neigungswinkel kleiner ist als derjenige Winkel,
dessen trigonometrische Tangente dem Reibungskoeffizienten gleich
ist. Dieser Winkel wird der Reibungswinkel (y) genannt. Ist
namlich der Neigungswinkel der schiefen Ebene ihm gleich und ist
Q die Last, so zieht den Korper schrig nach abwhrts die Kraft
Qsin y; senkrecht zur Bewegungsrichtung wirkt der Druck Qcos v,
und der Reibungswiderstand ist, wenn der Koeffizient mit # be-
zeichnet wird, gleich #Q cosyr. Ist aber tgiy gleich », so heben der
Reibungswiderstand und der schrag nach abwirts wirkende Zug
einander auf.

Liegt andererseits der Korper auf einer horizontalen Fliche,
so vermag ihn eine Kraft, deren Betrag dem Gewichte des Kérpers
gleich ist, solange nicht aus seiner Ruhelage zu verschieben, als die
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Richtung der Kraft innerhalb des sogenannten Reibungskegels
liegt; diesen beschreibt man mit der betreffenden Stelle als Spitze
um eine auf der Flache errichtete Normale als Achse, wobei der
Offnungswinkel dem Reibungswinkel gleich gemacht wird. Wird
lockerer Sand aufgeschiittet, so erweist sich der B6schungs-
winkel gleich dem Reibungswinkel.

Die gleitende Reibung der Ruhe, wie wir sie bisher betrachtet
haben, ist im allgemeinen wesentlich groBer als die sogenannte
Reibung der Bewegung, die mit wachsender Geschwindigkeit
in der Regel abnimmt. So zeigten beispielsweise Versuche, daf
eine Zugkraft von 5—6 kg notwendig ist, um einen Mann von etwa
60 kg, der auf Schlittschuhen auf dem Eise stand, in Bewegung zu
setzen, dafB hingegen wihrend der Fahrt die dem Reibungswider-
stand entgegenwirkende Zugkraft auf 1—2 kg sank®*).

Eine sehr wesentliche Verminderung kann die gleitende Reibung
durch Anwendung eines Schmiermittels erfahren, das man
zwischen die beiden, einander berithrenden Flachen bringt; als
Schmiermittel wird bei Metallen gewohnlich Ol verwendet**). Bei
dessen Benutzung sinkt beispielsweise der Reibungskoeffizient fiir
Schmiedeeisen auf Gubeisen von 0,20 auf 0,06.

Als ein besonderer Fall der gleitenden Reibung ist auch die
Reibung von Zapfen in ihren Pfannen bei den Maschinen an-
zusehen. Denken wir etwa an-eine Welle, bei der der Durchmesser
des Zapfens '/; von dem Durchmesser des Wellbaums betragt,
und sind Zapfen und Pfanne aus GuBeisen und Schmiedeeisen, ist
der Reibungskoeffizient also 0,2, so ist der zu iiberwindende
Reibungswiderstand ungefihr gleich dem 26. Teil der Summe aus
den Gewichten des Wellbaums und der daran hefestigten, zu heben-
den Last.

§ 191. Die rollende Reibung.

Wesentlich geringer als die gleitende ist die rollende Reibung,
die dann auftritt, wenn sich ein runder I érper, wie ein Rad oder
eine Walze auf der Unterlage abrollt. In diesem Talle geniigt
nimlich zur Uberwindung des Reibungswiderstandes eine kleinere

*) Vgl Miller-Pouillets Lehrbuch der Physik, Bd. L

#*) Bei der Bewegung gleiten derart eigentlich zwei Olschichten auf-
einander. Wichtig ist, dal das Ol nicht zu dinnflissig und der Druck
genkrecht zu den Pluchen nicht allzustark ist, da sonst das Ol wieder
weggeprelt wird. Tm dies zu ve1huten, werden in dem einen Kozpm
sogenannte Olnuten angebracht, in denen dann stets etwas Ol wie in
einem Reservoir angesammelt bleibt.
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Kraft, weil bei der rollenden Bewegung die Erhohungen der Walze
in die Vertiefungen der Unterlage wie Zahne eines Zahnrades in ent-
sprechende Liicken eingreifen. Das Rad, die Walze wirkt wie ein
Hebel, und avns dem Hebelgesetz folgt ohne weiteres, daB die
rollende Reibung dem Halbmesser der Walze oder des Rades
umgekehrt proportional sein muf.

Um die GesetzméBigkeiten der rollenden Reibung experimeritell
zu ermitteln, lieB Coulomb eine Walze auf zwei zu ihr senkrechten
Schienen rollen und schlang nun um die Walze eine Schnur, die an
ihren beiden Enden zwei gleich groBle, beliebig auswechselbare Ge-
wichte trug. Uberdies war um die Walze eine Schnur gelegt, an der
eine Wagschale befestigt war. Auf diese wurden soviel Gewichte
gelegt, daB sich die Walze eben in Bewegung setzte. Diese Gewichte
maflen dann die rollende Reibung, wahrend die bewegte Last durch
die Summe aus dem Gewicht der Walze und den beiden angehiangten
gleichen grofleren Gewichten gegeben war. Die Experimente zeigten,
dafB die Reibung bei gegebener Walze der GroBe der Last, also dem
Drucke, direkt proportional, hingegen bei gleicher Last dem Halb-
messer der Walze umgekehrt proportional ist. Es gilt also die Be-
ziehung

r—t2, (241)
wenn @ die Last, v der Walzenradius und R’ der Widerstand der
rollenden Reibung sind. Der Proportionalitétsfaktor £, der als
eine Materialkonstante erscheint und nach Gl 241 die Dimen-
sion einer Lénge haben muf), heifit der Koeffizient der rollen-
den Reibung. Bs ist beispielsweise { fiir Reibung von Eichen-
holz auf Eichenholz gleich 0,018 cm, fiir GuBeisen auf Gulleisen
gleich 0,006 cm. Fiir ein guBeisernes Rad, das mit einem Radius
von 50 cm auf einer guBeisernen Schiene rollt, wiirde demnach
beispielsweise die rollende Reibung rund den 10000. Teil der Last
betragen. Wesentlich grofler ist indessen stets die Zapfenreibung
der Radachse.

§ 193. Die Reibung der Transportmittel.

Da die rollende Reibung (wofern der Radius nicht zu klein ge-
wihlt wird) wesentlich geringer als die gleitende ist, beruht in der
Praxis alles Transportwesen auf rollenden Bewegungen. Die
einzige Ausnahme stellt der Transport mit Schlitten dar, der des-
halb zweckm#Big ist, weil der Koeffizient der gleitenden Reibung
zwischen Eisen und Schnee nur etwa 2—39%, betragt, also weit
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geringer ist, als selbst bei guter Schmierung der Reibungskoetfizient
zwischen gleitenden Metallen.

Sonst vermeidet man aber stets gleitende Bewegungen. So legt
man schwere Lasten, die eine kurze Strecke weit transportiert
werden sollen, auf Walzen und bewegt sie mittels dieser rollend
auf einer allenfalls’ vorher hergestellten glatten Bahn., Derart kann
beispielsweise ein einziger Mann eine Last verschieben, zu deren
gleitenden Fortbewegung etwa 50 Minner erforderlich wéren.

Fuhrwerke und sonstige Beforderungsmittel werden, von dem
Schlitten abgesehen, stets mit Rédern ausgestattet. Je grofler
diese sind, desto geringer ist die Reibung; doch wire es natiirlich
andererseits wieder unzweckmifig und unokonomisch, dem Be-
forderungsmittel zu grofle Dimensionen zu geben. Fiir Kisenbahnen
nimmt man den Gesamtwiderstand aller Arten von Reibung zu etwa
1/,9, der zu befordernden Last (einschlieBlich des Zuggewichtes) an,
bei Strafenfuhrwerk je nach der Beschaffenheit der Strafle und des
Pflasters zu 2—39,, bei Automobilen mit guter Bereifung und auf
guten Straflen zu etwa 1%.

§ 193. Friktionsrollen und Kugellager.

Um auch die verhiltnisméfBig betriachtliche Zapfenreibung in
rollende Reibung zu verwandeln, bedient man sich ebenfalls ge-
eigneter Vorrichtungen, unter denen die IFriktionsrollen und
die Knugellager besondere Be-
deutung erlangt haben. Die
Friltionsrollen (Fig. 222) he-
stehen aus zwei Paaren von
Ridern. Ein Paar (die Rider
A und B in der Figur) trigt
das vordere Ende der Achse,
die ohne Zapfenrecibung dreh-
bar sein soll, das andere Paar
(das in der Figur unsichtbare
Rad A’ und das Rad B’)
tragt das hintere Achsenende.
DerMittelpunktsabstandzweier,
ein derartiges Paar bildender
Rider wird stets grofler als
der Halbmesser, aber kleiner
als der Durchmesser eines ein-
zelnen Rades gewihlt, Da-
Tig. 222. Friktionsrolle. durch entsteht zwischen ihnen
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ein geeigneter Zwischenraum, in den die ohne Zapfenreibung lau-
fende Achse gelegt wird.

Bezeichnen wir die Arbeit, die bei Zaplenlagerung zur Uber-
windung der Reibung wiahrend eines Umlaufs des grofBlen Rades
(W in der Figur) aufgewendet werden
miifite, mit B, so ist dieselbe Arbeit bel
Lagerung auf Friktionsrollen durch die
Beziehung bestimmt

E=F ; , (242)

wenn r der Radius der Achse eines
Friktionsrades ist und r' der Radius
eines Friktionsrades selbst.

Bei einem Kugellager (Fig. 223)
bewegt sich die rotierende Welle (in der
Figur durch den inneren Kreis darge-
stellt) auf Walzen in einem ruhenden konzentrischen Lagerkorper.
Sind die Kugeln und die Fliachen des Lagerkdrpers, auf denen sie
laufen, und auch die Welle aus gutem Stahl und vollkommen ge-
schliffen, so erniedrigt sich der Reibungswiderstand bis auf etwa
29, des Wertes, den er in einem gewdhnlichen Wellenlager hétte.
Ein weiterer Vorteil der Kugellager ist, dafl sie viel weniger
Schmiermittel als gewthnliche Lager benstigen*).

§ 194. Der technische Nutzen der Reibung.

In der Technik und tberhaupt im alltdglichen Leben spielt die
Reibung nicht blofi die Rolle eines unerwiinschten Hindernisses,
dessen Verminderung angestrebt werden mufl; in vielen Féllen
erweist sich die Reibung auch von unmittelbarem Vorteil. Nur durch
die Reibung wird es ja moglich, Stricke und Schniire zum Ver-
binden von Gegenstinden zu verwenden, Schrauben und Nagel
zum Befestigen von Korpern. Ohne Reibung kénnten wir keinen
Gegenstand mit unseren Hénden fassen, keinen Weg mit unseren
Fiilen zuriicklegen. Dafl bei Glatteis durch Aufstreuen von Sand
die songt zu geringe Reibung kiinstlich erhoht werden mul, beweist
dies am deutlichsten, ebenso die Tatsache, dal auf zu glatten Schie-
nen eine Lokomotive mit umlaufenden Rédern an ihrer Stelle ver-
harrt®*).

*) Als Nachteil stehen diesen Vorteilen allerdings Kostspieligkeit
und grofe Empfindlichkeit gegen Stifle gegeniiber.
' *¥) Umgekehrt kommt es auch zu einen Stillstand mit umlaufenden
Ridern, wenn die zu beférdernde Last, deren Trigheitswiderstand ja
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Bei Treibriemen oder Treibseilen wird die Reibung dazun
benutzt, um Bewegung von einem Maschinenrad auf ein anderes
zu fibertragen. Bei der Bremsung dient die Reibung zur Ver-
zdgerung oder Aufhebung von Bewegungen. Mit Vorteil kann die
Reibung auch dann verwendet werden, wenn eine sehr groBle Last
wittels einer kleinen Kraft festgehalten oder ohne zu grofien Kraft-
anfwand langsam in die Tiefe hinabgelassen werden soll. Schlingt
man ein Seil, an dem eine schwere Last befestigh ist, um einen nicht
drehbaren, zylindrischen Holzstamm, so geniigt oft schon eine
Viertel- bis eine halbe Umwicklung, um die Kraft, die das Gleich-
gewicht halten soll, auf die Hélfte zu reduzieren. Bei viermaliger
Umwicklung kann die Kraft oft schon auf den 1000. his 10 000. Teil
der Last verringert werden.

§ 195. Das Bremsdynamometer.

Auf einer Anwendung der gleitenden Reibung beruht aunch ein
von Prony (1822) ersonnener Apparat, der zur Messung des Effek-
tes von Maschinen dient und als Bremsdynamometer oder
Pronyscher Zaum bezeichnet wird. Bei diesem Apparat (Fig. 224)
wird auf der Achse der Maschine (AB) eine Trommel (T') befestigt.
Gegen die Trommel werden nun die halbkreisférmig ausgeschnittenen

Tig. 224, Bremsdynamometer.

Backen einer Bremse, des sogenannten Zaumes, (CD und EF) ge-
preBt, wozu zwei Schrauben (S und 8') und zur Regulierung iiber-
dies ein Hebel (LL) dienen.” Mit dem Zaume ist ein Hebel (GH)
verbunden, der an seinem IEnde eine Wagschale (W) trigt. Er wird

iiberwunden werden muff, zu schwer ist, wie man dies namentlich bei
dem Anfabren von Giiterziigen beobachten kann.
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durch einen entgegengesetzten zweiten Wagbalken (IK), der eben-
falls eine Wagschale (W’) trigt, ausbalanciert®).

Infolge der Reibung miifite nun, wenn die Achse rotiert, in dem-
selben Umdrehungssinn auch die Bremse und mit ihr der ausbalan-
cierte Hebelarm mitgenommen werden. Es wiirde daher, wenn der
Umlauf (wie in der Figur angedeutet) etwa entgegen dem Uhrzeiger
verlduft, der Wagbalken GH gegen den Stab N anstoBen. Dies
1a8% sich dadurch verhindern, dafl auf die Wagschale W Gewichte
in einem bestimmten Gesamtbetrag, der etwa P genannt werde,
aufgelegt werden. Welches der richtige Wert von P ist, erkennt
man leicht daraus, dal, wenn er zu grof gewihlt wird, der Wag-
balken wiederum unten bei N’ anstofit.

Um den Effekt zu bestimmen, schaltet man nun zunichst die
Arbeitsmaschinen aus und reguliert sodann den Apparat durch
Auflegen geeigneter Gewichte und unter Benutzung des Hebels LL
derart, daf der Wagbalken in horizontaler Stellung spielt. Uberdies
ermittelt man die Tourenzahl (n) der Achse.

Es sei nun etwa 1 die Linge der Strecke MH, wenn M der Punkt
des Balkens ist, der vertikal unterhalb des Zentrums der Trommel
liegt. Dann ist das Produkt P - I nach dem Hebelgesetz gleich dem
Drehmoment der Reibung. Daher ergibt sich die in der Sekunde
geleistete Arbeit zu

W =wPl, (243)
wenn w die Winkelgeschwindigkeit bedeutet. Ist n die Tourenzahl
pro Minute, so ist aber

27n

“7zh 9
60 " (244)

W=

Wird P in kg und 1 in Metern ausgedriickt, so ergibt sich daher der
Effekt in ,, Pferdestérken {= 75 kg m/sec) nach der Bezichung

wnlP
2250

W= (245)

*) Um das Gleichgewicht zu vervollstindigen, brauchen nur ent-
sprechende kleine Gewichtsstiicke auf eine der beiden Wagschalen auf-
gelegt zu werden.



Dritter Teil.

Mathematische Ergiinzungen zur Mechanik
fester Korper.

Neunzehntes Kapitel.

Die Grundgleichungen der Mechanik des Massen-
punktes.

§ 196. Der vektorielle und der analytische Ausdruck des
Newtonschen Kraftgesetzes.

Nach dem zweiten Newtonschen Bewegungsgesetz ist der
Vektor der Kraft gleich gerichtet mit dem Vektor der
Beschleunigung und in seinem Betrage gleich dem Produkst
aus der Masse und dem Betrag der Beschleunigung. Dieses Gesetz
findet einen einfachen mathematischen Ausdruck bei Gebrauch
der vektoriellen Schreibweise, in der die Gleichsetzung zweier
Vektoren Ubereinstimmung in Betrag, Richtung und Richtungs-
sinn bedeutet*). Verwenden wir die iibliche Bezeichnungsweise,
die fiir Vektoren deutsche Buchstaben benutzt (und zwar diejenigen,
die den lateinischen, fiir den Betrag gebrauchten entsprechen), so
kann dem Newtonschen Kraftgesetz die Form gegeben werden

f=mh, (246)
wenn § den Kraftvektor und b den Beschleunigungsvektor bedeutet.

Da der Beschleunigungsvektor definiert ist als der zeitliche Diffe-
rentialquotient des Geschwindigkeitsvektors (v), so kann die
Gl 246 auch in der Form geschrieben werden
db
Ok

Wie bei allen zwischen Vektorgro8en bestehenden Beziehungen,
so kann auch bei dem Newtonschen Kraftgesetz statt der vekto-

f=m (247)

.’“) Sind zwei Vektoren entgegengesetzt gerichtet und im Betrag
gleich, so setzt man die beiden Vektoren einander mit entgegengesetztem
Vorzeichen gleich,
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riellen die analytische Schreibweise gebraucht werden. Jeder
Vektor kann nimlich auch aufgefalt werden als die geometrische
Summe dreier Vektoren, die in die Achsen eines Koordinatensystems
fallen und deren Betrige gleich sind den Komponenten der Vektor-
groBe nach diesen Koordinatenachsen. Nennen wir die Kompo-
nenten eines beliebigen Vektors € etwa E,, E,, E,, und bezeichnen
wir mit i, j, f drei Vektoren von der Lingeneinheit, die in die
Richtungen der drei positiven Koordinatenachsen fallen, so kénnen
wir demnach den Vektor @ in der Form darstellen

€ =iE; + jEy4-tE,. (248)
(Wir benutzen dabei die Tatsache, daB iiberhaupt jeder Vektor
aufgefait werden kann als Produkt aus einem in seine Richtung
fallenden Einheitsvektor und dem Betrag des Vektors.) Die
drei Vektoren i, j, ¥ werden die Grundvektoren des Koordi-
natensystems genannt.

Die Gl. 248 gilt natiirlich auch fiir den Geschwindigkeitsvektor.
Ersetzen wir also in dieser Geeichung den beliebig gelassenen Vektor &
durch b und differenzieren wir nach der Zeit, so erhalten wir, weil
wir die Richtungen der Koordinatenachsen als unverdnderlich an-
sehen, die Beziehung

db dvx d.vy

dvz
e ke (249)

Diese Gleichung besagt aber nichts anderes, als dafi dieKomponen-
ten der Beschleunigung gleich sind den zeitlichen Diffe-
rentialquotienten der Geschwindigkeitskomponenten.
In analytischer Schreibweise nimmt somit das zweite Newton-
sche Bewegungsgesetz die Form des Gleichungstripels an:

e K=ndY, K=nlE (0

Sind nun die Kceordinaten des jeweiligen Aufenthaltsortes des
bewegten Massenpunktes x, y, z, so kénnen wir andererseits auch
diese Koordinaten als die Komponenten des Radiusvektors auf-
fassen, der von dem Koordinatenursprung zu dem Aufenthaltsort
gezogen wird. Bezeichnen wir den Radiusvektor mit v, so konnen
wir also auch setzen

> dVX
x =M —5—

t=ix+jy+Ttz. (261)

Nun ist aber der in einem ,Zeitelement dt zuriickgelegte Weg,

als Vektor aufgefait, nichts anderes als der geometrische Unterschied

der Vektoren, die fiir den Beginn und das Ende des Zeitelementes
Handbuch der Experimentalphysik. Haas. 18
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die veranderliche GréBe ¥ darstellen. Hieraus folgt ohne weiteres, da3
dy

P =T (252)
ist, und somit ist nach GL 251
Vy = % usw, (253)

Die Gleichungen (250) kénnen somit auch (wenn wir schlieBlich
noch fiir die Kraftkomponenten die iiblichen Bezeichnungen X, Y, Z
gebrauchen) in der Form der sogenannten Bewegungsgleichun-
gen geschrieben werden, ndamlich

d2x

XK= mw
) 9254
Y =m g (204)

d2z

-§ 197. Die natiirlichen Bewegungsgleichungen.

Die Zerlegung des Beschleunigungsvektors in eine tan-
gentiale und eine normale Komponente 148t sich leicht mittels
der fundamentalen Beziehungen der Vektorrechnung ableiten. Be-
zeichnen wir nimlich den Einheitsvektor, der in die Richtung eines
beliebigen Vektors € fallt, mit ¢, so koénnen wir, wie schon erwahnt
wurde, setzen :
C=¢E. (265)
Hieraus folgt durch Differenziation nach der Zeit

dE dE  de

[Tk TR T

In welcher Beziehung nun der selbst einen Vektor darstellende
zeitliche Differentialquotient des Finheitsvektors zu diesem steht,
erkennen wir leicht aus einer einfachen Betrachtung, die an den
Begriff des inneren oder skalaren*) Vektorproduktes an-
kniipft. Da, wie schon in einem fritheren Abschnitt (§ 31) erwihnt
wurde, das innere Produkt zweier beliebiger Vektoren € uund @,

fir das das Symbol G oder auch (EF) gebraucht wird, durch die
Beziehung gegeben ist

B. {(256)

EF=EF cos(E,§), (257

*) Als Skalar bezeichnet man jede Gréfle, zu deren Bestimmung

eine Zahlenangabe (bei gegebener MafBeinheit, also bei gegebener »Skala«)

geniigh. Hierdurch ergibt sich der Gegensatz zu den Vektoren, die erst
durch Angabe von Betrag und Richtung bestimmt sind.
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so folgt daraus, daB

EF=EF, wemn €| §; (258
dafl hingegen

EF=0, wenn € | §. (259)
Umgekehrt kann man natirlich aus dem Verschwinden des
inneren Produktes zweier Vektoren stets schlieBen, dafl sie
aufeinander senkrecht stehen.

Fiir den Einheitsvektor e folgt aus Gl 258

ee=1, (260)
und hierauns durch Differentiation
de .
¢ = 0. (261)

Der Vektor, der den zeitlichen Differentialquotienten eines Einheits-
velktors darstellt, steht also auf diesem selbst stets senkrecht.

Andererseits ist aber nun de nichts anderes als der im Bogen-
mal} gemessene Winkel, um den sich in dem Zeitelement dt die
Richtung des Vektors e (oder €) gedreht hat. Nennen wir diesen
Winkel d&, so ist also der Betrag von de/dt gleich d¢/d%.

Die GIl. 256 besagt demnach folgendes: Der zeitliche Differential-
quotient eines beliebigen Vektors @& 1484 sich stets in zwei zueinander
senkrechte Komponenten zerlegen, némlich eine in der Richtung
des Vektors und eine dazu senkrechte. Die erste Komponente hat
den Betrag dE/dt, die zweite den Betrag I -d-9/dt, wenn d-9 der
Winkel ist, um den sich in dem Zeitelement dt die Richtung des
Vektors #ndert.

Indem wir diese allgemein giiltige Beziehung auf den Geschwin-
digkeitsvektor anwenden, erhalten wir chne weiteres die Formeln
fiir die Tangential- und die Normalbeschleunigung. Jene ist gleich
dv/dt; hingegen ist die Normalbeschleunigung gleich v -d&/dt.
Betrachten wir aber ein Stiick der Bahn, dargestellt durch das
Bahnelement AB, so ist d$ nichts anderes als der Winkel, den die
in den Punkten A und B an die Bahn gelegten Tangenten mitein-
ander einschlieBen. Es ist also d der sogenannte Kontingenz-
winkel, und nach einer bekannten elementaren geometrischen Be-
ziehung ist das Kurvenstiick AB gleich dem Produkt aus dem
Kontingenzwinkel und dem Kriimmungsradius (¢). Andererseits
ist AB gleich v - dt. Daher wird

dﬁ-:-ér—dt, (262)
und somit wird die Normalbeschleunigung gleich
2
b= (263)
4

18%
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§ 198. Drehimpuls und statisches Moment.

Die fiir den Drehimpuls und die Flichengeschwindigkeit
eines Massenpunktes geltenden Beziehungen ergeben sich sehr ein-
fach unter Benutzung des schon in einem fritheren Abschnitt (§ 17)
abgeleiteten Begriffs des #uBeren Vektorproduktes. Dieses,
selbst wieder einen Vektor darstellende Produkt, fiir das dag Sym-
bol [@F] gebriuchlich ist, kehrt, wie schon erwahnt wurde, den
Richtungssinn bei einer Vertauschung der Reihenfolge der Faktoren
um; es ist also : ,
F€=—[€Fl. (264)
Bezeichnen wir das Vektorprodukt mit &, so gilt fiir dessen Betrag,
weil er durch den Flicheninhalt des von den heiden Vektoren ge-
bildeten Parallelogramms bestimmt ist, die Beziehung

G=EFsn (€, §). (265)
Hieraus folgt, daB
: ' [EF)=0, wemn €| §F. (266)

Das. duBere Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst ver-
schwindet. Fiir die Grundvektoren eines Koordinatensystems folgtl
somit .
[ii]=ji]=[t€]=0. (267)
Andererseits ergeben sich aus der Definition des #uBeren Vektor-
produktes die Bezichungen

[ij]=%  [if]=i; [fi]=]. (268)

Unter Benutzung der Gl. 248 konnen wir das duBere Vektor-
produkt nun auch in der Form schreiben

(€ F=[1Ex + jEy + L) (iFx 4+ jFy + F)). (269)

Multiplizieren wir aus und beachten wir die Gleichungen (267) und
(268), so erhalten wir fiir die Komponenten des dufleren Vektor-
produktes die Beziehungen

[€F]x =E,F, — E,Fy,
[&%]Y=EZ:FX—EXFZ7 : (270)
[EF]: =B Fy — B, Py,

Wir definieren nun zuniichst als das statische Moment einer
Krait in bezug auf einen Punkt, von dem der Radiusvektor t zu
dem Angriffspunkt der Kraft fithrt, das duBere Produkt aus v und
dem Vektor der Kraft., Wir setzen also

[tR]=M. (271)
Das halbe 8uBlere Produkt aus v und dem Geschwindigkeitsvektor
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des Massenpunktes, in dem die Kraft angreift, definieren wir als
die Flichengeschwindigkeit; wir setzen also

[th]=2F. ' (272)
Endlich definieren wir als Drehimpuls das Produkt aus der Masse
des Massenpunktes und der doppelten Flichengeschwindigkeit, also

UW=mlrb]. (273)

Differenzieren wir diese Gleichung nach der Zeit, so finden wir
1dn db dr

SR

In dem letzten Vektorprodukt sind aber nach Gl 252 beide Faktoren
identisch, so da} dieses Vektorprodukt verschwindet. Anderer-
seits ist m . db/dt nach dem Kraftgesetz nichts anderes als die
Kraft &, und das Vektorprodukt aus v und & ergibt wiederum nach
Gl 271 das statische Moment 9. Wir erhalten so die einfache Be-
ziehung

du
T
Das statische Moment erscheint also durch dieselbe vektorielle Be-
ziehung mit dem Drehimpuls verkniipft wie die Kraft mit der
Bewegungsgrofie.

Wenn das Drehmoment verschwindet, ist nach Gl 275
der Drehimpuls und folglich auch die Fldchengeschwindig-
keit konstant. Das Drehmoment wird aber gemafl Gl. 271 dann
gleich Null, wenn die Kraft standig zu dem Punkte gerichtet ist,
von dem aus der Radiusvektor gezogen wird. Damit erscheint der
schon in § 34 erwihnte Satz bewiesen, daBl die Bewegung eines
Korpers, auf den eine stets nach demselben Punkt gerichtete Kraft
wirkt, in einer und derselben Ebene beharrt und ihre- Flachenge-
schwindigkeit in bezug auf jenen Punkt nicht &ndert.

Selbstverstindlich 160t dieses Theorem auch eine Umkehrung
zu. Aus der Konstanz der Flichengeschwindigkeit nach Betrag
und Richtung kann immer geschlossen werden, dafl die wirksame
Kraft nach dem Bezugspunkt der Flichengeschwindigkeit ge-
richtet ist.

§ 199. Arbeit und Potential.

Die Arbeit erscheint definiert als das innere oder skalare
Produkt aus Kraft und Wegelement. Betrachten wir nun zwei
ganz beliebige Vektoren @ und §, so konnen wir gemahl Gl 248
ihr inneres Produkt auch in der Form schreiben:

EF — (iBy 4 i By By (iFy + {Fy -+ £F,). (276)

m— (275)
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Multiplizieren wir aus, so verschwinden aber gemafl Gl 259 sechs
von den neun Gliedern, und wir erhalten die Beziehung, die das
innere Produkt zweier Vektoren durch ihre Komponenten aus-
driickt, namlich: :
CF=EF +EFy 4 EF;. (277)
Setzen wir in dieser allgemein giiltigen Beziehung fiir € die Kraft
ein (mit den Komponenten X, Y, Z) und fiir § das als Vektor auf-
gefalite Wegelement d & (mit den Komponenten dx, dy, dz), so wird
daher die unendlich kleine Arbeit, die lings des Wegelementes von
der Kraft verrichtet wird, gleich*)
dA=R/ds=Xdx+4 Ydy 4 Zdz. (278)
Wir wollen nun annehmen, dafBl ein Potential bestehe, derart,
daB die Kraft als negativer Gradient dieses Potentials darstellbar
sei. Wir betrachten sodann einen beliebigen Punkt A und denken
uns in ihm ein Koordinatensystem derart gelegt, dafl die & und
die 5-Achse in die Tangentialebene zu liegen kommen, die die durch
den Punkt A gelegte Aquipotentialfliche in diesem Punkte beriihrt,
und daB die positive {-Achse die Richtung hat, in der das Potential
zunimmt. Bezeichnen wir die Komponenten der Kraft in bezug
auf dieses §-y-L-System mit =, H, Z, so ist

— . a4V
Vedl wenn di der Abstand zwischen den benach-

barten Aquipotentialflichen ist, denen die
Werte V und (V4dV) entsprechen.

Wir denken uns nun mit A als Ursprung
irgendein beliebiges anderes Xoordinaten-
system an Stelle des bisher betrachteten. In
ihm seien die Kraftkomponenten X, Y, Z
und die Koordinaten x, y, z. Dann ist, wie
ohne weiteres aus Fig. 225 folgt,

Fig. 225.

az o
dx == m y (280)
und somit wird
3V vV -
% = S—: cos (: s X) . (281)

Andererseits ist nach einer elementaren geometrischen Beziehung

*) Obwohl fiir die unendliche kleine Arbeit allgemein das Symbol dA
gebraucht wird, ist doch zu beachten, dall diese Gréfle keineswegs un-
bedingt ein vollstindiges Differential darstellen muf.
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X = Zcos(§, x) 4 Hcos(n, %)+ Zeos (L, x), (282)
also nach Gl 279 und 281
3V
X=— i (283)

Zwei analoge Beziehungen gelten natiirlich auch fiir die Kompo-
nenten Y und Z. Es wird daher die Arbeit, die bei einer Bewegung
- zwischen zwei beliebigen Punkten P; und P, geleistet wird,

=_/‘(_d x+2Vay 4 2V g, ) (284)

Ist aber, wie wir angenommen haben, V eine nur von den Ko~
ordinaten abhingige Funktion, die im Punkte P, den Wert V, und
im Punkte P, den Wert V, habe, so wird einfach

A=V, —V,. (285)
Der Wert der Arbeit hiingt also dann einzig und allein von dem
Potentialunterschied ab, ist hingegen von der Linge und der
Form des Weges vollig unabhingig.
"Exfiillt im besonderen die Kraft das Gesetz

g——L (286)

rrr
ist sie also zu dem Punkte gerichtet, von dem aus der Radiusvektor
gezogen wird, und ist ihr Betrag dem Quadrate der Entfernung
umgekehrt proportional¥), so ist leicht einzusehen, daBl die
Kraft ein Potential von der Form besitzen muf}

C

V= — - (287!
Dann wird nimlich
3V O oar
= T TN (288)
Andererseits ist aber
12=x2-4y2 } 22 (289)
und somit
X, (290)
ox r
Bs wird also
|
x—_ 9% (291)
rd

Hieraus folgt, wenn wir von der analytischen zur vektoriellen
Schreibweise iibergehen, in der Tat wiederum die Gl. 286.

*) Denn /v bedeutet jao einen Binheitsvektor.
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§ 200, Die Erhaltang der Energie.
Multiplizieren wir die das Ne wtonsche Kraftgesetz ausdriickende
Beziehung (£ = m . db/dt) noch skalar mit der Tdentitit
A8 =vdt, - (202)
50 erhalten wir die Beziehung
db

Kdg=mb dtd (293)
Andererseits ist
db d dv?
P =IO =igp (294)
und somit, wenn wir die lebendige Kraft mit L bezeichnen,
dL
» =
Nde = T dt. (295)

Besteht aber ein Potential, so ist die linke Seite dieser Gleichung
nichts anderes als die mit entgegengesetztem Vorzeichen genommene
Anderung des Potentials, und wir finden somit

dv  dL
T =0, (296)
oder, wenn wir die Integrationskonstante mit W bezeichnen,
V+L=W. (297)

Die Grofle W stellt als Summe aus der lebendigen Kraft und dem
Potential die mechanische Energie als eine von Ort und Zeit
unabhéngige Konstante dar.

§ 201. Die Relativbeschleunigung.

Wir betrachten ein Koordinatensystem, das, auf ein Tunda-
mentalsystem bezogen, um seine z-Achse mit einer konstanten
Winkelgeschwindigkeit (w) rotiere. Die Grundvektoren dieses
Koordinatensystems seien i, j, £ Dann ist f konstant, hingegen
sind i und § zeitlich verinderlich. Der Vektor di/dt steht nach dem
schon im Anschluf} an Gl. 261 Gesagten senkrecht auf dem Vektor i;
er steht aber anch senkrecht auf der z-Achse; sein Betrag ist natiir-
lich gleich w. Bezeichnen wir also einen Vektor, der die Richtung
der z-Achse und den Betrag w und einen solchen Richtungssinn hat,
dafl von seiner Spitze gesehen, die Umdrehung entgegen dem Uhx-
zeiger erfolgt, als den Vektor der Winkelgeschwindigkeit und
mit dem Symbol w, so kénnen wir gemiafl der Definition des dufleren
Vektorproduktes setzen

di

S=lwil. 298
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Denn der durch dieses Vektorprodukt bestimmte Vektor hat eben
den Betrag w, steht senkrecht auf v und i, und aus Fig. 226 ist auch
leicht ersichtlich, daB der Definition des Richtungssinns des duBeren
Vektorproduktes dann Gentige getan ist, wenn
in Gl 298 der Faktor w vor den Faktor i ge-
setzt wird. Denn Fig, 226 ist so konstruiert,
daB gemaB der konventionellen Festsetzung,
von der Spitze des Vektors w gesehen, die
Rotation des Koordinatenkreuzes entgegen
dem Uhrzeiger verlauft; dann erscheint aber
in der Tat auch, wie aus der Figur ersicht- .
‘lich ist, von der Spitze des Vektors di/dt [ . %’z‘
gesehen, diejenige Drehung dem Uhrzeiger Z oo
entgegengesetzt, die den Vektor v in die Pig. 226.
Richtung des Vektors i iiberfithrt, wenn die
drei Vektoren von demselben Punkte aus errichtet werden.
In Analogie zu Gl 298 gilt auch die Beziehung

4j

dt
Das duflere Produkt [wf] ist natiwlich Null, weil ja die Vektoren w
und f gleich gerichtet sind, und in der Tat ist wegen der Konstanz
von f auch df/dt gleich Null.

Es sei nun @ ein ganz beliebiger Vektor. Wir betrachten einer-
seits seinen zeitlichen Differentialquotienten in bezug auf ein Funda-
mentalsystem, andererseits aber seinen zeitlichen Differential-
quotienten in bezug auf dag rotierende System. Diesen wollen wir
mit d*E/d+t bezeichnen, jenen mit d@/dt schlechthin. Nun folgt
aus Gl 248 durch zeitliche Differentiation ganz allgemein die Be-
ziehung

46 _ . dE aE,
T t—l—l

=[wjl. (299)

dE, dj af

e —f—Exdt—i—Ey I B (800)

Beriicksichtigen wir die Gleichungen {298) und (299) und die Kon-
stanz von £, so finden wir somit

¢ _d*€ '

Tiigen wir das ohnedies verschwindende Glied hinzu [WE]E,, so
kénnen wir somit die letzte Gleichung auch in der Form schreiben

dé¢ d*E

T~ T [l E]. (302)
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Es sei nun v die ,,absolute® Geschwindigkeit, b’ aber die so-
genannte Relativgeschwindigkeit in bezug auf das rotierende
Koordinatensystem. v sei die gerichtete Strecke, die von dem Ur-
sprung zu dem betrachteten Massenpunkt gezogen wird. Dann ist
nach Gl 302, in der wir den beliebig gelassenen Vektor & durch ¢
ersetzen wollen, ’

b="1"4[r]. (303)

Differenzieren wir nochmals nach der Zeit und bezeichnen wir
die absolute Beschleunigung mit §, hingegen die relative mit ¥,
so finden wir unter Beriicksichtigung der Konstanz von

dp’ de
b=7% "‘[ dt] (304)
Nun ist aber nach Gl. 302
W — b+ v, | (305)
Andererseits ist di/dt glelch p und somit nach Gl. 303
dr
[mdt] = [t b’ ]+ [t [we]]. (306)
Es wird somit
b=0"-+ 20wy ]+ [wlive]]. (307)

Von dem zweifachen Vektorprodukt, das das letzte Glied dieser
Gleichung bildet, wollen wir zuniichst den Betrag berechnen. Be-
trachten wir das Vektorprodukt [wy], das wir zur Abkiirzung vor-
itbergehend etwa mit g bezeichnen wollen, so ist sein Betrag gleich

wp, wenn p das Lot ist, das von dem betrachteten
Massenpunkt (zu dem der Vektor v gezogen wird)
auf die z-Achse gefillt wird. Denn es ist ja p gleich
T sin (w, ¥). Der Vektor ¢ steht senkrecht auf der
Zeichenebene der Fig. 227 und ist nach der Defini-
tion des Richtungssinns nach riickwirts gerichtet.
e Da die Vektoren i und g auteinander senkrecht
stehen, so ist der Betrag des zweifachen Vektor-
produktes gleich w.g, also gleich w2p. Der Vektor,
der das zweifache Vektorprodulkt darstellt, steht
schlieBlich senkrecht auf v und dem nach riickwarts
gerichteten Vektor g; er liegh also wiederum in der Figurenchene.
Sein Richtungssinn mufl derart sein, daf von seiner Spitze gesehen,
diejenige Drehung dem Uhrzeiger entgegengesetzt erscheint, die
den Vektor w in die Richtung des Vektors g tiberfiihrt (wenn beide
Vektoren von demselben Punkte aus errichtet werden). Xr hat

0

Fig. 227.
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also den Richtungssinn, der in Fig. 227 durch den Pfeil auf der
stark ausgezogenen Linie dargestellt ist; d. -h. er bedeutet eine
Zentripetalbeschleunigung von dem Betrage w2p.

Das vorletzte Glied der Gl. 307 stellt die Coriolis-Beschleu-
nigung dar. Ihr Betrag ergibt sich also zu 2wv'sin y, wenn y der
Winkel ist, den die Richtung der Relatlvbewegung mit der Rota-
tionsachse einschlie3t.

Zwanzigstes Kapitel.
Spezielle Probleme der Punktmechanik.
§ 202, Der Fall auf dem Kreisbogen.

Da die Pendelbewegung einen Fall durch einen Kreis-
bogen darstellt, betrachten wir zur Ableitung des genaueren
Pendelgesetzeseinen Massenpunkt, der von einem festen Punkte P
als Anfangslage lings eines um einen Punkt

O beschriebenen Kreisbogens zu dem be- g
liehigen Punkte P’ falle (Fig. 228). Die &
Winkel, die die Radien OP und OP" mit ¢

der Vertikalen einschlieflen, mégen mit «
und ¢ und der Radius mit 1 bezeichnet
werden.

Nach dem Satze von der Erhaltung der
Energie mufl nun die lebendige Kraft,
mit der der Massenpunkt in P’ anlangt, B
der Arbeit gleich sein, die bei dem Fall

Z}[

durch den Hoéhenunterschied der A
Punkte P und P’ geleistet wird. Es be- TFig, 228.
steht also die Beziehung
tmvZ=mgl(cosp — cosc). (308)
Es wird demnach
v=V2gl(cosp — cosa). (309)
Nun ist aber andererseits
v=1 %%)— (310)
(wenn ¢ im Bogenmal} gemessen wird), und somit wird
a=J L do (311)

2g Veosgp — cosa

Benutzen wir die goniometrische Tdentitét

cos p =1 — 2sin? (%) (312)
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(die wir zugleich auch auf den Winkel a anwenden), so kénnen wir
der GI. 311 die fiir die spatere Rechnung zweckmifigere Gestalt geben

_ 1 V I _de (313)
U\ gin2 (»D)
Vsm2( 5 ) sin (2
Zum Zwecke einer weiteren Vereinfachung fithren wir sodann
eine neue Variable 1 durch die Substitution ein’

sin (—%l) —sin (-92‘—) siny. (314)
Dann wird
Cp=a fir Y= (315)

Indem wir die Gl. 314 differenzieren, finden wir

4 cos: ( 5) dp =sin (ﬁ») cos Y chp, (316)
also unter Benutzung der Gl. 314

2sm( )coswdtp
dop=—r — . (317)

Vl ~— gin? (—g—) sin?y
Fragen wir nun nach der Zeit, die der Massenpunkt braucht,
um von dem Punkte P zu dem vertikal unterhalb des Kreiszentrums
gelegenen Punkte A zu gelangen, so haben wir die Gl 313, in der
wir fiir dg den Wert aus GL 317 einsetzen, zu integrieren von ¢ = 0

bis ¢ = @, also nach erfolgter Substitution von 1y = 0 bis 1 = /2.
Wir finden so unter Benutzung von Gl. 314

: sin ( ) cosydy :
V V[l — sm2( ) sin2 w] gin? (g) L — sinty) 18)

Da sich dle beiden Faktoren im Zahler gegen ihven Quadraten
gleiche Glieder unter dem Wurzelzeichen des Nenmers wegheben,
wird somit einfach

=YL j Ay : (319)

Das in dieser Gleichung auftretende Integral ist die sogenannte
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Normalform eines elliptischen Integrals erster Gattung,
und der Wert dieses Integrals kann fiir einen gegebenen Wert des
Amplitudenwinkels ¢ ohne weiteres in Tafeln der elliptischen Inte-
grale nachgeschlagen werden. In der {iblichen Bezeichnungsweise
solcher elliptischer Integrale kann die Gl. 319 auch in der Form ge-

schrieben werden
1 .«
t= V%F (smTz—, ’2“) (320)

Einige Werte der Funktion F sind bereits in der fritheren Tabelle I
in §53 angegeben worden.

Wollen wir das Integral in eine Reihe entwmke]n so gehen wir
von dem binomischen Lehrsatz aus, demzufolge

(1—xY=t=1+{x2 +1 -3 -1-; ‘Z gxb-[--n (321)

ist. Beschriinken wir uns bei genugend kleinem Amplitudenwinkel
auf die ersten zwei Glieder der Reihe, so wird daher der Wert des
bestimmten Integrals, das J genannt werde,

7] nf2
Jz{)fdlp+%sm2<%)6/51nwd¢" (322)
Setzen wir zur Abkiirzung
{3
ef sin? pdy=J', ‘ (328)
80 ist natiirlich auch
' n{2
b" cos2y dy==J". (324)
Addieren wir die Gl. 323 und 324, so finden wir somit
nf2
Jdy=2J, (325)
also
=,
J = i (326)

Fiir geniigend kleine Amplitudenwinkel kann schlieBlich der
Sinus durch den im Bogenmall gemessenen Winkel selbst elsetzt
werden. Es wird also dann

w | w el
J= 5 - T T
Daher wird gem#dfl Gl 319 niherungsweise

7T 1 o2
-z ]/;Tv (t+15) (328)

(327)

(vgl. Gl 64 des §53).
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§ 203. Der Fall lings einer Zykloide.

Eine Zykloide entsteht, wie schon in § 11 erwahnt wurde, durch
Superposition einer gleichfsrmigen geradlinigen und einer gleich-
formigen Kreisbewegung. Bezeichnen wir die Winkelgeschwindiglkeit
9 der Kreishewegung mit w und den

Kreisradius mit a, so ist die lineare

Geschwindigkeit eines Punktes dles

Kreisumfangs gleich wa, und ebenso

groB ist matiirlich auch die Geschwin-

digkeit der geradlinigen Bewegung.

Nennen wir ferner = die Zeit hei der
x fingierten Bewegung, durch die wir

uns die Zykloide erzeugt denken, und

gebrauchen wir fiir das Produkt we
die Abkiirzung u, so ist, wenn wir in Fig. 229 den Koordinaten-
ursprung in den tiefsten Punkt der Zykloide verlegen und die
Richtung der geradlinigen Bewegung zur x-Achse machen, fiir die
Punkte der Zykloide

Fig. 229,

X:au—}&sinu l (329)
y=a—acosu. |
Hieraus folgt durch Differentiation nach dem Parameter u:
dx={a-tacosu)du (330)
oder nach Gl 329
dx=(2a—y)du. (831)
Andererseits finden wir aus GL 329 durch Differentiation nach dem
Parameter u

dy=asinu du. (332)
Nun ist aber nach GI. 329
acosu=a-—y (888)
und somit -
asinu=Y)at—a2cos?u=Vy(2a —y). (334)
Infolgedessen wird
dy=Vy@2a—y)du, (835)
also gemafl Gl. 331 q '
C ds -
T:'i%= |/ ay v, (3386)
Das Kurvenelement der Zykloide ist aber
_ dx\2 .
ds—dy]/1+ (HE) , (387)
also nach Gl. 336
: 2
ds=ay )/ %2. (338)
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Wir nehmen nun an, daf ein Massenpunkt langs eines Zykloiden-
bogens reibungslos von einem Punkte P mit der Ordinate y, als
Anfangspunkt der Bewegung bis zu einem Punkte P’ mit der va-
riablen Ordinate y falle. Die Geschwindigkeit v, mit der der Massen-
punkt in P’ anlangt, ist dann nach dem Satze von der Erhaltung
der Energie durch die Bezichung bestimmt

¥V =gy —7), (339)
wenn g wieder die Beschleunigung des freien Falls bedeutet. Die
Zeit dt, die der Massenpunkt an dem Orte P’ zum Durchlaufen
eines Kurvenelementes ds braucht, ist also als Quotient ds/v gemaf
den Gleichungen (338) und (339) durch die Beziehung bestimm?

&
dt:dngy(Yo—y)' (840)

Somit ergibt sich fiir die Zeit, die der Massenpunkt zu dem Hinab-
fallen von dem Punkte P bis zu der tiefsten Stelle der Zykloide
braucht, der Wert

t— Ej dy _ | 341
]/gﬂ Vy(yo—7) P31

Nun ist nach einer bekannten elementaren Formel der Integral-

rechnung
d —
f ——Z—“;, = arc sin (?Z—wyo ) . (342)
Vyyp—y? Yo

Fiir y = 0 nimm¢ somit das Integral der Gl 341 den Wert — /2
an und fir y =y, den Wert -+ /2. Daher wird das bestimmte
Integral der Gl 341 gleich s, und somit wird

a
— VS 343
7T p (343)

Die Fallzeit erweist sich also tatséchlich als unabhingig von
der Fallhdhe.

Da die Schwingungsdauer eines Zykloidenpendels (T)
viermal so groB wie t sein muf}, kénnen wir T in der Form
darstellen

T— 2751/_';. (344)

Das Zykloidenpendel schwingt also bei kleinen Elongationen isochron
mit einem gewdhnlichen Pendel, dessen Linge viermal so groB
ist ‘'wie der Radius des die Zykloide erzeugenden Kreises. Dieses
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Ergebnis ist iibrigens nur ein anderer Ausdruck der geometrischen
Tatsache, dafl im Scheitel einer Zykloide der Kriimmungsradius
viermal go groB3 wie der Halbmesser des erzeugenden Kreises ist.

§ 204. Die gedimpfte Pendelschwingung.

Wirkt auf einen schwingenden Massenpunkt einerseits
eine Kraft, die seiner Entfernung von einer Ruhelage proportional
ist, und andererseits eine der Geschwindigkeit proportionale Rei-
bungskraft, die seine Schwingungen ddampft, so lautet die Be-
wegungsgleichung des Massenpunktes in vektorieller Schreibweise

d
mgp = —mat — Ob; (345)

dabei ist v der von der Ruhelage zu dem Massenpunkt gezogene
Radiusvektor, a2 ein stets positiver Faltor, C eine charakteristische
Reibungskonstante. Das erste Glied der rechten Seite hat deshalb
ein negatives Vorzeichen, weil ja die Kraft zu der Ruhelage hin
gerichtet ist, also entgegengesetzt gerichtet ist wie der Vektor r.
Gehen wir von der vektoriellen zu der in diesem Falle zweck-
miBigeren analytischen Schreibweise tiber, und bezeichnen wir
den Quotienten aus C und m mit k, so ergibt sich somit die Be-
wegungsgleichung des geddmpft schwingenden Pendels in der Form

d’x dx
== 2% ==
dt2+kdt+a‘x 0. (3486)
Zu der Losung dieser linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung gelangen wir durch den Ansatz

x=e"", (847)

wodurch wir zur Bestimmung von y die quadratische Gleichung
erhalten

r—

7=..._12‘-¢]/~1;—_.a2, (349)
und die allgemeine Losung der Differentialgleichung (346) lautet
demnach (wenn wir mit A; und A, zwei Kongtanten bezeichnen)

e““[ Lv:;n+ LV&;"&]

Thre Wurzeln sind

(350)

X ==

k P o : .
Wenn —Z—Za ist, sind die in den Exponenten auftretenden Wur-
zelausdriicke reell, die Schwingung ist also dann aperiodisch.
Sonst werden die Wurzelausdriicke imagindr, und wir konnen
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dann die bekannte Moivresche Formel anwenden, derzufolge
e'* = cosz +isinz (351

ist (wenn wir in Gblicher Weise unter i die Quadratwurzel aus —1
verstehen). Setzen wir dann zur Abkﬁrzung

V—— —at=ip, (362)

s0 wird also, falls ~1;— < a ist,
k
—gbe . ]
x=re ° [(A; Ay cos(nt)+i(A; — Ay)sin(nt)]. (853
Wir setzen nun etwa, indem wir dadurch zwei neue GréBen A und J
einfithren,
Ay Ay = Asind
A — Ay = Acosd,
Da in GI. 353 sowohl der reelle Teil als auch der imaginére (nach
Fortlassung des Faktors i) eine Losung darstellt, erhalten wir
demmnach die endgiiltige Losung der Differentialgleichung (346),
indem wir den reellen und den imaginaren Teil der Gl. 353 (letzteren
-unter Fortlassung von i) addieren. So ergibt sich die Beziehung
k ‘

} (854)

x=Ae * sin(yt-d). (356)

SchlieBlich konnen wir auch mnoch die Phasenkonstante ¢ durch
geeignete Wahl des Nullpunktes der Zeitmessung beseitigen.

Die Periode der gedampften Schwingung ergibt sich aus Gl. 355 zu

n k2
V“2 ~7
(vgl. GL 77 des § 64).

§ 205. Die erzwungene Pendelschwingung.

Wirkt auf das schwingende Pendel aufler der Schwerkraft noch
eine periodische &uBlere Kraft, soist in der Differentialgleichung
(346) die rechte Seite anstatt Null dem Awusdruck P sin (pt) gleich
zu setzen, wobei P den Quotienten aus der x-Komponente der Kraft
und der Masse bedeutet. Gl. 346 verwandelt sich dann in die in--
homogene Differentialgleichung*):

d .
:§+k & --ax =Psinfpt). (367)

*) Die Gl 357 ist deshalb inhomogen, weil ihre rechte Seite die un-
bekannte Funktion x nicht enthilt.

Handbuch der Experimentalphysik. Haas. . i9
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Wir machen, um die Lésung dieser Differentialgleichung zn
finden, zunichst den Ansatz

x = Rsin{pt -} dj. (358)
Wir finden dapn durch Differentiation nach der Zeit
d515=Rpcos (pt=+4) (359)
und durch abermalige Differentiation
d?x
B Rup2d
e Rp2sin (pt+4-9). (360)

Setzen wir die Werte aus den G1. 358, 359 und 360 in die G1. 357 ein,
go nimmt diese nach einfachen Umformungen die Gestalt an
sin(pt--d)[Ra?—Rp2?—P cosd]+cos(pt+ 5)[Rkp-+Psind]=0. (361)

Fiir jeden beliebigen Wert von t kann diese Gleichung aber nur
dann erfiillt sein, wenn die beiden Ausdriicke in den eckigen Klam-
mern verschwinden. Es miissen also die beiden Gleichungen gelten

Pcosd =R(a2—p?) (862)
und
Psind=—kpR. (363)
Aus diesen beiden Gleichungen folgt
k a
tgd= 5 (364)
und
= 3 (365)

Setzen wir diese Werte in die Gl. 358 ein, so ergibt sich die Formel,
die die erzwungene Schwingung heschreibt; die erzwungene Schwin-
gung lagert sich iiber die geddmpfte Schwingung, die durch die
homogene Differentialgleichung 346 (oder G1. 355) beschrieben wird.
In der Tat folgt auch aus der Theorie der Differentialgleichungen,
dafl das allgemeine Integral der inhomogenen Differential-
gleichung (357) die Summe aus dem allgemeinen Integral der homo-
genen Differentialgleichung (346) und dem durch Gl. 358 darge-
stellten partikularen Integral der inhomogenen Differentialgleichung
ist.

Bezeichnen wir die Frequenz der anregenden Schwingung mit »,
so ist natiirlich

oy =p. (366)
In analoger Weise hangt die ,,Eigenfrequenz® des Pendels », mit
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der Konstante a zusammen*). Ersetzen wir in den Gleichungen
(364) und (365) derart p und a durch » und 7, so ergeben sich
die schon in einem fritheren Abschnitt (§ 67) angegebenen Glei-
chungen (83) und (84).

§ 206. Die ostliche Fallabweichung.

Da bei dem freien Fall die Fallrichtung und die Richtung der
Erdachse miteinander einen Winkel einschlieflen, der zu der geo-
graphischen Breite (1) komplementir ist, so ergibt sich nach GI. 31
fir den freien Fall die durch die Erdrotation hervorgerufene Co-
riolig-Beschleunigung zu

beor =2vwcosy. (367)
Nun ist aber die Geschwindigkeit gleich dem Produkt aus der Be-

schleunigung des freien Falls (g) und der Zeit, und daher wird, wenn
wir die x-Achse horizontal ostwiirts legen,

d*x
—d—ﬁ_—_2gtwcosw. (368)
Hieraus folgt durch zweimalige Integration:
3
S gwtgcosz,b ) (369)

Ersetzen wir in dieser Formel die Fallzeit durch die Fallhthe auf
Grund der Beziehung h = § g t2, so erhalten wir die in §81 angegebene
(1. 101. )

Bei dem vertikalen Wurf nach aufwirts ist fir die Ge-
schwindigkeit in der Gl. 367 der Wert

v=u-—gt (370)

einzusetzen, wenn u die Wurfgeschwindigkeit bedeutet. Daher
tritt an die Stelle der Gl. 368 nunmehr die Beziehung

az
%=2w(u——gt)cosw, (871)

und hieraus folgt durch zweimalige Integration
X=WCos Y (ut2 — %— gt3) . (372)
In dieser Gleichung ist nun fir t, wenn wir die resultierende Ab-

*) Denn der Differentialgleichung d2x/dt? == — a?x geniigt die Lisung
x = A sin (at), wobei A eine beliebige Konstante bedeutet. Diese Schwin-
gung erfolgt aber wieder mit der Frequenz 2 7r/a.

- 19%
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weichung in dem Ausgangsniveau ermitteln wollen, die doppelte
Steigdauer, also 2 u/g einzusetzen. Dann wird

8
W €08 Y 52— (373)

X ==

3

Ersetzen wir in dieser Gleichung u durch die Steighthe mittels der
Beziehung h = u?/2g, so finden wir
X == §—g—% 1»1—?3 W COS . (374)
=]
Tin Vergleich mit G1. 101 zeigt in der Tat, daB diese westliche
Abweichung viermal so groB ist wie die 9stliche Abweichung
bei einem freien Fall durch die gleiche Hohe,

Da bei einer Horizontalbewegung die Bewegungsrichtung mit
einer zur Erdachse parallelen Richtung einen Winkel einschlieft,
der der geographischen Breite gleich ist, wird in diesem Spezialfall
gemil Gl 31 die Coriolis-Beschleunigung gleich 2vwsin y. Setzen
wir diesen Ausdruck gleich d2x/dt2, so erhalten wir durch zwei-
malige Integration die Gl 103 des § 82.

§ 207. Die Ableitung des Newtonschen Gravitations-
gesetzes aus den Keplerschen Gesetzen.

Aus der Konstanz der Flichengeschwindigkeit der Planeten-
bewegungen folgt gemal dem in § 198 durchgefiihrten Beweis ohne
weiteres, dall die Beschleunigung der Planeten zu der Sonne
gerichtet ist. Der Betrag dieser Be-
schleunigung ergibt sich aus dem zweiten
Keplerschen Gesetz, demzufolge die
Planetenbahnen Ellipsen sind, in deren
einem Bremnpunkt sich die Somme be-

Sonne  findet. Bezeichnen wir mit 29 die ge-

Fig. 230. richtete Strecke, die von der Sonne zu

dem anderen Brennpunkt der Ellipse ge-

zogen wird, und mit ¥ und p die Radienvektoren, die von der Sonne

und dem zweiten Brennpunkt zu dem Planeten fithren (Fig. 230),

ferner mit a und b die halbe groBie und die halbe kleine Achse der
Ellipse, so ist nach der Definition der Ellipse

r4-p=2a; ‘ (375)

Planet

andererseits ist
p2==1?2- 4h?—4¢f). ‘ (376)
Indem wir diesen Wert fiir p in die Gl. 375 einsetzen und quadrieren,
finden wir
12 4-4al —dar =124 4h% —4¢)) (877)
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oder, da
—h2="H2 (378)
ist,
th=ar—Dh2. (379)
Differenzieren wir nun zweimal nach der Zeit, so finden wir (weil
ja a, b und § als konstant anzusehen sind)
d2y d?r
e ae
Bezeichnen wir mit q den Betrag der Beschleunigung®), und
mit y den Winkel, den die Vektoren v und § miteinander eingchlieBen,
so wird die linke Seite der Gl. 380 gleich —hgq cos y (denn d2?v/dt2
ist ja nichts anderes als der Vektor der Beschleunigung; das negative
Vorzeichen ist aber deshalb zu wihlen, weil die Beschleunigung
entgegengesetzt wie der Vektor v gerichtet ist, nédmlich, wie Wl].
schon abgeleitet haben, zu der Sonne hin). Es wird also

a dir

[} (380)

cl—_—_hcosy de’ (881)
Nach Gl. 379 ist aber
2
hcosy=a — ]»Jr , (382)
und somit finden wir, indem wir nach der Zeit differenzieren,
d b2 dr
—hsiny di TS (383)

Das Produkt aus dy/d t und r2 stellt aber nun die doppelte Flachen-
geschwindigkeit dar, die nach dem ersten Keplerschen Gesetz
konstant ist. Bezeichnen wir die doppelte Flichengeschwindigkeit
mit F, so wird also

—hFsiny =D dr (384)
Hieraus folgt durch abermalige Differentiation nach der Zeit
dy d2r
— — h2
hF cosy == at b = (385)
oder, indem wir wieder fir dy/dt den Wert F/r2 einsetzen,
—hF2cosy 1 & dir (386)

T2 dae’

*) Der sonst fiir die Beschleunigung iibliche Buchstabe b kann hier
nicht verwendet werden, weil er bereits fiir die halbe kleine Achse, die
auch stets mit b bezeichnet wird, gebraucht wurde.
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Ein Vergleich mit Gl 381 ergibt fiir den Betrag der Beschleunigung

die Beziehung
. ak?
4=t (387}
Bezeichnen wir schlieBlich mit T die Umlaufszeit des Planeten,
s0 wird der Flicheninhalt der Ellipse

abz=1FT. (388)

Ersetzen wir in der Gl 387 mittels dieser Formel F durch T, so
finden wir
243
Cl:f%f_fi. (389)

Bezeichnen wir nun das nach dem dritten Keplerschen Gesetz
fiir alle Planeten gleiche Verhiltnis zwischen der dritten Potenz
der halben groBen Achse und dem Quadrat der Umlaufszeit mit C,
so erhalten wir die bereits in § 86 angegebene G1. 111,

Binundzwanzigstes Kapitel,

Die mechanischen Grundgleichungen der
Massenpunktsysteme.

§ 208. Die Erhaltung des Schwerpunkts.

Es sei my die Masse eines beliebigen, einem System angehtrigen
Massenpunktes, §, die Resultierende aus allen an ihm angreifenden
dufleren Kréften und §1, die innere Kraft, die auf ihn der
Massenpunkt mit der Nummer k ausiibt. Die Bewegungsgleichung
des h-ten Massenpunktes hat dann die Form:

L == 11

my El‘abTh = §n + é: ’ AN (390)
Die Summe ist dabei, wenn das System aus n Massenpunkten be-
steht, tiber alle Werte von k von 1 bis n zu bilden, jedoch mit Aus-
schluf} des Wertes k =h, was durch den Strich neben dem Summen-
zeichen angedeutet ist.
Bezeichnen wir andererseits die Kraft, die der h-te Massenpunkt
auf den k-ten ausiibt, mit §},,, so ist nach dem Prinzip der Gleich-
heit von Aktion und Reaktion

@i{h—"‘ - @ilk . (391)
Bilden wir also die Gl. 390 fiir alle Werte von i von 1 bis n und
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addieren wir dann, so verschwindet die Doppelsumme des letzten
Gliedes, und wir erhalten die Beziehung

3 (o ) =S, (392)

oder auch, da die Massen von der Zeit unabhiingig sind,

—C%i— 2 (mh bh) == 2 @h . (393)

Der zeitliche Differentialquotient der gesamtbten Bewe-
gungsgroBe ist also gleich der vektoriellen Summe aller
duBeren Kréafte. Bei dem Fehlen duflerer Krifte bleibt daher
die gesamte BewegungsgriBe ungedndert.

Ubertragen wir die G1. 393 aus der vektoriellen in die analytische
Schreibweise, so finden wir

d2 \
_a—'EE 2 (mh Xh) = 2 Xh . (394:)

Nun ist aber, wenn wir die x-Koordinate des Schwerpunlttes mit §
bezeichen, nach Gl. 54 '

mMp Xp
=2_T£fl’ (395)
2, 1

und daher kann die Gl. 394 auch in der Form geschrieben werden

Ury

o
S =Xu. (396)

Diese Gleichung, zu der noch zwei analoge fiir 3 und £ hinzu-
kommen, zeigh, daBl sich das System so verhilt, als ob seine ganze
Masse im Schwerpunkt vereinigt wire, und in diesem die &duBeren
Krifte angreifen wiirden, wihrend die inneren in Wegfall kommen.
Bei dem Fehlen duBerer Kridfte mull daher der Schwerpunkt
ruhen oder geradlinig gleichférmig fortschreiten.

§ 209. Die Erhaltung des Drehimpulses.

Von einem festen Bezugspunkte moégen zu den beiden Massen-
punkten des Systems mit den Nummern h und k Radienvektoren
v, und 1, fithven; mit v, werde die gerichtete Strecke bezeich-
net, die von dem h-ten zu dem k-ten Massenpunkt gezogen wird.
Dann ist

. T = ¥n + Vhis (397)

Wir wollen nun die Bewegungsgleichung des h-ten Massen-

punktes (GL 390) vektoriell mit ¥, multiplizieren. Wir finden
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dann, wenn wir den Drehimpuls des Massenpunktes mit ;, und das
statische Moment von §; mit M, bezeichnen*),

dy ' G i
7 = D+ 3 [t Ri)- (398)
Aus den Gleichungen 391 und 397 folgt aber nun .
[th N S-t\;lk] ‘I— [rk ¢ @i{h] _ [rhk . @;ﬂ{] . (3 99)

Aus dieser Gleichung erkennt man, daB die Doppelsumme,
zu der die Summierung der Gl 398 fithrt, dann verschwinden
mufB, wenn die inneren Krifte Zentralkrifte sind. Wenn sie
niamlich in die Richtungen der Verbindungslinien fallen, ist das
Vektorprodukt auf der rechten Seite der Gl. 399 gleich Null; dann
gilt also nach Gl 398 die einfache Beziehung

a‘lt DN = > M. (400)

Diese Gleichung driickt den Satz von der Lrhaltung des ge-
samten Drehimpulses aus*#),

Es laBt sich aber auch leicht beweisen, dafl bei ruhendem
Schwerpunkt der Wert des Drehimpulses von dem Bezugs-
punkt unabhingig ist. Es sei etwa 11 der Wert in bezug auf einen
Bezugspunkt Q, und zu ermitteln sei der Wert 1" in bezug auf einen
Bezugspunkt Q', zu dem von Q die gerichtete Strecke ¥ fithre. Dann
ist, wenn wir die gesamte Bewegungsgrofie mit & bezeichnen, nach
der Definition des Drehimpulses

W=u—-H6]. (401)
Bei ruhendem Schwerpunkt verschwindet aber &, so daf 1 dann
gleich 1 wird.

§ 210. Die Erhaltung der Energie.

Multiplizieren wir die Bewegungsgleichung des h-ten Massen-
punktes (Gl 390) skalar mit der Geschwindigkeit dieses Massen-
punktes (b)) und mit dt, und beachten wir, dall das Produkt b,dt

das von dem Massenpunkt beschricbene Wegelement d 8, darstellt,
so finden wir

my, Vj
325 = 208, + 3 S d. (402)
Existiert nun ein sogenanntes inneres Potential, derart,

*) Vgl GL 274. :

*%) Auch dann bleibt der Drehimpuls natiirlich lonstant, wenn die
Krifte stiindig zu dem festen Punkte gerichtet sind, auf den der Dreh-
impuls bezogen wird.
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daf seine negative partielle Ableitung nach x; die x-Komponente
der gesamten an dem h-ten Massenpunkt angreifenden inneren Kraft
ergibt, und gilt Analoges auch fiir alle itbrigen Koordinaten, so wird
bei der Summierung iiber alle Massenpunkte die dann als letztes
Glied auftretende Doppelsumme einfach gleich dem negativen
Differential des inneren Potentials (V;). Existiert auch ein duBeres
Potential, so wird wiederum die Summe des ersten Gliedes der
rechten Seite der Gl 402 gleich dem negativen Differential des
aufleren Potentials (V,). Bezeichnen wir schlieBlich die gesamte
lebendige Kraft des Systems mit L, so ergibt die Summierung
der Gl 402 die Beziehung

dL= —dV,—dV,. (403)
- Durch Integration erhalten wir die die Erhaltung der Energie
ausdriickende Formel :
L + Va+ Vi = Const. (404)

Auch die lebendige Kraft 1alt sich tibrigens in einen inneren
und duBeren Teil zerlegen. Sind etwa &, n, { die Koordinaten des
Sechwerpunktes und x', y’, z’ die Koordinaten in bezug auf ein
durch den Schwerpunkt als Ursprung gelegtes Koordinatensystem
(das dem urspriinglichen parallel ist), so ist

dx\?2 d &\2 déd L dx'\2
1 3n(F) =) Im g S+ (G) w

Nach der Definition des Schwerpunkts ist aber nun 3'mx’ nichts
anderes als das Produkt aus der Gesamtmasse und der x’-Koordi-
nate des Schwerpunkts, die aber verschwindet, weil ja der Schwer-
punkt der Ursprung des x'-y’-z-Koordinatensystems ist. Da also
das zweite Glied der rechten Seite der Gleichung wegfallt, erscheint
die lebendige Kraft aus zwei Teilen zusammengesetzt. Der erste
Teil ist die kinetische Bnergie, die die (Gesamtmasse hétte, wenn sie
mit der Geschwindigkeit des Schwerpunkts bewegt wire, also die
,,auBere* lebendige Kraft; der zweite Teil ist clie ,,innere* lebendige
Kraft, nimlich die kinetische Energie in bezug auf das durch den
Schwerpunkt gelegte Koordinatensystem.

§ 211. DiepotentielleEnergie eines gravitierenden Systems.

Betrachten wir zwei gegeneinander gravitierende Mas-
senpunkte, so 148t sich leicht zeigen, dal die potentielle Ener-
gie des aus den beiden Massenpunkten gebildeten Systems durch

den Ausdruck gegeben ist
my My

V=t (406)
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. wenn 1 den wechselseitigen Abstand und f die Gravitationskonstante
bedeutet.

Ist nimlich v die gerichtete Strecke, die von dem ersten zu dem
zweiten Massenpunkt gezogen wird, so ist die auf den ersten Punkt
wirkende Anziehungskraft

%, = —f m1 m2 f

(407)

(wobei ¥/r wieder einen Einheitsvektor darstellt). Nun sind aber
die Komponenten von # gleich x, —xX;, Yo —¥1; 22 —2%1. Daher
wird die x-Komponente der Kraft §;

X1 == fml my —— s Xi . (4_08)
Andererseits ist
1= (xg — %) 4 (yo — y1) - (22 — 2,)? (409)
und somit
or Xy — Xy
T (410
Daher wird
0 V . Xy — X4
8;{; = —~f )y My - (411)
Wie ein Vergleich der Gl. 411 mit der Gl 408 zeigt, ist in der Tat
hV 5]

Da sich der Wert von V in Gl. 406 nicht dndert, wenn die Indizes 1

und 2 vertauscht werden, so erscheint ebenso X, als negativer par-

tieller Differentialquotient von V nach x,, womit es bewiesen er-

scheint, dal3 der in Gl 406 fir V angegebene Ausdruck die innere

potentielle Energie des betrachteten Zwei-Korper-Systems darstellt.
Haben wir ein System von n Massenpunkten, so wird

Ve — %f > 2; mhmh (413)

= = Thke

Der Faktor 4 mufl deshalb noch hinzugefiigt werden, weil ja in
der Doppelsumme jeder Massenpunkt zweimal vorkommt, einmal
als my und das andere Mal als m,.

§ 212. Der analytische Ausdruck des Prinzips der vir-
tuellen Verriickungen,

Als notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Gleich-
gewicht eines Systems erscheint nach dem Prinzip der virtuellen
Verrtickungen das Verschwinden der Arbeit bei einer unendlich
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kleinen, mit den gegebenen Bedingungen vertriglichen Verriickung.
Sind also insgesamt n Massenpunkte vorhanden und ist 08, das
Wegelement*), das bei einer solchen virtuellen Verriickung des
Systems der h-te Massenpunkt beschreiben wiirde, ist ferner §, die
an diesem Massenpunkt angreifende #uflere Kraft, so lautet die

Gleichgewichtsbedingung
h=n

S 080 =0 414)
h=1

oder in analytischer Schreibweise
h=n '

2 (Xndxn+ Yndyn +Zndzm) =0, (415)

h=1
wenn Xy, ¥y, Z, die Koordinaten des h-ten Massenpunktes sind und
Xy, Yy, Zy, die Komponenten der an ihm angreifenden Kraft.

Der exakte mathematische Ausdruck des Prinzips der virtuellen
Verrtickungen (in der Porm der Gl. 415) stammt von Lagrange
(1788)%%),

§ 213. Die allgemeine Bewegungsformel von Lagrange.

Aus der statischen Grundformel (Gl 415) ergibt sich,
wie Lagrange zeigte, die allgemeine Bewegungsformel durch
Anwendung des Prinzips von d’Alembert. Denn die statische
Grundformel behdlt nach diesem Prinzip ihre Giiltigkeit auch fiir
den Fall der Bewegung, wofern in ihr die angreifenden durch die
verlorenen Krifte ersetzt werden. Diese sind (nach § 40) durch
die vektoriellen Unterschiede zwischen den angreifenden Kréften
und den mit den Massen multiplizierten tatsidchlichen Beschleu-
nigungen bestimmt., In vektorieller Schreibweise ergibt sich also
aus Gl 414 die allgemeine Bewegungsformel in der Form

h=n

S {{s—m ) om |=o0. (416)

Die entsprechende analytische Schreibweise lautet:

12xp d?y d2z
1(X11 my Cdtl’;k ) dxn +(1 h— Mh =55 a2 ) ()Yh -+ (Zh Wh—+5 a5 )6 Zh} . (417)

Soll diese Universalformel angewendet werden, so mul} sie mit
den fiir das System geltenden sogenannten Bedingungsglei-

*) Das Wegelement wird hier deshalb als Variation und nicht als
Differential angesehen, also mit J% statt mit d® bezeichnet, weil jede
Beziehung zur Zeit fehlt.

**) Lagrange, Mécanique analytique.
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chungen kombiniert werden, in denen die Beschrénkungen der
Bewegungsfreiheit des Systems ihren analytischen Ausdruck finden.
Da die Krifte in diesen Gleichungen natiirlich nicht vorkommen,
sind die Gleichungen, wofern sie (wie wir annehmen wollen) auch
von der Zeit unabhangig sind, von der Form

Fi(xi) Y1, 24, Xp « o Xy Ty Z“) = 0. (418)

Um mittels dieser Gleichungen*) die Variationen von Koordi-
naten durch diejenigen anderer zu ersetzen, variiert man die
(leichungen und erhélt so neue Gleichungen von der Form

2 bFl(S Xp - aFld 11‘}"6:[?1‘3711l = (4119)
[3xn J |

§ 214. Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen der
ersten Form.

Um aus der dynamischen Universalformel (Gl 417) die Be-
wegungsgleichungen der einzelnen, zn dem System gehorigen Massen-
punkte zu erhalten, kann man sich zweckmé#fig der von Lagrange
ersonnenen sogenannten Methode der unbestimmten Multi-
plikatoren bedienen.

Man multipliziert hierzu jede der variierten Bedingungsgleichun-
gen mit einem zundchst noch unbestimmt gelassenen Faktor, der
etwa u; genannt werde, und addiert sie sodann zu der allgemeinen
Bewegungsformel hinzu. Ist die Zahl der voneinander unabhéngigen
Bedingungsgleichungen s, ist also gemifl § 41 die Zahl der Frei-
heitsgrade 3n—s, so ergibt sich derart die Gleichung

h=n

> {(Xn my, T"t“2‘+ 2’ mg‘lﬁl) dxy

Ch=i
iz=8

+(Yh iy lgj’—{-z “yy )dyn (420 -

i=9 l

Z, o
+(Z]1_11111 dtzl_l 2 Mgy )5éhJ 0.

Da s Multiplikatoren unbestimmt gelassen wurden, so dafl iber
sie frei verfiigt werden kann, und da andererseits das System (3n—s)
Freiheitsgrade hat, also ebensoviel Koordinaten als unabhiingig
angesehen werden diirfen, so miissen, wenn wir dementsprechend
die Multiplikatoren wihlen, alle 8n Klammeraugdriicke dex

*) Bei speziellen Beispielen werden natiirlich keineswegs alle Be-
dingungsgleichungen siimtliche 3n Koordinaten enthalten.
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GL 420 einzeln verschwinden. Dadurch erhalten wir die so-
genannten Lagrangeschen Bewegungsgleichungen der ersten
Form fiir die n Massenpunkte, némlich:

-d?x

. 111]1 dtz —Xh+2‘ulax1 .
d i=s bF
my dti ——-Yh"l—z [-ll (421)

d2 i=s
my ——= dt2 Zn—l— ) ule-

Die letzten Glieder der Glelchungen stellen derart die fingierten
Zusatzkridfte dar, die man sich an den Massenpunkten noch an-
greifend denken muB, wofern man die tatséichlich unfreien Massen-
punkte wie freie behandeln will.

Zur Veranschaulichung der Methode der unbestlmmten Multi-
plikatoren moge als besonders einfaches Beispiel die Atwoodsche
Fallmaschine dienen. Uber eine Rolle sei ein Faden von der
Linge 1 gefiithrt, an dessen Enden die Massen m; und m, hingen
mogen. Die z-Achse gehe vertikal nach aufwérts, Dann haben wir
nur eine Bedingungsgleichung, nédmlich

7y -~ 2y +1=0. (422)
X1, Xp, V1, Yo verschwinden, weil ja die beiden Massen immer in der

vertikalen x-y-Ebene bleiben. Aus der Gl. 422 folgt wegen der
Konstanz der Fadenlinge

¥ 3
A, 9
EYA =1, 52, 1. (423)
Da auch X;, Y,, X,, Y, verschwinden, Z, gleich —m;g und Z,
gleich —myg sind, lauten demmach die Bewegungsgleichungen der

beiden Gewichte

= qrg k™
oy t2 —m g~
424
22, (424)
mzﬂz—: -——-mp_g—l—y.

Aus (1. 422 folgt nun sogleich, daB die beiden in den Gleichungen
(424) auftretenden zweiten Differentialquotienten einander ent-
gegengesetzt sind. Durch Subtraktion der beiden Gleichungen fin-
den wir also fiir den gleichen Betrag der beiden Beschleunigungen

my — 1y

e (425)

1]
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Setzen wir diesen Wert fiir d2z,/dt2 ein (denn nach aunfwdrts
geht die kleinere Masse), so finden wir
. 2 my My 4926
STES 0
Durch diesen Ausdruck ist die Zusatzkraft dargestellt, die aufler
dem eigenen Gewicht noch auf jede der beiden Massen infolge der
Verbindung mit der anderen Masse wirks.

§ 215. Das Prinzip des kleinsten Zwanges.

Aus dem Prinzip von d’Alembert 148t sich, wie Gaull (1829)
erkannte, leicht ein anderes bemerkenswertes Prinzip ableiten, das
nach Gauf als Prinzip des kleinsten Zwanges bezeichnet wird.
Diesem Prinzip liegt die Betrachtung der Abweichungen zu-
grunde, die die tatsdchlichen Bewegungen eines unfreien Systems
gegeniiber den Bewegungen zeigen, die bei dem Fehlen von Be-
schrainkungen durch die angreifenden Krifte hervorgebracht wiirden.
Das Prinzip des kleinsten Zwanges lehrt, daf die Summe der Pro-
dukte aus den einzelnen Massen und den Quadraten ihrer Abweichun-
gen bei der wirklichen Bewegung ein Minimum darstellt; d. h.
bei der wirklichen Bewegung ist diese Summe kleiner als bei jeder
anderen Bewegung, die ebenfalls mit den gegebenen Beschrinkungen
der Bewegungsfreiheit des Systems vertridglich ware.

Es sei etwa, wenn wir einen beliebigen Massenpunkt betrachten,
d8 der in dem Zeitelement dt tatsichlich zuriickgelegte Weg; hin-
gegen sei db der Weg, den der Massenpunkt unter dem Einflul der
an ihm angreifenden Kraft in demselben Zeitelement zuriicklegen
wiirde, wenn er vollig frei wire. Wir kénnen dann den Vektor db
auffassen als geometrische Summe aus dem Vektor d% und einem
Vektor, der etwa dq genannt werde und der die Abweichung daxr-
stellb.

Statt der wirklichen denken wir uns nun eine fingierte andere
Bewegung, die aber ebenfalls mit den gegebenen Bedingungen ver-
traglich sei. Fiir diese sei die Abweichung d¢’; wofern diese Be-
wegung mit den Bedingungen vertraglich sein soll, muf3

dq =dg4dg (427)
sein, wobei Jg eine virtuelle Verriickung des Massenpunktes
darstellt.

Da der von einer Kraft in einem Zeitelement hervorgebrachte
Weg der Beschlennigung proportional ist und die Beschleunigung
wiederum der Quotient aus Kraft und Masse ist, so mu8 auch Pro-
portionalitét bestehen zwischen dem Produkt aus Masse und Weg
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einerseits und der Kraft andererseits. Da nun die Wege dq durch
die verlorenen Kréfte hervorgebracht wiirden, diese aber dem
Prinzip der virtuellen Verrtickungen geniigen, so mufl nach Gl. 416
auch die Beziehung bestehen,

th dqh 65}1‘ =0, (4:28)

Quadrieren wir andererseits die Gl 427, multiplizieren wir dann
mit der Masse des betreffenden Massenpunktes und summieren
wir schlieBlich von h==1 bis h=n, so finden wir

2 my, (d Qix)z =S _2, mh(dqll)2 -+ 2 2 my d thygh -+ th (6g11)2. (429)

Da aber das zweite Glied der rechten Seite nach Gl. 428 verschwindet
und das letzte unbedingt positiv sein mubB (weil ja jeder einzelne
Summand positiv ist), so ist in der Tat, was zu beweisen war, stets

> oy (dgh)2 > D my(dgn)?. (430)

Zur Veranschaulichung des Prinzips des kleinsten Zwanges moge

als ein besonders einfaches Beispiel (zu dessen Losung natiirlich

keineswegs dieses Prinzip notig ist) die Bewegung an einem Well-

rad betrachtet werden. Sind die Beschleunigungen an Rad und

Welle b, und b,, so sind die Abweichungen in einem Zeitelement dt

einfach gleich § (g —b;) (dt)2 und % (g — by) (dt)2, wobei alle Weg-

elemente dieselbe Richtung (wenn auch nicht denselben Richtungs-
sinn) haben. Nach dem Satze vom kleinsten Zwange mufl also

my (g — by)2+ my (g — bg)2 = Minimum (431)
gein.
Nun ist aber am Wellrad, dessen Radien R und r seien,

by=— —hy .1% (432)

Setzen wir dies in die Gl 431 ein, so finden wir, da ja wegen der
Minimaleigenschaft der leferenhalquotlcnt der linken Seite nach
by verschwinden muf,

2
2b- [m (8 — b2 ma 5 by ) ] =0, (433)
Es ist also
—2m1g+2m1b1+2m2g%+2m2b1%=0. (434)
Hieraus folgt
2 .
b[ (m1 ~- my %‘7) =g (ml -~ Ty —]%:) (4:35)

und somit
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my R —m,r 436
by =Rg m1R2+m2r" (436)
und (nach Gl 432)
. m R —myr 7
bg-—-——l‘ qu—I—m 1‘2 (43)

§ 216. Das Prinzip der kleinsten Wirkung.

Zu einem fiir die theoretische Dynamik sehr wichtigen Prinzip,
das ebenso wie das zuletzt betrachtete ein Minimalprinzip dar-
stellt, gelangt man, wenn man die tatstichliche Bewegung des Systems
mit einer unendlich wenig von ihr-abweichenden, , vari-
ierten” Bewegung vergleicht, die ebenfalls den vorgeschriebenen
Bedingungen geniigt, und wenn man dabei die Zeit unvariiert
lagt. Mit anderen Worten, es wird die Variation so vorgenommen,
dal, wenn A und B benachbarte Punkte der tatséichlichen Bahn
sind und A’ und B’ die entsprechenden Punkte der variierten Bahn,
dann das Wegelement: A’B’ in derselben Zeit zuriickgelegt wird wie
das Wegelement AB. Ist dies der Fall, so kénnen die beiden Rechen-
operationen der Variation der Koordinaten und der zeitlichen Diffe-
rentiation in ihrer Reihenfolge vertauscht werden*).

Wir formen nun einen in der allgemeinen Bewegungsformel auf-
tretenden Ausdruck mitbels der Identitdt um

d2x d (dx 5x ) dx d

wi =g x It @&

Nun ist aber nach dem vorhin angegebenen Satz iiber die Vertausch-
barkeit der Reihenfolge zweier Rechenoperationen

Gl

(8%). (438)

*) Die Giiltigkeit dieses allgemein giiltigen Prinzips der Variations-
rechnung kann man sich durch folgende einfache Uberlegung veranschau-
lichen: Der Punkt A habe die Koordinate x, der Punkt A’ die Koordi-
nate 5. Dann ist xy==x-} Jx. Den Punkten B und B’ migen die

x-Koordinaten x; und x; zukommen. Dann ist X3’hx+d dt, und

x4 ==Xy -} 0x3. Andererseits ist aher auch x; ==xy 4 — % dt Hieraus
folgt ‘bei Einsetzen der Werte einerseits:

S = dt+dx+5( )dt,
anderseits:

x4-x-|—6x—{- dt+dt(dx)dt

Wofern die Zeit nicht variiert erd folgt aber aus der Gleichsetzung
der beiden Ausdriicke fir x, in der Tat die sputere (1. 439,
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und daher dx d dx
Tt a0 )—16[(dt)] (440)

Wir denken uns nun die Gl. 438 mit der Masse des betreffenden
Massenpunktes multipliziert, fiir alle Koordinaten des Systems
gebildet und sodann addiert. Die linke Seite der Gleichung ergibt
dann, wofern ein Potential existiert, die mit negativem Vorzeichen
genommene Variation des Potentials; denn es ist

h=n

Z(th'xh—f—thYyh —I—thjzh):z— ov. (4:41)
h=1
Andererseits ergibt die Summation des letzten Gliedes der Gl. 438
nach Gl. 440 die Variation der lebendigen Kraft. Es wird also

hznm [d"“a dyha o |l —s(m—v 449)
dt S S 211]J~~ L—-v). |

Multiplizieren wir diese Gleichung noch mit dt und integrieren
wir godann zwischen einer Anfangs- und einer Endzeit (t; und t,),
so verschwindet die linke Seite der Gl. 442, wofern wir die Variation
der Bewegung so vornehmen, dafl fiir die Anfangs- und die
Endzeit die tatsichliche und die variierte Bahn zusam-
menfallen. Denn dann verschwinden fiir diese beiden Zeiten die
Variationen der Koordinaten, und unter der gemachten Voraus-
setzung wird somit

t
SoL—V)dt=0. (443)

Das durch diese Gleichung ausgedrviickte Prinzip der klein-
sten Wirkung lehrt also, daBl das Zeitintegral der Variation des
Unterschiedes zwischen lebendiger Kraft und Potential zwischen
zwel Zeitgrenzen, fiir die die Bahnen nicht variiert werden, ver-
schwindet, wofern die Zeit von der Variation nicht beriihrt wird.
Da dieses Prinzip von Hamilton (im Jahre 1834) entdeckt wurde,
wird es gewohnlich auch als Hamiltonsches Prinzip bezeichnet,

Die Gl 443 kann auch in anderer Form geschrieben werden,
indem gemiB einer fundamentalen Regel der Variationsrechnung
die Reihenfolge der Integration und der Variation vertauscht wird;
dann ergibt sich die Formel

te
§ [(L—7V)dt=0. (444)
L

In dieser Form besagt die Gleichung, daf das Integral ein Ex-
tremum darstellt.
Handbuch der Experimentalphysik, Haas. 20
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Nach Helmholtz wird die Differenz L —V als kinetisches
Potential bezeichnet. Indem man die Gl 444 noch durch den
Unterschied (t,—t;) dividiert, kann die Gl. 444 nach Helmholtz
auch folgendermafBen ausgesprochen werden: ., Unter allen denk-
baren Bewegungen, die ein- System in einer gegebenen Zeit aus einer
gegebenen Anfangslage in eine gegebene Endlage iiberfithren, tritt
diejenige Bewegung wirklich ein, fiir die der Mittelwert des
kinetischen Potentials einen Grenzwert darstellt.*

§ 217. Die generalisierten Koordinaten.

Lassen sich fiir ein System soviele untereinander unabhingige
GroBen angeben, als die Zahl der Freiheitsgrade des Systems be-
triigt, derart, daf} sich durch sie die 3n orthogonalen Koeordinaten
des Systems vollstindig ausdriicken lassen, so werden jene Groffen
als die generalisierten Koordinaten des Systems bezeichnet.
Aus ihrer Definition folgt, daB sie keineswegs die Dimension von
Langen (wie Cartesische Koordinaten) haben miissen; sie konnen
auch Winkel, Flichen oder Volumgrtfien usw. sein. Unter den
generalisierten Bewegungsgleichungen des Systems ver-
‘steht man die fiir die einzelnen generalisierten Koordinaten gelten-
den zeitlichen Differentialgleichungen.

Sind die generalisierten Koordinaten q, (b = 1 bis s, wenn s die
Zahl der Freiheitsgrade ist), so ist eine beliebige der 3n orthogonalen
Koordinaten im allgemeinen durch die generalisierten Koordinaten
in der Form darstellbar

fe=1x(qu, Q- - - gs)- (445)
Hieraus folgt durch Differentiation nach der Zeit, wenn wir die
Ableitungen der generalisierten Koordinaten nach der Zeit, also die .
sogenannten generalisierten Geschwindigkeiten, mit q be-
zeichnen,

P = 3T SR 446
dt h‘;>'{ Oqn o ( )
und
d§1{)2 h=s i=s 3&x bk
ar] = . I Qi 447
(dt i=h =1 % W 1 447

Nach den fiir quadratische Funktionen geltenden Theoremen
muf} daher die lebendige Kraft vollkommen durch die generalisierten
Koordinaten und die generalisierten Geschwindigkeiten bestimmt
sein. Es ist demnach

0L = hzs(aL vt 22 3w (448)
= bqn h
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Das Potential ist wiederum nur von den generalisierten Ko-
ordinaten abhingig, hingegen von den generalisierten Geschwindig-
keiten unabhiingig. Es ist demnach

7= S, 449
1 % v OO (449)

§ 218. Die Lagra ngeschen Bewegungsgleichungen der
zweiten Form.

Wenn wir in die Hamiltonsche, das Prinzip der kleinsten Wir--
kung ausdriickende Gleichung die generalisierten Koordinaten ein-
fithren wollen, so bilden wir zunichst aus den Gl. 448 und 449 die
Variation des Unterschiedes von kinetischer und potentieller Energie.
Es ist

h=s
T T (3L aVy, aL\.}‘
IL—=V=2 L(aqh Aqh)"q“”aqhdq“ (460)
Nun ist aber
3L, L d d pL ~d ph
a"(qu“‘"q_a?;(mza‘%(a_‘qa) 13t (57 ) (451)

Daher wird
Sl V. d L d 3L

HL—V)=2 '{[5@;“&3"&%(5&;)] q"+dt( ‘jq“)J]' (o)

Multiplizieren wir nun diese Gleichung mit dt und integrieren
wir im Sinne des Hamiltonschen Prinzips derart zwischen zwei
Zeitgrenzen, dafl fiir diese selbst die Variationen der Koordinaten
verschwinden, so fallt bei der Integration das letzte Glied weg.
Da andererseits die generalisierten Koordinaten und somit auch
deren Variationen untereinander vollig unabhéngig sind, kamn
aber das Integral nur dann Null sein, wenn jeder der s eckigen
Klammerausdriicke einzeln verschwindet. Derart ergeben sich die
generalisierten Bewegungsgleichungen, die sogenannten Lagrange-
schen Bewegungsgleichungen der zweiten Form*), nimlich
d (3L 3L 3V .
o (aqh) o= 5 h=1biss). (453)

Die auf der rechten Seite-der Gleichung stehenden negativen
partiellen Differentialquotienten des Potentials nach den genera-
lisierten Koordinaten werden auch als generalisierte Krafte
bezeichnet. (Werden n#émlich im besonderen die generalisierten

*) Diese Gleichungen wurden von Lagrange natiirlich vor Aufstellung
des Hamiltonschen Prinzips aufgestellt, das fiir ihre Ableitung zwar
zweckmiflig, aber nicht notwendig ist.

20%
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Koordinaten zu den orthogonalen Cartesischen, so treten an die
Stelle der generalisierten Krifte die iiblichen Kraftlcomponenten.)
Da indessen die generalisierten Koordinaten keineswegs die Dimen-
sion einer Laénge haben miissen, so brauchen auch die generalisierten
Krafte nicht die Dimension gemsec—2 zu haben. Nur das Produkt
aus einer generalisierten Kraft und der zugehorigen generalisierten
Koordinate muB stets von der Dimension einer Arbeit (also
g em? sec—2) gein. Ist beispielsweise eine generalisierte Koordinate
ein Winkel, so ist die zugehorige generalisierte Kraft ein Dreh-
moment; ist sie eine VolumgroBe, so ist die zugehorige generali-
gierte Kraft von der Dimension eines Druckes, und so fort.

Die partiellen Ableitungen der lebendigen Kraft nach den gene-
ralisierten Geschwindigkeiten werden als generalisierte Impulse
und gewshnlich mit p, bezeichnet. KEs ist also

3L

| n=je (454)
" Ersetzen wir in dieser Gleichung die generalisierte Geschwindigkeit
durch den zeitlichen Differentialquotienten einer orthogonalen
Koordinate, etwa x;,, s0 ergibt die linke Seite mydx;/dt, also die
Impulskomponente, woraus sich die Bezeichnung ,,generalisierter
Impuls® erkliivt. Unter Benutzung dieses Begriffes kann die Gl 453
in der einfacheren Form geschrieben werden

dpn _ 3L —~YV)

= g

Um die Bedeutung der generalisierten Bewegungsgleichungen
an einem einfachen Beispiel zu veranschaulichen, fragen wir nach
den Bewegungsgleichungen eines freien Massenpunktes
in ebenen Polarkoordinaten, wofern der Massenpunkt gegen
den Ursprung im umgekehrt quadratischen Verhiltnis zur Entfernung
angezogen wird. Als generalisierte Koordinaten erscheinen dann
der von dem Ursprung zu dem Massenpunkt gezogene Radiusvektor
von der Linge r und der Winkel ¢, den die Richtung des Radius-
vektors mit einer festen Richtung einschlielt.

Wir zerlegen nun die Geschwindigkeit in zwei zueinander senk-
rechte Komponenten, eine radiale dr/dt und eine dazu normale
in der Richtung des zunehmenden Winkels ¢, also »rdp/dt. Daher
wird die lebendige Kraft des Massenpunktes

Li=im[i? 412 Y. (456)
Hieraus folgt fiir die beiden generalisierten Tmpulse, die mit p, und
P, bezeichnet werden mogen,

(455)
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h)
Pr= 6—11:‘- =mt (457)
and
3L
Pr=73g =mrg. (458)
Ferner wird
L . oL ,
57 = mrg?, 6—(};_-0. (459)
ndlich folgt aus
V= —m ~Or— , (460)
Wobei C eine Konstante bedeute,
0V C Y

Setzen wir also die Werte aus den Gleichungen (457) bis (461)
in die (3. 455 ein, so erhalten wir fiir den hetrachteten Sonderfall
dlie Bewegungsgleichungen in der Form:

d2r (drp) C
Ol RO

dat? dt T (462)
d"go_l_zdr dg 0
dt2 dt dt )

Als ein weiteres sehr einfaches Beispiel fiir die Anwendung
generalisierter Koordinaten moége das physische Pendel be-
trachtet werden. Als einzige generalisierte Koordinate erscheint
dann der Winkel, den die durch Aufhingepunkt und Schwerpunkt
gelegte Gerade mit der Vertikalen einschlieBt. Dieser Winkel sei -%;
dann ist, wenn wir das Tragheitsmoment mit J bezeichnen,

L=14J92, - (463)
und andererseits ist, wenn a der Abstand zwischen Aufhingepunkt
und Schwerpunkt ist,

V= — mgacos I+ const. (464)
Hieraus folgt
3L Y . i
ﬁ=0, b—gsmgasm&, ps=dJ . (465)
D aher ergibt sich die Bewegungsgleichung (vgl. Gl. 181) in der Form
dzg .
J—ﬁfz—mgasmﬂ-. (466)

§ 219. Die kanonische Form der Bewegungsgleichungen.
Aus der Gl 447 folgt, daB die lebendige Kraft in der Form dar-
gestellt werden kann



310 Die mechanischen Grundgleichungen der Massenpunktsysteme,

h=s i=s

2L = 2 Zchiéhl(fhy (467)
h=1 i=1
wobel
"or [oxkdk , dykdyk , %k Dz
N7 — 468
o= =1 e [bqna% Aqn dqi ' 3gn bqi] (468)

ist und die Koeffizienten cy; somit von den generalisierten Ge-
schwindigkeiten unabh'fincrig sind. Daher wird ‘

h=s

T — nilih 69
bql ] 121 Cni | (469)
und somit _
1=5 :
25% gpi Qi (470)

Wie diese Gleichung zeigh, erscheint also die lebendige Kraft
durch die generalisierten Koordinaten und Impulse vollkommen
bestimmt. Andererseits kann sie aber auch, wie die frihere Gl. 448
zeigte, aufgefalt werden als vollstindige Funktion der generali-
sierten Koordinaten und Geschwindigkeiten. Wir konnen sowohl
setzen

L=P(g, 4 (471)
als auch
L=G(p, q). 472)
Da p; gleich ist 3F/dq;, ist also einerseits
oF . '

dL:Z{b—Cﬁin—l—Pid%}, (473)

~andererseits
szZ{g—gdP,—]—bqul} (474)

Addieren wir die letzten zwei Gleichungen, so finden wir

3G
2L = S { (5o +io)du+nda+ o an) @75
Andererseits folgt aus Gl. 470

Subtrahieren wir also die Gl. 476 vén der Gl. 475, so finden wir
— [[F a3 (C I
0= > {(b_qi_*_aq) -I-(ap1 Ch) dpi}- (477)

Da aber nach dem frither Gesagten die q; und p; als voneinander
unabhéingige Variable anzusehen sind, so kann die Gl. 477 nur dann
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erfillt sein, wenn jeder der beiden Klammerausdriicke fiir sich
verschwindet. So erhalten wir die beiden Gleichungen

26 _ o
dqi g

G
bpi
Da in Gl 455 die lebendige Kraft nun als Funktion der q und ¢

aufgefalBt wurde, also als Funktion F, so kann, wenn wir nunmehr
die Funktion G einfithren, die Gl. 455 in der Form geschrieben werden

dpi G +V)

dt - aqi
Andererseits bedeutet aber die Summe (G- V) nichts anderes als
die Energie, aufgefaBt als Funktion der ¢ und p. Diese die Energie
darstellende Funktion der generalisierten Koordinaten und Impulse
wird als die Hamiltonsche Funktion bezeichnet. Nennen wir
sie H, so ist also, weil ja das Potentml nur von den Koordinaten
abhiingt,

(4'¢8)
und

Gi— (479)

(i=1 bis 5. (480)

H=G(q,p)+ V(. (481)
Daher ist
YH 3G
ipi . Opi (482)

Aus den Gleichungen (479) und (480) ergeben sich derart die
sogenannten kanonischen Bewegungsgleichungen

dgi_ oH dps yH
dt =op At = ea (483)

§ 220. Die zyklischen Variabeln.

Wenn die Ha miltonsche Funktion als unabhingig von einer
unter den Koordinaten angesehen werden darf, wenn also bei-
spielsweise

H

_ 0q;

gesetzt wérden kann, so ergibt sich aus den kanonischen Bewegungs-
gleichungen sofort ein Integral in der Form '

pj = const. (485)

Die kanonischen Bewegungsgleichungen sind daher in dem
speziellen Talle vollstindig integrierbar, wenn die Hamilton-
sche Funktion nur von den Impulsen abhéngt. Gilt nim-
lich die Beziehung

—0 | (484)

H=H(p,p2---Ds), (486)
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und setzen wir zur Abkiirzung
3H
i
wobei (zufolge Gl. 485) die »; fir das System charakteristische
Konstanten darstellen miissen, so nehmen die kanonischen Be-
wegungsgleichungen die Form an
i == 11, pi=0. {488)

i, (487)

Hieraus folgt
di=»it -+ 1, pi==ai, (489)
wobei die «; und y; Integrationskonstanten bedeuten.

Die Koordinaten, von denen die Hamiltonsche TFunktion
nicht abhéingt, werden nach Helmholtz als zyklische Koordi-
naten bezeichnet. Das Problem der Integration der Bewegungs-
gleichungen erscheint also gelost, wenn es gelingt, die benutzten
Koordinaten derart in neue zu transformieren, daB diese durch-
wegs zyklisch sind und somit nach durchgefithrter Transformation
die Ha miltonsche Funktion nur von den neuen Impulsen abhingt.

§ 221. Die Jacobische Transformation.

Um zu einer Transformation der Variabeln zu gelangen,
gegen die die kanonischen Bewegungsgleichungen invariant sind,
— eine solche Transformation wird als kanonische Transforma-
tion bezeichnet —, gehen wir, indem wir wieder mit L die lebendige
Kraft und mit V die potentielle Energie bezeichnen, von der Iden-
titat ans

L—-V=2L—-(L+V)=2L—-H (490)
oder gemifl Gl 470
L—V=2'pg—H. (491)
Das Hamiltonsche Prinzip kann somit bei Einfilhrung der
Hamiltonschen Funktion in der Form geschrieben werden:
(2 pids —H) dt=0. (492)

Die neuen Veriinderlichen, in die die p und q transformiert wer-
den sollen, mogen mit a und g bezeichnet werden, wobei also die g
den Koordinaten und die a den Impulsen entsprechen. Sollen
bei der Trapsformation die aus dema Hamiltonschen Prinzip
folgenden kanonischen Bewegungsgleichungen ungeéndert bleiben,
so mub bei Einfilhrung der neuen Variabeln die GI. 492 in die neue
Gleichung iibergehen

8J(2 wp—H')dt=0, (498)
wobel unter H' die Hamiltonsche Funktion der neuen Verénder-
lichen ¢ und f zn verstehen ist.
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In die Gl 493 wird nun die G1. 492 dann iibergehen, wenn der
Unterschied der Klammerausdriicke in beiden Gleichungen den
vollstindigen zeitlichenDifferentialquotienten einer Funk-
tion von s alten und s neuen Variablen darstellt, wobel mit s in iib-
licher Weise die Zahl der Freiheitsgrade des Systems hezeichnet
ist. Denn wenn diese Funktion durch die g und § bestimmt ist,
so sind ja die Werte der Funktion an den Grenzen des Integrals
festgelegt. Die Bedingung der kanonischen Transformation er-
scheint also, wenn wir die Zusatzfunktion mit @ bezeichnen, durch
die Gleichung ausgedriickt

; , dl'D
2 Cli{))i —H =2Piql H——- (494:)

Oft ist es nun zweckmiaBig, und so auch fu1 die spiter zu be-
sprechenden Anwendungen, statt einer Zusatzfunktion der GrofBen
q und B eine golche der GroBen q und « einzufithren. Man bestimmt
hierzu die zwei willkiirlichen Funlktionen ¥ und @ derart, dalB sie
der Beziehung geniigen

(q7 « D(q,3)+ 2 1 1. (495)
Dann wird

— ﬁﬁ: + X gt S (496)

Setzen wir dies in die Gl. 494 ein, so finden wir somit

. (1 *F
— 2 ap—H'= >'pidi— (497)
Aus der Forderung, daB infolge der Transformation beide
Seiten dieser Gleichung identisch sein miissen, ergeben sich derart
die folgenden Transformationsgleichungen:
dW(q,c)
3 i
_Y¥{g,q) (498)

i_
aai

H' (e, ) =H(p,q) -+ —

Sind diese Transformationsglemhungen, die zuerst von Jacobi
aufgestellt wurden, erfilllt, so gelten demnach die kanonischen
Gleichungen auch fiir die neuen Variabeln; auch fiir sie ist

g VH'(a,8)
‘d—t‘ _ 0 (241

dey dH' (e, 8)
at — g

pi=

L’(q, a)

(499)
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§ 222. Die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung.
Wenn es im besonderen gelingt, die Transformation der alten
Variabeln p, q in die neuen a, § gemaB den G1. 498 derart durchzu-
fiihren, dall die neuen Koordinaten zyklisch werden, so ist
das Problem der Integration der Bewegungsgleichungen fiir den be-
treffenden Fall nach dem in § 220 Gesagten gelost. Wir kénnen
 uns daher die Aufgabe stellen, eine Funktion S (q, «) derart zu
bestimmen, daf nach Durchfiihrung der Transformationen gemaf
den Gleichungen (498), in denen jetzt S statt ¥ zu schreiben ist,
die neue Hamiltonsche Funktion nur von den neuen Imipulsen
abhéngt und wir somit setzen kénnen

H =E(o,a...aq). (500)
Dann lauten die Losungen der Gleichungen (499) einfach
a]]
222 t .
By = + 7 (501)
g == con.st.

Das Problem der Bestimmung der Funktion S ist nun zuriick-
fiihrbar auf das Problem der Losung einer partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung. Nach der ersten der G‘rleichungen
(498), in denen wir uns S statt ¥ geschrieben denken, ist némlich

08
H(qp)=H (a5, (502)
und da andererseits die-Hamiltonsche Funktion der Energie 1
gleich sein muf, ergibt sich somit die s;ogcnannte Hamilton-Jacobi-
sche Differentialgleichung

H (q, g§)~ 0 (503)

welche Dlﬂelentmlglelchung unter Umstinden die Berechnung der
Funktion S gestattet. Die vollstindige Losung mull natiirlich
ebensoviel Integrationskonstanten enthalten, als die Zahl der
Freiheitsgrade betriigh, so dall wir diese Konstanten mit den noch
willlkiirlich gelassenen GroBen g . . .. «, identifizieren konnen.
Andererseits muBl von diesen Konstanten natiivlich auch die Energie
abhingen.
Aus der Konstanz der a (gemal Gl 501) folgt
as = S o2 g LI (504)
Qs
oder nach der ersten der Grlelchungen (498) und integriert
B

8=/ X ndq, .(605)
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wobei A und B eine Anfangs- und eine Endposition des Systems
bedeuten mégen.
Die letzte Gleichung kann auch in der Form geschrieben werden

tz
S= 2 [ madt, (506)
tr

wenn t; und t, die den beiden Positionen entsprechenden Zeiten
bedeuten, oder nach Gl. 470, wenn mit L wieder die lebendige Kraft
bezeichnet wird,

t .
S—2 [Ladt. (507)
t

Die Grofle S, die derart in einem engen Zusammenhang mit der
kinetischen Energie steht, wird gewohnlich als die Wirkungs-
funktion bezeichnet.

§ 223. Die Wirkungsfunktion bei einem einzigen Frei-
heitsgrad.

In dem besonderen Fall eines einzigen Freiheitsgrades wird
die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung zu einer totalen.
In der Losung der Differentialgleichung tritt dann nur eine einzige
Integrationskonstante auf, die wir zweckméfBig mit der Energie
selbst zusammenfallen lassen konnen. Die Gleichungen (501) nehmen
dann die spezielle Form an

a=E, p=t—1 (508)
(wobei nun ein Nullpunkt der Zeit, to, die Stelle der frither mit y
bezeichneten Integrationskonstante vertritt).

Wiahrend ferner im aligemeinen jeder Impuls eine Funktion aller
Koordinaten und der Konstanten sein kann, ist in dem Sonderfall
eines ecinzigen Freiheitsgrades

p=p(q,E) (509)
und somit nach Gl 505
a1
S=/p(aB)dq. (610)
Nun wird nach Gl 498 (in der S statt ¥ zu schreiben ist)
‘ d
p=13.[p@E)dg, (511)
und somit wird nach Gl 508
ap(q, E)
toe= —a-—]%}—dq-{-’ro. (512)

Die Bedeutung dieser Gleichung moge an dem besonders einfachen
Beispiel eines einzelnen Massenpunktes veranschaulicht werden
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(in welchem Falle allerdings die Anwendung der Ha milton-Jacobi-
schen Methode tiberfliissig kompliziert ist). Fiir einen Massenpunkt
von der Masse m und der Geschwindigkeit v ist L gleich $mv2 und
p gleich mv, also

. 5
I{~ om’ (513)
und da die potentielle Energie nur von der Koordinate q abhéngt,
—H-2
E=H=5_+V(d), (614)
also -
' p="V¥2m[E —V(q]]. (515)
Hieraus folgt ‘ .
_ym __ L 516
BV T VRV ©18)
also mach Gl. 512 als gesuchte Bewegungsgleichung
q
m dq
Vs [ty o)
o
Fir die Wirkungsfunktion folgt aus Gl. 510 und Gl 515
ot
S=V2m / VE— V(g dq. (518)

o
Betrachten wir, um ein besonders einfaches Beispiel zu wihlen,
etwa einen nur in vertikaler Richtung im Schwerefeld der Erde
bewegten, als punktformig anzusehenden Korper, so wird V gleich
m g g (wenn mit g in iiblicher Weise die Fallbeschleunigung bezeich-
net wird). Dann nimmt die Gl. 517 die Form an

q _
m [ dg
V;j VE—mgq+ 0 (619)

bty — = ]/2 I —mgq), (520)

wenn wir den Ursprung, also den Nullpunkt der Koordinaten so
wihlen, daf

oder

mgqe=E (621)
wird.
Setzen wir dies in die Gl 520 ein und quadrieren wir diese,
so finden wir die hekannte Beziehung

S b—tPr=a—q. (522)
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Mit dem bisher betrachteten Sonderfall eines einzigen Freiheits-
grades ist auch der Spezialfall verwandt, in dem von den s Koordi-
naten (s — 1) zyklisch sind. Bezeichnen wir die nicht zyklische
Koordinate mit q;, so sind alle Impulse mit Ausnahme von p, kon-
stant, und es wird

S=[p1 (a1 E,0a,a5. .. as)dgs. (b23)
p; laBt sich aber wieder berechnen, indem man die Energie als
Funktion H(qi, py, 0, o3. .. ;) darstellt und die Formel nach p,
auflost.

§ 224. Die Separation der Variabeln.

Wenn auch keine allgemeine Methode zur Losung der Hamilton-
Jacobischen Differentialgleichung existiert, so erweist sich doch
in vielen Fallen der Ansatz als erfolgreich, dafi man die Wirkungs-
funktion S als Summe von s Funktionen darstellt, deren jene nur
von einer unter den s Koordinaten abhéngt. Man setzt also hierzu

=g
S— 2 Si, (524)
i=1
wobei
Si = Si (Qi, Ctg, Uy o .. ag) (525)
ist.

Durch diesen Ansatz wird die partielle Differentialgleichung
in s totale Differentialgleichungen ,separiert”, die nach der in
§ 223 entwickelten Methode zu losen sind. Als Beispiel fiir diese
sogenannte Methode der Trennung der Variabeln moge das
(tiir die Atommechanik bedeutungsvolle) Beispiel eines anisotropen
Oszillators betrachtet werden*). Darunter versteht man einen
Massenpunkt, der gegen eine feste Ruhelage mit einer Kraft ge-
zogen wird, deren Komponenten in bezug auf ein geeignet ge-
wiahltes Koordinatensystem gleich seien —a; X, —a,y, —a32, wobei
aq, 89, 2z Konstanten seien. Die potentielle Energie ist dann

' V____a’i Q?ﬂ—aazqg'i“a'a q3 . ‘ (526)
Fir die lebendige Kraft ergibt sich in Erweiterung der friiheren
Gl. 513 die Beziehung - ‘
L_Ditpitpl -
2m ‘

Die die Energie als Funktion der q und p darstellende Ha milton-

sche Funktion erhalten wir einfach durch Addition der Gleichungen

*) Nach Sommerfeld, ,,Atombau und Spektrallinien®.
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(526) und (527), und, indem wir die p; durch die partiellen Ablei-
tungen der Wirkungsfunktion nach den Koordinaten ersetzen, er-
halten wir in dem betrachteten Spezialfall fir die Bestimmung der
Wirkungstunktion 8 die Hamilton-Jacobische Differentialglei-
chung in der Form ‘

(66—8)2 -+ (E“S*)2+ ( bS) +ma,; q} +2,95 + a3 q3)=2mE (528

et 0qs,

(wobei E wieder die Energie bedeutet).

In dem betrachteten Fall 146t sich also die Hamilton-Jacobi-
sche Ditferentialgleichung nach den drei Variabeln q;, g, qg in drei
gewohnliche Differentialgleichungen ,,separieren’; diese sind von
der Form

08
(5a
wabei die drei A; Integrationskonstanten bedeuten, die jedoch unter-
einander durch die Beziehung zusammenhingen

A A+ A —K. (530)

Setzen wir zur Abkiirzung

)+mm% —omA;  (i=1,23), (529)

2 A =bia, (531)
so folgt aus Gl 529
25 =Vma Vb —q2. (532)
bqi
Weil aber
38 .
a—(; == 1g;j (533)
ist, finden wir ,
d%NOVb =, - (634)

wobei C; eine Konstante bedeutet.

Da die Geschwindigkeit nicht imaginfir werden kann, erkennen
wir aus der letzten Gleichung, dafl jede der Koordinaten q; auf
einen Bereich von —b; bis -} b; beschriankt bleiben mufl und
ferner, daB sich an den Grenzen des Bereiches der Anderungssinn
der Koordinate umkehlt was aber eben nur an den Grenzen
moglich ist,

Die in diesem und den vomngehenden Abschnitten angefithrten
Beispiele kénnen natiirlich nur dazu dienen, den Sinn der Hamilton-
Jacobischen Methode darzulegen, nicht aber ihren Nutzen, weil

~ hierzu die betrachteten Beispiele zu einfach sind. Der wahre Nutzen
der Methode &uBlert sich einerseits bei Problemen der Himmels-
mechanik, andererseits vor allem-in der modernen Quanten-
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theorie des Atoms, wovon wohl in einem anderen Bande dieses
Werkes eingehender die Rede sein wird *).

§ 225. Der Satz vom Virial.

Zu einer fiir Systeme von sehr vielen Massenpunkten be-
deutungsvollen Beziehung gelangen wir, wenn wir die Bewegungs-
gleichungen des freien Massenpunktes

dx
X=m'y (535)

usw. mit den entsprechenden Koordinaten multlphzleren und ad-
dlelen Wir finden dann zun#chst

hE a2 dz
Xx—l—Yy—l—Zz:ml_Xa«t—?‘-k-yd—tgf—}—z—(Tg]- (536)
Andererseits ist aber
d‘) dv\ d 9 d? 2
YqE = g = a W TR =g ( ) - (637)

Nach Clausius bezeichnen wir nun als Virial eines Massen-
systems den Ausdruck

i hzn
— ”9‘ 2, (thh -+ Yh}’h -+ thh) . (538)
h=1

Wenn wir die Gl. 536 iiber samtliche n Massenpunkte des Systems
addieren, so finden wir somit

- 2
—U:%Zm%{(}:?—{—y?-l—z?)—-L, (539)
wenn mit L wieder die kinetische Energie bezeichnet ist.

Die G1. 539 wollen wir schlieBlich noch mit dt multiplizieren,
itber eine hinreichend grofe Zeit T integrieren und durch diese Zeit T
dividieren. Die linke Seite der Gleichung ergibt dann den zeitlichen
Mittelwert des Virials (der gewohnlich als Virial schlechthin be-
zeichnet wird), das letzte Glied den zeitlichen Mittelwert der leben-
digen Kraft., Das erste Glied der rechten Seite ergibt hingegen
den Ausdruck

1 d .
o >'m I (x2+y2+23, (540)
und dieser Ausdruck wird natiirlich beliebig klein, wenn T hin-

reichend groB gewihlt wird. So liefert die Gl. 539 den von Clausius

*) Bine besonders klare Darstellung der Hamilton-Jacobischen
Theorie findet sich im ersten Kapitel des Buches ,,Vorlesungen iiber
Atommechanik” von Max Born (Berlin, Springer, 1925).
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(1870) aufgestellten Virialsatz, wonach im Mittel die kinetische
Energie eines Systems seinem Virial gleich ist.
. Als ein besonders einfaches, andererseits aber fiir die kinetische
Gagtheorie sehr bedeutungsvolles Beispiel mége das Virial eines
Systems gleich beschaffener Massenpunkte berechnet werden, die
ein parallelepipedisches Geféfl erfilllen mogen, ohne dall zwischen
den Massenpunkten Krafte wirken; solche sollen vielmehr nur von
den Gefafwinden auf die auftreffenden Massenpunkte ausgeiibt
werden, Die Kanten des Gefdlles mogen die Lingen a, b, ¢ haben,
und ein Koordinatensystem werde so gelegt, daB seine Achsen den
drei Kanten des GefiBes parallel seien. Der auf die Flicheneinheit
hezogene zeitliche Mittelwert; der von den Winden auf das System
ausgelibten Kraft ist dem Druck des Systems (p) entgegengesetzt
gleich. Es ist also

D Xpxp=—p-b-clxy —%), (41)

wenn x; und X, die Abstinde der beiden, der y-z-Ebene parallelen
Flachen von dieser Ehene sind. Da aber x,—x; gleich a ist, wird,
wenn wir das Volumen des Parallelepipeds mit V bezeichnen,

2 Xyxy=—p-V. (542)

Derselbe Wert ergibt sich auch fiir Z Y,y und fiir Zzhzh, und
daher wird in dem betrachteten Falle nach GI. 538
U=4§p-V. (543)
Bezeichnen wir die Zahl der in der Volumeinheit enthaltenen
Massenpunkte mit N, so ist andererseits die kinetische Encrgie des
Systems
L= {NVmu? (544)
wenn '
n¥==vy2, (545)
némlich gleich dem Mittelwert des Quadrates der Geschwindigkeiten
der einzelnen Massenpunkte ist.
Das Produkt Nm stellt die Massendichte ¢ dar. Wir konnen
daher die Gl 544 auch in der Form schreiben

T 2V U (546)

Gemal dem Virialsatz hingt also das mittlere Geschwindigkeits-
guadrat mit dem Druck und der Dichte durch die Bezichung zu-
sammen

pu?

p=ty | (547)
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Zweiundzwanzigstes Kapitel.
Die Grundgleichungen der Mechanik starrer Korper.

§ 226. Bewegungsgrofe und Drehimpuls des starren
Korpers.

Bezeichnen wir die gesamte Bewegungsgréfe eines starren
Korpers mit & und mit > & die Resultierende aus allen an dem
Korper angreifenden duBeren Kriften, so mull wie fiir jedes Massen-
system so auch fiir den starren Korper die Beziehung gelten

Eld_?zz’@. (548)

DaB fiir einen starren Korper auch der Flichensatz gelten
muB, folgt daraus, daB die Wirkung der starren Verbindungen
zwischen den einzelnen, den Korper zusammensetzenden Massen-
punkten durch fingierte Zentralkrifte ersetzt werden kann.
Betrachten wir nimlich etwa den h-ten und den i-ten Massenpunkt,
so findet die Starrheit ihrer Verbindung ihren mathematischen
Ausdruck in der Gleichung

(x; — Xn)2 4 (y1 — yu)? + (2 — zn)2 =Tni? . (549)

Indem wir diese Gleichung variieren, finden wir
(%1 — Xn) 0%i + (§i — yu) O yi + (2 — 20) Oz |
—+ (%1, — X1)0%n = (Y0 — i) Oyn + (20 — z:) 6z = O . |

Diese Gleichung multiplizieren wir nun gem#B der Methode
der unbestimmten Multiplikatoren mit einem unbestimmt
gelassenen Faktor (4) und zerlegen dann die linke Seite in zwei Teile.
Dadurch ersehen wir unmittelbar, daf die starre Verbindung der
beiden Massenpunkte zwei gleich groBen, aber entgegengesetzten
Zusatzkréften Adquivalent ist, von denen die eine in dem h-ten,
die andere in dem i-ten Massenpunkt angreift und deren Kompo-
nenten gleich sind 4 (x, — x;) usw., bzw. 1 (x;— x3) usw. Die
Komponenten dieser Krifte verhalten sich also wie die Projektionen
der Verbindungsstrecke auf die Koordinatenachsen. Es miissen dem-
nach die beiden entgegengesetzten Zusatzlrifte in der Tat die Rich-
tung der Verbindungslinie haben; sie sind Zentralkrafte, was
eben zu beweisen war. Infolgedessen gilt auch fiir den starren Korper
die Gleichung

(550)

(}3—?:2’[’:@}, (651)

wenn 1t der gesamte Drehimpuls ist und r die von einem Bezugs-
Handbuch der Experimentalphysik. Haas, 21
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punkt zu dem Angriffspunkt der betreffenden Kraft gerichtete
Strecke.

Bezeichnen wir die Translationsgeschwindigkeit des starren
Korpers mit u und die Winkelgeschwindigkeit mit w, so wird
nach Gl. 303 die Bewegungsgrofie

=2 mo=ud'm+[w. 3 mr| (552)
Andererseits wird der Drehimpuls
U= Y mro]=|(2 mr) u] + X'm [t[w]] . (553)

Die letzten zwei Gleichungen nehmen eine besonders einfache
Form dann an, wenn der Schwerpunkt als Bezugspunkt ge-
wihlt wird. Da namlich fiir ihn (nach Gl 395) Zm t verschwindet,
wird dann einfach

G=u'm (554)
und
U= 2 mr[w:]]. (555)

§ 227. Das Triigheitsmoment.

Um mit der letzten Gleichung eine zweckmélBige Umformung
vorzunehmen, betrachten wir zuniichst drei beliebige Vektoren
oA, B, € und setzen zur Abkiirzung

BE]=D. (556)
Dann ist nach der Regel fiir das duBlere Vektorprodukt
[ABEC]]x=A,D, — A, Dy. (557)

Andererseits ist wieder
D,=B,C, — B, Uy | .
Dy=B,Cx—B.C,. | (558)
Setzen wir diese Werte in die Gl. 557 ein und addieren wir noch
das Glied A,B,C, hinzu, indem wir es zugleich auch wieder sub-
trahieren, so finden wir
[gv)t [% @ﬂx = By (Ax Cy -+ Ay Oy + A, OZ) ]
— Cx(AcBe+ AyB, +A,B). |
Nach der Formel fiir das innere Produkt zweier Velstoren ist also
[A[BC]|=BEA) —C(AB). (560)

Wenden wir diese algemein giiltige Formel auf die Gl. 555 an,
so finden wir

(559)

[‘v[mr]] == W12 — ¢ (XWy - T Wy 4 2W,). (561)
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Daher wird (weil die Komponenten von t gleich x, y, z sind)
Ug=wy > m(i? —x%) —w, 3 mxy— w; S mxz
Uy=——wxzmyx—{—wy):m(r?——y?)-—-WZ‘Zmyz (562)
Uy = — wxﬁmzx—Wy}:mzyﬁ—wz)_‘:m(rh—z?). |

Bezeichnen wir andererseits die Trigheitsmomente um die
X-, y-, z-Achse mit Jyy, Jyy, Iy, 50 ist (nach G1. 160)

Jyx == 2 m(y? 4 2z%) = >’ m(r? — x2) (563)
usw. Kbenso ist nach Gl 176
— Y mxy=Jy, ' (564)

wenn wir mit ny das Deviationsmoment in bezug auf die x-y-
Ebene bezeichnen usw., wobei natiirlich
Jyx=Jyy (565)
ist.
Die Gleichungen (562) lassen sich also in der Form schreiben:
Ui =wed Wnyy + Wody
Uy = wydyx + wydyy + w2 3 (566)
U, = Wy Jax 4 Wydoy -+ Wad gz
Multiplizieren wir nun andererseits die Gl 561 skalar mit t,
sodann noch mit der Masse und addieren wir schlieSlich iiber alle
Massenpunkte, so finden wir nach Gl 555
Mo = 3 m [ w2r2 — w2r2cos?(w,1)}. (567)
Nun ist aber rsin (v, v) nichts anderes als das Lot, das von dem be-
treffenden Massenpunkt auf die Rotationsachse gefallt wird, und
wenn wir das Trigheitsmoment nwm die Rotationsachse einfach mit
J bezeichnen, wird somit :
U = w2J, (568)
Folglich wird

Jzwax—}-Ly;vy—}—Uzwz_ (569)
W
Bezeichnen wir mit a, b, ¢ die Richtungskosinus des Vektors to,

so dal}

W—a,  W_p, Y (570)
w w w
ist, so finden wir somit aus den Gleichungen (566) und (569)
J=a2J« + b2Jyy + c?J -+ 2abJy +2bedy+ 2cady.  (571)
Diese Gleichung zeigt, wie bei gegebenen Werten der Trigheits-
a1+
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momente um die drei Koordinatenachsen und der Deviationsmo-
mente in bezug auf die drei Koordinatenebenen das Trigheits-
moment um jede beliebige Achse ermittelt werden kann, die mit
den Koordinatenachsen gegebene Winkel einschlieBt.

§ 228. Die graphische Darstellung des Triigheitsmomentes.

Gem#B dem schon in § 151 angegebenen Prinzip denken wir uns
von dem Schwerpunkt des starren Korpers auf allen durch den
Schwerpunkt gehenden Geraden Strecken von einer Linge

1 1
= —]./_j; (572)

aufgetragen. Die Koordinaten des Endpunktes der Strecke mogen
mit &, n, { bezeichnet werden; dann ist

i : c
a=3, b=T, o=% (573)
oder nach Gl. 572
ar=¢§J, br=nJ, er==02J. (574)

Setzen wir diese Werte in die Gl. 571 ein, so finden wir
1=J82 4 Jyyn?2+ T2+ 2d g8 + 2yl + 2,08, (BTH)

Durch diese Gleichung ist als geometrischer Ort der End-
punkte der Strecken eine Fliche zweiten Grades dargestellt,
und zwar ein Ellipsoid, weil ja das Tragheitsmoment weder Null
noch unendlich werden kann. Machen wir die Achsen des Ellipsoids
zu den Achsen eines Koordinatensystems, so wird die Gleichung der
Fliche rein quadratisch, so dafl also fiir ein solches Koordinaten-
system die Ausdriicke Jy,, Jy, und J,, verschwinden.

Bezeichnen wir die Trigheitsmomente um die Achsen eines
derartigen Koordinatensystems, also (nach § 151) die Haupttrig-
heitsmomente mit J;, Jy, J3 und die Komponenten des Drehim-
pulses sowie der Winkelgeschwindigkeit nach den Haupttrigheits-
achsen mit Uy, Us,, Uy baw. wy, Ws, W3, so nehmen die Gleichungen
(566) die einfache Form an ‘ .

U, =wdy, Uy =wyJa, Uy =w3d5. (576)

§ 229. Die Berechnung der Deviationsmomente.

Bezeichnen wir bei einer beliebigen Rotation, bei der wir einen
bestimmtenn Massenpunkt ins Auge fassen wollen, mit p das vek-
toriell aufgefalte Lot, das von dem Massenpunkt auf die Rotations-
achse gefallt wird, so hat die Rotation dag Auftreten einer Zentri-
fugalkraft zur Folge, die durch den. Ausdruck bestimmt ist

P=—mw2p, (577)
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Die in den einzelnen Massenpunkten angreifenden Zentrifugalkriifte
lassen sich nun zusammensetzen zu einer resultierenden Einzelkraft,
die gleich ist Z‘,B und einem resultierenden Kriftepaar, dessen
Moment in bezug auf einen irgendwie gewthlten Punkt 9t genannt
werde.

Es ist also

DP=—w2 3 my, | (578)

und wenn wir den von dem Bezugspunkt des Momentes aus gezogenen
Radiugvektor mit v bezeichnen,

M= — w2 3 mrp]. (B79)

Machen wir nun etwa die Rotationsachse zur z-Achse eines Koor-
dinatensystems, so verschwindet p,, wihrend p, und p, gleich
— x und — y werden. Die Komponenten des Vektors ¢ sind x, y, z.
Daher finden wir

D Pi=w2 Y mx, Y Py=w?Xmy, JIP,=0. (580

Die Summenausdriicke dieser Gleichungen verschwinden dann, wenn
die Rotationsachse durch den Schwerpunkt geht; dann ent-
fallt die Einzelkraft, zu der sich sonst die Zentrifugalkrifte zu-
sammensetzen. '

Die drei Komponenten des Vektorproduktes [tp] ergeben, wenn
die Rotationsachse zur z-Achse gemacht wird (also p, gleich Null
wird)

[tpk=ryps— spy=7y2
[tply==T;px — YxPr==— ZX (581)
[t 9] =1xpy — 2yps =0.
Es wird also
My =wtdy,, My = — w2y, M, =0. (582)

Damit erscheint in der Tat die Angabe in § 154 bewiesen, dal die
GroBen J, und J,, nichts anderes sind als die durch w2 dividierten
Komponenten des Kraftepaares, das die um die z-Achse erfolgende
Rotation aus der x-y-Ebene abzulenken sucht. Das diese Ablen-
kung, diese ,,Deviation‘‘ bewirkende Kriiftepaar verschwindet nur
dann, wenn fiir das benutzte Koordinatensystem die Grofen Jy,
und J,, Null werden, wenn also die Koordinatenachsen mit den
Haupttrigheitsachsen zusammenfallen. Eine um eine Haupttrig-
heitsachse erfolgende Rotation beharrt auch ohne Iinwirkung
dullerer Kriifte in ihrer Ebene, so daB also in der Tat die Haupt-
trigheitsachsen die freien Achsen des starren Korpers darstellen.
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§ 230. Die Eulerschen Gleichungen.

Die Betrachtung der Bewegung eines starren Korpers 148t eine
wesentliche Vereinfachung zu, wenn man die Bewegung auf ein
mit dem Kérper starr verbundenes Koordinatensystem
bezieht, das von den Haupttrigheitsachsen gebildet wird und
den Schwerpunkt zum Ursprung hat. Es gilt dann die Gl. 551;
es ist also, wenn das gesamte auf den Schwerpunkt bezogene Dreh-
moment der duleren Krifte mit MM und der Drehimpuls mit I be-

zeichnet werden,
du

M=-g¢-

(583)

oder nach GI. 302
d*1
t .
wenn d*1{/dt der zeitliche Differentialquotient in bezug auf das
mit dem Korper starr verbundene und daher mit ihm rotierende
Koordinatensystem ist. Andererseits folgt aus GI. 302, weil das
fuBere Produkt jedes Vektors mit sich selbst verschwindet,

d*w  dw
T 65
Nach den Gleichungen (576) wird daher
d*U dw
- dt1=J1—ti, (586)

und daher erhalten wir bei Ubertragung der Gl. 584 aus der vektori-
ellen in die analytische Schreibweise die zuerst von Fuler im
Jahre 1765 aufgestellten und nach ihm benannten Bewegungs-
gleichungen des starren Kérpers in der Form des folgenden
Gleichungstripels:

d
M, = Ji% — Wy Wy (Jy — J)

dWQ
dt

My=d, — Wy Wy (Jy — Jy) (587)

1\I3 zJa%‘-Vg'—‘V1W2 (Jl —JQ).

Bei dem Fehlen &uBerer Krifte verschwinden die linken
Seiten des Gleichungstripels. Soll dann iiberdies die Winkelge-
schwindigkeit w nach Betrag und Richtung konstant sein, so mufl
nach den Gleichungen (587) die Beziehung erfiilllt sein, daB

Wo Wy = W3 Wy =Wy Wq=10 (688)

wird; d. h. es miissen von den drei Komponenten der Winkelge-
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schwindigkeit zwei verschwinden. Dies ist aber nur dann moglich,
wenn die Rotation um eine der gewihlten Koordinatenachsen, also
um eine der Haupttrigheitsachsen erfolgt. Nur dann ist ohne
Einwirkung #&uferer Krafte eine dauernde gleichmifige Ro-
tation um eine feste Achse moglich.

Dreiundzwanzigstes Kapitel.
Spezielle Probleme der Mechanik starrer Korper. 2

§ 231. Schwerpunktsberechnungen.

Um den Schwerpunkt linienférmiger Gebilde zu berechnen,
denken wir uns etwa das Kurvenelement ds mit einer Masse m’ds
belegt. Dann wird, wenn 1 die Lange der
Kurve ist,

Sm=1nm' (689)
und
2 mx=m’'fxdl. (590)

Schwerpunktes ’
Jxdl )
1

Als Beispiel moge etwa eine Halbkreis-
linie betrachtet werden, die symmetrisch

£
§=

(591)

Y
Hieraus folgt fiir die x-Koordinate des ) X

zur x-Achse liege (Fig. 231). Hier wird Fig. 231.
x=rcos¥, l=rx, dl=rd, (592)
also +5
' 9 .3 4
s Jre0s9d9 _x f ag 2T (593)
rw r

Fir ein flichenhaftes Gebilde erhalten ¥
wir in Analogie zu Gl. 591 die Bezichungen
SxdP Jydp
____F_'-- y ]’] = —T— .
Als Beispiel fiir die Anwendung dieser For- ,
mel moge etwa ein Parabelsegment von
der in Fig. 232 wiedergegebenen (Gestalt be-
trachtet werden. Auf Grund der Parabelgleichung

y2=2px (595)

(594)

g
§=
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flnden WI1r
f X = Vga f / |
:5 d p - 3 p i ( )

Daher wird fiir das in Fig. 232 dargestellte Flichenstiick OAB der
Inhalt

F:—Q—Vﬁxg=—2—x ¥y (597
3 1 3 121y )

*wenn x; und y, die Koordinaten des Punktes B sind.

Andererseits ist

X1 L Xf 3 2 o &
fxdF:——— Xydx.—:l/Zp'/X'2 dx=~5—V2pxl'2- (598)
0 0

Indem wir diese Gleichung durch die Gl. 597 dividieven, finden wir

.3
ui..' = gxl . (599)
Der Wert von 5 ergibt sich auf Grund der Beziehung
y1 Y
Jya®=[ydy(x, —x)=4xy1 — [xy dy. (600)
Nun ist aber x gleich y2/2p, und daher wird
aP=J1_ L fyagyJi.
f)d]ﬂ"_4p 2P’fy ay=§ (601)
Andererseits ist (weil eben x gleich ist y2/2p) nach Gl. 597
_Ji.
F= b (602)
Dividieren wir die Gl. 601 durch die Gl. 602, so finden wir somit A
3
)7 = vg Y1 . (603)

Gehen wir von der Fliche zum Kérper iiber, dessen Volum-
element dV sei, so treten an die Stelle der Gleichungen (694) nun-
mehr folgende drei:

é_:fXdV , =&'§.Y ___Ide.
vV’ Vo \Y

Als Beispiel moge etwa der Schwerpunkt einer Halbkugel vom

Radius a berechnet werden, deren Basis wir mit der x-y-Ebene und

deren Zentrum wir mit dem Koordinatenursprung zusammentallen
lassen. Es ist dann

J2dV =[z(?+yymdz=[z(a2 — 2Y) w dz. (605)

(604)
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Es wird also

72 24 izz : atse
fde:{a.zw-?T—’fUZ _,-;— (606)
z2=10
Da
2
| V= F) ad (607)
ist, wird
;:_g_a. (608)

In vielen Fillen kann zur Berechnung des Schwerpunktes mit Vor-
teil ein geometrisches Theorem verwendet werden, das bereits um
das Jahr 400 n. Chr. von Pappus aufgestellt wurde, das aber ge-
wohnlich nach dem zweiten Entdecker
dieser Beziehung als Guldinsche Regel y 8
bezeichnet wird. Diese Regel stellt eine
Beziehung zwischen dem Inhalt einer A
Rotationsfliche und dem Abstand her,
den von der Rotationsachse der Schwer-
punkt der erzeugenden Kurve hat,

Ist AB die erzeugende Kurve von
der Lange 1 und erfolgt die Rotation etwa Tig, 233.
um die x-Achse, wihrend die Kurve in der
x-y-Ebene liegt (Fig. 233), so ist die Oberfliche der erzeugten
Rotationsfliche

F:Qﬂ:fydl (609)
oder, wenn 7 die y-Koordinate des Schwerpunktes der Kurve AB ist,
F=2wnl. (610)

Mittels dieser Beziehung laft sich z. B. leicht das in Gl. 593 aus-
gedriickte Resultat ableiten. Rotiert eine halbkreisférmige Linie
um den Durchmesser, so entsteht als Rotationsfliche eine Kugel-
fliche von dem Inhalt 4r2sz. Die Lénge der erzeugenden Kurve ist
rzz. Werden diese Werte fiir F und 1 in die Gl. 610 eingesetzt, so erglbt
sich in der Tat fiir 4 der Wert 2r/m.

Denken wir uns statt einer Kurve ein Stiick der x-y-Ebene vom
Inhalt J um die x-Achse rotierend, so entsteht ein Korper, dessen
Volumen mit der Koordinate 5 des Schwerpunkts des rotierenden
Flichengebildes durch die Beziehung verkniipft ist

V—=2x1pJ. (611)

Als Beispiel fiir die Anwendung dieser Beziehung kénnen wir
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etwa den Schwerpunkt einer Halbkreisfliche ermitteln (wohl zu
unterscheiden von dem Schwerpunkt einer Halbkreislinie). Durch
die Umdrehung der Halbkreisflaiche um ihren Durchmesser ent-
steht eine Kugel vom Volumen £ r3 7. Setzen wir dies in die Gl. 611
ein, und fiir J den Wert % r2 7, so finden wir

L. (612)

§ 232. Die Berechnung von Triigheitsmomenten.

Als erstes Beispiel fiir die Berechnung eines Trigheitsmomen-
tes werde ein rechtwinkliges Parallelepiped mit den Kanten-
lingen a, b, ¢ betrachtet; ¢ sei die Massendichte des homogenen
Korpers. Ein Koordinatensystem werde so gelegt, daB sein Utr-
sprung mit dem Schwerpunkt zusammenfalle und seine Achsen
den drei Kanten parallel seien. Wir finden dann z. B. fiir das Trig-
heitsmoment um die x-Achse

Jo=3miyz+)=¢ [ [ [(2+s9dxdyds

=ga.(fy2dyfdz+fz2dz dy)=9a]339—1-%—@

oder endlich, da ja a b ¢ das Volumen und das Produkt aus diesem
und ¢ die Gesamtmasse m darstellt, in Ubereinstimmung mit Gl. 168:

(613)

b2t
Jx=m =13
c? - a2
Jyy—'_"—nl 1—2 (614)
_ar4-b?
Ju=m =75

Als zweites Beispiel moge ein Kreiszylinder betrachtet werden
und zunichst sein Tragheitsmoment um seine Achse ermittelt
werden. Die Héhe des Zylinders sei h, der Radius der Basis sei a;
die Massendichte sei wieder o. Wir betrachten zunichst zwei koaxiale
Zylinderflichen von den Radien r und r -}- dr; das von diesen be-
grenzte Volumen ist 2rmhdr, und dessen Masse somit 279 rh dr.
Multiplizieren wir mit r2 und integrieren wir dann von r = 0 bis
r = a, so finden wir
a?

i (615)

J=2m¢h [rdr—2meh
[
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oder da die Gesamtmasse
m=alxhg (616)
ist,
J=1{4ma?. (617)
Um auch das Trigheitsmoment eines Zylinders um eine durch
den Schwerpunkt gehende und zu der eigentlichen Achse senk-
rechte Achse zu finden, berechnen wir zunichst das Tragheits-
moment einer Kreisscheibe von der sehr kleinen Héhe ¢ um einen
Durchmesser der Scheibe. Indem wir Polarkoordinaten r und ¢
einfithren, wird ein Volumelement
dV=crdrdeg. (618;
Der Abstand dieses Elementes von dem Durchmesser ist r sin ¢,
und daher wird der Antei] dieses Volumelementes an dem Trigheits-
moment gcr3sin2pdrdeg. Bezeichnen wir das Trigheitsmoment der
Kreisscheibe uni den Durchmesser mit J”’, so wird also

a 27z
J'=gcfridr [sin2pdp. (619)
b i
Nun ist aber nach einer bekannten Formel

fSinz(;)d(p:——;—Sin(pCOS(p—l—ﬂ, (620)

und daher wird
1

J" = Qc%n (621)
oder, wenn wir die Masse der Scheibe mit m’’ bezeichnen,
» _ ma2
F=2F. (622)

Gehen wir nun von der Scheibe zu dem Zylinder {iber, dessen
Trigheitsmoment senkrecht zur eigentlichen Achse berechnet werden
soll, so sei dJ’ der Anteil, den zu dem Trigheitsmoment J’ eine
Scheibe beitrage, die von z bis z 4 dz reiche, wenn wir die Zylinder-
achse zur z-Achse machen und den Schwerpunkt zum Ursprung
des Koordinatensystems. Es ist dann nach dem SteinerschenSatz

4 =dm - 4 dm - 22, (623)
wobel
dm =ga?rdz (624)
ist. Daher ist

) :
J’———m%—i—ga?n z2dz, (625)

2
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also
2 3
J=m% F R “h (626)
oder .
, a2 h?

(vel. G1. 172).

Um das Tragheitsmoment einer Kugel um eine durch den
Mittelpunkt gehende Achse zu berechnen, betrachten wir zunsichst
eine Kugelschale, die von zwei konzentrischen Kugelflichen mit den
Radien r und r 4 dr begrenzt werde. Das Trigheitsmoment der
Kugelschale werde J’ genannt; dann ist wegen der allseitigen Sym.-
metrie '

J=2m(y?+2y)= S ma4-xY= Ym(x2+y?). (628
Da aber

X2 y24-zl=1? (629)
ist, s0 wird
37 =23 mri=2rm’, (630)
wenn
m' =4r2pmwdr (631)

die Masse der Kugelschale ist. Hieraus folgt fiir das Tragheits-
moment der ganzen Kugel, deren Radius a und deren Masse m seien,

T=3 g p / ' (632)
oder, da
m= -;E— ad7w (633)
ist,
2 2
J= Bt (634)

(vgl. GL 173). |
§ 283. Die Eulerschen Winkel.

Den Eulerschen Bewegungsgleichungen des starren Korpers liegt
die Benutzung eines selbst bewegten Koordinatensystems zugrunde,
das mit dem starren Korper fest verbunden ist. Um nun die Bewe-
gung des starren Koérpers naher beschreiben zu konnen, ist es not-
wendig, die jeweilige Lage des bewegten Koordinatensystems in
bezug auf ein im Raume festes angeben zu konnen. Dies ge-
schieht, wie zuerst Euler zeigte, am einfachsten durch die Angabe
dreier Winkel, die man die Eulerschen Winkel nennt.
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Das im Raume feste Koordinatensystem werde als das x-y-z-
System bezeichnet, das mit dem Korper starr verbundene als das
§-y-L-System. Beide Systeme mogen denselben Ursprung haben.
Die x-y- und §-y-Ebene gchneiden einander in einer Linie, die als
die Knotenlinie bezeichnet wird und die natiirlich sowohl auf der
z-Achse als auch auf der [-Achse senkrecht steht (Fig. 234). Die
positive Richtung der Knotenlinie sei dabei durch die Forderung
festgelegt, dafl, von ihrer Spitze aus gesehen, die Drehung, die auf
kiirzestem Wege die z-Achse in die {-Achse iiberfilhrt, dem Uhrzeiger
entgegengesetzt erscheint. Wir bezeichnen nun mit ¢ den Winkel
von der x-Achse zur Knotenlinie, mit 1 den Winkel von der Knoten-
linie zur £-Achse und mit 9 den Winkel von der z-Achse zur {-Achse.

Die Bedeutung dieser drei Eulerschen Winkel erkennen wir,
indem wir jeweils die zwei an-
deren Winkel als konstant an-
sehen. Sind ¢ und ¢ konstant
und #ndert sich nur der Winkel
Y, so wird dadurch einé Dre-
hung des Korpers um die mit
ihm starr verbundene [-Achse
- dargestellt; der Winkel y wird
darum der Eigendrehungs-
winkel genannt. Sind v und
+ konstant und &ndert sich nur
der Winkel ¢, so beschreibt,
wahrend sich die Knotenlinie A
in der x-y-Ebene dreht, die Tig, 234,
£-Achse um die im Raume feste
z-Achse die Mantelfliche eines Kegels. Eine derartige Be-
wegung wird, wenn die Achse eine freje Rotationsachse ist, als
Prizession bezeichnet, und darum wird der Winkel ¢ der Pri-
zessionswinkel genannt. Sind endlich ¢ und vy konstant und
andert sich nur der Winkel , so dndern dabei lediglich die {-Achse
und infolgedessen die &-n-Ebene ihre Lage im Raum; eine derartige
Lageniéinderung einer freien Rotationsachse wird als Nutation oder
Pendelung bezeichnet und darum der Winkel 0 auch der Nuta-
tionswinkel genannt. ‘

Wir betrachten nun die (in Fig. 234 schraffierte) &--Ebene und
konstrujeren in ihr aufler der §- und n-Achse und der Knotenlinie
OU iberdies noch eine zu dieser normale Achse OV. Eine ganz be-
liebige elementare Drehung, die in einem Zeitelement dt der Korper
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ausfithrt, kann aber stets in drei Drehungen um drei zueinander
senkrechte Achsen zerlegt werden. Als solche wahlen wir die Achsen
OU, OV und die {-Achse. Die Winkelgeschwindigkeiten um diese drei
Achsen mogen mit u, v, w bezeichnet werden. Wir fragen nun danach,
welche Anderungen durch jene elementare, derart in drei Partial-
drehungen auflosbare Drehung die drei Eulerschen Winkel erfahren.
Sehr einfach liegen die Verhiltnisse bei den Drehungen um die
{-Achse und um die Knotenlinie. Bei der Drehung um die £-Achse
bleiben die Winkel ¢ und & ungeiindert, und es &ndert sich nur
der Eigendrehungswinkel ¢ um den Betrag 4-wdt. Bei der Drehung
um die Knotenlinie bleiben wiederum die Winkel ungeéndert, die
die Lage der Knotenlinie im Raume bestimmen, namlich die Winkel
o und ; es dndert sich nur der
Winkel-%, und zwar in positivem
Sinne um den Betrag udt (denn
von der Spitze der Knotenlinie
erscheint ja eine Zunahme von
& als eine dem Uhrzeiger ent-
gegengesetzte Drehung).
Komplizierter ist die Dre-
hung um die Achse OV. Wir
konstruieren in der &-n-Ebene
einen Kreis mit der Langenein-
heit als Halbmesser; erschneide,
wie wir der Einfachheit halber
Fig. 235, annehmen wollen, die Knoten-
) linie und die dazu senkrechte
Achse in den Punkten U und V. Wenn sich nun um die Achse OV
die (in Fig. 234 schraffierte) £--Tbene dreht, so wird nach dem Zeit-
element dt der Punkt U an die Stelle U’ gelangt sein. Die neue
Knotenlinie sei jetzt OU"”. Bei Vernachlissigung von Grofien, die
Klein von der zweiten Ordnung sind, kann das Dreieck UU'U" als
eben angesehen werden (Fig. 235). Es hat bei U’ einen rechten Winkel.
Der Winkel bei U ist ebenso grof wie derjenige, den die $-y-Ebene
mit der z-Achse einschliefft, also gleich 90° — &; der Winkel bei
U” ist also gleich %, und demnach gelten die Beziehungen
. U0, yew_ OU
[8AY) = ns UU =t (635)
Nun ist aber UU’ gleich v.dt, und andererseits stellt UU" die Ver-
mehrung des Winkels ¢, U'U” die Verminderung des Winkels 2
dar, soweit diese beiden Winkelinderungen durch die Partialdrehung
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um die Achse OV bewirkt werden. Die Anderungen, die durch diese
Partialdrehung die beiden Winkel erfahren, sind also bei ¢ gleich
vdt/sin -?, und bei ¥ gleich — vdtjtg J.

Es wurde nun bereits frither abgeleitet, dafl durch die Drehung
um die Knotenlinie der Winkel ¢, hingegen durch die Drehung
um die L-Achse der Winkel ¢ gedindert wird. Fiir die gesamten
Anderungen, die durch eine elementare Drehung die drei Eulerschen
Winkel erfahren, gelten also die Beziehungen

dg v dy v d3
E%"“——m, —d—t—'—"W——E{;, —a?‘—:u (636)
Indem wir diese (Hleichungen nach u, v, w auflosen, erhalten
wir die Beziehungen:

u= 49
dt

V== E(£'sin Ny (637)
dt
dy deo

XV=E+H cos.

§ 234. Die Bewegungsgleichungen des schweren symme-
trischen Kreisels.

Die zuletzt abgeleiteten Beziehungen konnen dazu dienen, um
aus den Eulerschen Bewegungsgleichungen des starren Korpers
die wichtigsten GesetzmiaBigkeiten der Kreiselbewegung abzu-
leiten. Doch mége im folgenden nur ein symme-
trischer Kreisel betrachtet werden, der sich rasch ¢ 7\
um seine Symmetrieachse drehe und auf den keine
anderen #duBeren Krifte als seine eigene Schwere
wirken. In der Symmetrieachse ist natiirlich anch der
Schwerpunkt des Kreisels enthalten, und ohne wei-
teres ist es auch klar, daB die Symmetrieachse eine

hy
Hauptirigheitsachse darstellt, wihrend die beiden
anderen Haupttragheitsachsen beliebig in einer senlk- ‘Z:
recht zu der Symmetrieachse gelegten Ebene ervichtet mg

werden konnen und zwei untereinander gleiche

Haupttrigheitsmomente ergeben. ,
Der Unterstiitzungspunkt des Kreisels werde als  Pig. 236.

Koordinatenursprung, die durch den Ursprung gehende

Vertikale als z-Achse, und die Symmetrieachse als {-Achse gewihlt.

An dem Kreisel greift nur die Schwerkraft an, und zwar im Schwer-

punkt S (Fig. 236). Da in der von der z-Achse und der [-Achse



336 Spezielle Probleme der Mechanik starrer Korper.

gebildeten Ebene der Unterstiitzungspunks, der Schwerpunkt und
die Richtung der Schwerkraft enthalten sind, so muf der Vektor 3t
des Drehmoments sowohl auf der z-Achse als auch auf der {-Achse
senkrecht stehen (denn 9t ist das Drehmoment der Schwerkraft in
bezug auf den Unterstiitzungspunkt). HEs muf also
M,=M: =0 (638)

sein. Hieraus ergeben sich sogleich zwei Integrale der Be-
wegungsgleichungen des Kreisels. Da nimlich der Vektor
M gleich ist d11/dt (vgl. Gl 551), so mufl wegen des Verschwindens
von M,

' U, == const. (639)
sein. :

Andererseits ist, wenn wir die Symmetrieachse etwa zu der dritten
Haupttrigheitsachse machen,

J 9 = J 1 (640)
M; wird gleich M., verschwindet also gemafl Gl. 638, und aus der
dritten der Eulerschen Bewegungsgleichungen (Gl 587) folgt so-
mit, daf dann auch dwg/dt Null wird, also ‘
wy == const. (641)
ist, womit ein zweites Integral gewonnen ist.

Ein drittes Integral liefert in dem von uns betrachteten
Spezialfall der Satz von der Erhaltung der Energie, also von der
Konstanz der Summe aus lebendiger Kraft und potentieller Energie.
Nun folgt fiic die lebendige Kraft I, die ja gleich ist dem halben
Produkt aus dem Trigheitsmoment um die Drehachse und dem
Quadrat der Winkelgeschwindigkeit, wofern wir die Regel fiir das
innere Produkt anwenden, aus Gl. 568 die Beziehung

2L :Ui Wy °}" UQ Wy + U3W3 » (642)
oder nach Gl. 576
2L=w2J, +w3J,+wiJ,. (643)

Wir wollen nun etwa das Trigheitsmoment um die Symmetrie-
achse mit C und die beiden anderen, untereinander gleichen Haupt-
trigheitsmomente mit A bezeichnen. Dann wird also

2L = A (v} -+ w2) 4 Cw2. (644)

"Da an dem Kreisel die Kraft mg angreift (wenn m die Masse des

Kreisels ist) und zwar in dem Schwerpunkte, dessen Koordinate z
sei, so ist die potentielle Energie’

V=mgz. (645)

Auf Grund der Gleichungen 641, 644 und 645 ergibt also das
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Energieprinzip als drittes Integral der Bewegungsgleichungen des
Kreisels die Beziehung '

A(w} + w2) + 2mgz = const. (646)
~ Unsere weitere Aufgabe besteht nun darin, in den Gleichungen,
die die drei Integrale darstellen, also in den Gleichungen 639, 641
und 646 die Verinderlichen durch die Eulerschen Winkel zu er-
setzen. Wir setzen zur Abkiirzung

cos (z, §=n, cos (z, 7]) = Y2, cos (z, )= Vs (64’7)
Dann ist
- cos (I1,2) = cos (11, 8) 74 + cos (U, 1) ya + cos (1, 5) (648)

oder, wenn wir mit dem Betrage des Vektors U multiplizieren und
beachten, daB die &-, - und {-Achse mit den drei Haupttragheits-
achsen zusammenfallen,
U,=TUiy1 + Uspa + Usys. (649)
Nun ist aber, wie schon erwihnt, U, gleich J;w; usw. Bezeichnen
wir also wieder die Haupttrigheitsmomente des Kreisels mit A, A,
3, so wird
Uz =A(wipr + wWaya)+ Cwyyps. (650)
Was die drei Richtungskosinus y,, ¥, 3 betrifft, so erkennt man
zunichst ohne weiteres, dal
3 == C0S 2 (651)
ist. Um auch den Klammerausdruck der Gl 650 durch die Buler-
schen Winkel ausdriicken zu kénnen, fragen wir nach der Gleichung
der Knotenlinie. Da diese sowohl der x-y- als auch der &-y-Ebene
angehort, so ist fiir sie

7 ="_=0, (652)
Andererseits ist (in Analogie zu Gl. 648)
z=5y + 1+ Ly, (653)
und somit lautet die Gleichung der Xnotenlinie (wegen Gl. 652)
! 71
_——t= 654
§ 1 (604

Nun schlieit die Knotenlinie mit der & Achse den Winkel ¥ ein,
der in der Richtung von der §-Achse zur Knotenlinie negativ zu
rechnen ist, und daher ist fiir einen Punkt der Knotenlinie
—n=E5tgy, - (655)
und somit .
no_ tg . (656)

72
Mandbuch der Experimentalphysik. Haas, 29
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Hieraus folgt
cos w = (657)

V1+( ¥

sin Y = cos Y - —3:—1 (658)
2

und

Da die Summe der Quadrate von 9y, ys, 73 Hins ergeben muB, ist
aber nach Gl. 651

Vy? 4y =sin . (659)
Daher wird :
" T ¢ W
cos Y ===y, sin i = == (660)
hierans folgt : '
Wi 94 - Waya = sind (wy sin - Wy cos ). (661)

Der Klammerausdruck dieser Gleichung bedeutet aber, wie chne
weiteres aus der fritheren Fig. 234 folgt, nichts anderes als die friiher
mit v bezeichnete Winkelgeschwindigkeit um die Achse OV. Nach
der zweiten der Gleichungen (637) wird also

Wi Y1+ Woye=(psin? J. (662)

Diesen Ausdruck setzen wir nun in die Gl 650 ein; in dieser haben

wir ferner w, durch die Winkelgeschwindigkeit w um dic Symmetrie-

achse (die (-Achse) zu ersetzen, so dafi wir (bei Benutzung der

Gl 651 und der Gl 639) als Ausdruck des ersten Integrals dic Be-
ziehung erhalten:

A ¢sin?9 + Cwcos 9 = const. (663)

Das zweite Integral der Bewegungsgleichungen des Kreisels
(Gl. 641) nimmt in Eulerschen Koordinaten gemif der letzten der
Glelchungen (637) die Form an

Y - ¢ cos & = const. (664)

Um schliefllich auch die das dritte Integral darstellende Gl 646
in den Iulerschen Verinderlichen auszudriicken, beachten wir
zunichst, dall ganz allgemein

u?4-v: L w?=w} 4 wi 4 w} (665)
sein muB; denn sowohl die rechte als auch die linke Seite dieser
Gleichung stellt das Quadrat des Betrages der tatséichlichen Winlkel-
geschwindiglkeit dar, die eben auf zwei verschiedene Arten in Kom-
ponenten zerlegt wird. Da wir das mit dem rotierenden Korper
starr verbundene Koordinatensystem so legten, dafl die Symmetrie-
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achse zur £-Achse, also w gleich w; wurde, wird nach den Gleichungen
(637)

W2 Wi =92 ¢p2sin? 9. (666)
Endlich bezeichnen wir noch mit & den Abstand des Schwerpunktes
des Kreisels vom Unterstiitzungspunkt, so dall

Z ==8a.¢0s J (667)
ist {vgl. Fig. 236). — Dann nimmt die Gl. 646 die Form an
A (§2 4 2 sin? ) 4~ 2mga cos & = const . (668)

Es handelt sich- nun schlieBlich noch darum, in den drei, die
Integrale der Bewegungsgleichungen in Eulerschen Koordinaten
darstellenden Gleichungen (663), (664) und (668) die Konstanten
zu ermitteln. Wir wollen annehmen, dafl am Anfang, also zur Zeit
t = 0, der Kreigel nur um seine Symmetrieachse mit der (nach
Gl. 641 konstanten) Winkelgeschwindigkeit w rotiere, und daBl am
Anfang die Symmetrieachse mit der Vertikalen einen Winkel &,
einschlieBe. . s ist also fiir

t=0: §==5=0, 9=23. (669)
Da die linken Seiten der Gleichungen (663), (664) und (668) zu jeder

beliebigen Zeit denselben Wert haben miissen wie zur Zeit t = 0, er-
geben sich somit die drei Gleichungen:

A psin2 = Cw(cos &) — cosJ), (670)
Y+ gpeosd=w, (671)
A (92 4 (2 sin? 9) =2mga (cos I — c08 I). (672)

§ 285. Die Nutation.

Aus den Bewegungsgleichungen des schweren symmetrischen
Kreisels konnen wir zuniichst eine weitere ableiten, die nur den
Nutationswinkel 9 und seinen zeitlichen Differentialquotienten
enthilt. Indem wir nimlich die Gl. 670 nach ¢ auflosen und den
so erhaltenen Wert in die Gl 672 einsetzen, finden wir

. 2 w2 . 427
A [{)-2 + Ciw (Cl(f?zi(;ﬁ 0008 9) ]: 2mga (cos 9y — cosI) (673)

oder

42 (674)

__ €089 — cos [nga, _ O2w2(cos 9y — cos.?-)] _
A Asin?y
~ Diese Gleichung mége fiir den speziellen Fall diskutiert werden,
daB die konstante Winkelgeschwindigkeit um die Symmetrie-
achse so grof sei, daB
mgal

w2 > — (675)
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ist. Wir setzen nun zur Abkiirzung

o — l.'}(, == 19’ ; (676)
dabei ist nach Gl 672 % stets positiv, weil ja die linke Seite der
Gl. 672 positiv sein muB und daher stets &, kleiner als & ist. In-
folgedessen muB, da die linke Seite der Gl. 674 unbedingt positiv
ist, auch der Klammerausdruck in Gl 674 positiv sein. Es ist also

C2w2(cos Hy — cos )

ga; 677
A sin? <2mga (677)
hieraus folgt in Verbindung mit der Ungleichung (676) ‘
cosdy—cos I €l, (678)
und somit auch
& <1 (679)

Nun ist aber nach einer bekannten goniometrischen Beziehung

cos Jg — cos F = 2sin o g_ I sin 2o ; i (680)

oder nach den Formeln (676) und (679)
€05 Py — 605+ = 9 sin I, (681)

Setzen wir dies in die Gl. 674 ein, so finden wir (da wir nach
Formel 679 sin <% durch sin &, ersetzen konnen)

. 9 8in-& C2w2y’
el LA
& N (2m.a .AMD#J (682)
Wegen der Konstanz von &, ist aber nach Gl. 676
s 4y
Setzen wir zur Abkiirzung
2mgasin &
und
C2w2 .
T =E y (680)
wobei also D und E als Konstanten anzusehen sind, so wird daher
d9’ —
Pt YD§ —E97, (686)
also
(687)

t__1J' a9
T VE VD -
g% — 9"
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Nun ist aber nach einer bekannten Formel der Integralrechnung
fiir eine beliebige Variable

j . SRS (3’55— 1). (688)
/ax — x? \a
Es wird also

f= VLE arc sig (-QD—E G — 1) . (689)

Setzen wir fir D und E die Werte aus den Gleichungen (684) und
(685) ein, so finden wir somit
( C2w2 g

A .
t = x—arc s | —————— —
mga A sin Y

Cw

Da fiir t = 0 auch % verschwinden muf}, kénnen wir die additive
Integrationskonstante beseitigen, indem wir statt der Funktion
arc sin (—z) die von ihr nur um eine additive Konstante verschiedene
Funktion arc cos z einfithren. Es wird also

1) - const. (690)

Cw2 Cwt
_mgaA sindy ¢ ( A ) ' (691)
Wir benutzen nun die bekannte goniometrische Identitit
1 — cos « = 2sin? ( g ) (692)
und finden so
o 2mgaAsind, . (Cwt
& = Cagz Sl (QA)' (693)

‘Da der Neigungswinkel der Kreiselachse gleich ist &y &,
so erkennen wir aus Gl 693, dal dieser Neigungswinkel periodisch
zwischen seinem urspriinglichen Werte und einem bei rascher Ro-
tation nur etwas groflerem schwankt. Die Periode der Schwan-
kung wachst mit der Umdrehungsgeschwindigkeit und héngt im
iibrigen von den beiden Haupttrigheitsmomenten des Kreisels ab.
Die Grofle der Schwankung erweist sich wiederum umgekehrt pro-
portional dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit.

§ 286. Die Priizession.

Der Prizessionswinkel kann als Funktion der Zeit aus der
G1. 670 berechnet werden. Nach dieser Gleichung (und Gl. 681) ist
nimlich

dp Cwdsindy

dt T Asnzd

oder nach Gl 693, woferne wir wieder sin & durch sin ¢ ersetzen,
%(é—) = Zmga ]él‘ia sin? (%g) . (695)

(694)
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Zur Integration dieser Gleichung benutzen wir die bekannte
Formel

/‘sin%:dx_—_: +%sin 2x) 4+ —}21 (696)

Es wird somit ‘
__2mga g_é[ 1 .n(th) Cwt

oder
~__mga A . (Cwt
P="w [t—Ow sin (—*A )]+¢o~ (698)

Die durch die Kreiselachse gelegte Vertikalebene dreht sich
also stindig, und zwar ist, wie Gl 695 zeigt, die Winkelgeschwindig-
keit dieser Drehung wiederum eine periodische Funktion der Zeit.
Die Periode ist um so grofer, je rascher die Umdrehung des Kreisels
erfolgt, und héngt im tibrigen von den beiden Haupttrigheits-
momenten des Kreisels ab. Je rascher der Kreisel rotiert, um so
langsamer erfolgt iibrigens nach G1. 695 die Prizession des Kreisels.
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Mit dem Nachweis der allgemeinen Massenanziehung und mit der Bestim-
mung der Gravitationskonstanten befassen sich die Arbeiten (9), (14), (15), (16)
(17). In den Arbeiten (2) wird mit negativem Ergebnis ein EinfluB relativer Be-
wegungen suf Gravitationswirkungen experimentell gesucht.

Die Konstanz des Verhaltnisses zwischen triger und schwerer Masse wird in
den Arbeiten (1), (3), (4), (19); (20), (21), (22), (28), (25), (27) untersucht. (3),
(4), (25) berichten allgemein iiber die Eotvés’sche Methode und ihre Ergebnisse;
(1), (22) priifen das Proportionalititsgesetz auf astronomischem Wege; eine von
Brush neuerlich in (27) behauptete Abhéingigkeit des Verhiltnisses vom chemi-
schen Charakter wird in (20) und (21) als nicht recll erwiesen. Ebenso wird ein
Resultat Shaws, der eine Abhéingigkeit von der Temperatur gefunden zu haben
glaubte, in den Arbeiten (19) und (23) berichtigt.

Majorana stellt die Hypothese einer Absorption der Gravitation durch die
Materie auf und versucht diese Hypothese experimentell zu verifizieren. Erund
seine Schiiler diskutieren die theoretischen Tolgerungen in (), (6}, (7), (8), (10),
(12), (18). Russell sucht nachzuweisen, daB Majoranas Hypothesc mit der Rela-
tivititstheorie unvereinbar sei (11). Dem widerspricht Eddington (18), der
andererseits aber zeigt, daB im Falle der Giiltigkeit dieser Hypothese ein Per-
petuum mobile moglich wire.

II. Schwerefeld der Erde.

a) Messung der Fallbeschleunigung.
28. Messerschmitt, Joh. Bapt.: Die Schwerebestimmung an der Erdober-
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29. Koch, K. R.: Relative Schweremessungen. Stuttgart 1909.
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Mit den Methoden und Mitteln zur Absolutbestimmung der Fallbeschleuni-
gung beschiftigen sich die Arbeiten (32), (37), (40), (47), (50). In den Arbeiten
(40) und (50) werden hierzu direkte Messungen von Fallzeiten benutzt. (32) und
(47) befassen sich theoretisch mit speziellen Problemen des Reversionspendels,
wahbrend in der Arbeit (37) ein Reversionspendel mit einer Schneide und zwei
verschiebbaren Massen diskutiert wird. Die Arbeit (41) entwickelt die Theorie
des gewdhnlichen Pendels unter Beriicksichtigung der Schwereiinderungen, der
Form und Bewegung des Geoids. Mit dem von Stérungen befreiten Verlauf der
Schwerkraft auf dem Geoid beschaftigt sich (38).

Die Arbeiten (33), (44), (45) geben neue Methoden zur relativen Schwere-
mesgung -an; bei der in Arbeit (45) beschriebenen Methode wird die Torsions-
elastizitit eines Stahldrahtes verwendet, bei (44) und (33) die Spannkraft der
Gase, und zwar bei (33) unter Benutzung eines Cartesianischen Tauchers. —
Eine groBere Anzahl von Arbeiten beschéftigt sich mit der Anwendung der E&t-
vog’schen Drehwage auf geophysikalische Messungen und mit den technischen.
Einzelheiten dieser Methode, insbesondere mit der photographischen Registrie-
rung: (42), (43), (48), (49), (51), (52), (53). Im Referat (36) wird ein Beispiel fiir
die praktische Anwendung der Lotstérungsmessungen besprochen.

Die periodischen Schwankungen der Schwere werden in den Arbeiten (31),
(34), (35) und (486) erortert. In (31) wird die friither vom Verfasser ausgesprochene
Vermutung, daf aus den Schwankungen der Schwere auf eine Absorption der
Gravitation im Erdinnern geschlossen werden koénne, als unzutreffend nachge-
wiesen. In (34) wird die praktische Anwendung der in (35) entwickelten Theorie
der Lotschwankungen gezeigt. Die Arbeit (48) weist darauf hin, daB es Lot-
schwankungen geben miisse, die einem im nichsten Abschnitt erwibnten Iffekt
(s. Arbeit 89) zuzuschreiben sind; zu ihrem Nachweis miiiten besondere Beob-
achtungen angestellt werden.,

b) Mechanische Folgen der Erdrotation..

54. Denizot, Alfred: Das Foucaultsche Pendel und die Theoric der relativen
Bewegung. Leipzig-Berlin, B. G. Teubner. 1913.

55. Esclangon, Ernest: Sur I'entrainement du Support dans les observations
du pendule. C. R. 156, 1005—1008. 1913.
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752. 1919.

60. Longden, A. C.: On the Irregularities of Motion of the Foucault Pendulum.
Phys. Rev. (2) 18, 241258, 1919,
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Phys. Rev. (2) 14, 352—366. 1919.

63. Lambert, Walter D.: Some Mechanical Curiositics Connected with the
Earth Field of Force. Sill. Journ. (5) 2, 129—158. 1921. Nr. 9.

84. Keutel, F.: Der Foucaultsche Pendelversuch im Unterricht. Zeitschr. f.
phys. Unterr. 34, 1568—161. 1921.
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In (54) gibt Denizot gleichzeitig mit einer Polemik gegen die iibliche Auf-
fassung eine ausfithrliche Theorie des Foucaultschen Pendels sowie der dstlichen
und stidlichen Fallabweichungen. Die vom Verfasser entwickelte Theorie der
Relativhewegung materieller Punkte wird auf Massensysteme erweitert und aufier
auf das Foucaultsche Pendel auch auf das Foucaultsche Gyroscop angewendet:
(56), (61). Tine andere Darstellung dieser Verhaltnisse gibt die Arbeit (60), die
in zweiter Naherung eine bereits von mehreren Experimentatoren empirisch ge-
fundene Formel fiir die UnregelmiBigkeiten des Foucaultschen Pendels liefert.
Mit der experimentellen Ansfiihrung des Foueaultschen Versuches, besonders mit
" Verkleinerung der erforderlichen Pendeldimensionen, bescha,ftlgen sich die Ar-
beiten (55), (60), (64).

Den Nachweis der durch die Erdrotation verursnch‘uen Abweichung bei der
Fallbewegung behandeln die Arbeiten (62), (85), (66), und zwar (62) fiir den
freien Fall, (66) fiir den mittels Fallmaschine verlangsamten Fall, und (65) fiir
die Bewegung auf einer schiefen Ebene.

ITI. Kreiselphiinomene.
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71. Milnor, J. W.: A General Problem in Gyrostatic Action. Phys. Rev. 35,
477—483. 1912.

72. Foppl, L.: Rotierendes Ei auf horizontaler Unterlage. Habilitationsschr,
Wiirzburg., Gottingen 1914.
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78. Grammel, R.: Der Kreisel, seine Theorie und seine Anwendungen. Braun-
schwelg 1020,

79. Martienssen, O.: Ein neuer KreiselkompaB. Zeitschr. f. Instrum.-Kunde.
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83. — Der Kreisel als Richtungsweiser. Zeitschr. f. Geophys. 1, 59—65. 1924.
Nr. 1/2.

Eine sebr vollstindige und einfache Darstellung des (ebietes gibt das Buch
von Grammel (78). Inden Arbeiten (80) wird die Theorie kurz zusammengefa (3t
und inshesondere auch die Theorie der Selbsteinstellung rotierender Wellen ent-
wickelt, die im besonderen in der Arbeit (76) behandelt wird. — Anordnungen
zur experimentellen Untersuchung und zur Demonstration der Kreizelphino-
mene werden in den Arbeiten (67), (68), (71), (73) und (77) beschriecben. TUm-
fassender sind die in (67) und (73) angegebenen Versuche, wihrend die iibrigen
sich mit besonderen Erscheinungen befassen.

Ein Problem, das bei der Verwendung des Kreisels zur Steuerung von Tor-
pedos auftritt, wird in der Arbeit (69) behandelt und in (70) und (71) schrittweise
verallgemeinert. Mit dem KreiselkompaB befassen sich die Arbeiten (74) zu-

" sammenfassend, ferner (75), (79), (82), (83). (75) gibt eine einfache Ableitung der
Richtkraft eines Kreisels; die folgenden drei Arbeiten erdrtern den Schlingerfehler
und seine Beseitigung durch den DreikreiselkompaB.

IV. Reibung fester Kirper.

84. FleiB, Cristof: Untersuchung iiber die Reibung beim Schreiben in RubB.
Phys. Zeitschr. 12, 301—398. 1911.

85. Field, Peter: On the Motion of a Dise with Three Supports on a Rough
Plane. Phys. Rev. 385, 177—184. 1912.

86. Lechner, Alfred:/Theorie der Rollreibung. Wien. Anz. 448. 1913. Wien.
Ber. 122 [2a], 2069—2098. 1913. ‘

87. Wellstein, Julius: Zur Theorie der Reibung starrer Korper. Zeitschr. f.
Math. u. Phys. 61, 337—367. 1913.

88. Pfeifter, F.: Uber ebene Gleit- und Rollbewegung starrer Korper. Zeitschr.
f. Math. u. Phys. 62, 113—148. 1913.

89. Lechner, A.: Experimentelle Ermittlung der Rollreibungsziffer. Zeitschr.
f. Instrum.-Kunde. 88, 145—150. 1918.

90. Andrade, Jules: La pesée d'un frottement pendant le glissement relatif
des deux solides en contact. C.R. 169, 638—639. 1919,

91. — Mésure photiographique de la résistance au roulement. C. R. 170, 225 bis
226. 1920.

92. — Les frottements et Pisochronisme. C. R. 171, 664. 1920.

93. — Sur les déterminations optiques des résistances de roulement d’un plan
rouleur. C.R. 172, 798799, 1921.
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94. Andrade, Jules: Les résistances de roulement et la méthode optique du
miroir. C. R. 172, 1466—1467. 1921.

95. Delassus, Et.: Sur une conséquence des lois du frottemnnt. C. R. 127,
1335—1337. 1921.

96. Fuchs, Sigmund: Zur Theorie des Gleit- und Rollwiderstandes fester Kor-
per. I. Gleitende Reibung; I1. Rollende Reibung. Phys. Zeitschr. 22, 213
bis 218. 1921.

97. Sachs, G.: Versuche iiber Reibung fester Korper. Zeitschr. . angewandte
Math. u. Mech. 4, 1—32. 1914.

98. — TEinige Gesichtspunkte fiir die Konstruktlon von Reibungstrieben. Ver-
suche zur Reibung fester Korper. Maschinenbau 3, 168—175. 1924. Nr. 7.

99, Wavre, R.: Sur le mouvement de denx sphéres concentriques & propos d'une
hypothése géologique. Arch. se. phys. et nat. (5) 7, 133—145. 1925.

Von der Theorie der Reibung fester Kérper und meist anch von jhrem Ver-
gleich mit den Versuchsergebnissen handeln die Arbeiten (85), (86), (87), (88),
(95), (96). In (96) wird von einem bhesonderen Gesichtspunkt aus die Theorie
der gleitenden und der rollenden Reibung allgemein besprochen. Die Arbeit (86)
gibt eine Theorie der rollenden Reibung auf elastizitdtstheoretischer Grundlage.
In (85) und (88) werden besondere Fille unter der Voraussetzung der Giiltigkeit
des Coulombschen Reibungsgesetzes behandelt, und zwar in (85) das im Titel
der Arheit angegebene Problem, in (88) die Bewegung einer Kreisscheibe auf einer
komplanaren starren Kurve. In der Arbeit (87) wird eine von Mises vorgeschla-
gene Abinderung des Coulombschen Gesetzes als allgemein brauchbar nachge-
wiesen. In (95) wird gezeigt, daB dieses Gesetz in einem besonderen Fall zu einem
inneren Mangel der Theorie (Zweideutigkeit) fiihrt.

Mit der experimentellen Untersuchung der Reibung befassen sich die Arbei-
ten (89), (90), (91), (92), (93), (94), (97). (89) ist eine Erginzung zu Lechners
theoretischen Arbeiten. Zur Messung der rollenden Reibung werden in (%0) und
(91) zwei neue Methoden angegeben, die in (92), (93), (94) verbessert werden.
Eine wichtige technische Anwendung erdrtert die Arbeit (98). In (84) wird die
Reibung beim Schreiben auf den gebrauchlichen Registertrommeln untersucht.
(99} enthilt eine Anwendung der Reibungstheorie auf die Wegenerschen geo-
logizchen Hypothesen.
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.Band: Die Theorien der Radiologie. Bearbeitet von M.v.Laue, P. Zeeman,
H. A. Lorentz, A. Sommerfeld und G. Wentzel, G. Joos, E. Riedie T,
L. Vegard, P. Debye. XVI und 806 Seifen mit 141 Abbildungen im Text und
auf 2 Tafeln. Preis geh. M. 40.—, geb. M. 412.—.
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Atomzertriimmerung
Verwandlung der Elemente durch Bestrahlung mit «=Teilchen

von

Hans Pettersson und Gerhard Kirsch

Preis geheftet M, 18.—, gebunden M. 15—
1926. VIIIL, 247 Seiten. Mit 61 Figuren im Text und 1 Tafel

'*
Die Methoden der theoretischen Physik
' Von Dr. Felix Auerbach

o. Professor ap der Universitit Jena

1925, X und 436 Sciten mit 160 Abbildungen
Preis geh. M, 13.—, geb. M. 15.—

. .. das Werk ist gut lesbar und kann dem jungen Studenten warm 'empfohlun werden.
Physikalische Zeitschrift 1925,
. «» The work is comprehensive and thoroogh, ths make=up is excellenr, the numerous diagrams
add greatly to the clearness of the text, and it presents itself as a valuable and useful contribution
w the lherature of physics. Journal of the Franklin [nstitute 1925,

Druck von Breitkbpf & Hirtel, Leipzig, '
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