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Wstep

Probabilistyka nieprzemienna jest stosunkowo mloda galezia matematyki. Jej poczatki
siegaja pierwszej potowy lat osiemdziesiatych, kiedy to w pracach Avitzoura i Voiculescu
[Av, Vol| po raz pierwszy zostalo sformutowane pojecie wolnego iloczynu C*-algebr,
ktore dato poczatek teorii, zwanej obecnie probabilistykq wolng. Teoria ta przypomina
klasyczna probabilistyke, z tym ze klasyczne pojecie niezaleznosci zmiennych losowych
jest zastapione znacznie bardziej nieprzemienng niezaleznoscig wolng. Okazuje sie jed-
nak, ze nie jest to jedyne pojecie nieprzemiennej niezaleznosci. Przykitadowo, istnieje
tzw. miezalezno$é booleowska, ktoéra wywodzi sie z pojecia regularnego iloczynu wolnego
badanego w kontekscie funkcji na grupie przez Bozejke [B| w roku 1986 (patrz takze
[SW|, gdzie wprowadzony byt splot booleowski miar probabilistycznych), jak rowniez
niezaleznosé monotoniczna, wprowadzona przez Murakiego w 2001 roku (wczesniej Mu-
raki i Lu [Lu]| niezaleznie udowodnili odpowiednie centralne twierdzenie graniczne da-
jace rozklad arcusa sinusa). Powstala tez teoria aksjomatyczna, zapoczatkowana przez
Schiirmanna [Sch], z istotnym rozszerzeniem przez Murakiego [Mu3]. Wedtug tej teorii
istnieja jedynie 3 pojecia niezaleznosci spetniajace pewien zestaw naturalnych aksjo-
matow (miedzy innymi tacznosé), ktore daja przemienny splot [Sch|, mianowicie: ten-
sorowa (klasyczna), booleowska oraz wolna, ktory to zbior nalezy rozszerzy¢ o nieza-
leznosé monotoniczna [Mu3|, jezeli zrezygnuje sie z przemiennosci splotu [Mu3].
Pomimo faktu istnienia jedynie czterech podstawowych modeli probabilistycznych
powstaly inne rodzaje niezaleznosci, ktore nie spetniaty z kolei aksjomatu tacznosci.
Tym sposobem skonstruowano szereg modeli, w jaki$ sposéb zwiazanych z tymi cztere-
ma podstawowymi probabilistykami: za pomocg interpolacji miedzy nimi badz aproksy-
macji ktorejs z nich [BLS, BS1, BS4, BW, FL, Kr, Lel, Le2, LeS|. Odpowiadajace im
pojecia niezalezno$ci miaty charakter mieszany, ale zarazem doprowadzity do powstania
wielu interesujacych wynikéw, na przyktad uogoélnienia pojecia niezaleznosci wolnej do
tzw. niezaleznosci warunkowo wolnej [BS1, BLS|, udowodnienia, ze kazda probabilisty-
czna miara symetryczna moze byé otrzymana w centralnym twierdzeniu granicznym
dla odpowiednio niezaleznych zmiennych losowych [ACL, CDI|, czy tez odkryciu po-
jecia niezaleznosci, zwanego wolng niezaleznosciq z subordynacjq, ktore jest zwiazane
z zasada subordynacji dla addytywnych oraz multiplikatywnych splotéw wolnych [Leb,
Le7]. Zatem, interesujacym wydaje sie dalsze badanie podobnych pojeé¢, a w szczegol-
noéci tych, ktore przyblizaja probabilistyke wolng. Niniejsza praca poswiecona jest
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wtasnie badaniom aproksymacji probabilistyki wolnej, ktére w pewnym sensie maja
charakter monotoniczny, a na dodatek sa zwiazane z probabilistyka monotoniczna. Po-
damy takze zastosowania jednej z nich w teorii grafow.

Definicja iloczynu wolnego stanéw bazuje na warunku Voiculescu zadanym na ilo-
czynie wolnym algebr z identyfikacja jedynek. Warto zauwazy¢, ze iloczyn monoto-
niczny stanéw [Mul| rowniez moze by¢ zdefiniowany za pomoca warunku Voiculescu,
przy czym okreslonego na iloczynie wolnym algebr bez identyfikacji jedynek (Definicja
1.1). Oczywiscie, w takim przypadku musimy zada¢ dodatkowy warunek, ktory pozwoli
nam na obliczanie momentéw mieszanych z wewnetrznymi jedynkami (Definicja 1.2).
Obserwacja ta prowadzi nas do konstrukeji monotonicznej hierarchii wolnej, opisanej w
Rozdziale 1. Nieco inne rozwazania na poziomie przestrzeni Focka daja z kolei model
p-interpolacyi, bedacy tematem rozwazan Rozdziatu 2.

Pierwsza z nich jest aproksymacja dyskretna, indeksowana naturalnym parame-
trem m, druga natomiast jest typu ciggtego, indeksowana parametrem rzeczywistym
p € [0,1]. Glowna idea, lezaca u podstaw definiowania pojecia niezaleznosci, jest
taka sama w przypadku obydwu aproksymacji. Polega ona na obserwacji faktu, ze
probabilistyka monotoniczna jest $cisle zwigzana z liniowym porzadkiem zbioru indek-
sow odpowiedniej rodziny algebr, natomiast probabilistyka wolna w ogoéle od porzadku
tego nie zalezy. Obie prezentowane aproksymacje polega¢ beda na ,zaniedbywaniu”
porzadku w zbiorze indeksow wraz ze stopniowym przyblizaniem probabilistyki wol-
nej. Idea ta jest widoczna w niemal kazdym zagadnieniu dotyczacym obydwu modeli,
na przyktad w strukturze utamkoéw tarnicuchowych transformat Cauchy’ego miar otrzy-
manych w centralnym twierdzeniu granicznym, czy tez w konstrukcji klasy partycji
nieprzecinajacych, naturalnie wytaniajacej sie przy obliczaniu momentéw mieszanych
zmiennych odpowiednio niezaleznych, czy tez operatoréw gaussowskich. Oczywiscie,
owe ,zaniedbywanie” bedzie inaczej rozumiane w kazdym z modeli.

Glownym celem pierwszego rozdziatu jest konstrukcja oraz zbadanie podstawowych
wlasnosci monotonicznej hierarchii wolnej. Scislej mowiac, nasza hierarchie tworzy ciag
iloczynow stanow (¢(™),,en zwany m-monotonicznym iloczynem standw |[LeS]. Tloczyn
monotoniczny otrzymywany jest w przypadku m = 1, natomiast w granicy m — oo osia-
gany jest (w sensie stabej zbieznosci) iloczyn wolny. Jednym z wazniejszych wynikow
uzyskanych dla monotonicznej hierarchii wolnej jest centralne twierdzenie graniczne
(Twierdzenie 1.3). Méwi ono, Ze graniczne momenty odpowiednich sum Sy zmiennych
losowych wyrazaja sie za pomoca liczby uporzadkowanych dwupartycji nieprzecina-
jacych, ktore sa monotoniczne na blokach o glebokosci wiekszej niz m, oznaczanych
symbolem ONC?(m) (Definicja 1.3)

lim ¢ ((SN)%) — w

N—oo n!

Klasa partycji ONC,(m) w naturalny sposob wylania si¢ rowniez podczas obliczen
zwiazanych z zasada niezmienniczosci (Twierdzenie 1.7). W Podrozdziale 1.8 opiszemy
realizacje momentéw w niej otrzymanych za pomoca m-monotonicznych operatorow
gaussowskich w™(f) okreslonych na podprzestrzeni F ™ (H) wolnej przestrzeni Focka
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F(H) nad przestrzenia Hilberta H = L*(R™). Dla fi, fo,..., for €O = {x(s4: 0 < s <
t} o nosnikach parami réwnych lub roztacznych podamy jawna formute na obliczanie
momentéw mieszanych operatorow w™ (f1), w™ (fy),...,w™(fy) W stanie prozni ¢.
Wartym odnotowania jest fakt, ze nawet w przypadku monotonicznych operatorow
gaussowskich w(f) = wM(f) otrzymujemy nowy wzoér kombinatoryczny

o(w(fi)w(fa) ... w(for)) = Z HCH:Z 41’

rENC%k =1
w~(f1,-- fag)

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich nieprzecinajacych dwupartycjach uporzad-
kowanych © = {m,mo,...,m} ,zgodnych” z ciagiem funkcji (fi, fo, ..., for) (patrz
Definicja 1.5) oraz ((m;) oznacza liczbe wszystkich blokow m;, ktore sa wewnetrzne
wzgledem bloku 7; takich, ze fU) = £

Rozdziat drugi po§wiecony jest innej aproksymacji probabilistyki wolnej na poziomie
przestrzeni Focka, bedacej ciggla interpolacja miedzy modelem monotonicznym a mo-
delem wolnym. Wprowadzimy w nim rzeczywisty parametr p € [0, 1], ktory daje inter-
polacje miedzy obydwoma modelami, osiaganymi dla p = 0 (monotoniczny) oraz p = 1
(wolny). Aproksymacje te nazywaé¢ bedziemy p-interpolacjq.

W pewnych elementach p-interpolacja przymominaé¢ bedzie konstrukcje Bozejki i
Speichera opisang w pracach [BS2, BS3, BS4|, w ktorych to przedstawiony zostal model,
dajacy ciagla interpolacje pomiedzy kombinatorykami i operatorami gaussowskimi w
probabilistyce wolnej i klasycznej. Pomyst tej tak zwanej ¢-deformacji polegal na
wprowadzeniu ciagtego parametru ¢ € [—1, 1] oraz ustaleniu ,wktadu” dowolnej par-
tycji m, we wzorze na momenty operatoréw g-gaussowskich, przez ¢°™, gdzie c¢(r) ozna-
cza liczbe przecie¢ w partycji m. W ten oto sposob dla réznych wartosci ¢ mamy rézne
rodzaje kombinatoryk, np. dla ¢ = 1 otrzymujemy kombinatoryke klasyczna, adlag =0
— wolna. W p-interpolacji w miejsce parametru ¢ wprowadzimy parametr p € [0, 1];
zamiast klasy wszystkich partycji rozwaza¢ bedziemy nieprzecinajgce partycje uporzqd-
kowane ONC,,, natomiast role liczby przecie¢ ¢(m) odgrywaé bedzie liczba nieporzadkow
e(P) partycji P € ONC,. Co ciekawe, liczba ta okazuje sie by¢ uogolnieniem liczby
inwersji Eulera na zbiory czesciowo uporzadkowane, jakimi sg nieprzecinajace partycje
uporzadkowane.

Jednym z wazniejszych wynikoéw dotyczacych p-interpolacji jest konstrukcja ope-
ratorow p-gaussowskich (Podrozdzial 2.2) okreslonych na wolnej przestrzeni Focka z
iloczynem skalarnym zadanym wzorem

=> 1/ F(tp, ... t)G(tn, .. t1)dtn ... dty

oc€ESnh As

gdzie F,G € L*(R%), A, = {(t1, ..., tn) € R5t,0) < ... <ty )} oraz e(o), podobnie
jak w przypadku partycji, oznacza liczbe nieporzadkéw permutacji . W Twierdzeniu
2.1 podamy jawny wzér na momenty mieszane tych operatorow.
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Kolejnym wynikiem uzyskanym dla p-interpolacji jest centralne twierdzenie granicz-
ne dla dyskretnych operatoréw p-gaussowskich (Twierdzenie 2.2). Méwi ono, ze niepa-
rzyste momenty miary granicznej p sa rowne zero, natomiast parzyste sa postaci

1 e(P)
Hon = E Z p .
PeONCE,

Dla p = 0 otrzymujemy po, = |[MNC3,|/n!, gdzie MNCj, jest zbiorem monotonicz-
nych dwupartycji uporzadkowanych (Definicja 1.3), co daje parzyste momenty rozktadu
arcusa sinusa (Propozycja 1.3), czyli centralnego rozkladu granicznego dla probabili-
styki monotonicznej [Mu2]. Z kolei dla p = 1 otrzymujemy po, = |[N'C3,|, co odpowiada
momentom rozktadu Wignera, ktory jest otrzymywany w centralnym twierdzeniu gra-
nicznym w przypadku wolnym [Sp, Vol, VDN].

W Rozdziale 3 przedstawimy zastosowania metod probabilistyki nieprzemiennej w
teorii grafow, ktora odgrywa wazna role w wielu dziedzinach matematyki i jej zasto-
sowan. W wielu przypadkach tych zastosowan wazne sa nie tylko wlasnosci kombi-
natoryczne pojedynczych graféw, ale przede wszystkim asymptotyczne zachowanie sie
duzych grafow (gdy liczba wierzchotkéw dazy do nieskonczonosei). W tym kontekscie,
typowym obiektem zainteresowan sa spektralne wlasnosci macierzy incydencji wzgle-
dem wybranego stanu czy tez ich pelne spektrum.

Probabilistyka nieprzemienna pokazuje, ze pewne rodzaje iloczynéow algebraicznych
przestrzeni probabilistycznych, odpowiadajace podstawowym pojeciom stochastyczne;j
niezaleznosci w teorii aksjomatycznej [Mu3,Sch|, sa Scisle zwiazane z pewnymi iloczy-
nami grafow z wyrdznionym wierzchotkiem zwanym korzeniem |ALS|. Zauwazmy, ze
idea algebraicznej przestrzeni probabilistycznej polega na wyréznieniu pewnego stanu,
co w jezyku grafow prostych, odpowiada wyréznieniu wierzchotka. Naturalna zatem
wydaje sie by¢ teza, ze pewne typy iloczynéw grafow z korzeniami maja swoje odpowie-
dniki wsrod gltownych pojeé stochastycznej niezaleznosci.

Dobrze znany przypadek graféow Cayley’a wolnych iloczynéw grup zwiazanych z
niezaleznosciag wolna moze by¢ postrzegane jako pierwszy dowdd na prawdziwosé powyz-
szej tezy. Fakt, ze taki zwiazek zachodzi w ogélnym przypadku iloczynu wolnego
grafow z korzeniem wydaje sie by¢ mniej znany. W [ALS| pokazano, ze iloczyn wolny
grafow z korzeniem, wprowadzony przez Znojko [Zn| dla graféow symetrycznych oraz
uogolniony przez Quenella [Qu| i Gutkina [Gu], jest kanonicznie zwiazany z pojeciem
wolnej niezalezno$ci. Innym dowodem, potwierdzajacym te teze, byto odkrycie przez
Accardiego, Ben Ghorbala i Obate [ABO], ze iloczyn grzebieniowy grafow jest kano-
nicznie zwiazany z niezaleznoscia monotoniczng [Lu,Mu2|. Podobna zaleznos¢ miedzy
iloczynem gwiaZdzistym grafow a niezaleznoscia booleowskq zauwazyt Lenczewski |Le6],
co umozliwito wykorzystanie probabilistyki booleowskiej do badania wtasnosci spek-
tralnych iloczynu gwiazdzistego [Ob|. Ponadto, dobrze znany jest fakt, ze kartezjanski
iloczyn grafow jest naturalnie zwiazany z niezaleznoscia tensorowa (bosonows), co uzu-
pelnia zwiazek czterech najwazniejszych rodzajow niezaleznosci z wyzej wymienionymi
iloczynami grafow.
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W Rozdziale 3 niniejszej pracy zaobserwujemy, ze monotoniczna hierarchia wolna,
wprowadzona w |LeS] i opisana w Rozdziale 1, odpowiada w naturalny spos6b pewnemu
naturalnemu ciggowi iloczynow grafoéw, zwanych m-monotonicznymi iloczynami grafow.
Ciag ten aproksymuje w naturalny (aczkolwiek, niesymetryczny) sposob iloczyn wolny
grafow 1 przypomina ciag m-wolnych iloczyndw grafow [ALS|, ktory aproksymuje iloczyn
wolny graféow w sposob symetryczny. W szczegolnosci podamy rozktad macierzy incy-
dencji iloczynu m-monotonicznego graféw na m-monotonicznie niezalezne sktadowe ad-
dytywne (Twierdzenie 3.2). Wykorzystujac jej aproksymacyjne wtasciwosci, bedziemy
mogli przybliza¢ spektrum iloczynu wolnego grafow. Wykorzystamy tu nowy rodzaj
rozkltadu kwantowego, ktory jest zwigzany z hierarchiag m-monotoniczna, a ktory w
skrocie okresla¢ bedziemy jako rozktad cykliczny. Za jego pomoca bedziemy mogli
przedstawié¢ przestrzen (?(V') jako sume prosta interaktywnych przestrzeni Focka [ABo],
ktore to sa dobrze znanymi obiektami w probabilistyce nieprzemiennej. Za ich pomoca
mozna wyznaczy¢ nie tylko pelne spektrum iloczynu wolnego grafow, ale takze okreslic,
jak wyglada krotnosé¢ jego elementow.

Czytelnika zainteresowanego klasycznymi metodami zastosowanymi do grafow Cay-
ley’a i innych graféw nieskoriczonych odsytamy do prac [AK, CS, FS, GM, Ke, Ku,
MW, Wol, Wo2| oraz odnos$nikow tam zawartych.



Rozdzial 1

Monotoniczna hierarchia wolna

Jak juz wspominaliSmy we Wstepie, rozdziat ten po$wiecony jest monotonicznej hie-
rarchii wolnej. Znaczna cze$é jej opisu bazuje na kombinatoryce uporzadkowanych
partycji nieprzecinajacych, w ktorych bloki o gltebokosci wiekszej niz m uporzadkowane
sa monotonicznie (patrz Definicja 1.3). Oznaczaé je bedziemy przez ONC,,(m) (ordered
non-crossing). Partycje te beda uzyteczne miedzy innymi w centralnym twierdzeniu
granicznym (Podrozdzial 1.5). Rozklady, o momentach w nim otrzymanych, moga by¢
opisane w tadny sposéb za pomoca utamkéw tancuchowych ich transformat Cauchy’ego.
Dokladniej, jezeli przez u™ oznaczymy centralne miary graniczne, to ich transformaty
Cauchy’ego G(™ spelniaja zaleznosé¢ rekurencyjna
1

gdzie GM(z) jest transformata rozkladu arcusa sinusa. Wynika stad, ze transformate
Cauchy’ego G(™) mozemy zapisa¢ w postaci utamka tancuchowego

1/2
1/2

z —
Z—'

gdzie 1/2 po raz pierwszy pojawia sie na m + 1 poziomie.

Pozostale, wazniejsze wyniki tego rozdziatu dotyczy¢ beda twierdzenia granicznego
Poissona (Podrozdziat 1.6), zasady niezmienniczosci (Podrozdziat 1.7) oraz twierdzen
dotyczacych m-monotonicznych operatorow gaussowskich (Podrozdziat 1.8). Ciekawym
wydaje si¢ by¢ fakt, ze w celu obliczenia momentéw mieszanych m-monotonicznych
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operatoréw gaussowskich korzystamy z funkeji ¢, okrelonej na partycjach ONC2(m),
multiplikatywnej wzgledem blokéw (Lemat 1.7)

(p(aﬁ(fla f27 B 7f2k)) = lpm (5(1))¢W2(8(2)) .. -%k(s(k)) s

gdzie a.(f1, fo,.-., for) jest odpowiednim iloczynem operatoréw kreacji i anihilacji
zwiazanym z ciggiem funkcji charakterystycznych (f1, fa, ..., for) oraz s jest prawym
konicem nosnika funkcji zwigzanej z blokiem ;. Rozwazania dotyczgce monotonicznej
hierarchii wolnej, beda wykorzystane w Rozdziale 3 do aproksymacji spektrum iloczynu
wolnego grafow.

Nasze podejscie w swej konstrukeji przypominaé bedzie hierarchie wolng |[FL,Lel],
ktora stanowi dyskretna aproksymacje (rozumiana w stabym sensie zbieznosci) proba-
bilistyki wolnej, rozpoczynajaca sie od probabilistyki booleowskiej.

1.1 Podstawowe pojecia i definicje

Rozpoczniemy od zdefiniowania najwazniejszego pojecia w kwantowym rachunku pra-
wdopodobienstwa, czyli od algebraicznej przestrzeni probabilistycznej. Zatem niech
A bedzie zespolong *-algebra z jedynka oraz niech ¢ : A — C bedzie funkcjonalem
liniowym na A. Bedziemy mowili, ze ¢ jest

— dodatni, gdy ¢(a*a) > 0 dla wszystkich a € A,

— unormowany, gdy ¢(1) =1,

— stanem, gdy jest dodatni i unormowany.
O ile nie bedzie inaczej powiedziane, zaktadaé¢ bedziemy, ze ¢ jest stanem. Wowczas
pare (A, ¢) nazywaé bedziemy algebraiczng przestrzeniq probabilistyczng. Jezeli A jest
C*-algebra, to (A, ¢) nazywaé bedziemy C*-przestrzeniq probabilistyczng. Przez (A;)ier
oznaczaé bedziemy rodzine *-podalgebr algebry A, indeksowang liniowo uporzadkowa-
nym zbiorem I. Dodatkowo zaklada¢ bedziemy, ze kazda z algebr A; posiada wewne-
trzng jedynke, tzn. dla kazdego i € I istnieje element 1; € A;, ktory jest jedynka w A;
oraz ¢(1;) = 1, ale niekoniecznie 1; = 1.

Przyktad 1.1 Niech ¢ € A bedzie samosprzezonym projektorem réznym od jedynki,
tzn. ¢> = ¢* = q¢ # 1. Oczywiscie zbiér ¢ ® A jest *-podalgebra algebry bedacej
iloczynem tensorowym A ® A. Co wigcej, element ¢ ® 1 jest wewnetrzna jedynka w
q ® A, ale nie jest on jedynka na calej algebrze A ® A.

Elementy algebraicznej przestrzeni probabilistycznej (A, ¢) nazywaé bedziemy alge-
braicznymi zmiennymi losowyms lub po prostu zmiennymi losowymi. Ciagg momentow
(p(a™))se, nazywamy rozktadem zmiennej losowej a € A wzgledem stanu ¢. Jezeli, dla
samosprzezonej zmiennej a, istnieje jednoznacznie wyznaczona miara probabilistyczna
1 na prostej rzeczywistej R, taka ze

b(a") = / dp(r),  neN,
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to wowczas p réwniez nazywaé bedziemy rozkladem zmiennej a.

Jezeli B jest *-podalgebra z wewnetrzng jedynka 15 algebraicznej przestrzeni proba-
bilistycznej (A, ¢), to kazdej algebraicznej zmiennej losowej a € B przyporzadkujmy
zmienng a’ € B zadang wzorem

a® =a— ¢(a)lg, (1.1)

Nietrudno zauwazyé, ze a® € Ker ¢. Dzicki powyzszej notacji kazdy element *-podal-
gebry B mozemy przedstawi¢ jako kombinacje liniows jedynki 1z oraz zmiennej losowej
nalezacej do Ker ¢, co jest przydatne w wielu rachunkach.

Partycjq uporzgdkowang P zbioru {1,2,...,n} nazywamy ciag (P, P, ..., P;) pa-
rami roztacznych, niepustych zbioréw, takich, ze P U P, U ... U P, = {1,2,...,n}.
Zbior wszystkich uporzadkowanych partycji zbioru {1,2,...,n} oznacza¢ bedziemy
przez OP,. Dla dowolnego bloku P,, liczbe r, oznaczajaca jej pozycje w ciagu P,
nazywac¢ bedziemy kolorem. Partycje uporzadkowana, ktorej wszystkie bloki sa dwuele-
mentowe, nazywamy dwupartycjg uporzadkowana. Uporzadkowana partycje P nazy-
wamy przecinajacg jezeli istnieja s,s’ € P, oraz r,r’" € P; dla pewnych i # j, takie ze
s <r <s <r'. Jezeli P nie jest partycja przecinajaca, to méwimy, ze P jest partycja
nieprzecinajaca. Zbior wszystkich uporzadkowanych partycji (dwupartycji) nieprzecina-
jacych zbioru {1,2,...,n} oznaczaé¢ bedziemy przez ONC, (ONC?). Blok P, uporzadd—
kowanej partycji nieprzecinajacej P nazywamy wewnetrznym wzgledem bloku P;, ¢
oznaczamy P; < P, jezeli istnieja p,q € P;, takie, ze p < s < ¢, dla wszystklch
s € P, Rownowaznie méwimy, ze P; jest blokiem zewnetrznym wzgledem P;. Przez
gtebokosé bloku d(P;) rozumiemy liczbe jego blokéow zewnetrznych wraz z nim samym.
W szczegblnosci, jezeli nie istnieja bloki zewnetrzne wzgledem P;, to d(FP;) = 1.

Przyktad 1.2 Rozwazmy dwie partycje uporzadkowane P =({5,6},{8},{2,3},{1,4,7})
oraz R =({2,8},{5,6},{1,4},{3,7}), ktorych diagramy przedstawia Rysunek 1.1.

4
1 omnnl

r
3 4

P:({5,6},{8},{2,3},{1,4,7}) R:({278}7{5)6}a{174}a{377})

5 6

Rysunek 1.1 Diagramy przyktadowych partycji uporzadkowanych.
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Widzimy, ze partycja P jest nieprzecinajaca, czyli P € ONCg. Co wigcej, P posiada
blok jednoelementowy, ktory nazywaé bedziemy singletonem. 7 drugiej strony, partycja
R jest partycja przecinajaca o wszystkich blokach dwuelementowych, a zatem R € (9773.

1.2 Definicja m-monotonicznej niezaleznosci

W podrozdziale tym przypomnimy dyskretng interpolacje pomiedzy probabilistyka mo-
notoniczna a probabilistyka wolna, tzn. ciag réznych rodzajow niezaleznosci inde-
ksowany parametrem naturalnym m € N. Pierwszym modelem (dla m = 1) jest
niezaleznos¢ monotoniczna. Kolejne modele beda sie stopniowo réznity od monoto-
nicznego, coraz bardziej przyblizajac wolna niezaleznosé, ktora bedzie granica tego
ciagu w stabym sensie (tzn. w sensie zbieznosci momentéw mieszanych). Interpolacje
ta, jak rowniez odpowiadajacy jej ciag nieprzemiennych przestrzeni probabilistycznych,
nazywamy monotoniczng hierarchig wolng.

Definicja 1.1 Zalézmy, ze (A, ¢) jest algebraiczna przestrzenia probabilistyczna, w
ktorej (A;)ier jest rodzing *-podalgebr. Moéwimy, ze rodzina (A;);e; spetnia warunek
Voiculescu, jezeli dla wszystkich a, € A; , takich, ze iy # iy # ... # iy, zachodzi
rownosc

)

o(aray...a,) =0,

oile ay,as,...,a, € Ker¢.

Powyzszy warunek wprowadzony zostal przez Voiculescu w [Vol] dla podalgebr z
amalgamacja (identyfikacja) jedynek, tzn. 1; = 1 dla wszystkich i € I. W takim
przypadku warunek ten jest rownowazny definicji wolnej niezaleznosci algebr. Jed-
nakze, w niniejszej pracy nie zaktadamy w ogoélno$ci amalgamacji jedynek. Dlatego
tez, dla uzyskania petnej definicji niezaleznosci, musimy zada¢ dodatkowy warunek na
wyliczanie momentéw mieszanych z jedynkami.

Przypomnijmy, ze w probabilistyce monotonicznej wazng role odgrywa liniowe upo-
rzadkowanie zbioru indekséw I, w probabilistyce wolnej natomiast porzadek w [ jest
nieistotny. Wychodzac od modelu monotonicznego, nasza hierarchia bedzie stopniowo
wzaniedbywala” porzadek, przyblizajac przypadek wolny.

Definicja 1.2 Niech m € N oraz niech I bedzie liniowo uporzadkowanym zbiorem inde-
ksow. Rodzine *-podalgebr (A;);c; algebraicznej przestrzeni probabilistycznej (A, ¢),
ktora spelnia warunek Voiculescu, nazywaé bedziemy m-monotonicznie niezalezng (lub
po prostu m-monotoniczng) wzgledem ¢, jezeli dla dowolnych a; € A;,,...,a, € A;,,
takich ze 11 # ... # iy < lpy1 < ... < iy > iy, zachodzi

¢lar...aj_1aj41...a,) dlag=1...)r

. , (1.2)
0 dlaj=r+1,...,n

QS(CLl .. aj,llijajﬂ Ce (Zn) == {
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oile ay,...,a;—1 € Ker¢. Rodzing zmiennych losowych nazywaé¢ bedziemy m-monoto-
nicznie niezalezng (m-monotoniczng), jezeli *-algebry przez nie generowane sa m-mono-
tonicznie niezalezne.

Przyklad 1.3 Zalozmy, ze A, A z wewnetrznymi jedynkami {1y, 15} sa 2-monoto-
nicznie niezaleznymi *-podalgebrami algebraicznej przestrzeni probabilistycznej (A, ¢)
oraz niech a € Ay, b € A,. Latwo mozna pokazac, ze momenty do rzedu czwartego
wlacznie zgadzaja sie z momentami w przypadku wolnym, to znaczy

¢ab) = ¢(a)e(b),
¢laba) = ¢(a®)e(b),
¢labab) = $(a*)¢*(b) + ¢(b*)¢*(a) — ¢*(a)$™ (b).

Obliczymy teraz moment rzedu piatego

d(ababa) = ¢(a’baba) + ¢(a)@(baba)
#(a’t’aba) + ¢(b)p(a’aba) + ¢(a)p(b’aba) + ¢(a)d(b)p(aba) .

Zauwazmy, ze pierwszy sktadnik ostatniej sumy znika na mocy Definicji 1.2. Ponadto,
proste rachunki daja

¢la’aba) = ¢(b)p(a*) — ¢(b)d(a)d(a”),
¢(baba) = ¢*(a)p(b?) — ¢*(a)¢*(b),
$laba) = ¢(b)p(a”).

Tak wiec ostatecznie otrzymujemy

¢(ababa) = ¢*(a)p(b*) — &°(a)¢*(b) + ¢(a*)d*(b) .

Warto zauwazy¢, ze juz sam moment ¢(a’0’aba) jest w przypadku wolnym rézny od
zera. Drzieki tym rachunkom widzimy, ze m-monotoniczna niezalezno$¢ istotnie rézni
sie od niezaleznosci wolnej i monotonicznej.

Ponizej przypomnimy kilka podstawowych wtasnosci monotonicznej hierarchii wol-
nej. Zaczniemy od faktu, moéwiacego, ze model wyjsciowy naszej interpolacji jest mo-
delem monotonicznym.

Propozycja 1.1 [LeS| Niech (A, ¢) bedzie algebraiczng przestrzeniq probabilistyczng
oraz (A;)ier jej 1-monotonicznie niezaleznymi wzgledem stanu ¢ *-podalgebrami. Wte-
dy *-algebry (A;)icr sa monotonicznie niezalezne wzgledem ¢.

Dowod. Nalezy pokazaé, ze dla dowolnych ay € A;,, as € A;,, ..., a, € A;,, gdzie
i1 # iy # ... # i,, zachodzi:

olay ... ap_1a1a11 ... an) = Glag)d(ay ... ag_1ax41 - - - ay),
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gdy ip_1 < i > igs1, przy czym, jesli k = 1 lub k& = n, to pozostaje tylko jedna
nieré6wnos¢. Innymi stowy, mozemy wytaczy¢ moment odpowiadajacy maksimum lokal-
nemu ciagu (i1, is, . .., i,). Bez utraty ogolnosci, wystarczy jedynie pokazac¢, ze mozemy
wytaczy¢é moment odpowiadajacy pierwszemu z lewej maksimum lokalnemu, tzn. przy
powyzszych oznaczeniach, zachodzi:

olay ... ap_1araps1 ... an) = @lag)d(ay ... ag_1a541 - .- ay),

gdy 11 < ... <ip_1 <1t >1lpr1, kK € {1,2,...,n}.
W tym celu zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista,
zalézmy zatem, ze jest ona rowniez prawdziwa dla n — 1. Wowczas mamy

P(arasy . ..a,) = ¢p(aday...ad) + Z aj¢(aj)¢(a(1) .. .ag_lajﬂ Cly)
=1

gdzie a; = 0 lub 1 w zaleznosci od przypadku w warunku (1.2) dla m = 1, tzn. a; =1,
gdy j =11lub ¢; <iy < ... <1, oraz aj = 0 w pozostatych przypadkach. Skoro i jest
lokalnym maksimum, to a; = 0 dla j > k; co wigcej, a; = 1 dla j < k. Ponadto, z
warunku Voiculescu wiemy, ze ¢(ala$...a) = 0. Zatem, na mocy indukcji, mamy

hE

olaray...a,) = o(a;)p(al . .. a?_lajH CQy)

1

ap)o(al...a) japi1...a,)

.
Il

I
=

k—1
+¢(ak> Z (b(aj)qﬁ(a? Ce a?flajﬂ ce Q- 1Qkyq - - - an)
j=1

= olag)d(ar ... ap-10k41...ay),

co konczy dowdd. [ ]

Kolejna wazna wlasnoscia naszej hierarchii jest fakt coraz to doktadniejszej aproksy-
macji modelu wolnej niezaleznosci wraz ze wzrostem indeksu m. Scislej mowi o tym
ponizsza propozycja.

Propozycja 1.2 [LeS| Niech (A;)ier bedg m-monotonicznie niezaleznymi *-podalgebra-
mi algebraicznej przestrzeni probabilistycznej (A, ¢). Wtedy momenty mieszane zmien-
nych z algebr (A;)icr pokrywajq sie z odpowiadajgcymi im momentamsi zmiennych wol-
nych na stowach o dtugo$ci nie wiekszej niz m.

Dowédd. Teza wynika wprost z definicji m-monotonicznej niezaleznosci. |
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1.3 Kombinatoryka i lematy o momentach mieszanych

Podrozdzial ten poswiecony jest kombinatoryce partycji uporzadkowanych, ktore w
naturalny sposob wytaniaja sie podczas obliczania momentéw mieszanych zmiennych
m-monotonicznie niezaleznych. Gléwnie interesowa¢ nas bedzie klasa uporzadkowanych
partycji nieprzecinajacych, ktérych bloki o gtebokosci wiekszej niz m sa uporzadkowane
monotonicznie.

Definicja 1.3 Przez ONC,(m) (ONC?(m)) oznaczaé bedziemy zbior wszystkich upo-
rzadkowanych partycji (dwupartycji) nieprzecinajacych P = (Py, Py, ..., P;) zbioru
{1,2,...,n}, takich ze dla wszystkich ¢, 7 € {1,..., k} zachodzi nastepujaca implikacja:

d(P;)>m and P, < P, = j <.

Innymi stowy, kolor blokéw jest monotoniczng funkcjg ich glebokosci, zaczynajac od
glebokosci m. W szezegolnosei, partycje ONC,,(1) nazywamy monotonicznymi i ozna-
czamy rowniez przez MNC,. Analogicznie, przez MNC? oznaczamy odpowiednie
dwupartycje.

Przyklad 1.4 Dla n = 8 rozwazmy nastepujace ciagi, stanowiace dwie ré6zne dwupar-
tycje uporzadkowane zbioru {1,2,...,8}:

P=({4,7},{1,8).{2,3},{5,6)) oraz R—({1,8}.{2,3}.{4,7}.{5.6)),
1

Odpowiadajace im diagramy przedstawia Rysunek 1.1, na ktérym bloki oznaczone sa
2
1 3
1l sisl
8 5 6

odpowiadajacymi im liczbami reprezentujacymi pozycje w ciagu.
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 7 8

P:({4)7}’{178}7{2,3}7{576}) R:({178}){2’3}7{477}a{576})

Rysunek 1.1 Diagramy dwupartycji P i R.

W przypadku partycji P i R z Rysunku 1.1 wszystkie bloki (za wyjatkiem {1,8}) sa
wewnetrzne wzgledem bloku {1, 8}. Ponadto, {5, 6} jest jedynym blokiem wewnetrznym
wzgledem {4, 7}. Glebokosci blokow wynosza d({1,8}) = 1, d({2,3}) = d({4,7}) = 2,
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d({5,6}) = 3. Zauwazmy réwniez, ze R € MNCj, poniewaz kolory wszystkich blokow
rosng wraz ze wzrostem glebokosci, natomiast P € ONC3(2) \ MNC:, gdyz miedzy
blokami {1,8} i {4, 7} mamy nieporzadek, tzn. P; < P;ij > i.

Propozycja 1.3 Dla wszystkich n € N mamy }M./\/'an‘ = (2n— 1)L

Dowé6d. Zauwazmy, ze w kazdej partycji monotonicznej nie istnieja bloki wewnetrzne
wzgledem bloku o najwyzszym kolorze, gdyz tworzytyby one nieporzadek, co jest sprze-
czne 7 definicja partycji monotonicznej. Dodatkowo, kazda partycje ze zbioru MNC3,
mozemy otrzymaé przez ,dotaczenie” bloku o kolorze n do odpowiedniej partycji ze
zbioru MNC3, ,. Takich sposobow ,dotaczania” jest zawsze 2n — 1. Z rozumowania
tego wynika zalezno$¢ rekurencyjna

|IMNC3,| = (2n — 1) [ MNC3, ] |

n‘_

ktora, po uwzglednieniu warunku poczatkowego |MN Cg‘ =1, daje teze. |

Definicja 1.4 Niech iy,...,i, € N oraz {iy,...,i,} = {k1,..., k. }, gdzie k1 < ky <
... < ky. Przez partycje stowarzyszong z ciagiem (i1, . . ., i,) rozumiemy uporzadkowana
partycje P = (Py,..., P,) zbioru {1,...,8}, ktorej bloki sa postaci

Pj:{SZis:l{j}.

Stowarzyszenie partycji uporzadkowanej z ciagiem indekséw oznaczaé¢ bedziemy sym-
bolem ~, tzn. P ~ (i1,...,ip).

Przyklad 1.5 Niech 11 = 1y = 2, 19 = ’i5 = 4, ig = 1. Wtedy (Pl,PQ,Pg) ~
(2,4,1,2,4), gdzie P, = {3}, P, = {1,4}, P, = {2,5}.

Bedziemy réwniez potrzebowaé ,ciaglej” wersji Definicji 1.4, w ktorej ciag indeksow
zastapiony jest ciggiem funkcji charakterystycznych. W tym celu, na zbiorze

O ={X@g:0<s<t<oo} (1.3)

zdefiniujmy czedciowy porzadek poprzez f = X (1] < X(soito] = 9 Whedy i tylko wtedy,
gdy t; < sq oraz f < g wtedy i tylko wtedy, gdy f < g lub f =g.

Definicja 1.5 Zalézmy, ze f1, fo, ..., fn € © maja nosniki parami réwne lub roztaczne.
Mowimy, ze P € OP,, jest zgodna z ciagiem (f1, fi1,..., fn), jezeli

Lijge b= fi=;

2.iePjePik<l = fi<f.
Wowczas bedziemy pisa¢ P~ (f1, fo, ..., fn). Wprawdzie symbol ~ byt juz przed-
miotem Definicji 1.4, ale nie powinno to prowadzi¢ do niejasno$ci.
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Przyktad 1.6 Niech fi = fo = f5 = f6 = X0 oraz f3 = f4 = xa,2. Wowczas
partycja P = ({1,6},{2,5},{3,4}) jest zgodna z ciagiem (fi, fo,..., fs), natomiast
partycja P' = ({3,4},{1,6},{2,5}) nie jest, gdyz na przyktad blok {3,4} jest nizszego
koloru niz blok {1,6} oraz f3 = fy > fi = fe.

Niektore formuty kombinatoryczne przedstawione w tej pracy moga byé wyrazone
w terminach zwyklych (nieuporzadkowanych) partycji nieprzecinajacych N'C,. Jezeli
partycje P = (P, P,..., P,) € ONC, i ® = {m,...,m} € NC, maja takie same
bloki, to woéwczas bedziemy pisa¢ m ~ P.

Rozwazmy dwa obiekty: partycje m = {7y, m,..., T} € NC3, oraz ciag funkcji
charakterystycznych (f1, fa, ..., for) 0 nosnikach parami réwnych lub roztacznych, gdzie
fi € ©,i =1,...,2k, sa takie, ze 1 ~ P ~ (f1, fa,..., for) dla pewnej partycji
uporzadkowanej P. Wynika stad, ze jezeli {p,q} = m; dla pewnego i, to wowczas
mozemy potozy¢

f(i) =fp=1 (1.4)
Zatem przez f1), ..., f*) oznaczaé bedziemy funkcje charakterystyczne odpowiadajace
odpowiednio blokom 7, ..., 7. Ponadto, przez sV, s ... s®) oraz ¢ ¢@ . ¢®)

oznaczymy odpowiednio lewe i prawe konce ich nosnikéw.

PoézZniejsze rachunki beda polegaly na zliczaniu wewnetrznych blokéw o takich sa-
mych funkcjach charakterystycznych. W tym celu kazdemu z blokéw 7; nieuporzad-
kowanej partycji m przypiszemy liczbe ((7;) jego blokow wewnetrznych, ktoérych funkcje
maja ten sam nosnik co f@ tzn.

C(m) = #{my i m; > m i fO = fO}, (1.5)

Oczywiscie, ((m;) zalezy od ciagu (f1, f2, ..., for), co pomijamy w celu uproszczenia
notacji. W koncu, kazdej partycji m i kazdemu ciagowi (f1, fo..., for) przypiszemy
liczbe

cx(fiy far- oy o) = #{P € MNC i ~ P~ (f1, for .-, far)} (1.6)

ktora zlicza pokolorowania partycji m zgodne (f1, fo, ..., for)-

Przyktad 1.7 Niech 7 € NC; bedzie dwupartycja nieuporzadkowana, przedstawiona
na Rysunku 1.2. Ponadto, niech f = x4 19 = X(,» dla pewnych 0 < ¢t < t' oraz niech
m = {1,8}, my = {2,3}, m3 = {4, 7}, my = {5,6}. Wowczas blok m; posiada doktadnie
jeden blok wewnetrzny o tym samym nosniku, czyli ¢((7;) = 1, natomiast pozostate
bloki nie posiadaja takich podblokow, a zatem ((my) = ((73) = ((m4) = 0.

Zauwazmy rowniez, ze ¢.(f, 9,9, f,9,9, f, f) = 3, poniewaz blok m; musi mie¢ kolor
1, blok my - kolor 2, 3 lub 4 i dla kazdego takiego wyboru istnieje doktadnie jedna
mozliwos¢ pokolorowania pozostatych blokéow, gdyz m3 < my.
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f
f
al

1 2 3 4 5 6 7

Rysunek 1.2 Diagram partycji m z Przyktadu 1.7.

O ile nie bedzie powiedziane inaczej, w ponizszych lematach zaktada¢ bedziemy,
ze {A;}icr jest m-monotoniczna rodzing *-podalgebr algebraicznej przestrzeni proba-
bilistycznej (A, ¢) oraz ze ar € A;, dla 1 < k < n. Pierwszy z nich, zwany warun-
kiem singletonu, bedzie uzyteczny w dowodach centralnego twierdzenia granicznego,
twierdzenia Poissona oraz zasady niezmienniczosci.

Lemat 1.1 Niech iy # ig # ... # i, oraz niech j € {1, ..., n} bedzie takie, zZe ¢p(a;) =0
oraz i; # iy, dla j # k. Wtedy ¢(aras...a,) =0.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista. Zaltézmy;,
ze teza zachodzi dla [ < n. Woéwcezas

dlaray...a,) = o(adlay...an) + ¢la))o(li,as. .. ay)
= ¢(alay...a,) + dlar)p(az...a,).

Jezeli j # 1, to z zalozenia indukcyjnego ¢(az...a,) = 0. Jezeli j = 1, to ¢(ay) = 0,
skad wynika, ze

o(aray . ..a,) = ¢(alay ... a,) = ¢(aladas .. .a,) + ¢(az)p(ally,as. . . ay)

Podobnie jak poprzednio, rozwazymy dwa przypadki. Jezeli j = 2, to ¢(az) = 0, gdy
natomiast j # 2, to znowu mamy dwie mozliwosci:

1. m = 1. Jesli iy < 4o, to z zalozenia indukcyjnego ¢(adly,az...a,) = ¢(adas...a,) =
0. Z drugiej strony, gdy i1 > is, to ¢(allyasz...a,) = 0, co bezposrednio wynika z
Definicji 1.2.

2. m > 1. Wtedy ¢(af1,a3...a,) = ¢(aas ... a,) = 0 z zalozenia indukcyjnego.
Zatem, we wszystkich rozpatrywanych przypadkach, albo ¢(a1;,a3...a,) = 0, albo
¢(ay) = 0, skad wynika rownosé

Plarasy . ..a,) = ¢(aadas . .. ay,).

Kontynuujac powyzsze rozumowanie, otrzymujemy, ze @(aias...a,) = ¢(alal...ad),

co jest rowne zero z warunku Voiculescu. ]
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Nastepny lemat, dajacy niezmienniczosé na injekcje zachowujgce porzgdek, bedzie
wykorzystywany w dowodach centralnego twierdzenia granicznego, zasady niezmienni-
czoSci oraz twierdzenia granicznego Poissona.

Lemat 1.2 Zalozmy, ze (a;)52, jest ciggiem zmiennych m-monotonicznie niezaleznych.
Ponadto, niech T : N — N bedzie injekcjq, zachowujgcq porzgdek. Wtedy

¢(&i1ai2 - (Zin) = ¢(CLT(i1)CLT(i2) - aT(in)) , n, il, iz, eyl € N.
Dowéd. Jest to natychmiastowa konsekwencja Definicji 1.2. |

Lemat 1.3 Zalozmy, ze iy # iz # ... # i oraz (i1,...,1,) ~ P, dla pewnej przeci-
najgcej partycji uporzedkowanej P o b blokach. Wtedy moment mieszany ¢(ay ... ay)
wyraza sie jako suma tloczynow co najmniej b + 1 momentow brzegowych.

Dowéd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 4, skad rozpoczyna sie indukcja,
teza jest prawdziwa, gdyz ¢(abab) = ¢(a?)¢*(b) dla m = 1 (przypadek monotoniczny)
oraz

¢(abab) = ¢*(D)¢(a®) — ¢*(b)¢*(a) + ¢*(a)$(b)

dla m > 1. Niech teraz n > 4. Wéwczas w wyrazeniu

plaray .. .a,) = ¢(alay .. .a,) + ¢(a1)p(asy . .. ay) (1.7)

drugi sktadnik sumy jest iloczynem co najmniej b + 1 czynnikéw, poniewaz (is, ..., ,)
albo jest stowarzyszony z nieprzecinajaca partycja P’, ktora wowczas musi posiadac
rowniez b blokoéw, albo odpowiada przecinajacej partycji, w przypadku ktorej korzys-
tamy z kroku indukcyjnego. Zatem dla wykazania tezy wystarczy zbadaé¢ pierwszy ze
sktadnikow sumy (1.7). Podobnie jak poprzednio, mozemy napisaé

p(alay . ..a,) = ¢p(aladas . ..a,) + ap(az)p(adas . . . a,),

gdzie @ = 0 lub @ = 1 w zaleznosci od przypadku z (1.2). Do drugiego sktadnika sumy
stosujemy podobne rozumowanie jak poprzednio, pokazujac, ze jest on iloczynem co
najmniej b + 1 czynnikow. Kontynuujac to rozumowanie, dochodzimy do wniosku, ze
dla pokazania tezy wystarczy pokazac ja dla ¢(a%a) . ..al), co jest réwne zero na mocy
warunku Voiculescu. |

Lemat 1.4 Zaldézmy, ze (i1,...,in) ~ P € ONC,(m), gdzie iy # iy # ... # i,. Wtedy
moment mieszany ¢(ay . ..a,) wyraza sie jako suma iloczynow doktadnie b momentow
brzegowych, gdzie b jest liczbg blokow partycji P.

Dowo6d. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n < m moment ¢(a;...a,) jest
taki sam jak w przypadku wolnym (patrz Propozycja 1.2), zatem teza wynika z analo-
gicznego twierdzenia z [Sp| o faktoryzacji momentéw mieszanych dla zmiennych wol-
nych. Zaloézmy teraz, ze n > m; ponadto, niech r € {m,...,n} bedzie takie, ze



Rozdzial 1. Monotoniczna hierarchia wolna 18

F e F iy, < ... <. > i41. Wiemy, ze P jest nieprzecinajaca, a zatem istnieje
1 <j <r takie, ze i; # ij, dla wszystkich k # j. Woéwczas z Lematu 1.1 otrzymujemy

olay...an) = olay... aj_la?aj+l cooan) +o(az)o(ar .. aj1lia4 .. ay)

= ¢la;)p(ar...a;-1aj41...ap) .

W celu zakoriczenia dowodu wystarczy zastosowaé zalozenie idukeyjne, gdyz (iy, ...,
ij—laij—s—l) N ,Zn) ~ ONCn_l(m), o ile ij—l 7& ij+1, lub tez (’il, ce ,Z‘j_l,l‘j_l, N Zn) ~
ONC,_2(m) w przeciwnym wypadku. [

Lemat 1.5 Zaldézmy, ze iy # iy # ... # ip oraz (i1, ..., i) ~ P € ONC, \ ONC,(m).
Wtedy moment mieszany ¢(ay .. .a,) wyraza sie jako suma itloczynéw co najmniej b+ 1
momentow brzegowych, gdzie b jest liczbg blokow partycyi P.

Dowéd. Rozwazmy pierwszy przypadek, w ktorym istnieje 1 < r < n, takie, ze
WF .. Fly <...<1i.> i,y oraz dla kazdego 1 < j < r istnieje r + 2 < k < n takie,
ze i; = 1. Wtedy drugi skladnik sumy w wyrazeniu

dlay...a,) = ¢lalay ... a,) + dla))g(as. .. ay,)

jest iloczynem p + 1 czynnikéw, poniewaz partycja stowarzyszona z ciagiem (s, . . ., iy )
posiada b blokéw. Zatem wystarczy rozpatrzy¢ jedynie pierwszy ze sktadnikow powyz-
szej sumy, tzn.

¢(a(1]a2 S an) - d)(a(l]a’gaii s an) + a¢(a2>¢(a(1)a3 s an) )

gdzie « = 0 lub = 1, w zaleznosci od przypadku z (1.2). Stosujac analogiczne
rozumowanie i korzystajac z definicji m-monotonicznej niezaleznosci, dochodzimy do
wniosku, ze nalezy zbada¢ teze jedynie dla ¢(al...ala,4q...a,), co jest réwne zero.
Ogolny przypadek zawsze mozna sprowadzi¢ do powyzszego. |

1.4 GNS reprezentacja

W podrozdziale tym przypomnimy konstrukcje GNS reprezentacji m-monotonicznego
iloczynu stanéw. W tym celu pokrétce opiszemy iloczyn wolny C*-przestrzeni proba-
bilistycznych.

Niech I bedzie liniowo uporzadkowanym zbiorem indeksow oraz niech (A;, @;)ier
bedzie rodzina C*-przestrzeni probabilistycznych. Dla kazdego ¢ € I, przez (H;, m;, w;)
oznaczmy GNS reprezentacje algebry A;, tzn. H; jest przestrzenia Hilberta, w; we-
ktorem jednostkowym w H; oraz m; : A; — B(H;) *-homomorfizmem takim, ze

pi(a) = (mi(a)w;, w;),
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dla wszystkich a € A;, przy czym (-, -) jest iloczynem skalarnym w ‘H; (dla uproszczenia
notacji wszystkie iloczyny skalarne oznaczaé¢ bedziemy jednakowo).

Przedstawimy teraz, za [Av,Vol|, konstrukcje reprezentacji algebr A; na jednej,
wspolnej przestrzeni Hilberta, ktéra oznaczymy przez H. Obrazy algebr A; w alge-
brze operatoréw ograniczonych na ‘H beda wolne wzgledem pewnego stanu zwanego
stanem prozni.

Przez HY oznaczmy dopelnienie ortogonalne w H; jednowymiarowej podprzestrzeni
generowanej przez wj, czyli HY = H; © Cw;. Podobnie, dla h € H; przez h® oznaczmy
rzut ortogonalny wektora h na podprzestrzeri H?. Ponadto, niech H bedzie przestrzenia
Hilberta zadana jako suma prosta postaci

H=CQo P H eH,®..0H) . (1.8)
i1#iaFE . Fin
z kanonicznym iloczynem skalarnym

(1 ®... Qg ®...®h) = bilgr, h1) - (gr, hi)

gdzie Q, tak zwany wektor prdzni, jest wektorem jednostkowym. Pare (H,€2) nazywa-
my iloczynem wolnym przestrzeni (H;,w;). Na przestrzeni H okreslamy *-reprezentacje
i o+ A; — B(H) algebry A; dla kazdego ¢ € I nastepujaco:

)\Z(CL)Q = (m(a)wi)o—i— (m(a)wi,wi)Q (19)
(Wi(a)wi)o X hl ®X...Q hn + <7Ti(a)wi,w,~>h1 ®X...Q hn
gdy @ # 0
Aila) (b1 ®...®&h,) =
(@ ®...oh) (@)’ @y ® - .. @ B + (mi(a)h, widhs @ - .. @
gdy i =14

Dodatkowo, na C*-algebrze B(H) operatoréw ograniczonych na przestrzeni Hilberta
‘H mozemy w naturalny sposob okresli¢ tak zwany stan prézni zadany przez ¢(-) =
(-Q,Q). Wowcezas para (B(H), ¢) jest C*-przestrzenia probabilistyczng oraz ma miejsce
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.1 [Av,Vol| {\;(Ai)}ier s¢ wolnymi *-podalgebrami C*-algebry B(H)
wzgledem stanu prozni ¢.

C*-algebre generowang przez wszystkie {\;(A;) }icr wraz ze stanem ¢ nazywamy wolnym
iloczynem algebraicznych przestrzeni probabilistycznych (A;, ¢;).

Przejdzmy teraz do analogicznej konstrukeji m-monotonicznego iloczynu algebraicz-
nych przestrzeni probabilistycznych. WprowadZzmy w tym celu oznaczenie nastepujacej
rodziny ciagéw indeksow:

Lim) = {(i1,...,in);ix € iy Fig # ... #in} dlan <m,
In(m) = {(il,...,in);ike[,il>...>in_m+17éin_m+27é...7éin} dlan>m,

gdzie m € N.
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Definicja 1.6 Niech H(™ bedzie domknieta podprzestrzenia przestrzeni H postaci

H™ = CQ@@ P H.oeH,®..@H, , meN

n=1 (21’ ,’Ln)EIn( )

Pare (H(m),Q) nazywaé bedziemy m-monotonicznym iloczynem przestrzeni (H;,w;),
i € I. Zauwazmy, ze (HW, Q) jest tak zwanym monotonicznym iloczynem przestrzeni
Hilberta [Mu2|.

Niech H™ (i) oznacza podprzestrzen przestrzeni H(™ postaci

H<m>(¢):<cgz@<ré_9@Hg@..@ng) (EB b .®H?n>.

n=1 i1#...#in n=m (iy,..., zn%eln(m)
1< 1

Reprezentacje )\Z(»m) algebry A; na przestrzeni H™ okreslamy nastepujaco:

™Ay — B(H™), A (g = MLk edy he M @l 7
0 gdy h € H™ (i)

gdzie m > 1. Reprezentacje te daja m-monotoniczne podalgebry, co pokazemy w
Twierdzeniu 1.2. W jego dowodzie potrzebny nam bedzie nastepujacy lemat.

Lemat 1.6 Niech a; € A;,...,a, € A;, bedq takie, zZe i1 # iy # ... # i, oraz
oi(ar) =0, dlak =1,2,...,n. Wtedy /\Z(:Ln)(an) /\Z(:Z_)l(an_l) . )\(m (ar) Q2 ]est tensorem
prostym nalezgcym do podprzestrzeni H) @ H) & ... @ HY..

In—1

Dowéd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 mamy
A (a1) @ = (i, (an)eon)° - (i (@) w2 )2 = (i (),

co jest tensorem prostym nalezacym do H? , wiec teza jest spelniona. Zalézmy teraz,

717

ze dla pewnego n mamy )\En )( n) /\(T_)l(an_ ) ... )\xn)(al) Q=h,@hp1®...®hy, dla

2

pewnych wektorow hy € Hy , k=1,2,...,n. Wtedy

<7Tin+l (an+1>win+1 ) Win+1>hn Q... hy

= (Win+1 (an+1)win+1)0 Qhp®...80 M

_|_

co konczy dowdd. [ ]

Twierdzenie 1.2 Algebry {\\"™ (A:)}ies sq m-monotonicznie niezaleinymi *-podalge-
brami nieprzemienne) przestrzeni probabilistycznej (B(H(m)),¢), gdzie ¢ jest stanem
prdzni na B(H™).
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Dowdd. Niech a; € A, ...,a, € A;, beda takie, ze i1 # iy # ... # i,. Dla skrocenia
notacji wprowadzimy oznaczenie X, = )\Z(»km) (ay). Zaczniemy od wykazania, ze zmienne
Xi,..., X, spelniaja warunek Voiculescu (Definicja 1.1).

Zalozmy, ze X, ..., X, € Ker¢. Z Lematu 1.6 wynika, ze X ... X7Q L C(), skad
otrzymujemy

S(X1... X)) = (Q, X5 .. XIQ)=0.

Teraz pozostaje jedynie pokazac, ze wewnetrzne jedynki {/\Em)(li)}ig podalgebr
{/\Em) (A;) }ier spelniaja warunek (1.2). W tym celu, zalozmy, ze X, ..., X;_; € Ker ¢.
Wtedy

S(X1 . X N (L) Xy X)) = (X5 X A (L) X XTQ)

Jezeli (ij,...,11) € I;(m), to z Lematu 1.6 wynika, ze X7_; ... X7Q € H™ (i;), wiec
(X1 Xg A (1) Xy X)) = (X0 X XD XQ)
= ¢(X1 R Xj—lXj+1 c. Xn) .
Gdy natomiast (ij,...,i1) & Ij(m), wowczas X7 ;... X{Q lezy w H"™(i;)*, wiec
MY (1) X2y . X5 =0, czyli

Qb(Xl - -Xj—l /\Z(:n)(lz]> Xj+1 e X’rl) = O’

co konczy dowdd. |

1.5 Centralne Twierdzenie Graniczne

Sformutujemy teraz centralne twierdzenie graniczne dla m-monotonicznych zmiennych
losowych oraz podamy rekurencyjng zalezno$¢ na transformaty Cauchy’ego miar o mo-
mentach w nim otrzymanych.

Twierdzenie 1.3 Niech {a;}32, bedzie ciggiem m-monotonicznie niezaleznych zmien-
nych losowych o tym samym rozktadzie, Sredniej zero i wariancy jeden. Wtedy

M = lim

n
N—oo

gb({m—i-az—l—...—i-aN}n) 0 gy n =2k +1

=4 |ONC)
VN % gdy n = 2k

Dowd6d. Skoro momenty mieszane sg niezmiennicze na odwzorowania zachowujace
porzadek (Lemat 1.2), zatem mamy

+ay+...+an]" 1
¢<|:CL1 az\/ﬁ CLN}) = Z olag, ... ag,)

1<ky o kon <N

= 2w (im0

PecOP,
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gdzie OP,, oznacza wszystkie dwupartycje uporzadkowane zbioru {1,...,n},
m(P) = ¢(ag, ...ag,) dla (ki,...,k,) ~ P

oraz b(P) jest liczba blokéw partycji P.
Przeanalizujmy wklad kazdej partycji P dla duzych N. Jezeli istnieje singleton
w P, to z Lematu 1.1 wynika, ze m(P) = 0. Zatem, przyjmijmy, ze P nie posiada

1 N
N7z \ b(P

przy N — oo. Podobny rezultat otrzymujemy, gdy n = 2k 1 b(P) < k. Zalézmy zatem,
ze n = 2k oraz b(P) = k. Wowczas wklad graniczny dla takiej partycji P wynosi
m(P)/k!. Teraz zauwazmy, ze z Lematow 1.3 — 1.5 oraz zalozenia o $redniej rownej
zero wynika, ze m(P) = 0, jezeli P ¢ OP3;, \ ONC3,(m). Ponadto, z Lematu 1.4 i
zalozeniu o wariancji réwnej 1, otrzymujemy, ze m(P) = 1, jezeli P € ONC3,(m), co
konczy dowdd. |

singletonow. Jezeli n = 2k + 1, to b(P) < k, skad wynika, ze )> dazy do zera

Zauwazmy, ze korzystajac z Propozycji 1.3 w przypadku m = 1, otrzymujemy mo-
menty rozkladu arcusa sinusa skupionego na przedziale [—+v/2, v/2], czyli

0 gdy n=2k+1

MY = 1 (2%
?(k‘) gdy n = 2k

Oczywiscie, jest to miara otrzymana w centralnym twierdzeniu granicznym dla zmien-
nych monotonicznych [Mu2].

Odnotujmy réwniez, ze dla ustalonego k i odpowiednio duzego m porzadek w par-
tycjach z ONC3,(m) jest nieistotny, tzn. |ONC3,(m)| = k! [NC3,(m)|. Wynika stad,
ze

0 gdy n =2k +1
M®) = 1 [/2k
EIT(k) gdy n =2k

Sa to momenty rozkladu Wignera skupionego na przedziale [—2, 2], ktory jest rozktadem
granicznym otrzymanym w centralnym twierdzeniu granicznym w przypadku wolnych
zmiennych losowych.

Stosujac odpowiednie zaleznosci kombinatoryczne miedzy partycjami ONC3,.(m),
mozemy wyprowadzi¢ rekurencyjng zaleznos¢ na momenty M,(Lm), dzieki ktorej tatwo
mozemy udowodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.4 Transformaty Cauchy’ego G (2) miar granicznych p™ otrzyma-

nych w centralnym twierdzeniu granicznym spetniajq nastepujgcq zaleznosé rekurencying
W) = (m) () — 1

G (Z) - Z2 —9 ’ G (Z) - P G(m_l)(z) )

dlam > 2 oraz z € C; = {z: Jmz > 0}.
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Dowo6d. Wzoér na G (z) wynika z Propozycji 1.3 oraz z [Mu2|. Niech zatem m > 2.
Zalozmy, ze znamy ilogé elementow zbioru ONC3.(m) dla k < n, z ktérych po-
moca wyznaczymy ilo§é elementéw zbioru ONC3, 1o(m). Wybierzmy jedna sposrod
liczb {2,4,...,2n + 2}, ktora tworzy pare z 1; oznaczmy ja przez 2k. Korzystajac z
faktu, ze partycje ze zbioru ONCj, ,,(m) sa nieprzecinajace, mozemy niejako odsepa-
rowa¢ bloki wewnetrzne bloku {1,2k} od pozostatych blokéw utworzonych na zbiorze
{2k +1,...,2n + 2}. Partycja opisana na {2k +1,... , 2n + 2} jest stowarzyszona z
ONC3,15 or(m) i jest dokladnie (7%, )|ONC3, 5 o (m)| takich partycji. Z kolei
bloki Wewnqtrzne bloku {1, 2k} tworza partycje stowarzyszona z ONC3, ,(m — 1), na

ktora mamy ( ) |(9./\f C2_o(m—1) | mozliwos$ci wyboru. Tak wiec mamy

n+1

+1
ONC,,5(m }jk(” )!ONC%2<-—1HONC%2HA ).

Dzielac obie strony przez (n+ 1)! i oznaczajac momenty graniczne z centralnego twier-

(m)

dzenia przez M,"", otrzymujemy

n+1
m—1) (m)
2n+2 - E : MZk: 2 2n 2k+2 -

Dzieki tej tozsamosci tatwo mozemy wyprowadzié¢ rekurencyjna zaleznosé na transfor-
mate Cauchy’ego

o0 o0
m m —2n— 1 m —2n—
G"M(z) = Y MG = o Y M
n=0 n=0
1 1 oo n+l
m—1 2k m —2n+2k—
B ;+;Z M(2k72)22+1M27(1%k+222+2 ’
n=0 k=1
1 1 = (m) _—2n—1 = (m-1) _—2n-1
Ll (; (r > g
1 GM())Gm-1
1, GMEGEE)
z z
skad
1
G(m) - -
(2) z—Gm=1(z) "’
co konczy dowod. [ ]

W ponizszej tabeli przedstawione zostaly momenty niskich rzedéw otrzymane w cen-
tralnym twierdzeniu granicznym dla monotonicznej hierarchii wolnej oraz dla przypadku
wolnej niezaleznosci, ktory otrzymujemy dla m = co. Zauwazmy, ze dla ustalonego m
momenty rzedu mniejszego niz 2m pokrywaja sie z momentami rozktadu Wignera.
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n=2|n=4|n= n=8|n=10
m=1] 1 3/2 | 5/2 [35/8 | 63/8
m=21] 1 2 9/2 | 21/2 | 199/8
m=3] 1 2 5 | 27/2] 75/2
m=4] 1 2 5 14 | 83/2
lm=oc0| 1 | 2 | 5 [ 14 [ 42 |

Tabela 1. Momenty niskich rzedéw z centralnego twierdzenia granicznego.

Przyktad 1.8 Obliczymy miare graniczna p?. Stosujac formute odwrocenia Stjeltiesa
do transformaty G(2)(z), otrzymujemy czes¢ absolutnie ciagta

1
(2) — —Z lim Jm G® ;
() = Jim Jm G (z + 1)
1 V2 —2?
- ! dla 2] < V2
= g7 14+2%(2—22) :
0 dla |z| > V2

Czesé dyskretna miary u® dostajemy, obliczajac residua rzeczywistych biegunéw trans-
formaty G (2):

242
(2) - 2 —
Res e G(z) = Res 7 GY(z) = YR

Rysunek 1.3 przedstawia wykres czesci absolutnie ciaglej miary p® wraz z zazna-
czonymi atomami.

Uzywajac podobnych obliczeri oraz pakietu Mathematica w przypadku miary 3,
otrzymujemy jej czesé absolutnie ciagla postaci

1 V2 — 22
(3) - ° dla |.I’| < \/§
fPa) = qm a? + (22 — 1)2(2 — 2?)
0 dla |z| > /2

oraz czes¢ dyskretna, sktadajaca sie z dwoch atomoéw o przyblizonych masach 0,099,
skupionych w £1,685 (patrz Rysunek 1.4). Analogicznie otrzymujemy wykresy miar
pu® i 1® przedstawione na Rysunkach 1.5 1 1.6.
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Rysunek 1.4 Wykres miary p(®.

Rysunek 1.5 Wykres miary ;4. Rysunek 1.6 Wykres miary pu(®.

1.6 Twierdzenie graniczne Poissona

W tym podrozdziale udowodnimy twierdzenie graniczne Poissona dla monotonicznej
hierarchii wolnej.

Twierdzenie 1.5 Zalozmy, ze dla kazdego N € N zmienne X, n,..., Xy n majg ten
sam rozktad 1 sg m-monotonicznie niezalezne wzgledem stanu ¢n. Jezeli dla pewnego
A > 0 ¢ kaZdego naturalnego k zachodzi warunek Nqu(Xi’fN) — A\ pray N — oo, to

WV

: SN
lim ¢N((X1,N+...+XN7N)”):Z§|ONCn(b,m)\, n>=0,

N—o0
b=0
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gdzie ONC,,(b,m) jest podzbiorem zbioru ONC,(m), sktadajgcym sie z partycji posia-
dajacych doktadnie b blokéw; ponadto przyjmujemy, ze |ONCo(b,m)| = dop dla dowol-
nychm>1141b>0.

Dowé6d. Wykorzystujac niezmienniczos¢ momentéw mieszanych na odwzorowania za-
chowujace porzadek, otrzymujemy

ON(Xiny+...+ Xyn)") = Z ON(Xpy N - - Xk, )

1<ky, ... kn <N

-2 (b(jfva) P,

PcOPy

gdzie OP,, oznacza zbior wszystkich uporzadkowanych partycji zbioru {1,...,n}, b(P)
jest liczba blokéw partycji P oraz my(P) = ¢n (X~ - .. Xk, n) dla dowolnego ciggu
(k1,...,k,) stowarzyszonego z P.

Z Lematow 1.3-1.5 wynika, ze jezeli P € ONC,(m), to my(P) faktoryzuje sie na
doktadnie b(P) czynnikow, bedacych momentami brzegowymi. W przeciwnym razie,
tzn. gdy P ¢ ONC,(m), m(P) jest iloczynem wiecej niz b(P) czynnikow. Zatem
jedynie partycje z ONC,(m) po przejsciu z N do nieskoniczono$ci dadza niezerowy
wktad, co w potaczeniu z Lematem 1.4 daje teze. |

Podobnie jak w przypadku centralnego twierdzenia granicznego, wyznaczymy teraz
rekurencyjna zalezno$é miedzy funkcjami generujacymi momenty otrzymane w twier-
dzeniu granicznym Poissona. Potrzebne nam beda oznaczenia

AP -
MU (X, b) = a|(9/\/cn(b, m) . H™(\2) =Y MM\ b) !
) n,b=0

oraz M,(Lm)()\,()) = 0po dla dowolnego rzeczywistego A > 0 i naturalnych n,b > 0.
Funkcje H™ (), z) traktujemy jako formalny szereg potegowy.

Twierdzenie 1.6 Funkcje H™ (), 2) spetniajq rekurencyjng zaleznosé

1— Hm () 2)
z—zHM=D(X\ 2) =\’

HM™ (), 2) =

m =2,

gdzie HY (), 2) jest funkcjg Lamberta (product log function) opisang w [Mu2].

Dowéd. Zalézmy, ze m > 2. W celu ,skonstruowania” nieprzecinajacej partycji
zbioru {1,...,n} wybierzmy te elementy, ktore znajduja sie w tym samym bloku co
element pierwszy; oznaczmy ten blok przez {1,pi,...,p,—1} jak na ponizszym dia-
gramie. Ponadto, niech Q1,Qs,...,Q, beda ,podpartycjami” odcinkéw (2,p; — 1),

(pl+17"‘7p2_1)7"'7(p7“—1+17n)'
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I

1 D1 D2 Dr—2 Dr—1

Dla uproszczenia notacji wprowadzimy oznaczenie N, (q,m) = |ONC, (g, m)|. Wowczas
mamy

Negm) = > Y Y (1.10)

|
r=1 ki+..+kr=n—-1 q+..+q=q—1 gz G
X Nkrl(%,m - 1) ce Nkr_lfl(Qrfla m — 1)Nkr(qr7 m)

dla n,ki,.... k.1 >1; k.,by,...,b, >0, gdzie ky =p1 — 1,ko =po—p1,..., k1 =
Pr—1—Pr—2, k. = n—p,_1, poniewaz istnieje doktadnie ¢!/(¢!...¢.!) sposobéow wyboru
koloréw dla partycji Qq, ..., Q, sposréd ¢—1 = ¢;+. . .+ ¢, koloréow oraz istnieje doktad-
nie Ng,—1(q1,m — 1) ... N (g-,m) sposob6w ich pokolorowania, tak aby cata partycja
nalezata do ONC,,(q,m). Teraz, mnozac obie strony (1.10) przez A?/q!, otrzymujemy

g =2y Y%

r=1 ki+..+kr=n—1 q1+...4+qr=q—1
m—1 m—1 m
M Ovan) - M O g-0) M (g1

skad wynika, ze

H™M(z) = > MM\ gz

n,q=0

a §+g Z Z Z Z Mk;n gy

n,qg= 1 r=1 k‘1+‘..+kr:n71 ‘Z1+---+q7»:q—1

X . M(m 1) T o) 27 kr—1 5 M,i?z)()\,qr)z_k’"_l
I Ao - m—1 1) ! - m —pu—1
= ;—f—; (ZMIE Y\, B) 2 ) ZM‘S Y\, @) z7H
r=1 [B,v=0 w,oe=0
1 AHM™ () 2)

2 z(1— Hm=D() 2))

co po prostych przeksztalceniach prowadzi do tezy twierdzenia. [ |
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1.7 Zasada niezmienniczosci

Niech (X;)en € A bedzie ciagiem m-monotonicznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie, éredniej zero i wariancji jeden. W podrozdziale tym bada¢ bedziemy asym-
ptotyczne zachowanie znormalizowanych sum

[tN]
1
S = — Xi, 1.11
=7z 2 (1.11)

dla f = x(s,t] € © (patrz (1.3)) przy N — oc.

Wygodniej nam bedzie podaé¢ formute na momenty mieszane powyzszych sum indek-
sowanych funkcjami o nosnikach parami réwnych lub roztacznych. Oczywiscie, kazdy
ogolniejszy przypadek mozemy sprowadzi¢ do takiego poprzez odpowiednie podziaty
funkcji.

Twierdzenie 1.7 Zalozmy, ze fi, fa,..., fn € © maje nosniki parami rowne lub roz-
taczne. Dodatkowo, niech o(f) = {o1,09,...,0,} bedzie partycjq okreslong przez cigg
(f1, fas .-, [n), tzn. kazdy blok oy sktada sie ze wszystkich j, dla ktorych f; sq rowne.
Wtedy

. 1
Jim (S (f1)Sn(fa) - Sn(fa)) = sy > I (farta), (112
109! ...0,! peonetm {aB}eP
Pr(f1,f25-5fn)
gdzie by, = |og|/2, dla k=1,...,p.

Dowod. Oczywiscie, teza zachodzi dla n nieparzystych; przyjmujemy tu, ze ONC2(m)

= (. Zalozmy zatem, ze n = 2k oraz fi = X(s,1,]> dla k =1,...,n. Wowczas mamy
1 [t1N] [tnN]
OSn(f)Sn(f) - Swfa)) = % D - DL (X Xi)
ili[slN]—l-l i:[an]—‘rl
1
= = Z Ap(fi, far s fa; N) 4+ O(1/N),
PEONC2 (m)

gdzie Ap(f1, f2,--., fn; N) oznacza liczbe ciagow (iy, s, ..., 14,) takich, ze
(il,i27...,in)NP oraz [S]N]<Z]S[t]N], dla 7=1,...,n.

Teraz warunek singletonu (Lemat 1.1) mowi nam, ze Ap(f1, fa,..., fu; N) =0, jezeli P
posiada singleton. Ponadto, jezeli P ma mniej niz k blokéw, to jej ,wktad” graniczny
rowniez wynosi zero, podobnie jak w centralnym twierdzeniu granicznym. Zatem pod
uwage bra¢ bedziemy jedynie dwupartycje. 7Z Lematow 1.3-1.5 otrzymujemy, ze mo-
menty odpowiadajace dwupartycjom, ktére nie naleza do ONC?(m), faktoryzuja sie
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na wiecej niz k czynnikéow, a zatem ich wktad w granicy przy N — oo rowniez wynosi

zero. W koticu, gdy P € ONC2(m)i P ~ (f1, fa, ..., fn), to

w3 () (3)

gdzie N; = [tU)N] — [sU)N] oraz tV), sU) oznaczaja korice nognika funkcji f,, dla dowol-
nego r € o; oraz j = 1,...,p. Dla takich partycji P mamy

Ap(fi,fos- o fa) ﬁNj(Nj—U..( = b+ 1)

Nk b;INYi
7j=1
p )b
. H t(])_s
7j=1
1
= ol ol H (fas I5) -

P* (a8 eP

W przeciwnym razie, tzn. gdy P o (f1, fa, ..., fn), mamy Ap(fi, fo,..., fa; N) =0, co
koriczy dowdd. |

1.8 m-monotoniczne operatory gaussowskie

W podrozdziale tym wprowadzimy m-monotoniczng przestrzeri Focka oraz zdefiniu-
jemy na niej odpowiednie operatory, ktore w stanie prozni dawaé¢ beda realizacje mo-
mentow otrzymanych w zasadzie niezmienniczosci dla m-monotonicznie niezaleznych
zmiennych losowych. Operatory te nazywaé¢ bedziemy m-monotonicznymi operatorami
gaussowskimia.

Wolng przestrzen Focka nad przestrzenig Hilberta H = L*(R,) definiujemy jako
sume prostg

FH)=CoaPH"=Ccos @ LR, (1.13)
gdzie ) jest jednostkowym wektorem zwanym wektorem prézni. Na F(H) rozwazamy

kanoniczny iloczyn skalarny. Analogicznie definiujemy m-monotoniczng przestrzenig
Focka nad przestrzenia Hilberta ‘H jako sume prosta

FmMH)=Ccoa@P LR e P LAAM), (1.14)
n=1 n=m-+1
gdzie A%m) = {(z1,29,...,2y) 1 ®1 = ... 2 Tp_ms1 = 0}. Przestrzen .7-"(”‘)(7-() moze

by¢ w naturalny sposob traktowana jako podprzestrzen wolnej przestrzeni Focka F(H).
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Na F™)(H) okreslony jest kanoniczny iloczyn skalarny ,odziedziczony” z F(H). W
szczegolnosei, przestrzenn F(V(H) jest monotoniczng przestrzenia Focka [Mu2,Lul.

Jezeli przez P™ oznaczymy kanoniczny projektor ortogonalny z F(H) na F™ (H),
to wowczas F ™ (H) jest rozpieta przez € oraz wektory postaci

gdzie fi,...,f, € Hin eN.
Dla f € H zdefiniujmy m-monotoniczny operator kreacji na F ™ (H) wzorami

™ ()2 = f
"™ (F)(fi @m o @m fn) = [ O 1 B v @i

oraz m-monotoniczny operator anihilacji jako sprzezenie a™*(f). Latwo mozemy za-
uwazyé, ze a™*(f) dziata nastepujaco:

et ={ G LE ST ST

gdzie (Myg)(x) = ¢(x)g(x) jest operatorem mnozenia przez funkcje

() = (fu, fa = / AWy (1.15)

(zaleznosé funkcji ¢ od f i fi bedziemy pomijali w notacji). Zauwazmy, ze jezeli supp f1N
suppf > suppfa, to ¥(x) = (f1, f), dla kazdego x € supp fo.

Teraz zdefiniujemy m-monotoniczny operator gaussowsk: jako sume operatora kre-
acji i anihilacji, tzn.

WO (f) = a"(f) +a"(f).

Naszym celem bedzie wyrazenie momentéw granicznych uzyskanych w zasadzie nie-
zmienniczo$ci przez momenty m-monotonicznych operatoréw gaussowskich w stanie
prozni ¢(-) = (-Q,Q). Dla przejrzystosci i uproszczenia notacji rozwazymy jedynie
przypadek monotoniczny, tzn. dla m = 1 oraz bedziemy pisa¢ a(f) = a(f), aV*(f) =
a*(f)iw®(f) = w(f). Kombinatoryczna formuta tutaj uzyskana jest nowym wynikiem
nawet w przypadku monotonicznym. Przypadek ogolny (dla dowolnego m) moze byé
uzyskany poprzez analogie do przypadku monotonicznego.

Wprowadzmy kilka niezbednych oznaczenn. Dla dowolnej partycji nieuporzadkowane;j
7 ={m,m, ..., T} € NC5, oraz ciagu funkcji (fi, f2, ..., for) polézmy

ax(f1, fo, -, far) = 0 (fr)a® (f2) - a™ (far) | (1.16)
gdzie €, = * (annihilacja) oraz €, = 1 (kreacja), gdy {p, ¢} jest blokiem partycji 7 oraz
p < q. Jezeli w jest zgodna z (f1, fa, ..., for), to wowczas z kazdym blokiem 7; mozemy

zwigzacé funkcje liniowa

, z e [sV, 0] (1.17)
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gdzie ((m;) jest zadane tak jak w (1.5) oraz [s),t®] = supp f), tak jak w (1.4).
Woéwcezas ma miejsce nastepujacy lemat.

Lemat 1.7 Niech 7 = {m,m,..., 7} € NC3. oraz © ~ (fi, f2, ..., for), gdzie
f1, fay ooy for € © majg nosniki paramsi rowne lub roztgczne. Wtedy

olar(f1, fo,- -0 for)) = wm(s(”)wm(s(”) - -¢wk(3(k)) : (1.18)

Dowoéd. Uzywaé bedziemy skroconej notacji a, zamiast (1.16). Dla k = 1 partycja 7
jest postaci {{1,2}} i wowczas

@ = @' (fa(f)Q = (10 = sV = v ()2,

a zatem teza jest spelniona.

Claim: Niech gq,...,9, € H oraz n € N. Jezeli suppg; = suppfor lub suppg; <
supp for, to wowczas zachodzi rownosé

aﬂ'(gl ®1 ®1 gn) = H ¢W1<S(Z)>( H M¢jgl) ®1 ®1 gn
1<i<k 1<j<k
supp f; #suppgi supp f;j =suppgi

Zalozmy, ze powyzszy wzor zachodzi dlaw € NC3. dlal <r < k—1. Jezeli m = 7' Un”,
gdzie 7’ jest nieprzecinajaca partycja zbioru {1,...,2r} oraz 7" jest nieprzecinajaca
partycja zbioru {2r + 1,...,2k}, to teza jest oczywista. Zatem zalozmy, ze m = 7’ U
{{1,2k}}. Wowczas, stosujac zasade indukcji, mamy

ar(g1 ®1 ... @1 0n) = a*(f1)aw(for @191 @1 ... 1 gn)
= H ¢m(3(i))a*(f1)( H My, for @191 @1 ... @1 gn)

2<i<k 2<j<k
fi#fok fi=Fak
= T ¢n(®)(Mygr 1 ... ®194),
2<i<k
fi#fak

gdzie

(1)

vy = [ T] Mytay = [LGm)+07 [ (=g ay

2<j<k 2<j<k

T3=tax fi=rax
- H (C(m;) 4+ 1)1 (D) — gyttt

1<j<k

fj=rfak

o ile suppg; = supp for. Ponadto

v() = T on s,
e

o ile suppg; # supp fox. u
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Przyklad 1.9 Rozwazmy partycje m z Przyktadu 1.7 przedstawiong na Rysunku 1.2.
Obliczymy moment (a,(2, ). Korzystajac z Lematu 1.7, otrzymujemy

1
(a:9,Q) = 5th(zt' —t)?,

poniewaz ¢7r1 (ZL‘) = 1/2(t - :L’), ¢W2(x) =t — Z, ¢w3(x) =1l—-uz, ¢W4<x) =t —u.

Dla poréwnania odnotujmy fakt, ze w przypadku wolnych kreatoréw i anihila-
toréw istnieje multiplikatywna formuta podobna do (1.18), przy czym prawa strona
jest postaci (t0) — sM) .. (t*) — 5*)) Zatem réznica polega na tym, ze w przypadku
monotonicznym dodatkowo zawarta jest informacja o liczbie blokéw wewnetrznych.

Jak pokazuje ponizszy lemat, liczba odpowiednich ,pokolorowan” partycji m (patrz
(1.6)) rowniez moze by¢ wyrazona przez liczby blokow wewnetrznych.

Lemat 1.8 Niech ©7 = {m,m,...,m} € NC3. oraz © ~ (fi, fay..., for), gdzie

fis fay ooy for € © majg nosniki parami réwne lub roztgezne. Wtedy
k
Cﬂ(flﬂf%"'afﬂf) -
bllbgl b.! = H(C(ﬂ-z) + 1) ! (119)
D! ... b, paley

przy tej samej notacyi jak w Twierdzeniu 1.7.

Dowéd. Oczywiscie teza zachodzi dla k =117 = {{1, 2}} Zalozmy teraz, ze wzor
(1.19) jest prawdziwy dla nieprzecinajacych dwupartycji zbioru sktadajacego sie z 2k —2
elementéw oraz niech ™ € NC3,.

Przypadek 1. Zalozmy, ze 7 = 7' U n”, gdzie #’ = {n},..., 7.} jest nieprzeci-
najaca dwupartycja zbioru {1,...,2r} oraz 7" = {x{,...,7._.} jest nieprzecinajaca
dwupartycja zbioru {2r+1,...,2k}. Niech a; oznacza liczbe niepustych blokéw partycji
D ={n Noy,..., 7. No;}, gdzie i = 1,...,p. Skoro © ~ (fi,..., for), zatem istnieje

/

doktadnie (Z?) sposobow wyboru koloréw dla blokéw partycji 7(?. Kolory moga by¢

wybierane w sposob niezalezny, skad wynika, ze

Cw(f17"'7f2k) _ (b1)<bp> Cﬂ"(flv"'7f2r)c7r”(f2r+1a---7f2k)

bllbp' aq Qp b1|bp|
- C7r’(.f1a'~-7f27") C7r”(f2r+1,--->f2k)
B arl...apt (b —ap)... (b, —ap)!
r k—r
= @+ TIeE) + 1
i=1 j=1
k
= J[e@E)+n,
=1

co daje teze w tym przypadku.
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Przypadek 2. Niech teraz m = 7' U{{1, 2k}}, gdzie 7’ = {ma, ... 7} jest nieprzecina-
jaca dwupartycja zbioru {2,...,2k — 1}. Zatem wszystkie bloki partycji 7’ sa wewne-
trzne wzgledem bloku m; = {1, 2k}, co implikuje, Ze 7m; musi mie¢ kolor 1. Wnioskujemy
stad, ze istnieje doktadnie tyle samo sposobéw wyboru koloréw dla partycji @ co dla
7', Wybierajac by jako liczbe blokow partycji 7 o tym samym nosniku co f; = fo,
dostajemy

Cﬁ(fl,...,fgk) = Cﬂl(fg,...,fgk_l)
k
= (b= Dol b [[(C(m) + 1)

=2
k
= bbb ) + 1)
i=1
poniewaz by = ((m) + 1, co koniczy dowdd. [ |
Twierdzenie 1.8 Zalozmy, ze f1, fo, ..., fn € © majqg nosniki parami rowne lub roztq-

czne. Wtedy

@(W(fl)w(fz)---w(fn)):m ST Ut

pemncd  {a,B}eP
P~(f1,f2--:fn)

przy tej samej notacyi jak w Twierdzeniu 1.7.

Dowéd. Jezeli n = 2k, to z Lematow 1.7 i 1.8 mamy

pwf)w(fo) . wlfa)) = D {ax(fi for s )2,Q)

@ _ 5@

N Z HC(%’)"‘l

T (f1seee fn)
1
= b | b | Z Cﬂ(fl?"'7f2k) H <fa,fﬁ>
1. 0p: WENC%k (e
T~ (f15e0s fn)

1
T byl b, > 1 e

PEMNCE, {a,8}eP
Pr(f1502fn)

Oczywiscie, w przypadku nieparzystego n obie strony réwnosci sa rowne zero. [ |
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Odnotujmy fakt, ze Lematy 1.7 i 1.8 oraz Twierdzenie 1.8 moga by¢ uogdlnione do
dowolnego m > 1 poprzez zastapienie () przez

m _J o gdy d(mp) <m
) ={ Ly ) S

co oznacza, ze do glebokosci m mamy wolng kombinatoryke oraz od glebokosci m —
kombinatoryke monotoniczng.

Whiosek 1.1 Momenty rozktady arcusa sinusa mogq byé wyrazone wzorem
1 [2k —1 -1
()= 3 e = Y € )TCm) +)

TENC3, TENC3,

gdzie p(ax) sg momentami w stanie prézni iloczynéw monotonicznych kreatoréw i ani-
hilatorow a = a(xp,1)) oraz a* = a*(x,1))-

Dowdd jest natychmiastowa konsekwencja Lematu 1.7 i Twierdzenia 1.8 zastosowanych
do a = a(x,1)) oraz a* = a*(xo,1))- [ |

UWAGA. W kombinatoryce opartej na gltebokosciach blokéow opisanej w [ABo| mo-
menty rozktadu arcusa sinusa moga by¢ zapisane za pomocg podobnej sumy, tzn.

1 [(2k
Q_k ( k ) = Z Sp(bﬂ) = Z Yd(w1) Vd(ma) - - - Vd(my)

wENC%k WENC%k

gdzie v = 1, 79 = 73 = ... = 1/2. Jednakze w tym przypadku sktadniki ¢(b,) sa
momentami pewnych operatoréw kreacji i anihilacji b, b* na pewnej przestrzeni Focka i
nie zgadzaja sie z momentami monotonicznych kreatoréw i anihilatoréw a, a*.

Whiosek 1.2 Cigg (wn)nen, gdzie w; = w(xji—1,:)) jest ciggiem operatorow o rozktadzie
arcusa sinusa, monotonicznie niezaleznych wzgledem stanu prozni .

Dowdd jest natychmiastowa konsekwencja Lematu 1.7 1 Twierdzenia 1.8. [



Rozdziat 2

Monotoniczno—wolna interpolacja
zwigzana z rozkladami Kestena

Rozdzial ten réwniez poswiecimy badaniom interpolacji monotoniczno—wolnej, przy
czym, w odroznieniu od monotonicznej hierarchii wolnej, bedzie to interpolacja ciggta.
Nazywaé¢ ja bedziemy p-interpolacjq, gdyz indeksowana bedzie parametrem rzeczy-
wistym p € [0,1]. Dla p = 0 otrzymamy elementy probabilistyki monotonicznej, nato-
miast dla p = 1 — probabilistyki wolnej.

Tytul tego rozdzialu wywodzi sie z pracy Kestena [Ke|, w ktorej to zbadana zostata
dwuparametryczna rodzina miar probabilistycznych ji,;, zwanych rozktadami Kestena.
Miary te zadane sa za pomoca transformaty Cauchy’ego GG, , w postaci utamka taricu-
chowego

Gﬂa,b (2) =

Jak si¢ okaze w Twierdzeniu 2.3, miara (i, dla @ = 1 oraz b = (p + 1)/2 jest miara o
momentach otrzymanych w centralnym twierdzeniu granicznym dla p-interpolacji.

W kolejnych podrozdzialach wprowadzimy pojecie operatoréw p-gaussowskich oraz
zbadamy ich podstawowe wlasnosci (Podrozdzial 2.2). Jak sie okaze w Twierdzeniu 2.2,
dadza one realizacje granicznych momentow w dyskternej wersji centralnego twierdzenia
granicznego na wolnej przestrzeni Focka. Ponadto, wykazemy istnienie i jednoznacznosé
miary o momentach w nim uzyskanych. W konicowym podrozdziale wprowadzimy ope-
rator Poissona, ktorego momenty realizowaé¢ beda momenty rozktadu Poissona dla p-
interpolacji.

35
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2.1 Podstawowe pojecia i definicje

Zbior m = {my,m, ..., 7} niepustych, parami roztacznych zbioréw, nazywamy party-
cja (nieuporzqdkowang) zbioru {1,2,... n}, jezeli my Umy U ... Um, = {1,2,...,n}.
Elementy 7; partycji nazywamy blokami. Zbior wszystkich nieuporzadkowanych par-
tycji zbioru {1,2,...,n} oznacza¢ bedziemy przez P,. Bedziemy mowili, ze 7 jest
partycja przecinajgcq, gdy dla pewnych i # j istnieja n,n' € m;, m,m’ € x; takie, ze
n<m<n <m' W przeciwnym wypadku 7 nazywaé¢ bedziemy nieprzcinajgcg, a
zbior wszystkich partycji nieprzecinajacych oznacza¢ bedziemy przez N'C,. Przez P?
oznaczmy zbiér wszystkich dwupartycji nieuporzadkowanych, tzn. takich, w ktoérych
wszystkie bloki sa dwuelementowe. Analogicznie NC2 = NC,, N P2.

Na blokach partycji m € NC,, mozemy zada¢ czesciowy porzadek, ktory w naturalny
sposob jest zwiazany ze strukturg i wzajemnym polozeniem jej blokéw. Doktadniej,
powiemy, ze blok m; jest blokiem wewnetrznym wzgledem bloku 7; dla i # j, gdy

da,bem Veem a<c<b

i oznacza¢ bedziemy m; < m; oraz m; < W <= [7rj <m V 7= 7;]; rownowaznie
moéwi¢ bedziemy, ze m; jest blokiem zewnetrznym wzgledem bloku ;. Powiemy, ze bloki
;1 m; sa sgsiadujgce, jezeli sa porownywalne w sensie powyzszego czeSciowego porzadku
oraz nie istnieje inny blok posredni, tzn. gdy jednoczes$nie spelnione sa warunki

1. T < T
2. mp <M< = [k=iV k=7l

Bloki sasiadujace, takie ze 7; < m; oznacza¢ bedziemy przez m; < ;.

W poprzednim rozdziale wprowadziliSmy pojecie partycji uporzadkowanych, odgry-
wajacych wazng role w probabilistyce monotonicznej. W tym rozdziale potrzebna nam
bedzie nieco inna (cho¢ rownowazna) ich definicja. Mianowicie, pare P = (m, o), gdzie

m = {m,ms,..., Tk} jest pewna partycja z P, oraz ¢ — pewna permutacja z Sk, nazy-
wamy partycjg uporzgdkowang zbioru {1,2,... n} i utozsamiamy ja z ciagiem
P:(Pl,PQ,...,Pk>, Pi:ﬂ-a'(i)- (21)

Zbior wszystkich uporzadkowanych partycji zbioru {1,2,...,n} oznacza¢ bedziemy
przez OP,,. Analogicznie definiujemy zbiory OP?, ONC,,, ONC2.

Zauwazmy, ze w kazdej partycji uporzadkowanej P = (m,0) permutacja o zadaje
liniowy porzadek na blokach partycji m. Poréwnujac ten porzadek z porzadkiem cze-
$ciowym zadanym przez relacje wewnetrznosci blokow, dla P € ONC,,, mozemy okresli¢
,hieporzadki” wystepujace pomiedzy blokami.

Definicja 2.1 Niech P = (P, P»,...,P.) € ONC, bedzie nieprzecinajaca partycja
uporzadkowana. Wowczas powiemy, ze dwa bloki P;, P; tworza nieporzadek lub inwersje
Eulera w partycji uporzadkowanej P, jezeli© < j oraz P; < P;. Liczbe wszystkich inwer-
sji Eulera w partycji P oznaczac¢ bedziemy przez e(P). Podobnie okreslamy nieporzgdek
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lub inwersje Eulera dla permutacji o € S,, jako kazdy indeks i € {1,2,...,n — 1} taki,
ze o(i+1) < o(7). Liczbe wszystkich inwersji Eulera w permutacji o oznacza¢ bedziemy
przez e(o).

UWAGA. Dobrze znane liczby Eulera (7) (patrz np. [GKP]) mowig nam ile jest
permutacji zbioru {1,2,...,n} o dokladnie k& nieporzadkach; w takim przypadku o
permutacji mozemy mysle¢ jak o porzadku liniowym na zbiorze {1,2,...,n}. Powyzsza
definicja uogolnia to pojecie do wszystkich porzadkéw czesciowych, gdyz jako takie
moga by¢ traktowane partycje uporzadkowane.

Przyklad 2.1 Rozwazmy uporzadkowane partycje nieprzecinajace P € ONC3 oraz
Q € ONCg przedstawione na Rysunku 2.1.

4 1
2 2
1 3 3
salsh aiicy
1 2 3 45 6 7 8 1 2 3 45 6 78
P = ({2,3},{4,7},{5,6},{1,8}) Q= ({1,8},{3,4,7}, {2}, {5,6})

Rysunek 2.1 Diagramy przyktadowych partycji uporzadkowanych.

Partycja P posiada trzy pary blokéw sasiadujacych: P, < Py, P, < P i P, < P3. Jak
wida¢ nieporzadek ma miejsce w przypadku pierwszej i drugiej pary, a zatem e(P) =
2. Pary sgsiadujacych blokow w ) sg nastepujace: Q1 < @2, Q1 < Q3 oraz @y <
Q4. Zadna z nich nie tworzy nieporzadku, skad e(Q) = 0. Partycje, ktére tak jak
() nie posiadaja nieporzadkéw nazywany monotonicznymi, gdyz maja Scisty zwiazek z
probabilistyka monotoniczng (patrz |LeS| i Rozdzial 1).

2.2 Operatory p-gaussowskie

W tym podrozdziale zajmiemy sie konstrukcja operatoréow p-gaussowskich dziatajacych
na p-wolnej przestrzeni Focka.

Definicja 2.2 Przez p-wolng przestrzer Focka nad przestrzenia Hilberta H = L2(R ),
gdzie p € (0, 1], rozumie¢ bedziemy sume prosta

Fo(H) =Coa @PH" =Ccoo @ L RY), (2.2)
n=1

n=1
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z iloczynem skalarnym (-,-) . ktory dla F' € L*(R}) oraz G € L*(RY) zadany jest
wzorem

(F.G), = 6nm > _ p€<01>/ Fltp, ..., t))G(tn, ..., t1)dt, .. .dt;,
A

gESy a

gdzie A, = {(t1,....t,) € Ristoq) < ... < tomy}. Dla p = 0 forma (-,-), jest
zdegenerowana, w takim przypadku przyjmujemy Fo(H) = CQ@ @, | L*(Aq,), gdzie
Nig, = {(t1,...,t,) € Rty < ... < t,} (patrz [LeS| oraz Rozdziat 1. dla m = 1).

Latwe sprawdzenie pokazuje nam, ze forma (-, -) , Jest iloczynem skalarnym na Fo(H)
dla p € [0,1]. Co wiecej, dla p =1 forma (-, -), jest standardowym (wolnym) iloczynem
skalarnym.

Niech f € H oraz F € L*(R’}). Wowcezas na wolnej przestrzeni Focka F,(H)
okreslmy operator kreacji a(f) : F,(H) — F,(H) nast¢pujaco:

(@(HQ)(t) = ftr) (2.3)
(a(f>F) (tn—i-la e tl) = f(tn—i-l)F(tn? "'7t1) (24)
Naszym najblizszym celem bedzie wyznaczenie operatora anthilacji a*(f) sprzezonego

do a(f) wzgledem iloczynu skalarnego (-,-) . W tym celu pokazemy, ze zachodzi
ponizsza propozycja.

P’

Propozycja 2.1 Niech w bedzie dwuargumentowq funkcjg wagowaq, take ze w(s,t) =p,
gdy s <t oraz w(s,t) =1, gdy s > t. Wtedy dla F,G € L*(R"}) zachodzi réwnosé

<F,G>p:/IR Ftn, ..., t))Gtn, .. t)W (s tn 1) . w(ty, to)dt, . .. dty;

n
przyjmujemy, ze to = 0.

Dowéd. Niech (tq,...,t,) € A, dla pewnej permutacji o € S,,. Zauwazmy, ze dla
ie{l,...,n— 1} zachodza réwnowaznosci

w(tiﬂ,ti):p = iy <t <= 0_1(i+1)<0_1(i),

co oznacza, ze liczba nieporzadkoéw (inwersji Eulera) permutacji 0~! jest réwna liczbie
tych i, dla ktorych w(t;y1,t;) = p. Innymi stowy, mamy

w(tn, tn—l) - ’LU(tQ7 tl) — pE(O'*l) 7

skad tatwo wynika teza. |
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Propozycja 2.2 Operator anihilacji a*(f), sprzezony do operatora kreacji a(f) jest
postaci

a’(f)2 = 0
a’(flg = (f.9)Q
(a*(f)F)(ta-1, -n t1) = /0 Ft)w(tn, tn 1) EF(ty, ... t1)dt, (2.5)

gdzie g € H, F € L*(R%).

Dowéd. Niech F € L*(R%), G € L*(R% ") oraz niech R(t,_1,...,t;) bedzie prawa
strona rownosci (2.5). Wowezas na mocy Propozycji 2.1 mamy

(a(f)G, F), = Ft)Gtpr, . 1) F(tn, .. t)w(tns taet) .. w(ts, ty)dt, . .. dty
RY
= / G(tnfl, ceey tl)ﬁanfla ceey tl)U)(tn,h tnfg). . .’lU(tg, tl)dtnfl. . dtl
R}
= <G7 R)p )
co dowodzi tezy. |

Niech M), bedzie operatorem mnozenia przez funkcje h postaci (M, F)(t,, ..., t1) =
h(t,)F (tn, ..., t1) oraz MyQ = h(0)Q2. Wowczas natychmiastowym wnioskiem, wynika-
jacym z powyzszej propozycji, jest rownosc

a*(f)a(g) = My (2.6)

gdzie ((f, g)) jest funkcja, nalezaca do zbioru L*(R, ), zadang wzorem

(Fra)(t) = / T Fsyuls, g(s)ds . € [0,00).

Operator p-gaussowski w(f) = a*(f) + a(f) definiujemy jako sume operatorow
kreacji i anihilacji. Naszym glownym celem w tej czedci pracy bedzie obliczenie mo-
mentow mieszanych operatoréw p-gaussowskich w stanie prozni, tzn.

W (fo) o W(f) Q) s froforees fa €O, (2.7)

gdzie © = {x(s;0 < s <t < oo} jest zbiorem funkcji charakterystycznych odcinkow.
Zauwazmy, ze w ogélnym przypadku powyzszy moment zawsze mozna wyrazi¢ jako
sume momentow typu (2.7), w ktorych funkcje f1, fo, ..., f, maja nosniki parami rowne
lub roztaczne. Zatem, bez utraty ogoélnosci, bedziemy przyjmowaé takie zalozenie w
dalszej czesci pracy. Podobnie jak w Rozdziale 1, na © rozpatrywaé bedziemy czesciowy
porzadek, tzn. f = X(s, 1] < X(sorts] = g Wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; < sy oraz f < g
wtedy i tylko wtedy, gdy f < g lub f = g.
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Przyktad 2.2 Niech [ = fi = fo = f5 = fo = X(1,2] ig:=fa=fy= X(0,1]5
ponadto, dla uproszczenia notacji, oznaczmy a(f;) = af, dlai =1,...,6 oraz € = 1, *.
Zauwazmy, ze

(Wf)w(fe) . w(fe),Q), = (ajazazasazaeid, ), + (ajazazasazac, ),
+ (ajazazajasae, ), + (ajazazaiasae, ), (2.8)

* ko %k
+ (ajasazasasas, ),

gdyz pozostale czynniki sie zeruja. Przyjrzyjmy sie blizej czwartemu sktadnikowi po-
wyzszej sumy. Mamy

(ajasazayasaes?, Q>p = <a“{a§a3aj (f(t2)f(t1))a Q>p
= (ajasas( / glt2)w(ta, ) (1) f(1)dE2 ), ),
0
- 0,

gdyz f i g maja rozlaczne nosniki. Zerowy wklad otrzymamy réwniez w drugim i
trzecim sktadniku sumy (2.8), gdyz w kazdym z nich na operator kreacji zwigzany z
X(0,1] dziala operator anihilacji zwigzany z x@ 9 (lub na odwrét), ktérych nosniki sg
wzajemnie roztaczne (patrz Lemat 2.1). Zatem wystarczy obliczy¢ wktad pierwszego i
ostatniego sktadnika. Mamy

(aiazazasasac, Q) = (ajazaz(g(ts)f(t2) f(t:))Q,Q),

= <@’{a§(/ w(ts, t2) f(t2) f(t1) dts) 2, Q)

0
2 1

= <a§(/ / w(t37t2)w(t2,t1)f(tl)dtgdt2)979>p
1 Jo

P +p

2 2 1
= / / / w<t3,t2) 'll)(tg,tl)dtg dtQ dtl =
1 1 0

Analogicznie dostajemy, ze (ajazajasazac, (1), = 1. Tak wige

2
((R)elf) - w(fo),0), = TP

Przyklad 2.3 W tym przyktadzie obliczymy szosty moment operatora w(f) dla f =
X[o,1) Poprzez obliczenie ,wktadu” kazdej partycji ze zbioru ON Cz, odpowiadajacej
odpowiedniej sekwencji operatoréw kreacji i anihilacji. ,Wktady” te poréwnamy z
wynikami uzyskanymi dla ¢t-zdeformowanych operatoréw gaussowskich, wprowadzonych
przez Bozejke i Wysocziiskiego i opisanych miedzy innymi w [BW]. Mamy

(W(NHe, Q>p = (a*aa’aa’af), Q) + (a*a*aaa*al2, Q)

+{a*aa*a’aal), ), + (a*a*aa*aal), Q)
+(a*a*a*aaal), ),
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Analogiczng réowno$é mozemy napisaé dla t-zdeformowanych operatorow gaussow-
skich. Ponizsza tabela przedstawia wartosci sktadowych sumy z powyzszej roéwnosci w
przypadku p-interpolacji oraz t-deformacji.

p-interpolacja | t-deformacja | ¢ — (p+1)/2
a*aa*aa*a 1 1 1
a*a*aaa*a (p+1)/2 t (p+1)/2
a*aa*a*aa (p+1)/2 t (p+1)/2
a*a*aataa | (pP*+p+1)/3 t? (pP*+2p+1)/4
a*a*a*aaa | (p*+4p+1)/6 t? (pP*+2p+1)/4
> (P> +4p+5)/2 | 2242t +1 | (p>+4p+5)/2

Widzimy, ze poszczegélne sktadniki, odpowiadajace tym samym sekwencjom ope-
ratorow kreacji i anihilacji, sa w ogélnosci rézne w przypadku p-interpolacji oraz t-
deformacji, po podstawieniu (p + 1)/2 w miejsce ¢t. Niemniej jednak, ich sumaryczny

wktad jest taki sam.

Dla przyktadu, obliczymy jeden z momentéw przedstawionych w powyzszej tabeli

(a*a”a”aaa?, ),

= ((@)*f(ts)f(t2) f

f(t), Q)

= <(a*)2/ w(ts, ta)dtsf(t2) f(t1), Q>p

= <a*

/ w(ts, ty)w
0

w t3,t2

(ta, 1) dtadts f (1), Q)

tg, tl)dtgdthtl

— 1)ty + ) (tg, t1)dtodty

Zanim przejdziemy do obliczenia momentéw (2.7) w ogélnym przypadku, wprowa-
dzimy kilka pomocniczych oznaczeri.

Definicja 2.3 Zal6zmy,

Bedziemy mowic, ze uporzadkowana partycja P =
fn), jezeli dla wszystkich 7,7 € {1,...

(f17f27"‘7

ze f1, fa, .-

(Py,...

, fn € © maja nosniki parami réwne lub roztaczne.
, P jest zgodna z ciagiem
,n} spelnione sa warunki
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Lijebh = fi=/[;,

2.1€P,jePRik<l = fi<fj.
Jezeli m = {my,...,mn} jest partycja nieuporzadkowana, to powiemy, ze jest zgodna z
ciagiem (f1, fa,..., fn), jezeli bedzie spetiala jedynie warunek 1. Zgodno$é¢ oznaczaé
bedziemy przez P ~ (fi,..., f.) lub m ~ (f1,..., fn). Na mocy warunku 1. mozemy
zdefiniowa¢ nosnik bloku m; jako suppm, = supp f;, dla dowolnego j € m, a takze
nosnik partycji ™ przez

suppm = {(t1,...,tm);tx Esuppmg, k=1,...,m}.

Dla celéow nastepnego lematu, ktory bedzie nam potrzebny do dowodu gléwnego
twierdzenia tej czesci pracy, wprowadZmy nastepujace oznaczenie upraszczajace nota-
cje, tzn. dla dowolnej partycji nieuporzadkowanej = € N'C3 oraz dowolnych fi, fa, ...,
fon € © polozmy

aﬂ'(fla f27 R f2n) = a“ <f1>a62<f2> s a€2n<f2n) ) (29)
gdzie przyjmujemy, ze €, = * i ¢, = 1, gdy {p, ¢} jest blokiem w 7 oraz p < q.

Lemat 2.1 Zatozmy, ze f1, fa, ..., fon € © majg nosniki parami rowne lub roztgczne
oraz niech m € N C%n bedzie nieuporzgdkowang dwupartycjg, ktora nie jest zgodna z

(fl, fQ, ceey f2n> Wtedy <Cl7r(f1, f2, e ,fgn)Q, Q>p = O

Dowdéd. Dla skrocenia notacji bedziemy pisac ¢(m) = (ax(f1, fa, - -+, f2n)$2, Q). Skoro
7 nie jest zgodna z (fi, ..., fa,), wiec istnieje blok {7, j} € , taki ze i < j oraz f; i f;
maja roztaczne nosniki. Wtedy

O(m) = (@ (fi).a™(fi) .. alf;) .- a®" (f2)2, ),
= (a*(f1)...a™(fi) .- a(fi) F(te-1, ... 1), S2),
= (@ (f)...a’(fi) . a7 (=) (fi(G) F (tr-r, .- 1)), Q)
= (@ (fi). - a"(fi) (f;(t) F(th-r, ... 1)), Q)

= c(a“(fr). ..aei‘l(fz'l)(/ Wty ti—1) fi(ti) fi(t) F(tion, - t)dty), )
0
= 0,
gdzie I jest pewna funkcja z L?(RE™) dla pewnego k € N oraz c jest pewna stala

zalezng jedynie od p oraz norm funkcji fii1, fizo, .., fj—1. |

Niech m = {my, ..., m} bedzie dowolng partycja nieuporzadkowana zgodna z ciagiem
funkcji fi,..., fn € © o no$nikach parami réwnych lub roztacznych. Ponadto, niech o
bedzie dowolna permutacja z Sy. Wowcezas pare (m,0) mozemy utozsamiaé z partycja
uporzadkowang tak jak w (2.1), dla ktorej okresli¢ mozemy zbior A(; o) = supp 7N A,,
tzn.

Aro) = {(tl,...,tn) e R"toq) < ... <ton), ti Esuppm;, i = 1,...,n}. (2.10)

Przy tak wprowadzonych oznaczeniach ma miejsce nastepujacy lemat.
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Lemat 2.2 Zatozmy, ze fi,..., fon € © majg nosniki parami rowne lub roztgczne oraz
niech m = {m,...,m,} bedzie dwupartycja nieuporzqdkowang zgodng z (fi,..., fon)-
Wtedy, dla dowolnej permutacji o € Sy, takiej ze (m,0) = (f1,..., fon) mamy Az o) =
0.

Dowod. Wiemy, ze m ~ (f1,..., fon) oraz (m,0) »= (fi,..., fan). Zatem partycja
uporzadkowana (7, 0) nie spelnia warunku 2. Definicji 2.3, tzn.

Zalozmy nie wprost, ze (t1,...,t,) € A(r,e). Wowczas musi zachodzi¢ warunek
Loy < to() (2.11)
poniewaz k < [. Jednak z drugiej strony f; > f; oraz tyu) € supp ) = supp f; i
toq) € SUPP o) = SUpp fj, czyli L,y > to(), co jest sprzeczne z (2.11). [ |
Przed nastepnym lematem musimy w odpowiedni sposéb podzieli¢ i pozliczaé¢ funk-
cje o tych samych nosnikach. Zatézmy zatem, ze fi,..., fo, € © maja nosniki parami

rowne lub rozlaczne oraz niech ¢V, ..., ¢ € © beda takie, ze

(i, fany = {90, ..., g} oraz ¢V < ... < g™, (2.12)

Woéwcezas mozemy wprowadzi¢ nastepujace liczby:

bl-:‘{j;suppfj:suppg(i)}}ﬂ, i=1,...,r. (2.13)

Oczywiscie zachodzi réwnosé by + by + ... + b, = n. Jezeli istnieje pewna dwupartycja
zgodna z (f1,. .., fan), to liczby b; sa catkowite. Przy tak wprowadzonych oznaczeniach
zachodzi nastepujacy lemat.

Lemat 2.3 Zatozmy, ze fi,..., fon € © majg nosniki parami rowne lub roztgczne
oraz niech (m,0) = (To(1); To2)s - - - » Ton)) € ONC3,, bedzie uporzadkowang dwupartycjq
zgodng z (f1,..., fon). Wtedy

A o ]
by!-...-b! ’

MA(r0))

gdzie \ jest n-wymiarowqg miarg Lebesque’a.

Dowéd. Zauwazmy, Ze zbior A, ) jest produktem kartezjanskim ,sympleksow” A; dla
1 =1,...,r postaci

A = {(tl,...,tbi) Gleﬁ; t1,..., 1y, Esuppg(i) 1t <... <tbi} ,

llg® 2"

- Po wymnozeniu otrzymujemy tezg. [

ktorych miara Lebesgue’a wynosi
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Lemat 2.4 Zatozmy, ze fi,..., fon € © majg nosniki parami rowne lub roztgczne oraz
niech © = {m1, T, ..., 7T} € NC3, bedzie dwupartycig zgodnag z (fi,. .., fon). Wtedy

ot o )y = L5,

oESn

(ﬂ-vU)N(fl ~~~~~ an)

Dowod. Kazdemu i € {1,...,n} mozemy przyporzadkowaé liczbe I; € {0,1,...,n}
tak, ze blok 7, jest sasiadujacym blokiem zewnetrznym wzgledem bloku 7;, o ile m;
posiada jakikolwiek blok zewnetrzny, w przeciwnym razie ktadziemy [; = 0. Zauwazmy,
ze
nfr for- s o)), = / Wt 1) -ttty -,
supp

gdzie supp 7 jest nosnikiem partycji 7 wprowadzonym w Definicji 2.3 oraz w jest dwuar-
gumentows funkcja wagowa z Propozycji 2.1; przyjmujemy tutaj, ze to = 0. Zatem z
Lematow 2.2 1 2.3 wynika, ze

<a7r(f17f27"'7f2n)Q>Q>p = Z / tl,tll . (tn,tln)dtldtn
oESn A(7\' o)
(ﬂvg)w(fly-n:an
_ || .fl |||| f2n ” e(m,o)
a byl ... b, >, 7
oESn

(W?U)N(flv--wan)

co konczy dowdd. |

Teraz jestesmy przygotowani do sformutowania i udowodnienia gtownego twierdze-
nia tego podrozdziatu, tzn. do obliczenia momentéw mieszanych operatoréw p-gausso-
wskich (2.7).

Twierdzenie 2.1 Zalozimy, ze fi, fo,..., fn € © majg nosniki parami rowne lub roz-
tgczne. Wtedy

(o)l 0), = L gmpen oy
P

Dowod. Oczywiscie, gdy n jest liczba nieparzysta, to (w(fi)w(fa)...w(fn)2,Q) =0,
co zgadza sia z teza twierdzenia, gdyz prawa strona (2.14) jest suma przebiegajaca zbior
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pusty. Zalézmy zatem, ze n = 2k. Wowczas z Lematu 2.1 otrzymujemy

(Ww(f) - w(far)0, ), = > (ax(fi, for - far)2 D),

TrGNcgk

= Z <a7r(f17f2a"‘)f2k)Q7Q>p
ﬁENC%k

7w~ (f1seesfor)
oA e e(m,0)
Tl 2.

(W,U)EONC%k
(W7U)N(f1»"wf2k)
co konczy dowdd. |

2.3 Centralne Twierdzenie Graniczne

W niniejszym podrozdziale przedstawimy konstrukcje dyskretnych operatoréow p-gaus-
sowskich, dziatajacych na wolnej przestrzeni Focka F(H) nad przestrzenia Hilberta H
o przeliczalnej bazie ortonormalnej {e;}2,. Za ich pomoca sformutujemy i udowod-
nimy centralne twierdzenie graniczne. Otrzymane w nim momenty beda zgadzaty si¢ z
momentami operatora p-gaussowskiego w(x[o,1))-

Definicja 2.4 Na dyskretnej przestrzeni Focka F(H) nad przestrzenia Hilberta H o
przeliczalnej bazie ortonormalnej {e;}2,, wprowadzmy iloczyn skalarny (-, -),, zadany
przez

<€in ®...Q0 €i1y € ®X...Q €j1>p = 5m7n5in,jn . 5i17j1p€(i1 """ in) ,

gdzie e(iy,...,i,) dla dowolnych iy,...,4, € N, podobnie jak dla permutacji oznacza
liczbe tych k, dla ktorych i > g, 1. Ponadto, na F(H) okreslmy operator kreacji A;
dla 7 € N przez

AZQ = €;
Aiein®...®ei1 ei®€in®"'®€i1

Propozycja 2.3 Operator anihilacji A, sprzezony do A; wzgledem iloczynu skalarnego
(-, )p, jest postaci

A = 0
Afej = 5i,jQ
PO, €, @ ... ®ey gdy ip <

A;@i X...Re€e; =
" ! { 52‘7% Gin71 R...& €i1 gdy Z‘n 2 in—l
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Dowé6d. Zauwazmy, ze

<A;k62n X...Q €i1,€j,_1 X...Q ej1>p = <€in X...Q €iyy € X €jn_1 X...Q ej1>p
= 5in1i57;n711jn—1 o 5i1,j1pe(il""’i")
= P00 gy - Oiy gy pC L)

In,

= <pa5imi€¢n_1 R...x €i17 Gjn_l R... & 6j1>p7

gdzie a = 0 gdy 4, > 1,1 oraz a = 1 gdy ,, < 7,,_1, co koniczy dowdd. [ |

W niniejszym podrozdziale bedziemy badaé zbiezno$é¢ usrednionych sum dyskret-
nych operatoréw p-gaussowskich, tzn.

N
1
Sy = —— S w; 2.15

gdzie w; = A; + Af dla i € N. Zauwazmy, ze operatory (w;)$°, maja Srednia zero i
wariancje jeden wzgledem stanu prozni ¢(-) = (-€,Q) , a zatem spelniaja one rolg
niezaleznych zmiennych losowych z centralnego twierdzenia granicznego.

Zanim przejdziemy do jego dowodu, sformutujemy kilka niezbednych w tym celu
faktow. Pierwszy z nich, nazywany jest warunkiem singletonu.

Propozycja 2.4 Niech (iy,1s,...,1i,) bedzie dowolnym ciggiem indeksow naturalnych.
Jesli istnieje j € {1,2,...,n} takie, ze i; # iy dla j # k, to p(w;, ...w;,) = 0.

Dowé6d. Zauwazmy, ze
Plwiy - wi,) = o(wiy - Ay owi) (Wi - AL wg, )
Latwo wida¢, ze oba sktadniki powyzszej sumy sa réwne zero. |

Propozycja 2.5 Niech (iy,is,...,12,) bedzie ciggiem indeksow naturalnych stowarzy-
szonym z pewnq dwupartycjq uporzgdkowang P € OP3, . Wtedy

ol i) = P edy PeONC,
nnT 0 gdy P ¢ ONC2,

Dowod. Dla partycji przecinajacych P ¢ ONC3, teza jest oczywista i wynika wprost
z definicji operatoréow A; oraz A:. Zatézmy zatem, ze P € ONC3,. Wowczas istnieje 7
takie, ze i1 # ... # 1, = i,,1. Zatem
()O(Cdl'l .. .win) = <Q, Wi, -+ - w,;THA;"TAiTwiPI . th)p

= pQwi, Wi Wi - wi )

= pYo(wiy - Wiy Wiy - - Wi )
gdzie a = 0, gdy 4, > i,_1 (co odpowiada sytuacji, w ktorej blok {r,r + 1} nie tworzy
nieporzadku ze swoim nadblokiem lub nie posiada nadbloku) oraz oo = 1, gdy 4, < 4,1

(co odpowiada sytuacji, w ktorej blok {r,r + 1} tworzy nieporzadek ze swoim nadblo-
kiem). Zatem teza wynika z indukcji. [
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Propozycja 2.6 Niech T': N — N bedzie injekcjq zachowujqgcq porzqdek. Wtedy
(Wi Wiy - - - wi,) = PWIEHNWT(G) - - - WT(Gn)) s M1, d2, .., 0n € N
Dowdéd wynika wprost definicji operatora kreacji i Propozycji 2.3. |

Propozycja 2.6 oraz Definicja 1.4 pozwalaja nam na wprowadzenie oznaczenia w zna-
cznym stopniu upraszczajacego notacje dowodu centralnego twierdzenia granicznego,
tzn. przez ¢(wp) rozumieé bedziemy ¢(w;,w, . . . w;, ) dla dowolnego ciagu (i1, g, . . ., i)
stowarzyszonego z P. Teraz przystapimy do dowodu Centralnego Twierdzenia Granicz-
nego.

Twierdzenie 2.2 Niech Sy bedzie usredniong sumq dyskretnych operatorow p-gausso-
wskich o Sredniej zero i wariancyi jeden, tak jak w (2.15). Wtedy

lm o (57) = S P

N—oo .
PeONC3,

Nieparzyste momenty graniczne znikajq.

Dowéd. W przypadku momentéw nieparzystych teza jest oczywista. Rozwazmy zatem
jedynie momenty parzyste. Korzystajac z Propozycji 2.6, otrzymujemy

N
n 1
2 (SJZV) = N© Z Plwiwi, - . - Wiy, )
1155020 =1
1 <. (N
= N ( . ) Z p(wp) -
r=1 PEOPQTL(T)

gdzie OPs,(r) jest zbiorem partycji uporzadkowanych zbioru {1,...,2n} o dokladnie
r blokach. Zauwazmy, ze jezeli P € OPs,(r) oraz r > n, to z Propozycji 2.4 wynika,
ze p(wp) = 0, gdyz P musi posiada¢ singleton. Z drugiej strony, gdy r < n, to czynnik
ﬁ (]X) dazy do zera, gdy N — oo. Wynika stad, ze jedyne partycje, mogace dac
niezerowy wktad, musza posiada¢ n blokéw i nie moga mie¢ singletonéw, zatem sa to
dwupartycje. Tak wiec

lim o (S7) = > (),

N—o0 .
PcOPZ,

skad, po zastosowaniu Propozycji 2.5, otrzymujemy teze. |
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2.4 Funkcje generujace i miary graniczne

Celem tego podrozdziatu bedzie wykazanie istnienia i jednoznaczno$ci miary u, ktorej
momenty i, zgadzaja sic z momentami granicznymi otrzymanymi w centralnym twier-
dzeniu granicznym. Miare p nazywaé¢ bedziemy centralng miarg graniczng. Rozpo-
czniemy od wyliczenia rekurencji pomi¢dzy dwoma pomocniczymi ciagami liczb (m., )52,
oraz (s,)2,, dzieki ktorej wyznaczymy funkcje M(z) generujaca parzyste momenty
miary p. Nastepnie, za pomoca prostych przeksztalceri na funkcji M(z), obliczymy
transformate Cauchy’ego G(z) miary p. Stosujac formule odwrocenia Stjeltiesa do
funkcji G(z), otrzymamy szukana miare.

Przez ONCC, (ONCC?) oznaczaé¢ bedziemy zbior wszystkich uporzadkowanych,
nieprzecinajacych partycji (dwupartycji) zbioru {1,2,...,n}, w ktérych 1 i n naleza
do tego samego bloku. Partycje takie nazywa¢ bedziemy pokrytymi. Wprowadzmy
oznaczenia

1 P 1
PEONC3, QeEONCCE,

oraz mg =1, 59 = 0.
Lemat 2.5 Miedzy ciagami (my)5eo @ (Sn)o, zachodzi zaleznosé

n
m, = g E SkySky - - Sk n>1.

r=1 ky+ko+...+kr=n
>1

i >

Dowéd. Niech Q@ = (Q1, QY. .., S)) dlai=1,2,...,r beda dowolnymi dwupar-
tycjami ze zbioru ONCC3,, , takimi ze ky + ... + k., = n.

P
A

Rysunek 2.3 Rozklad partycji na partycje pokryte.

Uporzadkujmy liniowo wszystkie bloki Qy) tak, aby zachowa¢ porzadek miedzy blokami
pochodzacymi z tej samej partycji Q. Porzadkow takich jest doktadnie kl,L'kr,, a kazdy

z nich zadaje dokladnie jedng dwupartycje P € ONC3, (patrz Rysunek 2.3). Co wiecej,
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kazda partycja z ON'C3, moze by¢ otrzymana w ten sposéb poprzez dobor odpowiednich
partycji pokrytych Q. Z powyzszego rozumowania otrzymujemy

i !
oves [ =Y % ﬁ\ofvccgkly..]ofvccgkry (2.16)

r=1 ki+...+kr=n L
ki>1

Zalozmy teraz, ze pewien blok jest blokiem wewnetrznym wzgledem innego bloku
w partycji P € ONC3,. Wtedy oba bloki musza naleze¢ do tej samej partycji pokrytej
QY. tak wiec miedzy blokami pochodzacymi z réznych partycjii Q® i QU) nie ma
nieporzadkow. Stad wynika, ze

e(P) = e(QY) +e(Q) +... +e(QM),
co w polaczeniu z (2.16) daje teze. [

Whiosek 2.1 Niech M(z) = Y 7 m, 2" oraz S(z) = Y 2 s, 2" bedq formalnymi
szeregami potegowymi. Wtedy

Dowdd. Stosujac proste przeksztalcenia na szeregach potegowych oraz wykorzystujac
Lemat 2.5, otrzymujemy

o0 o0 n
M(z) = Zmnznzl—i—zz Z SkySky « -+ SE.2"
n=0

n=1 r=1 ky+ko+...+kr=n
k;>1

= 1—|—ZZ Z SkySky -+ - - skrz”

r=1 n=r ki+ko+...+kr=n
ki>1

0o o r S(iL‘)

= 1 W) =1

3 () e 2
r=1 \n=1

skad wynika teza. |

Oczywiscie, M(z) jest funkcja generujaca parzyste momenty otrzymane w central-

nym twierdzeniu granicznym. W celu jej wyznaczenia wprowadzimy pomocniczy ciag
liczb (an)2, zadany wzorem

W=D Y Dwsk sk, >l (2.17)

r=1 kq+ko+...+kr=n
ki>1
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oraz ag = 1. Zauwazmy, ze a,, jest suma ,wkladow” tych dwupartycji P = (P, ..., Pyy1)
€ ONCC;, 9, ktore pokryte sg blokiem o najwyzszym kolorze, czyli P, ;. Wynika stad,
ze

1

an = — Z e n=0. (2.18)
n!

2
rEONCC2n+2

Tp+1=11,2n+2}

Doktadniej mowigc, kazdy blok sasiadujacy z P, 1 odpowiada pewnej partycji pokrytej
Q:; € ONCC3,, dla i = 1,...,r (patrz Rysunek 2.4). Oczywiscie k1 + ... + k, =
n. Ponadto zauwazmy, ze wszystkie bloki sasiadujace z blokiem P,,; tworza z nim
nieporzadek, gdyz sa one jego blokami wewnetrznymi, a jednocze$nie wystepuja na
wezesniejszych pozycjach w partycji P. Uzasadnia to réwnowazno$é wzorow (2.17) i
(2.18).

Pn—|—1
Q1 Q> Qr

Rysunek 2.4 Rozklad partycji pokryte;j.

Whiosek 2.2 Niech A(z) = > 77 an 2" bedzie formalnym szeregiem potegowym, gene-

rujgcym ciqg a,. Wtedy
A(z) -1

pA(2)

Dowdd. Stosujac proste przeksztalcenia na szeregach potegowych oraz wykorzystujac
réownosé (2.17), otrzymujemy

Az) = Zanz" =1+ ZZ Z D SkySky -+ - Sk 2"

n=0 n=1 r=1 ky+ko+...+kr=n
>1

17

= 1—1—2])7"2 Z SkySky -+« Sk.2
r=1

N=r ki+ko+...+kr=n
k> 1

= - ' S(x
= 1+Z (pz.snz”> :1+—1§p(s()w)’

skad wynika teza. [ |

S(z) =
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Nastepny lemat oraz wynikajacy z niego wniosek dadza nam zalezno$é miedzy funk-

cjami M(z) i A(z).

Lemat 2.6 Pomiedzy ciggami m,, oraz a, zachodzi zwigzek

n

2n—2k+1
mn:ZTmn—kak—lv nz=l.
k=1

Dowéd. Niech P = (Py,...,P,) € ONC3, bedzie dowolng nieprzecinajaca dwuparty-
cja uporzadkowana. Ponadto, niech P, = {r, s}, dla pewnych 1 < r < s < 2n. Liczba
s — r musi by¢ nieparzysta, gdyz P jest dwupartycja nieprzecinajaca. Polézmy wiec
k= (s—r+1)/2 € {1,...,n}. Zachowujac kolejnos¢, wybierzmy wszystkie bloki
wewnetrzne wzgledem bloku P, i oznaczmy je Q1,...,Qr_1 oraz Q, = P,. Wowczas
Q = (Q1,...,Qr) € ONCC3,. Dodatkowo niech P’ € ONC5, ., oznacza partycje
powstala z P przez usuniecie blokow @1, ..., Qr. Wtedy

e(P) = e(Q) + e(P),

poniewaz blok P, nie moze utworzy¢ nieporzadku z zadnym z jego sasiadujacych nad-
blokéw. Z powyzszej rownosci wynika, ze liczba nieporzadkéw partycji P zalezy tylko
od partycji P’ i (), a nie zalezy od wzajemnego ich potozenia. Dodatkowo zauwazmy, ze
dla ustalonego k mamy doktadnie 2n — 2k 4 1 sposobéw wyboru wzajemnego polozenia
partycji P’ i ). Tak wiec mamy

my = % Z pe(P)

PeONCE,

_ %i(zn—zml) > > (Z:i)pe‘”)pe(@)
T k=1

’ 2 2
P e(DNCQn_Qk QGONCC%

Qr={1,2k}
B n (n—k)! (k—1)!
k=1 P'ecoNC3, o, Qeonccs
Qp={1,2k}
"\ 2n —2k+1
oy I
n
k=1
co konczy dowdd. [ ]

Z powyzszego lematu wynika zwiazek pomiedzy funkcjami M(z) i A(z) przedsta-
wiony w formie rownania rézniczkowego, o czym mowi nastepujacy wniosek.

Wnhniosek 2.3 Funkcje M(z) i A(z) spetniajq rownanie rézniczkowe

M'(z) = M(2)A(z) + 2zM'(2)A(z), M(0) = A(0) = 1.
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Dowéd. Na mocy Lematu 2.6 mamy

M'(z) = annz"_l = Z (2n — 2k 4+ 1) Mmyp_p ap_1 2"
n=1 n=1 k=1
= 22 Z (n—k) mpu_p apz" + Z Z Myt A2
n=0 k=0 n=0 k=0
= 92 ( Z nmnz"> ( Z anz”) + ( Z mnz”> ( Z anz”)
n= n=0 n=0 n=0
= 22M'(2)A(z) + M(2)A(z) .
Oczywiscie, M (0) = mo = 1 oraz A(0) = ag = 1, a zatem otrzymujemy teze. |

Dzigki wyznaczeniu zaleznosci miedzy funkcjami M (z), A(z) i S(z), jesteSmy w tym
momencie gotowi do wyliczenia jawnej postaci funkcji M (z), a nastepnie do wyznaczenia
transformaty Cauchy’ego centralnej miary granicznej p.

Twierdzenie 2.3 Transformata Cauchy’ego G, (z) centralnej miary granicznej pu jest
postaci
pz — /22 —2(1 +p)

Cule) ="~ (1—p)z?

Dowéd. Korzystajac z Wnioskow 2.1, 2.2 oraz 2.3, otrzymujemy réwnanie rézniczkowe

M?(z)
M(z)(l—p—2z) +p’

M'(2) = M(0) =1,

ktorego rozwiazaniem jest funkcja

M(/Z):p—\/l—Qz(l-I—p)_

p—1+2z2

Jak wiemy, funkcja M(z) generuje jedynie parzyste momenty miary p. Ponadto wiemy,
ze momenty nieparzyste sa réwne zero. Zatem funkcja M (z?) generuje wszystkie mo-
menty miary p. Korzystajac ze zwiazku miedzy transformata Cauchy’ego a funkcja
generujacg momenty, otrzymujemy

Gu(z):lM(1>:pz_\/m

z 22 2—(1—p)2?

52
|

Odnotujmy wazny fakt, méwiacy nam o zwiazkach tego rozdziatu z wolnymi rozkta-
dami Meixnera. Mianowicie, w pracy [BB]| wprowadzona zostata dwuparametrowa



Rozdziat 2. Monotoniczno-wolna interpolacja zwiazana z rozktadami Kestena 53

rodzina rozktadéw pi,p, tzw. wolnych rozktadéw Meixnera, ktore, po podstawieniu
a=0oraz b= (p—1)/2, pokrywaja si¢ z centralna miara graniczna pu.

Z powyzszych rozwazan wynika istnienie miary probabilistycznej . o momentach i,
otrzymanych w centralnym twierdzeniu granicznym, tzn. takich, ze po, 1 = 0 oraz

1
- — E e(P)
Hon = nl p ) ne€N.
PeONCE,

Ponadto wiemy, ze 1 ma nosnik zwarty, a zatem jest to jedyna miara o takich momen-
tach.

Rysunek 2.5 Przyktadowe miary graniczne.
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Powyzszy rysunek przedstawia wykresy gestosci f(z) miary p dla kilku wybranych
wartosci parametru p. Liniami przerywanymi zaznaczone sa rozktady arcusa sinusa oraz
Wignera, czyli analogony rozktadu gaussowskiego dla probabilistyki monotonicznej i
wolnej, odpowiednio.

Naszym najblizszym celem bedzie wyznaczenie rodziny ortogonalnych wielomianéw
P, stowarzyszonych z miarg p. Zaczniemy od przedstawienia transformaty Cauchy’ego
w postaci utamka taricuchowego.

Propozycja 2.7 Transformata Cauchy’ego G, centralnej miary granicznej pr ma po-
stac¢ utamka tancuchowego

1
ptl

2

Dowéd. Wiadomo, ze transformata Cauchy’ego rozkladu Wignera skupionego na

z—y/ 22— C .
przedziale [—/2p + 2,1/2p + 2| jest postaci Gy (2) = %, dzieki czemu otrzy-
mujemy

1 _ 1 B 1 _ pz—/22=2(1+p)
1 2 - Gw(z) i—y/22—2(p11) 2 —(1—p)z? ’
z— s T T e
2
T T e
L2
co w poréwnaniu z Twierdzeniem 2.3 daje teze. ]

Z powyzszej propozycji wynika, ze ciagi wspolezynnikow Jacobiego (o, w) miary pu
sa postaci @ = (ay)nen, gdzie a,, = 0 dla n € N oraz w = (wp)nen, gdzie w; = 11
Wy, = p—;rl dlan > 2.

Whiosek 2.4 Wielomiany ortogonalne stowarzyszone z centralng miarg graniczng
spetniajq nastepujgca zaleznosé rekurencyjng: Py(z) = 1, Py(z) = z, Py(z) = 22 — 1

oraz
p+1

Poii(x) = 2P, () — 5 —1(z) n = 3.
UWAGA. Wielomiany P, stanowia naturalna, liniowa interpolacje wzgledem para-
metru p pomiedzy wielomianami Czebyszewa pierwszego rodzaju, ktore sg scisle zwiaza-
ne z wolng probabilistyka, a wielomianami Czebyszewa drugiego rodzaju, ktére z kolei

otrzymujemy w probabilistyce monotonicznej.
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Odnotujmy dodatkowy fakt, wiazacy ten rozdzial z praca [BW], w ktorej to zostala
opisana t-deformacja probabilistyki wolnej. W pracy tej w centralnym twierdzeniu
granicznym uzyskano miare, ktorej transformata Cauchy’ego jest postaci

gdzie t jest rzeczywistym parametrem, przebiegajacym przedzial [0, 1]. Zauwazmy, ze
po podstawieniu t = (p + 1)/2 otrzymujemy transformate Cauchy’ego centralnej miary
granicznej p dla p-interpolacji. Stad oraz z [BW| wynika, ze parzyste momenty o, dla
t = (p+1)/2 spetniaja rownosé

-1

p= 3 O =D RE, sl 219

TENCE, k=0

3

gdzie in(m) jest liczba blokéw wewnetrznych w partycji  oraz wspotezynniki D(n, k) sa
tzw. liczbami Delaney’a, oznaczajacymi liczbe dwupartycji ze zbioru N'C3, o doktadnie
k blokach wewnetrznych. Wyrazaja sie one wzorem

—1 —1
D(n,k):(n+]; )—(n—;—fl ), ke{0,1,....,n—1}, n>1,

n

71) = 0. Ponizsza tabela przedstawia kilka poczatkowych liczb

gdzie przyjmujemy, ze (

Delaney’a.
kKko1 2 3 4 5 6
n
1 |1
2 |11
3 |12 2
4 113 5 5
5 |14 9 14 14
6 |1 5 14 28 42 42
7 |1 6 20 48 90 132 132

Definicja 2.5 Niech n > 1 oraz k € {0,1,...,n — 1}. Liczbe wszystkich partycji ze
zbioru ONC3,, o doktadnie k nieporzadkach nazywaé bedziemy wogdlnionq liczbg Eulera
i oznaczac¢ bedziemy przez £(n, k). Innymi stowy

E(n, k) = {P € ONC3,;e(P) = k}|
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Ponizsza propozycja wyznacza zwiazek miedzy liczbami Delaney’a a uogélnionymi
liczbami Eulera.

Propozycja 2.8 Dian > 1 oraz k € {0,1,...,n — 1} zachodzi wzor

< D(n,l) (1
! o L)

I=k
Dowod. Po podstawieniu (p + 1)/2 w miejsce ¢t w réwnosci (2.19) oraz po kilku prze-
ksztatceniach, otrzymujemy

dla n > 1. Z drugiej strony wiemy, ze

n—1
Z peP) — ZS(Z!k)pk

PeONC%n k=0

Poréwnujac wspotczynniki w obu powyzszych réwnosciach, otrzymujemy teze. [ |

2.5 Operatory Poissona

W tym podrozdziale wprowadzimy tak zwany operator Poissona, dzialajacy na wolnej
przestrzeni Focka; bedziemy go oznacza¢ symbolem . Pokazemy, ze momenty v, =

(v, Q>p maja postac
b )
SNDY N
b=1 PEONCn(

gdzie )\ jest pewna stala dodatnig oraz ON Cn(b) jest zbiorem wszystkich partycji
uporzadkowanych zbioru n-elementowego o doktadnie b blokach.
Do konstrukcji operatora v uzyjemy operatora cechowania py, zadanego wzorem

p)\Q = 07
(DAF)(fms o t1) = Yoy (bn) Flns s 11)

ktory w podobnym kontekscie byt wykorzystywany miedzy innymi w [Sp|, gdzie opisano
operator Poissona w przypadku wolnym. Operator Poissona byl tam zdefiniowany jako
Ix + 15 + px + AL, gdzie I, oznacza wolny operator kreacji zwigzany z funkcja xjo ).
Zauwazmy, ze mozemy zastapi¢ A1 przez iloczyn I3[y i w ten sposob otrzymany operator
rowniez realizowa¢ bedzie momenty wolnego rozktadu Poissona.
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Analogiczng forme operatora Poissona przyjmiemy dla p-interpolacji, tzn.
v = ay+ ay + ayax + pa, (2.20)

gdzie ay = a*(xp,»)), ax = a(Xxjo,n)) Oraz py jest operatorem cechowania. Z réwnosci (2.6)
wynika, ze ajax = qx, gdzie qx = My xp.n) JeSt operatorem mnozenia, zadanym
wzorem

2 = AL,
(OF) (b onth) = Wt F(t, ),

gdzie W (t) jest funkcja z L?(R ) postaci W (t) = fo’\w(s, t)ds = ((p— 1)t + A).

Przyktlad 2.4 Przedstawimy kilka pierwszych momentéw operatora Poissona wzgle-
dem stanu prézni oraz wykonamy obliczenia dla momentu piatego.

('), = A,

2 _ 2
(FPQ,Q), = A+ N,
(o.Q), = A+—A2+A3

3p—|—9 p? +4p +13

4QQ _ 2 3 4
(v'Q, >p A+ 5 A+ 3 A’ + A\
11p% + 38p + 71
(7"2.Q), = A+ Bp+TN+ b +6p+ A3
34 11p? + 2
n 3p° + 11p~ + 9p+77)\4+)\5

12

Przyktadowo obliczymy czwarty moment operatora . Dla skrécenia notacji, bedziemy
pisa¢ x(t) = xjo.)(t).

(Q.Q), = A(°20), + (X)), ),
= AM°QQ) + (P (x(t2)x(tr) + (W(t) + Dx(tr) +2Q), )
= A(’ng,Q>p+)\<’yQQ Q>
(

H{y (W2 (t) + 3W (1) + Dx(t) + (A + T/\Q)Q) Q)

p+5

= N+ N+ N+ A+ N

p+1A3
2

A
+/ (W2(t1) + 3W (t1) + 1)dty + X* +
0

3p+9 p? +4p+13

A+
5 +

= A+ A2+




Rozdziat 2. Monotoniczno-wolna interpolacja zwiazana z rozktadami Kestena 58

Zanim obliczymy momenty operatora v w ogdlnym przypadku, wprowadzimy kilka
oznaczen. Niech 7 = {m,...,m} € NC, bedzie (nieuporzadkowana) partycja zbioru
{1,...,n}. Podzielmy zbior {1,...,n} na nastepujace zbiory roztaczne:

e = {Z € {]-7 ce 77’L}, EI?”E{l,...,b} T = {Z}}
a, = {z c{l,....n}deqpy M| > 1, i = maxm}

ar = {ie{l,....n};3eq,py |7 >1, i =minm,}

™

pr = {L,....,n}\(m;Ua,Ual)

Innymi stowy, zbiér q, odpowiada singletonom w partycji m, natomiast zbiory a; i a,
sktadaja sie odpowiednio z lewych i prawych ,koncoéw” blokow partycji . Z kolei zbior
p. odpowiada ,Srodkowym” elementom blokow 7y, ..., m.

Za pomocy tych zbior6w mozemy kazdej partycji # = {my,...,m} € NC, przy-
porzadkowaé operator ¢, = ¢y ... c,, gdzie

ay gdy i€ ay

*

ay gdy i€a

*
_ T
C;, =

Py gdy @€ px
g gdy i €dx

Oczywiscie, przyporzadkowanie m — ¢, jest réznowartosciowe, ale nie jest ,na’ (patrz
Przykltad 2.5). Niemniej jednak, iloczyny operatorow ay,ay, gx, pa, ktore nie odpowia-
daja zadnej partycji m, beda dla nas w pewnym sensie nieistotne, o czym moéwi Lemat
2.7.

Przyklad 2.5 Na Rysunku 2.6 zostala przedstawiona nieprzecinajaca partycja m €
ONC1o(5) wraz z odpowiadajacym jej operatorem c.

l — Cr = A\AX\GAPAPAGYANANGA N
9

Rysunek 2.6 Partycja m wraz z odpowiadajacym jej operatorem c,.

Przyktadowymi iloczynami operatoréw ay, ay, ¢x, pa, ktore nie odpowiadaja zadnym
partycjom, sa: ayaax, axaja3ax, PAPAPA-

Lemat 2.7 Niech ci,...,c, € {ax,a},pr, 0}, bedzie ciggiem operatordw, dla ktorego
nie istnieje partycja m € NC,, taka, ze cx = ¢y ...cp,. Wtedy {(c1...c,2,Q), = 0.
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Dowo6d. Zauwazmy, ze jezeli ¢ # ¢ . .. ¢, dla wszystkich 7 € N'C,,, to musi zachodzi¢
co najmniej jeden z trzech nastepujacych przypadkéw (parz Przykltad 2.5):

1. Liczba operatoréw kreacji a) w ciagu cy,...,c, jest rozna od liczby operatoréow
anihilacji a}. W takim wypadku teza jest oczywista.

2. Istnieje i € {1,...,n} takie, ze wsrod ¢;, ¢;i11, .. ., ¢, jest wiecej operatoréw anihi-
lacji a3 niz operatoréw kreacji ay. W tym wypadku teza réwniez jest oczywista.

3. Istnieje i € {1,...,n} takie, ze ¢; = py oraz wérdd c;yq, . .., ¢, jest doktadnie tyle
samo operatoréw anihilacji a3 co operatoréw kreacji ay. Woéwczas mamy

(€180, Q) = (c1...¢i.1ppACQ,Q), =0,
dla pewnej statej C. u

Twierdzenie 2.4 Momenty rozktadu operatora Poissona v wzgledem stanu prozni sq

postaci
b
oo =3 % z,pewn neN.

b=1 PEONCy(b

Dowdéd. Na poczatek zauwazmy, ze z Lematu 2.7 wynika réwnosé

(v'Q, ), Z Z (a2, Q)

b=1 7eNC,(b)

zatem wystarczy pokazaé, ze dla partycji m € NC,(b) zachodzi wzor

W tym celu skonstruujemy dwupartycje 7’ € NC3, taka, ze (2, ), = (a2, ),
oraz taka, ze e(m,0) = e(n”, o) dla dowolnej permutacji o € Sy, gdzie a,» jest skrocona
forma zapisu operatora a«(xp,);- - -, X[o,n)) zgodnie z (2.9).

Zauwazmy, ze w iloczynie ¢, mozemy pominaé wystapienia operatora p,, poniewaz
odpowiadaja one ,Srodkowym” elementom blokéw partycji 7, a zatem ich dziatanie nie
zmieni wartosci (c,(2, ). Innymi stowy,

—

(e, = JI @)29,=/{r29),

t€axUarUgs

gdzie 7’ jest pewng partycja nieprzecinajaca o b blokach — jedno lub dwuelementowych.
Podstawienie w ciagu ¢, operatora aja, w miejsce gy, odpowiada zastapieniu single-
tonow przez bloki dwuelementowe postaci {i,i + 1}. Zatem ¢ = a,» dla pewnej



Rozdziat 2. Monotoniczno-wolna interpolacja zwiazana z rozktadami Kestena 60

dwupartycji 7 € NC3;; co wiecej, z konstrukcji 7" wynika, ze e(m, o) = e(x”,0), dla
dowolnej permutacji o € S,. Teraz z Lematu 2.4 mamy

)\b 67'('//0' )\b el(m,o
<C7TQ,Q>p:<CL7rNQ7Q>p:aZp( ’):azp(,)7

oESy oSy

co nalezalo dowiesé. |

Zauwazmy, ze dla p = 1 otrzymujemy v, = Y., A’|ONC,(b)|, co pokrywa sie
z momentami wolnego rozkladu Poissona [Kr, SY, Sp|. Analogicznie w przypadku
monotonicznym, tzn. dla p = 0 mamy v, = >, > pcvio Ao (b) ’z—f, co roéwniez zgadza
sie z momentami monotonicznego rozkladu Poissona [Mu2, LeS|. Zatem operator =
pelni role interpolacyjng pomiedzy tymi dwoma rozktadami.



Rozdzial 3

Rozklady iloczynu wolnego gratéw

W rozdziale tym skoncentrujemy sie gléwnie na witasnosciach iloczynu wolnego oraz
tloczynu m-monotonicznego grafow. Pokazemy, ze sa one Scisle zwiazane odpowiednio
z wolng 1 m-monotoniczna niezaleznoscia opisanymi w Rozdziale 1 (Twierdzenie 3.2).
Dzieki tej obserwacji bedziemy mogli zastosowaé aproksymacyjne podejscie monoto-
nicznej hierarchii wolnej do przyblizania spektrum iloczynu wolnego grafow.

W Podrozdziale 3.5 wprowadzimy nowy typ rozktadu kwantowego macierzy incy-
dencji danego grafu G, ktéry pozwalat nam bedzie na dokladniejsze zbadanie jego spek-
trum. Rozklad ten bazuje na nowym rodzaju stratyfikacji, tzn. partycji na zbiorze
wierzchotkow V' = |7, V. takiej, ze wierzcholki z V, sa oddalone o doktadnie n od
zbioru poczatkowo Vy (niekoniecznie pojedynczego wierzchotka) w grafie G. Prowadzi
to do réznych rozktadéw kwantowych macierzy A(G) na sume operatora kreacji, anihi-
lacji i operatora diagonalnego. Dzieki temu jesteSmy w stanie roztozy¢ przestrzen l5(V)
na sume prosta przestrzeni niezmienniczych, bedacych interaktywnymi przestrzeniami
Focka, ktoére to sa dobrze znanymi obiektami w probabilistyce kwantowej. Za ich
pomocag mozemy wyliczy¢ rozktady spektralne macierzy incydencji na kazdej z pod-
przestrzeni niezmienniczych oraz podaé¢ pelne spektrum grafu.

3.1 Podstawowe pojecia

Przez zbidr z korzeniem rozumie¢ bedziemy pare (X, e), gdzie X jest zbiorem przeliczal-
nym, natomiast e — jego wyréznionym elementem zwanym korzeniem. Przez graf z ko-
rzeniem rozumieé¢ bedziemy pare (G, e), gdzie G = (V, F) jest grafem niezorientowanym
ze zbiorem wierzchotkow V' = V(G) i zbiorem krawedzi £ = E(G) C {{z,2'} : z,2' €
Vix # 2’} oraz e € V jest wierzchotkiem wyr6znionym zwanym korzeniem. Jesli nie
bedzie to prowadzi¢ do niescistosci, to od tej pory przez graf G bedziemy rozumieé
graf z korzeniem (G, e), w szczegolnosci dla grafow symetrycznych, tzn. takich, ze dla
dowolnych wierzchotkow = # x’ istnieje automorfizm 7 taki, ze 7(x) = 2’ (innymi stowy
wszystkie wierzcholki sa rownowazne).

61
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Dla grafu G = (V, E) z korzeniem e uzywaé¢ bedziemy notacji
V0=V {e}. (3.1)

Dwa wierzchotki x, 2’ € V nazywamy incydentnymi lub sqsiednimi, jezeli {x,x2'} € E,
tzn. x, 2’ sa poltaczone krawedzia. Wowcezas piszemy = ~ x'. Mowimy, ze graf posiada
petle, jesli dla pewnego wierzchotka x zachodzi x ~ x. Droga dtugosci n jest to ciag
wierzchotkéw vg, vy, ..., v,, taki ze v,y ~ v;, dla ¢ = 1,2,...,n; vy i v, nazywac
bedziemy, odpowiednio, poczatkiem i konicem drogi. Przez d(v,w) rozumie¢ bedziemy
odlegtos¢ miedzy wierzchotkami v i w, tzn. diugos$é¢ najkrotszej drogi o poczatku v
i konicu w. Stopien wierzchotka z definiujemy przez s(x) = |{a’ € V : 2/ ~ z},
gdzie |I| oznacza liczbe elementéow zbioru 1. Mowimy, ze graf jest lokalnie skoriczony,
gdy r(z) < oo dla kazdego = € V, natomiast jednostajnie lokalnie skoriczony, gdy
sup{k(z) :x € V} < 00.

Niech §(z) oznacza funkcje charakterystyczna jednoelementowego zbioru {x}, dla
x € V. Wtedy {d(x), x € V'} jest baza ortogonalna przestrzeni Hilberta lo(V).

Macierzq incydencji A = A(G) grafu G (w literaturze zwana roéwniez macierza
sasiedztwa) bedzie zero-jedynkowa macierz
1 gdy x~2'
Avar = { 0 poza tym (3.2)

O macierzy incydencji bedziemy mysle¢ jak o operatorze dzialajacym na lo(V') okreslo-
nym przez

Ad(x) = d(a)), reV. (3.3)
Zauwazmy, ze prawa strona (3.3) jest funkcja z lo(V), jezeli zalozymy, ze graf G jest
lokalnie skoniczony. Dobrze znanym jest fakt, ze A(G) jest operatorem ograniczonym
wtedy 1 tylko wtedy, gdy G jest jednostajnie lokalnie skoniczony. W takim wypadku A(G)
jest operatorem samosprzezonym w C*-algebrze operatoréw ograniczonych B(ly(V)) i
bedziemy go nazywaé operatorem incydencyi grafu G a jego spektrum — spektrum grafu
G. Algebre z jedynka generowang przez macierz incydencji A, tzn. algebre wielomianow
zmiennej A, nazywamy algebrq incydencji grafu G i oznaczaé¢ bedziemy przez A(G) lub
po prostu A.

O ile nie bedzie inaczej powiedziane, w calej niniejszej pracy przez graf rozumieé
bedziemy niezorientowany, spojny, jednostajnie lokalnie skoriczony graf prosty z nie-
pustym zbiorem krawedzi. Graf z korzeniem (G, e), gdzie G jest grafem w powyzszym
sensie, rowniez nazywaé bedziemy grafem jesli nie bedzie to prowadzi¢ do niescistosci.

Przez rozktad spektralny operatora A(G) wzgledem stanu ¢ rozumieé¢ bedziemy miare
probabilistyczna p, dla ktorej

YA = /R wu(dz), neNU{0}. (3.4)

Rozktadem spektralnym grafu z korzeniem (G, e) nazywac bedziemy rozktad spektralny
operatora A(G) wzgledem stanu () = (-d(e), d(e)) zwanego stanem prozni. Rozktad
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spektralny grafu z korzeniem jest waznym narzedziem do obliczania spektrum spec(G)
grafu G. W pewnych przypadkach (drzewa jednorodne i drzewa n-arne sa najprostszymi
przykladami) jest nawet tak, ze spektrum spec(G) pokrywa sie z nosnikiem rozkltadu
spektralnego (G, e).

3.2 Sploty miar i iloczyny grafow

Dla dowolnej miary probabilistycznej p o momentach (M,,),>0, zdefiniujmy funkcje
generujaca momenty jako formalny szereg potegowy M, (z) = >~ M,z". Trans-
formate Cauchy’ego, K-transformate, odwrotna transformate Cauchy’ego oraz R-trans-
formate definiujemy odpowiednio wzorami

Gulz) = M, (1) (3.5)

F(z) = G:(Z> (3.6)
Ru(z) = —2+G'(2) (3.7)

Niech (Gy,e1) i (Gs,e2) beda dwoma grafami o macierzach incydencji A; = A(Gy),
Ay = A(G,) oraz rozktadami spektralnymi p i v, odpowiednio. Od tej pory przez
splot zawsze rozumie¢ bedziemy splot addytywny. Przez pu > v oznaczaé bedziemy splot
monotoniczny zwiazany z niezaleznoscia monotoniczna [Mul|. Podobnie pHv oznaczaé
bedzie splot wolny odpowiadajacy niezaleznosci wolnej [Vo2]. Zachodza nastepujace
zaleznosci

R,m.(2) = Ru(2)+ R,(2) (3.8
Funl2) = Fu(FA(2) (39)

Powyzsze relacje moga by¢ traktowane jako definicje odpowiadajacych im splotow,
ktore zazwyczaj sa wprowadzane za pomoca odpowiedniego pojecia niezaleznosci. Daja
nam one analogie zwigzku miedzy klasycznym splotem miar a Transformata Fouriera.
Na przyktad, R-transformata jest addytywna wzgledem odpowiadajacego jej splotu, a
zatem odgrywa role logarytmu transformaty Fouriera. Z kolei w przypadku monoto-
nicznym addytywnosé jest zastapiona przez sktadanie funkeji [Mul].

Naturalnym wydaje sie by¢ fakt, ze splot wolny i R-transformata pojawiaja sie w
kontekscie teorii spektralnej wolnego iloczynu graféw. Mniej oczywiste jest to w przy-
padku innych rodzajow splotow. Ponizej zdefiniujemy taki iloczyn, ktory odpowiada
splotowi monotonicznemu.

Definicja 3.1 lloczynem grzebieniowym graféow z korzeniem (Gy,e1) i (Ga,es) nazy-
wamy graf (G; > Ga, e) otrzymany przez ,doklejenie” kopii G, za korzen ey do kazdego
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wierzchotka grafu G;, natomiast e jest wierzchotkiem otrzymanym przez ,sklejenie” e;
i eo. Jesli utozsamimy zbiér wierzchotkow z Vi x V5, to woéwcezas korzen e odpowiada
wierzchotkowi e X es.

Y YYY

€1

G Go G1 > Go
Rysunek 3.1 Tloczyn grzebieniowy grafow.

Zauwazmy, ze iloczyn grzebieniowy graféw z korzeniem nie jest przemienny oraz nie
zalezy od wyboru korzenia ey, ale zalezy od wyboru e;. Oczywiscie, Definicja (3.1) jest
rownowazna do podanej w [ABO|, za wyjatkiem tego, ze w naszej definicji informacja
na temat roli, jaka odgrywa korzen e, w iloczynie, jest zapisana w definicji grafu z
korzeniem. Dodatkowo nasz iloczyn pozostaje w kategorii graféw z korzeniem, dzieki
czemu mozemy na przyktad pokazac, ze jest on taczny. Nastepne twierdzenie moéwi o
zwiazku iloczynu grzebieniowego graféw z probabilistyka monotoniczng.

Twierdzenie 3.1 [ABO| Niech (G1,e1) i (Ga,ea) beda grafami z korzeniami o rozkta-
dach spektralnych odpowiednio p + v. Wtedy macierz incydencyi ich iloczynu grzebie-
niowego moze byé przedstawiona jako suma

A(Gr > Go) = AW + AP, (3.10)

gdzie AV i A® sq monotonicznie niezalezne wzgledem o(-) = (-(e),d(e)). Ponadto,
rozktad spektralny grafu (Gi > Ga,e) dany jest przez splot monotoniczny pu > v.

W nastepnych podrozdziatach uogélnimy powyzsze twierdzenie do monotonicznej
hierarchii wolnej iloczynéw graféow, a zatem réwniez na iloczyn wolny grafow.

3.3 Wolny i m-monotoniczny iloczyn graféw

W podrozdziale tym przypomnimy definicje iloczynu wolnego graféw z korzeniem opisa-
na miedzy innymi w |Gu, Zn|, gdzie réwniez zdefiniowany byt ciag iloczynéow aproksy-
mujacych iloczyn wolny, ktéore odpowiadaja m-wolnym iloczynom stanéw opisanym
w |[Le2|. W analogiczny sposob ponizej przedstawimy definicje m-monotonicznego
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iloczynu grafow, ktory korespondowal bedzie z m-monotoniczna niezaleznoscia opisang
w Rozdziale 1. Podobnie jak tam, iloczyn grzebieniowy, odpowiadajacy niezaleznosci
monotonicznej (patrz Twierdzenie 3.1), bedzie pierwszym (dla m = 1) z calej hierarchii
iloczynow grafow, ktore w granicy aproksymowaé beda iloczyn wolny.

Zatem rozwazmy skoniczong rodzine grafow z korzeniami (G;, e;) = (V;, E;, e;), gdzie
1 € I oraz I jest skoniczonym zbiorem indeksow. Przez iloczyn wolny zbiorow z korzeniem
(Vi,ei), i € I rozumiemy zbior (x,c;V;, €), gdzie

kicr Vi = {e} U{vpup_1 ... v15 vy € ‘/;2, iy #ig # ... #iy,n €N} (3.11)

oraz e jest pustym slowem. Czasami, ze wzgledu na kontekst, uzywaé bedziemy stow
7 x;c1V; zawierajacych litery e, wowczas bedziemy je utozsamiaé ze stowem pustym e,
tzn. wep = epw = w, gdzie w € x;c1 V.

Definicja 3.2 Iloczynem wolnym grafow (G;, e;), i € I, nazywaé bedziemy graf z ko-
rzeniem (*;c;G;, e) ze zbiorem wierzchotkow *;e;V; oraz zbiorem krawedzi

xier B = {{vu,v'u}; {v,0'} € UEi,u, vu, v'u € #iefV; ) (3.12)

el

[oczyn ten oznaczaé¢ bedziemy przez *;c7(G;, ;) lub po prostu #;c;G;.

Znanym jest fakt, ze iloczyn wolny grafow jest taczny i przemienny (patrz [Zn]), co
takze wynika z tacznosci i przemiennosci wolnego iloczynu stanéw i z Twierdzenia 3.2.
Ponadto, iloczyn wolny graféow (jednostajnie) lokalnie skonczonych jest grafem (jed-
nostajnie) lokalnie skoriczonym. Odnotujmy réowniez fakt, ze iloczyn wolny jest grafem
nieskoniczonym o ile zaden z graféw wyjsciowych nie sktada sie¢ z jednego wierzchotka.

Najbardziej intuicyjna konstrukcja iloczynu wolnego graféw zadana jest przez reku-
rencyjng procedure, ktora daje cigg rosngcych graféow, dajac w granicy iloczyn wolny.
Ta naturalna procedura zostata opisana w [Zn|, gdzie byla jedna z kilku réwnowaznych
definicji iloczynu wolnego graféw. Interesujacym wydaje sie fakt, ze konstrukcja ta
odpowiada m-wolnemu iloczynowi stanéw wprowadzonemu w [Lel|, co zauwazono w
[ALS|. Ponizej przedstawimy podobna konstrukeje, ale odpowiadajaca iloczynowi m-
monotonicznemu stanéw opisanemu w Rozdziale 1, w ktorym przedstawiliémy mono-
toniczna hierarchie wolng. Spostrzezenie to prowadzi do nastepujacej definicji (patrz
przyktad z Rysunku 3.4).

Definicja 3.3 Niech m € N oraz [ bedzie skoriczonym, liniowo uporzadkowanym
zbiorem indeksow. Wowcezas m-monotonicznym iloczynem grafow (G;,e;), i € I, na-
zywamy podgraf (> EZI) G;, e) grafu (%;c7G;, ) otrzymany przez obciecie zbioru wierzchot-
kéw do

DEZ’I) Vi={e} U{v,...v1; vp €V

(9]

W F gy <lpy1 < ...<ip,n €N}
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Propozycja 3.1 Zachodzi rownosé
*ic1Gi = U DEZI) g;.
m=1

Dowod. Natychmiastowa konsekwencja Definicji (3.2) i (3.3). |

Przyklad 3.1 Rozwazmy dwa odcinki G i Go, tzn. grafy sktadajace sie z dwoch wierz-
chotkéw potaczonych krawedzia, czyli

g1 = {{617:13}7 {{6173:}}’ 61} ] Go = {{6273/}’ {{e%y}}’ 62} :

Zauwazmy, ze odcinek jest grafem Cayley’a grupy Z,. Woéwczas zbiory wierzchotkow i
krawedzi iloczynu wolnego G * G wynosza odpowiednio

Vi % Vo ={e, x,y,zy, yz, zyz,yxy, ...},

El * E2 = {{67 37}, {67 y}7 {ZL‘, ?/513}7 {ya xy}a {Z/l‘a xy-TL {IE?/» ymy}7 e } )
skad tatwo mozemy wywnioskowaé, ze G; * Go jest grafem Cayley’a grupy liczb catko-
witych z dodawaniem (Z,+). Aproksymacje tego iloczynu przy pomocy iloczynu m-
monotonicznego przedstawione sa na Rysunku 3.4.

G G G > G1 * Gy
e, €2 e
T T

Rysunek 3.4 Tloczyn 1, 2-monotoniczny oraz wolny grafow G; i G,

Przyktad 3.2 Nich G, = (V4, E) oraz Gy = (V, E») beda dwoma grafami o zbiorach
wierzchotkow Vi = {ey, z,2'} 1 Vo = {eq, y,y'} oraz krawedziach zadanych przez e; ~ z,
x~a' eg ~y, y~y (patrz Rysunek 3.5). Zbior wierzchotkow iloczynu wolnego Gy Gy
ma postac

Vix Vo ={e,x, 2"y, 9 xy, xy, 2y, 2"y yx, ya' ,y' e, g’ wyx, .}
oraz zbidr krawedzi
El * E2 = {{67 33'}, {67 y}: {$, iL'/}, {y7 y/}a {.’L', yiU}, {x,7 yx/}v

{y, 2y} Y, oy} {yz, v'x}, {y2’, v'2'}, {zy, 2"y},
{ay', 2"y} {yz, wyx}, {y'z, vy'z}, {zy, yoy}, {oy, yzy'}, .}
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Na Rysunku 3.5 zostal przedstawiony podgraf iloczynu wolnego G; * Gy zadany przez 3-
monotoniczny iloczyn (Gy, e1) 1 (G, e5). Kopie grafu G; sa rysowane poziomo, natomiast
kopie Gy rysowane sa pionowo. Wzajemnie prostopadte kopie graféw oraz przyktadowe
oznaczenie wierzchotkéw odpowiednimi stowami pokazuja jak tworzy sie iloczyn m-
monotoniczny i wolny grafow.

(& xT €T

€9 ,

/
Yyr yzr YT ryx’
o CTHD oTHT T
e1 T T
v R R

G, Go (91, 61) >(3) <g27 62)

Rysunek 3.5 Iloczyn 3-monotoniczny grafow G; i Gs.

Przyktad 3.3 Przez T,, dla n > 1, bedziemy oznaczaé drzewo n-arne, tzn. spojny
graf bez cykli, w ktorym jedynie korzen jest stopnia n, natomiast pozostale wierzchotki
sa stopnia n + 1 (patrz Rysunek 3.6). Zauwazmy, ze drzewa n-arne sa grafami nieskon-
czonymi, co wynika wprost z definicji.

Rysunek 3.6 Drzewo binarne Ty = Ty * T;.
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Ponadto, odnotujmy fakt, ze T,, jest n-ta potega wolng grafu T, = Z, , tzn.
n razy

gdzie Z, = (V,E,0) z V ={0,1,2,...} i E = {{k,k 4+ 1},k > 0}. W szczegolnosci
drzewo binarne jest iloczynem wolnym dwoch kopii Ty (patrz Rysunek 3.6).

Przyklad 3.4 Niech H, oznacza drzewo jednorodne stopnia n, gdzie n > 1, tzn.
drzewo, ktorego wszystkie wierzchotki sa stopnia n (patrz Rysunek 3.7). W przypadku
drzew jednorodnych jako korzen mozemy wybraé¢ dowolny wierzchotek, poniewaz sa one
grafami symetrycznymi. Dla n = 2k, H,, jest grafem Cayley’a grupy wolnej o k gene-
ratorach. Podobnie jak w przypadku drzew n-arnych, zachodzi analogiczna do (3.13)
wlasnosé dla drzew jednorodnych

n razy

Y2 ¢
Y1 ¢
€2 o
Y—1¢
Y—2¢

G = Hy

1
ke

+
+
+

XT_9 X1 €1 T1 T2

G = H,

B
ﬁ}jﬁ
+ 4
g
Rysunek 3.7 Drzewo jednorodne H, = H, * H.

3.4 Rozklad wolny i m-monotoniczny

W podrozdziale tym pokazemy, ze macierz incydencji iloczynu m-monotonicznego skon-
czonej liczby graféw moze by¢ przedstawiona w postaci sumy m-monotonicznych kopii
macierzy incydencji grafow wyjsciowych. Oczywiscie, wynika¢ stad bedzie analogiczna
wlasnosé dla iloczynu wolnego grafow.

Aby podaé jawna posta¢ macierzy incydencji m-monotonicznego iloczynu grafow,
musimy wprowadzi¢ kilka oznaczen. Niech lz(*g?}‘/i) bedzie przestrzenig Hilberta roz-
pieta przez d(e) oraz przez wektory postaci

d(w) dla w=v,0,1...01 € *gg)vz
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oraz niech ¢ bedzie stanem prozni na B(l2(*§21[)Vi)) zadanym przez p(-) = (-d(e),d(e)).
Woéwezas zachodzi izomorfizm

(Lo (27 Vi),6(e)) = 2] (1 (Vi) 8(e1))

gdzie prawa strona rozumiana jest jako iloczyn m-monotoniczny przestrzeni Hilberta z
wyroznionymi wektorami jednostkowymi (patrz Rozdzial 1). W dalszym ciagu bedzie-

my potrzebowaé¢ nastepujacych podzbioréw zbioru *Z(.Z})Vi:

Wwim — {vpvp_1...01 € *Eel) : vy & VO >0},

J

skad wynika, ze e € Wj(m) dla wszystkich j € I. Innymi slowy Wj(m) jest zbiorem
sktadajacym sie ze stow, ktore nie koncza sie litera z Vjo.

Definicja 3.4 Niech A; oznacza macierz incydencji grafu z korzeniem (G, e;), gdzie
i € I. Zdefiniujmy jej kopie Agm) w iloczynie *gg})(gl-,ei), zadana dla wierzchotkow
w,w" € *EZ}V} nastepujaco:

(A, 0 = { 1 gdy {w,w'} = {zu,2’u} dla {x,2'} € Ejiu € Wj(m)
! ’ 0 poza tym

Zauwazmy, ze macierze Agm) sa ograniczonymi operatorami na ly(x,. I)V) co wynika

z zatozenia jednostajnej, lokalnej skoriczonosci grafow (G, e;) oraz skoriczonosci zbioru
I. Nastepne twierdzenie pokazuje zwigzek m-monotonicznego iloczynu grafow z m-
monotoniczng hierarchig wolna. Jego dowod przebiega niemal identycznie jak w przy-
padku wolnym [ALS| i jest w zasadzie adaptacja dowodu twierdzenia Voiculescu o
iloczynie wolnym reprezentacji.

Twierdzenie 3.2 Macierz incydencyi A(*gg})g,) tloczynu m-monotonicznego grafow

jest postact
zEI Z A
i€l

gdzie Agm) sq kopiami macierzy incydencyi grafow G;, zadane jak w Definicji (3.4).

Ponadto, macierze Al(-m) s¢g m-monotoniczne wzgledem stanu prozni ¢.

Dowod Na poczatek zauwazmy, ze dzieki lokalnej skonczonosci grafow G; dla w =

TU € *lGIV zachodzi
Al s( Z §(w

{z T }GE

gdzie u € Wi(m) oraz x,r’ sg dowolnymi wierzchotkami z V;, a zatem jezeli x = ey, to
przyjmujemy, ze e;u = u. Zapisujac

§(x)®@6(u) gdyw=auixe VP
o(w) = { d(u) gdy w = e;u
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otrzymujemy, ze

AMow) = Y 6(@) ®@d(u) + Lg,({z, e })d(w)

w!=z'u

{z,z/}GEi,zl#ei
= (Ai0(2))" @ 0(u) + (Aid(w), 0(e;)))d (w)
(m)
iel
Zauwazmy, ze Agm) = A (4;), gdzie A(™ oznacza m-monotoniczny iloczyn repre-

oilew=2zue€x*_;V;,uec Wi(m), gdzie 1 g, jest funkcja charakterystyczna zbioru F;.

zentacji algebr C[A;] na przestrzeni lg(*gg) V;) opisany w Podrozdziale 1.4. Zatem Al(-m)

sa m-monotoniczne wzgledem . [

UWAGA. Powyzsze twierdzenie byto udowodnione wczesniej w przypadku m = 1,
tzn. dla iloczynu grzebieniowego graféw (patrz Twierdzenie 3.1). Aproksymacyjne
podejscie m-monotonicznego iloczynu stanéw pozwala nam na wywnioskowanie ana-
logicznego twierdzenia w przypadku wolnym, ktore pierwotnie byto wykazane w [LeS].
Moéwi ono, ze macierz incydencji A(*;e;G;) iloczynu wolnego grafow jest postaci

AlwierGe) = > A,

el

gdzie AEOO) sa kopiami macierzy incydencji graféow G; zadanych jak w Definicji 3.4.
Ponadto, macierze AZ(-OO) sa wolne wzgledem stanu prozni .

3.5 Rozklad kwantowy i rozklad cykliczny

W podrozdziale tym wprowadzimy nowy rodzaj ,rozktadu kwantowego” macierzy incy-
dencji A(G) grafu G oparty o nowy rodzaj stratyfikacji, w ktorej odlegto$¢ mierzona jest
wzgledem wybranego zbioru wierzchotkéw. Daje to nam istotne uogoélnienie wynikéw
uzyskanych miedzy innymi w [HO1,HO2|.

Wyniki te moga by¢ zastosowane do dowolnych graféw, nie tylko iloczynéw wolnych,
ktorym w szczegdlnoscei poswiecona jest ta praca. Co wiecej pokazemy, ze rozklad kwan-
towy wzgledem odpowiedniej stratyfikacji prowadzi¢ bedzie do ,rozktadu cyklicznego”
przestrzeni l(V') na sume prosta wzajemnie ortogonalnych, jednomodowych, interak-
tywnych przestrzeni Focka. Dzieki temu uzyskujemy petniejsza informacje o spektral-
nych wlasnosciach wielu grafow (nie tylko pelne spektrum macierzy incydencji, ale
réwniez wielokrotnosé wartosci wlasnych), wliczajac wolne produkty, ktére nie mogty
by¢ wezedniej otrzymane za pomoca innych rozktadéw miedzy innymi standardowego
rozktadu spektralnego.

Wybierzmy pewien zbioér wierzchotkow, wzgledem ktoérego mierzyé bedziemy odle-
gltosé, i oznaczmy go przez Vy C V. Ciag zbiorow

V, ={v e V;d(v,Vy) =n},
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gdzie d(v,Vy) = min{d(v,vg); vo € Vo } oraz n € N* := NU {0} nazywaé¢ bedziemy
stratyfikacjg zbioru wierzchotkow V. Odpowiadajacy jej rozklad przestrzeni Hilberta
jest postaci
L(V) = L) (3.15)
neN*
Przez rozktad kwantowy macierzy A rozumie¢ bedziemy trojke (AT, A%, A™) operatorow
na lo(V) zadanych wzorami

A5y = 3 by), A% = D0, Ad@)= Y M), (316)

Yy~ Yy~ Yy~
YEVp 41 YyEVn YyeEV, 1

oile x € V,,. Oczywiécie A = AT + A + A~ co uzasadnia termin rozktadu kwantowego.
Ponadto, zachodza tatwe do pokazania zaleznosci

(AT) =A™, (A%)* = A°. (3.17)

Niezerowy wektor & € l5(V') nazywaé bedziemy wektorem prézni jezeli A—¢ = 0.
Interesowaé nas beda wektory prozni specjalnego rodzaju.

Definicja 3.5 Wektor & € I5(V) nazywaé¢ bedziemy J-wektorem wzgledem rozktadu
kwantowego (AT, A%, A™) (lub po prostu J-wektorem, o ile rozklad kwantowy bedzie
ustalony), jezeli jest on wektorem prozni oraz dla kazdego n > 0 zachodza zaleznosci

A AT(AT™E) = w,AT¢ (3.18)
A(ATE) = apATE (3.19)

gdzie a,, 1 w, sa pewnymi skalarami. Przyjmujemy konwencje, ze jesli AT™¢ = 0 dla
pewnego m, to dla n > m kltadziemy w,, = a,, = 0.

Bezposrednio z wtasnosci rozktadu spektralnego (3.17) wynika, ze skalary o, i w,, z
powyzszej definicji spetniajg warunki: «, € R oraz w, > 0. Oznacza to, ze z kazdym
J-wektorem mozemy w sposob jednoznaczny zwiazaé pare ciagow (o,w) (zwanych
wspolezynnikami Jacobiego) gdzie oo = ()% 1w = (wn)22-

Propozycja 3.2 J-wektory o roznych wspdtczynnikach Jacobiego sq ortogonalne.

Dowo6d. Przez £ i & oznaczmy J-wektory o wspolezynnikach Jacobiego odpowiednio
(,w) 1 (o W), Zalozmy, ze «, # !, dla pewnego n > 0. Bez starty ogdlnosci
mozemy zatozyé, ze «,, # 0, co na mocy konwencji przyjetej w Definicji 3.5 implikuje,
ze w,_1 # 0. Wowczas mamy

<A+n§7A+n§/> — <A0A+n§,A+n§,> — Z_;L<A+n§7A+n§/>7

1
an
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co oznacza, ze AT"E 1L AT"E' | skad z kolei wynika
0= (AT¢, AME) = (ATmAMEE) = w (€,€),

gdzie w = wowy ... wy_1 # 0, a zatem £ L ¢'. Podobne rachunki w przypadku gdy
wy, # wh, dla pewnego n > 0, réwniez prowadza do ortogonalnosci wektorow &, ¢. W

Niech {V,}>°, bedzie ustalong stratyfikacja zbioru wierzchotkow V. Zbior = we-
ktorow z I5(V') nazywaé bedziemy zgodnym ze stratyfikacja, jezeli = = |J,~, Z,, gdzie
=, C (V). Dla celow tego podrozdziatu nie jest koniecznym wprowadzanie tego typu
zbioréw, niemniej jednak beda one dla nas wygodniejsze w rachunkach oraz notacjach,
co wiecej nastepna propozycja pokazuje, ze dla dowolnego zbioru wzajemnie ortogonal-
nych J-wektorow mozemy znalezé taki, ktory dodatkowo jest zgodny ze stratyfikacja
oraz generuje nie mniejsza przestrzen.

Zanim sformutujemy ta propozycje, wprowadzimy jeszcze jedno oznaczenie. Niech
(AT A% A7) bedzie rozkladem kwantowym macierzy incydencji A zadanym przez
stratyfikacje {V,,}°°,. Wowczas przez [Az] i [ATz] oznaczaé bedziemy domkniete linio-
we podprzestrzenie generowane przez wektory {A"x}° i {AT" 2}, odpowiednio.

Propozycja 3.3 Dla ustalonej stratyfikacji zbioru V' oraz zadanego przez nig rozktadu
kwantowego macierzy A, niech = bedzie ortogonalnym zbiorem J-wektorow. Wowczas
istnieje ortogonalny zbior J-wektorow ©, ktory jest zgodny z zadang stratyfikacjq, taki,

P 14g c P [Ag.

§ez2 £€o

Dowoéd. Niech = = {¢;;i € I}, dla przeliczalnego zbioru indeksow I. Zgodnie z
rozkltadem (3.15) mozemy rozlozy¢ wektory z = w sposob jednoznaczny, tak, ze

&=> ¢
n=0

dla kazdego i € I, gdzie §i(n) € 13(V,) oraz n > 0. Nietrudno zauwazy¢, ze kazdy §i(")
rowniez jest J-wektorem. Teraz dla dowolnego n wybierzmy ze zbioru {@(n);i eI}
maksymalny, liniowo niezalezny zbioér i oznaczmy go przez I', = {v1,..., %, . Oczy-
wiscie k, < |V,|. Podzielmy I'), na roztaczne klasy

[,=T,(1)ul,(2)u...ul'(l,)

uwzgledniajac warunek: v;,7v; € I',(I) <= 1;,7; maja te same wspotczynniki Jaco-
biego. Z Propozycji (3.2) wynika, ze rozne klasy sa wzajemnie ortogonalne. Niech 6,,(()
bedzie zbiorem wektoréow otrzymanym przez zastosowanie ortogonalizacji Gramma-

Schmidta do I',,(1). Wtedy

0,=0,1)UB,(2)U...U,(,)
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jest zbiorem ortogonalnym. Ponadto kazdy element O, jest J-wektorem poniewaz
jest liniowa kombinacja J-wektoréw o tych samych wspotczynnikach Jacobiego. Teraz
potézmy © jako sume zbioréw ©,,, tzn.

oo
o=[]J6,.
n=0
Z konstrukeji zbioru © tatwo wynika, ze spetnia on warunki postawione w tezie. [

Definicja 3.6 Niech = = J, =, bedzie ortogonalnym zbiorem .J-wektoréw zgodnym
z zadang stratyfikacja. Zdefiniujmy cigg wzajemnie ortogonalnych zbiorow zadany przez
rekurencje

By ==y, Bni1 = (ATB,UZ,1)\{0}. (3.20)

Zbiér = bedziemy nazywacé generujgcym, jezeli dla kazdego n > 0 zbiér B,, jest baza w

la(Vy).

Pojecie to bedzie bardzo wazne w nastepnym twierdzeniu, ktére bedac gtéwnym
wynikiem tego podrozdziatu, daje nam warunki wystarczajace na istnienie rozktadu
przestrzeni lo(V') na ,najmniejsze” podprzestrzenie niezmiennicze na dziatanie macierzy
incydencji A.

Twierdzenie 3.3 Niech = bedzie generujgcym, ortogonalnym zbiorem J-wektorow
zgodnym z zadang stratyfikacjg V. Wowczas ma miejsce rozktad

L(V) = €D A4,

{e=

Dowdd. W pierwszej kolejnosci pokazemy, ze dla kazdego & € = zachodzi réwnosé
[AE] = [ATE]. Zauwazmy, ze dla m < n mamy

(AT, ATME) = (AHmmmDg A-imih) grme)
W<A+(n_m_1)§7A_§> _ 07

a zatem {A1"E}5°, jest zbiorem ortogonalnym. Latwo widaé, ze po zastosowaniu or-
togonalizacji Grama-Schmidta do {A™£}>°, otrzymujemy zbior {AT"£}2° ), a zatem
[Ag] = [AT¢].

Teraz zauwazmy, ze dla roznych &, &' € Z oraz dowolnych m,n > 0 wektory AT"E,
AT™E" sq ortogonalne, co latwo pokazaé przez indukcje. Wynika stad, ze przestrzenie
[ATE], [ATE'] sa ortogonalne. Z zalozenia wiemy, ze B, jest baza w l5(V,), a zatem
mamy

L(V) = @ bL(V,) = Pspan(B.) ¢ P (AT = P (A4,
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co koriczy teze, gdyz inkluzja odwrotna jest oczywista. |

UWAGA. Elementy zbioru = z powyzszego twierdzenia czesto nazywaé¢ bedziemy
wektorams cyklicznymi, gdyz niejako generuja one caly przestrzen poprzez dziatanie
macierzy incydencji.

Odnotujmy fakt, ze Twierdzenie 3.3 daje nam rozklad przestrzeni l5(V) na wza-
jemnie ortogonalne interaktywne przestrzenie Focka, gdyz [A£] jest jednomodowa, in-
teraktywna przestrzenia Focka, dla kazdego § € =, w ktorej zbior { A€}, jest baza
ortogonalna. Ponadto z definicji [LA£] wynika ich niezmienniczosé¢ wzgledem macierzy A,
co w potaczeniu z twierdzeniem spektralnym pozwala nam uzyskaé¢ bardziej szczegbdtowa
informacje na temat wtasnosci spektralnych macierzy incydencji A, wyliczajac rozktady
spektralne zwiazane z wektorami prozni & € =. W szczegdlnosci da nam to informacje
o pelnym spektrum rozwazanego grafu.

3.6 Zastosowania do iloczynu wolnego graféw

Wykorzystujac teorie opisang w poprzednim podrozdziale, wyliczymy pelne spektrum
kilku przyktadow iloczynéw wolnych grafow. W dwoch pierwszych przyktadach, tzn.
drzewach n-arnych i jednorodnych, zbior V, bedzie sktadat sie tylko z jednego wierz-
chotka. Sa to przyktady o stosunkowo prostej analizie spektralnej, np. pelne spektrum
grafu pokrywa sie z nosnikiem rozktadu spektralnego wzgledem stanu zwiazanego z ko-
rzeniem, ktore byly badane miedzy innymi w [HO1,HO2|. Nasza analiza siega nieco
dalej, gdyz wyliczamy rozktad spektralny zwiazany z kazdym wektorem cyklicznym, co
daje nam pelng informacje nie tylko na temat spektrum macierzy incydencji, ale rowniez
o krotnosciach wartosci wlasnych. W kolejnych przyktadach grafow petnych K, oraz
widelcow T, zastosujemy technike rozkladu cyklicznego do iloczynu m-monotonicznego
oraz iloczynu wolnego grafow.

DRZEWA n-ARNE T,,

Twierdzenie 3.3 moéwi nam, ze wystarczy znalezé regularny, generujacy zbiér wza-
jemnie ortogonalnych J-wektoréw wzgledem odpowiedniego rozktadu kwantowego ma-
cierzy incydencji drzewa n-arnego T,,, dla ustalonego n > 1. W tym celu przez W,
oznaczmy zbior wszystkich stow sktadajacych sie z liter aq,as, ..., a,, wraz ze stowem
pustym e. Wowczas istnieje naturalna bijekcja pomiedzy W, a zbiorem wierzchotkow
drzewa n-arnego V(T,) (patrz Rysunek 3.8).
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Rysunek 3.8 Bijekcja pomiedzy W, a V(T,,).

Na zbiorze wierzchotkéw V' wprowadzmy stratyfikacje zadana przez Zdeﬁniowanie Vo
jako zbioru sktadajacego sie jedynie z korzenia e. Wowczas V,, {v € Vid(v,e) m}
lub inaczej

= {vGV;v:ailaiQ...aim, I1,09, ... iy € {1,2,...,n}},

dla m > 1. Majac okreslong stratyfikacje mozemy zdefiniowaé¢ rozktad kwantowy
(AT, A% A7) macierzy incydencji A tak jak w (3.16). Niech = = |J-_,Z,, bedzie
zbiorem wektorow prozni takim, ze =g = {d(e)} oraz

k
Zn={ D (8(av) — 6(ar1v)), 1<k <n—1, v € Vpi},

J=1

dla m > 1. Oczywistym jest, ze elementy = sa wzajemnie ortogonalnymi, niezerowymi
wektorami. Ponadto zachodzi

k k
A™ Z —(5ak+1v Z :O.

Jj=1 Jj=1

A zatem = jest zbiorem wzajemnie ortogonalnych wektoréw prézni, ktory jest zgodny
ze stratyfikacja {V,, }_, (co wynika wprost z definicji). Zauwazmy réwniez, ze A° = 0,
poniewaz w obrebie kazdego ze zbioréw V,, nie ma krawedzi grafu T,,, dodatkowo mamy
A"AT0(e) = A= (0(a1) + ...+ d(an)) = nd(e) i podobnie

k

AAT Z (6(ajv) — 6(ars1v))

J=1

6(a;jv) akﬂ”))

IIM:v

Wymnika stad, ze wszystkie elementy = sg J-wektorami o tych samych wspotczynnikach
Jacobiego wy = nia, = 0, dla £ > 0. Jak tatwo sprawdzié¢, sa to wspotczynniki
Jacobiego miary Wignera v,, skupionej na przedziale [—2+/n, 24/n].
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Przyjrzyjmy sie teraz blizej zbiorom B,, z Definicji 3.6. W przyktadzie drzew n-
arnych mamy A*™"¢ # 0 dla kazdego £ € =, zatem mozemy przyjac, ze B, spelniaja
rekurencje

B(] - EO 5 Bm+1 == A+Bm U Em+1 . (321)

Oczywistym jest, ze zbiory A*B,,, Z,,+1 sa roztaczne, gdyz elementy A*B,, nie sg
wektorami prozni. Ponadto zauwazmy, ze jezeli £1,& € B, 1 & L &, to

(ATE, AYE) = (6, A7ATE) =n (6, &) =0,
skad wynika, ze |B,,| = |AT B,,|. Tak wiec liczby |B,,| speliaja rekurencje

| Bo| =1, |Bu| = |B—a| + (n — L)n™ ",
poniewaz |=,,| = (n — 1)n™"!, co daje nam, ze |B,,| = n™ = dimly(V,,), a zatem
zbior = jest generujacy. Teraz z Twierdzenia 3.3 wynika, ze l5(V) jest sumg prosta
przestrzeni [AE], ktorych rozktad spektralny wzgledem stanu zwiazanego z £ jest sku-
piony na przedziale [—2y/n, 24/n]. Z twierdzenia spektralnego wynika

specT,, = U supp v, = [—2v/n,2v/n],

ez

czyli, ze spektrum macierzy incydencji drzewa T, jest sumg mmnogos$ciowa nosnikoéw
rozktadow spektralnych podprzestrzeni niezmienniczych.

DRZEWA JEDNORODNE H,,

Podobne rachunki moga by¢ zastosowane do drzew jednorodnych. Nie ma znaczenia
jaki wierzchotek z H,, zostanie wybrany jako korzen e, poniewaz graf ten jest syme-
tryczny.

Rozpatrzmy osobno przypadki n = 11in = 2. Jak zauwazyliSmy w Przyktadzie 3.4
drzewo H; jest izomorficzne z odcinkiem Z,. Jest to jeden z najprostszych grafow o
jednoelementowym zbiorze wektorow cyklicznych = = {d(e)}, wzgledem ktorego rozkla-
dem spektralnym jest 1/2(0_1 + d1), a zatem specH; = {—1,1}.

Przypadek drzewa jednorodnego stopnia 2, ktoére jest izomorficzne z Z, byl badany
miedzy innymi w [ABO]. Przypomnijmy, ze w tym przypadku zbiér wektorow cykli-
cznych jest dwuelementowy i sktada si¢ z § = d(e) oraz & = §(—1) — 6(1), ktorych
rozktadami spektralnymi sa odpowiednio rozktad arcusa sinusa i rozkltad Wignera, oba

skupione na przedziale [—2, 2], a zatem spec Hy = [—2, 2].
Niech teraz n > 3. Podobnie jak w poprzednim przyktadzie oznaczymy wierzchotki
V(H,,) stowami z W, C W, utworzonymi z liter ay, as, ..., a,, przy czym tak, ze lite-

ra a, moze wystepowaé jedynie na pierwszym miejscu, tzn. W/ = {e} U (W,_; %
{ai,as,...,a,}).
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Rysunek 3.9 Bijekcja pomiedzy W/ a V(H,).

Podobnie jak w przypadku drzew n-arnych stratyfikacje zbioru V (H,,) wprowadzimy
przez wybor Vy = {e}. Wowczas dla m > 1 mamy

Vn={veViv=a;...a,, i1 €{1,2,...,n}is, ... im €{1,2,...,n —1}}.

Majac okreslong stratyfikacje mozemy zdefiniowaé¢ rozktad kwantowy (A", A%, A7) ma-
cierzy incydencji A grafu H,, tak jak w (3.16). Zbior wektorow cyklicznych definiujemy

o0 —_
—

przez = = J,-_, Em, gdzie Zg = {d(e)} oraz

k
= = {Z((S(aj)—cS(akH)),1§k§n—1}
k
En = {D_(0(aw) = d(apsw)), 1<k <n—2weV, s}

J=1

dla m > 2. W niemal identyczny sposob jak w przyktadzie drzew n-arnych zauwazamy,
ze E jest zgodnym ze stratyfikacja {V,,}5o_, zbiorem wzajemnie ortogonalnych we-
ktorow prozni. W celu pokazania, ze = jest generujacy, policzymy moc zbioréow B,,
zdefiniowanych w Definicji 3.6. Zachodzi rekurencja

|Bin| = [Ba| +n(n — 1)" " (n - 2),

poniewaz |Z,,| = n(n—1)""2?(n—2). Daje nam to, ze | B,,| = n(n—1)""' = dimly(V,,),
a zatem B, jest baza w l3(V,,), co dowodzi, ze = jest generujacy.

Wektor & = d(e) jest wektorem wlasnym operatorow A~A' i A o wartosciach
wlasnych n i 0 odpowiednio, ponadto A= AT(AFE)) =n—11 A°(ATFE) =0, dlak > 1.
Zatem &, jest J-wektorem o wspotczynnikach Jacobiego wo(&) = n i wi(&o) = n — 1,
dla k > 1 oraz ay(&) = 0, dla wszystkich £ > 0. Transformata Cauchy’ego miary o
tych wspotezynnikach jest postaci

—22+nz—nv4—4An + 22

Genl2) = 2(n—2)(n+2)
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Dla n = 1 miara pg, sklada si¢ jedynie z dwuatomowej czesci dyskretnej skupionej w
+1 o masach 1/2 kazdy. W przypadku n > 2 miara pg, jest absolutnie ciagta wzgledem
miary Lebesgue’a i jest zadana gestoscia

nv4an — 4 — 22

21 (n? — 22)

fﬁo(x) =

skupiong na przedziale [—2v/n —1,2y/n — 1]. Na ponizszym rysunku przedstawiaja
wykresy miary fg, dla roznych n, przeskalowane do przedziatu [—2,2]. Zauwazmy, ze
dla duzych n miara pie, przybliza rozklad poétokregu.

-2 -1 1 2 1 2
n=~2
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1

-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
0.4 0.4
0.2 0.2
0.1 0.1

-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
n =20 n = 100

Rysunek 3.10 Wykresy miary g, dla réznych n.
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Dla pozostaltych wektorow & € = réznych od & zachodza réwnosci A~ AT (ATFE) =
n—11i A%(A*k¢) = 0, dla wszystkich k& > 0, a zatem ich wspotezynniki Jacobiego sg
postaci wg(§) = n — 1 oraz ag(§) = 0, dla & > 0. Transformata Cauchy’ego wyliczona
za ich pomoca jest postaci

z—4/22—4(n—1)
2(n—1) ’

Ge(z) =

skad zauwazamy, ze ¢ jest miara Wignera skupiona na odcinku [—2v/n — 1, 2v/n — 1].
Pomimo tego, ze otrzymaliSmy dwa rézne rozktady spektralne macierzy incydencji
wzgledem wektoréw z =, to ich wktady do spektrum

specH,, = [-2v/n — 1,2v/n — 1]
sa takie same.

W nastepnych przyktadach zastosujemy podobne rozwazania do wyliczenia spe-
ktrum iloczynu m-monotonicznego oraz iloczynu wolnego graféw pelnych K,, x K; oraz
grafu pelnego z ,widelcem” (tzn. grafu, w ktorym jedyne krawedzie wychodza z ko-
rzenia do pozostalych wierzchotkow) K, * F;. W pierwszym przypadku mamy do
czynienia z iloczynem graféw symetrycznych, zatem jego spektrum mozna wyliczyé
z pojedynczego rozktadu spektralnego (patrz [Gul). Jednakze nasza technika rozktadu
cyklicznego opisana w poprzednim podrozdziale pozwala na wyliczenie rozktadéw spe-
ktralnych wzgledem wszystkich wektoréow cyklicznych, co daje nam pelniejszg informa-
cje na temat spektrum, miedzy innymi o ,krotnosciach” elementéw spektrum.

GRAFY PELNE K,

Przez K,, oznaczaé¢ bedziemy graf petny o n 4+ 1 wierzchotkach, tzn. taki, w ktérym
wszystkie wierzchotki sa parami sasiadujace. Wybor wierzchotka wyréznionego w grafie
pelnym nie ma znaczenia, gdyz wszystkie one sa rownowazne. Wybierzmy dwa grafy
pelne K, i K; dla ustalonych, naturalnych n,l > 1 oraz oznaczmy ich zbiory wierz-
chotkéw odpowiednio przez {xo, z1, ..., 2.} i {yo,v1,- ..,y }. Wowczas ich iloczyn wolny
K, * K; mozemy opisaé¢ przez trojke (V, E,e), gdzie zbior wierzchotkow V' zadany jest
jako suma zbioréw Vy, okreslonych przez rekurencje

Vo = {e,z1,...,2,}
V2k+1 = {yiw; w € ng, 1=1,... ,l} (322)
Varyz = {oiw; w € Vagy1, 1 =1,...,n},

gdzie k =0,1,... (patrz Rysunek 3.11). Natomiast zbior krawedzi E jest postaci

E= {(ZL'ZLU, 'ij)v (JTZ‘(U,W), (yiw/a ij,)v (y’iw/7w/); ZT;W, yiw/ S ‘/al 7& .]} .
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[loczyn m-monotoniczny graféw pelnych odpowiada obcieciu iloczynu wolnego do m-
tego poziomu. Scislej mowiac, K, >™ K; = (V™ EM™) ¢ gdzie V™) = > ey Vi oraz
E(™) jest podzbiorem zbioru E, sktadajacym sie z krawedzi pomiedzy wierzchotkami z
vim),

Zauwazmy, ze powyzsza konstrukcja w sposob naturalny zadaje stratyfikacje V =
(V)22 zbioru wierzchotkéw V oraz stratyfikacje V(™ = (V)™ zbioru wierzchotkow
V(™). Ponadto mamy

[Var| = (n + 1)I*Fn* oraz Vari1| = (n + D)IFnk . (3.23)

s
M m g
RZ
v

Rysunek 3.11 Tloczyny wolne graféw pelnych Ky *« Ks 1 Ky x K.

Majac stratyfikacje, mozemy wprowadzié¢ rozklad kwantowy (AT, A=, AY%) macierzy
incydencji grafu K, x K;, zdefiniowany jak w (3.16). Naszym celem bedzie wyznaczenie
zbioru wektorow cyklicznych przestrzeni lo(V'), dzieki czemu wyznaczymy go réwniez dla

I5(V (™). Zaczniemy od wprowadzenia zbioréw =,,, a nastepnie pokazemy, ze = = |JZ,,
jest szukanym zbiorem. Niech

S0 o= {D 0, U{D (6, —du); i=1,...,n}
j=0 3=0
Eoert = { D (g0 — Opw); w € Vo, i =2,...,1} (3.24)
j=1

7
E2k—|—2 = {Z(éﬂfjw_émlw); W €V2k+17 l :27"'7n}7
j=1

gdzie xy utozsamiamy z e. Otrzymujemy stad, ze |Eogi1] = (I — 1)|Vax| oraz |Egpia| =
(n — 1)|Vag41|. Korzystajac z (3.23), mamy

Zo| = Vo oraz 12| = V| = [Vi—al, k>1. (3.25)

Bezposrednio z definicji wynika, ze zbiory =,, sa parami ortogonalne, a zatem dla pokaza-
nia ortogonalnosci zbioru = wystarczy udowodni¢, ze kazdy =,, jest zbiorem ortogonal-

nym. Tak wiec, niech &, = Z;;l(éij — 0y, w), dla 7 = 1,2, beda dwoma réznymi
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wektorami z =gy, takimi ze 2 < 4 < 15 < I. Wtedy

<£17 62> = <Z(5ij o 5y¢1w>7 Z((Sij - 5yiQUJ>>
j=1 j=1

i1—1

= (X oy 7)) = = 1) [l 8 2= 0.
j=1

Ponadto, wektory &, sa wektorami prozni, gdyz

ATE = A_<§:(5ij _6yi'rw)> = i(aw _5W) = 0.

J=1 J=1

Analogiczne rachunki mozna przeprowadzi¢ dla wektoréw ze zbiorow Z,.. Zatem =
jest zbiorem ortogonalnych wektorow prozni. Oczywiscie, z samej konstrukeji (3.24)
wynika, ze = jest zgodny ze stratyfikacja V.

Pokazemy teraz, ze elementy = sa J-wektorami. Niech & € Zopyq oraz r € N. Z
definicji operatora AT wynika, ze AT € I5(V,19141). Co wiecej,

i

AtTE = AT Z(éij — Oyw) = Z Z (Ouy; — Ouyw)

7=1 7=1 |u|=r
uy;weV

dla pewnego w € V. Rozwazmy dwa przypadki, w zaleznosci od tego czy r jest
nieparzyste czy parzyste. Gdy r jest nieparzyste, to 2k + 1 + r jest parzyste, a zatem

i

ATAT(ATE) = Z Z AT AT By, = Ouyyw)

=1 |u|=r
uy;weV

= Y UGuye — Gug) = 1A™E

7=1 |u|=r
uy;weV

oraz

i

A0<A+T€> = Z Z A0(§uij—5uyiw)

7=1 |u|=r
uy;weV

C DY S G ) = (= ATE.

=1 |u|=r
uy;, weV

Wynika stad, ze £ jest J-wektorem oraz w,(§) =11 a,.(§) =n—1,dlar =1,3,5,....
W przypadku drugim, tzn. dla r parzystego, otrzymujemy podobny wynik, przy czym
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wr(§) =noraz a.(§) =1 — 1, dlar =0,2,4,.... Analogiczne rachunki w przypadku,
gdy & € =5 réwniez pokazuja, ze & jest J-wektorem, przy czym jego wspotczynniki
Jacobiego sa postaci w,(§) = n, a,.(§) =1 —1, dlar = 1,3,5,... oraz w,(§) = I,
a(§)=n—1,dlar=0,2,4,....

Teraz pokazemy, ze = jest zbiorem generujacym. W tym celu wystarczy pokazaé,
ze zbior By z Definicji 3.6 jest baza w lo(Vy). Oczywiscie, AT"¢ # 0 dla wszystkich
¢ € Z,r > 0. Wobec tego wystarczy pokazac, ze |By| = |Vi|, poniewaz By, jest zbiorem
niezerowych wektoréw ortogonalnych. Zastosujemy indukcje wzgledem k. Oczywiscie,
|Bo| = |Z0| =n+ 1 =|V|. Zalozmy teraz, ze |Bg| = |Vi| dla pewnego k € N. Z (3.25)
oraz z faktu, ze AT"¢ # 0 dla wszystkich £ € =, r > 0, wynika ze

[Brst| = [ATBe| + S| = Vil + Vil = Vil = Ve -

Tak wiec, na mocy indukcji, otrzymujemy teze. Dowodzi to faktu, ze = jest zbiorem
generujacym w przestrzeni l5 (V). Dodatkowo zauwazmy, ze powyzsze rozwazania dowo-
dza rowniez, ze zbior 2™ = (J;"  Zj jest zbiorem generujacym w przestrzeni lo(V (™)
wzgledem macierzy incydencji grafu K, >(™ K;.

Naszym nastepnym krokiem bedzie wyznaczenie spektrum macierzy incydencji gra-
fow K, o™ K, oraz K, * K; poprzez obliczenie ich rozkladéw spektralnych wzgledem
stanow e(-) = (-, €) dla £ € E. Przez & oznaczmy J-wektor oy + 0y + ... + 04, z€
zbioru Zy. Jego wspotezynniki Jacobiego sa postaci

dla £ ni tveh n dla k=0
a k nieparzystyc
we, (k) = {n HEPaTzysty , agy (k) =<1—1 dla k nieparzystych

[ dlak tych
a k parzystyc n—1 dlak parzystych > 0

Transformata Cauchy’ego G¢, rozkladu spektralnego pig, jest postaci

1—In+lz+nz— 22+ w(z)
2(=14n—2)(l+n-=2)

G50 (Z) =

gdzie
w(z) = (1—2n—|—ln+(2—l—n)z+22)2—4l(1—l—|—z)(1—n—i—z). (3.26)

Stosujac formule odwrécenia Stjeltiesa do transformaty G, otrzymujemy czes¢ abso-
lutnie ciggly miary pe, zadang wzorem

—w(r)
2n(x+1—n)(z—1—n)

fﬁo(x) =

) xe]l,na

gdzie I;,, jest zbiorem bedacym suma dwoéch domknietych odcinkéw o koncach w %(l +
n—2+ \/4(\ﬂ + +/n)? + (I — n)?) i roztacznych wnetrzach. Badajac rzeczywiste residua
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G, wnioskujemy, zZe jg, posiada atom w n— 1 o masie 1+ max{0,l—n} (patrz Rysunek

11
3.12).
o.5l 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1
M /ozf
-1 1 2 3 -1 i 2 3
n=110=3 n=210=2

Rysunek 3.12 Przykladowe wykresy miar pg, wraz z atomami.

Podobne rachunki mozemy przeprowadzi¢ dla wektora &, traktowanego jako element
przestrzeni lg(V(m)). Oczywiscie, otrzymane w ten sposdb wspoélczynniki Jacobiego
(wg)n), aégn)) sa obcieciem wspotezynnikow (we,, ag,) od (m—1)-ego i od m-tego poziomu

odpowiednio, tzn.

m we, (k) dlak<m—1 m ag, (k) dlak<m
W™ (k) = {7 L agk) =1 .
0 dlak >m —1 0 dla k >m

(m

Miara ,ugo) o takich wspotczynnikach Jacobiego jest miara dyskretna, gdyz jej trans-
formata Cauchy’ego jest funkcja wymierna. Dla wiekszych m nie mozemy podacé jej
doktadnej postaci, gdyz atomy i ich masy sa rozwigzaniami wielomianu stopnia m + 1.
Mozemy jednakze wyliczy¢ przyblizone wartosci jej atomoéw za pomoca pakietu Mathe-
matica. Ponizszy rysunek przedstawia takie przyblizenia dla tych samych wartosci n i
[ jak na Rysunku 3.12 dla m = 15.

0. 56 0.2
0.4 0.15
0.3 0.1 Lot ‘.
0.2 . .
]
0.1 . 0,00 .
‘...... ...0. .. ...0
-1 1 2 3 -1 2 3
n=11=3 n=21=2

Rysunek 3.13 Przyktadowe wykresy miar pgg’).
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Niech teraz & € Zq, oraz £ # &. Wtedy ciag wspotezynnikéw Jacobiego ma postaé

n dla k nieparzystych

we (k) =

-1 dla k=0
{ , ag(k) =<1 —1 dla k nieparzystych

[ dlak tych
a k parzystyc n—1 dla k parzystych >0

Transformata Cauchy’ego o powyzszych wspotczynnikach ma postaé

o S 1=242n—In+ (2—-1+n)z+2°+ Jw(z)
e(2) = m(1—1+2)(2+2) '

Stosujac formule odwrocenia Stjeltiesa do transformaty G, otrzymujemy czgS¢ abso-
lutnie ciggly miary e postaci

—w(x)
= , el,.
Je@) = o —T+2) @7 2) TEA
Ponadto, ¢ posiada atomy w —2 oraz w [ — 1 o masach réwnych odpowiednio %
oraz ﬁ max{0,n — [} (patrz Rysunek 3.14).
) 0.5 ° 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
.1 0.
-2 -1 1 2 3
n=210=2

Rysunek 3.14 Przykladowe wykresy miar pe wraz z atomami.

Podobnie jak poprzednio, mozemy potraktowaé ¢ jako wektor z przestrzeni l(V (™),
a nastepnie w przyblizeniu wyznaczyé¢ ciag dyskretnych miar u(m)

miare pe (patrz Rysunek 3.15).

aproksymujacych
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O o O o O
RN Wb O,

Rysunek 3.15 Przyktadowe wykresy miar ,uém)

Dla ¢ € Zoky1, ciag wspotezynnikow Jacobiego ma postaé

! dla k ni tveh -1 dla k =0
a k nieparzystyc
we(k) = { HEPATaysty , ag(k) = ¢n—1 dla k nieparzystych

n dla k parzystych
[ —1 dla k parzystych >0
Transformata Cauchy’ego o powyzszych wspotczynnikach ma postac

a =242 —In+ (2-n+1)z+ 2"+ Jw(z)
ele) = 20(1—n+2)(2+2) '

Stosujac formule odwrocenia Stjeltiesa do transformaty G¢ otrzymujemy czesé absolut-
nie ciaggla miary pe zadang wzorem

—w(z)
= cel,.
LSl by ey prues  AR
Ponadto, p¢ posiada atomy w —2 oraz w n — 1 o masach réwnych odpowiednio 1271:711)
oraz m max{0,! — n}.

WNIOSEK. Sumujac noéniki rozktadéw spektralnych pe dla & € Z, otrzymujemy,
ze dla dowolnych [,n > 1 spektrum ciagle grafu K, * K; pokrywa si¢ ze zbiorem I;,,.
Spektrum punktowe natomiast wynosi

0 gdy Il=n=1
{—2} gdy l=n>1
{-2,l -1} gdy [ <n .
{-2,n—1} gdy I>n
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ILoczyN WOLNY K, *x I,

Symbolem F; oznaczaé¢ bedziemy widelec stopnia [, tzn. spojny graf prosty o [ + 1
wierzchotkach, w ktorym wszystkie krawedzie wychodza od jednego, ustalonego wierz-
chotka, doktadniej

]Fl = ({y0>y17"'7yl}7{(y[)?yi);i = 17"'7l}7y0)-

Dodatkowo, niech K,, bedzie grafem pelnym o wierzchotkach {xg, z1,...,x,}. Podobnie
jak w poprzednich przyktadach, bedziemy chcieli wyznaczy¢ pelne spektrum grafu K, x
F, = (V, E,e). Latwo zauwazy¢, ze zbior wierzchotkow V' jest doktadnie taki sam jak w
poprzednim przyktadzie (3.22). Ponadto, na V' wprowadzamy stratyfikacje V = (Vi)72,,
tak samo jak w przypadku graféow pelnych (patrz (3.22)). Natomiast zbior krawedzi F
jest postaci

E= {(‘riw7 wj"”)? (:Eiw?w)a (yiwla w/); TiW, yiw/ € Val 7& j} .

i
W,
1V
}Vs

Rysunek 3.16 Tloczyn wolny Ky * Fs.

Niech E = )"°  =; bedzie zbiorem wektoréw zdefiniowanych jak w (3.24). Stosujac
rachunki analogiczne do tych z poprzedniego przykladu, mozemy pokazaé, ze = jest
zbiorem wektoréw cyklicznych.

Tak jak w przyktadzie o iloczynie wolnym graféw pelnych, wyliczymy rozktady
spektralne pe dla wszystkich £ € Z. Ciagi wspotczynnikéw Jacobiego wektora §y maja

postac

dla £ ni tveh n dla k=0
a k nieparzystyc
we, (k) = " HepatEysty ag, (k) =40 dla k nieparzystych .
[ dla k parzystych
n —1 dla k parzystych

Transformata Cauchy’ego G¢, miary pg, wyraza si¢ wzorem

n—Il—z—nz+2z2*—/v(z)
2(l—=n2+42nz—2%2)

G&) (Z) =
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gdzie v(2) = (I —n+ 2z —nz+22)> —4lz (2 + 1 — n). Miara Le, jest absolutnie ciagla
wzgledem miary Lebesgue’a, a jej gestosé ma postaé

—v(z)

21(l — n? + 2nx — 22) |’

ffo(x) =

T € Jl,n,

gdzie J;,, oznacza zbior, ktory jest suma dwoch domknietych przedzialow o koricach w

s(n—1+ \/4(\/Z + /n)? 4+ (n — 1)?) i roztacznych wnetrzach (patrz Rysunek 3.17).

0.8
0.5
0.4 0.6
0.3 0.4
0.2
0.1 /\‘2
-2 2 4 -3 -2 -1 1 2 3 4
n=41=4 n=2101=5

Rysunek 3.17 Przykladowe wykresy miar fig, .

Podobnie jak w przyktadzie o iloczynach graféw pelnych, mozemy potraktowac &
jako wektor z przestrzeni I5(V (™), a nastepnie w przyblizeniu wyznaczy¢ ciag dyskret-

nych miar Mé?) aproksymujacych miare jig, (patrz Rysunek 3.18).

0.15

0.15 .t 0.125 .o

0.1 ) 0s "

. . 0.075 .
o os . 0%05 . .
e . . ¢’ 0.0%25 .
.n_2 5 7 :.3 -2 -1 1 2 3 4
n=4,1=4 n=210=5

Rysunek 3.18 Przyktadowe wykresy miar Mgﬂ
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Niech teraz £ € =g oraz & # &. Wtedy ciagi wspotczynnikéw Jacobiego maja
postac

dla k 1 tveh -1 dla k=0

n dla k nieparzystyc

we (k) = PALZyStyY , ag(k) =<0 dla k nieparzystych .
L dlak parzystych n — 1 dla k parzystych

Transformata Cauchy’ego o powyzszych wspotczynnikach wyraza sie wzorem

Z2+z+nz—1+n—/v(2)

Gee) = 5 A —Tr2: 7 )

Czes¢ absolutnie ciggla miary ;1 ma postac

—v(x)

fe(z) = 2mn(l — 1+ 2z + 2?) |’

x € Jl,n-

Ponadto, p¢ posiada dwa atomy w ++/1 — 1 o masie "2—;1 kazdy (patrz Rysunek 3.19).

° 0.4 ° 0.4
0.3 0.3
[ ]
0.2 0.2
N 0.1 (\
-2 2 4 -3 -2 -1 1 2 3 4
n=4,1=4 n=21=5

Rysunek 3.19 Przykladowe wykresy miar pe wraz z atomami.

Podobnie jak poprzednio, mozemy potraktowaé ¢ jako wektor z przestrzeni l5(V (™),
(m

a nastepnie w przyblizeniu wyznaczy¢ ciag dyskretnych miar g’ aproksymujacych

miare pe (patrz Rysunek 3.20).
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. 0.4
* 0.25 .
003 0.2
0.2 0.15
0.1
0.1
*®®. ,0.05 .
o, .o ..°0..
=2 2 4 -3 -2 -1 1 2 3 4
n=4,1=4 n=2101=5

Rysunek 3.20 Przyktadowe wykresy miar uém.

Dla & € Zoiy1 ciagi wspotezynnikow Jacobiego maja postacé

we (k) =

n dla k parzystych

[ dla k nieparzystych (k) n — 1 dla k nieparzystych
o =
¢ 0 dla k parzystych

Transformata Cauchy’ego o powyzszych wspotczynnikach ma postaé

l—n+z—nz+ 22— J/o(z

Czes¢ absolutnie ciggla miary pe ma postac

—v(z)

, e Jin.
2mlx v .

fe(z) = ‘

Ponadto, p¢ posiada atom w 0 o masie 1 max{0,! — n} (patrz Rysunck 3.21).

1 0.0
0.5
0.4
0.3
0.2
1
N
4 -3 -2 -1 1 2 3 4
n=2101=5

Rysunek 3.21 Przykladowe wykresy miar p¢ wraz z atomami.

Analogicznie do poprzednich przypadkéw, na ponizszym rysunku przedstawiono
przykladowe aproksymacje miary e, otrzymane przez obcigcia wspoéiczynnikow Ja-

cobiego od pewnego miejsca, odpowiadajace iloczynowi m-monotonicznemu.
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0.25 0.0
0.2 0.5
L]
0.45 0.4
0.1 0.3
LI 0.2
*0.05 0.1
-'. . ....’Q- **QJL;M
-2 2 4 -3 -2 -1 1 2 3 4
n=4,1=4 n=21=

Rysunek 3.22 Przyktadowe wykresy miar uém.

WNIOSEK. Spektrum ciagle grafu K,, * [F; pokrywa sie ze zbiorem J;,. Ponadto,
macierz A posiada spektrum punktowe postaci

(

0 gdy l=n=1
{0} gdy m>n=1
{—2,0} gdy n>[l=1

(VIi—1,-V1—-1} edy n>1>1
\{\ﬁ—l,—\ﬁ—l,o} gdy I>n>1

Doktadniejsza analiza mieszanych okresowych i okresowych utamkéw taricuchowych
zostala przeprowadzona w [Kal.
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