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Vorwort.

Das hier vorliegende Heftchen ist eine stark erweiterte und durch-
gearbeitete Sammelausgabe mehrerer gesonderter Arbeiten, die in den
Zeitschriften ,Ingenibren® 1920, S. 539 und 1922, S. 285 sowie im
,Bisenbau® 1921, S. 275 und im ,Bauingenieur® 1923, S. 34 u. 69
erschienen sind. Es wird hier gezeigt, dal es bei der Berechnung
wenigstens gewisser Arten von statisch unbestimmten Systemen von
Vorteil sein kann, Forminderungsgrifien statt wie gewhnlich Kraft-
grofen als Unbekannte einzufiihren.

Dieser Vorgang ist gewi mnicht neu. In der mathematischen
Elastizitdtstheorie ist es bekanntlich sogar der am hiufigsten an-
gewandte, und auch in der Baustatik ist die Methode frither zur An-
wendung gekommen, vor allem bei der von Mohr angegebenen Be-
rechnung der Sekundérspannungen (1802), und spiter auch gelegent-~
lich durch andere. Bei diesen fritheren Anwendungen war jedoch
gewdhnlich nur von der Losung spezieller Aufgaben die Rede, und
die Behandlung blieb ohne eigentlichen Zusammenhang mit den sonst
iiblichen Berechnungsweisen. Als einzige systematische Arbeit moge
hier ,Die Methode der Alpha-Gleichungen® von Ax. Bendixsen
(Verlag Julius Springer, Berlin 1914) erwiéhnt werden.

Hier ist nun erstens erwiesen, dal diese Forminderungs- oder
Deformationsmethode der gewthnlichen Kraftmethode genau gleich-
wertig ist und dieser sozusagen dualistisch entspricht; und zweitens
ist die Methode in ein festes System gebracht, wodurch ihre An-
wendung wesentlich erleichtert wird und oft sich als der Kraft-
methode iberlegen erweist. Dies letztere kommt namentlich daduarch
zum Ausdruck, daB die nétigen Gleichungen rein mechanisch, nach
festen Formeln, aufgeschrieben werden konnen.

Weiter ist gezeigt, dafl sich die Methode ganz besonders fiir eine
stufenweise Berechnung eignet, wodurch erreicht wird, dall immer
nur je eine Gleichung aufzuldsen ist. Diese bedeutungsvolle Verein-
fachung ist namentlich fir alle einstdckigen, aus geraden oder ge-
kriimmten Balken aufgebauten Rahmenkonstruktionen erreichbar und
fiir solche in ein festes System gebracht, so dafl die Rechnung ganz
mechanisch durchgefiihrt werden kann.



iv Vorwort.

Speziell sei noch aut die einfache Ermittelung der Einflul-
linien (siche namentlich Kap. 6 und 9), zu der die Methode fiihrt,
aufmerksam gemacht, _

SchlieBlich ist im zweiten Abschnitt das Verfahren auf riumliche
Rahmenkonstruktionen auszudehnen versucht worden, und fir eine
spezielle einfache Klasse solcher Konstruktionen, die u. a. bel rdum-
lichen Pfahlrosten vorkommt, sind fertige Formeln fiir die Be-
rechnung angegeben.

Die verschiedenen DBerechnungsverfahren sind durch 9 durch-
gerechnete Zahlenbeispiele erldautert. -

Die Methode macht im Anfang, wegen der vollstindigen Um-
kehrung der Begriffe, einen etwas fremdartigen Eindruck; so ver-
wendet sie, um nur eines zu nernen, im Gegensatz zu der alt-
bekannten Kraftmethode, ein im héheren Grade statisch unbestimmtes
Hauptsystemn als das vorliegende System; und sie erfordert daher,
um damit véllig vertraut zu werden, eine gewisse Arbeit und Ubung.
Indessen glaubt der Verfasger, dafll sich diese Miihe reichlich lohnt,
indem die Methode in vielen Fillen bedeutende Abkiirzungen der
Rechnung mdglich macht. Natiirlich ist sie jedoch kein Universal-
mittel; sie vergroBert die Zahl der zur Verfiigung stehenden Be-
rechnungsweisen, befreit aber nicht davon, sich im voraus in jedem
einzelnen Falle {iberlegen zu miissen, welches Verfahren das zweck-
méBigste ist.

Kopenhagen, im Dezember 1925, A. 0.
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1. Einleitung.

Bei der Berechnung statisch unbestimmter Systeme kann bekannt-
lich statt einer einfachen Stabkraft, eines Momentes oder dergleichen
auch eine Funktion einer oder mehrerer Kriifte oder Momente als
iiberziihlig eingefiihrt werden, und auf diese Weise hat man oft die
Auflosung der Elastizititsgleichungen zu vereinfachen versucht. Es
ist also cigentlich nur ein hesonderes Eliminationsverfahren, wovon
hier die Rede ist. Als ein Weiterfilhren dieses Verfahrens kann
natiirlich auch die Einfihrung einer Verschiehung (Forménderung)
als iiberzéhlig, wie bisweilen versucht, aufgefalit werden; dieser Ge-
danke kann indessen auch mit Recht dem erstgenannten, nach
welchem eine Kraft als iiberzihlic betrachtet wird, als vollig gleich-
wertig zur Seite gestellt werden. Bei Berechnung von Tragkon-
strulitionen kann iberhaupt nach diesen beiden Arten von Gréflen
gefragt werden: ,Spannungen® und [ Forminderungen®, und bei
vielen Aufgaben, so z. B. in der Elastizititstheorie, denkt man sich
ebenso naliirlich die Forminderungen als die in erster Linie Un-
hekannten. In der Baustatik geht die Anwendung dieses Verfahrens
wenigstens bis zum Jahre 1892 zuriick, wo Mohr mit dessen Hilfe
seine Berechnung der Nebenspannungen aufstellte. Seitdem ist der
Gedanke zwar wiederholt zur Ldsung vereinzeiter Aufgaben benutzt
worden, hlieh jedoch immer ohne richtigen Zusammenhang mit der
sonst iiblichen ,Kraftmethode®.

Nachdem erkannt worden war, dall sgich die Berechnung ver-
schiedener Tragkonstruktionen, insbesondere von Rahmenkonstruk-
tionen, auf diesem Wege einfacher gestalten 1aft, ist zwar auch des
Sfteren der Versuch gemacht worden, das Verfahren systematisch zn
behandeln?t). Trotzdem ist die Methode bisher, wie gesagt, im all-
gemeinen als etwas fiir sich, ohne eigentliche Verbindung mit der
1) Besonders sei hier die Arbeit des dinischen Ingenieurs Ax. Bendixsen,
,Dic Methode der Alpha-Gleichungen® (Verlag Julius Springer, Berlin 1014)
erwihnt.

Ostenfeld, Deformationsmethode. 1



2 Einleitung.

gewdhnlichen Theorie der statisch unbestimmten Systems, betrachtet
worden. Hier soll nun gezeigt werden, dal die ,Kraftmethode«,
nach der eine Spannung, eine Stabkraft, ein Moment oder dergleichen,
und die ,PDeformationsmethode®, wo eine Forminderung als
tiberzihlig eingefiihrt wird, zwei genau parallele, sozusagen einander
dualistisch entsprechende Methoden sind.

Die iberzihligen Forminderungen werden im folgenden ( , {,. ..
genannt (wir benutzen fernerhin auch in dieser Verbindung die Be-
zeichnung ,uberzihlig®, obschon diese, wie sich im folgenden zeigen
wird, hier nicht besonders passend erscheint). Da sowohl Form-
inderungen wie Spannungen lineare Funktionen der Belastung sind,
kann eine beliebige Stabkraft (Moment usw.) als:

S=8—8/¢, —8'¢.... (1)

geschrieben werden. Die Bedeutung von S8, S/... kann aus der
Gl (1) entnommen werden und ist der Bedeutung der GréBen
8,,8,..., wenn die Spannkrifte X, X, ... als iiberzihlig eingefiihrt
worden sind, ganz analog. Ebenso wie man immer als X, X, . ..
Spannkrifte iherzihliger Stibe, eventuell Stiitzstibe, innere Mo-
mente usw, wihlen kann, so dafl X, X, ... immer innere Krifte
im System bezeichnen, ist es hier mdglich, wenn (, die Verschiebung
eines Punktes a in einer bestimmten Richtung bedeutet, sich einen
Stab hinzugefiizt zu denken, welcher von ¢ ausgeht und mit der
niimlichen Richtung nach einem festen Punkt liuft, und somit &,
als die Verlingerung dieses gedachten Stabes aufzufassen.
Ist {_ die gegenseitige Verschiebung zweier Punkte @, wird der ge-
dachte Stab als Verbindung dieser zwei Punkte eingefiigh, Bedeutet
;, eine Winkelinderung, so denke man sich statt des Stabes einen
hiegungsfesten Arm, vom Punkte a ausgehend, usw. — 8, in Gl. (1)
bezeichnet dann die Stabkraft (das Moment usw.), welche entsteht,
wenn allen hinzugefiigt gedachten Stidben die Lingenénderung Null
zugeschrieben wird (den erwihnten gedachten Armen die Drehung
Null). 8, bedeutot die Stabkraft, welche durch eine Verlingerung
— 1 des in a hinzugefiigten Stabes (oder eine Drehung — 1 des in
a gedachten Armes) bervorgerufen wird, wihrend alle iibrigen ge-
dachten Stibe die Verlingerung Null erhalten und die &uflere Be-
lastung entfernt worden ist.

Hierdurch tritt der Unterschied zwischen der Kraft- und der
Deformationsmethode deutlich hervor. Wenn X, X, ... iiberzdhlige
Krifte bezeichnen, ergibt sich durch Nullsetzen von X , X, ... ein
Hauptsystem, das entweder statisch bestimmt oder jedenfalls weniger
statisch unbestimmt ist als das vorliegende System; wenn dagegen

{,, &... Verschiebungen bedeuten, fithrt die Nullsetzung von
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£, Cy. .. zu einer statischen Unbestimmtheit héheren Grades, indem
die hinzugefiigten Stébe (Arme) dann als Stiitzen (Einspannungen)
auftreten. Prinzipiell tut dies natiirlich nichts zur Sache; wenn es
iiberhaupt moglich ist, die Gleichungen (1) aufzuschreiben und da-
durch alle gesuchten Grofen als Funktionen von ¢, ¢, ... auszu-
driicken, ist damit die Aufgabe auf die Bestimmung der letzteren
reduziert. Praktisch aber bedeutet der Unterschied, dafi die De-
formationsmethode nur dann von Wert ist, wenn das anscheinend
kompliziertere Hauptsystem (wie wir auch hier das System bezeichnen
wollen, das sich mit { = {,=...= 0 ergibt) in der Tat einiger-
maBen einfach zu behandeln ist.

Die Bestimmung von {,, {,... ist jetzt ganz analog der Bestim-
mung von X, X,... bei der Kraftmethode. Die in den hinzu-
gefiigten Stiben (Armen) auftretenden Spannkrifte (Momente) werden
mit Z,, Z,... bezeichnet, und wenn man zum vorliegenden System

zuriickkehrt, mul} sein:
Z =0, Z,=0.... ' (2)

Andererseits kinnen die Gleichungen (1) ebenso gut fiv Z , Z,... wie
fiir die tibrigen Spannkrifte des Systems angewandt werden. Somit
erhilt man zur Bestimmung der Verschiebungen £, f,... die
Gleichungen:

Z ::O:Za()-ﬂzauz"
¢

-u_Z(LbZ'-b""
= O=Zbo — 4, a ZI:I:C?;"" (3)

{3

In betroff der Vorzeichen setzen wir fest, dafl die Griéflen Z
immer in den Richtungen { = — 1 positiv gezdhlt werden
sollen. Wenn ( eine lineare Verschiebung darstellt, wird diese,
wie gesagh, als Lingeninderung eines gedachten Stabes aufgefalt,
und es erscheint natiirlich, £, dann als positiv einzufithren, wenn von
ciner Vorlingerung des Stabes die Rede ist. { = — 1 bedeutet;
gsomit eine Verkiirzung des Stabes, und wenn die Spannkraft Z
in der Richtung {, = — 1 positiv geziihlt wird, mull demnach ein
positives Z eine Zugspannung bedenten. Ist { cino Winkeldrehung,
so wollen wir cine Rechtsdrehung (mit dem Ulrzeiger) als positiv
annehmen, und das Moment Z (und ebenso Z ,, Z .) wird dann
entgegen dem Uhrzeiger positiv gezihlt.

Die vollstindige Gegenseitigkeit der Kraft- und der Deformations-
methode geht jetzt aus der folgenden Zusammenstellung deutlich
hervor:

aa?r* "t

1*
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Die iberziblizen Xrifte | Die Uberzihligen Verschie-
I VR greifen in den Punkten | | bungen ¢ ,{,... treten in den
a, ... an und werden immer | Punkten a, b... auf und werden
als innere Krifte {evtl. in ge- | als Verlingerungen hinzugefiigter
dachten Stiitzstiben) aunfgefalit; Stiibe (Drehungen gedachter Arme)
die Verschiebungen von a,b,...  aufgefafit; die Spannkrifte dieser

in den Richtungen X = —1, | Stibe werden Z_,Z,... genannt
X, = — 1...werden mit 4,,9,... | undin den Richtungen {, = — 1,
bezeichnet, {, = — 1... positiv gezihlt.

Um die Groben X, X, ... zu Um die Gréflen {,{,... zu

bestimmen, driickt man 0,,6,... | bestimmen, driickt man Z_, Z
als Funktionen der Belastung und | als Funktionen der Belastung und
der X-Krifte aus und setzt diese | der ¢ aus und setzt diese Aus-
Ausdriicke gleich Null, also: driicke gleich Null:

8, =0=0,,~8, , X, =0, X;.;(8a) | Z,=0=2,,—Z (,—Z,L,. . ;(3)
dle Indlzes der hler erommen— i die Indizes der hier vorkommen-
den GréBen o,,,9,, . .. konnen den Gréflen Z,,,Z,, ... kbnnen
vertauscht werden, d. h. es ist all- | vertauscht werden, d. h. es ist all-
gemein: gemein:

1,0 11 01 et (48“) ank'l =7

L mnk m kmn

Die Gl (4) kann mittels der Arbeitsgleichung auf genau dieselbe
Weise wie der Maxwellsche Satz von der Gegenseitigkeit der Ver-
schiebungen bewiesen werden. Ubrigens folgt der Satz unmittelbar
aus dem Maxwellschen; eine Kraft 1 im Punkte m (d h. eine Spann-

kraft 1 im Stabe m) ruft eine Verschiebung ¢, , von k hervor, so-

. . I 1. . . 1
mit entspricht eine Spannkraft — im Stabe m einer Verlingerung 1
(
km

1, . ..
des Stabes b, und eine Stabkraft — im Stabe & einer Verldnge-
mi
rung 1 des Stabes m, oder:

1 1
ka =T T

é ) T “Em

km ke

Wie oben erwihnt, wird das Hauptsystem, wenn Verschiehungen
als iiberzihlig eingefiibrt werden, in héherem Grade statisch unbe-
stimmt als das gegebene Systern. Hieraus folgt, dafl die Methode in
vielen Fillen unpraktisch wird, weil es sich als zu beschwerlich her-
ausstellt, die Spannungen und andere gesuchte GroBSen als Funktio-
nen der iiberziihligen auszudriicken. Indessen folgt hieraus zugleich,
dafl man in gewissen Bezichungen freier gestellt wird als bei der
Kraftmethode; so braucht namentlich die Zahl der Verschiebungen,
die als liberzihlig eingefiihrt werden, nicht mit der Zahl der wirk-
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lich statisch unbestimmbaren Gréfien ilbereinzustimmen; sie kann
nicht nur kleiner sein, was bekanntlich auch fir als iiberziihlig ein-
gefiihrte Spannkrifte mdglich ist, sondern auch groBer. Das dies-
beziigliche Verhiiltnis wird deut-
lich dem folgenden Beispiel ent-
nommen werden konnen.

Beispiel 1.

Die in Abb, 1 gezeigte Konsol-
konstruktion ist mit der lotrechten
Kraft I’ belastet. — Die lotrechte
uud die wagerechte Verschiebung
des Angriffspunktes von P werden
als iiberzihlig gewihlt; die Punkte
a und b fallen zusammen, die hinzu-
gefiigh gedachten Stibe mit den Span-
nungen Z, und Z, sind punktiert und
die Stablingen und Querschnittsin-
halte in die Abbildung eingeschrieben.

Fiir (o=, =0 ist:
Zgy =P, Zyo=0, 810= 8, 0=8,0=0;
fiir £, = — 1 ist:
A8 =—1-c0845°, dsy; =10, dsy=—1-c03674%
fiir &= —1: -
Ads =+ 1-cos 450, Asy=+1, 48y =+1-cos2210;

alsdann werden dieSpannkrifte aus S = Erds berechnet. Im ganzen ergibt sich:
Stab-Nr, 1 2 3
Fig= 0,707 | 1,00 0,462
As, = — 0,707 0 — 0,383
8, E —05 0 - 0,177
ds, = + 0,707 +1,0 -+ 0,924
S/ B~ | 405 410 + 0,426

Aus den beiden Gleichgewichtsbedingungen fiir die Konsolspitze erhilt man,
indem der Divisor E weggelassen wird, fir {,=— 1:

Zya=05-c08459+0,177 cos 6740 = 4- 0,421,
Zyo=—10,5-c0845°— 0,177 cos 2249 == — 0,517,
und fiir {5 = — 1 auf dieselbe Weige:
Zyy=—10,517, Zyp =+ 1,747,
Die Gl. (3) zur Bestimmung von {, und ¢, lauten sogaun:

0=P—0421C,+ 0,517 ¢,
0=40,517,— 1,747 ¢, .
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Aus ihnen folgt:
Co=-F3,T4 P Ly =-+1,105P.
Hiermit erhilt man schlieBlich:
S, =+05-374P-05-1,105 P =-4+1,32P,
S,=-1,01105P =~ 1,10P,
8, =+0,177-3,74 P~ 0,427-1,105 P= 0,19 P.

Aus diesem Beispiel geht hervor, dafl man #AuBerst einfach zu
den Gl (1) und (3) Kommt, wenn die beiden Verschiebungskompo-
nenten als tiberzihlig eingefithrt werden; viel schwieriger ist es, sich
mit einer einzigen zu begniigen. Natiirlich ist die Kraftmethode in
diesem Falle einfacher; das Beispiel zeigt indessen deutlich, daf die
Zahl der als iiberzihlig eingefiihrten Unbekannten in keiner Verbin-
dung steht mit der Zahl der wirklich iiberzdhligen Gréfen im System.
Die Berechnungen werden mit denselben beiden Uberzihligen ebenso
leicht durchgefiihrt, gleichgiiltig ob das System drei oder beliebig
viele Stibe enthilt (alle von der Konsolspitze ausgehend); ja, die
Methode ist sogar noch brauchbar fiir ein System mit nur zwei
Stében, also im Falle statischer Bestimmtheit.

Der Vorteil bei Anwendung der Methode, wenn ein solcher er-
wartet werden kann, hingt natiirlich ausschlieBlich davon ab, ob es
mdoglich wird, die Zahl der Uberzihligen zu reduzieren. Dies wird
wohl nur ausnahmsweise fir ¥achwerkkonstruktionen der Fall sein.
Als weiteres Beispiel mag hier ein solches System erwihnt werden,
wo eine Anzahl Stibe von verschiedenen Punkten einer starren
Scheibe oder (im Raume) eines starren Korpers ausgehen und von
hier nach festen Stiitzpunkten laufen, wie bei einem Pfahlrost, wo
die Pfihle als oben und unten gelenkig gelagert betrachtet werden,
und wo das Betonfundament als unendlich starr angesehen werden
kann')., Fir ein solches System kommt man nach der Deformations-
methode immer mit drei oder, im Raume, sechs Gleichungen aus,
indem die Bewegung der Scheibe (des Koérpers) durch drei (sechs)
Verschiebungskomponenten gegeben erscheint. Fiir vollwandige Kon-
struktionen lift die Methode dagegen, wie wir sehen werden, sehr
oft eine Reduktion der Zahl der Uberzihligen zu.

Beispiel 2.

Um auch eine vollwandige Konstruktion zn behandeln, betrachten wir einen
durchgehenden Balken 4 B C iiber zwei gleichweite Felder (Abb. 2). Der Balken
ist bei 4 eingespannt, bei B und C einfach gestiitzt und in der Mitte jedes
Feldes mit P belastet. Pas Trigheitsmoment ist unverdnderlich.

1) Siehe des Verfassers ,, Berechnung von Pfahlrosten” in ,Beton und Eisen*
1922, 8. 21, sowie weiter unten in Kap. 14.
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Der Tangentenwinkel bei B wird als iiberzihlig ({;) eingefihrt und mit
dem Uhrzeiger positiv gerechnet. Das Hauptsystem (fiir {, =0) ist in 4 und B
eingespannt, bei C einfach gestiitzt. Die Momentenkurve fiir (=0 ist in
Abb. 2a gezeigt; unten in derselben Abbildung ist ein Element des Balkens
herausgezeichnet, von zwei Schnitlen unendlich nahe beiderseits von B be-
grenzt, und hier ist der gedachte Arm hinzugefiigt, durch welchen das Moment Z,,
{positiv in der Richtung {, = —1) auf den Balken einwirkt. Man findet somit:

.Zb():'l-sgpl—*—épl:-{--ilcpl.
P P

%
Az,

, . 20
b ————-—Z—v———‘__iﬂi___-—l-—v e

e~ Zyy My

(J, ”%ff)

Abb. 2

Der Zustand {, =—1 ist in Abb. 2b gezeigt. Um diesen Zustand herzu-
stellen, muf man auf den Balken A.B (bei 4 eingespannt, bei B einfach ge-
stiitzt und von B ¢ unabhingig) ein Moment 3/, bei B einwirken lassen; das
Reaktionsmoment bei A ist dann von der eroBe 3+ M, und der Tangenten-

winkel g wird:
1 M1
f= bEJ<2M M*)‘MT'

wenn dieser Wert gleich 1 werden soll, muf} sein:

i, =BT

!

Auf den Balken B C mufl auf dieselbe Weise ein Moment M, (siehe Abb. 2b)
einwirken, wodurch die Verdrehung
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hervorgerufen wird; mit § =1 ergibt sich somit
M, = ’_,E;I .
i :
Die Gleichgewichtsbedingung fiir das unten in Abb, 2b gezeigte unendlioly
kleine Balkenelement ergibt dann:
Doy = M+ My 2T

Z 3y

und hiermit wird Gl (3):
"LJ . Pe

1
= (e e Pl — T O e,
Zy= 0=+l T S LA
Die Momente in den verschiedenen Punkicn werden jetat nach Gl (1) be-
rechnet, In 4 ist
My =My o=y 4 5,
by h Abb. 28 gleich — LP1, 7%, | nach Abb, 2 gleich —o M, — 2L
wo M} o nac . 2a gleic -t b MA,b nach . gleich My ==
isb; somit wird:

P enJ PP 3,
My=—gPlt—— 557 = a3l

Auf ihnliche Weise findet man unmittelbar links und rechts von B, indem die
Momente positiv gezihlt werden, wenn sie oben Druck hervorrufen:

y B 1 4B8J PB 9
MB, links ¥ 7 SiPZ T ET T RS P,

) 3 3EJ PP 9
M, reanes =~ (g P T na T s

Auch in diesem Beispiel, wie es hier durchgerechnet ist, diwvfte
die Methode wohl kaum der gewdhnlichen vorzuziehen sein, obwohl
man mit einer Gleichung (statt deren zwei nach der Kraftmoethodo)
auskommt; die gewohnliche Methode wird ja sogar in den Zwischen-
rechnungen benutzt, um die Momente #, und M,/ zu finden. Be-
trachtet man indessen cinen beiderseits eingespannten Balken und
einen Balken, der am einen Ende eingespannt, am anderen einfach
gestiibzt ist, als bekannte Konstruktionen, fiir welche man sich ein
fiir allemal die noébtigen Formeln fir M), M/, M,/... gebildot hat,
stellt sich die Sache anders, wie weiter unten geazcigt worden soll.

A. Ebene Rahmenkonstrulktionen.
Konstruktionen, aussehlieflich aus geraden Balken
zusammengebaut.

2. Grundbegriffe, Knotenpunktfigur.

Die zu der Konstruktion gehrigen Balken oder Siulen gehen

toils von festen oder beweglichen Stiitzpunkten oder Einspannungen
aus, teils sind sie miteinander in den Knoten a, b, ¢... steil ver-
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bunden, so dalb alle in einem Knoten zusammenlaufenden Balken
dazu gezwungen sind, sich um denselben Winkel zu drehen. Aufler
den Balken konnen auch gerade Stébe vorkommen, die nur auf Zug
oder Druck beansprucht und mittels reibungsloser Gelenke ange-
schlossen sind.

Wenn alle Enoten und Einspannungen durch Gelenke ersetzt
werden, erhdlt man die sogenannte ,Knotenpunktfigur®. Die
Abb. 3 und 10 zeigen beispielsweise oben ein paar Rahmenkonstruk-
tionen, unten die zugehdrige Knotenpunktfigur. Letztere kann un-
beweglich (Abb. 3) oder beweglich (Abb. 10) sein; eine beweg-
liche Knotenpunktfigur kann, wie in Abb. 10 punktiert angegeben,
durch Hinzufiigung einiger

Stibe unbeweglich gemacht -T/"’ — \\f—* T~
werden, die nach festen Punk-
ten laufen oder zwel der o4

Gelenke verbinden. FEine un- )
bewegliche Knotenpunktfigur '_f/ \/ T~
kannendlich statischbestimmt
[s - u==2k, wenn alle Bal-
ken als Stibe (s) und alle o
Gelenke als Knotenpunkte (k&) Abb. 3.
betrachtet werden; u = Zahl

der Reaktionskomponenten] oder auch statisch unbestimmt sein.

Wenn ein gewbdhnlicher Fachwerkbalken mit steifen, genieteten
Verbindungen ausgefiihit ist, werden diese Verbindungen in der Tat
oKnoten® und das Fachwerk eine Rahmenkonstruktion; alle Stibe
gehen in Balken iiber, die nicht nur durch zentrische Normalkrifte,
sondern auch durch Biegungsmomente beansprucht werden, wodurch
die sogenannten Sekundirspannungen entstehen. In der gewdhnlichen
Berechnung wird von den Biegungen abgesehen und mit einer idealen
Konstruktion gerechnet, d. h. statt der Rahmenkonstruktion wird die
Knotenpunktfigur gesetzt; auf diese Weise kommt man, wie die Er-
fahrung gelehrt hat, den richtigen Stabkriiften (Normalkriften in den
Balken) sehr nahe,

Hieraus kann umgekehrt gefolgert werden, daB die Normal-
krifte der einzelnen Balken einer gewdhnlichen Rahmen-
konstruktion mit guter Anniherung dadurch gefunden
werden kdénnen, dall man die Stabkrifte der Knotenpunkt-
figur in derselben Weise bestimmt wie in einem gewdhn-
lichen (idealen) Fachwerkbalken. Die iduBleren Krifte, mit
denen man hierbei zu tun hat, sind teils diejenigen, die unmittelbar
in den Knoten der Rahmenkonstruktion angreifen, teils die Gegen-
driicke der Balken auf die Knoten; letztere sind natiirlich etwas von

2 i ..
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den Balkenmomenten abhéingig und kénnen daher nicht sofort genau
angegeben werden; durch eine Wiederholung der Rechnung ist es
indessen moglich, die Werte allmihlich zu verbessern (siehe weiter
unten). Ist die Knotenpunktfigur beweglich, so ist die Aufgabe erst
durch Hinzufiigung gedachter Stibe auf eine unbewegliche Knoten-
punktfigur zuriickzufithren, worauf unten gleichfalls naher eingegangen
werden soll,

Weiter sieht man ein, daf die Verschiebungen der einzelnen
Knoten einer Rahmenkonstruktion mit guter Annidherung
gleich denjenigen der Punkte in der Knotenpunktfigur
gesetzt werden konnen (dieselbe auch hier vorliufig als unbeweg-
lich vorausgesetszt). Die Verschiebungen in der Knotenpunktfigur
sind némlich allein durch die Anderungen der Stablingen bestimmt,
und ebenso sind die Verschiebungen in der Rahmenkonstruktion be-
stimmt, wenn die Abstandsinderungen zwischen den Knoten bekannt
sind. Fir diese Abstandsinderungen haben die Blegungsmomente
nur eine verschwindende Bedeutung, und da die Normalkrvifte, wie
wir eben gesehen haben, den Stabkriften der Knotenpunktfigur
gleichgesetzt werden kénnen, werden die Lingeninderungen die nim-
lichen. Uberdies ist bekanntlich die Bedeutung der Normalkriifte
bei Berechnung statisch unbestimmter Systeme gewdhnlich {iberhaupt
klein im Vergleich zu derjenigen der Biegungsmomente. Wenn wir
daher im folgenden die in der angegebenen Weise bestimmtien Ver-
schiebungen der Knoten in der Rahmenkonstruktion zur Berechnung
der Uberzidhligen benutzen, leuchtet ein, daB ein kleinerer Fehler im
Woerte der Normalkriifte von ganz verschwindender Bedeutung sein
muf. — Wird ganz von dem Einflufl der Normalkrifte ab-
gesehen, was in den meisten Fillen der Praxis zulissigist, werden
die Lingeninderungen der Balken, und somit auch die
Verschiebungen der Knoten der Rahmenkonstruktion zu
Null, wenn die Knotenpunktfigur unbeweglich ist.

3. Grundgleichungen fiir gerade Balken.
a) Unverinderliches Trigheitsmoment.

Wir betrachten einen einzelnen der zu der Konstruktion gehbrigen
Balken (Abb. 4), der durch ein paar Schnitte unendlich nahe den
Knoten @ und b begrenzt ist. Die urspriingliche Lage des Balkens
¢ — b ist punktiert; wihrend der Deformation werden aber die
Punkte ¢ und b nach & und ' verschoben (¢ und ¢’ sind in der
Abb. 4 zusammenfallend gezeichnet, da nur die relative Lage von
Bedeutung ist), und der Balken verbiegt sich wie gezeichnet. Die
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Verbindungsgerade @ — b hat sich also um den Winkel w,, = 1,
gedreht, und die Endtangenten bilden mit der Verbindungsgeraden
a — b die Winkel «,, und «, . Vor der Forminderung befanden
sich die beiden Endtangenten in der Verbindungsgeraden a — b, so
daB die Knotendrehwinkel die in der Abbildung angegebenen [,
und ¢, gind. In jedem End-
schnitt ist der Balken wvon
einem Moment (M ,, M, ), einer
Normal- und einer Querkraft
beansprucht. Als Vorzeichen-
festsetzungen werden die fol-
genden gewiihlt: alle genannten Winkel (£, v, ¢) werden mit dem
Uhrzeiger positiv gerechnet, die Momente 3, und M, ebenso mit
dem Uhrzeiger, wenn sie auf den Balken, also gegen den Uhrzeiger,
wenn sie auf die Knoten wirken,

Wenn keine dufleren Krdfte zwischen den Knoten angreifen, so
daBl der Balken ausschlieBlich von den Momenten A, und M,,
beansprucht wird (auf die Normalkraft wird hier keine Riicksicht
genommen), dann gelten die folgenden bekannten Ausdriicke:

Abb. 4,

l
“ab ()EJ (2]l_ub ﬂIba)’ “ba = 6 1‘7‘3' (2 ‘Z‘[ba - ﬂlub)’
oder nach Auflésung:
: 2 EJ(“ . ‘ 2 BJa,
Jnabz 1 b_L(Z“ub.%—“b_a)’ ‘Z‘[ba 27_..’( ub+ zabu)'
a «

Es ist hier praktisch, den Begriff ,Steifigkeitskoeffizient® des Balkens
einzufithren, nimlich:
Ju 1 lc ) [
Hapy = Ja Zab (') )
wo J, ein unverdnderliches Trigheitsmoment und I, eine unverdnder-
liche Lénge bezeichnen. Setzt man weiter:
EJ EJ ,
= =, (6)

¢

und beachtet man endlich, daB nach Abb. 4 ist:
Caquub_{—aab’ Cb=/l/)bu+aba’

dann kénnen die Ausdriicke fiir die Stiitzenmomente geschrieben
werden :

My = Myy+2 piay (2 La + o — Bpap)s } )

Moo= M +2 tay (Ca + 28 — 3vas),
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S H . I 0O .
indem hier noch die Beitriige M,, und M, von einer auf den
Balken unmittelbar wirkenden Belastung hinzu gefiigh wurden. M7, und

ﬂI,?a bedeuten offenbar (da M = M° wird, wenn die Winkel { und v
gleich Null gesetzt werden) die Einspannungsmomente fiir volle Ein-
spannung ijn a und b.

Hiermit sind die Stiitzenmomente durch die Belastung und die
Winkel £ und v ausgedriickt. Aus den Grundgleichungen (7) kénnen
ohne Schwierigkeit die speziellen Werte der Momente gebildet werden,
die fiir { =0 oder { = — 1 entstehen, welche zur Ermittelung der
Delastungsglieder (Z,,, %,,...) und der Koeffizienten (Z,,, Z,,---)
in den Elastizititsgleichungen weiter unten gebraucht werden sollen.

Die Ausdriicke (7)sind ohne weiteres zu benutzen, wenn ¢ und b
zwel Knoten bezeichnen. Ist dagegen z. B. b eine feste Einspannung,
wird £, =0, und man erhilt einfacher fiir einen Balken a — i,
wo ¢ einen Knoten, i cine feste Einspannung bezeichnet:

M,; = ]l*(n 2 gy (2 Qn — 3y, ) ]

N (7a)
By, = ﬂ]m -2 1g; (Ca ~ 3 "/'m’) .

Hat man schlieBlich einen Balken a — %k, der in & einfach
gestiitzt ist, dann wird 1, = 0, womit nach der unteren der
Gl (7) folgt:

Gh=—5la Tt iva
somib:
Myp= Magr -+ 3 prai (Co — par); (7b) .

hier bezeichnet My, das Einspannungsmoment in a fiir volle Bin-
spannung in @ und einfache Unterstiitzung in k.

b) Veriinderliches Triigheitsmoment.

Fiir den betrachteten Balken beginnt man damit, die in Abb. 5
angedeuteten Operationen auszufiihren, nidmlich die Durchbiegungs-

7 linten und die Tangentenwinkel (d,,, 0 ,,

a % 0,) zu bestimmen fiir ein Moment 1 in q,

\\ ba_x7” | und ebenso fiir ein Moment 1 in b als
X

|
: |, einzige Belastung, beide Momente positiv
”L\ 9% — gerechnet, wenn sie den DBalken nach
1 ] d . . . . .
! W . unten durchbiegen. Hiermit ist man im-

i
v N . . . se -
s o /l/;*"’ stande, die folgenden Anusdriicke fiir die-
fidy . . . . .
T /i‘,}l jenigen Tangentenwinkel zu bilden, die
, von den beiden Momenten M , und M,

~ ab

Abb. 5. {unten in Abb. 5) hervorgerufen werden.
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Hat man bei der Berechnung von ¢,,, 6,,. 9,, den Faktor
S eingefithrt, so ergibt sich:
¢
J, X
_f Y == 66( @ Z‘[u v Ou b ﬂ'lb a?
0
TE Gy = ba Zuab + (Sb l)u’

c
indem die Winkel « (wic oben) beide positiv mit dem Uhrzeiger
gezithlt werden. Wird die Determinante der Gleichungen mit 4 be-
zeichnet, also
A == 44 Spn — 0> (8)
go erhiilt man durch Auflésung:

EJ,
zua = lw- (Dh 4 a’u ] ‘ (Su [ ub u) 4
Zllb o= i—EL ‘.()d b uu 1] + ()a a “h Ll> )

Beachtet man die auch oben benutzten Beziehungen:

I .
“u b= (’u — Y &, a= cb e
~=qund fiihrt die Bezeichnungen ein:
-a ) y ‘
8 ]‘(/']L! . et . Ou 1 Qnu e (311 ., (()
Cw A é_ =6, :”u b g T ,ub’ T )ub 3 - )
I l &4 J () 5
- c al alr

o und fiigt weiter die von der ummittelbaren Belastung herrithrenden
U S 0 0 .
. Hieder Mg, und My, (mit derselben Bedeutung wie oben, doch selbst-
verstindlich mit Riicksicht auf das verdnderliche Trigheitsmoment
bestimmt) hinzo, so kénnen die Stitzenmomente geschrieben werden:
0 ¢ N r o f N !
My = Mgy -2 Hab [’ ab Ca + &y — (’ ab T 1) ‘/'nb] 3 1
g0 ot ’ Py g ’
My, = My, -2 Hab [Qa + v &y — ("ub -+ 1) 4‘/’ub] . J
TFiir einen Balken ¢ — ¢, der in ¢ fest eingespannt ist,
erhdlt man:

(10)

0
Il]uni = ﬂln’i '[" 2 HMui [7'11’1' C(’I - (V"a,'i + 1) 7/'r:i] 3 1
Mio= Miut 2 pgs [0 = (rai + 1) uils). )
Fiir einen in k elnfach gostittzten Balken o — £k, wo
M, , =0 ist, kann zwischen den beiden Gleichungen (10), nach Ver-
tauschung von & mit k, {,” eliminiert werden, wodurch erhalten wird:

. , 1
My = 2 Mg (V"alr, - " L> (Ca, - "/'alk) .
ak

Einfacher ist es jedocli, unmittelbar nach Abb. 5 zu setzen:
BJ, ,
—l_ Uyl == C _ ll/’t;k = -Mavk l)aa;

¢

(10a)
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womit:
' ' 1
My =3 par(la — War), WO pigr= . (10%)
3 éaa

Man erspart auf diese Weise die Berechnung von 0,, und 4,,. —
Die Ausdriicke (10) bis (10b) fiir veréinderlichen Querschnitt ent-
sprechen vollstindig den friiheren (7) bis (7b).

4. Rahmenkonstruktionen mit unbeweglicher
Knotenpunktfigur.

a) Berechnung mittels eines Systems von gleichzeitig
aufgestellten Gleichungen nach (3).

In der Praxis ist die Berechnung, wie schon ausgefiihrt, im all-
gemeinen hinlinglich genau, wenn von dem EinfluB der Normalkriifte
abgesehen wird; dies soll daher hier vorliufig geschehen. Dann
werden siimtliche Knotenverschiebungen und somit die Winkel v
in den Gleichungen (7) und (10) zu Null, und man hat daher
nicht nétig, andere Unbekannte als die Knotendrehwinkel { einzu-
filhren. Um die Elastizitiitsgleichungen (3) aufschreiben zu kénnen,
hat man dann nur noch die Werte der Gréoflen Z ., Z, ... und
Z. > Ly, ... anzugeben,

Zuerst sollen jedoch diese Gleichungen (3) dureh Einfiiliung der
in (68) gegebenen Groflen (' statt { umgeformt werden. Zu diesem
Zweck wird geschrieben:

Za:OzZa()"Zr;aé‘/;'- r(;b[:lf-na (11>

worin also die Bedeutung von Z;,, Zi,... sein muB:

, L o
Zuaz‘;y“f]idaaa (;b:‘Lﬂ:]cAab
Indessen leuchtot sofort ein, dafl die neuen GréBen Z,,, ZJ,...
ehenso gut als die den Zustéinden { '= — 1, {,= — 1 entsprechen-

den Werte von Z, aufgefalit worden konnen.
Indem nun alle auf den Knoten e wirkenden Momente M,
M, M, ... (und dies gilt auch von dem Moment Z ) positiv gegen

den Uhrzeiger gerechnet werden, hat man allgemein:
B~ — SN, (12)

Um die speziellen Werte Z,,, Z.,, ZJ,... zu erhalten, hat man
demnach nur die speziellen Momente zu ermitteln, mit denen die
einzelnen Balken bei den Zustinden (=0, /= — 1... auf den
Knoten a einwirken, und diese Momente ergeben sich unmittelbar
aus den Gleichungen (7) oder (10) im vorigen Abschnitt.
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Zustand {=0. Wenn alle { gleich Null sind, gehen die
Knoten in feste Einspannungen iiber, und die einzelnen Balken kdnnen
dann als voneinander unabhiingige, heiderseits eingespannte oder
einerseits eingespannte, auf der anderen Seite einfach gestiitzte Balken
behandelt werden. Die von einer beliebigt,n Belastung hervor-

gebrachten Einspannungsmomente My, MY, M), ... bestimmen sich
dann in bekannter Woeise, und es ergibt sich nach (12):

Zgo=— SMy,  Zpo=— SM..., (13)

wobei gich die Summenbildung iber alle von dem betrachteten
Knoten ausgehenden Balken erstrecken muB.

Unverédnderlicher Querschnitt. Zustand ¢/ = —1. Wenn
alle ' =0 und allo {'=0 sind bis auf {/, wihrend /= — 1 ist,
und wenn weiter die Momente 3° Velsohwmdenl 80 ewlbt sich aus
(7) bis (7b), indem @ und b Knoten, ¢ eine feste Einspannung
und k eine einfache Stiitzung bezeichnen:

J"[ub T 4/”‘« b? ]L[bu 24“(11)’ 'BI i T 44“(11’ ‘Zua T 3 :unk’
und somit nach (12):

Z:m: -+ 4 v/“ﬂb‘f"‘i /’a%+3 Haks (14)

ab === Aba = 4 2 ugp. (1 5)

Die Summenbildungen in (14) sollen iber alle vom Knoten a aus-
gehenden Balken (Sdulen) ausgedehnt worden. Eine GrofBle Z;,, wo
¢ einen Knoten bezeichnet, der nicht unmittelbar durch einen Balken
mit @ verbunden ist, wird Null.

Fir verdanderlichen Querschnitt wird anf dieselbe Weise aus
den GI. (10) bis (10b) erhalten:

Z,a*‘gj /‘ab7'ab+2 /lanm: -+ 3,_,“(11’ (16)
Zhy =2 3 ,Uab "ab 42 3 s vps 4 8 X 14,
Zip = Zba, =2 ligp. (17)

Hiermit sind alle Koeffizienten und Belastungsglieder in den Gl. (11)
bekannt, und wenn ¢/, ;... hieraus berechnet worden sind, ergeben
sich die Balkenmomente nach (7) oder (10). Die GL (11) werden sehr
oft Clapeyronscher Art, ein Fall, in welchem die L&sung, selbst
bei groBerer Anzahl der Gleichungen, verhiiltnismilBig einfach vor
sich geht.

Beriicksichtigung der Normalkrifte. Wiinscht man diese
Krifte nicht zu vernachlissigen, so kann eine Verbesserung der
oben gefundenen Werte folgendermaBen ausgefiihrt werden. Von den
schon annidherungswoise ermittelten Momenten M, ,, M, ., M, ;... aus-
gehend, berechnet man zuerst die von der Belastung sowie den ge-
nannten Momenten herrihrenden Driicke der einzelnen Balken auf
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die Knoten. Diese Driicke (zusammen mit den evtl. unmittelbar in
den Knoten angreifenden Belastungsdriicken) hetrachtet man dann
als dublleve, auf die Knotenpunktfigur einwirkende Krifte, und er-
mittelt wie fiir ein gewshnliches Fachwerk die entsprechenden Spann-
riifte und hieraus die Lingeninderungen der Balken. Nun hat man
alles Nétige zur Bestimmung der Winkel vy (der Stabdrehwinkel der
Knotenpunktfigur). wenn nicht auf einfachere Weise, dann wenigstens
mit Hilfe eines Verschiebungsplanes. Die Einfliisse auf die Stitzen-
womente 3/, A, ... ergeben sich dann nach (7) und (7a) zu:

Tah

6 EJ,
A Mgy == dMyq == — 6 ity yp = — 'z““'i"l/’ab, (18)
ab
oder, wenn k eine einfache Stiibzung ist:
3B
My = — Sllakq/’;zk = - I @7/51!:‘ (181‘1’)
alk

Eine genauere Berechnung unter Beriicksichtigung der Normal-
krifte wird wohl niemals notwendig sein, konnte indessen auf folgende
Weise durchgefiibrt werden. Anstatt von den oben ermittelten
M, 3, ... auszugehen, bestimmt man sowohl die Belastungsglieder
Z o 2. .. wie die Koeffizienten Z;,. Z,3%... inden GL (11), indem
dahei auch die Liingendnderungen der Ballken in Rechnung gestellt
werden. — Um die berichtigten Belastungsglieder zu erhalten, he-
stimmt man die Einspannungsmomente 3/°, dann die aus diesen 34 °-
Werten und der unmittelbaren Belastung folgenden Normalkrifte
{Spannkrifte in der Knotenpunktfigur) und hiermit die entsprechen-
den Winkel v ; die berichtigten Einspannungsmomente ergeben sich
dann nach (7} bis (7b) zu:

\|

0 ~ - . 0 a ot
-Jju p— 6 Uab 0. ap hzw. ﬂl{t/r s P

Mit diesen Werten bildet man dann Z,o0, Z3o... nach (12). — Die
berichtigten Koeffizienten Z},, Z;; ... werden mittels derselben Ope-
rationen gebildet, indem hierbei von denjenigen Normalkriften, die
den Zustinden (= —1, [ = — 1... ontsprechen, ausgegangen
wird. Wie gesagt, wird jedoch diese etwas wwmstéindliche Berechnung
sehr selten erforderlich sein.

Zusatzbeanspruchungen. Eine ungleichmilige Tempe-
raturiinderung behandelt man durch Benutzung der entsprechen-
den Einspannungsmomente bel Bildung der Belastungsglieder nach
(12). Bei einer Balkenhfhe & und einer Temperaturdifferenz 4¢ zwischen
Ober- und Unterseite des Balkens hat man fiir einen beiderseits
eingespannten Balken a — b:

e BJ,, At
3

Mgy = — My, =~

(19)
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und fiir einen in a eingespannten, in k frei drehbaren Balken:

E ¢
o, = 2l dt

2 k (199)

Die Vorzeichen, mit denen diese Momente in (12) einzufiihren sind,
ergeben sich nach den obigen Festsetzungen in jedem einzelnen Falle
von selbst.

Tine gleichférmigeTemperaturinderungt, ruft eine Verlinge-
rung ¢,/ in allen Balken hervor; die daraus folgenden Drehungen vy,
konnen wie fiir die Knotenpunktfigur, evtl. mittels eines Verschie-
bungsplanes, bestimmt werden. Die entsprechenden Einspannungs-
momente im Hauptsystem (d. h. fiir den Zustand { = 0) ergeben sich
nach (7) bis (7b) zu:

6 -EJab Yab,t
lab

3 EJakql’ak.z.

Mpy =My = — ; (20)

0
N bzw. -Zﬂak,t= 1
ak

hiermit werden die Belastungsglieder wie oben nach (12) gebildet.

Die durch ein Nachgeben der Stiitzpunkte hervorgerufencn
Drebungen 4 werden wie fiir die Knotenpunktfigur ermittelt; die
entsprechenden Einspannungsmomente kénnen dann ebenso nach (20)
berechnet werden.

b) Stufenweise Berechnung.

In der bisherigen Entwickelung erscheint die Behandlung von
Rahmenkonstruktionen auf die Berechnung von Balken zuriickge-
fiihrt, deren Unterstiitzungen entweder foste Hinspannungen oder
feste (d. h. nicht nachgiebige), frei drehbare Stiitzpunkte waren. In-
dessen kénnen die Betrachtungen auch auf elastische Unterstiifzungen
orweitert werden, wo die Verschiebung des Stiitzpunktes oder die
Tangentendrehung dem Stiitzendruck oder dem Einspannungsmoment
proportional ist. Auf diesem Wege ist es moglich, zu einer stufen-
weisen Berechnung zu gelangen, die immer nur die Auflésung einer
einzigen Gleichung mit einer Unbekannten erfordert. In diesem Ab-
schnitt, wodie Knotendrehwinkel die einzigen Unbekanntensind, braucht
man sich nur mit elastischen Einspannungen zu beschiftigen;
spiter wird auch noch von elastisch verschiebbaren Stiitzpunkten die
Rede sein.

Wir betrachten einen Balken m — a, der von einer elastischen

Eingpannung m nach dem Knoten ¢ ldufs, Der Drehwinkel {,, ist

"
dann dem Moment M, , proportional, oder allgemeiner:

Cm = g‘Q m T Tm lnm a?

Ostenfeld, Deformationsmethode. 2
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wo [, = einen unelastischen Beitrag bezeichnet. Mit derselben Be-
zeichnungsweise wie in (6) kann auch geschrieben werden:

5;,; = é-f)m — T Mg (21)
Wenn dieser Wert in die erste der beiden folgenden Gleichungen

eingefithrt wird, die aus (7) durch Vertauschung von b mit m er-
halten werden:

My, = ﬂL?za + 2 tma (2 i tw — 3 7/’;;2 a); l
ﬂIam == ﬂ[gm + 2 Uma (Cvln 42 é-:z —3 w?na)’
so ergibt sich:
jlfma(l -+ 4;“1)1.:17,711) == I”r?w + 2 ;Uma(2 Cém ~+ C:L —3 "/";na) » (23)

und weiter, nach Elimination von {,, und M, , aus der unteren der
(31.(22) mittels (21) und (28):

(22)

2 g

My =" e [ Com 2(1 -+ Dluma'r)n) {o—3 (1 + 2#ma7;n\";“;na]

1+ 4“ma m

70 2 0T 70
+ ﬂja m 1_’_—‘1&"2 B Tmﬂlm a: (24)

Mit Hilfe von (24) kann nun zuerst der Fall behandelt werden,
wo m wirklich eine elastische Eingpannung ist, so z. B. wo das
Fundament einer Zwischensiule fiir eine Misenbetonbriicke nicht als
vollkommen eingespannt betrachtet werden kann, sondern angenom-
men werden muB, dafl infolge eines elastischen Nachgebens des Bau-
grundes eine Drehung eintreten kann. Der Beiwert v ist dann als
eine Funktion der Abmessungen der Fundamentfliche und der Nach-
giebigkeit des Baugrundes auszudriicken.

Die Hauptsache hierbei ist indessen, dall mittels (24) auch ein
Balken a — m behandelt werden kann, dessen elastische Einspan-
nung in m davon herrithrt, dal der Balken hier mit der {ibrigen
Konstruktion steif verbunden ist und dafl es dadurch mdéglich wird,
die Berechnung so aufzuteilen, dafl nicht alle Knotengleichungen auf
einmal aufgestellt und aufgeldst zu werden brauchen.

Hs sel z.B.das in Abb. 6 gezeigte System 0 — b...m —a—1—k
fiir eine beliebige Belastung zu berechnen. Wir nehmen an, daB die
Berechnung vorliufig nur fiir das in der Abbildung voll ausgezogene
System 0 — b— ¢ —m — 8 durchgefiihrt sei und daB dadurch er-
mittelt wurde: der von der Belastung hervorgerufene Knotendreh-
winkel {, und auBlerdem der besondere Wert 7, des Drehwinkels ¢, ,
der von einem in m als einzige Belastung anglelfenden Momente 1
verursacht wird, Wenn danach der punktierte Systemteill m —a —i—k
hinzugefiigt werden soll, so wird dadurch natiirlich eine Anderung
des frither gefundenen {, bewirkt werden; das endgiiltige {;, kann
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aber nach (21) ausgedriickt werden, indem als (f, das frither be-
rechnete (), eingefiithrt wird. Dadurch erhilt man nach (24) das
Moment M, als Funktion der einzigen Unbekannten Ca', und wenn
die gewohnliche Elastizitdtsgleichung fiir den Knoten a aufgestellt
wird, sieht man ein, dafl auch diese nur die einzige Unbekannte ¢/
enthélt und somit lautet:

Za=0=za0 "‘Z:mc:z (25)
Die beiden GrdBen Z , und Z,; werden wie frither mittels (12)
ermittelt: Z, = — 3' M, indem hierin die Momente M,, die den

Zustdnden (/=0 und ¢/
== — 1 entsprechen, einzu-
filhren sind; speziell fiir den
Balken m — a sind die hier-
bei zun gebrauchenden Mo-
mente M__ aus (24) herzu-

leiten. Man findet daher,
indem hier in (24) 3" = 0 zu setzen ist:

2u , )
ZaO = [:J‘Ir(z}m *}‘ mlﬁ“m (Q_O’m — Ty -Z”a(r)t a):l - Ma?i - Jy[c?k 5

1+3 /‘maT;n

DO ey - By,

144 Hma T ! ok
Aus (25) kann weiter die Drehung (=1, hergeleitct werden,

die von einem am Knoten o als einzige Belastung angreifenden

Momente 1 verursacht wird. Man hat nurin (25) Z , = 1 zu setzen

und erhilt gomit:

(26)
o=+ 4 ttna

1
Tal = Zz‘a, (2 7)
worin Z,, durch (26) gegeben ist.

Falls nun noch ein weiterer, von a ausgehender Systemteil hin-
zugefiigt werden soll, hat man jetzt alles Notige fiir den nichsten
Schritt: v, ist aus (27) bekannt, und 5, ist der mittels (25) bis (26)
bestimmte Wert von /. Auf dieselbe Weise bestimmt (mittels der
Gleichung fiir den Knoten m) sind die oben benutzten v, und (f,,
anzunehmen.

Ein System wie das in Abb. 6 gezeigbe 1ifit sich jetzt offenbar
folgendermaflen berechnen: Alle Systemteile rechts von b werden
fortgenommen und die Elastizitiitsgleichung fiir den einzig iibrig-
bleibenden Knoten b (System 0 — b — 1) aufgeschrieben; hieraus er-
gibt sich erstens das der Belastung entsprechende {,, das in die-
folgende Rechnung als (g, eingehen soll, und weiter das Z,, = -1
ontsprechende £, = 7,. Dann werdoen die Systemteile b — ¢ — 2 hin-

D%
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zugefiigt und als in b elastisch eingespannt betrachtet, so dal man
wieder mit nur einer Gleichung (fiir den Knoten ¢) zu tun hat,
woraus ¢, une 7/ ermittelt werden. Hierauf werden die Systemteile
¢ — m — 3 hinzugefiigh usw.

Wenn man die Rechnung auf diese Weise fiir das ganze System
durchgefiihrt hat, ist das zuletzt gefundene ¢’ sofort das richtige,
wihrend alle iibrigen ¢’ nach (21) zu berichtigen sind. Wird das
Moment M __ in (21) mittels (28) fortgeschaffit, bekommt man die
folgende Rekursionsformel:

{m = m@bm 2 UmaTm $o — T _ZV[SM) s (28)
nach welcher {j, aus [, herzuleiten ist, dann (sieche Abb.6) {; aus
Ems weiter £,/ aus [ usw.

Fiir verinderlichen Querschnitt erhilt man mit Benutzung
der Gl. (10), wenn auch hierin {}, == {{,, — 7y, M,,, gesetzt wird, die
folgenden Ausdriicke, indem p, v, ¥, 7" stabt pyms Yam> Yam> T g€-
schrieben wird:

2 1
Do = — [.Zlfam -+ 1T 2‘L 7 (é‘Om 4 -Zuma)} - ]l-lz(z)z - 275:
F (264)
2 ,
Zh = li?‘l;——;? P 2ud @y —1)]+ TR T
, 1
m = 1_—{——2—;[1; 3 om —2p 7L —7 M,?, o - (28a)

Diese Ausdriicke sind hier statt (26) und (28) zu benutzen. Ls ist

mm

d
y =-%% und » = 3
ma ma
Beigpiel 3.
Die in Abb. 7 gezeigte Rahmenkonstruktion ist in den Punkten 1, 2 und 3
fest eingespannt. Die Triigheitsmomente sind fiir jeden Balken fiir sich unver-

P P inderlich, nimlich J,; = J, Jy, = Joe
(s Za I =Jy, =%J, und die Balkenlingen
&% i

Belastung ist, wie in derAbbildung ge-
zeigt, p pro Liingeneinheit (lotrecht)

TR < useng o, v S ing g
% fiir den Balken ¢ —b und ¢ pro Lin-

————————— e / geneinheit (wagerecht) fiir den Balken
a—1. Der Einfluf der Normalkrifte
ist zu vernachlissigen. — Da die
Knotenpunktfigur unbeweglich ist,

Abb. 7. braucht man nur die beiden Knoten-

drebhwinkel £, und {, als iiberzihlig
einzufithren, obwohl das System im ganzen 6fach statisch unbestimmé ist.
Es sollen hier die beiden Elastizititsgleichungen auf einmal aufgestellt
werden.
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Fiir £y=1¢,=0 erhilt man die Einspannungsmomente (posmv mit dem
Uhrzeiger, wenn auf die Balken einwirkend):

mithin nach (13): \

Zuy=-+1ypl*— e alt, p—
Mit J,=J und I,=1 ist nach (5):
Mas=1,  pay=lpe=tpy =1;

nach (14) und (15) ergibt sich dann:
Zoo="4(ar+pab) =8,  Zap=2par=2,
Zip = 4 (uab+ o2+ pos) = 12.

Die Elastizititsgleichungen lauten somit:

Zu=0=%”(1}-;—}q>—84“,,’—24»',

1
=0=~—_—=7nl? ~9rr 192
d 0= 12pl Ca 1 Cb:

woraus folgt:

,_l2(7 1> ,ﬂ‘l“( 1>
Ca"m ’g“?""z—(l s &y = 51.93 51’*?!1 .

Die Momente in den verschiedenen Punkten lassen sich sodann berechnen aus
(7) und (7a), mit »'=0; beispielsweisc ist:

M, =+ + 42,7 =0,0507 pi? 40,0100 ¢ 22,

3
48'-”
Map=~ 1—2 pl?+ 4L, +24) = —0,0507 pi® — 0,0100 g2°

Beispiel 4,
Die in Abb. 8 gezeigte Rahmenkonstruktion ist im Felde a—0b mit
1 t/lfd. m belastet. Das Trigheitsmoment des ganzen Balkens e —e isb
unverinderlich gleich J, dasjenige aller Siulen gleich %J; die Stiitz-

punkte 1 und 5 sind feste Ein-

spannungen, 2, 3 und 4 feste 7f-— e 4 £ 12 "3}—
Gelenke. 0—a ist ein zum Sy. Wt‘G"‘:t*—gﬂt—J””—i%ﬂii"“
stem gehoriger Stab, der den A7 boed 7 7 % 72
Knoten a festhiilt. Die Normal- Z 2 ? “ 5
krifte sollen nicht beriicksich- Abb. 8.

tigt werden. '

Mit J, = J und 7, =8 m werden die Steifigkeitshoiwerte nach (5):

fiir alle Siulen u=1, fira—bund d—e: p= —;:-,
firb—¢ und c—d: u=1. )

Es soll hier die stufenweise Berechnung angewandt werden.
Nagh (26) und (27) erhiilt man dann, indem die Grifie 143 ‘”

v der Kiirze
halber mit (u1) bezeichnet wird:
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1. fiir das System in Abb. 9a:
Zg0 =0 (keine Belastung), Zaa=4-1=4,

!
foa = O: Tg =

|

9. fiir das System in Abb. 9b:

3. nach Hinzufigung von b—c¢—3:

27
M, =My =0,  Lp=—c5,
7 81 74
l+4uz-1+4153 —, (eer) 31’
53 2() 2
Zeo=—2-1- 8—1 ( :5—3 —+'§‘;
539
Zoy=4-1. ——|—3 l--8—1—
somit
) 54 s 81
éOc—+5§’§~+0,1002; Te¢ 5‘55’
4. nach Hinzufiigung von ¢—d—4:
0 oo, 54
d_M =0, S0c ="t gzg>
81 863 782
1 ! = e —k = = ——
Trdpd=1+41 55=1555,  “=gg3>
539 54 108
Zao=~21553 555 = " 63’
782 5717
Z’ =4.1. — 1+ 838.1 = ——
da=d-lgtdl=gg,
somit
’ 108 ¢ 863
COd——W—«O,OIBQ, 4 = e
5. nach Hinzufiigung von d —e—5:
0 0 ro 108
M, =M,=0, foa=—~ga17>
4 863 30959 27507
trdpd=ltbgmm=rr @9~ 3589
Zo—-—z-i- 17151 <_ 108)_ 864
0= 3730959 '\ B717/ ' 30959 °
' 4 27507 270540
Zee=4'

330059 +“'1 = o059
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somit
W 864
Lo =+ 576540
Das hier zuletzt gefundene ' ist sofort das richtige; hieraus leitet man
die iibrigen ¢ durch Riickwirtsrechnung nach (28) her. Es ergibt sich:
L) = e e e e e e e . . =+ 00032,

=--0,0032.

i = %%— (— 0,0180 — 2-%5@%-0,0032) —— 00112,
& =-;}2§~ (+ 0,1002+2~1-%-0,0112> =+ 0,0647,
£y = g% (— 0,5094 — 2.1 57-3 : 0,0647) = —0,3445 ,
g,,’:%(o+2%-%o,3445—:—%3,o) = 40,4199,

5. Konstruktionen mit beweglicher Knotenpunktfigur.
a) Alle Gleichungen auf einmal aufgestellt.

Wenn die Knotenpunktfigur, wie in Abb. 10, beweglich ist, sind
die Winkel o in den Gl (7} und (10) vorliufig unbekannt, selbst
wenn der Einflu der Normalkrifte auf die Formidnderungen auch
hier noch vernachlissigt wird.
Man kann sich indessen die
Knotenpunktfigur in eine un-
bewegliche umgeformt denken
durch Hinzufiigung einer pas-
senden, gewdhnlich nicht sehr
groflen Zahl von Stidben, die
von den Punkten », s, ...
(siehe Abb. 10) ausgehen.
Wenn die Verlingerungen
dieser gedachten Stibe be-
kannt wiren, so konnten die 7T
Verschiebungen der Punkte Abb. 10.
in der Knotenpunktfigur er-
mittelt werden; diese Verschiebungen sind annihernd gleich den-
jenigen der Knoten in dem vorlisgenden System. Hiermit sind die
Winkel 4 bekannt, und der Fall ist somit auf denjenigen ciner un-
heweglichen Knotenpunktfigur zuriickgefihrt, mit dem einzigen Untoer-
schied, daB jetzt auBer den Knotendrehwinkeln £, ¢,... noch dio
Léngeninderungen ¢, { ... der hinzugefiigten Stibe als iiberzihlig
eingefithrt werden miissen.

Die Llastizititsgleichungen Jauten daher jetzt, indem die Schreib-
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EJ, e 1.
weiss (6), wonach alle {- und +-GroBen mit TL multipliziert er-
scheinen, beibehalten wird: '

Za=0=Za0“"Z«;.aQé“‘Zg:bCé...—"Z&ré‘;"’zész;'--a

R R A €41
Z,=-O=Z,0—Z,’a§{——z,’,,§g...—Z,.’,Z_.“,’—Z,’,Cé-.--

Alle GréBen Z, in deren Indizes r, ¢... nicht eingehen, berechnen

sich nach den im vorigen Abschnitt aufgestellten Formeln (13) bis (1 5);
iibrig bleibt nur, die Ausdriicke anzugeben fiir die Grdfen

’ ’ ’ r
Doy Dsoervy Bhgy Blyeeoy Dlyy Zis.

Die Spannkriifte Z,o, Zs ... werden von der duBeren, aunf das
Hauptsystem einwirkonden Belastung hervorgerufen. Die Knoten
dieses Systems sind alle festgehalten (weil { =, =...=10), und
alle zur Konstruktion gehtrigen Balken sind fest eingespannt (da
{,=¢,=...=0). Man berechnet dann ohne Schwierigkeit die Kin-
spannungsmomente und damit die Driicke, die von den einzelnen
Balken auf die Knoten ausgeiibt werden, und findet so mit groBer
Anniherung die richtigen Stabkriifte (Normalkrifte in den Balken,
Spannkrifte der Z-Stibe) mittels der Voraussetzung reibungsloser
Gelenke in den Knoten. Um die Spannkrifte Z  , Z ,... zu er-
mitteln, hat man daher nur eine gewdthnliche Krifteermittelung fir
die Enotenpunktfignr duorchzufiihren, mit den erwihnten Knoten-
driicken sowie den eventuell unmittelbar in den Knoten angreifenden
Belastungsdriicken als duBleren Kriften. Wenn die Normalkrifte der
Balken vernachlissigt werden sollen und man daher nur die Spann-
krifte der Z-Stibe braucht, wird man oft mit Vorteil das Prinzip
der virtuellon Verschiebungen fiir diese Ermittelung ansniitzen.

Gleichzeitig sei bemerkt, dafl man auch diejenigen Werte von
Z 4, Z-.- in genau derselben Weise bestimmt, die einzufiihren sind,
wenn die von einer Temperaturinderung oder einem Nachgeben der
Stiitzpunkte herriilhrenden Zusatzbeanspruchungen berechnst
werden sollen. Anstatt von den durch die Belastung hervor-
gebrachten Einspannungsmomenten geht man hierbei nur von den
durch (19) oder (20) gegebenen Momenten aus.

Die GroBlen Z,, = Z/, konnen, indem Z,, ein Moment und
%/, eine Spannkraft bedeuten, auf zweizrlei Weise berechnet werden.
Um die Momente Z}, zu bestimmen, schreibt man dem Stabe Z,
eine Verkiirzung 1({, = — 1) zu und ermittelt die hieraus folgenden
Verdrehungswinkel v der Balken, eventuell mit Hilfe eines Ver-
schiebungsplanes. Durch diese Drehungen werden nach (7) bis (7b)
die folgenden Einspannungsmomente hervorgerufen:
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Fir einen beiderseits eingespannten Balken a — b:

BJ
Mup,, = Mygr= — 6 tigp 7/)z;b,r = — B lgp "/’ab,r"‘i’E 5 (30>

@

fir einen in @ eingespannten, in k einfach gestiitzten
Balken a — k:
EJ,
Mak,r = 3/“ak7/)a’7c,r = — 3/'Lak"/"ak,1"’l_“, (30&)
und somit nach (12):

l
Zgy= E’EJ‘ZM =46 Yug Yab,r + 6 2 tasPai,r -+ 3 P I Yak, v (31)

worin @ und b Knoten, ¢ eine feste Einspannung und % eine ein-
fache Stiitzung bezeichnen. Die erste Summenbildung ist ither alle
Balken, die vom Knoten a zu einem andern Knoten (b) hin laufen,
auszudehnen, die beiden letzten sind iiber alle Balken, die den
Knoten a mit einer Kinspannung (i) oder einem einfachen Stiitz-
punkt (k) verbinden, zu erstrecken.

Man kénnte zwar auch die Spannkraft Z!, ermitteln, indem
zuerst die dem Verschiebungszustand £, == — 1 entsprechenden Ein-
spannungsmomente und die daraus sich ergebenden Driicke der Balken
auf die Knoten berechnet werden miiften und schliefilich eine Spann-
kraftermittelung fiir die durch diese Driicke belastete Knotenpunkt-
figur auszufithren wire. Der durch (31) angegebene Weg wird jedoch
wohl immer vorzuziehen sein.

Schlieflich ist noch ein Ausdruck fiir die Spannkrifte Z/,., ZJ,...
zu bilden. Z;, bedeutet die Spannkraft im Stabe s fiir den Zustand
{!= —1 (d h. alle iibrigen { =0 und das System sonst unbelastet).
Die diesem Zustand entsprechenden Momente sind schon oben be-
nutzt und durch (30) und (80a) gegeben. Man ermittelt nun die
Driicke, die von diesen Momenten auf die Knoten ausgeiibt werden,
botrachtet diese als #uBlere Krifte fiir die Knotenpunktfigur und be-
stimmt dio hierdurch hervorgerufenen Spannkrifte, speziell im s-Stab.
Benutzt man hierzu das Prinzip der virtuellen Verschiebungen, so
ergibt sich:

—Z . 1,= NP4,

&r &

wo P die erwidhnten Knotendriicke und o, dic einer Verschichung
{,== — 1 entsprechenden Wege dieser Krifte bezeichnen.
Fiir einen beliebigen, von M , und M,, beanspruchten Balken
@ — b (Abb. 11) sind die Stiitzendriicke nach (30):
1 12 u
r (]uab + 'I}]I) a) = —ZLHJ'."/)H’I)'T'

ab ab
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Kehrt man die Pfeilspitzen in der Abb. 11 um, so erhbilt man die
Driicke des Balkens auf die Knoten a und &; diese bilden zusammen
ein rechtsdrehendes Kriftepaar mit dem Moment — 12 iy yys, .-
Der ,Weg“ 4 dieses Kriftepaares ist der Stabdrehwinkel v, ., der
auf dieselbe Weise wie y,, , bestimmt werden kann. Der Beiirag
des Balkens zu M PJ, wird somit: — 12 ttap Yab, r Yap,s, der Beitrag
zur Spannung Z_,:

. , EJ
+12,['ab"/'ab,r'wab,s = 17“ab Yab,r Yab,s* 7
mithin zur ,Spannung® Z;,: '
. : 12 0 Wy Wan o
“a My A, //’2 a ab,r +ab,s
f . A Fir einen in k einfach gestiitzben Ballen
' ' @ — k erhdlt man in derselben Weise mit Be-
L F (M b M ba) nutzung von (30a) den Beitrag zu Zj,:
Abb. 11. + 3 Hax 7’Uazk, » Va k,s?

und durch Summierung der Beitrige aller Balken schlieBlich:
Z/ =12 —\- l“ubq/)ub r /'/'ul: 8 + 12 J—S]luaiq/,ai, r 'I/)ui,s
+ 3 Z/U‘u 13 Y k,r Y k82 (82)
wo die Summenbildungen iiber alle in die Konstruktion
eingehenden Balken, die zwei Knoten (a, b) verbinden oder von
einer festen Einspannung (i) oder einer einfachen Unterstiitzung (k)
ausgehen, auszudehnen sind.

Mit r =¢ wird aus (32) erhalten:

Ziypy == 12 3 ptap 7/’?10, v 12 8 gy 7/-’21‘,7' + 33 tak '/);k. re (33

Fir verinderlichen Querschnitt ist statt (31) zu setzen:

Zar =23 110y ("o + 1) Wap, r + 2 3 Mas (as + 1) Was, »
+ 83 ok Wak,rs (31&)
und statt (32):
Za:r:gfflab (1'1’zb’7|"ah -2 “/’ab r Yab, s 2.2 ! fai ("at+7’at+2) WYai,» Yai, s
+3 3 pa w“,rwa;.,s, (32a)
aus Z;, wird Z;, mit r = s wie oben hergeleitet.

Die Auflgsung der GL (29) wird am einfachsten so bewerkstelligt,
daB man zuerst { == =... =0 seotzt und die zugehdrigen 7/, ,’...
aus den ersten der Gl (29) bestimmt; darauf werden die Belastungs-
glieder weggelassen und mittels derselben Gleichungen diejenigen

Werte £/, /... berechnet, die dem Znstand (/= —1({/={,/=...=0)
entapxeehnn dann folgen dieselben Berechnungen fm den Zustand
{/=—1{'={'=...=0) usw. Das Verfahren liuft darauf hin-

aus, dall die Knobendwhwinkel ausgedriickt werden durch:

C:z = C(/tO — C:zr C;‘ - Clas g; v (34)
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und die speziellen Werte (40, Loy, (ys... mittels der fiir eine unbe-
wegliche Knotenpunktfigur geltenden Gleichungen ermittelt werden.
SchlieBlich hat man dann noch {/, /... aus den letzten der Gl (29)
zu berechnen, indem {/, {,"... mittels (34) hieraus eliminiert werden.

Man hat hiernach die folgenden Berechnungen auszufiihren:

a) Bestimmung der Werte {0, o ..., die der dulleren Belastung
entsprechen, wihrend ' ={'=...==0;

b) Bestimmung von g, {pp... fiir den Zustand = — 1 [d. k.
die Belastungsglieder Z ,, Z,,... in (29) werden durch Z,,Z,,...
ersetat];

c¢) ebenso von (g, {hy... fiir den Zustand (/= — 1 usw,;

d) aus den letzten der GL (29) £/, (/... zu ermitteln, nach Eli-
mination von ¢/, £,/ ... mittels (34).

a0?

b) Stufenweise Berechnung.

Es folgt von selbst, dal die hier eben unter a) bis ¢) aufgeziihl-
ten Berechnungen nach der im vorigen Kapitel auseinandergesetzton
sukzessiven Methode ausgefliihrt werden kénnen. Bei den Berech-
nungen unter a) werden die Formeln (26) fiir die unbewegliche Knoten-
punktfigur unverindert benutzt; unter b) und c) ist awar Z, un-
veriindert nach (26) zu nehmen, wihrend fiir Z,; hier nach (24) zu
setzen ist:

2 i, ,
ZaO = ""J'iz'" [C()m (1 -2 Mam Tm) "/’('z m]
“,‘ 4 tam T )
+ 6 X ttas Wait BN tar ks (35)

worin m eine elastische, 7 eine feste Kinspannung und £ eine ge-
lenkige Lagerung bezeichnet. Man bemerks, daB die hier mit % be-

zeichneten Winkel, die den Zustinden {'= — 1, {'= — 1... ent-
sprechen, denjenigen Winkeln 4 gleich sind, die den Zustiinden
¢, = —1, { = — 1... enbsprechen.

Die Riickwirtsrechnung zur Berichtigung der zuerst gefundencn
Knotendrehwinkel wird unter a) unverindert nach (28) ausgelthrt,
unter b) und ¢) dagegen nach der Formel:

- ] i +
g;n = _I__ 4 [“ (C()m, — 2 Ham T'n Lu 46 M Tm 1/'(17'&) (*’H’)
am Tm

Die hier auseinandergesetzte Berechnungsweise oiner Konstruktion
mit beweglicher Knotenpunktfigur ist an und fiir sich prinzipiell
sehr einfach, wird aber doch ziemlich umstiindlich, falls mehr als
einige weunige Z-Stdbe notig sind, um die Unbeweglichlkeit herzu-
stollen. In einem spiteren Kapitel (Kap. 7) wird eine Weiterent-
wickelung der stufenweisen Berechnung vorgenommen, die eine woniger
umstindliche Behandlung zulilit.



ag Konstruktionen mit beweglicher Knotenpunktfigur.

Beispiel 5.

Die in Abb. 8 gezeigte Rahmenkonstruktion sei im Felde a —b mit
1 t/lfd. m belastet. In Beispiel 4 im vorigen Kapitel ist dieselbe Aufgabe schon
bebandalt, jedoch mit dem Unterschied, daB damals der Stab 0 — 2 zum System
gehirig und daher die Knotenpunktfigur unbeweglich war, wihrend hier kein
solcher Stab vorhanden ist. Die Knotenpunktfigur ist somit hier beweglich,
kann aber unbeweglich gemacht werden mittels eines einzigen Z-Stabes,
0—a=2Z2, Als iberzihlig sind dann die fiinf Knotendrehwinkel £,...¢, und
die Verlingerung {, des hinzugefiigten Stabes einzufiihren.

Die Steifigkeitsbeiwerte x sind wie in Beispiel 4:

fir alle Siulen: p=1, fiir e—b und d —e: ;c:é,
fir b—¢ und ¢—d: p=1.

Die Berechnung soll in die oben aufgezihlten Abteilungen a), b) und d)
gegliedert werden.
a) Fir £, =0 wird die Berechnung genau die nimliche wie in Beispiel 4;
sie liefert die Werte:
Sao=-+04190;  lho=—03445;  co=-+0,0847;
Lao=—0,0112;  fi0=+4-0,0082.
b) Wir werden zuerst

1. alle GL (29) auf einmal aufstellen Nach (16) und (17) ergeben
sich dann die folgenden Koeffizienten:

4 3 37
Zia=t (145 =2=zls,  Zho=zia=4(f+1)+31=3,
8
Zee=4 (1+1)+3-1=11, Z&sz;d—2§~g Z:zc'—‘zfzc:Zl;d:O:

Zpe=Zac=21=2.

Wenn in der Knotenpunktfigur dem Z,.-Stab die Verkiirzung 1 erteilt
wird, werden alle Sinlen um den Winkel zp,=—§ gedrebt (wenn die Lingen
in Meter ausgedriickt werden), wihrend der Balken keine Drehung ausfiihrt,
Nach (81) und (33) wird daher erhalten:

’, ’ 1 4 3

. (4 1 3
Zi'r:Zcr:Z(’ir:e(§'0+1'0>+3'1-(——E>=-vz,
p 1\e 1)9 33
z,,=12‘1‘(—z) ‘2+3'1'<'Z B =75

Die Gl. (29) lauten somit:

8 3,

La=0=Zu -0/ S0 450
. 37 ., 3

Zb=O=_Zg.D—"§n ‘"‘—Lb —~20/+ éry

Z;-=O:Zco-2:b’ “11&"—"25‘/‘%’;—15/)
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37 8,,.8.,
Zd=0=Zd0"'2§c, _‘S—Cd,"‘gCe/’}“iCr)

8., 28., 8.,
Zc:():ZL’(J '—_Cd __Ce_*__gr;
3 33
Z,«=O r0+ C(x+‘ + C'}’ Cd'f‘ Cn— C
Aus den ersten fiinf Gleichungen ergibt sich, mit Z,,=2Z,,=...=2,,=0
Ulld fr' = —

tar=—0,1558, lor=—00171,  {ir=—10,0620,
Lar=—00171,  fer=—0,1558.
d) Jetzt konnen nach (34) die Knotendrehwinkel aufgeschrieben werden:
£ =4 0,4198 40,1558 £,'; £y =—0,3445 40,0171 ¢,
¢! =+ 0,0647+0,0620Z,; &/ =—00112 +0,01712,/;
¢/ =+ 0,0082 4-0,1558 ¢,/
wonn diese Werte in die letzte der obigen Gleichungen eingefithrt werden, er-
gibt sich:
¢ =+4-0,2738.
Hiermit werden schlieBlich die endgiiltigen Werte erhalten:
£ =+ 0,4624, £ = —0,3398, £, =--0,08186, ¢ =—0,0085,
£/ =+ 0,0458 .
Die einzelnen Momente lassen sich jetzt chne Schwierigkeit mittels (7) be-
rochnen, indem (siehe Beisp. 4) die Belastungamomente werden: Mob =—3 tm,

M), =-+8tm, und fiir die Siuleny’ =+ ‘h— , fiir die Balken ¢’ = 0. Beigpiels-
weise werden aufgefiihrt:
M,y =—3,0+ dtay Ca, 42 tas CD, = —1,440 tm,
14
My = 0 +4p.,8/—6 u“% = 41,440 tm,

My =+4304+2 0008+ 4 o &) =+ 2,421 tm,
Mbv 0 +4,“Iu: Cb +2‘ubu;n == 1)196 tm:

’

Mya= 0 +3ps, Cb'—3;4be% =—1,225 tm.

2. Will men die stufenweise Berechnung zur Ermittlung von Lovs Lha o

verwenden, hat man die niémlichen Werte von Zaa, Zyp...und ., 1) ... zZu
benutzen wie in Beisp. 4, withrend Z,,, Z;,... nach (35) zu nehmen sind. Die
Winkel v sind, wie oben, fiir den ganzen Balken a —e gleich Null, fiir alle

Siulen gleick —-}t.

Die ersten Schritte der Berechnung gestalten sich dann folgendermafBen:
«) fiir das System in Abb, 9a:

~
S~
1l
[
-

ool o

1 3
Za0=6-1-(——)=—-—— Zga=4, Caro=—
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J) fir das System in Abb.9b:

L4

“’3 3 1 9
S (g0 -5
7/ Ah—'- ,_I _ 9 o 9 ‘(,""—7
JGb——Ta sbr,O-——*g :33“»:21‘)’ b——:'%

Aus den so gefundenen Cf,,,o ... werden demnichst die endgiltigen Werte von
Sars Shr ... dureh Riickwirtsrechnung nach (36) ermittelt.

6. Einflufllinien.

In erster Linie wird es sich hier um die EinfluBlinien fiir die
iiberzihligen {-GréBen handeln. Diese kénnen selbstverstindlich so
ermittelt werden, dafl man eine lotrechte Kraft 1 als einzige Be-
lastung einfitbrt und die GL (11) oder (29) auflést. Die {-Einflul-
ordinaten werden dadurch als Funktionen der bekannten EinfluB-
ordinaten fiir die Stittzenmomente voll eingespannter Balken erhalten.
Dieses Verfahren ist indessen nicht besonders iibersichtlich, u. a. weil
es notig ist, die Berechnung fiir eine Kraft1l in jedem TFeld fiir
sich durchzufithren.

Bedeutend schneller und iibersichtlicher gelangt man zum Ziele,
wenn von dem Maxwellschen Satz Gebrauch gemacht wird. Dem-
zufolge kénnen namlich die gesuchten (-Linien als diejenigen
Durchbiegungslinien aufgefallt werden, die von einer der
betreffenden Forménderung { entsprechenden Belastung 1
hervorgerufen werden. Wenn z. B. {, einen Knotendrehwinkel
bedeutet, hat man hiernach nur die Durchbiegungslinie fiir ein an
dem Knoten b angreifendes Moment 1 als einzige Belastung zu be-
stimmen; wenn { eine Stabverlingerung bedeutet, handelt es sich
um die Durchbiegungslinie fiir eine in r angreifende und in den Z -
Stab fallende Kraft 1. — Die genannte Belastung erzeugt gewisse
Kunotendrehwinkel £, ¢, ... und (gedachte) Stabverlingerungen,, .. .,
auf deren Bestimmung im einzelnen unten nédher eingegangen werden
soll; hieraus kinnen die Stiitzenmomente M,,, M,,, M, ... nach (7)
oder (10) hergeleitet werden. Endlich ergibt sich aus der hierdurch
bekannten Momentenfliche die Durchbiegungslinie als Seilpolygon
oder Momentenkurve in bekannter Weisge.

Schneller kommt man indessen zum Ziele, wenn man beachtet,
daf3 jeder einzelne Balken ¢ — b, b —e... nur von den beiden
Stiitzenmomenten beansprucht ist, der Balken ¢ — b beispielsweise
nur von M, , und M, (beide, wie oben, positiv mit dem Uhrzeiger).
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Fir eine solche Belastung lautet die Gleichung der Durchbiegungs-
linie, wenn vorliuflg unverénderliches Trigheitsmoment fiir
jeden Balken fiir sich vorausgesetzt wird:

L fop
V= gy Mer = Mia), 37)
ao
worin
x a\® z a\®
7127-(7), 7/:7._(7), ' =1l—a. (37a)

Die Zahlenwerte s und % werden auch sonst des ofteren bei Be-
handlung von durchgehenden Trégern und dergleichen Konstruktionen
benutzt, und kénnen ein fiir allemal berechnet werden. Es ist:

7 =0, 01, 02 03 04, 05 086 07, 08 09, 10,
7=0, 0,099, 0,192, 0,273, 0,386, 0,375, 0,384, 0,357, 0,288, 0,171, O,
4 =0, 0,171, 0,288, 0357, 0,384, 0,375, 0,336, 0,273, 0,192, 0,099, O.

Aus (87) kdnnen indessen sofort die Stiitzenmomente climiniert
werden mittels der Ausdriicke (7), so dall man unmittelbar eine
Gleichung der EinfluBlinie erhéilt, die auBler den Veriinderlichen (%
und 7") nur noch bekannte Beiwerte enthilt, nimlich die der in Rede
stehenden Belastung 1 entsprechenden speziellen -GréGen.

a) Unbewegliche Knotenpunktfigur.

1. Unveriinderliches Triigheitsmoment der einzcinen Balken. Die
{-GréBe, deren EinfluBlinie gesucht ist, z. B. {,, kann hier nur einen
Knotendrehwinkel bedeuten. Die anzuwendende ,Belastung 1% ist
dann ein im Knoten ¢ angreifendes Moment 1. Nennt man nun die

, die der

¢
Momentenbelastung 1 in ¢ eritsprechen, @}, ®he, Pic- .., 50 hat
man nach (7) fir M , und M,, in (37) zu setzen:

ﬂ’Iub =2 }L‘ub{2 (Pt;c + CPb’c)a Zubzz =2 Hab (‘ptlw + 2 (p!;c> >
und findet so die Gleichung der [ -Linie im TFelde a — b'

Z"z%jl [(2 (Pa(,_l‘(pbc) ((P(Lc+2(pr) 1]] EJ

durch Multiplikation mit E;J” also die {/-Linie im Felde a — b:

& =3l (R Pact @) — (Pae + 2p5e)n], (38)
und in einem beliebigen anderen Felde ¢ —d:

=5l (@ @ic+ Pad) 0" — (Pde + 2 Pac) 7] (384)



2 EinfluBlinien.

[}

Speziell im Felde k —a. wo k eine einfache Stiitzung ist,
findet man mittels (7b):

Cel: _%Zak(/jt;c"']a (381))
wobei x von k aus gerechnet werden mubf.

Aus den [-Linien leitet man die EinfluBlinien fiir die Stiitzen-
momente her mittels (7), wo (fiir die unbewegliche Knotenpunkt-
figur) 4" = 0; die Gleichungen der /%-Linien, die man hierbei zu
benutzen hat, lauten fir volle Einspannung in ¢ und b:

Mgy =— 3L — ), Ma=-+3l2y—1), (39)
und fiir einfache Stiitzung in %:
M= —+3%luxn (x von k aus gerechnet). (39a)

Das Sdulenmoment J,, (siehe z. B. Abb. 8) ergibt sich, wenn
keine unmittelbare Belastung auf die S#ule einwirkt, nach (7a) und
(7b) zu:

Myy =4, 8,, bzw. My, =31, L), (40)

je nachdem die Siule unten eingespannt oder gelenkig gelagert ist.

Es bleibt jetzt nur noch die Ermittelung der speziellen Knoten-
drehwinkel ¢ iibrig, die fiir die Momentenbelastung 1 in Knoten c
entstehen. Diese Ermittelung kann, genau wie fiir eine beliebige
andere Belastung, entweder mittels der Elastizitiitsgleichungen (11)
ausgefithrt werden, oder man kann eine stufenweise Berechnung vor-
ziehen.

In den Gleichungen (11) ist nur zu setzen:

Loy =Lyy=0, Zo=-1, Zjg=24,=...=0; (41)

fiir die meisten einstockigen Rahmenkonstruktionen sind die Glei-
chungen von Clapeyronscher Form, sie konnen daher verhiiltnis-
miBig leicht, rechnerisch oder graphisch, aufgelost werden.

Bei der stufenweisen Berechnung benutzt man die Aus-
driicke (26) und (27) fir Z;, und ¢, unverindert. In denjenigen
Knoten (z,b...), die frither als der belastete Knoten (¢) bebandelt
werden, ist Z,, =0, Z,,=0... zu setzen, im belasteten Knoten
selbst ist Z,; = -1, und in den folgenden Knoten nach (26):

— 2:“’0(1 ! . 21“’(11: a4 1O
ZdO"— N 1+4"luedzc' Coc, ZGO_-‘ 1—['—4111'11427:1!’ (SOd.“ ) (4“)
Die Riickwirtsrechnung ist nach (28) mittels der Formel:
1 ’
Cdl (CO’d — 2 /L[‘JeTtll é-e ) (43>

=TT o
144,17,
vorzunehmen,
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Beispiel 6.

Fiir den in Beisp. 4 (Abb. 8) behandelten Portaltriger ist die {,-Linie zu
ermitteln., — Dio Knotenpunkifigur ist unheweglich, da der Knoten a durch
den zum System gehorigen Stab 0 —a festgehalten ist (0 — @ ist kein Balken),
Triigheitsmcmente und Bteifigkeitsbeiwerte u sind in Beisp. 4 angegeben. Die-
selbe Konstruktion, ohne den Stab 0 —a, also mit beweglicher Knotenpunkt-
figur, ist in Beisp. 5 behandelt, aber auch die ersten hier mitgeteilten Berech-
nungen beziehen sich auf eine unbewegliche Knotenpunktfigur, da der Knoten a
hier durch den gedachten Z.Stab festgehalten erscheint.

Wir beginnen damit, die Drehwinkel {’/= ¢/ zu ermitteln, die von einem
Momente 1 im Knoten ¢ hervorgerufen werden. Wiinscht man dazu alle
Knotengleichungen auf einmal aufgzustellen, kénnen die Koeffizienten

Zha, Zap... von Beisp. 5 (b, 1) iibernommen werden, so daB die Gleichungen
lauten:

28 ., 8 _,

3 ¢d -+ 5 &y =0,

3

' 37 ’ .
"3'“:« +_3'Cb +2£c —0,
24110 +28/) =1;
die beiden letzten Gleichungen, fiir die Knoten d und e, brauchen nicht auf
geschrieben zu werden, da der Symmetrie wegen &' ={,’ und {/ =,
Die Auflssung ergibt:
fa= @ac=pec =-+0,00479; &= qye=pic=—0,01677;
Le=poe=+0,09701.
Hieraus wird gebildet: .
2 @he+pio=-+006847,  @io+ 2pio=+0,17725,
2 prot he =—0,00719,  gac+2ppe=—0,02875.
Nach (38) und (38a) lautet daher die Gleichung der ¢/-Linie:

im Folde a—b: :,;:%za,,(_ 0,00719 7' +0,02875 ) ,

im Folde b—o: c;=—é— Iy, (0,06347 7 — 0,17725 ) .

Die stufenweise Berechnung, fallh man diese zur Bestimmung der
GréBen ¢’ vorzicht, gestaltet sich folgendermaflen, indem die Werte von

143u . ..
1+4 ), —1—:‘]’}4;:,=(/w'), Zaa, s USW. VO Beisp. 4 {ibernommen werden
kinnen:
Knoten a:
Za0=0, Z(;a”-—'-"L; CoaaO, 74;:_;‘;
Knoten b:
7 6
1447, =5 (,u,r‘,')-:-—7~,
o 93 o 7
Zpo=0, Abb-7, fob=0, =y

Ostenteld, Deformationsmethode. 3



34 EinfluBlinien.

Knoten ¢:
81 4
1"‘4”71)“5’": (!LTD)—SI!
589 81 o 8
ZcO =1, ZC’G:ET, CO/C = _-)39'—+ 0:1 028 ) TL’ = 539 3
Knoten d: A
863 759
Lhdus! =555, (07) =g,
559 81 _ 162 ,dwsm
Zy=—21lggmsg = "oy “9T W
¥ 162 ,_ 863
SeET e T —0,02834, 7 = gy
Knoten e: 0750
30959 . 21507
Ltdne/ = egep. W) = g5559
o4 17151 ( 162)_ 1296
Zeo=—2 5 g5e59 " \"5717) = T 50989 ¢
;270540 ) 1206
il =2 1 0,00479.
o= gggsg > C0e= wagsgg T 00047
Die Riickwirtsrechnung nach (43) ergibt sodaunn:
Limgee= o 0o o h e e e e e e .. 40,00479,
:'vr,-é(:%%( 00’854-—2-%-%%%-000479)——0,01677,
Lo qc’ﬂ-flg (01 5028 — 2122 (_001677)) =+ 0,09701
usw.

Bei dieser zweiten Berechnungsweise kann die Symmetrie nur in der Riick-
Wiirtsrechnung ausgenutzt werden.

2. Balken mit veriinderlichem Trigheitsmoment. Mit den Be-
zeichnungen in Abb. 5, die schon im Kap. 3 bei der Entwicklung
der Gleichungen (10) benutzt wurden, kann die Durchbiegungslinie
eines Balkens a — b, der nur von den beiden Stiitzenmomenten
M,, und M, beansprucht ist, geschrieben werden:

ba

1

IJQsz o, ~— M o

] ab Tma vuQmbs
e
der Faktor T rithrt davon her, dafi die ,v-Krifte“, die zur
’

Berechnung von 4, , und §,, benutzt werden, mit diesem
Faktor multipliziert angenommen wurden. 4, _ uad §, , he-
deuten (vgl. Abb. 5) die Durchbiegungen, die von einem (den ein-
fachen Balken nach abwirts biegenden) Momente 1 in a oder in b
erzeugt werden. Um die Gleichung der REinfluBlinie irgendeines
Knotendrehwinkels, z. B. {,, zu erhalten, hat man jetzt in diese
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Durchbiegungslinie nur diejenigen Werte von M , und M,  einzu-
fithren, die der Belastung Z = < 1 entsprechen.

Nennt man, wie oben, die speziellen Knotendrehwinkel, die von
dieser Momentenbelastung (Z,, = - 1) verursacht werden, ¢, @y,.- .,
so hat man nach (10):

My = 2 ttap (Yap Pac + Poe)s My == 2 top (Pac + "ap Pho);
die Gleichung der {/-Linie lautet daher:
im Felde a —b:

fi=2 Had [("'alb fPéc + ‘pb,c) ‘Sma - ((Pé.c “F Ve (péc) (Smb] P (4‘4)
im Felde b —¢:

Cc, =2 Uy, [("bé (Pb’c -+ (Pc,c) Opp — (%’c - e (pclc) (57)10] 5 (44 {L)

speziell im Felde k—a, wo k eine einfache Stibzung ist
(mittels (10D)):
fo=—23 /’a.,l: PacOma » (44]))
Die ¢’-Gréflen endlich kénnen genau wie oben berechnet werden,
entweder mittels der auf einmal aufgestellten Knotengleichungen (11),
wobei die Koeffizienten hier (fiir verdnderlichen Quersehnitt) nach
(16) und (17) zu nehmen sind, oder mittels einer stufenweison Be-
rechnung nach den Formeln (26a) bis (28a), wobei fiir die Anwen-
dung hier alle M gleich Null werden, (wie oben) Z, =2, =... =0
fiir alle Knoten, die frither als der belastete Knoten behandelt
werden, und fiir diesen selbst Z,,= 1 zu setzen ist.

b) Bewegliche Knotenpunktfigur.

Auch hier kénnen die gesuchten EinfluBlinien als Durchbiegunge-
linien aufgefafit werden. Da ferner die einzelnen Balken bei dem
Belastungszustande, fiir welchen diese Durchbiegungslinien zu er-
mitteln sind, nur von den Stiitzenmomenten M ,, M, ... bean-
gprucht sind, behalten die Gleichungen der Durchbiegungslinien, und
somit der Einfluilinien, die ohen angegebene Form bei; ex sind nur
die Warte der einzufilhrenden Stiitzenmomente unter Berviicksichti-
gung der Beweglichkeit der Knotenpunktfigur zu bestimmen,

Wenn von einer (/- oder einer {/-Linic die Rede ist, handelt
es sich also wieder darum, dicjenigen spesiellen Werte ("= ¢/ oder
=@, m bestimmen, die der Belastung Z,, = -1 oder Z ,= 41
entsprechen. Diese Bestimmung kann mittels der Gleichungen (29)
oder (als stufenweise Berechnung) nach (3h) und (36) ausgefibrt
werden. Sind erst die ¢f-Werte bekannt, so sind die Stiitzen-
momente M ,, M, ... durch (7) oder (10) gegeben. Canz allgemein

3%
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erhilt man daher die Gleichung der {/-Linie im Felde a — b,
fir unverdnderlichen Querschnitt:

o= 13 ab [(2 ‘l’éc'{"ﬁblc -3 U’éb,C) 7 — (‘péc"" 2‘Pl§c —3 %Ua,b,c) 77] s (45)
speziell im Felde k —a, wo k eine einfache Stiitzung ist:
[o= _%l‘ak(q);c—wéhc}‘n? (455“)
wobel z von k aus zu rechnen ist;
fiir verdnderlichen Querschnitt, im Felde ¢ — b:

(o= 2 s [(,Va’b ‘Pa’c -+ (Pb,c —_ ("’;b + 1)’:";b,c) Oma
- (%;c + Vo Ppe — (vap + 1) W:;b,c) (Smb]a (46)
speziell im Felde k— a:
Co= — 3 tigr(Pac — Wak,c) Oma - (46a)

Fir die {’-Linie sind die ¢/- und /-GroSen nur durch ¢,/ und ,’

zu ersetzen.

Die in (45) und (46) eingehenden Stabdrehwinkel v sind durch
die der Belastung Z,, = -+ 1 entsprechenden Werte von (= ¢p/.,
L= ®js... gegeben. Fir eine Konstruktion wie z. B. die in Abb. 8
gezeigte, aus einem wagerechten Balken und lotrechten Siulen be-
stehend, wo die duBere Belastung nur am Balken angreift, sind alle
y' in (45) und (46) gleich Null zu setzen, weil die Beweglichkeit
keine Drehung des Balkens mit sich fithren kann.

Beispiel 7.

Fiir die Konstruktion in Abb. 8, ohne den Stab 0—a, sind die /- und
¢/-Linien zu ermitteln.

¢/ -Linie. Um die erforderlichen ¢'-Werte zu berechnen, ist in den
Gleichungen (29) zu setzen: Z,g=Z,,=0, Z,o=+1, Zay=Zyy=2Z.;,=0.
Mit ¢, =10 ergeben sich die schon in Beisp. 6 gefundenen Werte:

Cao="Co0=+0,00479,  Cho=Lo=— 001677,  Loo=+0,09701.

Fiir £,/ =—1 sind weiter die ersten der Gl (29) schon im Beisp. 5 auf-
gestellt und aufgelést worden, sie ergaben:

Lar=Lor=—015583; fhr=Car=—001707;  &dp=—0,06197.

Auch die letzte der Gleichungen (29) ist im Beisp. 5 aufgestellt worden.
Wird hierin Z,.,=0 gesetzt und werden die Knotenwinkel mittels der Formel :

Ea = Cao—Car iy und der eben aufgefiibrten Zahlenwerte von tao, Car und den
analogen eliminiert, so lautet diese Gleichung:

2% (0,00479 +0,15583 &,") +2 - 2(_ 0,01677 +0,01707 2,

+§ (0,09701 + 0,061 97 £,/) ~ %12 £’ =0,

woraus folgt:
1,52293 ¢, =0,08197; & =+0,04069.
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Hiermit ergeben sich schlieBlich die endgiiltigen Knotendrehwinkel:
h=phe= goo=+001118; I} = ppo=pde=—0,01608;
to= poe =+ 0,09953 .
Um die EinfluBlinie zu erhalten, bildet man jetzt die Werte:
2 @ho -+ poc =+ 0,06787, @he+2 pho = +0,18298,
2 pac+ gbe=-+0,00618, Pac+ 2 ghe = — 0,02103 .
Somit lautet die Gleichung der {/-Linie nach (45) (mit ' = 0):

im Felde a~b: ¢/ = 11,5 (0,006 18y’ +0,02108 1),
im Felde b—c: ¢, = %150(0,06737 W —0,18298 ),

olso npicht viel von der im Beispiel 6 gefundenen verschieden.
{/-Linie. Aus den fiinf ersten der Gl. (29) erhilt man, mit Z,y = Zy,=. .

=Z,,=0 und mit {’ =0, alle Drehwinkel (o= {po=...=Cpa=0. In die
letzte Gl. (29) ist sodann Z,, = -- 1 einzusetzen; mit den schon oben ermittelten
Werten von {;r, thr=... lautet dann diese Gleichung:

1,52293 ¢, =1; &l =0,65663 .
Nach der Formel &g = (ho— Carls werden jetzt die der Belastung Z,, =1 ent-
sprechenden endgiiltizen Knotendrehwinkel:
par= per = 0,15583 & = 0,10232,
Pbr = par=0,01707 & = 0,01121,
wor = 0,06197 &7 = 0,04069,

womit die ¢,/-Linie in derselben Weise wie oben bestimmt ist. — Diege Ein-
fluBllinie hat man fiir die Untersuchung der Siulen nétig. Nach (72) und (7b)
¢!

ist niimlich beispielsweise fiir die unten eingespannte Siule a— 1, da 1pg1=+ W
1
und die Siule von keiner unmittelbaren Belastung beansprucht ist:
3
My =24tqy (2 fa'— i Cr’) s
U
und fiir die unten gelenkig gelagerte Saule b — 2:
1
Myg =3 tia g (Cb' i Cr’> H
3

hieraus lassen sich die EinfluBlinien fiir diese Momente ohne weiteres ermitteln.

7. Knoten mit zwei und drei Bewegungsmoglichkeiten;
Erweiterung der stufenweisen Berechnung.

Bisher sind eigentlich nur Knoten mit einer einzigen Bewegungs-
méglichkeit (einer Drehung) in Betracht gezogen. s sind zwar auch
Konstruktionen mit beweglicher Knotenpunktfigur behandelt worden,
wo also die Knoten aufler einer Drehung noch eine lineare Ver-
schiebung erleiden konnten; dieser Fall wurde indessen durch Hin-
zufligung einiger Z-Stibe auf denjenigen einer unbeweglichen Knoten-
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punktfigur zuriickgefiihrt, so daf die Drehung und die Verschiebung
gesondert behandelt wurden. Dieses Verfahren ist indessen nur dann
praktisch, wenn man mit verhiltnismifliig wenigen Z-Stiben aus-
kommen kann, und es soll daher hier eine Erweiterung der bis-
herigen Berechnungsverfahren und namentlich der stufenweisen Be-
rechnung vorgenommen werden, wodurch es méglich wird, sidmtliche
Verschichungen eines Knotens auf einmal in Rechnung zu stellen,

Zur Festhaltnng eines Knotens a sind ganz allgemein drei Be-
dingungen erforderlich; um die Drehung {, zu verhindern, mufl auf
einen von ¢ ausgehenden steifen Avm ein Moment Z, einwirken, nnd
gegen Verschiebungen { und ¢, in zwei beliebigen Richtungen muf}
der Knoten durch zwei Z-Stibe, Z und Z , festgelegt werden. In
den meisten Fallon der Praxis ist jedoch die eine dieser Verschie-
bungen durch die Konstruktion selbst verhindert (es ist z. B. der
Knoten durch eine Siule gegen einen festen Stiitzpunkt abgestiitzt);
wir werden daher vorlinfig den einfacheren Fall, wo der Knoten
nur die beiden Bewegungen {, und {, ausfiihren kann, in
Betracht ziehen.

Zuerst sei bemerkt, dafll der Z -Stab zur Festhaltung des Knotens ¢
nicht notwendig vem Knoten a selbst auszugehen braucht; durch
denselben kann ebensogut ein heliebiger Punkt O, des steifen Armes,
auf den das Moment Z, einwirkt, festgehalten werden (siehe bei-
spielsweise Abb. 12 und 14). Eine solche Anordnung kann oft von Vorteil
sein, indem der Abstand ¢, des Punktes O, vom Knoten a (¢, senlk-
recht zum Z -Stab gemessen) spiiter so gewiihlt
werden kann, dafl irgendeine Rrleichterung der
Rechnung erreicht wird, beispielsweise so, dall der
Koeffizient Z}, in den Elastizititsgleichungen zu
Null wird. Die Anordnung bhringt es indessen mit
sich, daf einige neue Formeln fiir die vom Knoten
a ausgehenden Balken und Siiulen aufgestellt wer-
den miissen.

a) Wir beginnen mit einer Siule a —m
(Abh. 12), die den Knoten ¢ mit einem festen
Stiitzpunkt m (Gelenk oder Einspannung) verbindet;
die Siule ist oben tiber den Knoten @ hinaus mit
einem steifen Arm verlingert, und in der Hohe ¢
iber a ist der Punkt O, durch eine wagerechte Kraft @” festgehalten;
die Siule ist von dem Moment M* beansprucht, @* und M?* sollen mit
den in der Abbildung angegebenen Pfeilspitzen positiv gorcchnet
werden, wenn sie auf die Sinle einwirken. Die Siule zeichnet sich
gegeniiber den friher betrachteten S#ulen und Balken dadurch aus,
dafl ihr Trigheitsmoment auf der oberen Strecke ¢ unendlich groB
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ist, withrend dasselbe auf der unteren Lénge h unverinderlich, gleich
Jh, angenommen wird. Zwischen a und m moge die Siule durch
eine beliebige Belastung auf Biegung beansprucht werden.

Mit den friheren Bezeichnungen, nur mit dem Unterschied, dal}
das Moment 1/ = B[* im Stitzponkt O, nicht im Knoten a, an-
greift, und dafl der Steifigkeitsheiwert g¢ durch

JR ol JrL ) o

= -:j«l— ; <nlc 0t = ,fﬁ(T——{—a (47

gegeben ist, gelten dann statt (7) die folgenden allgemeinen Gleichun-

gen (indem der Einfacbheit halber u statt u,,, und w statt
geschrieben wird):

My = Bje -2 [9 i (1 13 /%> s <1 - ),]
-M—a m jua? m

9”1<14'"1>4'”+ (1+3h(17k>] 3<1""1><1+ >'/’}

wobei der Winkel s durch die wagerechten Verschiebungen der Punkte O,
und m bestimmt ist; sind diese {, und z,,, beide nach rechts positiv,
so ist zu setzen:

ain

(48]

{ —=2 .

Yt = 2L 482

A s (48a)

Fiir eine feste Linspannung in m ist {, = 0. Fir eine einfache

Stiitzung in m iet M, = 0; wenn hierdurch {;, eliminiert wird, ex-
gibt sich:

c\? .
My =DMy -+3u (1 -+ h) & — ). (48D)

Die Momente 3/° hedeuten die von der Belastung herriihrenden
Einspannungsmomente fiir den Balken O,m mit der Linge (h -+ ¢)
und dem Trigheitsmoment J= co auf der Strecke ¢, in (48) fiir
volle Bingpannung an heiden Enden, in (48b) fiir gelenkige Lage-
rung in m. Die folgenden speziellon Fille werden am hiufigsten
vorkommen:

Gleichformige Belastung p iiber die ganze Hiohe 7:

el

in (48):

Tro 1 .,

My, = — iszh':

M =—L—1~« 71.'3—1—1' he AQ

am i 12P S 9 14 H tébﬁ)
in (48b):
1 o ¢ 1
M, = -+ 3P r* (1 —+ ﬁ) -+ gphﬂ;
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Einzellast P in Punkt a: sowohl in (48) wie in (48b):
My, =0, Mgm=+Pc. (48d)
Fiir den beiderseits voll eingespannten Balken O,m ergeben
sich weiter die Btiitzendriicke:
~3ph
und (49)
Q=P
Fir den oben voll eingespannten, unbten einfach gestiitzten
Balken O,m dagegen:
=3%ph und Q}=2P. (49a)
In den Anwendungen mag die Siule unten fest eingespannt oder
gelenkig gelagert sein oder auch von einem Knoten m ausgehen,
Die fir jeden dieser Fille geltenden Ausdriicke fiir die auf die
Sadule einwirkenden Krifte M* und @* lassen sich praktisch
folgendermalen schreihen:
Feste Binspannung (i) unten: in (48) und (48a) ist {7, ={{=0
und z, = 0 zu setzen, so dafl wird

M"=M‘f¢+4u[l+3h£<1+£)]é'a'- 6%(1+ 2%)5,.',

6 12 (50)
@ =ait M (12 l)e — ey,
einfache Stiitzung (k) unten: in (48&) ist z =0,
2
=t 3 (14 2) 8 — 38 (14 0)e,
h/ e h hioT
3 (604a)
3u L
@ =at 22 (14 )y =2
die S4iule geht unten von einem Knoten m aus:
M*= M, und M,, sind unverindert nach (48) zu
nehmen, indem (1—[—--0-> ' =1(C,'. —~ Zm),
h L
9 (50D)
6 , c\ .,
Qh=Q0h+TMIiCm+(1+2E)Ca]._ M(fr

Hieraus werden jetzt in der gewshnlichen Weise die von der
Siule herriihrenden Beitrige zu den Belastungs-
gliedern und XKoeffizienten in den Elastizititsglei-
chungen fiir den Knoten a gebildet, indem (siche
Abb. 13, wo die Pfeilspitzen fiir M* und @t die
umgekehrten von denjenigen in Abb. 12 sind, weil
hier von der Einwirkung auf den Knoten die

Rede ist):
Abb. 13. ede 1st) Z,=—M'  Z =+Q". (51)
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Fiir eine untere Einspannung () ergibt sich:

Zyo= — My;, Ly =+ ng (52)
? ' 6 [
amvsnfiasiln ], Hamm s
, 12 1
er: ~+ ‘F‘; (53)
fir einfache Stitzung (k) unten:
Zao = (?La ZrO = + Qg, (52&)

c\? 3 3u
lram 30 (142), gla= =3E(142), 2z,=+ 3 (a0
die Sdule geht unten von einem Knoten m aus:

6 c ,
Zao= — Mom+ L (142 2@ —2n),

52b
12# (52h)

Zyo = + Q{)l (C’ Zm) s

Zus, Zig,und Z, sind die nimlichen wie bei einer unteren Ein-
spannung; hier werden indessen auch die folgenden GréSen (in der
Elastizitétegleichung fiir den Knoten m) henétigt:

6
ZmO = Mgta /L (Cr —_ m) (520>

Zan=+4p,  Zho=+2u1 +35), Zhy=— S (530
Die von ({, — #,) abhingigen Glieder in den Gl (52b) und (52¢c)
sind bei einer solchen Teilung der Berechnung zu benutzen, wo die
Verlingerungen der Z-Stibe zuerst gleich Null und sodann gleich
— 1 gesetzt werden; [, und 2, sind dann die den letztgenmannten
Verschiebungszustinden entsprechenden wagerechten Bewegungen von
0, und m (positivnach rechts). — Das letzte Glied obiger Formeln (52b)
und (52¢) ist tbrigens in den folgenden allgemeineren Ausdriicken
enthalten, die die Beitrige einer solchen Sdule zu den Koeffizienten
Zyy 2,4 Z,, angeben, wo ¢ einen beliebigen Z-Stab bezeichnet:

Einspannung oder Knoten am unteren Ende (m):

te=tou(1r20) (145,

c
Z;ntz ’+‘ 6,“' (1+Z'> ‘#’/, (54)

Zyp = 1240 (1 -+ ) INEVAS
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einfache Stiitzung unten:

2
c\?
(4

c\? ’ 77 a - &Y
Z(Iu == ':* 3 u (1 + E> Yo Art == + ap <1 + i ) 'l/”r’ 7/"tl’ (542‘)

p, und 1w, sind die Stabdrehwinkel der (b 4- ¢) langen Siuale, die den
Verschiebungen {, = — 1 und {, = — 1 entsprechen.

b) Stufenweise Berechnung im allgemeinen fiir Knoten
mit zwei Bewegungsmoglichkeiten. In Abb. 14 sind zwei Knoten g
und b eines Systems gezeigt, zu deren Festhaltung je zwei Bedingungen
(Z,, Z,. baw. Z,, Z) erforderlich sind. Denkt man sich nun die Be-
rechnung durchgefiihrt fiir den links vom Knoten ¢ gelegenen Teil
des Systems und wiinscht sodann den neuen Systemteil a — ) — 2
hinzuzufiigen, dann ist zu setzen:

Cu = CO a + Ta Za + Tr Z:-’ zr = CO:- + Sa Za _l_ Er Zr’ (55)

wo Z, und Z_ ausschlieflich von der Einwirkung des neuen System-
teils auf den Knoten a herrithren. Die Bedeutung der Beiwerte 7
und e geht aus den anfgeschriebenen Ausdriicken hervor; so sind 7,
und ¢, die speziellen Werte von ¢, und ., die erhalten werden,
wenn (,, und £, Null sind (d. h. der links von o gelegene System-
teil unbelastet), und wenn weiter Z = 1, Z, = 0.

Die [-GroBen bestimmen sich indessen aus den Ilastizitiits-
gleichungen, die fiir den Knoten o lauten:

, . — - 7 a
Au =0= Zu() Zzl a gtl A(l > Cr’
Z;- = O = Zr() - Zra ga - eré‘)"
Wenn die einzige duflere Einwirkung auf den Knoten o« vom Mo-

mente Z, == 1 herriihrt, finden sich die entsprechenden Werte von ¢ u
and ¢, mit Z,, =1, Z,=0, zu:

- Zyy Ly

=t= g b a— it

£ = e
a 77 VAR sy a 72
Zgaliyy— Zgy ZyoLwy — Ly

ebenso erhilt man 7, und &,, wenn in den Gleichungen Z,, = 0 und
Z,5 =1 gesetzt wird. Hiernach leuchtet ecin, dafl die heiden Gréfen &,
und 7, die iibrigens dem Maxwellechen Satze zufolge gleich grof3
sind, Null werden, wenn nur die Bedingung Z, = 0 erfiillt werden
kann, und dieser Bedingung kann eben durch die Wahl des Ab-
standes ¢, in Abh. 14 entsprochen werden. Wenn also nur ¢, S0
gewihlt wird, daB Z,, =0, so vereinfachen sich die Aus-
driicke (55) zu:

Ct;_; CO’a_}_Tt’zZa; Cr,:é(’)r"i“' E;Z',-, (56)

wo sogleich die Bezeichnungen (’,7'... nach (6), und mit der nim-
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lichen Bedeutung wio dort, eingefiihrt wurden, und die Beiwerte 1’
und ¢/ sind demgemifl gegeben durch: ‘
1 1

| g YT o0
Durch die angegebene Wahl von ¢, ndmlich so, daB Z,., =0
wird, erreicht man somit nicht nur die einfacheren Aus-
driicke (56) statt (55), sondern auch, daB jede der heiden
Elastizitdtsgleichungen fir den Knoten ¢ nur eine Un-
bekannte enthalt.

Um nun die n&tigen
Formeln herzuleiten zur
Aufstellung der Elastizitits-
gleichungen fiir den Knoten ~
b in Abb. 14, hat man: er-
stens die Beanspruchungen
des Balkens a-—b duarch
die vier Forménderungs-
groflen £, & uwnd £, {, ans-
zudriicken, und zweitens hieraus die beiden Grdflen {, und , mittels
(66) zu eliminieren, so dafl schlieflich die erwiihnten Beanspruchungen
ausschlieBlich durch £, und {, bestimmt erscheinen.

Der Balken a —b wirkt auf den Knoten a ein-mit M, ,, H , 4,
deren positive Richtungen in der Abb. 14 gezeigt sind. Aus den
Gleichgewichtshedingungen fiir den Knoten ¢ wird erhalten:

Abb. 14,

Za - ]k[ab + Ha Gv" Zr = Hli’ (58)
womit die Ausdriicke (56) werden:
C&: C(;a - Téﬂ[ab ”E‘ T«;.Cr Ha: C; - tér - S;Ha; (59)

zu ervinuern ist daran, daB nach obigem hierin ¢, so bestimmt voraus-
gesetzt werden mul, dafl Z = 0.

Die Beanspruchungen des Balkens sind durch die drei Groflen
M,,, M, und H, gegeben. Um diese durch die {-Grélen auszudriicken
hat man erstens die beiden allgemeinen G (7) fir M, , und M, ,
und weiter die Beziechung, dall die wagerechten Verschiehungen der
Knoten a und b gleich sein miissen:

é-r — ¢, Ca = C.s' — ¢, Cb’ (60)
wenn von der Lingendnderung des Balkens abgesehen wird; hieraus
folgt auch, daB der Stabdrehwinkel v, , in den GL (7) gleich Null
sein mufl, Prinzipiell wire es natilrlich leicht moglich, die Lingen-
anderung des Balkens zu berticksichtigen, indem hierdurch der Unter-
schied zwischen den genannten wagerechten Verschiebungen gegeben
erscheint; hier werden wir jedoch von dieser Komplikation als ge-
wohnlich unnotig absehen.
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Werden nun in (60) und in den beiden Gl (7), wo also ' =0
£, und £ mittels (59) fortgeschafit, so erhilt man:
{or — & Hg — ©:0da + ¢, Mgy — 75 ¢ Hy = ¢~ s Lo,
Map = M2+ 2 1 (2 805 — 2 7 Myp 2756, Hy - L3),
Moo =My + 2 1t ({06 — 74 Map -+ Tac, Ho + 2 83)-
Mit Benutzung folgender Abkiirzungen:
m=1-+44dpuz’, n=2ue/,
k=2uz/c, 4=me' 4 1/¢?, (61)
g=2ue 1+ 3pr)=n(l+43pn1))

ergibt sich hieraus durch Auflosung:

o= 1 I8, — 5 — ¢ (s — 7 M) 4 (I - m ) 4],

M, = 3{2 k(L4 — LD 4 2n (L8 — 7 MOy
+[n 4 k(e + 2 e)) Lo} + My,
({24 — &) 4+ n (8o — W M)
+[2g+ k(20 + ) L) + M.

Hiermit werden nun die speziellen Werte vor H,, M, und M,
gebildet, die den Zustiinden (£,'= 0, {/=0) oder ({,/ =—1, {'=0)
oder () =0, {/ = —1) entsprechen, und sodann weiter die Beitrige
des Balkens zu den Belastungsgliedern und Koeffizienten der beiden
Elagtizititsgleichungen fiir den Knoten b, indem eingesetzt wird:

v =— My, — Hyo,, Z,=-+H,, (63)

(62)

o
i~
ANy

wo H, aus H, und den wagerechten Projektionen der auf den Balken
einwirkenden Krifte hergeleitet werden kann. Es ergeben sich die
Beitrige des Balkens zu:

Ziy =2 R a+2h(, + o)+ me ],

1 . (64)
7 7 m
Zsbz—z[k+mcs], Zss=z,
und wenn gesetzt wird:
Hy=H 4 4H:
1 .,
Zyo = — 7 o+ me) 8y = (1 — cr) (L — 73 M2y)] ’

— M, — ¢, AH, (65)
1
Zyo=5[m&y — er(boa — 14 Mgy)] + 4 H. l
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Aus (64) bestimmt man ¢, indem Z;, gleich Null gesetzt wird,
wobei jedoch daran erinnert werden mufl, daB auch der Beitrag
der Siule b — 2 zu Z), mitzunehmen ist; und ferner:

T ! 1 I3 1
= 7 s E =5

’ Zb/b ! Z;a

Man ist somit imstande, die Rechnung fiir einen neu hinzugefiigten
Systemteil fortzufiihren.

Zuletzt ist wie gewdhnlich eine Rilckwirtsrechnung auszu-
fiihren, um die endgiltigen {-Werte zu erhalten. Aus den korri-
gierten £’ und {/ leitet man die richtigen Werte von H_ , M, , und
M,, mittels (62) her, und dann weiter die richtigen (' und ¢/
mittels (59).

Um die Elastizititagleichungen fiir den Knoten b in Abb. 14
aufzustellen, ist es noch notwendig, die von der Sdule b — 2 her-
rithrenden Beitrige zu den Koeffizienten und Belastungsgliedern zu
ermitteln, Wir betrachten daher nochmals die in Abb. 12 ge-
zoigte S#ule ¢ — m mit unendlich groBem Trigheitsmoment
der oberen Strecke ¢. Am unteren Ende m mége die Siule
auBer fester Einspannung oder einfacher Stiitzung auch
noch eine elastische Einspannung haben; der Einfachheit
halber beschrinken wir uns jedoch auf einen elastischen Widerstand
gegen Drehung des Knotens m, wihrend die Verschiebung von m
entweder gleich Null oder als gegeben angenommen wird,

Es wird also gesetzt:
;n = C(l)m - T;n Mma; (66)

wenn dies in die beiden Gl (48) eingefiihrt wird, so ergibt sich:

Mo (14 4107 = Mt 20 206t (1485) =8 (1+-2)' ], (6)

. . 2#7;,,, A
Mamsﬂjr?m_f;f_—‘iyﬁn 1'{‘3’7 -Zl[;;m

teg it op)emralreap{iep)ann (e 7)
Cprpespenledlvl o
und fiir die Riickwértsrechnung, mittels (66) und (67):

{m

1 1 ’ [ 7
= 1+4ﬁ[§5m—2#zm<1+3}%>%+ 6m7,z(1+g)w—r;nM3m] (69)
wm
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Hieraus werden die folgenden Beitriige zu den Koeffizienten der
Flastizititsgleichungen fiir den Knoten a hergeleitet:

dp T ,,_c_< 9_) ,(1__£>e]
Z"‘“:l 4H1m[1~r5h 1+h + 3 ) nl
¢ , ¢ 1 .
+277+21“Tm(1+}7>:\'z:7 (7('))

Zur = — 1+4,u7m[
12 3 1 vy

B 1A duy’

und zu den Belastungsgliedern:

) 2 [
Zyg= — ﬂfaom + —*—*&*T‘ <1 + 3 E) {T;n-zugm - Z;(’)mJ ’

r
Ly =

144 puty (71)
bu 0y 1
Zpo == 8'—; 1_%_4#1”% (COm T;n-Mma)'h‘:

wo M° und Q! die Stiitzenmomente und -driicke fiir volle Einspan-
nung bedeuten und fiir spezielle Belastungen durch (48¢) bis (49b)
gegeben sind. Der Ausdruck fir Z,, ist mittels der Formeln:

M+ M P 7 M2, M, ”L
Q - Qeml Unterst. + Fam {; me  ynd Q‘;: Qéinf. Unterst, I~ (HZ } - a1t a1
“"‘:T_ —

gebildet. — In (71) sind nur die Beitrige, die von der eigentlichen
Belastung und von {,,, herriihren, enthalten. Wenn voun einer ge-
gebenen Drehung 1y der Siule die Rede ist (wie beispielsweise bei
Behandlung des Verschiebungszustandes {,= — 1, wo ¢ einen be-
liebigen Z-Stab bezeichnet), so ergeben sich aus dieser Ursache die
folgenden Beitrige:

v 6 u . e\
‘““’”*"1‘71?%;[ tep (i) |0 “”7@)"”"

Z - 12116 1 F/LTM <1 | _C__>.r( 4
r0 h 1 —)L‘ 4 UT'nb a

(:71 u)

Hierin wird eingefiihrt: ( + )7/) = (&r —2zm), wo . und z  die

Verschiebungen (positiv nach 1echts) von O, und m bezeichnen.

Ist die Siule unten fest eingespannt, so hat man 7, = 0
und {5, = 0 zu setzen; fir eine unten gelenkig gelagerte Siule
ist 7, = oco. Die Formeln gehen hiermit in die frither aufgestellton
(52) und (53) iiber.

¢) Stufenweise Berechnung fiir Knoten mit droi Be-
wegungsmoglichkeiten. Der Fall, wo drei Z-Grolien erforderlich
sind, nm einen Knoten a festzuhalten (also ein Moment Z, und zwei
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Z-Stibe, Z und Z,), kommt zwar sehr selten in der Praxis vor,
wohl eigentlich nur dann, wenn die elastische Zusammendriickung
der Sdulen, oder also allgemeiner der Einfluli der Normalkrifte, be-
riicksichtigt werden soll. Der allgemeine Vorgang soll daher auch
nur kurz besprochen werden,

Wenn die Berechnung fir das links von ¢ gelegene und in a
endigende System durchgefiihrt ist und sodann ein neuer Systemteil
a — b... hinzugefiigt werden soll, hat man jetzt fir die drei Ver-
schicbungen des Knotens a, niamlich ¢, £, {, zu setzen:

Cu:COa_l_TaZu—,_T;-Zr—}_TsZS ] 792
und die analogen Werte fiir ¢, und CS.J (72)

{4, ist der fiir das in ¢ endigende System berechnete Wert von
., wihrend die drei letzten Glieder die von dem neuen Systemteil
herriihrende Wirkung angeben. Die in (72) einzufiihrenden Werte
von Z,, Z,, %, die aus den (leichgewichtsbedingungen fiir den
Knoten o zu ermitteln sind, hingen daher ausschlieBlich von der
Einwirkung des Balkens ¢ — b auf den Knoten « ab (also beispiels-
weise in Abb. 14 von M ., H , A).

Die drei Z-Groflen in (72), oder M ,, H , 4 in Abb, 14, kinnen
durch die Belastung rechts von e und die sechs den Knoten a
und b entsprechenden {-Gréfen ausgedriickt und hieraus dann mittels
(72) ¢, £, und {, eliminiert werden. Weiter konnen M, , H,, B
(Abb. 14), und somit die drei Z-Gréflen, Z,, Z,, Z,, fiir den Knoten b,
durch die Belastung und M, H , 4 ausgedriickt werden, so dafl letztere
drei Z-GroBen als Funktionen von ¢, {,, {,,, der bekannten Belastung
im Felde & — b und der bekannten Werte {,,, {,,, {;, erscheinen.
Hiermit kénnen dann endlich die einzelnen Belastungsglieder und
Koeffizienten der drei Elastizititsgleichungen fiir den Knoten b:

Zy=0="2,,— 2,,{, — 2,,,{, — %, ¢, (73)
usw. gebildet werden,

Aus (73) ergeben sich nun nicht nur die gesuchten Werte der
Unbekannten (,, {,, {,, sondern auch die Beiwerte z, ¢, », die den
elastischen Widerstand des Knotens b zum Ausdruck bringen, falls
ein neuer Systemteil b — ¢... hinzugefiigt werden soll. Aus den
Ausdriicken:

G=~Ctud,+ 14 +71,2,, |
L=CguTea2, e + e, (722)
Cu = é‘Ou-*‘beb’}_xtzf + ;{uzu f

ersieht man, daB v,, ¢, %, diejenigen Werte von ¢,, {,, {, bedeuten,
die sich fiir Z, = 1, Z, = Z, = 0 ergeben, d. h. diejenigen (- Werte,

die aus (73) mit Z,, =1, Z,, =2Z,, =0 gefunden werden. Durch
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Auflésung dieser Gleichungen (78) wird erhalten, wenn die Determi.
nante mit D bezeichnet wird:

Z qu _ Zlbzu u Zyy Ly~ 2y Z
e L& SN & SN N N 2

ul _ th “ut ub ¢t
D ’ v D )
Hieraus ist ersichtlich, daB alle Beiwerte 7, ¢, » Null werden, mit
Ausnahme von 7, ¢, »,, wenn dafiir gesorgt werden kann, dafi:
th‘:ztb=0: Zyy=12,,=0, ztuzzmzo. (74)

Diesen drei Bedingungen kann nun immer dadurch entsprochen
werden, dal man die beiden Z-Stibe, Z, und Z,, von einem Punkte
O, des steifen Armes im Knoten b ausgehen und miteinander einen
vorlaufig unbekannten Winkel « bilden lifit. Man verfligt =o iiber
drei GroBen, niamlich die heiden Koordinaten des Punktes O, und
den Winkel «, und ist imstande, diese 80 zu bestimmen, daf} die
Bedingungen erfiillt werden.

Es ist somit eine sehr bedeutende FErleichterung, mit der Ei-
filllung der Bedingungen (74) zu erreichen. Erstens vereinfachen sich
die Elastizititsgleichungen (73) zu:
A V/

b=7Zv L=g L=z (5)

&

und zweitens gehen die Ausdriicke (72a) iiber in:

Cb=cob+rbzb7 Cl=C0t+€tZt’ Cn:é-()u +x,Z,, (76)

worin
1 1 1
= E, = +—o M, == oo, 77)
’ be’ f z,’ v Z ( ’

44 nu

T

Im Knoten a kiénnen die nimlichen Vorteile erreicht werden,
indem die Koordinaten von O, (dem Angriffspunkte der beiden
Z-Jtabe Z_ und Z_  im Knoten a) und der Winkel zwischen Z, und
Z, so hestimmt werden, dal Z,, = Z,, = Z =0,

Die Berechnung eines beliebigen Systems, voraus-
gesetzt, daB es durch allmidhliche Hinzufiigung neuer
Systemteile gebildet werden kann, die nur einen Knoten
gemeinsam mit dem friiheren System haben, ist somit auf
die Aufldésung von Gleichungen mit einer einzigen Un-
bekannten zuriickgefithrt.

Die Methode setzt voraus, dall allgemeine Formeln fiir beispiels-
weise M ;, H,, 4 in Abb. 14 gebildet werden, ausgedriickt durch die
Belastung und die Verschiebungen ¢, und daf hieraus ¢, {,, C,
mittels (78) oder der analogen Gleichungen fortgeschaflt werden.
Diese Arbeit kann ein wenig umstéindlich sein, und die Schlu3formeln
kénnen etwas weitliufig ausfallen, aber die erwihnte Arbeit ist nur
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einmal auszufiihren, und dieser Umstand bedeutet daher in der Tat
keine Herabsetzung der praktischen Brauchbarkeit der Methode.
Schlieflich sei noch bemerkt, dafl die hier auseinandergesetzte
Vereinfachung der [Elastizititsgleichungen auch etwas allgemeiner
gefaft werden kann. Die Gleichungen haben die allgemeine Form:
PI' = Z]')' ‘:I‘ + Z?'.ﬂ‘ C.‘? -!— Zl'(( Cu 2
P, =2,0,+2% 0 +7,0C (78)

sa éa ?
‘Z’Iu == Zﬂ)'cr + Zuscs + Zaaca ? J
wo P, P, M, statt Z , Z o, Z , geschrieben wurde, um festzuhalten,
daff Z,, und Z , Kraftprojektionen auf die r- und s-Richtungen,
und Z,, eine Momentensumme hbedeuten.

Hs werden nun r und s als zwel zueinander senkrechte, sonst
aber beliebig fiir den Knoten a festgelegte Koordinatenachsen auf-
gefaflt. Eine Verschiebung 1 in einer beliebigen Richtung, die mit
der r-Achse den Winkel « einschliel3t, ist gleichbedeutend mit den
zwei Verschiebungskomponenten 1-cose und 1-sine, und entspricht
somit nach (78) den Kraftprojektionen

P =12 cosa4Z  sine, P =2, cosa-+ Z sine, (79)
und die Resultierende dieser Kriifte ist der Verschiebung gleich-
gerichtet, wenn P, = Pcose, P = Psing. Nach Einfiihrung dieser
Werte in (79) und Elimination von P findet man:

2tg 27
B e o lrs S
1—tgte  8°“TZ 7 (80)

womit die ,Hauptachsen®-Richtungen fiir den Knoten bestimmt
sind,
Eine Verschiebung 1 in der r-Hauptachse erzeugt sodann:
P =2z P =0, M, =2

woraus folgt, daB eine Verlegung des vorliufig willkiirlich gewiihlten
Koordinatenursprungs zum Punkte:

rr? ar?

Sl = ——"l, ’)'1 — LS (8 1)

Z Z

rr S8
die Momente Z, und Z, vernichtet, so dal3 sich die Gleichungen
(im Hauptachsensystem mit diesem neuen Anfangspunkt) zu:
P;-ZerCr’ Ps: Zssé-s’ Zuu:zaa Za

vereinfachen. — s existieren also fiir jeden Knoten zwei zueinander
senkrechte Achsen, fiir welche Kraft- und Verschiebungsrichtung
zusammenfallen; Kriifte nach diesen Richtungen rufen nur Parallel-
verschiebungen (keine Drehung) hervor, und durch ein Moment wird
nur eine Drehung um den Pol (r,, s,), aber keine Verschiebung
erzeugt.

Ostenfeld, Deformationsmethode. 4
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8. Krumme Balken (Bogen) als Teil von
Rahmenkonstruktionen.

Wenn zwei Knoten ¢ und b durch einen krummen Balken (Bogen)
verbunden sind, ist es in erster Linie notwendig, anstatt (7) neue
Gleichungen zu bilden, um die Beanspruchungen des Bogens durch
die Belastung und dieVerschiebungen der beiden Knoten auszudriicken.
Um nicht die folgenden Rechnungen unnétig kompliziert zu machen,
beschranken wir uns hier wieder daranf, nur zwei Bewegungsmglich -
keiten der Knoten, niimlich eine Drehung und eine wagerechte Ver-
schisbung, in Betracht zu ziehen. Mehr der Vollstindigkeit halber
soll zuerst ein Zweigelenkbogen und sodann der viel wichtigere Fall
eines gelenklosen Bogens behandelt werden.

a) Zweigelenkbogen.

In Abb. 15 stiitzt sich der betrachtete Bogen auf die Knoten a
und b, deren wagerechte Verschiebungen {, und £, sind; die Drehungen
der Knoten sind ohne EinfluB auf die
Beanspruchungen des Bogens. Mit den
gewOhnlichen Bezeichnungen lautet die
Gleichung fiir den Horizontalschub X, :

'Xu 6 = Z‘Pm 67)1(1 ;- 6at + 6au 4

g wO
Abb. 15. 5

an

=—Kdl=+XK({ L),
indem bei der Berechnung von d, , und §,, der Faktor K (beispiels-
weise EJ oder dgl) eingefiihrt wurde. Wird hier auf #hnliche
Weise wie im vorausgehenden

(=K<, (/=K (82)

gesetzt, indem darauf Riicksicht genommen wird, den n#mlichen
Wert von K zu gebrauchen wie bei der Berechnung der iibrigen

Konstruktion, also gewdhnlich —I%I—‘, so erhilt man:

X, = 5 (ZPy byt 6,0+ 1) — 1) (53)

Hieraus konnen jetzt die Beitréige des Bogens zu den Stabkriiften
Z_ und Z, ermittelt werden, indem (siche Abb. 15):
Zr= - 4Xru = Zs
wird.
Fir {/=('=0 und fir {/= —1 ergibt sich‘

1 ’ 7 )
ZrO = r( m mu + (Sat) Z”+ (5 = T v (54:)

[FR 43 aa
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Um eine stufenweise Berechnung vorzunehmen, ist zu setzen:

C;=56,+8;Zr:§67—€;xa- (85)

Ist nun die Berechnung fiir das in a endigende System durch-

gefithrt und dabei (] = {{, sowie derjenige Wert &, von (! ermittelt,

der einer Belastung Z, = 1 entspricht, und soll dann der System-

teil a — b — 2 hinzugefiigt werden, so ist nur £ in (83) mittels (85)
auszudriicken, und man findet:

1 e
X, =+7 = W(ZPM(S”M-{-BM-{*COT— &), (s6)

woraus sich fiir {'=0 und (/= — 1 die folgenden Beitrige zn
Zy,o und Z, ergeben:
1

Zoo= —{—s’(ZP"‘ S+ 60, 841

N 87
Zr— 1. , 1 (87)
88 T (Sda ._}»_ 87,,, 83 “-"'—‘Zs,s.

Bei der Riickwirtsrechnung wird das richtige ¢/ in (86) ein-
gefiihrt und eo der korrigierte Wert von X, ermittelt, womit dann
das korrigierte . sich aus (85) ergibt.

b) Gelenkloser Bogen.

Es muB hier sowohl eine Drehung wie eine wagerechte Ver-
schiebung der Knoten beriicksichtigt werden; zur Festhaltung der
Knoten @ und & (Abb. 16) sind daher sowohl die Momente Z, und
Z,, die auf steife, von den Knoten ausgehende Arme einwirken, wie
die Z-Stdbe Z, und Z, erforderlich. Diese Z-Stibe denkt man sich
von vorliufig unbekannten Punkten O, und O, der steifen Arme
ausgehend, in den Hdohen 7
¢, und ¢, iiber den Kno- %_gr '_'\“ TN
ten. Es handelt sich jetzt 17 3

darum, die Beanspruchun- '

gen des Bogens durch die T,

Belastung sowie die Ver- JY N

schiebungen und Drehun- |

gen (., ¢, {, und {, aus- )3

zudriicken. !
AlsBerechnungssystem  * 1 }2

wird das in Abb. 16 ange- Abb. 16.

deutete gewihlt. Die Uber-

zghligen sind die beiden Kriftepaare X, und X, die in Quer-

schnitten unendlich nahe bei den Widerlagern angreifen, sowie der

Horizontalschub X, in der Schwerachse der elastischen Krifte
4*
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J,

‘dg gelegen (in der Hohe 5 iiber den Widerlagern). Wenn wir uns

Vorlauﬁg auf einen symmetrischen Bogen beschriinken und wenn die
in  Abb. 16a angedeuteten Widerlagerbewegungen
A Y % (Drehungen #, und 49,, positiv in Richtung der Pfeil-
7T cpitzen, und wagerechte Vergréflerung 4! der Spann-
Abb. 18a. weite) beriicksichtigt werden sollen, lauten die Glei-
chungen zur Bestimmung der drei Uberzithligen:
‘Xa (Sa¢1+XZJ(3n _ VP é 6at+{&tl’ 1

moma |
Xu (Sba + Xb abb ﬁPm émb + ()Zﬁt + 191’ H ] (88)

XC (SC >” P’Hl CS1".(. l~ (S(it - AZ - 7] (ﬂa + lll}’l) *

Hierin ist nun einzufithren: &, = — {,, %, = + {,, indem die Knoten-
drehwinkel mit dem Uhrzeiger positiv gezdhlt werden, und:

dl= —{, + {108, ~ ¢ Gy
alle {-GréB8en sind mit dem nimlichen Faktor K zu vervielfachen,
der in der Berechnung von 6, ..., 3,,,0,,... benutzt wurde, was
hier dadurch ausgedriickt werden soll, daB (' statt [ geschrieben
wird.

Wenn mit X° X% X° diejenigen Werte der Uberzihligen be-
reichnet werden, die einer vollen Einspannung entsprechen, d. h. die
Werte, die sich aus (88) ergeben, wenn ¢, 3, und 4l gleich Null
gesetzt werden, und wenn weiter D die Determinante der beiden
ersten Gl (88) bezeichnet:

D= '-S(LG(sbb - J[:lba (89)
go findet man durch Auflésung von (88):

- - 1 § = 4
A.u - -“luo - j (()ir vha + (Sa 1 é-b/)’

. . 1 s c .
“*3 :Abo +ﬁ( ubé‘a _{ éuagb) (9())

X, =X 45— L - (e e (e — m)

CL
Sodann werden die Gleichgewichtshedingungen fiir den Knoten a,
der von den Kriften Z,, Z , X, und X beansprucht wird (siche
Abb, 16), aufgeschrieben:

Za = Xu -{‘ Xu (C’, - )/)7 Zr = Xu’ (”1)
und ehenso fir den Knoten b:
Zb::—th—‘Xc(cs_—ﬁ)’ ZR:::—}’X",; (91'1')

aus (90) bis (91a) kdnnen dann die speziellen Werte der Z-GrdBen
hergeleitet werden, die in die Elastizitdtsgleichungen eingefiihrt
werden sollen, d. h. die vom Bogen herriihrenden Beitriige.
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Als Beitriige zu den Belastungsgliedern findet man:

Za() =‘Xa0+Xco (Cr— 77.?3 Z‘O = }.{,0. ]
. . o ' ‘ (92)
ZI/():_‘XhO”‘XUO(Cs—?])) ZSO:+X1)[)' [ a
Wird = — 1 gesetzt, fiir die iibrigen ¢’ aber Null, so ergibt sich
- 6 5 ¢ — 7
X ::—_«"j, X = — Zab X 7.
a D [ D 3 ¢ 5 3 3

somit werden nach (92) die Beitrige zu:

) (¢, — n)* b (e, —n)(c,—n)
g0 Lo G T ) r o Yar  \& T NG T W)
(X3 D (500 ’ Zb[z _D 5cc 3
’ C,- — 1 ’
Zraz—'”s }:'—Zsaa
¢ o
und auf dhnliche Weise: (93)
8,0 (o, —n)F , c,— ,
Zyy = 57} + '“‘“5;“: liry = *;:‘7 = — gy,
, 1 , 1 1
er bt 5:) Zsr = - a_ﬂ‘c‘ 5 Zs,e = (Sjc

Die DBeitriige des Bogens zu allen iibrigen Koeffizienten, z. B.
Zde, 4y, wo t einen beliebigen Z-Stab (nur nicht Z, oder Z ) be-
zeichnet, sind Null.

Bevor eine Wahl der bisher unbestimmten Gréflen ¢, und ¢,
getroffen werden kann, miissen noch die Beifréige der iibrigen Balken
(Sdulen) oder Bogen, die von den Knoten a und b ausgehen, er-
mittelt und mitgenommen werden; beispielsweise hat man fiir die
Sdulen die im vorigen Kapitel entwickelten Formeln (53) zu be-
nutzen. Sobald diese Beitrige aber bekannt sind, kénnen ¢, und ¢,
moglicherweise so bestimmt werden, dall sich gewisse Vorteile er-
geben. Namentlich kann davon die Rede sein, ¢, = ¢, = 5 zu setzen,
wodurch Z,), = Z/, = 0 werden und die Ausdriicke fur mehrere der
itbrigen Koeffizienten bedeutend einfacher ausfallen; oder auch da-
von, ¢, 50 zu bestimmen, dafll Z/, = 0, und ¢, so, dal Zg = 0 wird.

Stufenweise Berechnung. Indem ¢, als so bestimnt ange-
nommen wird, dafl Z,. = 0, kann nach (56) im vorigen Kapitel ge-
setzt werden:

£ == Lo+ TaIZ ¢ =1{Lor 8,-’ Z,, (94)

a? r
wo die Beiwerte 7,” und ¢ durch (57) ehenda gegeben und Z, und Z,
nach (91) einzufiithren sind. Die so erhaltenen Ausdriicke fiir Ca’
und £ sind dann in (88) einzufiihren und diese Gleichungen (88)
nach X , X,, X, aufzuldsen.
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Wenn der Kiirze halber gesetzt wird:
Pa=E‘P 8 +6a£’ szzpmamb_l—(sbt’

Mmooma

95
Pc-:'27p17z61)zc+(sct’ ( )
lauten die Gl. (88) nach Einfiihrung von (94):
Xa ({Saa + Ta}) + Xb 6abl: Pa - CO'C‘« - Ta’ (Gv - 77) Arc;
X, 04, "X by =P 44
A ) / ’ 2 (96)
‘Xara (Cr - /'7) + ‘Xc [()cc + £, -I~ Ta (Cr - 7]) :( ’

=P+ —¢ — (6, — )t (o, — &
Um die Auflosung dieser Gleichungen einigermafien einfach gestalten
zu konnen, werden die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt, die in
der aufgefithrten Reihenfolge zu berechnen sind:

! —
6010 = 6cc _;_ erl + Ta, (Cr - 77)2 ; ka = Z"’ (G(,): 1 ?72 ;
ce
bia = Op0 7, — k.2 0ce; D' = 8a dpp — dab;
1 1 )
= k2R m=1—k,(c. —7);
B0~ %D G o)
n =é“—b—{—k(c~1;)' n=%+k (eg— 1)
a 601; al\e > b (Sab al\’s 2
S, — 1 (Sbll . Cs —n 6ab .
= “vk g = e *—] —
= Rept ©= ) Rt
und weiter fiir die Belastungsglieder:
;1
Xw:jﬁ[(Pa“‘kaPc)‘Sbb_Pbaab]3 P
Xi=3E b (9

¥ 1 1 1
KDKEI[Pbaaa_‘(Pu*kaPc)(sab];

Mit diesen Bezeichnungen wird durch Auflésung der Gleichungen
erhalten:

. - ) ' ’ ’
X, =X1*— ‘_Db—f (kg (Cor — &)+ m g +n,8)]5

- ¢ 6u ! ’ ’ ’ .
}Lb == Abl +—ﬁ[kn(C07~ Ca)+ mé—l)a"i—ﬂ'b Cb]; (99)

1 ' ’ ’ -
Xc = Xcl - ka Xul + W(COT - gs) -, Coa + qbéh' .

Hieraus kbnnen jetzt endlich die Beitriige des Bogens zu den
Belastungsgliedern und Koeffizienten der Elastizititsgleichungen fiir
den Knoten b gebildet werden, indem nach (91 a) wird:

Zb::—Xb“'Xc(ca——()ﬁ; Z32+Xc'
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Es wird erhalten:
Zyy=— Xt — (X}~ 1k, X (e, — ) — 2, $or
: J
4 c. — — g Zhb
[ [ 7] na Dl 4'0(1 3 (100>
X — Iu .X P rjag s 1
[(SCC] 0

und die Koeffizienten, indem hier sofort der von der Siule her-
rithrende Beitrag nach (53) mitgenommen wird:

! (Sa:
Zyp=2m, + (¢, — ) q, + 4, [1 -3 Z—S (1 -4 “‘iﬂ ;
)

101)
6u, ( ¢ 1 120 ‘
1+ Z = b,

hy ™ hb) [0..] + hy?

Man beginnt damit, die fiinf ersten der GréBen (97) zu berechnen,
und geht sodann an die Bestimmung von ¢, mittels der Bedingung
Z}, = 0. Hieraus ergibt sich:

1 d,, 6/ubg< 297)} .
e — | Yab 2 . 9
Cs T Z s,s [ka D + hb ! + h ’ (1Od)

b

Zslb =4, —

hiermit berechnet man die finf letzten Grélen (97), wonach die
Elastizitatsgleichungen fir den Knoten b lauten:

gI:_ZlQ C':ZSO
b Zb,b: ¢ Zs’s.

(103)

Die hieraus sich ergebenden {,” und {/ werden in der Berechnung
fiir den folgenden Knoten als [, und Z,, benutzt; gleichzeitig hat
man die FElastizititsbeiwerte fiir den Knoten b:

1 1
! = ——— ; 4 = = . 1
Ty Zb,b 89 Zs/s ( 04)

Ist die Berechnung auf diese Weise fiir das ganze System durch-
gefiihrt, so bleibt noch iibrig, die gefundenen {’ mittels einer Riick-
wirtsrechnung zu korrigieren. Hat man hierbei die richtigen Werte
von {/ und ./ ermittelt, so berechnet man die entsprechenden
richtigen Werte von X , X,), X, mittels (99) und schlieBlich die

richtigen Werte von ¢ und ! mnach:

é-a, = 4-D'll + Ta [“Xa + (Cr - 7)) Xc]; Cr/ = é‘0,?‘ - Er, ‘Xc N (105)

Beispiel 8.

Dio in Abb. 17 dargestellte dreischiffize Hallenkonstruktion soll fiir die
gezeigte Belastung berechnet werden. Alle vier Siulen sind unten fest ein-
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gespannt, Die Verhdltnisse der Querschnittsabmessungen sind in der folgenden
Zusammenstellung gegeben:

Linge J \‘ «
m
a—1 und d—4. . .| 50 | 02 | 040 |
a-b » c—d. ..} 108 | 05 | 048
b—2 5 c—8.. .0 75 | 06 | 080 ||J.=10,
b—(e) » e—(f) . .| 40 | 04 | 1,00 {7 =10,0m.

Bogen (e)—(I')
J cos ¢ = kounst. = 1,0

Der Bogen sei parabolisch, mit unverdnderlichem .Jcos p.

Die einfachste Berechnung erhidlt man, wenn nur «, b, ¢ und 4 als Knoten
betrachtet werden, wihrend b—(e)—(f)—¢ als ein zusammenhingender Bogen
aufgefafit wird; man beginnt dann
damit, die Berechnung fiir

b—(e)—()—c
alsfest eingespanntenBogen durch-
zufithren. Diese Rechnung ent-
hilt nichts Neues, so dal3 wir uns
hier mit der Auffithrung der Er-
gebnisse begniigen konnen, In-

o o Rl et ////'///f'///// T

20m - et T R dem der nimliche konstante Fak-
Abb. 17, tor I'J,: 1, wie sonst iiberall ein-
gefithrt wird, erhiilt man :
Bua=8ps =5 Supmi D=8 dey— 8y =2
3 a 3 4 aa Vbl @ 3 »
13
n= —3N m; Ope = 27)289;
weiter findet sich, mit den Bezeichnungen in (95)
N J, ds
(P{, = NP8, = fﬂfo M, :—; T usw.> :

P11:+15)35‘3; P],=+6,313; ])(-:+32,776;
und endlich:
X, =8,808 tm; X, =2,026 tm;  X,= 1,201 t.

Aufler dem Horizontalsehub X, wirkt im Knoten b die Goegenkraft 4,0 gegen
die auf b—(e) angreifende wage-
rechte Belastung.

1. Gleiehzeitige Aufstellung
aller Gleichungen., Durch Hin-
zufiigung zweier Z-Stibe, ¢ und
s in Abb. 18a, wird die Knoten-
R iy PuRkbgur unboweglieh gemacht;

Abb. 18a es sind dann die 4 Knotendreh-

winkel {,---¢, und die 2 Stab-
verlingerungen ¢, und £, zu bestimmen.
Gleichung Z,=0. Nach (14) und (1) hat man:
Zaa= ity + 410y = 4-0,4 +4-0,48 = 3,52;
Zba=24te, = 2-048 = 0,96;
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und indem die Verschicbung (= —1 eine Drehung der Siule a—1 gleich

1 .
w;lm == hervorruft, wihrend gulzlb,r =0, nach (31):

. 1 N
Za’r =b6ua1 ety =—6-04- = 0,48,
Weiter ist

Mgy =+—-05-5 = 11,042 tm;

o]

S

1-
My = ”“‘1‘) 0,25-10,8% = — 2,210 tm;
somit naeh (13):
Zgy = — (1,042 — 2,210) = - 1,168 tm.
Die erste Gleichung lautet dann:
3,527,/ 4+096¢&/ —048¢, =+ 1,168,
Gleichung Z,=0. Zz,'a ist schon bekannt. Fir Zp ergibt sich nach (14)
und (93), indem Zyp hier gleich Za'a in (93), und ¢, =0 ist, zu:
5 169
Ty T 9.27,289

z,,l,~4,l,,,,+4;,w+‘_"~+S = 4-0,48 +4-0,80 -+ 6,433,

Ebenso findet sich nach (93), n:ut C.=¢; =10

;1 169 .
Zye = TT5.97989 0,563,
und nach (31) und (93), indem v, - = 0, 1;1,,.1'T=—715:
r=6- R.<—_1_.> B g,
Zor =808\ = 7= )+ 557555 = — 0481
’ 13
Zbg = —3—‘-5‘,?'2‘35 = 0,159
Endlich ist My = -- 2,210 tm und somit nach (18) und (92):

Zyo=— 2,210+ 8,808 — 1,201 - l§=+1 394 tm.

Die ganze zweite Gleichung lantet also:
0,96¢, +6433¢,’—0,5685,—0,481L,"— 0,159 =+ 1,394.
Gleichung Z,=0. Zgr und Zy, sind schon bekannt, Z/ ist wegen
der Symmetrie gleich Zps=—0,159. Nach (383) und (93) ergibt sich, mit

’ L 1 ! =0 N ‘¥ .
Walr = —5, Yab,r =1, 1/1,_,1———15.
' 0, )8> 1
=12 . ! 57989 =05
Zry=12 <3 o) T aroEs ,399,
und weiter nach (93):
1 o
Zr/s =—5=%59 = 0,0366.

Um die Spannkraft Z,, zu finden, ist in Abb. 1Sa die Hufere Belastung
auf die Knoten verteilt; indem dann die beiden zu a—b senkrechten Kriifte
1,29 t je eine wagerechte Seitenkraft 0,81 t liefern, ergibt sich:

Zo=125+2-0,81 4,0 — X.=4,669¢.

Die dritte Gleichung lautet somit:
~ 0,480 £,/ — 0,481 & — 0,159, -+ 0,399 ¢,/ — 0,0366 £," = 4,669,
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Die Gleichungen Z,=0, Z,=0 und Z,=0 ergeben sich aus den schon
gefundenen mit Hilfe der Symmetrie; nur dic Belastungsglieder sind neu zuy
bilden. Diese Belastungsglieder sind: Zs, =0, und nach (92):

Zrpg=— X"+ X 0-np=—12,026 +1,201. }3?—3178
Zgy=+ X" = +1201.
Das ganze Gleichungssystem kann jetzt geschrieben werden:

(@): 3,52(/+0,96¢ —0,48 ¢, =1,168;

(b): 096¢) 64838 —0,5638—0,4817,"—0,159¢ =1,394;

(c): 0,96¢,/+6433%,—0,563¢ 41, —0,481¢/-0,159¢,” = 3,178;

(d)y: 8,52¢/+096¢) ——0485’

(r): ~ 0,480¢," —0,481 7%,/ — 0,159 C«’ + 0,399 ¢, —0,0866 ¢, = 4,669;
(s): —0,480 ¢/ —0,481¢,/ —0,159¢, +0,899 £/ — 0,0366 £,/ =1,201.

Die Auflgsung ist wegen der Symmetrie verhiltnismiBig leicht zu bewerk-
stelligen, indem sich die Gleichungen durch Addition und Subtraktion von e
und d, b und ¢ und endlich r und s in zwei Systeme von je drei Gleichungen
zerlegen lassen. Das Ergebnis ist:

Ld = 2,328; & =1,523; £ =1,558; L4 =0,6568;
¢ =17,686; ¢ =17,904.
Hieraus werden die Beanspruchungen (Knotenmomente, X-GréBen fiir den
Bogen usw.) in bekannter Weise mittels der Ausdriicke (7) und (90) hergeleitet.

2, Stufenweise Berechnung (Abb. 18b).

a) Fiir ein ausschlieBlich aus der Sdule ¢ — 1 und dem Z,-Stab bestehendes
System ergibt sich, indem Z,,
nach (53) gleich Null gesetzt wird:

uC,

-}-2’—~1-{-—~~~0
O et Tl b oS II NPT IS, CAr RO e C" = 2’5 m,
Abb, 18b. und weiter nach (53):
Zgg =4 0,4 {1—3 ——(1 ——;—)] =0,40;
r 12.04
Zyr= 5,07“—“0’192'

Nach (52) und (48c) bis (49) findet sich:
1, 1
Zgg=— [ﬁ.o,a.s,oe _1_5.0’5.5,0.(_ 2,5)} =+ 2,088 tm,

1
Zrq =+§'0,5'5,0 =+125¢,

und somit:
2,083 125
’ _ ’ — -
8 = 00 +5,208; £, = N 46,510,
und:
, 1 1 1 1
Ia="—:-=25; r’:——-__-—-_____=
7, 04 =g T o %208
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b) Der Systemteil a—b—2 mit dem Z,-8tab wird hinzugefiigt.
Zuerst werden die folgenden Zahlenwerte nach (61) berechnet:
m=1-+4-08.2,5=7580;
n =2.0,48-5,208 = 5,00;
k=2.0,48.25.(~2,5) = — 6,00;
4 =5,8-5,208 + 2,5-(— 2,52 = 45,331;
g=>50-(1 +3-0,48-2,5) = 23,00.
Sodann wird Za’b (nach (53) und (64) fiir Sdule und Balken) gebildet und
gleich Null gesetzt:

. 6-0,8( o) __1
Zsb*——ﬁ,—; 1+2.‘7')—5 —m(~6,0+5,80,)w0,
daraus: ¢y =—1,708.

Weiter nach (53) und (64):
- 1,708 1,708)] 1 i
Zio = 4-08 [1 —8-2 ‘<1 —Se0)| 45537 1460 — 120 (— 25— 1,708
+5,8-1,708%] = 8,985;
, 12.0,8 5,80
= on L 0,207,
Zss = =ea= + gpagy — 027
Sodann nach (B5), indem Zgg=--5,208; Cgr=-6,510; Mgy=—221 tm;
M)y = 42,21 tm; 4 H = wagerechte Seitenkraft der ganzen Belastung des Balkens
a—10=1062 t:

1 o g
Z&o = -—:{5—’@3—1 ["' 6,0 + 5,8 (— ], 108):} 6,510
+ (5,0 — 2,5-1,708) [5,208 — 2,5 (= 2,21)]}
— 2,21 — (—1,708)-0,62 = + 0,939
1
=——__1580- 5 (5,208 — 2.5.(— 9= .
Zso= 15557 580 6,510 + 2,.0 (5,208 — 2,5+ (— 2,21)] + 0,62 = + 2,032
Hieraus ergibt sich:
0,939 2,032
= = : Lt g
O =gggs=10236; & =fo5y = 6842
und
o= L oo, ot 5367
® =398, 0 & =097

Bevor zum Knoten ¢ weiter gegangen wird, soll noch im Knoten b die
dubere Kraft 4,0 t (sieche Abb. 18a) hinzugefiigh werden, die hier als Reaktion
gegen die wagerechte Belastung der Wandstrecke b — (e) auftritt. Dem letzten
Glied der beiden Formeln (65) zufolge erzeugt diese wagerechte Kraft:

AZyy=—(—1,708).4,0 = 1 6,332,
474 =+4,0
und somit:

6,832
3,985
4,0
0,297

45 =+ =-1,714;

ACs,=+ :‘}"13:468’

wonach mit den Werten:
) = 0,236 41,714 = -+ 1,950; &) = 6,842 + 13,468 = 20,310

weiter zu rechnen ist.
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¢) Der Systemteil (Bogen b—c)—(Siule ¢—38) mitvdem Z,S'tab
wird hinzugefiigt. Von den aus der Berechnung des Bogens b—c als heider-
seits fest eingespannt bekannten Werben:
5 1
(snn:lsllb:?'; 6tlb:§;

G — 1 = — 1,708 — 4,338 = — 6,041

d,c =27,289; 7=

H

5

ool

o

ausgehend, berechnet man zuerst die folgenden, durch (97) gegebenen Hilfs-
groBen:
Sce = 27,289 + 5,367 -- 0,251-6,041 = 39,316

0,251 (— 6,041) _
= 2 = - O 81 y
ka 39,516 03

daa=1,667+ 0,251 — 0,03812.39,316 = 1,360;
Di= 1,860-2——1:‘2,989;

3 9
1

1 5 .
= 812 o = 0,0259 ;
5. = 5oEE T 08T g ’
m=1-—0,0381-6,041 = 0,770,
Sodann nach (101):
Ziy = 0,0259 -I- 1—2—0§ = 0,1966
7,5
und nach (102):
1 1 6-0,8 < 26 ﬂ
—_—) e e 2 —— - P, =—G,995,
1= 5 1gg6 ( 0038 s sm t s \Lhains

somit:
13 .
o=~ 6,995 + T 2,662,
Weiter findet sich nach (97):
1
g = ;g -+ (—0,0881) . (— 6,995) = - 0,4605;

iy =3-1,86 40,0381 . 6,995 = + 5,8465;
5

a = — 6,041.0,0259 + 0,0381 g =~ 01853
1

= —£5,995-0,0259— 0,0881 + -~ - . 01855 .

2 = — 6,995-0,0259 — 0,0381 5o = — 01955

Endlich nach (101):
14
1 . .
. 2,662 2,662 '
4.0,8 1—3_&“( __;_ﬂ: -
’+ [ 5 (1= 2,951;
Zie = 0,1966 (schon oben berechnet).

) Um schlieBlich die Belastungsglieder zn bestimmen, geht man von den oben
fiir den Bogen berechneten Werten aus:

P, =15355; P, =6,318; P,=132716;
Fo— 1k P, = 16,604;
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und findet hiermit nach (93):

. 1 1} !
1_ _— ~ = 8,604 ;

X =555 [16 604 6313-3] = 8,554

Y=o [631 +1,860 — 16,604 1]«2077-

20T 2,989 ’ RS R

32,776
Lo T2
X = g5targ = 08285

Mit
C0s= 20,310,  Cop=1,950
ergibt sich dann nach (100):
Zeo=— 2,077 — (0,323 + 0,0381-8,554) - (— 6,995) + 0,1855-20,310
[(— 0,1855)-(— 6,041) — 0,4665 - — ng} 1,950 = -- 11,406;
Zsq = 0,828 + 0,0381-8,554 - 0,0‘259-20,310 +0,1353-1,950 = 1,939,

Hieraus findet man endlich:

11,406 1,939 .
.'-l_____”)_m_:- e, r-ls_ﬁ‘___@:‘ 'y.:
Le = 2’951 3,b60, by 0,1966 9,56;
und
T'=—-»1—~=0339' s’:——1—~=5086
c T hgsT T VY £ 70,1966

d) Der Systemteil ¢c—d—4 mit dem Z,-Stab wird hinzugefigt.
Genau wie unter b) bestimmt man zuerst die Werte (61):
m=1-4.0,48.0,339 = 1,651 ; n=2-0,48.5,086 = 4,833 ;
k=2.0,48-0,339.(— 2,662) = — 0,886 ;
4 =1,651.5,086 4 0,339-2,662% = 10,799 ;
q =4,883-(1 4+ 3.0,48.0,339) = 7,267.

Sodann wird Zgdy nach (53) und (64) gebildet und gleich Null gesetzt:

o 6_-0,4( ,_70,,) 1o o
A(l¢4~—~~5)0 17.4-5—;6 ——~W7§§[ 0866+1,651 C,,]——O,

woraus
6 = —1,159.
Weiter nach (53) und (64):

Zlg=4. 04[ 15139< 1159>:|
. ;
e 12,7267 — 2.0 — 962 — 1592 = 2,9096 ;
7—10'799[ 7,267 866 (— 2,662 — 1,159) + 1,651-1,159%] = 2,909
»12.04 1,651

Sodann nach (65), indem o = 38,3653 00 =9,863; Myg=Md,=0; 4H=0:
Zao = — {[~ 0,866 + 1,651 -(— 1,159)] - 9,863 -+ (4,883 — 1,159-2,662)-3.865 }

L .
Zyo = M 799[1 651-9,863 4 2,662.3,865] = 4- 2,461 .
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Hieraus ergibt sich:

1,896 _ . 2461
S =g gagg = 700525 LS =53

=+ 17,133.

Diese zuletzt gefundenen Werte sind sofort die richtigen, und durch Vep-
gleich mit den.oben (mittels der Gleichungen) ermittelten £, = 0,653 und
£ (in Abb. 182)= 7,904 ersieht man schon, dal die Ubereinstimmung aug-
reichend ist, indem die wagerechte Verschiebung des Knotens ¢ hier (nach
Abb. 18b) ist: {,/—c,Ld=7,183 4 1,159-0,652 ="7,889, ein Wert, der mit
7,904 zu vergleichen ist.

Riickwirtsrechnung d—c. Mit Coo=3,865; Clo=9,863; 4 = 0,652,

t =1,133; tio—&/=2730 und den fiir die Strecke ¢ —d geltenden Werten
von m, n, k und 4, ergibt sich nach (62): :

H,= 10799 (1,651-2,780 — (~ 2,662)- 3,865
+[ 0,866 +1,651-(— 1,159)]-0,652} = 1,202;
M,y= 10799{ 2.0,866 2,730 + 24,883 3,805

+[4,883 — 0,866 (— 2,662 — 2-1,159)].0,652} = 3,6812;
wonach aus (59) folgt:
{ = 3,865 —0,339-3,612 + 0,339 -(— 2,662)-1,202 = 1,556,

¢’ =9,863 — 5,086-1,202 = 3,748,
Keontrolle:

& — ¢ 8l = 8,748 1 2,662-1,556 = 7,889 = (' — ¢, {4 = 7,889 .
Ritckwartsrechnung ¢ —b. Mit &ho =1,950; Zao= 20,310; &/ = 1,556;

& =8,148, Ljo—C/ =16,562 und den frither fiir dic Strecke b~¢ benutzten
Zahlenwerten, findet sich nach (99):

X, = 8,554 — 3—;%«9 [(— 0,0881)-16,562 -+ 0,770-1,950 - 0,4665 - 1,556] = 7,664 ;
X, = 2,077 + - 21989 [(— 0,0881)-16,562 + 0,770-1,950 + 5,8465-1,556] = 3,188;

X, = 0,828 + 0,0381.8,554 40,0259 16,562 4-0,1853 -1,950 — 0,1855-1,556 = 1,553
Hiermit ergibt sich nach (105):
&' =1,950 + 0,251 (7,664 — 6,041-1,553) = 1,519;
¢ = 20,810 — 3,367.1,553 = 15,081.
Riickwirtsrechnung b—a. Mit (g =15,208; o= 6,510; £,/ =1,519:

L =15,081; 4‘0'1- —~ & = —8,571 und den fiir die Strecke a — b frither benutzten
Werten: m=35§380, n=50, k=-—6,0, 4 =452331 ergibt sich nach (62):

1
He = oy (3,80-(-8571) + 2,5 [5,208 - 2,5-(— 2,21)]

+ [~ 6,0+ 5,8-(—1,708)]-1,519} = ~ 1,026;
Maa~45831{ 12,0.(— 8,571) + 10,0 (5,208 — 2,5-(— 2,21)]

+[5,0 — 6,0-(— 2,5 — 2.1,708)]-1,519} -+ (— 2,21) = 3,718,
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und hiermit schlieBlich nach (59):
{o’ = 5,208 253,718 +25.(— 2,5)-(— 1,026) = 2,326 ;
A =6510 —5,208.(— 1,026) = 11,853;
Kontrolle:
Cf —e, 0 = 11,853 + 2,5-2,826 = 17,663 = {, — ¢,;&p" = 15,081 + 1,708 - 1,519
=17,675.

Zusammenstellung der mittels der Gleichungen unter 1 und der nach der
stufenweisen Berechnung unter 2 gefundenen Werte:

Knotendrehwinkel schi‘e'%?liegl:r‘ihgir‘;g;oben

& ’ &' \’ & t oy a und b ‘ ¢ und d
nach 1 | 2323 | 1528 | 1,558 | 0,653 17,636 7,004
. 2] 232 | 1519 | 1,556 | 0652 {%Z‘ggg} 7,289

9. Kontinuierliche Bogentriiger auf elastischen
Zxvischenpieilern.
Es soll hier nur eine Bogenreihe betrachtet werden, wo alle

Bogen und Pfeiler ununterbrochen, ohne Gelenke oder dergleichen,
ineinander iibergehen (Abb. 19). Die Endpfeiler werden als feste Ein-

Abb. 19.

spannungen vorausgesetzt, die Zwischenpfeiler (Siulen) bieten einen
elastischen Widerstand gegen Drehung und wagerechte Verschiebung,
wogegen von deren elastischer Verkiirzung abgesehen werden soll.
Weiter sollen die Zwischenpfeiler als unten fest eingespannt angesehen
werden, obwohl eine gelenkige Lagerung am unteren Ende ebenso
leicht mittels der in § 7 entwickelten Formeln behandelt werden
kénnte. — Zur Berechnung einer solchen Konsbruktion sind alle
nbtigen Vorbereitungen in den beiden vorhergehenden Kapiteln ent-
halten; was hier iibrig bleibt, ist nur eine einfache Anwendung der
entwickelten Formeln. Speziell soll gezeigh werden, wie man iiber-
aus einfach zu den EinfluBlinien gelangen kann.

Gleichzeitige Aufstellung aller Knotengleichungen. In Abb. 20
sind zwei beliebige aufeinander folgende Felder sowie die benutzten
Bezeichnungen gezeigt; alle GroBen, die sich auf den linken Bogen
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beziehen, sind mit einem einzelnen Strich (X', X;"... ) versehen,
diejenigen des rechten Bogens mit Doppelstrich (X7, X,”...%”). Jeder
Knoten wird durch ein Moment (Z ,Z,, Z) und einen Z-Stab (Z,,
Z,, Z,) festgehalten; diese greifen in den Hohen ¢, ¢, ¢, iiber den
Knoten an. In jedem Knoten treten somit zwei Unbekannte, in §
beispielsweise £, und £, auf.

Die Elastizititsgleichungen fiir den Knoten b lauten:
Zb =0 = Zb() - Zb,aCa’ - Zblb é-b, - Zb/c écl - Zb,r Cr,

— Zbls Cs/ - ZI:! Cl’)
Zs =0= Zs() - Z.;a Ca, - Zslb Cb’ - Zscé‘:c, - Za('r (:7',

- Zs{s Csl - Z.‘.'/A Ct/ .

(106)

Sie enthalten keine anderen {-Groflen als die sechs hier aufgefiihrten,
da sich die Wirkung der ,Belastungen® (, =—1 und { = —1
nicht {iber die absolut festgehaltenen Eingpannungen bei o und ¢
fortpflanzen konnen.

z

%___

I
[

%4

Abb. 20.

Belastungsglieder und Koeffizienten kénnen ohne weiteres nach
(92) und (93) fiir die Bogen und nach (52) und (53) fiir die Zwischen-
siulen aufgeschrieben werden. Es wird vorausgesetzt, dafl die fiulleren
Krifte nur an den Bogen angreifen konnen, nicht an den Sdulen,
so daB diese nur zu den Koeffizienten Beitriige lieforn kdnnen. Is
mufB} ferner daran erinnert werden, dafl die Beitrige zu den Bo-
lastungsgliedern und den drei Koeffizienten Z,,, Z;, und Z;, von
beiden Bégen herrithren, diejenigen zu den ibrigen Kocffizienten
dagegen nur von einem einzigen Bogen. Wenn die Hohen und Steifig-
keitsbeiwerte der Sdulen mit A , w,, by, 1, ... Dbezeichnet werden,
hat man dann:

-0! 0! Lolt L0’
Zyo=—X — X (¢,— )t Xa + X (e, —n"); | (107)
Zgo = Xco - X{? > ‘ ]
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g O _ (e —u), =)
v 54 ’
gy, = %5 _ (=) e, =),
¢ D// 5(.{:: H
Oaa  (c,— )2 | Ogp | (¢, — 5")? ¢ ¢
7z :..E;‘i A S S Wt 1. ) NV [ 1 a s (1_1—_3)]_
bb T éc’c N D//+ 60’; —[—4‘llb 1~r>3 }lh i h'] ;
’ c,— 7' c — n”
Ly, = 36,77 ; Zb’t———sr,n“; . (108)
e ccC
] ¢, —n _¢—1n" 61“1:( i )
Zyy=— -t — o — TR 2o
b Oe, R k, + h,
, ¢, — 7' . ¢, —n"
zi, =0 gl =AT
‘ 0o ! 8%
1 : 1 1 1, 124
Ziy=— <7 Zyg=— i Zis=— + St
! 6c,c ! (3,;0 98 écc + (50/0 ™ hb‘

Wenn o — b das erste Feld bezeichnet, ist {,={, =0, so dall
die beiden ersten Gleichungen (108) nur vier {-Gréfen enthalten,
und ebenso ist {,= {,= 0, wenn b — ¢ das letzte Feld bezeichnet.

Die GroBen ¢ , ¢, ... kinnen an und fiir sich willkiirlich ge-
wihlt werden. Sind die Bbgen alle verschieden, so bestimmt man
am besten ¢, so, daB Z;, =0 wird; in speziellen Fillen kénnen
jedoch vielleicht gréBere Vorteile durch eine andere Wahl erreicht
werden, beispielsweise fiir eine Reihe genau gleicher Bodgen (mit
demselben %) dadurch, dal ¢, = ¢ ,=---= 7 gesetzt wird.

Hat man ganz allgemein die ¢-GréBen durch Z,, = Zj —=--- =0
bestimmt, so ergeben sich nach (106) zwei Systeme von Gleichungen;
das eine enthilt drei aufeinander folgende Knotendrehwinkel und
zwei Knotenverschiebungen, das andere umgekehrt zwei Drehwinkel
und drei Verschiebungen. Aus solchen Gleichungen kann immer
durch Elimination ein System hergestellt werden, das nur
fiinf aufeinander folgende Unbekannte der einen Art ent-
hilt. In der Praxis wird die Felderzahl doch beinahe immer so
klein sein, daB es vorteilhafter erscheint, die Elimination in jedem
einzelnen Fall fiir sich auszufithren; anstatt das recht komplizierte
Ergebnis einer allgemeinen Elimination zu benutzen.

Hier sollen noch die Gleichungen angegeben werden, die sich in

" den besonderen Fillen mit nur zwei oder drei Feldern ergeben.

a) Zwei Felder. Man berechnet Zy, und Zj, nach (108) und
bestimmt ¢, so, daB Zy, =0 wird; alsdann ist

6 — 1<n’+n” 6/1b>

s = T\ T i .

; Zgs\ by Oce h‘b

Ostenfeld, Deformationsmethode. 5
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Im ganzen hat man mit nur zwei Gleichungen zu tun, némlich:
Zyy & = Zyo, 25 & = Zgo.
Wenn ¢,” und ¢, hieraus ermittelt sind, so findet man X, X, X,
nach (90), fir das linke Feld mit {, ={, =0, tiir das rechte Feld
mit {,={,=0.

b) Drei Felder. Hier ist es vielleicht am einfachsten, ¢ =g,
gleich dem im Mittelfelde geltenden 7 zu setzen, wodurch Z;, = Zc = 0
wird. Die Gleichungen lauten:

Zyy &' + 2508 = Zno — Zys &6 5

Zc’b Cbl + chc Cc’ = Zo — Zc’t Ct,;

Zs’s Cs, -+ Zs,t Ct, = Zso — L &'

Zis L)+ 24l = Zeo — 24 L
Die Koeffizienten der ersten und dritten Gleichung ergeben sich
ohne weiteres nach (108), diejenigen der zweiten und vierten Glei-
chung ebenso nach (108), indem hier (a)bc¢ und (r)st mit b ¢ (d) und
st(u) vertauscht werden. Hat man Symmetrie, so wird Zy, = Z;, usw.,
es verschwinden aber keine Koeffizienten aus diesem Grunde.

Die stufenweise Berechnung wird nach den Formeln (97) bis
(102) ausgefiihrt, indem die Beitrige der Zwischenpfeiler zu den
Koeffizienten nach (53) hinzugefiigt werden. Die Belastungsglieder
werden unmittelbar nach (100) aufgeschrieben, die vollstindigen
Koeffizienten sind nach (101) und (53):

’ 6(1 1 CS Cﬂ
Zjy = 47 my + (e, — ) g, -+ 4 [1 +35° <1 + _h—ﬂ ;
/] b
1 + 12 4, (109)
[6001 hbg '
¢, ist nach (102) zu berechnen.

Fiir das erste Feld, wo (a, 7) eine feste Einspannung bezeichnet,
vereinfachen sich die Formeln bedeutend, indem in (99) und (100)
(6. und (g, verschwinden und 7/ =¢ =0 wird, womit in (97) sich
erglbt: 6010 = 0= [500]; ka = 0; (5a1a = 6aa§ m=1;

d, 0 ¢, — 1
n,=-*; n,=-%; =
0bb ’ dab &
g, wird gar nicht benutzt. Die GréBen X! in (99) werden dann
die nimlichen wie X° d. b, diejenigen Grofen X, die fiir einen
beiderseits fest eingespannten Bogen gelten. Aus (99) wird:

'
Zss =

};&:_X‘?._._vvcb Ab_‘-Xbo‘*‘ uu =7,

ty s

(110)
- - c —
X=X 6’ ¢+ =Ty

ce
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Wenn a — b das letzte Feld bezeichnet und die Berechnung
vom linken Ende bis zum (und einschlieBlich) Knoten a durchgefiihrt
worden ist, hat man nur in (99) {/={('=0 zu setzen, um un-
mittelbar aus diesen Ausdriicken X, X,, X fiir das letzte Feld zu
finden. Hieraus werden sodann die endgiiltizen Werte von ¢ und
! gebildet mittels der Formeln:

ca, = C(ja -+ Ta’ [Xa + (Cr - 77) Xg] s CT’ = (g, — Er' Xeo (111)
Aus diesen fiir den letzten Zwischenpfeiler geltenden Werten leitet man
X,, X, X, fir das vorletzte Feld mittels (99) her, indem {,” und ¢/
hierin durch die eben gefundenen (' und (' ersetzt werden; auf
diese Weise wird die Riickwirtsrechnung immer weiter gefiihrt.

Fiir eine griofiere Felderzahl als drei, und selbst bei drei Feldern,
wenn keine Symmetrie vorhanden ist, wird die stufenweise Berech-
nung gewohnlich vorzuziehen sein.

Die EinfluBlinien. Durch die oben entwickelten Berechnungs-
methoden ist man imstande, eine beliebige Belastung zu hehandeln,
und es ist daher natiirlich mdglich, zu den Einflullinien zu gelangen,
indem man als Belastung eine Kraft 1 im willkiirlichen Punkte an-
nimmt; indessen ist dieses Verfahren beschwerlich, weil die Kraft 1
in jedem Felde fiir sich behandelt werden muB. Es wird daher eine
erhebliche Erleichterung bedeuten, dafl die Einflufllinien fir die
{-GrdBen hier, ebenso wie in Kap.6, dem Maxwellschen Satze
zufolge als Durchbiegungslinien ermittelt werden kénnen.

Die Einflullinie fiir einen beliebigen Knotendrehwinkel C‘b ist die
einem im Knoten b angreifenden Momente 1 entsprechende Durch-
biegungslinie, und ebenso ist die Einflullinie fiir eine Knotenver-
schiebung {, diejenige Durchbiegungslinie, die von einer Stabkraft
Z =1 als einziger Belastung hervorgerufen wird. Um die Einflu}-
linien zu bestimmen, beginnt man daher damit, in den obigen Glei-
chungen Zyy=1, alle anderen Z,= 0 bzw. Z,,=1, alle anderen
Z, =0 einzusetzen, alle entsprechenden {-Werte zu berechnen und
weiter die hieraus folgenden X, X,, X in den verschiedenen Feldern.
Benutzt man die stufenweise Berechnung, sind diese X,, X, X,
schon von der Riickwiirtsrechnung her bekannt.

Die erwihnten Werte von X, X,, X, sollen im folgenden mit
¢, B. y bezeichnet werden, und speziell im n-ten Felde:

die X -, X;-, X -Werte fiir Z,, =1 mit «,,, ., Vys

[¢
die X -, X;-, X,-Werte fiir Z,,=1 mit «, ., f,,, 7.,
Weiter wird angenommen, daB in jedem Felde fiir sich ein fiir
allemal die Durchbiegungslinien §,,,, ¢,,, 6, fir X =—1,

X,=—1, X,=—1 ermittelt worden sind, indem das betrachtete

Teld als ein beiderseits fest eingespannter Bogen behandelt wurde.
%
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Mit Hilfe dieser Durchbiegungen und der GrdBen «, f, p kann
die Gleichung der Z,,=1 entsprechenden Durchbiegungslinie und
somit der Einfluflinie fiar {,, oder auch, indem der Faktor éli”

. Q . s . . ¢
schon in ¢, ., 6,,, ,,, eingefiihrt angenommen wird, der Einflug-

linie fiir £,” geschrieben werden:
im n-ten Felde: Cbl = — Upp (31(1?()1 - ﬂnb (37()?!3 — 7Vnb ‘Sv(nnc)’ (112)

wobei der obere Index (n) angibt, daB die Durchbiegungen & fiir
das n-te Feld gelten. Auf dieselbe Weise lautet die EinfluBlinie fiir ¢ /:

. (n) (n) ()
im n-ten Felde: cs, == — 5 Omg — ﬁ?LS (Smb — Vns (sn?c - (1123)

Hiermit sind alle {’-Linien in den verschiedenen Feldern bekannt.

Aus den {’-Linien kénnen sodann die X -, X;-, X -Linien nach
(90) bergeleitet werden. Die GroBen X° sind hierbei iiberall gleich
Null zu setzen mit Ausnahme desjenigen Feldes, von dessen X, X,, X,
eben die Rede ist; in diesen besonderen Feldern bedeutet X° die
fiir beiderseits volle Einspannung geltende Einflulordinate. Xs wiirde
natiirlich leicht miglich sein, durch Kombination von (112) mit (90)
allgemeine Formeln fiir die X -, X;-, X -Linien von folgender Form
zu bilden:

a3

X, = (-XS) + &ua 51(11:)1 + &as 67()?1)) + &ac (51(7210) >

wo die GroBen & unverinderliche Beiwerte bedeuten, aber die Arbeit
wird dadurch nicht wesentlich erleichtert, und die Ubersicht wird
besser bewahrt, wenn die {'-Linien als Zwischenglied eingeschoben
und die Zahlenwerte fiir deren Ordinaten ausgerechnet werden. —
‘ Bei Berechnung der X-Linien im ersten
'%f’i Felde sind ¢ und ¢ in (90) gleich

¢% Null zu setzen, so dafll X, und X, hier
nur von {, abhéngig sind, X, nur von
£,/ und ).

Zwischenpfeiler mit veriinderlichem
Querschnitt. Ist das Trigheitsmoment
der Zwischensiule auf der Strecke A
verinderlich, so beginnt man damit,
die drei in Abb. 21 angegebenen Grdf8en
zu berechnen, namlich:

k, = wagerechte Ausbiegung oben fiir eine wagerechte Kraft 1,
#, = Tangentenwinkel am oberen Ende fiir die nimliche Kraft 1
= obere wagerechte Ausbiegung fiir ein Moment 1,

¥,, = Tangentenwinkel fiir das Moment 1,

A

alle drei GroBen fiir die unten eingespannte, oben freie Siule. Indem
y von O, aus, wie in Abb. 21 gezeigt, gemessen wird, und indem
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der némliche Faktor K wie sonst iiberall in den Berechnungen hin-
zugefiigt und das verinderliche Trigheitsmoment durch J* bezeichnet
wird, ist:

ke
_ K[ K y?
/Lzl”—‘"E“l(ﬁd?/:”E— i dys l

(113)

¢
K¢y
=T v =g X

wo die Summenbildungen nur tber die Strecke & auszudehnen sind.
Wenn jetzt die Siiule am oberen Endpunkt von dem Momente M*
und der wagerechten Kraft Q" (mit den in Abb. 21c gezeigten posi-
tiven Richtungen) beansprucht wird, so ergeben sich der Tangenten-
winkel {, und die Aushiegung ¢ :
) =MY, — Qs [ =M"D, — Q" ;

durch Auflésung wird hieraus erhalten, indem die Abkiirzung
k@, — %= 4, eingefihrt wird:

1 / . 1.,
MP = Z'T (kh Ca - ﬂh Qr,) 4 Qh = _A—’ (ﬁh (:u' - 07}1 é-rl) . (114)
Die Beitrage der Sdule zu den Koeffizienten der Elastizitits-
gleichungen werden aus (114) erhalten, indem (/==—1, ('=0
oder {,/ =0, /= —1 gesetzt wird, und werden somit:
k & v
Zgg ==L Zgp=— L5 L= (115)
aa Ah ar Ah Tr L‘h

Fiir einen unsymmetrischen Bogen wird als bekannt voraus-
gesetzt, daf die Berechnung des beiderseits fest eingespannten Bogens
mittels der némlichen
Gleichungen (88) wie
oben durchgefiihrt wer-
den kann, indem die
schiefe Wirkungslinie
0,0, von X,  (siehe
Abb. 22) so bestimmt
wird,daBd,, = d,, =0. Abb. 992,

Hat man die Ordinaten

n, und z, der Punkte O, und O, mit Hilfe dieser Bedingungen er-
mittelt, und fiithrt man die (im Vergleich zu Abb. 22) gelinderte Be-
zeichnung ein, daB X, die wagerechte Komponente der in 0,0,
wirkenden Kraft bedeutet (diese Kraft selbst ist somit X sec «),
so kénnen alle oben entwickelten Formeln mit der einzigen Anderung
benutzt werden, daB iberall (¢, — #,) statt (¢, —#), und (c, — 7,)
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statt (c, — #) zu schreiben ist. Die Belastung X, = — 1 ruft jetzt
zwar auch lotrechte Stiitzendriicke hervor; da aber eine lotrechte
Verschiebung der Widerlager nicht beriicksichtigt werden soll, bleibt
dies ohne Bedeutung. Die Ausdriicke (90) und (91) bleiben daher
unverdndert, und aus diesen sind ja alle Formeln fiir die Koeffizienten
Z usw. hergeleitet. Nur muf daran erinnert werden, daB auch 6,
und §,, der geinderten Bedeutung von X  entsprechend zu be-
rechnen sind.

Formbestimmung. Wenn es sich darum handelt, eine wirtschaft-
lich giinstige Konstruktion anzugeben, kann das ganze System nach
der Stiitzlinie zur ,Normalbelastung® (g 4 p) geformt werden oder,
vielleicht etwas weniger gut, zur rubenden Belastung g allein. Hier-
mit soll nicht nur ausgedriickt werden, daBl die einzelnen Bogen-
achsen nach diesen Stiitzlinien zu gestalten sind, sondern auch daf die
Resultierende der Stitzendriicke zweier zusammenstofenden Bogen
fur die gewihlte Normalbelastung in die Mittellinie des Zwischen-
pfeilers fallen darf. Letztere Bedingung kann, wenn die Zwischen-

=== e pfeiler wie gewdhnlich lotrecht sein

y sollen, dadurch erfiillt werden, daf3 die
i Pleilhghen der zusammenstoBenden
| Bogen so einander angepaBt werden,
i dall die Horizontalschiibe gleich grof3
werden. Bisweilen kann jedoch auch

davon die Rede sein, die Zwischen-

sdulen schrig zu stellen?), wodurch gréBere Freiheit erreicht
wird (siehe Abb. 23); die Berechnung einer solchen Konstruktion
wird jedoch ein wenig komplizierter als oben entwickelt, weil
die Z-Stibe (Z , Z,...) senkrecht zu den Stiitzen hinzugefiigt werden
miissen und die Verschiebungen { , { ... daher nicht wagerecht sind.

SchlieBlich wiirde es bei gréferen Bogen auch von Vorteil sein,
eine Korrektion der Bogenform vorzunehmen, um die von der Zu-
sammendrickung der Bogenelemente herrithrenden Anfangsmomente
moglichst zu verkleinern oder diese wenigstens vom Bogenscheitel

Abb. 93.

1) Abb. 28 zeigt schematisch eine Wegeiiberfiihrung der dinischen Staats-
bahnen bei Tolne im nérdlichen Jiitland. Die Konstruktion ist von Ober-
ingenieur Forchhammer in Fa. Christinni & Nielsen (Kopenhagen) angegeben
und von der genannten Firma ausgefiihr,

Uberhaupt ist die Anwendung der hier behandelten durchgehenden Bogen
auf elastischen Zwischenpfeilern nicht auf hohe Viaduktanlagen beschriinkt:
auch fiir gewthnliche Uber- und Unterfiihrungen eignet sich die Konstruktion
sehr gut. Von den dinischen Staatsbahnen sind z. Z. schon etwa 30 solche
Briicken, mit 2 bis 5 Bogen, ausgefiihrt, davon 2 gleistragend, weitaus die
meisten seit 1919. Bine der bedeutendsten ist die unten im Beispiel 9 (Abb. 24)
behandelte Briicke.
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su entfernen und zu anderen Querschnitten, wo deren Aufnahme mit
weniger Materialaufwand bewerkstelligt werden kann, zu iiberfithren.
Das Nihere iber die Ausfithrung einer solchen Korrektion fiir einen
beiderseits fest eingespannten Bogen ist vom Verf. in ,Beton und
Eisen 1923% 8. 1756 angegeben. Bei der Anwendung sollte hier
eigentlich darauf Riicksicht genommen werden, dafl das positive
Moment im Scheitel beim kontinuierlichen Bogen gewidhnlich gréBer
werden wird als im eingespannten Bogen; selbst wenn hiervon ab-
gesehen wird (jedenfalls wird es wohl nur anniherungsweise aus-
filrbar sein, hierauf Riicksicht zu nehmen), darf mit Sicherheit
davon ausgegangen werden, daBl eine Skonomischere Konstruktion
durch die Korrektion erreicht wird, da auch das von der Normal-
belastung hervorgerufene Moment im Scheitel positiv ist.

In vielen Fallen wird die Stirke der Zwischenpfeiler (oder deren
héchstens zuldssige Stiirke) durch die lokalen Verhiltnisse bestimmt
sein, und es kann dann wiinschenswert erscheinen, sich im voraus einen
Begriff davon bilden zu konnen, welchen Einfluf eine Anderung
dieser Stidrke auf die Dimensionen der Bogen ausiiben wird, oder ob
es iiberhaupt moglich ist, sich mit der h&chstens zulissigen Starke
zu begniigen. In anderen Fillen kann es eine rein Skonomische
Trage sein, welche Stirke der Zwischenpfeiler zu wihlen ist; eine
Abnahme der Steifickeit der Pfeiler bringt natiirlich eine Zunahme
der Bogenabmessungen, namentlich des Scheitelquerschnitts, mit sich.

Binen solchen ungefibren Begriff kann man sich mit Hilfe der
folgenden empirischen Formel bilden. Diese ist urspriinglich fir eine
Konstruktion mit drei Offnungen auf Grundlage von zahlreichen aus-
gefiihrten Zahlenrechnungen aufgestellt?):

(1 —— % 6c°>h‘3l

Jr A See (116)
J, 6 o 02 '
wo
J = Trigheitsmoment der Zwischensiule, } beide pro 1 lfd. m
J, = " des Scheitelquerschnitts, der Breite,

I = Hoéhe des Zwischenpfeilers,

! = Spannweite der Mitteléfinung,

5., und &% haben die in den obigen Berechnungen benutzten Be-
deutungen, d. h. es sind die Koeffizienten zu X, fiir den linken
und rechten Bogen (Seiten- und Mitteloffnung) als voll ein-
gespannt betrachtet; als ,Faktor® ist hier jedoch nur EJ,
eingefuhrt,

1y Von Ingenieur Dozent A. Engelund.
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« ein Zahlenkoeffizient, der gew8hnlich zwischen 0,1 und 0,25 liegen
wird, fiir kleine Offnungsweiten und hohe, schlanke Zwischen-
pfeiler jedoch vielleicht bis hochstens 0,5 steigen kann.

Die Formel wird so angewandt, daB man, nach Berechnung jedes
Bogens fiir sich als fest eingespannt, versuchsweise einige verschiedene
Werte von « einfithrt und das entsprechende J* und die Stirke b
des Zwischenpfeilers berechnet. Hat man so einen passenden Wert
von « wihlen konnen, ist die Berechnung zu korrigieren, indem man
den Bogen nochmals dimensioniert, wobei fiir den Scheitelquerschnitt
eine reduzierte zulissige Beanspruchung, etwa (1 — % «)mal der ge-
wohnlichen, zu bhenutzen ist.

Die Formel kann auch anndherungsweise fiir eine groffere Felder-
zahl angewandt werden. Fiir zwei gleiche Felder wird besser gesetazt:

Jh (1 —2«)R%l

J 12¢6 (116a)

Um einen Begriff davon zu geben, welche Ubereinstimmung mit
diesen Formeln erwartet werden kann, werden hier einige Ergebnisse
von Zahlenrechnungen aufgefiihrt.

Mit den liefern die

. . Ausgangserifien Formeln

b= Stiirke der Zwischenpfeiler b b

@ (Jhido LI, m
Briicke fiir  Frederiks Allé“, Aarhus 0,1 54 1,70 39 1,53
. (siehe das folgende Zahlenbeisp) . . . . 0,251 11 1,00 } 11 1,00

Uberfithrung iber Bhf. Ringsted (4 Offn.

4al=100m, f=20m) . ... ... 105 9 (0,52 10,2 | 0,54
Briicke mit 2 Offn. 4 I=11,bm, f=38,3m 012 27 075 | 18 0,66
” ” bl ” nnn ” ” »n » n 0,18 8 0,50 10 0,54
o2, a4l=100m, f=20m .| 03 8 10,50 ] 18,5 | 0,59

Beispicl 9.

Fiir die in Abb. 24 schematisch gezeigte ,Frederiks Bro“ in Aarhus
sollen die EinfluBlinien ermittelt werden.

Indem die Seitenbogen in 10 Felder mit 4 = 2,40 m eingeteilt werden und
der Mittelbogen in 12 Felder derselben GroBe, und indem der Faktor E J,: A2
eingefiihrt wird, wo J, das Triigheitsmoment des Scheitelquerschnitts (dasselbe
fir alle drei Bogen) bedeutet, werden zuerst fiir jeden einzelnon Bogen, als
beiderseits fest eingespannt betrachtet, die folgenden GriHen berechnet (hier
geniigh es, die Ergebnisse aufzufiihren):

tiir die Seitenbogen: fiir den Mittelbogen :
7 = 3,085 m, 7=23,56 m,
8sa=bpp=1,0, ) Baa=0,=1,08, )
D= T D=0,73
ba=0588, | U=OB0 L ogsy, ) =036,

0,0 = 3,36 ; | Oe,=4,42,
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Ebenso werden im voraus die Durchbicgungen pma, 0pms, 0pne fiir beide
Bogen berechnet; da aber die Zahlenrechnungen hier nur bis zu dem Punkte
gefithrt werden sollen, wo diese Werte einzufiilhren wéren, ist es nicht not-
wendig, dieselben hier anzugeben,

Mit dem Faktor K = EJ,: 2 ist weiter fiir die Zwischens#ulen:

EJh  E.1,0%.2,42
“= K T 50-B0460 — 1568

Es handelt sich nun zuerst darum, die in (112) benutzten Koeffizienten
@, B, y zu berechnen, d. h. die Werte von X,, X;, X, in den verschiedenen
Feldern, die den Belastungen Z;,=1, Z;4=1, Z,;=1 und Z,,=1 entsprechen,
Wegen der Symmetrie und der kleinen Offnungszabl wird hier vorgezogen, die-
jenige Methode zu benutzen, wonach alle vier Gleichungen auf einmal aufgestellt
werden. Als Kontrolle soll dann auch die Anwendung der stufenweisen Be-
rechnung fiir einen einzelnen Belastungsfall gezeigt werden.

[
50— —288 — —I0a
1 . .

Abb. 25,

Die Koeffizienten der Unbekannten {. Mit den Bezeichnungen in
Abb. 25 wird gewahlt ¢; =c, = n (fiir die Mittelsffnung) = 8,56 m. Nach (108)
wird dann fiir die in den Gleichungen Z, =0 und Z,=0 ecingehenden Ko-
effizienten erhalten, indem ¢, = ¢, = %" und ¢;— 5’ = 0,475 m:

Zpo= 3322_0893

i i S U0 s 140321320 - o
z58=—03"f;§~0~6';’20’68(1+.- ) — 37,024 ;
Z§¢=—$=~0,226;

Bl gt it g = 6610,

Die vier Gleichungen lauten somit (die dritte und vierte ergeben sich mit
Hilfe der Symmetrie):
1. Z,=0=2,,—239,252¢(,/— 0,898¢/ +37,024¢/;
2. Z,=0=2,— 6610¢/+ 0,226¢, + 87,024¢,;
8. Z.=0=2Z2Z,— 0893¢ —239,252¢, + 37,024¢,;
4. Z, -:0=2Z,+ 0226%/— 6,610% +87,024¢,;
die Auflosung geht sehr einfach vor sich, indem man Nr. 1 und 8 und Nr. 2
und 4 addiert und subtrahiert.
Fiir Z,, =1, die iibrigen Bela,stuugeglieder =0, findet sich:
&' =0,08292; L =0,00649;
¢ =0,18585; ¢ =0,04275,

und hieraus weiter nach (90), da die X°- GréBen =0 sind:
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im Felde a—b:
;a,=:r’ = O;

0,586
o= X, =— 065é 5 = —0,8933.0,03202 = — 0,0294 ;
. 1,0
Bro=X, = 06 Gasg S =+ 1,5244:0,03202 = + 0,0502;

7o =X, = 36( LS+ 0,475 8y) = — 029768,/ + 0,1414 2, = — 0,0506 ;

im Felde b—c¢: in (90) werden o, b, r, s mit b, ¢, s, ¢ vertauscht:
ey = X, =—1,4674¢, — 0,8927¢, = — 0,0541;
Bas =X, =+0,89278, +1,4674 ¢ = +0,0389 ;
Yo = X, = m =8y =+0,0324;
im Felde ¢—d: in (90) ist (' ={’ =0 zu setzen und ¢, und & durch
Z.) und £/ zu ersetzen:
wgp =X, =—1,5244(, = — 0,0099;
Bsp =X, =+0,8933L, = +0,0058 ;
vos =X, = 0,2976¢, — 0,1414 £, = - 0,0118.
Fir Z,,=1, die iibrigen Belastungsglieder = 0:
= 0,1860; &l =10,0428 ;
& =1,2028; &l = 10,2813
und weiter nach (90):
&, s =— 0,1661 ; B,..=-40,2835; 71, = — 0,3316;
s = —0,3111 /)’. ¢ ==+ 0,2288; Yas =+ 0,2085 ;
g, =— 0,0852 s = 0,08825 gy =40,0777.

Aus den so berechneten Werten «, §, y fiir Z,,=1 und Z,;=1 kinnen
die den Belastungen Z.,=1 und Z,, =1 entsprechenden Werte mit Hilfe der
Symmetrie hergeleitet werden. Hierbei mufl man darauf achten, daB X, und

{;, vertauscht werden miissen (X, im 1. und 2. Felde sind mit X, im
3. und 2. Felde symmetrisch) und daB iiberall die Vorzeichen zu dndern
sind (es sind die Belastungen Z,,=+1 und Z,,=—1, die symmetrisch sind),

Jetzt lauten nach (112) die Gleichungen der {’- Llnlen

im 1. Felde: Cb’ =-0,0294 6,,, — 0,05024,,, - 0,0506 6,

im 2. Felde: ¢,/ =+ 0,05414,,—0,03894,,, —0,08244,,.;

im 3. Felde: £,/ + 0,0099 6,,, — 0,0058 6,,, — 0,0118 5, ;

im 1. Felde: ¢/ =+0,16618,,, — 0,28350,,, + 0,33166,,.;

im 2. Felde: C, = + 0,3111 6,,, — 0,2288 8,,, — 0,20859,,,. ;

im 8. Felde: " =+ 0,06526,,,—0,03824,,, —0,0777 0,
hierans kénnen die X-Linien mittels (90) gebildet werden. Beispielsweise sind
die X,- und X,-Linien der linken Seitentffnung:

X, = X304+ 1,5244¢); X=X —02976¢, +0,1414¢, .

Die Formen einiger der wiohtigsten EinfluBlinien sind in Abb. 24 dar-
gestellt.

Stufenweise Berechnung der Gréfien «, £, y. Man beginnt damit,
eine Anzahl Unverinderlicher, die von der Belastung unabhingig sind, zu be-
rechnen, nimlich:
fiir die linke Seitenéffnung:

wW=0; &' =0; k=0; Oda=0s=10; D'=0656;
[Bec]=0,c=3836; p=1268;

Il Il II
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nach (101): 2,68
’ 1 12.1
Zas__g*a_é_uﬂg-—_ﬁ ,384 3
nach (102): . 0.3.085
1 6-12,68 ( '3, )
s —l ) = 2,240
= 3,085 — i35 5.0 1+ 5.0 ,24
nach (97):
— 2,240 — 3,085
[ Ll A Aty 8 H
o 3,36 1,585
pach (101):
3.2,240 ( 2 240)]
7 . ety 1— il — 92
be—0656+5325 -1,585--4-12,68 [1 50 50 23,056,
und fiir den Gebrauch bei der Riickwirtsrechnung nach (99), wo die X! =0 gind:
0,586 . .
X“=*—ﬂ56 Y =~ 080383 &)
Xb~ 0656'&' —+10244‘-b,
X = '3',—56‘(— &) — 1,585 &, = —0,2976 &' — 1,585 £,/;
fiir die Mitteldffnung:
7, = 58-]656 =0,0433; &= —-3%— = 0,1566 ;

€y 9 = 2,24 — 8 56 = — 5,80
Soe = 4,42 4 0,1566 -+ 0,0483 -5,80% = 6,036 ;
0,0433-580 _

ho= — g = — 0,0417;
Jga = 1,08 40,0433 — 0,04172.6,036 = 1,133;
1 1 0041701 08
1= 07 = L=
DE=0198: = 60s T gues = 0108
, 121268
Zsy = 0,168 - g - 625
AP o [~ 0,0417.0,657
¢T e 6,254 0,793
6.12,68 ( 3,56)} .
Ty I EEG) | = e
=1—10,0417.5,30 = 0,758;
0,657
o= 08 —0,0417 (— 2,332 — 3,56) = - 0,854;
1,1
fig = m+ 0,0417 (— 2,332 — 3,56) = + 1,972,
1,08
= r:8 '0:1 3 e = 3
¢ 5,80-0,168 + 0,0417 orgs = — 0.918;
s = — 5,892-0,168 — 0,0417. 06§Z=—1025;
0,657

t
Zoo= 6,“7%'1'97“ 5,892.1,025
2,332 2,332
11268 [1-3. 222 (1 2B _ o050,
+ 68 [1—3. 50 1 0 20,528 ;
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und fiir die Riickwértsrechnung:
X, =+ 0,0568 (Cos ~ &) — 1,0815 &gp — 1,1631¢,;
Xy = —0,0845 (05 ~ £/) + 0,6281 {0 + 1,6335 .5
X, =-0,168 (Cgs —&/) + 0,918 £op — 1,025 &,/
fiir die rechte Seitendffnung:
1 1
= = H S = N
= 30,595 0,0487; & 695 0,1599;
ce—n =—2,332 — 3,085 = — 5,417;
Joe =4,949;  k,=—0,0583;  ds4o=1,0346;  D'= 0,692,
1092082, m=07113; ga = — 1,0403;
[9c.]
X, =-0,0766 L9 —1,0220 £ge;
Xy =—0,0449 &0t + 0,5989 Loe;
X, = +0,2062 &gz + 1,0408 Loe -
Nach diesen Vorbereitungen geht jetzt die Berechnung fiir verschiedene
Belastungen verhdltnismidBig schnell von statten.
Fir Z,,=1 ergibt sich:

im 1. Felde:
' 1 ' 0.
) ~m—0:0433, ¢l =0;

im 2 Felde:
Sop = 0,0438; Los=10;

Zoy= [(_ 1,025): (— 5,80) — 0,854
Z,y= 0,918.0,0433 = 0,0398;

108]
2 1,0,0433 = 0,2074 ;
0,793 0,0433 = 0,2074 ;

somib:
,0,2074 . er_ 0,0398 an
(.:': - EO_,5—2§ = 0,0101 N &t = -E—J—(jgz = 0,00636 3
im 3. Felde:
foe = 0,0101; Los = 0,00636.

Hieraus finden sich unmittelbar nach den oben angegebenen Ausdriicken
fiir die Riickwirtsrechnung:
X,=—0,0098; X, =+ 0,0058; X, =+0,0118;

und sodann nach (111):

¢/ =0,0101 + 0,0487 (— 0,0098 — 5,417-0,0118) = - 0,0065 ;

&/ =0,00636 — 0,1599-0,0118 = + 0,00447;
im 2. Felde:

fop = 0,0433: o5 =0;

X, = 0,0568-(— 0,00447) — 1,0315-0,0433 — 1,1631.0,0065 = — 0,0525;

X, = 0,0345.0,00447 4- 0,6281-0,0433 + 1,6335.0,0065 = - 0,0380;

X, =—0,168.0,00447 + 0,918.0,0438 — 1,025-0,0065 = + 0,0324;
und nach (111):

£ = 0,0433 40,0433 (— 0,0525 — 5,80-0,0324) = - 0,0329;

£ =0,1566-0,0324 = — 0,00507;
im 1. Felde:

X, =—10,8933-0,0329 = — 0,0294;

X = +1,5244.0,0329 = 4 0,0502;

X, =—10,2976.(— 0,00507) — 1,585.0,0329 = — 0,0507.
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Die hier gefundenen Werte X,, X,, X, fiir die drei Offnungen und ebenso
die Knotendrehwinkel £’ und £/ stimmen sehr genau mit den oben mittels
der Gleichungen bercchneten iiberein. Was dagegen die Verschiebungen ¢/
und Z,/ anbelangt, so ist keine solche Ubereinstimmung vorhanden, was auch
ganz natiirlich ist, da hochst verschiedene Werte von ¢, und ¢, in den beiden
Berechnungen benutzt wurden. Indessen miissen selbstverstiindlich die wage-
rechten Bewegungen der Knoten b und ¢ selbst gleich groB sein, und dies ist
auch hier der Fall, indem:

— 0,00507 -+ 2,24-0,0329 = + 0,0686 = 0,1858 — 3,56-0,0329 = 4- 0,0687,
und
0,00447 + 2,332-0,0065 = 0,01963 = 0,04275 — 3,56.0,0065 = 0,01961,

Wiinscht man durch die stufenweise Berechnung die fiir die Belastung Z,, = 1
gefundenen Werte von £ unmittelbar zu kontrollieren, muf daher auch eine Be-
lastung eingefiihrt werden, die wirklich der Belastung Z,;,=1 in der ersten
Berechnung gleichwertig ist; und da diese in der Hohe 3,56 4224 =580 m
ither dem Z,-Stab in der stufenweisen Berechnung wirkt, hat man in dieser
Rechnung Z,,=1 und Z,,=1.5,80 alg Belastung einzufiihren.

10. Mehrstockige Rahmenkonstruktionen

kommen in sehr vielen verschiedenen Formen vor. Hier soll jedoch
nur die in Abb. 26 gezeigte Konstruktion behandelt werden, die aus-
schlieBlich aus wagerechten Balken und lotrechten Siulen, mit steifen
Verbindungen in allen -Knoten besteht, und die sowohl als Gebiude-
konstruktion wie als Zwischenstiitze fiir Eisenbeton-Balkenbriicken
Verwendung findet. Der obere AbschluBl kann mit Ricksicht auf
die Dachkonstruktion etwas unregelméfBig ausfallen, unten werden
die Siulen als fest eingespannt angenommen. Es kann von einer
lotrechten Belastung der Balken oder von einer wagerechten Belastung
der Aullenwinde die Rede sein.

Die Berechnung nach der Deformationsmethode begegnet keiner
prinzipiellen Schwierigkeit; sie wird nur recht beschwerlich, wenn
eine korrekte Durchfithrung verlangt wird und die Zahl der Knoten
betrachtlich ist. Es soll daher auch weiter unten darauf eingegangen
werden, wie man mittels verschiedener Annidherungen unschwer zu
einem brauchbaren Ergebnis gelangen kann.

Die Knotenpunktfigur ist beweglich. Um sie unbeweglich zu
machen, ist fiir jedes Stockwerk ein Z-Stab erforderlich. Diese
Z-Stibe werden hier, wie in Abb. 26 punktiert angegeben, hinzu-
gefiigt und wie gewShnlich mit r, s, ?,... bezeichnet. Doch sollen im
folgenden Z ,Z_...die wagerechten KomponentenderDiagonal-
spannkréafteund{,, {,... somit die wagerechten Projektionen
der Diagonalverlingerungen bezeichnen.

Genauwes Verfalren. Wie frither wird die Berechnung derart
geteilt, daB:
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1. alle diejenigen Knotendrehwinkel ({ ,{,...) ermittelt werden,
die von der duBeren Belastung hervorgerufen werden, wenn dieselbe
auf die unbeweglich gemachte Konstruktion einwirkt ({, =, ==+ = 0);
diese Winkel sollen mit £ ,, {, ... bezeichnet werden;

2, alle diejenigen Knotendrehwinkel ermittelt werden, die den
,Belastungen* { = — 1, {,= — 1... entsprechen; diese werden im
folgenden mit {,., £, ...{, ... bezeichnet;

8. die Knotendrehwinkel in der Form geschrieben werden:

CazZa()”_é-aré-r_é-aa:s"‘; (117>

4. die Verschiebungen {,, { ... durch die besonderen Gleichungen
bestimmt werden, die fiir die Z-Stdbe aufgeschrieben werden konnen;

5, hiermit endlich die Knotendrehwinkel { bekannt sind [zufolge
(117)], und die Momente in den verschiedenen Punkten dann nach (7)
auszurechnen sind.

Zur Durchfiilhrung der Berechnung unter 1. hat man eine

Gleichung fiir jeden Xnoten, beispielsweise fiir den Knoten b in
Abb. 26:

Zy=0=2,,— 45 Su,, — 23 u,, 0, p=a,ec, k. (118)

]

Gewohnlich enthilt jede

byl
~

Summe 4 Glieder, fiir die 7] =T T : T
Umrillknoten jedoch nur 3, N Hr He p }f
und fiir die beiden Knoten T 1| -1 : i HE
in den oberen Ecken nur oo ! e 0 nl¥
deren 2; endlich kommen % | .71 \ ) '
in der letzten Summe der -7 lz la g1 4
Knotengleichungen fiir die Z j/” 2,
unterste Balkenlage (z. B. = o &
L in Abb. 26) nur 3 Glieder ¢ Bede 2
vor, indem fir die Ein- e e i # %L
spannungen {, = 0 ist. — Abb. 96.
Das Belastungsglied ist: '
fiir lotrechte Belastung:

Zyy = — X Myy; \
fir Winddruck (in den #ulleren Knoten konzentriert): (118a)

Zyy=0;

My, bedeutet das Einspannungsmoment bei b fiir den beiderseits
eingespannten Balken b — p.

In den Berechnungen unter 2. werden die namlichen Glei-
chungen (118) benutzt, indem nur Z, , durch 2y, Zy, ... ersetzt wird,
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je nachdem der Zustand { = —1, { = —1... behandelt werden
soll. Nach (31) in Kap. 5 ist:
Zblr == 62/"02? 7/"1),1),1'; p=a,e,c, h (Abb- 26), (119)

wo ' den Drehwinkel des Balkens (der Séule) b — p bezeichnet, der
von ('= —1 hervorgerufen wird. In Abb. 26 ist die durch {, = —1
bewirkte Forminderung punktiert gezeigt; die Winkel v, sind gleich

—_ El— fiir alle Siulen des dritten Stockwerks, sonst iiberall gleich Null,
b

Die Gleichungen unter 4 zur Bestimmung von {, {, ... kénnen
geschrieben werden, entweder:

Zr = () = ZrD - Zalré-al —_ Zb'ré'b'... — ZT’TC"' — Zr,s Csl L
oder:

2. =0=2,— 2, — 250 ... . (120)

Die zweite Form, die hier vorgezogen werden soll, entspricht ganz
der Anwendung eines statisch unbestimmten Hauptsystems nach der
Kraftmethode, und die Gréfen Z ,, Z,),, Z/, ... haben daher natiir-
lich eine andere Bedoutung wie in der ersten Gleichung. So ist Z,
diejenige Spannkraft des Z -Stabes, die von der dufleren Belastung
hervorgerufen wird, wenn diese auf ein System einwirké, wo zwar
alle Verlingerungen der Z-Stibe Null sind, von den Knotendreh-
winkeln £, [, ... aber nichts gegeben ist; ebenso sind Z,,, Z/, ... die

Spannkrifte der Z-Stdbe, die den Zustinden { = — 1, = — 1...

~ entsprechen, wenn die Verlinge-

2 rungen aller iibrigen Z- Stiibe

- — gleich Null sind und iiber
= £, C,-.. nichts gegeben ist.

. B Indessen sind schon unter 1.

it/ -7 i *‘:b)ﬂf\”f ”ﬂ % und 2. die diesen verschiedenen

Zustinden entsprechenden Werte

Ao, von [, {, ... ermittelt worden,

_Q_LD némlich unter 1, die Werte

Abb. 27. La0s Cpo -y unter 2. & 8, ...

£, und es ist hiernach nicht

schwer, die erwdhnten Spannkrifte Z ,, Z,/. ... zu finden. Wird

nimlich in Abb. 27 ein wagerechter Schnitt gelegt, der den Z,-Stab
und alle Siulen desselben Stockwerks {iberschneidet, so ergibt sich

aus der Gleichgewichtsbedingung fiir den uber dem Schnitt gelegenen
Teil des Systems:

M M,
Z,g = Qg +2 & 7')‘;&}_"“‘M >

3
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indem ¢); die vou der &uBleren Belastung herrithrende wagerechte
Querkraft im dritten Stockwerk, positiv nach rechts, bedeutet; fiir
ausschlieBlich lotrechte Belastung ist @, =0. Wenn die Momente
M,, und M, hier durch die Knotendrebwinkel ausgedriickt werden
(mittels (7)), erhiilt man:

6 , . , s
L= @+ 5 Jrenll) + & — 2yl (121)
3

die Summenbildung ist {iber alle Sdulen des ,,t-Stockwerks* auszudehnen.

Aus (121) werden die speziellen Werte Z,,, Z,, ... hergeleitet,
wenn diejenigen Werte von { und wy eingefiihirt werden, die jedem
dieser Zustiinde entsprechen.

Sind sowohl Konstruktion wie Belastung symmetrisch, werden
alle Verldngerungen der Z-Stibe gleich Null und die unter 1. ge-
fundenen Knotendrehwinkel sind sofort die richtigen.

Lotrechte Belastung. Ist eine genaue Klirung iiber die ge-
fihrlichste Belastung erwiinscht, kénnen an und fir sich unschwer
die EinfluBlinien ermittelt werden, oder man kann L
sich wenigstens einen Begriff von deven Verlauf | \ r )
bilden. Beispielsweise ist die EinfluBlinie fiir {, —— _’l] ==
in Abb. 28 diejenige Durchbiegungsfigur, die | | \,‘\1 !
einem Momente Z ,==1 als einziger Belastung [~ a[ =
entspricht; hat man mittels der Berechnungen . -
unter 1. bhis 4. die von dieser Belastung bewirkten !
Drehwinkel { ermittelt, so konnen die Durch-
biegungslinien der einzelnen Balken und Siulen
genan wie in Kap. 6 hergeleitet werden.

Gewdhnlich wird man sich mit einem ungefihren Begriff von
der gefihrlichsten Belastung begniigen kdnnen. Einen solchen zu er-
halten, wird durch die folgenden Bemerkungen erleichtert: von
groferer Bedeutung ist nur die Belastung der nichst gelegenen
Felder; die Wirkung nimmt rasch mit dem Abstande vom betrachteten
Querschnitt ab; die fiir gewdhnliche durchgehende Triiger bekannten
Regeln konnen anniherungsweise auf die Balken derselhen Balken-
lage angewandt werden.

Winddruck. Die #ufleren Krifte konnen gewdhnlich genau
genug in den Knoten konzentriert angenommen werden, wenn von
den Beanspruchungen der ganzen Konstruktion die Rede ist. In der
Berechnung unter 1. sind dann nach (118a) alle Z_, = 0; man findet
daher {,,={,,= -+ =0, so dafl diese ganze Berechnung fortfilit.
Hieraus und aus (121) folgt dann weiter, dafl die Belastungsglieder
in den Gleichungen (120) einfach lauten (Abb. 26):

Z,y =@y, Zo=Qg .o - (121a)

Ostenfeld, Deformationsmethode. 6

3
5
=
3
L
Bt |
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Anniherungsberechnung. Wenn es sich darum handelt, Er-
leichterungen der Berechnung anzugeben, kommt es in erster Linie
darauf an, die Auflosung der Gleichungen (118) zu vereinfachen, da
diese sowohl! fir den Zustand {, = {,=---= 0 wie fiir die Zustinde
{,=—1, { = —1... angewandt werden. Wir beginnen mit den
letztgenannten ,Belastungen“ (die Berechnung unter 2.).

Belastung {/ = — 1. Die Gleichungen (118) mit den Belastungs-
gliedern nach (119) lauten hier, nach Weglassung des Faktors 2,
siehe Abb. 26, wo die {/ = — 1 entsprechende Forminderung punktiert
ist, fiir die Knoten .

in Balkenlage 2:

- 3u )
20, AZ'/Lap—*_E#aPCp,:_-}T;QJ p==k,d,b,g,
122
in Balkenlage 3: (122)
3u
20, Syt Ty, b, = — 2 p=a,e 0l

3

in allen iibrigen Gleichungen sind die rechten Seiten Null.
Zieht man das mdglichst einfache Verfahren vor, und 1aBt sich

dafiir gefallen, lieber ein paarmal die Rechnung zu wiederholen,

kann als erste Anniherung gesetzt werden:

! / N o ’
-‘\:'Au’apcp =¢a Elu’ap’ Ztu’bpcp - é_b —24“111;7

womit erhalten wird,

1
in Balkenlage 2: C,{z=—%b—‘—, p=k,db,yg,
—"-‘Iuap h3
1 123
in Balkenlage 3: Loy = — ._éfﬁ,k__._, p=a,e,e,bh, ( )
->J/ubp hﬂ
sonst {iberall: & =0.

Die so erhaltenen Werte werden in das zweite Glied der linken
Seite der Gl (122) eingefiihrt; durch eine neue Aufldsung ergibt sich
dann eine Reihe verbesserter Werte, die in vielen Fiillen schon
genau genug sein werden; ob dies der Fall ist, kann durch eine
dritbe Auflésung konstatiert werden.

Eine etwas bessere Anndherung, die oft ohne Korrektion
hinlinglich genau sein wird, kann in folgender Weise erreicht werden.
Wenn von dem betrachteten Knoten (a in Abb. 26) ein Balken oder
eine Siule nach einem unbelasteten Knoten (k) hinliuft, und wenn
auch die nichstliegenden Knoten jenseits k unbelastet sind, kann
ein einfaches Verhiltnis zwischen den Drehungen {, und {, angegeben
werden (ein ,unbelasteter® Knoten bedeutet hier einen solchen, fiir
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den das Belastungsglied in der Knotengleichung Null ist). Nach der
Grundgleichung (7) ist ndmlich fiir einen solchen Balken a — k:

ﬂIk = Zlu’ak(éa. T 251.)
und wenn hier ' = — 7,/ M, gesetzt wird (der Knoten k wird also
allein durch den Balken a — & auf Drehung beansprucht angenommen),
ergibt sich:

- Ck/ = 2luuk1h1 (Cu.’ + QCIC/)
oder

2u, .7, ,

Hier bedeutet 7z, den von einem Momente 1 verursachten Dreh-
winkel des Knotens %, nachdem der Balken a — Lk entfernt ist.
Dieser Winkel hidngt natiirlich von den Einspannungsverhiltnissen
am anderen Ende der drei von k ausgehenden Balken ab. Indessen
ist die Bedeutung von etwaigen Verschiedenheiten hierin nicht be-
sonders groB; mit fester Einspannung der anderen Balkenenden ist

CkI: -

’

7:7: 4 \‘YIL

fir freie Drehbarkeit 7, = , &0 daf

el |

1
T3 T Ty (124a)

wo Mu die Summe der Steiﬁgkeltsbelwerte der {(drei) von k aus-
gehenden Balken bezeichnet. Ist beispielsweise fiir die Balken pu=1,
fiir die Sdulen ,u=%, so wird 7,/ zwischen ;?—% und 1—10 liegen; es
ist daher nicht schwer, einen ziemlich genauen Wert von 7,/ zu
schitzen und so das anndherungsweise richtige Verhéltnis (,':( '
nach (124) zu erhalten. Im ganzen wird sich 7, nicht viel von
Knoten zu Knoten #ndern, so dafl man sich ein fiir allemal ein
paar Durchnittswerte bilden kann. Die Hauptfrage hierbei ist, ob
Sp in (124a) iiber 2 Siulen 4 1 Balken oder aber iiber 2 Balken
4+ 1 Siule ausgedehnt werden soll. Fur die Umrilknoten fafit M u
nur 2 Glieder in sich.
Setzt man jetzt in den Gleichungen (122 :

‘-a’ = Crll = Cg, = Cb = = é-h

und driickt die Winkel ¢ fiir die hoheren und niedrigeren Balken-
lagen mittels (124) aus, so findet man:

3 u
g‘l‘ [3 5“’lu“up (1 +xk):u’ak] = —-;;ﬂ? p= k: (l, b7 g
3
- (125)
555[32#1);) - (1 + %c) :u“bc] = _h_({l'., p=a,e, h.

3
6*
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Hiermit sind alle {’ der Balkenlagen 2 und 3 bekannt; in der
niichsten Balkenlage nach unten sind sie — s, Ca', in der n#chsten
nach oben —x {,, in der folgenden -, x, ,/ usw. (die Indizes
beziehen sich auf die Knotenbezeichnungen in Abb. 26) Selbstver.
stiindlich konnen auch diese Werte durch eine Umrechnung ver-
bessert werden, indem die zuerst gefundenen ¢’ in das zweite Glied
der linken Seite in (122) eingefithrt werden.

Die Koeffizienten der GL (120) konnen jetzt mit Hilfe der
gefundenen (' gebildet werden. So ergibt sich nach (121):

’ 6 -1 ot
Z{, = EZILLab(Cai + C5e— 2wap, 1)
wenn hier die Werte von {g, und [j, aus (123) eingefiithrt werden
1
und gy, = — = gesetzt wird, folgt:
i3

6 1 1 % 1 2
Zt,t=— y;u(“<_ ab T __tad __{____)
and ’ Ztuap hs .2/ Hy v 753 ]LS

I SN O W
. 2 Han /‘l‘ub 9 y " + 22‘1’%1) ' ( )

L Fap

Weiter wird Z, erhalten, indem der Winkel w in (121) hier
gleich Null zu setzen ist und indem ¢, in { nach (124) aus-
gedriickt wird:

6 6 1 — .
! = X ! -— == e e Y‘ v e ,L i
Zts h’s 2 r /“ab Ca (1 "b) hg h‘s < /‘Lub l“u k }‘1 . ? (127)
und auf dieselbe Weise:
6 1 — %
Z’ — e S 7 [ ] e 1 A
tu lLs }!’4 ) A“abl“’bc y/ 1)2] ) ( 27 q‘)

wihrend die darauf folgenden Z/, und Z{, ohne wesentlichen Fehler
gleich Null gesetzt werden konnen. Beispielsweise ist:

, 6 e, (1 — »,)
Ziy = T by 2 Mgy Mio” ‘“2““]1: “,
wo x, eine kleine Grofle ist.

Vernachlissigt man also Z;, und die analogen Werte, so wird
erreicht, daB aus (120) ein System von Clapeyronschen Gleichungen
hervorgeht, das verhéltnismiBig einfach aufzulsen ist. Die Koeffizienten
werden mnach (126) und (127) berechnet, wo zur ersten Summen-
bildung jeder Siulenstrang einen Beitrag liofert, withrend die im
Nenner stehende Summe iiber die verschiedenen Werte von p (vgl
(122)) auszudehnen ist. Z/, berechnet sich nach (126), wobei jedoch
das eine Glied des letzten Klammerausdrucks verschwindet, da der
Winkel ¢ an der Einspannung Null ist.
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Die Belastungsglieder in (120) ergeben sich ebenzo nach (121),
indem ¢ und ¢, durch jy und £}, ersetzt werden wund indem
y'=0. TFir Winddruck ist {;o= (=0 und Q, =V, + V,+T,
(siche Abb. 26); fiir lotrechte Belastung ist @, = 0.

Will man sich mit einer weniger guten Anniherung begniigen
als derjenigen der Clapeyronschen Gleichungen, so kommt in Frage,
in (126) das letzte Glied innerhalb der Klammer zu streichen und
dementsprechend Z;, = %/, = 0 zu setzen, so dafl jede Gleichung
jetzt nur eine Unbekannte enthilt; der Koeffizient dieser Unbekannten,
nimlich:

12 12 "
2= }—13“.3'2/%1)7 Z;s = FZ‘U‘”‘ : (126)

ist dann der n#mliche, wie in der unmittelbar vor (120) aufgefiihrten
Form der Gleichung (vgl. (33) in Kapitel 5).

Bei der Anniherungsberechnung fir Winddruck hat man
hiernach folgendes zu tun: Die Knotendrehwinkel ¢, (i, ... be-
stimmt man nach (123) oder besser nach (125); {/, (/... werden
mittels der Binzelgleichungen, die sich mach (128) ergeben, berechnet
oder besser mittels der Clapeyronschen Gleichungen nach (126)
und (127); die endgiltigen Winkel £/, ¢,/ ... sind dann durch (117)
gegeben.

Fir lotrechte Belastung wird es im allgemeinen notwendig
werden, einige verschiedene Belastungsfille zu behandeln. Man denkt
sich am besten jedesmal nur eine Balkenlage belastet (abwechselnd
in den verschiedenen Feldern) und findet die hierfiir geltenden Winkel
Cio> &ho -.. aus den Clapeyronschen Gleichungen, die sich aus (118)
ergeben, wenn in der Gleichung Z, = 0 die beiden hier vorkommenden
Winkel ¢, und {, (sieche Abb. 26) mittels (124) in ¢, ausgedriickt
werden. Die Gleichung Z, =0 wird dadurch:

2 My, Ce, + (42/1(‘1, — 2 HoMlyg ™ 2 . /’Lbc) Cb’ + 2 Hop é-hl = ZbO’ (129)

Als erste Anniherung konnen dann weiter (' ={'=---=0
gerechnet und somit ohne weiteres die gefundenen Werte (;0, {ho .- -
als die endgiiltigen benutzt werden. Der hiermit begangene Fehler
hat keine groBe Bedeutung, wenn die Belastung nicht allzu stark
von einer symmetrischen abweicht. — Wiinscht man genauer zu
rechnen, so sind die Gleichungen (120) zu benutzen, zu Einzel-
gleichungen oder Clapeyronschen Gleichungen umgeformt, wie oben
erklirt; die Belastungsglieder werden nach (121) gebildet, indem hier
w =0 gesetzt und fir ¢/, ... die zuerst gefundenen Werte
&lo, Cho ... eingefithrt werden.
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11. Vierendeel-Balken.

Zur Behandlung dieser Trigerform eignet sich die Deformations-
methode nicht besonders wegen der hochgradigen Beweglichkeit der
Knotenpunktfigur. Indessen wird es sich zeigen, daBl die Grund-
gleichungen der Deformationsmethode nichtsdestoweniger auch hier
dazu benutzt werden kémnen, um einfacher und schneller zu den-
jenigen Beziehungen zu gelangen, die der Behandlung der Vierendeel-
Triger zugrunde gelegt werden sollen.

An die gewdhnliche, einfachste erste Anndherungsrechnung
anschlieBend, wo Gelenke mitten in jeder Vertikale und in jedem
Gurtstiick gedacht werden, soll die Behandlung hier folgendermafen

y»  gegliedert werden:

v, ~ EX;'/‘ ";_ Als zwehi te Alllln éihej-
) \1— AP rungsannahme sollen die
—Q } A 4 YA, gedachten Gelenke in den

Vertikalmitten beibehalten
werden, die Gelenke in den

H \\7_”.% Gurten dagegen nicht; diese
r-1
=7 R Annahme ist in den meisten
P R 78 | Fillen eine duflerst gute An-
r.7

niherung, biaweilen auch
gangzgenau,ndmlich wenn
der Triager mit Riick-
sicht auf Form und Ab-
messungen symmebtrisch
um eine zu den Pfosten
Abb. 29. senkrechte Achse und
nur mit Kriften senk-
recht zu dieser Achse belastet ist. Vorausgesetzt ist hierbei
jedoch, daB die Belastung nur in den Knoten angreift und daf
keine Riicksicht auf die Liéngeniinderungen der Pfosten genommen
werden soll: es macht dann keinen Unterschied, ob die halbe Be-
lastung von den Knoten des Obergurts zu denjenigen des Unter-
gurts oder umgekehrt versetzt wird, und somit hat man mit einem
spiegelsymmetrischen Belastungsfall zu tun, wo bekanntlich leine
Normalspannungen, also auch keine Momente, im Symmetrieschnitt
auftreten konnen. Wie gezeigt werden soll, kommt man mit dieser
Anniherung zu einem System Clapeyronscher Gleichungen,
mit deren Auflésung die Berechnung erledigt ist.
Als dritte Berechnungsstufe liBt man endlich auch, wenn
notig, die Annahme von Gelenken in den Pfosten fallen. Man kommt
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Zur Behandlung dieser Trigerform eignet sich die Deformations-
methode nicht besonders wegen dor hochgradigen Beweglichkeit der
Knotenpunktfigur. Indessen wird es sich zeigen, daf die Grund-
gleichungen der Deformationsmethode nichtsdestoweniger auch hier
dazu benutzt werden kénnen, um einfacher und schneller zu den-
jenigen Bezichungen zu gelangen, die der Behandlung der Vierendeel-
Triger zugrunde gelegt werden sollen.

An die gewShnliche, einfachste erste Annidherungsrechnung
anschlielend, wo Gelenke mitten in jeder Vertikale und in jedem
Gurtstiick gedacht werden, soll die Behandlung hier folgendermallen

et gegliedert werden:

" /);/‘ Als zweite Annihe-

iy ‘/—iu'\ f“J 5 ’? ]( ;— rungsannahme sollen die
—Q}h i gedachten Gelenke in den
Vertikalmitten beibehalten
werden, die Gelenke in den

A, \\7_{% Gurten dagegen nicht; diese

=7 ¥ Annahme ist in den meisten
g A 7aa Fillen eino iuBerst gute A

JH, A allen eine auberst gute An-

niherung, biaweilen auch
gangzgenau,ndmlich wenn
der Triager mit Riick-
sicht auf Form und Ab-
messungen symmetrisch
um eine zu den Pfosten
Abb. 29. senkrechte Achse und
nur mit Kriften senk-
recht zu dieser Achse belastet ist. Vorausgesetzt ist hierbei
jedoch, daB die Belastung nur in den Knoten angreift und dafB
keine Riicksicht auf die Léngeniinderungen der Pfosten genommen
werden soll: es macht dann keinen Unterschied, ob die halbe Be-
lastung von den Knoten des Obergurts zu denjenigen des Unter-
gurts oder umgekehrt versetzt wird, und somit hat man mit einem
spiegelsymmetrischen Belastungsfall zu tun, wo bekanntlich keine
Normalspannungen, also auch keine Momente, im Symmetrieschnitt
auftreten kénnen. Wie gezeigt werden soll, kommt man mit dieser
Annidherung zu einem System Clapeyronscher Gleichungen,
mit deren Auflésung die Berechnung erledigt ist.
Als dritte Berechnungsstufe liBt man endlich auch, wenn
notig, die Annahme von Gelenken in den Pfosten fallen. Man kommt
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dann zu zwei Systemen von ,,gemischt-Clapeyronschen“ Gleichungen,
deren Aufldsung sehr schnell mittels ein paar Proberechnungen be-
werkstelligt werden kann,

Die benutzten Bezeichnungen fiir die Schnittkrifte sowic deren
positive Richtungen gehen aus Abb. 29 hervor. Die Momente im
Obergurt und Untergurt, unendlich nahe den Knoten, sind X und Z,
in den Pfostenmittelpunkten Y, die Querkvifte ebenda 4 H. Da die
wagerechten Komponenten der Gurtkriifte H sind, hat man

dH =H —H. (130)
Die Bezeichnungen fiir Feldnummer, Pfosten- und Gurtlingen usw.
sind in Abb. 30 angegeben; unten in derselben Abbildung ist die

Momentenkurve fiir die #uflere Belastung dargestellt. Die Be-

lastung wird vorliufig lot- e — 0= =

recht und mittelbar -9 _ ; ~‘|;__N_fﬁh2 '
wirkend angenommen, die ~— i fﬁz, i il
IYImn.er.ltenku.rve somit ge- A ]Il’m.l 2 }']‘m'g L 7‘%3
radlinig von Xnoten zu ke i v I
Knoten; ihre Ordinaten in OAk i | :

den Knoten sind MP°, | Tz ‘~-ﬁ: 2 i 3
MO ..., M0 ..., im Mittel- | A 1
punkte zwischen zwei Kno- ‘H- —dm e el e A - e

ten 21, ,, der Ordinaten-

zuwachs im s-ten Telde
AMPL. Auf dieselbe Weise
ist die TrigerhGhe mitten
zwischen zwei Knoten b,
und der Hohenzuwachs im
r-ten Feld 4h, .

Weiter seien die Trigheitsmomente der vier UmriBistibe des
r-ten Feldes J.”, J*, ,' i, J;', und es sollen die Abkiirzungen ge-
braucht werden: .
0 J,ow, ,  J.h,
o = JE’ 7?, u, = Jr"u 7’:; b = T (131)
wo J, ein konstantes Tréigheitsmoment und 4, eine konstante Lénge,
z. B. die Feldlinge, falls dieselbe konstant, bezeichnet; die Groflen
o, u', h' sind Zahlenwerte und gleich den reziproken Werten der
im vorhergehenden henutzten Steifigkeitsbeiwerte .

Endlich wird zur Ablkiirzung gesetzt:

Abb. 30.

! 7
. o — LL
R €, ___]___gu —AJ_., _f,...}
g o/ -+ u e [4] 0,
Tt ’ (132)
2h’ 2h'
ﬁ P — —-——,-L<_,’ ﬁ .” = e
g 0 -, _{' %, ' 0r+1 + uH—L



88 Vierendeel-Balken.

Wir beginnen damif, einige allgemeine Beziehungen zwischen den
Sehnittkriften in Abb. 29 herzuleiten. Wenn die Drehwinkel der
Ober- und Untergurtknoten (° bzw. {* genannt werden, kann nach
(7) in Kapitel 3 fir den r-ten Pfosten (dessen Steifigkeitsbeiwert
u sei) aufgeschrieben werden:

AZ =2p R+ — 3yh),

—dX =2u(" 420" =3y}, } AX, 442, =2u(" L)),

und da ._/_/’AY).—]L_ AZ': Q:Y) und yZ3 =—hl,—f
hi" Y, = é‘,.“ — C,.o; h;—l Yr—l = Cru—l - é.ru—l . (133)

Ebenso hat man fir den Ober- und fir den Untergurt des

. . . . . 1 .
7-ten Feldes, indem die Steifigkeitsbeiwerte hier =7 und -1—, gind:
» ul‘
o/ X/=2(@L 420" —39,]);)
w'Z =25 -2 — 3y "); )
die Stabdrehwinkel y sind gleich dem Unterschied zwischen den lot-
rechten Durchbiegungen der beiden Knoten im Ober- bzw. Unter-
gurt, durch die wagerecht gemessene Feldlinge dividiert. Da die
Durchbiegungen fiir den Ober- und Untergurt gleich sind, wenn von
den Lingeninderungen der Pfosten abgesehen wird, was immer im
folgenden geschehen soll, mufl werden: u,° = y ". Durch Subtraktion
der beiden Gleichungen (134) ergibt sich daher:
o/ X! —u!Z! =211 — &)+ 40 = L),
und somit durch Verbindung mit (183):
0)_' X —uf Zr' =— 2kl Y, — 4 hr' Y. (134 a)
Auf dieselbe Weise wird fir das (r 4 1)-te Feld hergeleitet:
Of X — ) 2 =44 h Y -2k Yoy (134D)

(134)

Werden jetzt zwel lotrechte Schnitte unendlich nahe links und
rechts dem #-ten Pfosten gelegt, dann erfordert das Gleichgewicht
zwischen den duBleren Kriften und den Schnittkriften:

MO —Hbh =-—X'—2' wnd M°—H, h=—X"—2/;
wenn diese Gleichungen mit (134a,b) verbunden werden, ergibt sich

durch Auflésung (mit Benutzung der Abkiirzungen in (132)):
X' =—aM"—HNh)—p"Y, 1 —28'Y
X = (M —H, )28 Y A fliaYeins l
Z!=—1—a)(M°—Hh)+ g Y, 1+ 2p1;
Z!=—(Q1—wa )M —H h)—28"Y — Bl Y.

(135)
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Hiermit sind alle Schnittkrifte durch die GréBen H
und Y ausgedriickt, so dal es sich im folgenden nur darum
handelt, diese beiden GréBen zu ermitteln.

1. Annitherang. Werden Momenten-Nullpunkte (Gelenke) in den
Mittelpunkten séimtlicher Gurtstabe und Pfosten (bis auf einen) vor-
ausgesetzt, hat man bekanntlich, mit den Bezeichnungen in Abb. 30:

0
H = 1}_’,,1_, (136)
Ly, ‘
hiermit sind auch die Momente X und Z nach (135) bekannt, indem
hior alle Y =0 werden. Die Annédherung ist jedoch nur einiger-
mallen brauchbar, wenn die beiden Gurte gleiche Abmes-
sungen besitzen, wenn also o’ =/, ¢« =%, womit (135) liefert:

1 - h
X/'=2'=— ) (-M,.” — 7—17}’— ﬂ173.r) : ]
lll r 5 13'_«
X"=z/ 1<M° LTS ) J e
. T4, = oot ars — 2. 1]
2 }Lm rvi1 e
und die gréBten Pfostenmomente (oben und unten):
AX =47 =X'—X"=1%1h 4dH,. (137a)

2, Annpiiherang. Es werden Momenten-Nullpunkte nur in den
Pfostenmitten vorausgesetzt, somit werden alle Gréflen ¥ =0; es
bleibt dann nur iibrig, die Grofen H
zu bestimmen. Die hierzu noétigen Glei-
chungen werden erhalten, wenn fiir jedes
Teld die Bedingung aufgeschrieben wird,
daf3 sich die Punkte a, b in Abb. 31
ebenso weit voneinander entfernen wie
die Punkte a,, &,, also:

Ad(a—b)=d(a, —b).
Lafit man d(e — &) die wagerechte Pro-
jelition der Abstandsiinderung bedeuten,
so kann diese GroBe mittels der Arbeitsgleichung ermittelt werden,
und es ergibt sich:

Abb. 31.

Tﬁhr—-l ,ljh,.
E/{f {(a— D)= — "{7 f/lH_] ydy - J,JAG J_IH y*dy
0
fa s et
= — -~71,_17zr_.1AH 1+ ,JL,-}: JH,

— &0 [N (2R g A+ h) A X (b 20,
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wo das letzte (lied mit Hilfe von (135), indem alle Y= 0, und

indem #._,=h, —34dh, b =h,  +$4%h, geschrieben werden
kann:
+ &0/ {6k, My, 54k AN — (R, .+ L(40)%H,}.

Auf dhnliche Weise wird 4 (a, — b,) gebildet; die von den Pfosten
herrithrenden Beitriige sind die ndmlichen wie oben, nur mit ent-
gegengesetzten Vorzeichen, der Beitrag vom Untergurt wird aug
demjenigen des Obergurtes durch Vertauschung von o' mit «' und
Anderung des Vorzeichens erhalten. — Es ist hierbei nur mit den
Biegungsmomenten gerechnet; wiingcht man die Beitrige von den
Lingendnderungen der Gurte mitzunehmen, die hisweilen nicht ganz
ohne Bedeutung sind, so hat man die Glieder

[ X
—o/to H,  bzw., 4w lip I

hinzuzufiigen, wo ¢ den Trigheitshalbmesser fiir Ober- und Unter-
gurt bedeutet.

Wird endlich A (a — b) =4 (e, —b,) gesetzt, so ergibt sich die
Gleichung:

L, h,._1>‘-’ { 1 //,lzb,,>-: J
=gt () ey = ol [ () (
' 138)
, 1 ,(__ h,,__>' . '(%g-,f_ 1 Ah,,_AM,_“>
Tt ) E )=\ g )

ne, ¥ m, v e Tm,

e LYy L ()
» «, 7),”1,,,_ 1 —g, hm’ ,
den Beitrag der Normalkrifte in den Gurten angibt und daher oft
vernachlissigt werden kann. Die Momente M sind positiv mit dem
Uhrzeiger gerechnet, wenn sie sich auf die duBeren Kriifte links
des Schnittes heziehen.

Eine solche H-Gleichung kann fiir jedes Feld aufgestellt werden;
wie man sieht, hat diese die gewdhnliche Clapeyronsche Torm,
Die erste und letzte Gleichung enthilt nur zwei Unbekannte, indem
fir r=1 H,_, =H;=0 zu setzen ist. Ubrigens wird die erste
(und letzte) Gleichung teilweise davon abhingen, wie der Triger an
den Enden abschliefit; es sind hier die folgenden Mbglichkeiten in
Betracht zu ziehen: o

1. Der Triger endigt in einem Pfosten mit endlichem
Trigheitsmoment (wie in Abb. 30); es ist dann H, =0, h, aber
von Null verschieden.

2. Die Gurte laufen zu einer Spitze zusammen, wodurch
hy=0, so daB Hy=10 und h =0,
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3. Das erste Feld (0 —1) ist undurchbrochen (Abb. 32);
hier wird by =h = 0/=u' =0, indem das Triigheitsmoment fiir
alle vier Umristibe des ersten Feldes unendlich groB zu rechnen
ist. Die erste zu ermittelnde Gréfe H ist H,, so daf} die erste
Gleichung hier mit r =2, H, =0, b= 0 erhalten wird.

4. Der Triager schlieBt ab mit einem Pfosten
mit unendlich groBem Trigheitsmoment, in-
dem z. B. beide Gurte des
ersten Feldes in einem Fun- F
dament fest eingespannt sind SR
(Abb. 33); die erste Gleichung E i
wird mit r=1, H,=0, ¢ B
Iy = 0 erhalten. Abb. 82

Wenn die H nach (138)
berechnet worden sind, finden sich die Gurtmomente nach (135), wo
alle Y= 0, und die Pfostenmomente aus:

AX, =d7 =+ Lth dH.. (139)

Fir unmittelbare Belastung einer der Gurte (oder beider
Gurte) kann npatiirlich weiter mit der Anniherung ¥ = 0 gerechnet
werden, genau wird diese Annahme aber nur in den seltensten
Fillen sein. Betreffend Beriicksichtigung einer unmittelbaren Be-
lastung soll daher hier auf die unten folgende genauere Untersuchung
hingewiesen werden, deren Ergebnis ist, dafi die Beziehungen (135)
durch (144) zu ersetzen und daf in der H-Gleichung (138) das in
(145a) angegebene Glied der rechten Seite hinzuzufiigen ist.

Bine gleichférmige Temperaturdnderung ruft keine Span-
nungen hervor, wenn der Trédger #uBlerlich statisch bestimmé ist.
Wird der Obergurt um t° héher erwirmt als der iibrige Triger,
ist auf der rechten Seite in (138) hinzuzufiigen:

0
EJ t-—1—.
eBJ 1 T,

Ob die hier benutzte Anniherung, alle ¥ gleich Null zu setzen,
hinlinglich genau ist oder nicht, kann in folgender Weise untersucht
werden. Das Moment Y, kann durch die Momente 4X, und A4Z,
an den Pfostenenden (siehe Abb. 29) ausgedriickt werden, und 4X,
und AZ_wieder durch X, X", Z', 2", mittels der Beziehungen:

Y, =UdX.+4Z); |

AX =X/~ X" A2, =—2/+5"|

Wenn Y gleich Null sein soll, gelangt man so zu der Bedingung:
X'—-X"—-2'+2"=0, (141)

(135a)

(140)
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-t

die im obigen nicht benutzt wurde. Fithrt man in (141) die Werte
von X und Z aus (135), mit ¥ =0, ein, so ergibt sich:

J‘[r'o [—- “r ; U; +1 : (1 - ) - (1 1)] + Hr hr [((), - (1 - 6{1_)]
- Hr+1 }Zr [“r+1 (l - [[)-—%*1)] =0

oder mit Hilfe von (132):

(e, H. —e., H,  )— 3 —e ) Mo=0. (141a)

Diese Bedingung ist u. a. erfiillt, wenn der Tréger in bezug auf
eine zu den Pfosten senkrechte Achse symmetrisch ist, wodurch
W, =, = =%, & =2¢ ,=--=0 wird. In anderen TFillen
kann man sich durch Ausrechnung der linken Seite in (141a) einen
Begriff von dem begangenen Fehler bilden und so entscheiden, ob
eine genauere Berechnung notwendig ist. Es wird sich zeigen, daf
die Werte der Momente ¥ gerade von der GroBe in (141a) abhéngen.

Genane Berechnung. Wenn dic Momente Y nicht Null sind,
geben sie erstens einen Beitrag zu den Abstandsinderungen 4 {a — )
und d(a, — b,) in Abb. 31, und somit einige neue Glieder in den
H-Gleichungen (138). Diese Beitrédge riihren jedoch nur von den
Gurten her, indem sich die beiden Punkte @ und ¢,, und ebenso
b und b,, gleich viel infolge der Biegung der Pfosten bewegen. Die
Gurte liefern wie oben:

d(a — b)—— — 5o, [Y” @h,_, + k) X (b, +20)];
d(a, —b)=—4 5w/ [Z/ 2k, _,+h)-| 2/ (h,__l - 2R,

und wenn hier die Werte von X und Z aus (135) eingefiihrt werden,
indem die Y jetzt mitgenommen werden, so findet sich nach einiger
Ausrechnung, daf auf der rechten Seite in (138) hinzu-

zufligen ist:
1 (e _ R h !
— =&, < l,—l bp— -1 Yr—l — _f!%ﬁ'; Yr> . (142)

9
= hm T

Zweitens braucht man ein neues Gleichungssystem zur Be-
stimmung der Momente Y. Ebenso wie die H-Werte dadurch be-
stimmt wurden, dafl die gegenseitigen Verschiebungen /A (¢ — b) und
d(a; — b,) in Abb. 81 gleich groB sein muBiten, wiirde es naheliegen,
die ¥ durch die Bedingung zu ermitteln, daB die gegenseitigen
Drehungen der Querschnitte a, b und a,, b, gleich zu setzen wiren;
diese Bedingung ist aber in der Tat schon erfiillt zufolge der Her-
leitung der Ausdriicke (135). Dagegen sind die Beziehungen (140)
nicht vorher benutzt; sie filhren jetzt, wenn die ¥ nicht Null sind,
anstatt (141) zu:

X' o X',” . Z,,’ _}__ Z)." — 212‘,



Vierendeel-Balken. 93

oder, wenn die Werte von X und Z aus (135) eingefiihrt werden:
Priad, o+ (1428 +28")Y, + /Y, .,

= .]2(67 - é:r-l—l) ﬂ[ro - %}Lr (.lga' Hr - 61‘+1 Hr-%—l) ' (14’3)
Eine solche Gleichung kann fiir jeden Pfosten aufgeschrieben werden.
Withrend man bei der ,2. Anndherung® nur mit einem Systeme
reiner Clapeyronschen Gleichungen zu tun hatte, beruht die Er-
mittelung der GroBen H und Y hier auf den beiden Gleichungs-
systemen (138) mit (142) und (143), die nicht mehr die reine
Clapeyronsche Form haben, Indessen kann die Auflésung ver-
hiltnismafig leicht auf folgende Weise bewerkstelligh werden: zuerst
werden die H aus (138), ohne Hinzufiigung der Glieder (142), be-
rechnet, dann bildet man hiermit die rechten Seiten in (143); diese
liefern eine Reihe von Y-Woerten, die in (142) - (138) eingesetzt zu
verbesserten H-Werten fithren usw. Natiirlich wird die Rechnung
am besten so durchgefithrt, dal man das zweitemal nur die Kor-
rektionen fiir H bestimmt [man &8t also das zweitemal die Be-
lastungsglieder in (138) fort und ersetzt diese durch (142) allein].
In den meisten Fillen sind die Y so kleine Grofen, dall eine einzelne

Umrechnung geniigen wird.
Uber die ersten (und letzten) Gleichungen, an den Tragerenden,

ist folgendes zu bemerken:
1. Der Tréiger endigt in einem Pfosten mit endlichem
Trigheitsmoment. Die erste Y-Gleichung wird am besten direkt

hergeleitet. Indem fiir den Endpfosten 2Y, = — X" -} Z/" ist, wird
mit Hilfe von (135) erhalten:
(128, ) Yy + B Yy = — e, My ey o H,. (1432)

Die erste H-Gleichung wird aus (138) - (142) mit r =1 erhalten.
2. Die Gurte laufen in einer Spitze zusammen, Hier ist
hy="0, b/ =0, 8,/ =p,=0. Die Grole Y, hat keine Bedeutung
(man kann Y, = 0 setzen); die erste 1-Gleichung ist:
(1 + 2/31’ + 2:51,/;) }'1 + ﬂ-zl ya = 1' (81 - 52) D110
—Lh (e, H — &, H,). (143b)
X, und Z,” ergeben sich ohne weiteres nach (135) mit r =0,
po =0 und Y, =0.

3. Erstes Feld undurchbrochen. A/ =»h'=o0/=1u=10;
B =B/ =, =0. Die erste zu berechnende Y-Grofle ist ¥,; die
erste Y-Gleichung wird aus (143) mit 7 = 2 erhalten, oder aus (143b)
durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 mit 2 und 3.

4. Der Triger endigt in einem Pfosten mit unendlich
groBem Trigheitsmoment. A/ =0, f,"=0; die erste ¥-Glei-
chung ist (143b).
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Unmittelbare Belastung. Wenn die Belastung auch zwischen
den Knoten angreift, ergibt sich die in Abb. 34 dargestellte M°-Fliche.
Im vorhergehenden ist nur mit dem Momentenpolygone mit den
Ordinaten M, ,, M°... gerechnet, jetzt sollen auch die schraffierten
,sekundiren” Momentenflichen beriicksichtigt werden, mit der Or.
dinate m® im beliebigen Punkte . Es bezeichnen m/.y und m die
Einspannungsmomente, die von
der umittelbaren Belastung an
den Knoten (r — 1) und r her-
vorgerufen werden wiirden,
wenn der belastete Gurt an
diesen Knoten fest eingespannt
wire; m,.; und m' werden
in der nimlichen Richtung
wie die GroBen X und Z positiv gezahlt.

Bei Beriicksichtigung der sekundiren Momentenflichen bleiben
die Gleichungen (134) und die analogen fir X” und Z” nicht mehr
richtig. Nach (7) in Kap. 3 ist (134) jetzt, wenn der Obergurt be-
lastet ist, durch:

Or, (Xr, - m’r’) =2 (CTO—I -+ 2 ér() —3 1/}1'())
zu ersetzen, und ebenso (134a) durch:

P! rezo ’ _ ry Py 1
o/ X' —u'l = —2h,Y |, —4b'Y Jo'm/;

Abb. 34.

ist der Untergurt belastet, hat man Z' durch Z'— m' zu ersetzen.
Wenn diese Gleichungen mit den Gleichgewichtsbedingungen fiir die
lotrechten Schnitte links und rechts der r-ten Vertikalen verbunden
werden, ergeben sich anstatt (135) die folgenden Ausdriicke:

Obergurt belastet Untergurt belastet

X' = +1 —e)m/’ —a,m!,

X, = | wie in +(1—e,,,)m” — &, ,m,

z,! = [ (135) —(l —«)m/ 4, m/, (144)
2! = — (L —ea. . )m” + o, m/.

Wenn mit diesen Ausdriicken weiter gearbeitet wird, so gelangt
man nach einer lingeren Ausrechnung dazu, daB auf der rechten
Seite der H-Gleichungen hinzugefiigt werden muf:

’

.0, ’ i ) r
it m) = = w], (149)

m,r m,

oder immer genau genug:

(145a)
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Bs ist hier gleichgiiltig, ob die Belastung am Ober- oder Untergurt
wirkt; sind beide Gurte belastet, hat man nur unter m/., und m/
die Summen der sekundiren Einspannungsmomente fir beide Gurte
zu verstehen.
Durch Rinfithrung der Werte aus (144) in den Ausdruck
Y, =1(X'—X/"— 2! Z2/)findet man endlich, dafl auf der rechten
Seite der Y-Gleichungen hinzuzufiigen ist:
. ’ ht 14
Obergurt belastet: (1 — ea)m/ — (1 —”cer_”) m,, } (146)

Untergurt » : —a.m/ 4., m”.

Spezielle Fille.

a) Paralleltriger mit J =J"; 0/ =u’, ¢ =31, ¢ = 0. Die
g ¥ ¥ ¥ ¥ r ¥

Momente Y sind Null, die H-Gleichung vereinfacht sich zu:

_ %h/_l (H_,—H)+o’ (1 +4 %-) H 4 »é-h,f (H —H, )
0 4 gv_{”g;"
L

wo ¢ den Trigheitshalbmesser des Gurts bedeutet, oder nach Division
mit o' =1 (o +»/) und mit Vernachliissigang des Einflusses der
Normalkriifte:

1 1 4 1 1 1117:; r
- _6'ﬁr”—1Hr—1 -+ (“6' r—1 1 _b'—ﬁ"l> H ~ _{;‘ﬁr’ Hy=-—= (147)

Die erste Gleichung wird mit r =1, H, =0, " > 0 erbalten.

Fir konstante Feldlinge 4 und gleiches Trigheitsmoment
sowohl der Gurte wie der Pfosten, eine Voraussetzung, die zu
ganz brauchbaren Ergebnissen zu fihren scheint, vereinfacht sich
(147) zu:

. i A B,
— -1 2 = —_— - g
R R L e
und die erste Gleichung zu: (147a)
1) i A My
(2—{—67&- Hy — =65~

b) Ober- oder Untergurt reduziert sich auf einen reinen
Druck- oder Zugstab, der an den Pfosten mittels Gelenken an-
geschlossen ist, Ist dies beispielsweise fiir den Obergurt der Fall,
werden:

0 =04y =1 =00, € =0, 4 = =0,
g ==& = =1, alle §=20.
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Aus der Y-Gleichung (143) wird:
yl‘ = }Ehr (Hl - Hr+ 1) 4
ein Ausdruck, der auch fir unmittelbare Belastung giiltig ist. Diese
kann hier nur am Untergurt angreifen, womit das in den Y-Glei-
chungen hinzuzufiigende Glied (146) verschwindet. (135) liefert das
selbstverstindliche Ergebnis X/ = X" =0, und durch Einfiihrung
des gefundenen Wertes von Y, in (138) und (142) geht die H-Glei-
chung iiber in die reine Clapeyronsche Gleichung:

_§<’l'—l);; JH L~ H) ) [ L </“:h )'—w,]ﬂ,.

m, myr
1 b

v = o o
(e hH —H MY, 4+ = AMO), (148
+ 3 }bﬂl, r ! ( ! +1) h”l)l r " a 77}1 2 \ )

Bei unmittelbarer Belastung ist auf der rechten Seite der Aus-
druck (145a) hinzuzufiigen, worin

,A//‘/ \ ¢.0=u zu setzen ist.
¢) Die Gurte laufen zu

i &
Abb. 35. einer Spitze Gber den Stiitzen

zusammen und die Steifigkeit
aller Zwischenpfosten ist verschwindend (Abb. 35). Hier sind
alle H gleich grof}:

I:[I:__sz...::}]rzﬂ.

Ferner sind alle = 0, die Gré8en 2" aber unendlich groB, so daf
die Ausdriicke (135) unbrauchbar werden. Uberhaupt kann die Be-
handlung nicht ohne weiteres als besonderer Fall der obigen all-
gemeinen Berechnung durchgefiihrt werden.

Bei Bestimmung von X kann auf ganz ihnliche Weise wie
oben vorgegangen werden. Denkt man sich vorliufig die Hohe der
Endpfosten nicht gleich Null, éiberschneidet sie durch einen wage-
rechten Schnitt und bezeichnet die beiden Seiten des Schnittes mit
a, a, und b, b, (wie fiir die Zwischenpfosten in Abb. 31), so mul}
auch hier

A{a—0)— d(a, —b)=0

sein. Als Beitrag der Gurte eines einzelnen Feldes zu
A(a——~b)———d(al—b]>)
wurde oben gefunden'

3 AF )
&, 0, b r [1 o (7 'y > -{—/} —«.0/h, (Mm » - 112 }]h’ AM, >
dieser Beitrag ist von der H6henlage des wagerechten Schnittes un-
abhiingig, wovon man sich leicht iiberzeugt. Indem hier in der Tat
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gar kein Beitrag von den Pfosten erbalten wird, findet sich durch
Summierung iber die verschiedenen Felder die folgende Gleichung
zur Bestimmung von H:

r=n
7 2 1 Jh} 2
H.r;_:'a, o, by [1 -+ 3 <T> + Hr]
r=n
4 .
= ya, 0, hm T(M,?l . + . N h' 4.M 0) (149)

=1 ", r

Bei unmittelbarer Belastung ist nur der Ausdruck (145a), mit
B s vervielfdltigt, innerhalb des Summenzeichens auf der rechten
Seite hinzuzufiigen.

Um die Gurtmomente X und Z zu bestimmen, ist dagegen eine
neue Entwicklung vorzunehmen. Man kann zwar hierbei von den
nimlichen Gleichungen wie frither, (134) und den analogen, ausgehen,
muf} aber vermeiden, die Pfostenmomente Y als Zwischenglieder in
die Rechnung einzufithren. Zuerst sei noch bemerkt, daB die Momente
4X und 4Z (Abb. 29) hier Null sind, und somit:

X'=X"=X uwd 2Z'=2"=17; (150)
vorldufig ist es indessen praktisch, die Bezeichnungen X’ und X”
beizubehalten. — Nach (134) hat man:
20/ X =4[ 1+2L"—3y");
—o/XLi=2(2" 40— 8y,
und durch Subtraktion erhidlt man:
o (X +2X)=6(."—6vy";
ebenso wird hergeleitet:
w!/(Z/ L+ 22 )=6("—6y",
und, da "= ":
0, (X[ +2X))—w/(Z/L +22))=6("—(")-

Fiir das folgende Feld gelangt man auf &hnliche Weise zu:
—0/41(2 X)) 2 rTI)‘}_ur-.—l(gZ +Z,+1)_6(g -
werden die linken Seiten dieser Ausdriicke glelchgesetzt, X/, X7,
Z', 2" durch X und Z ersetzt und die Untergurtmomente Z mittels

der auch frilher benutzten Gleichgewichtsbedingung:

Z =—M"-++Hh — X, (151)
fortgeschafit, so ergibt sich schlieBlich die folgende Clapeyronsche
Gloichung zur Bestimmung der X:

(o +u/) (X,_,+2X )4 (o)1) (X, + X 1))
= — /(ML —~Hh_)+2(3° — HbL)]
— )1 [2 (M0 — Hb,) -+ (M — Hhid))s (152)
wonach die Z durch (151) gegeben sind.

Ostenfeld, Deformationsmethode. 7
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Fir das erste Feld ist {,°=(,", wodurch die erste Gleichung
nach einiger Ausrechnung wird:

2X + X, =—«,(2M° 4 M — Hbh,), (152a)

wo M° fir eine einfache Stiitzung in 0 gleich Null ist.
Bei unmittelbarer Belastung, z. B. lings des Untergurtes,
ist auf der rechten Seite in (152) hinzuzufiigen:

— ' (m - 2m)) — wlp (2m - mly). (152Db)

Diese Triagerform ist sehr oft als Eisenbeton-Bogenbriicke mit
Zugband ausgefithrt; in den meisten Fillen hat man jedoch die Steifig-
keit des Zugbandes fiir die Aufnahme der Biegungsmomente nicht
ausgenutzt, obwohl diese Steifigkeit gewbhnlich eigentlich nicht ver-
nachlissighar ist. Es wiirde sich offenbar hier lohnen, die genaue
Berechnung durchzufiihren.

Wenn o’ und « (und somit auch «) fiir die ganze Liinge
unverinderlich sind, d. h. Feldlange 1 und Triagheitsmoment J"
konstant, und fiir den Obergurt (Bogen) J°cosp konstant, ergibt
sich aus (152) und (151):

N =—a«(M*—HL); Z =—1—a)y(M°—HhL); (153)
oder
X, o u!  Jcosp
7 ioa = = I

Ober- und Untergurt teilen dann die Momente (M°%— HA) im Ver-
hiltnis zu deren Steifigkeit, d. h. man kann wie fiir einen ge-
woéhnlichen Zweigelenkbogen rechnen und die hier gefun-
denen Momente auf Bogen und Zughband im angegebenen
Verhialtnis verteilen., Seélbst wenn « nicht genau lonstant ist,
kannp man anndherungsweise auf dieselbe Weise vorgehen, indem
fiir joeden Knoten der Mittelwert ¢ = % (« - ¢, ,) benutzt wird.

d) Wenn die Steifigkeit sowohlder End- wie der Zwischen-
pfosten verschwindend klein ist, wird H =0, und man hat
nur mit den (durch H =0 vereinfachten) Clapeyronschen Glei-
chungen (152) und den Beziehungen (151) zu tun, um die Biegungs-
momente zu bestimmen. Die Konstruktion ist dann nur als eine
Kombination zweier Balken zu betrachten.

Die erste Gleichung (152a)} nimmt aber eine etwas verschiedeno
Form an, je nach der eventuell verschiedenen Unterstiitzung der
beiden Balken. Sind sie beide einfach gestiitzt, wird X, = Z, =0,
und die erste Gleichung, die X, und X, enthiilt, wird aus (152) mit
r =1, X,=0 erhalten. Fiir genau oder annéherungsweise unver-
#nderliches « kann auch hier mit (153) gerechnet werden.
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Hierher gehort auch der in Abb. 36 dargestellte Triiger, wo der
Untergurt, fiir sich betrachtet, ein eingespannter oder Zweigelenk-
bogen ist. Auch hier hat man gewshnlich nicht, ebensowenig wie
in Abb. 35, die Steifigkeit des Ober-
gurts (des Streckgnrts) ausgenutst.
Die genaue Berechnung ist jedoch
hier beschwerlicher wegen der
duBerlichen statischen Unbestimmt- *
heit; wenn der Bogen und der Abb. 36.

Streckgurt beide gleichartig

gestlitzt sind (beide eingespannt oder beide gelenkig gelagert),
kann indessen (153) noch als eine gute Anniherung angesehen
werden,

B. Riumliche Rahmenkonstruktionen.

12. Grad der statischen Unbestimmtheit;
allgemeine Berechnungsmethoden.

Aufler festen, einzel- oder doppelbeweglichen einfachen Unter-
stiitzungen kann hier auch von festen, einzel- oder doppelbeweglichen
Einspannungen die Rede sein, je nachdem eine Drehung um 3, 2
oder 1 Achse verhindert ist. Durch Verbindung von Binspannungen
mit den verschiedenen Arten einfacher Unterstiitzungen kénnen somit
Stiitzungen mit 2 bis 6 Reaktions-(Kraft- oder Momenten-)Kompo-
nenten hergestellt werden; gewdhnlich wird jedoch der Einspannungs-
punkt absolut festgehalten sein, so dall man mit 4, 5 oder 6 Re-
aktionskomponenten zu tun bat, je nachdem die Drehung um 1, 2
oder 3 Achsen verhindert ist.

Wir denken uns nun ein System, aufgebaut ans einer beliebigen Zahl
von ,Balken® (d. h. Konstruktionsteilen, die sowohl Biegungsbean-
spruchungen in verschiedenen Richtungen wie Drehungsheanspruchun-
gen aufnehmen kénnen) und ,Stiben“ {die nur von Zug- und Druck-
spannungen beansprucht werden kdnnen), unter sich mittels Knoten-
punkten, Gelenken oder Knoten verbunden. Von den Knotenpunkten
gehen nur Stibe aus, die Gelenke sind frei drehbare Verbindungen
von zwei oder mehr Balken (und eventuell Stében), die Knoten
endlich sind steife Verbindungen von Balken. Es ist dann Gleich-
gewicht vorhanden, wenn jeder Knotenpunkt fiir sich und jeder
Balken im Gleichgewicht ist. Mit & Knotenpunkten und § Balken
kiénnen also alles in allem 3 k- 67 Gleichungen aufgeschrieben
werden. Als Unbekannte treten auf: Stabspannungen (s an Zahl),
Reaktionskomponenten (), Gelenkdriicke (c) und Knotendriicke (x).

¥
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Gelenke und Knoten werden als 1., 2. ... Ordnung unterschieden, je
nachdem 2, 3 ... Balken hier zusammenstoen, und dementsprechend
treten fiir Gelenke 3, 6 ... und fiir Knoten 6, 12 ... unbekannte
Balkendriicke (Krifte oder Kriftepaare) auf. Mit ¢, ¢, ... Gelenken
1, 2. ... Ordnung und x,, #,... Knoten 1, 2. ... Ordnung wird
daher die Gesamtzahl der Unbekannten:

s+u+3(c,+2¢, 4 )+ 60+ 2+,
und die erste notwendige Bedingung fiir statische Bestimmtheit ist:
k4 6f=stu-+t+3(c,+2cy-F-)F 60, +2x, + ).
Auferdem mufl, wie gewthnlich, die Determinante der Gleichungen
von Null verschieden sein.

Praktisch genommen werden die hier zu bebhandelnden Systeme
immer statisch unbestimmt sein, und die aufgestellte Bedingung wird
daher immer nur dazu benutzt werden, die Anzahl m der Uber-
zihligen zu hestimmen:

m=2s-u--38(@ +2¢c+ )60+ 2% +-)
—3k—68, (154)
oder, falls das System ausschlieBlich von Balken, die in Knoten
verbunden sind, besteht:

m=u-+ 6+ 2, +--)— 6p. (1b4a)

Fiir die in Abb. 37a gezeigte Konstruktion mit zwei festen Ein-
spannungen und zwei festen einfachen Unterstiitzungen ist

u=232-46-2=18, pf=8, x» =0, =x,=4,

gomit
m=18-}12.4 — 6.8 =18,

Fiir das zweistckige Systemin Abb. 37b, mit vier festen Hinspannungen,
wird m = 48 erhalten.
Bei der Spannungs-
berechnung kann ent-
weder von der Kraft- oder
von der Deformations-
methode Gebrauch ge-
fan macht werden. Nach der
Abb. 37a. Abb. 37b. ersten konnen die Elasti-
zititagleichungen an und
fiir sich ohne prinzipielle Schwierigkeit aufgestellt werden, da alle Be-
anspruchungen des Hauptsystems leicht zu ermitteln sind. Gewd&hnlich
konnen natiirlich die Schubspannungen und in der Regel auch die
Normalkrifte vernachlidssigt werden, wogegen Biegungsmomente um
die beiden Hauptachsen und Drehungsmomente zu beriicksichtigen
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sind. Indessen wird die Zahl der Uberzihligen fast immer so groB
sein (vgl. die obigen Beispiele in Abb. 37), daf die Berechnung un-
durchfithrbar wird, falls es nicht auf irgendeine Weise gelingt, Verein-
fachungen ausfindig zu machen, so z. B. durch Verwendung eines
statisch unbestimmten Hauptsystems oder durch eine spezielle Wahi
der Uberzéhligen, wodurch die Zahl der in die einzelnen Gleichungen
eingehenden Unbekannten betrichtlich verkleinert wird, oder auch
durch anniherungsweise Vernachldssigung der Steifigkeit einiger der
Verbindungen, so daBl mit Gelenken statt. steifer Knoten an solchen
Stellen gerechnet wird, wo die Steifigkeit weniger von Bedeutung
ist. Die verbdltnisméBig wenigen vorliegenden Untersuchungen iiber
réumliche Rahmenkonstruktionen versuchen daher alle den einen oder
den anderen dieser Wege zu gehen; allgemeine Methoden zur Er-
reichung der genannten Vorteile kinnen nicht angegeben werden.

Die Deformationsmethode dagegen kann gewissermaflen in
ein System gebracht werden, auf dhnliche Weise wie fiir ebene Kon-
struktionen. Um dies einzusehen, beginnen wir damit, einen Balken,
der zwei Kunoten a und b verbindet, mittels zweier Schnitte, unend-
lich nahe den Knoten, loszuschneiden. In den Schnittflichen treten
aufer Normal- und Schubkréften drei Kriftepaare auf, nimlich die
beiden Biegungsmomente M! und MY fir die Querschnittshaupt-
achsen I und II sowie das Drehmoment M’ um die Balkenachse.
Die drei Achsen I, II und v (= Balkenachse) bilden ein recht-
winkliges Koordinatensystem, fiir welches die positiven Achsen- und
Umdrehungsrichtungen in irgendeiner Weise zu wihlen sind.

Analog den fiir ebene Konstruktionen benutzten hat man dann
die folgenden Ausdriicke:

M= M5+ 24 (20 + @));
MY =M 420 (207 + @)
Myy = M3+ p?(gd — o).

Hier bedeuten MI,0, M50 }v© die einer vollen, beiderseitigen Ein-
spannung entsprechenden Momente; ¢/, ¢,/ ¢ /", ¢,/ die Tangenten-
winkel bei @ und b in den Hauptebenen I und I7, von der nach der
Deformation sich ergebenden Verbindungsgeraden ¢ — b aus gemessen,
P @7 endlich die Winkel, um die sich die Querschnitte bei a und b
um die Balkenachse gedreht haben. Genauer ausgedriickt sind die
GroBen ¢ gleich den genannten, mit EJ,:I, vervielfachten Winkeln,
und die Steifigkeitsheiwerte u sind:

Jth lc . IL” —_— {Ya{blﬁl‘ﬂ . ln — G\'_];,i?ﬁ
Ji. EJ I

¢ ab ¢ ab ¢ ab

(155)

(156)

pl =
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Hier sollen nun die Winkel ¢ durch die Drehungen und Ver-
schiebungen der Knoten ausgedriickt werden, die wie frither als die
eigentlichen Unbekannten eingefiihrt werden sollen. Die Bewegung
eines Knotens erfordert zu ihrer Bestimmung drei Drehungs- und
drei Verschiebungskomponenten. Die zuletzt genannten brauchen
jedoch gewdhnlich nicht alle als Unbekannte betrachtet zu werden;
ist die Knotenpunktfigur unbeweglich, sind gar keine Verschiebungen
unbekannt, und fiir eine bewegliche Knotenpunktfigur nur so viele
als erforderlich sind, um die Figur unbeweglich zu machen, also
3k — (s u), wenn k, sund » die Zahl der Knotenpunkte, Stibe und
Reaktionskomponenten der Knotenpunktfigur ist, d. h. des
Systems, das erhalten wird, wenn die Xonstruktion als ein Fach-
werk betrachtet wird, wo also alle Balken durch Stibe, alle Knoten
durch Knotenpunkte und alle Einspannungen durch einfache Unter-
stiitzungen ersetzt werden.

Fiir jeden Knoten wird ein Koordinatensystem z,y,z gewihlt.
Fir den Knoten ¢ werden die Knotendrehwinkel mit ¢, Y, ¢° be-
zeichnet, und fiir den oben erwihnten Umdrehungssinn positiv ge-
zihlt. Die auf die Knoten einwirkenden Momente, die von den
Balken iibertragen werden, und ebenso die Momente Z (im Knoten a:
Ze, ZY, Z;), die einer Drehung um die Achsen entgegenwirken,
werden dagegen im entgegengesetzten Sinne positiv geziihlt.

Um nicht zu weitldufig zu werden, begniigen wir uns damit, die

Berechnung fiir den Fall anzudeuten, da die Knotenpunktfigur
unbeweglich ist.

Wenn die Richtungscoss. der Achsen I, II, v des Balken-Koordi-

natensystems im Verhéltnis zum Knoten-Koordinatensystem im

Knoten a mit (z/, 8,7, »)), (e, 8.7, v.') und (), B, v4) bezeichnet

werden, ergeben sich fiir die Winkel @, in (155) Ausdriicke der
folgenden Form:

o) =a/ Gl + B v (157)

Analog werden die Winkel ¢, durch die Drehungswinkel im Knoten b
ausgedriickt. Wenn diese Werte in (155) eingefiihrt werden, er-
gibt sich:

My = MG+ 4’ (eq &+ Ba 0+ vd £2)
+2ul (e &+ By &+ v &) (158)
und die analogen. GewShnlich sind natiirlich die z,y, z-Systeme
der Knoten ¢ und b verschieden, obwohl bhier die n#mlichen Be-

zeichnungen benutzt wurden. — Wenn b eine Linspannung ist, sind
die Winkel ¢, gleich Null zu setzen; fiir eine einfache Unteratiitzung
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in b vereinfachen sich die beiden ersten Ansdriicke (155) zu:
J’[ab—ﬂlo'{"E‘” (Pa7 ab_ﬂln)"‘%“ (IuI:

worin dann (157) einzufiihren ist, und aus dem letzten Ausdruck
(155) wird, wenn die Unterstiitzung auch keinen Widerstand gegen
Drehung leisten kann, nur:

70 . 0
Zuab*— ab -+

Fiir eine unbewegliche Knotenpunktfigur lauten jetzt dic
Elastizititsgleichungen mit leicht verstiindlichen Bezeichnungen:
Zztozzaa;) Zazfé-a_z :a"‘ H-s"'Zth-I l

aa & th bb e
’ v ye Vi guzes | (159)
Za“‘”o_Zao Zaa Ca_Jaa Ca"—Zm;La‘_Zab Cb vy
wo
zy Yz Tz TT
Zeo — Zdq Zgy = Zpg , USW.

Alle hier eingehenden speziellen Z- Werte ergeben sich mit Hilfe
der Ausdriicke:
Zaz == \ﬁ]l[[“, Zay = Eﬂ[a”h Z; = .'\:ﬂ[(fia (160)

wo Mg;... diejenigen Momente um die z-, y- und z-Achsen be-
zeichnen, womit alle vom Knoten a ausgehenden Balken, die nach
einem anderen Knoten, einer Kinspannung oder einfachen Unter-
stittzung (¢} hinlaufen, auf den Knoten a einwirken. Diese Momente
bestimmen sich nach:

MF = af Mh—+ o) MY + «f My, 1

MY, = pd Mab+ﬁa”ﬂ +ﬂa nab,] (161)

H

worin M, MJ... aus (158) einzufiihren sind.
So wird beispielsweise fiir tF = — 1 erhalten:
ML= — 4‘ulc<al; M,,Ib[ = - 4/4”&,1”, Mh=— "¢,
und somit:
ME = — duy(wd) — dudy ffa[) sty (g )
M= — 4/‘411) “aI ﬂa - 4,UaIbI y ﬂa — Haba B
M= — dudntid va — 4itds Ca’ Ve — Haba 74 s
hiermit sind die Beitriige des Balkens ¢ — b zu den Koeffizienten
zre glhe 7T bekannt.

Hat man eine bewegliche Knotenpunktfigur, so sind in
den beiden ersten Gleichungen (155) die von den Stabdrehwinkeln v



104  Stufenweise Berechnung; Vereinfachung der Knotengleichuugen,

und ¢” in den beiden Hauptebenen herriihrenden Gliedern hinzu-
zufigen. Wenn dann die Knotenpunktfigur mit Hilfe von einigen
Z-Stiben 7, Z ... unbeweglich gemacht worden ist, hat man weiter
in den Elastizititsgleichungen (159) die Glieder Z, ¢, + Zgy ¢, + -
mitzunehmen und bekommt auBierdem die neuen Gleichungen

ZrZOZZTO—ZTZ(LC;_nyll,cay""_'Zl‘al;)é‘bz“._ Z;'ré-r—_zrsé-s“' M

Aus dieser allgemeinen Ubersicht iiber die Berechnung geht her-
vor, daB man zwar bei Anwendung der Deformationsmethode den-
selben Vorteil erreicht wie in der Ebene, daBl ndmlich die Auf-
stellung der Elastizitdtsgleichungen ziemlich me chanisch aus-
gefiihrt werden kann, ohne grofle Rechenarbeit. In den meisten Fillen
wird sich wohl auch eine etwas kleinere Zahl von Elastizitits-
gleichungen ergeben als nach der Kraftmethode. Indessen sind doch
die durch das skizzierte Verfahren erzielten Vorteile nicht so grob,
daf die allgemeine Behandlung viel aussichtsreicher geworden ist;
die ganze Arbeit wird immer so erheblich sein, dafi von einer wirk-
lichen Durchfiihrung nur in den einfachsten Iéllen die Rede sein
kkann, wenn, wie bisher vorausgesetzt, simtliche Elastizitéitsgleichungen
auf einmal aufgestellt werden.

Es kann zwar noch eine Vereinfachung dadurch erzielt werden,
dal man die Achsen der Knotendrehwinkel ., 7Y, ¢ von dem
Knoten a selbst hinweg verschiebt und eine solche Wahl dieser
Achsen trifft, da dadurch einige der Koeffizienten in den Elastizitits-
gleichungen verschwinden. Erst jedoch wenn dieser Kunstgriff mit
dem Prinzip der stufenweisen Berechnung verbunden wird, scheint die
Aussicht auf praktische Durchfithrbarkeit wirklich verbessert zu sein.
Im folgenden Kapitel soll daher noch diese Moglichkeit etwas niher
untersucht werden.

13. Stufenweise Berechnung; Vereinfachung der
Knotengleichungen.

Wenn das System nach und nach durch Hinzufiigung immer
neuer Systemteile aufgebaut gedacht wird, so daB die Berechnung
jedesmal nur fiir einen Knoten anszufiihren ist, dann hat man immer
nur mit sechs Gleichungen zu tun zur Bestimmung der sechs Ver-
schiebungskomponenten des betrachteten Knotens,

Um die Schreibweise zu vereinfachen, so daf nicht allzu viel
Indizes nétig werden, lassen wir im folgenden den Knotenindex fort-
fallen und bezeichnen:

durch £, {,,{, die drei Knotenverschiebungen in drei zusinander
senkrechten Richtungen 7, s, ¢, und
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durch £, {,,{, die drei Knotendrehwinkel um die zueinander
senkrechten Achsen a. b, c;
die drei Richtungen r, s,¢ brauchen nicht notwendig mit den a-, -,
¢-Achsen zusammen zu fallen.

Indem weiter fiir Z,,...Z,,... die Bezeichnungen P, P, P,
M,, M,, M, hier vorgezogen werden, lauten ganz allgemein die sechs
Elastizitdtsgleichungen fir den betrachteten Knoten:

Pr = er Cr + Zr.v Cs _‘— Zrt Ct _{_ Zru Ca _}— Zrb Cb + Zrccﬂ
Pszzsré-r+zss§s+zsté-t +Zsaéu+zsbéb+zsccc’
Pt=Ztr Zr—%—zts :s—f'—Z” Zt +Ztaz-‘-u+th Cb+zte€c’

ﬂ‘[u = Zarcr + Zasé‘s + Z(lté—t + Zau ZA'-a + Zub Cb + Zacéc’

‘Z,Ib = Zbr Cr + st&_s + thét + Zba Cu + be é‘b + Zbcé-c’
Ik[u ::'Zcr C¢'+ch Cs+ZutCt +an é-a+Zchb+ch§c'

s soll nun zuerst gezeigt werden, daB diese Gleichungen durch eine
speziclle Wahl der r,s,t- und a, b, c-Achsen ganz bedeutend ver-
einfacht werden kénnen.

Aus (162) geht hervor, dal eine Verschiebung {_, selbst wenn
alle anderen { gleich Null sind, eine Kraft P mit Seitenkriften nach
allen drei r, s, $-Achsen gibt (auBer natiirlich den Momenten um
die a, b, c-Achsen). Es existieren aber drei spezielle, zueinander
senkrechte Achsen r, s, t mit der Bigenschaft, dal eine Verschiebung
nach einer dieser Richtungen eine hiermit gleichlaufende Krait P
hervorruft. Nehmen wir eine willkiirlich gerichtete Verschicbung 1
an, mit den Komponenten 1, g, » nach den drei urspriinglichen
7, s, t-Achsen; einer solchen entsprechen nach (162) die Seiten-
krifte P:

(162)

Pr= er)' +er/‘4 +Zrty’.
Pe=Z A+2Z, pn+2%,v, (163)
Po=2,, i+ 2, u~+2Zyv; J

Kraft und Verschiebung sind gleichgerichtet, wenn:

5=i‘:5::k, (164)
A " »”

Werden hier die Werte aus (163) eingefiihrt und 4, u, v eliminiert,
gelangt man zu der Gleichung dritten Grades in k:
Z.,—k Z Z,

rs

z ,—k Z, (=0, (165)

sr st

Ztr Zt Zu -~k

8
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eine Gleichung, die bekanntlich drei reelle Wurzeln hat. Sind diese
ermittelt, lidnnen 1, u, » mittels zwei der Gleichungen (164) in Ver-
bindung mit 1* 4 p® 4- 4% = 1 bestimmt werden. Wihlt man jetzt
die r,s,t-Achsen mit diesen Richtungen, so werden fiir das neue
Koordinatensystem:

Z-)'.‘? = Zsr = Zrt = Ztr = Zst = Ztn =0 H

und der erste Quadrant der Gleichungen (162) reduziert
sich auf die Diagonalreihe.

Die ndmliche Betrachtung kann sodann fiir Momenten- und ent-
gprechende Direhachsen angestellt werden. Auch hier kommt man
auf drei zueinander senkrechte Richtungen, die, als Momentenachsen
benutzt, Drehungen um gleichlaufende Achsen hervorrufen; diese
Richtungen konnen mittels derselben Gleichungen (163) bis (165) be-
stimmt werden, wenn nur die Indizes r,s,{ mit «, b, ¢ vertauscht

werden. WAihlt man die @, b, ¢-Achsen in diesen Richtungen,

s0 wird: Z,=12,, = Z, =0,

und der dritte Quadrant in (162) auf die Diagonalreihe
reduziert.

Hiermit sind nur die Richtungen der Achsen fostgelogt; mit Hilfe
einer passenden Wahl ihrer Lage konnen auflerdem die beiden iibrig
bleibenden Quadranten der Gl (162) auf die Diagonalreihe reduziert
werden. Man geht hierbei von einem beliebigen r, s, t-System aus,
nur mit den erwihnten Hauptachsen-Richtungen, und bestimmt mit
Bezug hierauf die a, b, ¢-Hauptachsen-Richtungen. Einer Verschie-
bung £, =1 (alle anderen {=0) entsprechen dann die Werto:

=2, P,=P=0; M,=2,6; M=2,; M=17,.

Die beiden Momente M, und M, werden nach der a-Richtung und
einer zu P, senkrechten zerlegt, und letztere Komponente wird mittels
einer Parallelverschiebung von P, vernichtet. Wir bezeichnen die
Kraft P, in dieser speziellen Lage (nach der Verschicbung) mit P, .
Der Verschiebung {,. =1 entsprechen somit die Kraft P, und ein
Moment M, (= Z,, - die eben erwihnten Komponenten von M,
und M, nach der a-Richtung), und das Moment von P/ sowie M/
verschwindet fiir irgendeine Achse, die senkrecht zur a-Richtung Pq,’
schneidet. — Auf dieselbe Weise kommt man fiir die Verschie-
bungen {,=1 und {,=1 auf (P/, M) wd (P/, M)

Wahlt man daher als ¢-Achse die spezielle Gerade in der c-Haupt-
richtung, die sowohl P wie P, schneidet, werden die Momente M,
die den beiden Verschiebungen { =1 und {,=1 entsprechen,
gleich Null, d. h. man erhdlt: Z, =0 und Z  =0. Und wenn
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die a- und b-Achsen so gewihlt werden, dal sie P/, P/ und
P!, P/ schneiden, werden in (162) ebenso die iibrigen Koeffizienten
aullerhalb der Diagonalreihe gleich Null.

Bei Benutzung der so bestimmten r, s, t- und a, b, ¢-Achsen
(letztere werden sich im allgemeinen nicht schneiden) vereinfachen
sich die Gleichungen (162) zu:

Pr:: Zr,-Cr_}—Zra Ca Pg e Z“Cs -+ Zsb C?l% Pf:Z“ :tv}-vztcé-c] (166
ﬂ[u = Zu r Cr+Zuaéa Zub = Z{/s Cs "1‘ be Cb ‘DIU:ZU :t + Z“’CC‘I h )

Wie von der friilheren Behandlung ebener Systeme bekannt, er-
reicht man durch Wahl dieser speziellen Achsen nicht nur, daB die
Auflosung der Elastizititsgleichungen fiir den eben betrachteten Knoten
erheblich vereinfacht wird, sondern auch, was beinahe noch wichtiger
ist, daB diejenigen Elastizititsbeiwerte mdglichst einfach ausgedriicks
werden, die die elastische Einspannung des folgenden Systemteils in
dem hier betrachteten Knoten definieren (wenn die Berechnung nach
Hinzufiigung eines solchen neuen Systemteils weiter gefiihrt werden
solll.  Wird nimlich in (166) gesetzt: P =Z =1, alle iibrigen
linken Seiten gleich Null, so ergibt sich:

¢ Zu a (: Zar
A v el ey T P
‘ Z)rZua——d(“' erZau_Zar
ebense wird fiir M, =1 erhalten:
Z Z
Cr= ra P ga:_ rr =T

T Z,2,— %, Z.,.%2, %, *

aa " rr
dhnliche einfache Ausdriicke werden fiir P =1, fir M, =1, usw.
erhalten,

Mithin kann in die Berechnung fiir den folgenden Knoten ein-
gesetzt werden:

é_r=COr—6rZr—HarZa; Cu:[:()u—xarzr_’[azfu USW. ;
withrend man bei Benutzung des urspriinglichen, beliebig gewihlten
Achsensystems hiitte setzen miissen:
C}_: COr — E"Zr - Esza - etzt - TuZa - szb - Tczc’

wodurch die Berechnung sozusagen undurchfithrbar gewesen wire.
Die wirkliche Durchfiihrung der Achsenbestimmung soll im fol-
genden Kapitel an einem auch an und fir sich wichtigen Beispiel
gezeigt werden.
Ist die Knotenpunktfigur unbeweglich, vereinfachen sich
die Verhiltnisse erheblich. Die Verschiebungen ¢, { , {, sind dann
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gleich Null, und es sind in jedem Knoten nur die drei Drehwinkel
{,s &)y £, zu bestimmen. Die Elastizitéitsgleichungen (162) reduzieren
sich dann auf den rechten unteren Quadranten, und aus diesen drei
Gleichungen wird nur noch, wenn man die @, b, c¢-Hauptachsen
henutzt:

Z Ca':ZaO; beCBZZbO; Zcucc=zc0‘

aa

In der Weiterfithrung der Berechnung hat man dann nur mit den
drei einfachen Elastizititsbeiwerten zu tun:

1 1 1
=55 e L T = o
Y Zy Z,

Nach dem hier angedeuteten stufenweisen Verfahren ist die Be-
rechnung einer belicbigen rdumlichen Rahmenkonstruktion ohne wei-
teres moglich und durchfithrbar, vorausgesetzt, daf die Konstruktion
durch allméhliche Hinzufiigung neuer Systemteile gebildet werden
kann, die nur einen Knoten mit dem fritheren System gemeinsam
haben. :

14. Spezielle Fille allgemeinerer Bedeutung.

a) Ein starrer Korper als Teil der Konstruktion.

Ein starrer Korper geht als Teil der Konstruktion ein. Dies
kommt vor in mehreren praktisch wichtigen Fiillen, so u. a. bei
Pfahlrosten, wo die duBeren Krifte durch ein Betonfundament
auf die Pfihle iibertragen werden, das gewdhnlich mit hinlainglicher
Anndherung als unendlich steif betrachtet werden kann, bei Eisen-
betongeriisten fiir Hochbehédlter, wenn die SHulen oben von
Punkten lotrecht unter der Behidlterwand ausgehen, u. a. m. Der
Fall ist besonders einfach, weil die Bewegung des starren Korpers,
die der Forminderung des Systems entspricht, vollstindig durch
6 Verschiebungskomponenten gegeben ist, beispielsweise durch 3 zu-
einander senkrechte Parallelverschiebungen £, (., {, und 3 Dreh-
winkel, £ , {,, £, um 3 zueinander senkrechte Achsen a, b, ¢. Man
hat daher in der Tat nur diese 6 Unbekannten zu bestimmen.
Schneidet man némlich alle Balken (SHulen, Pfahle), die vom starren
Korper ausgehen, durch Schnitte unendlich nahe dem genannten
Kérper los, kionnen die 6 Schnittkrifte jedes Schnittes als lineare
Funktionen der dem Sechnitte entsprechenden Verschiebungskom-
ponenten und dadurch der genannten sechs {-CGréflen ausgedriickt
werden. .

Es soll hier der einfachste Fall eines raumlichen Pfahlrosts
etwas nidher untersucht werden, wo die einzelnen Pfihle sowohl
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oben im Betonfundament wie unten an der Spitze als gelenkig
gelagert angesehen werden konnen; es ist dies eine Voraussetzung,
die natiirlich nicht immer zutrifft, die aber, wenn die Pfahle nicht
besonders kurz und steif sind, im allgemeinen als erste Anniherung
brauchbar ist. Eine Verbesserung kann dann spiiter gewdhnlich auf
die nimliche Weise wie bei Berechnung von Sekundirspannungen
in Fachwerken erzielt werden. Auch ist es natiirlich méglich, die
Plihle sofort als Balken zu betrachten und die Rechnung dem-
entsprechend durchzufithren, was uns jedoch hier zu weit fiihren
wiirde.

Weiter wird vorausgesetzt, dall die gesuchten Pfahldriicke
den elastischen Verschiebungen der Pfahlkopfe in der
Pfahlrichtung proportional sind?).

Unter diesen Voraussetzungen kommen, wie gesagt, nur die 6 ge-
nannten {-Grofien als Unbekannte im Problem vor, und die Berech-
nung beruht daher nur auf den 6 Gleichungen (162) des vorigen
Kapitels. Man kann dann auch die daselbst gezeigten Verein-
fachungen dieser Gleichungen benutzen und so schliefllich zu den
einfachen Gleichungen (166) gelangen. Hier bleibt nur itibrig die
wirkliche Durchfiihrung der Bestimmung der r, s, {- und a, b, ¢- Haupt-
achsen zu zeigen und die endgiiltigen Koeffizienten der Gleichungen (166)
zu ermitteln.

Die Pfahlrichtung mbdge im r, s, t-System mittels der drei in
Abb. 38 angegebenen Winkel festgelegt worden, ndmlich des Win-
kels ¢ zwischen Pfahl und ¢-Achse und der
beiden Winkel «, und e,, die die Pfahlprojek-
tionen auf die rt- und st-Ebene mit der ¢-
Achse einschlieBen. Denkt man sich wie in
Abb. 38 eine Parallele zum Pfahl durch den
Koordinatenursprung (sowoll Pfahl wie ¢- Achse
positiv nach oben), so sollen ¢ und e« positiv
in den Richtungen ¢t —» und {— s gezdhlt
werden; beide Winkel sind somit positiv, wenn - Abb, 88,
die genannte Parallele in den ersten Quadran-
ten zu liegen kommt; «, ist positiv, ¢, negativ, wenn die Parallele in
den zweiten Quadranten kommt usw. Bei Betrachtung der Projek-
tionen von OP auf die r- und s-Achsen ergibt sich, dall:

cos(Or— OP)==cosatge,; cos(0s— OP)=cosctge,. (167)

) Eine Behandiung ,ebener Pfahlroste“ unter diesen Voraussetzungen
hat Verf. in ,Beton u. Eisen* 1922, §8.21, geliefert. Ridumliche Pfahlroste sind
m. W. zuerst von Chr. Nokkentved in seiner Doktorarbeit (Techn. Hoch-
gchule, Kopenhagen): ,Beregningaf Pileviirker®, Kopenhagen, 1924, behandelt.
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Wir beginnen nun damit, ein beliebiges 7, s, t-System zu wihlen
und hierin die Koeffizienten des ersten Quadranten der GL (162) zu
berechnen und sodann mittels (163) bis (165) die Richtungen der
r, 8, {-Hauptachsen zu bestimmen. In einem neuen r, s, t-System
mit diesen Achsrichtungen und einem hiermit vorliufig zusammen-
fallenden a, b, ¢-System werden demnichst die Koeffizienten des
dritten Quadranten und die @, b, c-Hauptrichtungen berechnet.
SchlieBlich behilt man das r, s, t-System bei und bestimmt hierin
diejenige Lage der a, b, c¢-Achsen, die alle Koeffizienten des 2. und
4. Quadranten auferhalb der Diagonalreibe zu Null macht. Ubrig
bleibt sodann nur, in den beiden so festgelegten Systemen die end-
gitltigen Koeffizienten der (1. (166) zu berechnen.

Die Koeffizienten des 1. Quadranten. Wenn der starre
Kérper die Parallelverschiebungen (., {,, {, bekommt, findet sich
die Bewegung s eines beliebigen Pfahlkopfs in der Pfahlrichtung
durch Projektion von (,, £ , {, auf den Pfahl, also (mittels (167)):

As={ cosatge, 4 { cosatga, -+ cosc. (168)

ds ist hier positiv gezihlt, wenn eine Verlingerung des Pfahls
erfolgt; aus Abb. 38 ist ersichtlich, daB alle drei Glieder in (168)
positive Beitrige zu s geben, wenn die { und die Winke! ¢, und €,
positiv sind.

Fiir einen Pfahl mit positivem ¢, und ¢, mul} diejenige Kraft §,
durch die der Pfahl auf den starren Korper einwirkt, ein Druck sein,
wenn die Seitenkrifte S, §, S, nach den positiven Achsrichtungen

zeigen (siehe Abb. 39). Rech-
,t net man daher einen Druck

als positiv und fithrt die Be-
! zeichnung ein:

y LT EF
¥ Ty S A — o Z v=——cos’ &, (169)
// 4__1: - : S
i ‘_).f_;g/:z’ wo F und s Querschnitt und
K A b Linge des Pfahls hezeichnen,
% so ergeben sich nach (168) die
Abb. 39, folgenden Seitenkrifte  des
Pfahldrucks:

EF }

8 = — Tdscosatg w, = —vtge, ({ tge, - tga, 4 £) (170)

und die analogen.

In Abb. 40 ist ein 7, s, {-System im starren Kirper festgelegt
und die drei Z-Stabe sind so hinzugefiigt, dif die Verlingerungen
(s & £, dieser Slibe Verschiebungen in den positiven r, s, t-Rich-



Ein starrer Korper als Teil der Konstruktion, 111

tungen bedeuten; eine Zug-Stabkraft Z  wirkt somit auf den starren
Kérper nach der negativen r-Richtung. Ebenso sollen die iibrigen
Z-Krifte (Z,, Z,) und -Momente (Z_, Z,, Z,) in den negativen Achs-
und Umdrehungsrichtungen positiv gezihlt werden, wihrend alle
ibrigen Kriifte und Momente in den positiven Koordinaten- und
Umdrehungsrichtungen positiv ge-
rechnet werden sollen.

Wenn die &ufBleren, auf den i
starren Korper einwirkenden Krifte i A
die Resultierende (P, P, P, M,, )'__“ ﬁ/‘ Z

l—-c

gt Lty My o S b oL L

y Z,
M, M) haben und die Schnitt- #2~->% - re—a—
krifte, wie schon oben eingefiihrt, L/;’ z{;\’ z 4
(8,,8,,8,...) genannt werden, er-
gibt sich aus den Gleichgewichts- 5
bedingungen fiir den starren Kérper:  ®

Z, =P + 58 usw., (171) Abb. 40.

wo &, §,... nach (170) Funktionen der [-Werte sind und mit
diesen GrbBen verschwinden. Hieraus folgt, dafl

Z.o=P, Z,=P, ... ZL=D>..., (172

so daBl die Elastizititsgleichungen ohne weiteres dieselbe Form (162)
annehmen wie fiir den Knoten im vorigen Kapitel. Die Koeffizien-
ten Z ., Z, ... werden aus (171} erhalten, wenn hierin (P= 0,
{,=—1), (P=0, {,= — 1), usw. gesetzt wird,

Auf diese Weise ergeben sich mit Hilfe von (170) die folgenden
Werte der Koeffizienten des ersten Quadranten in (162):

|
7 s J t
)
r Sotgta, | 2vtga tge, | Zvtge, (178)
S [ '
s | Jvtge,tge, | Zotgte, | Jvtge,
t Svtge, | Jotge, ; v

Diese Werte werden in (165) eingesetzt, und durch Auflésung und
Benutzung von (163) und (164) konnen dann die r, s, t-Haupt-
achsen bestimmt werden.

Wenn die st-Ebene eine Symmetrieebene ist, haben zwei symme-
trische Pfihle dasselbe «, und gleich grofie «, mit entgegengesetzten
Vorzeichen. Es ist daber Z =0 und Z_,= 0, und somit die eine
Hauptachse senkrecht zur Symmetrieebene. Ist sowohl die ri-
wie die st-Ebene eine Symmetrieebene, so sind alle drei
r, s, t-Achsen Hauptachsen,
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Die Koeffizienten des dritten Quadranten. FEs wird ein
¥, 8, {-System mit den jetzt bekannten Hauptachsenrichtungen ge-
withlt (und die entsprechenden neuen Werte von «, «. und ¢, be-
rechnet) und ein hiermit zusammenfallendes a, b, c-System; als ge-
meinsame Bezeichnung wird im folgenden (und in Abb. 41) das
+%, Y, 2-System® gebraucht

Um die Projektionen der Pfahlltopfbewegungen auf den Pfahl,
den Drehungen ¢, ¢,, {, zufolge, zu bestimmen, kann der bekannte
Satz benutzt werden, dall diese Projektionen die ndmlichen sind fiir
alle Punkte einer Geraden von unverdnderlicher Liinge; statt des
Pfablkopfes kann daher der Schaittpunkt a 0 Y des Pfahls mit der

zy-Ebene betrachtet werden. — Durch
2 die Drehungen (, und {, erhilt dieser

Schnittpunkt die lotrechten Bewegungen
2z Y,(, nach oben und @ {, nach unten
(wenn ¢, und {, positiv), und somit die
Verschiebungsprojektion

ds=(y,{, —x,{)cosa,
indem ein positives 4s wie oben eine Ver-
lingerung bedeutet. Die Drehung ¢, er-
zeugt eine Bewegung in der xy-Ebene,
die (Abb. 41) in die mit den Achsen
gleichlaufenden Kompoenenten y, ¢, und
z,{, zerlegt werden kann und somit eine Verlingerung

ds = (— Yptg e, 42, tg @), cosw
gibt. Die durch alle drei Drehungen erzeugbé Verlingerung wird
sodann, indem die Abkirzung eingefiihrt wird:
Ny =Y, tge, — 2, tga,: (174)
Ads= (,l,— x, Ly~ 1, {)cosw; die entsprechende lotrechte Seiten-
kraft des Pfahldrucks (Druck positiv) wird:

‘S’t:hv(ypca_ xpcb - "]1):(;)‘ (175)
Die beiden iibrigen Seitenkriifte des Pfahldrucks sind gegeben durch:
S, =8 tge,; S, =8tga,, (176)
und die Momente dieser Krifte um die Achsen sind:
+ 8,9, -8, —8.y,+ 8,2, =—~8,7,. (177) -

Den Gleichgewichtsbedingungen (171) fiir den starren Korper
zufolge ist weiter:

Zu=ﬂfu—}—2;5'typ; Zb=ﬂ/fb—~28txp; szﬂjc.._g,g‘l,]w
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woraus
Z,, = (38 Upra=-15 Dy=(—38npl,=-1 UST;

mit Benutzung von (175) und (176) ergeben sich daher die folgenden
Koeffizienten im dritten Quadranten:

| @ | b | ©
: a 7
@ | Sy | —Seny, | =Svgm
| (178)
, STy 2 ! T
b —2va,y, ‘ —{-—A_,ump ] —,Lyvmpﬂp
c “‘E”ypnp +va})?]_p +‘Ev122"

Mit diesen Werten berechnet man mittels (163) bis (165) die
Richtungen der a-, b-, c-Hauptachsen. Hat man Symmetrie um
die be-Ebene, wird die a-Achse die eine Hauptachse. Mit der
ac- wie mit der bc-Ebene als Symmetrieebens werden alle
drei abc-Achsen Hauptachsen, und die rsi- und abc-Haupt-
achsen fallen zusammen.

Die so bestimmten abc-Hauptrichtungen seien im folgenden
durch ihre Richtungscoss. (A;, ;s 71)s (Ag, fas ¥a)s (Ags tt5, ¥3) 8O-
geben.

Die Lage der abe-Hauptachsen. Im vorigen Kapitel wurde
gezeigt, daB es eine zur a-Hauptachse gleichlaufende Gerade gibt,
fiir welche die beiden Momente Z,, und Z,, verschwinden. Diese
a- Achse ist in Abb. 42 mit a
bezeichnet, sie schneidet die
yz-Ebene im vorliufig unbe-
kannten Punkte(y,, z,). Eben-
so existiert eine b- Achse, fir
welche Z, = Z,, =0, und
eine c-Achse, fiir die Z,,
=27 =0 wird; die Schnitt-
punkte dieser beiden letztge-
nannten Achsen mit der wzz-
Ebene und der zy- Ebene
sind (%,, z,) und (%, y,).
Es handelt sich jetzt darum, diese drei Schnittpunkte zu bestimmen.

Die Verschiebung CS = — 1 erzeugt die in der mittleren lotrechten
Kolonne in (1738) aufgefithrten Pfahldruck-Komponenten; wenn «,
und &, positiv, ist die Pfahlkraft ein Druck und alle drei Seiten-
kréfte S, S,, S, wirken auf den starren Korper ein in den positiven
Koordinatenrichtungen, wie in Abb. 42 angegeben. Um die Momenten-

QOstenteld, Deformationsmethode, 8

P ¢ .
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summe (B],) dieser drei Seitenkriifte um die a-Achse in Abb. 42 zu
bestimmen, kann man durch den Schnittpunkt (y,, z,) dieser Achse
mit der yz-Ebene drei neue Achsen, [, 11, III, zu den Koordinaten-
achsen gleichlaufend, fithren, die Momente um diese Achsen auf-
schreiben und sodann auf die «-Achse projizieren Man findet:

M=+ 8,2 —8(y—y) MN,=— St:z:p,
‘[1'[[]1 T S (-/1 yp) + Ss wp ?
und (M) = M + M, py + My, (179)
Indem nun  Z, = 3 (M):p=1, Z,, =23 (M)r=-1 (180)

ist, hat man zur Bestimmung von y, und z,:
y(ﬂf);:__l-:O' Y(Iﬂa);t:_.lz 0.

Werden die Werte von M,, M,, M, eingefithrt und wird iiber
simtliche Pfihle summiert, so ergibt sich:

D)= Az I8, — Wy I8 — (12, — vy y,) 28,

+ )“126'{ yp - ful Zst wp - lVl (2 Sryp - Esbxp) * (181)

Wenn hierin zuerst { =— 1 und dann (,= — 1 gesetzt wird

und die entsprechenden Werte von S, 8, S, aus (173) eingefiihrt

werden, und wenn man sich weiter daran erinnert, daB die »-, s-,
t- Hauptrichtungen so bestimmt wurden, daB 38 = }'8,=0 fir

{,=~—1, und daB 38, = 38,=0 fir {{,=—1, so wird nach
Ausfiihrung der Rechnungen:
1
y1=m[’112”yp—ﬁ“l_/?”f”p_"&../’”?]
1 . S g
z, = T St ) [ll)_,vyptgas—lul_)_,v:vpbgotﬁ (182a)

- ’1 -t ru";’p tgas] '

Auf ganz dbnliche Weise bestimmen sich die b- und ¢-Achsen
durch:

1
2, == ng— Ay Zvy, tge, — u, v tge,
— vy v, tge,]; (182Db)
1
T —Hg):’v[ll 20y, py vz, — v, Sog,l;
1
T, = T;m[l;,j’vyptgas— sy v, b,
— vy Mvg tge];
. P (182¢)
y3 = yv tqg [}'3‘2’0 yp t’g Olr — g vap tg lxl‘

— v3 201, tb car] .



Ein starrer Kérper als Teil der Konstruktion. 115

Hat man Symmetrie sowohl um die x2- wie um die yz-
Ebene, werden die Richfungscoss. fir die a-, b-, ¢-Hauptachsen
(1, 0, 0), (0, 1, 0) und (0, O, 1), so daB sich die Ausdriicke verein-
fachen zu:

2 = g =4 5

L )"fvtg w, 2

DUy tge, | \v:uptﬂc |
wihrend (183)
Y, =, =2, =y, = 0.

Mit Riicksicht anf das folgende soll noch bemerkt werden, dafB
man in (181), wenn die Summenzeichen fortgelassen werden, einen
Ausdruck hat fiir das Moment um die a-Achse in Abb. 42 der drei
an einem beliebigen Pfahlkopf angreifenden Seitenkrifte S,, 8, S,.
Dieser Ausdruck und die analogen fiir die - und c¢- Achsen konnen
auch, mit Hilfe von (174) und (176}, geschrieben werden:

(ﬂ[a) = ['2'1 (.zl tge, — y1) - (/’11 TS yl) tga,
+ 4 Yp — My ¥y — 771;] 'Si =q, 8,

(M) = [, (x, — 2,08, ) — (v, 0, — 2y2,) b5,
+ oy, — e, — ]S, =g, 8,

(M) = [ry (g tge, — vy tg ) — (Ay ¢y — ji, )
+ ]'3 yp M xp — 7 7]21] 'Sl =4 St *

Die resultierenden Koeffizienten in (166). Die Koefi-
zienten des 1. Quadranten sind durch die Diagonalreihe in (173)
gegeben, indem sich «, und «, jetzt auf die -, s-, i- Hauptachsen
beziehen, also:

Z,, = Svtgte; Z,,=vtg?c; Z,,=Xv. (185)

rr

Die Koeffizienten des 4. (und 2.) Quadranten sind nach (180):
Zar:E(ﬂIa);r:—l; st::é-'—’ (Iub Zi=—15 Zc = v(ﬂu t==17

und kénnen daher gefunden werden, indem man die Momente (184)
tiir jeden Pfahl berechnet und iiber simtliche Pfihle summiert.
Durch die Summierung verschwinden zwar die vom 1. Glied inner-
halb der Klammer in (184) herriihrenden Beitrige, weil beispiels-
weise (y,, z,) 80 bestimmt wurden, dal M8 = ¥ .5, = 0: mit Riick-
sicht auf das folgende ist es jedoch praktischer, hiervon abzusehen
und die Ausdriicke (184) unverindert zu benutzen. Es wird so
erhalten :

Z, . =3vg tge,; 2, =vgtge; Z,=3Fwvgq,. (186)

Die Koeffizienten des 3. Quadranten endlich, Z__, Z,,, Z,,,

bedeuten die Momente um die a-, b- und c¢-Hauptachsen der den
{*
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Drehungen {, = —1, {,=—1 und {, = — 1 entsprechenden Pfahl-
krafte. Die 7-, s- und {-Komponenten dieser Pfahlkrifte sind in-
dessen gleich den Momenten (um die a-, b-, c-Achsen), die den
Parallelverschiebungen [, =—1, {{=—1 und {,=—1 entsprechen;
da diese Verschiebungen die lotrechten Pfahlkraft-Komponenten
8,=vtge,, 8, =vtge, und 8, =v erzeugen, ergeben sich augen-

scheinlich die der Drehung { == — 1 entsprechenden §,, wenn man
im ersten der Ausdriicke (184) S, durch vtge, ersetzt, oder es er-
gibt sich das der Drehung (, = — 1 entsprechende S, durch Ver-
tauschung von 8, in (184) mit ». Im ganzen ist ersichtlich, daB
die den Drehungen {, = —1, {,=—1 und {, = —1 entsprechen-
den lotrechten Pfahl-Seitenkrifte S, durch die drei Ausdriicke (184)
gegeben sind, wenn hierin v statt §, geschrieben wird. — Aus den

so ermittelten Seitenkriften S, finden sich die gesuchten Momente
Z,.> Zyy, Z,, durch eine erncute Anwendung von (184), so daff wird:

Z,,=2v0" Zy=23ve° Z,=vg’. (187)

Sind die zz- und yz-Ebenen Symmetrieebenen, so werden
die Richtungscoss, der Hauptachsen (1, 0, 0), (0,1, 0) und (0, 0, 1)
wodurch (vgl (183)) wird:

7

4 =2 tge Yy, G=—%ige —g,; g¢=-—r7,.

Setzt man:
14 . L .
Y, =2z tga 4y, T, =z tge +a,

wo y,/ die Ordinate zum Schnittpunkt des Pfahls mit der wage-
rechten Ebene in der Hohe z, bedeutet, und ebenso »,” die Abszisse
des BSchnittpunktes der Pfahlachse mit der wagerechten Ebene in
der Héhe z,, und beachtet man, daB der vorausgesetzten Symmetrie
zufolge:

2vtga, tge, =0; vy, tge,=0; Sve,tge, =0,

so gelangt man zu den folgenden einfachen Ausdriicken fiir simt-
liche Koeffizienten:

J— 2 - —_ 2 . .
Z,, = 3vtg e, ; Z, = Yvtge; Z,,= 3v;
7 . . N -
Z,,=0; Z,,=0; Z,,=0; (188)
7 2, o A 7
Zaa*.‘.‘}./’v'yp 2 be""E'Ua'p Accz—"\:',unpaJ

und die Elastizititsgleichungen vereinfachen sich zu:
Przzrré-r; Ps::ZasCs; Ptzzt[ Ci;

M, =27,,C,; M, =17, C,; M, =2,¢,. | (189)
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Die Pfahldriicke. Hat man die sechs GréBen { ermittelt, so

finden sich die lotrechten Seitenkrifte der Pfahldriicke nach der
Formel:

S! =—10 (41 tg “r 'E— Cs tg as + Cl + ql Ca + Q‘J (:b + QB CC) * (190:)

b) Eine starre Scheibe als Teil der Konstruktion.

Die Kopstruktion enthilt eine starre Scheibe. FEs wird
angenommen, daf die Scheibe keinen Widerstand gegen Krifte senk-
recht zu ihrer Ebene darbietet und daher auch keinen EinfluB aus-
iibt auf die so gerichteten Seitenkrifte der von der Scheibe aus-
gehenden Konstruktionsteile. Dagegen sind die Verschiebungen in
der Scheibenebene aller einzelnen Punkte der Scheibe durch drei
Verschiebungskomponenten gegeben, z. B, zwei Parallelverschiebungen
{.und {_ und eine Drehung (,. Die in der Scheibenebene gelegenen
Seitenkrifte der Spannungen aller an die Scheibe angeschlossenen
Konstruktionsteile kénnen dann als Funktionen der drei (- GroBen
ausgedriickt werden, und diese kdnnen mittels der drei gewthnlichen
Elastizitatsgleichungen ermittelt werden. Diese Gleichungen endlich
sind die n#dmlichen wie fiir einen Knoten einer ebenen Rahmen-
konstruktion und kénnen genau wie am Schlull von Kapitel 7, (78)
bis (81), vereinfacht werden.

Sind alle dulleren Krifte und alle Konstruktionsteile in der
Scheibenebene gelegen, so liegt ein Spezialfall einer ebenen Rahmen-
konstruktion vor, das besonders einfach zu berechnen ist. Der ,ebene
Fall“ eines Pfahlrostes, der in der Praxis am hiufigsten vorkommt,
und in ,Beton und Eisen“ 1922, 8. 21 behandelt ist, gehort hierher.

¢) Eine elastische Scheibe (oder Korper) als Teil
der Konstruoktion.

Die Konstruktion enthiilt eine elastische Scheibe. Bis-
weilen ist es natiirlich eine zu grobe Anniherung, eine in der Kon-
struktion enthaltene Scheibe als unendlich starr zu betrachten. Die
Berechnung wird jedoch erheblich beschwerlicher, wenn Riicksicht
auf die Forminderungen der Scheibe genommen werden soll, so dal3
hier nur ein paar Andeutungen gegeben werden Lonnen.

Wenn die Scheibe durch Hinzufiigung einiger weniger Z-Stdbe
unbeweglich (d. h. bei Vernachlissigung der Normalkrifte: starr) ge-
macht werden kann, ist die Anwendung der Deformationsmethode
gewissermafen angezeigt, indem die Stabkraft eines beliebigen Stabes,
das Moment in einem beliebigen Schnitte usw. als

S=8,—8¢,—8/L,...
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ausgedriickt werden kann, wo 8§, die Spannung (Moment ...) be-
deutet, die sich unter Voraussetzung einer starren Scheibe ergibt.
Um die Spannkriifte 8/, ... zu ermitteln, a6t man die Kraft
Z. =1 als einzige Belastung auf die Scheibe wirken, bestimmt die
entsprechenden Spannungen sowohl in der Scheibe wie in den iibri-
gen Teilen der Konstruktion und schliefilich auch die hieraus sich
ergebende Verlingerung 6, des Z -Stabes; die . = —1 entsprechen-
den Spannungen 8 werden dann durch Division mit J, erhalten.
Das nimliche Verfahren kann endlich auch auf einen elastischen
Kdrper, wenn ein solcher in der Konstruktion enthalten ist, an-
gewandt werden. Doch diirfte es selten vorkommen, dall ein solcher
Korper durch so wenige Z-Stibe unbeweglich gemacht werden kann,
als dall diese Berechnungsweise eine Erleichterung bedeuten sollte.

O

Druck von Oscar Brangdstetter in Leipzig.
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