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351.2. Własności ruchowe

Rys. 1.23. Schematy układów ruchliwych o szczególnej geometrii

1.2.4. Układy kinematyczne racjonalne
Praktyczna realizacja układu kinematycznego, polegająca na wykonaniu poszcze-

gólnych członów, jest nieuchronnie związana z odchyłkami wykonawczymi.
Ich wartości są uzależnione od wielu czynników, jak np. stanu technicznego dyspono-
wanego parku maszynowego, poziomu technicznego obsługi, zawsze jednak są nieu-
niknione.
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94 2. Konfiguracja układów kinematycznych

Rys. 2.27. Generator trajektorii o ruchliwości dwa

Przytoczone rozważania, i podany przykład, dotyczyły numerycznego znajdowania
pierwiastków funkcji jednej zmiennej. Identyczne reguły dotyczą układów równań
F(x) = 0 wielu zmiennych i wtedy dotychczasowy pierwiastek x należy rozumieć jako
wektor pierwiastków x = [x1 x2 ... xn]T, który jest rozwiązaniem układu n równań nieli-
niowych, a sposób ten jest znany jako metoda Newtona–Raphsona. Podobnie wekto-
rem staje się poprawka ∆x, a pochodna funkcji jest teraz macierzą jakobianową ∂F/∂x
[2], [22].

PRZYKŁAD 2.11

Rozpatrzmy układ kinematyczny o ruchliwości dwa (rys. 2.27), którego zadanie po-
lega na przemieszczaniu punktu M po założonej trajektorii µM. Kształt trajektorii µM
zależy od wymuszeń w postaci ruchu obrotowego członu AB, opisanego kątem q1
i zmiany długości siłownika CD o długości q2. Zadanie polega na wyznaczeniu konfi-
guracji układu, zwłaszcza współrzędnych punktu M, którą zajmie układ dla znanych
wartości wymuszeń q1 i q2. Jak łatwo zauważyć, obliczenie wartości współrzędnych xM
i yM wymaga wcześniejszego wyznaczenia orientacji członu BCM opisanej kątem x1.

Stosownie do przyjętych na rys. 2.27 oznaczeń obowiązuje równanie wektorowe:

0qcba 2 =−−+

które skutkuje dwoma równaniami nieliniowymi (rzuty na osie układu współrzędnych)
o postaci:

0sinsinsin

0coscoscos

22112

22111

=−+=

=−−+=

xqxbqaf

xqcxbqaf
(2.130)

Dla uogólnienia metody funkcje f1 i f2 można zapisać łącznie jako F = [f1 f2]T,
a w rozpatrywanym układzie jako:

( ) 0,,, 2121 =xxqqF
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3.2. Metody graficzne - uklady plaskie 

ki 1, to uzyskany mch czlonu 0 2 B  jest tozsamy z ruchem popychacza 3 ukladu rze- 
czywistego. 

Latwo zauwazyd, ze na ogbl wymiary ukladu zas t~czego  bqdq sip zmieniad. Dla 
ukladu z rys. 3.5 w fazie kontaktu krzywki i krqzka na segmencie ae irodek krzywizny 
krzywki lezy w punkcie A i czlon AOI ma dlugoSC zerowg co skutkuje przystankiem 
popychacza 3. 

Przypadek utworzenia pary wyzszej z dw6ch segmentbw, z kt6rych jeden ma zarys 
prostoliniowy (promieh krzywimy rbwny nieskonczonoSC) pokazano na rys. 3.6. Uklad 
rbwnowazny powstaje przez wprowadzenie dodatkowego czlonu z jednq parq postepo- 
wq. ~rostoli'niow~ fragment popychacza 2 wsp6lpracujqcy z h y w k q  1 pozostaje w kaz- 
dym polozeniu mechanizmu w stalej odlegloici od Srodka kolowej tarczy 1 umocowa- 
nej w podstawie obrotowo w punkcie A. 

Analizq mechanizmu krzywkowego prowadzimy na rbwnowainym ukladzie diwi- 
gniowym - na rys. 3.6 naniesiony liniq przerywana 

Na rysunku 3.7 pokazano schemat mechanizmu jarzmowego, ktbrego zadanie pole- 
ga na przemieszbzaniu punktu M po trajektorii pM, przy czym ruch ukladu jest wymu- 

szany obrotem czlonu 1. Wiqzy czlonu 

Rys. 3.6. Mechanizm krzywkowy R+R 
i r6wnowazny uklad diwigniowy 

skany uklad bqdzie realizowal iden- 
tycznq transforrnacj~ ruchu obroto- 
wego czlonu 1 na ruch punktu M, 
a analiza ukladu zastegczego, zwla- 
szcza na etapie okreilania przyspie- 
szenia, jest zdecydowanie prostsza. 

Przedstawione reguly eliminowa- 
nia par kinematycznych wyzszych 
prowadz% kaidorazowo do ukladu 
diwigniowego. Nie oznacza to, ze 
analiza kinematyczna uklad6w z pa- 
rami wyiszymi zawsze wymaga ta- 
kiego zabiegu. Sugerowane tutaj po- 

3 naloione na ruch czlonu 2 zabezpie- 
czajq stalq odlegloSC linii BM od punk- 
tu D - irodka pary obrotowej utworzo- 
nej przez czlony 0 i 3. 

Identyczne wiqzy - stalit odlegloSd 
linii BM od punktu D - zapewnia uklad 
narysowany liniq przerywang w ktbrym 
para postqpowa zostala przeniesiona 
do punktu D z zachowaniem pierwotne- 
go kiemnku ruchu wzglqdnego czlon6w 
2 i 3. Dla wiqzbw nie zrnienionych uzy- 

Rys. 3.7. Mechanizm jarzmowy i uklad 
rbwnowazny kinematycznie 
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3. PredkoSC i przyspieszenia 

Zaleznoik wiqzqca przyspieszenia dwbch punktbw K i J dla prowadnicy hkowej 
(rys. 3.9) to: 

t C a, =aJ +aKJ =aJ +a", +aKJ +aKJ 

a skladowq normalnq a", przyspieszenia wzglqdnego a, wyraza rbwnanie: 

Ruch obrotowy czlonu k W ukladzie czlonu j lqczy siq z przyspieszeniem kqtowym 
stycznym j e ,  powiqzanym z przyspieszeniem wzglqdnym stycznym zaleznoicig 

Rys. 3.9. Ruch suwaka k W prowadnicy j 

Trzecia skladowa przyspieszenia wzglqdnego aKJ jest przyspieszeniem Coriolisa, 
bqdqcego wynikiem obracania siq czlonu j z prqdkoiciq kqt0w;lunoszenia o, i jest obli- 
czane z zaleznoici: 

W przypadku prowadnicy prostoliniowej, najczqiciej wystqpujqcej W ukladach rze- 
czywistych, W rbwnaniu okreSlajqcym przyspieszenie nie wystqpuje skladowa norrnal- 
na przyspieszenia wzglqdnego a", (p = 0) i wtedy: 
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Rys. 3.10. PqdkoSi: ukladu korbowo-wodzikowego 

Spos6b pierwszy polega na rozwiqzaniu graficznym ukladu r6wnaii wektorowych: 

Na podstawie poprzednio wykreilonego trhjkqta nvbc wystarczy tylko zgodnie 
z rbwnaniami (3.20) poprowadzit znane kierunki mc i mb prqdkolci wzglqdnych v,, 
i v, odpowiednio prostopadle do bok6w MC i MB czlonu 2. Analizujqc kierunki bo- 
kow trojkqt6w bcm i BCM, stwierdzamy, ze sq one do siebie wzajemnie prostopadle, 
a to omacza ich podobienstwo geometryczne (Abcm = MCM). Prostq konsekwencjq 
podobienstwa jest rhwnolC kqtbw pB i pc figur BCM i bcm. Trijkqt bcm wraz z biegu- 
nem % tworzq plan prqdkolci czlonu BCM. Na schemacie prqdkobi moina wyr6iniC 
tez plan prqdkohi dw6ch pozostalych cz lonh  ukladu. Odcinek ab jest wiqc planem 
prqdkobi czlonu AB (punkt a pokrywa sip z %, gdyz jego prqdkolt jest zerowa), nato- 



3.2. Metody graflczne - uklady plaskie 

miast planem prqdkoSci czlonu 3 - suwaka 
o ruchu postepowyrn -jest punkt c, gdyz 
prqdkoSci wszystkich punktbw suwaka 3 S@ 

jednakowe. 
Gdy dysponujemy wektorami prqdko- 

Sci, moiemy przystapid do wyznaczania 
przyspieszeh. Algorytm postepowania jest 
dokladnym powtbrzeniem kolejnych faz 
wyznaczania prqdkobi z wykorzystaniem 
rbwnah wektorowych rozwiqzywanych gra- 
ficznie4. W pierwszym laoku wymaczamy 
przyspieszenie punktu B, ktbre ma tylko 
skladow~ norrnalnq 

Kolejne rbwnanie wektorowe, podobnie 
do (3.1 g), to: 

W rbwnaniu (3.2 1) dwa wektory sq zna- Rys. 3.1 1. Przyspieszenie ukladu 
ne (podwbjne podkreglenie), dwa pozosta- korbowo-wodzikowego 

le s~ mane CO do kierunkbw, wiec rozwiq 
zanie graficzne jest mozliwe (rys. 3. l l b). PO wyznaczeniu planu przyspieszenia czlo- 
nu 2, na razie tylko W formie punktbw nabc, dalszq analiz~ moina oprzeC na, zaobser- 
wowanym ju2 W pnypadku prqdkolci, twierdzeniu o podobiefistwie planu pnyspie- 
szeh i czlonu. Gdy mamy katy qB i pc na czlonie 2, wbwczas moina przenieSC je na 
plan pnyspieszefi, okreSliC poloienie punktu m, a odcinek 7tam wyznaczy wektor pny- 
spieszenia punktu M (rys. 3.1 lb). W uzupdnieniu analizy przyspieszenia zauwaimy 
jeszcze, i e  przyspieszenie katowe czlonu 2 wyznacza r6wnanie: 

Taka zasada obowiqzuje zawsze, jeieli przy wyznaczaniu predkoici nie posi#kujemy siq irodkarni 
obrotu lub innymi sposobarni wyznaczania kierunk6w wektor6w prqdkoici, np. trajektoriami. 
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3. Predkoik i przyspieszenia 

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 
t CS3 t Csl 

1 0 2 4 6 8 10 
t Csl 

Rys. 3.17. Wyniki analizy ukladu z rys. 3.1 5 - ruch punktu M 

3.4. Ruch we wsp6lrqdnych absolutnych - uklady ptaskie 

Jak jui stwierdzono dla jednoznacnego opisania ukladu zlozonego z k czlonbw 
ruchomych potrzebna jest najomo6C 3k parametrbw, a to oznacza koniecznoSC sfor- 
mulowania 3k rbwnan, ktbre tworzq wektor r6wnaii W postaci: 

Pienvsza grupa rbwn J d jest wynikiem lqczenia czlonbw parami kinematyczny- 
mi, druga grupa rbwnaii mC opisuje wymuszenia kinematycne - ruch czlon6w czyn- 
nych (napqdzajqcych). Rbwnanie (3.49) jest podstawq do znalezienia konfigwacji ukladu 
opisywanej wektorem: 
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3.4. Ruch we wspblrzgdnych absolutnych - uklady plaskie 

Rys. 3.1 8. Uklad jarzrnowy 

majq zgodnie z (3.53) i (3.54) postak: 

q = [ o  0 0 0 0 -q IT 

Wystepujqce w rbwnaniu przyspieszenia (3.58): 

odpowiednie pochodne i skladniki to 

I;., + a@, sin @, 

y, - ah1 cos el 

aqq = 
il - bi), sin - x2 + ch2 sin 8, 

jl + bgl cos 0, - y2 - ch2 cos e2 
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