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THEORIE ELEMENTAIRE

LES

FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Les personnes qui veulent étudier la théorie des fonc-
tions elliptiques ont certainement d’excellents ouvrages
a leur disposition : les Fundamenta nova de Jacobi, les
OFEuyres d’Abel, I'ouvrage plus ancien de Legendre, sont
des chefs-d’ceuvre qu'’il est bon d’avoir lus quand on veut
approfondirla théorie des fongtions elliptiques. Le Zraité
des fonctions doublement périodiques, de NMIM. Briot et
Bouquet, résume aujourd’hui presque tous les faits acquis
a la Science sur cette branche intéressante de I'Analyse;
maisil n’existe pas de Traité, pour ainsi dire élémentaire,
dans lequel on puisse prendre une idée suffisamment
exacte de la théorie des fonctions elliptiques, sans cepen-
dant 'approfondir dans tous ses détails.

Nous croyons donc faire une chose utile en offrant
aux lecteurs des Nouvelles Annales une théorie des
fonctions elliptiques résumant leurs propriéiés les plus
importantes, et leurs principales applications a la Géo-
métrie et & la Mécanique.

Nous n’avons pas I'intention, disons-le immédiate-
ment, de suppléer 3 la lecture des grands maitres; nos
articles devront surtout avoir pour but de faciliter cette
lecture et d’en inspirer le goiit.

L. — Fonct. ellipt. 3
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NOTIONS PRELIMINAIRES. J

Avant d’aborder la question des fonctions elliptiques,
nous ferons connaitre quelques principes relatifs a la
théorie générale des fonctions.

Nous représenterons une imaginaire x -y \/—1 par
un point dont les coordonnées seront x et y, ou par une
droite dont la longueur sera le module r=\/x*+ 52,
faisant avec 'axe des & un angle 0 égal a I'argument de

x4y \/—x. Cet argument sera d’ailleurs pour nous

. &
Uun quelconque des angles ayant pour cosinus = et pour
14

sinus X
r

Quand nous dirons que le point x 4y \/— 1 décrit
une courbe, il faudra entendre par la que le point dont
les coordonnées sont x, y décrit cette courbe. On peut

considérer expression X + Y \/—1, ou X et Y sont des

fonctions de x et y, comme une fonction de & +y \/—1.
Cauchy se plagait a ce point de vue, mais nous ne con-

sidérerons que les fonctions de x -y \/: ayant une
dérivée uniqueetbien déterminée. Cette condition d’avoir
une dérivée unique impose a X et Y certaines propriétés
quenous allons faire connaitre. La dérivée de X 4 Y V—1

est

dxX dx =/ dY dy
SO, et — 1| —d —d
dX -+ dY \/—1 d.z:dr_}_ dfdy—'—\/ ! ((1.x(x+(ly(f)_
A I

dz —+dy\—1 dz +dy \—1

) P , d_}’ ) A
et, pour qu’elle soit indépendante du rapport 2=y Clestia

dire de la maniére dont dx + dy \/— 1 tend vers zéro,



il faut que

dX —dY  dX ——dY
/ iy i
dy :
" g A
Foul'on conclut, en égalant les parties réelles et les coef -

ficients de \/— 1,

4% YR X

=—= (*).

Az (_I_)T, dx dy

dr _dr

Nous supposerons ces relations toujours satisfaites; d’ail-
leurs, la maniére dont on prend les dérivées des fonctions
que I'on rencontre en analyse prouve que ces fonctions
n’ont qu’une seule dérivée.

Une fonction qui n'a qu’une dérivée en chaque point,
¢’est-a-dire pour chaque valeur de la variable, a quelque-
fois été appelée monogene.

Une fonction est dite monodrome dans une portion C
du plan, quand, le point qui représente sa variable (ou,
pour abréger, quand sa variable) se mouvant dans cette
portion G du plan, la fonction reprend toujours la méme
valeur quand sa variable repasse par le méme point.

Les fonctions bien définies, telles que les fonctions ra-
tionnelles, le sinus, le cosinus, 'exponentielle, etc., sont
monodromes dans toute I'étendue du plan; car, leur va-
riable étant donnée, elles sont entiérement définies. Il n’en
estpas de méme des fonctionsirrationuelles ; ainsi, pour ne

prendre qu'un seul exemple, \/z—a ou Ve +y\—1—a
n’est pas monodrome a 'intérieur d’un contour conte-
nant le point a.

Imaginons, en effet, que le point z, ou & 4y \/— 1.

(*) Pour Vinterprétation de ces formules, woir le ZTraité des fonctions

doublement périodiques, de MM. Briot et Bouquet,
I,
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décrive un cercle de rayon 7 ayant pour centre le point a,
on sait que la droite qui représente la somme de deux
imaginaires est la résultante des droites représentant
chaque partie de la somme (*)s la droite re’V=1, qui re-
présentera la somme z — a, sera donc la résultante des
droites qui représentent z et — a. Cette droite est celle
qui va du point 4-a au point z. Supposer que le
point z décrit un cercle de rayon r autour du point @, ¢’est
donc supposer que le module » de z — a = re’V=" reste
constant. Cela posé, on a

(i
: 1

\,/z—-a:_—_rac72 s

Que le point z se meuve sur le cercle en tournant dans
le sens positif (celui dans lequel les angles croissent en

Vi v T 0 s
Trigonométrie ), 6 va croitre ainsi que —- Mais, quand
2

6 aura varié de 27, le point z sera revenu a son point
de départ, et z aura repris sa valeur initiale; il n’en

sera pas de méme de \/z — a, qui sera devenu

1 027 j— 1 0 ) —
il endn gty
re = —1I7e )

et qui aura changé de signe.

DES INTEGRALES PRISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES.

La fonction f(z) de la variable imaginaire

z:x-{—y\/:

(*) Poir 'Ouvrage de Mourey sur La wraie théorie des quantités pré=
tendues imaginaires ; sur le Calcul des équipollences (Nouvelles Annales,
2¢ série, t. VIII, 1869); mon Traité d’Algébre; ’Ouvrage de MM. Briot
et Bouquet déja cité, ete.
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est en réalité une fonction de deux variables, et si, entre
x et y, on établit une relation, telle que

z=yg(t), y=4(¢),

f (z) devient alors fouction de la seule variable ¢. Si1'an
pose alors :

-Toir':‘?(la), )'o:‘p(’o)’ X:(?(T)’ Y‘:‘P(T)‘
ct

A e P 94 \/:, 2= -I-—Y\/-—I,

I'intégrale

m

i dx d
/ f(z) <{—u -+ Z‘[: \/— 1> dt

v,

aura une valeur bien déterminée. On représente souvent
cette intégrale par le symbole

[‘zf(z)(lg,

g,
qui, comme l'on voit, est indéterminé si 'on ne dit pas
de quelle fagon x et y sont liés entre eux ou a . Cette
expression est ce que I'on appelle une intégrale prise
entre des limites imaginaires; pour en préciser le sens,
on ajoute la relation qui lie 2 & y, soit directement, soit
par I'intermédiaire de la variable auxiliaire ¢.

Le plus souvent on emploie, pour fixer le sens de la

Z
notation f f(z)dz, un langage géométrique, et, au lieu
zo

de se donner les relations &= ¢ (t), y =¢(¢), on in-
dique la nature de la courbe représentée par ces équa-
tions. Si, par exemple, on posait

x = cost, y=sin¢,

01 2 il Qb : 4 . N
on aurait x*~4-y*=1, et si1’on intégrait par rapport at
de zéro a m, on dirait que I'on prend I'intégrale le long
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d’un demi-cercle de rayon un, décrit de 'origine comme
centre et limité a 'axe des x.

Réciproquement, quand on se donne le contour d’in-
tégration, on raméne facilement l'intégrale a une ou
plusieurs autres prises entre des limites réelles. Suppo-
sons, par exemple, que I'on demande d’intégrer f(z)dz
le long d’une droite inclinée & 45 degrés sur I'axe des x,
issue de l'origine et aboutissant & un point situé a la dis-
tance / de Iorigine.

Les éouaticns de cette ligne seront

/2 2
.z‘:t\——y ]’—tl—

s

on aura
-
, 2
dr— dt>*—s (ly:(ll-\m—q
. S,

et, par suite,

friaas= [ A 20+ y=0 |6 V=0 La

Je prends pour limites o et /, parce que ¢ représente la
distance du point (x, y) a l'origine; cette distance est o
oul, selon que le point (x, y) est a l'origine ou a I'ex-
trémité de la droite.

Tatorime e CAveny. — Le point z variant & U'inté-
rieur d’un contour donné, si, & [’iniérieur de ce contour,
la fonction f(z) reste monodrome, monogéne et finie,

Uintégrale {- f(z)dz conservera toujoursla méme va-

leur, pourvu que le chemin qui méne de z, a 7, ne sorte
5 P ‘/

pas du contour donné, quel que soit d’ailleurs ce che-
min, !

Pour démontrer ce théoréme, un des plus féconds de
toute 1’Analyse, nous intégrerons la fonction f(2) le long
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de deux contours AMB, ANB. Soient s I'arc du premier
contour compté a partir du point A, et ks I’arc du second
compté toujours a partir du méme point A ; soient

a=q(s), ri=1s)
les équations du premier contour, et
oy = gu(hs)y y2=1lks)
celles du second; et, en désignant par S I'arc AMB,

Fig. 1.

B

2

A

supposons que kS soit I'arc ANB. Joignons maintenant
les points correspondants des deux contours; soient N
et N deux points correspondants, c¢’est-a-dire tels que
AN = kAM. Nous supposerons que la droite MN soit
tout entiére dans 'intervalle compris entre les deux con-
tours; considérons maintenant le contour ayant pour
équations

& — o oy — o
.z-:ep.(s)u——l_a: —l—cp,(ks)a—I_az,
o — oy o —

e e D S| Rl
% \lu(s)al_“’—l—xl»z( ;)oz.-—:z,

Pour o=y, il se réduira au premier contour AMB,
et, pour o = oy, il se réduira au second ANB; et, de
plus, tous ses points seront compris a l'intérieur de
I'aire AMBNA, quand on supposera o compris entre
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et oy, Intégrons la fonction f(z) le long de ce contour,
nous aurons

S/ (z)dz = /‘ Flo+yy=1 )<dx j{ >

_j Flz dz

dz dy 3 i S 3
557, restent d’ailleurs finis, ainsi que leurs dérivées
ds * ds

prises par rapport a «. Appelons u cette intégrale, nous

aurons
du S dz’
(T‘/:—/(: ;E[f(z)a]ds,

du : dz il aeidize
da _f [f da ds ) dacls}ds’

ou, en intégrant le second terme par partices,

du dz7]8 o ez ERE G p ti] o
e = R OO S

ou

ou

dz

Or I oot nul pour s =o0 et s= 38§, le contour passant
o

en A et B pour s = o et s=38 quel que soit «, c’est-a-dire

7 du 5
ne dépendant pas alors de ¢, donc o = 0 ¢l, par suite,

u ne dépend pas de o il a donc la méme valeur pour
ot = ¢y €L pour & = oy, ¢'est-a-dire que I'intégrale prise
le long de AMB ou de ANB conserve la méme valeur.
Cela suppose toutefois que f(z) conserve la méme valeur,
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quel que soit le contour par lequel le point z se rend
‘de A en B; f(z) doit donc &tre monodrome; elle doit
aussi &élre monogene, car nous avons supposé

df jiade dffis e e de

J;:f (z)a et a;_f (Z)-(T;,
¢’est-a-dire que nous avons admis que f'(z) restait indé
pendant de la direction de l'accroissement donné a z,
pour en faire le calcul; enfin nos raisonnements sup-
posent f( z) et f'(z) finis.

Considérons maintenant deux contours quelconques

Fig. 2.

aboutissant en A et B, et désignons, pour abréger, par .
(PRQ ...) I'intégrale de f(z) prise le long d'un contour
désigné par PRQ . ... Le théoréme est démontré pour
deux contours formant & eux deux un contour fermé
convexe, car une sécante joignant deux points corres-
pondants ne rencontre le contour fermé qu’en deux points
et reste intérieure & ce contour: il en résulte que I'in-
tégrdle prise le long d’un contour fermé convexe quel-
conque est nulle, car I'intégrale en question est égale a
I'intégrale prise le long d’un contour infiniment petit.
Clest cette proposition que nous allons d’abord généra-
liser : considérons le contour AMBN, décomposons-le en
une infinité d’autres par des paralléles & une direction
donnée, on obtiendra ainsi une série de contours con-
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vexes. En vertu de la notation adoptée, on aura alors

(ab) + (bb') -+ (
(@B) 4 (6'0") + (

-

"a") + (a"a') = o,

sil’on ajoute toutes ces formules, les termes tels que (@’ ')
.et (b'a’) se détruisent, et il reste Z(a'a) + X (bb') = o,
c’est-a-dire que lintégrale prise le long du contour
fermé total est nulle. On a donc

(AMB) + (BNA) = o,
ou

(AMB) — (ANB) = o,
c’est-a-dire

(AMB) = (ANB).
Co Qs FaiDs

CAS OU LE THEOREME DE CAUCHY TOMBE EN DEFAUT.

Cauchy a remarqué que son théoréme tombait en
défaut dés que la fonction f(z) cessait d’étre finie, con-
tinue, monodrome ou monogéne, et il a tiré parti de ces
cas pour enrichir la Science d’une de ses plus belles
découvertes.

Tuatorkme I. — L'intégrale d’une fonction mono-
drome, monogéne, finie et continue (ou synectique,
comme U’appelle Cauchy) & Uintérieur d’un contour
Sfermé, est nulle quand on la prend le long de ce
contour.

En effet, elle est égale, comme nous I’avons déja ob-
servé, a l'intégrale prise le long d’un contour quel-
conque, ayantla méme origine et la méme extrémité, in-
térieur a ce contour; le deuxi¢me contour pouvant étre
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pris aussi petit que I'on veut, puisque 'origine et I'ex-
trémité se touchent, I'intégrale est nulle.
Cauchy appelle résidu de la fonction monodrome,
monogene et continue f(z), pour la valeur ¢ qui rend
f(z) infinie, 'intégrale

1 :
——_——l/f(z)({z,
27 L
prise le long d'un contour circulaire de rayon infini-
ment petit, décrit du point ¢ comme centre.
I

Tatorime II. — Soient Ry, Rs, ..., R, les résidus
de la fonction f(z) relatifs aux infinis ¢,y cyy ...,y C,
de cette fonction, contenus a Uinterieur d’un contour
fermé oi elle reste monodrome et monogéne, Uinté-
grale [ f(z)dz prise le long de ce contour sera égale &

(Ri=-Dy 4+ v+ R,)2my—1.

Supposons qu’il n’y ait que deux infinis dans le con-
tour, et qu'ils soient les centres des cercles bed, ghi;
appelons en général (M) l'intégrale de f(z) le long du
contour désigné par M.

Le contour abedaefghifjka constitue un contour fermé
ne contenant pasles infinisde f(z) ; donc (abedaefghifjka)

est nul. Or
(abedacfghifjka) = (ab) + (bed) + (da) + (aef) + (fg)
: + (ght) +(if) + (fika);
le premier membre est nul; (ab) = — (da), car ce sont
les mémes intégrales dont les limites sont inversées; de

méme (fg) =— (if) et (fjka) + (aef) est P'intégrale

proposée; on a donc

0 = (bed) + (ghi) + [ f(z)dz.
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Or (bed) est I'intégrale prise le long d’un contour cir-
culaire trés-petit décrit autour d'un infini, z marchant

Fiq. 35

dans le sens rétrograde; cette intégrale est, au facteur

prés — ———, le résidu de f'(z)3 donc

amy—1

o=—or\(/—1R, —2n V— 1R, + [f(2)dz,
ou
Jf(a)de =27\ —1(R, + R,).
Qa0 TED,

CGALCUL DES RESIDUS.

Avant de montrer comment on calcule le résidu
d’une fonction, nous allons revenir un instant sur la
régle de la différentiation sous le signe /. Cette régle
est encore applicable quand on s’adresse & une intégrale
prise entre des limites imaginaires, puisqu’une telle in-
tégrale revient a une autre prise entre des limites réelles.
Enfin cette régle est encore applicable quand la variable
par rapport a laquelle on différentie est imaginaire.
En effet, différentier une quantité « par rapport a

Z -y \J—1, clest calculer le rapport

dx 4 dy \/: .
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Ce rapport est indéterminé (excepté si u est une fonc-
tion monogéne), et, pour en préciser le sens, on doit

dy Sh 3

donner le rapport —=2 0u, si I'on veut, on doit supposer
axr

x et y fonctions données ¢(t), ¢ (¢) d'une méme va-

dz dy
riable ¢, ¢t se donner—” et l— .On différentie alors le

long de 1’61ément (dz, dy) apparlenant a une courbe
dont les équations sont x = ¢ (t), y = ¢ (¢); on a alors

Pexpression suivante de la dcuvcg de u
Ju da
=R ‘P'( )

dx

o + y' \/— 1
Si ’on veut alors différentier I'intégrale

Ve=[fpsx+yy—1)dp

—_— du du
par rapport a x +-)f\/— 1, on formera T Par‘ la

régle ordinaire, et ’on aura

: d d
av . df? (& )+Z{}/‘{"L)d
d(r—}—)\/———]) ¢ + \b'\/——l it

ou

v af
= L i
(l(.z'-{-y\/—I) d(.r»}—y\/——l)
et 'on voit que I'on différentie par rapport & un para-
métre imaginaire comme par rapport & un paramélre
réel.

Lorsque ‘Ia quantité qui se trouve placée sous le signe f
est monogene par rapport au paramétre, on peut rai-
sonner encore plus simplement en faisant observer que

du o5t idealis du dif %
. —— ¢éstegala —, et que dillerentier par rap=
d(@ +yy—1) da)y O 1 S ek
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port & x 4y /—1, c’est en définitive différentier par
rapport 4 la variable réelle x.
Cela posé, calculons d’abord le résidu de la fonction

o(z)

» 0 (z) étant supposée finie et différente de zéro
il 4 ¢

pour z = c; ce résidu est

1 dz.o (z)
1 Ric= ——= 9
(x) 21:'\/——! f DI ESlC

et 'intégrale est prise le long d'un contour circulaire

infiniment petit décrit autour du point ¢ comme centre.
Soit ¢ le rayon de ce contour, on pourra poser

(2) z:c»}—eee\/:,

et faire varier 0 de o a am. En effet, la longueur decz

étant désignée par ¢, et ¢ restant constant, le point z
décrit le cercle de rayon ¢ et de centre c. L’angle 0 est
angle zcX que zc fait avec I'axe Oz, et, quandle point z
décrit le cercle, 0 varie évidemment de o & 27, De (2),
on tire
dz=¢eeV=1do.\—1;
(1) devient alors
1 27

Ri=— = : ® (ae"\/__'-}— c) do.

Or R est indépendant de la longueur du rayon e, qu’il
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faut du reste supposer infiniment petit; donc, en faisant
¢ —0,ion a

27

R:L¢(0)£2ﬁd9:?(c).

On voit donc que, si f'(z) est une fonction telle que

(z—e)f (=),
pour z= ¢, soit une quantité finie différente de zéro,
cette quantité sera précisément le résidu de f(z) relatif
a son infini c.
Reprenons la formule (1), et remplagons R par ¢ (c),

nous aurons
I z)dz
e e (12,
2wy —1 Ll

et, en différentiant m — 1 fois par rapport a c,

d:
?m—l(c) —_— znjjf(z(—zjc)z’" 1.2.3...(171 e I);

on a donc

! p(s)dz _ )
2wy —1 (z—c)m ™ 1.2 3. .. (m—1)’

et l'on a ainsi le résidu d’une fonction de la forme

(-(P (z)) » ou ¢(z) est finie et différente de zéro pour
z —c)m

z =c, e. m entier et positif. Dans la suite, nous ne ren-
contrerons que des résidus de fonctions de cette forme.

APPLICATION DES PRINCIPES PRECEDENTS A LA RECHERCHE
DES INTEGRALES DEFINIES.

Proposons-nous d'abord de trouver la valeur de 1'in-
tégrale définie suivante, dans laquelle a ést un nombre
positif,

>

w0 .,
sin ax
f dx.
0 <
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A cet effet, nous prendrons I'intégrale

o=t
dz
V4

le long du contour suivant formé : 1° d’une droite ga
8

allant de — o au point @ voisin de zéro; 2° d’un demi-

cercle trés-petit abe, décrit autour de 'origine avec le

Tig. 5.

i/

s SRR

rayon 73 3° d’une droité allantde ¢ vers +- o ; 4°d’une
perpendiculaire de 4 Taxe des y, située a Dinfini;
5° d’une paralléle ef a ’axe des x, située a I'infini;
6° d’une perpendiculaire fg située également a l'infini ;
nous aurons, en supposant & positif,

i Rl V=1 dxp
e [FE
005\/:1'

(abe) = — %27: V— 1.résidu de prie e s g/:——l_.

d

©@ .az\/—-—i
(edi) = f 3 dz,
“ &z

2 e/ ===V dy ——
(ide) = [ e \/— I=o,
Jo @ yy—ru-
(ef)=fg)=0;
Le contour total d’intégration ne contenant pas d’in-

ey~

fini de ——; l'intégrale prise le long de ce contour est
z
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nulle; donc

ks —-ar\/:——l i @ )cx\/:f
f & *‘Ix——rr\/-—l—i— P—x——dx:o.

—_— z 28

Or la premiére intégrale devient

fw /=1 dx

s e e e e g
quand on y change x en — x; et par suite
S ,az\/:; e gz =1
€
e dr=m \—1,
r x

ou, pour 7 = o, o

@D s s Y
f 2«,/—lsmnx(lx:7r\/—l,
5 Zz

ou enfin .
*® sinax ™ >+ sinaa
— — dr—— et dr — 7.
5 z 2 R x

La fonction
Fo
Sinax
f =—=Jdp
S x

ne contient donc pas @, mais elle en dépend; en effet,
en changeant le signe de a, elle change de signe; cela
s'explique, car, en posant ax = z, on a

% sinax £ ginz
= dz.
—_—m X =% Z

Si nous intégrons [e=*'dz le long del’axe des x et d’une

parallele a cet axe située a la distance @, et si nous fer-

mons ce contour par deux paralléles a I'axe des y situdes

a Pinfini, nous trouverons zéro; or les intégrales rela-
L. Fonct. ellipe. 2
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tives a ces paralléles a Paxe des y sont nulles, ce qui se
voit en écrivant notre intégrale ainsi :

2 R £ 2 :' T :
fe—‘ dz .—_f e dz +f =2 ===t dy \/—l
: — 0

— 0
+f e x7+n2—7a1¢: (l.l‘
=]

o - o i
+f e—=+yi—my/—1 dy \/—— I
a

on a donc
-~ ) —
o zf e dz ,_f e—a+at—2azy/—1 dx;
— 0 -— 00

on en tire

B e !

o=\r—e¢° f e~ (cosaar — \/— 1sin2az)dz;
—o

d’on, séparant les parties réelles et imaginaires,
=igiis, St=00 5
\/we‘“ =f e* cos2axdry,
P, 3
=+ 0
0 =f e=*" sin2axdz.
—0

Si ’on veut obtenir la valeur de I'intégrale

f”'m cosazdx
S

2

bes [+ 2

on peut observer qu’elle est la partie réelle de celle-ci

f+°° L’“‘/:
— dz
Ty )
A o, 2

eV="dy
122

laquelle est égale a
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prise le long de I'axe des x. Mais on peut remplacer
'axe des & par un demi-contour circulaire de rayon in-
fini décrit de 'origine comme centre et situé au-dessus
de I'axe des 2. En effet, a I'intérieur deaire limitée par
I'axe des x et ce dernier contour, la fonction intégrée
reste finie et continue, pourvu que @soit positif, excepté
pourtant au point z = \/— 1 ; donc la différence des deux
intégrales ne sera pas mulle, mais bien égale au résidu
e
oA - relatif & z = \/— I, c’est-a-dire & —— 5 mul-

Llphe par am\/— 1, ce qui donne me~". Mais I'intégrale

de

1
prise le long du contour demi-circulaire est nulle; pour
Pévaluer, il faut prendre z = Re'V=! et faire varier 6 de
7 a o, ce qui donne

Y RcosOF—-Rsinﬁ
[ = — doReNVT =T,
Ji 1+1”((0500+\,/—1sm20) \

Pour R = o, cette intégrale est bien nulle, et 'on a

l+w
cosax
j ——— dyv=me"

LT e

QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS.

Nous avons trouvé que I'intégrale
q 8

T 2z
i
o \/— L S i
a f(x), la fonction f(z) étant monodrome,
monogene, finie et continue autour du point &3 soit donc

¢était dgale &

(1) e [LEL e,

21:\/—1 a
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On voit que f(x) a toujours une dérivée, car on peut
ici différentier sous le signe [ par rapport a a; cette dé-
rivée en a une a son tour et ainsi de suite, ce qui est une
propriété précieuse des fonctions monodromes et mono-
geines.

Si, dans la formule (1), on pose z = x - reV="1, elle
devient

N GRS OF

cette formule contient, comme I'on voit, un grand nom-
bre d’intégrales définies, La formule (1) donne, en la dif-
férentiant,

1 /* flz)dz i ! : 7(2),

27,\/:—? (32 — o)+ A

ou, en posant z = r¢"V=! 4,

0 1

$ 1 27
— oo 0/ —1) e L 13 S
2ﬁ£ f('t_*—,"\ l/,.neuo\/:f l.2.3..71f(r)

En appelantalors M le maximum du modulede f/(z) sur
le cercle de rayon r décrit du point x comme centre,

on a
e 1
e ) A
2T o v >mn |.7...nf(x)’
on
SRS
mod. /" (z) < $2 Sgeid M,
; 2
on

mod. f (x)

O G b

M >

Cette formule montre que, si toutes les dérivées de f(x)
ne sont pas constamment nulles, ¢’est-a-dire si / (x) n’est
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as une constante, on pourra toujours prendre r assez
grand pour que M croisse au dela de toute limite; done :

Trtonime. — Une fonction monodrome et monogéne
devient forcément infinie pour une valeur finie ou infi-
nie de sa variable ; donc aussi la considération de son
inverse prouve qu'elle s'annule pour une valeur finie ou
infinie de sa variable; donc enfin I’équation f(x)=o0 a
necessairement une racine.

Reprenons les formules

I izl daie 5 1 5
(1) IR /‘(z——.z)”"“ X l.?....nf ()5

o2my—1.

() LS AL Ry Y

amy—1J 22— %

la derniére peut s’écrire

[f/ [+f (lz a_!_‘
277\/__1 2 (z2—a) ) G

-———Zf_(zl) (x —a)—'dz

ol sl o

f(r)::f((t)—{—(r——a)f’(n)—l— :
(x — a)=! fr='(a) i flz)(x—a)
2 1.2.3...(n—1) o \/:_—1 (z—n)”(z—z)

ou, en vertude (1),

/-

Ce dernier terme tend vers zéro pour 72 = co , pourvu que
X —a soit assez petit, et I’on voit que, pour x = a, toutes
les dérivées de f(x) ne sauraient étre nulles, si f(x)
n’est pas une conslante. Supposons que les (7 — 1) pre-
miéres dérivées seulement soient nulles et que la n'™
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ne le soit pas, la fermule précédente se réduit a

g B I Sf(2)dz .
Slz) = (: / 211_\/:1' ‘/‘(z—a)"(z—-x)'

le facteur de (x — a)" ne sera pas nul pour x = a, et 'on
voit que, si f(a) est nul, f(x) sera dela forme

(x —a)" (=),

U () restant fini pour x = a; donc :

Tutorkme. — Une fonction monodrome et monogene
n'a que des racines d’un ordre de multiplicité entier; it
en est de méme par suite de ses infinis.

Voici une derniére proposition trés-importante : Soit

gt
. . . Z .
f'(z)la dérivée de f(z); les infinis dcj;é )) seront sim-
2z
ples et seréduiront aux zéros etaux infinis de f (z). Soient
@y, @y, . .. les zéros de f(z) contenus dans le contour G,
Olyy Clgy «.. les infinis contenus dans le méme contour;

alors
(z—a,)" (2 — a))™. ..

O b2,

(2 —a ) (2 —a)h. ..

§(z) n’étant plus ni nul ni infini dans le contour C; pre-
nons les logarithmes et diflérentions, on aura

4 ) n 4z
f(z)zzw“ﬁ 2y o Vi),
f(z) z—a z—a  U(z)
Multiplions par I (z), qui ne devient ni nul ni infini
dans le contour C; nous aurons, en intégrant le long de

ce contour,

T F(z)f:_(_z_)(z: mila) —Inka).
2y —1 f f(2) = F( A

8i Pon fait F' (z) =1, 0n trouve Zm — Zn, c’est-a-direla
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diflévence entre le nombre des zéros et des infinis; mais
alors :

:—/—;_—[l()gf(z) = 3m — Iny
2w\ —1

log f (#) = log mod. f(z) — \/—1 arg. f(2);

ainsi a7 (Xm —Zn) est la quantité dont varie I'argu-
ment de f(z) le long du contour C, quand le point z
eflectue une révolution compléte le long de ce contour.

Quand on prend I'(z) =z, 0ona

1 f'(z)z
—s =", — nu,
o7\ —1 / f(z) T i

THEOREMES DE CAUCHY ET DE LAURENT.

Nous terminerons ces considérations préliminaires en
donnant, d’aprés Cauchy et le commandant Laurent, une
nouvelle forme au théoréme de Maclaurin,

Soiif(x) une fonction finie continue monodrome et
monogene & Uintérieur d’un cercle de rayon R décrit
de l'origine comme centre. Elle sera développable par
la formule de Maclaurin pour toute valeur de x com-
prise a Uintérieur du cercle en question.

En effet, si 'on décrit un cercle de rayon R’ un peu
plus petit que R de l'origine comme centre, on aura,
en intégrant le long de ce cercle,.

TS A

211\/:-; sosid

pourvu que le point x soit situé dans son intérieur; alors
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: I
le module de z sera plus grand que celui de x et, -———
2 — T

étant développé suivant les puissances de x, on aura

"2
ff (lz<l+f-—|—7—+>
2r\/—l. g =gt

Mv_x[ff Iz—lzf/ di +x ff dz +

o f)+],

zn—H

(2)=

Or on sait que

Ll e (VRGO )

I 1 o5
amy—1J # 18206 e N

on aura donc

f(#) =F(o) + %‘f'(o) +. 4 T:_n.,j/u(,,)_,_

ce qu’il fallait prouver.

St lajbncl[onf( x) est finie, continue, monodrome et
monogeéne a lintérieur d’une couronne circulaire de
rayons R et R/, ayant son centre & Uorigine, elle sera
développable pour toutes les waleurs de x comprises
dans cette couronne en une double série procédant sui-
vant les puissances entiéres ascendantes et descen-
dantes de x.

En effet, soit f, un signe d'intégration indiquant que
la variable reste sur un cercle de rayon A déerit de 'orvi-
gine comme centre, soit 7 un peu plus petit que R. et 7’
un peu plus grand que R/, la somme

» ’
z 2
) )

- dz
oo B r'% —x
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’ . . 2 Y
sera égalea l’mlégra]cf;f(—) dz prise lelongd’un cercle
2 —a

de rayon trés-petit déerit autour du point x intérieur a
la’courorine; en sorte que, si I'on observe que celle-ci

est égale & amy/— 1 f(x), on aura

ff_(_zvx,,z_ SE ) e a0

Z gl Y=z

ou bien, en observant que mod.z > mod.x et que
mod. z’ < mod. x,

ff(z]([z<l~{«fz-+£:+...>
. %f s 2!
’ ’2
""ff(z’)dz'<“:‘_+;;+;—d+--->:21:\/—1/(z);
l" B oA

ce qui démontre le théoréme.

Exemples.—log (1 + x) est développable al'intérieur
d’un cercle de rayon 1 déerit de 'origine comme centre,
mais il cesse d’étre développable au dela comme I'on sait,
et, en cffet, pour x = —1, le logarithme de 1 + x est

nfini.

Le point critique de (1— &)™ est x =1, c'est ce qui
explique pourquoi la formule du bindme cesse d’avoir
lieu quand le module de x est supérieur a 'unité, etc.

REMARQUE CONCERNANT LES FONCTIONS PERIODIQUES.
Une fonctionf(x) posséde la période w quand on a
Sflz+w)=f(z)
ct, par suite, 22 étant entier,

f(.r,—i—nm)::/(.r).
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27 vl
—xY—I
©

e posséde évidemment la période w ; quand on donne

2TX V'———I

une valeur particuliére a ¢ v , il en résulte pour x
une série de valeurs de la forme x, + nw, n désignantun
enlier et 2, un nombre bien déterminé. Si donc on con-
sidére une fonction f'(x) monodrome quelconque possé-
dant la période w, elle pourra étre considérée comme fonc-

7:\/:4"
tionde y =e¢ « et, sil'on se donne y, x ayantlesva-

leurs x4+ nw, f(x) prendra les valeurs
S (2 + no)=f(x).

Ainsi, y étant donné, f(x) aura une valeur unique et
bien déterminée; il en résulte que f(x) est fonction
monodrome de y.

1l résulte de la que toute fonction périodique mono-
drome possédant la période w pourra se développer
suivant les puissances ascendantes et descendantes

27 —_
e Lo . . #47. . .
de e® a l’mterleul' de certaines couronnes circu-

laires.
3 27X V: .
Mais quand ™ »  décrit un cercle, son module reste

constant; or, si 'on pose
x::a—&—-[?»\/—l, w:g—-}—/l\/—l,

il se réduit a
27
T
€ ’
¢ désignant une fonction linéaire de « et (3, et pour
que cetle expression reste constante, p doit rester con-
stant; x décrit donc une droite, de direction fixe d’ail-

2| l/—_‘l

leurs, quand on fait varier le module de e™ « ., Ainsi
c’est entre deux droites paralléles que le développement
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de f(x) sera possible, I'une de ces droites ou méme
toutes les deux pouvant s’éloigner a U'infini.
Ce théoréme nous servira 2 jeter les fondements de la
théorie des fonctions elliptiques.

NOTIONS SUR LES FONCTIONS ALGEBRIQUES.

Une fonction y, définie par une équation de la forme
/(_y, z') =o,
ou f(x,y) désigne un polynome entier en x et y, qui
n’admet pas de diviseur entier, est ce que I'on appelle
une fonction algébrigue. L’équation qui la définit est
dite irréductible.

Une fonction ainsi définie est susceptible d’autant de
valears pour une méme valeur de x quiil y a d'unités
dans le degré de f pris relativement & y; mais ces va-
leurs ne peuvent pas étre séparées les unes des autres
et ne constiluent qu’'une seule et méme fonction, ainsi
que I’a démontré M. Puiseux.

1° Une fonction algébrique ne peut s’annuler que si le
dernier terme de I’équation qui la définit s’annule, et,

; . o ; 1
par suite, elle n’a qu'un nombre limité de zéros. el est

défini par une équation algébrique que I'on sait former
et n'adwet, par suite, qu'un nombre limité de zéros;
donc y n’admet qu'un nombre limité d’infinis qui sont
les racines de I'équation obtenue en égalant a zéro le
coeflicient de la plus haute puissance de y dans 'équation
qui sert a le définir.

2° Nous admettrons que y soit une fonction continue
de z, excepté pour les points ou y devient infini ou ac-
quiert des valeurs telles que 1'on ait a la fois
d/'__

f("-',.?'):(” E—oi

ar
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encore en ces points n’y a-t-il pas, & proprement parler,
discontinuité, mais simplement indétermination d’une
certaine espéce dont nous parlerons plus loin ; nous don-
nerons a ces points le nom de points critiques.

Nous supposons ce théoréme connu du lecteur, ct, en
réalité, il est supposé connu de toutes les personnes qui
s'occupent de Calcul différentiel; il est impossible de
prendre la dérivée d'une fonction implicite sans I'ad-
meltre.

3° La fonction algébrique y admet une dérivée bien
déterminée en tout point qui n’est pas critique : cela ré-
sulte de la régle de la différentiation des fonctions im-
plicites, et 'on a

dy _ df _df
AT
: ; : i adit |
expression finie et déterminde si T est pas nul.

4° La fonction algébrique y est monodrome a l'inté-
rieur de tout contour ne contenant pas de point critique.
Considérons, en effet, un contour fermé C ne contenant
aucun point critique ; supposons que la variable x dé-
crive un certain chemin continu a 'intérieur de G, en
partant du point x, pour y \revenir. Soient S ce chemin,
yo la valeur de y en x, au départ, et y la valeur que
prend y quand x revient en x,. Si I’on n’a pas yy =y,
2 ne pourra étre qu'une des valeurs de y. Cela posé, dé-
formous le chemin S en le réduisant & des dimensions de
plus en plus petites. Quand ce chemin se sera, dans toutcs
ses parties, suflisamment rapproché de x,, les valenrs
de y le long du contour S seront, en vertu de la conti-
nuité de y, aussi peu différentes que 'on voudra de yo,
et, par suite, différeront de y; d’une quantité finie,
puisque, a 'intérieur du contour C dans lequel nous che-
minons, les valeursde y sont nettement distinctes ; donc,
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quand le contour S sera devenu suflisamment petit, y re-
viendra en x, avecsa valeur initiale y,. Mais, s'il n’en est
pas toujours ainsi, il est clair que, pendant que le con-
tour S se déforme, il arrive un moment oa y revient
encore en x, avec la valeur y, différente de y,, tandis
qu'un moment aprés il reviendra avec la valeur primi-
tive yo. Soient done deux contours S, et S;, infiniment
voisins, ramenant y I'un avec la valeur y,, 'autre avec
la valeur y;; considérons deux mobiles parcourant
ces contours en restant toujours infiniment voisins 1'un
de l'autre : en deux points infiniment voisins, y ne
pourra avoir que des valeurs infiniment peu diffé-
rentes. En effet, si I'on considére, 4 chaque instant,
la différence des valeurs de » en deux points cor-
respondants, cette différence, d’abord infiniment petite,
vestera telle, car elle varie d’une maniére continue
comme y, et elle ne sauraitdevenir finie que si 'on con-
sidére deux racines distinctes de I’équation f (2,5 ) = o3
mais, pour passer d'une valeur a une autre, y serail
obligé de rompre la continuité, a moins que 'on ne soit
précisément dans le voisinage d’un point critique ou
deux valeurs distinctes de y sont susceptibles de différer
infiniment peu 'une de I'autre pour une méme valeur
de x. Ainsi done, y revient toujours en x,, avec la méme
valeur yq, si I'on ne sort pas du contour C.  ¢. Q. F. b.

DISCUSSION DE LA FONCTION \/.’L'—(l.

:

Il est intéressant d’étuldier la maniére dont les fone-
tions algébriques permutent leurs valeurs les unes dans
les autres autour des points critiques; nous renverrons,
pour cet objet, le lecteur & un Mémoire de M. Puiseux,
inséré au t. XV du Journal de M. Liouville. 1| suffira,
en effet, pour le but que nous avons en vue, de discuter
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les fonctions de la forme /X, o X représente un poly-
néme entier en x.
Commengons par la fonction y = \/Jx —a, dans Ja-
quelle a est une constante. Cette fonction a deux valeurs

+yz—a et —\/x—a,

en chaque point égales et de signes contraires. Nous
n’avons & considérer qu'un seul point critique, le point a
pour lequel les deux valeurs de y deviennent égales a
zéro. La fonction y mne cesse donc d’étre monodrome
qu’a P1atérieur d’un contour contenant le point a.
Posons
0V =x
9

r=a-re
o= e : : :
re’/~" sera représenté par la droite qui va du point @ au
point x (la résultante de deux droites représentant, il
ne faut pas I'oublier, la somme des imaginaires repré-
sentées par ces droites); on aura
Yt

1
L o 2 2
L=l T8 .
Si le point & déerit un contour fermé contenantle point a,

O/ =z v ia » F
la_droite e’/ joignant le point @ au point  tournera
en décrivant un angle wotal égal & 2 73 la fonction

Wik
ol
v-l' — TN e
reviendra alors, quand x reviendra aun poml, de départ
correspondant a § = 6, avec la valeur

) i

ths 5o (Fe=p=t

. VT s ) .

o=

Ainsi effet d’une rotation autour du point-a est de
changer le signe de la fonction y.
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DISCUSSION DE LA FONCTION
VA(z—a)(z—b) (z—c)... (#—1).

"Quand le point x tournera autour du point a, \/ET——:
changera de signe; ainsi :

Quand la variable décrira un contour fm'me conte-
nant une des quantités a, b, ..., l, la fonction re-
viendra au point de départ avec un changement de
signe ;

Quand la vraiable décrira un contour fermé conte-
nant un nombre pair de points critiques, un nombre

pair de facteurs \Jx —a, \Jx —b, ... changeront de
signes, et la fonction reviendra au point de dcpm't avec
sa valeur initiale; ce sera l'inverse quand le contour
contiendra un nombre impair de points critiques.

Au lieu de décrire un contour formé d’un contour
simple, la variable peut tourner plusieurs fois autour
d’un ou de plusieurs points critiques; mais ce cas com-
plexe ne présentera aucune difficulté et se raménera aux
précédents.

Je suppose, par exemple, un contour ayant son ori-
gine en o et présentant la forme ci-dessous : quand la

Fig. 6.

variable a suivi le chemin opts, la fonction arrive
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en s avec une valeur que j’appellerai y,, et quand x par-
court le chemin sgrs, y revient en s avec la valeur — y,,
en sorte que 'on pourrait supprimer la boucle sgrs et
partir de o avec la valeur — y,3 on pourrait de méme
supprimer la boucle uptu en partant avec la valeur
initiale —+ y,; il reste alors le chemin optsgruo qui con-
tient le point @ et 'on revient en o avec la valeur — y,.

ETUDES DES PREMIERES TRANSCENDANTES
QUE L’ON RENCONTRE DANS LE CALCUL INTEGRAL.

Les fonctions entiéres s'intégrent immédiatement, les
fonctions rationnelles s’intégrent en les décomposant en
fractions simples : quand ces fractions simples sont de la

A 3 . £1s
forme ——— ) elles s'intégrent immédiatement; quand

(z—aF

elles sont de la forme

) elles ne s’intégrent plus an
xz — a

moyen de signes algébriques, ou du moins on ne sait
plus les intégrer de cette fagon.
On rencontre aussi des fractions de la forme

Vi NG
(a:’ -+ px -+ q)"’
mais, en adoptant les imaginaires dans le calcul, ces

; it : A
fractions se réduisent 4 la forme (—:————a?

est la fonction logarithmique

Lintégrale de

bien étudiée dans les éléments et bien connue; on con-
coit cependant que la découverte des logarithmes ait pu
suivre celle du Calcul intégral, etil est intéressant de
voir comment on aurait pu étudier les propriéiés de la
nouvelle fonction.
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Et d’abord il y alieu de se demander si 'intégrale de

engendre réellement une fonction transcendante,
Y e 4

ou seulement une fonction réductible aux fonctions al-
gébriques; nous allons voir, en étudiant ses propriétés,
qu'elle constitue une fonction nouvelle. D’abord, en
mettant a part le facteur A constant et remplagant x —a
par x, on rameéne cette intégrale 4 la forme

dx

Posons

le signe log étant employé pour représenter la nouvelle
fonction (nous précisons notre intégrale avec la limite 1
et non zéro, afin qu’elle reste finie).

Nous pouvons prouver : 1° que logx n'est pas mono-
drome et par suite ne peut pas étre rationnel; 2° que
logxz a une infinité de valeurs pour une méme valeur
de x, et qu'il ne saurait alors coineider avec une fonc-
tion algébrique qui n’en a qu'un nombre limité.

Pour le prouver, observons que I'on peut aller du
point 1 au point &, soit directement par le chemin rx

rectiligne, ce qui fournit la valeur que nous appellerons

logar, soit par tout autre chemin. La valeur de I'inté-
L. Lonct. ellipt, 3
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grale prise le long d’un chemin qui, avec x1, forme

’ yeii'e Sl
un contour fermé ne contenant pas l’orxgme OUi=1est
z

infini, donnerait la méme valeur logx; mais si, pour
aller de 1 & x, on suit un chemin qui enveloppe le
_point o, tel que celui qui est figuré en pointillé, I'inté-
grale prise le long de ce contour, augmentée de l'inté-
grale prise le long de x1, sera égale a I'intégrale prise
le long d’un cercle de rayon trés-petit décrit autour du
point o; on aura doney en se rappelant que cette der-

niére est égale & = a7/ —1,

dz e
— ——l()g.’l,‘:—27r\/—l 5
xZ

Je mets — 2my/ — 1, parce que l'intégrale doit étre prise
dans le sens rétrograde; on a donc dans ce cas

dx s
f r:]og.r— omy—1,

x

.

Si, au contraire, la figure avait la disposition ci-dessous

dx ——
f; =logz - 2m\/ — 1.

on aurait

Fig. 8,
z
/=
PN 1
7 N
/ i
T 2w L 7
|‘ ’

Il'y a plus, si, au lieu de suivre un contour simple
comme les deux précédents, on suit un contour en-
tourant 2, 3, 4, ... fois l'origine, tel que celui ci-
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.
dessous qui I'entoure trois fois, il est clair que I’on aura

dx R
f%:logw+2,4,6.. T —1;

dans le cas de la figure, on a

dx —_—
f%:]ogw—}—ﬁn’\/—l.

Ainsi la valeur générale de I'intégrale considérée est
logz==2/4imn V=2

k désignant un entier, et ces valeurs de logx sont insé-
parables les unes des autres; ainsi, quand le point x
passe en a pour la seconde fois, I'intégrale y acquiert
une valeur égale a la précédente augmentée de 2w, et
cela en wertu de la continuité; en d’autres termes, on
ne pourraxt assigner a logz une valeur déterminée en a
qu’en rompant la continuité de cette fonctxon.
SiT'on considére équation

dx d
dv  dy

—0
&z y 2

on en tire d’abord

i
ek e — = const.,
I . I y
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ce que I'on peut écrire

(L) logz + logy = loga,

a désignant une constante. Mais on en tire aussi

ydzx + xzdy = o,
ou

(2) ayi=—th,

b désignant une constante. Les formules (2) devant étre
identiques, faisons x = 1; (1) donnera logy = loga et
(2) donnera y = b, ce qui exige que @ = b. Des for-
mules (1) et (2) on tire alors, en remplagant b par a,

logz + logy = logay,

ce qui est la propriété fondamentale de la fonction lo-
garithmique.
La fonction inverse de logx sera représentée par e (x),

en sorte que, si

y =logx,
on aura

wie=ie(ys)

la propriété fondamentale des logarithmes donne la
propriété fondamentale des exponentielles

e(r+y)=e(x)e(r),

ce qui conduit a écrire

et comme 'on a
logz =y + 2kny—1,
J désignant 'une des valeurs de logx, on a
o= ez+2/m\/——;

la fonction e* est alors périodique et a pour période
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okm \/:—_T. De la formule

\ dz
on tire
I}’ =

y étantle logarithme de x, on voit que la dérivée de la
fonction exponentielle e” prise par rapport a y est cette
fonction elle-méme ; on est alors conduit a représenter e*
au moyen d'une série, et sa théorie s’achéve comme dans
les éléments.

On voit ainsi que la découverte de Neper etit été faite
par les inventeurs du Calcul infinitésimal dés les débuts
du calcul inverse.

DES DIVERS CHEMINS QUE PEUT SUIVRE LA VARIABLE
DANS LA RECHERCHE DES INTEGRALES DES FONCTIONS
ALGEBRIQUES.

Toute fonction algébrique y étant monodrome a I'in-
térieur d’un contour ne contenant pas de point cri-
tique, son intégrale sera nulle le long d’un pareil con-
tour; donc :

1° L’intégrale prise le long d’un contour quelconque
xox pourra étre remplacée par lintégrale prise le long
du contour rectiligne x,x, si entre ce contour et le
contour donné il n’existe pas de point critique.

2° Si, a l'intérieur du contour Cformé par le chemin
rectiligne et le chemin donné, il existe un point cri-
tique @, on pou.rra remplacer le chemin donné par un
autre allant de x, vers un point @ trés-voisin du point
critique sans sortir du contour G, tournant ensuite le
long du cercle décrit de @ comme centre avec aa pour
rayon, revenant en o, puis en &, par le chemin o2, in=
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verse du chemin x,a suivi tout & I’heure, enfin allant
par le chemin rectiligne de x, &4 2. En effet, le nouveau
chemin et I'ancien ne comprennent entre eux aucun
point critique.

Fig. 10,

Le chemin formé d’une ligne allant de x, au point
@ voisin du point critique a, tournant autour de ce
point et revenant en x, par la route déja suivie pour
aller de x,, est ce que I'on appelle un lacet.

Nous avons figuré ci-dessus un lacet en séparant
I'aller du retour pour bien montrer comment le lacet
peut se substituer au contour C.

3° 8i, entre le contour C formé par le chemin recti-
ligne et le contour donné, il existait plusieurs points
critiques, on pourrait remplacer ce contour par une
série de lacets suivis de la droite x,x.

4° Supposons que le contour d’intégration dmmé
rencontre la droite x,x; en p,q.

Fig. 11
z
n
5,,,
1 4
Zo

On pourra remplacer le chemin x,lp par une série de
lacets et par la droite xop; on est alors ramené au
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chemin x,pmq, que 'on peut remplacer par une série
de lacets suivis de xg, et ainsi de suite; donc :

Tutorime. — Tous'les chemins que I'on peut suivre
pour aller de x, en x peuvent étre remplacés par une
série de lacets ayant leurs OI'lbmes et leurs extrémités
en &, suivis du contour recl;zlzgnc 2000 ()3

Nous dirons qu'un lacet unit deux valeurs y; et y;
quand ces deux valeurs de y se permutent I'une dans
'autre lorsque I'on suit ce lacet.

Mais nous préciserons encore davantage : en général,
en suivant un lacet, on ne permute que deux valeursde
la fonction y3 toutefois il pourra se faire qu’en suivant
un méme lacet plusieurs fois de suite, on obtienne une
permutation circulaire des valeurs yy, y2, 93, -+ - de y;
nous considérerons comme distincts tous les lacets par-
courus avec des valeurs initiales différentes de y. Ainsi,
par e*ccmple, si le point @ est un point critique ordi-
naire, deux racines i et yy se permuteront 'une dans
Pautre en parcourant ce lacet; nous le supposerons
double, mais seulement pour la commodité du langage,
en sorte que, s'il est parcouru avec la valeur initiale y;,
nous le considérerons comme formant un premier lacet
unissant y; & ¥z, et s’il est parcourn avec la valeur ini-
tiale )z, nous le considérerons comme un second lacet
distinct du premier et unissant y; a y;.

De méme, si au point a trois valeurs y;, y;, ¥ se per-
mutaient entre elles, on aurait & considérer le lacet cor-
respondant comme triple : 'un des lacets simples unirait
Yi & ); et serait parcouru avec la valeur initiale y;, et

(*) Il va sans dire que nous supposons que le chemin rectiligne x,z
ne rencontre pas de point critique. S'il en rencontrait un, ce qui n’arri-
vera que dans des cas tout particuliers, il faudrait, pour I’exactitude du
théoréme, éviter ce point en déformant le contour rectiligne.
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ainsi de suite. Ainsi, au mot lacet est atlachée lidée
. d'un chemin et I'idée d'une valeur initiale de y bien
déterminde.

DES INTEGRALES ELLIPTIQUES.

Dés les débuts du Calcul intégral, on est arrété par
des difficultés insurmontables quand on veut calculer la
fonction dont la dérivée dépend d’un radical carré re-
couvrant un polynéme du degré supérieur au second.
Cette difficulté provient de ce que la fonction cherchée
dépend de nouvelles transcendantes irréductibles, comme
I’a prouvé M. Liouville, aux transcendantes étudides
dans les Eléments ou aux fonctions algébriques. Le-
gendre, qui soupgonnait cette irréductibilité, s'est sur-
tout attaché a éiudier les propriéiés analytiques des
transcendantes les plus simples auxquelles conduit le
Calcul intégral, et a créé la théorie des fonctions ellip-
tiques.

On donne le nom d'intégrales elliptiques a des inté-
grales de forme simple, auxquelles on peut ramener les
intégrales de la forme

(1) ' V:fF(x,y)(lx,

ou I'(x, y) désigne une fonction rationnelle de x et
de y, et oun y représente un radical de la forme

= VA2 ' +-Bax* ++Cx*+ D+ B
J ’

A, B, C, D, E désignant des coefficients constants.
Nous supposerons le polynéme placé sous le radical dé-
composé en facteurs, et nous aurons

¥ =VG(z—a)(z—p)(z—9)(=—9),

G désignant un nombre quelconque réel ou imaginaire.
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On simpfiﬁe la formule (1) en posant

a-+ bE
X = ——
1+
on trouve alors
(2) V=/®(En)dE,

D (&, 7n) désignant une fonction rationnelle de £ et de »,
et n désignant le radical

ry=vV6la—a-+ (b—a)E]la —p+ (b — B)E]....

Les puissances impaires de £ sous le radical disparai-
tront si I’on pose
(@i 0 P Hla B BJBE) =5
e el e N el
d’owt 'on tire
2ab —(a+b)(«+f) + 24 = o,

2ab — (a- b) (g -+ 0) + 299 = o,
ou

’

o 2Bl 8) = (e8]
dAB——0
o b 20f —29d
a4+ p—9—29
Ces équations montrent que a et b sont racines d’une
équation du second degré facile a former. On pourra
donc toujours supposer que la quantité placée sous le
radical » ne contient que le carré et la quatri¢me puis-
sance de la variable £.
Cette transformation semble tomber en défaut quand

onaoc—+f—y—9¢= 03 mais alors on a

y =VOl#= [« i)z  «f1l# — (= + ) = 17]s
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et il suffit de poser
g Faiel e bty
2
pour faire disparaitre les puissances lmpalres de la
variable.

Remarque I.— 1l est bon d’observer que, si le produit
(x—a)(x—p)(x —y)(x—203) est réel, les quan-
tités @ et b pourront toujours étre supposées réelles; en
effet, la condition de réalité des racines de I’équation
du second degré qui fournit a et b est

(8 — 78): —[of(y + 8) — 90 (= + B)] (e B—y — > o.

Le premier membre de cette égalité s’annule pour
a=7y,ax=0, =1y, 3 =0, etl'on constate facilement
qu’il est égal & (¢ —7)(ax—0)(B—y)(f —2). Il est
donc réel si e, (3, 7, 0 sont réels. Il est encore réel si,
ce que I'on peut supposer, o et (3 sont conjuguds, et si y
et 0 sont réels ou conjugués. Ainsi donc on peut tou-
jours supposer a et b réels si

(2= a) (@ — B) (= —7) (= —2)

est un polyndme a coefficients réels.

Remarque 11. — Si le polyndme placé sous le radical

y n’était pas décomposé en facteurs, en remplagant x par

a -+ bE
it

radical, on obtiendrait la méme simplification.

et en annulant les coefficients de £ et £* sous le

Remarque I1I. — Sil'on avait

y=NG{z—«)(z—f)(»—gl,

en posant
& ==l = Bl
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on trouverait
> V= /L0 N E e
n =VG (& +a—p)(E+e—1),

& désignant une fonction rationnelle de £ et de 7.

Ainsi toute intégrale telle que V, dans laquelle y dé-
signe un radical carré recouvrant un polynéme du
troisi¢éme ou du quatriéme degré, peut étre ramenée a la
forme

V=/o(z, y’)':dx,

y désignant un radical de la forme

«/G(l —*—nu;’)(l +/z.z’),

m et n désignant des constantes, et il est clair qu’en
posant
7

=a\—m 0P=— —
¢ v 2 m’

on pourra ramener le radical a la forme

Vit —a) (1 — ka?).
Posant alors

V= \/(I — 21 (1 — k2a?),

les intégrales que nous nous proposons d’étudier pren=

dront la forme
V_—_fF(x,y)(l.z-,

F' désignant toujours une fonction rationnelle. Nous
verrons par la suite que la quantité A*, a laquelle on a
donné le nom de module, peut toujours &tre censée
réelle et moindre que P'unité.
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REDUCTION DES INTEGRALES ELLIPTIQUES
A DES TYPES SIMPLES.

Reprenons l'intégrale
(1) V=[F(a, y)dz,
dans laquelle nous avons vu que I'on pouvait supposer
r=J{i==)(i—~a);

F(x,y) peut toujours étre mis sous la forme

¢z 7)
Y (2, ) ;
¢ et ¢ désignant deux fonctions entiéres de x et y;
mais une fonction entié¢re de x et de y peut toujours
étre censée du premier degré en y, cary*® est une fonc-
tion entiére de x, y°® est le produit de y par une fonc-
tion enti¢re de x, etc. On peut donc poser

A+Br

F('T’J) b—i—D_y

A, B, C, D désignant des polynbémes entiers en .
Si I'on multiplie les deux termes de cette fraction

par C — Dy, elle prend la forme
F(x,7) =M + Ny,
M et N désignant deux fonctions rationnelles de x, et

Ni# s
comme Ny = __y—’ on peut encore ecrire

15/
F(z,y)=M-+ 2

P désignant une nouvelle fonction rationnelle de x ; la
formule (1) donne alors

V= [Mdx +‘[p%’f.

La premiére intégrale s’obtient par des procédés bien
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connus et peut s’exprimer au moyen des logarithmes et
des fonctions rationnelles. T1 reste alors a étudier les in-
tégrales de la forme

dx

(2) U= fP-—

Je dis que l'on peut toujours supposer qu'il n’entre
dans I’expression de P que des puissances paires de x;
en effet, on peut poser

H+ Kz
T TR

H, K, I, L désignant des polynémes de degré pair en z,
et, par suite, on a
(H+ Kz)(I —La)

P= 1* — L22? )

P peut donc étre censé de la forme

M -+ Nax
e

M, N, S désignant des polyndmes de degré pair. La
formule (2) donne alors

fhl(lx fN dz
— — e
Sty

La seconde intégrale, en posant x* = z, prend la forme

J/(z)

dz

V(i—3)(x— &%)’
o f(z) est rationnel en z; elle pourra donc s’obtenir
par les procédés enseignés dans les Eléments du Calcul
intégral. 1l ne reste donc plus qu’a s’occuper des inté-
grales de la forme (2), dans lesquelles P ne contient que
des puissances paires de x.

La fonction P, étant décomposée en éléments simples,
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A
2t —al
A et a désignant des constantes, et l'intégrale U se com-
posera elle-méme de termes réductibles aux formes

s d ': dr
= — V=" ———
= 2% (a;? — a’)y

L’intégrale u peut encore se simplifier, et I'on peut tou-
jours supposer m = o oum = 1 : il suffit pour cela d’ob-
server que l'on a

se composera de termes de la forme Ax®™ et

aa:""—}- b.ﬂf"""’—l— e pim—i
Vi—a)(i — i)

a, b, c désignant des constantes que I'on déterminera en
faisant les calculs indiqués; on en conclut la formule de
réduction

2m =2 2m—4 ST
xm—ay:afx—-dx—!—bfa;y d.t—i—cfxy dz,

qui permettra de calculer f — dx de proche en proche,

dr xrdx
="l et f 5
X | Y i

il suffira pour cela d’y faire successivement

Ly

(1[_l.1m—3 \/(l —a*) (1 — A.zxa)] —

quand on connaitra

m =208

DES TRANSCENDANTES DE LEGENDRE ET DE JACOBI.

En définitive, les intégrales de la forme

fF(a:,_y) dr,

ou I' désigne une fonction rationnelle de x et d’un ra-
dical carré recouvrant un polynéme du quatriéme de-
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gré, peuvent se ‘calculer au moyen des fonctions algé-
briques, logarithmiques, circulaires, et au moyen de
trois transcendantes nouvelles :

dx x'dx
2
V= oli =) J, Vi =)= #w)

f(“’”’—“’)\/(l — a*) (1 — k*z?)

dr ;
Y

La premiére est, comme on le verra, la plus impor-
tante : ce sont les trois intégrales elliptigues de pre-
mié¢re, de deuxiéme et de troisiéme espéce.

Legendre pose x = sing; les trois intégrales précé-
dentes deviennent alors, en prenant pour ‘imites infé-

rieures zéro,
e T
% yr—# sin’e
I ? dcp I P e
-I-c-z‘/\ :—2— _'__z_Ff \/l o /(zslllﬂtpd?
£ V1 — k*sin?g &

L.
(1 — asin?e) 1 — A'sin’g’

la premiére était pour Legendre l'intégrale de premiére

ou

et

espéce, l’mtégralef 1 — k*sin® ¢ dyp dfait 'intégrale
o

de deuxi¢me espéce, la troisiéme était 1'i»ifgrale de troi-
sieme espece. L'intégrale de deuxiéme espbce représente
Parc dellipse exprimé en fonction de I'anomalie excen-
trique de son extrémité.

¢ est ce que Legendre appelait lamplztude des trois
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intégrales, &k porte le nom de module, a est le para-
metre de I'intégrale de troisiéme espéce.

Legendre, dans son 77raité des fonctions elliptiques,
étudie surtout les propriétés des trois intégrales que
nous venons de signaler, et indique le moyen d’en con-
struire des Tables. Mais Abel et Jacobi, se plagant a un
point de vue beaucoup plus élevé, ont considéré les in-
tégrales elliptiques comme des fonctions inverses; pour
bien faire saisir la pensée qui a guidé ces géométres
dans leurs recherches, nous ferons observer que les loga-
rithmes et les fonctions circulaires inverses pourraient
étre définies par les formules

Ldz
logx o iy arc sinz =— T;-:’ SLORY.
1 % \/1 —

et auraient certainement été étudiées avant I'exponen-
tielle, le sinus, etc., si ces fonctions directes n’avaient
pas été fournies par des considérations élémentaires. Le
fil de Pinduction devait laisser penser que I'intégrale

dx
V(t — &) (1 — h*a?)

ne définissait pas une fonction aussi intéressante que
son inverse.

dy

—B)(r—v)(r=9)

r
ETUDE DE L’INTEGRALEf —
o V(r—a)(r

Avant d’étudier la fonction elliptique, il convient,
pour la commodité de Pexposition, d’étudier I'intégrale
un peu plus générale

w:fv =) —ﬁ)(y-v)i}"—“eﬁ
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x est une fonction évidemment continue de y, tant
que y n’est égal & aucune des quantités o, 3, , 0, w0 , et
réciproquement y sera une fonction continue de x; et,
lors méme que y passe par la valeur o par exemple,
x reste continu. En effet, posant x = f(y), ona """

)——fﬁ ay T
oy e (o= B e ) (o 9]
cette expression est finie comme I'on sait; on a aussi

Gy %+ h dy 1
f(“"”“fo Vr—aVO—Bo—7)r=9)

et, par suite,

Slo+h)—f(a)

f o+ h By 1
u \/y——«\/(o'—ﬁ)(’,r~v)'(§_—'6)
soient M une quantité dont le module reste supérieur a

4 ) § g
celui de -5 ¢ une quantité dont le

v B0 ey
module est au plus égal & 1, on aura
%R g B,
Slo—+ &) —f(a.):Msd{ \/37__:_“—*?1\15 Vi
o

cette quantité est bien infiniment petite. Ainsi :

Tutonitme I. — La fonction x et, par suite, son in-
versey sont continues, excepté quandy ou xsont infinis.

Pour préciser le sens de la fonction x, il faut sup-
poser que, poury =0, le radical ait une valeur déter-

minée, que nous représenterons par —+ VaPy9, et quand
jedis que, pour y = o, le radical a cette valeur, j'entends

parla quel'intégrale est engendrée avec la valeur +- \efsyo

qui pourra prendre au point o la valeur — VefPyd quand
L. Fonct. ellipt. 4
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la variable y reviendra en ce point. Cela posé,
Tutorime II. — La fonction y admet deux périodes.

En effet, les contours que 'on peut suivre pour en-
gendrer lintégrale x peuvent se ramener : 1° au con-
tour rectiligne oy ; 24 ce contour précédé de contours
fermés aboutissant en o et formés de lacets.

Soient A, B,C, D les valeurs que prend I'intégrale
autour des lacets relatifs aux points «, 3, 7, 0.

Appelons i la valeur que prend l'intégrale x quand le
chemin que suit la variable y est le contour recti-
ligne oy; & pourra prendre les valeurs suivantes : 1° la
valeur i; 2° les valeurs A — i, B—i,C—7, D —i(¥).

En effet, par exemple, la variable y parcourant d’a-
bord le lacet A dans le sens direct ou dans le sens ré-
trograde, x prend la valeur A, le radical revient en o
avec sa valeur primitive changée de signe, la variable
décrivant ensuite le chemin oy, l'intégrale prend le
long de ce chemin la valeur -— 7, et l'intégrale totale se
réduit 8 A —i.¢

3° En général, quel que soit le sens dans lequel on
parcourt un lacet, la valeur de l'intégrale ne dépend
que du signe du radical a I'entrée du lacet, et ce signe
change a la sottie du lacet; il en résulte que, sila valeur
initiale du radical est précédée du signe -+, la valeur

générale de x sera

A—B+C—D+...7&i,

(*) L'intégrale le long d'un lacet est facile & calculer; supposons qu’il
s'agisse du lacet relatif au point «, elle se composera de I'intégrale rec.
tiligne O «, de l'intégrale prise le long du chemin circulaire déerit au-
tour de «, intégrale nulle, et de lintégrale rectiligne &0, laquelle est
égale & U « parce qu’elle est parcourue en sens inverse de O o et avecle
signe — placé devant le radical. Ainsi A=2 (O« ); le radical, en effet,
change de signe quand le point y tourne autour de .
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le signe de 7 étant - s’il est précédé d'un nombre pair
de termes, — §’il est précédé d'un nombre impair de
termes ; de sorte que, si 'on pose

P=m(A—B)+m(A—C)~+ ms(A—D)
; +/{z‘(B—C) ~4- my (B —D) - m,(C— D),

my, my, ..., m, étant des entiers positifs ou négatifs,
les valeurs de x seront de la forme

P, PELA i PRy,
P G D

(3)

ue I'on peutsimplifier. En effet, si I'on intégre
q p I ) g

J ]
VIS H =B (=) (e

le long d’un cercle de rayon infini décrit de I'origine
comme centre, on obtient un résultat nul, mais cette in-
tégrale est aussi égale a la somme des intégrales prises
successivement le long des quatre lacets; donc

A—B+C—D=bo,
si I’on pose ‘

A—B=w, B—C=uw,
on aura

B=A—0, C=A—0—u, D=A—B4+C=A—gu,
M- B—u, A—C=wu-t+o, A—D=w,
B—C=o, B—D=aog—o0, C—D=—u.

La quantité P est donc de la forme mo +nw, et les di-
verses valeurs de & de la forme

me - nw =i ou moe -+ nw 4+ A—i,

Les quantités m et n désignant des entiersquelconques,

.
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il résulte de la que, si on faity = f(x), on aura
(4) Sflmo+no+i)=f(mo+no+A—i)=f(i);

la fonction y admet donc les deux périodes » et w.
0 19
Si nous partageons le plan en une infinité de parallé-
logrammes, dont les cdtés soient » et @, ces*parallélo-
S ) ' ’ P
grammes porteront le nom de parallélogrammes des pé-
riodes, et nous pourrons énoncer le théoréme suivant :

Tatonkme III. — Dans chaque parallélogramme des
périodes, la fonctiony prend deux fois la méme wvaleur
pour deux valeurs distinctes de x.

On peut démontrer directement que la fonction y est
monodrome dans toute I'étendue du plan. En effet, si le
point y se meut dans une portion du plan qui ne con-
tient pas des points critiques, x reste fonction mono-
drome de y, et I’équation

/ dv 2 =0
Vir—a)r—B)lr—1)(r —9)

fournit une série devaleurs de x comprises dans un cer-
tain contour C. Réciproquement, la racine y de cette
équation ne pourx:a cesser d’¢tre monodrome qu’autour
des points ou y acquerrait des valeurs multiples oul au-
tour desquels le premier membre de 1'équation cesse-
rait d’¢tre monodrome ou fini par rapport a y; or, la
dérivée du premier membre de notre équation relative
a y ne §'annule que poury = w jles seuls points on y
pourrait cesser d’étre monodrome correspondent donc &
y=ua,B,7,0 eto,
Posons donc

dy . dz
dx dx

Il
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la formule (A) deviendra,

f~ 2dz e —— gy 2= 0,
Vi V(e e = B](#+ a7 (e —0)

La fonction z ne cesse évidemment pas d’é¢tre mono-
dromesatitour du point z = o, et, par suite,y ne cesse
pas d’étre monodrome autour du point a (2, 3, y sont,
bien entenduy supposés différents les uns des autres).

Si I'on veut étudier ce qui se passe autour du point
x = £, pour lequel y = o, on posera

I
0| o~

on aura alors, au lieu de la formule (A),

(lz
— — 2:=0,
f V(1—az)(1—Bz)(1—93z)(1—02)

et, en raisonnant comme plus haut, on voit que cette

équation, pour -y = ou pour z==0, NE CeSse pas
d’&tre monodrome par rapport a x.

Nous verrons plus loin une démonstration lumineuse
de ces résultats, mais il était nécessaire de présenter ces
considérations pour faire comprendre I'esprit qui nous
guide dans nos recherches.

Notre but dans ce paragraphe était de montrer com-
ment on pouvait étre conduit a concevoir des fonctions
possédant deux périodes.

ETUDE ET DISCUSSION DE LA FONGTION Sin am.

Considérons 'intégrale

(1) x——f —_— 'l’;_ /\17;)

qui est la plus simple de celles auxque]les se raménent
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les intégrales que nous avons considérées plus haut.
Legendre posait
y=sing;
il obtenait alors la relation

? l/ap

”‘:.—_.‘_3
o V1 —Azsin‘o
¢ élait ce qu’il appelait Pamplitude de Pintégrale x.
Alors, en posant ¢ = amx, on a
) =sinamaz;

le nom de sinamx est resté a y considéré comme fonc-
tion de x. Nous adopterons la notation de Gudermam),
plus simple que la précédente, due a Jacobi, et nous
aurons
¥y =sinam z =sn=z,
V1t —)?=cosamz =cnx,
\/l — 4%y Tyr— dna,

¥
e I.m".lm 7 p il § 1 7 23

=7

Nous reviendrons d’ailleurs sur ces formules pour en
préciser le sens et déterminer le signe qui convient a
chaque radical. Dans ce qui va suivre, £ sera quel-
conque, mais, dans la pratique, k sera généralement
réel et moindre que 'unité.

D’aprés ce qu’on a vu au paragraphe précédent :

1° La fonction snx sera continue, monodrome et
monogéne dans toute I'étendue du plan.

2° Elle possédera deux périodes, I'une

[" dy: = dy

2 k —_2 )
Jo V(1 —y?)(1— &y o y(1—p? 1——/.‘7)’
correspondant aux deux lacels successifs et relatifs aux
points critiques — 1 et + 1. Nous I'appellerons 4K;
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nous observerons qu’elle est réelle quand £ est réel, et
d’ailleurs moindre que I'unité en valeur absolue,

1 dy
5 _fo V=) = )

Pautre période est
' 1

I dy % oy
2f (')—2 [iv
o A o A

A désignant, pour abréger, le radical; on peut la repré=

senter par 2K/ \/—1, en posant

1
‘Z 1
K’\/—I:/ £
fa
Si I'on fait

R fr=ray 0 —=kyr= ki,

K’ __/'l dt
A=

k est.ce que I'on appelle le module,

on trouve

K est le module complémentaire,
K est I'intégrale compléte,
K’ est 'intégrale compléte complémentaire.

Ainsi les cotés du parallélogramme des périodes sont

4K et aKi\/—1.
3° La fonction snx passe deux fois par la méme va-

leur dans le parallélogramme, et, d'aprés la discussion
faite au paragraphe précédent,

sn (2K — ) :.;snx.

4° La fonction snx s'annule en particulier deux fois
dans chaque parallélogramme, et comme on a évidem-
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ment sno = o, les zéros de snx sont donnés par les
formules o et 2K, ou, plus généralement,

4Bm +2K'n \/—1
2(2m +1)K 2 K ny—1

‘ ou 2Km- oK’

'

5° Cherchons les infinis de snx. L'un d’eux sera
donné par la formule

alkd fw dy f'*‘” (ly
i o= e 20=
; SOK

et I'on peut supposer qué"?le contour d’intégration s0it
rectiligne en laissant d’un méme c6té de lui-méme les

: o 1 o

points critiques + 1 et + et de l'autre coté, — 1 et
;

I . ’
— 73 mais un tel contour peut étre remplacé; par un
demi-cercle de rayon infini décrit sur lui-méme comme
diamétre, a la condition d’y adjoindre les deux lacets
relatifs aux points critiques. Or le contour circulaire
donne une intégrale nulle; on a donc

] 1
2z:f 2, t}’ K’~/-——(-,
f i ; A

et, par suite,
a=K'\—1.

Ainsi I'un des infinis de snx est K/{/—1, et, comme

Bl )
sn(2K — x) = snx, un autr¢infini sera 2K — K'y/—1.
En général, les infinis de snx seront

fmK + (22 1)K’/ —1

szl K/
2(2m+1)1€+(2n+r)1§’\/— ou gKm-+(an-1) V=i
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6° On a, comme il est facile de le voir,

snx:—sn(—.r).

7° snK/\/—1 étant infini, posons, dans 'équation

d M=l e
== \[1=7) 1= 4,

1 .y
Y=g = K \/——-I -}~ ¢ : nous aurons
¥

dz i -
m:$\/(1——z‘) (1t — Az%);

d’oui nous concluons, z s’annulant avec ¢,
uw—-+snt—xksn(—K'y—1 +a) ==Esn (RAY R z),

et, par suile,
S ==
sn(K'V—=1 )= ——
( \/ '~ ksnz
d’ott 'on tire
snK/y—1=00.
8° Enfin ’on a

sn(K) =1, sn(K + K'\/:)_:_;.

SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PﬁRIODIQUES.

La discussion faite au paragraphe précédent nous a
1révélé Dexistence de fonctions monodromes et mono-
genes possédant deux périodes. Ces fonctions (et les
fonctions elliptiques sont les plus simples d’entre elles)
jouissent de propriétés communes qui peuvent en sim-
plifier I'étude; nous commencerons par faire connaitre
ces propriétés.

Sans doute une bonne partie de la théorie des fonc-
tions elliptiques pourrait étre faite, et méme a été édi-
fiée avant la découverte, toute récente, de ‘ces pro-
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priéiés; mais leur connaissance explique bien des
méthodes d’investigation qui pourraient, sans cela,
étre regardées comme des artifices de calcul heureux,
mais peu propres a éclairer sur la méthode d’invention.

Tutorime I. — I/ n'existe pas de fonction mono-
P
dronie et monogéne possedant deux périodes réelles et
5 X F
distinctes.

En effet, si la fonction f'(x) possédait les deux pé-
riodes w et @, on aurait

Sl +mo + nw) :f(.z),

m et n désignant deux entiers quelconques. Or, si » et &
sont commensurables, soit & leur plus grande commune

mesure et
o=z, wm=la,
Si l'on pose
mk + nl =1,

cette équation aura toujours une solution, car k et /
peuvent étre censés premiers entre eux. On aura donc

mka +nle=ao ou mw-+nw=a,

par suite

f(x—l— a):f(.z‘);

a serait donc une période et » et © seraient ses mul-
tiples. Si » et & sont incommensurables, on pourra tou-
jours satisfaire a la formule

me = nw — &,
ou ¢ est trés-petit. Il suffit, en effet, pour cela, de ré-

R . 5 . e
duire = en fraction continue : soug une réduite quel-
(0] "

’ 3
P . 2 e
conque B‘la réduite sulvante; — sera compris entre ces
2 ql % )
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; 5 R, 1 5
deux réduites dont la différence — tend vers zéro. On
19

pourra done poser

nf ) 0

e

VLT T VY
el

[ P ] J [mr/-«‘;— np 110:|

et nw=w| m-4-n~- 4+n — | =0 | ——— e et 7

s 99’ q 79

P

Or on peut, en supposanta irpéductible (ce qui‘a licu

pour les réduites. d'une fraction continue), prendre
mq -~ np = 1; mais m et n sont le numéraleur et ]c dé-

nominateur de la réduite qui px‘(,cede : donc — g

et mw -+ nw se réduit & une quantité momdrc que 271— s
c’est-a-dire aussi petite.que 'on veut e. On aurait done
Sflz—+e)=f(z) ou f(x=e)~ f(zx)=o,

e ¢tant aussi petit que 'on veut. La fonetion
Slz+e)—flz)=o0

admettrait donc une infinité de racines e, 2¢, 3e,...
dans un espace fini du plan; Uintégrale

i ‘r—i—z) e
amy—1 ) Sz +2 — /(=)

serait donc infinie, ce quiest absurde. Il est évident que
deux périodes dont le rapport est réel ne peuvent pas
coexister non plus. En effet, soit 7 le rapport des pé-
riodes ; on pourra poser

0.== 7.07}
ct 'on aura

flaz+o)=Fflz), fle+ro)=Ff(z)
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e)-rh ) )

en désignant par I’ (g) la fonction f(x); x étant quel-

ou

conque, on aurait
F(z+1)+F(z), F(zx-+r)=F(=z),
et la fonction I¢ auraitdes périodes réelles 1 etr.

Tratortme 1I. — Une fonction monodrome, mono-
géne et continue ne saurait avoir plus de deux pé-
riodes.

Enéflet, soient a+ by\/—1, a'+ ¥ \/—1, @'+ b" \/—1
trois périodes de la fonction f'(x), s'il est possible. Je
dis que l'on pourra toujours trouver trois entiers m,
m!/, m”, tels que 'on ait

a’" —=ma-+ ma +m"a" <s,

" —=mb -+ m'b +—m"b" <,

¢ étant un nombre si petit que 'on voudra. En effet,
considérons la quantité

allll)ll = h//lall —m (abll s ball) _'_ ml (albll .. bl a”);

‘om pourra toujours, comme on I’'a vu dans la démon-
stration du théordme précédent, choisir m et m' de telle
sorte que a”b" — b"a" soit moindre qu'une quantité
donnée, et méme de telle sorte que I'on ait

a” ab” — ba" ,a' b" — b'a”

m .II’
a’— b 7 ou m—z— -+ m ~—~«1;”—-—<8,

c'est-a-dire, en valeur absolue,

/)
a”

(I) am<8+l)mﬁ;
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mais m et m’ ayant é1¢ ainsi d(.termmes on pourra tou-
jours choisir m” de télle sorte que lon ait en valear.

absolue
b"” mb b I
/ 14
o7 ou B - m Vo —+ m” < £
ct, par conséquent,
pia
1"
2 —_— —-a’,
( ) [)I/ < )

On pourra donc, en vertu de (1), prendre

(a")

tl”’<(}+T>

(a) désignant la valeur absolue de a’, ou, en définitive,
all g bl/ .‘ :
prendre a” < (—zl Or, de (2), on tire b” <(2—); ainsi
on pourra prendre @” et b” moindres en valeur absolue
que les demi-valeurs absolues de @’ et 4”. Cela étant,
considérons les quantités - s,
ae=ntak er n a” 4 n"a",
b= b B
on pourra choisir les entiers n’, ', -n’” de telle sorte

bll/
que 'on ait en valeur absolue a“’/ 5 b7 < . On

pourra déterminer d’une fagon analogue des nombres

arv bhrv oy 3 v
a"<—2—7 (2525 ——>et ainsi de suite; mais a”, a*¥, a'y. ..

sont des fonctions lindaires a coefficients entiers de a,
a, a"; de méme 0", b, b, ... sont des fonctions
linéaires a coeflicients entiers de &, &', 0"; ces fonctions
linéaires vont en décroissant, au moins aussi rapide-
ment que les termes de la progression géométrique de

Er iy ! ;
raison —; donc elles peuvent étre prises moindres ‘que

toute quantité donnée. c.'Q. Fib.
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Si donc la fonction f(x) admettait les trois périodes.
a-+by\—1, a+Y J—1, @’ £ b"\/—1, elle admet-
trait une période a® - 5@ /—1 de module aussi petit
que P'on voudrait; f(x -e¢)—jf(x)=o0 aurait donc
une infinité de racines dans un espace limité, ce qui est
absurde. Il n’y aurait d’exception a cette couclusion
“que si 'un des nombres «; et son correspondant b; s’an-
nulaient rigoureusement. Mais alors, en appelant v, o',
", pour abréger, les trois périodes et en désignant par
m, m!, m" trois entiers, on aurait
(1) mo -+ m'e - m” " = o.
Soient#’, le plus grand commun diviseur de m et m?/, et p,
¢! les quotients de z et m/ par n?, 5 sil’on pose
po -+ y.'w' — m'[ y

nw -+ n'e' = v,

on pourra toujours choisirz et 2’ de telle sorte que le
déterminant pr/— np! soit égal a 1 pour des valeurs
entiéres de n et n/; alors w et o s'exprimeront en fonc-
tions linéaires dew, et y, & coeflicients entiers. On aura
ensuite, auliea de (1), :

m', o, + m" " =0,

Divisant les deux membres de cette formule par le plus
grand commun diviseur de et de m", elle prend la
forme

}L’l wll + EL”O)” =0,

s p L} e g v P
et si I'on prend 7, p’ — n"p| = 1, ce qui est possible, et
si ’on pose :

‘I?" (‘.)" + nl/m”: b)I;,
o' et o’ seront des muliiples de . En résumé, o et o
sont fonctions linéaires et & cocflicients entiers de o', et
de w,, c'est-a-dire de w, et de w;. Il en est de méme
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de w”; nos trois périodes se réduisent donc a deux de la
forme p o', + gy, p et g désignant des entiers.

THEOREME DE M. HERMITE.

Tatorkme. — L'intégrale d’une fonction double-
ment pcnodzque prise le long d’'un pmallelo ramme
de périodes est nulle.

Ce théoréme, ou plutdt cette remarque fondamen-
tale, est due a M. Hermite: elle est presque évidente. En
effet, le ]onry de deux cdtés opposés, la fonction prend
les mémes valeurs, mais la différentielle de la variable
y prend des valeurs égales et de signes contraires; la
somme des intégrales prises le long des cotés opposés est
donc nulle, et il en est de méme de l'intégrale totale.

Premizre constouence. — Une fonction doublement
périodique s’annule anamoins une fois et devient infinie
aumoins une fois dans chaque parallélogramme des pé-
riodes, car sans quoi elle ne deviendrait jamais ni nulle
ni infinie; mais le théoreme de M. Hermite nous ap-
prend que dans chaque parallélogramme il y a au moins
deux infinis et deux zéros.

En effet, si dans un parallélogramme il n’y avait
qu'un infini, lintégrale prise le long du parallé-
logramme serait égale au résidu relatif a cet infini multi-
plié par amy/—1. Or ce résidu ne saurait éire nul;
donc il ne sauraity avoir un seul infini dans le parallé.
logramme : il ne saurait non plus y avoir un seul zéro,
carla fonction inverse n’aurait qu'un seul infini.

Deuxikme constouence. — Dans chaque parallé-
logramme, ily a autant de zéros que d’infinis.

En effet, soit /'(z) une fonction & deux périodes,
7
Ll e aura les mémes périodes; en I'intégrant

2w \/: /()
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le long d’un parallélogramme, on doit trouver zéro, ou
la différence entre le nombre des zéros et des infinis de
f(2) : cette différence est donc nulle. |

TrorsiemMe constQuence. — En intégrant
1 Zf'( z)
27:'\/— 1 S(3)

le long du parallélogramme des périodes, et en appe-
lant et w les périodes, on trouve la dlﬂuence entre
la somme des zéros et celle des infinis contenus dans ce
parallélogramme; elle est

! ’

I 2

u ___*_[ f lz+ f ( lu]
a7 \/—— 1 f z

La premiére intégrale est prise le long de la période o,

et la seconde le long de la période »; en effectuant, on a

——-]: wlog f( ,ﬁ—m)-—!—m’] gﬁ—zﬂ-)
w_l[ T () ]

ou

——[wlog1 —wlog1]=ma + ne;

2my — 1
cette quantité est une période.

Quarriive constQuENCE. — Une fonction double-
ment pt,rzodtque, (]lu admet n mf'ms, ou, ce (/uz revient
aw méme, n zéros dans un parallélogramme de pé-
riodes, passe aussi n fois par la méme valeur a & l'in-
térieur de ce parallélogramme.

En eflet, soit f(x) une telle foncuon,f( x) — a aura
aussi 7 infinis et, par suite, n zéros; donc f(x) passe

n fois par la valeur a.
Une fonction doublement périodique qui possede
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n infinis dans un parallélogramme élémentaire est dite
d’ordre n.

La somme des valeurs de la variable x, pour les-
quelles f(x) prend la méme valeur, est constante a des
multiples des périodes prés; en effet, d’aprés ce que ’on
a vu (troisiéme conséquence), f(2z) — a est nul pour
n valeurs de z qui, & un multiple des périodes prés, ont
une somme égale a celle des infinis dcf( )

Il n’y a pas de fonctions du premicr ordre, puisque
toute fonction a deux périodes a au moins deux infinis
dans chaque parallélogramme élémentaire, et les fonc-
tions doublement périodiques les plus simples sont au
moins du second ordre. ;

Nous allons maintenant essayer d’établir directement
Iexistence des fonctions monodromes, monogénes, con-
tinucs et doublement périodiques:

REMARQUES RELATIVES AUX PRODUITS INFINIS.

Nous allons bientét avoir & considérer des produits
de la forme

m=+ n=+®

o=T] (D =

m=—w n=—®

et il est bon de montrer dés & présent que la valeur du
produit en question dépend de la maniére dont on Uef-
fectue, c’est-a-dire, en définitive, de 'ordre des facteurs.

Considérons, en effet, m et n comme les coordonnées
d’un point, et faisons le produit de tous les facteurs cor-
respondant a des valeurs de m et n intéricures a une
courbe C, et de tous les facteurs correspondant & des va-
leurs de m et n intérieures & une courbe C,. Soient P,

L. Ionct. ellipt. 5



(G6)

et Py les produits, on aura

B3 11 L X

— = ey

14; a-mw - ne'
m et n désignant les valeurs enticres comprises entre les
deux contours G, et C;. On en tire

logP, — logP,

& x
=Zlog(14+ —————
a-=-mw-nw
I Y 1 2
it Wl Lnidinaled LA i gy ses
a-tmo - nw 2 rt-i—mm—}—nm

On voit que logP; — logP, peut étre infini; mais
il peut aussi &tre fini : c’est ce qui arrivera quand
— 1 . .
N sera fini. Cest ce qui arrivera encore
(- 110~ ¥
1

—_ étant nul, parce que les deux
a—-mw-nw

lorsque, Z

contours ont pour centre l'origine, S‘ : o

(a -+ mw - ne )
ne sera pas nul : ce cas remarquable a et(, examiné par
M. Cayley. En désignant par A la valeur de cette
somme, on aura, en négligeant des termes infiniment
petits,

A. 2
logP; — logP, = — -;;

et, par suite,

L’ordre dans lequel on effectue le produit, méme en pre-

nant autant de termes positifs que de termes négatifs

dans chaque produit partiel, peut influer sur le résultat
Aax?

. . . 2
en introduisant une exponentielle de la forme e~ 3
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c’est ce qui nous permettra d exphquer un paradoxe que
1nous renconltrerons P]U.S loin.

SUR LES FONCTIONS AUXILIAIRES DE JACOBI.

Essayons maintenant de former directement une fonc-
tion monodrome et monogeéne admettant les périodes

4K et 2K’\/-—:f de sn x. Si ’on observe que I'on a

: W22 22
Slnx:-l‘(l—-—;;) I—&? o leiy

+n

ou

’

. . T
sinz = lim TI (1 — 4> pourz ==w,
. g

-n

xT ’
cn supposant 1 roakeps 1‘emp]ace par x, on sera tenté de
ko

poser
| (.
% 2Km + 2K'n \/:T)
g ’
[ 21&112—}—(21.‘.—{—1)1&'\/:—1]

en remp]agant 1— % —— par x, ou tout au
2o+ 2K'0y/—1

moins y aura-t-il lieu de se demander si le second mem-
bre de cette formule ne serait pas doublement périodique.
On voit d’ailleurs que ce second membre a été formé de
maniére a s’annuler et & devenir infini en méme temps
que sn x. Malheureusement, d’aprés ce que 1’on a vu au
paragraphe précédent, les deux termes du quotient que
nous considérons sont divergents, et ce quolient n’est pas
bien déterminé: auoi qu’il en soit, en groupant conve-
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nablement les termes, on peut obtenir une fonction bien
définie qu’il convient d’étudier.

Considérons, en particulier, le produit

x
l—-- PRGOS - e,
n( 21&/)1—{—?.1\’"\/—1)

jralie wrheatlogeg d .
2Ko+ 2K'oy—1
doit étre remplacé par .
En faisant d’abord varier m seul, il devient

II'sz—I— oR/ny—1 —x
oKm—+2K'ny—1

_21&'/1\/—-——1-—1' l_nl(’n\/:—m
S aKin i il 2K m
; 2K n =1
H(I~ 2 K m )’

: @ RS
ou, en observant que x [ [ (1— > ) est égal & = sinnz,
m ™

oK ny/—1—x
2K
.
gin 2K 7 V—1
2K

™

. . s 2B
Quand n = o, il faut remplacer ce produit par sin = et

le produit cherché peut s’écrire

s ioneak 2K
q (4

—nhe

?

K Gt
=
ea posant, pour abréger, g =e . Onpeutencore écrire



ce produit ainsi :

=y mxV—1
TR K
T e iy qznc

sin x : ——(

ou, en groupant les termes correspondant a des valeurs
de n égales, mais de signes contraires,

.2n A - gin
1= =5 COB e
, i 7 Kok ol
\ l) ‘ﬂ 1) .

I{ (I e (]'m)z

En traitantle second produit ou le dénominateur de sn
comme on a traité le premier, on le trouve successive-
ment égal a

(o 4+ 1)K'V—1—x

I_lSHI AR ™ .
gin (20 DKV
2K

ou

. T
1 — 20"+ cos — - 2(2n4-1)
7 &Y
i

Les deux r(.su]lata auxquels nous venons de parvenir sont
£ 1

d’ailleurs convcr"cn ts si, ce que l'on peut toujours sup-

poser, le module de ¢ est moindre que 'unité, c’est-a-

¥ L : : K’ o
dire sila partie réelle deK est positive.

La méthode méme que nous avons suivie pour former
le numérateur et le dénominateur de snx montre que
ces termes ont des valeurs qui dépendent de I'ordre de
leurs facteurs; ct, en effet, si nous considérons, par
exemple, le dénominateur qui, a un facteur constant prés,

‘ oty f
= RS +1 00§ — 2(2n+1)
() II [1 2"+ cos e L ]’

est
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il a manifestement la période 4K que possédait sna,
mais il n’a pas la période 2/K’ qu’il aurait cue en lais-
sant d’abord m constant pour faire varier n; et il n’a cer-
tainement pas la période 27K', sans quoi il serait double-
ment périodique sans devenir infini. Quoi qu’il en soit,
il est curieux de rechercher ce que devient la fonction

¢ (x) quand on change x en x + aK/'\/—1; on a
?<.r+2li'\/—~l>
@42k \—1

S i [| el 2q2u+l COS'II‘—-—]{—"* - ,/2(211-4-()]

B ) T4 W o 311} V= =
e I I [ — gitie K 1— g +le i

ou, si I’on veut,

ﬂx—\/——l _1:1'—}/_-;__]_
?(.r+21{’\/:7f)=<|—q"c 3 )q(z):<x—-—qe & )’

c’est-a-dire

; ATl : _EE Ziiig
(A)  glz+2K'y—1)=—g(z)e * ficti =,

Le numératear de la valeur de sn x, que nous représente-
rons par 0 (x), satisfait, comme on peut le vérifier, 4 la
méme équation ; dés lorsil est facile de voir que la fonc-

; A 0(x
tion définie par le rapport —u admet non-seulement la

(=)

période 4K commune a 0 et & ¢, mais aussi la période
2 K/\/—1. En effet, de la formule (A) et de

SEVER gy
(z+2K'y—1= —0O(x)e K b s/‘f),



()
on déduit

0(x oK'V —1) 0(x)

16
Al el ——a
r

o(z+2K'y—1) o)

e(.r)

(]

Il resterait a prouver en toute rigueur que sn x'=
, g(x)

c¢’est ce qui serait évident, si I'on pouvait admettre que

o) > . 5
—— représente une fonction continue, monodrome et

(=)

monogéne. En cffet, snx et

0(a) 1 A e
jayant les mémes zéros
(P(.Z‘/ .
et les mémes infinis seraient égaux a un facteur constant
pres, qu'il serait facile aprés cela de calculer. Nous ne
tarderons pas a prouver que I’on a bien a un facteur con-
; 0(x) . 2 S :
stant prés sn :—(——)', jusqu’alors nous considérerons
! o
ce fait comme trés-probable.
Les fonctions telles que 6 et ¢ sont ce que nous appel-

lerons des fonctions elliptiques auxiliaires.

CONSIDERATIONS NOUVELLES SUR LES FONCTIONS
AUXILIAIRES DE JACOBI.

Nous voila conduits a étudier les fonctions auxiliaires
évidemment plus simples que les fonctions doublement
périodiques qu’elles engendrent; mais, sous forme de

~ produit, elles paraissent peu maniables, et nous allons
essayer de les développer en série.

En définitive, il est & peun prés établi que sna (et 1'on
verrait de méme que cna, dnzx) peat étre considéré
comme quotient de deux fonctions admettant Pune ses
zéros, I'autre ses infinis. Ces fonctions n’ont qu’une pé-
riode, mais clles se reproduisent, & un facteur commun
prés, quand on augmente leur variable d’une quantité
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convenablement choisie et qui sera une seconde période
de leur quotient.
Désignons alors par 0(x) une fonction possédant la
période v, et développable par la formule de Fourier
o e
suivant les puissances de e , partageons le plan en
parallélogrammes de cotés » et @, et proposons-nous de
faire en sorte que dans chaque parallélogramme la fonc-
tion 0 posséde p. zéros. :
Le nombre p de ces zéros devra éire égal & Pinté-
!
grale de S ) e*(f—!, prise le long du périmétre d'un
amy/—1 9(%)
parallélogramme, et cela quel que soit le point que I'on
prendra pour sommet, si 'on veut que les zéros soient
réguli¢rement distribués dans le plan. Or la valeur que
prend notre intégrale le long des cotés paralléles a w est
nulle, puisque la fonction,admettant la période o, prend
des valeurs égales sur ces cotés, tandis que dx y prend
des valeurs égales et de signes contraires. On devra donc
avoir, en intégrant seulement le long des deux autres

cOlés,
e i a4 o 9/(;5)_9/(.1:4—5:1](1
(1) P‘"—Zﬂ\/__—]‘[n‘ [g(w) 0+ o) 2,

et cela quel que soit x; cette équation détermine 6, On

peut poser

9'(.1') 0z +a)
(2) 0(7‘) 0(z + =)
et déterminer les coellicients indéterminés a, 3, 7,. 555
par 'équation (1); cette cquatlon n’en détermine qu'un
seul, et nous supposerons alors, pour simplifier, 8 = o,
7 =0,....La formule (1) donne alors

1 2ot e (240)]
= adr = ————)
2m\V—1 J, 2w\ —I

=a-+ Bz +qgx24 ..
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Q’ott
2mpy/—1
BRI
(0]
et, en remplacant @, 3, y,... par leurs valeurs dans
I’équation (2), on a

f(a) O(wta) ompy—1
i(z)  Szvw) o

ou, en intégrant,
0(x) __27:;&\/:7(
z—+ @) 55 »

logo( z—+c),

¢ désignant une constante. On en déduit

2V=1 w(x--c)
0\'.7:+c;>:0'm)c R 3

Ainsi il suffira d’assujettir la fonction 0 (x) aux condi-
tions

(3)

‘ 0(a —I—‘o)) = Ullcn)s

9=y —1
e )

( 0(z+a)=0(x)e ° S
“pour obtenir une fonction telle que nous la désirons. La
premiére formule est satisfaite en posant

il 23\/—_1_
e N X
0(.1'): 2 Aoty
n=—ow
ou
‘lﬁf;—i
[n 2+ (n))
(4) O(m) =3 ;

Nous allons déterminer ¢(n) de maniére A satistaire i
la seconde condition (3); on a
21:l/:7
0(z+w)=23e ©
2n /=1
EEWie i

[ne 4+ nw+9(n)

[(7 ) 9 (n+ ) + @ (n)— ¢ (n+ p) — px + nw)



Si l'on pose alors
(5) q)(n)—?(n—*—lu.)—i—nmi—('p,

on anra
o V/—1

o [(np)a-to(n+p) — 9—’:‘/‘_—1 wlx=4-c)
9(.7.‘—{—(:;):,}.({ e Ld

ou
R V=)

Oz + o) =0(x)e ““"*”,
et les formules (3) auront lieu. L’équation aux diflé-
rences (5) ne détermine pas complétement ¢(x) : elle
laisse arbitraires ¢ (1), 9(2), - . ., (%) En appelant ¢(m)

unc de ces quantités, on a

g(m—+p) =o(m) + cp + mw,
o(m —+2p)=g(m + p) 4 cp (m +y)

o e R O T DI F BT LR D Sy P O T .y

qa(m—+—zy.)_._q>(m+1——[u.)+cy—|—(m+z—ry)
d’ott l’on tire
o(m + ip) =o(m) + iyc-—l—m'-:;(zm-— ip.—p),

et (x) prend la forme suivante, en remplacant o(n)
dans (4) par sa valeur

O(x) ..__e?(n)ou( ) - e2(1) g, ( ) B L"P(W—')O“ ‘( ),

ou I'on a posé

=+ i
2my -1 [ . o _
I (M ip)x-tpic+= o @m+ip— )]
(6) 9,,,(.2:) —_— E (30t E i
Donc :
® Les fonctions monodromes et monogénes satis-



faisant aux formules

O(.‘I,‘ -+ m) — 0(1‘),
(3) -—‘ln‘/:‘u.r+(‘)
Of.z'—q—m)~- (o) el TS
fuzs SV
sont fonctions linéaires et homogénes de p. d’entre
elles ;
2° Ces fonctions existent réellement, car la série (6)

est convergente st la partie imaginaire de — est posi-
w

tive, ce que I’on peut toujours supposer. En effet, alors
la racine ¥ du %™ terme de la série (6) tend wvers
ZEI0 ;

3° Ces fonctions ont p. zéros dans le parallélogramme
des périodes », o.

Enfin le quotient de deux quelconques de ces fonc-
tions a évidemment les périodes et &, ce qui prouve,
a fortiory, I'existence des fonctions a deux périodes arbi-
traires et a g zéros ou du pi®™e ordre.

DES FONCTIONS DU PREMIER ORDRE.

Nous dirons qu'une fonction elliptique auxiliaire est
d’ordre p. quand elle aura p zéros dans son parallélo-
gramme des périodes. Les fonctions du premier ordre
satisfont aux équations

9(.7:—{—0»)::9(3)), o

(x-+c)

O(z +a)=0(z)e 4
et, 6 désignant 'une d’elles, les autres seront égales a 0,
a un facteur constant prés. On pourra alors poser

y—

4 1 m2
ol (m.. e m)
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Nous retrouverons cette fonction plus loin. Observons
toutefois qu’elle n’engendrera pas de fonctions aux pé-
riodes simultanées » et w; mais il faut remarquer que,
si la fonction en question est du premier ordre par rap-
port aux périodes w et w, elle sera du second ordre si
l’on prend pour périodes w et 2% ou 26 et @ : c’est pour
cela que, devant la rencontrer de nouveau dans tous les
ordres, nous ne nous en occuperons pas ici.

DES FONCTIONS DU SECOND ORDRE.
Les fonctions du second ordre satisfont aux équations

0(x + o) = O(x),
(l) _?4'_,',‘/:.—1_ 2 (Xt
O(r+w)=0(x)e © o c).
Elles sont au nombre de deux distinctes 0, et §,, la solu-
tion la plus générale étant A,0,+ A, 0,, A, et A, dési-
gnant deux constantes arbitraires. On a d’ailleurs

el e
E (2 P86 1 — 1]
(2) eo(x): Z T [2ix+2icH+itw n:x'
i=—c
e amV/—1
— 21 2 -2ic 12 @)
(3) 9,(.7:): Z (4 5
l=—o

Les fonctions qui servent de numérateur et de dénomi-
nateur a snx sont du second ordre par rapport aux pé-
riodes QKI\/— 1 el 4K. En eflet, ces fonctions satisfont

aux relations

?(1'-*—-/].1{):9:(.7:),
T ﬁ—‘/i?'.l K V=1
L R e i)
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Or la seconde de ces relations peut s’écrire

ony/—

Lo (o + K41 V=T)

o(z 42K’ Vi) = (.Z‘)(f— KT i
Ces formules coincideront done avee (1), en posant
o=4K, o=2K'\V—1, c=K-+ K'y—r;

le numérateur et le dénominateur de snx seront donc
de la forme Ay0,(x )—{—A 0y (x), et 'on aura

(e :‘.4(’
(5) U / ’
0( ) 2 f‘:/l( [(2i41) >+ 2i K420 K' V=5 ( (i14-1)]
el = ¢

Groupons les termes correspondant a des valeurs de
¢ égales et de signes contraires, et posons toujours
K
BRI
g=c¢ %, nous aurons
Byl == 97"cos~~+ 2q”cos —— + 35
K l

; ; intx
+ (—1)2g?cos —— ...,

K
0 (x):\/:__[- Z(IoSinEf—'?"/i(i+')sin3,7r'r+
: 2K oK

0 . (20 -1)ma
izq‘("“)sm( 9.18“ LI ) :

Jacobi désigne la fonction 0, par @ (x); quant & la

1

— 04, ce qui lui

fonction 6,, nous la remplacerons par
—1

donne plus de symétrie, et nous la représenterons en-
core, avec Jacobi, par H(x); nous aurons alors

27 A, inx
R SERPYT LOS————4 4. .o+ (—1)ieg COS—— .-

1. rx 2. 3rx Bt (o s ol
H(z)=¢q"sin e Sl o+ e ganysin Sy

@(r)—‘ x—zqcos
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Du reste, les fonctions les plus généraies satisfaisant
aux formules (4) sont de la forme AO (x)+ BH(x).

Aux fonctions ® et H on adjoint aujourd’hui les
fonctions ©(x + K), que 'on désigne par O, (x), et
H(x+ K), que 'on désigne par H,(x). Si, dans les
formules (5), on remplace x par x + K, on trouve
alors

\

1 Ak ™ a A T
O,z ="1 -i—?.qcns»i;,: ==29t005e Ty

3nx
+2r] COS ——1 =,

T
Hilz)= 2 r] CO§ —— K

2K
Il existe entre les fonctions [T et ® une relation re-
marquable : quand on change x en x -+ K/y/—1, O de-

=V=1 —
; Ly —— — T el R =H) ; 5
vient égala y —1H(x)e & , ce que I'on yé-

rifie sans peine en remplagam x par x + K’ \/:_x‘daus
O(x) ou, ce qui revient au méme, dans son égal 6,(x)
exprimé par la formule (5).

Voici le détail du calcul :

\211+21l\+21’1{' -—1)
® (1‘) el S‘L’ 21 3

=Vl
@(m-—i—K’\/:—_l_) — e 2K

Loiw-roiker(2i+20) KV =1 ]

=K'
—-—e 1(2x+l\ V—-i) —-“(
-:V 1
T [loit+t1)e+2iK+2i(i+1)KV=o1)
<
mY =1 —_
st sl K1)
=\/_1g (38 H(.‘L‘).

On vérifiera facilement, d’'une maniére analogue, les
formules non démontrées, que nous résumons dans le
tableau suivant :



: S A TN e
6]’
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TABLEAU N° 1.

: DX 4 3nx
® (.2,') —iT— 27005%; e 2(]4005—17;——2(19(‘05—————}—. B3

K
3rax
®|(-")— I +2q(09—1—{—+2q Los—K——l- 2.q C()S~K~—i—
A : 8 o 2k MEEE
1 (x):zq‘singfzmzq.‘sin%;g—k DG sm-ig—
Vods o iy Sy
Hil(z)i=27q COSTIC i 24 CD5 Car e 0 COBS o
K’
g=e E
O (& K)::G),(m),» H (z +K)=H, (z),
2] o (z+K)=0 (z); H(z +K)=—H(=z).
2| @ (z+2K)=0(z), H(z-+ 2K)=—H (z),
(3) ® (.7'—*-21&)__@( ); H,(r-*—QK):—-Il,(J:),

4K est une période de ®, 0, H, H,.

=V=1 —

e —_——a =

c} (x+2K' ——1):—-@(,17)0 e ’),
—— __,_(1 K'V=1)

(-)l(r+ aK'y—1)=0,(x)e g 1,

H,(z + 2K {— 1) =H,(x)e PR
(r—l—K \/-—l) \/—-IH(.Z') bR L

®Q+KWLQ—H¢):ﬁF' ;
V=i

H(z+K y=1)=y/—106(z)e *X' :

| lIl(r AL AV —1
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RESOLUTION DES BQuATions ©, O,, I, H, = o.
On a évidemment
Hii= 07
et, en vertu des formules [3] du tableau n°® 1, comme
i Il(x+2K)_..—_——H(x),
on a aussi

HiB IS =10}

H (x) n’ayant que deux zéros dans le parallélogramme

des périodes 4K et 2 K!/— 1, les zéros seront de laforme

suivante :
4K -2/ K'Y —1 et (4j+2)K+ 27KV —T1,
ou, si Pon veut,
(H) 2K o/ K/ =T,
j et j’ désignant deux entiers. Mais, d’aprés [2], H; ()
est égal a H (2 +K); done Hy (x +-K) est nul quand -

x est de la forme précédente; done enfin les zéros de 11,
sont de la forme ’

(H,) (2/ 4+ 1)K 42/ K"/ —1;

enfin, en vertu de [6], les zéros de © sont ceux de H

augmentés de K’/ — 1 ; ils sont compris dans la formule
(o) 2jK + (2// +1)K'V—1;

ceux de ©, sont compris, en vertu des mémes for-
mules [6], dans celle-ci :

(@) (27 +1)K + (2j'+I)K'\/:~—|.
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TABLEAU N° 2.
Zéros de ©(x)... 2jK—+ (27 +1)K'y/—1,
deRHI{aA)iNE RYK S0 e RS
de © (z)... (2j+ 1)K+ (2//+1 K’\/—I,
de Hi(z).. (2/+ 1)K+ 2/ K75

(8]

NOUVELLES DEFINITIONS DEs roncrions O, H, O,, Hj.

Les fonctions Oy, H;, ©, H satisfont aux formules

() ®(x+ 2K)=0,(z), chd .
oz +2K'y—1)=0,(z)e K (x+w\/~1).
0 (#+ 2K)=0(z), i
0 (x4 2K'y=1)=— @(z)e“n-‘/u_i(““""j)_
H (2 + 2K} =—H,(z),
(3) H(z+2K'\—1)=H(z)e K_'(,r-u-lw_—i).
H (2 + oK) =— H(=z), W .
(4) l H (.r-l-21&'\/—-1):_H(x)e"M/Ti_l'(x+li'\/'__1)‘

Si I'on ajoute que ces quatre fonctions sont synec-
tiques et, par suite, développables en séries d’exponen-
tielles, elles seront déterminées & un facteur constant
prés par ces quatre formules. Ce fait est déja établi a
'égard de la fonction @, nous allons le prouver pour
les autres fonctions.

Lorsque 'on a

: 0(z+ o) =0(,
(5) LarVEL
0(z+@)=0(x)e ©

——p(r+e

et que la fonction 6(x) est synectique, ces équations
L. Fonct. ellipt. 6
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imposent & la fonction 6 la forme

Abo(x) 4+ ABi (&) 4+ .o +Au10,(2),
ou Ay Ay, ..., A, sont des constantes et ou 0, 0y, ...
désignent des solutions de (5). Si donc on fait p.= 2,
o = 4K, 5 =2K'\/—1,c=K'\/—1, on aura

0(z+ 4K)=0(=), i

0(z -+ 2K’ V=)= 9(.7:)3_#““("/:),
etf(x) sera de la forme Ay0, + A,0,.Or les deux fonc-
tions O, (x) et Hy(x) satisfont a ces deux équations;

leur solution générale sera donc
A0 (2) + AH, (z).

Si l'on ajoute que 0(x) s’annule pour une valeur
donnée K K’\/:—x, il faudra que A; = o, et la fonc-
tion 0 sera définie a un facteur pres.

Ainsi les fonctions 0y, H,, O, H_sont définies par
leurs zéros et par les formules telles que (6), que 1'on
peut déduire de (1), (2), (3), (4); mais elles ne sont
définies qu’a un facteur constant prés (on reconnait
dans H et © les valeurs qui figdraient en numérateur
et en dénominateur dans snx).

SUR UNE FORMULE DE CAUCHY. — NOUVELLES EXPRESSIONS
ot @, H, ®;, H; Ex proDUITS.
Posons
(1) F(z)=(r+qz)(r + gz7')(1L+ ¢°2) (1 + ¢g*a~').. .
1
X (14 g¥+iz)( 1+ gtz
Nous aurons évidemment

TEEEeti e s g s lsst

F(qzz):F(Z) I+q7o x_'_qzn-Hz--l,
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c¢'est-a-dire
(2) F(g*z)(qz + g*+?) = F(z) (1 4 g*+2).
Cette équation constitue une propriété de la fonction
I (z) qui va nous servir a la développer. I (z) est de la
forme :

(3) F(z) =Ac+ A (z42)
“+Ap (22 273) L4 Ay (2 ).
Remplagons dans ( 2) I'(z) par cette valeur, nous aurons
[Ao e A‘(qzz 4L 7—22—1) Sl 2 Sl An(77nz" = !]—znz—n):](qz i (]m+z)
=[Ay+ A (z2+27") 4 o A2+ 2] (1 - g¥H2z), -
et, en égalant de part et d’autre les coeflicients des
mémes puissances de z,

Aog +AghH = Aygtt 4 A,
Alq3+ A’q?ll+6:A|qin+3 -+ A’.',

ou bien )
Ao(q Sl (17n+3> —
Al(qa 28 q7n+3) — Ag(l s q1n+s)'
AR (qzn—x i qm+8) —_ An( e q4n+2).
Or on connait A,; il est égal a
qqaqh peRTs qnn—H f— ql+3+...+(';n+|)’
et 'on tire des formules précédentes

(1% g2 ) (Hi=—=glrat) S 1 g )
(q s (12n+3)({13___ q'm-f-:i) s _(q'lu—l __‘7.211-#-3)_

Supposons g <1, alors pour 7 = on aura

Ao — q|+s+...+(2n+|)

I
(t—=g})(t—gt}(x—gt)(r=Ig"). ..
N G e — N T

Ay=
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et, par suite, en égalant les valeurs (1) et (3) de F(z),

(1 +qz)(1+ gz7") (1 4+ ¢°2) (14 ¢%z7") ...
1+q(Z+Z*‘)+r/(Z’+Z‘2)+r/(—’+z B it s

EF=g)t—a' ) t—=a")(r—g).-

Telle est la formule de Cauchy; quand on y fait

= V=1 ;
z=¢ X , et quand on observe qu’alors

(x4 ginHiz) (14 g +ig—1) =1 + 2,/2114—1(.05'7;_': e (]lh+2’
W - 2= == 2c0s ki
z Z k=129 T
elle donne §

(1 -+ 2gcos g q*) (1 + 2730053'2 +q%)...
K - K

I+ 2qc0s = + o i i b
T ey S e LN

(eSRge) (e (Lesiad) e

Si donc on désigne par ¢ le produit

i e TN
on aura

9, (z)= (x—l—zr]cos +q)(x+2q3c057;—:+ TR oo

En changeant dans cette formule x en x4 K, en

T -+ K’\/__I et en x-+K + K/'\/—1, on forme le ta-
bleau suivant : :
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TABLEAU N° 3.

=(1—¢)—g)(1—9)....

0 (z)=c 1+2rcos7r—x—+— 2 1+2q3cosﬂ—1.+q° .
: 1592 Rea T K

™x 2 3 EiLey 6 .
o (wi=ic 1—2gc0s o 4+ q 1—2gC0s 5= g°) o)

Hj (@)= c2lg (osl (1+2g cosK +q>

< +2qcos —+—q>
H (z) —czq cos— ( 2q° (‘05——1—(1)

l—zqcos~+q>

RELATIONS ALGEBRIQUES EnTRE O, H, ©,, H,.

Considérons les fonctions ©*, H?, 02, H?; elles satis-
font toutes les quatre aux relations
8(a 4+ 2K ) = 0(=),

: -r\/ 1 i e
(x4 2K'\/—1) =0(x)e o g l),

donc deux des quatre fonctions en question sont des
fonctions lindaires et homogeénes des deux autres. Po-
sons alors

0*(z) = AH*(z) + A Hi(z);
on en conclura, pour x =o et x =K,
©*(0) = AH?(0), ©(K)= AH?(K).

D’ailleurs
H?(0) — H?(K);
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on en déduit A et Ay, et la formule précédente donne
o*(K) (o)
2 — 13 e i) 2 ( — g
A e e
ce que l'on peut aussi écrire

(v o*(e) = B(z) T 11 () ).

On trouve de méme
A K -k KAV==1e)a i (@) CHEO)
HX +K'YTi)s

mais [ formules (6) ]

G)"(.zf) — H¥(z)

o(K +K ¢—:) H(K) Ho),
H(K +K'y—1) ©(K)  ©/0)’

RELATIONS DIFFERENTIELLES ENTRE LES FONCTIONS

AUXILIAIRES.
Posons
H(z)
Jiis G)(r) d
on aura =
dy _H'(z)9(z) — o'(z) H(x)
(1) T o' () 5

Or, en différentiant les formules [5], on a

; Y= e
H (z +2K/{—1)=—H/(z)e K R
SRV e e e
(b <+”*>?f_~/K_!,
(2) ol S e )
0'(z+ aK/y—=1)=— @'(x)e K
' “V:—i . 7\ :”‘
+®(x)— T (4K 1)7:'\/ i

K
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Or les deux fonctions H(x) et © () pos%edent la période
4K; il en est donc de méme de H'(x) O (x) — O'(x) H(x), -
et, quand on y change x en x + 2K'\/—1, en vertu de
(2), cette fonction devient :
L V1) )

[0(a) H/(x) — H{x) (el ¥ :
en d’autres termes, elle s'est trouvée multiplide par
_L'/L’(z+h V=) “‘/ Lo+ K V/=T)
(4 L’ .

Or les fonctions O (x)H(x) et O, (x)H,(x) sont dans

ce cas; on doit done poser
(3) B(a)0 (x) — H(z) '(z) = Ao (x) L(x) + Do, (a) H, ],
ou, en divisant par O et en tenant compte de (1),

ci}’ N (r) 0, (.2:) E@ :
dnas 4 o (x) i o(x) O(z)

Mais, si, dans (3), on change x en — x, on a

H'(z) ©(x) — H(»)@'(2) =— A0 (z) H(x) + Bo, (=) H, (=),
et, en comparant cette formule avec (3), on a
Ar==10])
donc
i g Ol
dz (ORS(C)

Si, dans (3), on fait x =0, on a
H'(0) ®(0) = B®,(0) H, (o).
Tirant B de 13, la formule précédente donne

dy _ H'[o)®(o) ©(x)H, ()
4 dz —0,(0)H [0) = ()

Entre cette formule et les formules (1) et (2) du para-
graphe précédent, éliminons O,(x) et H,(x); nous
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aurons

(@)= o =i ][ — St

Cette équation serait identique a celle qui nous a servi
-primitivement a définir le sinus de I'amplitude x, si

I'on supposait

( SIaa=i~ I(O)y: 91(9) M: _LII(,Z)’
: Hi (o) (o) o(x) " \z ©(=)
@n(O)II,(())__
(%) ) 1‘]‘(0) ©(0) T
Hjo)
@2(o) -

et ’on aurait

750 7\ 3
(1 :;r) =(1—sn’z) (1 — A*sn’z).

On a donc bien
h(z) 0,(0)

®(#) H, (o)

snxe — )

et il est nettement établi que la fonction snx est mono-
drome, puisqu'on peut la former de toutes picces en la
considérant comme le quotient de deux fonctions mono-
dromes. :

Maintenant reprenons les formules (1) et (2) du pa-
ragraphe précédent ; on peut les écrire, en divisant par

0*(x),

__H(z) o(0) H?(x) ©*(0)
T o*(x) H?(o) 9 0% () l‘lf('o)’
_ W(s) Bi(o) _ ©3(=) (o)
T @(w) 8ifo) T () 0ifo)”
La premiére, en vertude (5), sera satisfaite en posant

H,(z) ©(0
O(x) H(z)

Il
o
I3
=
=
8
Il
o
=
R
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ct la derniére donnera
0} (x) 00
0*(z) 6}

1= k*sn?z-+

ou bien

@,(.7,‘) _~_(
o(z) 0

pe

— ~/1 —kisnie = dniw.

(o

—~

Iille donnera aussi, pour x =K,

__H(K) Hl(o) ©?!(K) (o)

Y T OE) eifo) T 9(K) (o)’
ou bien ; o)
fe 1l o) odoR
= 5i(0) @' (o)

Le premier terme du second membre est %, le second
est donc la quantité désignée plus haut par k%5 k" est ce
que nous avons appelé le module complémentaire. On
a donc le tableau suivaat :

TABLEAU N° [,

o H ()
Sne = \/Z (')(.’I‘) )
e \/T-' H, (z)
Chwi— 7 E)—
[IO] i 77 el(x)
dnx = o (] s
(Bl 00) ¢+, olo) & _Hifo)
®i (o)~ H*(0) P o] Bilsas 610)
R4 =1
b dx
P e ey
[aa] ?” dz
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(

sno — o,
snKe—7r ¢

sn2K —o,
snK'{Y—1=00,

sn(zK +K’:¢:) 5]

snK -+ K'y—1) = 7

k
sn(—z) =— snz, cn(— z)= cnz, dn(—a) =dnz,
sn(2K — ) =sna, cn(2K — z) = cnax, dn(2K — z) — dna,
sn(2K + z) =— snz, cn (2K + z) = cna, dn(2K + z) = dna,
cnx , snz &
sn(K——r)::m, en(K —z) =% = dn(K—x)_m,
__cnzx . g,snx _7,4_”_
S'n(K_l"x)——dn.vc, Hl Gl dnz’ dn(K_*—x)_dn.r’

Aty paY ! i e e e L e ) e S0 T
sn(R/y/ 1+x)_ksnxs en(K'y—1+a)=—\/—1 = dn(K'y—1+2z)=—y—1 3
sn (21&'\/———1—{—.2') —iSnz, Wech (21&’\/:4— .z-):—— cnz, dn (21{'\/——14—.7:) ——dnuz.

Fonctions. Périodes. Zéros. Infinis.
S st 4K, 2K’{—1, 0, 2K, RIESr e K K=,
e e 2K, 2K +2K'{/—1, L Ky/=i, 2K % Koy =,
dnz ok, oK’ (=T, =K +K'V=1, K'y—1, 2K+ K'\/—1.

eno—1i,
C[]I{:O,
cn2Ki—

anK'y—1 =0,

en(2R + K'Y/ =1)=w,

en(KLRY/—7) ==

MR
2 2

dno =1,
dnK—"%;
dnoRi=—y,
dnK’y—1 =,

dn(2K + K'y/—1) =,

dn(K + K/y/—1) =0,

( 06)
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RELATIONS ENTRE SN&, cnx Er dnox.

A la fonction snx, définie par I'équation

(l) Z‘Z‘:\/(l—uz)(‘_/r”u‘l)’

nous avons adjoint les fonctions

‘ enz —o — V1 — ul,
Q dne=—w= 1 — k*u'.
La formule (1) pourra alors s’écrire

du :
—_ :cnxdnx:uw. \
dx

Des formules (2) on déduira

dy u du
s W i mae ) s — = U,
dz Vi— a dx i
dw hu du
e R S
dx Vi— ktut do
Ainsi on a
dsnz
— = cnz dna,
ax
dcnax
(3) : —— dnzsna,
dx
ddnzx
— . —— Msnxcnx.
dz
Maintenant, si I’on observe que
1 \/(;7 5T i
{7t \/1 — = Z \/1 — Wl p= —_—/\"‘_’ Wi \/,{A‘M— kol
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les formules (3) pourront s’écrire

du -
e V(t— ) (1 — k2w,

dy S -
R \/(I—u N )
(lu) e R T B N e T g
PR k \/(W’— k) (1—n2),

Rien n’est plus simples, en partant des formules (3), que
de former les équations auxquelles satisferaient tangama,
cotamx,. ... On formera ainsi le tableau suivant :

TABLEAU N° 5,

dsnx
—=cnwdox,
dx
denz
—— dnasnx
[15] o zsnx,
: ddnz
= — A’*snxcnz.
dx
Fonetions. Leur équation différentielle.
du
—snzx — = /(1 — w1 — KPu?
= 5 i ( ) )
du k?
U= cnay Z;:——/r’\/(l—(t’)(l—kﬁn’)’
du
=d — =—\(1— a*)(w— &
4= dna, e =— = )
du ‘ —
© = tangamux, E:\/(l —+ ut) (1 A,
dz
[16] <
du —_——
« = cotamuwx, -l—-:—\/(1+u‘)(/r‘+ u),
dx

. du Iz
© — secamz, ;l-:—-/s’\/(u’—l)<u7._/‘—u),
X

. du e
u = cosécamz, - = V(wr—1) (v — #2),
. d
u:(—ﬁ;—‘-z, : Z—E: (w?—1)(1— A"u?),
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Ce dernier tableau est utile pour la réduction de I'in-

du
\/('u‘—i— m) (- n)

aux fonctions elliptiques.

tégrale

FORMULES D ADDITION.
Considérons maintenant le produit
H(z+ a)H(z—a) =6
on a (tableau n° 1)

0(x +2K)=10(x),

. AT
9(""'*‘21{/‘,/—1):9(.7:)(3 2 e Y 1);

Les fonctions H* et ©* satisfont & la méme équation; :

donc
H(z +a) H(x —a) = AH}(2) + Be?*(x).

Pour déterminer H et B, on fera & = o0 ; on aura alors
— H2(a) = Be*(o0).
On fera ensuite x = K/\/—1; on aura alors

H(K'V=1-+a)B(K V=1 —a)=AH(K'{/—1)

ou
—0(a —a)=—A®? 5
On adonc Sigiol ) e
s H?(a) __@’(a)
B—*‘O’(o)’ A_G)“(o)’

ét, par suite,
‘ 0% (a) 3 () — (a) 0%(2)
©*(o)

H(z+a)H(z—a)=

On obtient de la méme fagon une foule d’autres for-
mules, que uous résumons:dans le tableau ci- aprés.
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raBLEAU N° 6.

©!(a) H'(z) — H*(a) €%(a),

i: ((.z: o a; H Er cs a)) - 4T
d(x —a) O(x +a
=Fere (o) Hie)e ) mqum)mm

[17] ( H (x — a)H\(z + a)

_o(a)olfa) oo oy B{a)8(a)
~ ©(0)e(o) Hie)th i) ©(0) (o) .O( ) (),

H(z — a)©(z + a)

_H(a)e(d) yii ey Blaea) oo
T H(z)®,(z) — - () Hi(2)3

0*(a) @ (z) — H*(a) H?(z)

O(x —a)O(x+ a) = (o) )
0 (xz — a)H(z + a)
= H(a)0,(a) H(x) ® () 4 H(a) © (a) H,(z) G),(x),
0,(0) 0]

(18] 0(x — a)H,(x + a)
__ 0(a) 01(a) H(x) Hz) — H{d)0() 0) 6,(s)
oy ©(0) ®(0)

0z —a) 0,z + a)
__H,(a)®(a) H(z) ©,(z) — H(a) ©(a) 6 (2) H,(z)
2 ®(0) H(o)

En combinant ces formules par voie de division, et en
ayant égard aux formules du tableau n° 4, on trouve,
par exemple, en divisant la premiére [17] par la se-
conde [17],

sn’x — sn’a
snzcnadna—snacnadna’

sn(xz + a) =
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et, en multipliant haut et bas par

snz cna dna 4+ snacnz dna,

snz cnadna +snacnzx dna
)

sn(z —+ aji=— 1 — A’sn*a snix

c’est par ce moyen que 1’on formera le tableau suivant :

TABLEAU N° 7.

snacnbdnb = snbenadna
1— A*sn’asn’b

2

cnacnd == snasnbdnadnd

[19] cn(a==b) =

1 — A*sn’asn?b

dn{a =t b)= dnadnd == k*snasn benacnb

1 — A*sn?asn*b
Pour a =25 :

asnacnadna

ST s e ey
1 — k*sn?a
cn’a —sn’adn?a
[20 cnaa = —
1 — A*sn*a
dn?’a — k'sn*acn’a
dnosae = .

1— A?sn’a

sn(a -+ ) + sn(a — b) = Gsnacno dnb,
sn(a + b) — sn(a-—b) =
! cn(a+b)+cn(a——b)
e e ) en o b
dn(a + ) + dn(a —
dn(a +-b) —(ln(a —b

= Gsnbcna dna,

= Gcenacnd,
)=—Gsnasnbdnadnb,
)= Gdnadnb,
)

——GA*snasnbcenacnb.

On a posé

2 .
G —— *‘—-—-—*—————z— .
1 — k*sn’asn’b
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Les formules, d’addition [19 | sont les premiéres que
I'on ait trouvées sur les fonctions directes. Elles sont
analogues aux formules fondamentales de la Trigono-
métrie ; mais ce n’est pas comme nous venons de le
montrer qu’e]les ont été trouvées.

C’est en intégrant I’équation

dx sie dy aoik

Ve )i=fe) =) (i= #r)

que 'on est arrivé ala découverte des formules d’addi-
tion. La méthode la plus simple qui ait été donnée pour
I'intégration de cette formule est due & Lagrange. D’au-
tres méthodes, plus simples en apparence, ont I'incon-
vénient de s’appuyer sur des artifices qui supposent
évidemment que I’on connait d’avance I'intégrale.

AUTRE MANIERE POUR ARRIVER AUX FORMULES D ADDITION
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
L’équation

dx dy
i —_— O,

V(1— =) (1— Fa) Vit —o°) (1 — #y7)

qui devient, par les substitutions x = sing, y = sin{,

(1) )
V1 — k*sin’e V1 — A*sin*y

admet pour intégrale

. = = J'_ Y = const.;
L/O' V(I—-w")(l—/&zx’) L. \/(1__.‘77)([__#2)-2) opsk

mais on peut lui trouver, comme I'ont prouvé Euler et
Ldgrange, une intégrale algébrique. Posons, a cet elfet,
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avec Lagrange,
dyp dl

— ==
Vi— 4*sintg Vi— A*sin?y

ou
~ d —_— Y e
(3) d:P V1 — A*sin’g, {(—[\tﬂ:\/x——/:’sin’\p,
puis
(4) s+d=p o—V=gq;
on aura
d, f

L (—/—)4— [—q->': \/l— k*sin? L—(-/,
(5) 2\ dt (!

I (Iq ]

2 tlt T

{, =E
ke \/,_kwsi.,zm+ \/,_kas;nz"__z,
dt 9 2

a Fl R T
7{3/- =3 \/x—- /c’sm“li¥ — \/1 — s 279,
2
d’ou l'on tire

dp dq _,, I:sin’ (=) i ; (/L—_l-_f/_)]’
2 2

dt dt

ou enfin
dp dg __

(6) = — k*sinpsing.

Mais, en différentiant (3), 6n a

d*o  — k'singcosg rlcp
dr V1— &% sin'g A
d
e
L. Fonct. ellipe. 7

— A*sing cosg,

=— A?sinYcos;
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d’ot1 I'on tire, par addition et soustraction,

d*p

i k*sinp cosq,
(7) ;
&i7ps k*sing cos
dzt e A
De (6) et (7), on tire
da*p cosq d'q cosp i
—= b) — )
dp dq sing.  dpdg sinp
ou :
d’p _cosqdg  d*q _ cospdp
. dp 7' sing 4 dq. W sinp
ou
dp

i dq e
o —esing, —=a'sinp,
o et o/ désignant deux constantes qui doivent rentrer
I'une dans I'autre. En remplagant p et ¢ par leurs va-
leurs dans ces formules, on a

V1 — A*sin’p + V1 — A¥sin’$ = asin (¢ — ),

8
(9) V1 —ksin’g — \/1 — A'sin? = o'sin (g + ).

Ce sont la deux intégrales de la formule (1); mais, en
éliminant dt entre les deux formules précédentes, on
obtient une nouvelle intégrale. En effet, on a

d d, : ;
S/ i _ﬁ?__ ou a'sinpdp=usingdq,
asing  o'sinp
et, en intégrant,

M ”
@COSp = « COS5q ~+ a”,

" élant une nouvelle constante, et ’on a

(9) cos (g -+ §) = cos(g — ) + %
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Or, on peut mettre I'intégrale de la formule (1) sous la
forme

b i o
IO — == e
\/l—A‘smq; \/I-A’am’{; o V1—4*sin?p.

p. désignant une constante a laquelle se réduit ¢ pour

¢ =o. Si, dans les formules (8) et (9), on fait § = o,

on a ‘
V1 — A*sin?p - 1 = asing,
V1 — k*sin*p —1=cd'sing,

acosp = a cosp —+a”.

On en tire

\/I—A’smy—f—l et \/I—AZSIn}L——I
Stz T A e IR s U R e T A e
sinp. sinp.
1 — k*sin®p -1 I — A3sin’p — 1
(== \/—l cos . — \/————‘—'————cosy.,
sinp sinp.
ou

2.COS
= PL.

sin .

En portant dans la formule (9) ces valeurs de «, &, o,
on a

Vi — A?sin?p -1

T cos (g =+ )

— 4 — 2.€08
——-——-\/l L Iros(q:—-w{;)+————. 3
sinp. sinp.
et, en effectuant,
(11) cosgcosy — \/1 — A*sinpsingsing = cosp.

Cette formule est une des intégrales les plus célébres
de I'équation (1); les formules (8) en fournissent deux
7.
]
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aulres :

Vi— isin’g + /1 — A*sin?}
B Vi— Asin'p 41
w2 sin p. siniep 5=y

V1 — k*sin’p — \/I — ksin?

L TR s
] u,,{i,.__lsin(? '+‘\IJ),

(12)

sin p.

identiques au fond a la formule (11).
Maintenant, si 1'on fait

f? dyp i ¢ &y
o \TE—%sin%p g o \/T;V/r’sin’xp

la formule (1) donnera

(et d
f ——_—H———:a—b;
o V1— k?sin?p

p—=ama, P=amb, = am(a — b).

donc

Les formules (11) et (12) donneront alors

(13) cnacnbdn(a — b) — snasnvb:cn‘(a.——b),
dn(a — b) +1

dna — dnb = ——ém— (snaecnb — snbcena),
dna - dnb = dinle =Gt (snacnb - snbena).

sn(a — b)

Sinous posons, un instant, dn (a—b)=y, sn(a—b)=ux,
nous aurons, au lieu de ces derniéres formules,
z(dna — dnb) = (¥ +1)(snacnb — snbcna),

z(dna + dnb)=(y —1)(snacnb + snbcna),

ou
zdna — ysnacnb —=—snbcna,

zdnb — ysnbcna = — snacnb.
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On en tire
sn’acn’*b — sn?*bcena
sn(a— b) = 4
dnbenbsna — dnacnasnb
snbdnbhena — snadnacnb
dn(a + b) = 5
dnbenbsna — dnacnasnb

Si 'on multiplie haut et bas ces deux formules par
Pexpression conjuguée de leur dénominateur, on a,
en observant que sn®acn®*b—sn*bcen*a est égal a
sn’a — sn’b,

(14) sn(e— )=

dnbenbsna — dnacnasnb

2
1 — A*sn?asn?b

2 b b ] Inb
(15) dn(ab_b):Asnasn cnacndb + dnadn :

1 — A*sn?asn?b

C. Q. F. D.

SUR LES PERIODES ELEMENTAIRES.

Soit f(z) une fonction doublement périodique. Consi-
dérons les points My, et My, qui représentent les imagi-
naires z, et z, - o,  désignant une période de f(z). On
peut Loujdurs supposer que ® soit la plus petite période
d’argument égal a I'argument de w; car il n’existe pas
deux périodes distinctes de méme argument; toutes sont
multiples de I'une d’elles, que I'on peut appeler w. Soit
& une période distincte de w, et supposons-la aussi la
plus petite de celles qui possédent son argument. Soit
M,, le point qui représente I'imaginaire z,+ @ ; sur les
droites M,, M, et M,, My, on peut construire un paral-
lélogramme que I'on pourra considérer comme un paral-
lélogramme des périodes; on lui donne le nom de parai-
lélogramme élémentaire, si aucun des points de son aire
joints & Mo, ne fournit une nouvelle période.

11 est clair que le parallélogramme élémentaire peut
se former en prenant la période ® pour base et en faisant
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mouvoir le c6té Moo M,,, pris pour base, parallélement a
lui-méme, jusqu’a ce qu’il rencontre un point My,, tel
que My, My, soit une période.
Soient o et & deux périodes élémentaires; o’ et o' deux
nouvelles périodes ; il faudra nécessairement que 1'on

ait
(1)

met n, m' et n' désignant des entiers ; car une période

5 o' =mo -+ nw,

| o’=n'w+ n'w, J

quelconque s’obtiendra en joignant le point My, a 'un
des points de croisement M,,, des droites formant le ré-
seau des parallélogrammes des périodes v, w. Pour que
les périodes o/, &’ puissent former un nouveau parallé-
logramme élémentaire, il faut que m et n soient premiers
entre eux, ainsi que m' et #’. En effet, si m et n avaient
le diviseur commun 9, en posant m = dm", n= 0 n”, on

aurait
o'=d(m"w + n'w),
o' X Lo ; : - 5
et Eseralt une période ; o’ ne saurait donc étre une pé-

riode élémentaire; mais » et & doivent s’exprimer en o’

et @ sous les formes
o = po' +va’,
o= po+v o, ,
ce qui exige que le déterminant du systéme (1) divise
no' —n'e et mu'— mlw, cest-a-dire n, n', m et n.
Or, m et n étant premiers entre eux, le déterminant est
égal a I'unité, et 'on a
U i — ===,
Soit
We=a-=b \/:_l,
o :a'+ b’\/—:_‘l-,
o' = ma + na' + k/————l(mb -+ nb'),
o' =m'a+n'a + \/——l(m’b +na'b'),
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'aire du second parallélogramme des périodes est

(ma - na’) (m'6" + 2'b") — (m'a + r'a') (ma - nb'
on
a

alé bt

= abl—ba'.

.

Donc :

Les aires des parallélogrammes élémentaires sont
égales.

SUR LA FORME GENERALE DES FONCTIONS DOUBLEMENT PE-
RIODIQUES, ET LEUR EXPRESSION EN FONCTION DE L'UNE
D'ELLES. :

Tutonkme 1. — Il existe toujours une fonction dou-
blement périodique admettant deux périodes données,
deux zéros donnés et deux infinis donnés, pourvu que
la somme des zcros soit égale a la somme des infinis a
des multiples des periodes pres.

En effet, nous avons vu qu’il existait deux fonctions
distinctes @, et ¢q satisfaisant aux formules

¢(2+0)=¢(z)
; ot ()

=
p(x+w)=¢(z)e © ’
et que la solution la plus générale de ces équations
était
Ao Arga =g

Ces fonctions @, et g, ont chacune deux zéros dans le
parallélogramme des périodes w et @, ainsi que la fonc-
tion ¢. Si nous divisons p; par g, ou si nous divisons
A9+ Ayoy par By, + By, By et By désignant des
constantes différentes de A, et Ay, nous obtiendrons une
fonction doublement périodique f (x). Soicnt a, b ses
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zéros, o et 3 ses infinis; considerons I'expression
i flota) = (el a).
2 f(x—+s) —fla'+3)’
elle n’est plus infinie pour x = « ou x = 3, mais elle
’est quand on pose x = ¢; elle admet en outre le zéro o'
Mais la fonction f'(x—+s)— f(a'+s), outre le zéro
s =/, en posséde un autre (3, tout en conservant les
infinis x =a —s, £ =3 —s. On doit donc avoir, en
observant que la somme des zéros est égale a celle des

infinis,
o+ f=a—s+B—s (*),

équation dans laquelle on peut choisir s, de telle sorte
que 3 ait une valeur donnée. L’expression (1) admettra
alors deux infinis donnés o/, (#, le zéro donné o’ et par
suite un autre zéro ', tel que o+ [ =a'+ b'; enfin le
coefficient A permettra de prendre la fonction (1) égale
a une quantité donnée différente de zéro pour une valeur
donnée de x. :

Trtorime II. — I existe une fonction possédant les
périodes v et @, les z6ros ay, ay, . . ., a, et les infinis a,,
Ogy « ««y 0, satisfaisant ¢ la relation

a-+a+...+a,=a -+ a3 ...4 oy

En effet, soit Iy (x) une fonction aux périodes o, w,
admettant les zéros a, et by et les infinis «; et oy, b, étant
déterminé par la formule

a,+ by=o, + a.
Soit Iy (x) une fonction aux mémes périodes ayant pour

26r0s a, et by et pour infinis og et by, .. .. Soit F,_, (x)
une fonction aux mémes périodes admettant les zéros

(*) Le signe = est employé a la place de = pour indiquer que 1’on
néglige des multiples des périodes.
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a,_y et b,_, etles infinis b,_, et a,, tels que

Ay + by =2y + bp—se

La fonction

Bi(z)iFa (@)~ B ()
aura les périodes w, w, les zéros ay, asy ..., @uy, b,_,
et les infinis a4, a4, ..., 2,; mais on aura

ay = ay - el an = by e= o - s Oy = e

Trtorime . — Deux fonctions doublement pério-
digues d’ordre fini dont les périodes w et w, o' et &' sa-
tisfont aux relations

Q=mo=m'o,

I=ne=ne,
m et m' désignant des nombres entiers; en d’autres
termes, deux fonctions u, v, dont les parallélogrammes
élémentaires ont leurs c6tés commensurables et dirigés
dans le méme sens, sont fonctions algébriques l'une de
Uautre.

En effet, soient u 'ordre de u, et v 'ordre de v. Le
para]lélogramme de u, comme celui de v, tiendra un
nombre exact de fois dans le parallélogramme ayant
pour cdtés et I, le premier mn = M fois, le second
m/n/= N fois. Il en résulte que, a"chaque valeur de u,
correspondront, dans le parallélogramme Q, II, un
nombre My de valeurs de la variable z, et par suite
M. valeurs de v; donc v est lié & u par une équation
algébrique de degré Mp en v. On verrait de méme qu’elle
est de degré Nv en u; car u et v n’ont que des nombres
limités de zéros et d’infinis et restent d’ailleurs mono-
génes et continues I'une par rapport a 'autre.

Tutorime IV. — Une fonction d’ordre n est liée a
sa dérivée par une équation du degré n, par rapport a
sa dérivée, et de degré an par rapport & la fonction.
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En effet, soit z une fonction aux périodes o ety sa
dérivée admet les mémes périodes, mais les infinis de la
dérivée sont en général en nombre double de celui de la
fonction ; car chaque infini de la fonction, lorsqu’il est
simple, devient double dans la dérivée; en tout cas,
Pordre de la dérivée sera compris entre n +1 et 27. En
vertu du théoréme précédent, il existera entre u et o/
une relation algébrique d’ordre 2 en u’ et d’ordre n' en
u, n+1=n'Son, ' n’étant infini que si « est infini; le
coeflicient de v pourra étre pris égal a I'unité. A une
méme valeur de u correspondent n valeurs de z dont la

. Az L
somme est constante, et par suite 72 valeurs de =

dont la somme est nulle ; donc le coeflicient de «’ est nul.
Par exemple, si u est du second ordre et a deux infinis
distincts, on aura :
u? 4+ U=o,
U désignant un polynéme du quatriéme degré. Si « a un
infini double, U sera senlement du troisi¢éme degré. Ce
dernier théoréme est de M. Méray.

DECOMPOSITION DES FONCTIONS A DEUX PERIODES
EN BELEMENTS SIMPLES.

Soient F' () une fonction aux périodes » et @, et o,
Uy, 3, + . ses infinis. Soit 6 () une fonction auxiliaire
salisfaisant aux relations

0(x+w)=10(z),

. amy =1
: O(x—l—m):()(.x)e—_“’_u(”d;
on aura
T—-l—o)) 9'(1:)
(o) 0(=)
(’ ) W 0'(z) '27:\/:—;
("‘"*_“’) 0(') » :
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Considérons maintenant I'intégrale

s
——I:_fF(z) %—((;:—;)dz
2w\ —1 )
prise le long d’un parallélogramme des périodes. Le long
des cOés paralleles & w, les valeurs de I'intégrale se dé-
truiront, et il restera a intégrer le long des deux autres
cotés, ce qui donnera, en appelant p une arbitraire, .

I el 27.'\/-——1‘
_—%ﬂ \/:-—'—f F(z) ———w—;ulz,

[l
L)

résultat indépendant de x et de p, que nous désignerons
par C. Or, I'intégrale considérée cst aussi égale a la
0'(z — @)
0(z— )

a 0(z — x) sont, en appelant ay, a,, as,. .. les zéros de
0(z),

F(z+a), Flz4+a), ..., Flz+a,);

somme des résidus de F(z) - Les résidus relatifs

ceux relatifs a F(z) sont

9'(0(,——.1‘) 0’((7-,—.1:]
oAl s et NSl
0 — ) 0(oy— )

A
si les infinis & sont simples, et 'on a
Aj=lim(2 — «)F(x) pour =x=c.

En général, si I'on pose
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En résumé, on aura

Jm—1 0 (a o _1.)
C=23F(x : v
+Z(la"‘—' m—l)'[é(a )?\ )]
Supposons p.=1 et @ = 03 on aura, au lieu de celte
formule,

RS Y L PR

et F'(x) se trouve décomposé ainsi : ;

(lid=] 0 (e — :
=c—Y a2l

da=" (m ——1)’ 0(x— )

Cette formule donne I'(x) décomposée en éléments sim-

ples, tous intégrables an moyen de la fonction 0, ce qui

démontre la possibilité d’intégrer les fonctions & deux

périodes (du moins a I'aide des fonctions auxiliaires);

mais le mode de décomposition dont il vient d’étre ques-
tion présente encore une foule d’autres applications que

M. Hermite, auquel nous devons la théorie que nous
venons d’exposer, a fait connaitre.

Nous allons montrer immédiatement comment les in-
tégrales de deuxiéme et de troisiéme espéce se raménent
par les considérations précédentes aux fonctions @ et H
de Jacobi.

La fonction de seconde espece

f Vi— )(1— )

quand on y fait z = snx, devient, a un facteur con-

stant k* preés,
S h*sntxd.

Clest cette intégrale que nous allons étudier. L’intégrale

dz
f(l — n12) (1 —2) (1 — A'2?)

de troisiéme espéce
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devient, pour z =snx,

dx
(a) O
1 —n*sn’*x
nous la remplacerons par
k?snacnadnasn’z
3
1 — A%*snasnix

en posant n* = k*sn*a et en observant que I'intégrale (a)
ne différe de celle-ci que par une fonction linéaire de x
et par un facteur constant.

ETUDE DE LA FoNcrTioN Z(x).

La fonction
x
Z(x) :/ k*sn*x dzx
/0

est évidemment monodrome, car les résidus de sn®*x
sont nuls; nous allons le vérifier.

Décomposons, par la méthode de M. Hermite, sn*x
en éléments simples, cette fonction ayant pour périodes
2K [puisque sn(x + 2K)=—snx] et 2K/\[—1.
Evaluons l'intégrale

I H (z — )
(l) Z—Wﬁfslﬂz ﬁ—(z—:—;)-dz
le long d’un parallélogramme de cotés 2K et 2 K'y/—1;

le long des cotés verticaux, le résultat de l'intégration
est nul; le long des cotés horizontaux, le résultat est

1 «-+2K
-—.:.—f sn’z
21r\/—l o
g "z — I
[H (z—=) H(z—=x+ 2K l):ldz.

Hiz—z) H(z —z4+2K'y—1)
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En vertu de la formule

T b oot e
lI(_z:.(_zKr\/_I):_u(x)c X (V. )’

I'intégrale considérée se réduit a

I w—+2K ° 1 1 2K
—f sn’zizlz:——/v sn*zdz;
2 RS

nous désignerons cette quantité par G. Mais 'intégrale (1)
est aussi égale & la somme des résidus de la fonction
placée sous le signe [;le résidu relatif au point x est

sn2x ; calculons celui qui est relatif au point K'y/—1.
Posons pour cela z = K/ /— 1~ %5 nous aurons

bl LTl Y/
) SV i et )
II/K’\/—I— x+h

H(K\/—-_I—x K \/—1——1) )

I
~ k*snl

s g 1 ¥4l e
et par suite le coefficient de 7 ou le résidu cherché est
(]

1R(K =1 —2)]
B Rl
Si I’on observe que
V=i Vet /)

H(—z+Ky—1)=y—10(—2)e & ;
on a
_WIRKY=i—=a)  @(—=2) my—1
H(KYy—1—2) o(— =) 2K

Notre résidu devient

-zl
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On a donc enfin

’ ’
GE=snty +/l; @ (z‘_)] (f!

)
ou, en intégrant, en multipliant par A* et en posant

Cli=17,

telle est 'expression de Z(x), monodrome comme I'on
voit. On en déduit

(2) f‘Z(x)dx_—_—cﬁg——]o"@(m),

°0(o)

et 'on constate que la fonction

x ‘ 2
(:—-l'/: Zl.r)rl.r: 8‘{% Gl(.l' )

®(o)
est monodrome également. M. Weierstrass la désigne
par le symbole Alx. Il désigne par Al,x, Al,x, Alsx
les produits de Alx par snx, cnx, dnx.
La constante ¢ est susceptible de prendre une forme
remarquable. En effet, en différentiant (2), on a

Z(z)=¢tw—

et, en différentiant encore,

Stz = B e"(x) G)é:z-()m7 0'*(x) :

Si I'on fait alors & = o, on a

0=—1¢—
(o)

2

©]

ou enfin
P
i (_)’_\0) :

T ('J(())
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On a ainsi plusieurs expressions de la constante 7, que
'on peut considérer comme parfaitement connue.

ETUDE DE L'INTEGRALE ELLIPTIQUE DE TROISTEME ESPECE

On peut parfois éviter la méthode de décomposition
donnée plus haut. En voici un exemple :
La formule [14] donne

" oz +a)ez—a) = 2&3 () — ZEZ; 1 (z) 3
on peut I'écrire
0?*(z) ©(a)

O(z +a)o(r —a) = (1 — k*sn’xsn’a).

©*(o)

On en déduit immédiatement

1 — A?sn’asn’xz — e’ (0) 9(-“'»' —+ a)®(x — a) '
©*(7) ©?*(a)

En prenant les dérivées logarithmiques des deux
membres par rapport 4 @, on trouve (en observant que
sn'a = dnacna),

—oak?snacnadnasn’z  ©'(z+a) 0'(x—a)
1 — Aisnfasn’z . @(x+a) O(x—a) O (a)

Si I'on change les signes et que ’on intégre de zéro a x,

on trouve
‘% k*snacnadnasn®x r@'(a) o 1 l0,(-)(»1.*—:1)
fy phm ST 1 e\ )
Jo 1 — A*sn*asn*z 0 {a) 2 °0(x—+ a)

Cette intégrale n’est pas tout a fait I'intégrale de troi-
si¢me espeéce de Legendre, mais il est clair qu’elle s’y ra-
méne aisément. Jacobi la désigne par II (x, a). Ainsi
I'on a

®fa) 1, O a)

( b’ ’ — o b4
(1) H(x,a)_.z@(a) +2lo°®(.t~{ a)
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‘On en conclut, en changeant x en a@ et @ en x, puis en
rctranchant,
gy Eee 0l 0l
©(a) 0(x)

On peut d'ailleurs s’assurer que les valeurs des loga-
rithmes se sont détruites, en observant que ’on doit avoir
une idenlité pour x = 0, @ = o.

C’est dans I'égalité précédente que consiste £'échange
duparamétre et de I’argument, proposition généralisée
dans la théorie des fonctions abéliennes. On peut aussi
I’écrire

(z, a) — N (a, ) = xZ(a) — aZ(x).

EXPRESSION D UNE FONCTION DOUBLEMENT PERIODIQUE AU
MOYEN D UNE FONGTION DU SECOND ORDRE AUX MEMES
PERIODES. — THEOREME DE M. LIOUVILLE.

Soit f'(x) une fonction monodrome et monogéne du
second ordre aux périodes » et @; soient o et s — o ses
infinis, s désignant la quantité constante a laquelle se
réduit la somme des valeurs de z pour lesquelles f (z)
prend une valeur donnée dans un méme parallélo-
gramme. Soit I (z) une fonction quelconque aux mémes
périodes ', @; soient 3y, (35, . .., 3, ses infinis. La fonc-

F(z)
F(z) = f(=)
des périodes donne un résultat nul : la somme de ses ré-
sidus est donc nulle,

La somme des résidus relatifs aux infinis x et s — x

tion intégrée le long d'un parallélogramme

1 I
Te) 210 _
)77tz FE=a)
L. Fonct. ellipt, 8

~+F (s — )
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ou bicn
P(2)—F(s —a)

S
. en observantque, f(x) étant égal a (s — &), f'(x) doit
étre égal et de signe contraire a f/(s —x). La somme
des résidus relatifs a I" () étant alors représentée par

2

T F(z)dz

ToRAN .

amy/—1Jpf(2) —f(=)

f (lz
27:\/—[ f(=z

le signe I' placé au-dessous du signe f indiquant qu’on:
ne doitintégrer qu’autour des infinis de I (z).
Si I'on considére en second lieu la fonction

Bz o
OEiE
son intégrale prise le long d’un parallélogramme sera
encore nulle, et il en sera de méme de la somme de ses

S(2)

résidus. Or la somme des résidus relatifs ém

on aura

(1) F(a)— F(s — =) =

2

est égale &

F() +F(s — ) — () — F(s —a),
et 'on a par suite

F(#) +Fls —2) — F(u) — F(s — )

(2] pef'z)E ah
211\/—1/f3 ) —f(a) :lz__o,
ou bien

F(r)+F(3-—x)=F(a)+F(s—cx)
R,
+2m/?1/ i




(L175%)

La comparaison de cette formule avec (1) donne

oF (2) = F(« )+F(s‘—a

F z[ f (=) +£(2)]
21:\/-—1 ,/. (2) =S (=) s
21"(:c):F(a)+F("—’“)
() dior [ o () £ £ (B
lZ[lil"’"[ f("") —f(p) J’

en posant F(z) == (z—ﬁ)*‘@(z), @ désignant le degré
de multiplicité de l'infini 3. Quand p = 1, le symbole

ou bien encore

1 (ll"‘_l @ERN . ’
= E = doit étre supprimé.
i i g

La formule (2) montre que toute fonction aux pe-
riodes w, w peut s’exprimer rationnellement au moyen
de la fonction du second ordre f et de sa dérivée.

On woit, en outre, que cette dérivée n’entrera que
sous _forme linéaire. :

Ce théoréme est dia a M. Liouville, mais ’expres-
sion (2) explicite de I, que nous venons de donner, n’est,
je crois, pas encore connue ; du moins on ne la trouve

pas dans le Traité de MM. Briot et Bouquet.

Remarque. — La théorie précédente tomberait en
défaut si F(x) et f(x) avaient des infinis communs,
mais on tournerait facilement la difficulté en dévelop-
pant I'(x) divisé par une puissance convenablement

choisie de f(x).

APPLICATION DES CONSIDERATIONS PRECEDENTES
AU PROBLEME DIT DE LA MULTIPLICATION.

Le probléme de la multiplication des fonctions ellip-
tiques a pour but de faire connailre snmax, cnmaux,

8.



(116)
dnmx en fonction de snx, cnx, dnz. Notre formule (2)
du paragraphe précédent résout cette question plus sim-
plement et plus complétement qu’on ne I'avait fait jus-
qu’ici,

Soient k le module de snx, 4K et oK'/ — 1 ses pé-
riodes, m un nombre entier : snm(x — a) admet évi-
demment les m&mes périodes. Construisons le parallé-
logramme des périodes, de telle sorte que ses cotés
coincident avec I'axe des x et I'axe des y positifs, puis
déplagons infiniment peu ce parallélogramme, en pla-
¢ant le sommet primitivement & V'origine, dans ’angle
des coordonnées négatives.

Les infinis de snx sont K/\/—1 et 2K + K’/ —1,

ceux de snm (x — a) sont

T [
3,:a+(2i+,)%_1+ : K

(2]+ I)-”—z7

/ -—_— )
ﬁ”:(l—l—(zi—l—l).K_\{”___i_l_ 2K

2 i)
m

¢ et j variant de zéro a m — 1. En faisant s =2K, la
formule (2) du paragraphe précédent donne

asnm(x—a)=snm(K'{/—1 — a)

(1) - +snm(K'Y—1+2K —a)
! ’
~+ 2 résidu.snm(z — a) Tliﬂ’__z
snx — snz

Le résidu relatif &4 un infini 3° s’obtiendra en cher-
chant la limite de
sn’x -+ sn’ B’
snz — snf
=asn [(2i+1)K =1+ (2/+ 1) 2K +m3]

—1 sn’x -+ sn'p’

ksnmz snz — snf/

zsnm (B — a+ z)
sn'z + sn’p’
snx — snf

—2
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Cette limite est
1 sn’x -+ sn [&

" km sna — sn snﬁ
L’infini £” conduit au résidu
10 sn’x - sn BY

km snxz — sn
La formule (1) devient ainsi

2snm(x — a)
T2ig —— K i
sn'z - sn'l—l———LlK'\/——lq_/{j—_;_a‘

R
km X e ] K
" s — sn —~I;—K’V_I +4j__+ aJ

276 = 1 — 2K
sn'x—sn'[ i K'y—1+ (2/+1)— +(z]
P m
3 _ 2K
ml{’“—l—{—(%i-l—l) 7'4‘!!]

m

snzr — sn

D

En faisant @ = 0, on a la formule de la multipli-
cation pour le sinus amplitude. On peut vérifier la for-

mule précédente en prenant m = 1; on a alors

2ksn(z—a) '
__sn'x+ sn’ K’\/——l—i—a)snr—}—sn K’ \/——1+2K+a)
7

snx—sn(K’\/-—x +a) snx—sn(K'y—1+2K+a)

et si 'on observe que sn’x = cnx dna,
—— —— dnaz
nle +K'y—1)=—\ —1
( v ) v hsna’
o C]l.l‘

_\/__ e 2

dn.z:

dn(z +K/—1)=
n (x S K"/-:—l—) = ks;.z-,

on trouve
cnadnasnx — cnxdnxsna
sn(z—a)=——u-— —
I — Asn’zsn’a
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Ainsi notre méthode donne aussi I’ addmon des fonc-

tions elliptiques.
Nous ne nous étendrons pas davantage sur la multi-

plication. La division aurait pour but de calculer sn —”,
1.

x )
cn —; -+ en fonction de snw, cnx, dnx, .... Sans

entrer dans des détails & ce sujet, disons seulement
qu'Abel a démontré que les équations d’ou dépend la
division des fonctions elliptiques sont comme celles d’ou
dépend la division des fonctions circulaires, résolubles
par radicaux.

APPLICATION A L’ADDITION DES FONCTIONS
DE TROISIEME ESPECE.

Nous avons trouvé

(e a)_T®'(rl)+1 Oz — a)
0 _G)((—l-) o) OS(*)(.zr—l—a)

Si I'on désigne alors par ay, cay « ooy oo,y des argu-
ments tels que
oy Gy = ... = Cappy = 0,
on aura
I (o a)+ O(a,a)—+ ... ~+ I ( ctanery @)
1 3 @(a,-—a)@)(a,—a) ...(?(am,H—a)

—

2 (_E)(a;+a)®(“z+ﬂ)---®(a2n+|+a)

La quantité placée sous le signe log possede les pé-
riodes 4K et 2K/ \/:—1 par rapport & la variable a; on
pourra donc Dexprimer en vertu du théoréme de
M. Liouville en fonction rationnelle de sna et de sa
dérivée su’a ou cna >< dna. Nous ne donnons pas ici
cette expression, qui est un peu compliquée.
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DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES
EN SERIES TRIGONOMETRIQUES,

La formule de Fourier donne

AV
4 et 5, L
Do ik T pafK _maV=1_
51T =3 ———/ snze 2K t[:..';
e 4& U

reste & calculer la valeur de l'intégrale qui entre dans
cette formule. D’abord, en posant

2o+ 4K _maV—=i_
A,,,:f snze e e,
.Z‘o

on trouve, au moyen de la formulesn(2 K + x) =—snwx,
ok o g tmai 1
A :‘/ snze TS 7
«’l'n .

2,4+ 2K m=y —1 .

= L e 8]
..*_f (_snz)e 2K (¢ \)dz

£

___mr.\/:_l"_

"ﬂ
x,+2K
:[ ; snz[t — (—1)2]e X “da.
o Xy

L’intégrale A, étant indépendante de xo, on peut
supposer x, un peu plus petit que zéro. L’intégrale
étant prise le long du contour rectiligne xo, o + 2K
peut &we remplacée par deux paralleles a K/ —1
de longueur infinie, menédes I'une par x, et I'autre par
2y + 2K au-dessous de 'axe des x, el par une paral-
l¢le & I'axe des &, menée & l'infini. Le long de ce nou-
veau contour, l'intégrale sera nulle; maisil faudra lui

ajouter les résidus relatifs aux points — K/\/—7,

—3K'\/—1, —5K'\/—1, ..., multipliés par 2my/—I.

De plus, ces résidus seront pris dans le sens rétrograde.
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Calculons le résidu relatif au point
« —(2n4 1)K’ VTR
il est égal &

mrV =1

2K

x4 (2n + I)Ii’\/-:e—
ksn(x +K'\/—1)

mais, sn’x étant égal a 1 pour x = o ou 27!1&’\/1:*1,

cette quantité peut s’éerire

: [—zn+nry=i]
lim 3

I 211:—-1"1
Z,']
On a donc
n=wm
H 21’;"_1_”1 /——
= i I —(—1)%joary — I,
g n=1
ct 'on a
AZm: o, 5
2n 41
I — (2m-1) B
A= i S,
i 2 kK 7 v %
par conséquent”
21 -1
1 (f i —

Az = 2w\ — 1.

K PEzE

Quand m est négatif, on a

[IK m'.-.t/:—1‘ [lK _m-—.\/:I:
f snze 2K dz.:——-jv snzdze IEKTT
o o

Les coefficients des termes également distants de I'ori-
gine sont donc égaux, et, en les groupant, on a

—_m=s

m\/q gt . (2m+1)rz
snx — —/\‘l—i =y qwu+1 sin - 41{ 9
m=o
_ﬁ\/;i o gt (2m + 1)n2
cnxy = le o qzm+1 Ccos 41€. 7

o

A g Ui,
dnx_m 1+421+qmcos i
3 (]
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A ces formules il convient de joindre les suivantes,
auxquelles on parvient d’une facon toute semblable :

(A 5 = mn
(6] (_2_) t 2 1" e nmm:,
o(x) K & — g K ,
1

Loz i (—1)ymg™ . mrx

O (z) K &t | — g
i1

H (z
i (( )dcvenam infini pour & = o, on développera
d [ H(z) 7.
dx .n'rr.'v 2
sin—
2K
on trouvera alors
H () ™ | 5 i 20T g SN T
L R —_ e . SiN  —
t(x) FK G IR g T
H () ™ o (—=1)gm . mrx
e == (AN O — - Sl .
H, («) K e T D T—gm ST
De ces dernié¢res formules on tirve
(llon'snr ¢nx(lnr_ T s T 27 m . mnax
dx SNt o 208 2K K L g™ 2 e
dlogenz T X 27 q" . mnx
o A i S tung— e s S1n ')
T oK 8K T K kT (—1)ign K
o ama 2m — 1)
dlo gdnz__ /prz gins sin(f m—1)za
T dx K — gam=1) 2K

On arrive plus simplement a ces résultats comme il
suit.
Rappelons la formule
,-2 5

1 7
i ;log(x——zrcos?—}—r’) —rcosa - 5 Cos2a 1 §c053u...,

et partons de

i Tl 2 s 5
o(x)=c¢ 1—2gC08— H ¢ {1 — 29 cOSge +g*) - s
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nous aurons

I L)
=logo(z) == I(wc — €05 — __(1__
2 2 Ki1—gqg?
2rz. g2
53 K i1—¢ s

et, en prenant les dérivées, nous aurons le développe-

~ment de 2—((-71)) On obtient d’une fagon analogue ceux de
e (=) B/ (=) 4 H (z)
o(«)’ H(z)  T(a)

SUR LE PROBLEME DE LA TRANSFORMATION,

Le probléme de la transformation a pour but la com-
paraison des fonctions elliptiques correspondant a des
modules différents. Exposons, d’abord, la théorie que
Jacobi donne dans son ouvrage intitulé : Fundamenta
noya theorice Junctionum ellz'pu'carum.

Si dans l'expression

dxr

\/A—I—Br—i— z? + Dad 4 Ext

g, U et V désignant des polyndmes entiers

eny, on aura

on pose Ji==

(Pl
\/A:&—Br—f— Ca? + Da® + Ea
(1) VdU — UdV

—

\/AV“ %+ BV*U + GV:U? + DVU® -+ EUA
ct I'on peut, d’une infinité de maniéres, déterminer U
et V, de telle sorte que le second membre de cette for—

mule soit de la forme
dy

VA" By + C'y*+ D'y® + Ey*
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En effet, pour que dans le second membre de (4) le
polyndéme sous le radical se raméne au quatriéme
degré, il faut que ce polyndme, qui est d’un degré qua-
druple de celui de U et V, ne contienne que des facteurs
doubles, a I'exception de quatre qui seront simples; on
aura donc, en appelant T un polynome entier,

AVi—+ BV*U + ... 4 EU*
=T A"+ By +Cy"+ D'y* + E'y4);
le second membre de (1) se réduira alors a la forme de-

mandée si I'on a

VdU — UdV
(2) — - = const.
Ldy

Or, il en est ainsi quand U et V sont de méme degré
ou de degrés différents d’une unité. Soit en eflet
A-+Br—+4 Cx?+Da® - Ext
= E(e — a)(z— 8)(2— 9) (= — 2),
et par suite
AVi- BV*U + CGV*U? + DVU?® + EU*
—=E(U—aV)(U—BV)(U—9V)(U—2dV).

Les facteurs (U—aV), (U—fV), ... sont pre-
miers entre eux, car tout diviseur simple de U — oV et
de U— YV, par exemple, sera diviseur simple de U
etV, et, comme on peut supposer U et V premiers entre

eux, les facteurs U—aV, ... le scront aussi. Or on a
identiquement

—«(VdU —UdV) = (U — aV)dU—TUd(U — V);

il en résulte que tout facteur double de U—aV est
facteur de VdU — UdV, car ce facteur appartient a la

srpnh hd
dcrlvce@(U—aV).
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En résumé, le polyndme AV* 4 BV*U 4- ... jouit
de cette propriété que ses facteurs doubles sont aussi
facteurs doubles de U—aV,deU—[V, de U—9V ou
de U—9V, puisque ces polyndmes ne peuvent avoir
de facteur commun, et, par suite, ses facteurs doubles
divisent UdV — VdU. Si donc on suppose tous les fac-
teursde AV* 4 BV®U —+ ... doubles, a ’exception de
quatre d’entre eux, le polynéme T' divisera

VaU — UdV.

Si alors on suppose que V et U soient de méme degré p,
ou I'un de degré p et 'autre de degré p — 1, AV* . ..
sera de degré 4p, T* de degré 4p — 4 et T de degré
2p — 23

UdV — VdU
est évidemment de méme degré, et, par suite, la for-
mule (2) est satisfaite.

On pourra donc effectuer la transformation d’une in-
finité de maniéres, car on pourra d’une infinité de ma-
niéres déterminer les coeflicients de U et V, de telle
sorte que AV*+ BV?U ... ait tous ses facteurs doubles
a Pexception de quatre d’entre eux, U et V étant de
degrés différents de zéro ou de .

Le degré dela transformation est le degré de celui des
polynémes U, V qui posséde le degré le plus élevé.

TRANSFORMATION DU DEUXIEME DEGRE.

Nous n’ayons pas a parler de la transformation du
premier degré; on a vu que non-seulement elle réussis-
sail toujours, mais encore qu'elle servait & la réduction
a la forme canonique.

SiI’on veut opérer la transformation du second degré,
deux des factears V—oaU, V—U, ... devront étre
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des carrés parfaits, on devra donc poser
U—aV=(my+m)3, U—BV=(ny—+n)p

On en conclut
U—aV  (my-m'):

U—BV  (ny-+ /z"){’

bien, en observant que o
ou bien, v que y =,

z—o (my <+ m')?
z—7B ey (ny—i—-/z')’ %

On pourra ensuite déterminer m, m', n, n' de maniére
a donner a la nouvelle intégrale la forme canonique,
mais nous n’eflectuerons pas le calcul en disant toute-
fois qu'il existe deux solutions a la question.

METHODE D’ ABEL.

Supposons que I'on désire calculer toutes les valeurs
de y rationnelles par rapport a x, et telles que
day? e2da?

(r—0?)(x —A-’_y’): (r —2*) (1 — /r’:c”)‘

Si 1,011 pose
s _I
Ve Q,

P et Q désignant des fonctions entiéres de degré p, a
chaque valetir de y correspondront p valeurs de x, et si
I'on désigne par x, et x, deux d’entre elles, on aura

dev =dr,
VT—==i{v—=&x3) " V(1= =)t = k]

v
Sil’on égale a du les deux membres de la formule
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récédente, on aura, si 'on veut
: ) ) s

Ty = snu,

x, = sniei=is) s

e désignant une constante; on peut s¢ borner a con-
sidérer le signe +, car sn(a—u) =sn(2K 4+ u — a)

et 2K — o est une constante. Ainsi, I’'une des racines
5 ; Din) : “
de I'équation y = 3 étant représentée par snu, les autres

seront de la forme sn (u + o). Si donc on pose g ={(x),

on aura

y=1Y(snu)
identiquement, et, comme on a aussiy = Y(snw—+a),
il faut en conclure

Y(snu) :xp(snm):z}:(snu-i—za,)...;

par suite, les racines de y = /() sont

SN, SNU—+ a, SN 20, SNU-+3c, «.u3

mais les racines de l'équation en question sont en
nombre limité au plus égal a p.: il est facile d’en con-
clure que les p valeurs de x se décomposent en cycles

snu, sn(w +a)y, ..., sn{u +7n—1a),
sna/, sn(u +a), ..., sn(e/ +7n—1a),

ceesee0ss s estsset Bess s st ot .0 000y

n désignant un sous-multiple de p1. Si p. est un nombre
premier, les cycles se réduiront a un seul. Nous exa-
minerons en particulier le cas ou p est un nombre pre-
mier impair. Les solutions de y = ¢/(x) sont alors

snu, sn(g+a); ...op su(edp—ia);

mais, sn (u ~+ pa) étant égal & snu, il faut que p.a soit
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une période; donc

(/IKm + 2K'n \/_—_?).

I
o= -
1{2
Mais I'équation y = () est de la forme

(Ap— Buy)at+ ... 4+ A, — By =03

on en déduit, pour le produit des racines,

T T2 et e
= i Ay —Buy

et pour y une expression de la forme

a +arzy,.. &,
Yy = ———— T
o' +bxyzy.. . 1,

On peut simplifier cette expression; on a en effet

x; :sn(u 4 — Ia),

.x.L_;:Sn(lt S [ = e Ioc) :sn(u == a),
car (oo est une période, et, en faisant usage d'une for-

mule connue,
sn?u —sn’(i — 1)a

I = 3
e Bsnlusn?(i— 1)a’

on a donc
2 2 Y
snu(sn’n — sn’«) (sn*u — sn?2e). .. (sn’z — sn o
2

].'11'7....7“1, = "
(1 — A’snusna). .. (1 —- A*snusn S o:)

Le produit &, xy. ..x, est ainsi exprimé a Iaide de la
seule racine x; = snu. Alors y prend la forme

__(l' -!—(Zc‘o(..r,)
EES Iy

»
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TRANSFORMATION DE LANDEN.

Considérons un demi-cercle tracé sur AB= 2R
comme diamétre : soient O son centre, P un point fixe
pris sur AB, M un point variable de la circonférence,

soient OP = a, MPO = ¢, MAO = ¢. Supposons quele

B

point M se déplace infiniment peu et posons MM' = ds,
nous aurons
(1) (l_s‘ e s?nBI/P:'\E.
MpP sinPM'M
Or

ds = 2Rdp, MP=\/R?-+a’+2aRcos29, M'PM=dy,

et MM'P est égal a Z plus Pangle que OM fait avec MP
ou PMO; (1) devient alors

2R do weaal
VR + a* -+ 2a R cos2g cos PMO

(2)

Si 'on observe alors que

BE a
sing ~ sinPMO
ou
R sin PMO = asiny,

R’ cos’PMO = R* — a’sin*y,
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la formule (2) deviendra
2do di
VR* - a’+2aRcos2y  \/R?— a’sin’y

ou bien

2.dy dy
V(R + a)* — faRsine 7 VR? — a”sin’xp,
ou enfin
2R dyp &

R+ a 4”R — _.a.‘ .
R e R Y begion Tt
\/1 (1{—*—:1)"5'"? \/1 stmq;

Posons

R a
%) _4_”___ =k ==k
(3) \/( R4-a) R o
¢t nous aurons

2R dy dy

.
!

4 R+a/; —/r’sin’?z V1 — A?sin?y
Le triangle PMO donne d’ailleurs

__sin(29—1)

a
E—A'_ sing
d’on
L —k,__siny—sin(2¢ —9)
I-i—k._—sin\p—l—sin(ch—mp)’
ou bien

1— & _tang(V—9)
Lok ko o oange &

(5)

d’ailleurs les équations (3) donnent
S
w3}

(6) degliy

et la formule (4) devient

(7) /’P o, £ dL,D —-\/'kb (l\l)
o 1+ A \/l——/a’siﬂ’qﬁ' o \/I——A‘fbill’\'!

L%

L. Fonct. ellipt. 9
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Voici comment on fera usage de ces formules : sup-
posons que 'on veuille calculer

on calculera a I'aide de (6) un nouveau module %, et &
I’aide de la substitution (5) (que 'on n’aura pas besoin
d’elfectuer réellement si 'on n’a pas besoin de faire un
calcul numérique), on convertira 'intégrale proposée
en une autre de module &, donné par la formule (6). Il
est facile de prouver que k< k;; en répétant alors la
substitution, on peut ainsi obtenir ce que I'on appelle
une échelle de modules de plus en plus voisins de un;
on pourra donc développer I'intégrale suivant les puis-
sances de 1 — £, ct I'on aura une série trés-convergente.

Je dis, en effet, que &k <k, : c’est ce que prouve la

formule (6), car la moyenne arithmétique lde
( ) y q

et k, est moindre que leur moyenne géomélrlque V¢
ainsik < t; donc on finira par rendre k << 1. Suppo-
sons déja ky < 1,0n a

1= /\‘1

B
donc 2_\_A_ 1 \/_> ky; ainsi k >k, mais k<1:
donc, etc.

On peut donc aussi se donner & et calculer £, ; si alors
k est moindre que 1’unité, on aura k, <%, et 'on ob-
tiendra des modules tendant vers zéro; quand k sera
trés-pelit, 'intégrale elliptique développée suivant les
puissances de k sera rapidement convergente.

11 est facile de voir que, si 'on pose

& = sin,
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on aura
= tzmg’ga
2
tang($ — ¢) = cos0 tango,

ce qui simplifie le calcul logarithmique.

SUR LES APPLICATIONS DES THEORIES PRECEDENTES.

Nous avons vu que toute intégrale d'une fonction ra-
tionnelle de x et d’un radical tel que

\/a.t‘ 4+ bx' 4+ ca? +~drv +~e

se ramenait & trois types simples ne renfermant plus
que le radical

\/A(l ~+ ma?) (1 4 m'x?).

Ce radical, dans lequel A, m, m' peuvent étre supposés
réels, comme on I'a vu, si a, b, ¢, d, ¢ le sont eux-
meémes, peut se ramener au suivant :

\/(l——.r")(l—— Kzt

en faisant sortir A de dessous le radical et en posant

r
m . ’
mx® =— z* et — — = k*; mais alors k n’est pas néces-
n

sairement réel. Je me propose maintenant de montrer
que I'on peut toujours supposer & réel et compris entre
zéro et 1, ce qui simplifiera évidemment la construction
des Tables des fonctions elliptiques.

D’abord, on peut toujours supposer A == 1 en fai-
sant sortir sa valeur absolue de dessous le radical ; enfin,
on peut supposer m —==zE1, en posant x\m = z, si m
est positif, et @y —m = z, si z est négatif, Ainsi nous

pourrons toujours supposer m === 1 et m' === £*. Cela
9'
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posé, onavu et Uon vérifie trés-facilement que, en po-
sant A'? =1 — &%,

3 ) dz ) P TN
§i z=snz, ona —= \/(I—z’)(x—/r‘z‘),

1 dz 1
i) il A T St sy
z_snx, T k \/(1 z)<[ szz>,

d dz ; i i,
z—dnwz, : E:—-A —(I_z)<1_k_’;" )

I dz
s ¥ e —_—— — | T s o Al A RS )
z—dn.z:’ dr v At )
dz
Z=—nwy - = V(1 2?) (1 -+ 4"27),

1 g B 5 1
:m, d—.'l'——-"—‘/l \/([—*—‘Z’)(l‘*—z‘/‘;z?),
dz At
Zie=\Cni; E:-ﬁ’\/(x—z’)(l—l— Fz’),
I : dz Atz
= — — =k — (11— 2? + —2z?).
S e dx \/ i <I i A"z)

Dans ces formules, on peut constater que le radical est

partout de la forme

VB (T2 (n e R

et que 'on y rencontre toutes les combinaisons possibles
des signes avec toutes les valeurs réelles et positives de
k3, en supposant k*<C1, trois combinaisons exceptées, a

savoir

V= F2), VELT2) (1= R);

mais la premiére est impossible si le radical doit étre
réel, et les deux autres rentrent dans les formes (7) et
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!

k k
(8) par le changement de 7% en z ou de — % en z. Nous

n’en parlerons donc pas.
Il résulte de 1a que toutes les équations de la forme

dz
7 :A\/i(ximz’)(li.m’z“}

s’intégreront par les fonctions elliptiques, et que toute
intégrale de la forme

jF[z, VE(+ma) 1 —}—m’z’)]dz

se raménera a la forme

ff[Z, V(1—z) (1— A‘fz’)]dz,.

A k)
ou l’on aura

A @

Montrons sur un exemple la marche & suivre pour
opérer cette réduction. Supposons qu’il s’agisse de I'in-

u—f s :
\/(1+z")(x—- A'fz’),

en posant k; z = {, on aura

tégrale

U= — (]

o




et I'on aura

(a) i L de .

et k'
On en conclut que { est égal & en <—— —urk const.> , el

par suite que
= K
\/I—C’:sn (— e u—l—const.).

Si donc on pose
3 \/I — =z,

z sera le sinus amplitude d'un muliiple de «, et I'inté-
grale u sera ramenée & la forme voulue

1 dz
W= — = .
=

La méthode de réduction que nous venons d’indiquer
a, sur celles que ’on enseigne, 'avantage d’étre purement
analytique; elle se retrouve facilement; si I'on n’indique
pas la marche qui conduit aux substitutions a effectuer,
on peut hésiter longtemps avant de les retrouver. D’ail-
leurs, notre méthode a I’avantage de donner immédiate-
ment z exprimé en fonction de « au moyen des fonctions

sn, cn, dn.
Voici d’ailleurs les substitutions a effectuer dans les

différents cas pour réduire I'intégrale

fF[.z‘, \/A(x +max?) (14 m’.z’)] ax
a la forme
C Sflsn V=2 1= 42 |dz ou k<1,
d’aprés MM. Briot et Bouquet, 17 édition, p. 194.
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D) 9 / /
1° A positif, m=—n* m'=—10U" A>T, on pose
4 :
Y pm=i R0
h

2° A posilif, m==—h*, m' = I*,
hae=\1— z2.
8% A positifiimi= e Srrie=h ==

”
2

hx—=—_,
1— 2?
4° A négatif, m =—n*, m' = L%,
1
e — ——
Ii==2¢

5° A négalif, m=—n2 m'=—1L"% h >,

2__ )2
o — \/[_ uzﬂ..
h?

Quand on a ramené le radical a la forme voulue, il
reste encore A calculer les quantités que I'on a désignées

par K et K’ et dont dépendent les périodes. A cet eflet,
K’

S —_—
on calcule d’abord la quantité ¢ =¢ % ; on part pour
cela de la formule
0,2

dnwi=— \/F ®(r)

Si P’on fait x =0, on a

T SN0 o U i Ao
v ~ 0(0) T 1+4+29+2¢9' +2¢"+...

On pourra résoudre cette équation par la méthode du
retour des suites. Quand on connait ¢, K se calcule fa-

cilement, et, en effet, on a

sn a2

1

&
©]
5
gl
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et, pour x = o,
g (o)

Vi (o)
En faisant, dans I'expression de snx, x =K, snx de-
vient égal a 1, et 'on a

I—LH(K)-
T V& oK)’
__Wo)e(K)
“TH(K)e(o)’

done

Remplagons H'(0) = lim i) pour x = o, O (K), H(K) ‘

x
et @(o) par leurs développements en produits, nous
aurons

2K (1= @) (1 — g Ve (14 q)2 (14 g2)2...

™ (1= (r—=1g*) v (x =k g2 (1 + g* ..

ou

2 Ul i LR )
™ (t—g)(1—¢*)... (t+q*)(1+¢')...
:(1—(/)(1——(/’)...(1+(/)(l+r/’)...(l+r/)(l+(]“)...
=D i— ) F g

=3t +v)’(l+7“)’(l+f/5)’---(‘*7’)(1—7“)(1*—'#)-v- e

Cest précisément la valeur de ©, (o).
On a donc finalement
o

0(0) =1+4+29 +2¢'+2¢" ...,
™

d’'ott 'on conclut K.
Mais il est clair que I'on pourra aussi calculer K et K/

par les formules

741

I dz ,__. ! d.
K—_«/o‘ \/(I—x‘)(l—k’.z’)’ = —/(: \/(l—m")(|——,€-"’.1:’),
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en les développant en série. Si k est voisin de I'unité, K
sera donné par une série peu convergente; mais K’ sera
alors donné par une série trés-convergente. Pour aug-
menter la convergence des séries, on pourra employer
la transformation de Landen.
Le développement en série de K, par exemple, se fera
comme il suit :
2y
[l1— =) (1= #227)]
1 I i S E i

= e+ =A== s
VAR R S 2.4 Vi— a?

fo | s/(l = x)[(tl — K2

2 (0 (3 (]

REMARQUE.

veey

Les formules (1), (2), ..., (8) du paragraphe précé-
dent conduisent a des formules curieuses que ’on peut
rapprocher des formules élémentaires

6.z‘\/—_l ks e—x\/: ex\/—_l — e—zy—1

COS P o=ty sineg —= ——————
2 2\/—1

Considérons, par exemple, la formule (5); on en tire

= f\/(x —+ 22) (1 — 4"*2%) da.

Or z, étant la tangente amplitude de 2, s’annule avec x':
on doit donc prendre pour limite inférieure de l'inté-

grale zéro; mais alors on a

\/:z = sn(/l", z \/:T),

m— sn(/l-’, x\/-——x),
V—1I

ou bien

tn (_ﬂ', 'r) S
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ou encore
sn(k, x I e

’T'(;)T_‘ — SN (A V/— I ) .

V1i— sn?(4, z) \/———1
Il est clair que I'on pourrait obtenir ainsi une infinité
de formules du méme genre, mais qui seront plus cu-
rieuses qu'utiles.

RESUME DES PRINCIPALES FORMULES ELLIPTIQUES.

I\’

K

g —lcdal,
T 2mx 3m
G)(x):l—zqcosf +2q“cosT—2q°cos K e o
T 27X 3nx
©, (#) =1+ 24 cos g —+ 2.q* cos K +2qgcosT——...,
L 2 3nx )
Hil()i==iog smﬁ—zq Sl o o T
: T s 3= it brx
H,(z) = 29" cos — oK l—zq cos—K«—{—zq cos—= ki ey

— (1= ) (1= ¢*) (1 — g*)..

G(x)—c 1 —2 COSET:‘-F-q2 I*—ZQJCOSE—{—(I" e
= T K ’

ik T 2 3 ’n'.r..{_ )
0, (z)=lc 1t 2g.008 = =0t T 2 gha0s o b gle) o

T wa: / T ;
H (z )——2cq sin — K <1—— 2(170057{- +q‘) (x—.‘zq‘cosi —|—q"> il

o . e
Hi(z) = 2¢¢* cosI<1+zq cos—1€+q> (I—i—zq‘cnsi—-—}—q“

N

ol—s= ofs) ol—s=ed,
H(— 2) =— H(z), H(— z) = H, (=),

0 (z -+ [)i=—l0) (JL‘), 0 (2 — K) = OF (7‘),
O(z+K)= o (=), 0 (z — K=" 0(z),
H(z +K)= Hi(z)y H (T—K):—Hl(x),
Ij(x +K)==—H (z), H((z—K)= H(z),



® (z+2K)= o (z),
O (z+ 2K)= 0z,
H(x + 2K)=— H (=),
H(r + 2K) = — H,(z).
SiPon fait
=1 /3 e
e_ \“ (x—i-l\ \/:T):A A c—-“{-—(l + K \/—A):B’
on a
@ (x+ 2R'y—1)=—A40 (z), 0 (r4+K'V—1 =\/—1BH (),

H(z +2K'\/—1)= AH(z), H(z+K'V—1)=Bo,()
® (#) s’annule pour x = 2/K + (2j +1)K'{—1,
o (z) > @=(2i +1)K + (2j +1)K'{/—T,
H (=) » Wi Kt o G/
H,(x) » x=(27+41) K—l—zjK'\/—l
KB ! e BT S dr e __f
o ¢I—r’)([--—/. z7 VI I—z’ /-"z")
== \/1 — k2
; 7
snr:ﬁgg;, CDt=— %%'((—)), dnaz — \/27%'(%2,
snz s’annule pour z=o0 et 2K,
cnw » r=K, —K,
dna » w=rEREC KT,

Périodes de snx = 4K, ZK’\/———I,
» cnz = 4K, 2K'{—1+ 2K,
» dnz= 2K, 4K’'|—rI.
Infinis des trois fonctions = K’—1, 2K + K’ V=



SN0 =0,
snK =1,

sn2K —o,

snK'{/—1=0w,

snzK'\/—_I: o,
sn(K +K/'y—1) = -;;,

sn(2K +K'{V—1) =00,
sn(2K + 2K/ V—1)=
sn(—z) —— snxz,
snfo KEEE @l —==sna,

sn(K/'\/—1 +2z) = :

cnx
Sy

dnz
sn(2K//—1+ z) = snx,

sn’z — cnz dnz,

sn(K—.I—x) =

bl
ksnzx

cno —1,
cnK —o,
cn2K —=1,

cnK'y —1=w,
cnaK/\/—1 =—1,

en(R+RY/—1)=—

en(2K + K'\/—1
en(2K + 2K’/

snx
14
—_——

cn (K + ) o

CD(ZK' \/——_I—{— 1.‘) = —chx,

cn’c =—snzdna,

dno=1,
dnilc =%,
dn2K =1,

doK'{/—1=c,

dn2K\/—1=—1,

dofK + K'y—1) =

dn(2K + K/y—1)

dh(I&-{—x) ==

e
dna

dn(2K' /—1+ z)

dn’z = — A*snzcna.

o,

— D,

— — dnz,
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__snacnbdnbzzsnbcnadna

sn (a ) = I — A?sna sn?b 2
; cnacnbEsnasnb dna dnb
n ib e
g (a ) 1 — A?sn?asn?b 2
dnadnb == k’snasnbcnacnd
dn i 11 — S
(a ) 1 — A*sn*asn*b 2

x r
f T g S (=) — 7=}
o
WXy S O S R RS
7—4q'+9¢"—. ..

f‘” k*snacna dna sn’xd | )
z T, a
0

1 — A’sn*asn’x

=0,

-

_ 0®(a) 1. @Ozx—a)
=Pz @—r) -+ ;Iog 5(7+_a)

PREMIERES APPLICATIONS GEOMETRIQUES. — FORMULES
FONDAMENTALES.

Dans les applications du Calcul intégral, les fonctions
trigonométriques se présentent sous leurs formes in=~
verses quand on ne les introduit pas directement dans le
calcul sous leur forme normale. Il faudra donc nous at-
tendre a rencontrer par analogie les intégrales ellip-
tiques avant les fonctions directes : aussi allons-nous re-
venir un instant sur ces fonctions inverses.

Nous avons posé

} d{, — F Pt
" [ \/Tlﬁsiﬁ"‘l(‘*’)~“kw)

et de 14 nous tirons

sing =snF, ¢=—amF,
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- Nous poserons encore, avec Legendre,

B o u/(: g T sy = E(5) = (g, K.

La fonction (1) est 'intégrale de premiére espéce, I'in-
tégrale E(9) est l'intégrale de seconde espéce de Le-
gendre : elle diflére de celle de Jacobi. On a

E(cp):f? do d —ﬁ"/‘?d(p Sin’cp :
o {1— A'sin’p 0 V1 — k*sin’g

La seconde intégrale est celle de Jacobi, qui se réduit

o :
a Z(x)= ]1‘2/ sn’xdx quand on fait sing = sinamux;
o

nous la désignerons parJ (¢),desorteque J (ama) =Z(x);
nous aurons alors

(3) E(g) =F(¢) —I(3), I(¢)=F(g) —E(9).

La fonction elliptique de seconde espéece E(¢) repré-
sente un arc d’ellipse dont les coordonnées seraient

x —asing, y = bcosy;

¢ est alors le complément de I'anomalie excentrique, et

a*— b2 .
ds—ady I — = sin’g,

et, par suite, en premant @ pour unité, et en faisant
1 — b =12,

I'on trouve

ds = dg \/1 — k*sin’g;
on a done
s=E(y, VI oY,

ce qu’il fallait prouver. :
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Si, pour évaluer I'arc d’hyperbole, on posait

A Sy b+ eV
e (R D s & }’:1)—,
2 2

on trouverait
ds —=ady \/1 A —

Par une suite de Lransformalions, on finirait par ra-

a —|—/) (('.——e \b)

mener cette expression aux fonctions elliptiques, mais il
est plus simple de suivre une autre voie pour évaluer
I'arc d’hyperbole; nous prendrons 1'équation de cette
courbe sous la forme

aty? — b= zl"’b’,
ou

e e
VieEyaEang
Si ’on forme 1’élément d'arc ds — \/a’x —+ dy?, on

trouve
a? —+ b?
<a’ -+ it .1:’\ dx

a* )

’
2
\/(a’—l—a:z) (a’_{- a—-—:; & x’>
'

ZESb Zr
ce que I'on peut éerire, en posant d’abord = = xf,
a

a? - b?
2<z -+ ——Q———x”)adz"
a

(k) — :

7 - = )
\/(I +.1:”) ‘(1 -+ & :;[—’x”)

aprés quoi, conformément aux régles que nous avons
données pour la réduction des fonctions elliptiques, nous

pOSerOnS
a? - b2 5 a”
at & o \/ I/g’
]~

ds —
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nous aurons alors

dx"” a?
S = .

( "2 b* 1"y \,/ﬂz e [12(1 —-.z:”")

\I—-'t ) 1_52_‘_”[)-2‘7:
Posons

b2
[(Heeii il iy g
zr — smcp, ;T_*:—[;2 = /\2‘
et nous aurons
dy tl\/l — A?

At 5
1 — k?sin?g  COS°9

Nous poserons

? \/T:Tz d
W = T =
-
I'arc d’hyperbole sera donc représenté par a1 (¢) et sim-
plement par T(¢), quand a sera I'unité. La suite des
transformations que nous venons d’effectuer revient a

I sin
e {Pa
1— A2 S €c0Sg

x = ax' = ay1 — k*tanggy,
e V1 — k*sin’e
T Vi1— 42 cos9

faire

i

COMPARAISON DES ARCS D ELLIPSE ET D’ HYPERBOLE.

Nous continuerons dans ce paragraphe le numérotage
de formules employé dans le précédent et nous prou-
verons d’abord que la fonction T se raméne a E et a F
(il est bon de remarquer que T est un cas particulier de
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I'intégrale de troisi¢éme espéce); on a

7 — k*)d
Y(?)—“—f L B,
o costgy1 — A*sin’e

Si I'on observe alors que

——— k? o2 k2 sin?
dtanggy/1 — k*sin’¢ = do Diiwols o0 1ARBYRe. 5 N 9
: cosgy/ v V
I gy t‘z \‘, \. %
:,1?[ Somiile il _5«2‘“?_?]
cos? py/ V v

on aura, en intégrant et en ayant égard a (1), (2), {3),
(5) tanggy1— A*sin*¢p =Y (¢) -+ (&*— 1) F(9) — E(9):

la fonction T (¢) se raméne donc 4 T (¢) et a E(g).

Mais on peut aller plus loin, et exprimer T(g) au
moyen de deux fonctions E d’amplitude et de modules
différents. Ce théoréme sera démontré si I'on prouve
que I'(¢) peut étre évalué en fonction de deux fone-
tions E; ce théoreme célebre, en vertu duquel un arc
d’hyperbole peut étre mesuré par deux arcs d’ellipse, est
dir 4 Landen et porte son nom.

Or la transformation de Landen permet d’écrire

doy, 14 A dy

(6) R g

- — e i)
V1 — k?sing, VERT=T sin’g

et la relation qui en résulte pour les angles ¢ et ¢, peut
s'éerire
. I . T F T
(7) sm’q:.:;(l + ksin?gp — cosgy/1 —/.-’sm’q));
d’ailleurs,
2\/%, =

o = "1
L. Fonet. ellipt. : 10
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Si nous multiplions membre 4 membre (6) et (7), nous
aurons

I
7.2
t

-+ 4 | S
: J(%y0) + —+—- F (%, ¢) — —— sino,

i 1 1

ou, en vertu de (3),

(’411 ?l)

>~

7= [F (k) = B(kir 1)
= LA ) — Bk )]+ SR (k) — S i

‘mais la formule (6) donne
3 1+ A
B(ki, 9) = T F(ky9);
en remplacant alors I (A, 0, ) par cette valeur, on a

Fi( k)= —IQ_HE( 9) — (1 -+ #)E(k, ) + ksing],

ce qui démontre le théoréme énoncé.

SUR 1’ADDITION DES INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE.

Les questions traitées ci-dessus, quoique se rattachant
4 la théorie des fonctions elliptiques, pourraient se
traiter sans avoir gucﬁne notion de ces fonctions; il était
bon de les signaler, parce qu’elles ont fait naitre des re-
cherches ultérieures et ont été le point de départ de la
théorie: on sait qu’'Euler avait deviné I'intégralealgébri-
que de I'équation d’ott dépend le théoréme de I'addition
des fonctions snx, cnax, dnx. Il convient de faire con-
naitre ici une méthode géométrique due a Lagrange, qui
a dit contribuer pour sa part a faciliter les premiéres
recherches. :
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Soient @, ¢, p les cotés d’un triangle sphérique et G
Pangle opposé a p; posons
sin2C —_—
S = k2, cosC=t\1 — A*sin?p.
i
Supposons actuellement que 1'on fasse varier ¢ et ¢ en
laissant p constant, ainsi que I'angle C, nous aurons

(1) cosp. = c0sp cosy = sing sin\/ 1 — A*sin’p;

mais, le coté p variant seulement de position, ses extré-
mités décrivent sur les cotés ¢ et ¢ des éléments do et df
dont les projections sur ¢ doivent étre égales. En effet,
soient AA’ et BB' les positions voisines du coté p, si du
point O ou se croisent ces positions, comme 1)610, on décrit
les arcs BC, A’C, comme OB = OC, A'O = C'O, il faut
bien que AC =B'C'". Or

AC =dycos(g, ), B'C =dpcos({,p):

donc
dg cos (9, pr) = d cos(, ),
ou. s :
¢ dgy\/1 —sin"(q:,p):(lxpw/x — sin?(Y, p) 3

mais

sin (g, ) sinC P

—_— =k

siny sin

donc

sin (g, p.) = & sind.
Laformule précédente donne alors
(2) dg\/1 — Ksin*) :il[\l‘\/l — Alsin?p.
La formule (1) est donc I'intégrale de celle-ci, gy est
constant; si I'on fait alors ¢ =0, 0on a p=09. Si 'on
éerit (2) ainsi

(3) dyp i dy
1 — A*sin? 1 — k2sin?
9 \ ?

10.
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ou

(4) F(g) + F(4) =F(p),

I'(n) désignant la constante, p.se réduira a ¢ pour = o,
ct (1) sera équivalente a la relation transcendante (4);
la formule (1) devant avoir lieu pour p = o0 et ¢ =— ¢,
il faudra alors prendre le signe— devant le radical. Que
'on fasse ¢ = ama, ¢ = amb, p = am (a+ b), on aura
alors i

cn(a + b) =cnacnb —snasnbdn(a + b).

Cette équation, combinée avec les suivantes :

cna —=\/1 — sn’a,

dna = \/_; — /i¥snta’,
fera connaitre ¢cn (@ —+06), dn(a + b) et sn(a~+b): on
retrouve ainsi les formules fondamentales de 1’addition
des fonctions elliptiques. On peut retrouver ces formules

en cherchant les lignes de courbure des surfaces du se-
cond ordre : c’est ce que nous allons voir.

LIGNES DE COURBURE DE L’HYPE[\BOLO'I'DE.

On peut considérer les lignes de courbure de 'hyper-
boloide gauche comme les lignes bissectrices des géné-
ratrices. Or les génératrices ont pour équations

z ; % e
= - cosg - sing, — zsmxp — cost,
C

SR
IR QI

2, z ;
— -sing — cosg, = = cosy - sin Y.
(4

C

Les parameétres ¢ et ¢ servent a caractériser une généra-
trice; en les prenant pour variables, les équations diffé-
ventielles des lignes de courbure prennent la forme

Dy ==V dy,
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équations dans lesquelles on a

‘i”— dre\? dr\? f dz?
7 mp) \ay &y
cn effectuant les calculs, on a

V1—sin?$dy = == \/1 — sin?gdy,
ou bien

VI —sm‘"q:n— V1—sin*d

— 0,

do ik dy

d’ou 'on conclut I'équation des lignes de courbure sous
forme finie. Il est assez curieux que ’on puisse ramener
ainsi aux fonctions elliptiques la solution d’un probléme
résolu par une lout autre voie.

THEOREME DE PONCELET.

Voici encore une interprélation trés-curieuse du théo-
réme qui vient de nous occuper : considérons deux
cercles intérieurs I'un a Vautre; soient R et r leurs

rayons et PQ, P'Q’ deux tangentes infinimeut voisines
mendées au cercle de rayon r; soit 00'la ligne des centres

arcAP = 20R, arcAQ=2yR,
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On aura
PR do
QT a4y’
mais les triangles semblables P P'M, QQ'M donnent -
PP’ MP _ MP.
QY MQ T MQ’
dp _ MP
ay — MQ’
or, a la limite, le point M vient sur le cercle r au point
de contact de PQ, et'on a

ainsi

MP’ = O0'P® — 72—+ a’— r*+2Ra €0s 2.9,
M—QZ:O—’QZ —r=R*+a*—1r*+2Racos2:

on a donc .

(lqa__ R? +a: —r*+2aRcos2g
dy R? + a* —r* + 2aRcosay

e (R+a)*— r —2aRsin’e,

o (R~+a)? — r*— 2aRsin*y
2alk

(R A-a)i— Y’

Si l'on fait
k2=

on a I’équation connue
dy dy
I . =3 v
(r) A1 — Asin?g {1 — Ak*sin?)
d’ot I'on peut conclure une construction géométrique
de son intégrale. Mais on peut en déduire un résultat

= Oy

nouveau.
L’équation précédente devient, en intégrant,

fs/l—ﬁsm? f \/I—/r"’sm’q;

i [.
[ \ 1 — A*sin’p.
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et p est la.valeur de ¢ pour g = 0. On voit que p ne dé-
pend ni degni de ¢ si done, a partir du point ¢, on
mene une seconde tangente QR au cercle intérieur,®et

P

si 'on pose AR = 2y, on aura encore, en posant

1— Ksinfp =&, 1—AisinYy=1Y, ..., 1—Asin’p=M,

{: X -, e dp.
(3) Ll X O
o V¥ T ) \/M
en menant par R une nouvelle tangente RS, on aurait
entre 'arc 20 = AS et 'arc 2 une relation analogue:

o d, dy
les intégrales -—i, i » ... forment doncune pro-
o VO o ¥ ;

gression arithmétique dont la raison est ;/ﬁ
0

Supposons que le polygone PQRST soit fermé et que
le point T coincide avec A, le dernier des arcs @, ¢, 2. ..
sera de la forme ¢ +- 27, Enajoutant alors les formules,
telles que (2) et (3), on a

. . 2
_f?.(_li_k./?_*—lm—d—f:mfﬂ——f—_
o Vo 5 Vo o VM

ou bien

¢ -=nw dy . dp.
ot e ) e
L‘ V1 — k*sin?g oLV ll—/Esingy
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donc le premier membre de cette formule ne dépend pas
de ¢; donc :

§’il existe un polygone de m cétés inscrit dans un
cercle et circonscrit & un autre, il existera une infinité
de poly gones de m cétés jouissant de la méme propriété.

Ce théoréme est évidemment projectif et s’applique
aux coniques : il a été découvert par Poncelet;la dé-
monstration précédente est de Jacobi.

ADDITION DES ARCS D ELLIPSE. — THEOREME DE FAGNANO.

X
r)—_—f isn*xdr.
(o]

Nous aurons alors,

f k*sn® (z—+y) r[z'__f Asn? (x—+y) dx
o
—f k*sn’y dy
(4]

X
f ksn? (& +y)de =2Z(z+y)—Z(r),

o

fxﬁ.zsni(x—y)(lx:Z(.r—]) +Z(y).

Nous avons posé

ou

Retranchons ces formules 'une de I'autre, en ayant
égard aux relations
2sna cny dny

1— A sn’x an

sn(x—+y)+sn(z—y)=

2sny cnz dna

1 — 4? sn’z sny’

0 (@) — sn (2 —y) =
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nous aurons

4K snx sny enz cny dna dn y d
1——A‘sn;¢csn_y)2 £

=Z(x+y)—2Z(y)—Z(z—y).
Le premier membre est une dérivée exacte, si I'on ob-
serve que 2snx cnx dnx est la dérivée de sn*x, ct
I’on a

2sn®x sny cny dny
1— A?sn*xzsnly

=7 (r—i—y) —_— 2Z(y)—Z (,1-_)»).

Si l'on pose alors
—amz, $=amy, p=am (z + y), » = am (z —y),
ct si'on observe que Zu devient J (amu), et que
Z(x)=1I(9)=F(9) —E(g), ...,
la formule précédente devient

2.5in%g siny cosd \/ 1 — 4?2 sin*y
1— k*sin’g sin’g
= F(p) — 2F(§) — Fv) —E(p) +-2E{) +L(v);

et comme F(p) =F(g) +F(¢),

2sin%g sind cosy 1 —4? siny
1— A*sin’y sin?y

=—E({p)+EN) + 2E(Y),

si 'on échange ¢ et ¢, p ne change pas, v se change en — v
ct le second membre devient — E(p) —E(v) + 2E(9).

En ajoutant alors a cette formule celle que ’on obtient
en changeant ¢ en {, et wice versd, on trouve [eu égard
a la formule qui fait connaitre sn (x + )]

E(y) +E(y) — E(p)=4"singsiny sinp.

N 1A

On obtient le théoréme de Fagnano en posant v =
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alors E(p) est le quart d’ellipse; nous le désignerons
par E et nous aurons

(1) F(¢)+E(d) — E=A*sing sind.
Entre les angles ¢, ¢, ., on a la relation
s p. = cosp cosy — sing sind /1 — A*sin?p.

Si alors on fait p = ga on a
0 = 05 05y — sing sin y 1 — &*
ou
1

(2) tange tangd = ;/:7 ou b tange tangd — 1.

Tie— 2
La formule (1) montre que, si les arcs d’ellipse E(¢) ct
E —E({) sont tels qu’ils correspondent a des anoma-
lies 9, ¢ satisfaisant & la formule (2), leur différence est
rectifiable. Les équations de I'ellipse sont

x=sing, y=\/1— k:cosg= b cosgp.

Si ’on cherche la distance Z du point ¢ de P'ellipse a la
perpendiculaire menée de I'origine sur la tangente, on

trouve
A2tang o

V (b*tang® = 1) (1 + tang?e)
En chassant les dénominateurs, on trouve une équation
du quatri¢éme degré en tang ¢, a savoir

i
b*tang'e - tang?e (x -+ b — —17> 4 1=0"

Soient ¢ et ¢ les deux solutions de cetie équation, on en
déduit

b tangg tang Y = 1.

L’identité de cette formule avec (2) montre de quelle
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fagon doivent étre construits les angles ¢ et ¢. On voit
que les arcs I (¢) et E—E({) auront une différence
rectifiable, s’ils sont choisis de telle sorte que les nor-
males menées par leurs extrémités soient a des distances
égales du centre de Iellipse.

SUR LES ARCS DE LEMNISCATE.

La lemniscate est, comme ’on sait, une courbe telle
quele produitde ses rayons vecteurs issus de deux points
fixes est constant. Son équation en coordonnées po-
laires est, en prenant pour axe polaire la droite qui joint
les points fixes et pour origine le milieu de cette droite,

r' —2a*r® cos20 + a' = b,

2a désignant la distance des points fixes et & une con-

stante.
M. Serret, dans un Mémoire inséré au tome VIII da

Journal de M. Liowville, a montré que toute fonction
clliptique de premiére espéce pouvait étre représentée
par deux arcs de lemniscate. Voici son analyse :

)
Soit — <C 1, la courbe se compose de deux branches
a

o AU ;
distinctes. On pose — = sin 2. Soient s, et g, les deux
a

arcs de lemniscate, dont les extrémités ont pour angles

polaires 0, etf,, on a

i 0s b \/ c0s20 —+ \/Eag’_zﬁ——co—;’;}{; a0

Svion vV c08%20 — cos?2

b2 9'\/cosze—-\/005’29—('05’2\bd

Y 0.
a 2 s’ 2 .
Jo, Vv c0s?2.0 — cos*2y

1sas,
G, —
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On déduit de 1, en ajoutant et en retranchant,

b =08 A% o
Sy +a, =2 —
0

a V €0820 — cos2
0

— b? 0, d’o

S;— 0y = \/2 — = L
@ J V cos20 + cosay
0

Si 'on pose, dans la premiére formule,
sin 0 = sin® sing,
dans la seconde,
sin 0 = cos4y sing,
on a
b2 : Aoy
sy} = L[ (sing, o) — F (sind, o,

2

e — % [F (cosy,q,) — F (cos,q,)]

On voit que les modules de s! -0} et de s! — ! sont

complémentaires.

Un calcul un peu différent conduit aux mémes con-

i b 5
clusions quand on suppose — > 1 ; mais alors ce sont les
a

arcs correspondant a des rayons vecteurs perpendicu-'

laires qu’il faut désigner par s}, ol.

La lemniscate de Bernoulli est la plus célébre; elle a

pour équation
: r? = 2a* cos20.

L’arc de cette courbe est donné par la formule

S \/;de

ds = ———
y/ cos20

Si 'on pose

1
sinf = — sin
Vo ('
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on a

d
ds=a ——=l

T/
1 — —sin?
5 ?

On en conclut, en comptant convenablement Iare,

s:aF(éup)

s=aPfF l:%, arc sin(\/;sino)]-

On trouve aussi

ou bien

oa*dr

AIRES DE QUELQUES COURBES.

La quadrature d’une courbe du troisitme degré ne dé-
pend absolument que des fonctions elliptiques; pour nous
en convaincre, placons 'origine sur la courbe : équation
de la courbe sera de la forme

9s(20 ) = 202 (%, ) + 91 (2, 0) = o,

15 P2, 03 désignant des polyndmes homogénes de degrés
1, 2, 3. On peut I’écrire

o A s
.Z‘I(Pa(l, ;) -+ 2‘7)!’);(1, ;) —*—?l(l,;) =0,
© et, en posant
! y =tz,
on a
Zlgy(1,8) +2209,(1,1) - g (1,¢) =0,

On en tire

e —nEVei—o
53




en appelant alors R la racine d’un polyndome du qua-
tri¢me degré, on voit que x est de laforme f(2,R), ou f

/e . . dxr
désigne une fonction rationnelle; = ¢t y = tx seront

de la méme forme, et par suite I'intégrale
s €L p S

1
: f_ydz:fy%(lt

ne dépendra que des fonctions elliptiques.

Lorsqu’une courbe du quatriéme degré a deux points
doubles, on peut aussi exprimer son aire au moyen des
fonctions elliptiques. En effet, au moyen d’une transfor-
mation homographique, on peut transporter les deux
points doubles & I'infini: soit

i wiysz)i=0
I’équation de la courbe ainsi transformée ; on peut sup-
poser que z= 0,2 = 0 €t z=o0,y = 0 soient les
coordonnées des points doubles. Quand on fera
Zie= 0y te == O,
dans les formules
df ar d
e e ) — 0’ "z = 0,
dras dy dz
elles devront étre satisfaites; les dérivées des termes du

quatriéme degré en x et y devront donc s’annuler pour
x = 0, ce qui exige que le terme en y* etle terme en xy®

: g aid g :
soient nuls; la dérivée ai:etant nulle pour x = o, il faut.

quele terme en a2 soit nul également; on verrait de méme.
que les termes x*y, et x* ainsi que y*®, disparaissent.
L’équation de la courbe prend donc la forme

Az’y? + Ba?y -+ Cay?
+Da*+ Exy +Fy’+ Go 4+ Hy +~K =o,
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ct, si I'on résout cette équation par rapport & y, on
trouve pour cette fonction une expression rationnelle par
rapport a x et pgr rapport a un radical recouvrant un
polynéme da quatriéme degré.

; 1
SUR LES COURBES DE DEGRE /72 QUI ONT — (2 — 1) (m — 2)
2

POINTS DOUBLES.

. 1 :
On sait que ~ (m — 1) (m— 2) est le nombre maxi-
mum de points doubles que puisse posséder une courbe
d’ordre m. (
5 v 1
Une courbe d’ordre m qui posséde 5 (m— 1) (m —2)

points donbles est quarrable par les fonctions algé-
briques et logarithmiques (y compris les fonctions cir-
culaires inverses).

Il suffit de prouver que I’z et I’y de cette courbe sont
fonctions rationnelles d’'un méme paramétre A; pour y

parvenir par les ;;- (m — 1) (m — 2) points doubles D de
la courbe

(1) flz,r)=o,

d’ordre m, faisons passer une courbe d’ordre m — 2. Cette
courbe est déterminée quand on I'assujettit & passer par

I . 7y

= (m—2) (m--1) points; or, elle passe déja par
é (m — 1) (m—2) points D : on peut donc I'assujettir
encore a

-;-(171——2)(171—{—1)— (m———x)(m—z):m—z

N =

conditions. Nous l'assujettirons & rencontrer la courbe
(1) en m — 3 points fixes que nous appellerons A; elle
contiendra alors dans son équation un parameétre arbi-
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traire 2, et cette équation sera
(2) ¢(z,7) + 2 (2, y) =o.

% L
Mais cette courbe (2) coupe (1) en m (m — 2) points; sur
cesm (m — 2) points, les points D comptent pour deux
etéquivalent a (m— 1) (m — 2} points d’intersection ;
si Pon y ajoute les m — 1 points A, on voit que

(m—1)(m—2)+m—3=m*—om—1
points d’intersection des courbes (1) et (2) sont fixes et
connus; il n’en reste plus que
m(m—a)—(m?—om—1)=1
qui soient variables. Si 'on forme alors la résultante des
dquations (1) et (2), toutes les racines x de cette résul-
tante seront connues et indépendantes de A, a ’exception
d'une seule que 'on obtiendra par suite a I'aide d’une
simple division et qui sera rationnelle en A, Ainsix et y
s’exprimeront rationnellement en fonction de A.
C:{QE. D.

Réciproquement, on peut prouver que, s/ x el y sont

des fonctions rationnelles de ). de la forme 2 (1) ) AL

Y07 v (%)

Q, % Y étant de degrésm au plus, x et y seront les coor-

9

I
données d’une courbe d’ordre m ayant —2(111.—1)

(m— 2) points doubles.
Posons, en effet,

xz : e
?()‘7?‘

(1) )T x0op) YN E)

z étant introduit ici pour 'homogénéité ainsi que p
(nous supposerons ultérieurement z =1, p=1). La
courbereprésentée par les équations (1) coupera ladroite

(2) ax+by—+cz=o0
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en m points, car les A d’intersection seront donnés par
la formule du degré m

ca9(Mp)+ by (Mp) +ed (2, p) =o.

A aura /m va]eurs et par suite x CLJ’ auront m valeurs

simultandées.
Comptons maintenantles points d'inflexion ; ces points
satisfont & I’équation ( 2) et.aux suivantes :

dx dy dz

(3) a(l_)\—l-bﬁ_,—c(_ﬁ_—o,
d2z dy d2z

(4) ST Cap e d e

or, en vertu du théoréme des fonctions homogénes, ( 2) et

3) peuvents’éerire
I}

I
o

,diz d2a iz
(%) a<.r —Fzm}*dhl‘u.--*_PL d_y.’ B
\ d2z d2x
(6) a<x—*——l—yd)\—dp>+...:o;

la résultante des formules (4),(5), (6) donnerales A des
points d'inflexion. Or (5) et (6) se simplifient et peu-

venl s’éerire

d2z sk d2y Sl d’z 5
a7 A dp? =77
d2r d*p diz e 3

COdp T Candp T Sivdp s

et la résultante cherchiée prend la forme

diz d2y d’z
d2x f]’y dz
didp - dadp  dhdp )
d2x d*y d?z

dp 2 d2ps
L. Fonct. ellipt. 11
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Cette équation est manifestement du degré 3 (m—2);
ainsi la courbe considérée posséde 3 (m—2) points d’in-
flexion. Or une courbe d’ordre m posséde normalement
3m (m — 2) points d'inflexion ; celle que nous considé-
rons en a donc perdu

31}1(m——2)—3(m———2):3(m— 1) (m—2).

Or on sait que les points d’inflexion ne disparaissent
que parce qu’ils se trouvent remplacés pardes points sin-
guliers. Chaque point double faisant disparaitre six
8 U=k P
5 ; : 3(m—1)(m—2
points d’inflexion, on en conclut que S e s )

I . Theiy
ou—(m—1)(m— 2) points doubles se sont attachés a
2

la courbe. (65 (035 19 0%
Il faut bien remarquer que dans notre raisonnement

nous avons tenu compte des points situés a l'infini, ce
qui résulte de 'emploi des coordonnées homogénes. En
second lieu, nous n’avons, en fait de points singuliers,
considéré que des points doubles, mais il est clair que nos
énoncés devront étre corrigés si les points singuliers, au
lieu d’étre des points doubles, devenaient points triples
ou seulement points de rebroussement.

Les théorémes précédents sont dus a M. Clebsch qui
les a établis, mais moins simplement, dans le Journal

de Crelle (t. 64, p. 43).

I
SUR LES COURBES D’ORDRE 772 POSSEDANT ~m (m—3)

POINTS DOUBLES,

: 1 :
Les courbes d’ordre m possédant Sm (m— 3 ) points

doubles sont quarrables par les fonctions elliptiques.

Pour démontrer ce théoréme, considérons une courbe

(1) Sflz,7) =0,
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! ; 1 ¢
d’ordre m, possédant 5" (m — 3) points doubles D ce
’ \ I A A .
nombre est égal & = (m— 1) (m—3)—1,c'est-a-dire au

maximum du nombre des points doubles moins un.
Pour déterminer une courbe d’ordrem — 2, il faut

1 .. . .
— (m — 2) (m —+ 1) conditions ; on pourradonc assujettir
s

1
une courbe d’ordre m — 2 & passer par les Sm (m—3)

points D et par

0
(m—z)(m—l—l)—-;m(m—S)—l__m—'z

N~

autres points de la courbe (1), que nous appellerons A.
Cette courbe contiendra dans son équation un parameétre
arbitraire A et pourra étre représentée sous la forme

(2) (2.0) +2d(z,7) =o0;

mais cette courbe (2) coupe la courbe (1) d’abord en
m (m—3) pointsconfondus avec les points doubles D qui
comptent pour deux, et en m — 2 points A, ce qui fait
en tout m® — 2m — 2 points ; or les courbes (1) et (2)
devant se couper en m (m — 2) points, il restera deux
points que j'appellerai B sur la courbe (1) et par les-
quels passera encore la courbe (2). Nous supposerons les
points A fixes ; les points B dépendront alors de la valeur
attribuée & A3 nous les déterminerons comme il suit :

Par l'origine, imaginons une série de droites

(3) ¥y =z,

passant par les intersections A,B, D des courbes (1) et
(2); les coeflicients angulaires « seront racines de I'équa-
tion

(4) (_y‘——axx)(y,—acx,)(ya—-axa)...:-:.0 ou R —o§
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dans laquelle (2, y1), (%3,72), ... sont les solutions
communes & (1) et (2); on peut supposer que X;y; el
x5y, sont les coordonnées des points B. Alors on voit:
1° que 'équation (4) est la résultante de (1), (2)et (3);
2° que cette résultante est divisible par le facteur

(.71 = “-Z'x)(}’z'* 0(1'2)’
que nous représenterons Pal'
(5) Aa?+92Ba-+C=0 ou R, —o,

et qu’il sera facile de former. Ce facteur fera connaitre les
coeflicients angulaires des droites allant de 'origine aux
points B ; 3° la résultante R = o pouvant s’obtenir en
-éliminant x entre !

S(@,2z) =0 et o(z,ez)+ 2 (2,02) =0

sera de degré m par rapport 4 X; mais comme, dans cette
résultante, @3, 5, T4y ¥4, - - - sont indépendants de 1, le
facteur Ae® + 2Ba + Cle contiendra seul et par suite
I'équation (5) sera du degré m en A.

On tire de (5)
2 e

en ne considérant que I'une des valeurs de o3 la valeur
correspondante de x s’obtiendra par les considérations
suivantes : soient a; et by les coefficients de x'y7 dans ¢
etyet C; = a; + ) by, faisons varier a;, by, ay, by de
maniére a ne pas altérer la résultante R, = o les auan-
lités x ne varieront pas, et 'on aura

dR., dR,
Pl e
dCy; 4Gy dCy Q=105
d(o -+ M 1.(5 + 2
d(g+M) dCij (s +29) dCy= o3
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cette derniére formule peut s’écrire
'yl dCy + x* y' dCy = o,
et 'on en conclut
@Rk dR,
S =L
(7) (lC,:/- J dCp, R

de 1a plusieurs maniéres de se procurer x en fonctior
rationnelle de a et de X, par exemple au moyen de
I’équation

dR, dR;
O (it == .
dGip dCyp

Maintenant revenons a la formule (6), pour étudier la
quantité B* — AC placée sous le radical et la décom-
poser en facteurs. Pour cela annulons-la : I'équation
R{ = o aura une racine double; les droites allant de
lorigine aux points B seront confondues, ce qui peut
avoir lieu : 1° soit parce que les points B sont en ligne
droite avec l'origine; 2° soit parce que les points B sont
confondus.

1° Supposons d’abord les points B en ligne droite avec
Porigine,  doit étre indéterminé ; donc, dans les for-

1C

(]R| SN (”."l (]C,'I' i i‘_& IS0
d\ T &= dC,; d) = s=ddC; YT

dR /
wules (7), les — doivent étre nuls. Or on a
C if

mais, I’équation (5) ayant une racine double, on a aussi

dR, ot
teem
dR,
or, quand on pose g =oou Aax+B=o0, 0ua=— e
R, se réduit a
B: — AG
R.:——————;
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- dR{
en égalant 55 & #éro, on a alors
ans

T
d —
] (B2 —
L —«A (B>— AC) =03
DN

A da

donc enfin B> — AC s’annule en méme temps que sa dé-
rivée pour les valeurs X pour lesquelles deux points B
sont en ligne droite avec 'origine ; B> — AC aura donc
autant de facteurs doubles qu’il y aura de valeurs de A
pour lesquelles les points B sont en ligne droite avec I'o-
rigine, et I'on pourra écrire
VB —AC=

®(1)yV.

2° Supposons maintenant les points B confondus, les

valeurs de A pour lesquelles cette circonstance se présen-
tera s’obtiendront en exprimant que les courbes (1) et
(2) se touchent : alors aux points de contact on aura

df (de dy\ T df (de d«p df do dq;
d—r<_(];‘+)\ ) dy " \dy i dy) — dz—{ dz

, vk , .
en égalant ces rapports & — en chassant les dénomina-
P
teurs, puis en éliminant p et A, on trouve
(8) 1=o,

J désignant le déterminant de f, ¢, ¢. L’équation (8)est
celle de la jacobienne des courbes f=o0, p=o0, ¢ =o0;
or on sait que (Samox, Lecons d’Algébre supérieure,
traduites par Bazin, p. 72) si les courbes ¢ = o0,y =0
sont de méme degré: 1°la jacobienne passe par les points
communs aux trois courbes; 2° si f=o0 a un point
singulier en D, la jacobienne y a un point singulier avec
les mémes tangentes et par conséquent coupe f= o en
six points confondus en Dj 3° la jacobienne touche la
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courbe faux points A et par conséquent y coupe f en

deux points confondus.
Or la jacobienne est de degré

nz—-—x+9.(m-—-2):3m—7;

elle coupef-:_- o en m (3m—7) points dont il faut dé-
falquer les points D au nombre de

65 m(m—3)=3m(m— 3),

et les points A aunombre de 2 (m — 2); il reste done
m(3m—n)—3m(m—3)—2(m—2)=4{

points ou la jacobienne peut rencontrer f=o et par
suite ou la courbe (2) peut toucher (1), et par suite
quatre valeursde Apourlesquelles B* — 4 AC s’annulepar
le fait du contact de (1) et (2). Le polynéme V estdone du
quatriéme degré en A3 d’ott il résulte que 1'z et par suite
'z et 'y d’un point variable B dela courbe f'= o peu-
vent s’exprimer rationnellement en fonction d’un para-
métre A et d'un radical de la forme

VA ok - )24 g - 0,
ce qui démontre le théoréme énoncé plus haut.

La premiére démonstration de ce théoréme est due a

M. Clebsch (Journal de Crelle, t. 64, p. 210).

Remarque. — On pourra représenter les coordon-
nées x, y de la courbe (1) sous la forme

z=F[), V{1 —2) (1 — k)],
r=efy yi—r] =)

A I’aide d’une transformation rationnelle opérée sur la
variable A3 si ’on fait alors A = sn¢, on aura

2= G(snt) + sn’¢ H(sn¢)
y=K(snt) + sn'tL(sn¢),
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G, H, K, L désignant des fonctions rationnelles. En
effet, le radical entrera si I’on veut dans x et y sous
forme linéaire ; oril est égal & cntdnt, ¢’est-a-dire a su't.
QU E. D,

Ainsi, quand une courbe a son maximum de points
doubles moins 1, ses coordonnées sont des fonctions ra-
tionnelles d’'un méme sinus amplitude et de sa dérivée,
ou, si I’on veut encore, sont des fonctions doublement

Teuh) . A r_* ’ A .
périodiques de méme période d'une méme variable

QUELQUES COURBES REMARQUABLES DONT L EQUATION
DEPEND DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Lorsque I’on cherche une courbe plane dont le rayon
de courbure soit proportionnel a 'inverse del’abscisse, on
est conduit a I'équation

x

y:

(8]

Cette courbe est une élastique, on la rencontre encore
quand on cherche parmi les courbes isopérimétres celle
qui engendre le¢ volume de révolution minimum jen
transformant convenablement les coordonnées, on peut

d
prendre ¢ == o0: alors on a ﬁ’ =0, quand x = o, et

1.
x2dx
Yy = e
0 \/ll‘ — !
ou
x x*dx
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. . X
Sil'on faxt = raonia

‘___f cardi e
\/ I — ) (1 —l—tz)

.

or,en prenantle module £ égal & *-» en sorte que iy

on a
cnfi= ——1/2—5 V(1 —cn?0) (14-cn?0);
si donc on fait
r=ont, di=— 2 TE A,
on aura
y= __fo‘j:l(a\i_’;(wcn’{}:— (—%/EA/‘?-:K (1—sn%0)d0;

la limite inférieure est d’ailleurs arbitraire si l’on choisit
convenablement 'origine : on a alors

a2 ay>
,,:__s/ -2

Z(0),
&= a cnb.

La courbe de M. Delaunay engendrée par le foyer
d’une ellipse ou d’'une hyperbole qui roule sans glisser
sur une droite a pour équation

(w2 =08

d}’: 5
Viaia'— (&' £ 6°)F

son abscisse et son ordonnée s'exprimeront facilement
aussi par les fonctions elliptiques. Dans cette courbe, la
moyenne harmonique du rayon de courbure et de la
normale est constante,
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SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION AUTOUR D’UN POINT

Les équations du mouvement d’'un ‘corps solide qui
présente un point fixe et qui n’est sollicité par aucune
force extérieure sont, comme on sait,

dp
dq
(1) 4 (c—a)mp»

dr
C— = (A= B)pg-

A, B, C sont les moments d’inertie principaux rela-
tifs au point fixe; p, ¢, r sont les composantes de la ro-
tation instantanée autour des axes principaux relatifs
au méme point; enfin, ¢ est le temps.

L’analogie entre les équations (1) et celles qui lient
entre eux snx, cnx, dnx et leurs dérivées est telle, que
I'on est tenté de poser

e, 3, 7, & = et le module k désignant des constantes ar-
bitraires; et 'on satisfera effectivement aux formules (1)

si, observant que
cn'x = — snw dnaz,

sn’x = cnz dna,

dn'z = — A’snx cna,
on prend
o BC
AT TS
=
& p‘:gk\/(A——ﬁT(BTC)’



Ces formules, anxquelles on est conduit ainsi par la
méthode des coeflicients indéterminés, fourniront pour
a, (3, y des valeurs réelles si 'ona A > B> C, ce qu'il
est toujours permis de supposer.

Les trois arbitraires de la solution sont g, k, 7. On
peut faire abstraction de la derniére 7, et, en comptant
convenablement le temps, poser
(2) p=wcngt, q=fsngt, r=qdngt.

Les formules (1) sont donc intégrées.

Mais, pour résoudre complétement le probleme, il ne
suffit pas de connaitre p, ¢, r, il faut encore calculer
les valeurs des angles 6, 9, §, qui, dans les formules de
transformation de coordonnées d’Euler, servent a définir
la position des axes principaux d’inertie par rapport a
trois axes fixes passant au point fixe. On démontre dans
les Traités de Mécanique que l'on a

» = sin g si 9(11;; S
P = ¢ S1n E—J—LOSC‘Dd—[,
3 3 Odap Tl
S — — slng —
(3) e I e )
dyp dd
= — 0050 —— -
R ey

Prenons le plan du maximum des aires, ou plan inva-
riable, pour plan des xy. On sait que Ap, Bg, Cr sont
les moments des quantités de mouvement relatives aux
axes principaux. Sidonc on désigne par G la constante
des aires \/A*p® + B*¢* + C'7*, on aura
Ap =Gcos(z,A), Bg=Gcos(z B), Cr=Gcos(z C),

ou bien :
Ap =G sinfsing,

(4) B¢ = Gsin0 cosg,
Cr = G cosf.
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La constante G est facile & calculer au moyen de & et
de g. De ces trois formules on tire 6 et ¢; il reste a cal-
culer 'angle ¢. Pour cela, entre les formules (3), éli-

: db
minons -z, nous aurons
4

sin =g 9{[1‘(J
v 9 -~ ¢ C0Sp = sIn 7[—
ou
psing - ¢ cosg T
sin0

dy =

Eliminons ¢ et ¢ de la, au moyen des formules (4),
nous aurons

Ap*+Bqg* Ap? ++ Bg?
d\P:G—G:——‘—C{F(”—Gm 9
ou enfin
(5) =G Aca’cn’gt 4 Bf?sngt

A'a? cn®gt + B*B*sn’ gt
Posons, pour abréger

(6 ) gt=wx;

nous aurons alors

G Ao’ cn’x—l—B@’sn’ T
g’A’oc en’x -+ Bif?sn’x

ay.=

Remplagons ¢cn®x par 1 — sn’x, et a, (3, y par leurs
valeurs (a); nous aurons

G B—C+(A—B)sn'z

S A G S sma
Posons :
AB—C
(7) \/Cm—V—‘*“v—la’

et a sera réel, puisque sna est une fonction impaire;
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nous aurons alors

Etg-l—sn’z
W = e r —d
dY) — v,
g(‘sn’az—sn ay —1
ou
G Sn’x-——gsnza\/—l
et e B
8C sn?z — sn? a\/ >

ce que 'on peut écrire

G fAsn’a:—— Csn’ay/ —1

8 e ——dr
(8) v §UA sn'z — snlay —1

Désignons par F'(x) la quantité placée sous le signe f,

en sorte que
G

= — [F(x)dz.
b= fR(s)
Nous allons, pour pouvoir intégrer, décomposer F'(x)
en éléments simples, par la méthode de M. Hermite.
Nous désignerons par I' I'intégrale de
8 8

BE e e

H(z—=x)
prise le long d'un parallélogramme de cotés 2K et
2 K/\/— 1 (périodes des fonctions elliptiques). Cetle quan-
tité I' est indépendante de x; elle est égale a la somme
des résidus de la fonction f(z) pris a I'intérieur du pa-
rallélogramme en question. Si l'on suppose que ce pa-
rallélogramme contienne le point x, le résidu relatif a
ce point sera I (2); quant aux résidus relatifs aux autres

infinis @\/— 1 et — @ \/— 1, ils sont de la forme

H’(a\/:—r) :
1(0\/:—1—.2?)
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multipliée par la limite de

(2 — n\/——l) (Asn’z —Csn’a\/:—)

sn*x — sn’a \/-—— I

pour x = a\/ — 1; or cette limite est

(A——C)sn’a\/:—l g (A—C)sn?ay — 1

asnay— 1sn’ay — 1 asnay — 1 Cntl\/——ldn[l\/:“l.-’

ainsi donc on a

Asn’z — Csn’a\ - 1

sn’z — sn’a\/—— 1

1]-]'({1\/—[——.2:) (A—C)sn’a\/——_x
2H (ay—1—x) snay — 1cnay — 1dnay— 1
1}]’((1\/——1+x‘) (A—C)sn’ay —1

2H(ay— 1+ 2) snay/— 1cna V—1dnay—3
ou bien

__Asn’z — Csn’ay/ — 1
T osnta— sn?ay/—1
et (A—C)snay/—1
= 2enay — 1dnay—1

X,[H,(a\/_ Tk 1:) b H' (a\/: - z)]

H(a¢:+x) }I(“J:T—x)

F(=z)

Substituant cette valeur dans (8), on a

GT 1G(A—C) snay — 1
== ik = e
gAG 2 gAC cnay—idnay—1
XIOQM—J.
H(x—i—a\/—l)

(9)

Cette formule se simplifie beaucoup quand on remplace
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G par sa valeur. On a
G? —_— A?l)2 -+ BQq'.‘ B Ci,?
= A?u’cn’z + Bf?sn’a + C'y’dn’a;
si (ce qui est permis, puisque G est constant) on fait
Zi="0,i01,a
G2 f— Aza1 + 0272'

et, en remplacant o et par leurs valeurs («
P 3§ /P )

1 g2 ABC A#(B—C)+ CiA— B)
" aA—C (A—B)(B—C) :

d’un autre coté, si, 4 'aide de (7), on calcule cn @y/— x

et dn ay/— 1, etsialors on forme la quantité
) q

G(A—C) snay — 1

AC cna\/—ldna\/——l,

oy | B>

I
2

L

on la trouve, réductions faites, égale a -; il en résulte

que la formule (9) se réduit a

‘P:GZZ"‘\/:IIOg H(x—n\/':)
g H(.z:—l—a\/-——l)

On peut introduire, comme 'a fait Jacobi, la fonction @
a la place de H, en observant qu’a un facteur constant
prés on a
TV =1
H(z—ay—1)=0(z—ay—1—Ky—1)e X
V=t

R 3
H (-zr-l— ay — 1)-_— O (x4 ay— 1 +K’\/— x)e AR
Sidonc on fait @ + K’ = ¢, on aura, en négligeant une
constante,

Tz \/:—_; ® (r-——C\/—- 1 )

10 oy log
(o) 4=groor 2=t o)

?
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Rueb, en modifiantdes formules données par Legendre,
était parvenu par une tout autre voie a ces résultats;
Jacobi est allé plus loin en calculant encore les lignes
trigonométriques de ¢ de maniére & revenir, au moyen
des formules d’Euler, aux neuf cosinus qui définissent la
position du corps. Indiquons rapidement la marche qu'’il
a suivie.

La formule (10), en ayant égard & (6), devient

\p_—:gﬂ—i—\/_ - logG(mmc”/_ I);
AC 2 @(-Z’—{—C\/—I)
si 'on pose

Y=

on aura

\/—IIO olz—tgy—1) Gr 5
L e L e~ et (]
Gty =) AC :

Y=nt+ ¢,

ety se composera d’'une partie proportionnelle au temps
(et 'on pourra appeler la quantité » le moyen mouve-
ment) et d’'une partie ¢; dont nous allons calculer le
sinus et le cosinus. On a

el — \/ x+C\/:-'I)’
O(?——C\/— l)

et 'on en conclut facilement cos¢, et sing,;. Pour plus
de développements, nous renverrons au Mémoire de
Jacobi inséré dans ses Mathematische Werke, 1. XI,
p- 139, écrit en frangais.

MOUVEMENT DU PENDULE CONIQUE.

Prenons pour axe des z la verticale descendante du
point de suspension, pour plan des xy le plan horizon-
tal passant par le méme point. Soient » la longueur du
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pendule, 6 sa colatitude, ¢ sa longitude : le théoréme
des forces vives donnera

10 \ ? 3 d:
(1) r’<(7[-t-> - 72 sin%0 <-{g> — 2grcosh + a,

et celui des aires
e dy
2sin?0 (=2 ) =e.
(2) 72 sin < d[> ¢

a et ¢ sont deux constantes dont nous allons fixer la
valeur. Soient v} — 2 gh, la vitesse initiale du mobile,
h sa hauteur initiale au-dessus du point le plus bas; en’
faisant ¢ = o dans (1), nous aurons

vy = 2grcosh, + a,

ou

28hy—2gh + a;
d’ou
(3) a=2g(l—h).

Désignons par p. I'angle que v, fait avec I’horizon. En
faisant ¢ = o, 6 = 6, dans (2), nous aurons

4
7*sin?0, (%) =
0

dt

Vit —N* on a donc

(4) c—= \/r’-—/z‘vocosy: \/zglzo(ﬂ—lz")cosy.

. 3 dy , 5 . 2 5
mais 7sinf, ( — ) est egal a v, cosp. et 'sinf, est égal a
0 -

? AR dd
Maintenant, entre (1) et (2), e]mnnons,—;,ja nous au-
a

rons

db\*  (2grcos + a)r’sin®0 — c?
qt /e 7 sin?0

Si nous posons
(6) ; rcosf =z,

L. Fonct. ellipt, ) 12
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nous aurons
dz)\?
(7) 1’<d—t> = (2gz2+a) (—2}) — ¢
ou, en vertu de (3) et (4),
dz \?
: <;E> =2g[(z+ hy—F) (r* —22) — ho(r* — #?) cos’p.].

Si lon substitue & z, dans le second membre,
— o, — 1, hy -+ r, on obtient des résultats ayant pour
signes == mgslEse=—s onapeut donc poser

8 (%) =—2e(—e) c=p (1)

a, 3, 7 désignant des quantités réelles dont deux sont
comprises entre — 7' et +- 7, et dont la troisiéme est né-
gative et moindre que — r.

On sait que, pour ramener I'équation (8) a celle qui
définit la fonction elliptique, il faut poser z = a - pu®;
posons donc

(6) z=ua + psn’nt;

nous aurons, au lieu de (8), en écrivant s au lieu de
snwt et en désignant par k le module inconnu de snwt,
s'(2720ph? + gp?)
+ s [(1-- &) 2r70’p + gp(20— B —7)]
saruip - g (aebln =) =0

Cette formule aura lieu, quel que soit s, si

D A
et e

27

?(I—I—A")m’:za—@——y,

D—Ew’p:—(“—ﬁ) (e—9)
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En éliminant @ par division, on en tire

A —p k2 P

E e (e )

d’on, égalant les valeurs de A%,

b,
Liwld) 53
En résolvant par rapport & p, on trouve — (¢ —f3,
ou — (& —7); alors &> = __p a—ﬁ Pour que %

soit réel, il faudra que o — 3 et & — y soient de méme
signe, ce a quoi on arrivera en prenant pour o la racine
positive la plus grande. Enfin, pour que / soit moindre
que I'unité, on prendrap = — (¢ — ), k* = ;f—:—s, et
I'on supposera que y soit la plus petite des racines;
alors on aura

P Sl ) Rt i ﬁ
(10) ® \/ = k= —— 5
la formule (g) donne alors '

z=a— (¢ — B)sn?at, ‘
ou bien
z=acn’wl+ fsn?nt,

ou, en vertu de (6),
(x1) rcosd=zcn’wt -+ Bsn’at.
Maintenant, la formule (2) donne

dy ¢
dt ~ rsinif’
et, en vertu de (11), !
cdt

rt— (a cnlwt -4- Bsn’wt‘]’

dy =

cdt I 1
e 2 2 i
2r \r—acn’wt— fsa’nt r+acn’ol -+ fsnlwt
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On a donc enfin

or 1 & dt
= -El=ies s AT e
r—ao o—f
1+ sn?nt
JE i e
o
i 1 4 dt
.
el I—a_E}sn’wt
5 7t
0

Les deux intégrales qui figurent ici sont de seconde
A 27 i
espéce; — (¢ — U, ) se composera donc d'un terme pro-
c
portionnel a ¢ et de termes périodiques de la forme

0 (wt+¢) .
@(mt+s)

Si donc on imprimait au pendu]e un mouvement uni-
forme de rotation convenable, son mouvement relatif
serait périodique,

FIN DE LA THEORIE ELEMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
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