Biblioteka
Politechniki Wroclawskiej




| Biblioteka ‘
} Politechniki Wroc iawsqu
|

D169 .

Archiwurn










_.D;/é/[g‘

Einfiihrung

in die
Determinantentheorie

einschlieBlich der unendlichen und
der Fredholmschen Determinanten

van

Dr. Gerhard Kowalewski,

Professor an der Universitit Bonn.

Leipzig

Verlag von Veit & Comp.
1909



w0 i

“'\i{\TIIi“.:I N

Polil(-(:huiki
\H_’f‘ochwa\f“'.‘

hn. IS

Druck von Meteger & Witlig in Leipaig

0

A



Vorwort

Dieses Buch ist aus Vorlesungen und Ubungen entstanden, die
ich withrend meiner mehr als zehnjihrigen Lehrtitigkeit in Leipzig,
Greifswald und Bonn gehalten habe. Dem entspricht die Begrenzung
des Stoffs und die Art der Darstelling. Es soll hier eine Ein-
fihrung in eine groBe und wichtige Disziplin geboten werden, die
in neuester Zeit durch Ubertragung des Determinantenbegriffs ins
abziithlbar und ins kontinuierlich Unendliche noch erheblich an-
gewachsen ist,

Die Frepnormschen Determinanten, die fir die linearen Integral-
gleichungen dieselbe Bedeutung haben, wie die gewdhnlichen De-
terminanten fiir lineare Gleichungﬁsysteme mit » Unbekannten, habe
ich in der Hruserrschen Weise durch Grenzitbergang aus gewthn-
lichen Determinanten abgeleitet. Auf diesem Wege ergeben sich
auch sehr einfach die Frepmormschen Minoren und die Relationen
awischen ihnen, auf denen Frepmorms Auflésung der linearen
Integralgleichungen beruht.

In dem Kapitel itber unendliche Determinanten ist bei der
Betrachtung der linearen Gleichungssysteme mit unendlich vielen
. Unbekannten auch die schtne Theorie dargestellt, die Ermarp
Sormr fiir diese Systeme begriindet hat. Ebenso wird am SchluB
~ des Buches E. Scummors Behandlung der linearen Integralgleichungen
in ihren Hauptpunkten entwickelt. Dieser Teil des Buches kann
daher zur Einfithrung in das Studium der Integralgleichungen dienen,
die sich unter den Hinden HinsErTs zu einer der umfassendsten
und bedeutsamsten mathematischen Theorien entwickelt haben.



v i Vorwort

Auf Seite 541ff. findet der Leser die hauptsiichlichsten Literatur-
nachweise. Wiinscht er eine vollstindigere Bibliographie, so ver-
weisen wir ihn auf den Artikel von K. Nerro im ersten Band der
Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften oder auf das
Werk von T. Muir: The theory of determinants in the historical
order of its development, London 1906.

Bonn, im April 1909.
Gerhard Kowalewski
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Erstes Kapitel.
Historische Bemerkungen.

§ 1. Die Determinanten bei Limxiz.

Lemsyiz  kam * auf die Determinanten bei Behandlung der
Aufgabe, aus n -+ 1 linearen Gleichungen mit »# Unbekannten
T, Ty, %, diese Unbekannten zu eliminieren.

Er fuhrte eine sehr zweckmiiBige Bezeichnungsweise ein, die
im wesentlichen auch heute noch in der Determinantentheorie be-
nutzt wird. Er schrieb niimlich die » 4 1 Gleichungen in folgender
Weise:

104112, +12-0, 4 ...+ 1n-2, =0,
20+ 21 .2, + 222, 4...+2n-2,=0,
30+38l.2, +82.2,4+...4+8n:2,=0,

Jeder Koeffizient ist hier durch zwei Indizes symbolisiert, von
denen der erste die Gleichung, der zweite die Stelle innerhalb der
Gleichung anzeigt.

Im Falle n=1 findet mag als Eliminationsresultat

10.21 —11.20=0,
im Falle n =2
10.21-82 4 11.22 +80 4 12.20- 81
—-10.22.81—-11.20.82—-12.:21.80=0

und so fort.
Lrasniz gelangte durch Induktion zu einem allgemeinen Theorem,

das er in einem Brief an den Marquis pE v'HospiTAL (vom 28. April
1693) aunsspricht: X

,Datis aequationibus quotcunque sufficientibus ad tollendas
quantitates, quae simplicem gradum non egrediuntur, pro aequatione
prodeunte primo sumendae sunt omnes combinationes possibiles,
quas ingreditur una tantum coefficiens uniuscunque aequationis;
secundo eae combinationes opposita habent signa, si in eodem prc-
1
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. Die Determinanien bei Leibniz

deuntis aequationis latere ponantur, quae habent tot coefficientes
communes, quot sunt unitates in numero quantitatum tollendarum
unitate minuto; caeterae habent eadem signa.“

Es seien beliebig viele Gleichungen gegeben, die zur Elimination
der den ersten Grad nicht itberschreitenden Unbekannten ausreichen.
Um die resultierende Gleichung zu erhalten, hat man zuniichst alle
moglichen Kombinationen zu bilden, in die aus jeder Gleichung
nur ein Koeffizient eingeht.! Bringt man dann in der resultierenden
Gleichung alles auf eine Seite, so haben diejenigen Kombinationen
entgegengesetzte Zeichen, die so viele gemeinsame Koeffizienten
enthalten, als es Einheiten in der um 1 verminderten Zahl der zu
eliminierenden Unbekannten gibt.? Die {ibrigén haben dieselben
Zeichen,

Wenn zwei Produkte?

1ry:2r,...04 1, r,
und

l1s,-2s ...041, s,
n — 1 gemeinsame Faktoren haben, so entsteht s, s, ... s, aus
Tos Tys - v o 7, durch eine Transposition, d. h. durch Vertauschung
zweier Glieder.

Das nach der Lemsnizschen Vorschrift gebildete Eliminations-
resultat lautet also

elr,-2¢ .oon41,r, =0,
0 1 n

Die Summation erstreckt sich iiber alle (» 4 1)! Permutationen
Ty» Ty - - o 7, der Indizes: 0, 1, ... n, und & ist gleich 4 1 oder
— 1, je nachdem r,, ,, ..., r, aus 0, 1, ..., n durch eine gerade
oder ungerade Aunzahl von Transpositionen hervorgeht.

Selrg -2 ...041,r,
ist das, was wir heutzutage eine (n + 1)-reihige Determinante
nennen.

Es war ein gliicklicher Gedanke von Lgmsniz, zur Bezeichnung
der Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems Doppelindizes zu
benutzen. i

In dem zitierten Brief finden wir folgende Bemerkung iiber die
Bedeutung einer guten Bezeichnungsweise:

1 Gemeint sind die Produkte 17,: 27, ...n + 1, #,, wobeiry, ry, ..., 7,
eine Permutation von 0, 1, ..., n ist.

dh n-1.

b S0y 84y +. % i8t wie 1y, 1y, ..., 7y eine Permutation von 0, 1, ..., n.
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»Une partie du secret de l'analyse comsiste dans la characté-
ristique, c'est-i-dire dans l'art de bien employer les notes dont' on
se sert, et vous voyez, Monsieur, par ce petit échantillon, que Vidte
et Descartes n'en ont pas encore connu tous les mystéres.“

§ 2. Die Determinanten bei Cramxr.

LEibNz fand nicht die Zeit, um seine Erfindung, von deren
groBer Tragweite er bei verschiedenen Gelegenheiten spricht, weiter
zu verfolgen. So geriet sie denn ganz in Vergessenheit.

Als GaBrIEL CrAMER, der Verfasser der ,Introduction a I'analyse
des lignes courbes algébriques¢ (1750), sich mit Systemen linearer
Gleichungen beschaftigte, stie er ganz unabhiingig von Lxsxiz
noch einmal auf die Determinanten. :

Im Anhang seines groBen Werkes zeigt er, wie man n hnesu:e
Gleichungen mit n Unbekannten durch Determinanten aufldst. Wir
wollen die kurze Note hier vollstindig wiedergeben.

»Man habe mehrere Unbekannte
Ly Yo Ty 05 ut
und cbenso viele Gleichungen
A= Z'2 4+ Yiy+ X'z + Vo ..,
L=y Py4 Xzt Vot
A e 2%z Yiy + X3z 4 PdoJ ..,
A= ZA 4 iy Xzt Vit
Dabei sollen die Buchstaben

ATEAY LAY A

nicht wie gewdhnlich die Potenzen von 4 hedeuten, sondern di.e als
bekannt vorausgesetszte linke Seite der ersten, zweiten, dritten,
vierten, ... Gleichung. Kbenso sind

: Ly e LTI
die Koeffizienten von z,
Y YA
die von y, ’ dnal l
AN A
die von g, ¢
7, 7, ..

die von v, ... in der ersten, zweiten, . . . Gleichung.
'l'



4 Die Delerminanien bei Cramer

Diese Bezeichnungsweise vorausgesetzt hat man, wenn nur
eine Gleichung mit einer Unbekannten x vorliegt,
A 3
2%

Sind zwei Gleichungen und zwei Unbekannte x und y da, so
findet man

X =

AVYr — gAY T
ol 1Y By X 7
und :
ZVA* — Z2 AL
ZAYESZV YA

Sind drei Gleichungen und drei Unbekannte z, y und z da,
go findet man

AP - AP = AT X S A2PIX S A YR = A YA X

T Y- X -2 X+ 2 P X + 2V X -2 VX

AKX -2V A X 4 LAX 2V A X - 2K

T Y X 2 PX Y X+ 2 Y X -4 Y X =20 Y X
= ZAY A~ ZAYPA = 2OV AN+ ZE VA 4 2P YA — 20 YA

= ZAYI XV ZAYI X Zr YL XD L Y"X'i'+ Z3Yyr Xy _ Zoyixi '
Die Priffung dieser Formeln liefert folgende allgemeine Regel.
Die Anzahl der Gleichungen und der Unbekannten sei n. Man
findet dann den Wert jeder Unbekannten, indem man # Briiche
biidet, deren gemeinsamer Nenner ebenso viele Glieder hat, als es
verschiedene Anordnungen von n verschiedenen Dingen gibt. Jedes
Glied setzt sich aus den Buchstaben

LA oo o et

zusammen. Sie werden immer in derselben Reihenfolge geschrieben.
Man erteilt ihnen aber als Exponenten die n ersten Ziffern in allen
moglichen Reihenfolgen. So hat, wenn drei Unbekannte da sind,
der Nenner '

1.2.3=260
Glieder; sie sind zusammengesetzt aus den drei Buchstaben Z, ¥, X,
die der Reihe nach die Exponenten

123, 182, 218, 281, 812, 321

erhalten. Man gibt diesen Gliedern die Zeichen 4- oder — nach
folgender Regel. Wenn auf einen Exponenten in demselben Gliede
mittelbar oder unmittelbar ein kleinerer Exponent folgt, so will ich
dies ein Derangement nennen, Man zihle nun bei jedem Gliede
die Derangements. Ist ihre Anzahl gerade oder Null, so erhiilt das
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Glied das Zeichen -, ist sie ungerade, so erhilt das Glied das
Zeichen —. Z. B. gibt es in dem Gliede

zZry: xs
koin Derangement. Dieses Glied erhiilt also das Zeichen 4., Das
Glied

Z8 YL X3
hat auch das Zeichen 4+, weil es zwei Derangements aufweist;
3 vor 1 und 8 vor 2. Dagegen erhilt das Glied

Z:i Y? Xl‘
das drei Derangements aufweist, 3 vor 2, 8 vor 1 und 2 vor 1, das
Zeichen —, .

Nachdem so der ‘gemeinsame Nenner gebildet ist, erhiilt man
den Wert von %z, indem man diesem Nenner einen Zihler gibt, den
man dadurch bildet, daf man in allen Gliedern Z in 4 verwandelt.
Der Wert von y ist ein Bruch, der denselben Nenner hat und als
Zihler eine GroBe, die sich ergibt, wenn man in allen Gliedern des
Nenners Y in 4 verwandelt. In ihnlicher Weise findet man den
Wert der iibrigen Unbekannten.

Allgemein zu reden ist das Problem bestimmt. Aber es kann
besondere Fille geben, wo es unbestimmt bleibt und andere, wo es
unméglich wird. Das geschieht, wenn man den gemeinsamen Nenner
gleich Null findet; d. h. .bei nur zwei Gleichungen, wenn

'Y — 737 = 0,
bei drei Gleichungen, wenn
2V VI X _ YIS P YI XL 23V Z3 VAKX =0

ist usw. Sind alsdann die GroBen AY, 4%, A3 ... so beschaffen, daB
auch die Zihler gleich Null sind. so ist das Problem unbestimmt,
denn die Briiche & die die Werte der Unbekannten geben miiBten,
sind unbestimmt. Wenn dagegen die GriBen 4', 4% 4% ... so be-
schaffen sind, da, wihrend der gemeinsame Nenner gleich Null ist,
die Zihler oder einige von ihnen nicht Null sind, so ist das Problem

unmdglich oder es sind wenigstens die unbekannten Groben, die es

liia-en kénnen, alle oder zum Teil unendlich. Hat man z B. die
beiden folgenden Gleichungen
2 =32 — 2y,
: b =6x—dy,
80 findet man : y

2 .
ﬁ:o’ y_o.
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x und y sind also unendliche GréBen, die sich zueinander verhalten
wie 2 zu 3. Rechnete man die Unbekannten nach den gewdhnlichen
Methoden aus, so kime man auf die sinnlose Gleichung

=%
Denn die erste Gleichung gibt .
x=3y+ %
und die zweite ;
z=%y+4%.

Also hat man

jy+4=4y+§ oder §=3,
was ein Unsinn ist, wenn 2 und y endliche GréBen sind. Wenn sio
aber unendlich sind, so kann man ohne Sinnlosigkeit sagen, dab

z=3y+ ¢
und gleichzeitig

z=1y+3
ist. Denn die endlichen GriBen } und § sind imn Vergleich zu
den unendlichen GroBen z und }y nichts. Die beiden Gleichungen

r=%y+4 und z=3y+§

reduzieren sich also auf :
3 == %y s
eine Gleichung, die nichts Widersprechendes hat.

Zweites Kapitel. ]
Definition der n-reihigen Determinante.

& 3. Paarungen zwischen zwei Systemen von n Dingen.

Wir betrachten zwei Systeme von n Dingen. Der Leser stelle
sich, um-ein anschauliches Beispiel zu haben, n Herren und » Damen
vor, die auf einem Balle sind.

Wenn jedes Ding des einen Systems mit einem Ding des andern
Systems verbunden wird, also in unserem Beispiel jeder Herr eine
Dame nimmt, so wollen wir das eine Paarung zwischen den beiden
Systemen nennen.

Eine solche Paarung kann man in folgender Weise bewirken.
Man 1aBt die Herren in einer bestimmten Reihenfolge wihlen. Der
erste Herr hat dann die Auswahl unter » Damen, der zweite unter
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n — 1 und so fort. Der letzte Herr muB die zuletzt fibrig gebliebene
Dame nehmen. Man sieht hieraus, daB es

nl=1.2...n0
Paarungen zwischen den beiden Systemen gibt.
So sind z. B. zwischen den drei Herren

Karl, Paul, Fritz
und den drei Damen
Anna, Marie, Luise

folgende sechs Paarungen moglich:
(Karl, Anna), (Paul, Marie), (Fritz, Luise);
(Karl, Anna), (Paul, Luise) (Fritz, Marie);
(Karl, Marie), (Paul, Anna), (Fritz, Luise);
(Karl, Marie), (Paul, Luise), (Fritz, Anna);
(Karl, Luise), (Paul, Anna), (Fritz, Marie);
(Karl, Luise), (Paul, Marie), (Fritz, Anna).

§ 4. Umpaarungen und Inversionen.

Den Uherga.ng von einer Paarung zu einer neuen wollen wir
als eine Umpaarung bezeichnen.

Die einfachsten Umpaarungen sind solche, wo nur zwei Paare
abgeindert werden, also nur zwei Herren ihre Damen austauschen.
Umpaarungen dieser Art nennmen wir Transpositionen.

Jede Umpaarung laBt sich durch eine Reihe von
Transpositionen herbeifihren.

Will man von der Paarung P zu der Paarung P gelangen, so
f‘fsse man ecinen Herrn und eine Dame ins Auge, die bei P, aber
mcl'lt bei B ein Paar bilden. ' Sie befinden sich also bei B in ver-
Bchlf:denen Paaren. Andert man pur diese beiden Paare ab, so ist
Wenigstens schon eins von den neuen Paaren gewonuen. Sind noch
n:cht alle neuen Paare da, so setst man das Verfahren fort. Nach
hochstens » — 1 Schritten hat man die Paarung % erreicht.

Um z B. von der Paarung

(Karl, Anna), (Paul, Marie), (Fritz, Luise)
zu der Paarung

(Karl, Luise), (Paul, Anna), (Fritz, Marie)
zulgela.ngen, geht man zuerst von
(Karl, Anna), (Paul, Mari¢) (Fritz, Luise)
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Zu
(Karl, Luise), (Paul, Marie), (Fritz, Anna)

iiber und dann zu
(Karl, Luise), (Paul, Anna), (Fritz, Marie).
Dabei hat man zwei Transpositionen vorgenommen.

Wir wollen die Damen mit 1, 2,..., » pumerieren und zwei
bestimmte Herren betrachten. Diese seien bei 8 mit den Damen »
und s, bei f mit den Damen 7 bzw. 5 gepaart. Wenn die Differenzen

r—s und 7-—3
entgegengesetzte Zeichen haben, so wollen wir sagen, daB die be-
trachtete Herrenambe beim Ubergange von  zu P eine Inversion
erfihrt. Um zu wissen, wie viele Inversionen bei einer Umpaarung
stattfinden, muB man jede der }n(n — 1) Herrenamben darauf unter-
suchen, ob sie eine Inversion erleidet oder nicht.

Bezeichnen wir z B. Anna als die erste, Marie als die zweite
und Luise als die dritte Dame, so erleiden heim Ubergange von
der Paarung

(Karl, Aona), (Paul, Marie), (Fritz, Luise)
za der Paarung
(Karl, Luise), (Paul, Anna), (Fritz, Marie)
die Herren
Karl und Paul, r=1,7r=8; ¢e=2,5=1)
ebenso die Herren
Karl und Fritz (r=1,7=3; s=3, 5§ =2)
eine Inversion. Dagegen findet bei den Herren
Paul und Fritz r=2,7=1; s=38, 83=2)

keine Inversion statt. Bei der betrachteten Umpaarung treten also
im ganzen zwei Inversionen ein. : &

B,, B,, B, seien drei beliebige Paarungen.. Bei der Um-
paarung B,, B,* gebe es «, bei der Umpaarung B,, P, gebe es
Inversionen. Wie viele Inversionen gibt es dann bei der Umpaarung
PB,, P,? O sei die Anzahl der Herrenamben, die sowohl bei B,, B,
als auch bei B,, B, eine Inversion erfahren. Offenbar treten dann
bei der Umpaarung B,, B,

t—)+B—0)=a+pf—20

1nversionen ein. ,

' D. h. beim Ubergange von %, zu %,.
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Dieses Resultat 1iBt sich leicht verallgemeinern.

q"l'—' qsﬂ-""‘ m+l

seien m + 1 beliehige Paarungen. Bei der Umpaarung

Bor By 41 w=1,2..., m
gebe es e, Inversionen und bei der Umpaarung

‘Bp ‘Bm-l-l
e Inversionen. Dann ist!
=+ day+ ...+t (mod 2)

Jetzt wollen wir annehmen, daB die m Umpaaru?gen' l:Bpr’ 931:; i
Transpositionen sind. Dann sind alle «, ungerade. Ks gilt niim
folgender Satz: ) :

Bei einer Transposition findet immer eine ungerade
Anzahl von Inversionen statt. . ,

Besteht die Transposition in der Austauschung u]far Dx.amen r
und s (r < 8), so erleiden folgende Herrenamben Inversionen:

1. Die Herren der Damen » und s, ek

2. die Herren der Damen k und r, sowie die Herren der Damen
k und s, wenn r < k < g ist. vs

AuBerdem finden keine Inversionen statt. Die Gesamtzahl der
Inversionen ist somit

1P i 1) .

Wenn wir alsé annehmen, daB die m Umpaarungen PBur Busr
Transpositionen sind, so haben wir:

R"El (ﬂ"—_lyzy"'am)?
mithin

G+, +. .o tou,=m (mod. 2)
und auch :

«=m (mod. 2).

@ und m sind demnach entweder beide gerade oder beide un-
gerade. Damit haben wir folgenden Satz gewonnen: R

Wenn eine Umpaarung sich durch m Tran?posltmnen
bewirken 14Bt, so ist m gerade oder ungerade, je nachdem
die Umpaarung eine gerade oder ungerade Anzahl von
Inversionen hervorbringt. s

Wir haben, um die Inversionen zu ziihlen, die Damen mit
Nummern versehen und auf die Herrenamben geachtet. Ebensogut

W
! Mun liest diese Formel: o kongruent @, + @y + ... + @. modulo 2%

Sie bedeutet, daB « und o, + ag+ ... + a, sich um ein Vielfaches von 2
unterscheiden,
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hiitten wir natiirlich die Herren numerieren und auf die Damen-
amben achten konnen. Es ist auch ganz gleichgiltig, wie wir die
Damen bzw. die Herren numerieren. Unser obiger Satz zeigt, daB
die Inversionenzahl, durch 2 dividiert, immer densclben Rest
(0 oder 1) gibt.

Wenn eine Umpaarung eine gerade (ungerade) Anzahl von In-
versionen mit sich bringt, wollen wir sie gerade (ungerade) nennen.
Dann konnen wir unser Resultat so aussprechen:

Eine gerade Umpaarung liBt sich nur durch eine
gerade, eine ungerade Umpaarung nur durch eine ungerade
Anzall von Transpositionen bewirken.

§ 5. Kinteilung der Paarungen in zwei Klassen.

Wir konnen jetzt die »! Paarungen zwischen zwei Systemen
vou » Dingen in zwei Klassen einteilen.

Wir rechnen 8 und P in dieselbe oder in verschiedene Klassen,
je nachdem man von 9 zu P durch eine gerade oder ungerade
Anzahl Transpositionen gelangt!, je nachdem also die Umpaarung
P, B gerade oder ungerade ist.

In jeder Klasse gibt es }n! Paarungen. Vertauschen wir
niimlich in jeder der n’ Paarungen zwei bestimmte Damen, so geht
jede Paarung in eine Paarung anderer Klasse iiber,

Zeichnet man eine Paarung aus und neont sie die Haupt.
paarung, so pflegt man alle Paarungen, die nicht in dieselbe
Klasse gehdren (also durch eine ungerade Anzahl Transpositionen
aus ihr entstehen), als ungerade Paarungen zu bezeichnen, die
andern als gerade.

§ 6. Symbolische Darstellung der Paarungen.

Um ein Symbol fiir eine Paarung zwischen zwei Systcmen &,
und &, von n Dingen zu gewinnen, kann man so verfahren. Man
belegt die n Dinge jedes Systems mit Namen, schreibt die Namen
der Dinge &, in irgend eciner Reihenfolge in eine Zeile und darunter
in eine zweite Zeile die Namen der Dinge &,, aber so, daB immer
die Namen gepaarter Dinge untereinander stehen,

Man kann z B. zur Benennung der Dinge jedes Systems die
Zsahlen 1, 2,...,n benutzen. Dann liBt sich eine Paarung durch
das Symbol :

! Fihrt man diese Transpositionen in wmgekehrter Reilenfolge aue, so
gelangt man von P zu P =
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Symbolische Darstellung der Paarungen 1

_f:"t g oo r.)
|8 ... 8, .
darstellen, wo r Yoy oy 0 UDA B, By sy 6 Pern.mta.hone: :.-i!:
1, 2, +.., n sind. Die Bedeutung dieses Symbols ist, wfetll e
wieder das Beispiel der » Herren und » Damen benutzen, fo genF u:

Herr 7 fihrt Dame s;, Herr r, fiihrt Dame bs,ﬁ %P:W. oy
12 Ty «oey 7, (oder s, s, ..., 5,) darf man eine beliebige 5
mutation von 1, 2, ... n setzen. Sy 83y vees 8 (bzw. rl,rﬁ,..., "
ist dann aber durch die Paarung vollig bestimmt. So stellen z. B.
im Falle » = 8 die Symbole

" 2 8-2:

1759 1892 218 2381 31 :

(312)’ (321)’(132)' (123)’ (231) (213]
dieselbe Paarung dar. Jedesmal steht nimlich unter 1 dl; E.B:H:::rte;‘
2 die 1 und unter 3 die 2. MHerr 1 fiihrt also Dame 3,

Dame 1, Herr 8 Dame 2. ! s
Schreibt man das Symbol einer Paarung in der Korm

) (e R -n),
("1 P ETTH o : i
0 kann man auf Grund von 8 4 leicht angeben, ob sie mit der
Paarung
| n.)
(1 2...n)’'

: ¢ in dieselb
bei der je zwei gleichbenannte Dinge SepRAES s tiesalie
Klasse oder in verschiedene Klassen I_gelhdrl:_.

Es kommt darauf an, ob beim Ubergange von
12...n 12..n
(12_””) 1 (rl‘rs...!'ﬂ) it

: ; Inversionen ein
éine gerade oder eine ungerade Anzahl e “di
Die Herren 4 und » (n < #) haben aber bei der mwm'Pa]l_';rmlsnd:'a
Damen u baw, v, bei der zweiten Paarung dagegen die Damen r,

baw. r,. Eine Inversion findet also dann und nur dann statt, wenn
die Diﬂ'ergnzen

p—y und r,—r7,
: ist.
entgegengesetzte Zeichen haben, wenn als? ry > 1, is _
Man hat also nachzuzihlen, wie oft in der Permutation

iy Tyy veny Ty

Zahl auf eine groBere mittelbar oder unmittelbar folgt
¢ Derangements im Sinne Cramers (vgl. § 2, 8. 4) vor-

eine kleinere
oder wie viel
handen ginq,
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Man pflegt eine Permutation gerade oder ungerade zu
nennen, je nachdem sie eine gerade oder ungerade Anpzahl von
Derangements aufweist.

Die Paarung

(1 S -n)
fl fz ves T,
12 ...‘P’l)
(1 geiun
als Hauptpaarung zugrunde legt, gerade oder ungerade,
je nachdem

ist also, wenn man

Ty T',, vany T

n

eine gerade oder ungerade Permutation ist.
Dasselbe gilt von der Paarung

f'] fﬂ " e ?'ﬂ :

3 G A
Denn es ist gleichgiiltig, ob wir auf die Inversionen der Herren-
amben oder der Damenamben achten.

In r,v,..r, gebe es o und in s, s, ..., s, gebe es
¢ Derangements. Dann finden beim Ubergange von

T80 on) s RO i
(12...HJ = (1 2...n]
o Inversionen (von Damenamben) statt, beim Ubergange von
OB AT (R | RS
(1 2...») g slsg....é)
dagegen o Inversionen (von Herrenamben).

("1 Ty ons fﬂ)
8 8y +un 8

n

ist also gerade oder ungerade, je nachdem ¢ + o gerade
oder ungerade ist.

Ty Ty s rn)

8 8,000 8]/

Wir wollen jetzt eine andere Auffassung des Symbols
(1"1 Ty ves r“)
31 82 . 3"‘

auseinandersetzen, von der wir allerdings erst an einer spiiteren
Stelle Gebrauch machen werden.

& 7. Andere Auffassung des Symbols (
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Der Leser denke sich » Dinge mit den Nummern 1,2,...,n
versehen. Den Ubergang von einer solchen Numerierang zu einer
neuen nennen wir eine Umnumerierung. Eine Umnumerierung
ist im Grunde nichts anderes als eine Umpaarung. Denn eine
Numariemng ist eine Paarung der n Dinge mit den Zahlen
1, 2 ..., n, eine Umnumerierung also in der Tat eine Umpaarung.

Um eine Umnumerierung zu beschreiben, muB man sagen, durch
welche neue Nummer jede alte ersetzt wird, Setzen wir unter
jede Nummer die neue Nummer, die an ihre Stelle tritt, so erhalten
wir das Symhbol

(rl 1"3--.9'“)'
81 82 ase 8

Dieses stellt also jetzt eine Umnumerierung oder Umpaarung
dar, wihrend es frither der Ausdruck fir eine Paarung war.

Da eine Umnumerierung darin besteht, daB fir jede alte
Nummer eine neue substituiert wird, so pflegt man diese Operation
eine Substitution in 1, 2, ..., n zu nennen. In dem Symbol
2iner Substitution (Umnumerierung, Umpaarung) darf man die Spalten :

£ gt B g S .
8 8, 8,

beliebig vertauschen. Denn es kommt nur darauf an, daB unter
: Jeder Zahl der oberen Zeile (des Zahlers der Substitution) in der
unteren Zeile (dem Nenner der Substitution) die richtige Zahl steht.
Man kann daher eine Substitution so ¢:hreiben, daB ihr Zahler
oder ihr Nenner eine yorgeschriebene Permutation von 1, 2,..., n ist.

Man bezeichnet Substitutionen durch einzelne Buchstaben, wie
S, T u. dergl.

Nimmt man zuerst die Substitution!

s={3)

vor, darauf die Substitution

: T=(g),

80 ist das Resultat dasselbe, wie bei der Substitution

A

(o) :
Diese Substitution nennt man das Produkt von § und 7 (in dieser
Reihenfolge) und bezeichnet sie mit §T.

Bib!.
Fol. Wroct.

! Unter 4, B, C sind Permutationen von 1, 2, ..., # zu versteben.
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Es ist nicht immer
ST=S8T,

d.h. § und 7 sind nicht immer vertauschbar. Dies zeigt das
Beispiel
12345 . 1234656
S=(21453)* ‘"=(23451)
Dagegen gilt fiir drei Substitutionen S, 7, U die Formel
(ST)YU = S(TU).

I'm dies zu erkennen, schreibe man

= (3], 1=(8) v=(3)
wnw=(8):(9)- (2

S(TU)= (ﬁ) E (g) B (ﬁ)

E.s gibt eine und nur eine Substitution 7, fiir die
SE=S8 und ES=S8

ist, wie man auch die Substitution S withlen ma.g Es ist dies die

Substitution
R okt
(I Aoy n) )

die darin besteht, daB jede der n Zahlen durch sich selbst ersetzt

wird. Man nennt sie die Identitit. Wo sie als Faktor auftritt,

kann man sie streichen. Man benutzt deshalb fiir sie das Symbol 1.
Zu jeder Substitution S gibt es eine Substitution S, so daB

S8=1

Dann ist

und

ist. Schreibt man
8= (g) und S = (‘g),

so soll '
A
( 0) il
sein. Daraus ergibt sich
: G B
8- ( .4)'
Offenbar ist auch
SS=1.

Man nennt S und S zueinander inverse Substitutionen.
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Die zu S inverse Substitution pflegt man mit S™! zu bezeichnen.
Man bemerke, daB

ST l=T181
ist, weil S :
SISt = RS e ],

Diese Bemerkung dehnt sich ohne weiteres auf Produkte von

mehr als zwei Substitutionen aus. .
Wir sagen, daB die Substitution S den Zyklus
(ry7rg-.o1p)

enthillt, wenn sie
r, durch r,,
ry durch rg,

r,.y durch r,,

v durch »,

ersetzt oder, wie man auch sagt, 7y, ryy <o u Ty zyklisch ver-
tausch?, "1y 73y « .. 7, heiBen die Elemente des Zyklus. Man
denke sich die Zeile Ti» Tay -« 7, SO gebogen, daB ein Kreis ent-

s
re 'y
g *s
Ty
Fig. 1.

steht (Fig. 1 zeigt dies fur den Fall p = 6. Durchlaufen wir den
Kr_ers in gecignetem Sinne, so folgt auf jede Zahl gerade die, welche
b S_a'n thre Stelle tritt. So erklirt sich der Name Zyklus.

Ks ist klar, dap die Zyklen

Fimea To-179), (% JRC TeTi)s v (% TRSRIRE SO Y

identisch sind.

Wird bei S die Zahl » durch » ersetzt, so sagen wir, daB S
den eingliedrigen Zyklug () enthiilt.

Wenn S den Zyklug (ryry...r,) enthilt, so enthilt S* den
Zyklus (r, 7, < - 7).

Bs ist leicht, alle Zyklen zu finden, die in einer gegebenen
Substitution stecken. Wir zeigen dies an dem Beispiel

S=(12a45673
"\142387586/"
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Hier wird 1 durch 1 ersetzt. § enthilt also den eingliedrigen
Zyklus (1). Ferner wird bei S

2 durch 4, 4. durch 3, 3 durch 2

ersetzt. S enthiilt also den dreigliedrigen Zyklus (2 4 3).
Endlich wird bei S

5 durch 7, 7 durch 8, 8 durch 6, 6 durch 5

ersetzt. S enthdlt also auch den viergliedrigen -Zyklus (5 7 8 6).

Wir konnen den ‘Zyklus (r, », ...r,) als eine Substitution in
1,2, ..., n betrachten, die darin besteht, daB r,, r,, ..., r, zyklisch
vertauscht und die tibrigen Zahlen durch sich selbst ersetzt werden.
Ein eingliedriger Zyklus (), bedeutet dann nichts anderes als die
Identitit.

Bei dieser Auffassung gilt folgender Satz: Jeda Substitution
ist das Produkt ihrer Zyklen.

So ist z B.

das Produkt von
(1), 243), 5786,
und die zu ihr inverse Substitution
1284567 8)
(1 3426857
das Produkt von -
(1), (342), (6875).

Man darf die Zyklen, da ihre Elemente durchweg verschieden
sind, in beliebiger Reihenfolge nehmen. Sonst aber ist diese Zer-
legung einer Substitution in Zyklen eindeutig.

Einen zweigliedrigen Zyklus wie (r, s) nennt man ecine Transg-
position. Bei ihr werden die beiden Zahlen » und s vertauscht
und alle iibrigen Zahlen durch sich selbst ersetat.

Der Zyklus (r,r,...r,) ist im Falle p > 1 das Produkt der
p — 1 Transpositionen

(ry 7y (Py78)s « =0y (7))
in dieser Reihenfolge. In der Tat wird », bei (r, r,) durch », ersetat
und die folgenden Transpositionen lassen r, unberiihrt. », wird bei
(r,7,) durch r, ersetzt und r, bei (r, ;) durch »,. Bei den folgenden
Transpositionen bleibt =, unberiihrt. An die Stelle von », tritt

also r, usw.
Sind €, C,,...C, die Zyk »n der Substitution S und besteht
0, aus n, Elementen, so liBt sich § als Produkt von
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m — 1)+ =Dt ...+ @m—1)

Transpositionen darstellen. | :

In 8 4 sahen wir, daB eine Umpaarung .aich durch‘eme Reihe
von Transpositionen bewirken 1aBt und dab die Anzahl dieser Tm}l;fs-
positionen entweder immer gerade oder immer ungerade ist. Die
Umpaamngen zerficlen dementsprechend in zwe k_lassen, gemd.e
und ungerade. Das gilt nun auch von den Subatxtnuonen,.un-d w:;
-sehen aus dem Obigen, daB die vorhin betrachtete Suhshtuhm;d
gerade oder ungerade ist, je nuchdem die Summe X (n(,.— l{diger G:
oder ungerade ist. 3 (n, — 1) ist gleich N —r, wobei Nk e
samtzahl der Elemente ist, die in den » Zyklen von S vor o:'n::tv_an.
K8 st gleichgiltig, ob man die eingliedrigen Zyklen mitberiicksichtigt
oder nicht, ; : :

DaB die Anzahl der Transpositionen, in die sich eine Substi-
tution S zerlegen liBt, entweder immer gerade oder immer ux-
gerade ist, 1aBt sich auch ohne Bezugnabme auf die fritheren
Paragraphen in folgender Weise zeigen.

Man bémerke, daB

tiryeoor)ogg.. c8)rys) = T8 .8

und !

(e T8 e 8)(ry8) =y ... 7o) (8 8 - - 8,)- :
Hieraug folgt, daB S7, wenn S irgend eine Substitution und 7' eine

Transposition ist, einen Zyklus mehr oder einen Zyklus weniger

- besitst als S, Dabei muf man aber auch alle eingliedrigen Zyklen
mitrechnen.

Nun gei

Sm¥l . T

und 7, v R T, seien Transpositionen. Da jede Transposition
zu sich selbst invers ist, 8o hat man

also ot L e
BT,T, .. .T,=1.

S habe k Zyklen. Dann hat 8T, Ty, ... T,

: bl &l ot g
Zyklen, wobei s »
=1, 4=1,.., ¢,=1 (mod 2)

' Die zweite Formel folgt aue der ersten, indem man auf beiden Seiten
als letzten Faktor (r, 8,) hinzafiigt.

KDWAI.EW. Determinanten 9
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ist, weil jedes & gleich 4 1 oder — 1. ¥s wird daher
k4o 48 4. ..—f—E},Efc-er.

Da ST,7,,...T, die Identitit ist, also » eingliedrige Zyklen
hat, so ist ;
: k+£]+-82+"'+8)}=ﬂ’
mithin

n=k+p oder p==n-—k.

Hieraus sieht man, daB p entweder immer gerade oder immer un-
gerade ist, wie man auch S in Transpositionen aufldsen mag.

& 8. Die n-reihige Determinante.

Wir betrachten n? Zahlen, die in quadratischer Anordnung vor-
liegen. Bezeichnen wir mit a_, die Zahl, die in der r%» Zeile und
in der s'*® Spalte steht, so haben wir folgandes Schema.: :

G183 ¢ - - By
lhyy Ogg - - G5,

Gpl Bz + - = Gpp

Man nennt ein solches Schema eine quadratische Matrix.!
Die a,, heilen die Elemente der Matrix.

Wir wollen jetzt eine Paarung P zwischen den Zeilen und
Spalten der Matrix vornehmen. Jedes Paar von P bestimmt ein
Element der Matrix, nimlich das Element, das in der Zeile und in
der Spalte des Paares steht. Ist z B. die »' Zeile mit der s'"
Spalte gepaart, so bestimmen beide das Element a,,.

Mit p(P) werde das Produkt der » Elemente bezeichnet, die
durch die n Paare von P bestimmt werden.

Da es n! Paarungen zwischen den Zeilen und Spalten unserer
Matrix gibt, 8o sind n! Produkte 2 (P) vorhanden.

Unter dem Symbol

sgn B,
welches man
,signum P
lesen moge, soll + 1 verstanden werden, wenn P eine gerade, und
— 1, wenn B eine ungerade Paarung ist. Als Hauptpaarung 1egen_
wir dabei

1 Mat.rixa bedeutet soviel wie Verzeichmis. Men denke an Matrikel
und Fmmatrikulieren.
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s n)
(l 2...n
zugrunde, d. h. die Paarung, bei welcher jede Zeile mit der gleich-

namigen Spalte gepaart ist. :

Wir versehen jetat jedes p (B) mit dem Faktor sgn P und nennen
die Summe aller Produkte
sgn P -p (P)

die Determinante unserer Matrix. = heift die Ordnung der
Determinante,

_Fiir diese Determinante benutzt man nach Cayriey die Be-
zeichnung

L, TR TIRESEL T E
Bax Gpsios < Oy |
. {Ga = s ol
" Ks ist also - i

i L P TIRI SP
luzia*:z:-‘azn =Eﬁgﬂ$‘}’0‘3}s
| Upy Qpg - - L

wobei sich die Summation Ober alle ! Paarungen zwischen den
Zeilen und Spalten der Matrix erstreckt.

Die einzelnen Produkte sgn P+ p (P) heiﬁexf die Gliede'r der
Determinante. Ausfithrlich geschrieben lautet ein solches Glied

i P
agn(l 2 u).ahJt Opoggr v v Ty gy v
Sy 8y ...8, 3

1 £ |
Die Paarung, zu der es gehort, ist

(rlrﬁ"'rﬂ).l
.?183...-5‘
1 2...!:)
(1 AL

al].aER "'aﬂﬂ

lautet, nennt man das Hauptglied der Determinante und a,,,
%9 .y @, die Hauptelemente.

Das zu der Hauptpaarung

gehorige Glied, welches ,

! Die rte Zoile ist mit der s, %0 Spalte, die ryte Zeile mit der s ten
Spalte gepaart usw.

2‘
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Cavcey benutzt fiir die Determinante

| 11 =12 ° in |
Qg1 Oy « - - Gy
I ﬂl“'n""ah\n

das Symbol X
E :t a’ll aﬂ! = A am!'

Wenn in jeder Zeile und in jeder Spalte nur ein Element von
Null verschieden ist, so reduziert sich die Determinante auf ein
einziges Glied, nimlich das Produkt jener Elemente mit dem zu-
gehorigen Vorzeichen. ~Z. B. ist

| a;, 0 .0 ‘|
¥ far - I 220y Ogp v oo Byyye
Uielse=on |

nn

8§ 9. Andere Fassungen der Definition.

Man kann die Glieder der n-reihigen Determinante in der Form

RS TS
BgN r.or P Oy A2y v v Byr,
e T

schreiben, :
Nun wissen wir aus § 6, dab
L2 Aen
o)
gleich 4 1 oder — 1 ist, je nachdem die Permutation
: s Pynaer ey Oy
gerade oder ungerade ist.
Man kann daher die n-reihige Determinante auch deﬁmeren als
die fiber alle Permutationen von 1, 2, ..., n erstreckte Summe
Eﬂgn(fl, Tay+ ey rnl'alrIQZr. ceallyg .
Dabei soll
SEN(ry, ¥oy-. 0 1)
gleich + 1 oder — 1 sein, je nachdem 7, r,, ..., r, eine gerade
oder ungerade Permutation ist.
iy Ty, » .. ¥, i6t eine gerade oder ungerade Permutation, je
nachdem sie eine gerade oder ungerade Anzahl von Derangements
aufweist. :
Diese Definition der Determinante ist genau die von Lemziz
(vgl. §1). Nur benutzt er éine andere Regel zur Bestimmung von
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sga(r, 7y, ..., 7). Vertauscht man in r,r,..., 7, zwei Glieder,
so wechselt die Paarung ¥
(1 2oan )

: Ve 1y,
ihre Klasse. sgn(r,, r,, ..., »,) geht also iber in =
—8gn(ry, 7 oo ).

Hieraus entspringt die Lmipvizsche Regel, daB zwei Produkte
A1r Bor, v v 2 Qupy und @15, B2gy o 0 v Bpays

die » — 2 gemeinsame Faktoren haben, in der Determinante mit
verschiedenen Zeichen auftreten.

Man kann die Glieder der m-reihigen Determinante auch in
folgender Form schreiben

ER AT huskad
sgn () o o ELTSU R

Die Paarung
?‘1?’2...'}'"
{l 2 n)

ist gerade oder ungerade, je nachdem
Ny Ty

eine gerade oder ungerade Permutation ist (vgl. § 6).
Die n-reihige Determinante 1Bt sich also definieren als die
itber alle Permutationen von 1, 2, ..., n erstreckte Summe

DIBEN(I, Toi e s en X)) B 1 0 9 s B s

Das ist die Definition von Cramer (vgl. § 2\

§ 10, Zweireihige nnd dreireihige Determinanten.

Im Falle » = 2 gibt es zwischen den Zeilen und Spalten nur
die beiden Paarungen :
' 1.2 12
(1 2) i (2 1)'

Die erste ist gerade, die zweite ungerade.
Zn der ersten gehort das Glied

Gy Gog;

— 0138y

zu der zweiten das Glied

in der Determinante,
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Man hat also

= @y, Byy'— 0y, 8y -
11 - 12721
ayy gy

Die Regel zur Berechnung einer zweireihigen Determinante
kiénnen wir durch nabenatehende Figur veranschau-
lichen.

Die starklinig verbundenen Glieder geben ein
Produkt, vor welches das Zeichen 4, die punktiert
verbundenen Glieder ein Produkt, vor welches das
Zeichen — zu setzen ist.

Im Falle n = 3 gibt es sechs Paarungen zwischen
den Zeilen und Spalten, niimlich folgende:

123 123) (123) (123) (123) 123)

(128’ 1580272528 ] 2R\ 25] 70 ! 312’(521'
Wir haben sie so aufgeschrieben, daB zwei benachbarte \lurch eine
Transposition auseinander hervorgehen, mithin verschiedenen Klissen

angehdren.
Fir die dreireihige Determinante gilt also folgende Formel:

ayy G g @y Ogg gy - Byg Ogy gy + 0,5 0y, Oy,
A9y Byg Aoy | =
gy Ogy (g = Oy O3 G3q — O15 Ay Ugg = G35 0yy Oy, .

Die Regel zur Berechnung einer dreireihigen Determinante liBt
sich auch durch eine Figur veranschaulichen (Fig. 3) Wieder sind

L} e { ]
\‘\\"‘){A i) v"‘
L Wi ™ |‘v
’ A
-
L iy /. \" ‘,.
-, )
4" h l'."/\- \
# P ‘
Pl

Fig. 5.

die Glieder stark verbunden, deren Produkt das Zeichen 4 erhilt,
und die Glieder punktiert verbunden, deren Produkt das Zeichen —
erhilt.

: § 11. Beispiele.
Der Leser zeige durch Ausrechnen, daB

| 1 a 7
- s-—~a1=1+a

und
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j L S
—_— 1 a =1+a’+b'+cs
! b —a 1
1st.
Er verifiziere ferner, da8
o 10 11
—1 a1 |, dividiert durch ! ? l,
: 0 —1 aq kEiaisl
gleich
L
al + _L'IT + _},._
3 L
1st,

Endli;:h beweise er die Formeln

“‘;’;“’%E%Fﬂﬂm( + 2+ o)

und
a+a a 0
Gyt Oy ol Oy 0y ""“1“:“3"’4( +_+"'_+ ‘)
0 ay  ay+a,
Drittes Kapitel.
Einfachste Eigenschaften der Determinanten.
§ 12. Vertauschung der Zeilen mit den Spalten.
Die beiden Matrizen
G4 Gy3 -y
4 @gy Bgg -+« Fgp
R T e s
Tilld ‘nl “nd
b11 bn e bxn
by byg -+ - by,
'bul bn'z sy bﬂﬂ
mogen in solcher Bezichung zueinander stehen, daB immer
b‘fl S a‘ll’

. ist.
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Die k' Zeile der einen Matrix ist also identisch mit der
ktn Spalte der andern. Um die eine Matrix aus der andern zun
erhalten, muB man deren Zeilen als Spalten aufschreiben.

Die Umwandlung der Zeilen in Spalten und der Spalten in
Zeilen laBt sich dadurch bewirken, daB man die Matrix um die
Hauptdiagonale (d. h. die von links oben nach rechts unten laufende
Diagonale) herumklappt.

Da die Zeilen und Spalten der ersten Matrix die Spalten bzw.
Zeilen der zweiten Matrix sind, so ist jede Paarung P zwischen
Zeilen und Spalten der ersten zugleich eine Paarung zwischen Zeilen
und Spalten der zweiten, und sgnP hat in beiden Fillen denselben
Wert; denn die Hauptpaarung' der ersten Matrix ist auch die Haupt-
paarung der zweiten.

Jedes Ghied der Determinante

O3 G320 00 g
Gnlls! et Gzn
a1 Tigee- By,

ist also ein Glied der Determinante

byybyg - - - 0, |
gy Dggioioo by |
| bn]. b’l" i brm

d. h. beide Determinanten sind gleich.

Satz 1. Wenn die Zeilen und Spalten einer Determi-
nante mit den Spalten bzw. Zeilen einer andern der Reihe
nach identisch sind, so hahen beide Determinanten den-
selben Wert.

Anders ausgedriickt:

Die Determinante bleibt ungedindert, wenn man die
Matrix um die Hauptdiagonale herumklappt.

Der obige Satz ermdglicht és uns, jedes Theorem, das wir tiber
die Zeilen einer Determinante beweisen, sofort anf die Spalten zu
ubertragen und umgekehrt.

1! Die Hauptpagrung hesteht darin, daB jede Zeile mit der gloichnamigen
Bpelte gepaart wird. :
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§ 13. Vertuuschung der Zeilen..
Wir betrachten wieder zwei Matrizen,

4103 - < - %
ﬂ?l {?22. s n ﬂ'g“
ﬂ'nl ﬂnﬂ S aﬂﬂ
und
bll hls Pt blh
21 b22 TALR b‘zﬂ
I!'iul LNE = b:m

Die zweiie gehe aus der ersten durch Vertauschung zweier
Zeilen hervor, etwa der rtn und der sten,

Jede Paarung ¢ zwischen Zeilen und Spalten der ersten Matrix
ist zugleich eine Paarung zwischen Zeilen und Spalten der zweiten
Matrix. Aber sgnB ist in dem einen Falle 4 1, im andern — 1.
Denn die Hauptpasrung der ersten Matrix ist nicht die Haupt-
paarung der zweiten. Um sie in die Hauptpaarung der zweiten
Matrix iiberzufithren, muB man die r* und die s Zeile vertanschen,
d. b. eine Transposition vornehmen. Die beiden Hauptpaarungen
gehoren also verschiedenen Klasten an, und aus diesem Grunde ist
sgn B das eine Mal -+ 1, das andere Mal — 1.

Wir sehen, daB jedes Glied der Determinante i

’ Qi e

PR T SR

| |

| anl auz' o B |

wenn man es mit dem Faktor —1 versieht, ein Glied der Determinante

biy brginss by |
byy by« - by
bﬂ]. bn‘s et brm t

wird, Beide Determinanten sind also entgegengesetzt gleich.
Satz 2. Die Determinante multipliziert sich mit dem
Faktor —1, wenn man in der Matrix zwei Zeilen vertauscht.
Nimmt man in der Matrix eine beliebige Vertauschung der
Zeilen vor, so multipliziert sich die Determinante mit dem Faktor -+1
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oder —1, je nachdem die Vertauschung eine gerade dder ungerade
ist, d. h. je nachdem sie sich durch eine gerade oder ungerade An-
zahl sukzessiver Vertauschungen von nur zwei Zeilen bewirken 148t.!

Auf Grund von § 12 gilt dasselbe fiir die Spalten.

8atz 3. Wennin der Matrix zwei Zeilen iibereinstimmen,
go ist die Determinante gleich Null

Ist die Determinante gleich D, so erhalten wir durch Ver-
tauschung der beiden iibereinstimmenden Zeilen —D. Andererseits

aber wird durch die Vertauschung dieser beiden Zeilen nichts an-

der Determinante geéndert. Es ist also

D=—-D,
d. h.
D=0,

§ 14. Die Determinante als Funktion der Elemente einer Zeile.
Nach der Definition ist die Determinante

Oy Gyy - Gy |
Gyy Bgg - -« Gy |
1-'. h anlalll"'ann }
gleic
D880 (¥ (Wi ) G, B0 5 s Batsy

wobei sich die Summation fiber alle Permutationen », r,,...,r,
der Zahlen 1, 2, ..., n erstreckt.

Man sieht, daB jedes Glied der Determinante ein und nur ein
Klement aus der k'*» Zeile als Faktor enthilt. In dem Produkt

Gy, B2pg oo Qypy

ist nimlich nur der Faktor a,, der k%" Zeile entnommen.
Wir wollen nun die Elemente der k*® Zeile als Verinderliche

betrachten und sie der Reihe nach mit

Tiis Gy Sati g T
bezeichnen. Die itbrigen Klemente sollen Konstanten sein, Fassen
wir alle Glieder, die mit demselben = multipliziert sind, zusammen,
go 14B¢ sich die Determinante so schreiben:

6otz 4 ...+,

Die ¢ sind dabei Konstanten.

! Eine Vertauschung und eine Substitution (vgl. § 7) iat dasselbe

el alibiad ot St s ks
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Man nennt einen solchen Ausdruck in z,, =,, ..., z, eine lineare
homogene Funktion von Zyo Ly ooey Ty

Es gilt also folgender Satz:

Batz 4. Die Determinante ist eine lineare homogene
Funktion der Elemente jeder Zeile.

Hieraus lassen sich verschiedene Folgerungen zichen.

Wenn man T, 4y .., @, bezliglich durch iz, iz, ..., Az,
ersetzt, wobei 4 eine beliebige Zabl ist, so verwandelt sich

i ex +e,7 ...+ 0,2,
in

Aoz, +og@ + ...+ ¢, 2,).
Darin liegt folgender Satz:

Satz 5. Multipliziert man alle Elemente einer Zeile mit
dem Faktor A, so multipliziert sich auch die Determinante
mit dem Haktor 4.

Setzt man 4= 0, so ergibt sich, dab eine Determidante,

bei der eine Zeile aus lauter Nullen besteht, selbst gleich
Null ist.
Wenn :
HhE A =g, o BE=Y15,
ist, so wird
: (LR R S S
gleich der Summe von ?
ah+oY+..-t+oy,
und
) A + ey A +ec,%,.
Satz 6. Wenn alle Glieder der k*® Zeile Binome sind,
80 1alt sich die Determinante als Summe zweier Determi-
nanten schreiben. Man erhiilt den einen Summanden durch
Streichung der ersten, den andern Summanden durch
Streichung der zweiten Bestandteile jener Binome.
Fin @hnlicher Satz gilt, wenn die Glieder der k“» Zeile oder
die der k“» Spalte (vgl. § 12) Summen von p Zahlen sind.
Beispiel, Die Determinante
laa’+ b, ao'+ bd’ i
lca'+dY, cc'+dd |
ist nach Satz 6 gleich
aa' ac’ 1

ca' -+ db’ ce'+dd

by bd
ca'4-db ce'+dd
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Jede dieser beiden Determinanten liBt sich aber wieder nach Satz 6
zerlegen. Man findet also fiir die urspriingliche Determinante

aa’ ac' bo' bd'| bV bd'!
| ea’ oo’ ab’ dd’ ca’ co’ | g | ab dd’ |

Unter Benutzung von Satz 5 liBt sich diese Summe so schreiben:

1 ‘ ’
,ea’ ac

[ a’o | ia'e | Liegh b'd |
ac o’ ' +ad‘ e : + be a'c't + bd i J
Nach Satz 3 hat man \aher
a'c b'd'
glal o 4 b"d'i =
Da ferner nach Satz 1 und 2
a'b’ ¥ Ia'c’ e b'd
5 ¢ d (b’ a’'c |
ist, so ergibt sich achlieBlich
aa'+4 bb', ac’' 4 bd’ # ‘ ab| |a'b’ -
ca'+ db, es’+dd' | |ed l e’ d’ ’
Wir wollen mit z,, z,, ..., 2, (wie bisher) die Elemente der

ki Zeile, mit
Yio Yay =20y Yn
dagegen die Klemente einer andern Zeile bezeichnen. Krsetzen wir in
der Determinante, die, wie wir wissen, gleich ¢, 2, + ¢, 2, + ... + ¢, 2,
ist, #,, #,, ..., =, besliglich durch
Ty Ay By +AYyy oy Bt AYys
so verwandelt sie sich in
G a4 7 Cy Vg +..t an',n-i- }'(clyi + Cy Y Tt cnyn)'
e %+ ¢4 + ... + c,y, entsteht aber aus ¢ + 6,2, + ... + 0,2,
indem man die Elemente der k% Zeile durch die entsprechenden
Elemente einer andern Zeile ersetzt. Tut man dies, so erhilt man
eine Determinante mit zwei itbereinstimmenden Zeilen, die nach
Satz 8 gleich Nall ist,

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 7. Addiert man zu den Elementen einer Zeile
die mit 4 multiplizierten entsprechenden Elemente einer
andern Zeile, so bleibt die Determinante ungeiindert.

Derselbe Satz gilt nach § 12 fir die Spalten.
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Addiert man zu den Elementen einer Zeile die mit 2 multi-
plizierten Elemente einer zweiten, die mit 4 multiplizierten Elemente
ciner dritten Zeile usw., so bleibt die Determinante ungeiindert.
Der Beweis ergibt sich durch mehrmalige Anwendung des Satzes 7.

§ 15. Stetigkeit der Determinante.

Aus der Definition der Determinante schen wir, daB sich
ﬂ'-ll "12 e alﬂ
D=l %e1 Gaair i Fay

| aﬂl anB iy EI",‘

aus den Elementen a, durch Multiplikation, Addition und Sub-
traktion zusammensetzt. Daraus ergibt sich folgender Satz:

Satz 8. Aus

limig = ceiirses—1012 1510 n)
folgt immer

LIE) “‘12"'“1:: tall a’l?’”alnl
lim aﬂl a'ﬂ v Qo e azl -"322 g a!n
| ,a‘ﬂl aﬂﬂ oAt m'nn | ' anl aﬂﬂ v ann

Um diesen Satz zu beweisen, braucht man sich nur an die
Bedeutung des Limes zu eriunern.

limz, =2
will sagen, dab fast alle z, von z um weniger als ¢ diffe-

rieren, wie auch das positive s gewihlt sein mag ,Fast

alle“ bedeutet ,alle mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen
Wenn
limz =2 und limgy =y
ist, so wird

: im (z,+y,)=x+y
und

lim (z,9,) = zy.
Ahnliches gilt fiir eine beliebige endliche Anzahl von Summanden
und Faktoren. Dies geniigt aber zum Beweise des Satzes 8.
Von Wichtigkeit ist fiir uns folgende Eigenschaft:
Batz 8. Eine verschwindende Determinante liBt sich

als (?-renzwert einer Folge von Null verschiedener De-
terminanten darstellen.
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Wir wollen die Determinante

-au--i-x g s a
]
D(z) = @y, Gy +2...8,, !
[ 7 ] ]
a'ﬁ] aﬂ! = Bt a‘un e

betrachten, die aus D) dadurch entsteht, daB zu den Hauptelementen
z addiert wird.
Von den #! Gliedern der Determinante D(z) enthélt nur das
Hauptglied
(ay, + 2)(ay, + 2)...(a,, + )
in jedem Kaktor ein z. Daraus geht hervor, daB D(z), wenn man
alle Klammern beseitigt, folgende Gestalt annimmt:
D@)=a*+har—14 ... +h,.
Iy, hy,y ..., h, setzen sich aus den Elementen a_, durch die Opera-
tionen der Addition, Subtraktion und Multiplikation zusammen.

In der Algebra wird bewiesen, daB D(z) hichstens fir n Werte
von z gleich Null ist. Nimmt man also eine nach Null konver-
_gierende Folge z,, z,, 7,, ... mit lauter verschiedencn Gliedern,
80 gibt es in der zugehirigen Folge

D), D(z,), D(ay), « -
hichstens n verschwindende Glieder. Nach Satz 8 ist nun
lim D(;r.’} = [,
Streicht man diejenigen D(z,), die gleich Null sind, so entsteht
eine Folge nicht verschwindender Determinanten .mit dem Grenz-
wert D,
Es geniigt z. B. z, = 1/p zu setzen und in der Folge

Eoguiigen
die % ersten Glieder zu streichen, wobei nur k genfigend groB zu
wihlen ist.

§ 16. Charakteristische Eigenschaften der Determinante.

Die Determinante

U2 Kooty
g AL VL FORTEALL T
6.0 . 4

nl “a2 " ° ne

hat, wie wir wissen, folgende vier Eigenschaften
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1. Sie setzt sich aus den Elementen durch die Operationen der
Addition, Subtraktion und Multiplikation zusammen.

2. Sie ist eine lineare homogene Funktion der Elemente jeder
Zeile. g

3. Sie multipliziert sich mit dem Faktor — 1, wenn man zwei
Zeilen miteinander vertauscht.

4. Sie reduziert sich auf 1, wenn die Hauptelemente gleich 1
und alle andern Elemente gleich 0 sind.

Diese vier Eigenschaften sind, wie wir jetzt zeigen wollen, fiir
die Determinante charakteristisch.

Auf Grund der Eigenschaften 1 und 2 hat man

D = E”r,n,.-.r» 817,027, -« Qnryy

wobei r,, 7., ..., », Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... n sind und

b

Or,r,...r, €0 ganzzahliger Koeffizient ist.
Auf Grund der Kigenschaft 3 ist

g w 1
e ta B2, Byt Oury == D Crim. .y B1r,02r o Gur,

Nehmen wir an, daB », =, ist und setzen wir

iy, =082y, =08y, = .0« = Oyp = l!
alle iibrigen a aber gleich Null, so reduziert sich obige Gleichung auf
ath Gr,r,...r“=“"cr,rg...r?,,’
c‘r,r,,..ru =I0"
Alle Koeffizienten ¢,,,, ..., in denen zwei Indizes r gleich sind
. verschwinden also.
Man darf daher annehmen, daB in D die zweiten Indizes
Y1y T4y + .. 7, simtlich verschieden sind. r, 7,, ..., r, ist daon
eine Permutation der Zahlen 1, 2, ..., a.
Vertauschen wir jetzt die erste und die zweite Zeile, so ver-
wandelt sich
: St Ol By -+ G,
in
Ecﬂ"’!---rna'z"i L5 T SOR R a‘"ﬂ
oder
Ecr.r,.‘.rﬂalr,'aﬁn, eon gy
Nach Eigenschaft 8 ist aber
Ec’:"n--f‘nalﬁ Bop, oo 0 Oypy = — Earlr,..._r“alrlaﬂn s e Oprgs
Setzen wir :

Gip =83, = ... =0Gyy, =1
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und alle andern a gleich Null, so reduziert sich die obige Gleichung
auf .

crzr,...rnﬂ_cr,r,.ufﬂﬁ
Crr,...r, multipliziert sich also mit — 1, wenn man zwei der Indizes
¥y ¥y - . 7, vertauscht. Setzen wir
é12...n = 0y
so wird
O Paeity — 0 oder Cri ety — = 3

je nachdem r,, 7, ..., », ecine gerade oder. ungerade Permutation
von 1, 2, ..., % ist. Denn eine gerade (ungerade) Permutation 1afit

sich aus 1, 2, ..., » durch eine gerade (ungerade) Anzah! von Ver-
tauschungen je zweier Indizes erhalten.
Aus dem Obigen geht hervor, daB
D=o> 401,83, - dnr,
ist, wobei das Zeichen - oder — eintritt, je nachdem . »,, ..., 7,
eine gerade und ungerade Permutation von 1, 2, ... # ist.

Nun bleibt noch die Eigenschaft 4 zu beachten. Danach soll
D gleich 1 werden, wenn die Hauptelemente gleich 1 und alle
ibrigen Elemente gleich Null sind. Daraus folgt, daB e gleich 1
ist, und wir haben

D = E 4 iy Gop .. by,

D ist also die Determinante, wie wir sie in § 9 definiext haben.

Damit ist gezeigt, dab die Deferminante durch die vier oben
angegebenen Kigenschaften eharakterisiert ist.

Viertes Kapitel.
Unterdeterminanten.

§ 17. Minoren m-ter Ordnung.
Wenn man in der Determinante

9 Bl £ B ]

A= | %1 B3 0y,

L ST ACE

n — m Zeilen und n — m Spalten streicht, so bleibt eine m-reihige
Determinante fibrig. Man nennt sie eine Unterdeterminante oder
einen Minor m'* Ordnung von A.
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m kann jeden der Werte 1, 2, ... #— 1 haben. Im IFalle
# =1 haben wir eine Determinante mit einem einzigen Ele-
ment a_.. Wir wollen eine solche Determinante gleich a , setzen,
80 daB die Minoren erster Ordnung die Elemente von A sind.

Wenn ein Minor aus 4 durch Unterdriickung gleichnamiger
Zeilen und Spalten entsteht, so heiBt er ein Hauptminor.

Es gibt in einer n-reihigen Determinante

G =l

Minoren mtr Qrdnung. (:;) von ihnen sind Hauptminoren.

§ 18. Komplementiire Minoren.

M sei ein Minor m'* Ordnung von 4. Wenn man in A die
Zeilen. und Spalten streicht, denen die Elemente von M angehbren,
so entsteht ein Minor N von (» — m)*" Ordoung.

Zwei solche Minoren wie M und & nennt man komplementiir
und jeden das Komplement des andern.

Z. B. sind in der Determinante

| & a, a; a
b, b, by b,
L'-l 82 Gs 64
E dl dﬂ ds d-i
die Minoren
- ay aya, |
b, und |¢, ¢ ¢, |
dﬂ dﬂ d-! !
komplementiir, ebenso die Minoren
L | Sl | &, bi]
4 63 ‘ d, d,
Die Elemente von M mogen in den Zexlen
5 s s ol s Pess Al o)
und in den Spalten
815 Say oi o 8, (s s < i <a)

liegen, die Elemente von N in den Zeilen

Tmi1s Tmpgr o0 T (i <7y <...<1)
Kowaruwski, Dotorminanton 3
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und in den Spalten
Sma1) Sy s o0 S (8,4 <840 <0 <)

Jedes Glied von M hat dann die Form

e
. il R LI
Dabei stellt?
("1 sraarL\s
llﬁ'_‘ e FJ’mJ
eine Paarung der Zeilen 7,,7,, ... r, mit den Spalten s, s,,..., 8,
dar und die Hauptpaarung lautet
ry &
l‘-sl sﬂa) ;

Jedes Glied von N hat die Form

ia afnt w ¥
sgn (ﬂ-rl : jarauvmﬂ"'“'n"x'
V ; Ongy O
Dabei bedeutet
.{rm+1 v i 'rn)
II~r’-m+1 e O]

eine Paarung der Zeilen r, ., 7. . ,,.. 7, mit den Spalten s .
3 .. 8, und die Hauptpaarung ist hier

w431
(rm-l-l L e L
Byt B
Multipliziert man ein Glied von M mit einem Glied von N, so
hat das Produkt folgendes Aussehen:

Ny o) r e
sgn (1 "‘J 8gn (""‘" ")a,,,,l...a,.”“.
(G \Opy10:0,
In A hat
Ay o, ry00 + + ¢+ Qrp ooy
den Faktor
Yo
sgn 1°2 n 3
o Oy
wobei
(1 Renm
1522 .in

als Hauptpaarung figuriert.

1 gy, Ogy +v.y O 5011 eine Permutation von s, 8, ..., 8, bedeuton.
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Es besteht eine einfache Beziehung zwischen

A e

sgn ( f
Gy Oy . Oy

sgn (r‘ r:) sgn (r““ S r").
Ty::-0 Tl 0y

Wenn man durch « Transpositionen von

und

ks S e
i ﬂ’l"'g_m 31...3"
gelangt und durch g Transpositionen von
("m“ rn) b (rmH ...rﬂ)’
O-’J;l‘i‘l"'rrﬂ _Sm_‘_l...s"
80 kann man durch « + @ Transpositionen von
(rl Youlea rﬂ)
Gl ﬂ'! ety
Zu
("1 Py ‘r")
8,0

gelangen. Man hat also

o ("1 oscosk r,:) b g ("1 i ..f‘n)(__ 1)a+ 8

Fs g viivia: (T, & 8, 8
Bt Gt | 7 1 %3 n
oder, da
7 r
sgn ( ! Y= =ils
T :
e
und
T
sgn | m+1 n) = (= 1)8
3 ﬁm+1 v+ 0
1st,
i e s A r I
sgn(Lz n=sgn(12 a) Sgn(l ﬂsgn("‘“
0, 0y ... O, 888 G0 o

Wir kinnen demnach folgenden Satz aussprechen:

r

n
7

m4l**" Ty

) :

M und N seien komplementire Minoren der n-reihigen

Determinante 4. Das Hauptglied von M sei

Grygy Oroay = v Brm i)

das Hauptglied von N

Frnt1tm+1 Pro s smpa o0 Ury oy

Multipliziert man ein Glied von M mit einem Glied

von N und fiigt noch den Faktor
3*
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hinzu, so hat man ein Glied von 4.
Der Minor M hat m!, der Minor N aber (n — m)! Glieder.
Rechnet man das Produkt
i ("1 o os rﬂ) AN

8.8y s 00 8,

aus, so gewinnt man
m! (n — m)!

verschiedene (Glieder von 4. DaB es lauter verschiedene
Glieder werden, ist ohne weiteres klar. Zwei Glieder

+ o Bruogs o v Onypiy UBL e por Brnt o oo By o

von 4 sind nimlich verschieden, solange nicht

[ ek B
_ 0, =0, 0y =0y ..40/' =0,
1st,
Man nennt
o
sgn(" n| N
8182...8,_”

das algebraische Komplement von M. Unter Benutzung dieses
Ausdracks liBt sich unser Resultat so aussprecher
Satz 10. Multipliziert man einen Minor m'r Ordnung
einer n-reihigen Determinante mit seinem algebraischen
Komplement, so erhitlt man m!(n — m)! Glieder der Deter-
minante.
Wir wollen jetzt noch
wirg L
st (31 R s“)

bestimmen. Dabei nehmen wir wie bisher an, dab

‘r!‘(_?'a/.‘__--.t‘-‘l‘“,
s, <§H <. < 8y
und
-~
‘rm+1 = rll+.".<"'<rn’
3 By <8 o <in<s,
1st.

Die Zahl der Derangements in
iy fgs oion My

laBt sich leicht bestimmen. #» bildet mit r, — 1, », mit r, — 2, ..,

r,, mit 7, —m von den folgenden Zahlen Derangements. AuBerdem
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gibt es keine. Die Gesamtzahl der Derangements in r, r,,... 7,
ist alsp :

=7 1+ ... _|_,.w_,_’_'_'._§’_"2_“2_9_.
In
R R
gibt es Al
1
U=3‘+Sz—f—...+su—’—n—{ﬂ;;)-
Derangements.
Nach der SchluBbemerkung in § 6 ist aber
AR e
e (\31 35"'3“) S
Da

0+ o= 21(1‘” - s#}, (mod 2)
” =
weil m (m -+ 1) immer gerade ist, so wird

- il e o
Bgn(lﬁ n
sisa...snl

= (_ I)S(rl“ + ',u}.

=(r, +s,) ist die Summe der Zeilen- und Spaltenindizes von M
oder auch die Summe aller Indizes in dem Diagonalglied von M.

Ls gilt also folgende Regel fir die Bildung des algebraischen
Komplements von M:

Satz 11: Um das algebraische Komplement eines
Minors M zu erhalten, bilde man zunichst sein Kom-
plement N. Dann lautet das algebraische Komplement + N
oder — N, je nachdem die Summe der Zeilen- und Spalten-
indizes von M (oder von N) gerade oder ungerade ist.

§ 19. Der Larracesche Entwickelungssatz.

Wir wollen alle Minoren m'r Ordnung betrachten, deren Glieder
in m bestimmten Zeilen der n-reihigen Determinante 4 enthalten
sind. Die Indizes dieser Zeilen seien r,, 7y, ..., 7.

Es gibt offenbar (::) solche Minoren. M sei einer von ihnen
und M sein algebraisches Komplement.
Wir wissen, daB das Produkt MM, wenn man es ausrechnet,

m! (n —m)! Glieder von A liefert. Bilden wir die Summe aller
Produkte M M, so erhalten wir

(::l) m! (n —m)l = nl,
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d. h. alle Glieder von 4. Damit haben wir die Larracesche Ent-
wickelung einer Determinante nach den in m Zeilen enthaltenen
Minoren gewonnen.

Nur ein Punkt bedarf noch der Erdrterung. Liefern zwei ver-
schiedene Produkte M 3f wirklich lauter verschiedene Glieder von 4 ?

M und M, mogen beide die Zeilenindizes r,, r,, ..., 1,, aber
nicht dieselben Spaltenindizes haben, Die Spaltenindizes von M
geien s, s,, ..., 8,, die von M, aber &, s, ... s, . Danu haben
die Glieder des Produktes MM die Form '

e Qrio, Broag =+« Brg gy v+ o
die von M, M, aber dic Form

Oyt Bihoy v v By gt = o s
o/, 0,5 .. g, ist eine Permutation von s/, &, ..., 8, wihrend
G,y Oy, + .. O, eine Permutation von s, s, ..., s, ist. Es kamn

: L
also nie
. O-l o 0‘1" ”2 s GZ" siie g B = ffm’
sein.
fatz 12: (Larnacmscher Entwickelungssatz). Multipli-
ziert man jeden Minor m'" Ordnung, der in m bestimmten
Zeilen einer n-reihigen Determinante enthalten ist, mit

geinem algebraischen Komplement, so ist die Determi-
nante gleich der Summe dieser (:;) Produkte.
Der Satz gilt nach § 12 auch fur die Spalten.

Wir nennen diese Entwickelung kurz die Entwickelung nach
m Zeilen bzw. Spalten. ' :

Beispiel.
Entwickeln wir die Determinante
a, a, a, a,
by by by b,
= £y.0q 04, G
d, d, d, d, !
nach den beiden ersten Zeilen, so ergibt sich ‘
D:'|‘11“2 | ey "4___'“1“&' e hedg '9:1"3{
| & by | | dy dy |0y byl | dy dy byby | | dydy |
i a,a3| el |aa cl§3|.{_ asa*|'clc;!’-
by by | | dy dy |50, ] d 4| by b, ‘ | dy d,
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Insbesondere wird die verschwindende Determinante
" e fli il B !
]| &152 bab4 i
|

“'l az Gs G‘
b b, b, b
gleich = e A
9 {"1 axi las a*i'_L:al a, lcua,% !al an: a, G }’
Pby byl [byby i (B | bl byl bydy
so daB :
; PrgPyy +Prg Dys +PraPay =0
1st, wenn wir '
a, a,
e b b)
setzen.
Nach dem Lu-mcrschen Entwickelungssatz ist
d = Z M3.

Die Summation erstreckt sich tiber alle Minoren mter Ordnung M,
t}ie in m bestimmten Zeilen der Determinante A enthalten sind.
M ist das algebraische Komplement von 3.

Wir wollen nun ein anderes System von m Zeilen ins Auge
fagsen und mit M einen Minor von A bezeichnen, der in diesen
Zeilen enthalten ist. Dann wird

4=mM.

Die Zeilenindizes von M seien 7, 7,, . . ., 7,., die von 9 dagegen
Ty, Ty ... 1,. Da die beiden Kombinationen », 7, ..., », und
T, %, ..., 7, verschieden sein sollen, so kommt unter den Zeilen-
indizes ‘von M wenigstens eine der Zahlen 1, 1,,...,r, vor und
unter den Zeilenindizes von wenigstens eine der Zahlen ). 7,,...,7,.

Ergetzen wir also in 4 die Zeilen r, r,, ..., 7, durch die
Zeilen Y, Tyy o+ oy T, 850 entsteht eine Determinante, die wenigstens
zwei identische Z eulen hat, also verschwmdet Andererseits geht bei
jener Ersetzung

SMM in SMM
iber. Es ist also
SmM=0.
In Worten lautet dieses Resultat:

Satz' 13. ‘Multipliziert man jeden Minor m'r Ordnung,
der in m bestimmten Zeilen einer n-reihigen Determinante
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enthalten ist, mit dem algebraischen Komplement des ent-
sprechenden Minors in einem anderen System von m Zeilen,
so0 ist die Summe dieser Produkte gleich Null

§ 20. Entwickelung nach einer Zeile.

Wir wollen den Larnaceschen Satz auf den Spezialfall m = 1
anwenden. Die Minoren m%*" Ordnung in m bestimmten Zeilen
werden dann die Elemente einer béstimmten Zeile, etwa die Elemente

Qryy Qugy e evy Gy e

Um das algebraische Komplement von a_, zu finden, hat man
die #t Zeile und die st® Spalte zu streichen und die so entstehende
(n — 1)-reihige Determinante mit dem Faktor (— 1)+ zu versehen.

Das algebraische Komplement von a_, mige 4 , heiBen. Dann
gilt nach dem Larraceschen Satz fiir die Determinante 4 folgende
Entwickelung:

4 = arl Arl p a’rﬂ-ﬂrz + e + afll Aru'

Wir wuBten bereits (vgl. § 14), daB die Determinante eine lineare
homogene Funktion der Elemente einer Zeile ist. Jetzt sehen wir,
daB die Koeffizienten dieser linearen homogenen Funktion die alge-
braischen Komplemente der' betrachteten Elemente sind.

Satz 14. Multipliziert man jedes Element einer Zeile
mit seinem algebraischen Komplement, so ist die Determi-
nante gleich der Summe dieser » Produkte.

Der Satz gilt nach § 12 auch fiir die Spalten.

Beispiel.
Wenn in der rteu Zeile (oder der ste® Spalte) nur ein von Null
verschiedenes Glied vorhanden ist, so reduziert sich A4 auf
a4

raire”

Man kommt also in diesem Falle nach Absonderung des Faktors
(= 1)r+¢a,, zu einer (n — 1)-reihigen Determinante, namlich dem

Komplement von a,,.
Die Determinante

|80 ...0 !
Gy Oy ---0 |,
anl aﬁi' i ann {

in der alle Elemente Null sind, die oberhalb der Hauptdiagonale
liegen, ist gleich
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2,0 ... 0
a O
a5 %%
a“ ﬂ:ﬂs S am‘
Der zweite Faktor ist gleich
awO il
gy G4 Ogq - - - U
a"aa“‘. .. a'"‘

usw.
Es ergibt sich also

8,0 ...0

a Sl

21 %29 e U B TR
- - . - -

G a2 va

Wenn wir in der Determinante

Levile ey
LA L L TR B
By Ougvioie By

die Glieder der rt® Zeile fortnehmen (=) und durch die ent-
sprechenden Glieder der stn Zeile ersetzen, so entsteht eine De-
términante mit zwei iibereinstimmenden Zeilen, die folglich ver-
schwindet. Andererseits geht aber A4 bei jener Ersetzung iiber in

G4, +a,d, 4.+, 4,

aal Arl A Qs Ars s & a’suArn =0.

Satz 16. Multipliziert man die Elemente einer Zeile
mit den algebraischen Komplementen der entsprechenden
Elemente einer anderen Zeile, so ist die Summe dieser
Produkte gleich Null s

Der Satz gilt nach § 12 auch fiir die Spalten.

Mithin ist

§ 21. Die Vaspermosnesche Determinante.

Um ein Beispiel zu Satz 14 und zugleich zu fritheren Sitzen
zu haben, wollen wir die VanpERMONDEsche Determinante betrachten.
Das ist eine Determinante von folgender Form:
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al iAol
n=1 n=2
V 5 82 a\g viaie 1 5
n
1 - - - . r
: AT R |

Wir ziehen in ¥, von jeder der » — 1'ersten Zeilen die letzte
Zeile ab. Ist das geschehen, so enthilt die letate Spalte lauter
Nullen und nur rechts unten eine.1.. Es wird also

n—1 T -2 _ an=2

| s n it
ay Bail ) e T
n—1 n—1 . n=2 n—2
V s % by tl“ aJ ot a“ . 02 g a- ;
> . e '
n-1 a—1 n-=2 f—2
) ﬂ“ Ay — Gy H an-l_-aﬁ !

Aus der ersten Zeile kinnen wir den Faktor ¢, —a,, aus der
zweiten den Faktor @, — a, herauszichen usw. Dadurch finden wir

V"n: (al "‘“n)(az_ an] s vy (au-l S ﬂn‘] I}u’

> al a:'?"" Sia a:"s"" il
D= > ay a:'g_" >ay a:'a"" Shyril
; .‘. ._2;‘. dis i |

Al Sle s S et
ist.1 », durchliuft die Werte 0,...,2—2; v, die Werte0,...,n—3 usw.

_ Nach Satz 6 zerlegt sich 7, in eine Anzahl von Determinanten
der Form

wobei

a” au-—E—vl a” an—s—v, S iy
1 n il n
v n=2-v iD=y
a, " a i)
¥y n—2-w ¥y n—"—yy "
n—1 an n=1"n H 1

UsysSn-2, 0sr,=0-38,.., 05y, _=1).

Hier konnen wir aus der ersten Spalte den Faktor ai--», aus

der zweiten den Faktor a"-3-* herausziehen usw., so daB die De-
terminante lautet:

! Wir benutzen hier die Identitiit
@ = b = (a-b) FatdIe,
¢ durchliuft die Werte 0, 1,...,r ~ 1.
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1ty At ]
Y R
Py ¥,
a‘; a2' o] a>m=1=c vy)
~ . n o
vy Vo
ava-l an—l AT 1 i
Sobald die Zahlen -
Vys Vs o0y Vaogy 0

nicht alle verschieden sind, hat dle letzte Determinante zwei {iber-
einstimmende Spalten und ist also glelch Null.
Wiire nun v, <n—2, so wiren Jena n — 1 Zahlen auf die
7 — 2 Werte
0,1,...,n—3
beschrinkt. Ks gibe also sicher zwei gleiche unter ihnen.
Dasselbe ist der Fall, wenn o, < n — 3 ist. Dann sind nimlich

die #n — 2 Zahlen
0

Vi Wy, iy Ly

auf die » — 3 Werte
0,815 0 =g
beschriankt. Usw.
Es bleibt somit nur das Wertsystem

Hw=n—2,9=0—38,...,, v ,=1

(iibrig, und 7, ist gleich
n-2 Bﬂ—ﬂ 1
A

aq
ag—2 a;‘g s al
‘ ;x,,_la gt !
d. h. gleich ¥V,
Wir haben also folgende Relation
V,= (2, —«a ) Ay a?‘] cefa,_ g —a) S
Da, nun ¥, =1 ist, so wml
V,=a,—=a,

V3 = (0“1 o= as-) (a2 v a':-l) Vz = (al o a’z) (a.l T as) [‘7'2 = ﬂg)
usw.
Allgemein hat man

V,=(a, —a)(ey, —ag)...(a,—a)

(@, = a,).. .. (a.‘_2 e a“)'

(-aﬂ—l = a'n) A
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Durch » — 1 Vertauschungen von je zwei Spalten kann man
die erste Spalte von V, an die letate Stelle bringen,’ darauf durch
n — 2 solche Vertauschungen die zweite Spalte von ¥, an die vor-
letate Stelle usw. Durch

nn—1)

(o= D245 = R

Vertauschungen von je zwei Spalten, kommt man also von V, zu

n=—=1
14 ...0]
51
W = la...a63
n
n-1 |
Ihaooay ;

Dempach ist (vgl. Satz 2)

nm=1
Weoma (= 1) S22 WS
also
W,=(a,—a)ag—a,)...(a,—a)
(@, —a,)...(a,—a,)
(@,—a,.,).
Ersetzt man in der Determinante
TR TR B
Sl } 21“32“’“2u
i n n ; amu I
jedes a_, durch 5t
as--‘l

so verwandelt sie sich in W, .

Daraus ergibt sich fo]gende Regel, die Determinante 4 zu he-
rechnen.

Man ersetzt in dem ansgerechneten Differenzenprodukt
. W, jedes a*~! durch a,.

Dabei muB man aber vorher durch Hinzufiigen nullter Potenzen
sorgen, dabB in jedem Gliede des ausgerechueten Differenzenprodukis
alle ¢, vorkommen,

Um also z B.

Gy Gy r

; TRLT
zu erhalten, hat man in

! Man vertauscht sie (n — 1)-mal mit ihrer rechten Nachbarin,



Cramersche Regel 45

@, — o, = a°a} — a'a,°
%% a;', a,°, a,' beziiglich durch a,,, a,,, a5, Gy, Zu ersetzen.
Noch einfacher lautet die Regel zur Berechnung von A, wenn
man 4 in folgender Form schreibt.!

T PRI, T 68
A ] S20 “zl e fgin=1
I o nl - 1 ‘

Um 4 zu erhalten, mub man in Jedem Glied
+ atal ... ag"
des ausgerechneten Differenzenprodukts W, die Exponenten zu zweiten
Indizes machen, wodurch das Glied sich in
S Ala B2eg e+« Anay,
verwandelt.

Den hier erorterten Zusammenhang zwischen 4 und W, hat
Cavony zur Definition von A benutzt. Aus den Eigenschaften von
17, ergeben sich dann die Kigenschaften von 4. Z.B. multipliziert
sich W, mit dem Faktor — 1, wenn man zwei der Buchstaben
%y Gy, + . ., @, vertauscht. Daraus folgt, daB 4 sich mit — 1 multi-
pliziert, wenn man zwei Zeilen vertauscht.

Fiinftes Kapitel.
Systeme linearer Gleichungen.

§ 22. Cramprsche Regel

Wir betrachten ein System von # linearen Gleichungen mit
n Unbekannten #,, @,, ..., ,. Kin solches System hat folgende Form:

[ % o+ ay B+ e,z =0,
(1) Ogy T+ Gy Xy + oo+ 0y, B, =0,
8,8+ 3 Tyt t 0,2, =0,
Ein Wertsystem gy, &y, ..+ @,, das alle diese Gleichungen er-
fillt, nennt man eine Livsung.

! Das ist gerade die von LEmniz benntzte Schreibweise. (Vgl. § 1)
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Wir wollen annehmen, daB
i SR P0G
= i Ay Bgg. 0 Gy

|aﬂlan2"'a |

die Determinante des Systems, von Null verschieden ist.
A, sei das algebraische Komplement von a .
Multiplizieren wir die Gleichungen des Systems der Reihe
nach mit : '
‘Ala' AZJ’ i ! ‘4133'-"
also mit den algebraischen Komplementen der Elemente der s'" Spalte,
und addieren dann alles, so ergibt sich

Awy=b A+ b dy,+ ... + 1,4

nnst

Der Koeffizient von z, wird nimlich
al.". 1‘411+ a!ld“.',.9+ R “‘ntAno
und ist nach Satz 15 gleich Null, wenn ¢{==s, und nach Satz.14
gleich 4, wenn t = s ist.
Aus den Gleichungen (1) folgen also die Gleichungen
(1) z, = f'_:i_!:iﬂl__{akt; oo 4 bu Ao, s=1,2, ,,.‘, n).

Das Umgekehrte gilt aber auch. Multiplizieren wir in (1) die

s* Gleichung mit a_, und addieren dann alles, so erhalten wir
Uy @+ 0@y Fooi 0 2 =0 .
Denn der Koeffizient von b, wird
"rl At] + arg A{! +' = " + B‘ru _Arn
1ty Bt Lo T el :

ist also nach Satz 15 gleich Null, wenn ¢{=r, und nach Satz 14
gleich 1, wenn ¢ = r ist. X

Wir sehen, daB das System (1) die Losung (1) hat und aufer-

dem keine.
b.l A11+ bz A!t“i‘ i "l. bu Aru
entsteht aus
EI.A“-[- ﬂ-‘;,Ag,"f‘ e au.&“j:u

dadurch, daB man die Elemente der s*» Spalte der Reihe nach
durch b, b,, ..., b, ersetat.

Daraus ergibt sich folgende Regel, die von CramMER durch
Induktion gefunden worden ist (vgl. § 2):
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Man ersetze die Elemente der st Spalte von 4 der
Reihe nach durch byy byy +. ., b, und bezeichne d.‘.le fﬁ ent-
stehende Determinante it Al Danq lautet .dxe tsung
des Systems (1):

4, i
.’1:2 = _.‘1_’ paly 93“ ==

Wenn b, by, ..., b, alle gleich Null sind, so hat jede der
Determinantap

SIS

o, = L

1 )

A
eine Spalte mit lauter Nullen. Ks ist daher
=0, 2,=0, ..., z=0.

Satz 16. Aus
Oy %+ 4, B+ .. a3, =0,
G + Oy 2y + ... 4@, 7, =0,

u'nla:i +ﬂ'u5x2‘+ "'+an?rwn=0

und |
Hy Gy 0y
Byy Bgg ovu Ay, 40
anl anz g Gm'
folgt
xlﬂol' 5."'2=0' ey a':“=0.
Beispiele.

Um die Gleichungen _
Ox+bhy= Gy y

1 a's T + bﬂ Y = c2
aufzulosen, hat man in

a, b,

a, b,

einmal die erste Spalte, ein zweites Mal die zweite Spalte durch
8
4

zu ersetzen. Dadurch ergeben sich die Determinanten

3 | 0
8, €
und die Lgsuog unserer Gleichungen lautet:

¢ b

ey by
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s ¢ b . | 4 by ;
o by | | ayby |
y:‘alal aub
| a0, a, b,
Vorausgesetzt wird, daB
a, by
a, b,

von Null verschieden ist.
Will man die Losung des Systems

az4by+ter=4d,
U & by Yy + 0y 7 = d,,
g @ + by Yy + ¢, 5 = d,
finden, so hat man in
4 b g
ay by ¢, |
@y by ¢4
einmal die erste, ein zweites Mal die zweite, ein drittes Mal die
dritte Spalte durch

4,
dy
ihy
zu ersetzen. Dadurch entstehen die Determinanten
| dy b ¢ a d ¢ }“1 by dy
ldzbs‘_’z y | By dy Gy |y |y by dy |,
dybyey | |@ydycy| |agbsdy

und die gesuchte Losung lautet:

dy by e @ by ¢
&= |dybye|:label,
dy b, ¢, a, by ¢y
ay dy ¢ a boe
Y= |adec:6bol,
ag dy ¢y | | ay by oy
a bydy | e b
Z = a,b,d,|:|abol.
ay by dy ay by g
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§ 23. Ramg einer Matrix.

Ein System von m# Zahlen, die in m Zeilen und n Spalten
angeordnet gind, nennt man eine Matrix, und die mn Zahlen
ihre Klemente.!

Eine solche Matrix hat, wenn man die h,lemente ahnlich wie
bei elner Determinante bezeichnet, folgendes Aussehen:

gy Byg + ooy,

Qyy Ggg + - - Ggq

L gms aua 7

Die in p bestimmten Zeilen und  bestimmten Spllten ent-
haltenen Elemente liefern eine Determinante, die man eine u-reihige
Determinante der Matrix nennt. g kann nathrhch keine der
beiden Zahlen m, n iibertreffen. :

Die einreihigen Determinanten der Matrix sind ihre Elemente.

Gibt es in' der Matrix eine von Null verschiedene r-reihige

Determinante, wihrend alle mehr als r-reihigen Determinanten
(falls solche existieren) gleich Nuil sind, so sagt man, die Matnx
. habe den Rang r.
: Ist der Rang der Matrix z. B. gleich 1, so bedentet dies, daB
nicht alle Elemente gleich Null sind, daB dagegen: alle mehr als
“einreihigen Determinanten der Matrix verschwinden (falls sdlche
existieren).

Ist der Rang gie;ch 2, 8o gibt es eine von Null verschiedene
zweirgihige Determinante, wihrend alle mehr als zweireihigen:
Determinanten gleich Null sind (falls solche existieren).

Einer Matrix, deren simtliche Elemente gleich Null sind,
schreiben wir den Rang O zu.

Folgende Operationen lassen den Rang einer Matrix ungesindert.

1. Man darf die Zeilen als Spalten schreiben. Das heift,
die Matrizen

Gy BiyeoeOra L el TR
Oy Ogg oo gn  und - G2 Bog v o Gy
@ ml am! anm alna'!u L a’mn

baben denselben: Rang.

1 Von quadratischen Matrizen sprachen wir schon in § 8.
Kowarewskr, Determinanten 4
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2. Man darf die Zeilen belicbig vertauschen, ebhenso die
Spalten. Bei einer Matrix vom Range »(> 0) liBt sich durch eine
passende Vertauschung der Zeilen und Spalten erreichen, daB die
Eckdeterminante

11 1r
9y Bag - - 0 Oy,
|
. T |
!
arl ar‘.‘ g et arr |

ungleich Null ist.
3. Man darf alle Elemente einer Zeile mit demselben

von Null verschiedenen Faktor verseben.

4, Man darf zu den Elementen einer Zeile die mit A
multiplizierten entsprechenden Elemente einer andern
Zeile addieren. Von der neuen Matrix kann man zu der alten
zuriickgelangen, indem man zu den Klementen einer Zeile die mit
— A multiplizierten entsprechenden Klemente einer andern Zeile
addiert. Man sieht sofort, daB keine der beiden Matrizen einen
hoheren Rang haben kann als die andre. Jede p-reihige Determi-
nante der einen ist n#mlich eine lineare Kombination von zwei
p-reihigen Determinanten der andern, wenn sie nicht selbst eine
Determinante der andern ist (vgl. Satz 6 und 7). i

5. Man darf eine Zeile mit lauter Nullen hinzufiigen
oder streichen.

6. Man darf eine lineare Kombination der Zeilen als
neue Zeile hinzufiigen. Die Matrix

hiag + oA ey Aag et A8, s Ao, +J‘mﬂmu
< b LT Oin
G.“ azg i & aﬂn
aml amﬂ s Gmu
hat ndmlich denselben Rang wie
Uy Ggg oo - Oy
@gy Gpg -+« Gy
Ay Oy v s T

Man erkennt das durch Anwendung der Bemerkungen 4 und 5.
Wenn eine Zeile eine lineare Kombination der andern
151, go darf man sie unterdriicken.’ j

L Dle Siitze 8-—6 gelten auch fiir die Spalten.
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§ 24, Lineare Unabhiingigleit.

m Systeme von je n Zahlen

Tiys Dyay s Ty
(1) Toys Tapy « - v Ty
Zin1d Tngy =00 Ty

nénnt man linear unabhéngig, oder kurz unabhiingig, wenn
die Gleichungen

Iz'lzn'*';‘zxn'{‘ R A

@ A By = Ay gy i A =10,

Mty A @yt v A2, =0

'11::0: 2'350,...,}, =0

m

nur durch

befriedigt werden.

Im Falle sn > 1 konnen wir auch sagen, daB keins der
Systeme eine lineare Kombination der andern ist.

Im Falle m = 1 hat die lineare Unabhingigkeit den Sinn, daB
das einzige vorhandene System

1o Dy olis iy g
nicht aus lauter Nullen besteht.

Wenn die Systeme (1) nicht unabhiingig smnd, so sagen wir
auch, daB zwischen ihnen eine lineare Relation besteht.!
Damit meinen wir dann, daB die Gleichungen (2) sich durch ein
Wertsystem 4,, 4,, ..., 4, befriedigen lassen, das nicht aus lauter
Nullen besteht. Ist A, ungleich Null, so sagen wir, daB in der er-
wihnten linearen Relation das System

Th1r Lpps ooy By
‘vorkommt,
Batz 16. Die Systeme (1) sind dann und nur dann linear
unabhingig, wenn der Rang der Matrix (1) gleich m ist.
Fir m = 1 ist der Satz offenbar richtig. Wir konnen uns also
auf m > 1 beschriinken. ;
Wenn die Systeme (1) nicht unabhiingig sind, so ist in der
Matrix (1) eine Zeile eine lineare Kombination der andern. Wir
dirfen diese Zeile streichen, ohne daB der Rang der Matrix sich

! Diese Redeweise wenden wir nur im Falle m > 1 an.
**
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andert (vgl. § 28 Nr. 6). Der Rang einer (m — 1)-zeiligen Matrix
ist aber hochstens gleich m — 1, also kleiner als m. Damit ist ein
Teil des Satzes 16 schon bewiesen.

Nehmen wir jetzt an, daf der Rang r der Matrix (1) kleiner
als m ist. Im Falle » = 0 gind die Systeme (1) sicher nicht un-
abhiingig. Sie bestehen alle aus lauter Nullen. Jedes ist also eine
lineare Kombination der andern.

Im Falle » > 0 kénnen wir durch Vertauschung der Zeilen be-
wirken, daB in den » ersten Zeilen eine von Null verschiedene
r-reibige Determinante steht.

Es lassen sich dann n — » Hilfssysteme

Yevrar Yegrar o oo Yogrm
Yev210 Yryazr 200 Yrgam
Yo Yoo Sy
so bestimmen, daB die Determinante
i HA B O xlu
D - i 'T" ) fdess xrra
! yr+1 12 Jr +1in
! yﬂl ST ynn

ungleich Null ist. Man wihlt in den » ersten Zeilen eine von Null
verschiedene r-reihige Determinante, setzt die Hauptelemente ihres
Komplements gleich 1 und die tibrigen y alle gleich Null. Dann
reduziert sich die Larnacesche Entwickelung nach den » ersten
Zeilen auf ein Glied, das abgesehen vom Vorzeichen gleich jener
r-reihigen Determinante ist.

Wenn wir nun auf die Gleichungen’

Ay + +)”r it gy Yrgra oo + A Yu1 = Ty

Ay, + .. 2, r:!+"r+1 Jr+1.z+ co A Yy = Ty s
1 lu—} +J "rrn+{r+l yr+ln.1 g _}"auayma:mhn
die Cramersche Regel (§ 22) anwenden, so erhalten wir

D, D, D,
ho==gy lgmpty ey Ay= ==+

! )i ist eine der Zahlen r + 1, ..., m.
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D, (s=1, 2, ... ») entsteht aus D, indem man in D die s* Zeile
durch
Tyyy Tpgr »o o & n
ersetzt. h1t Tng | 3
D 0D, +as ++» D, enthalten daber r 4 1 Zeilen der Matrix (1).

Da alle ( 4+ 1)-reihigen Determinanten in (1) gleich Null sind, weil
‘_iel' Rang » sein soll, so gibt die Laruacesche Entwickelung nach
Jehen r 4 1 Zeilen

Dr+l=0’ Dr+3=0, P Dﬂ‘-'=0-

Asa) Ayygy ++n &, sind also gleich Null, und man hat fir
h=r4y, .. ., # Gleichungen von der Form

Tyy =My + .. 'i-z'rmrl’.
mh\ﬁ:llmlﬂ-l_ ._..+3.,,_a¢fs,

Dy = ll\ Ty n eI e ;'rmrn‘
Jede Zeile der Matrix (1) ist demnach eine lineare Kombination der
r ersten Zeilen.

Damit haben wir auch den zweiten Teil von Satz 16 bewiesen.
Wir konnen unser Resultat auch so formulieren:

Batz 17. Wenn der Rang der Matrix (1) gleich r ist
(r > 0), so lassen sich unter den Systemen (1) », aber nicht
mehr unabhingige auswihlen. Hatman » unabhingige aus-
gewihlt, so ist jedes der Systeme (1) eine lineare Kom-
bination von ihnen.

Wir beweisen im AnschluB hieran noch folgenden Satz:

Satz 18. Wenn in einer Matrix eine von Null verschie-
dene r-reihige Determinante vorhanden ist (r > 0), deren
(r + I)-reihige Superdeterminanten® alle gleich Null sind,
so ist der Rang der Matrix gleich r

Wenn eine Determinante ein Minor einer anderen ist, so nennt
man diese andere eine Superdeterminante von jener.,

Wir wollen annehmen, daB in der Matrix (1) die Determinante

Yy Tyg - Ty,

Tgy Doy o oo By,
A

xf‘l xfE SRR mrr

' Damit diese Superdeterminanten sich bilden lassen, muB man eventuell
Zeilen und Spalten mit Iauter Nullen hinzafiigen,
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ungleich Null ist, withrend alle (» 4+ 1)-reihigen Superdeterminanten
von ihr gleich Null sind.
Da die Matrix

iy ety By
Ty Tap -+« By Tpp
3 bh=r+1,..,m;s=r41..,n
LTy, .0 2y
'J'“.T-e‘ ; "mrx Ty

den Rang r hat und in den » ersten Zeilen eine von Null ver-
schiedene r-reihige Determinante vorkommt, so ist nach Satz 17 die
letzte Zeile eine lineare Kombination der » ersten.

Wir sehen, daB in der Matrix

Ty Lygev Py
Loy Tog v nr Tyy
h=r+1,..,n
xrl :3"}‘_2 e mrn
“Dhy Tng et iy

die n — r letzten Spalten lineare Kombinationen der » ersten sind.
Wir diirfen also nach § 23 die » — # letzten Spalten streichen, ohne
daB der Rang der obigen Matrix sich #ndert. Dieser Rang ist
daher gleich » und aus Satz 17 folgt, daB die letzte Zeile eine
lineare Kombination der » ersten ist. Dies gilt firh=1r 4 1,.., m,
und wir ditrfen deshalb in der Matrix (1) die m — r letzten Zeilen
streichen, ohne daB der Rang dieser Matrix sich indert. Die
Matrix (1) hat also den Rang r.

Hieraus erp{wt gich folgendes Verfahren, um den Rang einer
Matrix zu bestimmen.

Man sucht ein von Null verschiedenes Element aunf. Gibt es
kein solches, dann ist der Rang der Matrix gleich Null. Ist ein
von Null verschiedenes vorhanden, so muB man seine zweireihigen
Superdeterminanten betrachten. Sind sie alle gleich Null, dann hat
die Matrix den Rang 1. Andernfalls muf man unter jenen Super-
determinanten eine nicht verschwindende heraussuchen und ihre
dreireihigen Superdeterminanten priffen. Sind sie alle gleich Null,
danp ist der Rang der Matrix gleich 2. Andernfalls muf man
unter ihnen eine von Null verschiedene auswihlen und ihre vier-
reihigen Superdeterminanten betrachten usw.
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§ 25. BSysteme von linearen homogenen Gleichungen.

Eine lineare homogene Gleichung mit » Unbekannten z,, =,, ..., ,
hat die Form

6% +0,%4 ... +a,z, =0.
Wir wollen ein System von m solchea Gleichungen betrachten,
h=ayo +a,z,+ ... +a,2,=0,
(1) -’rz"—‘az:“’l‘}'“sz“"»'{'-“+‘32n5‘ﬂ""'0!
o= Oy 2y + Oy z+ -+ a2, =0,
und seine Losungen bestimmen, d. h. dlejenigen Wertsysteme
DLyy Lyy oo ny ;nn,

die allen Gleichungen (1) geniigen.
Ks kommt, wie wir sehen werden, darauf an, welchen Rang r

die Matrix
I Oy Qi3 - - -Gy,
Qyy Gog - - - Qg

(2)

[/ SR TSP / )

ml Tmi ma

hat, die man die Matrix des Systems (1) nennt.

Ist r = 0, d. h. sind alle a gleich Null, so ist jedes Wertsystem
&, &y, ..., ¥, eine Losung von (1)

Im Falle >0 konnen wir die Gleichungen (1) in einer
solchen Reihenfolge schreiben, daB in den r ersten Zeilen von (2)
eine von Null verschiedene r-reihige Determinante auftritt.

Sollte m > r sein, so sind nach § 24 die m — r letzten Zeilen
in (2) lineare Kombinationen der r ersten. Man hat also fiir
h=gdl, .., n

“u =haay +lya, +...+h,a,,
")‘1“134‘)12 -z+ e g

by = "f’M aln'f l.u a‘ﬂn £ ’_}“‘”hr rn '

Multipliziert man der Reihe nach mit <, «,, ... «, und addiert
dann, so ergibt sich

h=mh+thslht oot 1,
welche Werte auch die = haben mégen.
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Hieraus ist zu entnehmen, daB jede Liosung des Systems
8 - fi=0,1=0.., =0

auch eine Losung von (1) ist. Beide Systeme haben also dieselben
Liosungen.

Batz19. Hat ein System linearer homogener Glelchungcn
den Rang r (>0), so kann man sich bei der Bestimmung
der Losungen auf » Gleichungen des Systems beschriinken,
in deren Matrix eine von Null verschiedene n-reihige
Determinante vorkommt.

Man nennt die m Gleichungen (1) linear unab‘ dingig oder
kurz unabhiingig, wenn ihre Koeffizientensysteme, d.h. die Zeilen
der Matrix (2), im Sinne von § 24 unabhangig sind. Im Falle m > 1
bedeutet dies, daB keine Gleichung aus den tibrigen durch lineare
Kombination hervorgeht. Im Falle m = 1 kommt die Unabhingig-
keit darauf hinaus, dall nicht alle Koeffizienten Null sind.

Der obige Satz liBt sich hiernach auch so formulieren:

Hat ein System linearer homogener Gleichungen den
Rang r, so kann man sich bei der Bestimmung der Lésungen
auf »r unabhingige Gleichungen des Systems beschrinken.

Diese » unabhiingigen Gleichungen wollen wir das reduzierte
System nennen.

8 26. Die Lisungen des reduzierten Systems.
Durch eine geeignete Numerierung der Unbekannten kdnnen
wir bewirken, daB in dem reduzierten System
o, +a, Tyt ..o +0,3, =0,
Ugy Ty + Oy Ty + - - + a,,3, =0,

£ . a., % +a'r2 £$+ +Gtrn$”-—0
die Determinante
Oyy Grg s+ Gry
e B R G
arl a’r! a‘rr

gon Null verschieden ist,

I Falle ¢ = n liefert die CramERsche Regel
% =0,2=0 ..,2=20

n

~als einzige Losung.
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Satz 20. Wenn der Rang eines Systems linearer homo-
gener Gleichungen gleich der Anzahl der Unbekannten
ist,’ 80 muB man, um das System zu befriedigen, alle Un-
bekannten gleich Null setzen.

Im FKalle » < n konnen wir z, ,, .
legen und daon auf die Gleichungen

.y @, beliebige Werte bei-

¢
g+ oto, == 2+, 2),
O Tk vee + 0, == (0, %y + oo+, 1),
U &y O g e, &, = _(a'r,r-i-l :E'_+1 i +H’rﬂ :r'ﬁ]

die Cramrrsche Regel anwenden.
Bezeichnen wir mit 4,, die Determinante, die aus A entsteht,
wenn man die s* Spalte durch
@y
a’?t
a:l'!

ersetzt (f=r- 1, ..., n), 80 ist nach der CramErschen Regel:?

1

iy B8 s ‘I{Al.r-r.l o1 ¥ oo+ 4, a),
1 .

Dy =i “I(As,rﬂ Tyt ..o+ 4, 7)),

1
Z =""I{Ar,r+1 ot oo+ 4,2).

Diese Gleichungen besagen, daB
: @y oy on s 2

eine lineare Kombination der folgenden » — » Lisungen ist:

Ay, p 41 4y 441 A, 41

—-——i—fﬁ, __“It_' g —---—’32?—‘1'—, JE a0 P 0
Ay 40 Ag rio APeeis

AT, _;_+ LR T .:;+ IR A A+"’ 0. 1! ‘-10)

Ay Aiet 20 LR A VR e

! Wir kinnten auch sagen: ,Wenn ein System linesrer homogener
Gleichungen so viel umabbiingige Gleichungen enthiilt als es Unbekannte
gibt, usw.*

? Wir wenden zugleich Satz 5 und 6 an.
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Diese n — » Lisungen sind unabhiéngig (vgl. § 24) und jede
Lésung unseres Systems ist eine lineare Kombination von
ihnen. Umgekehrt ist jede lineare Kombination von ihnen eine
Losung unseres Systems.

Wenn wir p beliebige Losungen hinschreiben, so sind darunter
hochstens » — r unabhiingige. Fiigen wir nidmlich noch die obigen
n — r Losungen hinzu, so wird dadurch die Anzahl der unabhiingigen
Lésungen nicht vermindert. Da aber die p ersten Lisungen lineare
Kombinationen der n — r letzten sind, so haben wir jetzt genau
n — r unabhiingige.

n — r unabhiingige Losungen besitzen hiernach immer die
Eigenschaft, daB jede Losung eine lineare Kombination von ihnen
ist. Nehmen wir némlich zu » — » unabhingigen Loésungen irgend
eine (n — » 4 1)* hinzu, so -besteht zwischen ihnen eine lincare
Relation, in der diese (n — » 4 1)* vorkommen muB (vgl. § 24), weil
sonst die » — r ersten nicht unabhingig wiren. Die (n — r - 1)%*
ist also eine lineare Kombination der m — r ersten.

Man nennt ein System von unabhiingigen Losungen, aus denen
sich jede Losung durch lineare Kombination ergibt, ein Funda-
mentalsystem,

Batz 21. Wenn der Rang 7 eines Systems linearer
homogener Gleichungen kleiner als die Anzahl n der Un-
bekannten ist, so gibt es Fundamentalsysteme von n —r
Losungen.

Um ein solches Fundamentalsystem zu erhalten, braucht man
nur n» — r unabhiingige Losungen zu suchen.

§ 27. Methode von Fnopexivs zur Bestimmung eines
Fundamentalsystems.

Um ein Fundamentalsystem von Losungen fir » unabhiingige
lineare homogene Gleichungen

Gy %+, %+ ..+, =0,
(1) Oy @+ 8y 2+ ... +0,,2,=0,

arlzl+a'r2x'+"'+arnmn=0

zu finden (» < n), kann man so verfahren.
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Man fiigt zu

Gyy Qg oo o By
a9y ”'-ze CRC O
By Qg ooy

n — r neue Zeilen

P11 Fegrye o Bgqn
@yl Fragscc Crpnn
“ul a'llﬁ! Wbl a'nn
derart hinzu, daf die Determinante
Gy Gy - Gy,
Do | %1 @0y,
aul anﬂ oo a!m

nicht verschwindet. DaB dies mdglich ist, wissen wir aus § 24.

Bezeichnet man nun mit 4,, das algebraische Komplement
von a,, in D, so sind die Wertsysteme

A""lﬂ’ A?-Iﬁl.!’ * Rt Ar.{-]__nr
(2) Ar‘+2‘.l ' ‘4r+‘3.2? S A,.H',,,
Ay s s SR N

Lisungen von (1). Das folgt aus Satz 15 in § 20.
Wenn wir noch zeigen, daB sie unabhingig sind, so wissen wir,
da8 sie ein Fundamentalsystem bilden.

Aus den (leichungen
R PR O SR +;' ey =0,
"A-w-l:a""J r+22+ —A =U:

I

7 L+1 n +"’ Ar+2 n+ +)n—r =0

folgt aber, wenn man der Reihe nach mit a4,,, ap,. .., a,,
(h =r+41, ..., n) multipliziert und dann addiert,

T e e

h-r

Alle 7 sind also gleich Null. Damit ist die Unabhiingigkeit
der Lidsungen (2) bewiesen.
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§ 28. n — 1 unabhiingige lineare Gleichungen mit » homogenen
Unbekannten.

Bei » — 1 unabh#ngigen Glelchungen
a, #+a, z+...+q9, =0,
Gy, % t+6y z+...+a6, z=0,
au-l,lxl i an-l.2:r= + e + au—'l.nxﬂ - O
besteht ein Fundamentalsystem aus einer einzigen Losung, die von

0, 0, ... .0 verschieden ist.
Bezeichnet man mit D, diejenige Determinante der Matrix

-

By O 1n
gy Oga e =ia
Gy 11 %-1,90 " " Fy1,m0

die durch Streichung der s** Spalte entsteht, so liefert die
Frosesiossche Methode die Fundamentallisung

Dy Dy s sy
Das algebraische Komplement vor ¢, in
Gy iy siviei By I
a’l Ggg o Gy
Bpy Gz = - . Gpn |
(— I)y*+¢D, = (= 1)"2. (= 1)1 D,.
Streicht man den gemeinsamen Faktor (— 1)""!, so findet man
die angegebene Ldsung. Jede andere Lodsung hat die Form

ADy, =AD,, .., (=1)"1AD,.
Beispiel. Aus

ist nfmlich

a, &, + a3y + a2 =0,
ba, + b2y + by 2y =0

folgt
: | oy S e as';
AGndy s | 1 8|5 3
oder, anders geschrieben,
g, G51.| % “1 G ay |

ﬂ:l:mz:waﬁllbb bl&
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Vorausgesetzt wird dabei, daB die drei Determinanten auf der
rechten Seite nicht alle gleich Null sind.

§ 29. Beliebige lineare Gleichungssysteme.

Wir wollen jetzt ein System von m linearen Gleichungen be-
trachten, die nicht alle homogen sind. Ein solches System lautet

ay @+ @, T+ ...+ 6 T, =b,

1 gy &y + Oyo Xy + ... + 05, T, = by,
T 0,5+ e T = b s
Wenn =, ,, ..., #, eine Losung von (1) ist, so ist

j @y gy v i, —1

eine Lbsung von

l Oy @+ O T+ oo+ @, B+ 2, =0,
Ay &y Oy Ty b o @ T, by, =0,

{2)

Gy By + G Xy ¥ .o Fa 24 b 2 =0,
Ist umgekehrt
; Zyy Tgy « o4y By Ep gy
eine Losung von (2) und z,,; von Null verschieden, so ist

LR i Thes Ay Lo
a"'m-'rl’ "‘Un-l-l' ! Py 41
cine Losung von (!).
Wir finden also alle Lissungen von (1), wenn wir alle Libsungen
von (2) aufsuchen, bei denen =z, ., von Null verschieden ist.
8s sind nun zwei Moglichkeiten vorhanden. Entweder erfiillt

jede Liosung von (2) auch die Gleichung

; Ty =0 ]
oder es gibt Losungen von (2), die dieser Gleichung nicht geniigen.
Im zweiten Falle hat das System (1) eine Losung, im ersten Falle

dagegen nicht. Wir miissen also feststellen, ob die Systeme (2) und

G Hta, %+ .+, + b, =0,

L By Ty + Oy Tyt oo 0, 2, b2, =0,
@)
a T ta 4+ . .. ta, 2 +b ., =0,
=I‘:u-i-!.go

dieselben Lisungen haben oder nicht. :
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Hat (2) denselben Rang wie (2), so ist jedes Fundamentalsystem
von (2) auch ein Fundamentalsystem von (2), d. h. (2) und (2) haben
dieselben Ldsungen.

Hat (2) den Rang » und (2) den Rang » 4 1, so bestehen die
Fundamentaisysteme von (2) aus n — 4 1, die von (2) aber aus
n — r Losungen. Es gibt also Losungen von (2), die nicht Lsungen
von (2) sind.

Wenn nun die Matrix

gy Oy oo 0, by
Gy Gy - - - By, by
a’ml “nz' g amnbm
0000
den Rang » 4 1 hat, so gilt dasselbe von der Matrix
Gy Gy -y, 0
gy Ogy - - Gy, O
aml “mz A a’mno
00 01
Dann hat aber
O g -0 Ky
Gyy Gog « + » Gy
ot ot st

den Rang r, also denselben Rang wie

Oy Oy e -Gy, by
Ogy Ozg -« Oy, by
Gy Fppge v - Gy by

Damit ist folgender Satz bewiesen:
Batz 22. Das System

Oy & + oy B+ oo 0,2, =h,
Oy &+ Oy T+ ..o+ 0,2, =0,,
_anlx! 'I'am:xz"i- L3 +amnzn:bm

hat dann und nur dann eine Losung, wenn die Matrizen
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Gy Gyg v e Oy @y Gyg oo by
Gy #0gqineaByy und %1 %s - %a by
a'm_“:"‘mz OB By Qg =+ Oy bm

von gleichem Range sind.

Man kann diesen Satz noch einfacher beweisen, indem man sich
direkt auf § 24 stittzt.

Wenn das System (1) eine Losung hat, so bedeutet dies, daB

bk s
eine lineare Kombination von

au,an, uiey aml

a‘lgra‘zs! L7 ) am?

aln’a2'n’ Feiticty amﬂ

ist. Dann hat aber nach § 23 (Bemerkung 6) die Matrix

Ay Qyy + .. G

ml
3) ] Gz Qg -+ - Oy
a naSn - o0 amn
denselben Rang wie ;
i Syl tan
: @y Ggg + v Opg
(4) s ;
aln“’!n Sl i aﬂﬂ
e 8
also auch
Gy iy e dry
(g} a!l aBS RS “’il
anl aln! LRSI anu
denselben Rang wie
a1 Gy "'_"u by
@ gy gy + - - By, by
ami a’m! S a’an bm

(vgl. § 28, Bemerkung 1).
Wenn (8) und (4) beide vom Range r sind und man wihlt in
(8)  unabhiingige Zeilen aus, so ist nach § 24 jede andere Zeile
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in (3) und in (4) eine lineare Kombination von ihnen, Also ist
b, by, ..., b, eine lineare Kombination der Zeilen von (3). Dies
bedeutet aber, daB das System'(1) eine Losung hat.

Wie viele Losungen hat nun das System (1), wenn iitberhaupt
Lésungen vorhanden sind?

@/, xyy ..., 2, sei eine bestimmte Losung und z,,2,,..., %,
eine beliebige Losung von (1). Setzen wir
=2 Y, =L Yy oo L, =3+ Yy

so ergibt sich durch Subtraktion der Gleichungen
Gy @y + G Ty + .. F Oin Tn = by
und
a. x'+ ez, o+, =b
die Gleichung Sl AR !

Gty Bty e+ 0,8 =0. (=1,2,...,m).
Umgekehrt folgt aus den beiden letzten Gleichungen durch Addition
die erste.

Wenn also 2/, 2, ..., s, eine bestimmte Losung von (1) und

Yys Yy - - - Y, €ine beliebige Lisung des Systems
lau htayht ..o +a,=0
®) %191‘*‘“32-%‘*' +“u31mf0
lyl+am2y2+ » + awmyn_o
ist, 80 ist

T Yy By A Ygse oo 2, + 9,
immer eine Losung von (1) und jede Ldsung von (1) 1aBt sich in
dieser Form darstellen. s
Im Falle » = » 1iBt das System (5) nur die Losung
“01y3=0 'J'fumo
zu. Dann gestattet a.uch das System (1) nur eine Lidsung, voraus-
gesetzt, dab die Matrix (4) denselben Rang hat wie (8), d. b. den

Rang n.
Im Falle r < n sei
Yy1e Yigy ++ Vi
yg;i yzg,? LR ys:;!

)
Yp-r, 10 yn--r,sl’ sieiey Yoo
cin Fundamentalsystem von (5% Dann sind alle Losungen von (1)
in folgender Form darstellbar:
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=24+ 4 Yor oF oot bWy r1s
Ty = ;‘n::'+ }'l yl?: 1 ‘i'zyss+ e A ln—ryn-r,z.‘

« &= xr:—i— ;'l hat lﬂ?lln"i‘ gty ;'ll—ryn—r‘ n'
Die 4 darf man beliebig withlen.

Sechstes Kapitel.
Multiplikation von Matrizen und Determinanten.

§ 30. Produkt zweier Systeme von » Zahlen.

Ty, Tyy ooy mund ¥y, Yy, ..., o, Belen zwei Systeme von n Zahlen.

Wir wollen den Ausdruck

Tyt Ty Yat e T Yy
mit (zy) bezeichnen und das innere Produkt! oder kurz das
Produkt der beiden Systeme nennen. Dieses Produkt kommt also
dadurch zustande, daB man jede Zahl des einen Systems mit der
entsprechenden Zahl des anderen Systems multipliziert und die
Resultate addiert.

Man sagt auch, daB das innere Produkt zweier Systeme durch
Zusammensctzung oder Komposition der beiden Systeme ent-
steht. Man meint damit, daf die entsprechenden Zahlen multipliziert
und die Resultate addiert werden.

§ 81. Definition des Produkts zweier Matrizen.

Wir betrachten zwei Matrizen mit m Zeilen und n Spalten:

ﬂv“ “u, LA al,n
&) e

aml amg odids (I'“‘
und

bn bu ey bln
(B) | by by oo by,

bml bﬂ2 o bmn‘

1 Dioge Bezeichrung rithrt von H. Grassyawx her. Da wir hierunur em‘el
Art von Produkten brauchen, kéunen wir statt ,inneres Produkt cinfac
,Produkt’ sagen. ;
Kowarewsks, Doteqminanten 5
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Das Produkt der r* Zeile von (A) und der s'** Zeile von (B;
bezeichnen wir (vgl. § 30) mit (2,5). KEs ist also
(a'r.b.v} =t III’sl. = ., bNS 8 e e LU bn:'

Aus diesen m? Produkten konnen wir die folgende quadratische

Matrix bilden
(o, b) (@ 8,) - - - (& b))

(2, b)) (2, b,) - -~ (3, b))
ta, by) (a,b,) ... (a,b,)
Die Determinunte dieser Matrix, also die Determinante
(@, &) (@ by) - - . (2, b,)
b) (@, b,)...(ay0,)
@ab) @aby) - - (agb) |
nennt man das Produkt der beiden Matrizen (A) und (B), und man
schreibt

Gy Qg oos By SR A (a, b)) (a, h) ol b))
Gy Ogg - - - Uay by bgy - - by, | (“y b)) (a, b ) e g b.},a)
L am! T Gm“ bﬁal bmz Pl bmn ( ( m . (am n

Im Kalle m = 1 haben wir es mit dem Produkt zweier Systeme
von n Zahlen zu tun. § 31 ist also als eine Verallgemeinerung von
§ 30 anzusehen.

§ 32. Produkt zweier Determinanten.

Wenn m =mn ist, sind 4 und B zwei quadratische Matrizen
mit n Zeilen.

Wendet man auf das Produkt 4 B mehrere Male- den Satz 6
an (bezogen auf die Spalten), 8o ergibt sich, dal 4 B gleich

| 817 b1y Oy B2y - 20 B By |

(1) E a3y, 'blrl Dy, bg,.. SRR P by o

Qny, blr. e, bz,., cea Oyp b,, o

ist. Jede der Zahlen r,r,,..., 7, kaon die » Werte 1,2,...,2
annehmen. Die Summe besteht also ans n" Determinanten.
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Nun ist aber nach Satz 5

a1, blr, O , b?f, *'la b Glrnbll'“ Ay, ALy - - @i,
a2 b1, as, by, -..02,, 0y, O3y, By, - - - A2,

I { rs Vi, n n | — L ] " 51',‘ b}.‘-‘ 2 bu’_n_
aﬂ";blﬁ annb‘.!r.'-'aur”bur, Gnr, Gupy -+ Qury

Wenn zwei von den Indizes r,,7,, ..., r, einander gleich sind,
hat die Determinante

rp Qlgy + oo Blgy
‘J'J Ay, A2y, = v » @2r,
1 GnrGag s - - ar,
zwei tibereinstimmende Spalten, ist also (vgl. Satz 3) gleich Null.
Wir kdnnen uns daher auf diejenigen Wertsyateme S P
beschriinken, die aus lsuter verschiedenen Zahlen bestehen. Die
Summation bei (1) erstreckt sich dann fiber alle Permutationen von
1, 2: s B
Setzen wir
By %y o By

o i Uy, Ggg - Oy

anl Opg - -« Oypy
go ist die Detenmnanta (2) gleich 4 ﬁ (vgl. § 18). In (2) lautet das
Hauptglied
Ay, B2y o Ay pyy s

Dieses (lied hat in % den Faktor
1,52,
i (‘!‘1 Ty <aie 9'“) ’
Die Determinante (2) ist demnach gleich
ﬁﬁgn(l 2 . s .ﬂ),
rﬂ

APT R
und die Summe (1) 188t sich so schreiben:

1=2na nye
ﬁ'Esgn(rl f’. . '_?n) DI?‘ bﬂrg s 'b“"ﬂ‘

Setzen wir
by
g | tabueby,

by H i

] bulbul"'b
5t
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so ist (vgl. § 9)
138 ...n)

B = > sgn ("1 B Dis by oo bypgs

Die Summe (1) wird also gleich 3.
Satz 28. Das Produkt der beiden Matrizen

Gyy Big oo Oy, by byg .. b,
T T T T IR 1
a’ul ”’n‘.% b arm bnl bn'} o b bnn-

ist gleich dem Produkt ihrer Determinanten.
Wir koénnen diesen Satz auch so formulieren:

Satz 24. Das Produkt der beiden Determinanten

S L TRRECR R B by byg oo by,
gy gy « « « Gy, und boy byg v+ by
A T S e b b b

ul "nld AN Al a% " ** Unn

1iBt sich als n-reihige Determinante schreiben, und zwar
hat man

Gy athyy oo Oy, byybrg oo by (@ b)) (@ b,)...(a0,)

Oy gy ooy | | By Dy oo by | _ | (a30)) (@3 0y) - . (ag ) :

Gy Gpg =« - Gy bul b;-! ek bnu (aﬂb};) (a'n bz) Jild (ﬂ'“bh}
wobei

. (arbc = arl bc]. + a’rﬂ bﬂ S aruban
18t.

Man nennt diese Multiphkation zweier Determinanten dic
Multiplikation nach Zeilen. Es gibt noch drei andere Arten,
zwei Determinanten zu multiplizieren. Man kann vor der Multiplikation
die Zeilen von 9 oder die Zeilen von B oder auch die Zeilen von
% und die Zeilen von B als Spalten schreiben und dann nach
Zeilen multiplizieren. Die Elemente der Produkideterminante ente
stehen dann durch Komposition der Spalten von ¥ mit den Zeilen
von B oder der Zeilen von % mit den Spalten von B oder der
Spalten von ¥ mit den Spalten von ®. Endlich kaun man noch
die beiden Faktorerw % und 98 vertauschen.

So liBt sich z B. das Produkt von )
Fo by b, und P By B,
6 0 " Vs




Das Quadrat der Vandermondeschen Determinante (i3]

zuniichst auf folgende vier Arten als zweireihige Determinante schreiben:
bbi+b8, by, + b7,
: o+ ot
(Zeilen von D mit den Zeilen von 4 komponiert),
bifhitby7yy b Pyt by,
ahten qfytar
(Zeilen von D mit den Spalten von 4 komponiert),
by t+e by b tan
byfy+ ey By b7y + 637
(Spalten von D mit den Zeilen von 4 komponiert),
Lo +ear, hf+ey, !

]u by Byt 371y bt 7s ,
(Spalten von D mit den Spalten von 4 komponiert).

Vertauscht man D mit 4, so erhilt man vier andere Ausdriicke
far D 4, die aber aus den obigen durch Umklappung um die Haupt-'
diagonale entstehen.

§ 33. Das Quadrat der Vanoemxoxprschen Determinante.

Um eine Anwendong des Multiplikationssatzes der Determinanten
zu halen, wollen wir das Quadrat der in § 21 betrachteten VANDER-
moNnrschen Determinante berechnen.

Muitiplizieren wir

n—1 -2
i e

-1 -2
V=|0a " a7 ... 1
G i AR |

mit sich selbst, indem wir Spalten mit Spalten zusammensetzen, so
ergibt sich

Son-283g-3+ « « Sy
Vie| Stn-3%n-4 - 8.
n
Bia g ek

Dabei hat s, folgende Bedeutung:
sk=af+g,§+...+a};. k=0,1,2..)
s, ist also gleich n,



70 Produkt rsddeckzgsr Mafnxen

Aus § 21 wissen wir, daB ¥V * gleich

"fsl — '32) I’r.f e rJJ] (“‘1 —1 ]’
(¢, — ax}z oo (my— “‘)2
(""N-l A% a’n}z
ist, also gleich dem Quadrat des Ditfercnzenprodukts der » Zahlen
@y, @y, .., &,. Das Quadrat des Differenzenprodukts lilit sich dem-
nach durch die Potenzsummen s, ausdriicken, und zwar in Form

einer Determinante, deren Elemente solche Potenzsummen sind,

§ 34. Produkt rechteckiger Matrizen.

Wenn wir zwei rechteckige Matrizen

By By oo By, by by Yy,
gy By oot Fan und by by oo by, (m == n)
Oy Gy v v o Oy bml blnﬁ S b-na

nach Zeilen multiplizieren, so ist es erlaubt, in jeder Matrix k Spalten.
mit lauter Nullen als (n + 1)t, (n 4 2)'°, ..., (2 4 &)** Spalte hinzu-
zufiigen. Dabei bleiben némlich die Elemente (¢, b) der Produkt-
determinante vollig ungeindert.

Im Falle m > n kénnen wir durch Hinzufiigen von m — n Spalten
mit lauter Nullen die Matrizen quadratisch machen. Dann wird
nach Satz 23 ibr Produkt gleich dem Produkt von zwei m-reihigen
Determinanten, deren jede wenigstens eine Spalte mit lauter Nullen
enthalt, also gleich Null ist. :

Satz 26. Multipliziert man zwei Matrizen mit m Zeilen
und n Spalten, so ist die Produktdeterminante im Kalle
m >n gleich Null,

Da wir den Fall m = n schon in § 82 untersucht haben, bleibt
nar noch der Fall m < n iibrig.

In diesem Falle ist das Produkt der beiden Matrizen gleich
d = folgenden Summe (vgl. Satz 6):

a1y, blr, By, b2y, o o0 By, bmr,n

E azr‘ b“‘ 2ry borl <l 2 ae?m b""‘m '

Oy ry blf, O v, b?fg v Ay bnr.
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d. h. gleich
@iy, Oty » «+ Olpy
Qa, A2p . . . A0
(1) B i L5 [F PDAT TSRy
| aml‘, a’mr.' R anrm

Jeder von den Indizes r, r,, ..., r, nimmt die Werte 1, 2, .
an, 80 daB die Summe aus ﬂ‘“ (Hiedern besteht. Wir kdnnen aber

von denjenigen Systemen r, r,, ..., r, absehen, bei denen zwei
Indizes gleich sind, weil ihnen verschwindende Glieder von (1) ent-
sprechen.

Die Glieder der Summe (1) lassen sich in Gruppen zusammen-
fassen, und zwar wollen wir alle Glieder, die aus einem bestimmten
durch Vertauschung der Indizes r,,r,, ..., r, enistehen, mit diesem
zu einer Gruppe rechnen.

Die Summe der Glieder einer solchen Gruppe 4Bt sich 31&0
in folgender Weise schreiben:

1
Q1o Mgy - - - Cign
- i
(2] 21 GQOI 7 AP bi &1 b‘zﬂ IR b"‘&’u'
| Gng, Gmey: - - Omea

Diese Summe besteht aus m! Gliedern und o,, ¢,, ..., ¢, ist
eine P.rmutation von r, 7, ..., r_.} Die Determinanten

L]
Arp, G1p, « « - Blp, B Gipy v o s Olpy,
W, G2, - -« Gz, ind gy, Qap, - - - Bapy,
a‘ha'lh' e a‘h a*nr. almw,- s O,

unterscheiden gich (vgl. § 13) nur um den Faktor 41 oder —1.
Das Hauptglied der ersten Determinante ist in der zweiten mit

dem Faktor
;I SRR
8gn
Ehs deion

behaftet. Als Hauptpaarung zwischen den Systemen 1, 2, ..., m
und 7y, 7y, -y r, gilt dabei

(1 2!0!’”)
Py e it
! Wir diirfen annehmen, daB r, < #3 < ... < 7, ist.

-
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Die beiden Determinanten unterscheiden sich also um den Faktor
sgn Fl Lo ':e) , und die Summe (2) 148t sich in folgender Weise

0y 0y -
schreiben ;
iy, A1y v o+ Aapy |
@0, Aoy, - 5 G0y 1%2. o5 o
£ et ® | > sgn D100 09 gy 3 Omigas
AT et ) sy (R
Bor, Cmr, -+ - Oy

Nun ist aber
blr, b'lr:, s blr,,\,
bﬂr, '!“_’r, b

=2 m o
- r AT I o ucn (OB
isgn () ) ‘ bli’: b'-'n?l"'b"‘é‘m_ s
Oy 05004 T e S

-

bmr, bmr‘ o § b bm:"m

Die Summe (2) wird also gleich

(1 et e ) (RS B,

gy, G2ry < - B2p,, | | B2y, b2py o0 o b2p,

| Omr, Omry e o v Oyrpy Do Dasricr oo Omp
und (1) ist die Summe aller dieser Produkte.

Um zu wissen, wie viele solcher Produkte es gibt, braucht
man pur zu ermitteln, auf wie viele Arten sich unter a2 Dingen
m (< n) Dinge herausgreifen lassen, oder wie viele Kombinationen
von n Dingen zur m'"? Klasse existicren,

Wir wissen, dal es

7 n!
(m) = ml(n = m)!
solche Kombinationen gibt.
Satz 28. Das Produkt zweier Matrizen mit m Zeilen und
n Spalten findet man im Falle m <n, indem man jede
m-reihige Determinante der einen Matrix mit der ent-
sprechenden Determinante der andern Matrix multipliziert

und alle diese Produkte addiert.
Das Produkt der beiden Matrizen ist also gleich dem FProdukt

zweier Systeme von :: Zahlen im Sinne von § 80. Um das eine

System zu erhalten, schreibt man die m-reihigen Determinanten der
einen Matrix in irgend einer Reihenfolge auf. Das andre System
besteht aus den entsprechenden Determinanten der andern Matrix.
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§ 85. Anderer Beweis des Mnltii;likationssntzes der Determinanten.

Das Produkt der Determinanten

2ot T i € by by - by,
of = | %1 %5 - Gn] und B — | bbb
Gy Qg - Oy bnl bﬁg i e bn“

kann man durch eine (27)-reihige Determinante darstellen.
Entwickelt man nimlich die (2#n)-reihige Determinante

By Bigana 0y 00 v 10
gy Oy ooty 00 S m i)
Qi G 07 050
iy Crar e O by by by,
O Oy oo Oy by by o by,
Ca1 Cng * * * Can bﬂl bnﬂ"'ﬁnn

nach den n ersten Zeilen (vgl. § 19), so reduziert sich diese Ent-
wickelung auf ein einziges Glied. Denn in den n ersten Zeilen ist %
die einzige von Null verschiedene Determinante und ihr algebraisches
Komplement ist 8.

Die Klemente ¢, konnen wir ganz beliebig wiihlen.

Wir wollen nun alle ¢,, mit zwei verschiedenen Indizes gleich
Null setzen, alle ¢, mit gleichen Indizes aber gleich —1. Die
(2n)-reihige Determinante lautet dann
Oy Gy o8, 0°0...0
gy Gggvvn By -0 0 .0 0
Ay s e VUG a0
-10...0
S e i R o

R R b O Yo

Addieren wir hier zur (n 4+ s)' Spalte (s=1,2,...,7n) die
mit b, multiplizierte erste, ferner die mit b, multiplizierte zweite
Spalte usw., schlieBlich die mit b,, multiplizierte n'* Spaite, so bleibt
die Determinante ungeiindert (vgl. Satz 7). Andererseits hat sic
nach dieser Umformung folgende Gestalt:
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Gy g+ 4Py Prg o0 By
Ggy Ogg + -« O, Py Jag « 22 Py,
aul aﬂ2 M5 E,m pnl pn! g ‘puu 3
=300 s O 00 s i)
(0 o ) il ol | s 1

_ 0R0E .. 100l
Dabei ist
prc= L5 bla+ Gea bl:+ et arubn:‘

»p,, entsteht also durch Komposition der r“» Zeile von ¥ mit der

s'® Spalte von B.
Die obige (2n)-reihige Determinante entwickeln wir nun nach

den n letzten Zeilen. Diese Entwickelung reduziert sich auf ein
einziges Glied, weil es in den = letzten Zeilen nur eine von Null
verschiedene Determinante gibt, nimlich

-1 0 0 |
0
\f (=1
0 0 I |
Thr Komplement ist

Py Pis o Pra |

Py Pz - - - Py |

Pll Pnl = ! Pin

Um das algebraische Komplement zu erhnltan, muB man noch
den Faktor

(__1}1+.+..,+ﬂ+(n+1J+(u+2;+... 2n

hinzufigen (vgl. Satz 11).
1424 . 4n4m4D4nm42)4...42n
=2(14+2+... 4 ) +n

Der fragliche Faktor ist also (—1)"
naste, d. h. AWB, wird gleich ~

Nun ist aber

und die (2a)-reihige Determi-

, Py Pig -+ Pra\
Py Py -« Pyn |
,pnl p'g TH Y pnn
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denn (—17"*" ist gleich 1, weil

w4 n=m+1)
eine gerade Zahl ist.

& 86. Anderer Beweis des Multiplikationssatzes rechteckiger
Matrizen.

Auch der Multiplikationssatz rechteckiger Matrizen 14Bt sich
durch das in § 35 benutzte Verfahren beweisen.

Wenn die beiden Matrizen

b b R by big -2 by,
Oy Ggg <o v Gpy  yng  Onm by v o- by,
By Py vl BGL bt Ony iy

zu multiplizieren sind und m kleiner als n ist, so bilden wir die
folgende (m 4 n)-reihige Determinante

L I | IR o e
QEn0EsNE See) a'“ an...ah
S 0FL0 Al 0 Ouy Gugs s B &
bjy by wsobyy =10 ... 0
bu b” con g SO =100 0

bnbn...b“ R B |

Addieren wir zu der s'" Spalte die mit b,, multiplizierte
(m 4 1), die mit b, multiplizierte (m+ 2)*, ..., die mit 4, multi-
plizierte (m + n)* Spalte (s = 1, 2, ..., m), so wird
(@, b)) @ by) ... (2, b,) @, 0, ... a

fazbj( b\...r’aib.)aﬂ t:p.zg "y

w1l ll!"’aﬂn

F R RS =100 5o
0 TR R IR e 1)

(a. b,) (a bz}. (a bm}a

D0 w0 100 e
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Entwickeln wir nach den n letzten Zeilen, so ergibt sich
(@ &) (@ b,) ... (a b,

m/

D = (_1.]” (as bl) (fl._,' bz:l 0] {02 bm}

(am‘bl) (am "5;’.‘J st ['.ﬂ'm bwu}
(—=1)" D ist also das Produkt der beiden Matrizen im Sinne von § 81,
Wir kénven nun aber auf D, ohne vorher eine Umformung
vorzunehmen, den LaApraceschen Satz anwenden. Kntwickeln wir

nach den m ersten Zeilen, so kommen nur die Determinanten

Ay, Alyy » v 0 Ay,
Mo Aoy, B2yy + v+ G2y,
Ar, Ompy + » + Oy, |

in Frage. Dabei sind r,, r,, ..., »,, Zahlen aus der Reibe 1, 2, ..., n,
und es ist .
rl<r!<... iy A

s handelt sich jetzt darum, das algebraische Komplement
von M zu finden, s

Un das Komplement K von M zu erhalten, milssen wir
in D die m ersten Zeilen und die Spalten mit den Indizes
m 1y, m+ 1y, .., m+r, streichen. Die m ersten Spalten der
Determinante K lauten

bll bﬂl B e bwll

bli bﬂ RIS bma

bln b2u g it bmn?
und in ihren n — m letzten Spalten gibt es nur n — m von Null
verschiedene Elemente. Die Zeilenindizes o, ¢,, ..., 0,_, dieser
Elemente sind die Zahlen, die in der Reihe 1, 2, ..., 2 stehen
bleiben, wenn man 7, r,, ..., 7, darin streicht.

In den % —om letzten Spalten von K ist also nur eine
vou Null verschiedene Determinante enthalten, und sie hat den
Wert (—1)"" " Ihr Komplement in K ist

blr, b‘ér. e bm'.

Mr i blf' bﬂﬁ! e bﬂf'

blrm b2rm LR bﬂru
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Um das algebraische Komplement zu haben, muB man den Faktor
(— 1Y hinzufiigen, wobei

=040+ ..t o _pt+tm+l)+m+2)4...+n
1st.
K hat dann nach dem Larraceschen Satz den Wert
(_l}ﬂ-ﬂ*d‘u('

Das algebraische Komplement Al von M ergibt sich aus K
durch Multiplikation mit (—1)", wobei

T=1424 .. 4mt+mtr)dmtr)+...+m+r),

so dab
Mﬂ[ £ (_. ]}:(—m-l o4 T MM{
ist. i
Offenbar wird nun
G4+t =n+2(1+2+...4n),
also g
(__l.-}u—m +o4T = (_ I-Jn—lu 4+ m® = {_ 1)-,
weil
m®: — m = m(m —1)
eine gerade Zahl ist.
Auf Grund des Larnaceschen Satzes haben wir

D=SMM=(—1"S MM

Andererseits war aber (—1)"D das Produkt der beiden betrachteten
Matrizen. Also ist dieses Produkt gleich > M A, d. h. gleich

By Oy mies Olrg Dyp by Saatbag

| G2n G2y oo G2y || b2y, bay, ... oy,
e

| Gur, Auipy - - - Amey, bour, buu\ .« burm
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Siebentes Kapitel,
Determinanten, deren Elemente Minoren einer andern sind.

§ 37. Reziproke Determinanten.

Jedes Element ., der Determinante

|

|8y Gy .. 0y, |

|

F oo T BT I
sy . i

By Gpg » v+ Gy |

hat ein algebraisches Komplement 4,,. Um 4, zu erhalten, muB
man in D die r** Zeile und die s* Spalte streichen und dann mit
(— 17" multiplizieren.

Die Determinante

| 4y Ay o 4y,
‘4:;351 Agy «- - Aya
i Anl ‘An! SERES Aun

nennt man die zu D reziproke Determinante.

Manp erhiilt also zu einer gegebenen Determinante D die rezi-
proke, indem man jedes Element von D durch sein algebraisches
Komplement ersetzt.

Multiplizieren wir D und 4 nach Zeilen, so ergibt sich

i DO0...0
DA 0D 0}
[00...0 :

In der Tat ist
2. All + Qg ‘A:I +. 4 @y Aan

im Falle » = g gleich Null und im Falle » = ¢ gleich D (vgl. § 20).
In der Produktdeterminante sind daher die Hauptelemente gleich D
und dic fbrigen Elemente alle gleich Null. Sie hat also den
Wert 1", so dab
; D4=D
1at. y

Wenn D nicht verschwindet, so folgt hieraus

4=p"""
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Satz 27. Die reziproke einer von Null verschiedenen
n-reihigen Determinanie ist ebenfalls von Null ver-
schinden. Sie ist namlich gleich der (» — 1)*®» Potenz
dieser Determinante.

§ 88. Die Minoren der reziproken Determinante.

M sei ein p-veihiger Minor von 4 (1 = p < »n). Seine Zeilen-
indizes 'seien 7, r,, ..., r,, seine Spaltenindizes s, 5,, ..., 8.
Mit ¢,, 05, ..., 0,_, wollen wir die Zeilcoindizes und mit
.p die Spaltenindizes seines Komplements M’ be-
zeichnen.  Jedesmal sind die Indizes nach zunchmender Grofie
geordnet:

Wenn wir in 4 die Hanptelemente von M’ durch 1 crsetzen
und alle iibrigen Elemente in den Zeilen g;, ¢,, ..., ¢,_, durch 0,
#0 entstehl eine n-reihige Determinante 4, die gleich ¢éM ist;
¢ hat den Wert 3

ﬁ'l, 63’ B O r;‘ﬂ_

A {_l}r,-e-...—; rp-{-!‘+,..+!!_'

Fntwickclt man nimlich 4 nach den Zeilen 01y Og1 vy Dy 5O
roeduziert sich die KEntwickelung auf ein Glied, weil in den ge-
nanaten Zeilen nur eine von Null verschiedene Determinante vor-
handen ist, die den Wert 1 und das algebraische Komplement e M hat.

Wir wollen jetzt 4 und D nach Zeilen multiplizieren. Dann
1iBt sich von der Produktdeterminante 4D folgendes sagen:

In den Zeilen 7, 7, ..., 7, sind die Hauptelemente! gleich D,
weil

Ay d 4+ a,4,+...4a,d, =D,

alle iibrigen Elemente aber gleich Null, weil im Falle =7

".1 Arl + as!‘drl + + aan“lrn =0
ist.
Die Elemente der Zeilen ¢, 0,y - .., ¢,_, in 4D lauten

a2y @y az oy e he a':lﬂl
Ay g, a2, cvelno,
ay o, pa?n"_p-' 'alﬂ'n_’)'

A D wird also nach dem Larrnackschen Satze gleich

! Pas heift die Elemente mit gleichen Indizes.
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@y, o, g, a T at’n-—p":
D? Q05 Tpgoy -+« Tgpnyo,
a('l’?n~p Gosoy-p - Ton-pou-p

oder, was dasselbe ist, gleich

ﬂs’- oy a‘.’i Oy s 1o O, Tn-p
D? | Yaaon @gros t v Gggop-p
a@n-p“: a:'u—,-"'-; =3 {r Pl a{’n-:p"’n»p

Da 4 = &M war, so ergibt sich im Falle D ungleich Null,

Uy, o, a{.‘l 3 b at'l Oh-p
M = D)r--la gy a, 2y, 5, v e a:,,.,”_,,
a!‘n-p"l a&'u-—p"i A0S ai‘ﬁ-p"n—;

Bozeichnen wir mit 3 den Minor von D, der dem Minor M
entspeicht, d. h. diceelpen Zeilen und Spaltenindizes wie M but, so
IL88 sich die obige Formel auch so schreiben:

M= D",

Dabei bedeutet 37 das algebraische, Komplement von M in der
Determinante 1.

Batz 28. D sei eine von Null verschiedene Determi-
nante und 4 die reziproke von ihr. Ist dann M, ein
p-reitigor Minor von 4 und M der entsprechende Minor
von /), so unterscheidet sich M von dem algebraischen
Komplement von M nur um den Faktor D*~*!

Wir konnen auch sagen:

Das algebraische Komplement von M’ unterscheldet
sich von M nur um den Faktor D*~'.

Al ist das Komplement von M, also der Minor von D, der dem
Minor M’ entspricht.

Die algebraischen Komplemente der Elemente von 4 sind hier-
nach gleich den entsprechienden Elementen von D, multipliziert mit
dem Kaktor D"°% Die reziproke Determinante der Reziproken ist
also wieder die urspriingliche Determinaute, nur dall alle Klemento
den Faktor D""? erhalten haben.


Spa1tenindk.es
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Ii

§ 39. Die Reziproke einer verschwindenden Determinante.

Wir haben bisher angenommen, daB D von Null verschieden
ist. Jetzt wollen wir den Fall D = 0 erledigen. Und zwar beweisen
wir folgenden Satz: ;

8atz 20. Wenn eine Determinante gleich Null ‘ist, so
hat ihre Reziproke entweder den Rang1 oder den Rang 0.~

Wenn D =0, so ist der Rang von D entweder gleich n — 1
oder kleiner als # — 1. Im letzten Falle sind alle 4, gleich Null,
d. h. die zu D reziproke Determinante hat den Rang Null. Im ersten
Falle haben die linearen Gleichungen

o+ a5+ ... to,7,=0,
Gy % + G2y + ...+ a,,2,=0,

o5+ a,0+...+a,,2,=0
nur eine unabhiingige Losung (vgl. Satz 21), aus der sich jede andre
. durch Multiplikation mit einem Faktor ergibt. Diese unabhingige
Losung sei
=25, 2,=8,,..., % =B,.
Dann 1iBt sich jede Losung in der Form
VB Al a4l
schreiben. Nun ist offenbar
A vrdes, winy Asys (P 1508, 5L i)
eine Losung unseres Systems. Also gibt es eine Zahl 4, so daf
man hat
AMHA._B‘, Ar2=ArBz""l' ‘Afn=‘Aan'
Die n? Elemente 4, der reziproken Determinante driicken sich somit
durch die 2a Zahlen
Ay Aoyl omnd =B oM s B

in der Form aus

4,,=48,. Rt o by AT
Daraus folgt, daB alle zweireihigen Determinanten
Ars, Arys,
A"‘l I"1 A'\h
gleich Null sind. Eine solche Determinante ist nidmlich gleich
rn By, 4, B B, B
4y, B,, 4, B, -4, A LT Y
‘A"'! B': A.,.' B‘I B‘: B‘l

KowALewski, Determinanten 6
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~ Die Sitze in 8 87 und § 38 gelten also auch im Kalle D = 0.
Denn in der Matrix der reziproken Determinante verschwinden dann
alle mehr als einreihigen Determinanten.

DaB die Sitze 27 und 28 im Falle D = 0 ihre Giiltigkeit be-
wahren, konnen wir auch aus den Betrachtungen in § 15 entnehmen.
Ersetzen wir die Hauptelemenie g,,, a,,, ..., a,, durch

1 1 1
ler'i"-;, 622-{—--’;—,...,9‘”4-—’;— (P=1,2,...),

8o ist D von Null verschieden, sobald nur p geniigend groB ist.
Dann also gelten die Siitze 27 und 28. Lassen wir nun p unbegrenzt
zunehmen, so ergibt sich mit Hilfe von § 15, daB unsere Sitze im
Falle D = 0 bestehen bleiben.

§ 40. Die reziproke Determinante eines Produkts zweier
Determinanten.

Wir wollen die beiden Determinanten

Gy Gy -0 Oy bilblz“‘biu
Gg) Byg « ++ Oy und byy byg -+« by,
I anlaﬂﬂ ] "ana bulbnz "'bnn

miteinander multiplizieren, und zwar nach Zeilen.
Um zu der Produktdeterminante

l. (a, b)) (@, 8,) . ..(a; b) |
(@y b)) (agdy) . . . (ay b))
| (@, b) (a,b,)...(a,0)
die reziproke zu bilden, muf man das algebraische Komplement
¢, von (g 0) aufsuchen.

s
(—1y+eg st das Produkt zweier Matrizen, die man erhilt,
indem man in der Matrix

Gy Oy3 2@y,
Gg1 Fyz o> - Boy
GpyGiaer .6,

die r* Zeile und in der Matrix
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by byy - .- 0y,
byy bag - by,
RS JRSEEET J

die s Zeile streicht. Dieses Produkt kann man aber nach § 84
auch durch Komposition der (» — 1)-reihigen Determinanten beider
Matrizen gewinnen. Die (n — 1)-reihigen Determinanten der ersten
Matrix lauten:

(=11 g (= 1)434 ,, ..., (—1)+n 4,
die der zweiten:
(_ 1)84—1‘8&1’ (— 1)”23:2’ Aoy (‘— UM“B:-'
Das fragliche Produkt wird demnach gleich
(=1)**(4,, B, + 4,,B,,+ ...+ 4,,B,)
und ¢,, gleich
A,B,+4,B,+...+ 4, B, =(4,B).

Man erhilt also die Elemente ¢ ,, indem man die reziproken
Determinanten der beiden gegebenen nach Zeilen multipliziert.

§ 41. Das Theorem von SyLVESTER.

Wir wollen die n — 1 letzten Zeilen von

|
G5y g e g
Avee [0 By By
i a'n'l anz =t ann r

mit ¢, multiplizieren. Dann erbalten wir (vgl. Satz 5)

By Oy T
@l Am [ 1% OB e O
LR TR RS T T

Subtrahieren wir jetzt von der zweiten Zeile die mit a,, multi-
plizierte erste Zeile, von der dritten die mit e, multiplizierte
erste, ..., von der n** die mit a,, multiplizierte erste, so ergibt
sich (vgl. Satz 7)

6‘
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G“ al'& a!n

a1 A = 0 8,8, —0,0y ...0,0,,—a,0 3

% v

0 a8, — 0,8, - .8, 0,,— 0,0, |

d. h. (vgl. Satz 14)
Oy Ogg — Big by ooy Oy Qo — Oy Oy
A5 piad

arT A= ay, SN S ey e

Oyy Opg — Gyg Oy - - oy Oy B — O 0y, |
Im Kalle a,, ungleich Null folgt hieraus
Qyq Cgg — Oy Aoy Oy Oyg — By gy - - oy Gyy Oy — Gy, Oy

1) at=84a | %1 % Gria Gy s Oyg Gyg =5 Oy Gyyieie s Gy Gy == Sh n a1
(} al| A

Gy By Oyg Gyyy Gy Bug— Gyg Gy - - o) Gy Gy, =0y, By

Die Formel gilt aber auch fiir g, = 0.! Dann wird nimlich
die rechte Seite gleich

Ggy Ogy - - -8y
aiansl Bei Guy 3 s Gy
(= )" aya,...9,

‘g'n] aﬂl"‘a’nl

Im Falle » > 2 sind also in (1) beide Seiten gleich Null. Im
Falle n = 2 reduziert sich die Formel (1) auf 4 = 4, wenn wir af,
durch 1 ersetzen.

Die Elemente der Determinante rechts in (1) sind die zweireihigen
Minoren von 4, welche a, als einreihige Unterdeterminante ent-
halten, oder die zweireihigen Superdeterminanten von q,,.

Setzen wir zur Abkiirzung

a“' % [=br: (‘?‘, 8'=2f Bp"'! ﬂ}’

@y @y

so laBt sich Formel (1) so schreiben:

by byy + - - by,
6)) - h = byg byg - - - by,
bnﬂ bus o) bnn

' Man kann sich hiervon auch dadurch tiberzeugen, daB man znerst
@y, + 0 annimmt und dann a,, nach Null konvergieren l48t.
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Auf die Determinante

I 523 b23 e wy b2n

B = b!sbss"'bSn
bns bnS b bua

konnen wir wieder die Formel (1) anwenden. Setzen wir

| b22 b2a
J i '_ﬂ" ("1 s‘_sl 4:--'1 ﬂ‘))

ri “rs

80 ist

Bss Bas + -+ Pya
(2) 9B = ﬁ_n Bas - -« Bun

ﬁnsﬁnl S ﬁnn ,
Formel (1) liefert aber, angewandt auf die Determinante

a, &y a, |

Cpp, = | Ggy Gy Gy,

@,

(r, s=3, 4,..., n),

a, a

rd “rs

die Glaichung
brz b? .

brs brl
so daB (2) folgende Gestalt annimmt:

Cy3 Cag ++ + Ogp

“l! Gro T

| = ..

g el =, Oia £ weie 3
BB = anT3 "B Jhn

ou:l cn‘ el o»n

Hieraus ergibt sich unter Beachtung von (1)
Ogq Ogg = -+ Oy

@) bnedg = | % Ops s %a

%a3 Cng " * * Cun
Hierbei haber wir a,, 3 0 angenommen. Die Formel (2) gilt
aber auch fiir a, = 0, wie sich sofort ergibt, wenn man a,, nach
Null konvergieren liBt. '
Die Elemente der Determinante

O3y Cgy - + Cgyy

Ce=| %48%4 ++: Cn

0'“ smi ol Bnn
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sind die dreireihigen Superdeterminanten von

1

3 I % %,
by, = |
P Ty By |

Man kann hiernach folgenden Satz vermuten:

Batz 80. Die aus den (b4 1)-reihigen Superdeterminanten

yon

iy Yy -

Qgy Aoy

G‘-M aﬁﬂ .

<Ay

2l g

s Gy |

gebildete Determinante ist gleich

* A

L)

N —h —

1]

» Gyn

L PR RO P i
)

Gy Boy o 02 Oy,

anl a' Lt an!l_

(1=4h<n).

Um sich von der Richtigkeit dey Satzes zu iiberzeugen, braucht
man nur zu beweisen, daB er ricktig bleibt, wenn man 4 durch % + 1

ersetzt (A < n)?

Betzen wir zur Abkilrzung

rs

so lautet die Formel des Satzes

®)

By Ohg - - - Oy 0,

a1 oia 00y Uy

. : ("J s=h-+1,
By Opg o0 O Oy,

G Opg 20,0, |

30

: |
i"i-l-1..1|+1 bh+l.h+2 e = bﬁi-l.n |
Orszner igonas o bapsn

- - . -

bossr byage by
Gy @y ..., |n—h=—1]| a,a, .
Uyy Ogg - - - Gy, gy @35 -
Gy Bps - o0 Oy, B G it

! Fir i =1 und 2 = 2 gilt der Sats,

Das geschieht aber in folgender Weise.

i

=

an
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Nun ist aber

bh-l-],l-l—'l bh+1.ﬁ+2"'bh+l|n ﬁ p';
A2, k42" Thid.n

(4) m=n=2 | Oyoagr Ongenez o Ohion | o
A1, kbl

b : .b. Sie -b. X ﬂﬂ,h-fz il ﬂnu

mh+1 n.h+2 *°° nn
Dabei hat f,, folgende Bedeutung:

b b
e T [ i B T XU T B R S

br, h+1 b!'l

Wendet man nunmehr auf die Determinante

Gy By . G4 a, |

2y Byg v+ OB 549 Ay
G, 1%41,2 T v 41 %4,
Gy G ve @ gy 0y

den Satz 30 an, so ergibt sich

i I Shyiseieis Sy Mg

Byy gy eve Gy 34y Oy,

B i, 1% 41,20 Bhgr, n41 %,

\ ar 1 a.y af, E41 a'rs
Setzt man also
Gy B3 - M4 a,,
By G -+ G541 g,
o, = g : ; (rnes=h+42,...,n),
Gr1, 140,20  Bar,n 41 Wy,
a’rl ar! g ar,?l-!-l ﬂ"
80 wird

Brso, nes - Praeim Gry-o- B n—h—=1|C. 02 Chpr,n|

. . . . . . e

Bty v Dan TR Y Cunts ' Oanm

Die Formel (4) liefert also unter Beriicksichtigung von (3)
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1 Cht2,h4+2 Cnte,hes - Chaz,n
Chis,h4s Cneaht3 c Chysa
|
l‘:’n, h42 cﬂ, h4+3 Can ‘
R
By Gy - Gy [P—h—21650,...0,
- oy R e T e Gy gy -« -y,
I Bs1,1% 41,200 Yk, bt 1 i Ty Byg v o - Uy

Dies ist aber der Satz 30, nur daB 4 durch A + 1 ersetat ist.
Wir haben hierbei angenommen, daB

@y % - By l
k |

Byy Gog » » « thyy

Op1 Gpg » = - Tpp

ungleich Null ist; denn es wurde durch

a;, aw...a”ln—k-—l

gy gy« « « Oy
1“:11”,\2"'“&»
dividiert.
Ersetzt man a,,, a,,, ... @,, durch
1 1 : 1
&y +;! yy + Bt v “’M“{"'}T

und 1Bt p die Folge 1, 2, ... durchlaufen, dann ist bei geniigend
groflem p

1 |
“11+'i,}' g rinivie e Clary
i |
a i, +— ... a
s Gty 2h
a a a,, - L
Al ug S o aslyy Sty

von Null verschieden,®so daB also Satz 30 anwendbar ist. Bei der
Ausfithrung des Grenzitherganges hat man sich auf § 15 zu stiitzen.
KEs ergibt sich dann die Allgemeingiiltigkeit des Satzes 30.

Fiir den Fall n = & 4 2 ist das SyrnvestErsche Theorem ein
Spezialfall von Satz 28 in § 37,
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§ 42. Geriinderte Determinanten.

Von der Determinante

B,

sagen wir, dafl sie aus

A=

a-“ alz_ P a“ xl

Gg) Ogg - o= Gyq &

O aa e

Y Y .-,

] (Lll a’]s‘ = aln |
A3y Qng - - - Oy
l‘.'.l“l an,.. .a’"‘

durch Riinderung entstanden ist, und nennen sie eine geriinderte

Determinante.
Die Determinante

Gy yg v o s Oy Ty Tyg l
Byy Qgy -+ + Qg Tyy Tpy |
w a'nlaus" -4 nxn'.lmn!.
Yin Yre + - - ¥1n *1 ®12
Yo1 Yag » + < Yz %1 %oy I

entsteht aus 4 durch zweimalige Rinderung.
Determinante 4 p-mal, so ergibt sich

Gy Gg'=s -0y, &gy Trg -
gy Ogg » « -« Gy Ty Ty«
Sl Gpy Oyy %an Tn1 Tng
=
Y Yo o - Yha Py 2 e
Y yzz o yzn 4"'3: ‘ze X
Ypr Ypa s+ = Ypa Pp1 Fpa- +

Wir wollen zuerst die
trachten.

'xlp
..:sz

+ T

np

.221’
.« %

2p

- %

Py

Solche Determinanten traten in § 41 auf

Rindert man die

einfach geriinderte Determinante be-

Entwickeln wir R, nach der letzten Spalte, so erhalten wir
B =3(—r+1+rg, T, 4 24,

n=l

Y, entsteht aus R durch Streichung der letzten Spalte und

der pn““ Zeile.

Bezeichnen wir mit %, das Komplement von o

ne
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in 4, so ergibt sich durch KEntwickelung von Y, nach der letzten
Zeile

n

==y 9,

y=1

so daB
st %(_ 1)2n+l+p+v ?Iﬂ'x’.y' + 2 A
ist (u, v=1, 2, ... n).
(—1)ptr QI’" = A,.uv

stellt das algebraische Komplement von «,, in 4 dar. Wir kdnnen
also auch schreiben

R =24—>4,1y, (ayi= 15 20 cim).
{1 B

Wir wollen von dieser Formel eine Anwendung machen. Nehmen
wir an, daB A4 =0 ist. Wie wir aus § 39 wissen, lassen sich
dann 2n Zahlen 4, 4,, ...; 4, und B, B,, ..., B, so wihlen,

daB man hat
A’“ = A.u B'.

B, =—2>4,Ba.y,,
R =— (; A.u zﬂ) (24? Bryv)'

Es gilt also folgender Satz:

Wenn in einer Determinante das Komplement eines
Elements a, gleich Null ist, so zerlegt sich die Deter-
minante in zwei Faktoren. Der eine ist linear und homogen
in den Elementen, die mit a, in derselben Zeile, der
andre linear und homogen in den Elementen, die mit a,,
in derselben Spalte stehen.

Bei der p-fach geriinderten Determinante R, behandeln wir zu-
niichst nur den Kall, daB alle 2 gleich Null sind.

Wenn p > n ist, reduziert sich die Determinante

Hiernach wird

d. h.

By Org » 0+ O ¥y By s -0 &y

Qgy Oy« + - “-au“"n ""’22 cee gy

R anl“nﬂ"' nl"rulzlﬂ"'xup
P

YiiYge-Y%a0 0 ... 0

ynyu...t;“(i 0828520

| Yp1Ypse+-Ypn O 0 Sdnel)
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auf Null. Denn alle p-reihigen Determinanten, die in den p letzten
Spalten enthalten sind, verschwinden, weil sie wenigstens eine Zeile
mit lauter Nullen aufweisen.

Im Falle p =»n ergibt sich durch Entwickelung nach den
n letzten Spalten :

Ty By ooy | | Ve Yia
o ; 1 :
s Tgy Lgg oo o Ty | Yy y” cesYon
n [
‘ -’IJM mu: e ‘rnﬂ ynl ynz s Y

Dabei ist (vgl. & 18 u. 19)
A (_1)1+‘.’+... tnt @l +rDd.. 20

d. h.
£ = (_ l)nfﬂni—l) — (___ 1}“_

Nun bleibt noch der Fall p < » tibrig. Die Entwickelung nach
den p letzten Spalten liefert
ol 00,8 cacflan

‘ xf : I!‘, -t xfl P

Si(— 1)k dry dasl) ko4 Tn1 T2 Tnp| |Son-pl Ten-p2-* Con-po :
T ’ - £ S 1 o £ T
{ . s

Irpl z",;s A )‘r,p !

y,,l ¥iald L,
74y Ty - w7, sind p Zahlen aus der Reihe 1, 2, ..., n, und es ist

R i r,. Streicht man in 1, 2, ... n die Zahlen 7,
ﬁbng

Yy oo Ty dann bleiben 01y Oy g Opy
Entwickelt man jetzt
Gy, 1 p, 2 e Opm
Opn-p1 pp_p2 - -+ Gop_yu
i Vi srsYin
ypl yj@‘.‘. i e ypn

nach den p letzten Zeilen, 50 findet man

E(— 1)'1+...+-,,+n-p+1+... +n

Yie Yim - - - Yty i s, 0, g, 0y creOp oy g
You, Y20, + » - Y2y oy 0, Oy 04 cv e Opyoyap

Ypsy YUpay + + + YUp 2y @ op-por Coppon s < - Pon_pou-p
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S1s 8y v 8, (8 <8,<...<s,) sind p Zahlen aus der Reihe

1,2, ..,n ud o, oy, ..., 6,_, bleiben iibrig, wenn man in 1,
2, ..., n die Zahlen g, s, ... s, streicht.
a!?lﬂ'l al?l“’i L iFd al?l Tn-p
(_ 1)n+u-+rp+'1+---+s’, s 04 gy 0y "'aﬂ""’n-z’
ai?n—y“; am~pﬂ‘l gkt a’(‘n—p Tn-p

ist das algebraische Komplement von
Gry s a"s‘z ot af:’p

Bry, Grysy » - - a"'!’p

Grps, Orpa: + + Grpap
in 4 Wir wollen diesen p-reihigen Minor mit

Ar, Tge.ity
: 0.8,
bezeichnen und sein algebraisches Komplement mit
Er. TaionTp
ity ..,

Da
B+D4+...+Mm+p)+r—p+ 1)+ ... +n=pQ2n+1)
ist, so ergibt sich schlieBlich

T Tr3 oo Trp || Yia Yrog - oo Yiay

R =(— I}PE C'E,..l. Try2 ‘.‘ A xf-ij ?211- y?.n '-' '-gs'p Apivg...

r
L B
P

. Bty
| Trp1 Trpa. - o Trpp Ypo, Yps -+« Ypay

Zum SchluB betrachten wir noch die zweifach gerinderte
Determinante

iy e Oy g o Dyl
133 — an‘l" ok anuzlli 53“

Yia + + Yia %11 ¥

Yar v ~Ugn g gy

Die Glieder, die kein z enthalten, sind im Falle n > 2 zu-
sammen gleich!

! Im Falle n = 2 ist Euul zu getzen. Im Falle n < 2 gibt es kein
Glied, das von den z frei ist.
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| x"x 1 9‘7,-‘2

2 ! Lro1 Lr, 2

Um die iibrigen Glieder zu finden, entwickeln wir nach den beiden
letzten Spalten und lassen alles fort, was mit keinem z behaftet ist.
Da finden wir zaniichst

yla, Y1a,y
y‘ZlI ?!2., .

‘A"l o

5e

T Ay |

4 ;
Fo1 Fag |

auberdem aber noch eine Summe von Gliedern, die nur ein einziges »
enthalten.

Will man z. B. die Glieder finden, die #,, und kein anderes z
als Faktor enthalten, so braucht man nur in R, diese andern »
gleich Null zu setzen und in der so entstehenden Determinante

@y ¢+ -Gy, Ty Ty

a’n] s Oy Ty Tyo
Yig oY%y 0
Y1+ Y, 0 O

das algebraische Komplement‘von %,, aufzusuchen. Dieses lautet,
mit z, multipliziert,

Gyy il Tyy
e
u a’nl I wﬂi
yz} ves Y 0

_Die Summe der Glieder, die z,, und kein anderes x als Faktor
enthalten, ist

B+« G Ty
z,
g a’nl s a’nn mnl
Y- -Y%a 0

Die Glieder, die #,, bzw. z,, und kein anderes z als Faktor
enthalten, geben zusammen

Gy« o Gy By Oy -+ Gy By
— Xy bzw. —z,,
r"ul M "Gnn'zsl aut R a’uu 3“’

Ysy + - You O %y -Ya0
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Die vier letzten Determinanten kénnen wir nach der letzten
Zeile und letzten Spalte entwickeln und erhalten dann beziiglich

—z A Zog Yggs
-, > 4.,

22 2 Lo Yy s
+ 7’1:1.2 Arw rl Ji.l'
Wz z!lE An Loy Y14
Diese vier Ausdriicke haben eine Summe, die sich so schreiben
laBt
0 xrl xr!
24, . %y Frs
4 Yae #n %3 |
Setzen wir statt 4 der Gleichformigkeit halber
A,

r
L]

so ergibt sich fiir R, folgende Entwickelung:
: 0 0 Tp 1 Ty, 2

0 .
Tr1 Teg 0 0 2,2,

+E'§f Yis *11 *19 +E“I"s"!

ff | Yis, Wa, %y Xy
171231 Yas, Ty Ty
Hiernach kann man voraussagen, wie die Entwickelung von R,
aussehen wird. Sie wird lauten:

T %1

T g

RS-A

Yog Py Fop |

| |0 z,...2,
S Lo Yy Mg oo &
R,=A|' Esma ey S e
Tl ket ol e
[ %p1 Py
| Ypo g1 P?l
; A xrl'”xrp[ 00 33,‘1. -mf,p
1 1 I 0 0 0 :‘l:,."...it'-,.,p
Ej 0=10 7% R 0 0 0 Zy, Sy
+ i 3 + J,.I 1 P
P m..yz.-.x,'l 'x'l‘r 2 ooy Yo Yla Yig %y <%y
Yoo Ypm Xy -+ %
8 Ypm Xpy Py Ypalps¥ps, ¥py - %py

L, A R s
Im Falle » =p ist fir

1 zu setzen.
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Die in der Entwickelung von R auftretenden geriinderten
Determinanten sind Null, sobald ihre Reihenzahl griBer als 2p ist.

Setzen wir
TR T i p
Z=| %1 %o el
lz x
< LEEL SpR ol e p
80 wird
‘ 0 3".3"] il mrjr [ : m‘.l'.l 2’-1’ yl.&
T P PR B — zfr
e - o Te g Yo n s
! . . . . . zp] N zppypg | a
]y,,_,mﬂ...x”} xﬂ...zrp(]
ferner
U e e By o %y p Yo, Yla
Uty ooty SRE T S
e R )
; . i = 1 pay Yp s
yh,ylag-";] ver By » £p 2
RIS i S il Trie oy 00
Ypa, YpnTpy « + + %y A G R
Z xfl‘l Tr, o, y?l‘l yh'l
""E 0101
%0 | Tr,0, Tr, 0, yﬁ‘l yh'l

usw. Hiernach ist

m"l% zﬁ oy

m"rol xﬁ dy

Yorn, Yorn

R, =4 Z“E‘I‘rz_s Tro You + E‘{ﬁrs?:exes

iy 00

Yort, Ypuss |

= x’:ﬂl z": oy x"a"s You8 y!?nh y?l &
=30 E'Jﬁf‘o"l Zt?a?lé‘o z“l’: x"l"n x"!"l y@:'u yem y?!'! + %
et mﬁ"l x’nﬂ E,..,,' yﬂsh y&‘l y&lh
Die r, s sind Zahlen aus der Reibe 1, 2, ..., n, die p, o
Zablen aus der Reihe 1, 2, ..., p, und man hat r, <r, <...,
8 <8 <oty PO K ey <G < 0 et
In dieser Form liBt sich die Formel leicht verifizieren. Man
teilt die Glieder der Determinante R, in Klassen, je nachdem sie
einen Faktor #, zwei Faktoren z usw. enthalten. Die Glieder einer
solchen Klasse liefern dann immer einen Bestandteil der obigen
Eutwickelung. Die genaue Durchfihrung dieses Beweises itberlassen
wir dem Leser.
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Andere Berechnung von R,

§ 43. Andere Berechnung von R,

Mit 4_, bezeichnen wir das algebraische Komplement von a, i

ﬂ“

Al gy

a

nl

P
gy’ veis thy
L R

und mit Z,, d'is algebraische Komplement von %,, in

Multiplizieren wir

RP
mit
7 gl
;w ergibt .aich
A"lfi’ =

Uy Mg v By g
7| By
| Zpy Xpge o e %y
Gy Oyg o0 o Oy Oy Byg o0 - By
“z:“zz"‘“zn‘”slxzz"'zsp
an! a‘uz " G"mn zﬂl mnz ‘T:ﬂp
Yiatha o -Yhan?®n Fac- %y
You Yaz « - Ypn Mgy Fgg - - - Xy
ypl ypz‘ s ypl xpl x;:s xpp
i Ao v A 10:0-:5,0
Aﬂl g3 ¢ 42“00 -0
& A“A“ A 00 .0
A0S 0r T 10...0
L) PR R ¢ S B 1)
4 s 240 SOER0R0 5l
A 0 0 Ty By - -2 Ty,
Orcd 0 oy 2.9,
0 0 4 T, Ty .. 2,,
("41 yl) (Aayl) (Auyx) T B P IR
{A'l.'fs) (Azy:) [A y,) & x,,---x,,
(A'] yp) (Aﬂ. y’) [A yp) xpl £} Rt x}?p
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Dabei haben wir 0t
}-’ Al‘v ykr = (Aryk)'

genotzl (e 10 2. L oL Smes e 10 2L L) D)
Multiplizieren wir jetzt noch 4™ 'R, mit

1705 508050050
0,15+ 4050 40k .. 0
Fo O e R
0305460 ZLod il 2
020, A0 ZIg o gL
005,02, 2 5 B8

80 erhalten wir
4 0 ... 0 (Zx)(Gn).. (Z,5)

0 4 . 0 (BB (25)
Av=1 Zplipin sal) Deate .4 le"](Zx)...(Zs)“’
2 (1?11)(‘42!11) -v(A,,.'}l) Z (3 2y
[‘41 yﬂ) (Ag 5’-!) » (An Fg} 0 Zer e )
4 4 4 0 D
S ( 15’,)( gy} ( A .

Ezkg wrg e {Zt JC,-}
e

gosetzt ist (P = 1, 2, ..., m; k=1,2 ..., p)

Wir wollen Jetzt Ar-1 721 R, nach den n ersten Zeilen ent-
wickeln,

Ein Minor, der die Zeilenindizes 1, 2, ..., » und die Spalten-
indizes : |

rla, rz», G r"-'.a’ n 4+ kl’ n - kz, "o ay 7; o k!’
hat, wobei
: I1Sr/'Cry/ <o C¥y S
und
l=kh<kh<...<k=p

ist, 1iiBt sich so schreiben:

I(Zt Tl °(z.t ﬁr.)i
(ZA“r) (’k “’f){

gA"—e

Kowarewsxi, Determinanien
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iy Tys -5 T, 8ind die Zahlen, die itbrig bleiben, wenn man in
der Reihe 1, 2, ..., n die Zahlen r,", r,’, ..., r,_, streicht. Fiir ¢
gilt die Formél
8= (=11t cmmpd iy,
Das Komplement des obigen Minors ist in den p 1etzten “Zeilen
enthalten und hat die Spalfenindizes

Pig Lar o oey Tou Hdlyym ) nd Ky,
k', k', .... ky—, bleiben fibrig, wenn man in der Reihe 1,
2, ..., p die Zahlen k,, £, ..., k, streicht.
Das fragliche Komplement ist also gleich
(e ¥a) -« (4, y5)
g Zr=e ;
' (s, Yr,)- .(A Yx, )

und
6 = (_ 1)(9+1I+.<.+p+k.’+...+k‘r_e'

Um das algebraische Komplement zn erbalten, muB man das
Komplement mit
8"=;;___1)1+...+u+r{+,.‘+r’n_g+(n+k|)+ +|’n+lr)

multiplizieren.
Man bestiitigt leicht, daB
: sd'e’ = (—1)e
ist. Nach dem Lapraceschen Satz hat man also
Ar-1 Zr—1 RF e
(o) o (B ) | [ () -+ (4 )]
l E(... 1)e An-e Zr—e :

() (g ) || (A, ) - (gt

Nach § 84 ist
(z.,z,} (%, z) |

s (?}, A (/a z, )
gleic
‘Z.ll-“ JP” [:’.ﬁnl ...Q‘J,.”,ﬁ
|Z*91 e Z"a’ ‘I ok an x’e"!

also gleich
! Zkl;l...Zk,, Ly 1y ...:r,.lge

p

Ze oo o &p o

| zk(,h--- Gy
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- Ebenso ist
(Arlykl) ¥ (A" yh)

W)t ()

gleich ;
Ar, b NEEL T Ar,n

/7% yh“il

?

. Ar1oe e Aru | | Y1 e < Y,m [
also gleich
Apogy oo A | | Yrn e e Wi,

P o Y, o+« -Ur, s

- e e ¢ ‘e
Da nun
1| ol ool A,,,?
1 SRR SRS b Aﬁ""lj,l_.,,.e
iAfg'l ‘4"0"91 |"""E’
und
] Ziy, ZJQ
i. RS 1 0T Z"“'"@
| er v Z:Q ' hisdy

ist, 8o finden wir

| ) () |

(1,, Jh) (A Jk-)‘
e gP-e

| (Ar. yl‘e) (‘4 yl,) |
Jl‘,.l, y yk,ng l

(B ) (P2,

Ty gy o= - x..l;e

£ A“_I ZP‘"IE(—I}&JI:-I..JE Z—l'i---kg

Hiank ' A | Jad.
ARt il pﬂfra,---zreael 'yks,' yl,,:(,l

Setzen wir dies in Gleichung (1) ein und dividieren durch A-! Zr-1,
so ergibt sich die Entwickelung, die wir in § 42 fanden. Der Fall®
A Z =0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung.

§ 44. Zweiter Beweis des SiLvesterschen Satzes.

Unter Benutzung von § 42 wollen wir jetzt den SyrvEestERschen
Satz noch einmal beweisen.
Wir setzen _
7 LGy By 2 <+ iy |
}an o CITEERL Y (S
it
| Gpy Bpa v o Gyy !
1-
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und bezeichnen mit M,, das algebraische Komplement von a,, in M.
Dann ist die geriinderte Determinante

Gy Oyg -0, 4,
Ggy Ogg - - - Oy O,

e (r,s:-k-i—l,...,u)

rs
®n1 9z o0 By %,
a

Gl
nach § 42 gleich
4 5aih

a,., = E, ﬂgn Ay Mgo'

Q, o
Das Produokt

Grs e !I"_',l Gr’

| & b

[

R+1,A41 """ h+1.n|

M ST M PR
bﬂ,h+i "'bim ‘

kénnen wir durch folgende m-reibige Determinante darstellen:

By oov Oyp Oy gy =Gy ]

e . : .l
Bpy = o+ BOp Fpnsa * Gpp 1
0 ... 0 by npr1- Onyrn

0 S 0 P b
Wir addieren in dieser Determinante zu der (A - 1)*® Zeile
die mit > a4 41,0 My, multiplizierte erste Zeile,
die mit > a4 41,0 M2, multiplizierte zweite Zeile,
die mit > aj 41, My, multiplizierte At Zeile.
Ebenso addieren wir zur (h + 2)® Zeile
die mit Slay 42 , M, multiplizierte erste Zeile,
die mit >l a4, Mz, multiplizierte zweite Zeile,
die mit > ay, 2 , My, multiplizierte &' Zeile.

Ahnlich machen wir es bei den folgenden Zeilen bis zur n'm,
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Nach dieser Umformung, die ‘an dem Wert der Determinante
nichts #ndert, steht an der Stelle von b,

a M.

ra

Die h ersten Elemente der r*» Zeile (r =4 + 1, ..., n) lauten:
Eﬂ; a3y BreMas, <ovy 2: 8ot Urg Mo+
Nun ist abe:lvon den Summane‘
Sai M, E=h2.08
£

nur die erste von Null verschieden, und zwar gleich 3.
Ebenso ist von den Summen

Sap M, (7=1,2 ...,k
1

nur die zweite gleich M, wihrend die ibrigen verschwinden, usw.
Daraus geht hervor, daB

i
2 Q51 Or g ﬂa{‘w - Marl ]

&0

E agf.’ Qrg ﬂlga o Ma\'z ]
&9

z Ao Gy ﬂfgn = Ma,
[

ist. Unsere n-reihige Determinante lautet also

ayy riviiOyy &G nv cer Gy
By wesGyy By b1 LIV
Ma“_i_l cosMay a May e Mah“m
Ma o Ma, Ma , , ...Mag
und ist gleich
Byy G <0 Gy
Mn—h| B Gag » o Ggp |
i a‘nl an? P asm

Andererseits war die n-reihige Determinante gleich

bysrngr oo Oy a
M

bmﬂ-!-l "‘bnn
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1lm HKalle M 4= 0, ergibt sich somit

b b | ayy g 0@y,
| Bhsrasr e Basrm r
. — Mn=h-1 i“m Ggg =+ Uy,
b B, et
On, b .
ol 2> | aﬂ] anli_ AR A
Diese Formel gilt aber auch im Falle 3/ = 0. Um das zu er-
kennen, braucht man nur a,,, a,, ..., @, durch
1 1 1
e gy ey e B
T % » BT g

zu ersetzen und p die Folge 1, 2, 3, ... durchlaufen zu lassen.

& 45. Dritter Beweis des Synvestemschen Satzes.

Betrachten wir die zu

fl1a-Gg v ivin By
4 = | Gyy yg 2y
3 ” anl n2 amn
reziproke Determinante
All A‘l'.’ AI. 1
Au Az'z ‘”Lz,;
I ‘An] Arl'} - ‘.la,-
und in ihr den Minor
Ah+i.-’l+1 $i%g A-‘;-I-l.n
Mm=1. '
: A’ﬂ.h-{*] 50 Arm

Streichen wir in diesem Minor die Zeile » und die Spalte s,
8o entsteht eine (» — & — 1)-reihige Determinante, die nach § 38
gleich ;

Gy »vn Ayt
Au—.ﬁ—'j =} A'n—h—i.’
By 2o Gy Y, 4
By v GG

ist, multipliziert mit (—1)r+e,
Das algebraische Komplement von 4, in It ist also
b“ Aﬁ—h-—?, ;

und die zu M reziproke Determinante hat den Wert
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| & b

A+, h4+1 " Yheln
Ar-n—-'x)!__n—h-—"_’} ST COUE B
bongr  +: Dum
Andererseits ist diese reziproke Determinante gleich
sm'luh—l
oder, da
Oy = 0y
M = l Ar=h=1,
% | By o0 By ]
gleich
A=h=1
f 311 P a”l "
Aln=k -1
By ooV
Al h
Daraus folgt
bi+1,h+l"'b;+|.,,| |°11 ves Gy n—h—1
- . .- - | = A 5 . 4 o
Ibn.h+1 bm, ‘ (IM "'GMN

Das ist aber der Syrnvestersche Satz. Der Fall 4 = 0 wird
wieder durch eine Stetigkeitsbetrachtung erledigt.

§ 46. Der Synvester-Fraxkesche Determinantensate.

Der SyrvestEr-Frankesche Satz bezieht sich auf die Deter-
minante, die man aus den m-reihigen Minoren einer m-wreihigen
Determinante 4 bilden kann (m<#) Wir denken uns die

2 :
(:;) m-reihigen Minoren von A so angeordnet, daB in einer Zeile

(Spalte) immer Minoren stehen, die in denselben m Zeilen (Spalten)
enthalten sind. '

Wir wollen die N = (;) Kombinationen der Zahlen 1,2, ..., n
zur m* Klagse in irgend einer Reihenfolge mit 1, 2, ..., N
numerieren und unter M , denjenigen m-reihigen Minor verstehen,
dessen Zeilenindizes die Kombination » und dessen Spaltenindizes
die Kombination s bilden. Die Determinante der m-reihigen Minoren.
148t sich dann so schreiben:

MWy Pya .. Wy w
Way Moy ... My

1 .

| Rys Mo - .. D |
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Bezeichnen wir mit ¢, diec Summe der Indizes, aus denen die
Kombination r besteht, so bleibt die obige Determinante ungeiindert,
wenn man jedes 9 durch

e=(=17T0 M,
ersetzt.

Denn A4 verwandelt sich in

| M Mg .. Dy
My Mz ... Moy

| Myt Miya. .. Mgy
wenn map die Zeilen der Reihe nach mit
(=)o, (= 1), ooy (=1

multipliziert und dann mit den Spalten dasselbe macht. Dabei hat
man aber 4, im Ganzen mit :

(___ 1)2(t:,+a,+...+nN) ==l
multipliziert.

Hieraus ersieht man, daB 4, in 4, . iibergeht, wenn man
jedes Element 9 , von 4, durch sein algebraisches Komplement ¢, ,
in 4 ersetzt. '

Bildet man das Produkt

'wa,_, co Dy | | By, L D
o i ol i, dngi il 03k shs lra g
!.ﬂ‘RNI---ERNN ifl‘Nl"‘;IﬁNN
indem man die Zeilen zusammensetzt, so ergibt sich (vgl. § 19)
A =0
S b M o ‘:A(:‘).
obissAd |

Diese Formel werden wir benutzen, um das SYLVESTER-
Fravknsche Theorem zu beweisen.

Batz 31. Die aus den m-reihigen Minoren einer
n-reihigen Determinante 4 gebildete Determinante 4 ist
gleich einer Potenz von 4, und zwar hat man

4, =4 ()

Im Falle m = 1 ist dieser Satz trivial, ebenso im alle m = n.
Wenn m = n — 1 ist, fillt er mit Satz 27 in § 837 zusammen.
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Um den SynvesTER-FrangEschen Satz allgemein zu beweisen,
wenden wir den SchluB von # — 1 auf » an. Wir nehmen an,
daB er fur (» — 1)-reihige Determinanten bereits bewiesen ist, und
zeigen, daB er dann auch fiir »n-reihige Determinanten gilt.

Wir wollen alle Elemente von 4 mit Ausnahme von a,, als
Konstanten betrachten. Dann sind in der Formel

()
ol m,
A:n A-ri—m =4
. _ =
4,, A, , und 4 Funktionen von ¢, und zwar hat man
i 44=£3n“B~|—0,
wobei
LTS AT e G e
B = U5, gy 2yl a2, N=1
5 &
a1 %12 s Bt
und
all TELlid 4 a’l,a;-l !11”
Cw . e
aﬂ~1.l N a"n‘-l,!l—l a’n—-l,n
a aal LT a'ﬂ, n=1 0
18t.

Um zu ermitteln, wie 4, von a,, abhiingt, denken wir uns die
Kombinationen von 1, 2, ..., n zur m'® Klasse in der Weise
numeriert, daB zuerst die K Kombinationen stehen, in denen der
Index n vorkommt.

Nur
‘.Utu Em.lg e EIRIK

May Moz .« .. Mog
wa.xg Mgo. . - Mex
enthalten dann a,,. Dabei ist

i

Von a_, hingt %, (s =1, 2, ..., K) in folgender Weise ab:
wzrl o a'nn g}i‘ﬂ + q;f\‘?
RN ist ein (m — 1)-reihiger Minor von B. Da wir Satz 81 flir

TS

(n — 1)-reihige Determinanten als giiltig annehmen, haben wir
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Rig Rig ... Mg
Ro Roz - - Noxe | o 5als)

wglng . .o mﬁf(
Hieraus konnen wir schlieBen, daB

My Mz .. Wy
Dy Moy ... Moy S B(m--a s

W?K!. mﬂf"’ L) ‘IRKK

ist, wobei die Punkte Glieder mit nwdrlgelen Potenzen von a,

andeuten.
Das Komplement dieses K-reihigen Minors von 4, lautet

M1, ka1 -0 My geq, o |

My, k41 o Wy

und ist die aus den m-reihigen Minoren von B gebildete Determi-
nante, also gleich
n—2
3 _B(ﬂa - ),

weil Satz 31 fiir (n — 1)-reihige Determinanten richtig sein soll.
Jetst ist leicht zu sagen, wie 4 von a, abhingt. Man braucht

nur 4, nach den K ersten Zeilen zu entwickeln. Ks ergibt sich
dann

Am ol a“ﬂ B v:_g) (u;—- 1) 4 .

Wieder deuten die Punkte Glieder mit nledngercn Potanzen von

o . an. Da
n—2 n—2 n—1
(m——2) g (m-—l) v (m--l) o

Am = ﬂfn BE "i"
A, ist hiernach eine ganze rationale Funktion K'** Grades
von a,,, deren hochster Koeffizient gleich BX ist. Da 4, 4, . eine
Potenz von A4 ist, so verschwindet 4, nur, wenn 4 verschwindet,

; d. h. filr

ist, so hat man

a v—_.£_
se= 5

L

Die Wurzeln der Gleichung
S ann BL e o 0,
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in der a,, als die Unbekannte zu betrachten ist, sind demnach alle
gleich — C/B. Mau hat also
ol
d. h.
Ay = (@,, B+ G)F = AX.

m

Damit ist Satz 81 fiir n-reibige Determinanten bewiesen unter
der Voraussetzung, daB er fir (n — 1)-reihige Determinanten gilt.
Da er nun im Falle » =2 trivial ist, so gilt er fiir n =8, n =4 usw,,
d. b. er gilt allgemein.

Unser obiger Beweis stiitzt sich auf den Fundamentalsatz der
Algebra, wonach eine ganze rationale Funktion

flad)=a,2? +a zP—1 4 ... +aP.
gich in der Form N
a (@ — o) (@ —x,) . . (-2
schreiben lait. By Tyy -y By sind die Nullstellen von f(z).

Wir kénnen aner a.uch ohne den Fundamentalsatz der Algebra
auskommen, wenn wir bemerken, dafB

. ; Aﬂ_—-—lu o G‘ﬁnRL '+‘ . e
ist, wobei wir
n—1 (n i
(‘}3-—1:3.--]} At ) =L

gesetzt haben.
Nehmen wir an, daB 4, sich K'-mal und 4, , sich Z’-mal
durch '

Baﬂﬂ =0
teilen 1aBt, daB also
' Am={B nu+ CK"IVH’
. Aﬂ--m TTE ( nn ("JL J
ist und
. A, = a{rﬂ gt ety 3

Iieral e =
nicht mehr die Wurzel — BfC zulassen.
Dann haben wir
Am ’Av—m e AK’ &5 jm ‘qn.—m = A(m)‘

Da nuu . 5
w =~ n
K+L= (;_1) £ (”m )= fm)
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und
m

K+ LsK+L=|")
ist, so folgt aus obiger Gleichung

Tp il ) R
Im Falle

KT ( ;) :
enthielte die obige Gleichung einen Widerspruch, weil die rechte
Seite fiir @,, =— C/B gleich Null, die linke Seite aber von Null
verschieden wiire. s ist somit :
K=K ud L' =L,
also
Am % "aﬂ—m =1

und
A = AKX, A, = AL.

- m

& 47. Folgerungen aus dem Syrvister-Fraxkeschen Satz.
A .

Wir wollen die beiden Determinanten

My Wya . .- Dy n
Ding Mas ... M
Am = 21 n SD 2N
Myt W“M- My |
und i =
My Dyz - - - My
Wy Whos ... M
e e et
Wyt Myz. . . Wy

als reziprok bezeichnen. Fiir den Fall m = 1 stimmt. diese Be-
nennung mit der in § 37 eingefiihrten iiberein. 9, bodeutet wie
in § 46 das algebraische Komplement von M, .

Es gilt hier iiber die Minoren von 4, und 4, . ein dhnlicher
Satz wie im Falle m = 1 (vgl. Satz 28).

8atz 82. Jeder Minor von 4, unterscheidet sich von
dem algebraischen Komplement des entsprechenden
Minors von 4, um,einen Faktor, der gleich einer Potenz
von A ist.



Der verallgemeinerte Sylvestersche Salz 109

Um dies 7. B. fiir den Minor
| E}er, wtlr, KR A mlrp

M: I| ‘.UE'_),-, ‘.m;a_,,, P wizf_p

’ Dpr, My ry - -« Mo
zu beweisen, ersetzen wir in 4, die Hauptelemente des Komplements

von M durch 1 und alle iibrigen Elemente der Zeilen p + 1,
2+2, ..., Ndurch 0. Dann reduziert sich 4_ auf

(=1) M,
wobel
il c=(l+4 ... 49+ + .. +r)
ist.
Multiplizieren wir jetzt die Determinanten
(— L3 und A __
nach Zeilen, so ergibt sich unter Beachtung von Satz 18 A? mal
dem Komplement von
’iﬁlr, w_elr, 't ‘ﬁilrp 1
ﬂ= ‘:J-'-E'Jr. iﬁ“?"g"'ﬁzf’,
| D v, Wy oo Dy ey
in 4,_,. Nennen wir dieses Komplement M’, so wird also
(-1 M4, , =M A2,
Nun ist nach dem SyrvesTER-F'rankrschen Satz
s sagad)
Wir haben somit
PRy
Me=(—1pn 47~ Un’),
(— 1) M’ ist aber das algebraische Komplement von M in 7

& 48. Der verallgemeinerte Svivistersche Hatz.

Wir betrachten in der Determinante

Ay Qg -0 Gy
i TR TR 1S
ek el R

alle m reihigen Superdeterminanten von
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ay Gy - - Gy
S P gtondd
B = a4 22 2h ()l('m)
L]
]“M Bpg « <« Oy

A4, sei das algebraische Komplement von ¢, in 4. Dann ist
nach Satz 28 jeder (» — m)-reihige Minor von

A 4

A+liatl """ Th+l.n |

{26 B it S e B L

I‘An.h+l "'Auu

gleich einer jener m-reihigen Superdeterminanten multipliziert mit
' Au -m-1_ ]

Die (; & :)-reihige Determinante D, die man aus den m-reihigen
Superdeterminanten von B bilden kann, ist hiernach, wern man
gie mit

A{n—m-—h(:::)
maultipliziert, gleich der Determinante der (n — m)-rellugen Minuren
von O, also nach Satz 31 gleich

(n-—i-al in—h—-l
Ow=n=1/" oder. C\ m»

Nun hat man aber nach Satz 28

C= Ar-?-1pB,
so daB die Gleichung

n—h n—h=—1

DA("—"“_h(m h) B( m—h ) ("_h"_h( "—
besteht. Da

n—h—1 —k n—h—1
(e A A o (D7 QP T
so folgt aus der obigen Gleichung

R ek PR Lo Rty

h——l

Diese Formel enthilt den verallgemeinerten SynvEesTERSchen
Satz. Der Fall A4 = 0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung.

8atz 88. Die aus den m-reihigen Superdeterminanten
des Minors B gebildete Determinante ist gleich einer
Potenz dieses Minors multipliziert mit einer Potenz dor
Determinante A
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Fiir m = h + | reduziert sich die Formel des Satzes auf
D= Bn—t—14,
Dies ist das Syuvestersche Theorem aus § 41. Der obige Beweis

des verallgemeinerten Satzes entspricht dem in § 45 gegebenen
Beweis des speziellen Theorems,

Achtes Kapitel.
Symmetrische Determinanten.

§ 49. Definition.
Eine Determinante

| iy Bygseie iy
Gy lagoitis Gye
B B oo 0

heiBt symmetrisch, wenn ihre Matrix beim Herumklappen um die
Hauptdiagonale ungeiindert bleibt, d. h. wenn

a, = !'.l."
i, = 1, 2, 00 ).

Wenn man eine beliebige Determinante nach Zeilen oder nach
Spalten mit sich selbst multipliziert, so entsteht eine symmetrische
Determinante, :

Ein Minor einer Determinante soll wie in § 17 ein Haupt-
minor heifen, wenn seine Hauptelemente zugleich Hauptelemente
der Determinante sind. KEin Hauptminor entsteht also, wenn man
die Zeilen mit den Indizes 7, 7,, ..., 7, und die Spalten mit
denselben Indizes unterdriickt.

Die Hauptminoren einer symmetrischen Determinante
sind offenbar ebenfalls symmetrisch.

§ 50. Die Reziproke einer symmetrischen Determinante,

Wir wollen die Komplemente der Elemente a_, und a,, in einer
symmetrischen Determinante betrachten.

a4y Ayg = =+ By n oY eyl a’ﬁl
Ggy Ogg s = lyp nd Fag Pag > v Oy
R a,_a @

w1 Yn2 nn 1n"2n "' " Yan
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sind, weil unsere Determinante symmetrisch ist, vollig identisch.
Streichen wir also in beiden Matrizen die 7' Zeile und die s' Spalte,
8o bleiben identische Matrizen iibrig. Die erste ist aber die Matrix
des Komplements von a,,, die zweite entsteht aus der Matrix des
Komplements von a,, durch Herumkiappen um die Hauptdiagonale.

Das Komplement von a,, ist also gleich dem Komplement
von a,,. Multipliziert man heide mit (—1)r*¢, so ergibt sich die
(leichheit der algebraischen Komplemente von a,, und a,,.

Satz 84. Die Reziproke einer symmetrischen Determi-
nante ist ebenfalls symmetrisch,

$ 51. Beispiele symmetrischer Determinanten.

HANEELsche Determinanten.

Hawgen hat sich mit einer speziellen Art symmetrischer
Determinanten beschiiftigt, die folgende Gestalt haben:

ﬂ':]_ xﬂ om e I,,
| Ly g s et Loy qbaile
’ bt iy |
| %y $“+1 x‘.an—ll

Wie man sieht, ist hier

art= mr 4+ g—=11
also

a.,=a,.
Wir wollen die dreireihige HaNgrLsche Determinante
iy ey
g iy Ly
Ty @, T
betrachten. Subtrahieren wir von der dritten Zeile die zweite und
dann von der zweiten die erste, so ergibt sich

2 Ty Ty
T, — T z&"?’z Ty — Ty
Ty — Ty Ty~ Xy T — T,
Subtrahieren wir jetzt von der dritten Zeile die zweite, so
kommt ;
F e Zy Zg
T3 = %y g = Ty Ty = Wy
2, — 2z, + 2, x,—2q,4 x,, 2,20+ 0y
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Machen wir schlieBlich mit den Spalten dieser Determinante
dasselbe, was wir mit den Zeilen der Hawgrrnschen Determinante

getan haben, so finden wir zunichst

Ty» LS i it
@, — %, , 2y — 22, + 7y, z, — 23y + 1,
238”21:2+I1’ ;cq—-3rs+3:rs—f€1, 3'5'—3517;+333““‘g

und dann

Zyy Ty — Iy Ty — 2%, + &,
Dgi 10, Ty — 2a, + &, z, — 3y + 82y — 2z,
€, — 22, + 2, 7, — 38,4 82, — 7, 7, — 47, + bz — 4z + 2,
Die aus

Tyy Tgy Fyy Ty Ty
gebildete Hankersche Determinante bleibt also ungeiindert, wenn
man die @ der Reihe nach durch
: z,, 42, &=z, Lz, Sz
ersetzt. Dabel ist
Az = @, — Ty,
Lo, =z, 2z, + 2,
Lr =2, — 82+ 82 —2,,
Az, =a — 42, + 602y — 42, 4 x
Bildet man die sukzessiven Differenzenreihen von

Tyy Tgy Tgy Tyy Ty

also
Ty — Ty, &g — Xy, &y — Ty T — Ty
2y — 28, 42, 2,—2%+%5, %H—2z,+z,
@, — 82y + 82, — 2, x —3z,+32 —az,
x, — 4w, + 63y — 4z, + 2,
so sind

Az, B, Lz, Ao

deren Anfangsglieder.
Bs ist klar, daB man im allgemeinen Fall genan dieselben Be-

trachtungen anstellen kann.
Die Hangrnsche Determinante

By e e iy
gy m
Ty Tpgr » 0 Bpu—i

Kowarewski, Determinanten
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ist gleich der Haxkenschen Determinante

ixl, 4z, ... 4"z |
} 4z, A"J‘-l, Vasey A"xl
‘Au—lml’ J"ZI, S A?u—Bxl :
Dabei sind
2n—2,
Az, A2, ..., A"z

die Anfangsglieder der Differenzenreihen von
(B B 4 iorey s o

Wenn die k' Differenzenreihe von =, #,, ..., #,, _, aus lauter
gleichen Zahlen besteht, so neunt man z,, #,, ..., #,,_, eine
arithmetische Reihe k*r Ordnung. Alle folgenden Differenzen-
reihen (wenn es deren gibt) bestehen aus lauter Nullen.

Nehmen wir an, daB #,, #,,...,2,, _, eine arithmetische Reihe

(» — 1)** Ordnung ist. Dann haben wir
Mz, =0, M+ig =0, ..., £2=2z =0. :
Die Determinante reduziert sich auf ein einziges Glied, nimlich’
8y G,y Oy = (A1)
Da es in der Reihe
n,n—1,...,1

genau
nin-—1)
Derangements gibt, so ist die Hankensche Determinante gleich

nin—1)

(—1 T @)

Bilden z,, ,, ..., @,,_, eine arithmetische Reihe von niedrigerer
als (» —1)* Ordnung, so ist 4"~'z =0, 4"z =0 usw. Die
Hawgzursche Determinante ist dann also gleich Null.

Ist

n—14+n—2-+...4+1=

Ty = QB Ty =qTy ey Byy =48, .
also ,, @, ..., #,,_, eine geometrische Reihe, so lautet die erste
Differenzenreihe
(q “"1]51! (g — 1)1’2: ceey (g — l)xz.._s!
die zweite Differenzenreihe

! a,, ist gleich Null, wenn g, > 1 ist, a,_j, ist gleich Null, wenn
8 > ist usw. Daher muB 5 =1, 35, =2, ... sein.
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(7 — 1Pz, @— 1Pz, ..., (g — Nia,
usw. Man hat daher
da, = (g — Vo, Lo =(q—10z, ..., 72 =(g— 1pe-2z

Die aus z,, d=,, ..., 4**~2 g, gebildete HaNkELsche Determi-
nante ist dann von folgender Form
[ 2, (@=NVa, <. (g=1prla
(9*1)51: (9'"”2"51: mom iy {q-—-l)":‘b‘l
([g=df ta o= tpeit. 5 {g—118 = p
Subtrahiert man von der zweiten Zeile die mit ¢ — 1 multiplizierte
erste Zeile, so entsteht eine Zeile mit lauter Nullen.

Die Hawkensche Determinante ist also gleich Null,
wenn z,, %, ..., %4,,_, eine geometrische Reihe bilden.

Zyklisoche Determinanten,

Als zyklische Determinante bezeichnet man eine Determinante
von der Form

¢ C ... 0C,
G Oy ---
B Aaiihiina
|ﬂncl“‘on--l

Die (k + 1)* Zeile einer solchen Determinante entsteht ans der
k*» durch zyklische Permutation, d.h. dadurch, daB das zweite
Element zum ersten, das dritte zum zweiten, ..., das n% zum
(n —1)* und das erste zum n'*® Element gemacht wird.

Wir wollen die Zahlen

cu-rl’
durch die Festsetzung definieren, dafB
0, ™m0

sein soll, sobald k¥ — ! durch » teilbar ist. Danach haben wir

O patpan

Of BRO TR Gy TResean

Lt Sl P e L)
cuscﬂn =68n

Unsere zyklische Determinante 148t sich jetzt auch so schreiben:
a-
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Cy Cy S
Pgiily e Oy iy
Sy cﬂ-}l Rgir cﬁn—-—l

Die zyklische Determinante ist also eine spezielle
" Hawgensche Determinante, nimlich die Haxkrensche Determi-
nante der 2n — 1 Zahlen
€y Cyy =-+3 8y Oy Cyy = ooy Cp_ 4

Die zyklische Determinante 1iBt sich in n Faktoren zerlegen,
wenn man sich der n*® Einheitswurzeln bedient, d.h., der Wurzeln

der Gleichung
2" —1=0.

Wir bezeichnen diese Wurzeln mit z,, #,, ..., , und bilden
aus ibhnen die Determinante
2 -1
e 25,0 e
R il Rl

2 n=1
U xs .

Mit ihr multiplizieren wir unsere zyklische Determinante, die
wir C nennen, und zwar fihren wir die Multiplikation nach Zeilen
aus. Die Elemente der Produktdeterminante haben dann die Form:

2 -1
(0 i, W (o ol Ol SO, o R Lt

wobei & eine der Zahlen 1, 2, ..., » und « eine der Wurzeln
@, Ty, -y @, ist. Da 2" =1 ist, kdnnen wir statt des obigen
Ausdrucks auch schreiben:

(G =2 ¥k 5 to, L ae p@* TN (2" + oo + g 8% =h)
oder, weil

, Cak1 T30y Ouu g TR lapit ieny Oppnel T 0y
18t,

d. h.

dl’.-;'“'h+l + e cnxn—hd-n,
gh-btl(e 4oz 4 ... 40, 2*1).
Setzen wir also

f@) =0 +cgz+... + 0,21,
so lautet die Produktdeterminante € V:
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2 f(@),, G S T
r-tfle), 57 ko 2 ‘f(w
'Irl f{frl)! f{‘r LAt xﬂ f(xn) ‘
oder
| 3‘]” J.—lvl»-l s 51

LS A

f(l?l) f(.rz) s ﬂru‘% 2R m

]

n
Nun ist aber
|
| 371” 'B}[" _.rl |
rmn gon-l T | i"__n‘""m’
SR e "-.'|__=(__” 3 V.
] : »
zﬂn a;"., e ‘?:n
Wir haben daher
(n— 1_}_{1:-—'25

CV=(=1) ?* fl@)flw).fle)V
¥ ist aber von Null verschieden (vgl § 21), weil die n Wurzeln

Z,, &, ..., @, alle verschieden sind. Aus der obigen Gleichung
folgt demnach

tn»l]{n 2!

C=(=1) % flx)flx).. &)

Zum SchluB wollen wir noch zeigen, da8 sich das Produkt
zweier zyklischer Determinanten (abgesehen vom Vorzeichen) als
zyklische Determinante schreiben laBt.

Um dies fiir die beiden zyklischen Determinanten

¢ 6 ¢ | 71 72 Vs
C= 106 60¢'| und I'=|y ¥ ¥y
C3 © 0 | 7s 1 Vs
2u zeigen, multiplizieren wir C' und

V1 7 Vs
—I'=lyyn 7
i Y3 Vs
nach Zeilen.! Dadurch erhalten wir
‘__-____———_

! Boi — I entsteht die k* Zeile aus der (k+ 1)*® durch zykliche Permu-
tation, wiihrend es bei J* umgekebrt ist.
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it Vst Vst G Y 0 Y0 Y0 Y,
—OI'= |0, y, o573 +¢ 75 CVst o+ 7, 670y +6 7,
1 +OYstGYsy GYst Vi TCYs BT Yt 0N
oder
G FH YtV Vst T GYate Yy toY,
—CI'= ;73 + 61+ 07 6iVatalate?y )i H0Ya+ 07|
Vit eYst oYy a1t e Yyt el Vs to Y 00,

Diese Determinante hat die Form

a, a, a,
T B

a4 & O

ist also eine zyklische Determinante.
Hat man zwei n-reihige zyklische Determinanten

£){ 0y 100 | e - Va
Coum | B0 und: e | 727300 T3
€0 ety Vel ey

zu multiplizieren, so schreibe man die n — 1 letzten Zeilen der
zweiten Determinante in umgekehrter Reihenfolge, was einer Multi-
plikation dieser Determinante mit (—1)%®@-1®~2 entspricht. Dann
wird das nach Zeilen gebildete Produkt

(— ])'g’.(ﬂ—-l}(nuﬂ} Gl

eine zyklische Determinante.

Wir wollen jetzt noch eine spezielle zyklische Determinante
betrachten, bei der die Glieder der ersten Zeile eine arithmetische
Reihe erster Ordnung bilden. Kine solche Determinante hat folgendes
- Aussehen: :

a, a4+d, ..., a4+ n—-1d
D a+d, a+2d, ..., a
a+n—1)d, a, couy @4 (n—2)d

Subtrahieren wir von der letzten Zeile die vorletzte, von der
vorletzten die drittletzte usw., schlieBlich von der zweiten die erste,
so erhalten wir
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s a+d ... 0+(r—2d a+(m—1)d

| d di o v d = 1)d
B d d B e d

b= 1y e d d

Ziehen wir jetzt die erste Spalte von allen folgenden ab, so
~ kommt

3 B g S g (w1l
d (1] 0 —nd

D g S e e 0
AT R 0 0

Jetzt wollen wir die erste Spalte mit » multiplizieren und
dann alle andern Spalten zu ihr addieren. Dadurch gewinnen wir

ma+20-0g 4 . (a—2d p—1)d
0 0 0 — nd
e A 0 o B 0
0 — 0 e 0 0
oder :
Os2baleiO —nd
nD=(na+ n{n2—_1_)_d) '0' .‘...—.ﬂril '0'
g R e ) 0
Nun ist aber
QR0 At =Y e e R | )
(n=1) (»-2)

0 ...—ﬂ.d 0 =(_1)"3—§'—'— 0 —nd... 0
R | 0 | 0 0" 5 i
n(n-1)
=(=1) 7 (par-t,

mithin
nin-1)

D=(=1) T (dr-t(a+251a).
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Hiernach wird z. B.

152 5000

nin=1)
28wl - et n;!nﬂ_l
nl...n—1

Die SmMiTHsche Determinante.

Mit (r, 5) wollen wir den groBten gemeinsamen Teiler der
positiven ganzen Zahlen » und s bezeichnen und die symmetrische
Determinante

L1 1,2 ... 1,

Do @) @Y ... 2w

m 1) 0 2) ... (nn)
berechnen.

Dies gelingt mit Hilfe der Funktion ¢ (m), die der Leser aus
der elementaren Zahlentheorie kemnt @ (m) ist die Anzshl der
Zahlen in der Reihe

12wy
die zu m relativ prim sind, d. h. mit m den groften gemeinsamen
Teiler 1 haben. So ist z. B.

pl)=1, g@=1, ¢B) =2, p(#)=2, ¢(5)=4

Uber @ (m) gilt folgender Satz:
Wenn iy fyieoes t, die simtlichen Teiler von m sind
(1 und m eingeschlossen), so ist

PO)+ g 6) + oo+ i) = m.
Um diesen Satz zu beweisen, stellen wir die Frage:
Wie viele Zahlen gibt es in der Reihe 1, 2,..., m, die mit m
den grobten gemeinsamen Teiler ¢ haben? Dabei ist ¢ irgend ein

Teiler von m.
Unter den Zahlen

usw

6 ity o ¥

haben genau ¢ (3?-) mit ,m den groBten gemeinsamen Teiler & Denn
kt und ﬂ‘;t haben dann und nur dann den groBten gemeinsamen

Teilor t, wenn k und 1’;— relativ prim sind.
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Es gibt also in der Reihe 1, 2, m
tp({ ) Zahlen, die mit m den grofiten gemcmsamen Teiler #, haben,

1;9(,&‘) Zahlen, die mit m den griften gemeinsamen Teiler 7, haben,

usw. :
Da jede der Zahlen 1, 2, ..., m mit m den groBten gemein-
samen Teiler 7, oder f, oder #, hat usw., so ist

o (2) ) e 03

Die Zahlen
m m »
tl ] Q ] } fp
bilden aber eine Permutation von ¢, ¢,, ..., tye S0 daB

| 7 (3)+ o+ o () =@+ + i)
18t
Mit Hilfe der soeben bewiesenen Eigenschaft der Funktion ¢ (m)
gelingt es nun, die Smrrmsche Determinante zu berechnen.
Wir wollen festsetzen, daB a,, gleich 1 sein soll, wenn &
durch / teilbar ist. Andernfalls mdge a,, gleich Null sein.
Nach Einfithrung der Symbole a,, kénnen wir (r, 5) in folgender
Form schreiben:
(r, )=a 0, () +a,a,¢92) 4+ ... +a, a0, q¢gn.
Denn :
Gy @, g (1)
18t nur dann von Null verschieden und gleich ¢ (¢), wenn ¢ sowohl
in r alg auch in s enthalten ist. Die gemeinsamen Teiler von
und g gind aber identisch mit den Teilern von (r, s). Dia obige
Gleichung reduziert sich also auf

(ry ) = g(t)
wobei die Summation iiber alle Teiler vofi (r, s) zu erstrecken ist.
Die Smrrasche Determinante ist nach dem Obigen das Pro-
dukt aus

Ay Cg-- Gy, a, ¢(1), 6, (2} .. o @, )
B0 g9+« Bg | und a"l 9’(1)1 Gy ¢ (2), .. 4 @y, g (n)

a’n‘l a"uz' Ll a’nu | ﬂ]_ ‘P I) nd 'P(2)r b mnq:(n} [
Nun ist g, gleich Null, wenn %k </, weil dann ! kein Teiler
You k sein kann. AuBerdem ist ¢, = 1. Es wird daher
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a“ ‘glz"‘al“ 1 0 Oi
Gy Ggg - By | _ | Gy 1 =1,
<l !a'nl anﬁ"'a.su Ea'nl a’ﬂz"'l
| ay 2 (1), 8, 9(2), .., &, 1)
gy fP(l), ) (P(Q)' Hadidy aﬁﬂrp(ﬂ’) 2 @(]}"f'\ﬂ) (),
. - - - - . . . - - - ’
G @ (1), Gy @ @)y - oy, () |
also

(1, 1) (15 2)5+ (1, »)
@ 1) (22)-..-@n

=pg@). .. ¢ @).

iy ¥ 2 el

§ 52. Rang einer symmetrischen Determinante.

" Batz 85. In einer symmetrischen Determinante vom
Range r gibt es einen r-reihigen Hauptminor, der von Null
verschieden ist.

Fir den Fall, daB die symmetrische Determinante selbst
r Reihen hat, ist der Satz selbstverstiindlich.

Um den andern Fall zu erledigen, schicken wir eine Hilfs-
betrachtung voraus, die sich auf beliebige Determinanten bezieht.

Die Matrix

I By Grg =22 Oy
(1) @y Ggg -+« Aoy,
anl a’n!' e a’nn

habe den Rang » und » sei kleiner als #». Sucht man in ihr r unab-
hiingige Zeilen

€11 Gz -+ - Oy
@ Cy1 Cyp ¢+ ¢ Cgy
crl cr! e 6’_“

aus, so ist jede Zeile von (1) eine lineare Kombination dieser
r Zeilen (vgl. § 24). Man hat also

G =hyo,+ A0+ ... +lrkc_rl Ky ¢=1, 2, ..., n).
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Hieraus folgt, daf die r-reihige Determinante
x a-kl;‘ le]' ‘e rx;,,;r

(8) Ohyt, gty » =+ + Tyl

Gy {I‘}rr’. o Qi
gleich dem Produkt der beiden Determinanten

;.];;1 llki"‘?'lkr

Mo, Rog, -« Aog, A=k <hy< . < b=n)

lr.ltl ar.ﬂr? spee lrl'r I

und
C1y, 61;‘1...011‘_'
C2q, c?ﬁz-..cﬂi'r (1§G<£2<---<zr§ﬂ)
PO e S

ist. Man verbinde bei der Multiplikation die Spalten der ersten
mit den Spalten der zweiten Determinante.
Setzen wir :
YT R AR

Ras, Mag, e b

= Lklk,,..k,. ’
Ak, Mypy oo Ay |
80 konnen wir schreiben
Gy, Okygy » - - Tty { 1y, Cryy- - 01y, |
Oty Biply » » » Ot | kah-..t,- Cay G2y, -+ - 02y,
1 Bty Ohplys - A 1 Crty Criy+ -+ Criy

Die r-reihigen Determinanten der Matrix

,f"’hi Qg2 v ﬁkl,‘

Ayl Qpy2 - - - (L5

Tl g2+ - a‘g_,,
sind also proportional zu den entsprechenden Determinanten der
Matrix (2).
Denken wir uns die r-reihigen Determinanten der Matrix (1)
in quadratischer Anordnung aufgeschrieben. In einer Zeile sollen
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immer diejenigen (’:) Determinanten stehen, die in denselben r Zeilen

von (1) enthalten sind, in einer Spalte aber diejenigen (;‘) Determi-
nanten, die in denselben r Spalten von (1) enthalten sind. Die so
entstchende quadratische Matrix wollen wir die Matrix der
r-reihigen Determinanten von (1) nennen.

Dann kénnen wir unser Resultat so aussprechen:

Satz 38. Hat eine quadratische Matrix den Rang », so0
ist die Matrix ihrer r-reihigen Determinanten vom Range 1.

Dieser Satz, der offenbar auch im Falle » = n gilt, ist als eine
Verallgemeinerung von Satz 29 in § 89 zu betrachten.

Nunmehr ist der Beweis unseres Theorems iiber den Rang einer
symmetrischen Determinante sehr einfach.

(3) sei eine' von Null verschiedene Determinante der Matrix (1),
die wir jetzt als symmetrisch voraussetzen. Wenn (3) kein Haupt-
minor ist, so hat man

Qpokey, oo o Tl @ity »os Ap, Iy
(48 RO akrlt'-r (L3 TR L
=)
L
gy »o Ay, g, o+« Cpp.
Olphy »v o Qpk, Qg » s LTI

weil die Matrix der r-reihigen Determinanten den Rang 1 bat.
Wegen a_, = a,, 1st nun

Djdy s o O kp | U R 3
- . - . = . . . . . »
VA e s Ak, B, » - o Bppy,
also
Bpk, + - - Oty Qg+« By g | Aty voo» Ty 2
Aptey » -+ Cieyky Brply o v+ Bty Bppty s+ Ohpty

Da die Determmante (3) ungleich Null sein Boll so0 sind auch
die Determinanten

a'"tkl co e Okky | Qyy - - - Sy,

und

.

a"‘r*a' L a’krkr I a"f"] e a"r‘r
von Null verschieden. Diese Determinanten sind aber r-reihige
Hauptminoren unserer symmetrischen Determinante.
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§ 53. Die Siikulargleichung.

Wir wollen die Determinante

Gy F &Gy TGy
a Qoo + 2.0 4
D(x): 21 23 2n
1 a,, (2 SRR + >

nach Potenzen von z entwickeln.
Zu diesem Zweck schreiben wir sie zunéchst in folgender Form:

8,4+ a,+0, ..., 6,+0
ag; '+ 0, ay +x; iy o+ 0
a, +105 6,540, oo 40

Diese Determinante zerlegt sich mit Hilfe von Satz 6 in
27 Summanden. Man erhilt einen solchen Summanden, indem man
in jeder Spalte alle ersten oder ulle zweiten Bestandteile der Binome
beibehiilt.

Streicht man iiberall die zweiten Bestandteile, so bleibt

: Gy 13«20 By
g b il < IR Y
ik
iihl‘ig. : | @y Qg vov By
Werden iiberall die ersten Bestandteile fortgelassen, so ergibt sich
200000
(i rrie ()
=t
02085

Wenn in dep Spalten r, 7, ..y 7, (<7 <...< 1)) die
zweiten Bestandteile, in den tibrigen Spalten aber die ersten Bestand-
teile beibehalten werden, so entsteht eine Determinante von folgen-
der Beschaffenheit. In den Spalten r, 7,, ..., r, sind die Haupt-
elemente gleich 2, alle andern Elemente aber gleich Null. Ent-

wickeln wir also nach den Spalten r,, r,, ... r,, so erhalten wir
P Arlr.,,.r,p
: f;l'....fp
Dabei ist
Ariry.irp

Ffg.. -!b
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derjenige Minor von 4, der nach Streichung der Zeilen und Spalten
mit den Indizes r,, r,, ..., 7, librig bleibt, d. h. ein (n — p)-reihiger
Hauptminor von A.
Fir D(z) gilt also folgende Entwickelung
D(@)=am+ S zn=1+ §,z"~2 + +S
S,

. 1st die Summe aller k-reihigen Hauptminoren von 4. Ins-
besondere ist S, gleich A.

Wenn die Determinante 4 symmetrxsch ist, nennt man die
Gleichung

Dig)=2*+ S,e*~ 1+ S,a"=2+ ... 4+ 8, =0

die Sikulargleichung, weil sie in der Theorie der sikularen
Storungen der Planeten vorkommt.
Uber die Sikulargleichung gilt folgender Satz:
Satz 37. Wenn die Determinante

I 21ty eyl
Aoy oy » v« Oy
i a’ul anﬂ' o q’ﬂﬁ

symmetrisch ist und reelle Elemente hat, so sind die
Wurzeln der Gleichung

4, +% a4, ... a,
By, Oggob Wiy O 0
a, Qg Ot 2

simtlich reell

Es geniigt offenbar zu zeigen, daB die Sikulargleichung keine
rein imaginire Wurzel hat, d. h. keine Wurzel von der Form

T = ﬂ %,

wobei- § reell und 7 die imaginire Kinheit ist. -

Ist niimlich

: z2=u-4
eine Wurzel von D(z) = 0, so ist ¢ eine Wurzel von

(@, + @)+ Gy 5T % n I
T (azz+“)+°3 %n =10

l By : aus ( + ﬂ) + z
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Um nun zu beweisen, daB D (z) = 0 keine rein imaginﬁre Wurzel
hat, kann man in folgender Weise vorgehen.
Man bildet das Produkt aus D(z) und

Gy ==l Slyoiy et il
D(— ) = o B S %an )
I a’nl “‘nz "'a'nn'_-x

und zwar nach Zeilen. In der Produktdeterminante steht dann in
der r¥» Zeile und ste Spalte (r=s)
@, 8, +a,8,+ ... +a a, +@, —a)z

oder wegen a, = a_

: 1t 8, vz By ittt Gy Qg
In der yten Zelle und der rtm Spalte der Produktdeterminante
haben wir
arl a’ﬂ + n’ri a'rz + . B a’rn a‘rn xs'
Ks ist also

D(@)D{(—2) =

Gl [ Ca1 Chg RS
wobei wir
: @y + q, ey Bss et @ a’a_n =Gy
gesetzt haben (r, gomily B ey ﬂ)
Wiire nun 2 = ¢ eine Wurzel von D(z) = 0, so hitten wir

D(4)D(— %) =0,

4 P23
et ey, . o,
Oy Lag+ ... oy, = 0.
2
Gﬂl cﬂﬂ e nﬂ+ ﬁ

Wir wollen jetzt it g, die Summe aller p-reihigen Ha.upt-
minoren von
_-011 clﬂ siely ol'l.l

Cyy c” v G
ey i
Cu1 Cpze e '_cma

bezeichnen. Dann liBt sich die obige Gleichung so schreiben:
ﬁ?n_}_'JlﬂZn—ﬂ_{_ dzﬁ2ﬂ_1+ shg o5 = Qs



128 Zweiter Beweis des Satxes iiber die Sakulargleichung

Nun ist
l Cror c"l."! Y c"l"p
Cryry Cromy ++ + Cryrp >
G!‘?}'l cr)_.r-_. by ;’f’, Tp
das Produkt der Matrix
Qr 1 Qrp,2 e - Oy n
Bpy1 @py2 o' - O
a’rpl Grpg- . e arpu
mit sich selbst. Nach § 34 bat man aber
| &
Byl Uey 2 se s lpp Qp g, Dry 5y ...a,,,p
arla’r"'-'a’rﬂ.‘ = Qg Ay, oo By
] s ] ] z 2 s fo :ip
Brpl Bry2e -« Crpn L Y L )

Da die Elemente a_, rcell sind, so ist diese Summe sicher
nicht negativ. Man hat also auch
op=05da, =050 ok, 0,=0.
Solange #=0, ist daher

ﬁ!!n 4+ o, {gzn-'z il o, ﬁzn—i ok v,
positiv.

§ 54, Zweiter Beweis des Satzes iiber die Sikulargleichung.

Wenn « + i eine Wurzel von D(z) = 0 ist, so gibt es ein
von 0, 0, ... O verschiedenes Wertsystem =, ,, ... %, das
den Gleichungen

(0, + « + Bz, + 0,2+ .. -+ 0, = 0,
Gy, T, + (g + @+ By + .o A 8y, T, = 0,

By &)+ gy o L 1 (P, R +ﬁ£)mu= 0
geniigt; deun die Determinante dieses Systems ist gleich D« + 1),

also gleich Null.
Die obigen Gleichungen konnen wir auch so schreiben:

ann:l—|—am:c.3+...+aua:n+[ce+ﬁi)zl==0,

) a’z;‘”l+“’a2”2+"'+“zn%+(“+ﬁi)”2=0!

‘aﬂ.‘a:‘ +a,‘2x.,+...+a.wmn+(a+ﬁi)a:“=U.
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Zerlegen wir ,, @,, ..., @, in ihren reellen und imaginiren Teil,
setzen wir also
@ =y + 1, a-2=yz+xzi, cony ®o=y 4 2.7,

wobei die y und die x reall gind, so spaltet sich (1) in die beiden
© folgenden Systeme:

oY Fa, Y+t o,y ey — % =0,

(2) “‘uyl"'":‘zz?fz+"'+“zu3fn+“yz'”ﬁx2=0’

d anlyl+“’n2y2+"‘+annyu+“yn_ﬁmn-=0
1n

Gy %+ Gy Ry b0 %+ an + Y =0,

(3) fa1 %1+dwxz—1—...+a2u,.n+fzxg+ﬁ'y$—0

B # k= g ¥y + - + Qnn + ex, +{9‘9‘,, == 0
Hierbei haben wir benutzt, daB die a,, reell sind.

Nun, wollen wir die Gleichungen (2) der Reihe nach mit z,
%y + .+ &, multiplizieren und dann addieren. Dadurch erhalten wir

(4) Sla zy+eSyzr—8322=0 (ns=12...,n)

Multiplizieren wir die Gleichungen (3) der Reihe nach mit
Yis Yy, -~ - v, und addieren dann, so kommt

(D) Sa, vy, +e >y +A >y =0 (s — 20 )

Durch Subtraktion ergibt sich aus (4) und (5) unter Berfick-
sichtigung von @, =«

(8) 202 +%%)=0.

Wiire nun Lok %
80 hiitte man 2 :
Yyy=y=...29=0 mmd x=5=...=%,=0,"
mithin
z,=x2=...=;cn=0,
wiihrend doch =, @,, ..., @, von 0, 0, ..., O verschieden ist.

Sicher ist also
E:‘yrz Tr xrsl > 0’

g=0
folgt.

Damit ist aber gezeigt, daB die Sikulargleichung nur reelle
Wurzeln hat.

Kowarrwski, Determinanten 9

so daB aus (6)
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§ 55. Verallgemeinerung der SiiRulargleichung.

Wir wollen eine Determinante

dyy Hys b eiidy
[ %a1 %o sl My
| |
T ! ﬂ,” “‘n: gne ﬂﬂn l

mit komplexen Elementen betrachten, die so beschaffen ist, dal
immer «_, und @, konjugiert komplex sind.
‘Wenn also
., = U, + ﬂl'& i
ist, so soll immer :
a,.=o.,—f,,1

gein. Die Hauptelemente sind dann reell, weil aus
L =+ ﬁrri sl ;”_1:
B, =0 folgt.

Wenn man eine solche Determinante um die Hauptdiagonale
herumklappt, so wird jedes Klement durch die konjugiert komplexe
Zahl ersetzt. -

Ks lillt sich zeigen, daB die Gleichung

i. Gy T2 a4y ... 6,
D)= | By Mg+ T... 04 £oy
a’ul avl!ﬁ 3 aﬂl! + &

nur reelle Wurzeln hat. Auch hier geniigt es zu wissen, daf eine
solche Gleichung keine rein imaginiire Wurzel hat.
Um dies zu heweisen, multiplizieren wir D(x) mit
Gy 7B Oy e Ny,

.D(—Q') o “!2 ﬁ‘22 it rE ST {J'I"- :

q'lu a“ﬁn FRE L

nn

nnd zwar nach Zeilen. Dadurch erhalten wir

i 6“—3:2 Ofni e O i
— 2 |

-U(A’.‘?)D(—[‘) = ! € Cyy T . Con } :
r e c 0 .153 I
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wobei
cr. — arl ala + a’rﬂ u'.’.c + o '4- a'rnavu
ist. Denn die rt® Zeile von D (2) liefert mit der s'*" Zeile von D (—2)

1 = =
Qo+ Qo+ +0,0,=¢, (r=s)

und die rt* Zeile von D(z) mit der r*" Zeile von D(—a)

0

9
@ g Oy o g Ay a0k Oy — LT O T s

Wiire nun fi eine Wurzel von D(x) = 0, so mibte

2
ey + A% ey O1n
2
s i P C. 3
D(ﬁr}p(-ﬁﬂ: Cay c‘.’..’_I ﬁ 2 = ()
+}]
: a1 CRAT e
se1n.
Nun ist b s
Crr Crime s Crrg
Oy Osivs o oseBngrsy
CrprCrpras = = Cryrp
das Produkt der beiden Matrizen
Up1 Cp 200 lpp @iy, O35 « o yr
Uyt Qp,2 oo s By und a1y gy, oo Apr, X
arpiarp‘.!'-'a:'yn a'.lrj, a'&'rp--'a.iarp

also gleich

|

a'r! L a'fv‘z P

Uy g, Oryay =+

< ryap
o are p

Arpa, Crpae + +Brpsp |

Qv Qpgry o+ -

Qv gy -

Gorp Oayrp -

Offenbar sind die beiden Determinanten

g gy Gz

Arygy Arpsy - -

|
| ﬂ"?" arpl’g' .

Sy

. a‘r,up

p

. a"!"?

und

Tapr,
L "‘MP‘":

. R,prp

‘ Ugr, Qagry »+» Aoy

Qg vy Qagry ov s Dayre

Upyry Qoyrpe <= Caprp

!
|
i

konjugiert komplex; denn die entsprechenden Elemente sind es.
Wir sehen also, daB die Hauptminoren von

9‘



132 Definition der schiefsymmetrischen Delerminanten

C1 Gz Cqp
Cop Cag =+ +Cyyy |
t on‘l cﬂ!"'cnn |

positiv oder jedenfalls nicht negativ sind. Dasselbe gilt von den

Zahlen o, a,, ... 0,, wenn ¢, die Summe aller p-reihigen Haupt-
minoren bedeutet,
Da =
DEi)D(— )= 2"+ 0, f"" + 0,85 + .. 4,

ist, so haben wir im Falle =0
D) D(— B> 0. .

Damit ist bewiésen, daB D(x) = O nur reelle Wurzeln hat. In
diesem Resultat ist Satz 37 als Spezialfall enthalten.

Wenn in einer Determinante 4 die Elemente a,, und «, stets
konjugiert komplex sind, so hat die Determinante ibrer m-reihigen
Minoren dieselbe Eigenschaft. Dabei mtissen aber in einer Zeile
(Spalte) lauter Minoren mit gleichen Zeilen- (Spalten-) Indizes stehen.
Hat nun 4 den Rang », so hat die Determinante der r-reihigen
Minoren den Rang 1. Daraus folgt, daB nicht alle r-reihigen Haupt-
minoren von A4 gleich Null sind (vgl. § 52),

Neuntes Kapitel,
Schiefsymmetrische Determinanten.

& 56. Definition.

Schiefsymmetrisch nennt man die Determinante

Gf-l] alz e

1n
(R SR
A.-__. 21 22 2n ;
Uy Cpge v s Oy

wenn zwischen den a,, die Relationen

a,=—a,, (Fr e o2 )
bestehen.

Je zwei Elemente, die symmetrisch zur Hauptdiagonale liegen,
sind also entgegengesetzt gleich, wihrend die Hauptelemente gleich

Null sind.



Die Minoren einer schiefsymmetrischen Determinante 133

Die Hauptminoren von A sind offenbar ebenfalls schief-
symmetrisch.

§ 57. Schiefsymmetrische Determinanten von ungerader Ordnung.

Nach Satz 1 1Bt sich die schiefsymmetrische Determinante 4
g0 schreiben:

11 21 nl
AR TAT @y
aln “2»' R
Da nun a_, = — a,_ ist, hat man nach Satz b
R
A= (S g)P Agy o v v o By | (—1)7 4
au] ari-Z s aidey

Hieraus folgt im Falle eines ungeraden n
Ad=—4, dh 4=0.

Satz 38. Kine schiefsymmetrische Determinante von
ungerader Ordnung ist gleich Null

§ b8. Die Minoren einer schiefsymmetrischen Determinante.

Die beiden Minoren

Doyny »vo lryap Qoyry oo gy

und

! a‘r‘pnl poe a‘rr.vy aspr, D a’sp_rp {

stehen in der Bezichung zueinander, dab die Zeilenindizes des einen
die Spaltenindizes des andern sind. Zwei solche Minoren pflegt
man als konjugiert zu bezeichnen.

Konjugierte Minoren einer schmfsymmetrlschen Deter-
minante sind gleich oder entgegengesetzt gleich, je nach-
dem sie von gerader oder ungerader Ordnung smd

In der Tat ist

| | ;
Wyiry o0 ol p | |Qyigy =0 Brpa Opygy = Oy
[ e S B
,I:(_—]]F B e ,_{ 1)? R e A,
i
I a‘.‘p": JER anprp @, a4 v a'r‘, ip a"’psx BIRAY ‘q“’_‘p-‘p|
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Die Komplemente von a,, und g, sind konjugierte Minoren.
Sie sind also gleich oder entgegengesctzt gleich, je nachdem die
Ordnung der schiefsymmetrischen Determinante ungerade oder gerade
ist. Dasselbe gilt von den algebraischen Komplementen, da sie aus
den Komplementen durch Multiplikation mit (—1)7+¢ entstehen.
Es besteht also folgender Satz:

Satz 39. Die Reziproke einer schiefsymmetrischen
Determinante ist symmetrisch oder schiefsymmetrisch, je
nachdem die Ordnung ungerade oder gerade ist,

& 59. Schiefeymmetrische Determinanten von gerader Ordnung.

Eine schiefsymmetrische Determinante zweiter Ordnung hat
folgende Form

Man findet, daB

= aj,

‘ O

—a,, 0

ist, also gleich dem Quadrat von a,.
Bei der schiefsymmetrischen Determinante vierter Ordnung

‘ 0 Ghopi i g My
E —a, 0 oz~ Zuy
‘ —y —0y5 0 My
| =Gy — @y — 3, O

besteht eine dhnliche Kigenschaft. Sie ist niimlich gleich
(a5 gy — Oy 8yy + @y ay)°,

also wieder das Quadrat eines Ausdrucks, der sich aus den Elementen
ganz und rational zusammensetzt, d. h. mittels der Operationen der
Addition, Subtraktion und Multiplikation.

Man kaun hiernach folgenden Satz vermuten:

Batz40. Jede schiefsymmetrische Determinante gerader
Ordnung 1ift sich als Quadrat einer ganzen rationalen
Funktion der Elemente schreiben.

Wir beweisen dies durch einen SchluB von » — 2 auf ». Wir
nehmen also an, daB der Satz fiir schiefsymmetrische Determinanten
(2 — 2)f Ordnung bereits hewiesen ist, und zeigen, dab er dann
auch fiir solche von n*t Ordnung gilt (» gerade). Da wir ihn im
Falle n = 2 und » = 4 bestiitigt fanden, so gilt er allgemein.



Schiefsymmetrische Delerminanien von gerader Ordnung 185

Entwickeln wir die schiefsymmetrische Determinante
Gy Oyg ooy, !
s | 521 (522 Feiar

|
| G-“.] a“g “ o Gml

nach der letzten Zeile und letzten Spalte (vgl. § 42), so ergibt sich
dm S 0y dyy = S0 Gy Ay |
(r,s=12 ..,n—1)
A, ist das algebraische Komplement von @, in der Determinante

|

P Gy e @

i J AATERART T OO R
|

i
|

Lo 1u-1 |

i
| g1 Pu-g,2 00
~die nach Satz 38 gleich Null ist. Da n gerade ist, so ist die

reziproke Determinante von B symmetrisch. Man hat also

Ars 35 /1“.-
Wegen B=0 sind in der reziproken Determinante alle zwei-
reihigen Minoren gleich Null (vgl. § 39). Insbesondere ist
A A .
rr T4 | = 4‘1 o 4'1
1 ‘4 r

s

Asr : ”

Wir sétzen voraus, daB Satz 40 fiir (n — 2)-reihige schief-

symmetrische bereits bewiesen ist. Solche Determinanten sind 4
und 4, . KEs ist also

A =g? EF=1,2...,0—1)
und jedes ¢, setzt sich aus den Elententen von 4 durch Additionen,
Subtraktionen und Multiplikationen zusammen. Die Vorzeichen der e,
konnen wir noch beliebig wihlen.

Nehmen wir an, daB e, 4= 0 ist. Nachdem wir uns dann bei ¢,
ftir ein bestimmtes Vorzeichen entschieden haben, wollen wir «,, ..., «,

so wiihlen, daB

— A* = 0.
rs

58 |

4,.= w4,

1r
wird (r =2, 8,...,n). Das kiunen wir, weil

’Ai oo ‘l’]l ‘;trr: “13("}-3
st, ;
Jetzt sind «, @, ..., @, vollig bestimmt. Man iberzeugt
sich leicht, daB i

A, =a,e, (rs= 1,2 ..., —1)
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ist. Man hat nimlich
All Ala

A A

rl re |

=0

also

2 —
“ Ara"‘“] &, Cy s

woraus wegen ¢, £ 0 das Behauptete folgt.
Sollte &, = 0 sein, so gehe man statt von & von irgend einem

andern e, aus, das nicht gleich Null ist. Sollten ¢, a,, ..., ¢,
alle verschwmden, so sind auch alle 4 gleich Null, und man hat'
4 = rs=12,...,20—1).
Auf - Grrund der Relationen
4, =ce rs=12...,n—1)
wird nun

-
— - il 2
A-—-Z& “sarwam:'_(alnul I 'Izﬂ“z+"'+“n—-1_.n“ﬂ-l)‘

& 60. Zweiter Beweis des Satzes 40.

Dem Glied
[ e e L
8gn Ty et Ay, Udpy o v o By,
5 n
der Determinante

Uy Yg v vy,

Ul el Pay U sy
a'fll a’-nﬂ iy a'-ml

wollen wir die Substitution (vgl. § 7)

e A -32..‘)
R e
zuordnen. Dann sind die »! Glieder von 4 mit den »n! Substitutionen
der Zahlen 1, 2, ..., n gepaart.

12...%)

sgu{
?‘]?'2...?‘”

ist gleich 41 oder —1, je nachdem S eine gerade oder cine
ungerade Substitution ist.

Wir denken uns jede Substitution in ihre Zyklen zerlegt und
beriicksichtigen dabei auch die eingliedrigen Zyklen.

Wenn die Determinante 4 schiefsymmetrisch ist, so ent-
spricht jeder Substitution S, in der ein eingliedriger Zyklus vor-
kommt, ein verschwindendes Glied von 4. Enthdlt S den ein-
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gliedrigen Zyklus (r), so tritt in dem zugehdrigen Determinantenglied
der Faktor o, auf, der gleich Null ist.

“Alle Substitutionen, die eingliedrige Zyklen enthalten, kénnen
wir also beiseite lassen.

Wir betrachten jetzt diejenigen Substitutionen, in denen ein
Zyklus mit ungerader Klementzahl vorkommt. Knthilt eine Sub-
stitution mehrere solche Zyklen, so soll unter ihnen der Zyklus
der erste huBen, in dem das niedrigste Klement auftritt.

S sei eine Substitution von der betrachteten Art und der erste

Zyklus mit ungerader Elementzahl sei (r; 7, ...7,). p ist eine der
Zahlen 3, 5, .... Ersetzen wir den Zyklus (4 7, ... r,) durch
(r, 751 +shh) 80O entsteht eine von S verschiedene Substitution S

und man hat (vgl. & 7)
sgn S =sgns.
(r, 7,y ««- 7) ist bei S der erste Zyklus mit ungerader Kiement-
zahl. Kehrt man also den ersten derartigen Zyklus bei S um, so
gelangt man wieder zu S.
Die beiden Determmantenghcdel, die zu S und zu S gehdren,
unterscheiden sich nur in p Faktoren. An die Stelle von -

Qpyrg o v a'rp_l Ty a’rpr,
tritt beim Ubergange von S zu §

N
Orprp-1 + * + Orgr, Oy rp = (=1 g it Arpyrpy Trpr,

=i g ey 4 ate “"3---1 rp a‘rp:', .

Die zu S und S gehorigen Determinantenglieder sind somit
_entgegengesetzt gleich und heben sich auf.

Wir brauchen hiernach nur soleche Substitutionen in Betracht
zu ziehen, wo jeder Zyklus eine gerade Zahl von Elementen ent-
hiilt. Denn den ibrigen Substitutionen entsprechen Determinanten-
glieder, deren Summe gleich Null ist.

Hieraus ergibt sich auf eine neue Weise, dal eine schief-
symmetrische Determinante von ungerader Ordnung gleich Null ist
(vgl. Satz 38). Denn eine Substitution, die sich auf eine ungerade
Anzahl von Elementen bezieht, kann nicht in lauter Zyklen mit -
gerader Elementzahl zerfallen.

Wir wollen jetzt die Ordnung n der schiefsymmetrischen De-
terminante A als gerade voraussetzen.

S sei eine Substitution, in der jeder Zyklus eine gerade
Elementzahl aufweist. In jedem Zyklus schreiben wir das niedrigste
Element als erstes. Ist
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(firsstiray)
ein Zyklus von S, so entsprechen ihm folgende Faktoren des zu §
gehorigen Determinantengliedes

Qyiryy Crgrgy = v vy a\"ﬂa-—l Tap! '-r"'r,gt.__ e
Wir wollen sie in zwei Klassen sondern. Zur ersten Klasse
rechnen wir
Arorys Trgrgy = v =y a"rﬂ.‘,_,_1 )
zur zweiten Klasse
ln"l".! a‘r‘n; R ) ar”_,r;'
Machen wir dies filr alle Zyklen (r, 7, ... 72,), (5, 8, ... 825}, .+
von S, so geben die Faktoren erster hlasse das Produkt

P=ay ... Trgpoirso Tan +or Qayg i t1g oty
die Faktoren zweiter Klasse das Produkt

(Bl i Orypry Gty oo Tagpay oo

Sowohl in P als auch in @ haben wir »/2 Faktoren mit durch-
weg verschiedenen Indizes.

(‘B) ";! 9‘2, ey P21y 25, sl’ 82, svey B35 1, S2g,
und
EBY1 Gy oS R s e R e R D
sind also Permutationen von 1, 2, ..., ». 1Die erste enthalte p,

die zweite g Derangements. Dann ist nach § 6 (Schlub)

sgn S = (—~1)pt+e;
denn man hat

B
S = .
(D)
Das zu S gehorige Determinantenglied lautet demnach y

(=1 P (=11 Q.

Man gelangt von diesem Produkt auf folgende Weise zu S zurlick.
1 stehe in den Doppelindizes von P mit k, zusammen, %, in den
' Doppelindizes yon @ mit ky. Im Falle k, =1 ist (1k,) ein Zyklus
von 8. Wenn k; noch nicht gleich 1 ist, so suche man den Index k,
auf, der in P mit. k, zusammensteht, danu den Index k,, der in @
mit k, zusammensteht, und fahre fort, bis man zu 1 gelangt und
einen Zyklus von S gewinnt. Darauf beginne man mit dem niedrigsten
der noch iibrigen Indizes wieder einen Zyklus. Man sieht zuniichst
nach, mit welchem Index er in P zusammensteht, usw.
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Wenn man in dem Produkt P zwei Faktoren vertauscht, so
bleibt
: (E=iae
ungeiindert. Denn diese Vertauschung liaBt sich durch zwei Ver-
tauschungen je zweier Indizes in P bewirken.

Ebenso bleibt (—1)? P ungeiindert, wenn man die beiden Indizes
irgend eines Faktors «., von P vertauschi. Denn dadurch ver-
wandelt sich (—1)? in _(._1)9 und andererseits tritt an die Stelle
von a,, der Faktor a, = —a .

&us dem 0b1gen geht. nun hervor, dafl

4= (S(=1pPp)?

ist, wobei sich die Summation iiber alle verschiedenen Ausdriicke
(—1)» P erstreckt. Als verschieden betrachten wir solche Ausdriicke,

die auch nicht identisch werden, wenu man die Relationen a,,= — a,,
benutat.

Wie viele solche Ausdriicke (—1)» P gibt es? Der Index 1 kann
mit jedem der # — 1 Indizes 2; 3, ..., » zusammenttehen. Weon

ein Glied z. B. den Faktor a,, enthiilt, so kann 3 mit jedem der

n — 3 Indizes 4, 5, ..., n verbunden sein. Enthilt ein Glied die

Faktoren a,, ,,, s0 kann 5 mit jedem der »—35 Indizes 6, 7, ..., n

vereinigt sein usw., Man sieht auf diese.Weise, daB es
m—1m—38)...3.1

verschiedene Ausdriicke (—1)2 P gibt.

Beispiel.

Um die obigen Betrachtungen dem Leser noch klarer zu

machen, wollen wir den Fall » = 4 als Beispiel benutzen.

Es gibt hier folgende Ausdriicke (—1)» P:
Gyg)tinys iy Byay 0 g
Das Quadrat von
: DU P = (ag, a3y + G5 gy + Oy Uyy)°

wird : '

1 (g * Oy gy F Uy Usy * g Gy F Gy Qg v Ay Gy

T g Gyo * gy lgy + Uiy Oy @ Gy By gy Uys = Gy Gy

+ gy oy * Gy Ggy o+ Gy Ooy v g Qg F Oy oy Byg Uyg -
" Die den einzelnen Gliedern entsprechenden Substitutionen sind

folgende:
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-(1.2')134}, (1248), (1284),
(1842), (18)(24), (1824),
(1482),  (1428), (14)(23). ;

Das sind gerade die Substitutionen in den Elementen 1, 2, 8, 4,
die nur Zyklen mit gerader Elementzahl enthalten. Die zugehdrigen
(lieder der schiefsymmetrischen Determinante

| Uy Oy gy Oy |
e | yy Oy Oyg Ogy |
| U3y Gy (g3 Ogy

a,

1
| P41 Pag g3 Yay |

geben folgende Summe:
Oy Qg gy — Opp (g (gy Oy
— gy Ogg gy Gy + Gyg Bgy Gy Qgy — Gy Ogq Goy Oy

— Oy Ogg Qg Oy — Gy Gyy Oyg Agy + Gy Gy Tyg Qo

(ys Gy Qg4 Og3 — Qpg

In Anbetracht der Relationen a = — @, ist sie mit dem oben

angegebenen Quadrat von

Uyy Ogq + OQyy Byy 4= Oy Bog

r

identisch.

§ 61. .Prarrsche Aggregate.

In § 60 zeigten wir, daB eine schiefsymmetrische Determinante
n** Orduung (n gerade) das Quadrat einer aus

1.3...n—1)
Gliedern bestehenden Suinme
R
ist. Dabei bedeutet P ein Produkt von der Form
A Sl AN

we

e R b,

eine Permutation von 1, 2, ..., » mit p Derangements darstellt.
Je zwei Glieder jener Summe werden auch dann nicht identisch,
wenn man die Relationen a = -— a,, beriicksichtigt.

Man nennt >)(—1)? P ein Pravrsches Aggregat und be-
zeichnet es nach Jacosr mit

(A2 ),

Die Glieder von (1, 2, ..., n), die den Faktor a enthaiten,

haben die Form
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(MI.}P ey by Ory v, e a"fl‘-l 'n?
wobei 7y, 7,, ..., r, eine Permutation der Zahlen k;, k,, ..., &

R

ist,"die in der Reihe 1, 2, ..., n iibrig bleiben, wenn man % und &,
streicht. In der Permutation :

kys gy Tgs Tay = oo Ty
mogen k Derangements von k, und k, herrithren. Dann ist
p=k+p, :
wenn wir mit § die Anzahl der Derangements in 7y, 7, ..., 7,
bezeichnen. Hs wird hiernach

(_ 1)P Ui g Cryry ooe g3 7y ™= {_ ])k e, k:"('_- 1)5 Ly O Ary—y 1 9
und die Summe aller Glieder von (1,2, ..., n), die den Faktor aj,
enthalten, lautet

{_' l)k Uy L?,;_:(_‘ 1)?(&,.3,‘ UL e (‘_ l}k ity ke (kS’ kél' 230303 kﬂ)‘

(ky, kg « .. k) wollen wir das Komplement und

(= l}k{ky gy ooy ku)
das algebraische Komplement von a4 in (1, 2, ..., n) nennen.
Bezeichnen wir dieses algebraische Komplement mit %y 4, s0 lafit
sich (1, 2, ..., n) so schreiben:
(1 2 oy W)= Wy + 0, Wy + - -+ 4, %,
In jedem Glied von (1, 2, ..., n) kommt namlich der Index k vor.
Ersetzt man die Elemente

@y Qs v o Ty

beziiglich durch
Qiys Gypy v ooy Gns

wobei /= k sein soll, so geht (1, 2, ..., %) in

ty Uy + O W+ -+ 0, Uy
iber; denn ., W, ..., %, sind von dem Index k ginzlich
frei. Das Quadrat von (1, 2, ..., n), d.h. die schiefsymmetrische
Determinante
diqaidg i

a@.

am 0’22 s Gy,
a’nl L sisians B

"1 Dus Glied mit axx fillt wegen axx = 0 fort, wie wir auch 2 wilhlen.
Wir wollan aber %, = 0 setzen.
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verwandelt sich dabei in eine Determinante mit zwei iiberein-
stimmenden Zeilen (und Spalten). Daraus folgt, daB

tyy Wy + i, Wy + oo+, By =0

ist, sobald i von % verschieden.

§ 62. Die Reziproke einer schiefsymmetrischen Determinante
gerader Ordnung.

(1, 2, ..., n) sei ungleich Null und %, das algebraische Kom-
plement von ¢, in (1, 2, ..., n), 4,, aber das algehraische Kom-
plement von @, in der Determinante (1, 2, ..., n)%

Um die Beziehung zwischen %, und 4, zu finden, bedenke
man, dab '

Gy Ay + O Ay + oo A, =(1, 2, .., 0
und
A Ay * 04y +. .o ta, 4, =0 (s=4h),

auberdein aber

Gy Wyy + Gy Wy + - -+ 4, W, =(1, 2, .., n)
_ und
a, %, +a, %, +...4 a,,%.,.=0 (e=£F).

Man ersieht hieraus, daB

Axy Axs S dyeine
e e (15 S Rt e (T e
und
9{&1’ mk‘!' e, “!Ilm

dasselbe System von # linearen Gleichungen mit nicht verschwinden-
der Determinante befriedigen.

Da ein solches System nur eine Lisung hat, so folgt

Ajq
Ay 2,000 Nt

oder
Ay = 2, .., n)¥%,.

Durch eine Stetigkeitsbetrachtung iiberzeugt man sich, daB diese
Formel auch im Falle (1, 2, ..., %) =0 gilt.

Die algebraischen Komplemente von a,, in dem Pra¥rschen
Aggregat (1, 2,.., %) und in der Determinante (1, 2,..., n)* unter-
scheiden sich also nur um den Faktor (1, 2, ..., n)
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§ 63. Lineare Gleichungen mit einer von Null verschiedenen
schiefsymmetrischen Determinante.

Das System

Oy By A= Gy s A= b, 3, =0
(1) Gy @y By0 T, + 0L F 0y 7, =05,
aﬂ] 5 1 (g Ty '+— i Ayn ', g s b

dessen Determinante qchle[‘qvmmetrmch und von Null verschieden
sein soll, hat nach § 22 nur die Losung
by Ay + b, Agy + oo F By Ay

ot (i AL i
2 by Avg 4= ba Age 4 o oi + By Auy
Ly (l, 2‘ T ”}‘ 1)

by Ayn 4 by Aun + .0+ b Ain

1
(L 2, os, M)}

T o=

Wegen der Relationen
A=, 2, n) A
njimmt diese Lisung folgende einfachere Form an:
e b Ay 4 0, Way F oo+ by Wiy
i e mame ) i
by Ny + hy Ags + .o + by Wy

- o= ;

& (U= )

N A o b. 9[.. _
[ S e
Der Ausdruck
oY, +60% . +...+0%,

entsteht aus :
a, W +a, U+ oy, Ay

oder aus (1, 2, ..., a), indem man

gy Oogy v o0y Oy

beziiglich durch
blr bg! S50, b“

ersetzt,

Schreibt man statt b, b,, ..., b,
A A R R B R R R SRR IR i
80 geht

b Wb, Wy + .0 5, %
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dadurch aus (1, 2, ..., n) hervor, daB man den Index % durch »n 4 1
ersetzt,

Es gilt also fiir die Auflésung des Systems folgende Regel, die
ein Analogon der Cramerschen Regel ist (vgl. § 22):

Man ersetze in P=(1, 2, ..., n) den Index i durch =+ 1.
Das so entstehende Aggregat heiBe P,. Dann lautet die Ldsung
des Systems (1)
P?

y mye=t L, @ =

P r

=2
|
*u;:c

& 64. Rang einer schiefsymmetrischen Determinante.

— Die schiefsymmetrische Determinante

Uy Ky o3y

Uy Qyyo o G

(1 :

(3

2n

- nl Tna o« Oy

habe den Rang ». Dann ist (vgl. § 52) die Matrix ihrer r-reihigen
Minoren vom Range 1.

Ist nun z B.
Oty Wty = +» gty

gty Moty + « + Ay,

Oty Chply « -+ Oyl j
von Null verschieden (b, <k, <...<Fk und J <, <...<1), 80
miissen wegen

Cetey, Cpeyley » =« Cfey ke, Ay gy Qg « -« Oy {5
gk, Clegky = o o Cig ke, Qr g Qg -« A,
e ke, ﬂ’krkg- D (3% 78 Q. i, a;r RO d-;r;,

By, Qg vv v Upy iy Qp ok, Cogpy » - - g gy

— | Mkl Chegly + s Dyl Apty Ciyky - v Clyiy

Apoty, Tipty » o0 i, UAR'S L2 P PO 1 i 8

2
ay, 1 Apigy v -+ ah,r |

= (1) | Pl kil e e By,

Bty Okply ==« Ox
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auch
1
| aklkl a-j;]h...a.kl;(r | a1, a-;llg...avg‘;}_
gty Olky v - - Doy Uty Ciaty « - - Dy,
Aty Bhply + + » Oy Any, Qp, - O,

ungleich Null sein,
Damit ist der folgende Satz bewiesen: .
Satz 41, In einer schiefsymmetrischen Determinante
vom Range r gibt es einen von Null verschiedenen r-reihigen
Hauptminor.
Da eine schiefsymmetrische Determinante von ungerader Ordnung
den Wert Null hat, so muB der Rang » stets gerade sein.
Wenn iz dem Symbol
(15220 )
gewisse Zahlen gestrichen werden, so entsteht ein #hnliches Symbol
(e ks i, e

Wir wollen (k, ky, ..., k;) einen p-gliedrigen Minor von
(1, 2, ..., n) nennen. Im Falle eines geradenp ist (k, k,, ..., k)
ein Prarrsches Aggregat. Im Falle eines ungeraden p soll
(Bys Toyy o ouy k) =0 sein,

Hat die schiefsymmetrische Determinante (1) den Rang », so.
gibt es nach Satz 41 unter den r-gliedrigen Minoren von (1, 2, ..., n)
einen von Null verschiedenen. AIIe mehr als r-gliedrigen Mmoren
von (1, 2, ..., n) sind dagegen glelch Null,

(k5 kz, .. k) sei ein nichtverschwindender Minor von (1,2, ..., n)
Dagegen seien a,lle (p + 2)-gliedrigen Minoren, in denen (k,, k,, .. kp)
als Minor steckt, gleich Null. Dann ist der Rang von (1) glelch P

Es sei z. B.!

(52 S =0

1,2 ..,pk 5=0. (b, l=p+1, ..., n)

Bezeichnen wir mit

und

8H:T ﬁki’ ﬁik’ %Il
die algebraischen Komplemente von

Gy Ty Ty Yy
in der schiefsymmetnschen Determinante

! Durch Vertauschung von 1, 2, ..., n liBt sich dieser Fall herbeifithren.

Kowargwskr, Determinanten 10
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Gy -2 Op Oy Yy
gy v+ By Oy By | = (1, L A B
Bpy oo Oy Gy Oy
S MGy Gl
so ist nach Satz 28
g:: ;g’:: i (1, 2000 PR(L 2, o1y b U =0,
Nach Satz 38 hat man nun
s B, =9,=0.
Es ergibt sich somit
B, =—58,=0.

- Wir sehen hieraus, daB in (1) alle (p + 1)-reibigen Super-
determinanten von

i :
i Oy Qyg - ooy y
. | By Ogg - - Ggy
By Boy - i By

gleich Null sind. Nach Satz 18 konnen wir also schlieflen, daB (1)
.den Rang p hat.

Um den Rang der Determmn.nte (1) zu finden, kann man jetzt
so verfahren.

Man sucht in (1, 2, ..., n) einen zweigliedrigen Minor, der von
Null verschieden ist. Gibt es keinen solchen, so hat (1) den Rang 0.
Andernfalls lassen sich die Indizes 1,2, ... % 8o vertauschen, daB
gerade (1, 2) von Null verschieden ist.

Sind alle Aggregate (1, 2, k, !) gleich Null (k,i=8,...,n), 8o
ist (1) vom Range 2. Andernfalls 148t sich durch Vertauschung von
3, 4, ..., n bewirken, daB gerade (1, 2, 3, 4) von Null verschieden ist.

Sind alle Aggregate (1,2, 3, 4, k, 2) gleich Null (k,i=35, ..., n),
so hat (1) den Rang 4. Andernfalls. liBt sich durch Verta.uschung
von 5, 6, ..., » bewirken, daB gerade (1, 2, 8, 4, 5, 6) von Null
verschleden ist. Usw.

Wir sehen hieraus, daB nach geeigneter Vertauschung der
Indizes 1, 2, ... n die Aggregate

(L dyelii g, 8, 4), s, (118000
von Null verschieden sind, wihrend die Aggregate
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({502,550 i Sk ol
verschwinden (k, ! =r+1,..., ! r ist dabei der Rang von (1).

Bei einer symmetrischen Determinante 138t sich etwas Ahnliches
erreichen. Ks gilt niamlich auch fir symmetrische Determinanten
der folgende Satz.

Wenn die (p 4 1)-reihigen und (p + 2)-reihigen Hauptminoren,
in denen ein von Null verschiedener p-reihiger Hauptminor steckt,
alle verschwinden, so ist der Rang der symmetrischen Determinante
gleich ».? :

Hieraus ergibt sich leicht, daB eine symmetrische Determinante .

(rige LS

gy 8” oa e 62

|a“1 Qo+ -+ Gy

vom Range r nach geeigneter Vertauschung der Indizes 1, 2,..., n
vor folgender Beschaffenheit ist:
In der Reihe

=
[ g+ - - Oy,
|
P ESRr 1|
o ' 1 Az Gy Gyg -Gy, |
i
| @3 @y | |
|“r1 T

sind das erste und letzte Glied von Null verschieden und nie zwei
benachbarte Glieder gleich Null.

§ 65. Lineare Glsichungen mit verschwindender schief-
symmetrischer Determinante.

Wir betrachten das System (1) in § 63, dessen Determinante
* schiefsymmetrisch und gleich Null sein soll. 7 brauncht also jetzt

nicht gerade zu sein.
Aus 8 29 wissen wir, daB das System daon und nur dann

Lisungen besitzt, wenn die beiden Matrizen

G Gg -Gy

0‘21 agg...azn

(1)
TGy Upae e Oyy
1 Man denke sich (1) eventuell durch Nullen géﬁndert.

3 Boweis ebenso wie bei der schiefsymmetrischen Determinante.
10*
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und
@yy Oyg cws tly, b
O b
@) 51 Tag an Y2
R R e

gleichen Rang haben,
Nun ist der Rang der schiefsymmetrischen Matrix

Gy Oy oo G, b

; . (=Bt s e A0 0,
(3) e
e SR

—b —b...=50

hochstens um 1 héher als der von (2).
Bezeichnen wir also mit », r,, », den Rang von (1) bzw. (2)
bzw. (3), so ist

n=r, ind rn=r=r+41,

also auch
n=n=rn+l
Da r, und », gerade Zahlen sind, so folgt hieraus
h=1r.
Wenn 7, =7, ist, so muB auch » =r, sein. Denn es ist
immer r, =r, <r,, '
Ein Gleichungssystem

s

Uy B+ 0y T+ ...+, 2, =0,
Uy @y + gy Ty + .. Gy, %, = by,
@y T + gy £2+"'_i-aanzn=bn
mit schiefsymmetrischer Determinante hat also damn und nur dann
eine Lidsung, wenn die Matrizen (1) und (8) von gleichem Range sind.

Bezeichnen wir den gemeinsamen Rang von (1) und (3) mit »,
so 1aBt sich durch Vertauschung der Indizes-1, 2, ..., n erreichen, daf |

: 1,2 ..., 0%0
ist. Nach §24 sind dann die n -4 1 — r letaten Zeilen von (8)
lineare Kombinationen der r ersten.! Wir diirfen uns deshalb auf
die » ersten' Gleichungen des Systems beschriinken. Diese schreiben
wir in folgender Form:

1 Den trivialen Fall » = 0 lassen wir beiseite.
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G %+t =l o+t )+ b

L) ‘l:l SR e O [y == {a'f:i':i'l wr+l T et L ',ﬂn) e bw'

und wenden auf sie das in § 63 dargelegte Verfahren an.

- Wir wollen
1 2.,n="P
getzen und unter
ij (e =il R B J=rd 1l ﬂ-l-l)
das Pragrsche Aggregat verstehen, das aus P entsteht, wenn man k
in j verwaundelt.! Dann ist nach § 63

v = mPl.r+1 $,,+1—...———-P]“:1':ﬂ+P1m+l ¢
. P
s e @i s ey T sty
mﬂ N P 1
S oy T
= ...___{!‘-_t:!‘_i._ Ly 41 ] Prn z, + Pr, ntl |
3 2

Dabei darf man &, ..., z, ganz beliebig withlen.
Da auch die letzte Zeile der Matrix (3) eine lineare Kombination
der » crsten ist, so erfilllen diese Werte der = auch die Gleichung

by, + by, + ...+ b a, = 0.

& 66. Determinanten gerader Ordnung, dargestellt durch
] Prarrsche Aggregate.

Wir betrachten eine Determinante von gerader Ordnung 2» und
schreiben sie in folgender Weise:
ay, @y by, by .

() D | % 8y byy Bylyon s
aly b, 0 ... ]

a!l !

Vertauschen wir die erste und zweite Spalte, die dritte und
vierte Spalte usw., so multipliziert sich D mit dem Faktor (— 1)

Es ist also

! Statt b, by, ..., b, schreiben wir wic in § 63 @ nyy, <0 Fangr-
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r ’
ay'y ayy b by, S

D=(—1) fyy Gy byy by, oo

r r
ey b h S

oder (vgl. Satz b)
4 =a, b, —b, ...

’
Oy =y D5y —1055 0 o

@) D=

’ ’
i “'u’ u_-a'n? bﬂ’ —bil, ik

Aus (1) und (2) ergibt sich nun durch Multiplikation nach Zeilen
Pyy Py <o Py

3) p2| P Paz o Pas
f .-pn], Pnz "'puu
wenn wir
t a‘ras’ 55 f.Iq," a’s O hrbc’ o bs-lr ba + Svis prs
© Betzen.
Da offenbar
S (PP

80 ist die Determinante (3) schiefsymmetrisch. ,

Mit (1, 2, ..., n) werde das Prarrsche Aggregat bezeichnet,
dessen Quadrat die Determinante (3) ist. Dann folgt aus (3)
(4) D (1,270 i);

DaB das Vorzeichen der rechten Seite richtig gewihlt ist, .er-
kennt man durch folgende Uberlegung.

In (1, 2, ..., n) tritt das Glied

Pyg Pgy ++r Pyoy,n

mit dem Zeichen + auf. Nun ist aber

Pis =80 =i :
Pog= .-+ +bb' — ...,
In dem ausgerechneten Produkt p,, py, ... p, , , kommt also
das Hanptglied von D, d. h.

r L F
a0, by b ...

mit dem Zeichen - vor, wie in D gelbst, und kein andres Glied
veu (1, 2, ..., n) enthdlt e, a," b 5,’... als Bestandteil.
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Wir wollen Formel (4) auf die Determinante
@’ b b

a, by by’

4

P @,
ag g’ by by

; a, o’ b, b,

snwenden. Setzen wir o v

pr.r s ul’ !I-; 5re a.? G}_’ a5 br bl'! e bs bl'!’
so wird _ .
D = piy 3y + 015 Pyy t 11y Pos>

weil die rechte Seite gleich (1, 2, 8, 4) ist.

Falls die Determinante (1) selbst schiefsymmetrisch ist, enthdlt
die Formel (4) den Satz, daB das -Quadrat eines Prarrschen
Aggregats sich wieder als Pra¥rsches Aggregat schreiben 1a8f, und
zwar mit derselben Gliederzahl.

§ 67. Schiefe Determinanten.

‘Wenn man die Hauptelemente einer schiefsymmetrischen Detere
minante durch irgendwelche Zahlen ersetzt, so entsteht eine Deter-
minante, die man als schief bezeichnet. In einer solchen Deter-
minante ist also

Uyp =— G, (",.'::'Es)

Wenn die Hauptelemente einer schiefen Determinante alle
gleich « sind, so kdnnen wir sie in folgender Form schreiben:

] G4+ 2 ap -0 G, |
{
| a, @ e aril H

D(..“‘:) = Il 21 22.+ ' 2n i (aw iy i &"')
i G L) LR L + I

Nach § 53 ist diese Determinante gleich :

o S 2t 4 52" ..+ S,
wobei S, die Summe aller k-reibigen Hauptminoren in der schief-
symmetrischen Determinante

| 911t (g eie =g
Dﬂ} gy Chyg =+ Oy
2]
FUSELTER Oy |

hedeutet.
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Da jeder Hauptminor einer schiefsymmetrischen Determinante
selbst schiefsymmetrisch ist, so verschwinden nach Satz 88 alle S
mit ungeradem Index, withrend alle S mit geradem Index Summen

von Quadraten sind (vgl. Satz 40).
Die schiefe Determinante D () reduziert sich also auf =«

2" 4 S, a" 4 IS‘t A B
‘Weno 2 > 0 ist, so wird
D(k &) = (£ 12" + 8,02 4+ 8,4" ¢ .. ],

Die Klammor besteht aus lauter nichtnegativen Gliedern, und eins
von ihnen, niimlich x®, ist positiv. Wir sehen hieraus, daB die

Gleichung
. D(@) =0

keine von Null verschiedene reelle Wurzel haben kann.
Die Wurzel z = 0 hat sie nur dann, wenn D = 0 ist.

§ 68. Kontinuanten.

Die Kontinuanten sind schiefe Determinanten von der Form

gL () N ()
o B s el
I{n=i D -—1 {l}:_).” 0
‘ (R0 SRt
Die Elemente
g Gygy Gygy ++0y By g n
sind gleich 1, die Elemente
Go1y: Bag yise hed iy

gleich —1 und die Hauptelemente gleich z,, @, ..., z,. Alle
andern Elemente sind gleich Null.
Wenn man die Kontinuante K, ausrechnet, so ist jedes Glied
von ihr das Produkt gewisser », versehen mit dem Koeffizienten 1.
In der Tat ist
K, =2,
K, =2 0, + 1
nsw.
Um uns von der Allgemeingiiltigkeit des Satzes zu iiberzeugen,
entwickeln wir K, nach der letaten Zeile. Dann erhalten wir
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.'J.'}l 3 B e e N )
=) W ey B R )
K=z K 4| 0 =1a 00

D0 0 a—11
Entwickeln wir die letzte Determinante (die aus X, durch Streichung

der letzten Zeile und vorletzten Spalte entsteht) nach der letzten
Spalte, so ergibt sich

K=K ,4+K .

~Diese Formel hiitten wir auch direkt gewinnen konnen, und
zwar durch Entwickelung von X, nach der letzten Zeile und letzten
Spalte (vgl. § 42).

Wenn K, und K, , aus lavter Gliedern mit dem Koeffizienten 1
bestehen, so gilt dies wegen der obigen Rekursionsformel auch
fir £,. Nun haben K, und K, die in Rede stehende Kigenschaft,
folglich auch X, K,, ...

Auf Grund der Rekursionsformel ist es leicht, die Gliederzahl
von K, zu berechnen. Nennen wir sie k,, so ist offenbar
Da. kﬂ o k‘ﬂ—l i kﬂ'2 %

k=1, =0

ist, so folgt 5 b

ky =k 4k, =3,

ky = ky 4k =5,

kg = kg + k, = 8
usw.
Die Folge k,, k,, k... oder 1, 2, 8, 5, 8, ... hat die Eigen-
schaft, daB vom dritten Gliede ab jedes Glied die Summe der heiden
vorhergehenden ist.

Setzt man wie gewohnlick

(&+b)n____$ ('n an—k bk"
k=0 k
so wird

@+ B+ = (a+ ) (o + B

Se < ORI ok i AR
_Z(k)a. +b"+2,(k)a. kit

[}

Andererseits ist
ntl u+1) A
a b\n+1= 2 a"!'{'l—'jbj'
(a + b) ,-%b( j
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Durch Vergleichung der beiden Ausdrticke fir (o + #)"+! erkennt

man, daB
n-{-«l) 3 (n) ( n )
( j Ji=1
ist, Wenn man vereinbart, daB ( ) fir k=—1, --2 .. und fiir

k=n+4+1,n4 2, ... gleich Null sein soll, so gilt diese Formel
ganz allgemein.

Mit ¢, werde nun die Summe aller ("’) bezeichnet, bei denen

k
n + k=s ist. Dann folgt ans der obigen Formel

¢, =6_,4¢.4.. (=8
Die Folge ¢,, ¢,, ¢;, ... hat also auch die Eigenschaft, da8 vom
dritten ab jedes Glied die Summe der beiden vorhergehenden ist. Da

= (8) =t am (3 (1)

so stimmen die Folgen
gy ihgy Kas ot AUDQL 6500 ¥ Csats
in ihren beiden ersten Gliedern itberein. Daraus folgt aber wegen
k,=Fk_,+k , und ¢ =¢,,+0¢,,,
daB sie in allen Gliedern iibereinstimmen. Ks ist also

sl )ty 1

Der Name Kontinuante hat seinen Ursprung in der Be-
ziehung, die zwischen diesen Determinanten und den Ketten-
briichen (fractions continug) besteht.

Aus der Rekursionsformel K =z K , 4 K, , ergibt sich

.'B + !|-1

11-_1 Kn 1
oder, wenn wir %
2 K,
i 77 Qa
gefzen,
1
Qﬂ =&, s+ O

Aus demselben Grunde ist aber
1

Quc1 = @pon + 02
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Da nun

Ein Kettenbruch liBt sich also als Quotient von zwei Kon-
tinuanten darstellen.

Ersetzen wir 2, ,,..., x, durch «,, «, ,, ..., «, und kehren in
K, und K, , die Reihenfolge der Zeilen und Spalten um, so finden
wir, daB der Kettenbruch

1
BT Sl fisen
.+£_,
gleich dem Quotienten von
) PR ‘
=g, A L0
0 —1x...0
0 0 0...q,
durch
@ ool 000
o R R U
0 -1=xz,...0
0 0 0...3
ist.
Ersetat man in K, alle # durch 1, so wird offenbar
K=t
Daraus folgt, daB die Determinante
: 1S il e
=l i)
Q=11 .00
RN R e B

den Wert &, hat.
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§ 69. Die Determinaunten W. Voiers.

W. Voicr, DrupE und Barrzer haben Determinanten von.
gerader Ordnung untersucht, die von folgender Form sind:

L]

T/ A o ot B
—b a —de...
ke e e L

1 1 1
— by —dieg

1

Sie setzen sich aus n Zeilenpaaren von der Form

b s aEda
—b a —d ¢ ...
zusammen. Die o, b, ¢, d, ... sollen siimtlich reell sein.

Wir wollen in D die mit der imaginiren Einheit ¢ multiplizierte
2y* Zeile von der (2 — 1) abziehen (v = 1, 2, ..., n) und, nach-
dem dies geschehen ist, die 2#te Zeile mit dem Faktor 24 versehen.

Dadurch erhalten wir

a+4bi, b—ai, e+di, d—ci,

— 2be, 2ai, —2di, 2ei,
29"D= | g +b1, b —ai, ¢, +d3, d—e, ...
— 20,4, 2a¢, —2d9, 2¢t,
1
- . . . . . . . . . . . I

Addieren wir jetzt zn der 2w'® Zeile die (2v —1)* (1:_—_r i
2, ..., n), so ergibt sich
a+bi, b—ai, c+di, d—ct,
: a—bi, b-rat, c¢c—di, d-es,
@PD= g 154, b —o 8, 6+t d—es,
W DY O A a3y e e Sk g

oder, wenn wir aus der 2t 4t . 2pnten Spalte den Faktor ¢
herausziehen, :
a-t+bt, — (a+b2), c4di, — (c4di),
a--bi, a—bi, e—di, ¢—-di,
Loy bty —(a, 4 b 6), o +dys, —(e, +dy9), ...
a, — b, 1, a—bi, ¢ —dv, e —d i, .

28 ) =
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SchlieBlich addieren wir zur 2% Spalte die (2v— 1) (» =1,
2, ..., n) und ziehen aus der 2%, 4tn .. 2nten Spalte den Faktor 2
lieraus. Dann finden wir \

Sl 0 Bl R0
a—bi, a—bi, c¢—di, ¢—di,

D=\ a+bi, 0, ¢ +dy o, 0,
&, —b i, a—bi, ¢ —di, ¢,—di, ...

Geben wir den Spalten 1, 2, ..., 2 die neue Reihenfolge

1385 = Seyl g ol Vb s
so tritt zu D der Faktor (— 1) hinzu. Dabei bedeutet ¢ die An-
zahl der Derangements in der Permutation 1, 3, ..., 2n—1, 2,

4 an.
Geben wir auch den Zeilen 1, 2, ..., 2n die neune Reihenfolge

148 o g oy

so multipliziert sich D noch einmal mit (—1)7.
Es wird also

a+bi, c+di, ..., 0, 0,
a,+b3,0+ds, ..., 0, 0,

s S eI S L s
«a—bi, c¢c—di, ..., a—bi, c—di,
.qlmbli, 6g—dt, . ...,a—bi c—di,..

Entwickeln wir D nach den n ersten Zeilen, so kommt

a+bi, o+ ds, s, =%, oic|
D=|a+b4, o Fdé, . ...| |a=bi, 6 —d},... r
Hieraus ergibt sich
D = 4 4 B2,
wenn wir
a4-bi, e¢+ds,
a,+b i, ¢ +dd, ... |=A+ Bi

setzen, Es ist dann n#mlich, weil wir die a, &, ¢, d, ... reell an-
nehmen, ’
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a—bté, c—di, .
e —b1,¢—dz,...|=A4A— Bi.

4 und B setzen sich aus den. a, b, ¢, d durch Multiplikationen,
Additionen und Subiraktionen zusammen und sind homogen von
n*r Ordnung.

Man hat z. B. s
‘ a b e d
—b a —d ¢ 2 a+bi, c+di a—bi, c—dt
a b Gll d % ay+bty e +diif |a—01, g—d
—b o —d ¢ |
=(ae, —ca, +db —bd) 4 (ad, —da, + be, — ch)?,
weil :
a-4-04, c+di ;
a1+bl£,ci+dlt_l=[aol—~cai+dbl-ba{l)+(ad]—dal-f-bcl--cbl)t.
-Ferner wird

a b LFn (ST i
—b a —d e —f ¢
e b o 4 4 f

=b o —d ¢ —fi ¢
@ b ¢ 4, ¢ [
—by, ay —dy ¢, —f, &

atbi, c4di, e4fi
a,+b i, ¢ +di, e +f1
a,+ b, 1, ¢, +d, 3,6, Kf,4
Nun ist aber

a—bi, c¢—di, e—fi
10 =5, 0 —dii, e —fid
Gy —by %, 0, —dyt, 6, —f,1

a-t+bi, o+4di, etfi
a +bi, e +di, e+f1
O+ 0,8, ¢, +dyiy 41,3

a o6 | i d b i

o I ,_ & d fil=|b o Ai—|4 4 ¢
Gy G, 6 | a, dy [, by ¢ f by d, e,

b ¢ e a d 6| g iigir b od
+a|Bco g lhila d g sla o fimtibhod
by 0, €] | | a, d, 32! a ¢ [ by dy [y
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Schreiben wir fiir eine Determinante von clpr Form

Fmasy= 2
| & ¥ #
| @ Y3 %y |

kurz (» y z), so ergibt sich ffir die sechsreihige Voiersche Deter-
minante der Ausdruck

{(@oe) = (@df) — (bof) — (bde)}?
+{(bee) + (ade) + (aef) — (B df)}2.

Zehntes _Kapltel.
Orthogonale Determinanten.

§ 70. Definition.

Die Determinante
| Gy Qg3 -+« Oy

Aaai) Ho1 Taaic i Gag
By B0 S

heift orthogonal, wenn das Produkt von zwei verschiedenen
Spalten gleich Null, das Produkt jeder Spalte mit sich selbst aber
gleich 1 ist (vgl. (§ 80).?

s gelten also bei einer orthogonalen Determinante die Relationen

alrals+a2ra$l+""+' Ty a’wazo (":ES)
und
alr alr + a?r . + ey + an ﬂ«’" = 1.
Setzt man.

=0, 0+ 0T+t 0,2,
Yy =Gy Ty F Qg Ty + oo 8y, T,
yn=an1xl+an2$2+"‘%aunxn
und fordert, daB fir alle Werte der «
y1’+3/g! + ... +?fu$ =“ 3"12 +wgg elaies + iﬁ'."

1 Die Elemente ¢, setzen wir als reell voraus. -
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gein soll, so findet man gera.de die eben angegebenen Relationen.
Sie lassen sich also in der einen Gleichung X'y, = 3’z ? zusammen-

fassen.
Multipliziert man 4 mit sich selbst, und zwar nach Spalten,

so ergibt sich auf Grund dieser Relationen

110...0|
Az:Ul.l.OI—___I.
00...1|

Daraus folgt
Satz 42, Eine orthogonale Determinante ist entweder
gleich 1 oder gleich —1.

§ 71. Die Reziproke einer orthogonalen Determinante.
Lodst man die Gleichungen
Gy @y + By @y + ...t 0, 7, = by,
alza:1+az2 Tyt oret Oy 2, = by,

a]. x1+a°ﬂx‘2+“' +aﬁ:a:7:n=bn
nach der Cramerschen Regel auf (vgl. § 22), so ergibt sich?

g, = bn +b,A,,;-...+b..A,,._. il A9 )
Fiir den Fall, daB 3 =1 ist und alle andern b gleich Null,
hat man also

All L d’! Ana
..Cl_'“‘—, :z:Z —-—'—‘, 'oeay $“= 1 .

Aug § 70 ist aber zu entnehmen, daB in diesem Falle die
Gleichungen durch

3 By =0y Fp =05, o0ty 2, =0,
befriedigt werden. Da es nur eine Lisung gibt, so folgt
Arl
Tra = oo

Satz 43. In einer orthogonalen Determinante, die den
Wert 1 hat, ist jedes Element gleich seinem algebraischen
Komplement. In einer orthogonalen Determinante mit

1 A, ist das algebraische Komplement von a,, in 4.
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dem Wert —1 sind die Elemente und ihre algebraischen
Komplemente entgegengesetzt gleich.

Miv Hilfe der Relationen a,, = 4,,: 4 erkennt man, daB in einer
orthogonalen Determinante das Produkt von zwei verschiedenen
Zeilen gleich Null und das Produkt einer Zeile mit sich selbst
gleich 1 ist. Man hat in der Tat

(Irl a\ﬂ + ar:} aaz + o + ﬂ',i_n' acn = Opyq Au_iarg A:;‘l‘ ven G.radgn
Der Zihler dieses Bruches ist aber gleich Null oder gleich 1, je

nachdem »==s oder r = s.
Satz 44. Eine orthogonale Determinante bleibt ortho-

gonal, wenn man sie um die Hauptdiagonale herumklappt.

& 72. Produkt von zwei orthogonalen Determinanten.

Satz 45. Das Produkt von zwei orthogonalen Deter-
minanten ist wieder eine orthogonale Determinante.
Multipliziert man die beiden orthogonalen Determinanten

[
LA R R L Ibll bg « v by,
Gy Ggy - - - Gy, v by by b,
Ay Qyn v v = Oy bnl bnz Er Cp R bm\

nach Zeilen, so entsteht eine Determinante

013 C1g 20t G g

%51 %3 22+ Gy |,
G20 g sss O
. nl "n2 nn
in welcher
-'t O rl 31+ar2 s2+"'+arnbm
1st.

Danach wird
0= (Slb) (S0,0) = 36,0, b0,
Summiert man iiber die Werte r=1,2, ..., n, so ergibt sich, da
E it By = (=), ,-Ea"" e 1

2/ re 1"‘ E B !Irf

ist,
Man hat also
Ecra rt_' (S'-__;Ei), S‘[ia rx:‘_ !

/
Kowavewakr, Determinanten 11
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weil

Eblp [ =0 \8 t)l 2 £ M: e

§ 73. Siitze von Brioschr und Stacor,
Die Sitze von Brioscur beziehen sich auf die Gleichung

|
Py b® g, o 9,

D)= | @y Gy t+T... Gy,

nl Qrg: _+ o ﬂ!s+x§
unter der Voraussetznng, daB D(0) = 4 eine orthogonale Deter
minante ist.

Multipliziert man D (z) mit

| a

Gy =% Giy oes @, !

Gyy — T . . ay ., i.

|
D{—“l’ =! aﬂ'
l £45540

a,, Qg o, —D

und zwar nach Zeilen, so ergibt sich (vgl. Satz 44)
Jo1=2% (s, —a)z. ... (@) —a )7

D D(e = |G g s il

“alnmanl)r! (azn_a' J Ty o v ny .1_"2"2

Hieraus folgt fiir 2 =0

e el e gy 3 Gy — Gy
1
Do) D=t B e w5y G
= 1
i Ty Gyn— Oyoy i ‘;Hx
oder, wenn man
1
——r =X
©
und
Gyp = Qg ﬂn
setat,

| ﬁl‘l + & i'glz i ﬂm
ﬁizl p):’.e + % ‘.‘ 3 ﬂ‘&n

f‘?ﬂl ﬁuﬂ bt ferm 4}- & !

_ |
D@D(-2) _|
" i

|

|
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T)aes—i
ﬁra = n-!

so konnen wir uns auf § 67 stiitzen. Dort sahen wir, daB die

Gleichung
| futr f - ﬂln ‘
[)’21 ﬂi! + A oo -f' | =
e et i oy
anfer etwa z = 0 keine reelle Wurzel haben kann.
Daraus folgt, dafl die Gleichung
D@) =0
keine reelle Wurzel zuliaBt, die von 1 und —1 ver-

schieden ist.
Schreibt man D(x) in der Form

D@)=z"+ Sz~ +...48,,
S0 ist, wie wir wissen, S, die Summe der k-reihigen Hauptminoren
von 4.
Nach Satz 43 wird aber z. B.

@) Gy ooy || oy, dag .l day, 4, Aln...Aui
Ak | Ggy Gyp - Cgy Aday day, . "A“zklz AnAz"'Anl,
Oy hgiee sy 4%14%,..A%” AneAnnatars sl

Unter Anwendung von Satz 28 in § 38 ergibt sich also

] |
Gy O1g «ov By [ Tar,k4r Brrr,aes 0 Berln
15
AR (% % o Byl | Bpekgn Besxas 0 Beige
: |
|“:c1 4 ICEORL T | Zoagsr Pmres o0 By
oder, da 4 == 4+ 1,
[ P11 B1g v oe Gy | ‘ O L RS R
| ' |
[ @yy Qug oo Ggy i = 4! FBaaner Baz ks o FBgan
o |
I t-'l';‘-]. a’k‘& Ay a}.‘k i ! an.ki-l a'u.l:-l»-'.’. THEEE ami !

Ahnliches gilt fitr jeden Minor einer orthogonalen Determinante.

Jeder Minor einer orthogonalen Determinante 4 ist
gleich seinem algebraischen Komplement, multipliziert
mit A.

i1
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Die Summe der k-reihigen Hauptminoren ist hiernach gleich
der mit A multiplizierten Summe der (n — k)-reihigen Hauptminoren,
oder in Kormeln:

DY =E i 4= +1)

Man sieht hieraus, daB in der Gleichung D(z) = 0 gleich weit
von den Enden entfernte Koeffizienten gleich oder entgegengesetzt
gleich sind, je nachdem 4 gleich 1 oder —1 ist.

Dies 14Bt sich auch auf folgendem Wege erkennen, Man multi-
pliziert D (z) mit 4, und zwar nach Zeilen. Dabei ergibt sich

. Ytan® gm0, &
(1) 4D@=| "® Lt G Bt =m“D(—i~),
a,, (I ) B SR e

und D(z) = 0 ist also eine reziproke Gleichung.

Wenn » ungerade ist und man setzt

r=-—4,

so wird, da 4 = + 1,
L i idifi iy it
€T

Die Identitit (1) liefert dann

AD(— 4) = — AD(= 4),
also
D(— 4)=0.

Bei ungeradem n hat demnach die Gleichung D(@) =0
die Wurzel z =— 4.

Wenn n gerade ist und 4=—1, so hat D{z) = 0 die
Wurzeln z= +1 und 2= —1. Im Falle 4=—1 Iliefert
namlich die Identitit (1) bei geradem n

D(+1)=0,

Der Satz, daB D(z) = 0 eine reziproke Gleichung ist, steckt
als Spezialfall in einem Theorem von Siaccr. Der eine Teil dieses
Theorems lautet so:

Gy Gy - - - Oy, by byg -2 by,
By Gyp » o Oy, und byy byg - - - by,
- - . - + . . - -
a’ﬂl Ruz ot amu bn‘.l bnﬂ S bnrl

seien zwei orthogonale Determinanten, die denselben
Wert (41 oder —1) haben. Dann ist
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i lp‘l“ll"'!’lbn’l“lz"f’f‘l T8t
plh 1) =
gleich

Oy + A by g8+ Ay by, -
o H= | “n"'"l 21 J"s“zz‘i“;‘:b.w’ g

#y 1:1+ )lbnl’ g n"+ﬂsbn'” I
Multipliziert man (4, p) mit

11%1"1' 15% bul! 7‘2 “nﬁ' By buz? i

A ﬂa’1ﬁ+ By 1.“
A “21+P"1 o a22+Ps 995+

; a2ﬂ+ y’n 2n

ﬂ‘nﬂ+‘uﬂ nn

= p'nal1i+ )'vlbln
A Pua'2u+;{u Zn

i ‘u’l aﬂn + ’n bﬂﬂ

brRb . tehiy
by e Yo 1
bﬂl bn! g “bnn
und zwar nach Spalten, so ergibt sich
Aoyt 1y, Aoy Ay G
+ @, @) = Aoy hylyt gy o Ayoy,
lu‘g:'zl /1“6“2, Yt }'ncam o+ -‘u‘u
Dabei ist

B _alabl.r+a’2rbﬂs+ + nrbﬂa

Multipliziert man ¢ (u, 1) ‘mit

Oy Gy - o Oy, |

“31“22'““\2“ =:{:]
a’ﬂl a’ﬂ?: <y

und zwar wieder nach Spalten, so findet man
: 11"11_+F"1' ACys oo
+ o b= L ]
}“uoln A’-nc2n! e ]

Ayerg Ayt fhyy o ooy

Y

f I

Ao

2 "n2

‘H ﬂi’l + I{‘{N

Hieraus folgt durch Entwickelung nach den p:

(P(lr =@ .

Der andre Teil des Theorems von Siaccr lautet:
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Haben die orthogonalen Determinanten, aus denen
¢ (A, ) und ¢ (u, i) gebildet sind, entgegengesetzte Werte,
80 besteht die Identitit

¢ 1) =— @(u, )
Wenn wir aue den beiden orthogonalen Determinanten

SO G 110...0

- z | Hltar
e Eaﬂ sl rnan ind 0 0
IP . . . . . . . .
!a“,aﬂ...a” 050 i siis)

die Determinante
| Aoy s 2ayy ooy Aay,
[ hay, Lyt py, .. lay,

] R'aﬂ.l! 4 aﬂ2’ ot i'an'n-i-pﬂ
zusammensetzen, 8o ist sic nach dem Theorem von Staccr gleich
T R P RN PR

4l MGy Oyt A . e,
: ! lu‘.l.anl’ |u'2a132? e ﬂlﬂﬂﬂn+2
oder gleich
! 1 1

& SR Y Oyas =2 & ’

i 3
ay; s “22'}"',,:""! %,

Apypy...op

‘ aﬁl" aﬂi‘,’ ) a’inn+
Wir wollen nun annehmen, daB

o Py oo, = A
ist. Dann ergibt sich, wenn wir noch A = 1 setzen,
“114"1'! gy 0 G
oty &y s g, t . .
Gpr Gty G || S Gmtonen &y
|

Sg wway G 1
? ] 3 i
71 n2 ni 7 a“], a“s, sy g,ﬂ“+

a

Hierin liegt folgender Satz von Sraccr:
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Addiert man zu den Hauptelementen einer orthogo-
nalen Determinante Zahlen, deren Produkt gleich der
orthogonalen Determinante ist (also gleich + 1 bzw. —1), so
bleibt die rene Determinante ungeiindert, wenn jede von
diesen Zahlen durch ihren reziproken Wert ersetzt wird.

SchlieBlich beweisen wir noch ein Theorem iiber die Deter-
minante 9, die aus der orthogonalen Determinante

. .

s RO LT :

Al | 10N Can e et
I

. |

! aﬂlanz"'ann I

dadurch entsteht, daB man zu den Hauptelementen 1 addiert. Die
reziproke Determinante von

ap+1, ag o a4, ’
W Gy Gyt 1,..., a4y, 1
i a’nl? ani’ sty ann+ I ]
sei
l A, Uy .- U,
QIBI mﬂﬂ L WEN
g!“.wl ?[”2 TR ﬂnn

Der zu beweisende Satz bezieht sich gerade auf die Elemente
2, dieser Determinante.
%, entsteht aus der Determinante

hay+w, Aay, ..., Ao, ‘
A Oyis Ay Oggt Pyioe, A0, !

: ]
: ;"l L) }'2 LR =t lﬂ a:u'n+ I,
indem man A = 0 und alle andern 4 gleich 1 setat, ebenso alle u

gleich 1.
Die obige Determinante ist aber, wie wir wissen, gleich

Iulall'*"al! By Qygy' ey M8y
o Py Moyt hy, ooy @0,

t F'l a!ll i“s an!’ Ll Iu'ﬂaﬂn-l'j"n
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Setzt man hler A, = 0 und alle tibrigen 4 sowie alle p glelch i
go geht die Determinante offenbar in

QI 8 ﬁff
iiber; denn sie unterscheidet sich von ¥ nur dadurch, daB 4, an

die Stelle von a_. + 1 getreten ist.
Wir haben also die Gleichung

ml"f‘ = A(Ql T %Irf)
oder, da 42 =1 ist, :

AU ==,
d. h. .

(1 + A)grr R

Wenn man in der Determinante
e bt he

12 1n

. b

2n

11
bS‘l b!ﬁ =
bnl bn2 Sk nh bnn

b,=b, =0 (r=s) und alle itbrigen Hauptelemente gleich 1 macht,
ferner b, = b, = 1 und alle andern Elemente auBerhalb der Haupt-
diagonale gleich Null, so entsteht eine orthogonale Determinante
mit dem Wert — 1.

Wir wollen jetzt in

Loy by, Ao, by, o Aa R by,

PR, p) = '1“:1“1‘#1 211 ‘lz“zz‘{'!‘a gas v+ r by Gyt by,

llaﬂ].+ lun nl? lﬂauB-’— Fg R lﬂaﬂﬂ+iliibﬂﬂ

A, =0 und p_= 0 setzen, alle andern A, p aber gleich 1. Dann
geht @ (%, u) in U, iiber. Nun ist aber nach dem Theorem von
Stacer

4499(1; ®) =— lP(P', Z)
‘Bei ¢(u, ) stehen in der r%® Spalte lauter Nullen und nur an
der stn Stelle eine 1. In der s*" Spalte stehen die Glieder

Oyyr Ogy5 =+ 0 Oy,
In den iibrigen Spalten hat ¢ (u, 4) dieselben Glieder wie D. Daraus
ergibt sich
@, 3) =9

ura i Aﬂ"

und man bhat daher
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Addiert man zu den Hauptelementen einer orthogo-
nalen Determinante 4 die Einheit, so entsteht eine Deter-
minante ¥, deren Reziproke im Falle 4 =1 schief und im
Falle 4 == —1 symmetrisch ist.

Im Falle 4 =1 sgind die Hauptelemente der reziproken
Determinante alle gleich 19. Das ergibt sich aus der Formel,
1+ 4%, =9.

Nach Satz 28 in § 38 ist

| err mrc Lty

o, |
wobei ¥, den Minor von ¥ bezeichnet, der aus % durch Streichung
der Zeilen und Spalten mit den Indizes r, s entsteht. Aus der
obigen Gleichung folgt wegen A, = — AY,

Q[n' ?Ina 4 Agl:: =9 mra

ra

oder nach Multiplikation mit (1 4 A4)?
A2+ A1 4 A N2, = A1+ 4°%,,,
d. h. &
A(L+ A7 %2, = A1 + 429, — U},
Im Falle 4 =1 hat man also
29‘[” e QI’
49, = U{4Y,, — U
Wenn nun ¥ = 0 ist, so sind anch alle (» — 1)-reihigen
Minoren von % gleich Null.

8§ 74. Theorem von STIELTJIES.

StrenTies betrachtet zwei dreireihige orthogonale Determinanten

a b ¢ A R
ol e 11118 o [ iy S R ok
aﬂ bl’n‘ G” AH’ B” G!i’

mit dem Wert 1 und leitet aus ihnen die Determinante
Ad gl BIEEUD
R=| A+4+4d, B+Y¥, C+¢
A"+ a"y B"+ b, C“+ "
ab.
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Sie genieBt die Eigenschaft, daB im Falle = 0 auch
alle zweireihigen Minoren von R verschwinden.
Um dies zu beweisen, multiplizieren wir die Determinante R mit

la b
| ar b;
l a’' b

¢

¢ ="1,
" L

¢

und zwar nach Spalten. Dadurch erhalten wir

|@4)4+1 @B) ... @0) |
R=R=| (b4) @B)+1... (0 I
| ed) B .. (O+1|

Nach Satz 44 und 45 ist

|(@d) (@B) (aC)
b4) (3) (bO)|=1
c4) (B) (0
eine.orthogonale Determinante. R’ ist also eine Determinante von
derselben Art wie ¥ im vorigen Paragraphen.
Wenn E = 0 ist, so sind nach § 73 (SchluB) alle zweireihigen
Minoren von R’ gleich Null. Dasselbe gilt dann von den zwei-
reihigen Minoren der Determinante R. Denn man hat

a a o'l

R=|b b ' |R,

cRe i
wobei die Multiplikation nach Spalten auszufiihren ist. Ein zwei-
reihiger Minor in der Produktdeterminante ist aber das Produkt
aweier Matrizen, die aus je zwei Spalten der Faktordeterminanten
gebildet sind. Man gewinnt ihn also durch Komposition der zwei-

reihigen Minoren dieser beiden Matrizen.
Das Theorem von Srmerties wird ganz ebenso im Falle
n-reihiger Determinanten bewiesen und:lautet dann folgendermabBen:

Sind

217 %9. -2t Ty byy by o by,
Q9 By +++ By, und byy bps - - - by,
anl aﬂi eint aﬂn bnl bn% waber bﬂn

orthogonale Determinanten vom Werte 1 und ist
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a4 by @+ b9y ooy gy + by |

ﬁf__*ln:agl"i_bﬂl'aﬁ.z.'*—b!!""' a‘?.n-l_bfn =0,

L ar bﬂl’ an2+ bﬂs? it n’slﬂ+bﬂ.u

so verschwinden auch alle (n — l)-reihigen Minoren von R

& 75. Die Cavrzeyschen Formeln.

Zwischen den n? Elementen einer orthogonalen Determinante

1 R B

A= O oy oo Oy,

| aﬂl an‘ e aﬂn ‘

bestehen der Definition gemiB die Relationen
airala+a2ra‘2a+"'+anravu=0’ (?":;5_‘_8)
Ay, e T T R ol . 1.

Thre Anzahl ist
nm —1) n(n+ 1)
SREE IO D = garh e SR TR S

n(n+1)

Wenn n? Verinderliche 5

80 kann man vermuten, daB
R na+l) n@m-— 1)

2 2
Veriinderliche unabhiingig sind.

In der Tat wird sich herausstellen, daB die Elemente einer
n-reihigen orthogonalen Determinante sich als Funktionen von
4 n(n — 1) Parametern, und zwar als rationale Funktionen, darstellen
lassen..

Wir wollen annehmen, daB 4 =1 ist, und die in § 73 be-

trachtete Determinante

Relationen unterworfen sind,

o+l &y ... g, E
9o = Gy Gy t+1... @, i
| @ L Ee aﬂn+ 1 !

bilden, i
Aus § 78 4Bt sich entnehmen, daB die zu ¥ roziproke Deter-
minante
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W Teslias e Ol
A = 9151 ﬂ!z "'mzn
q]’nl QInz e mnn

schief ist und alle ihre Hauptelemente gleich 4% sind. Ks be-
stehen also die Relationen

U =—9N_ (=3, A -z—;',;-‘H:

T

Demnach gibt es in ¥ nur
bnn—1)+1
verschiedene Elemente.
Nach § 37 ist nun

N = QI]I—J.’

und fir die algebraische Komplemente % , der 9  in % gelten die
Gleichungen

A,=UAr-2q_ (r=s),
A =A"-2(a 4 1).

Daraus folgt, wenn % von Null verschieden _ist;,

e ?l‘l’l-—z
L
a?f——l ar _;J-[n—2
oder
g_rs .
re. T_ (9' —= 3)’
(1) 9
e e

Hiermit sind die Elemante der orthogonalen Determinante
rational ausgedriickt durch die }»(n — 1) -+ 1 Zahlen
A, Ay, SJ[1:!1 ity %rl.u’
Upgy - 5 Wy
mwl--'l.rll'

Dividieren wir die Briiche

LT &
A
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im Zihler und Nenner durch 9* so ergeben sich fir die Elemente
von A rationale’ Ausdriicke in

Ay Uy RN

_ﬁ-., T!."‘l FTH

RS Uy

@ ¥ W
gIl!—1.l|

o

Wir wollen jetzt zeigen, dnB die Determinante A, deren Ele-
mente durch die Gleichungen (1) bestimmt sind, stets orthogonal ist
und den Wert 1 hat, wie man auch die }n(n — 1) Parameter (2)
- withlen mag. 3

Wir gehen also jetat von einer beliebigen schiefen Determinante %
aus, deren Hauptelemente alle gleich und von Null verschieden sind.*
Aus den Formeln (1) berechnen wir die Elemente von 4 und wollen
beweisen, daB 4 orthogonal und gleich 1 ist.

i @, %, ..., v, seien n Verinderliche. Zu ihnen mbgen die
Veriinderlichen y,, y,, ... y, in folgender Beziehung stehen:

(h=U2+ W,z +...+%,2,

{3) Yo =ﬂ21 x1+m2? x"+"'+m2nxn’
?n ﬂl .'151 + ﬂn! 3 + g[ﬂﬂ xﬂ
Die Veriinderlichen #, #,, ... %, seien mit z,, ,, ... =, durch
die Gleichungen
o= Uy 2 4 U2+ YU, 2,
(4) 7= Uy e 4 Uy +. .-+ maa )
5{'smmQf,h‘ﬂ’;:l"i-?r!n:r'!"!- +QI ;‘G
verbunden. =
Die 9, sind die Elemente von %. KEs ist also
A, =3¥ und A =-UA_ (=3
Daraus folgt
(9) h+x =AUz, Yo+ =02, ..., y, +2,=Uz,.

Lost man die Gleichungen (3) und (4) nach der CrAmERSchen
Regel auf, so ergibt sich

! Ihren gemeinsamen Wert nennen wir § . Nach § 67 kamn 9 nicht
gleich Null gein.
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@)

und

(3
und

#)

9[? "ﬁu-}l'{"ﬁnyz'*“"
: E‘Ia:i—-‘.’[jyl—i-‘ﬂsyg-l—.

.

?I:r = Ml,;yl + Hgﬂy,, + ...

Ql.r,—un I+QII,N2—|~...
9[‘33—-?11%1 i—?lu Yyt o

nl }+Jn$ s'i""

ke + m!il yn’
.+ QI‘., yn,

+ ﬂﬂﬂ Jh

+ 9, %,

. + ’ﬂzn X’n’

-g‘.l[

nn :I'I

Unter Beachtung von (1) und (5) lassen sich die Systeme (3)
und (4) auch so schreiben:

Uy = alnyl —* aSuJ). -i_ *

=0 8ty Hy

(5 =ay o+ Y+
'-”’a1°-f'1+az.:yz+"'

313”_““21:‘1""“25”2'*’"

y L= nl"‘l+a'ﬂ3 'u+"'

Setzt man die Werte g, v,
Gleichungen (4') geliefert werden, in (3') ein, so kommt

Hy= 2 (% + a, ..
r

ooy Yps

+ a’-rn :;ri]

b + a’vll yh'

-+' ”‘n 2 yil !

i ama Yn

.+alﬂ;e;-ﬂ,

R P

+a,. 2.

wie sie durch

(oo L, 2ttt

die

Da man den 2 belicbige Werte beilegen darf (weil sich die

Gleichungen (4) nach den z auflosen lassen), so fn]gt hieraus
‘s'a a, =0 [(s=t),

mit

ra vl

20,0, =

Die Determmante 4 ist also orthogonal.

Um zu beweisen, daB 4 den Wert 1 hat, multipliziere man
AWy

S 9‘?“ ."[g‘..!.-!_T
Ay g Uy

S ey

RS ¥ U,y

‘”. ] ﬁ ey

ey

Ui

U

¥,

A W, p
en ek —

1
|
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] LIV PR S

!_

]

hiea iber PEA .0 DTS
- {

|

9 _'I A, A A :
l - . -
I 9[“1 \Hn'! At 2. Q{un

etwa nach Zeilen. Dann ergibt sich?
W, g oo O,

![ R
T II Wy Moo, B

. .

|
nn |

| s][n.'l QI|u:’. SRR

Daraus ist zu ersehen, dab A4 den Wert 1 hat.

§ 76. Zweircihige und dreireihige orthogonale Determinanten.

Um die Elemente einer zweireihigen orthogonalen Determinante
vom Werte 1 zu finden, gehen wir nach § 756 von einer zweireihigen
schiefen Determinante mit gleichen Hauptelementen aus:

T | #
Bl )
Die reziprcke Determinante lautet
Lop
Sy
Die Formeln (1) in § 75 liefern dann:
242 2hu
fp Fypr M= P
2lu 24
Rinies Ty Upg = — 1 FLER
oder
A=t 2
r Ay v e = g !
24n i 22— f_ﬂ
Gt g s e RaNEE o

Dividieren wir Zihler und Nenner durch i* und setzen Afu = ¢,
80 ergibt sich

1-7 e
G =imri s
2¢ 1—¢2
i o el T

! Man bedenke, daf 9%, = } % nnd ¥, =~ ,, ist (r = 9).

[
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In dieser Form lassen sich aber nur solche orthogonale Deter-
minanten vom Werte 1 darstellen, bei welchen

?[=‘a11+1 Oy ‘
| gy Oy -1

von Null verschieden ist. Z.B. liBt sich die orthogonale Deter-
minante
—1 0

0 —1
nicht so schreiben. Man findet sie aber, wenn man ¢ {iber alle
Grenzen wachsen laft.

Dies ist iibrigens die einzige Determinante, die hier eine Aus-

nahme macht. Soll die orthogonale Determinante

a4y Gy ‘

i,

91 @

20
gleich 1 sein und die Kigenschaft 90 = 0 besitzen, so hat man
Uy + gy =— 2.
Nun ist aber
(@, + 309)° + (319 — 85)* = 4,

weil
afy + afo = a + ad = 1
und
A Oy — Oy B, = 1.
11 =22 12 21

Also folgt

o g = Qyy s
mithin

Uy = Gy =— 1

und

g = a, = 0.

Eine dreireihige orthogonale Determinante gewinnen wir, wenn
wir von der schiefen Determinante \

A ety
A= —u Ao | =k P4 v? 4 0Y
- —0 A

ausgehen, Ihre Reziproke lautet
A% 4 p2, ph—wvo, po+ v
—pd—vo, i49Y, Lo—pw
wo—iv, —io—py, A4 p?
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Die Formeln (1) in § 75 liefern

1 202 + ¢Y)
G“=_ {12+P+y' 05']!
i 2_@11—1«'9)
BT PEET S+

i 2([:94-11)
= T g
s __ 2(@Atve
2105 Pipit it g’

e 22+ 1Y)
By= it A
P 2(ho — py)

B Pp ettt

G Rk )

G LT

L Bletun

L | B e

ol 2+ p%)

Lass__1+~f’+p”ﬂ-v'3+?'
Setzen wir

lu—'; —?—’-—= —g—= "

Taboiased SR
80 lautet die dreireihige orthogonale Determinante:

1 47— 52— ¢? 2t - rs) __2—(.1_+r!) |
R S R R E s SR B I I A T e I D R
-2 +rs) 14— 2(r — st)
1+72 18+ 8’ 1T+rP+8+8’ 1+r°+8+ 8
—2(8~7r?) —2(r+ 8i) 14 12— ¢?— gt

14+ 7 +84+ 8 T+r+e+8 14+°+84+8
Auch hier sind wieder diejenigen orthogonalen Determinanten
ausgeschlossen, bei welchen
ay+ 1, ay, LT
Wi Gyy Gyt 1, Gy =0
: gy 5 Ggq, Oggt+ 1
18f, also z B. die folgende

-1 0 0
0—1 0
0005k

Kowaruwski, Determinanton 12
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Elftes Kapitel.
Resultanten und Diskriminanten.

§ 77. Biniire Formen n'" Grades.

Eine biniire Form n'e® Grades ist ein Ausdruck von folgender
Gestalt:

(1) ao:zi"+a‘m"“ly-l-asx"‘?y'—f‘...g'{-a!'y",
Eine biniire Form ersten Grades
L GTay

nennt man auch eine lineare und eine binire Form zweiten Grades
a4, 22 + a, vy + a,y*
eine quadratmche Form.

Wir nehmen immer an, daB die Koeffizienten der Form (1)
nicht alle gleich Null sind. Wenn wir also von einer biniiren
Form nt*® Grades reden, so meinen wir einen Ausdruck (1), in
welchem nicht alle Koeffizienten verschwinden.!

Aus der Algebra setzen wir folgenden Satz als bekannt voraus,
den man den Fundamentalsatz der Algebra nennt.

Eine binire Form n'* Grades liBt sich als Produkt
von n Linearformen darstellen:

g,z"+ oz ly+ ...+ ayr=
(@ z+ By +Fy+... .+ («z+8,4).

Diese Linearformen sind durch die Form (1) vollig bestimmt.
Dabei muB man aber zwei Linearformen, die sich nur um einen
konstanten Faktor unterscheiden, als nicht verschieden hetrachten.
Zwei Linearformen

ex4fy und yr4+ody
gelten also nur dann als verschieden, wenn

ist.
DaB (1) sich wirklich nur auf eine Weise in Linearformen
zerlegen 1iBt, erkennt man sofort.

! Die Koeffizienten betrachtén wir als komplexe Zahlen.
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Ist namlich
) { (@, 2+ 5,9z + B 9). .. (@24 f,y) =

- (e + B/ vy 2+ B,y) ... (&2 4 B, 9),
so folgt, daB fiir

L= == ﬁl Y y= “1'
die linke Seite verschwinden muB. Ks mufB daher ein Faktor, z. B.
wz+py,

fir = — f,", y = «," gleich Null sein, d.h. ¢s muB die Gleichung-

@' fh—ef' =0
gelten. Sie sagt aber aus, daB

e'z+ @'y und «z+ Py
nicht wesentlich verschieden sind.
Wiihlen wir &, #,” so, daB
e B |
| [ e 0
ist,! so wird, wenn wir
z=—3'4+¢ef" y=0'—¢ta” (82=0)
ioing d Y
¢, T ] =15
Bl | oy" By
Dividieren wir nun in (2), so oft es geht, rechts und links durch
& und lassen dann & vach Null konvergieren, so muBl auf wenigstens
" einer Seite ein von Null verschiedener Grepzwert herauskommen,?
also auch auf der anderen Seite. Dies bedeutet aber, dabB ' 2+ 3,"y
links und rechts gleich oft als Faktor vorkommt. Dasselbe gilt von
'z + B,y usw.

setzen,

§ 78. Resultante von zwei biniiren Formen.
Wir betrachten zwei binire Formen vom m™*" bzw. n** Grade:
f[‘r}y)=a'o:‘5m+axxﬂhiy+ e ta y®,
g@, y) = by + b z""ly+...4+ by

Jede denken wir uns in ihre Linearfaktoren zerlegt. Es kann seiy,
daB ein gewisser Linearfaktor ¢ -+ fy bei beiden Formen vor-

! Das ist méglich, weil o', ;" nicht beide Null sind.
* Es ist niimlich lim(e 2 + fy) = o' f — a §,".
] 12*



180 Resultante von zwer bindren Fbormen

kommt. Dies ist offenbar daon und nur dann der Fall, wenn sich
z, y (£ 0, 0) so wiblen lassen, daB
1) fa, =0 wd g,y =0
wird.

Wir stellen nun die Frage:

Wann haben die beiden Formen f und ¢ einen gemein-
samen Linearfaktor?
_ @z und y modgen sich so wiihlen lassen, daB die Gleichungen (1)
bestehen, ohne daB z und y beide verschwinden. Dann gelten fiir
dieses Wertsystem z, y auch die Gleichungen '

0=gr—1f= ril,.r’“+"-1 4 s a grlym,

0“—".'13“*2?},(-‘#&03’.'“'!'"—2‘-‘}—]— At _}_aqni:vl—?ym-}vl’

0 =yn—1f=anmmyn-l _!__“__l_amym-*—n—ly

0 =gr-lgepamtr-lb, (45 a®=1y,

0= zm—-'zyg g'buxm+n—'.’y e bﬂmm—zyn-rl,

O = ym—lg o bﬂxuym—l e bnym-}-rr—l-
Sie bilden ein System von m - n linearen homogenen Gleichungen,
das die Losung

:.sn,-fn-]_, xm+n—2y, ym+n—1

zuliBt. Diese Losung besteht, da =z, y nicht beide verschwinden,
nicht aus lauter Nullen. Nach Satz 20 in § 26 muf daher die
. Determinante des Systems gleich Null sein.

f und g haben also nur dann einen Linearfaktor gemein, wenn

die Determinante

au 0‘1 iy amﬂ;—l |
0. B i e ol g
R St |
0 0 a !

(2) st 2
| %0 17 Umin-1 |
i 0 bﬂ S bm+n~:‘, i
: el et '

verschwindet. Dabei sind
Fad1s Bmagy o v vy Guypn-

und
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b

bagrs Ungar 230 buanly
gleich Null zu setzen. ;
Die Determinante (2) nennt man die Resultante von f und g.

Die Resultante einer quadratischen Form

? a2 4 a2y + o 4
und einer Linearform

! by + by
lautet hiernach
|ac. e a
.bn e R
[0 & 4

die Resultante der beiden quadratischen Formen
a2 o vy +a,y*  und b,z 4 by zy + byt

wird

: 0700 Oy iV {
0 a & a ?
b, b b O [
0 bo bl b, |

Wir wollen jetzt zeigen, daB f und g einen Linearfaktor gemein
haben, sobald die Resultante verschwindet.

Wenn die Determinaute (2) gleich Null ist, so besteht (vgl. § 24)
zwischen ihren Zeilen eine lineare Relation. Nun sind aber diese
Zeilen nichts anderes als die Koeffizientensysteme der Formen

z*=1f, @"=2yf, ..., y*=1f, a"~lg, a"-3yg, ..., y*~ly.
Es lassen sich also m -+ n Zahlen
Byy By, < ooy By yy Aoy Ayy ooy 4,

finden, die nicht alle Null sind und fir alle Werte der =,y die
Gleichung .

= (Byar=l4- B a*-ty4 ...+ B 9" l)f
erfiillen.

Wiiren alle 4 gleich Null, so miiBten auch alle B verschwinden.
Sonst kbénnten wir , y so wiihlen, daB die rechte Seite ungleich
Null ist.? z

Es sind also weder alle 4 noch alle B gleich Null.

= 1 Das folgt aug dem oben erwihnten Fundamentalsatz.
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Denken wir uns die Formen j
Feadaon-1+dam"ly4...+4, 9y}
und
G=Bzs=L | Bar-tygt... 4By

in ihre Linearfaktoren zerlegt, ebenso f und g. Dann muB jeder
Linearfaktor, der auf der linken Seite von (3) p-mal vorkommt, auch
auf der rechten Seite p-mal vorkommen. Unter den Linearfaktoren
von f gibt es nun sicher einen, der in F weniger oft als in f auf-
tritt; denn der Grad von F ist niedriger als der von f. Dieser
Linearfaktor muf also in g vorkommen. Er ist ein gemeinsamer
Faktor von f und g.

§ 79. f und y heber mehrere gemeinsame Linearfaktoren.

f und ¢ mogen mehr als einen, etwa & 4+ 1, gemeinsame Linear-
faktoren haben.
g sei das Produkt von k dieser Faktoren. Dann sind
;—I =f und g =

biniire Formen vom (m — k)*" bzw. (n — k)*® Grade, die noch einen
gemeinsamen Linearfaktor besitzen.
Es besteht daher nach § 78 zwischen den Formen!

o Sy i g ARG fy
xm—k—‘kg, Im-k-—'.'yg’ i ym—k—lg
eine lineare Relution, folglich auch zwischen den Kormen
—k=1 n—-k—2 n—l:—‘l
1) [ =" fH =z “yf, can I
Limt-t-lg, an=b=lyg . ., yw=t-ly

Das bedeutet aber folgendes: Streicht man in der Resultante
von f und g von den n ersten Zeilen die / ersten, ebenso von den
m letzten Zeilen die k& ersten, und auBerdem die k ersten Spalten, so
entsteht eine Matrix, deren Rang kleiner als m + n — 2k ist, d. h.
kleiner als die Anzahl ihrer Zeilen.

Umgekehrt folgt, wenn dies der Fall ist, daB zwischen den
Formen (1) eine lineare Relation besteht. Die m -+ n — 2k Zahlen

Aoy Ays ooy Ay g5 By By -vos By

Inssen sich nimlich so bestimmen, daB fiir alle Werte der z, y
5 et Tmls SRR 4

! d. b. zwischen den Koeffizientensystemen der Formen.



f und g haben mchrere gemeinsame Linearfaktoren 183

@ | @yom-bt 4 dwnabily b eyt
E (BO xn-_—k—l ,_I_ Bl z!‘l—k—vz y + 2 + Bn_g_l yn_k_l)f

ist, ohne daB die 4, B alle verschwinden. Wiren alle 4 gleich
Null, 80 miifiten auch alle B gleich Null sein. Es sind also weder
alle 4 noch alle B gleich Null. .

Denkt man sich nun die Formen

P = dgmpekel 5 fipnskaly o G R ke
und

lP' N B“ ph—k—1 + Bl mn-—k-—ﬁy + e + Bn--k-1y"“*_l
in Linearfaktoren zerlegt, ebenso f und g, so miissen in (2) links
und rechts dieselben Linearfaktoren stehen. Von den m Linear-
faktoren der Form f kdnnen hichstens m — k — 1 bei F vorkommen.
Wenigstens % 4+ 1 von ihnen kommen also bei g vor. D.h. fundg

haben wenigstens k 4 1 gemeinsame Linearfaktoren.
Will man z. B. erkennen, wie viele Linearfaktoren die beiden

Formen

f=a,a*+ a, 2%y + 0,5°y* + ay2y° + a, 9
und

g=0b,2°+b 2*y + bxy® + by y°
gemein haben, so muB man aus ]

(G & @ a a 0 0

0 a a a a a 0
0 0 a a a a aqa
8) b aabe 000820
S T I
Ol B bbb 0
O se0) ae =00 o 0 b,
die folgenden Matrizen herleiten:
a o a a; a 0
0 a a o a a
(4) B v b by 0L 0
05y bbby 0
0 0 b U b &

(durch Streichung der ersten a-Zeile, der ersten b-Zeile und der
ersten Spalte),
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4y G Oy G G
(5) )
1 0 b & b b
(durch Streichung der beiden ersten a-Zeilen, der beiden ersten
b-Zeilen und der beiden ersten Spalten).
: Dann sind folgende Fille moglich:
1. Rang von (8) gleich 7. fund g haben keinen gemeinsamen
Linearfaktor.
2. Rang von (3) kleiner als 7, Rang von (4) gleich 5. f und g
haben einen gemeinsamen Linearfaktor.
8. Rang von (4) kleiner als 5, Rang von (5) gleich 8. fundg
haben zwei gemeinsame Linearfaktoren.
4. Rang von (5) kleiner als 3. [ und g haben drei gemein-
same Linearfaktoren.
Nehmen wir z. B. an, daB der Fall 8 vorliegt. Dann besteht
zwischen den Formen

a, 2% + a, 7ty + a, P°Y* + a, a*y® + a, 2y,
a2ty + a, B y® + a, 2%y’ + o 0yt + 0,y
by @® 4 by 2ty + by z*y® + b, 2233,
boaty + b 2®y® + b, 22y + bzl
by @ y® 4 b, 2y + b, oyt + by yt
eine lineare Relation, aber nicht zwischen den Formen
a,@* + o, 2%y + 0, 2° 4 + o, 2y° + a, i,
byat + b, 2%y + b, 2y + by,
byaly + b ?y® + by xy® + by yt.
Ks bestebt mit anderen Worten eine Identitit von der Form
(6) (4o + 4, 2y + 4,4%)9 = (Byx + B y)f
_ (4, B nicht alle Null),
aber keine von der Form
(4% + 4,y)9 = B, [
Daraus ersehen wir, daB in (8) die Formen
F= A2+ A zy+ A4,y", G=B,z+ By
keinen gemeinsamen Linearfaktor haben. Ks miissen daher alle
Linearfaktoren von F ebenso oft in f vorkommen, d.h. / ist durch
F teilbar. Setzen wir f=¢F, 80 wird g=¢ @, und ¢ ist vom

aweiten Grade. Offenbar stellt ¢ das Produkt der gemeinsamen
Linearfaktoren von f und g dar.
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§ 80. Resultante von Formen gleichen Grades.
Die Resultante der beiden bindren Formen n'™ Grades
f=2az"+az*~1y4.. 4 a ¥,
gmbiat L bty 4.4 a Yt
setzt sich' aus den zweireihigen Determinanten der Matrix

Tl e s
1. 0 1 n
() {bo Bk 0s

zusammen (durch Multiplikationen, Additionen und Subtraktionen).
Man erkenat dies, wenn man in der Determinante

Bait Cqizieir vy i al)
R R S ]
O ariay a,
by 53y SRR
0z s aat s O
0iDidusetly i idy

den Zeilen 1, 2, ..., 2n die Reihenfolge

Lnt+l, 2,n42 ... n 220
nn—1)

gibt, wobei sich die Determinante nur mit dem Faktor (—1) 2
Entwickelt man nun

Gy O <t e O
b b .0
0 g . .0 1
(@) 0 1y U
0502 ae oo s S
0050 bbbl
nach den beiden ersten Zeilen, so ergibt sich
- af a‘ .
}Z-J br b. Mrl (’?' < 3,

und M,, ist, abgesehen vom Vorzeichen, die Determinante, die aus
{2) durch Streichung der Zeilen 1 und 2 sowie der Spalten r - 1
- und ¢4 1 entsteht. Diese Determinante kann man wieder nach
den beiden ersten Zeilen entwickeln usw.
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Es ergibt sich auf diese Weise, dall die Resultante von fund ¢
eine Summe von Produkten ist, deren jedes n zweireihige Determi-
nanten von (1) als Faktoren enthilt.

Z.B. ls.Bt sich die Resultante zweier quadratischer Formen

ao,c +a]xy+a3J,

by 2% 4 by xy + by y*
80 schreiben

La & a O i =
L8 o b 20
o ’ 0 a @& a
l Or=b, 61 b,
Entwickelt man nach den beiden ersten Zeilen, so findet man
_.II G 4| | % asi | a, a,|*
| b b by by by by
oder, wenn man zur Abkiirzung e b, —a b, = p,, setzt:
— Py Py +P0'a

Die Resultante der beiden guadratischen Formen ist also gleich
der zweireihigen symmetrischen Determinante
Py Poe
Doz Pra
Bei zwei kubischen Formen
ay2® + a, 2%y + 0,2y + ay y?,
bya® + b 2¥y + b, zy® + by y®
lautet die Hesultante

G, a, 6, o, 0 0

by 8, b b 040

i [0 o a, ay.-0

0 bbby 40

0-0 g a o a

0,505 5by2 bpiidy: by
| & @ a; 0 a ay a 0 g @ a5 0
0 b () Oy ihy b O bl iho)

Sl al az 3 4y Un s Y =i ::

o Oy G, G4 6, 9 4, 0 a g a
bo b b b 0 b b b 0 b & b

= Py (P13 Py3 —pi3 + P33 Pog) -+ Pog (Pos Vs —Pos Pra) — Pos (Por Loy — Pig).«
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Auf Grund der Identitiit

o a a a, 6
b, acls by ;
l Gy e a, = 2 [Pm Pag -+ Pos}:‘m +P03P“) =0
b, bl ?J! bﬂ !

kann man statt

p{ll pzs
auch schreiben

Po3 P13 = Po3 P12 -
Dann wird die Resultante gleich

— Poy {(Prg + Pog) oy — P1s}
+ Poz {Pos Pag — Poa P15}
— Dog {Pos Pys — (P13 + Pog)Pos}-

Dies ist aber die dreireihige symmetrische Determinante

Py Pog Poz
Pog Pry+ Doy Prs
Pos P13 Py |

Man kano hiernach vermuten, daB sich die Resultante von zwei
Formen =t Grades als =-reihige symmetrische Determinante
schreiben 1dBt, deren Elemente sich additiv aus den p,, zusammen-
setzen. Diesen allgemeinen Satz hat CAyiry bewiesen.

& 81. Resultante von f und (— B2z + «y)y.
Wir wollen die Resultante voh

f= aﬂ:m_'_ alz\m—-ly + it + a_”lym
und (— fa + ey)g berechnen, wobei

gm bzt har—tyt.. .45y !
sein moge.
Die Resultante von [ und g werde mit Ry, die von f und
— fa+ay=1 mit R, endlich die von f und lg mit &, be-
ceichnet. Wir gehen darauf aus, eine Beziehung zwischen R,
und f, , Ky , herzuleiten. Fir R, gilt ibrigens die Formel



Qv a,
- e« O 0

055 0800w e
=gy +a e +...+a,f"=[(e f.
Man findet sie durch Entwickelung von R, , nach der ersten Zeile
Setzt man
: lg=ca"+e o ly+4...+¢y",
so ist
G = —ﬂbﬂ’ cl i _ﬁbl ar ""bo! SOOI R e ﬁbn—l + “bn-ﬁ’ !'3“'-——&'}!“_1.
In

@ 4 0 |
= 0 a 0
LA I AR
Rf'”": oy o
LI BRI
) ==t e,

sind daher die m letzten Zeilen lineare homogene Funktionen von e, 3.
Entwickelt man also nach den m letzten Zeilen, so ergibt sich ein
Ausdruck von der Form
Fla, )= dye" + 4 e B+ ... + 4, 8"
Diese Form F(e, §) unterscheidet sich nun von f(e, #) nur um
einen von «, 3 unabhingigen Faktor, und zwar ist

Fe, B) = f(e) B) By, g

By, g =By By
Davon konnen wir uns auf folgende Weise fiberzeugen. = Wir
schreiben f(z, y) als Produkt von m Linearformen:

f(ﬂ:, y) = {nyl =% xl y) e L (xyw.' - mﬂy}'l

del

Ist nun
“-__zﬂ’ﬁ:yﬂ-‘ U"='1: 2;---, m)

so haben f und lg den gemeinsamen Faktor I, sc daB

i Die o &ind homogene ganze Funktionen der Verlinderlichen , y,
Dy Y2y » o Omy Ym- Wir setzen die Linearfaktoren ala verschieden voraus.
Der andere Fall erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung.
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Rf,i'g =0

Flw,, y,)=0.

Daraus ersehen wir, daB ¢y, — Bz, zu den Linearfakioren der
Form F(e, £) gehort. F(e, f) ist also durch f(e, §) teilbar. Da
beide Formen von gleichem Grade sind, kann sich F(¢, 5) von
flee, f) nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, d.h. um
einen Kaktor, der von «, 8 frei ist. Um diesen Faktor zu finden,
setzt man § = 0. Dann wird

.{”(ﬂ:f’ ‘?) = a.u wh Rflg und f{w! ﬁJ — aU @,
Der Kaktor lautet also R, .1

soin muf oder

§ 82. Zusammenhang der Resultante By, o it den Linearfuktoren
von [ und .

Durch mehrfache Anwendung der in § 81 bewiesenen Hormel
finden wir, wenn
g=1l1l...1

n
ist (4, %, ..., 't Linearformen),

Bl B i B

Nach jener Formel ist némlich
By =Ry By, (gl )
Byg = By, By, 9 e Llvel)

R" fn-2"" Rf In-1 Rf,g',i 1 b (qn 15 zw)

Man gelangt von R, = zu R ; indem man die m letzten Zeilen
an erster Stelle und die n ersten Zeilen an letzter Stelle schreibt.?
Daraus ersieht man, dafl
: Rg.f == d)n2 RJ". g
1st. '

Inshesondere hat man hiernach

R = (— 1) an ro
Ist nun
f=l]?.g Ll
80 wird nach § 81
By, ;= By By oo - Iy

lys At

(s Ay5 « -+ 4, Linearformen)

! Der Fall a, =0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung,
® m ist der Grad von f und » der Grad von g.
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mithin
Rfl lv o (- l)mlﬂfwll RIY?)’! U gh Rl)u

=R Bty oo Bipyy,

SchlieBlich ergibt sich also
Rr, i Ry B, bt
By By, --- B,

Lin

Rl.. L R,;,_,, Bl... Int

Hetzt man
;vl‘=§;‘y'-‘?,‘#$, .
L=x9—1y72,
go wird ]
Ryt = e S € l
= z, 4, |

Schreiben wir also kurz

m n
f= I{{E.y —7,%), g= Hl(x,y - ¥,%),
= =
so wird
M) Ry = 11(E,9,~ 1,2)
Hieraus ersehen wir weiter, daB

By = 1@ %) (@ 1) + - [l 1)

und
Rf g ("" l)ﬂmg Eﬂ ﬂ;)ﬂ’f&s 'Fg v g[8 e ﬂm;

Die Formel (1) 1aBt unmittelbar erkennen, daf R, dann und
nur dann verschwindet, wenn f und y einen Lmearfaktor gemein
haben. Denn die rechte Seite in (1) ist dann und nur dann gleich
Null, wenn eine Determinante &, y, — 7, 7, verschwindet, oder, was

dn.sselbe bedeutet, wenn die Linearfaktoren
§,y—m,2 uwd zy—y2
nicht wesentlich verschieden sind.

§ 83. Invariautencigenschaft der Resultante.

KErsetzt man in einer hindiren Form

f@, h=ayan +aa"-ty4...4a,y
», y durch *
vz + Ry b;w. yo 4+ 0y
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(¢, B, 7, 0 Konstanten), so verwandelt sie sich in eine neue Form
e y)=a2"+a’z* 1y +...ay™
Man nennt diesen Prozef eine lineare Transformation, und

zwar sagt man, daB die Form f aus der Form f durch die lineare
Transformation

( ¥4 ﬂ \ %
7 9/
entsteht, oder auch, daB f bei dieser linearen Transformation in f
ithergeht.
Die Determinante
% 8|

|y &}
heiBt die Determinante der linearen Transformation (t:, g)

Wir wollen jetzt auller f(», ¥) noch die Form
g@, ) =byz" b1yt ...+ b y"
betrachten. y
gl("’:: y) s bo’zn + bla‘w“—1 Y+t bﬂ’y’*

entstehe aus ¢ (2, y) durch die lineare Transformation (C; g) .

Zwischen den Resultanten

Rf. g und H{r"'
besteht dann, wie wir sehen werden, die Beziehung
Ryg = (@d — B7)™ By,

Um diese Formel zu beweisen, zerlegen wir / und g in Linear-

faktoren:

f= Hl(§,.y -7,%, g= I{(-’E.y ~ ¥, @).
- =

Ersetzen wir z, y durch @z 4 Sy baw. yx 4 dy, so ver-
wandelt sich

_ §.y—1n,2

in

s e+ oy —n (wc+pfy)=E'y—nx
27' Y — y’Z

in

‘g (yx+ 0y —y ezt fy) ="y -y =
Dabei haben wir

0§, —Bn,=§'» —ré tay =gy
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und
de, —fy, =2, —yz,tey =y

gesetzt. :

Nach § 82 ist

Iﬂf’f g H(glrl’ y'f' S u.u’ ;UV'}'

v
Da nun
EI“’ ﬁ‘"’ I = 35;1 = ﬁﬁp’ _?,E,u + L ?‘)Ju, =, j J _ﬁ‘ I‘g;g ?‘Iﬂ‘i
3‘7’, y"' 5$r“ﬁy"-' _ywv+“y‘r T CCE L, 3)“1'1 ,
d. h. \
£y, — 2 =S —BnEy, —1,9),
so folgt :

Rpr g = u&-—ﬂy"‘"ﬂ"éﬂj” 1,a,)=(ed -~ By R

Das ist aber die oben behauptete Beziehung.

Auf Grund dieser Beziehung nennt man R, = eine Invariante
der beiden Formen f, g.

Benutzen wir die lineare Transformation

(o)

ersetzen wir also « durch = und y durch ¢y, so geht f(z, ) offen-
bar iiber in
ao:,;m + “1 txm-ly + a_z 32.’5“‘_2?;3 _+, TR 'f' am !Iwyvr‘
Hs wird also
a, = t+a,. (=0, 1, 00 mi)
Kbenso wird /
b =1tb,. (=0, L, 50, n)
Die Determinante unserer Transformation ist gleich ¢
Die Formel Ry , = (¢d — @ y)"* R, , verwandelt sich also, wenn
wir fiir R, 3
- Blnee it bt s )
schreiben, in
Rifdss 40, - vy 22050 Byl s iy £50)
= ("R gy By oouy By bgy Uy ovuy b))

m

Rechnet man £ (ay, a,, ..., a,; by b, ..., b,) aus, so ergibt sich
ein Aggregat von Gliedern, dxa mch aus Fa.ktoren a, b znsammen-
setzon. Summiert man bei jedem Glied alle Indizes (wobei alle
Potenzen durch Produkte einfacher Faktoren zu ersetzen sind), so
kommt auf Grund der obigen Formel itberall s » heraus.
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Dle Gheder der Resultante haben, wenn man jedem a, das
Gewicht » und jedem b, das Gewicht » beilegt, alle das Ge-
wicht mn. Als Gewicht eines Gliedes betrachten wir dabei die
(Gewichtsumme seiner Faktoren.

Auf Grund dieser Eigenschaft nennt man die Resultante

isobar vom Gewicht m .
Z. B. haben bei der Resultante zweier quadratischer Formen
lay ay a 0 |
0 a g g
Pk, B b 0
‘ 0 ba b: bs |
= a,%b,*+b,* a,®+a,* b, b, b, 6, @, —2a, a, by b, —a, ay b, b, —bb, a, 4,
alle Glieder das Gewicht 4.

= (?;o by — ay by)® — (ay b, — by a,)(a; by — ay b))

§ 84, Die Caviersche Form der Resultante.

Es handelt sich um die Resultante zweier Formen von gleichem
Grade
f(m! y) e ﬂo " + X s 5 + a’ny" =7 H(gry iy T,":U),

g, yy=b,o"+ ...+ b, y" = l(z,y —y,2).

Die Determinante

1 fle, v) gl y) |
&4 g n
ist durch
T yi
£ n|
teilbar. Sie labt sich nimlich als Produkt der beiden Matrizen
{10 ai .
bt byt b,
und ;
ot xu—ly ey yn

§‘1 Eu—l R ﬂ"
auffassen und ist daher gleich

. mn—ryr mn—sys |
Lo En—rgr n—g g8 | r<s
br bs ) Yy ‘-E y |
Benutzen wir die Abkiirzungen
kr = =Ty, r, ":- - hl::rl—-ﬂ'.'.ll?r :
13

Kowarxwski, Determinanten



194 Die Cayleysche Form der Resullante

50 ist
Lk ok

i

= (ers_kr+l x;—l) =t U‘r +1 3—1 r+2 a 2) + ( ‘s = lxr+1h k-wxr)‘
Nun hat man aber

i k ke +1

Ho—1 %g

'-—kx-—-kx

ah—cye an—e—1 ye+1
gl——a-l'lﬂa—-l En-—-—u’ ?}o
o]

LE |

k@ *, — e+1xs—1

— ::”—C’—Iye %-u-—-a.qcr—i
Also wird
kK,
%, %,

|z y
&
und wir konnen schreiben

f@y) gy
fEn) 2@

Sanmeslye fr—oge=l, (ot o =r-+s

x

£ I F(-'"h Wi 5: ﬂ))
1 o]
wo dann
a. a,

b b

r &

P, y; & m=>

ist. (r<s, 0+ 0=r-+53)
Setzen wir

Flz, y; & N=fe" 1+ ey ...+ 19"

go sind f, f;, ..., [,., Formen (n — 1)** Grades in §, 9, d.h.
es ist

xu—g—-lye gn—o 7= 1

=00 %+ £ttt T
= g, ’c&.n l+c §n—2q+ -+61 n—l’jn_l’

- -1
fﬂ”l c‘n 1,ub +gﬂ 1,1’«5“ /] + + cn-l,n—l /] »

Die ¢ setzen sich additiv aus den Determinanten a, b, —a,b, zu-
' sammen.
Man tiberzeugt sich leicht, daB

%o o S R 1|
Oaa (=00 ‘n St VTR
LT |
u—loo 11“'011”11]

symmeirisch ist. Vertauscht man nimlich z mit § und y nnt 7, 80
multiplizieren sich die Determinanten
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fl,y) 9=y z Y
f&n 9@ ) § u

beide mit — 1. Thr Quotient F{z, y; &, 7) bleibt daher ungeindert.
Man hat also

und

Fz, y; &)= F(& n =, Y)

Scnzn-i-—l yr gu—cl—l o= 28” Eu—r—l 3T gn—i—1 yl’_
(rye=0,1, ..., n—21)

oder

Daraus ersiecht man aber, daB

cl‘t = Gal'

Bis Wir multiplizieren jetzt C mit der Determinante
e
B i ----ﬂ:—l ST
,S""l "_?‘. -. 1;:_1

Dann ergibt sich

o m ey 1) -« oG W)
cll = fl(El’ ’)1 f;(gg} '?,) ~—-ﬂ(§n, ﬂﬂ)

fu 1 (gl’ M) fa-a( §za 'fs) f;,_l s %)

Multiplizieren wir diese Determinante mit

#w—1 n—32 n—1 |
m]. .’.El Yy oo yl
n—1 n—2 n—1
T, T, Yy -0 Yy = P,
n—1 _wn—2 n—1
Ly mﬁ Ygotm oYy

und zwar in der Weise, daB wir die Spalten der ersten mit den
Zeilen der zweiten zusammensetzen, so kommt

(zl, %) 51»7?1) F(z,, 4,5 oy M) + - F("’p Y15 En; 1,)
OIIP= F(xz!ygn §3! 7?1) F{"‘al Ys3 'Eal "?2)' aie F(xg;ys; §n: ”3.)

F(:‘E Y3 §1, *."1] .l*(x“, Yoy gz! '?s) < Iz, Y Env ?}“)

Nun ist aber
18*
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| @, y) 9@Y) , 9,
Fla, o 7)) = _ s
Cor 85, 60 1) = e et g Bind ) 8, o,
— 1@y g(&,n)
. T =Y &
weil
f@,, 7?.) =0 und g (w,-, y.-) = 0.
Nach § 82 ist ferner
f(mp y}) v f(a;ni ?Jn.,] AT Rf,g’
so daB
9‘(5!1 ) 9(En_1__’1nl__
zl’h_ylgi it 3’1’&"!’15:9
CHP=R,,9
g(&, ) g (Esy M)
T Ty “'yn'fl 2 Al L Tn — ?o’ntsuv |
wird.
Setzt man

_IEBYD _ _p ar=iib, a2y e kb, P = 0, )

Lol = Y@

so ist offenbar

9(51! ) g(El} Tn)
mn-hkE O mn-nk | (A6 m)...0 &)
e R ey o IO UL VERR AR A
= = n Tin nSn
; -1 -2 n—1
R A e & & e m
by bt besal HEa B LA i
byo buy v e by ey | ! oy 52"2 RS i s

Der zweite Faktor ist die mit I7 bezeichnete Determinante.

-

Um den ersten Faktor, den wir mit B bezeichnen wollen, zu

berechnen, multiplizieren wir B mit P. Dann ergibt sich

| : 9 (@ y]) -e ey (:tn, ?/n) !

/210 cdE Tl BRI S
L 9n @5 %) - - - G @ Ya)
oder, da im Falle u=»

: g, (93,» Yoy = 0
18t. k
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BP=9‘(51, yl}g(zs: yz) s g(xn, .'/n)
x(n-—=1)

=) TRy

also
nin—1)

B=(—1) % P.

Es besteht somit die Gleichung
nin—1)

COP=(—1) * R, IIP,
woraus im Falle 17 P:f: 0 folgt

Der Fall IITP = 0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung.

fl@,y) und g(z,y) mdgen im ganzen k gemeinsame Linear-
faktoren besitzen. Ihr Produkt werde mit ¢ (z, y) bezeichnet. Man
nennt ¢ (z,y) den griBten gemeinsamen Teiler von f und g.
Schreiben wir f und ¢ in der Form

(@ y) =t y) ¢, y),
g, y) =t y) y,y),
80 haben ¢ und 1 keinen gemeinsamen Linearfaktor.
Nun wird )
[y 9@y

@@, y) w(w,y)]
r&n g(&n ?

¢&n wE)|

S e, n)‘

also
; F(ﬁ, Y3 5! ﬂ)=i(‘i’: ) 5(5:?.’) (D(:.i’:, Y ﬁ. 7?):
wobei
@y @9 | |2y
¢ y W5 & — F :
ist i § q) | (p'\‘gs ﬂ) 'P(fE: "f) & 7

Ausfibrlich geschrieben lautet @(z, y; &, #) so:
O, y; En=g» ' +tpoly+... Loyt

Dabei ist »=n—k und ¢, ¢, ..., @, , sind Formen
(v — 1)* Grades in §,#, d. h. es ist
' DaB P gleich dem Produkt aller z,y, — @, y, ist (u <»), exgibt sich

Rut ot
sofort, wenn man aus i, -+ — die Vanpermoxprsche Determinante bildet

t Yn
(vgl. § 21 und § 88).
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Yo =Vop & Y & i 0T,

1 =€t Y 8 JH

Ppr=7Voa,08 1 + YRt AIE e Nt v e =i
Die Determinante

T N R
e LA VR TR TR
[ 5=1,0 1p=1,7 * 2t Vyaisv-1

ist abgesehen vom Vorzeichen gleich der Resultante von ¢ und v,
also ungleich Null

Die oben gefundene Beziehung zwischen F(z,y; & #) und
®(x, y; £ ») ermoglicht es uns, zu beweisen, daB der Rang der

Matrix

C . G

00 Cn ,n -1
Oiaeen i o - ot g

A &
c||—‘l,lil lgn--],l"‘ cn-i,n—l

gerade gleich v, d. h. gleich n — k ist.
Setzen wir g
tz, y) = J'nxk ar’ 113;‘_13}' ATU A e lg?fk '
so wird
' tay) Pl y; &)
= b+t g)a" Py A,y
Schreiben wir statt
PotEm) @t )y - ¥y t(& n)

tos

beziiglich
: i
80 18t

CREE O S s e T

= Ay b2 b (At + A )" By At Y

Hieraus entnehmen wir, daB
_ fo=tolyy L=Iotit Ity ooy [ = Moty
18t. .

for fis + -+ fazy sind also lineare Kombinationen von f,¢,,...,
t,_,» Umgekehrt lassen sich aber auch ¢, 4, ..., ,_, als lineare
Kombinationen von fj, f;, ... darstellen.

n-1
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Ist in der Reihe 4,, 4,, ... 4, das erste von Null verschiedene

Glied! 4, so hat man :

fr=2A4 faa=48+ ;'r-{»l.to-’ S
Hieraus ergeben sich, da 4 < 0 ist, der Reihe nach ¢, ¢, ..., ¢ _,
linear ausgedrtickt durch £, f;, ..+ f,;

Das Koeffizientensystem der n Formen £, f,, ..., f,., hat"
hiernach denselben Rang wie das der Formen f,, t,,...,¢,_,. Wire
der Rang des letzteren kleiner als », so gibe es » Zahlen 4,, 4,,
.... 4,_,, die nicht alle Null sind und fiir alle Werte von § # der
Gleichung
. AHS A ks e 0
geniigen, also auch der Gleichung!

AP+ Ao+ o+ 4, ,9,,.
Daraus wiirde aber folgen, dafl die Determinante I” verschwindet,
withrend doch, wie wir wissen, /"= 0 ist.
Aus dem Rang der symmetrischen Determinante

Coats a1t s ety g oy
LT TR T IR A T
¢ ¢ e

““m=1,0 "0=1,1""" "a=1,8-1
kdénnen wir also erkenmnen, welchen Grad der grifite gemeinsame
Teiler von f und ¢ hat. Ist jener Rang gleich #, so ist der groBte
gemeinsame Teiler der Formen f und g vom Grade n — w.
Wie man den Rang einer symmetrischen Determinante findet,
gahen wir in § 64 (S. 147).

§ 85. Diskriminante einer biniren Form.
Die Diskriminante dient zur Beantwortung der Frage, wann
eine bindre Form
[ y)=a2z"+az*1y+4...+ay"
mehrfache Linearfaktoren bat.
Wenn ¢z 4+ By ein p-facher Linearfaktor von f ist, so lidBt
sich / in folgender Form schreiben
: f=(ez+ Byloly
und @ (=, y) ist eine Form (n — p)** Grades, die den Faktor ¢z By
nicht mehr enthilt.

1 ﬁ;{;;n_-l-)edanke, daB ¢ (x, ¥) nicht identisch Null ist.
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’Q’un erglht sich duarch Dlﬁ'erpnuatlon nach o und y
=ples+yrlepy) +(@c+ ﬁy)”—,

daf
_5_.
% P(&:ﬂ+ﬁy)P—1ﬁ¢-(x,y]. (ffﬂ'—FﬁyP._'p_

Hiernach ist
d
fise 6—: = (ez+By)P 1y,

fy =‘“g‘!§_= (“x+ﬁy)P_11P3
und
Y =pep y}+(m+ﬁy)%$

Wy =p gy + (o + ﬁy)g—?‘

enthalten sicher nicht beide den Faktor wz + Sy Sonst miiBte
er nimlich in ¢« und fB¢, also wegen 40,0 in ¢ vor-

. kommen.

Die beiden Formen f, und f, sind also durch (wx+ By)r—1
teilbar und wenigstens eine von ihmen durch keine hohere Potenz
von ez + By.

Im Falle p > 1 haben f; und f, beide den Linearfaktor ¢z + £y,
so daB

R =0
ist.

Wenn umgekehrt f; und f, eine verschwindende Resultante
haben, so gibt es einen gemeinsamen Linearfaktor ¢ 3 fy. Dieser
ist dann auch in f enthalten. ¥s gilt nimlich die Formel

s ---( L+yh),

die sich unmittelbar aus

'fiznaox"—1+(n—1)alz"*9y+...+an_1y"—1, ;
fi= a7l 4.4 m—1)a , 2y*~2+nag y"—1
ergibt.

Ist nun ez + By ein p-facher Faktor von f; so ist er wenigstens
fir eine der beiden Formen f,, f, gerade (» — 1)}-fach. Da sie nun
beide «z + fy enthalten, so muB p— 1=1, d. h. p =2 sein.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das
Auftreten eines mehrfachen Linearfaktors in f ist also das
Verschwinden der Resultante von f; und f,.

Man nennt diese Resultante die Diskriminante von £



Zusammenhang der Diskriminante mit den Linearfaktoren 201

§ 86. Zusammenhang der Diskriminante mit den Linearfaktoren
: von f.

Die Resultante von zwei Formen nte® Grades

@ =ax" 4 ¢, 2"y 4 . ..—}—rzﬂy’,

=fo2 + fo" "y + ..+ By
ist, wie wir wissen, eine Funktion der Determinanten
o,
B, B,

Diese Determinanten bleiben ungeéindert, wenn man zu jedem £ das
entsprechende & addiert. Ks ist also

R,

Py = fp oty
Aus dieser Bemerkung folgt, wenn £, f, dieselbe Bedeutung
wie in § 85 haben,

Baty vt = Rag, npe

Setzt man
nf =,y —y,a),
go wird :
IRl ISEY e
(1) e 5 iy
f! - Ly
e
also
e - Yy
@) [2h=—ef2s 5
—y z,
lyfz= yf T, Y-,

Nach § 82 ist nun
R‘fl "-"mﬂx fl Ty yv

Aus der ersten Formel (2) ergibt sich aber
xvfl_ (ﬂ’:", yv == %&H’(xyyv I yp mv)'
"

Der Strich an dem Produktzeichen bedeutet, daB ein Wert von g,
und zwar in unserem Kalle u = », auszulassen ist.
Man sieht aus dem Obigen, daB

nin41)
Rypu=(—1) T Abohbp

wird, wobei wir unter I das Produkt

-
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I(z,y,—~y,2)” < »)
verstehen. f

Andererseits hat man (vgl. § 81)

Iazﬁu 0 Vi ‘Rx-lf Rt,fz an&" RI’:- fe*
R, , ict gleich 1. .

" Nach § 82 hat man ferner (vgl. die Formeln (1))
B = (11,0, - ) =22, ...2,
Bry=Hh {1 O)=(=1Pt ¥, - U
so daBl
. R.\'-fn sff'a: (— l}ﬁ Ly Yy e s By Yy thfs
wird.
Da R.; ,r und R;; ,, gleich sind, so ergibt sich
nin) n
Bip=(=1)77 2.

n"

Der Fall o, %, ...z, 4, =0 erledigt sich durch eine Stingkeits-
betrachtung,.
Ist
f=I(§ u - 1, x),
80 konnen wir '
1 1
g,=n"E und_ gy =a"7g,

setzen. Dann wird niamlich

H(’ﬂ_}—Jﬁ):ﬂH( LY — 1, a)=mnf

Die Formel fiir R, , lift sich in folgender Form schreiben:
n(n—1)
anfi = (— ” ¢ nn--?d,
wobei
Ad=I(E, 9, —n,8)7
o

ist.
Benutzt man statt 7, f, die Formen

1 1
='_,,;‘f1: Py = j‘f:

so tritt an die Stelle von R, .

1
FUPETE Rfa- oy

R‘Pu P2

und man hat
n:‘n—l)d
o Ry =iy T oA

n*
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& 87. Invarianteneigenschaft der Diskriminante.

Unterwerfen wir die Form

[y =H1HEy—n7)
der linearen Transformation

[« 8 )
T \Z. 94"
80 geht sie in ]
fayy=I1E'y—, 2
ttber, wobei _
§.=0§ —fn,
. 3-“"=_?"§r+a1"lr
18t.
Hiernach wird
.0 f o= 8 SE Pl
b E—r a|']8§ ’*‘f..l
und fir :
4"=HE g, —n' &7 < v)

TIS 4
ergibt sich die Formel
4 =(@d—Byron="4

Die Diskriminante der Form f° unterscheidet sich also von der
Diskriminante der Form f nur um den Faktor (a¢d — gyp®—1.
Auf Grund dieser Eigenschaft sagt man, die Diskriminante sei eine
Invariante der Form f.

Man kann sich von der Invarianteneigenschaft auch auf folgende
Weise iiberzeugen.

fis I, seien die Formen, die aus f; bzw. f, durch Anwendung

der linearen Transformation { a g} entstehen. Dann ist nach & 83
\ £

(1) Ry 7 =(@d — B7)V' By, .
f;» f, stehen nun in einer einfachen Beziehung zu den Ab-

leitungen f’, f,’ von f* nach z, y.
Ersetzt man nidmlich in der Foriuel

df = f,dz + f,dy
z, y durch @z + fy baw. yz + dy, so findet man

af' = f; (edx + fdy) + i;,(?’dﬂ'- + ody),
df""_‘ (“fl =+ 7}1.2]“!-'“ - fﬁfl A sz)dy.

d. h.
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Andererseits ist aber >
df =f/dz -+ f, dy.

f1'= “f; “I“)’fgr
fsfﬂ ﬁf] = (jfg

Also folgt

Hieraus ergibt sich

(2) Reypp= (@0 — B7)" ' BE -

Wenn man niimlich von zwei Formen gleichen Grades
@ = ar o a?~t4. ..+ ¢,
Y=dyo? fd a? ...+ d,

die Resultante bildet, so ist sie eine homogene Fnnktion der Deter-
minanten
‘ ¢ o,
] df d’
und zwar von p‘*r Ordnung. Diese Determinanten multiplizieren sich
aber alle mit «d — By, wenn man ¢, y durch ¢@ + yy baw.
B+ dy ersetzt.
Aus (1) und (2) folgt nun

Ry =(d— By -1H0-VR &

ERL

bl

oder :
Rypw=(@d—Fy)"®"=VR, ..

§ 88. Anderer Ausdruck fiir die Diskriminante.
Die Diskriminante der Form
r=mIg,y -2
ist, abgesehen von dem Faktor

r_gl‘n—l)
=il Rl

gleich dem Produkt ,
A . g H(!E‘n ?a‘-v L ﬁ'u év)s' (#’ < ”')
b B

In § 21 betrachteten wir die VaxpermonpEsche Determinante

R e |
-1 g2
o .k

n—1 -2
TSy |
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und fanden, daB sie den Wert
P=(m —a) e, — o). .. (@& =2)

(g — @) . . s {®y — z)

(xn- i mn)
hat. Setzen wir :

so wird
£ —x = Ep’?v_' 'f;c‘sv
e T Ty
und P? wird gleich
pi|
— ?
: ??.}2[_11 1)

(7 7g - -
also

n—1 ne=1 n—1 4
v R ) Rl S e L
Da nun

n—1 -2 n—1
&1 &1 i S
n—1 an—12 n—1

7}?“1 1]'?“1.., -r;:H1P= E S 7?.3 ’

=3 —4 —1
| En- En Taee %
s0 18t
-1 -2 -1 |2
U e TR

n—1 gn—2 w—1
gg ] N2 v s« 12

A

:_1 gu—z Tn » o« ?1:_1
Wir wollen die Multiplikation nach Spalten ausfithren und zur
Abkiirzung die Bezeichnung
Enm+&nt. ..+ &0 =s

benutzen. Dann erhalten wir

| 83n-2,0. San-81 ** Fa1jm-1
d=|%n-81 San-43 ‘' 5-20
| sn—l,nml 3n~2.n L 30,3:1-:!

Das ist eine symmetrische Determinante von dem in § 51 be-
trachteten Typus, also eine Hankernsche Determinante.
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8 89. Diskriminante der quadratischen und der kubischen Korm.

Um die Diskriminante der guadratischen Form
f=a,22+a,zy+ a,y?
zu berechnen, hat man nach § 85 die Resultante von

ﬁ=%=2aom+aly,

af
L= 5 a, x4+ 20,y
zu bilden. Diese lautet
2a, a
=4 a, — a.°.
a, 2a, a, dy 1

Zerlegt man f in Lmearfaktoren
= g;J — @) (Esy — 1, @),
o ist (vgl. § 86 SchluB)
4% a4, — * = — {.51 Hy — 'S-,a "71)2'
Sind die Linearfaktoren von £ reell und verschieden, so hat man
4a,a, —a®<0.
Stimmen sie iiberein, so ist
iaya, —a:=0.
Sind sie konjugiert komplex, so wird
da,a, — 0,* < 0.
Andere Fille kdnnen, wenn man a,, o, a, als reell voraus-
setzt, nicht eintreten.
Die Diskriminante der kubischen Form
f=0,2%+ a 2*y + a, oy + ay ®
ist die Resultante der beiden quadratischen Formen
af

fi = e 8a, 2 + 20,2y - ayy?,
af 249 . 3
f3=—3~—3}———a1m + 2a,zy 4 3a, Y.

Diese lautet aber

8a, 24, o 0 8a, 24, a, 0
0 3a 2q aq & 28 3o, 0
TR L 0 8a, 24 a

0 a4 2a 8a 0 a 2a 38a
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Entwickelt man nach den beiden ersten Zeilen, so ergibt sich
—(6a,a, — 24,9 (80, a;— 2a,%) + (9a,a, — a, a,)?
oder
(9a,a, — @, a,)* — 4(3 a, 0, — a,%) (3 @, 3, — a,%).
Zerlegt man f in Linearfaktoren

=&Yy —ma)&v—n9Ey — 1,2,
so 1aBt sich die Diskriminante auch in der Form
— 8y — M &) & — 0y 8P & 0 — m &)

schreiben.

Sind alle Linearfaktoren von f reell und vonemauder verschieden,
80 wird die Diskriminaute negativ.

Sind zwei gleiche unter ihnen, so verschwindet die Diskriminante.

Sind zwei Linearfaktoren (z. B. § y — 7, # und &,y — 5, %) kon-
jugiert komplex und der dritte reell, so ist die Diskriminante positiv.

Rechnet man die Diskriminante ganz aus, so findet man

81a,%a,* — b4 a,a, a;a, — 34,2, + 120,0,°+ 12a,%a,
oder ° :

B(2Ta as* — 184, 0 0,0, + 4a,0,° + 40, ay — 0,7 0,7).
Summiert man bei jedem Glied dieses Ausdrucks die Indizes simt-
licher Faktoren, so ergibt sich immer die Summe 6. Man sagt
deshalb (vgl. § 83), daB die Diskriminante isobar und vom Gewicht 6
ist. Man kann dies auch aus déer Invarianteneigenschaft der Dis-
kriminante ableiten, &hnlich wie bei der Resultante.

§ 90. Invarianten einer biniiren Form oder eines Systems
biniirer Formen.

0 ovfe @)

Die lineare Transformation (}, s J fithre
. f=a,z"+a s 1y4...+a  y"
in

f=a o +a 2" ly+...+a y"
iber.

Ein homogenes Polynom J(a,, a,, ... @,) heiBit eine Invari-
ante von f, wenn sich J(a), a,, ... ag) von J(a,, a,, ..., a,) nur
um eine Potenz der Transformationsdeterminante unterscheidet,
wenn also

J(au's “1’; R a‘r:l) = {aé ....ﬁ}.»)!! J(ao? Oy ooy am)
ist.
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Betrachtet man auBler / noch eine andere Form
g=bya"+ b xr—ly -+ ...+ by,

die bei (;f ﬂ) in
g=0b "+ b'c" "1y ... 40 y"

fibergeht, so heiBt ein sowohl in @y, @, ---, @, als auch in b,

by, ..+ b, homogenes Polynom J(a,, ayy ..., a,; by, b, ... b)
eine simultane Invariante der Formen f, g, wenn
) {J(%’, TSN ST el SRR S SR

= (@0 = By Ti(as} Gy it sboibiniascs Dslh )

ist. In dhnlichem Sinne spricht man von Invarianten bei mehr als
zwei Formen.

Wir haben in der Resultante zweier Formen f und ¢ eine
simultane Invariante kennen gelernt. Die Diskriminante einer Form f
liefert ein Beispiel .einer Invariante.

§ 91. Beziehung der Invarianten zu den Linearfaktoren
der Formen.

Wir haben in § 82 und § 186 gesehen, daB die Resultante von
f und g in einer einfachen Beziehung zu den Linearfaktoren von f
und g steht. Ahnliches fanden wir bei der Diskriminante einer
Form 7.

Diese Ergebnisse sind spezielle Fille cines allgemeineren Satzes
iiber Invarianten, den wir jetzt ableiten wollen.

J(a,, ay, ... a,) sei eine Invariante der Form

f=az"+ a2z —ly+...4 @,y
Zerlegt man f in Linearfaktoren:
[=@HY =57 ... (20— y,2)
so hiingen die a mit den z,, y, durch folgende Formeln zusammen:

Gy = (‘— 1)“3’132 e Yo
G =(=1P=UHm gy oo Yut oot Yy Tl

. W

Gm=.\"31 $2...1'm.

Da nun J ein homogenes Polynom in den @ ist und die a linear
und homogen von @45 Y, abhingen, so wird
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J(ao, Oysoois t3a0 )
=J (2, W3 Tyy Ygs v 3 Ty Y
und J ist ein Polynom, das sowohl in z,, y als auch in ,, ¥, ...
als auch in &, y_ homogen ist.
Dieselbe Bez1ehung besteht zwischen J(au, Gy’ + .y Gu) und

T (@' s @5 Ys's « - -3 Tmy Ym), WeDD Wir mit @'y —y '« die Linear-
form bezeichnen, in die sich z,y —y, = bei “dor linearen Trans-

)
Die Gleichung.
J(ﬂo; “p ey i) =(“‘5‘_ﬁ7)p J(“’or Ayy <00y @ ):
die den Invariantencharakter von J auadrhckt, nimmt jetzt folgende
Form an:

formation (; ﬂ) verwandelt.?

) [T %' Ty Ya'5e o5 Bay )

l = (@0 — By (@, Uy} Tyy Yo + o3 Tpyy Yy
Sie sagt aus, daB J eine simultane Invariante der Linear-
formen z,y —y,z ist (=1, 2, ..., m).

Hat man umgekehrt eine simultane Invariante J der Linear-
formen 2,y —y, 2z (p=1, 2, ..., m) und liBt sie sich in der Form
J (@y, @, ... @,) schreiben, so ist sie eine Invariante der Form f.

Man hat hierin ein Mitte]l, um Invarianten zu bilden. Bei zwei
Linearformen

az+ay, bx+by
ist niimlich die Determinante

eine Invariante. Fihrt man die linears Transformation (“ g)
aus, so verwandeln sich die Limearformen in 4

a/ o+ 'y =(@a, + ya)F+ (e, + da))y,

by %+ by = (ab, + y b))z + (B + 9Y)y.
Hiernach ist- also
« f
)

b

1

1 =g o @™ty 4 ...+ a, ™ ist wie in § 90 die Form, die aus

KowaLswaki, Determinantan : 14
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Hat man es mit mebr als zwei Lihearformen zu tun

a4 a4, byr+by, g+ 6y, ...
so sind

a’u Q] ‘{1“ lr!'I

‘ Gty |

3

] ]
18 b} |6 ¢

T IR |

|
{5 e

|l]-c

1 ;
Invarianten von ithnen. Dasselbe gilt von jeder homogenen ganrzen
Funktion dieser Determinanten.
Liegh nun z. B. eine quadratische Form
5 9
f=a,2" - opoy + a,y* = {wy — 1, 2)([@y — y,2)
vor, so ist
=Yy I
SHlt e e Ay
b e T
eine Invariante der Linearfaktoren von f. Dasselbe gilt von
42
(@ Yy — 1y %)
= “‘;12?:"22 ~—~' 23 ¥, ¥y, -fzz?:'lg = '-{"-’; Yy + @y 5’1)2 —4dxny Y,

F]
a* —4a;a,.

i

a,® —4a,a, ist also eine Invariante (und zwar die negativ ge-
nommene [igkriminants von f). ;

Zw Olftes Kapitel,

Lineare und quadratische Formen.

- § 82, Systeme linearer Formen nnd lineare Transformationen.

Eine lineare Form in # Verinderlichen z,, @, ..., o, ist
ein Ausdruck von folgender Gestalt
a2 42z, +... 4,
Die o sind Konstanten.
Wir wollen ein System von m linearen Formen betrachten :

h=ay % ta,a+...4 0,15,

.fz =0y Ty kO Tyt ot 0,,3,)0

fn= a-uslml a5 szi‘g-i- ks Q1 Ly ¢
Der Rang der Matrix
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MR Gr s
(1) gy Ggy -« g
i N e (T
heiBt der Rang des Systems f, f,, ..., .-

Setzt man
. e - r r r

’ Ty =0 03 %y + .ot 0y Ty

b pres £ . ’

(2) Ty =0y Ty + 03 T, + "'+62n‘rn'

Lm0, % 0T e, Wy
go nennt man diese Operation eine lineare Transformation.

Im Falle n =2 haben wir bereits von linearen Transformationen
gesprochen (vgl. § 83).

Die Determinante

Ojy Gra sy

o, s
) O=|121‘f2 2

| Ca1 Ong 2+ + Cay

heifit die Determinante der Transformation. Ist gie gleich Null,
spricht man von einer singuliren Transformation.

’nterwirft man nun die Formen f#, f,, ... f, der linearen
Transformation (2), setzt man also in ihnen

L4

z, e=lol a4 (b0, A o U (=12 ..., ),
go verwandeln sie sich in
fi =0y i+ ap.23+ . .. + Giaty,
f2==a> o) 4 ap @3+ . . . + G2, Tn,
f' 1$1+an2xs+ ot O Ty
Die neuen Koeftizienten hiingen mit den alten durch die Formeln
zusammen
arr. = 0r1%, * Gpg Chy e 20 e Oy Crye
a,, entsteht durch Komposition der r' Zeile von (1) mit der
wn Spalte von (3).
Die Determinante
Or, e Ghysy oo Oray

' ’ ’
arl'i a"u'l e a"b‘,u

’ r ’
Gy 0y a".u oy a”y T
14*
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18t somit das Produkt 'der beiden Matrizen

Qrl Gr2 00 Qpn
ar:l a’ﬁ? T a‘r,ﬂ
G.-'" 1 a’",u"’ v aith ﬂ'rﬂ\‘l
und
Cls, €24 + » « Cag
Cls, C2gy + « » C sy
: Cley Oy~ s Cnsys
also nach § 34 gleich
|
_aflk s s e Oy tu Coyny oo cf.u L
>
| arlufl i 'a'";l‘p cfl".u A c";a"p |

Jede p-reihige Determinante der Matrix
l a a’m v e fn
agl I [

(4)

U1 Gne o« A
ist eine lineare Kombination von u-reihigen Determinanten der
Matrix (1). Daraus konnen wir schlieBen, daB der Rang von (4)
picht hoher ist als der von (1. Wenn namlich alle u-reihigen
Determinanten in (1) gleich Null sind, so gilt dasselbe von allen
p-reihigen Determinanten in (4).
Ist die Transformation (2) nicht singulir, so lassen sich (118
Gleichungen (2) nach =/, ,, ..., z, auflésen.
Wir bezeichnen mit C,, das algebraische Komplement von ¢,,
in der Determinante C und setzen
C.,
= Ve

Dann lautet die Auflosung von (2) nach z, 2., ... =,
=+ 7%t Ve T
(5) Ty =%t Ve By t o Ve T
3“' =7n]xl+7n$w3+ > +7mn n’

Unterwirft man die Formen f', f,’, ... f, der linearen Trans-

formation (5), so gelangt man zu £, f,, ... f, zuriick. Der Rang
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der Matrix (1) ist daher nicht hoher als der von (4). Keine der
beiden Matrizen (1) und (4) hat also einen hoheren Rang als die
andre. Daraus ergibt sich folgender Satz:

Bei einer linearen Transformation, die nicht singnlar
ist, bleibt der Rang eines Systems linearer Formen un-
geiindert. :

§ 93. Die Determinante als Invariante.
Wir wollen die » linearen Formen

hi=oy &+ 0,2+ +06,z,
fo= 8y & + y 2, + ... + ay, 7,

fn s anl_a:l ot AnsTa Aol Gy Ty
der linearen Transformation in § 92 unterwerfen. Sie mogen dabei in
ﬁ =an ¥+ apr2+...+ 01,7,

fs = an o + apr @3 + . .. + 63, @,

' ’ ! ¥ :
[ = Q11 ek a':l'.’ T‘é S e + Gy Ty

iibergehen.
Setzen wir
Gyiivan Tyl Bt e Oy
W s e s R TR RS JE 1A e L TR
T Rl L

so gilt die Gleichung
A== 0
Es ist nimlich (vgl. § 92) )
t‘I-,_'a o a'r]-ela =t a'r‘z Cas o e P e Qe Cpyge

Unterwirft man » lineare Formen in » Verinderlichen
einer linearen Transformation, so multipliziert sich die
Determinante der Formen mit der Transformationsdeter-
minante.

Man sagt anf Grund dieser Eigenschaft, daB die Determinante
der n Formen eine Invariante ist, und zwar gegeniiber allen
linearen Transformationen.
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§ 94. Bilineare Formen.
Wenn in einer linearen FKorm
ﬂ»lﬂfl-i'agﬂ?g-’r-----i-ﬁ,,m,. .

die -Koeffizienten durch lineare Formen in den Verinderlichen w,,
Y+ ++ 4 ¥, ersetzt werden, so entsteht eine bilineare Form. Eine
solche Form ist also ein Ausdruck von folgender Gestalt:

(1 f=>a,zy, e P D s i
Die Determinante der a,, heibt die Determinante von f
Wenn man die z oder die y einer linearen Transformation
unterwirft, so geht die Bilinearform wieder in eine Bilinearform iiber.
Um uns im folgenden bequemer ausdriicken zu konnen, wollen
wir die quadratische Matrix

a“__.un yiage Cdl“
Uy Ugg + ¢ - Gy
. G %pg - - - %in
das Produkt! von
ﬂn ﬂlz"‘ﬁln ﬁil ﬁi.?-“ﬂin'
: ﬁ:: ﬂ:!'.t"'ﬂ'_!n und (9:31 ﬂég"'ﬂ:_’n
ﬁn] Ign‘z S ﬁﬂ!l ﬁ:tl [9:!2' . -ﬂ:m

(in dieser Reihenfolge) nennen, wenn
&y = ‘Brl -'elfn + i'.:fr‘.’ p'l,c + St + ﬁrui})!l!s
ASbE(r s el R i R

/

Wir driicken die Beziehung zwischen den drei Matrizen durch
folgende Formel aus:

] ' : B :

B P iy, P Brge Bin Pu P2 .. Pin
2 fa F r o 14

gy gov oo lhyy | | Pg1 Bog + -+ Pan In P ... Poa
- i . o Sy 2 T3

CJﬂl ﬂ'ﬁz ke Rn“ ﬂﬂl P’,‘z- .. {9",1 A Hal p)n'z e ﬁu "

! In § 84 betrachteten wir eine andere Multiplikation von Matrizen. Wir
sprachen dort vom inneren Produkt. Hier konnten wir also die Bezeichnung
fuBeres Produkt benutzen. Der Unterschied ist aber schon dadurch ge-
niigend bervorgehoben, daB das Produkt jetzt eine Matrix ist und damals
eine Determinante war.
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Diese Formel bedeutet also daB die y% Zeile der «-Matrix
erhalten wird, indem man die r* Zeile der #-Matrix der Reihe nach
mit allen Spalten der p'-Matrix zusammensetzt.

Mittels einer solchen Formel 1iBit sich z. B. sagen, was aus
n linearen Formen

R P o "+ ayp Ty
Uy B+ Ty + ...+, 2,
EE1!|'.|.a;1 57 G Ty e +_ann T,
wird, wenn man sie der linearen Traneformation
f , ’
Ty=cyF HOy Tyt G, T,
Z, = ¢y, By A Cyg Xy oo G w
xn e cl!‘.[ xl’ + Uﬂﬂxﬁ, + S Con Ta

unterwirft. Gehen die Hormen in

v

’ r r ’ ’ L4
Ty + @z @2+ ...+ Gia Iy
L ! ’ ’
a’.’lx1+a?3x‘é+"‘+a;‘ufn:
' r ' ’ r
Qp) T+ G2 T3 - . . . + Dy '.E;f
itber, so besteht die Relation
I’ ’ r
ay 6is - .. iy Ay, Qyy ey, R R e
’ ’ r
a1 G2 ... Q34 23, thyy Qgy + oo Gy Oy Con = s s Oy
r ! .
On1 G2 « -« Qg Ay Byg e o v By a1 Cug v+ - Can

In der Tat ist (vgl. § 92)

ar'a o arl Gla + ar.‘a ""’2: S + Drn c'rn‘
Man muB also, um die Matrix des neuen Formensystems zu erhalten,
die des alten rechts mit der Matrix der Transformation muitiplizieren.!

Was wird nun aus der Bilinearform (1), wenn wir auf die y

die lineare Transformation

h= ﬁ]l y1r - 5 .'5)1: y; fele s A ﬁ:n yn"

= :‘6!-31 ?1'1’ + Ij‘zz yE} sl ﬁzn yﬂ”

yn T lgnlyl’ + flnzya’f + S + ﬂnny;:
anwenden?

! Damit meinen wir, daB die Matrix in der Transformation den zweiten
Faktor des Produkts bildet. .
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Schreiben wir die Bilinearform, nach den z geordnet:
Z(aﬂ yl + “rz y‘.‘. + g + '3,.,, yn]xr’

so sind die Koeffizienten von x,, #,, ..., «, lineare Formen, die der
obigen Transformation unterworfen werden.

Die Bilinearform geht also iiber in 2'a_ #,y,, wobei die a mit
den a in folgender Weise zusammenhingen:

Gy Gyg - - 0y, hy Agvaity Pi By - Bia
. Ogy g -« - Oyp | _ | Gy Ggg + - - Oy B’ Fag »+ + Py

anl anz voe by By Bpg o Oy i‘gﬂ] pn!' 2 .I'Slvm

L )

e AR A D )
Setzen wir in X'a,, «,

(]

@ =0y A Gy B, T
By = gy By + gy T + ...+,
Z,=C ¥ + &+ e, X,
so erhalten wir eine Bilinearform Xa’, =y,
Um zu sehen, wie die g/, mit den a,, zusammenhiingen, ordnen
wir 24, «,y, nach den . Dann haben wir

2(51151 + ('F,Es.'r,'! + e + a’us -'-'5,‘]3};

und die Koeffizienten von ', ', ..., g, sind lineare Formen, die
durch die angegebene Transformation in

Qe @+ a2, T A . . . F G T (8=1, 2, ..., n)

iibergehen. Hs ist demnach

r ’ r
ay @y ... Ayt g Tyy oo By Oy Gy oo Uy,
’ r r
@1y A ... dy0 af Gyg Ggg +e0 @4 oy Cyg « «+ Uy,
¥ ‘ ’ ™
Gin G2y o . . Gun Oy Opniin Oy R R L o

oder, da diese Formel nur eine Zusammenfassung der Relationen

I
e, =a,¢,.+a8,a, +...4+a,c,. (e ml 250 )
darstellt,
! r r - -
ayp aig ... Gy Oy Uy« -0 Gy, tyy gg vov Gy
r ! r
ax 0p ... oy | g gy o Uy fgy gy - 00 @y,
r r ’
Ol Ap2 « v« Quy “1" f:sn. . “"“1 aﬂl a‘lﬂz ‘e w (i'.‘m
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Die a/, stehen also zu den a_, in folgender Beziehung:

ajy ajg ... Gly
@sy @y ... G2y
r o r

(2) Qpi @2 « - Quy

Gy Uy ve @\ [y Gy oo\ [Py Bra - Pra
4

o | % Uyg e tga || Oy Bay ity | By By - fay,
aln aEﬂ"' “nn aﬂl ana’,"' ann »gnl ﬁna"' ﬂ!in

Wir miiiten eigentlich die beiden letzten Faktoren in Klammern
einschlieBen. Wir konnen diese Klammern aber auch fortlassen,
weil hier das assoziative Gesetz gilt. Sind U, B, € drei solche
Matrizen, so hat man immer

ADBEC) = AB)C?

Man schreibt deshalb statt (8 €) und (¥ B)E einfach ABC.
Aus Formel (2) ist zu entnehmen, daB jede m-reihige Deter-

minante von .
ayy Gy ... Gl

an ax ... G,
¢ F 4 [
gl A2 s o Guy

sich linear und homogen durch die m-reihigen Determinanten von

Ay By 20 Gy
@yy Ogg v Oy,
a’n] ans iy a’nn

ausdriickt.

Bei linearer Transformation der # und der y erhdoht sich also
der Rang der Bilinearform? nicht.

Sind die linearen Transformationen nicht singulir, so kann man
von der neuen Korm zu der alten durch lineare Transformation der
@ und der y zurilickgelangen. In diesem Kalle ist daher der Rang
der alten Form nicht hoher als der der neuen. Ks gilt also folgen-
der Satz:

! Im vorliegenden Falle hat dies folgende Bedeutung: Anstatt zuerst die
% upd danu die y kann man zuerst die y und dann die o linear transformieren, -
* d. b. der Rang ihrer Determinante.
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Wenn man die # und die y nichtsinguliren linearen
Transformationen unterwirft, so bleibt der Rang der
Bilinearform Xa,, x4, ungeindert.

8 95. Symm;atrische Bilinearformen und quadratische Formen.

Die Bilinearform Xa , z,y, heibt symmetrisch, wenn ihre
Determinante symmetrisch, wenn also a,=ga,, ist (r,s=1,2, ... n).

Unterwirft man die o und die y derselben linearen Trans-
formation, setzt man also

=00 + %+t B
yr o ﬁrl ylr + ﬁri y?.’ T + I'jrnyn’!
so geht die symmetrische Bilinearform wieder in eine solche iiber.

Fir die Koeffizienten o', der neuen Form gilt nédmlich nach § 94
die Formel

=152, . n)

i1 o .. Oy ’
r g ’
o aby ... a3,
’ ! ’
\ On1 G2« o o Quy

(1) . .
Bii Ber »o B\ [H1 @g -0 By By Brg - [

] el - i
Pra Pag - - V‘n:!} Gy Ggy - Gy || 3y Fog o0 Bou|

2 ﬂln p’ln Ty f?t,m IIHI'lrn‘l. dn'.‘ R a'nn l&'nl Ign:! S ﬁun
Sie sagt aus, daB 3
ar’n = Za’pr ﬂpr ﬁw'
s st
¢ und » durchlaufen beide die Werte 1, 2, ... n. Wir diirfen sie
also vertauschen und schreiben:
art.r e '“Evar,u Plrr ﬂ_;u

ist,
Gr'. = 2:“;“ ua ﬂvr = 0y
(B
Setzt man in einer Bilinearform die y gleich dem @, so ent-

steht eine quadratische Form in den 2. Eine solche Form ist
also eine lineare Kombination von

2 2
E%y Bl . B T dy, BBy ey B T

‘Sie enthilt

oder, da 2, =6,

nn—1) «amn+1)

n
5 2 2
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Glieder. Man kann immer eine symmetrische Bilinsarform an-
geben, die sich in die quadratische Form verwandelt, wenn man
die y gleich den « setzt. Bezeichnet man den Koeffizienten von z,°
mit a,, den von =, z, (r < s) mit 2a_, und setzt man noch a,,

so 1ift sich die quadratische Form so schreiben

},a T, e, W/ 1P )

rers

Sie geht aus der symmetrischen Bilinearform

3 Ty,

.—Jrlr
T

dadurch hervor, daB man die y gleich den z setzt.
Unterwirft man die # und die y derselben linearen Transformation,
so wird
Ewnxry: i :?_aar:fcr Ja
Im Falle y,=a,(s=1, 2, ..., n) ist auch y'= 2’ und daher

}_[ﬁ“?'r-ﬁs T zarnmr {’U
Man nennt Xe oy, die Polare der quadratischen Form
2a,,«,x,. Wendet man auf die z und die y dieselbe lineare Trans-
formation an, so geht die Polare von 2'a_ « «, in die Polare von
Xa/,x’x/, d. h. in die Polare der transformierten Form itber. Auf

Grund dieser Eigenschaft heiBt die Polare eine Kovariante der
quadratischen Form, und zwar eine absolute Kovariante.

Aus der Relation (1) ist zu entnehmen, dafl

@y @i ... Gy, Dy Gpe -2l B brz -+ Pral
a3 G2 ... G2y | | Gy oy ... 8y, | Byy Baaioos Ba
B 1h QDo s o0 st By By g ainsoilpg ﬂﬂl ﬂ“s s Baa

" Die Determinante
o/ §

Qg g+ v -y
Qg Ggy + - Oy
BRI 88

die man die Diskriminante der quadratischen Form a1, z,
nennt, multipliziert sich also, wenn man die » linear transformiert,
mit dem Quadrat der Transformationsdeterminante. Sie heiBt des-

halb eine Invariante der quadratischen Form.
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§ 96. Reduktion einer quadratischen Form auf mdiglichst wenig

Veriinderliche.
Die quadratische Form
2'&”3”,_58 (a'!'-i' = aar)

heiBt vom Range m, wenn ihre Diskriminante den Rang m hat.
Wenn man die 2 einer nicht singuliiren linearen Transformation
unterwirft, so bleibt der Rang der Form ungeiindert (vgl. § 94).
Wir wollen jetzt zeigen, daB sich eine quadratische Form
vom Range m(<n) auf m Verinderliche reduzieren liBt,
und zwar durch eine nicht singulire lineare Trans-
formation. :
Das Gleichungssystem

ay o+ 4, 4+ ooy, =0,
]

Uy @) + By 7y + . oty 3, =0,

@nn t+a,+...4a,,c,=0

hat nach § 26 » — m unabhiingige Losungen, aus denen sich alle
andern Liosungen linear zusammensetzen.
Wir bezeichnen diese n — m Lisungen mit

ﬁl.m-fl' ﬂ-z.m+1'_' SR Eym -1

l';}ln’ fj-‘?n' = ATy ﬁnu
und wihlen die m Zeilen
ﬁn’.f1 Ao ﬁnl
ﬁlm’ P’Em’ ttigd ﬂnm
8o, daB die Determinante

{""‘11 ﬂl’ sne s i'ﬁ)lu
l ﬂ&l [ 2" S fezn
| ﬁﬂl ﬂna"'ﬁnu I

von Null verschieden ist.
Nun fiihren wir die lineare Transformation

-31911‘”1’*‘5'1"%"{‘ +ﬁ1n'n,’
1r+ﬁ’"x3 +ﬁ!n n !

uﬁ)!l’r +-i:2 +' +Idnn n
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aus und fragen, was dabei aus der guadratischen Form 2ala

5 re T $
wird.
Da
Oy Gy -Gy, (B Prae P Gy oy, 0...0
Bgy Bgp - -« Gy, Bo1 Bog + ++ Pan L R T 0...0
aal an" o aﬂn ﬁnl ﬁn?' St ﬂnn 'ﬁnl anm 0. 0

wird, so ergibt sich, daB in

L ! r
1 @12 ... A1y
@51 @32 ... 3,
a“nl_ a‘ﬂ? . ThLE a’!i‘l’i

oder

ﬂ'll (921 "'ﬂnl 61]"'&1!100"'0

gwﬂqz...ﬂ"z 112]...['?*”!0...0

ﬂlﬂ ﬂ.n"'ﬁw Oy via il S i)
die » — m letzten Spalten, also (wegen a/ =a,,) nuch die n —m
letzten Zeilen aus Nullen bestehen. Za’ 'z enthiilt also nur die
m Verinderlichen

' r [
; ST BHERSIARGC
und die Determinante
| a1 ajp ... G ‘
a":?l a;ﬂ R a;‘m \
r r ’
o1 O3 s s o Onm |

ist ungleich Null, weil der Rang von J'a/,z =, gleich m sein mub.

Es ist offenbar unméglich, durch eine nichtsingulire lineare
Transformation X'a_ 2 o, auf weniger als m Veriinderliche zu redu-
zieren, weil der Rang der transformierten Form sonst kleiner wire
als der Rang der urspriinglichen Form.

Der Rang einer quadratischen Form ist also die Minimalzahl
von Veriinderlichen, auf die man die Form durch eine nichtsingulire
lineare Transformation reduzieren kann.

& 97. Transformation einer quadratischen Form in eine Summe
von Quadraten.
f=2'a,,x, o seieine quadratische Form mit nicht verschwinden-
der Diskriminante. Dann sind zwei Falle moglich.
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Entweder sind in

Uy g« - Gy

4= gy By o+ gy
- ‘
| a,, o a

nicht alle (n — 1)-reihigen Hauptminoren gleich Null oder es sind
zwar alle (n — 1)-reihigen, nicht aber alle (» — 2)-reihigen Haupt-
minoren gleich Null,

Ks kann nimlich, da die Determinante symmetrisch ist, nicht
passieren, dafl alle (2 — 1)-reihigen und alle (n — 2)-reihigen Haupt-
minoren verschwinden, Sonst hitte man nach Satz 28 in § 58

’AA

"‘l
i‘n' ui

4., = 0

Es waren also iiberhaupt alle (» — 1)-reihigen Minoren gleich Null,
wihrend wir doch annebmen, daB die Diskriminante von Null ver-
gchieden ist.

Wenn nicht alle (» — 1)-reihigen Hauptminoren der Diskriminante
gleich Null gind, so liBt sich durch geeignete Numerierung der Ver-
inderlichen z erreichen, daf gerade :

mithin

2y @y @1 n-1
g ! azl 0.'-,., al n=1 :JF 0
; | Ba=t1 T-1,2 00 o101
18t,
_ Wir wollen jetzt statt f die quadratische Form
q: v th }' xrx.
betrachten. Ihre Diskriminante lautet
| Oy cenil gy Oy
l @y i % nay S
= A4 — }.A'm
al-l-l LEble an‘l.n‘l a’n-‘n.n
LY o Byn-1 a‘m\“_x

und ist glelch Null, wenn wir

! Man bedenke, daB A,,= 4,, ist. Wir bezeichnen mit 4,, wie géwahn-
lich das algebraische Komplement von a,, .
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y: |

L= T

annehmen.

Die Form ¢ liBt sich, da ihre Diskriminante vom Range u——-l
ist, durch eine nichtsinguliire lineare Transformation auf » — 1 Ver-
iinderliche reduzieren.

Um eine nichtsinguliire lineare Transformation zu finden, die
diese Reduktion leistet, muB man nach § 96 die Gleichungen

8, Bt ta . % ,+e,2,=0,
By @+ -{aﬂ1n1n1+a;linmn—0
% xl + hatet a'n,n—l n-1 + ( nn ) Tn = 0

Yosen.
Die Determinante dieses Gleichungssystems ist vom Range »— 1.
s gibt daher nur eine unabhingige Losung, und wir kdnnen

: U o |

als solche benutzen. Die in § 96 mit

ﬁlw’ ﬂZu' B o ﬁrm

nn

sind also beatiglich gleich 4,,, 4,,,..., 4,, oder, was dasselbe ist,
gleich 4, , 4,,, ..., 4,,. Da nun

150" 0 0

Uise e 40 0 :

i TR R s P T

SECATRE el 0

AlnA‘En ;o ‘dn—l,u‘im;

so ist nach & 96 die lineare I'ransformation
& =o'+ A3
:I:i s :‘.i’,'_.! + j‘!n.'r'u’

(1) st R e
’ . ’
Zy, =] SEe: La—1 =+ An--l,ua’n

’

Iti“ A xn

cine solche;, wie wir sie suchen. Sie verwande]t @ in eine quadra-
tische Form der Verdnderlichen 2,°, 2, ..., z,’

= Es ist also vermﬁge' dieser Transformation

i

-

1, e
a2 g ¢ r
Zau T y l‘“n=2|“nmr”¢'

T8
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Setzt man z,= 0, so wird
o, =2 ' (r=1...,n—1) und g, =0,
und die obige Formel geht iiber in

N .
Za’fa %y Ty Ear.xrm‘ (T,S-— 1, RS 1

Daraus kénnen wir entnehmen, daB
af’ = al"!
18t (ye=1, i yn—1)
Die Transformation (1) fiihrt also die quadratische Form f in
"I’_ 2'-!_‘“ arls xr xs
iiber.

Wir wollen jetzt die zweite Moglichkeit besprechen, wo in der
Diskriminante von f alle (» — 1)-reihigen Hauptminoren gleich Null
sind. Dann gibt es, wie wir gesehen haben, einen (n — 2)-reihigen
Hauptminor, der von Null verschieden ist. Durch geeignete Nume-
rierung der = JiaBt sich bewirken, daB gerade

%1 s e Aty |
-
Ay n= | S Gaan iRy
an—1,n
@ a ‘a
C "u-2,1"n-2,2 " '* "n-2,n-2 |

nicht verschwindet. _
Betrachten wir statt f die quadratische Form

1‘{} = f—l— 219}'“_1 T

8o lautet ihre Diskriminante

4y AL PR %n ‘ ;all sies Oy, n-1 +0 a’lfl+0

g1 15005001y Uy [ |Gy e “s.n 1+ 0, “an+0
D= T et o T

aﬂ—].l e a’n—l,n-l‘ a’n-l,n+;' Ian-l,l Lo nl n1+0 au 1, n+2’

a’nl i aﬂ.n-l+l’ ann anl s n, n-1 +1' an»+0

Sie zerlegt sich nach Satz 6 (§ 14) in vier Determinanten und hat
den Wert

A lAn-I.nl— 144

— A? An—l,n

n=1,1n

SR b 1Y I L R

n=-1n

n, n=1
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Nach Satz 28 in § 38 ist aber

A A
n-1,n-1 “m-Lin =_A3-1|“=AA‘"—11"
| Aﬂ, n-1 'A!'i}l | n—1,n’
go daB
AD=A*—20A4, | +XA3, =(d—24_ .
Setzt man
= 2 —
dn—'l,n !

so wird der Rang von D gleich »n — 2. Die Komplemente von
Gy_y,ny Und 4 in D sind dieselben wie in 4, also gleich Null. Die
Komplemente - von @, , . + 2 und a,, , + % sind ebenfalls gleich
Null, weil die reziproke Determinante ven D symmetrisch ist und
in ihr alle zweireihigen Minoren verschwinden. Da hiernach die

(n — 1)-reihigen Superdeterminanten von 4,_1,, alle verschwinden,

na-Ln
go ist der Rang von D wirklich gleich » — 2 (vgl. § 24).

Die Form 1 1iBt sich nach § 96 auf 2 — 2 Veriinderliche
reduzieren. Um eine nichtsinguliire lineare Transformation zu finden,
die diese Reduktion leistet, miissen wir nach § 96 die linearen
Gleichungen

[ RE T, TR, R J-a, 2 =0,
’ ] . —_
Oy, T tootay 8, a0, =0,
1,451 st s Bpe1, n-1Ta-1 =i (an-l.n Ay )')a'nn SR 0’

aﬂlml +" F +(an-l,n }' l)‘zn—l +ann$u=0

auflosen. [hre Determinante ist vom Range n — 2, und es gibt
zwei unabhiingige Liosungen von folgender Gestalt

ﬁl? ) ﬁu-zm 1! 0!

e A 0,1
Da nun
(=) 00
1

1
0 RoS =00
0= Qi1 =050
By Py Byl 0
Y1 Vs oo+ ¥ng 01
s0 ist nach & 96 die lineare Transformation

Kowargwskil, Detorminanten 15
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> ’ )
N e
r

r
o + Pz V%

:\"'i
il

Tyg = L, ¢ 'rf)n s T, 1+Jn2

eine solche, wie wir sie suchen. Sie verwaudc‘t y in eine gunadra-
tische Form der Verinderlichen 2/, o, ..., 2,/ ,.
Es ist also vermige dieser Transformation

R
'_Ln’,‘ e (AR L
f A To-1Ty _\.."...a Qo BTy

Setzt man in dieser Formel
21 =10 und z =0,
so geht sie in

itber. Hs ist also

o, =6, o= 10t —2)

und die obige Formel lautet daher

1

L oiyn=2
f: = 2;_3';,_19:; i 2:1 Frp 1!:,’.
ra
Setzt man jetzt noch
mr=5'.r r=1, ..., n—2),
:1:,: 1t -1 + Iﬂ ’
T, =z, 4, —Z,

so wird vermdge der T'ransformation

@y =7 + By + 71)Zpq + ﬁl""l)‘iv
xz""'— +(185+7'2)3n 1+(ﬂz Ty

By g = Tpg T (fgn 2 + V- a)"" -1 '+‘ (18- 2™ Vn-2)Tps
By =Ty T I
Ty =Ty = &y
die offenbar nicht singulir ist,

n—2

f=2A(F — 7 1)+$;a
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Durch wiederholte Anwendung des obigen Verfahrens gelingt

es, der Form f die Gestalt
ot ortt...+ox?

zu geben, wo die ¢ alle ungleich Null sind. Die linearen Trans-
formationen, die man dabei anzuwenden hat, lassen sich durch eine
einzige ersetzen, die direkt von fzuc %,® + ¢, 2,* 4 ... + ¢, 2,2 fithrt
und nicht singulir ist. Wenn man niimlich zuerst die lineare
Transformation

zr“ﬂrlxl'+ﬁr3x:’+"*+ ,.,..-T',; ("=1, 2, .oy n}
oder die lineare Transformation

ﬁll ﬁu o ﬂln
> Bay Bas - - Faa
;9151 ﬂn‘a L i 189!

ausfithrt und dann die lineare Transformation

g =04 5"+ 0 ..+ B2 (r=1,2...,2
B Bia .- Pin
fo fae ... fon
Bt Dug v s Pan

80 gelangt man von den  direkt zu den 2”, indem man die lineare

Transformation

wr e E(ﬁrv ﬁr’]. x]." +ﬂrv ﬂv’E zﬂv" + i +ﬂrv ﬂv'ﬂ a:nh)

= 7rl ‘{‘Ul."+rr! z!"+“ ‘+?‘ru ‘T’n”
r=1,2 ..., n)

oder

:/

Yornimmt, und zwar ist offenbar

iu V13 o N Biy Brs - Pra\ [ P11 P12 .. Bia
Yoo Yaa vccVea | o | Pn B - Bon || B P2 ... fan

“n1 Vg o ¥nn ﬁnl ﬁn?"'ﬁln lﬁ:ﬂﬁ;g "ﬁ;n
Setzt man noch

1 : g 1
= Rg = ——= sy 2y X = —y,
* ]/Z';y“ 2 VE“ 3 ! %n V;: w!
; 15
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was wieder eine nicht singulére lineare Transformation ist, so hat
man f auf die form

IR L e
gebracht.

Kine quadratische Form

Eﬂ- r. T,

mit nicht verschwindender Dlskrlmmante 1aBt sich also durch eine

nicht singuliire lineare Transformation

. m=oah to,yt... 4o, r=1,2..,n)

in

yjz ‘*' ?f22+ FHEyY + .?)'ns

itberfithren. s
Sind die o, reell, so wird die lineare Transformation nicht not-

wendig reell sein. Wiinscht man nur reelle Transformationen, so mufl

man, nachdem [ durch eine reelle Transformation auf die Form

e, %2+ e %2+ .. 4o, %,% gebracht ist,

_.1_y ~ -—-—__l_.q’; X L L_J

VS e alos = s ie]

setzen, wobel |¢| den absoluten Betrag von ¢ bedeutet. Dann ver-

wandelt sich fin

=

Bl y].-' + Eg y:l,z +ee + S”ynz,

und die & sind gleich 4 1. Man hat nimlich ¢, = 1, wenn ¢ > 0
ist, und s, = — 1, wenn ¢, < 0 ist,

Wir haben bisher angenommen, daf die Form / eine nicht-
verschwindende Diskriminante hat. Ist der-Rang von f kleiner als
n und gleich m, so gibt es in der Diskriminante einen von Null
verschiedenen Hauptminor. Wir konnen durch geeignete Nume-
rierung! der Verénderlichen erreichen, dafl gerade

i

M3 Oyg ooty |

X Ayy Tog = o+ Qo
a’ml L .

ungleich Null ist.
Wie wir aus § 96 wissen, 148t sich £ durch eine mcht singuliire
lmearo Transformation auf m \fera.nderhche &, 5@y ey Dyredus

: Eme Umnumerierang der @ lift sich als eino (nicht singuliire) lineare
Transformation ansehen.
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zieren. Um eine solche r1‘ra.nalfc»rnra.smtu:un zu finden, mubB man fiir die
linearen Gleichungen

a”:c,—!—a-mxs-{-...-l-a”x“:xﬂ,
“213’1+“22%+-<-+%n%=0v

a’nlml +aﬂsmz+"‘+a'nn$n=0
ein Fundamentalsystem von Losungen bestimmen. Da man sich
auf die m ersten Gleichungen beschriinken kann, so gibt es ein
Fundamentalsystein von folgender Form:

150 il
(] =eeil)

131,!"+1? cr Mm,m1
ﬁl,m-!-:}’ s "’ ﬁm,m+2
B iAol e
Nach § 96 verwandelt dann die lineare Transformation
’ ' ’ 5 '
o =2+ 3 g1 Tt t Brn Tns

; ' ot
.‘Emﬂ xm + f:?m,m-{-l 't'm-l-l + Ay +ﬁmn L 3

_r
w4+l Tm 17

r =&
n n
f in eine Form in 2/, 2, ... /. Ks wird also vermoge dieser
Transformation
1, i1 m 2
r r
f= 2- ar: mr ms‘
T, &

Setzt man

’ = e ’ 0 -

mm+1_"""xh St )

80 geht diese Formel in folgende tiber:

1 coqm

> a,, %, «, E e, %, z,
Daraus folgt

o, =a, (rs=1, 2, ...,:m)

Die oben angegebene lineare Transformation brmgt also f auf
die Korm

1, eyt
tRSh el
2 a. . %, T .

Diese Form in #,, @, ... @, hat eine nicht verschwindende
Diskriminante, kann also durch eine nichtsingulire lineare Trans-
formation in
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E;?fiz**"zyaz'{'""}"sm-:"fmg (eo="x1)
verwandelt werden, und die lineare Transformation ist im Falle
reeller a_, reell.

§ 98. Ausgezeichnete Numerierung der Veriinderlichen in einer
quadratischen Form.

Wenn die quadratische Form
f=>0a, z 2
den Rang m (= n) hat, so lassen sich dis Verénderlichen «,, z,, ..., =,
S0 umnumerieren, daf

!a” Gyg v s v Oy |
R
. [ S 2m
A, =
I aml amz. §rd a“m
von Null verschieden ist.
Ferner kann man #,, #,, ..., «, 80 umnumerieren, dafB
|
a5 @y voaie By
a a R Y
4, =™ 22 2, m-1 + 0
a‘m~1.l am—-l,:! i I‘lm--l.m—l
oder, wenn dies nicht geht, so, daB
@y (g sennildy g
a., .. LG R
Am—z ey 23 3, m-2 + 0
s, 1 Om=n, 5 v 0r Opn iy

ist.

4, enthalt eben entweder ¢inen von Null verschiedenen (m—1)-
reihigen Hauptminor oder, wenn das nicht der Fall ist, wenigstens
einen von Null verschiedenen (m — 2)-reihigen Hauptminor.

Auf 4, | bzw. 4, , kann man dieselbe Betrachtung anwenden
und gelangt schlieBlich zu

4, = ay +0
oder zu
a. a
S e (@) = 8y = 0)
: i Oy Ggy -

Setzt man 4, = 1, so geht es noch einen Schritt weiter.
Kine Numerierung der », wie sie sich bei dem obigen Verfahren
ergibt, nennen wir eine ausgezeichnete Numerierung.
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Bei einer solchen Numerierung hat die Reibe
A A g
folgende Eigenschaften. _

Ay=1 und 4 sind von Null verschieden. Nie sind zwei
benachbarte 'Glieder der Reihe beide gleich Null. Ist 4 =0
(0 < r < m), so verschwinden alle r-reihigen Hauptminoren von 4__ ..
Das Produkt aus 4, und 4, ist (auch im Falle r = 1) gleich einem
zweireihigen Hauptminor der reziproken Determinante von 4
(vgl. Satz 28 in § 38). Da ein Minor dieser Art die Form

0 a |

a 0 J

hat, ist i
A el e UL

Wenn also in der Reihe Ay, A, ..., 4, ein Glied yerschwindet,
so haben die beiden Nachbarglieder entgegengesetzte Zeichen.!

Erinnern wir ups an das Verfahren in § 96, so wird danach
die Form f zuniichst in eine quadratische Form in =, 2,, ... =,
mit der Diskriminante 4_ verwandelt.® Von dieser Form spaltet
sich im Falle 4__, +0 ein Glied ¢, > ab und ¢, ist gleich
4,14, . Im Falle 4, =0 spalten sich zwei Glieder ab ¢ « 2
+ Cm-1 Tn-1, und ¢, ., ¢, sind entgegengesetzt gleich.

SchlieBlich erhalten wir

R L SR P

Je zwei Gliedern 4, A, in der Reihe 4,, 4,,..., 4,, die beide von
Null verschieden sind, entspricht ein Glied ¢, ? und ¢, ist positiv oder
negativ, je nachdem 4, _,, 4, beide dasselbe oder entgegengesetzie
Zgichen haben. Je drei Gliedern 4 _,, 4, 4, .,, von denen das
mittelste gleich Null ist. entsprechen zwei Glieder ¢, ., 2% | +¢ 2?2
deren Koeffizienten entgegengesetate Zeichen haben, ebenso wie A__,
und 4. Hieraus ergibt sich folgender Satz.

In der kanonischen Form ¢ #,2 + ¢, 2,2+ ... L e, 2% die das
in § 97 geschilderte Verfahren liefert, sind so viele negative Koeffi-
zienten vorhanden, als es in der Reihe 4, 4,,..., 4 Zeichen-
wechsel gibt, und go viele positive Koeffizienten als es in dieser
Reihe Zeichenfolgen gibt.® Dabei ist es gleichgiiltig, ob man die
Null als positive oder als negative Zahl gelten liift.

! Wir setzen hierbei die a,, als reell voraus.

? Die neunen Verdnderlichen bezeichnen wir hier ebeneso wie die alten.

3 Ein Zeichenwechsel findet statt, wenn ein positives nchen einem nega-
tiven Glied steht, eine Zeichenfolge, weun zwei positive oder zwei negative
Glieder nebeneinander stehen.
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& 99. Das Triigheitsgesetz der quadratischen Formen.

Wir betrachien eine quadratische Form mit reellen Koeffi-
zienten. Ist ihr Rang gleich m, so liBt sie sich durch eine lineare
Transformation, die reell und nicht singulir ist, auf die kanonische
Gestalt

4 & :’)‘12 + ¢, ;,;22 e cm?fmz
bringen.

Wenn man diese Reduktion auf verschiedene Weisen
ausfithrt, so ergibt sich immer dieselbe Anzahl positiver ¢,
also auch immer dieselbe Anzahl negafiver e

Das ist das Triagheitsgesetz der quadratischen Formen.

Iis ergebe sich bei der linearen Transformation

X 2 4 g * I 4 [t
(1) T =P th + P lly oo Py (=il s
aus f die Form ¢, 4° 4+ ¢ 9,% ... ¢, 42 und bei der linearen
Transformation :
{2) T, =Y % T V% Tt r=1, 2,00y n}

die Form ¢'%*+¢/%*+ ... +¢,%,%2 Die linearen Transforma-
tionen sind beide reell und nichtsingulir.
Die Gleichungen (1) lassen sich also nach den y auflésen. Die
Auflpsung laute’
(3) Y=t BT . 8, (7 ==m R TR
Unterwirft man nun die quadratische Forme, 3, *+-¢, 4,2 4-.. . +¢, 1 2
der linearen Transformation (3), so geht sie in f fiber und f ver-
wandelt sich bei der linearen Transformation (2) in ¢'#,% 4 ¢, 2,*
+ ...+ c,%2 Daraus cntnehmen wir, daB ¢ y° +¢,9,° +...
+ ¢y, 2 direkt in &, z,® 4 ¢, %2 4 ... 4 ¢/ #,? Gbergeht, wenn man
die lineare Transtormation

B B oo B\ (70 e o M 0y Oy -0 Oy,
Bor Bas - Ban || Va1 Yoo o Van | = gy O v+ + Oy,
ul ﬁ!lz iy ﬁﬂ.n }’ﬂ.l }").\2 s AL -.'vnn aﬂl anz S ann

anwendet. Vermoge dieser Transformation ist also

g 2 o 2 Ll 3y t=¢ 22 ! 2 i 2
clyl + ‘3?}‘3 AP = Cn Y _cla'i +62%:?. +"' 1= C o Xy

mom

Wir wollen jetzt annehmen, daB auf der linken Seite mehr posi-
tive Koeffizienten vorkommen als auf der rechten. Links gebe es p

! Man nennt (3) die zu (1) inverse Transformation.
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und rechts p'(< p) solche Koeffizienten. Durch eine passande Um-
numerierung der y und % 148t sich erreichen. daB gerade

¢ > 0, r_:2>0. STy ::p>U

tind :
orfi0sspie > 00, c'p( >0
154, :
Da p’ << p, so ist die Anzahl der Gleichungen
Ipe1 ™ ().p-!—l,l % ');:1-1 e O o ‘)p+1,n-'x’» =0,
) Y = 01 % +5M;;2 + e e T
Xy = 0,

kleiner als m. Das System (4) hat also wenigstens n — m -+ 1 un-
abhéngige reelle Losungen (vgl. § 25). Dagegen hat das System
() 2 =0,2%=0,...,2,=0
genau xn - reelle unabhingige Losungen. Daraus gebt hervor,
dafl es reeile Losungen von (4) gibt, die nicht zugleich Ldsungen
von (b) sind.

Ist z,, z,, ..., z, eine solche und setzt man

29
."F,- T (Srl‘? () 5'f‘ 'I'(s‘“ nt i;?'ﬂl: 2, S ?5)
50 wird '

adi’t eyt .. ot =0,
weil die Glieder mit negativen Koeffizienten verschwinden. Da-
gegen hat man

Yozt e 2,

weil alle Gheder mlt pomtwen I&oefﬁmenten gleich Null sind, aber
nicht alle Glieder mit negativen Koeffizienten,

Iis kann also unmiglich

Ut Y A e b Y =05 G %+ 0,20
sein, und es gibt daher mindestens ebenso viele positwe ¢’ wie posi-
twe % Das Umgekebrte gilt abm auch weil wir auch von ¢’ 2 -+
G A o, eyttt ... +e,y,® durch eine
reelle hneare Transformatmn gelaugen 'konnpn Mithin ist p = p".

g sei die Anzahl der negativen ¢. Dann ist p 4+ ¢ = m, also
gleich dem Rang der quadratischen Form.

Die Differenz p — ¢ pflegt man die Signatur der Form zu
nennen.
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f Wenn eine reelle quadra.nsuhe Form den Rang m und die
Signatur s hat, so 1aBt sie sich durch eine reelle und nichtsingulire
lineare Transformation in

(6) Y+ et Yure —Unte  — - —Um

+1

itherfithren.

Die Formen f= Sla_ zz, und /"= >a 2 =’ mogen beide
den Kang m und die Sigpatur s haben. Dann gibt es eine lineare
Transformation 7, die f in (6) verwandelt, ebenso eine lineare Trans-
formation 77, die /’ in (6) verwandelt.) Die zu T iuverse Traus-
formation, die wir mit 7-! bezeichnen wollen, fiihrt () in f itber.
Wendet man nun auf f* zuerst 7 an und dann 7-1 so geht /' in
(6) und dann in f iber. Die lineare Transformation 7'7-1, d. h.
die lineare Transformation, die mit der Reihenfolge von 7’ und 7-1
gleichwertig ist, verwandelt also die Form /" in f.

Wir wollen zwei reelle quadratische Formen, die sich durch
reelle und nichtsingulire lineare Transformation ineinander iiber-
fithren lassen, dquivalent nennen. Dann konnen wir sagen, dafb
Formen von gleichem Rang und gleicher Signatur diquivalent sind.

Umgekehrt haben zwei dquivalente Formen gleichen Rang und
gleiche Signatur. Gibt es n#mlich eine lineare Transformation S
(reell und nichtsinguiir), die f in /* verwandelt, so fithrt die lineare
Transformation ST’ die Form f in (3) tiber. f hat also denselben
Rang und dieselbe Signatur wie f". ;

Demnach gilt folgender Satz:

Zwei reelle quadratische Formen sind dann und nur
dann #quivalent, wenn sie denselben Rang und dieselbe
Signatur haben.

§ 100. Bestimmung der Signatur einer quadratischen Form aus
den Hanptminoren der Diskriminante.

Wenn wir eine ausgezeichnete Numerierung der Verénder-
lichen vorgenommen haben (vgl. § 98), so liBt sich aus der Reihe

iy Gig v a1y
e T S
{ %y 4a T T
1) 4,=1, 4,=a,, 4,= (R I Bl e U 2m |
Gglﬁ‘:-:i A PR G N A g |
amlamﬂ" amm‘

oy 2 o
die Signatur der Form >'a , 2, erkennen.
L

L 7 " gind reell und nichtsingulir.
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Die Form sei aqmuleut mit
: 3
3 o4’ +ah' -+ o,

BEs gibt dann nach & 98 unter den ¢ so viele positive (vegative),
als Zeichenfolgen (Zeichenwechsel) in der Reihe (1) auftreten. Dabei
ist es gleichgiiltig, cb die Null als positive oder negative Zahl an-
gesehen wird.

Wir wollen unter dem Symbol

8gn (signum z)
1 oder — 1 oder O verstehen, je nachdem @ positiv, negativ oder
gleich Null ist.
Dann wird, falls 4, und 4, in der ‘Reihe (1) eine Zeichen-
folge liefern und nicht Null gind,

sgn (4,,4,)=1.

Liefern sie einen Zeichenwechsel, ohne daB A, , oder 4, verschwindet,
80 wird
sgn (4, 4) =— 1.

Der Zeichenfolge entspricht ein positives ¢, dem Zeichenwechsel
ein negatives c.

Ist 4,=0. so haben wir in 4_,, 4, 4, ,, einen Zeichen-
wechsel und eine Zeichenfolge. Ihnen entsprechen ein negatives
und ein positives c. ‘

Handelt es sich nur um die Differenz zwischen der Anzalil der
positiven und der Anzahl der negativen ¢, also um die Signatur s
der Form, so kann man bei der Zihlung der Zeichenwechsel und
Zeichentolgen diejenigen fortlassen, an denen ein verschwindendes
. beteiligt ist. Um s zu finden, bildet man also die Produkte 4_, 4,
und streicht die verschwindenden. Nun zihlt man, wie viele posi-
tive und wie viele negative dastehen und bildet die Differenz zwischen
dor Anzahl der positiven und der der negativen Produkte. Diese
Differenz ist gleich '

> sgn (4, 4),
wobei sich die Summation iber alle stehen gebliebenen Produkte
4., A erstreckt. Man kaun die Summation aber ebensogut iiber
alle Produkte 4 _, 4, erstrecken. Wenn namlich 4, =0 ist, so
hat man
sgn (4, 4,) =sgn (4, 4,,,)=0

Fiir die Signatur der quadratischen Form- gilt demnach die

Formel
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n
R Z gﬂ ( Ar),

weil im Falle m<n A, . ... A, gleich Null sind.

§ 101. 'Klassifikation der reellen quadratischen Formen.

Wir nennen wie in § 99 zwei reelle quadratische Formen f und
f dquivalent, wenn es eine lineare Transformation S gibt (reell und
nichtsinguliir), die fin £’ verwandelt. Die inverse Tr&mformatlon g7
verwandelt dann 7 in £

In § 99 sahen wir, dafl zwei 1eelle quadratische Formen dann
und nur dann fquivalent sind, wenn sie denselben Rang und die-
selbe Signatur haben.

Alle Formen, die denselben Rang und dieselbe Signatur liaben,
wollen wir zu einer Klasse rechnen. Dann besteht diese Klasse aus
paarweise #quivalenten Formen und Iormen, die verschiedenen
Klassen angehoren, sind nicht fquivalent.

Wie viele solche Klassen gibt es im Halle von » Verinder-
lichen? In jeder Klasse existiert eine Korm von folgender Gestalt
ol w2 — L —

m ist der Rang und 2p -— m die Signatur der betreffenden Klasse.
m kann, wenn wir die identisch verschwindende Form mitrechnen,
jeden der Werte 0, 1, ..., » haben und p jeden der Werte 0,1, ..., m
Es gibt also m + 1 Klassen, bei denen der Rang gleich m ist,

folglich im ganzen
L4244 ... _;_n+1=(ﬁ1._);£’..+_?ﬁ

Klassen.

Greift man aus jeder Klasse einen Repmscntsmten heraus, so
(n 4 1}3n +2) .

> Formen

hat man

fil f;‘g) L) ﬂf,(1|+lj(!l+9)

von solcher Art, dab jede reelle quadratische Form mit einer und
nur einer von ihnen #quivalent ist.
Wird die identisch verschwindende Form nicht mitgerechnet,

80 gibt es nur ” (1;-:-12 Klassen und ”(L;-B—) Repriisentanten. Jede

reelle quadratische Form, deren Koeffizienten nicht alle gleich Null
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sind, ist mit einem und nur mit einem von diesen Reprisentanten

aquivalent.
Im Falle n» = 1 kann man
2, ud -—2z?*

«als Reprisentanten benutzen, im Falle n = 2

; 3 . 3 o ?

5?45 22—2% —5'-2) % Ly
im Falle n = 3

2 2 > : YRR e

pitait ot pilato gl el ol ol —ad—mf —ad

o'+ ah ol -nd —gl-z5 5% -5
usw.

Quadratische Formen mit nicht verschwindender Diskriminante
hezeichnet man als nichtsingulér.

In n Verdnderlichen gibt es » 4+ 1 Klassen nichtsingulirer
Kormen.

Wir wollen hier noch eine andere Klassifikation der reellen
quadratischen Formen erwihnen, bei der zwei Formen f und g dann
und nur dann zu derselben Klasse gerechnet werden, wenn f und
g oder f und — g #quivalent sind.

Das Reprisentantenverzeichnis wird in diesem KFalle kleiner.
Beschriinken wir uns auf nichtsingulire Formen, so gibt es fir
‘% == 1 nur einen Reprasentanten:

:32

12
fir n = 2 zwel Repriisentanten:
9’12 + mzz’ _,,:12 i %2,
fiir » = 8 zwei Repriisentanten:
'JJ]B + 9333 -+ 3:3.2: miz i ng = msz:
tiir m = 4 drei Repriisentanten
2,2 + 2% + 2,2 + 3%
xlﬁ + xzz + $32 — $‘2’
@2+ @y — ) — %
fir » = 5 drei Repriisentanten
2, + 2,2 + 2 + 2.2 A+ 7%
xl:! 'I"' %2 + mgs "I" a:;s B w{,‘s!
224 @,% + @yt — zd—z°
Bei n Verinderlichen gibt es

n 41

Son oder sl

|

Reprisentanten, je nachdem » ungerade oder gerade ist.
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§ 102. Definite quadratische Formen.

Eine reelle quadratische Form vom Range m heiBt definit,
wenn ihre Signatur gleich m oder gleich — m ist. Eine solche Form
ist also entweder mit

R L S
oder mit

Pl —_ 2
-.-.z] 9’2 S mm

dquivalent. Im ersten Falle spricht man von einer positiven
quadratischen Form, im zweiten von einer negativen.

Wenn f eine definite Form ist, so hat man immer f=0 oder
immer = 0, wie auch die reellen z gewiihlt werden.

Durch diese Eigenschaft sind die definiten Formen charakteri-
giert. Ist némlich eine quadratische Form vom Range m nicht
definit oder, wie man sagt, indefinit, so ist sie mit einer Form
von folgender Gestalt #quivalent

i+ 2y —@p i1 — e — X 0< p<m)

Hine solche Form ist sowohl positiver als auch negativer Werte
fahig. Sie wird z B. positiv, wenn man 2, = 1 und alle andern z
gleich Null macht, und negativ, wenn man z,., =1 und alle
andern @ gleich Null macht.

Wenn man bei einer definiten Form X'a, o x, deren Rang
gleich m ist, eine ausgezeichnete Numerierung der x eingefithrt hat,
80 kann es in der Reihe

Dy G G g

1 o y 811 % A By Gyg v v Gy
4, =1, 4, =a,, 4, = vony g =

Ay Oy, PP e TR

a’ml am2 amm

enfweder nur Zeichenfolgeni oder nur Zeichenwechsel geben.

Im Falle einer positiven Form sind alle 4 positiv, im Falle
einer negativen Form sind sie abwechselnd positiv und negativ.

Eine nichtsingulire deﬁmta Form in n Veriinderlichen ist
entweder mit

2l a4+l
~g?—zgt—... ~2?2 .

iquivalent. Sie ist offenbar nur dann gleich Nu]l wenn alle Ver-
anderhchen gluch Null sind. :

oder mit
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b I y ; 5 % T 4 ;
Ist /= >la, z =, eine nichtsingulire detinite Form, so sind in
ra

ibrer Diskriminante alie Hauptminoren ungleich Null. Setzt man
niamlich in £ alle z auBer
Zrys Trys oo oy Trp (PP - r}‘)
gleich Null, so ergibt sich eine Form in z,, &, ..., %, deren
Diskriminante
s s S R
D= Gryrs Gygrg « + + Gryry

I Gryry ‘-'Irj, wg . af'p p

ein p-reihiger Hauptminor der Diskriminante von [ ist.
Wiire nun D = 0, so lieBen sich a,, =, ..., 2, so wihlen, dall

Oeyr, Ty Cppy Ty 4 - - o 0y rp Trp = 0,
Ay, Ty, SE Oy rg Loy S l?'r._.rp 'Tr_p =0 ]
Qry 7y Try 3r CrpryTpy - o - GrprpPry = 0
ist, ohne daB =, #,, ..., x, alle verschwinden. Dann hitte man

aber, wenn wir die ithrigen 2 gleich Null lassen, f = 0, ohne dafl
alle @ gleich Null sind.

Fiir eine definite quadratische Form mit nicht verschwindender
Diskriminante ist also jede Numerierung der = eine ausgezeichnete
Die Glieder der Reihe

a” 012 . aa (I]“

@y g - - -

8
ST
=

an‘l f"’nz S a‘m&
sind entweder alle positiv oder abwechselnd positiv. und negativ.
Im ersten Falle haben wir eine Form, die nur fir oy =2, = ...
=gz, =0 verschwindet und sonst immer positiv ist. Im zweiten
Falle verschwindet die Form auch nur fir 2, =2, =... =2 =0,
ist aber sonst immer negativ.

§ 103. Reziproke einer quadratischen Form.
f=3'a,« 7 sei eine nichtsingulire gquadratische Form in
G Ly T :
A, bezeichne wie gewdhnlich das algebraische Komplement
von g, in der Determinante



240 Rexiproke einer quadratischen Form

| %11 Gy + - Gy
i gy gy - - Gy

. . - 4 .

| a’nl {lnz ‘e {5’"‘

Wir wollen die Form f der folgenden Transformation unter-
werfen:

A ’ A,g Ayn
N St e e e R

7 B hisg] - Agni
ety e S e

A {E Fi v IR
Ixn=.j~ | +j_i:52 =il i il

Sie geht dabei iiber in f’= S'a,, 7,2, und man hat (vgl. § 95)

afs ... 41,
ﬂzl Ay ... Qg

an aﬂ2 e a;m
4y 4y 4, A Ay 4
7 2 TG O b e 4
A Ay Ay | [0, ~ ) | A Aw Ay
AR Pty O R RSO A Ly
Aia Asn Ann Iny Tnz <+ Gnn Any Ay Any
T E R An A
Nun ist aber ¢
Ay Ay s e
4 4 A Ayn B st )il
Ay Ay Ang
i i L TR TR B L B
v (. P Ann Uy g < B 00...1
T v a
Also wird!? >
Ay by A
aiy ais ... aj, - j i
’3;!1 G‘ég . a{?n o iﬂ— 'T“ A“
a’;ll &;3 PR ﬂ;m Auy Ang Aun
o Rty R

1 Man bedenke, daBl 4,, = 4,, ist.
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Daraus ergibt su:h

' WAH ‘ ‘

f —= 2 a1 :E‘J' .’:ﬂs .
Man nennt diese Form die Reziproke von f. Bildet man von f'
wieder die Reziproke, so ergibt sich f In der Tat ist das

algebraische Komplement von ‘i" in der Determinante
_{1_1_1_ Ay _Aln |
Vs Lot

day " A 4 ‘
7 b | 4 |

B &
Ayy _“_L:_v J'lnn ‘
A= |

nach § 88 gleich a,: 4 Die Determinante selbst ist gleich 1
Die Reziproke der I'orm f’ lautet also wirklich > a, =,

e st

Die Transformation, die f* in f verwandelt, ist folgende:

r

T =0y T Gy Tyt G, Ty
_‘a"ixl —i a"“zﬂ —‘ azn 'n 1
r

Ty =0 &+ 0,7 + - {-a

Bilden wir zu einer reellen nichtsinguliren Borm [ die Rez.-
proke, so ist sie mit f dquivalent, hat also auch dieselbe Signatur
wie f. Die Reziproke einer definiten Form [ ist wjeder definit,
und zwar positiv oder negativ, je nachdem f positiv oder negativ ist.

§ 104. Eine Invariante ciner quadratischen und einer linearen Form.

Wir betrachten éine quadratische Form
f 3= }J a’rx mf ‘Eﬂ
="z,

und eine Linearform

in den n Verinderlichen .
Unterwerfen wir beide der linearen Transformation

Ll) j:r__.ﬁrl :F;-'- ﬁr'}."ﬂ;f!Ir +ﬁrn n?
(=l n)
80 geht £ in
= >la,z.,

Kowarewsgl, Determinanton 18
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und ! in
= E-a.r'r. £
fiber. R
Die linesre Transformation
I ol grlgl 5k ﬁra“"’ +o.- + ﬁ-ruxn‘ {!" = I' “"'-' Y ’?’J
l Tpti1 = Ly

verwandelt also die guadratische Form

(2)

9 )im
3 s "_'iﬁ'nﬂ
n
fik 2.
Die Diskriminante von f+ 21z, , lautet
| By Gy es e 5, ee
gy Gqg « 00 Gy, Oy
@)
FsiBiarss - Bari0l
!“1 az...aﬂ'ﬂ] e

und nach § 95 besteht zwischen ihr und der Diskriminante von
f + 2F 2,41 die Beziehung

’ ’ ¥ ' ¥
011 @12 + .« Aip Gf tyy Gpg o= O, Oy
a3y 043 - .. G3n @3 Gy gy fy,
(4) = iy BT
r f ™ ’ r i
On1l On2 + - - Tan Oy 0y Qe it
|
Ry TR, MY tay a,
wobei

| 1311 ﬁw <o Prg
B.= ﬁz‘l resz ot leln
ﬁn‘l ﬁn‘}_ 11230 lemu
die Determinante der Transformation (2) und zugleich der Trans-
formation (1) ist.

Der Ausdruck (8) multlpnzlert sich also, wenn man auf f und /!
dieselbe lineare Transformation anwendet, mit dem Quadrat der
Transformationsdeterminante. Auf Grund dieser Higenschaft nennt
man ibn eins Invariante von f und I

Bezeichnet man mit 4, das algebraische Komplement von a,
in der Diskriminante von f, S0 ist (8) nach § 42 gleich

_ZIASS r l'



Invariants einer quadralischen und einer linearen Horm 243

Wir wollen jetzt zu f und I noch eine zweite Linearform hinzue
nehmen :
il = Zbr B

Um eine Invariante von f, L I/, zu erhalten, bilden wir die Bi-
linearform

}Jarsxr?a+wn+1}:bry y1|+1§_la' x
Unterwerfen wir sowohl die » als auch die y der linearen Trans-

formation

ﬂ” f?lz ﬁln 0
(?31 Bag + - fil?.n 0

Bur Bag - -+ Pua O
(603202 % ¢ 2 Ol
so geht die Bilinearform in
\’1'9'” o Yo + 'rn-l—lz_,b Yo va I-12a:‘-x;'
iiher, und nach § 94 multipliziert sich dabei die Determinante der
Bilinearform mit dem Quadrat der Transformationsdeterminante, d. h.
mit B% Fa ist also

| 11 B9 ... G1y Oy Ay By v Gy, 0
: | a1 am . .. a2, 03 (yy Gyy o oo Qo Oy
(5) OIS bl S 5
a;.l a;lB ki -a’;m a‘;l a’ﬂl anz e a'nn an
[ b 0 Rl e R

oder
S M}, a8, = B2 A, 6rb,

Dies 1Bt sich auch direkt aus der oben konstatierten Kigen-

schaft
2‘ A” (I,. (4'.1.I = I'fzz A”s a2, R,
entnehmen, Krsetzt man hier némlich die Form [ darch I+ 11,
80 tritt an die Stelle von ' die Form V- 47" Unier 2 verstehen
wir eine belicbige Konstante. Ordnet man nun in der Gleichung
> Aralay + 2B @l A+ A8) = B2 4y, (o + A b))(a, +- A 8,)
auf heiden ‘Seiten nach Potenzen von 4, so ergibi sich
Y 11,.,(2,,(\‘, -+ 24 2' 1rva'r iy ‘,SZAN’I& 'l
== BzzAra“ra: 4_ 2 A 32\1‘4".1U1‘bs + AEBEZArsbrbl

Hier mussen nun die enmprechenden Koeffizienten links und rechts

- gleich gein, und da,durch erhalten wir auch die Formel (5).
16*
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Ganz ahnlloh bewelst man, dab
1 yy Gz - Gy, @ b
| Gy By - Gy, @y by

(6) s e {1 o

7l “n2 Wi nm

| a
|
gl sl el 0 0

drod e a0 0

n
eine Invariante der quadratischen Form f und der vier Linear-
foormen Fa x, bz, Jew, Zd =z ist. Sie multipliziert sich,
wenn man die finf Formen derselben linearen Transformation unter-
wirft, mit dem Quadrat der Transformationsdeterminante.

Ebenso ist

Gy Byp - e Oy & by 0

in
Gy Gy -« - Gy, Gy by G,

91 oz |

(?) a’nlaﬂZ"‘a’ﬂﬁ a!lb br}
dd tnd. 0 00

aeial il el MO0

i

groigaanaegs SRl 000
eine Invariante der quadratischen Korm f und der Linearformen
Saz, 2hao, Sz, 2z, Jea, 9., Usw. -

Nach § 42 ist die Determinante (6) gleich
Ly by

> | b, |

| .ar.!

Dabei bedeutet A,

172
2 29

Cpy Coy
. o - it
.\En P (1‘] < ’..\‘, -f'] ‘:‘ .\2_4
d’ffa d‘: 4 5g

das algebraische Komplement von

Ay 5, @

Ay sy ry g ‘
in der Diskriminante 4 von f.
Ferner ist die Determinante (7) gleich
a,. b e, |1 0, dy, dy, |
I s, Cs, /'ﬂw, j.—-, Yerg 3
H s Gy sy ot

wobei unter 4, ... das algebraische Komplement von

£ o5y

) |
e e bf-z Cry |
|

‘ G,.‘ an Cry I

Opyny Brysy sy
C.‘,-‘ i | a"i L ] a"e i ]

i,

Qr,ey Orpug Trgng

in 4 zu verstehen ist.
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'§ 105. Tnvariapten von zwei quadratischen Formen.

Die beiden quadratischen Kormen
— Ea’r,x,.z, 8= Zhra Ly
mogen bei der linearen Transformation
L= ﬁrl :1-1’ '{_ ﬁ;-z "r;:{’ + ... o fgrn 5“}“’
(= STy )
in
fl E r’a "rr, ms" y’ ——‘->_‘b,”$ :G
iibergehen. Dann wird aus £+ Ag, wobei A eine beliebige Kon-
stante ist, /" + Ag.
Die Diskriminante von f° + A4 unterscheidet sich daher von der
Diskriminante der Form f+ Ag um den Faktor B? (Quadrat der
Transformationsdeterminante). Es ist also

‘1'!!] =t l]’i]- ‘:512 af ibi?! pilee y a‘:.l.n ot )'btlu l
a‘{-’_l A ;‘b:_’i- 3:22 + R.r‘lég, CIENLY aé'.u A lbén |

a’;!l A A b;’tl} a'.:i‘_’ - Ab;a?; sieias a;ln + lb:‘n

QA by, Gy + Abgy s ADS
= B¢ | % 4+ Abm, 55 Zb.ﬂ, a“-i-ib“
911+£b ¢+ }"bn:!" 22 +}’b

Entwickelt man rechts und links nach Potenzen von 4, so lautet
die obige Gleichung
 EEE S SR A L O B
= BJ, + Sk [ A A,
Hieraus folgt, da i ganz beliebig ist,
JU= g sty S T e T
Jos 4y, ..., J, sind Invarianten von f und g.
J, und J, kennen wir schon. J; ist némlich die Diskriminante
von f und J, die von g.
Im Falle zweier binirer Formen
]\ k Qa'l zy + a,y,
g =bya®+ 2b xy + b, y?
st die Diskriminante von f+ Ag
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ﬂ-{, —F .4‘ !'J” al —',— lbi

(1

H A ey 1+ AD,
Loy a | lb
! (A

Blslong I b 4, |

o Ty @, "-’1

+ 4

Hier hat man
J = a, b, —2n, b, 4 ayb,.

Dies ist also eine Tnvariante von f und 4.

§ 106. Andre Methode, eine quadratische Form in eine Summe
von Quadraten zn transformieren.

f=3a xx sei é¢ine quadratische Form in z, 2, ..., =,.
Wir wissen aus § 104, dafl

| @y Qg -« -Gy Y

| D) Gog v v < Ooy Uy

(1] T >_:‘4ra i,
Ayy Oy~ - Gy Uy
Pt gt s i

eine Invariante der quadratischen Form f und der Linearform
l =y o, 18t <
Wenn man die 2 einer nichtsinguliiren iinearen Transformation
unterwirft:
@, == ﬁrl. "El’ s pir;’. :FL'II Sl fgrnmn ’
(E e S n)
so erleiden auch die u eine solche Transformation. Aus
E ”r, ‘J,‘-r’ T E Yyl = E ar Yy Q‘,‘r'
ergibt sich niamlich:
u = Pyt A+ Bty At oo+ By e
(=l SR o) E
Diege Gleichungen lassen sich nach den » auflésen und lauten
dann P o 3
w, =0 %"+ f,, tas’ 4 e ot Bt
(== SR )
3., ist das algebraische Komplement von £,
Determinante der f.

In genau derselben Weise findet man die lineare Transforma-
tion in den 2, wenn die in den % gegeben ist.

dividiert durch die
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Man sagt, daB die « und die » kontragredient transformiert
werden.

Wir wollen annehmen, daB die Diskriminante 4 von f nicht
verschwindet. Dann ist (1) eine guadratische Form in dea w,
deren Diskriminante ebenfalls nicht verschwindet.

Wir werden jetzt (1) in ¥ (. * transformieren. Die kontra-
grediente Transformation verwandelt dann f in e &%

Setzen wir B = A und

Ay G ool Mgy - Uy
gy (g < oo Uy gy W p
!?I, = a Bagn e O U s U,
Ui U o a0 Vitee s 0
: 4 Uy S, 0 . 0
g0 lassen sich die w,,(# =1, ..., ni @ =1, ..., p) so wihlen, dafl
B RS e

ungleich Null sind. R, .., R, ,,, ... sind dagegen immer gleich
Null (vgl. § 19).

Nehmen wir an, d'aBk}ﬂ_ﬂ_l von Null verschieden ist. Dann libt
sich — R als quadratische Form in -

Uy gy Uy gy oty Uy
auffassen. Ihre Koeffizienten sind die algebraischen homplemente
der ¢, in R,_,. Wiren sie alle gleich Null, so hiitte man in den
n ersten Zeilen der Reziproken von R, , unur p —1 (< #n) Spalten,
die nicht aus lauter Nullen bestehen. Die Reziproke von R | miifite
verschwinden, was aber wegen R, , == 0 nicht der Fall ist. Man
kann also durch. passende Wahl von w , #,,, ..., ®,, bewirken,

~daB B o 0 wird! Da nun 7, = 0 ist, so labt sich erreichen, dal

R = 0 wird, ferner R, 4 0 usw. bis zu R, 5= 0.

Irsetzt man bei R, in der letsten Zeile oder in der letsten
Spalte Uy Uy gy - e ) Ung durch w, #%,, ..., u,, so entsteht eine
lineare Form in u,, %, ..., u,, die L, heilen moge.

Schreibt man in R, statt w, 5 w,,, ..., u,, tberall {d. h. so-

wohl in der letzten Zeile als auch in der letzten Spalte) w,, u,, ..., u

n
! Bei eiuer quadratischen Form, deren Koeffizienten niché alle gleich Null
sind, lusgen sgich die Veriinderlichen so wiihlen, dab die Form ungleick Null wird.
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so ergibt sich eine quadratlsche Form in Uyy gy + - ., 1, G168 WIr
mit @ _, bezeichuen.
Offenbar ist

i
| »
= A L i "‘J

ein zweireithiger Minor in der reziproken Determinante von Q. Nach
Satz 28 in § 38 hat man daher

B _r.-pi

QB —Li=R 0. o =2 o)
Darans folgt, da 2, |, R ungleich Null sind,
0!‘-—1 CJP Ll”g

Qo __O1 s _-(-‘!1 ;
R, R v
QI_ - _93 - L!
I, 1, !I‘ fll

. - B - . -

; o Sy

IR (e ‘,,,H

und bedenkt, daB @, (aus demselben Grunde wie E, ) verschwindet,
so findet man
e oL Ly? it
T & I R, Tt TR
Ly Dyees . L mnd n un.lhhd.n{.,Ig" Linearformen in Uy Uy Uy
Sonstb I:mmie man nimlich Q s, d. h. die Form (1), anfl weniger als
»n Veriinderliche reduzieren, withrend sie doch nichisingulir ist.

Setzt man also

w' =L =f8,u + fu + . ’lt'ﬁu:”'
"’s’ = "‘a == ﬂ;z y ey +' - r!)]uz

/!
e L 7 ﬁI n + ﬁ’n 2 i + Pnu Lo

so ist durch diese Gleichungen eine nichtsinguiiire Transformation
bestimmt, die ¢, in
i3 L A
(O A e e G TR

I,

verwandelt (C.- g 1",_‘.']'}_)
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Die kontragrediente '1ranaformatwn in den z lautet
» [} 4 ’
2 =2 + B -t Bria%as
gy
mz“‘ﬁzlr +ﬁ2=“' R e B

1 '7‘“1 T‘] =i f,),,gT + +P)nu (7S

n

Verwandelt sie £ in " = Xa' x z,, 80 1st nach § 95

ey i ’ B
Ay W12’ ... Oy L Wy
’ ’ r 3
U2y @3 ... By Uy

y 3 ra i o

= B0, u/ i+ Coug “ 4 ..o F G )
’ ' ‘ v
a'-n.l a, <L L

St e U

13 bedeutet dabei die Determinante 8. Hieraus ersehen wir, dab
AL =0 (r=29), A/, =—BC,

ist, Daraus folgt aber
a’, =0 (r=:s),

so daf :
i f: = 4}_1!?&5’,
wird. Zur Bestimmung der ¢, dienen die Gleichungen
r c 9 = +
A"":ESH”C" (C=00€.:-6)
Beachtet man,: daB
= B'R,
und
e L
: C =55
18t, so ergibt sich :
5 {!r ::__Rr IR-’

mithin
f ey ER?‘—I Rrxr"?.

Die obige Methode hat den Vorteil, daB man deutlich sieht,
wie die Koeffizienten der Transformation von den Koeffizienten der
Form f abhiingen. L,y hingt (ebenso wie R ) linear ab von den
(n— p)-reihigen Minoren der Diskriminante (vgl.§42). £, ., 8, ,,...8,,
sind also lineare Kombinationen dieser (» — p)-reibigen Minoren.

Man iiberzeugt sich leicht, daB man die %,,, die in den R,
vorkommen, ganzzahlig annehmen kann. Dann setzen sich g, ,
,r'}‘,p, S ﬁ aus den (n — p)-reihigen Minoren der Diskriminante
durch Addlhonen und Subtraktlonen zZusaminen,
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Die geriinderten Determinanten R, R,, ..., R, lassen, wenn
[ reell ist, die Signatur von f erkennen, und zwar ist diese offenbar
gleich
ngn{lﬂ B

g
Bei einer positiven Form sind also
BRI TR

3
abwechselnd positiv. und negativ, bei einer . negativen Form sgind
R,, R, ..., R, alle positiv.

Zum SechluB wollen wir noch den Fall einer singuliren Form
besprechen. Wir nehmen also an, daB f den Rang m(< n) hat.

Dann setzen wir n — m = p und wihlen p Linearformen

. _ e I M pe R
ly = Uy @) Uy @y + oo Uy T,
Ip = Uy T Uy Ty b e U, T,

50, daB die oben mit R, bezeichnete Determinante von Null ver-
schieden ist. Ist

| Orowy, piree o s af’xfm
O Brurss e o By £ 0
Cpgyry Erprgs =+ a"m"ﬁ i
und sind ¢, ¢,, .- 0, die Zahlen, die in der Reihe 1, 2, 7

nach Streichung von n, r,, ..., 7,

ibrig bleiben, so genugt es
h=p, by =Ty ooy by =0,
anzunehmen, -
Nachdem man erreicht hat, daB8 B == 0 ist, 1aBt sich wie oben
hewirken, dab auch R .., ..., B ungleich Null sind.
Dann geiten die Formeln
e S <L,
S e T IR
: Dor1 . Dps2 Ljo
S e 74,,,1,@,, Bl

Aus ihnen ergibt sich durch Addltmn (da Q, =
_Q_P oy LM 1 : Lr-l 2. ¥ S I
BT R 1.,*.3}“ R o s
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——

P B e A8 T e B D) unabhfingige Linearformen in
Uy, Uy - .-, %, Sonst lieBe sich nimlich die quadratische Form @,

auf weniger als m Veriinderliche reduzieren. Ihr Rang ist aber
gleich m. Denn die Diskriminante von — Q, besteht ats den alge-
braischen Komplementen der a,, in B, Jeder r~reihige Hauptminor
von - ihr geht, abgesehen von einer Potenz von R, aus R, hervor,
indem man die Zeilen und Spalten des hamo}og,en Mmurs streicht,

s kommt dabei immer eine verschwindende Determinante hersus,
solange n — r < p, dagegen nicht immer, wenn » —r =p, d. h
r = m ist. ,

Man wahle nun p lineare Formen L,, L,, ..., L, €0, daB
Iy, Ly, ..., L, unabhiingig sind und setze
u1'=L1, %':Lz, ey u?":L“'
Dann hat man eine nichtsingulire Transformation, bei der
Q, = Cpy1tpi1 + Gpyatipla + ... + Oy u

wird, wobeil

R, : R, 0
e L ‘Rn--l Rn

G v ] =l
fam Rm—l e Hp-}-lL}HE :

gesetzt ist.

Die kontragrediente Transformation in den & mige /[ in /" =
Ya/ ' n' verwandeln und die Formen &, l, .... {, in

A RS T e A SR T

Bezeichnen wir mit B die Determinante dieser Transformation,

so ist nach § 104
Qp = B2Q, = B*(Gpy1 g1 + - - - + Cua)-

Q. entsteht aus @y indem man alle Elemente von @, mit Strichen
vemeht

Aus der obigen Formel ergibt sich, daB die reziproke Deter-
minante von R so lautet:

0 sl 0 : e O Lll ...D‘i'?

0 3 inesa0 6l SR R

0 ,_,0._1320”1... 0 Uyih e ..UP'HP
0 15 1) 2 ) .o B2O. U,;l Seci6
Ui s (LRG0 s S R o O St
Uit U U?'Jr1 S R | s eatld }
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Bildet man hiervon wieder die Reziproke, so erhiilt man, ahgesehen
von einem Kaktor, die Elemente von R. Man erkennt auf diese
Weise, daB die Diskriminante von f’ folgendes Aussehen hat:

’ ’ r L L
] a1 ey Ayt - Ay I
|
’ ’ ’ ’ 1
Apt - yp Gy pide- - Oon

r ’
Gpat,1e et Bpatp Gpyr - U

Firbos s it il e
Die e sind alle vort Null verschieden. Ferner ist u,’ = 0, sobald » > p.
Da die Diskriminante von 7 den Rang m = n — p hat, so be-
stehen die Relationen

' ar,’p+r aa,’- 1 (a0 @y,
ar 3 = 'h———(’:—p';:‘?'i-'— ‘{‘ P +_—{" {?‘, 8= 1, 2, LR _??)
Hieraus ergibt sich
: i L ar ,x{)‘ e
=0 Lpiq - = A e Gl e -—v———J
! s ( e e SRR B % Cn
oder, wenn man noch
! ’
K =i Xy=mp,
= / thi A I i
B i N e o4 ;
p+1 fo S s !

! ’
'y :.Ul_’_-l— e e

el =
setat,
of = 6ol Ajpt+-o o+, X2
Da
Wit o .¢ul v c
—B2O,, =(=LF. o ——
L ( ' ' Ertu 4
upl . “;1;3
(C=igy g om0l
und
U1 1 p
v T
3373?=Rp’={-—1}” . G,
n‘_ r
Upi o
so hat man
R,
— e L g0
3 CJ"!'IH A
oder

¢ = —fi

Pip P4 u-1 RJJ-P:&‘
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Fiir f* ergibt sich also
[[=— Rp RP-I-‘l X_,,’+1 3 R}J+1 Rp+3‘ pe+3 — .. — By Ry XL
Im Falle einer reellen Form kann man aus R, R ., ... B
ableseu, welche Signatur die Form hat.

Dreizehntes Kapitel.
Einiges aus der Elementarteilertheorie.

§ 107. Biischel von Bilinearformen.

Wenn f und g zwei Bilinearformen sind, so nennt man den
Inbegriff der Formen Af 4 pgy ein Biischel von Bilinearformen.

Wir schlieBen den Fall aus, daB das Biischel eine Form ent-
hiilt, deren Koeffizienten simtlich verschwinden. Zu diesem Zweck
milgsen wir verlangen, daB A, u nicht beide-Null sind und daB
die Formen f und g, die Grundformen des Biischels, sich nicht
bloB um einen konstanten Faktor unterscheiden.

Ist '

f = E Son U Y S E brs L Ys

80 lautet diec Determinante der Form if- ug

Aoy + by, Aayy +pby, ooy Ay, +pby, |
Aay + pby, Adyy + by, ooy day, by, | D (4, ).
! laﬂl + {oi bnl’ ;‘auﬂ + il b;;z' SRR A Dy + ¢ Ib\url|

Wir wollen uns auf solche Biischel beschriinken, bei denen
D (A, u) nicht identisch Null ist. Man nennt derartige Biischel
uichtsingulir oder ordinir.

8§ 108. Die Elementarteiler des Biischels.

Da D (A, u) nicht identisch verschwindet, konnen auch die
p-reibigen Minoren von D, (A, &) nicht alle identisch verschwinden.
Es diirfen namlich von den p-reihigen Minoren, die in p bestimmten
Zeilen (oder Spalten) von D, (%, ) enthalten sind, nicht alle identisch
Null sein, damit nicht D, (4, u) identisch verschwindet (vgl. Satz 12
in § 19),

Mau denke sich nun die p-reihigen Minoren von D, (2, ), soweit
die nicht identisch Null sind, in ihre Linearfaktoren zerlegt. Da
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sie bindre Formen p*® Grades in 1, p sind, so hat Jeder p Linear-
falctoren,

Das Produkt derjenigen Linearfaktoren, dle in allen p-reihigen
Minoren vorkommen, wollen wir mit D, (4, p) bezeichnen. Dabei
ist jeder Linearfaktor mit der richtigen Vielfachheit anzusetzen.
Kommt er z. B. in allen p-reihigen Minoren doppelt und wenigstens
in eivem gerade nur zweimal vor, sc mull er auch in D (2, ;,t} ZWei-
mal stehen.?

D, (%, p) ist der grobte gemeinsame Teiler der p-reihigen
Minoren. (ibt es keinen Linearfaktor, der in allen p-reihigen
Minoren vorkommt, so setzen wir D (4, p) = L.

D, (2, u) ist sicher gleich 1, weil wir annehmen, daB f und g¢
gich micht nur um einen konstanten Iaktor unterscheiden.

In der Reihe
: Ay, Do (A 8) 5 DA, 1)

“ist D, (4, p) durch D 1 (&, p) teilbar, f) L&, @) durch D, (R, u),

+ o Dy (2, p) durch D, (A, p). Dies beruht darauf daB jeder (p 4 1)
reihige Minor von D, (%, ) sich, nach einer Zeile entwickelt, als
lineare Kombination p-reihiger Minoren darstellt,

-Fs lassen sich also » — 1 biniire Formen

B (A p)y By Ry p)s «o oy By (R p)
so withlen, daB die folgenden Gleichungen gelten:
D, (AuW=D, @&y EQ&, p,

a

:'1]0‘I fl) ?l“l ”)D(;"!u}!

Dz {l f‘) D: L !1”'} (1 P‘)-
Aus diesen Gleichungen ergibt sich, da D1 (}'., p) =1 ist,
D, (% W) = By (hy ) By ) -+ By (B 10
By (Ay 18)y By(d, )y -+ o B, (4, g) nennt man die Eiementarteiler
des hier betrachteten Formenbiischels.

§ 109. Invarianteneigenschafi der Elementarteiler.
Wenn man die # der nichtsinguléiren linearen Transformation:

‘311 ﬁ]s ey 'ﬁll‘l
(1) B 8oy -+ Pan
| ﬂui ﬁn! {9 :

! Linearfaktoren, die pich nur um eine Konstante unterscheiden, gelten
als nicht verschieden.
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e

unterwirft and die y der nichisinguliven limesren 'I'ranafarms.t;en

211 }'1.’.)- i }1*}1\

(2) l ;"-31 }’::'3 S }’2';1'- ;
\"- Ak ot . ;
Vgl Iz tidant
g0 geht _
A4 pg=24>le oy, + 8> b, 7Y,
tibar in '

: A pg =25 w/y 4 p 2 b m Y,
und man hat (vgl. § 94)

A b, Adip 4 @bl ey Al A f01a)

Aahy A pbhy, A+ pbis, .o AaE, -+ plia

} _.’ f .; : kf ety , R L r. ; -"-
A Gy - FL?J?”_, ;'a‘r{':‘: i P-bn:?; ey :Jva‘nn o+ e bagq

BiiBareeBur\ [Aory bbby Aoy, by, o day b pely 710\
= | Brafag - -Bos “1“21 Fptboys A0y by oy ;"azn by, R
ﬁlnﬁ!n p‘nnj 2‘“’n1+p’bﬂ1? 2..:‘3“3-}-{1.6“2, 8 ’1 ann'i_nu’bem 3 J',!i"l

Nun sei

ﬁil {‘?12 il 19:
1821 ﬂzz » Paa

ﬁn ' Lt p)n
die zu (1) inverse Ty msfnrm;tm:: (vgl. § 99) und
| 7 e vt Dam
97'21 Voo v+ Ton
},Hl ;ﬂz bl ?ﬂv'n
die zu (2) inverse ’l‘ransiormahon. Dann ist
Aay, + by, Aoy, o by oo Koy, - by,
Aag + P'bzvlazz‘i“#bzs' }"‘sn'{ by

]

Aaﬁ1+pbﬂl,Aaﬂg-{-pbw,...,;L —{ p,bM
[ a3 By - ﬁnx Adjy--pbig, Aaio b pbid, oo AGia - pdia\ (7 Prg e Tag
= | B1a Bager-Boa | | Aar -0, lwzz-!-;xbzaa co ROy A g | | Ty T o Ty |

ﬁlﬂﬂﬂn ﬂn A“I‘lll_l_pb!ﬂl laﬂ?_i_"‘aﬁﬁ!‘ 1t Aa;ln—]"ﬂ!b;;n -?ﬂl ??3 R 7'“1;
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Aus (3) geht hervor, daB die p-reihigen Minoren von

A “‘11 = o Jjj'IIl- 4 ﬁ;:l A hLd brl2; Atr ey / '?';w = b; n
Saesy lasy -+ whay, Aass b oubsy, ooy Rah, + pbiy
Dn (A'I ;"_f — v ? I = .

Ayt -+ L4 bty A Ogn i s f"-;z'.le -+ b i

sich linear durch die p-reihigen Minoren von D, (i, u) ausdriicken.
Die Formel (4) 188t erkennen, daB auch umgekehrt die p-reihigen
Minoren vou D, (i, g) sich linear aus den p-reibigen Minoren von
D (A, p) zusammensetzen. Daraus folgt, daB der grobte gemeinsame
Teiler D '(i, p) aller p-reibigen Minoren von O (4, ) und der
groBte gemeinsame Teiler aller p-reihigen Minoren von D (£, p) nicht
verschieden sind.

Demnach hat das Biischel 4/ + ug auch dieselben Elementar-
teiler wie das Biischel A+ pg.

Af+ wg behilt also bei allen nichtsinguliren linearen
Transformationen der o und der y dieselben Klementar-
teiler,

§ 110. Reduktion von 4f-- ng auf eine kanonizche Form.

Wenn man in dem Biischel 174 pg zwei Formen
FP=wi4py
G=yf+0dg
auswithle, die sich nicht bloB um einen konstanten Falktor unter-
scheiden (¢ — #y = 0), so wird
NE gy Ge=(ah -k y )+ (2 + dp)y.
Dagselbe findet man, wenn man in Af -+ py
Lol 4y, w=pgLr4op
setzf, also 4, p linear transformiert. :

Man kann es immer so einrichten, dafl die Determinante von &'
nicht Null ist. Es gentigt nimlich, « und # so zu wihlen, daB
D, (e, f) = 0, und dann y und J so, daB ¢ d — fy 4= 0 wird.

Aus dem Obigen geht hervor, daB wir keine wesentliche Be-
schrinkung einfithren, wenn wir annehmen, in unserm Biischel
Lf+pg hbabe die Form f eine von Null verschiedene
Determinante. Betrachten wir zwei Formen, die gich nur um einen
konstanten Faktor uuvterscheiden, als nicht verschieden, so erhalten
wir alle Formen des Biischels mit Ausnahme von £, indem wir in
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wf—g
dem @ alle mbglichen Werte beilegen.

' D, (A, p) verwandelt sich, wenn wir @[ —g zugrunde legen,
n-D, ( —1), also in eine ganze rationale Funktion von @. Dasselbe
gilt von den Elementarteilern. Wir wollen statt D (», —1) und
B, (@, —1) kurz D, und E, schreiben. Ferner 3etzen wir zur Ab- -
kiirzung :

of—g=20¢,% Y
so daB
¢, = wa. —b

. rs ra rs
18t.

Im vorliegenden Falle leisten die geriinderten Determinanten

Cin G view Oy gy Mgy e Ry
i e Sl NS
R ."’.nl Gnﬂ B cmt uu].- “nz Tt uﬂ? =1 2 ﬂ}
]'P= 0 (P—“ Ll CL R .
Yy Yy ooy 0 00 L.
R R T e U LR 0
Vyp Yape++ Unyp Ol ea0s a0

ahnliche Dienste wie die Determinanten R, in § 106.

Entwickelt man R, nach den p letzten Zeilen und den p letzten
Spalten (vgl. § 42), so tleten als Koeffizienten die (n — p)-reihigen
Minoren von D auf. Alle Koeffizienten sind also durch D, teil-
bar. D, setzen wir gleich 1.

Es 1iBt sich nun durch passende Wahl der u, v erreichen, daB

L
gegen D, teilerfremd ist. (p=1, 2, .. 4 )
Sind @y, et .. die Wur?eln von! D =0, so miissen wir
zeigen, daB bei geeigneter Wahl der u, v
R, (0,), N, (@), - - =1, 2,0 i)

alle von Null verschieden sind.
Wir haben es hier mit einer endlichen Anz.ahl von Polynomen

zu tun, die nicht identisch verschwinden, d. h. in keinem der Poly-
nome sind alle Koeffizienten gleich Null.

! Dies ist eine Gleichung n*® Grades. Der Koeffizient von " ist namlich
die Digkriminante von f.

Kowarzwski, Determinanten 17
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Das Produkt aller dieser Polynome ist wieder ein Polynom,
das nicht identisch verschwindet.

Es geniigt also, wenn wir folgenden Satz beweisen:

Ein Polynom % in 4, @, ... zy, das nicht identisch
verschwindet, 1aBt sich durch passende Wahl der z von
Null verschieden machen. :

Wir wollen annehmen, daB der Satz fiixr N — 1 Verinderliche
bereits bewiesen ist. Ordnen wir dann $ nach Potenzen von x,, so ist
der Koeffizient der hochsten Potenz ein Polynom in z,, ... xy, das
picht identisch verschwindet. Bei passender Wahl von z,, ... , @
wird also ‘dieser Koeffizient ungleich Null sein. Die Gleichung P = 0
ist dann nur fir eine endliche Anzahl von Werten x, erfillt. I.t

von diesen Werten verschieden, so hat man P = 0.

Wir kehren nunmehr zu den geriinderten Determinanten &,
zuriick. Wir denken uns die w,» so gewihlt, dab 9, gegen D,
relativ prim ist, daB also B, mit D, den groBten gemeinsamen Teiler
D, ,hat (p=1, 2, ..., n)

Ersetzt man in der letzten Spalte von B,

Uy gy U gy o ooy Uy
durch

R I N

17 a2 n
so entsteht eine Linearform in u,, %,, ... w,, die wir mit U, be-
zeichnen, Werden in der letzten Spalte yon R,

i"lp? Q‘Zp’ i ”up

durch
PRGN

ersetzt, so ergibt sich eine Linearform ¥ in v, vy, ... v,.
Ersetzt man in R,

% durch - 1w, uy il w,

-ulp_. 1521” s Uyp n

and :

Uy Wy e By GATh T S et

so gewinnt mav eine Bilinearform in w,, ,, ..., », und v, v, ..., 9,
die W1 heiflen moge. .

Die (n 4- p)-reihigen Superdeterminanten von R, , in W,

lauten offenbar

st
Ve

Ihre Determinante ist nach dem SynvesteErschen Satz (vgl. § 41)
gleich W, B,_,. Man hat also :
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(1) R, W,y = U ¥ = Rt il

p?
und zwar fir p =1, 2, ..., #, wenn unter &, die Determinante D_
verstanden wird. W, ist ebenso wie R, ., gleich Null.

Ersetzt man unter der Annahme p < n in (1)

Uy, Ugy « ooy W, durch  wy o 0yy %y iy oo Uy puyy

so verwandelt sich die rechte Seite in R, , R, , und hat mit D,
den groBten gemeinsamen Teiler

D

n-p+1 Dn—p-—l'
Da die linke Seite durch Dj}_, teilbar ist, so muB
D D drehEsn e

: n-p+1 “n-p-1
teilbar sein, also auch
Dﬂ—x' 1

D,
el - durch Ptk
o p Dy poy

d. h.
B durch &H

P P+1°
Damit haben wir eine wichtige Eigenschaft der Elementarteiler
gefunden. In der Reihe der Elementarteiler

e DR )

n-1

ist jeder durch den folgenden teilbar. Damit dies auch fiir

E,_, gilt, kann man B, = 1 als »% Elementarteiler einfithren.
Setzt man in (1) der Reihe nach p =1, 2, ... %, s0 ergeben

sich folgende Gleichungen:

W, wy U,

e ——e e

TRy BB e B BT
Wiao We U Ty
T e

Watai o iWaiis ) U Ve
By R ER R,
Durch Addition findet man hieraus, weil W, = 0 ist,
* Wiig 30T Uil G Ve
) 5 Wi 0 T i O J A
Uy V, und W, , sind durch D, _, teilbar. Wir schreiben daher

Un_ = U
Vp e Dn—y 583’,
Wpa= Dy, By .

17
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Dadurch verwandelt sich (2) in

Wy Doy W8 Dia 1%, +_ 5 U8B
R, D.D.., W%, DD Rt D 1) D
oder
Wore ol B A8 TR
®) B - EWmE TR T ER, W

Wenn man jetzt
u, =0, Y T U Yy el Qi Yo
vr =alrxl + a2r3:2 + o +anrxrr
setzt (r =1, 2, ..., n), so verwandeln sich U, B in 9, ¥, und
¥, ist eine Linearform in den z, 9, eine Linearform in den y.
W, geht iiber in

Wty —byy e O, — by, Zan-fv

i1

l'.dl'J'r 157 bnl’ e, m.anﬂ n'n" Z\aﬂv v

S e RO g 0
: S ; ; 2 @ h
Addiert man zur letzten Zeile die mit — e e
multiplizierten » ersten Zeilen, so ergibt sich
®ay —by, o 00, = b, Eah-v
wa,,—b,, ..., oa EQ“VJ B
1w 1 -
;ZM%wu,;E%%.—;
Addiert man in dieser Determinante zur letzten Spalte die mit
= i"—, = y—"‘, iy = Y= multiplizierten nersten Spalten, so findet man
@ @ @ P P %

{ 1
@ay — by, ooy 08, — by ],‘Ebh-yv

1 .
©0a,; — bnl’ reey 00, — bnn’ _-Ehmv Y,

e ; L o Wt
wzbn*”,r ainy w\b x = -

Fir W, /R, erhilt man also folgenden Ausdruck:
W

B, ‘w 0 w* R,
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Dabei hat W, folgende Bedeutung:

| may; — by, oo mam—b < Ebl’?'
0 manl_bﬂl’ seiey WA, zbmv Y,
e
! zbv]. Zyy R EEh) zbvn b 0

W, ist in @ hochstens vom (n — 1)%* Grade. Da R, den Grad n

hat, so wird
W, h

also

Wotsro g
R TRk s T T

wobei die Punkte Glieder mit hoheren Potenzen von 1/ andeuten.

f und g sind demnach in der Entwickelung von — W,/ R, nach
Potenzen von 1/w die Koeffizienten von 1/w baw. 1/w>

Wir wollen nun auch die rechte Seite von (3) nach Potenzen
von 1/w entwickeln. Sie lautet jetzt 2(%,9,: E, ,, )

l= o — p sel ein Linearfaktor von }s,o Er sei e,-mal in F,
enthalten. / kann in keinem R vorkommen, weil die % gegen R
relativ prim sind. Daher ist #,®,_ R, gerade ¢,-mal durch !
teilbar.

Man findet nun die zu / gehorigen Partialbriiche von

%9,
. EJ' m!’-—l m}' :
indem man
12 %, 9,
o itasy N

nach Potenzen von ! entwickelt. Die e, — 1 ersten Glieder dieser
Entwickelung, dividiert durch ¢, sind gerade die zu ! gehorigen
Partialbriiche.

Um nicht zu viele Indizes schreiben zu miissen, Iassen wir den
Index p fort und bezeichnen R, , mit ®.

Dann sind zuniichst

Lz 9
SR nd LEfs
o it
i folgender Weise entwickelbar:
Ke‘t 7 2
_E’c =X 41Xt UEAX

9
“ﬁf:}m =N+ i+ el Y 4
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Daraus {,rg1bt sich durch Multiplikation

Al ey T
S
=XV L X }’H wl b e R )
ST e B A PXY} &y
Die gesuchten Partmlhruche sind also folgende
iy ity iy
i L je=1 g

X aE Xy Vot en 280
i B ’
X Yot X Yoou .0 £ X 1
]

Hier bezeichnen ‘dic X, Y Linearformen in z, «,, ..., =, baw.
Y1y Yy - - U, und die Koeffizieuten dieser Formen sind frei von w.
Da
AL el QRS Sl RO M
1 (m—r‘r']; BT g

ist, 8o liefern, wenn man nach Potenzen von 1/ entwickelt, nur
die beiden letzten Partialbriche Glieder mit 1/w und 1/w? Und
zwar erhilt man von dem vorletzten Partialbruch nur

NG e XN N e S

2

LT

und von dem letzten Partialbruch, weil
1 1 1 ¢

SRy el o n A
1st,

X L Y

St T e tet T S
und

0N, Yot X, Yoy 4.0+ X V)

€

)

KEs kommen nun bei der Partialbruchzerlegung von

nur die Partialbriiche in Frage, dle von den Linearfaktoren der E
herrtihren. Alles iibrige hebt sich fort, weil die obige Summe gleich

W“ = .21:&0_ &,

e anley cy =it D E
ist, also eine echt gebrochene Funktion mit dem Nenner K.
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Die Entwickelung von = (&I?}:E?ﬁ R) nach Potenzen von 1/t
hat daher folgendes Aussehen:

1 Al e - xr
LT AT
%_5?2{(}{1}:..14_“-‘}‘"&.1 Y]J‘F{)(lee‘f‘—‘t‘AKY).}}'!-.

Anderersgeits fanden wir aber

ml e f _q_'
I_Zo—'—“_i-u——’ w? Rr A
Daher ist
—f=3SX T+ . +XT)

—9=3{X L+ 4+ X, R+ e Y+ ...+ X B

Die Summation erstreckt sich iiber alle verschiedenen o und
fiir jedes o iiber alle F. '
Setzen wir bei festgehaltenem o

Zel-——s,
2&:?1,.‘

Es gibt also » Linearformen X und n Linearformen Y.

Die X sowohl wie die ¥ sind unabhiingig. Wiren z B. die
X nicht unabhiingig, so giibe es ein von 0, 0, ..., O verschiedenes
Wertsystem Ty, Ty - o T, das alle X zum Verschwinden bringt.
Fur dieses Wertsystem #,, #,, ..., @, wire dann f =0, wie man
auch die y wihlt. D. h. es bestinden die Gleichungen

80 ist offenbar

O, o, 2+...+a, 2 =0 =12 ... n)

Das ist aber unmiglich, weil die Determinante von f nicht ver-
schwindet.

Der Ubergang von den X zu den « ist also eine nichtsinguliire
lineare Transformation, ebenso der Ubergang von den Y zu den .
Die inversen Transformationen fiilhren von den x zu den X bzw. von
den y zu den Y. Sie verwandeln

wf—g
SHEK Y, ++ X B+ —0)(& Y+ 4 X 1))

Diese kanonische Form hingt, wie man sieht, nor von den
Elementarteilern

in

e E, B, ... E,
ab.
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Wir wollen die kanonische Form von @ f-—g noch auf eine
andere Glestalt bringen, indem wir statt

: VA AR .
beziiglich :

. i

schreiben,” Dann lautet sie
E{(m — 0)(X; Y] + o X YJ - XY+ .. 4 X1 Yl

S i i 4

]

§ 111. Aquivalenz von zwei Biischeln bilinearer Formen.

Wir nennen zwei Biischel von Bilinearformen
Af+pg wd Af+4pg
aquivalent, wenn es zwei nichtsingulire lineare Transformationen
gibt, eine in den z und die andre in den y, die jede Form des
einen Biischels in die entsprechende Form des andern Biischels
verwandeln.
Setzen wir
f=230,2Y, 9=23b,%y,
f: Zﬁ"rnmryt’ f," Zbra Y
so bedeutet die Aquivalenz von Af+ pg und" }.,r + pg folgendes.
Es gibt zwei nichtsingulire Matrizen

By ﬁl""(?ln 11 2190 Taa
Bo 192’ v Py und | 7o Yez e : 73a

fgﬂl 8" I{S'mi Vln 7‘:2' o ?ma
welche die Relation :
ﬂll Bl ﬂu!

JI}"all+‘-"".'bll“‘)"alm'}'lublw R

-;“an1+!;'bill' laﬂn-l—lubnn ;!nl"’you
-(‘i'a'll'i-llu‘all : Zaln"'"lu'b]n

l\ ﬁlﬂ' i ﬁnn

\ )"anl.-l" nu"b_ﬂl Ak z‘arm 1 lu'bnn
erfilllen, wie man auch A, p wihlen mag.

Aus § 109 ist zu entnehmen, daB bei zwei dquivalenten ordi-
niren Biischeln die Elementarteiler fibereinstimmen. Diese Be-
dingung ist aber zugleich hinreichend.

Zunichst 1aBt sich immer erreichen, d88 / und f nichtsingulir
sind. Setzt man niimlich
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A=l +pu, p=yk 4 oy, (wd — By =0
so wird :
MAung=~AF+pd,
A+ wj= A R 78 (3
Dabei ist R
F=eaf+yg, F=ef+73

Bezeichnen wir die Determinante von i+ pg mit D(4, g) und die
von Af+4 pg mit DA, p), so haben F und ¥ die Determinanten
D(e, ) baw. D{e, y). Da es sich um ordindire Biischel handelt, ist
weder D (4, p) noch D(4, ) identisch Null. Daher konnen wir e,
{4 0, 0). so withlen, daB

D, 7)#0 und D{w,7) %0

wird, Dann sind aber ¥ und 7 beide nichtsingulir. B, o muB man

8o annehmen, daB ¢ d — fy & 0 ist.

; Offenbar haben nun, wenn die Elementarteiler von 47+ pg mit
denen von Af+4 pg tibereinstimmen, auch o F— G und 0 P — G

dieselben Elementarteiler. Beide Biischel sind also (vgl. § 110) mit
demselben kanonischen Biischel iiquivalent. Mithin sind sie auch
nmiteinander aquwalent

KEs gibt also zwei mchtsmgulare lineare Transformatlouen, eine
in den x, die andere in den y, derart, daB wF — G in 0 P — @
tzLergeht, wie auch @ gewiihlt werden mag.. Dann geht aber-Af+ ug
in 27+ pg iber.

Zwei ordinire Biischel von Bilinearformen smd also
dann und nur dann iquivalent, wenn ihre Elementarteiler
ibereinstimmen. '

WreierstRAsS, der die Hlementarteilertheorie begriindet hat,
nennt nicht 7, %,, . . ., B, die Elementarteiler des Biischels 4/ + pg,
sondern er .serlagt dle B noch in Linearfaktoren. Sind

0 — 01, 0= Qg =00 @ — 0

die verschiedenen Linearfaktoren von D, und kommt @ — o gerade
¢,,-mal in E vor, so lauten WerrrsTrAss' Elementarteiler

(mé o) =1, ..k v=1 ..., n

Da E, durch ¥  , teilbar ist, hat man e, = e, vl

Zwm ordmare Biischel von Bilinearformen sind dann und nur
daan #quivalent, wenn ihre WEIERSTRASSSChen Elementarteiler iiber-
einstimmen. Denn die Elementarteiler E , ¥, ..., B, und die

WEIERRTSASSschen Elementarteiler bebtlmmen sich gegenseitig.
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§ 112. Biischel von reellen Bilinearformen.

f und g seien jetzt zwei reelle Bilinearformen, d. h. Bilinear-
formen mit reellen Koeffizienten. 7 habe eine nicht verschwindende
Determinante.

Offenbar konnen wir auch die u, v, die in § 110 benutzt wurden,
als reell voraussetzen.

Bis zu den Entwickelungen nach Potenzen von [ (S.261) ist
also alles reell. Aber die X, ¥ brauchen nicht mehr reell zu sein.

Wenn nun (w — p)* ein WererstrAssscher Elementarteiler ist,
so ist auch (» — g)* ein solcher (o, o konjugiert komplex).

In der kanonischen Form, die am Schlufl von § 110 angegeben
wurde, kommen also die beiden Bestandteile vor

=o)X Y+ .. +XY)- (X, + ... +X,7T)
und

(=o)X Y + .+ X)X+ ...+ X, 7).
Zerlegen wir p, X,,. Y, in ihre reellen und imaginiiren Teile,
setzen wir also!

0 =0 410",

v o ! . - 7
uXe skt N
r rr ay rrn
ANC TR0 REE 2 £

so erhalten wir fiir die Summe jener beiden Bestandteile:
Bl SO X AT et v e o i ey ek )
iy leiox O Rk L s Al
=2(X X — XY L XY — R
Hier ist alles reell. Wenn wir statt der X, ¥,. X, ¥,
X' X" T Y

. L

nehmen, so bleiben die X, ¥ unabhiingig.

Man sieht auf diese Weise, daB zwel reelle ordiniire Biischel
von Bilinearformen, wenn sie iibereinstimmende KElementarteiler
haben, in reeller Weise auf dieselbe kanonische Form gebracht
werden konnen.

Sie sind also auch reell dquivalent. D. h. es gibt zwei nicht-
singuldre lineare Transformationen, eine in den z, eine in den g,
beide mit reelleri Koeffizienten, so daBh jede Form des einen Biischels
in die entsprechende des andern Biischels iibergeht.

! Dies¢ Betrachtung ist nur im Falle ¢” == 0 anzustellen.
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§ 113. Biischel von quadratischen Formen.

= EaN:rrm sel eine quadratlsche Form in z,, ,, ..., #, und

9= 30, 2,2 eine quadratische Form in denselben Veriinderlichen.?
Beide Formen sollen sich nicht bloB um einen konstanten Faktor
unterscheiden.

Der Inbegriff der Formen 4f4 ug (4 n Konstanten) heilit ein
Biischel von quadratischen Formen.

Wi beschriinken uns auf ordinire Biischel, d. h. wir nehmen
an, daB die Diskriminante D, (4, ) von Af 4+ pg nicht identisch ver-

- schwindet.

_ Den grifiten gemeinsamen Teiler der p-reihigen Minoren von
D, (A, w) bezeichnen wir Wleder mlt D, (4 p) uwnd nennen den Quo-
tienten D, 1@ w):D, (4 p) = E, (4 p), einen Elementarteiler
des Biischels.

Zwei Bischel 2+ pg und Af 4 g heiBen dquivalent, wenn
es eine nichtsingulire lineare Transformation gibt, die jede Form
des einen Biischels in die entsprechende des andern iberfiihrt.

Zwei ordiniiro Biischel von quadratischen Formen sind dann
und nur dann Aquivalent, wenn ihre Elementarteiler iibereinstimmen.

Wir wollen annehmen?, daB £ eine von Null verschiedene Dis-
kriminante hat, und das Biischel in der Form & f—g schreiben.

An die Stelle der Determinanten R, in § 110 treten jetzt die
folgenden symmetrischen Determinanten:

! 85y s e O SAE b S

1

(:21 Bog. + .m0 Miiblgy s Ugy
Bl a0 o0 Bl St s len 1 g
{ i \ ;

|v u,y, s 050 s )

} U, uz,, U, 00 0

ju Uy - cou,, U 0 =0

Dabei ist ¢,=wa, — b
Durch passende Wahl der » kann man bewirken, daB die
Funktionen

Df'f’i_ = ';]f (=l 200 L, n)

gegen die Diskriminante D, von @/ — g teilerfremd sind.

4 a"e - I‘JJ,,., bn == bar'
* Dies 1iBt sich durch lineare Transformation von 4, u erreichen. Vgl. 8. 265,
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Ersetzen wir in der letzten Spalte oder in der letzten Zeile

von Rp

Us v Yg'os oo ey g
so entsteht eine Linearform U
teilbar sind.

durch w,, %, ..

o'y 'f‘.t}
deren Koefhnenten durch D, _

Schreiben wir sowohl in der 1etzten Zeile als auch in der letzten

Spalte von R, statt Uy oy Yggy v o

ergibt sich eine quadratische Form Q

p beziiglich u,, Uy, « o sy Uy SO

?’1

Betrachten wir nun die (n - p 4 1)-reihige Determinante ¢, so
lauten die (n + p)-reihigen Superdeterminanten von R, |
R, U,
; Uil
und nach § 41 ist
R_p Qp s B Llp‘ = Rj"l Q?
oder
V50 0y i e
T R, R Ry
Diese Formel gilt fiir p = 1, 2, ..., . Dabei ist R, nichts anderes
als D, und Q, ebenso wie R, _, gleich Null.
Man hat also
- O _ O U,*
B B SRR
o Sl
RS B Rl
Py e
Ign-] 57 .Rs = Ril—l er
Q" i
'E = O-
Durch Addition ergibt sich hieraus
Qe U U,?
e BB R Tisenie gt B, R,
Da U, R, durch D,_, teilbar sind, wollen wir
U = D" P]l R, =D, pfﬂ
getzen, Dann erhalten wir
Qi Mt R oplly > e o A ey
(1) B T ERT, TR T ey
R,, Ry, ..., N, sind gegen K teilerfremd.
Jetzt verfahren wir #hnlich wie in § 110, Wir fithren die

lineare Transformation
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U, =, % + 8,%+ ... +a,5, (=102 ., %)
aus, Dadurch verwandelt sich Q /R, in
__f._-_qg.+ R0
w W
wo die Punkte Glieder mit hiheren Potenzen von 1/o andeuten.
11, wird eine Linearform %, in z, 2,, ... %, Die rechte Seite
von (1) lantet also jetat
N1

Wir haben den Index p fortgelassen und % statt %, ; geschrieben.
l=w—p sei ein Linearfaktor von R, und moge in E genau
e-mal vorkommen. Dann finden wir die zu I/ gehorigen Partial-
briiche von
ER
ORI

indem wir
Ly
ERR
bach Potenzen von ! entwickeln. Die e ersten Glieder dieser Ent-
Wickelung liefern, wenn man sie durch i dividiert, gerade die ge-
Wiinschten Partialbriiche.
Entwickeln wir

nach Potenzen von / so ergibt sich, weil —:—E’l, R, R den Linear-
faktor I nicht enthalten,
z—f:'s{m =0+ G+ GI+ -
und © ist von Null verschieden, so daB wir auch schreiben konnen
%imszHg+hF+u¢

Nun gibt es eine Potenzreihe von der Form
Rl pilich gl s
deren Quadrat gleich

| at w 2
ist.1 1 by, 24 o

! [¢] muB dabei unterhalb einer gewissen Grenze liegen.
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Verstehen wir unter J— C' eine der beiden Quadratwurzeln
von — (, 8o ist .

—RR = — (BY=0)?
und .
1% hih X R TR
BRR BY-0C BPY-C
1: 1aBt sich wieder als Potenzreihe schreiben. Daher gilt
fiir £:})— C eine Entwickelung von folgender Form:
x
By -
und das Quadrat hiervon lautet
X2+ (XX, + X, X))+ ...
+E XXX 4 XX
X mlei xS d S e L

S AR TS ST S

Die e ersten Glieder dieser Potenzreihe geben, dividiert durch
— ¢, die gesuchten Partialbriiche.

In der Partialbruchzerlegung von

< R
brauchen wir nur diejenigen Partialbriiche zu beachten, die von den
Linearfaktoren von R, herrithren. Alles andere hebt sich fort, da
die obige Summe gleich Q/R, ist, also eine echtgebrochene Funktion
mit dem Nenner R;.

Um nun die Entwickelung von > (%2: ER %) nach Potenzen
von 1/ zu erhalten, miissen wir die einzelnen Partialbriiche nach
Potenzen von 1/w entwickeln.

Glieder mit 1/w und 1/w? kommen nur bei

LXK+ KXt K X
2

und
A A
l

vor, und zwar_lauten sie, da
1

ik

Il

|

2=

1 v
e ot ety
{ DRl el
ist,

o 1
“(X1Xc+ +AX1);;‘

™
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baw.
S X o XX A OG X O "&lﬁ ;

Da andererseits in der Entwickelung von /R, die beiden
ersten Glieder : ;

LR i
w (e
waren. 8o ist
f=3&X,+ ... +XX)
g s ::_,‘{p (A,‘l Xp '+' M _i" ‘X-z ‘Yl) + (Arl 'Xt‘."l + L + Xaml -Yl}}.

Die Summation erstreckt sich iber alle verschiedenmen p und
fur jedes p iher alle X.

Die Ansahl der X, die zu demselben o gehdren, ist gleich 2e
und die Gesamtzahl der X gleich ». Die » Linearformen X sind
unabhiingig. Wiren sie es nicht, so konnten wir f durch eine nicht-
singalare lineare Transformation auf weniger als n Veriinderliche
veduzierew. Wir brauchten nur unter den X moglichst viele unab-
hiingige heranszugreifen und sie mit andern passend gewithlten Linear-
formen als neue Verinderliche einzufiihren. Nun hat aber f eine
ven Null verschiedene Diskriminante. Deshalb miissen die X unab-
hiingig sein.

Der Ubergapg ven den » zu den X ist also eine nichtsingulére
lineare Transformation. Sie verwandelt o.f —g in

S{o-—- XX+ o+ XX - K E L+ LK)
Diese kanonische Form hangt nur von den Elementarteilern & ab.
~ Daraus konnen wir ahnlich wie in § 111 schlieflen, da zwei
ordiniire Biischel von gnadratischen Formen Af+ pg und
Af-+pg dany und nuar dann _#iquivalent sind, wenn ihre
Elementarteiler ibereivstimmen.

§ 114. Biirchel von quadratischen Formen mit linearen
Wieierstrassschen Elementarteilern.

Af+ g sei ein ordinires Biischel von quadratischen Formen,
nnd die Wrmpnstrassschen Elemgntarteiler seien simtlich linear.

"Durch lineare Transformation der 4, p 148t sich erreichen, daB
[ nichtsingulir ist.

Wenn wir nun das in § 113 dargelegte Verfahren anwenden, so
sind die dort mit e bezeichneten Zahlen alle gleich 1. Die kano- .
nische Form fir o f— g lautet also

> — o) X2
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s gibt also’ eine lineare Transformation, die
fingyiad

und zugleich =
goin o,z 2

verwandelt, also
Af L;;g in >4 po,)m,
Wenn ¢,, 0y, ..., 0, irgendwelche Zahlen sind, so hat das

Biischel :
&] E m'yz e 2 {j)‘ x”s
die Elementarteiler

0 — 01, 0 =0y, 00y @— 0.
In der Tat sei o eine Zahl, die p-mal in der Reihe Do ii0s e ie (’;-.
vorkommt. Dan_n ist die Determinante
@~ 0y A0S O
(s T )
0 (e — 0

p-mal durch w — o teilbar. Alle (» — k)-reihigen Minoren' sind,
solange k=p ist, durch (@ — p)»—* teilbar und einer von ihnen
durch keine hiohere Potenz von @ — ¢. Darauns geht hervor, daf
D,_, gerade (p — kj-mal durch @ — ¢ teilbar ist, mithin E, | genau
einmal (k=0,1, ..., p—1). Die WemsrsTrAssschen Elementar-
teiler sind also alle linear.

Damit ist folgender Satz gewonnen:

Ein ordinires Biischel von - quadratischen HFormen
Af- wg 1iBt sich dann und nur dann durch eine nichtsingulire
lineare Tra.nsformahon auf die Gestalt

)Zw + #Zﬂv 92
bringen, wenn die “*1,1hns'rmssschen Elementarteiler simt-
lich linear sind.

§ 115. Biischel von veellen quadratischen Formen mit emel
: definiten Form,

Af+ pg sei ein Biischel von reellen quadratischen Formen,
in welchem einé nichtsingulire definite Form vorkommt.

1 Es kommen nur die Hauptminoren in Frage, da alle andern identisch
Null sind.
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Wir wollen annehmen, daB f eine nichtsinguliéire positive Form
ist. Durch eine reelle lineare Transformation liBt sich dann f auf
die Gestalt

(R R + 2.2
bringen. (Vgl. § 102) g moge dabei in e, », ibergehen. Die
Koeffizienten «_, sind reell. 2 :

Nun liBt sich leicht zeigen, daB die WerzrsTrassschen Elementar-
teiler von
{1) &)221»2 "_Eanmrml
samtlich linear sind. :

o sei eine Wurzel der Diskriminante der Form (1). Multipli-
zieren wir die Determinante

a,, — 0+ u, C Oy Vet a .,
; , a, — 1) Uy o0
f(u) = 217 9 — 0+ U ’ LT
v t‘:’:"r.l‘i" a’nﬁ’ b a’nn o 9 + ]
mt,
8y, —0— U, @9y =ibiey @y n
fl—u)= @1 Qg — 0 — % ..y Oy n :
AP @yos AU I e L]
80 ergibt sich
6 — U4 G -n Oa

FO (= | i i Ve

8
On1s Cpas v Cpy ks
Dabei ist _
o rb B =TT
Crs = U gy i a«rz Oygisl ey 1 oy Tyns

(r, 3:1’ 2’ PRI ?3)
und die a,_ sind die Elemente der Determinante

81— 0, Gy o B

2) gy  Ggg— 05 -1 Dy
UST LR :
Entwickelt man f(u) f(— ») nach Potenzen vou u, so ergibt sich

f@) fl—w) =8, — 8, ,ul+ 8, sut—...4+ (=1 ulr

Kowavrgwski, Determinanten 18
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und S, , (k=0, 1, ..., n—1) ist die Summe der (» — k)-reihigen
Hauptminoren in : :

Gu ci'l .ae clﬂ

S-Sy et Gyl =

Cp1 Cn2 * ¢ Can

also dic Quadratsumme aller (» — k)-reihigen Minoren in der Deter-
minante (2). :

o ist ofienbar dann und nur dann eine p-fache Wurzel der
Diskriminante unseres Formenbiischels, wenn « = 0 eine p-facke
Wurzel von f(u) = 0, also eine 2p-fache von f(u)f(—u) = 0 ist
Dies tritt aber dann und nur dann ein, wenn

S=S_i= S =07

n n n-p4+1

aber
A Sp-p > 0
1st.

Eine p-fache Wurzel gibt also der Diskriminante des
Biischels gerade den Rang n — p.

Ist @ — p in dem FElementarteiler B gerade e -mal enthalten,

so hat man, da sich jedes K durch das folgende F teilen liiBt,

1= = .. =l
Nun ist w — ¢ in D, _ S nicht mehr enthalten, withrend es in PR
vorkomint. Also ist ¢ =1, und daher sind auch €15 gy oo v €,y

mindestens gleich 1. In D, also in der Diskriminante des Biischels,
tritt aber » — ¢ genau p-mﬂl auf. Andererseits sieht man aus

S Dy D e Dy
Dy = D D e I":_ : D"-P =L L... EpDﬂ-*p'
daB es in D, :
(g +e6+...+ cp)-mal
vorkommt, :

Demnach ist
G +et..6,=p
und

= e e

y 8g =
Daraus folgt aber

=6 =...=86 =1

Damit ist bewiesen, daB hier alle WriersTrAssschen Elementarteiler
linear sind.
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Wenn ein Biischel reeller quadratischer Formen eine
nichtsingulire definite Form enthilt, so sind seine
WerersTrAsSschen Elementarteiler alle reell und linear.

DaB sie reell sind, ergibt sich aus § 53.

Wenden wir nun auf das Biischel (1) die Betrachtung aus § 113
an, so reduziert es sich auf die kanonische Form

Sio — o) X2

Was die Realitit der linearen Transformation anbetrifft, die
diese Reduktion leistet, so ist folgendes zu bemerken.

Wir konnen die in § 113 mit « bezeichneten Grofen als recll
voraussetzen. Als einzige Quelle des Imaginiren blieben dann die
Quadratwurzeln J/— C tbrig, die in § 118 vorkommen. Wiire nun
ein ¢ positiv, so wiare das zugehorige X rein imaginér. Fir jedes
‘solche X kénnten wir ¢ X schreiben. Dann hiitten wir eine reelle
Transformation, die f= ¥, nicht mehr in 3 X? sondern in eine
Form von anderer Signatur verwandelt, weil eben an die Stelle
eines X2 das einem imaginiren X entspricht, — X* tritt. Dies
widerspricht aber dem Trigheitsgesetz (vgl. § 99). Also sind alle
O positiy und die aus § 118 gewonnene lineare Transformation
18t reell, :

Es gibt eine nichtsinguliare und reelle lineare Trans-
formation, die die reelle quadratische Form Za  z @, in
o, z? iberfithrt und zugleich Zz,® ungeiindert 1aBt. -

Wenn eine reelle lineare Transformation X'z ?® in Xz ver-
wandelt, so hat sie eine orthogonale Determinante (vgl. § 70). Man
nennt sie eine orthogonale Transformation.

Eine reelle quadratische Form laBt sich also durch
eine orthogonale Transformation auf die Gestalt g z?
bringen.

§ 116. Orthogonale Transformation einer reellen quadratischen
" Form auf die Gestalt X¢, %

Wir wollen die Zahl o einen p-fachen Eigenwert der reellen
quadratischen Form '« , #,2, nennen, wenn sie eine p-fache Wurzel
der charakteristischen Gleichung der Form ist, d.h. eine
p-fache Wurzel der Gleichung

Gy=elins Bygusiniie s Gy
D(w) = Gy aidagic= ) o neie By o ol 0
%1 a’nﬁ PR 05”“-—(0

18*
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Die Gleichungen
@, —0n +a,5+...+6,5 =0,
(1) yy Ty + By — 0)2y + . .. +a$nmﬂ30!

Q% +0.,% 4 .. +(a )@, —0

haben dann p unabhiingige Lidsungen. er wissen niimlich, daB
die Determinante D (o) den Rang n — p hat (vgl. § 115).

Da auch p reell ist, konnen wir die Losungen des Systems (1)
reell annehmen.

Wir zeigen jetzt, daB sich p unabhingige reelle Losungen von
(1) so wihlen lassen, daB je zwei das innere Produkt Null geben.
Man sagt von zwei solchen Liosungen, daf sie zueinander ortho-

gonal sind.
Ist
(2) Ty By, ooy T,
eine von 0, 0, ... O verschiedene reelle:Lsung von (1), so hat. man
xa)=x13+:z:22+...+:sﬂ > 0.
Nun sei

R x
eine von (2] unabhiingige veelle Lisung des Systems (1. Dann ist
auch
@) @+ him, v+ A%, ..., g+ Az, oder ?Iu 2 ey
eine solche Losung, und man kann 2 so wahlen, daB sie zu (2)
orthogonal ist.! Man braucht nur zu bewirken, daf

@ 4 Az, 0) = (@ a) + Az 2)

wird. Das tritt aber ein fiir
Z s (;__a*:

(@ )

Ist nun

R e
eine von (2) und (3) unabhiingige reelle Liosung des Systems (1), so
gilt dasselbe von

"+ ey oy, @ AT pYy, '+ Ao, + 1y,

und bei passender Wahl von i, p ist sie zu (2) ucd (3) orthogonal.
Man muB es nur so einrichten, daB

@ +Ahe+ py, o) =(@"2)+ Alza) + ulyr)=0,
(@ 4 Ax 4+ py, y) =@y -+ Aay) +plyy) =0

1 } und p sollen reell sein.
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wird. Da
(yz)=0

und (yy) ebenso wie (zw) positiv ist, so ergibt sich aus diesen
beiden Gleichungen _

b s (o),

(zaz) ’
="y
v

Fihrt man in dieser Weise fort, so erhilt man p reelle Liosungen
von (1), die paarweise orthogonal sind. Jede von diesen Lisungen
kénnen wir noch mit einem solchen Faktor multiplizieren, dab sie
mit sich selbst das innere Produkt 1 liefert. Z. B. geniigt es bei
%, @,, ..., , alle & durch J(z o) zu dividieren.

p reelle Losungen von (1), die paarweise orthogonal sind und
mit sich gelbst das -innere Produkt 1 liefern, wollen wir ein zu dem
Eigenwert o gehoriges normiertes Orthogonalsystem nennen.
p solche Ldsungen sind von selbst unabhiingig. Hatte man
nimlich :

Hn =

lmr-}-py,_-fwvz]_-;-...:(], r=1,2 ..., n
80 wiirde daraus folgen
Ao+ py+vzt... @)=
Az + py+rva-4. .. Y=
)

d. h. :
Mey,2)=0, uyy =0, v(x2)=0, ...
‘oder _ :
=0, w=0, v=0,...
Wir denken uns jetzt fir jeden Eigenwert von Sa o, ©, en
normiertes Orthogonalsystem gebildet. Schreiben wir diese Systeme
untereinander, so entsteht eine quadratische Matrix

1'911 (PR [5'”
(4) _ oy Bas -+ Pun
ﬁnl f’lna' e ﬂ,m 5

Diese Matrix hat die Eigenschaft, daB jede Zeile mit sich selbst
das innere Produkt 1 liefert, wihrend das innere Produkf von zwei
_ Verschiedenen Zeilen gleich Null ist. Sobald die beiden Zeilen zu
demselben Eigenwert gehoren, geht dies daraus hervor, daB wir fiir
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jeden Kigenwert ein normiertes Orthogonalsystem anfgeschnaben
haben, Sind

ﬁ" ﬁz’ o und ﬁll’ ﬂzts (F32 L) ﬁr:
zwei Zeilen von (4), die zu den Eigenwerten ¢ und ¢'(=g) gehoren,
so hat man

(o, — O +afot - - +9,8,=0,
a,lﬂl—-f—(az,,—u)ﬁ <+ .—-—a,“ﬁh—O
ulﬁl+au‘3ﬁ2 +( e 00 —U
und ;
(a,, — o' ﬂ‘l’ +a.8'+.. . +4a,3 =0,
ay, 5"+ {‘322"_” 19 +.o..+a,0 =0,

ﬂlﬁl +a’n"—‘ﬁ + +f1. _"f)}i'n,=0
oder, anders geschrieben,
Eara'ﬁa’: o r? Earx ﬂ;= Ejl{?r"

< : R P i )
Daraus folgt aber

]gar. i ﬁ‘%ZP' 2,
[ Eﬂ B8/ =368/

Da a, = a,, ist, hat man

Z"nﬂ:ﬂ.:z“,rﬂr’ﬂ Zarsi'
Man darf namlich in >a f,'f, die beiden glmchberechtjgten
Indizes r, s vertauschen.
Durch Subtraktion ergibt sich also aus (5)

0=(o— )36,
oder, da p= ¢’ angenommen wird,

gﬁrﬂr’ = U

®)

Die Transformation
mr=ﬂ!rm1’+ﬁ2ﬂrm2'-l'"‘+f3nrzn} ('r= lf 2’ Chiliet) n)

ist also orthogonal. In der Tat folgt aus den Relationen, die zwischen
den S bestehen,

2 -4 2 o i
N A P e R A PRI
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Wenden wir diese orthogonale Transformation auf die Form

2 a_x« an, so geht sie in Z'a «'wx’ dber und die ¢/, hiingen

e ra
mit den a_, in folgender Weise zusammen:
r
ai‘l BT RS
I I
Apt -+ Anan
L) i
[ PBia\ o -y, B - o B
| 3
]'-ﬁnl "’ﬁ:m a1 ST ﬂln"’pa‘m

Die heiden letaten Faktoren der rechten Seite geben das Produkt

| A\
e By N P

L(’l ﬁln =ty ﬁ?l!l .n"
Dabei sind g,, ... o, die Eigenwerte ven =g 2, und zwar ist
Jeder so oft aufgeschrieben, als seine Vielfachheit verlangt.
Auf Grund der Relationen zwischen den £ ist num weiter

Byy - iﬁy_ﬂ) 01 - 0, 1 \ 0,---0 )

ﬂﬁ.‘"'ﬁﬁﬂf Qlﬁln"' Qnﬂnnj 0 "‘.'?nj
50 daB man hat .
o lwle Do ol
Hiermit ist aufs neue bewiesen, daB jede reelle quadratische
Form durch eine orthogonale Trausformation auf die Gestalt 3¢,z
gebracht werden kaon. 3

§ 117. Heewirische Formen.

h= Fa az 7 sel eine Bilivearform, bei der ¢, und q, kon-
Jugiert komplex sind (r,s=1, 2, ..., #). =z und & migen eben-
falls konjugiert komplex sein. '

Eine -solche Bilinearform neunt man eine Hprmivrsche Form,

Wir wollen die Betrachtungen des § 118 auf diese Hormen
ﬁbertragan. :

Die Gleichung

Loy = gy .. A,
' R e R TR
D (o) = by gy b g Sy
a,, By ool — @
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heiBt die charakteristische Gleichung der Form % Ihre Wurzeln
gind sidmtlich reell, wie wir aus § 56 wissen.
Ist @ = p eine p-fache Wurzel dieser Gleichung, so hat, wie
wir jetzt zeigen wollen, die Determinante D(g) den Rang n — p.
Wir bezeichnen mit 2 die zu o konjugierte komplexe Zahl und
bilden

Ay — O . Ayn
a Tyo — @ .. &
.D(m) = 21 23 2n
a‘nl ”ns rkye T a-;rm —w

D(w) entsteht aus D(w) durch Vertauschung der Zeilen mit den
Spalten. D(w) und D(w) sind also miteinander identisch.
Wenn nun o eine p-fache Wurzel von D(w) ist, so hat die
. Gleichung '
Do +u)Dip—w): =0
die 2p-fache Wurzel » = 0. Daher miissen in dieser Gleichung die
Koeffizienten von
ul il sl ludlesl
gleich Null sein, wihrend der Koeffizient von »?# ungleich Null ist.
Der Koeffizient von «2* ist aber gleich :

i" Z'M;L—k j_f»-k‘
Dabei ist Af,_, ein (» — k)-reihiger von D(p) und M, _, der ent-
sprechende Minor in D(g). Die Summation erstreckt sich itber alle
derartigen Minoren. Da M, , M, ., das Produkt von zwei konju-

gierten Zahlen ist, so ist es positiv und nur dann gleich Null, wenn
Mo verschwindet, Aus

SM, M, ,=0 (k=0,1,..,p—1)
folgt also, dab in D(p) alle mehr als (n — p)-reihigen Minoren gleich
Null sind. Soll aber
E Mn--p Mn-p :#: 0
gein, so diirfen in D(p) nicht alie (n — p)-reihigen Minoren ver-
gchwinden. Die Determinante D(p) bat demnach den Rang n — p.
Das Gleichungssystem

'(‘*:1 —0)T + a4y & Aoty 7, =0,
(1) gy & + (B — O) T + .. -+ 05,7, =0,
Gy @+ 0, + .0+ (0, — 0)2, =0

laBt p unabhiingige Losungen zu.
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Ist
(2) Byy Wyylew vy By

eine von 0, 0, .. , 0 verschiedene Losung von (1), so wird
(23.7,‘}'—‘:.1‘1.]’-1"&2.- ez, >0
sein. Dividiertt man «,, ,, ..., 2, durch V@), so entsteht ein

Wertsystem, das mit dem kon;umerten das innere Produkt 1 liefert.
Wir kénnen also erreichen, daB. die Losung (2) die Eigenschaft

[za)i=1
hat.
Nun sei
By Tty oiocan By
eine vou (2) unabhingige Losung von (1) Dagselbe gilt dann von
(8) @ Ay, @, 4 Ay o ) + A%, Oder Y, Yy en Y

und bei geeigneter Wahl von 4 ist
Man braucht nimlich nar zu bewirken, dall
7))+ A(z2) =0
i (@ ) + A(z7) = 0,
A=—(2'Z%
wird, &)
Darch Multiplikation mit 1:(y7) 148t sich erreichen, daB die
Lésung (3 ) die Kigenschaft

S|
hat (v 7)

Gibt es eine von (2) und (3) unabhiingige Liosung des Systems (1),
etwa

" " L
i @ R e
80 1st auch N
" r iy
5 Aoy + pyy, @ AT A p Yy o w B LT, 0y,
oder
(4) Byy Kgy +o vy %y

eine solche. 7, u lassen sich in der Weise wiibler, daB
®z)=0, ()=

1st. Diese Gleichungen lauten nimlich, ausfithrlich geschrieben,

@5+ hwd) + p3) =

@'y + Ay +nlyy) =

oder _ \
@z +a4=0, @7+u=0.
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Durch Multiplikation mit 1:}/(xZ) gewinnt (4) die Eigens¢haft
(®2) = L.

In dieser Weise kann man fortfahren, bis man p Lisungen
von (1) hat.

Wir wollen diese p Liosungen ein zu ¢ gehdriges normiertes
Orthogonalsystem nennen.! p selbst bezeichnen wir als einen
p-fachen Eigenwert der HermiTeschen Form.

Jetzt denken wir uns zu jedem Kigenwert der Form ein nor-
miertes Orthogonalsystem gebildet. Schreiben wir diese Systeme
untereinander, so entsteht eine quadratische Matrix

{911 ﬁ]?. g ﬁln
ﬁSI 1722 “'{32';

ﬂnl ﬁnz T ﬂnu

in der je zwei Zeilen zueinander orthogonal gind und jede Zeile
mit dem zu ihr konjugierten Wertsystem das innere Produkt 1 liefert.
Es zeigt sich namlich, da8 zwei zu verschiedenen Kigenwerten ge-
horige Zeilen von salbst. zueinander orthogonal sind. Man kann
diese Beziehungen auch in folgender Weise znsammenfassen

Setzt man
(5) Q:r#ﬁlry1+ﬁ2ry2+‘°‘+ﬁnfys’
(f‘: b iy ﬂ)
80 ist
@2) =)

Wir wollen die Transformation (5) auf Grund dieser Eigenschaft
orthogonal nennen. Im Falle reeller # haben wir dann eine ortho-
gonale Transformation im bisherigen Sinne, niimlich eine T'rans-
formation mit der Eigenschaft

(@2) = (yy)

Jetzt wenden wir auf die Hermrresche Form S'a, 2.z, die
Transformation
(6) o= 0,5 + Byt + B %,

r=1,2 .., 0

an. Wir miissen dann, da z, und Z, konjugiert komplex sind,

! Zwei komplexe Werh;ysteme @y Byy o0vy Ty und Yy, Ypy » -+, Ys heillen
zueinander orthogonal, wenn eins mit dem konjugierten des andem das mnew

Produkt Null liefert: (#%) = 0. Dann ist auch (Zy) = 0.
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'I',. e f?lr%‘ +ﬂ!rz! =il ﬁllr:'r.

semegabe‘izgeht Sa, x 7, in 2,77, tber, und man hat nach § 94
(Gn e
o
0“] tqrm r
rﬁll 25 -;1:;"' [an - @, ‘ By -« B \
Bl"l 3’“"}!* L PR I" ﬁln "'ﬂun}

Nun ist aber
3 | a
;fall e\ [ By - B O Py e 0 Bu1

S B ‘l-g!ﬁ"“ﬁnn ()lfsln"'gnﬁﬂﬂ
Dabei sind ¢,, o0,, - . ., 0, die Kigenwerte von > a,, 2, 7,, jeder mit
der entsprechenden Vielfachheit geschrieben.
Ferner hat man
(ﬁn e B\ [0 By e {,uﬂll_.\ o -+ 0

lll\ Ilgﬂl e ﬁ“ﬂ \ {Jr ﬂ]ﬂ T !'Jﬂﬁ’ll 0 T (}“
Die orthogonale Transformation (6) verwandelf also
Sie, 2.7, 0 >0,272.
Die zu (6) inverse Transformation lautet
s ﬂrl 4 5 Igrz % +..0t ﬁ‘rﬂxﬂ' g
(r=1,2, ..., n)
Sie ist ebenfalls orthogonal und verwandelt =g,z %, in Ja 2.3}

8 118. Definite Hermiresche Formen.

Eine Hrrmiresche Form e,z .7, hat stets einen reellen
Wert. Die zu .
za'?‘-' mf ;rl

konjugierte komplexe Zahl lautet nimlich
. Sanfr-’*’. =Ea,,x,5r,
weil a, =a,, ist.
! Mun kann hieraus entnehmen, daf die Determinante der § mit der
Determinante der § das Produkt 1 gibt. Der Betrag einer orthogonalen Deter-
minante ist also auch hier gleich 1 (vgl. § 70). :
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7 und s sind aber gleichberechtigte Indizes. s ist also
Ea’xr:ﬁs E’J' o }.earvx) '.-.-
>, v ¥ = N0 7o,

re r [ oF. IO S

mithin

Es gibt HurmiTEsche }!ormen, die niemals negativ sind, und
ebenso solche, die niemals positiv sind. Man nennt diese Formen
positive bzw. negative Hermiresche Formen und beide zu-
sammen definite HEryirEsche Formen. Die andern Hermitizschen
Formen heiBlen indefinit. Die letzteren -haben sowohl positive als
auch negative Werte,

Durch eine orthogonale Transformation liiBt sich, wie wir wissen,
erreichen, daf

~ =
.S_l ., T, J‘a o '?a R

wird. Die beiden Hrrmireschen Formen
1 b
SR und. Mg, %, 2,

sind also entweder beide definit oder beide indefinit.
Soll nun

{)886

z. B. positiv sein, so darf kein o negativ sein. Wire z. B. o, < 0,
50 setze man x,= 1 und alle iibrigen # gleich Null. Dann wird
die obige Hermiresche Form gleich g,, also negativ, gegen die Voraus-
setzung. Sind aber alle o positiv oder Null, so sind die Glieder
0,%,%, jedenfalls nicht negativ. Die Hermrresche Form ist also in
diesem Falle sicher definit.

Es gilt demnach folgender Satz: :

Eine HermireEschen Form ist dann und nur dann positiv,
wenn keiner ihrer Eigenwerte negativ ist und dann und
iur dann negativ, wenn keiner ihrer Eigenwerte positiv ist.

Sie ist also dann und nur dann defiuit, wenn alle ihre Kigen-
werte dasselbe Zeichen haben.!

§ 119. Anderes Kriterium fiir definite Hermitesche Formen.

Die Betrachtungen des § 106 lassen sich ebenfalls auf Henymrresche
Formen iibertragen.
Wemn Sla,,«,z, cine Hurmiresche Form mit von Null ver-

schiedener Determinante ist, so lassen sich die Zahlen

1 Pies gilt also auch fiir reelle quadratische Formen, die ja ein Spezial-
fall fiir Hermiresche Forinen sind.
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Lo PR OO Ty

gy Uyg - o - Ugpy

Upg Uy« + = Uy

so wihlen, daB die Determinanten

AR S R TR B T
Qg) Mgg + o+ Ggp Uy Upg - - Uyy
DS s RS e e R ]

R el iy g TT i (p=1,2...0)
g Togie s vl 00520 . 0
Bty opsnitan0n i 5 0
Bypy Byyooe oy 0 0° 0L 0

alle von Null verschieden sind. w,, und @, sollen Konjugiert kom-
Plexe Zahlen sein.

Wir brauchen uns, um dies einzusehen, nur auf folgenden
Hilfssatz zn stiitzen.

Wenn in einer Hermizuschen Form nicht alle Koeffizienten

Null sind, so lassen sich die Verinderlichen so wihlen, daB die
Form nicht verschwindet.
_ Ist 2. B. in Xq_ o7, der Kooffizient o, = 0, so setze man
%=1 (also auch # = 1) und alle andern z (und Z) gleich Null
Sind alle a,, gleich Null (r=1,2, ..., ») und ist a,, 5 0, 80 setze
mnan etwa

.'J_'.r =& = l, 3‘_‘,‘& = Q-rﬂ] Lo a..

und alle tibrigen», # gleich Null. Dann wird die Form gleich 2q,,@,,.

— R, ist eine Hermrresche Form in w, %, ..., %, und
@y, @y, - . G, ,-deren Koeffizienten die algebraischen Komplemente
der ¢ in der Determinante

Ay Oy « -+ Gy

R, = Gy Ggg - - - g

Gy Qpg -« - - L.

sind. Diese Komplemente konnen nicht alle Null sein, da sonst R,
gleich Null wiire, wihrend wir doch annehmen, daB e 2 Z, eine

rsTr R

von Null verschiedene Determinante hat. Wir konnen also bewirken,
daB R + 0 wird.
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Es sei nun bereits orreicht, daB R _, 0 ist (p=mn). Dann
ist R, eine Hemmrimsche Form in w,, ty,, - .. t,, und @, ,, @

<y @, .4 deren Koeffizienten nicht alle Null sind,

Diese Koeffizienten sind niimlich die algebraischen Komplemente
der a in B,_,. Wiiren sie alle gleich Null, so giibe es in den
n ersten Zeilen der Reziproken von R, , nur p — 1 Spalten, die
nicht aus lauter Nullen bestehen. Xs wilrde also, da p — 1 < n ist,
bei der Entwickelung nach den = ersten Zeilen Null herauskommen.
Die Reziproke von R, , kann aber nicht verschwinden, weil
R, , 0 ist. i

Es lassen sich demnach u,,, ,,, ..
R, % 0 wird.

L, entstehe aus R, dadurch, daB man in der letzen Spalte

1p* “2p!

oy Up, SO withlen, daB

Uy o Ug gy o ooy Uy, QUreh wy, wy, 0oy u,

ersetzt, und LP dadurch, daB man in der letzten Zeile

Byiy g gy = v o1 Vg durch @, 9y, ..., B,

ersetzt, I_zﬁ und L, sind konjugiert komplex. Macht man in I:P die
Aeilen za Spalten und bedenkt, daB ¢, = a,, so sieht man, dab
, die konjugiert komplexe Zzahl zu L, ist.

Unter 77, , wollen wir die HEnmrEsche Form verstehen, die
aus B, hermrgeht wenn uu,, Ugpy ooy Uy durch w, w,, ..., %,
und zugleu:h By pr By ps oo 05 Byp durch @, @, ..., @, ersetzt werden

In der Dutermmante a, lauten die (n -+ p) l‘elhlgen Superdeter-
minanten von K,

e »
SR

Nach § 41 ist also

oder e

Setzt man hier p=1, 2, ..., n, so ergeben sich folgende
Gleichungen:

H__ & _ LI

R, Jr T TR
H B LIy

R, R B

H,_, i, Ln E,,

R A SRS N (R T
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Hieraus folgt, da H, ebenso wie R, ., gleich Null ist,

Mooinovnn o S
N IR e Ra R“HR"
Es sei
L‘;-*ﬁ-;“;"i‘ﬁ- + ...+ B = Yy

also
‘Lr = ﬁrl '&1 75 ﬂr? ﬁE it +ﬂfl\ ﬂﬁ. = ﬂr-
Wenden wir auf die Henmiigsche Form e, 2, #, die Trans-
formation

xr:ﬂlryl-i"ﬂi’-ry:!'{-""l'feﬂryn {?‘:1, 2""’ n}
an, 5o geht 3'a 2 7, iber in 2b v7, Da sich auflerdem

wey .ok uo, I DY i Y
und
@y Ty + .. @ oz, 1 i}lyl—l—...-{-'ﬁ“y”

verwandelt, so fithrt die Trausformation
o, = ﬁ]ryl + ﬁﬁr Yy fhie e ﬁﬂl’ Yno (’?' = 1’ 2’ Sl ﬂ)

xﬁ-{"] = Jﬂ-!-l

1 . o R — o
: :2_;; B Z‘f&, J-,."f'z,ﬂ E“r &

11

die Form

. zl‘brsyrgs‘:_ yu‘{-l ::I r-r+ yﬂ'i—'l Zt? J\'
iiber.
Es besteht daher zwischen den Determinanten dieser beiden

0 . .
Formen die Bezichung

E.‘” .iuie bl'n Y all L] al!l ul
I _ B .

nl ¢ Ynn n G Fon Un

Dicrein Dgreid , @, O

2 uh o, %l = tala i)
BR( AR, W +R,._1Rw)

B ist die Determinante de_r g
Hieraus ersiecht man, daB die Reziproke der Determinante

b, b b

11 S1g
bzl bzz il bzn

1n

|bn1 bne“'b
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so lautet:
B? R, :
= —Rn R' O S 0
B R,
== R RS g
. B* R,
0 S

Demnach sind alle b, mit ungleichen Indizes gleich Null, und

man hat
U E oS o F
Die e bestimmen sich in den Gleichungen
C B R,
i S e R

Dabei ist 0= ¢, ¢, ...c, die Determinante von >'b_ y, 7,. Bedenkt
man, daB

C=BR,
ist, so ergibt sich
o=l R
Wir haben also 2'a_, z, #, durch lineare Transformation anf
folgende Gestalt gebracht:
— By Byy 4y — B By, Y — R By \ B Y, Y
Diese Hermiresche Form ist aber nur dann definit, wenn in
der Reihe
By B i

entweder kein Zeichenwechsel oder keine Zeichenfolge vorkommt.

Gibt es in der genannten Reihe n Zeichenwechsel, so sind die
Koeffizienten

— B R, —REB, ... — K &

alle positiv, die HermrreEsche Form also auch positiv.

Gibt es in der Reihe keinen Zeichenwechsel, so ist die
Hermirrsche Form pegativ.

Auch das in § 100 entwickelte Kriterium fiir definite quadratische
Formen liBt sich auf Hermiresche Formen tibertragen. Wir wollen
diese Ubertragung dem Leser tiberlassen.

§ 120. Triigheitsgesetz der Hermireschen Formen.

Wir wissen, daf sich eine Hermirmsche Form X'a , z & immer
auf die Gestalt
2; cr .’E‘_ '{.:'
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bringen 188t, und zwar durch eine nichtsingulire lineare Trans-
formation.

Wenn die- Hermiresche Form den Rang m hat!, so sind
m Koeffizienten ¢ ungleich Null.

Unter diesen nichtverschwindenden ¢ moge es nun p positive
und ¢ negative geben.? Es stellt sich dann heraus, daB p — ¢ immer
denselben Wert hat, wie man auch die Reduktion auf e z Z_ aus-
fihrt, p — ¢ heiBt die Signatur der HErmrTEschen Form.

Der Beweis wird #hnlich wie in § 99 gefithrt.

Nennt man zwei Hermiresche Formen #quivalent, wenn sie
sich durch eine lineare nichtsingulire Transformation ineinander
iberfiihren lassen, so gilt folgender Sataz:

Zwei Hrrmiresche Formen sind dann und nur dann
%quivalent, wenn sie denselben Rang und dieselbe Signatur

aben,

Vierzehntes Kapitel.

* Funktionaldeterminanten.

§ 121. Funktionalmatrix.

Wir betrachten m Funktionen von = reellen Verinderiichén:

ul(wl.! Tyy v oy mﬂJr uz(mll Lyy o n vy x,), SRy “'m{mn Lyy v v 0y mm}
und bilden aus ihren ersten Ableitungen die folgende Matrix .
Ogh vy goimd v
6w, 0w, 0 @,
Oy 0wy O
d%, o 0.2,
Uy B up A 6“&._ r
dm, 0 0 @,
Mau nennt sie die Funktionalmatrix von w, u, ..., %,
NACh & iy . '

Im Falle m = n ist die Matrix quadratisch, Ihre Determinante
beiflt dann die Funktionaldeterminante oder die Jicosische
Determinante von Wy, Ugy oo o3 Uy DECH & gy o0y B
—_‘_\_-____——-n—-—

"D, h. wenn die Determinante der Form vom Range m ist.

! Die ¢ sind alle reell.

Kowitmwsgr, Determinanten 19
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Mun bezeichnet die Funktiopaldeterminante, weil sie sich als
Verzllgemeinerung eines Differentialquotienten auffassen 1aBt, mit
: A, vy, o) ) -
A, 23y .00y @)

Kine anders hiiufig benutzte Bezeichnung ist diese:

[ %5 Uy ooy “n)

: l\ Tpy Tyy v 0ny Zn
Man bat also

T AR s i T ‘J\‘.!-l, Ugy + vap U,
o e
it 850 I B i)
dz, dxy o X,
du, 0, a_ffi

=|dx, 0z, 8z,

Ouy Ows Ot
dr, 0z,  da,

~ In der r-ten Zeile stehen die Ahie:tuugeu von u , mn der r-ten
Spalte die Ableitungen nach . '

Sind 6y, Ut ol v, lineare Formen in 5 By ninioy &,y 80 8t
die Funktionaldnterminant.e nichts anderes als die Determtinante
dieser Linearformen. Man hat niimlich, wenn

ur::ﬂ'rlz] +ar2xs + ... +G,.,-'!?,‘
ISt == 12l ),
é Gyy Gy ey

Qn, tyy oyt | Gy By - Oy

u_;‘;_, Lpg o vvy L)
anl a«" R acm I[
§ 122. Die Funktionaldeterminante als Quotient von zwei
Differentiaideterminanten.

Wir betrachten » Systeme von Difforentialen der unabhilugigen
_'Yeriinderlichen =, 2,, ..., #.:

B0 Bty 05 8

(1) dz“'v dyzyy .oy dy 2,
¥ d oy d S s R

* Manche Autoren schreiben 6 oder I statt d.
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Ersetzen wir in dem Differential von w,

0 t, du, du,
\"lﬂg = '—B-'m—[d.ﬂl + ax‘ dfz + ...+ -g;ﬂ-dxn
dz, da,, ..., dz, durch
drml’ drxx’ MRS drmn’

8o verwandelt sich du, in
0w, 8w, _ t')‘
dr'!ﬁ‘s»—-‘é-adrxl +“a‘5‘;d’_ﬂ'}2+ . e +a

Ist nun die Determinante der Matrix (1) ungleich Null, so hat man

i,
= dux,.

| douy dywy...dw, | | & dax... dz,

dywy dytty ... dyu, |, ’ dyw, dyw, ... dyax,

dow, doug .. dte, | d o dm,...d I
_-_d(u,.#.,.... u.}_ :
R

Die Funktionaldeterminante ist hiermit als Quotient zweier Differen-
tialdeterminanten dargestellt, d. h. zweier Determinanten, deren Ele-
mente Differentiale sind. :

Eine Funktion », die in einer gewissen Umgebung des Wert-
Systems %, 2,, ..., z, definiert ist, kann so bes(_:haffen sein, dafl

der Quotient ;
du —du

|doy | + 0o+ |d@ |

gleichzeitig mit
ldzy |+ ... + |dq,]
nach Null konvergiert. Dabei soll

du =, +day, ... 5, +d2,) —w@, .. T,
dumgg:—dzl-}- +~§-;;:fda:,

und

| | day [+ - 4 [d2,] >0

sein. : _

. Wir wollen von einer solchen Funktion « sagen, daB sie an der
Stelle z,, 2, ..., o, ein eigentliches Differential besitzt oder
eigentlich differenzierbar ist.

Wemn w,, u,, ..., 4, an der Stelle z,, ,, ..., z, eigentlich
differenzierbar sind, so 1aBt sich zeigen, daB der Quotient’

—

Ldu, =, (z + d %y ooy @t dn)— (@, . x).
19*
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1
dw A, ... 4w, az, ... dix,

dyvy Ay oo oAyl o Vd, ) AT dew
A,u 4, u, ... 4u dz dx, . ..4z
bei nach Null konvergierenden dz dem Grenzwert

q(uv Usy oo vy Un)

"'!(xl y Tay oy Tn)
zustrebt. :

Dabei miissen aber die dz noch einer Bedingung unterworfen
werden. DaB der Satz nicht allgemein gilt, sieht man an folgendem
Beispiel, das sich auf den Fall n = 2 bezieht.

w=m, u=a?
dyw, =0, dz =0,
d#, =—90, dz, =— 0 + 0%

Hier ist
dw, ) _ |10 |
d (@, ) ”* 0 24, Erly
ferner
dw A | & 6, 2,0 + 9? 3
dyuy Ay uy i _522%(_5+5ﬂ+(_‘j.+3$)8
=22, 4 %2 — 29 4 99
und :
a, dl“’z_ e
dy @, dy
also
d.
J bl i =22, + 228+ O
dyuy 4, uy d, @, dyz,
Liassen wir 0 nach Null konvergieren, so strebt dieser Quotient nicht
dem Grenzwert %%2’—-1’-}- = 2, zu, sondern dem Grenzwert

22, 4 2.

Eine erste Bedingung, die wir den d« auferlegen miissen, ist
die, daB

diw e

d, x, rlgxz...dzxﬂ 40
dow, d vy ...d

L non

ist.
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Die Summen _ i
0= 0. |- jd.x, |,
sind also alle positiv.
Wir wollen jetzt den dx noch die weitere Bedingung vor-

gchreiben, daB die Determinante

hom 4% T

gy 7y 7y dl z, d’l Ty oo s dl x,
Gy e s dy xq _ -

e e 1 Y T d,zy...02,

n 2 2 T
Oy s L

Au®y Uy @y d, T, d"" 7! d“ by dn n
o, 7, On

ihrem Betrage nach groBer bleibt als eine feste positive Zahl K, daB
alzo wihrend des Grenziiberganges, den wir vorzunehmen haben

] do d...d2,
| iy oy . . dy,
duzl dﬂ"_’c:‘; RE. dﬂxﬂ
absolut genommen grofler bleibt als Ko, g, ... a,.

Wenn diese Fordernng erfiillt ist und die Funktionen » an der
Stelle z,, #,, ..., #, eigentlich differenzierbar sind, so wird

diwy Ay ... 4 u, dix dympesodio
lim o Dt daty o Ay, | @ dy @ dy
dyw, A,uy...4.4, disisd ro o e

= d(“l! \“m L ] “‘n} 5
s d(ZTy, Tyy - oy Tn)
Setzen wir niimlich
4 a_dr g

d.u, =d u, +—-’le- £ G,

so zerlegt sich :
4, u A, .. 4w,

(1) dyu; Ayt . .. Aguﬂ
A dpu ... A,
in 2" Determinanten; denn jedes Element A4 u, ist ein Binom,
némlich die Summe von -
4. u, — d, u, o

d u, und = o
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Wir konnen hier also wiederholt den Satz 6 aus § 14 anwenden.
Fine der 2" Determinanten lautet

] dou, diw, ..diw
| dytty dythy oo .y,
dﬁ Gl dﬂ Mgtk dﬂ u,
Sie liefert durch
; dyx dix,...dx
{2] dz xl dz .1’2 s ff-z :rn
d,z d,...d %,
dividiert,
Al Uy, ooy M)
d{dar ey o,

Unter den 2% Determinanten, in die wir (1) zerlegt haben, kommnt
auch die folgende vor

d—dw At

o, 1 oy 1

dywy — dyu, A, u, — dyu,
St 2L g, g,
Un L Oy yi

Dividieren wir sie durch dis Determinante (2), so ergibt sich

dywy — 8y 4y uy, — dy I Az, _'{Lf..;.
0, X I } A o

Aoty — d, u, Ay — dyu, | dy @) iy T
, [ e o |

Der Nenner dieses Bruches ist seinem Betrage nach groBer
als die positive Zahl K. Die Elemente des Zihlers konvergieren
alle nach Null. Also konvergiert auch der Zihler selbst nach Null
(vgl. § 15), und dasselbe gilt von dem Bruch.

Jetzt bleiben von unseren 27 Determinanten nur noch die-
* jenigen tibrig, deren Zeilen in zwei Arten zerfallen, solche von der
Korm

4,0 — d,
L Gy ey 1)
Ty ¥ T,
und solche von der Form

S (TR S T

Wenn wir eine solche Determinante durch (2) dividieren und
dem s0 entstehenden Bruch _den Nenner .
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1 e L. ..
oy oy
4% . Ga%a
W 7y

geben, so ist der Zihler eine Determinante, die teils Zsilen von
der Form i

Ay~ d, iy dr vt — dytin
e L e
enthilt, teils solche von der Form
eth bty
CR e
Es moge p Zeilen von der ersten und ¢ Zeilen von der zweiten Art

' geben.

Entwickelt man diese Determinante nach den Zeilen erster Art,
so ergibt sich eine Summe von Produkten. Der eine Faktor eines
solchen Produktes ist eine pnrelhlge Determinante, deren Klemente
von der Form

e oty — d, 1,

o

sind. Dieser Faktor hat also den Grenzwert Null. Der andere Faktor
ist eine g-reihige Determinante, deren Elemente von der Form

"'frﬂ- 0'2(.. dr' dﬂa d: TGy
P i i B:r., 7o

g, 6m, U,
Iat M die absolut gréBie unter den Ableitungen :, 80 wird

| i ]
< E e+ dm
Alle Elemente unserer ¢-reihigen Determinante sind ihrem Betrage
nach kleiner als #. Die Determinante selbst ist daher absolut ge-
nommen kleiner als ¢! M1,

Die betrachtete Ziahlerdeterminante konvergiert also nach Null,

Der obige Beweis gestaltet sich einfacher, wenn die d x, beim
Grenziitbergange ihre gegenseitigen Verhiiltnisse und 1hre Zeu,hen
nicht dndern. Dann geniigt es :

dywy ... dyu, oz . ..da

in der Form
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Der Multiplikationssatz
sy A L T ..
7y, Ui Ty &
Aty | At day  Gas
o 7, O T
zu schreiben.

Der Nenner hat jezt einen konstanten Wert und der Zihler

strebt wegen

. A, d, u
lim (—— — -—3—) =0
0, Ty
dem Grenzwert
dy 1y dy u,
e
d, b, _"_'"n Uy
0y [

zu.!

§ 123. Der Multiplikationssa,tz.

Wir betrachten » zusammengesetste Funktionen

deloples st s Yo L S Syl (@ L e )
gt (s s ) o e R
u(ful.z;”..., ml) ey o:l,..,mn))

Es sind also die « Funktmnen der v und die v Funktmuan der z
~ an der Stelle 2, , ,, .

Wenn die .&hleltungeu ik .+ @, existieren

an der entsprechenden Stelle v,, vy, ..., 2,

und die Ab1e1tungen a e
stetig sind,® 8o gelten, wie in der Differentialrechnung bewiesen

wird,® die Formeln

u’a_u_r ai{r df)l + aur a_”n
do, dv, da, dr, dz,
(il e )

Aus ihnen folgt auf Grund des Multi_plikaﬁonsaatzea (vgl. § 82)

1 Die sind ebenso wie die
* Wir nebmen an, da8 d:ese Ableitungen in einer gewissen Umgebung
von o;, oy, ..., v, existieren,

! Vgl meino »@rundziige der Infinitesimalrechnung® 8. 180.

d’ 2 konstant. :
a, .
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Qu Iy B oy fu. B os GO ns e v
o, 8my Oz “dv, 0, 9 v oz, oz, = dax,
duy 0y 0 Uy 0 thy, O Uy 0ty dvy, dr, 0 v,
9z, 0my, " Ouw, |=| 8y, dv, 0, Oz, 8z, Oz,
0w, Om, B uy, du, 0u, 3ty 69,. 8:!., dv,
0w, dag Oy do, 0v, @0, 0z, 0z Om |

Man setze bei Ausfithrung der Multiplikation, die Zeilen der
ersten mit den Spalten der zweiten Determinante zusammen.

Die obige Formel 1a8t sich auch so schreiben:
(1) (2 Upy v oy Un) = a(thy, Ugy . o W) ARy, Dy, o0 .00) >

d (B, Ty, + 0 oy Tp) AV, Vg, o vy Un) 4 (@, By o 0oy T)

Sie besagt, daB die Funktionaldeterminante der w nach den
# erhalten wird, indem man zuerst die Funktionaldeter-
minante der « nach den » bildet und sie dann mit der
Funktionaldeterminante der » nach deu = multipliziert.

Im Falle n =1 ist dies die bekanote Regel fiir die Differen-
tiation einer zusammengesetzten Funktion

Man kann die Formel (1) auch so heweisen: Nach dem Multi-
plikationssatz der Determinanten ist

div...-:gvh 'da:l. d x,
d(”“"lf.'i
S e A{@yy . -y By)
dﬂ,---d,.‘u;. o 1 -dm,
und
TR, U di s e
-d.l 1 dl n -d(“v ,H,,)I 171 L1 n
i ; 3 % ; : (i(vl! Tlxn) : 2
idnu‘l "‘dnun dﬂ'vl = dnvn
also '
it dol Pd, & .. dix
l.l ] — d (% 20y 1) d (v .. o) ey dl &
S TR A(Dgy + v vy Un) AUy 2 ey ) :
2w d ek SRR R e

Andererseits hat man aber
dw ... d gan O
Hedui el e e
. . . - 0 - m = . . .: .
O, U oo d dx ...dua

Mithin gilt die Formel (1).

Es wird bei dem obigen Beweis benutzt, daB das Differential
von du
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Ot du
'a_.»-‘:dcl -[—.-.+—a—£‘:d'ﬁ?ﬂ .
lautet, ob nun %, ..., ©, oder a,, ..., =, die unabhingigen Ver-

anderlichen sind.

§ 124. Kine Anwendung des Multiplikationssatzes der
Funktionaldeterminanien.
Die Determinante D der Bilinearform
f e E a,, %Y,
ist (vgl. den SchluB von § 121) gleich der Kunktionaldeterminante
der Linearformen
}—".__- f1y1+arﬂyﬂ.-i-"‘+arﬂyu' I (rﬁl, .‘?’ gt | n)
Wir wollen jetzt auf 7 die linearen Transformationen
&= rl ‘T‘ll + ﬁrz“"z’ UG o ﬁrnwﬂ”
yr = yfl. yl’ + ?’rz yz’ + ek & + ?’rn yn'
(==al e A |
anwenden,
Dabei gehe [ in
= E ar’s mrf ?I;
iiber. .
Wir konnen den Ubergang von f zu [’ auch in zwei Schritten
ausfiihren, nimlich so, daB wir zuerst die z und dann erst die y
linear transformieren.
Schraiben wir f in der Horm

f £ E Yr E‘_,
s0 verwandelt es sich bei_ der linearen Transformation
mrzﬂrlml,—}”ﬁrzxﬂ"lﬂ"'+ﬁrn"nn' (r=1-’ 2)‘"’1‘ n)

E Yr’ 4‘5‘,',

und dabei ist . ;
Yimf 4 B Gt B =102
Jetzt brauchen wir, um zu f’ zu gelangen, nur noch
yrg-'_-yr;yl’-i'yrﬂyﬁ’+"'+}’ruyn' (r=]’ 2!"'] n}
zu setzen. ; : :

Um die Determinante D’ von f’ zu finden, benutze man, daB,
d(-)'l'| l’g't iy Y‘!’)
Ay Yy oo Ya)

in

D' =

ist.



Andere Auffassung des Dhultiplikationssalzes 299

Nach 8§ 124 hat man

| A
i+ ¥
e A
diyly oy yn_’) d(Yys oo Yu) L
P P "'_}’nn |
nnd .
ay,... ) _ d@, ... 1)) a(Yy, o0 Y
d (Yyy ooy ¥ a(¥, ..., Y)  dyy .- Y
(?11 AR 19'1.1
4 == D.
: ﬂsml
Demnach ist
Gy - v Qg ﬁll"‘{nl 'an...aml Vv e Nn
a:‘il ‘-" a‘:lﬂ] ﬁja;"'ﬂnn aﬂl"‘aﬂu '2,!1“1

§ 125. Andere Auffassung des M:ﬂtiplikatioﬂssatzes.
In § 128 haben wir im Grunde genommen noch mehr bewiesen,
als nur die Formel

(1) d (U, o 0 Un) 2y d(ty ooy Un) gy e Ta)
ity ) A0y, vy Bp) WZyy o sey Toi)

Wir haben namlich auch bewiesen, daB

Q. du, GRS dey dz,

dx, = dx, a ar, da, | Owm,
(2) SoE e e o o S S T
/ _{ﬂ_z_a?_ d Uy a1, du, v, > v,
di; "B &, d r, S ael 0 @, d @,

ist (vgl. § 94).

In der Tat ergibt sich auf den recht,en Seiten durch Zusammen-
setzung ler r'm Zeile des crsten mit der s*" Spalte des zweiten
Faktors gerade —%‘i’ 0

Die Formel (1) behalt also ihre Giiltigkeit, wenn wir die Symbole

At Nt A (Uyy + o 0 ) APy v 5 )
d(‘l:n“ :a:n} d{'ﬂ,, ceay W) - d (@, .. o )

nicht mehr als Funktwna.ldetermman»en, sondern als Funktional-
matrizen auffassen, und zwar als die drei Fuoktionalmatrizen, die
~in Formel (2) stehen.
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Die SchluBformel in § 125 lautet bei d1eser Auffassung:
J‘}"il"'“‘iﬂ r,u"‘ nl)Iali"'aln)(}n‘--hn
p‘m& I\

'.a-:al---a;un_ ﬂ1 L Bpq = (¢ B Ll e 71””,!
§ 126. Funktionen mit nichtverschwindender Funktional-
determinante.

Wir beschrinken uns der groBeren Deutlichkeit halber auf den
Fall n = 2.

Die beiden unabhiéingigen Veidnderlichen @,y wollen wir als
rechtwinklige Punktkoordinaten in einer Ebene F betrachten,!

u(z, y), v(z, y) mogen in dem Quadrat

-y =a, |y—y =a

stetige erste Ableitungen besitzen. Wir bezeichnen -diese Ab-
leitungen in folgender Weise:

au du
T = (, ¥), R u, (@, y),
dw

a

5o = h@ ) a_;* = 0, (@ ¥).
AuBerdem machen wir noch die Annahme, daf an der Stelle (), y,)
die Funktionaldeterminante

d (2, v)

d(xl y)
ungleich Null ist. Wir setzen also vorauns’
ul(xn! ?fo} Uy (xo' Yy) I
v (@ Yo) Yy (X, Yp)

Wegen der Stetigkeit von wu,, u,, v, v,, liBt sich dann in dem
Quadrat (1) ein anderes

(@ . 2=y |=b, |y—y|=

so wihlen, daB die Determinante

@ | w (ﬂs: y? u, (95: y} |

I v @ y) 0@ y)

von Null verschieden ist, wie man auch die Punkte (v, ) und (', y/).
in dem Quadrat @ wihlen mag.

+ 0.

1 Dies tun wir nur, um uns anschaulicher ausdriicken zu kinnen. Ver-
knderliehe und Funktionen sollen hier reell sein.
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Wir wollen jetzt

) r=u@®y), y =v(z,y)
als rechtwinklige Punktkoordinaten in einer Kbene € betrachten.
Durch die Gleichungen (3) wird dann jedem Punkt (z, y) von Q
ein’ bestimmter Punkt (g, ) in der Ebene € zugeordnet. (¢, y) mdge
der Bildpunkt von (z, %) heiBen.
Es laft sich zeigen, daB verschiedene Punkte von Q ver-
schiedene Bildpunkte haben.
Hitten (x,,#,) und (z,, y,) denselben Bildpunkt, so wire

w(@y, ,) — ""'(.xlr y) =0,

v (w,, Yy) — V(@ ) = 0.
Nach einem Satze der Differentialrechnung ist aber

4) U@y 1) — ulay, y) = (@ — &) u, (T, y) + (y; — yl_)"_‘l_(ma. )y

. v(2y, Yp) — v (3 4) = (@ — ) 0, (@, ¥) + 0, — 1) 0 (@ ¥)-
Dabei sind (z, ) und («, y) Punkte auf der Verbindungsstrecke von
(@, %) und (z,, F/Q_)- Liegen also (z,,y,), (%, ys) beide in @, so gilt
dasselbe von (z, y), (a,y). Die Determinante (2) ist aber von Null
verschieden. KEs folgt also aus

(@ = 2)u (@, y) + b, — )y (%, y) =0,
(@ — @) v, (@, ¥) + (¥, — 9,) 2, (@, y) = 0
nach § 22
T—m =0, y,—9y =0
D. h. die Punkte (,,¥,), (,, y,) sind nicht verschieden.

Wenn wir zu jedem Punkt von @ den Bildpunkt suchen, so
entstebt in § eine Menge von lauter verschiedenen Punkten.
Wir wollen sie mit £) bezeichnen.

Jedem Punkt (r,y) von £) entspricht ein und nur ein Punkt
(@, y) von Q, ndmlich derjenige, dessen Bildpunkt (r, y) ist.

Auf Grund unserer Voraussetzungen sind die Funktionen w (2, ),
v(z, y) in Q stetig. Ist also

(331, ?)’1_):_ (mgr "Ja): (mss y's)l v
eine konvergente Punktfolge® in @, so ist die Folge der Bildpunkte

@h }31) (Ezs t}a)a (Es, %); v

eine konvergente Punktfolge in L.
Das Umgekehrte gilt aber auch. Jeder kon vergenten Punkt-
folge in 0 entspricht eine konvergente Punktfolge in Q.

1 Damit meinen wir, daBl lim @, und lim y, existieren.
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Ist (r;, %), (£ Ys)s (30 V) . . . eine beliebige Punktfolge in £,
so entspricht ihr eine Punktfolge (z,, %), @, ¥%5)) (@5, %), .- in Q.
Nun hat jede beschriankte Punktfolge, d.h. jede Punktfolge, dic
sich ganz in ein Quadrat einschlieflen libt, mindestens einen
Haufungspunkt! Ist (z,4) ein Haufungspunkt fiir (z,, ,), (@, ¥,)
rxs, Ys); -+ 80 liiBt sich aus dieser Folge eine Teilfolge (a", %),
(@5 ¥3)» (s %), - - - herausgreifen, die nach (z, y) konvergiert.? Die
zugehorigen depunktﬂ €' 0 @5 9 (5 Ys), - .. konvergieren
dana nach (3, ), dem Bildpunkt von (z, ). Wenn 4 .1.130 (pl, 9y)s (5 Vo)
(€35 Ba)y « . - eine konvergente Punktfolge ist, so muB sie gerade nach
(x, 1) knnvergiercn. Daraus koonen wir schlieflen, daB die Folge
(@, %)y (@5 %)s @, %), « - - Dureinen Haufungspunkt hat; denn sein
Bildpunkt ist ein ganz bestimmter, nimlich der Punkt, nach welchem
die Folge (g, 9,), (T3s )y (&5, ) - « -, konvergiert.

Eine beschirinkte Punktfolge mit einem einzigen Haufungspunkt
ist nichts anderes als eine konvergente Punkifolge. Also ist (), y,),
(@5, ¥5)y (@5, 4y), - .. konvergent.

Wir sehen aus der obigen Betrachtung zugleich, daB der Punkt
(¢, 9), nach welchem die Folge (t,,1,), (s, Y,) (&5, 1), - - - konver-
giert, mit zu £ gehort. Auf Grund dieser Eigenschaft nennt man
§) eine abgeschlossene Punktmenge.

Jetzt sei O der Inbegriff der Randpunkte von Q und £ der In-
begrift ihrer Bildpunkte. Ferner sei (2, y) ein beliebiger Punkt im
Innern von Q und (x,Yy) sein Bildpunkt. Dann lifit sich um (g, y)
ein Kreis § beschreiben, in welchem kein Punkt von £ liegt. R, sei
der Kreis, der um (x, y) mit dem Radius 1/n beschrieben ist (n =1,
2, 8,..) Gibe es in jedem R, einen Punkt (g, y,) von £, so
hitte man

hm iu i E’ hm En = U‘
Dann wiire auch

limz =z, limy, =y,
was offenbar unmdglich ist, weil (r, ) im Innern und (z,, ) auf
dem Rande von Q liegt.

Es gibt also einen Kreis § von der gewiinschten Beschaffenheit,
v sei der Radius von £ und & ein konzentrischer Kreis mit dem
Ra.qu r/2

Litn _]edﬂm um einen Hiufangspunkt beschriebenen Kreis liegen unandlich
viele Glieder der Folge.

K, sei ein Kreis' der nmn (z,y) mit dem Radius 1/n beschrieben ist.
(x,/, ') sei der erste Punkt der Folge, der in K, liegt, (2., y,) der erste auf
hn folgende Punkt, der.in K, liegt, usw. Dann ist lim &/ = @, lim y."= 9.
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Ist da,nn (g, y) ein Punkt in &, so liegt er paher an (g, ),

als an irgend einem Punkt von £.
Dies bedeutet aber, daB die Funktion?!

o(X, V) = (u(X, ) ~ g + (X, 1)~y }? |
an der Stelle (z,y) im Innern von @ kleiner ist als auf dem
Rande von Q. Daraus kénven wir aber folgern, dab der kleinste

Wert dieser Funktion im Innern von Q, etwa an der Stelle (2, )
eintritt. An dieser Stelle mitssen nber die Ableituogen

i dw

3 ax {M(X, Y) o fi“) (X: Y) + {”{XJ Y} T 13'; ”1 {Xl Y)!
L% (X, V)~ ) (X, N+ 0 D= yin (X, T)

verschwinden, d. h. es miissen die Glaichungen gelten

fu@, y) — 2 @, ¥) + {o(@, ¥) — ¥y {-‘B'? y) =0,

@, y) — Ulu @, ¥) + (v, ¥) — Yin @, ¥) = 0.
Da nun -
u (@, y) » @, y)
L (', ¥) vy ' ¥)
ist, so folgt aus diesen Gleichungen

+0

¥ =ul,y), D' = (2, _.f!']-

(', v) ist also der Bildpunkt von (&, ¥), d. b. (g, 1) gehort zu £

(¢, y) war ein beliebiger Punkt in dem Kreise &, den wir um
(r, Y) beschrieben hatten. Dieser Kreis & enthiilt also nur Punkte
von K.

Damit haben wir bewiesen, daB jedem inneren Punkt von
Q ein innerer Punkt von £} entspricht. Ein innerer Punkt
einer Punktmenge ist dadusch charakterisiert, daB sich um ihn ein
Kreis beschreiben 1a8t, der nur Punkte der Menge enthiilt.

Da zu jedem Punkt (g, 1) von £ ein ganz bestimmter Pnnkt
{,y) von Q gehdrt, so kénnen wir z und y als Fanktionen von
(£, ) betrachten, die in £ definiert sind. Wir wollen demgemnﬁ

achreiben
c=u(r,y), y=01v(, tj)

Durch diese Gleichungen wird jedem Punkt (¢, y) von £ gerade
derjenige Punkt (z, y) von Q zugeordnet, dessen Bildpunkt (g, b) ist.

1 Mit X, Y bezcichnen wir veriinderliche Koordinaten.
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Nach unsern obigen Feststellungen sind die Funktionen u, b
in £ stetig, d. h. aus
limg, =g, limy, =y
folgt, wenn die Punkte (x,, v,) zﬂ £) gehoren,
lim u(r,,y,) = u(x, v, lmbolg,y,)="1(,py).
Dasselbe gilt, wie wir jetzt zeigen werden, von den Ableitungen

di du d-b dp

TR TR PR T

(L, p) vnd x + 9, 4+ § seien zwei verschiedene Punkte von

£ und (z, y) bzw. (z + k, y + k) die entsprechenden Punkte von Q,
Dann hat man (vgl. die Formeln 4 auf S. 801)

b =% @, y) R + Uy (@ y) ke,
f= o @y )b+ v, @7, y)E,

wobei (z/, %) und (2, ") auf der Verbindungsstrecke von (r, %) und
(@ + h, y + k) liegen, also jedenfalls in Q. Daher ist
I “1.(“: y) Uy @, ¥)

JI r e J"I: 0!
’!'?1(113-,yJ v, (2", y")

und wir konnen die obigen Gleichungen nach % und k auflsen.
Dadurch finden wir (vgl. § 22)

h @, y)
|0 )
w @ y)  wy (@ Y) %
v, (@, y") ty (@, y')
w (o, 1) b
2, &y T
@, ) w @, y)
0w @,y @y

h =

Lassen wir § und f nach Null konvergieren, so wird

lim & = lim & = 0,
folglich
Im o = lima =u,

limy = limy” =y.

Wegen der Stetigkeit von Uy Uy; vy, v, Wird ferner
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lim Uy (“’_’: i) _ ey
| 2 (&, ¥) U @, ¥) ‘f(“- 8 !
| o @, y) r@,y) @, y)
litn = D) VI k.. ¥ 03
uw @, YY) w(@, y) d(u, r)
0 @5 y) v @,y d@ y)
i e e (O 2 ooy
u (@, ¥) @, ¥) d (u,]0)
o2’y v (@, ) d (z, y)
lim o @ y) _ @y
w (@, ) wy @, y) | d(u, v)
v @ y") v @, y") | d (@, y)

Setzen wir in diesen Grenzwerten z = u(x, y), »=v(xr, ), so
verwandeln sie sich in Funktionen von p,y, die wir der Reihe
nach mit :

; @Y, w9, %@y, b Y)
bezeichnen wollen. :

Diese Funktionen sind offenbar in ) stetig. - Denn wir haben
sie aus’ Funktionen von z, y erhalten, die in Q stetig sind, und =z, y
sind in £ stetige Funktmnen yon &, .

Die Funktionen wu,, u,, v, v, haben folgende Eigenschaft.
Wenn man den Punkt (4§, y+1) derart in £ variieren 1iBt, daB

lim § = lim f = 0
wird,! so ergibt sich

. h—uh—ut
Mt d e ()
e T ] ’
s E=uh—np b
lim S T =0,

s ist niimlich
h= (1, + &b+ (u; + &),
k= (0, +n)§ + (v, + n,)¢
und
lim ¢, = lim s, = lim , = lim #, = 0.

Wenn (, y) ein innerer Punkt von &) ist, so konnen wir I; oder f
glelch Null setzen. Dann finden wir

! Nimmt man in @ eine Folge von Punkten, die von (v, y) verschieden
sind, aber nach (z,y) konvergieren, so sind ihre Bildpunkte wan (r, ) ver-
schieden und konvergieren nach (r, ). :

Kowarkwskr, Determinanten 20
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i

i gu
M= -('-1—1 . 3 ‘a‘l}‘ B
50 daB
d, v) _ S L ) B C T R
G RO vy (e g) LR TEGE
d (T, u), : d(x, y)

1st, also sicher von Null verschicden,

Konstruieren wir um (x, ) als Mittelpunkt ein Quadrat, dessen
Seiten parallel zu den Achsen sind und das nur Punkte von £ eut-
hilt, so erfiillen 1, b in diesem Quadrat genau dieselben Bedingungen,
die wir am Anfang dieses Paragraphen den Funktionen w. v auf.
erlegten,

Wir kiénnen also sicher sein, dab dem Punkt (y, ) ein innerer
Punkt von © entspricht.

Frither sahen wir, dafl die Bildpunkte der inneren Punkte von
@ innere Punkte von & sind. Jetat wissen wir, da anch-umgekehri
jedem inneéren Punkt von £) ein innerer Punkt von @ entspricht.

$ 127, Der Rang der Funltionalmatrix.
Die m Funktionen
u, (;‘J:t s D e U, f_:r]_, S Tarey mﬂ]
mogen in dem Beveich!?
(1) g sl ol g S ST
stetige erste Ableitungen haben.
An jeder Stelle des Bereichs (1) wird die Funktionalmatrix

Fu, Oy 8 uy

E o

Gty 0wy 0 u,
©) Ty

Othy Othw ... Oty
dw ‘B o,

einen bestimmten Rang bhaben (vgl. § 28). Dieser Rang braucht
nicht an allen Stellen des Bereichs der gleiche zu sein. So hat
z. B. die Funktionalmatrix von

AR A

.1'“1 < bg, caay Uy < bal'
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wenn alle 2 von Null verschieden sind, den Rang n. Wenn dagegen
p von den w verschwinden, hat sie nur den Rang » — p.

Wir wollen nun den hdchsten Rang, den die Matrix (2) in
dem Bereich (1) annimmt, als ihren Rang in (1) bezeichnen.  Eine
Stelle #,, #;, ..., z,, wo dieser hdchste Rang nicht eintritt, soll
eine singulidre Stelle von (1) heiBen.

‘Wenn der Rang von (2) in (1) gleich Null ist, so sind alle Ab-
leitungen O u/0a gleich Null. Daraus folgt, daB slle u Kon-
stanten sind.

Was bedeutet es nun, wenn der Rang ven (2) in (1) gleich p
ist (p > L}p

Die singuliren Stallen in (1) bilden eine abgeschiossene Menge.
Denn jede H#ufungsstelle von Stellen, an denen der Rang von (2)
kleiner als p ist, muB wegen der Stetigkeit der 6u/dz wieder eine
solche Stelle sein. Daraus ist zu entnehmen, daB im Innern® von (1)
nichtsinguliire Stellen vorhanden sind.

@ ©,% « .., z,° sei eine nichtsinguliire Stelle im Innern von (1).
Dann gibt es also in der Matrix (1) eine p-reihige Determinante, die
an der Stelle #°% #,% ..., z,° einen von Null verschiedenen Wert
hat. Wir kbnnen durch passende Numerierung der = und der u
bewirken, daB gerade

du,  duy 8 u,
ooy dT,
Ouy Ouy  Ouy

dz, &= 8z, i"D(a"p Tgy o ony Zy)

8 %, Bu, 3u,
dx Oz o'z,

eine solche Determinante ist.
Die n Funktionen

TR e RS
die wir der Reihe nach mit
By Bay 1y Uy

bezeichnen wollen, haben an der Stelle %% #,% ..., z eine von
Null verschiedene Funktionaldeterminante. Es ist nsmhc.h
! Das Intial;s von (1) ist definiext durech die Ungleichungen

Ay < & < By oooy By < X < By

Jeder Punkt von (1) ist eine Hiufangsstelle von inngren Punkien.
Azot
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T Quy . dug |

32, 9z, 0y 5o |
W) Oty [, Oty Ouy ... OUp
.dTiE”‘. x,,} = 65‘51 oz, 6Tp+1 t'i‘x,,

0 0 Tesmm e

0 07 DX QW Rikig

d. h.
d(”lr'--v"n}

T i) o G e Tk

Auf die Funktionen v, Vys s vy Uy lassen sich nun die Be-
trachtungen anwenden, die wir in § 126 fir » = 2 durchgefihrt
haben.

Man konstruiert um 2% .1;2", .0y 30 cin Gebiet

Q@ 4°—0=0,=3°+96,...,8°— 0=z, =2°47,

das in (1) enthalten ist und zudem folgende Kigenschaft hat,
Wie man auch die Stellen

2", @0, . 0 (vp=1,2,...,, 1)
in¢ () withlen mag, immer ist die Determinante?®
( M (M p D
1:11(1,...,9::“)...11“(,.*5‘1,...,‘(:njl
. () LF11] e (0
V1 @ ooy @) i v, (Y .0y 2

von Null verschieden.
Dem Gebiet @ entspricht vermoge der Gleichungen
L=, .., ) . =0v,... )
ein (ebiet D, und zwar gehdren zu verschiedenen Punkten? yon
Q verschiedene Punkte von £, so daB «,#,, ... z, Funktionen
YOD L€ Loy ooy L, A0 &) sind:
T = (El! ey En) sgveyy &, = {El' sy En)'
Den inneren Punkten von (), d. h. den Punkten, die den Un-
gleichungen _
75— 0< <5+ 0, 4,2 —0<2 <+ d
geniigen, entsprechen innere Punkte von £, und damit sind dic
inneren Punkte von £ erschopft.

/

! p,, ist die Ableitung von #, nach z,.
¢ ,Punkt” ist wie ,Stelle“ ein geometrischer Ausdruck fir ,,Wertsystem*,
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Insbesondere ist 1,° ,°% ..., £, der Bildpunkt von #,%2.° ...,z
ein innerer Punkt von £. KEs liBt sich also um .9 1% ..., % ein
Gebiet

(D’) 210"“5%1-:1%210‘;‘5_3 ---:E,.o—b‘é&.é'&,o-kﬁ

konstruieren, das nur Punkte von £ enthilt.

Die Funktionen v haben in £)' stetige erste Ablaxtuugen wie
ebenfalls aus § 126 zu ersehen ist.

Uy, Uy, ..y U, lassen sich nun als Funktionen von r,, gz, S L
in £ a,uffa.ssen und zwar ist

u _u (B z]_! 2eanas y Iﬂ)r ] bn{.l-p FAmiley 2,.))
(=0 i)
Uy, Uy, ooy %, Sind beziiglich gleich g, x,, ..., ¥, Aber auch aus

den ibrigen w, wenn es deren gibt, falleny, ., ..., r, ganz heraus.
Um dies zu erkennen, bemerke man, daf fir s > p

du, 6w | |8m O
d 0z, ar e o0 0

: e e
bup . Owy || 0w om | = =g
e ol g Ny Mg ol 9%
Bu  Ou Ox 0w 8w, . 0w du
9w, dm, GRS dz ar dxp GR

ist (vgl. § 81). Da n#imlich die Ableitungen du/dz in Q stetig
sind und die Ableitungen @z /dy in £ uberall existieren, so sind
alle Bedingungen erfiillt, unter denen man in der Differential-
rechnung die Formel

beweist.

Andererseits ist das obige Matrizenprodukt gleich dem innern
Produkt der (p - 1)}reihigen Determinanten der beiden Matrizen
(vgl. § 84). Da pun die Funktionalmatrix (2) den Rang p hat, so
verschwinden in der einen Matrix alle (p 4 1j-reihigen Deter-
minanten. Das Produkt wird also gleich Null, uhd man hat

ETR
ar.
Dies gilt fiir das ganze Gebiet £, und man sicht hieraus, daB u,,

Uy, ...y %, bei festgehaltenen r,, z,, .., x, Konstanten sind.

= 0. (r=p+1,...,m; s=p41,..,9%)
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Wir konnen also, ohne daB die u sich éndern, p, . ..., 1,
durch y}.q, ..., 12 ersetzen, Dadurch erbalten wir

= “r (bl (El’ e} }:,u! I}E:‘Hi W g:h\- LR ) D_“ Exls Lincey I{u Ipu+15 CRCRCH 13))
=0, L1y o0 L) (r=p+1,..,m)
Da nun
Uy = Lyy Uy =Ygy ooy Uy, =0
ist, so bestehen folgende Relationen:

Uy oy B) =@, (g (o B Uyl e 3y).
r=pAa4 1, .5 m
Sie gelten fiir alle Punkte «,, x,, ..., z,; deren Bildpunkte in
£ liegen. Bezeichnen wir den Inbegrifl’ dieser Punkte 2, a,, ..., «,
mit Q’, so ist #% 2% .., 2 ein innerer Punkt von @', weil 3%
%% ..y T,° ein innerer Punkt von LV ist.:
Bei passender Wahl der positiven Zahl o” gelten also die obigen

Relationen in dem ganzen Gebiet, das durch die Ungleichungen
99 =1, ‘_{"'—_E:I:lo derd ity ) — 0 = “ﬁ';n““ + 0

o

definiert ist. Die Funktionen ¢, (u,, ..., #,) haben in dem Bereich

g 2l O . i - (o O 12t
a2 % ke 0 TS = % L ke

(2.0 D=y =y (0 0y
w, (% . 2)—e=u,=u 0 .. 80 Fe

stetige erste Ableitungen. Dies kaun man daraus entnehmen, dafi

Peltys o Tp)
=, (1)1 {215 e Lpy Eg-Hs sless l‘:‘;).s L) bu(l.u sy Ly Eﬁ-!-lr il :la?;'\

-

ist. _
In einer gewissen Umgebung von o,° 2% ... «,° sind also
u

oy oo st

Funktionen von

Upy Uyy ooy Uy

Dagegen ist unter den Funktionen u,, u,, ..., u, keine eine Funktion
der iibrigen. Denn sonst hiitten wir eine Relation zwischen den
unabhiingigen Veriinderlichen g, ..., z,.

Wir konnen unser Resultat in folgendem Satz aussprechen:

ty @y <ay ), oony u, (2, - x,) mbgen in der Umgebung? von
x,% ..., «0 stetige erste Ableitungen besitzen und die Funktional-

! yIn der Umgebung von 2% ..., 2,° bedeutet ,in einem passend ge-
withlten Bereich 4,° — 0=, =2°+ 4§, ..., 0~ d=a, =2+ 44 (§>0)
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matrix habe sowohl an der Stelle «,°% ..., % als auch in ihrer
Umgebung den Rang p. :

Dann lassen sich in der Umgebung von «° ..., #,° m — p von
den % als Funktionen der p ibrigen ausdriicken, dle ihrerseits durch
keine Relation verbunden sind: | .

Ks gibt, wie man kurz sagt, in der Umgebung von &% ..., 2.°
unter den Funktionen » genau p unabhiingige.

Der Rang der Funktionalmatrix ist also gleich der Anzahl der
unabhiingigen Funktionen.

Die notwendige und hinreichende Bedmgung fiir die Unn.b-
hingigkeit der m Funktionen » in der Umgebung von #° ... z.°
besteht darin, daf die Funktionalmatrix an der Stelle ;rl“, e :r,f
den Rang m hat. Im Halle m = n sind also die Funktionen « dann
und nur dann in der Umgebung von z,% ..., ©,° unabhiingig, wenn
die Funktionaldeterminante an der Stelle z,° ..., 2° von Null ver-
schieden ist.

Man darf nicht auBler acht lassen, daB «,° ..., 2,° eine nicht-
singulia'.re Stelle ist, daB also die Funktionalmatrix in der Umngebung

von #,°% ..., «,° nirgends von ht')herem Range wird als an dieser
Stelle selbst.
Wenn 29 ... 2.0 eine mngulare Stelle ist, sv sind die letzten

Siitze iber dle Unabhii.nglgkelt der w nicht richtig. Z. B. sind ?
und y in der Umgebung von x =0, y =0 durch keine Relation
verbunden und doch ist an dieser Stelle die Funktionaldeterminante
gleich Null. = In diesem Fall ist aber die Stelle 0, 0 singulir. Die
Funktionaldeterminante verschwindet nimlich nur fir x = 0.

§ 128. Die Funktionaldeterminanten inverser Funktionssysteme.

Uy (@ einy @)y oy %, (&, ooy @) mogen in der Umgebung von
«% ..., x,° stetige erste Ableitungen baben. AuBerdem gei
(U, 0y Un) .
@y, ey 1)
- an der Stelle % ..., #,° von Null verschieden.
Setzen wir
‘;1 =u1(w1’ sy xﬁi’ S Iﬂ:uﬁ(xl, Ll xg)
und

Ilo m ¥y (.xlo, sy ‘L'na)ﬁ vy Enn = ("‘510: rie ey :6“_0),
so sind (vgl. § 127) in der. Umgebung von % ..., p,° die z Fubk-
tionen der g '

Ty =“1(E1.- soey Ly =0y f‘n=uﬂ@1! : En)'
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Diese Funktionen u haben in der Umgebung von 9 ..., 1°
stetige erste Ableitungen.
Man nennt u,, ..., u, das zu w, ..., %, inverse Funktions-

system. Offenbar ist auch w, ..., u, zu u,, .-, u, invers.
Wir kinnen, da
L= (uj (En R En)a Lkt un(&: Yy En))
ist r =1, 2, ..., m), die y als znsammengesetzte Funktionen be-

trachten und den Multtphkatmnssatz aus § 123 &nwenden Danach
haben wir in der Umgebung von 1% ..., 1,°

d(rlt"n }n) i d(;,']r---v ,n) p d(ﬁn"-'?w_nl_

ALy, - o 2n) By ooy Ta) ALy ee 0 L)

Nun ist aber

sasc ]
Aty o le) (==l sl Ly
a (X oo In) Aere Erartly /
0l

mithin
L (ks - o In) - 2 d(wu---uxu)_
d@yy o0y @) Ay eI
Das Produkt aus den Funktionaldeterminanten der 1
nach den = und der » nach den p ist also gleich 1.
Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes, daB inverse Funk-
tionen Ableitungen mit dem Produkt 1 haben.

€ 129. Implizite Funktionen.

) (@yy Byy ey 2,), “ﬁz (@) 2y ceny xn)r vony Uy (@, %y, .00 @,) mbgen
in der Umgebung von z,°% .9 ..., 2,9 stetige erste Ableitungen haben.

Die Funktionalmatrix der u sei an der Stolle R i
vom Rapnge p. Endlich sei :

U @% %%y 2)=0,.. ., u'p(xlo’ 2,% <oy ,%) = 0.
Wir wollen die z so numeriert annehmen, daB an der Stelle
%% «,%...,x,° gorade
_‘_i(uh ﬂ” il L) up)
i) 2y o )
einen von Null verschiedenen Wert hat.
Dann ist an dieser Stelle auch
- G351~ Hhpy Wy s+ vop k)
i R HEee

ungleich Null.
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 Bei passender Wahl der positiven Zahl & orduen die Gleichungen

4 = U (xp Loy »ony z,),
L, = w3y, %y, o0 2,)
Lpt1 = Ppyys
L =,
verschiedenen Punkten des Gebiets
(@) 7'—d=a=2"+0,..,8°~0=0,=2"+4d
stets verschiedene Bildpunkte g,, ¥,,..., £, zu, und unter ihnen ist
0,...,0, @pi1, .. 25, der Bildpunkt von % «,°% ..., % ein innerer
Punkt (vgl. § 127). Es liBit sich also um ihn ein Gebiet
() ol o L g e s
Bl =0 = pp a0, e w0 O =t

konstruieren, 80 daB jeder Punkt von £ der Bildpunkt eines und
nur eines Punktes von @ oder, genauer gesagt, von
(@) 2’ -0=n=0"+d,..,2-0=a, =2+,
xI’n+1 — 0 .-é Lp+1 é mﬁ%-l 4 0\’! N xno o 20 -ré Ty % xﬂﬂ S J’!
denn es ist ja
Byt = Lpary - vey B =T
Insbesondere wird daher jeder Punkt
0: 03 CrL ) 0! xp+11 ok M I Zn-‘
der den Bedingungen
Tyl ™ 0= Ip41 = py1 + o iy 93,,0 -0 = &= xﬂt’l Hero:
geniigt, der Bildpunkt eines und nur eines Punktes von Q° sein.

Dies 1aBt sich auch in folgender Weise ausdriicken:

Wighlt man @, ,, ..., @, so, daB die Ungleichungen

B Bu—0=guSau+d,..,5'—-0=5=2"°4+0
erfullt sind, so gibt es ein und nur ein Wertsystem @, ..., z,, das
den Ungleichungen
: 2’ — 0=, =2°+0, .., —0=a,5240
gentigt und dic Gleichungen

U (T By o vy @) =05 o0y u (T, By il 2) =0

befriedigt.
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Man kann also «, =,,.
betrachten:

Ty =@ @y pyyeeny By o

.+, #, als Fupktionen von «

o By = (T, gy

o411 o B,

Wil

Diese Funktionen sind in. dem Bereich B durch die beiden
Eigenschaften charakterisiert, daB sie erstens die Gleichungen

Uy (Frsto Cpy Tpgpr oo T =0y ooy (s oy Py, gyt 2) =0
erfilllen und zweitens den Ungleichungen
zlu—a.f?:ql%mlu—l_ a‘) 2203 3P0_5§@p5m90+5
geniigen.
Wegen der Art, wie sie gegeben sind, nennt man «y, x,,..., &,

implizite Funktionen von =, ., .., 2,.

Aus § 127 ist zu entnehmen, daB ¢,, ¢,,..., ¢, in dem Bereich B

stetige erste Ablcitungen haben.
Um die Differentiale ¢,, ¢,, .
die Gleichungen

9 u

coy P, 2 berechnen, benutzt man

du : é‘ar
f3“1=‘g‘5;d-"’1+"'+' +é:u d'z:ﬁ_'_l—}- + ‘d =105
i a ol '
dug = —él:i— (l:}'}l -I— aee + “! d 1‘ + ﬂ'g P'H- ‘I” + 'ﬂ n"dﬂ’}n = U:
ou 61: : au,, du,
dupz g--—a‘. + et 0’-’0: dez "f' d“cyq—l"l" "é?: d:}?“= 0.
Da in (Q) '
d (g, Ugy - .oy Up) 0
d (&, Tyy o ooy Xp) :!:

ist, 80 lassen sich aus den obigen (leichungen nach der CrAMER-

schen Regel (vgl. § 22) dz, du,...,

d-xp berechnen.
das Resultat in Determinantenform schreiben,

Man kann
wenn man die

Gleichungen
du, =0, du, = 0, y duy, =0,
hdz + ...+ 24,dz, —dlyo +...hx)=0
als lineare homogene Gleichungen fiir
; dxy, dag, ..., dmp? 1 .
auffasst und Satz 16 aus § 22 anwendet. Danach ist
 duy 0w GETH ; 61;, ;
e o 6a:,+1d2'3’+1+" e
1 5 = & 2 2 o ey 0
du, - du, ity 1o 6:& :
EEA dx, !’ éx,:,dx?'“"i-"'—l— da:: a2,
A .- Ay, — g + ..+ A,2,)
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§ 180. Minoren einer Funkiionaldeterminante.

Um das algebraische Komplement von ¢, [0z, in der Funktional-

determinante
duy dw, Gy

diai ooy, 0w,
duy, 0O, d o,

R T ) = e S A
S L) ox, 0w, o @y

R D)

d Uy r? Uy oy,

dx, o0z, dx,

zu erhalten, miissen wir in der »** Zeile 6 u,/0 =, durch 1 und alle
andern Elemente durch Null ersetzen.
Dies findet von selbst statt, wenn wir «_ durch z, ersetzen.
Das gesuchte algebraische Komplement ist also gleich
d(tgy ooy Urqy Ty Urgts ooy Ui '
o B e S e s

(LS

Man kann zu diesem Resultat auch in folgender Weise gelangen.
Streicht man in der FHunktionaldeterminante dieé »* Zeile und dic
s ' Spalte, so bleibt

ity A ity 5 )
d (wy, « c0 Breny Lopry oy 2,)

iibrig. Diese Determinante ist aber gleich

d (s Uy ey Urgy Urgpry oo n i) <
(@) Byy ooy Bl yy Dogqy -y &)

Denn die erste Zeile dieser neuen Funktionaldeterminante lautet
1, 0, ..., 0 und das Komplement von 1 ist gerade die frithere
Determinante.

Nun ergibt sich aber durch Vertauschung der ersten Zeile mit
den » —-1 folgenden

O e R L e T L (—1y-1 Aty <oy Uroyy Doy Wesgy oo vy )
A&y Byyeeny By_3y Togyy ooy a:,,}_ @y Tyy v ooy Byogy Tygyy oo 0y Tu)

und hieraus durch Vertauschung der ersten Spalte mit den s — 1
folgenden:

AUy ooy Yrogy Ty Uiy = o ey Un) | = (—1y-1 d{”'u--o) Uy _y\ Ty Upyy ooy Un)
(oL A 0 ey ey ey R PR S R )

Man hat also ]

d (@ gy = sy Ur_1y Urgyy oo 0y Uy) it (__ 1)1'-{- g Gy ooy Up_gy By Urgry » oy M) 5
@,y gy wioiny el 1y Baliy oot} ) dlwy, S LRI
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Das algebraische Komplement gewinnt man nun durch Multi-
plikation des Komplements mit (— 1)+,

Auch das algebraische Komplement eine§ beliebigen Minors der
Funktionaldeterminante 1aBt sich als n-reihige Funktionaldetermi-
nante schreiben. Soll z. B. das algebraische Kowplement von

du, du, & du,
6z, 0=, dw,,
du, du, du,
aEyien 0w,
Rl Y
iz, 0w, oz,

gefunden Werden (et 7, § <8 < ... 8), 80 ersetze
chiliegy aty; wisy 2hs)
By, Tgy o vy Ty)

durch =, ,

man in der Funktionaldeterminaute

u,,
%, durch =z,
U, durch =, o

Dabei wird in der r, *» Zeile du, [dx, = 1 und alles iibrige gleich
Null, in der r,'*® Zeile du,, /dx, =1 und alles ibrige gleich Null,
.+ in der 7 ¥ Zeile du,,/dz,, = 1 und alles iibrige gleich Null,
Entwickelt man nach den Zeilen 7, 7,,..., 7, (vgl. § 19), so kommt
als einziges Glied gerade das gesuchte algebraische Komplement
heraus. Dieses ist also gleich

d(tyy - s L D e L e e g 'l} :
R A R e R SR SRS SR AT e i e
Man kaon auch in diesem Kalle von der Berechnung des Kom-
d (2, g 0oy Uy)

plements ausgehen. Das Komplement ergibt sich aus T

durch Str_eic:,hung der Zeilen r,, r,, ..., 7, und der Spalten s, s,, ..., 5,
ist also gleich
Aty ooy Ty gy Yy yqs con Uy s Uy, i1y oo Uy)

d (g o0y Ty Loy 2 urs Byynqs Byopqy o0 @,)

Diese Determinante 148t sich aber auch #-reihig schreiben:

Ay ooy Byy Uy ovey U gy Uy gy ooy U gy Uppgyy oy Ty

d(x"‘. e oy Ly ooy By gy By gy vony Dy gy By u1s ey :ztn)
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Vertauscht man die p* Zeile mit den », — » folgenden, darauf die
(p — 1)* Zeile mit den r,_, — (p — 1) folgenden usw., schlieBlich die
erste Zeile mit den » — 1 folgenden, so ergibt sich

£(u -k) d(u,, iy “rl—w a:, Uy g1 oo g1y Dy Yy g1y e u,)

(=) =

gy to 0t Dapr Biy vey Ty 9y By gy v e Tyt By b1 t0 7, )

Vertauscht man jetzt noch die p'* Spalte mit den 8, —P folgenden,
darauf die (p —1)* Spalte mit den s, , —(p — 1) folgenden usw.,
schlieBlich die erste Spalte mit den s, — 1 folgenden, so erbilt man
i ; (rta) AUy 0oy 4, =10 Ty Yp g1y 2oy , 1y Bypp Yy g1s <41 %)
T T, e iRy
Das algebraische Komplement ﬁndet man durch Multlphka.tmn mit
(vgl. § 18)

(__l)é("r‘"x)_

)y Oy +. 0, 861 eine Permutation von s, s,, ..., s, und ent-

stehe aus s, s;,..., 8, durch @ Vertauschungen je zweier s. Dann
komm¢t in dem Minor

Aty UYpyonn U,
d(x,l, Lyyvon x,p)
das Glied
d u, Buﬂ! S 6‘urp
8:\';01 dw, 3“.1,
mit dem Faktor (—1)2 vor. In der Funktionaldeterminante
: du, Ou du :
.?‘M wird daher ——T. "e ... __'2 mit
¥ (.!“.7” Loy vy .',U,,) axal a.’l’?ol 6'$'0p
(—1)7 a(wy, ..., 1 ‘“s,"“r R “r,,—v :c,._p, N R %,)
! e e g T )

multipliziert sein. Durch « Vertauschungen je zweier Zeilen ent-
steht hieraus :

a (%, ooy Up 1 xa,, Y 1p i u‘_p_l, xa”, Uy 1y oo u“)
R e 5 e e ,::,.)
Dies 1aBt sich auch dlrekt elkenuen Man erhiilt den Faktor,
r du_ du %, S, : g
mit dem — ™ ... __T multipliziert ist, indem man u, durch
¢, d_a:q?_ 6.10”
&g,y Uy, durch w,, ... w, durchz,, ersetzt. Dabei werden nimlich
S ; - : 0w, du du,
alle Determinantenglieder, in denen nicht —" " ... .. ept-
: : oz, dx, dz,,

du, ou, du

halten ist, gleich Null, und ) ﬁ: o _6_:5;3:: selbst wird gleich 1.

gy
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& 131. Eine Eigenschait der Reziproken einer Funktional-
determinante.

Das algebraische Komplement von du [0, in der Funktional-
determinante
d (g, gy - » .y Us) LT

d{zls 9-.‘:} oAt xﬂ)
sei U . Dapn ist
U U e U“
Un 2 * Uzn I|
i s g

die Reziproke der Funktmnaldetermmante.

Wir wollen itber diese reziproke Determinante folgenden Satz
beweisen:

Differentiiert man die Elemente einer Zeile, also

2
Uas Ungs « o0 Uy

bezfiglich nach #,, a,,...,2,, 8o ist die Summe dieser Ahle:tungen
gleich Naull, d. h. es lst

a0, ol U
® ¥ g

U,, setzt sich aus gewissen Ableitungen Ow,/0z, zusammen,
und zwar aus allen, bei denen g von » und ¢ von s verschieden ist.
Ks wird also nach dar Regel fur die Differentiation zusammen-
gesetzter Funktionen :

(&u
/ 8 4
aa-u? aUn 3 amw)_
dz, ﬂa(éu&,) 0,
dz,

; .
- evu,/o (—a—:i) ist nichts anderes als der Faktor, mit dem

Ouy[0z, in U, auftritt. T, ist aber der Faktor von O0u_[@, in U,

w, 0
also 0 U /5( ) der Faktor von — a"’ ];;- in U, Wir wollen ihn

mit U,, bezeichnen. Dann kﬁnnen wir schreiben

L x4 -
a "u

&6o a0

N E T T
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und die Summe (1) lavtet.
Er

U . loskr, ots
- :2-‘: e éa: d:r e )
Wenn nun, wie gewohnlich,
__“i?.!.fg_,; o as_,_&”
: du, dw, a,t- gz,
ist, so wird _ .
2 L S
L o T
Denn man hat
T el
weil
' du, du au, du
AR A T ) Rt £
oz, o, dz, 0w,

“in U beide mit demselben Faktor multipliziert eind (vel. § 130}
Die Glieder der Summe (2) heben sich also paarweize fort. Danut
ist die Gleichung (1) bewiesen,

Wir wollen der Beweis fiir den Fall ¢y =1 in einer andern
Form wiederholen. Nach § 180 ist

= _"f’f"_?’ﬂ_*__--__’f*}

A0 Al i w)i! A
also nach der Regel 'Iltr die ])1ﬁ’¢amntmtmn zusammengesetzter
Funkiionen

___Q_';_{;_t . E_d(&:‘“ BLN 40y “.ﬂ..ts -r'h “pq.n LE i ] “’ft) -, a‘”ﬂ_‘_—_.

o) v L Dn)
(p=2 ..,m t=1,2, ..., n
Wir konnen den. Weért ¢ = s mitnehmen, weil die zugehérigen Glieder
doch verschwinden.

Bilden wir nun

< al, ) U (iay Uy vovy Bp gy Tyy Wppqy ooes W) 81U,
= dx, d gl g e R SR R B
J(p=mi2; cisong st 1 20000 )

und beachten, daB

d(“’n Hpy ooy Uy oy Ty ”}!-Hr cony %)
o A R R T T e

(@, Mgy ooy Up_yy Tey Uppyy o ooy Uy)

dimst AR <l )
ist 2o ergibt sich im Falle ('i’u}(?x,aw =0%u/0z,0x, (5,{=1,2,..,n)
LAY

de,
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Filnfzehntes Kapitel.

Wronskische und Gramsche Determinanten.

& f32. Lineare Abhiingigkeit von Funktionen einer reellen
Verinderlichen.

f, (@), f,@), ..., f,(x) seien m reelle Funktionen in dem Inter-
vall (a, b). :

Man sagt von diesen Funktionen, daB sie linear abhingig
sind, wenn sich m Konstanten ¢,, ¢,, ..., ¢, so wihlen lassen, daB
in dem ganzen Intervall (a, b) die Gleichung

ofi @+ ofy@ .. +e,f,@)=0

gilt, ohne daB alle ¢ verschwinden. Andernfalls heifien die Funktionen
linear unabhingig. Es handelt sich hier um einen ihnlichen
Begriff wie in § 24. :

Wir stellen uns die Aufgabe, ein Kriterium fiir die lineare
Unabhingigkeit zu suchen, und zwar beschrinken wir uns dabei
auf stetige Funktionen. -

§ 133. Inneres Produkt von zw_ei reellen Funktionen.

[ (@), g(z) seien reelle Funktionen, die in dem Intervall (g, 3)
integrierbar sind.! Als inneres Produkt dieser beiden Funktionen
definieren wir das Integral

: f @) 9(@) de.

Wir bezeichnen dieses Produkt mit (f g).

Das innere Produkt zweier Funktionen und das innere Produkt
zweier Wertsysteme z,, ,, ..., », und y,, %, ..., y, (vgl. § 80)
sind zwei verwandte Begrifie. :

Wenn (fg) = 0 ist, so sagen wir, daB f und g zueinander ortho-
gonal sind. :

! Vgl. meine ,,Grundziige der Infinitesimalrechnung®, 8. 208.
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& 134. Gramsches Kriterium fiir reelle stetige Funktionen.
Wir wissen, daB m Wertsysteme

SR e et
(1) Lg1al Zasnsiveian Loy

Tm1) Tmgr ¢o0s Tyg

dann und nur dann linear unabhiingig sind, wenn ihre Matrix den
Rang om hat.

Nun ist das Produkt dieser Matrix mit sich selbst (vgl. § 31)
gleich der Quadratsumme ihrer m-reihigen Determinanten (vgl. § 84).
Wenn also die Wertsysteme (1) reell sind, so gibt uns jenes
Produkt ein Mittel, um die lineare Unabhingigkeit festzustellen.

Die reellen Wertsysteme (1) gind dann und nur dann linear
unabhiingig, wenn

Ty Ty e By | (@ %) @ ) - .. (@ 2,)

Tyy By oo Ty || _ @ 3) @ 3) ... (2 zm)
xml xm}! e xmu (xmzl) Em x‘}) xmmm)

positiv ist,

Wir wollen diese Determinante die Determinante der
inneren Produkte nennen oder die Gramsche Determinante der
Wertsysteme (1),

Die Determinante der inneren Produkte von m reellen
Wertsystemen ist also positiv, solange die Wertsysteme
linear unabhiingig sind, und verachwmrlet wenn sie linear
abhingig sind.

Auf Grund von & 182 und § 183 kann man vermuten, daB
liber die lineare Unabhiingigkeit von reellen stetlgen Funktionen
folgendes Theorem gelten wird: :

Die Determinante der inneren Produkte von m reellen
stetigen Funktionen

(2) ;"-1(33)! ﬁg{m}l ey fm{x) (aé:céb)

ist positiv, solange die Funktionen linear unabhingig sind,
und verschwindet, wenn sie linear abhingig sind.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die lineare
Unabhiingigkeit der reellen stetigen Funktionen (2) lautet also

Kowatgwskr, Determinanten 21
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VARG e 7
(f.! fi} (fa f*) (fz fm) > 0.

(fmf"l) (fmf,’) e Umafﬂlj
Diey ist das Gunamsche Kriterium.

Um das Kriterium zu beweisen, wollen
Determinante i

wit die Gramsclie

- (hy F)
. {'f.j fm:‘

(hh)hh) -
RORIIEAR

G:

Jl JAfmrj.) (fm fl) Lo [:fm f;'u}
mit der Determinante

Oy Togieiooy o

{= | %1 Byt

2n

73 2

g’ml m3° " Tam

multiplizieren, die reelle Elemente bat und ungleich Null ist.

Setzen wir
Po=0 Ay it a g, T
3 Pr=0y hitay [t o, f,
..?'nlz a'mlfl + am‘). r:.’ + . MY + a’mm.fw‘
30 wird

o) ) -
GA= i) O ope) -

(faws) Fatps) - -

In der Tat ist
ﬂ“ {frfl} + @yy (frfs] + i + ﬁ'nn(f;-fn}

(i Pw)
(fy Pu) |

(a9

b ? . b
=a, [fhidot e, [fhido+...+a, [l

b

3 b v
= ff:‘(_aalﬁl + “;:fz + ik’ + annfn)dx mJnfrwkdm = lfr r)r\a}_'

a

Multiplizieren wir G4  noch einmal mit 4, so kommt
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(9 ) (P Fa) - - 91 @)
(4) Gﬁ=%WW%}(%M‘

¢mwﬂ(¢mmﬂ-- (@ P

Die Grassche Determinante der Fuuktionen @ unterscheidet
sich also von der Gramschen Determinante der Funktionen f nur
um den Faktor 42 :

Wenn die Funkfionen f linear abhiingig sind, kdnnen wir
@1y Gygs +-ey 0, Unbeschadet der Bedingung A0 so wihlen, daB
¢, =0 wird, Dann ist aber die Gramsche Determinante der
Funktionen ¢ gleich Null.

Die Gramsche Determinante der f ist demnach Null,

sobald diese Funktionen linear abhiingig sind.
" Es bleibt nur noch zu zeigen, daB sie positiv ist, sobald
die Funktionen f linear unabhiingig sind.

Wenn f, fy, ..., f,, linear unabhingig sind, so ist £, sicher
nicht durchweg gleich Null. Man hat also

z.

(ggy—] f,2dz > 0.

@

Das Integral einer stetigen und nicht negativen Funktion ist
nimlich nur dann gleich Null, wenn die Funktion in dem ganzen
Integrationsintervall verschwindet.

Setzen wir

80 wird
. (g y) = 1.
Es liBt sich nun A so wihlen, daB

(fht+2e, @)={He)+4=0
ist. Man braucht nur '

A=—(f,p)
VA setzen_.

A
fy=1f,+ 4¢, kann nicht in dem ganzen Intervall (a, b) ver-

schwinden. Sonst wiiren die Funktionen f linear abhiingig. Ks ist
daher : '

(%) >0

und, wenn wir
21*
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/\

ol V(J‘; N

_ (pap) =1, (P1)=0.
Jetzt lassen sich 4, u so wiihlen, daB
$ h+dp +op p)=0

satzen,

und
: (G + 2y + p@y, P3) =0
wird. S
‘Diese Gleichungen reduzieren sich nimlich wegen
pp)=1, (P9)=0, (pp)=1
auf

(f300) +4=0, (fp,)+pu=0.
f fs + A, + p@, kanun nicht durchweg Null sein, da die f
linear unabhiingig sind. Daher ist
(K %) >0
und, wenn man
fa
Fei=
V&R
_ (s Fa) = 1, (@5 1) = (5 o) =
So kann man fortfahren.
Man gewinnt ‘auf diese Weise m Funktionen ¢, die sich durch

die f in der Form (1) mit reellen a , ausdriicken und folgende
Relationen erfiillen:

setzt,

(5) '((P‘uq’g]=1} (‘Putpv):o' (F’!{u_":l? 2!"‘!m; |u'§?:"')
Die Formel (4) lautet in diesem Falle '
94‘12 — 1 :

uhd wir ersehen aus ihr, daf @ > 0 ist.

Ein Funktionssystem, das die Bedingungen (5) erfiillt, soll ein
normiertes Orthogonalsystem heien (vgl. den analogen Begriff
in § 116),

Wir haben im obigen die linear unabhiingigen Hunktionen
fis fur =+« [, in ein normiertes Orthogonalsystem verwandelt, und
zwar dadurch, daB wir statt der f reelle lineare Verbindungen ¢
einfithrten. Da wegen G 4% = 1 die Determinante 4 ungleich Null
ist, so lassen sich auch die f als reelle lineare Verbindungen der ¢
schreiben. Zwei solche Funktionensysteme wollen wir hier als
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dquivalent bezeichnen. Daun konnen wir sagen, daB ein System
von m reellen stetigen Funktionen, dessen Gramsche Determinante
positiv ist, mit einem m-gliedrigen normierten Orthogonalsystem
dquivalent ist. Umgekehrt folgt aus einer solchen Aquivalenz, da8
die Gramsche Determinante positiv ist.

& 135. Komponenten einer Funktion in bezug auf m linear
unabhiingige Funktionen. -

fis fas -+ I, Seien in (a, b) reell, stetig und linear unabhingig.
P1y Pus -+ @, Sl ein iiquivalentes normiertes Orthogonalsystem.

Nehmen wir irgend eine Hunktion F, die in (g, b) reell und stetig
ist, so laBt sie sich in zwei Summanden zerlegen, von denen dex
eine sich linear durch die f ausdrilckt, withrend der andere zu allen
f orthogonal ist (d. h. mit jedem / das innere Produkt Null bildet).

Offenbar konnen wir ebensogut sagen, daB der eine Summand
sich linear durch die ¢ ausdriickt, wihrend der andere zu allen ¢
orthogonal ist.

Der eine Summand hat also die Form
-7'10'1 + ?"ﬂ(p}l + i -l- ;'mqlm’
der andre lautet
G=F—ho—bypy—...— 4,9, _
und soll zu allen ¢ orthogonal sein. Es sollen also die Gleichungen

(G o)) = 0, (Grpa) =0,.., (G(Pm) =0
bestehen,

Sie reduzieren sich, da die ¢ ein normlertes Orthogonalsystem

bilden, auf
') =4, =0, (Fep,)~1,=0,..., (Fp,)—4,=0.
Setzt man also
=Ty + ...+ Fp) e, + G,

80 ist @ zu allen ¢ orthogonal, und man hat die gewiinschte Zer-
legung gewonnen.

@ wnd (Fg)g;, + ...+ (Fg,)p, mogen die Komponenten
von F in bezug auf f,, f;, ..., f,, heiBen.

Map kann die Zerlegung von ' auch ohne Zuhilfenahme eines

normierten Orthogonalsystems finden.
Die eine Komponente von F soll die Form

WhF &G+ AL
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haben und die andere
Pl =Ml = = o =G
soll zu den f orthogonal sein. Wir haben also die Gleichungen

=hihi R = ---“lm{f} T il E) e 0

= l: (f».fﬂ b o A (T fon) e ) = 0
— Mty mee= 2 f+ F—G=0.
Das sind m + 1 lineare homogene Gleichungen fiir
sl sehilnlag).
Es mull also (vgl. Satz 16 in § 22)
i)l GF)
8 S i S A o
Umfl) b (fmfm} (fmp)
RS p tir o

sein oder | ;
(ﬂfl}n-(f;f)' (flfl- fl'm)(fl.}.f
= g ubs : )
(f f;) (e ) ’
{fr; o ik
d. h.

Gh) o S (i F)

o il R S R

ol - o (fnfw) (Fn )
G= sl fi i fm r
G h) e (hfw) ]

(fuhi) s (fu fn)
Dies ist die zu f, f;, . . ., f,, orthogonale Komponente von F.
Die andre Komponente lautet '

i) Gfw) (R F)

(Fn D) - (fn fu) i ) |
"'-{l e _‘f. 0
(i h) - (fh f)

......

(fm 1) oo (Fin f)

Wenn G = 0 ist, und auch nur dann, 148t sich ¥ linear durch
die f ausdriicken, und zwar wird es gleich der andern Komponente.
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§ 186. Waoxskische Determinanten.

Die Funktionen f,, £, oS f,, scien im Sinne von § 132 linear
abhiingig, es gebe also m K(}nsmnten Gy Cy» --+y Gy die nicht alle
Null sind und fir a=a=1¥ die Glelchun;,

(1) e, i@ e il i+ ¢, [,l0)=10
erfiillen.
Lassen sich die Funktionen in (g, 3) (m — 1)-mal differenzieren,
so folgt aus (1)
afif @+l @+...+¢,f, [@=0,
AR el @ 4 e, f, @) =0
usw.
Die Konstanten ¢ geniigen also den Gleichungen
oh@+al@+...+e, [, @=0,
2 f;(-.v)+c.,r;’(m)+...+n . (@) =0,

blﬂ f) . bafam D {«f) +. 1— Gmfi{?m V@)= 0,
und zwar in dem ganzen Intervall (u, b). :
Da die ¢ nicht alle. Null gind, so muB fix ¢«=2=05 die
Determinante :
ia T i,
2) AT o

m— .T. hn— ) m—i
| AR
vergchwinden. Man nennt sie die Waonsgrsche Determinante von
fis IETIRT
Das Verschwinden der Wgronskischen Determinante ist zwar
eine notwendige aber keine hinreichende Bedingung fir die
lineare Abhingigkeit in (s, b). Davon kann man sich durch ein
Beigpiel iiberzeugen.
Wir setzen fest, dai
fiir z=0" f =2
fir 20 f(2)=0

sein soll. Herner soll
fir =0 (@) =0,

; fir 20 f(2) =
Sein.
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Nehmen wir nun ein Intervall (¢, ), das die Null umschlieBt
(@< 0<¥), so sind f; und f, in (g, b) differenzierbar und ihre
Wronsgrsche Determinante lautet

fir 2 =0: c ’,
2z 0
¥ |
fii =0:
Pz 0 2z

Sie ist also in dem ganzen Intervall (e, b) gleich Null.
Trotzdem sind die Funktionen f, und f, in (4, ) linear unab-
héngig. Wire nimlich fir a=2=<1b
o fy @+ o,y (@) = 0
so hiitte man insbesondere
e, fi@+ecf@=0, dh ga®=0

o f,®) +0f,® =0, dh ¢b*=0.
Es wire also ¢, = ¢, = 0.

Wenn in dem Intervall (a, ) die Wronsgische Deter-
minante von f, f;, ..., f,.;, nirgends Null ist (m > 1),
wihrend die Wronsgische Determinante von f, f,, ..+ [,
iiberall verschwindet, so sind £, f;, ..., f, linear abhingig,
und zwar ist '

fa=efi+...te,fun- (o6, , Konstanten)
Die Gleichungen
P fh + @1 i el LR B
[3) ‘Plﬂ' ar 992};' +-'-+‘Pm—1fn:— =fﬂ:!

und

P2+ gafim P + P 1f(m D f(mdj

haben, wie man auch z in (a, b) wﬁhlen mag, eine von Null ver-
schiedene Determinante. Diese ist némlich die Wronsgische Deter-
minante von f, f,) «+u fn.y» V0D der wir vorausgesetzt haben, daf
sie in (a, b) nirgends verschwindet.

Durch die Glsichungen (3) sind also ¢, @,, ..., @,_, als
Funktionen von z definiert. Die Cramzursche Regel (§ 22) gestattet,
diese Funktionen anzugeben. Sie sind Briiche mit dem Nenner

iy -_--f..._l‘
e

~9) p(m—2 (m—2
-t e

(4)
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und die Zihler entstehen aus diesem Nenner dadurch, daB man eine
der Kunktionen f, f,, ..., f,,_, durch [ ersetzt.

Da wir von f,, fy, .., [, annehmen, daf sie sich in (a, 3)
. (m— 1)-mal differenzieren lassen, so existieren in (g, b) die Ableitungen
Pr'y Po's ooy P

Die ]4 unkitonen @ erfiillen auBler den Glemhungen (8) auch noch
die Gleichung
(5) it et BRI L Lk g A = R
denn die Determinante (2) ist gleich Null, also die Gleichung (4)
eine Folge der Gleichungen (3).

Differenziert man nun die Gleichungen (3) unter Beobachtung
von (3) und (5), so findet man:

‘Pl’fl e q)g.‘fg e qj;n-lfm-l — 0:
q’l’ﬂ"‘}‘ ‘ngfgf"i' i "Pr:nmlfn:*1 = 0:
O e B G

Die Determinante (4) ist aber von Null verschieden. Daher folgt

o =0, ¢, =0, ..., a1 =0
Die Ableitungen der Funktionen ¢ sind demnach in (a, b) gleich
Null, die Funktionen selbst also Konstanten. Die erste der
Gleichungen (3) sagt dann aus, daB f, eine lineare Kombination
YOR fi, fas +++s [y ist. Die fiibrigen entstehen aus ihr durch
Differentiation.

Wir wollen jetzt annehmen, da.B in der Umgebung von z, je
k + 1 der Funktionen fi, f,, .. f,, €¢ine verschwindende Wronsk1sche
Determinante haben, daB dagegen die Wronskischen Determinanten,
zu denen je i dieser Funktionen Veranlassung geben, an der Stelle
nicht simtlich Null sind (k =m — 1). _

Denken wir uns die f so numeriert, daB gerade f}, f,, ..., f;
an der Stelle #;, eine von Null verschiedene Wronskische Deter-
minante geben, so wird bei passender Wahl von &(> 0) in dem
Intervall (z, — ¢, @, + ¢) die Wronskrsche Determingnte von £, f;,

+++y f, nirgends Null sein,! withrend die von f, 7,, ..., fu f,
(@=%+1, ..., m) tberall verschwindet. Daher ist 7, in (z, — ¢,
¥, + &) eine lineare Kombination von f, f,, ..., f,. Dagegen sind

! Diese Wronskrsche Determinante ist an der Stelle @, stetig, weil die
Funktionen f sich f-mal differenzieren lassen.
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fi» fas ++= I, linear unabhiingig, weil ihre Wronskische Determinante
ungleich Null ist.

Wir sehen, daB in der Umgebung von z, gerade m — & von
den Funktionen f,, fys -++s [, sich als lineare Kombinationen der
fibrigen darstellen lassen.

Die Wronsgische ist spezieller als die Gramsche Methode,
‘weil sie sich auf Funktionen bezieht, die eine gewisse Anzahl von
Malen differenzierbar sind, wihrend die Gramsche Methode nur die
Stetigkeit fordert.

Bei der Wgronskischen Methode brauchen die Funktionen
fis fyy +++s [, micht reell zu sein, wahrend wir uns bei der GraM-
schen Methode aunf reelle F'unktionen heschriinkt haben. Von dieser
Beschriinkung konnen wir uns aber, wig jetzt noch gezeigt werden
soll, befreien.

§ 137. Gramsches Kriterium fiir komplexe stetige Funktionen
einer reecllen Veriinderlichen.

f{z) sei eine komplexe Funktion von z, die in («, b) stetig ist.
Hs sei also ;
: [(@) = @ @) + iy (),
und @, o seien reelle stetige Funktionen.
Mit f(x) wollen wir immer dJe zu [ konjugierte Funktion be-
zeichnen:
f{a) = ¢ (@) — i ().
Wenn zwei komplexe stetige Funktionen in (g, b) vomegen, 80
bezeichnen wir

f flo)9@ds mit (fg),

wie wenn [ und j reell wiren. :
Nun lautet das Gramsche Kriterium folgendermaBen:
m komplexe stetige Funktionen in (a, &

- L@, @) .. fu@)
sind dann und anur dann hnear abhéngig, wenn die Deter-
minante

X (ﬂﬂ(flfz---(f:fm)

fmﬁ) (.f f; ‘ (ff

verschwindet.
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Der eine Teil des Satzes ist sehr leicht zu beweisen. Ist z B.
A A SR R N
so bekommt die Determinante (1), wenn man die mil ¢. ..., ¢
multiplizierten m — 1 ersten Zeilen von der letzten subtrahiert, in
der letzten Zeile lguter Nullen.

Den-andern Teil des Satzes erledigen .wir durch ein dhnliches
Verfahren wie in § 134. Dabei brauchen wir eine Verallgememerung
des Begriffs der Orthogonalitiit.

Wir nennen f und g zueinander orthogonal, wenn’

(fg)=10
ist. Dann, ist offenbar auch
(7g) = 0.
Sind nun die stetigen Funktionen f,, f;, ..., fi in (@, 8) linear

unabhiingig, so ist sicher
(h R) >0,
weil sonst in dem ganzen Intervall (g, b)

f,=0
wire,’ was der linearen Unabhiingigkeit der f wxdempncbt.
Setzen wir
Ly 1
_ UATEAaL
80 wird

('?:'1 ¢1) i
Jetzt 1aBt sich A so wiihlen, daB
W, =f + Aoy
zn ¢, orthogonal ist. Man braucht nur zu bewirken, daf
ftieg,@)=0Fp)+Ai=0

wird, also i = — (f, ,) zu machen.
(w, 9,) ist sicher gréBer als Null, weil sonst vy, = 0 wiire, was
der linearen Unabhangigkeit der f widerspricht. Setzen wir
Vi

)

P P) =0, (@) =1

h
- (f;‘) 0 bedeutet, wenn f ¢+ Ty ist, f{tp + y*) do =0, und darans

80 ist

folgt ¢ = w =0, sobald man f als stetig mraussetzL
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In dieser Weise kann man fortfahren, bis man m Funktionen
%1y Pas -+ P, gewonnen hat, die paarweise orthogonal und auBer-

dem 1:1t:pr1:r1mrl:1 sind.
Sie driicken sich offenbar linear durch die f aus:

(2) (Pr= r1f1+cr2f2+"'+crmfm‘

(?' - 1, 2, sy m}

Die ¢,, sind komplexe Konstanten. Bezeichnen wir wie gewohnlich
mit ¢, die zu ¢, konjugierte Zahl, so ist

qu:Erlf;. + E‘!’Zf; +' Ly _]_Ef'mfm'
Nun ergibt sich durch Multiplikation nach Zeilen

GRGR -G o oo b
fzﬂ)(fzﬂ , ) iﬁzl EZZ"‘EZm

Umﬁ) (fm&)"'(fmfm} mlEmZ"‘E
I(fl ¢1 fltpz) “'(flcpm)
— | ) (g G,

(>}

: (f ¢l)(f q})' '(fm¢m}
und durch Multiplikation nach Spalten findet man

@) @) - - (Fy D) | O3 Ogy o v+ Gy
o) (Fs @a) -« - (s P

| G 1) (B @) - -« (Fr Pw)
(@, 1) (@2 P1) - - (90 P
(P, 2) (9, ‘f_’z). e, Py)

-

Oy ey v 8

Glm czm' 3

{(Pl fpm) (‘PS @m) -3 {tpm q’ﬁm} \
Setzen wir also
Criiintl i I

c

|i0aglag e

c

mi= " Ymm

¢

m].

s0 ist

! Wir nennen f normiert, wenn (ff) = 1 ist.



Gramasches Kriterium. fiir komplexe stetige Funklionen 333

G 7) z: SelED
B 5 g

(f ?' )(f fg, [}’ f ) _
Hieraus sehen wir, daB ¢'% 0 ist,' also ¢¢ >0, und daher

auch
GR) Gh) (il
G h) Gafy) - (1) | S

(Fa ) Fn ) - - (f f

Auch die Betrachtungen des § 185 lassen sich auf komplexe
Funktionen fibertragen.

fis fos veey [, seien komplexe Funktionen, die in (a, b) stetig und
linear unabhiingig sind. ¢, ¢,, ..., @, sei ein #quivalentes nor-
miertes Orthogonalsystem, wie es z. B. die Gleichungen (2) darstellen,
deren Auflosung nach den f so lauten mige:

f;-"_q}'r‘l ‘rl +;’r3§(]3 +"'+7rm P
r=1,2 ..., m
Jede komplexe Funktion £ die in (a, &) stetig ist, 1aBt sich in
zwei Summanden zerlegen, von denen der eine eine lineare Kom-
bination der f und der andere zu allen f orthogonal ist.
Wir miissen, um diese Zerlegung zu finden, die komplexen
Konstanten 4,, 4,, ..., 4, so wihlen, daf

Py =Ry — o= dyP,

zu allen f oder, was auf dasselbe hinauskommt, zu allen ¢ ortho-
gonal ist. |

Das fithrt zu den Gleichungen

=), Ad=FqP) ... dy= (F'Py)-

Die gewiinschte Zerlegung von F ist also mbglich, und zwar nur
auf eine Weise. ;

Man kann die beiden Summanden, in die wir I zerlegt haben,
als die Komponenten von I in bezug auf f, f,, ..., f,, bezeichnen.

Die Komponenten von ¥ lassen sich natiirlich auch durch die f
selbst ausdriicken. Man kann zu diesen Ausdriicken entweder anf
dem in § 185 eingeschlagenen Wege finden oder auch in folgender
Weise:

! Die Gleichungen (2) lassen sich also nach den f ‘anfldsen.
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Die zu den f orthogonale Komponente

— ), — Tp)g, — ... — (TP )g, =G

14Bt sich in Form einer geriinderten Determinante schreiben. Sie
ist nimlich gleich

1 0 () %*
0 1 e IDR R o
0 rEE 1 '?Jm :

(Fgy) (Fpy) - - (Fp,) F
d. h. gleich

(9 P) (@ P) - (0 ) o
(o P1) (P P2) -+ - (P F) Py

(‘pm (pl) (Epm ¢2J e ((P‘m(ﬂm) (P'm
(F@), F@y) ... Fep,) F

oder auch gleich

(q:l :ﬁ]} AL irﬁ {pm r)oi ((rl ¢1) {rpl (p ({Pl rpm

. . . . . . (';‘;'2 ¢1) {‘P‘g ';Dz) ((PZ q‘m)
(fpm ‘Pl)_‘ e ((pm qm)- Pm ?

('If.,(i“l) A iET‘FﬂJ FI (rpm ‘TI {(fm ()02} (qm (Fm)
Nun wollen wir den Zihler und den Nenner dieses Bruches
mit 7" maltiplizieren und dabei bedenken, daB wir 7}, die Determi-

~nante der y, , auch als (m - 1)-reihige Determinante schreiben
konnen:

Yii¥aces Ym0

7:; J"zz SRR
I'= :

}’1 m Y‘Zm = ym.vn. 0
e !

Dann finden wir, dafl der Bruch gleich

@) - (hpa) i P o Py) - oo (fy @) |
Cirim ikl R i sl o (fz ) (f.a Pa) - U-.a Prw)
(fm 'pl) s (fm 'pm) fm

(Fg) ... (Fg,) F U’m ‘?‘51) (f ‘ﬂs) (f %)

ist. Multiplizieren wir Zihler und Nenner mit I} so ergibt sich
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Gh) - i FD T |

|
e
e . mry F
o st T ﬂ) )

(fmfi} R (fmfm)
Die andere Komponente von F, d. h. die Komponente
F@)i + -+ FPIPa:
die sich auch in der Form
Gh) - hi) ~h
(fnfl] ] Otmfm)’
@ (Ff) ... (FF), 0
VRN (4 )

(Faf) <o Tl
schreihen 14Bt. hat in bezug auf F folgende Eigenschaft. Sie ist

unter den linearen Kombinationen L der 7 diejenige,
welche das Tntegral

(F— L, I — L) =ﬁF--L}u? — Dydx

zu einem Minimum macht.!
Da jede lineare Kombination der / eine solche der ¢ ist und
umgekehrt, so dirfen wir

L= li"i ¢’1 R e 2’ T
setzen. Dann wn'ri aber (F — L, ¥ — L) gleich :
(FF) FE E{;"r(wr Fj 7 "r(‘?r H o e 2}“7 ;'r I :
== (FI}P) i E('T'r F}{¢r F)+ Zf""—r e {'f‘r F]} p"r 1 [9’.— F);
Die letzte Summe, deren Glieder als Produkte konjugiert kom-

plexer Zahlen nicht negativ sind, wird am kleinsten, wenn sie Null

ist, d. h. far
o= (o, F). (r=1,2..,m)

1 Dienes Integral nennt man die Norm von F' — L,
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Wir wollen hier noch bemerken, wie man dic Norm von @
berechnet. Um diese Norm zu finden, mub man G mit ¢ multi-
plizieren und dann von e bis b integrieren. Da

(GR)=---=(Gf)=0

ist, so kann man statt @ auch

) (Al O

VS
L&) (m _F
74 fl SRl :

Goh) o )
d. h, P, benutzen. Man findet dann
(f}fl)--- f)(le

ffl i ff f I‘T
Goji= Pf%n}l-r”(fﬁj

(i) on i 1)
Wenn (G @) >0, so ist G:}(G G) eine Funktion mit der Norm 1.
Fir diese Funktion gilt nach dem Obigen die Formel

(flfl hifd h

(f f; . f f) f
: (5) .___‘_9 A S | ('h) Ff) F i UL
: _(Tﬁ )|t fl f) O ANIA F) It

E(ﬁlﬁl)"'(f]fm

(f f (f r"] (f I*
(fmﬂ) L {fmfm) (Ff: (Ff) {pr)

Formel (5) ermbglicht es ung, Zzu m linear unabhingigen Funk-
tionen £, f,, ..., f,, ein #quivalentes normiertes’ Orthogonalsystem
hinzuschreiben. Setzen wir zur Abklirzung

(hh) - (G 1)

=D,; (p=12,..., m

Jﬂ- (ff')
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und auBerdem D, = 1, so bilden die Funktionen

4 (i) oo (fifmr) K
i) h

(6) il o e (tah) 1ol it Gnf) - (o nos) T

VDeD,  VDi D, VDa_s Da
ein normiertes Orthogonalsystem. Jede Funktion ist nédmlich zu
zu den vorhergehenden orthogonal und hat die Norm 1. Jedes f,
148t sich. offenbar linear aus den p ersten Funktionen der Reihe (6)
zusammensetzen. (6) ist also ein mit £, £, ..., f,, &quivalentes
normiertes Orthogonalsystem.

Sechzehntes Kapitel.

Einige geometrische Anwendungen der Determinanten.

§ 138. Gleichung der Geraden,
die durch zwei gegebene Punkte hindurchgeht. Inhalt des Dreiecks,

@, y seien Punktkoordinaten in bezug auf ein rechtwinkliges
Achsensystem.!

Wir setzen es als bekannt voraus, daB die Gleichung einer
Geraden die Form

(1) aa:+by+c=0’

hat, a, &, ¢ sind Konstanten und @, b nicht beide gleich Null. Um-
gekehrt stellt jede Gleichung von der Form (1) eine Gerade dar,
sobald @, & nicht beide verschwinden. D. h. die Punkte (z, ), die
der Gleichung (1) gentigen, sind die Punkte einer Geraden.

Wenn zwei verschiedene Punkte

(@, y) und (2, )
gegeben sind, so ist es leicht, die Gleichung ihrer Verbindungs-
geraden aufzuschreiben. Sie lautet
o oy
(2) T
z, uy 1]

1) Wir beschriinken uns in diesem Kapitel auf reelle Gebilde.
Kowarewskr, Determinanten 22
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Diese Gleichung ist von der Form (1), wie man durch Entwickelung
der Determinante nach der ersten Zeile erkennt, und zwar ist
(3) =19 Yy b=z —a;
80 dab « und & nicht beide Null sind
Die Gleichung (2) stellt also eine Gerade dar. Diese Gerade
geht aber durch die beiden Puukte (x, y) (z,, 3,). Setzt man
nimlich # =, y =y, oder © = x,, ¥ = g,, 80 steht auf der linken
Beite eine Determinante mit zwei ubereinstimmenden Zeilen. Die
Gleichung wird also durch (z,, #) und (z,, y,) erfillt.
In der analytischen Geometrie wird gezeigt, daB der Abstand
eines Punktes (z,, %,) von der Geraden (1) gleich
e, + b’yo + e
i
ist. Handelt es sich um die (terade (2), so lautet dieser Abstand,
wenn man die Formein (3) beachtet,
Ly Y 1
oy 1

k e Ty ?h 1
Vi, — ) 4 (g — y)*

Nun ist

O= I‘/{‘r‘l T ms}a S5 (yi S ?)’2)1
die Entfernung der beiden Punkte (z;, y,), (@,, ) also

Zo Yo 1
(3) ¥lo om 1= keh

i z, Yy, 1
der Inhalt des Dreiecks, das die Punkte (x,, ), (¢, %) (&, ¥,) be-
stimmen. Dabei ist aber dieser Dreiecksinhalt mit einem begtimmten
Vorzeichen versehen, weil 2 nicht positiv za sein braucht.

Wir miissen noch ermitteln, wann die Determinante (3) positiv
und wann sie negativ ist.

Wenn wir das Dreieck (z, _;O), (@, Yg) ¥y, ¥p) in seiner Kbene
verschieben und seine Hcken dabei die neuen Lagen (), /)
@, ¥ &y, y,)) annehmen, so 1st, wie in der analytischen Greometrie
gezeigt vird,

x/ =z cosp —y sinp + &,
Y, =@, 5 @ + y, cosp + [
(r=020, 1, 2)
@, @, f sind Konstanten.
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Nach dem Multiplikationssatz der Determinanten ist nun

]Ixo’ el st @, Yy, 1| |cosep, —sing, o A e |
fa) ' e iy sing, cosg, =2 y 1
2 0 1 'ty 0 0 Vil sl =y il

Der Inhalt mit Vorzeichen bleibt also bei allen Verschiebungen
des Dreiecks in seiner Kbene ungeindert.

Wir konnen durch eine solche Verschiebung bewirken, daB
(%yy ¥,) in den Anfangspunkt und (z, 7 ) auf die positive z-Achse
fiillt, daB also

2y =gy =0, "z’ >0, ‘y'=0
wird. Dann ist aber

P Yy ol b R D
LR B e et (VRS B B A TS
@' oy 1 v Yy 1

Da #,"> 0, so ist diese Determinante positiv oder negativ, je
nachdem y,” > 0 oder y,,’( 0 ist.

Daraus kénnen wir folgendes entnehmen:

Die Determinante (8) ist positiv, wenn die Punkte (%’ Yoh (@&, 3y),
(@,, y,) in #@hnlicher Weise liegen wie die Punkte (0, 0), (0, 1), (1, 0),
und negativ, wenn sie liegen wie (0, 0), (0, 1), (— 1, 0).

Wir wollen uns einen Beobachter denken, der auf der Ebene
herumwandert. Befindet er sich auf einer geeigneten Seite der
Ebene, so wird, wenn er im Anfangspunkt steht und nach der
positiven Richtung der z-Achse blickt, die positive y-Achse zur
Linken liegen. Der Beobachter soll hestiindig auf dieser Seite der
Ebene bleiben. '

" Wenn er nun in (z,, ,) stehend nach (2, y) hinschaut, so
liegt (v,, y,) zur Linken oder zur Rechten, je nachdem die Deter-
minante (3) positiv oder negativ ist.

Die Kormel (3) gibt den Inhalt eines Dreiecks ausgedriickt
durch die Koordinaten der Kcken.

Wir wollen jetzt aus den Gleichungen der Dremcksselten den
Inhalt zu berechnen suchen.

%x-}-buy + & =0, i
x4+ by+e =0,
a2+ by +¢ =0

! Da }a,y,’ der Inhalt des Dreiecks (mit einem gewissen Vorzeichen)
ist, 80 zeigt die obige Betrachtung aufs neue, daB auch (3) diese Bedeutung hat.
) 228
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seien die Gleichungen der Dreiecksseiten und (75, ¥g), (@, %) (@, %)
die gegeniiberliegenden Kcken, so daB man hat
%y + by Yy 46 =0,
a, @y + by yy ¢, = 03
ay®y + by gy oy =
ay 2 A by F ¢ = 05
Ay @y + b Yy + 6 = 0,
0%+ by to= 0.
Bezeichnen wir mit

i
=)

;Ar! B, Cr
die algebraischen Komplemente von
(54 e 0k
in der Determinante _
lay by ¢
o b4
a, b, ¢ _
o ergibt sich aus den obigen Gleichungen
n=%, g=F =012
Der Inhalt des Dreiecks (z,, y,) (@, %), (@, y,) 15t also gleich
ey Beoaiy |
Ejo g"l i | 4, B, 00.‘
e oo fe e U
4, By 4 45705 70
0 G _
oder (vgl. Satz 27 in § 87) gleich
a b, o |
a b ¢
i @y Dasifs :
Alm by | lay by | |y by
ay by | | @ b o b

§ 139, Produkt zweier Dreiecksinhalte.
Wir betrachten zwei Dreiecke

() Yo)s (@, %) (@5 )
und :

(:\:0', Yo)s (?’1’1 ?f}.’)i (xz'r? ﬂ-;)-
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Ihre doppelten Inha.lte 2d, 2J sind emschheﬁhch des Vorzewhans
gleich

@ Yo 1 - z, Yy 1
o Ry R R TR ’
zy Yy 1 z, Yy 1]

Wir wollen sie in Form vierreihiger Determinanten schreiben, und
Zwar so:

o S bt ]
o 2 Sy )
T T T L
e )
% Y 0 1|
! g:l’ y" 0 1
e @y 0 1
(e TR Lt

Durch Multiphikation nach Zeilen erhalten wir nun

Ty + Yoo s Th F Yy T tYY, 1
St 2N BG FRU . wG+ny 1
Ty + Yooy Tl T Y TG+ Yy, 1
1 5 1 ; 1 BES
Setzen wir

d} = (v, — 2,2+ . —y,)" @, =0)
so ist d, die Entfernung der beiden Punkte (v, y,) und (z/, y,)
Durch diese @, 1aBt sich die Determinante — 4JJ° ausdriicken.
Es ist nimlich

28 + 4,9 =— 342+ 3@+ 30 + 107+ 1.9,
Subtrabiert man nun in der Daterminante — 4J.J von der (r -+ 1)tn
Zeile (fir » = 0, 1, 2) die letate, multipliziert mit % (x®4- 3 %), und
von der (s 1)* Spalte. (fir s =0, 1, 2) die letzte, multipliziert
mi$ § (24 y,'?), so ergibt sich

—-b-dw, 'i'do:’ %‘dngrl

’ _%dm' _%dil’ ldl&’ 1
—4JJ = :
I A’dsu’ é—d“, %’dn! 1

i A 1%

Multipliziert man die drei ersten Zeilen mit — 2 und dann die
letzte Spalte mit —}, so hat man die Determinante mit dem
Faktor 4 versehen. Ks ist daher
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dyy dy by, ]
i o

1 1 1 0
Laft man die beiden Dreiecke zusammenfallen, setzt man also
=2 Y=Yy, {"" =0,1,2)
so werden d,, du", dy, gleich Null und
| dyy

dy = dy, = ay,

=dy =0,

doy = thy = a,
die drei Seiten des Dreiecks. Die Formel (1) verwandelt sich in
0 2l
g U ]
a

Wir wollen von der zweiten und dritten Spalte die erste ab-
zichen. Dann erhalten wir

0 a,? - ® 1
16 J2 = a,® —a S noF—us |
e s e el
1" "o ] 1
1 0 O 0
d. h.

a° a,® 1

16 J2 = —-a,® al—a? 1

ai—ad —ud |

Ziehen wir hier von der zweiten und dritten Zeile die erste
ab, so kommt

ay* e D il a2t ahy
5 2 2 2 2 1 2 0 b 2l
]6J’ s -—2(]’. (45 — — O -1
2 0 !1 2 @
¥ ay?—a?—a® —24?
2 3 3 2 2 =
2—a 2—aq, 2a 0
0 1 ) 1

ader
16 J% == da 20, — (8,2 + a2 — %)’
= (20,0, — 0, — a,> + a,})(20, 0, + 0> + 0,2 — 0,9
= {a,® — (a0, — 4, P}{(@, + a,)* — 4%}
oder endlich
1672 = (a, + a, + a))(—a, + ¢, + ay)(a, — oy + a,)(a; + a, — a,).

d
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Unter Benutzung von

schreibt sich diese Formel so:

JE=s(s—a)(s —a)is —a).

§ 140. Der Radius des einem Dreicck umbeschriebenen Kreises.

Der Leser kennt aus der Trigonometrie eine Formel, wonach
der Inhalt eines Dreiccks dem Produkt der drei Seiten, dividiert
durch den vierfachen Radius des umbeschriebenen Kreises, gleich ist:

e Ly iy
Ji= 4y
Wir wollen diese Forme! mit Hilfe von Determinanten beweisen.
Zu diesem Zweck betrachten wir zwei Dreiecke
{-T'm fv‘o)s (-'511 3)'1)5 (55-.1,1 yz}
und

i ‘ b Lir ’ ’ ’
: . (5 s Ho )s (-’-| » Y b Ty s Yy b
die dem Kreise

@?  y? = o?
einbeschrieben sind. J und J' seien ihre Inhalte. Dapn bat man
Zy Yy 1 ’ J 253y T
2J= |2 g4 1= “lmnr
' |:¢:2y21] Ty Yy 7|
Ehenso ist
'“n' .‘1)"{;’ ” '-"?"u, “'?1’0’ i |
9 7 1 i ’ il i ' |
2J=--; Ty = e ey ?[ -
=
@y Yy v i o S TR

Hieraus folgt

_2._r L ’ 2 *..... r (2,-‘__' s r
1 Loy —Yolor 7" — X& — Yol 7 &y By — Yo Uy
2N R A e ey :
TGy e M Y S A S YT = e

1] .
Z i 1. . 4 4 o AT
ad art ms xo —_— sz yﬂ 4 ¥ B _11_:2 m] ?‘;z ?}{l ) P _1'_2 -_r_-g — yi -ys" [

470 = =

s
[

-3

Nun gilt fiir die Entfernung d,, zwischen (@, ) und @/, 9
die Gleichung ; ; :

dye = (@, — &P + (4,4, =20 — w2/ — v 4.,

50 daB

s
2 7, Dpdabeiiil d
7 .l’!, 5“}& ff,. ya = 5 =2
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18t und
1 ; dgo dg] d:n
4‘?';’:'@? d:o df1 dSs
20 83, @
Fallen die beiden Dreiecke zusammen, so reduziert sich diese
~ Formel auf

! 0 a? a? He-
£70= —a? 0 of| =220,
ik a,® ay® 0
16 72 ok o 01
also :

§ 141. Inhalt {ias Tetraeders.

z, y, # seien Punktkoordinaten in bezug auf ein rechtwinkliges
Achsensystem,
Wir betrachten vier Punkte
@os Yor %0)s (@ Y15 %), @y Yoy %)y (@, Yy Zg)
und wollq_n den Wert der Detenninante

Ty Yo i"’J:r l
Yl
(1) 1 1 1'
Ty Yy %
| @3 Yy 2 1’

berechnen.

Denken wir uns einen starren Korper ®, der die vier Punkte
enthiilt, und bewegen wir diesen irgendwie im Raume, so geht jeder
Punkt (z, y, 2) von & in eine neue Lage (2, %/, 2°) iiber, und zwar ist

v=e v+ fy+rx+ 0,
y=0wz+ oy + 7%+ 9y,
¥=o,w+ iy +73% + 0y .
«, 3, ¥, 0 sind Konstanten, und
a B 1
@ By 7,
a5 By 73
ist eine orthogonale Determinante mit dem Wert 1,
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Das setzen wir aus der analytischen Geometrie als bekannt
YOraus. /
Ist (¢, v/, 2) die neue Lage von (z,, ¥,, %), So ergibt sich
aus dem Multlphkatmnssatz der Determinanten

zo, ?fn’ %{)’ 1 ‘ | Ty Yo % 1 o, ﬁl 71 0. I Ty Yo %y 1
@' Y 1 =____' T Y % 1 @ By ¥, G| _ | @ U A
UL g | ey, 201 g s Vs O | @, Yy %y
@,y % 1 | @y g5 75 1 i Ul e i |

Die Determinante (1) bleibt also bei jeder Bewegung des .
Korpers @ ungeiindert. .

Nun lifit sich erreichen, daB (z), v, #,) mit dem Anfangs-
punkt zusammenfillt, daB ferner (z’, g,', %,') auf der positiven
z-Achse und (z,', 4, %) in der (z, y)-Ebene auf der positiven Seite
der z-Achse liegt. s liBt sich mit andern Worten bewirken, daf
die Gleichungen und Ungleichungen

sy == 0,
7'>0, y'=%=0,
Y9 >0, z'=0
gelten. Dann wird aber

xo'yo’xﬂ’l] 08059 1:
o'y w1 |20 01 By
Ty Yy % 1 I @ yy 0 1 Lt
Ty Yy Xy L | oy o

;' y,' 18t der doppelte Inhalt des Dreiecks® 0, 1, 2° und der
Betrag von z,” die Hohe der Pyramide mit der Basis 07, 1, 2’ und
der Spitze 3'. Abgesehen vom Vorzeichen ist daher die Determi-
nante (1) der sechsfache Inhalt des Tetraeders mit den
Ecken 0, 1, 2, 8.

Die Determinante (1) ist positiv oder negativ, je nachdem =z’
negativ oder positiv ist, je nachdem also der Punkt 8 zu den
Punkten 0, 1, 2 anders oder ebenso liegt, wie der Punkt (0, 0, 1) zu

- den Punkten (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0).

Man denke sich einen Beobachter B im Punkte 3 und einen
Beobachter B in (0, 0, 1). 9B betrachtet einen Punkt, der von 0
nach 1, von 1 nach 2 und von 2 nach 1 geht? B fasse einen

1 Statt (z/, ¥/, & ) sagen wir kurz »’,
% Die Bewegung moge. auf dem umbeschriebenen Kreise des Dreiecks vor
sich gehen.
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Punkt ins Auge, der von (0, 0, 0) nach (1, 0, 0), von dort nach (0, 1, 0)
und von dort nach (0, 0, 6) wandert. Umkreisen die Punkte die
betreffenden Dreiecke fiir die beiden Beobachter in entgegengesetztem
(in demselben) Sinne, so ist die Determinante (1) der positive (nega-
tive) sechsfache Inhalt des Tetraeders 0, 1, 2, 3,

Ist das Tetraeder durch die Gleichungen seiner Seitenebenen
gegeben, so kann man verlangen, den Tetraederinhalt dur(h die
Koeftizienten dieser Gleichungen auszudriicken.

Die Gleichungen der Seitenchenen seien

aq,-{-bJJ;-cz—}-dhO (r =0 122 08}

und dle Ebene a, z + by +cx+d=0 mige der Ecke iyl £)
gegenitberliegen. !
¢ Bezeichnet man die algebraischen Komplemente von

) br’ G’_, d‘r
in der Determinante
| @ b, ¢, d,
l a, bl g d:
ay b, ¢, d
[ ag by ¢y dy
mit;
A.,0B.:C, D
80 ist
x P A’ B’ x R Of
r_pr’ yr"}_)r’ r”Drr
mithin
Ty © Yol Ay oe 4, B, G Doi
AR e g 4, B G D |
T Yy %y 1 DoPDiDy | 4, B, G Daf
SR T R 4 B, G Dy |
a by, ¢ d|°
a b ¢ 4
as S e S
ol as - f’s o dz I5e
e R Rl e TR b I i ag. by Tey
(et sl Bl g b el le b ¢
ay by o ay by eyl oy by g a4, b, o, |

! Vgl. Aom. 2 B, 845,
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~ § 142, Produkt zweier Tetraederinhalte.
T sei der Inhbalt des Tetraeders
(‘T'm Yo -'r’o); (’*"1 s Yy x]}p {3:25 Yas 7"”2)1 ('H:H Yss ""“%}
und 7 der eines andern Tetraeders
(@, .")'n’s %' )y -{-"3"1’,- Wy xlj): (‘53‘1 ?Igf.' x’z’}! (-"‘"’3’, y:s': 2‘.1’:“
Die Tetraederinhalte sind mit den zugehorigen Vorzeichen versehen.
Multiplizieren wir

PR R N T | )
’Gn y‘} R"U l (1] JIJ 0
< Hyie o e U Bl
o <50 Rarr i |
67 = (T e )
i, . z
o S R ke
T Yy % 1 j
OF03550 208 e
mit
" ’ % ’ % ’ {j 1 i
2 l 2 r 1 (1] i) 0
(\] -’}0’ 0{ 1 -"l ’ yl t Xi i 0 1
i e
Sy L e e PR e
:.82’ ry“" %"” } TR ’ i '
S | LR TP e
o ek
A OO0k 18400
so ergibt sich
7o 0y -+ y Zyay + » By ey Gomy o ]
D IR N e R R R S TR |
=80T T m ] o b i S R, e S e R
Tty o Sy R L et L e e ]
1 . 1 X 1 s 1 , 0

Dabei ist
T, :v" 4+ ...
eine Abkiirzupng fiir
fr'r‘xs’ + yfycf gl .2}'2"; 2
Versteht man unter d,, die Entfernung zwischen den Punkten

(@, y,, »,) und (z/, y,, %), so ist

dfy =@, — /P + @ — y) + ( — )

=@l .. )+ @24 ) — 25 ...
dy,q

-5 =@ +..)— @24 )= @240,
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Wir wollen jetzt in der Determinante — 3677 von der
(r4-1)%n Zeile (fiir » = 0, 1, 2, 8) die mit 2 + ... multiplizierte letzte
Zeile abziehen und dann von der (s+1)*® Spalte (fir s =0, 1, 2, 8)
die mit #/? + ... multiplizierte letzte Spalte. Dann erhalten wir

S B S
2 2 2 2
Sgnei g LAt
9 2 2 2
Ot N e
9 92 2 2
_dae _ 4y Gy _dis g
2 2 2 2
1 1 1 1520

Multiplizieren wir hier die vier ersten Zeilen mit —2 und dann
die letzte Spalte mit -1, so haben wir die Determinante mit
d;ﬂ d:l d:'.! d"‘

2
LR A R

(— 2)*= — 8 multipliziert. Demmnach ist
' | a3, d, d)
Wenn die beiden Tetraeder zusammenfallen, wenn also

di, 4, 4, 4
288 T = [ di, 'di ldd,.cd!

o e G

xf = a;rr’ yr = yr” 9"’1- =5 xr’
ist (r =0, 1, 2, 3), so werden
el

0o0? d d

117 222 dss

gleich Null und
dyy =dyg =10, dyy=4dy, =by,
dyy = yo = Gy, Oy =dy; =10,,
yy = dgo =05, diy =14y, =1y
die sechs Kanten des Tetraeders. Fiir das Volumen 7' des Tetraeders
ergibt sich die Formel
0% o Sciag Lk
gt i b bd
288 7% = a2 5,2 0 5?2
TAGE b G

17 1 1

O et bkl e
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§ 143, Der Radius der einem Tetraeder umbeschriehenen Kugel.

Wir wollen jetzt die Betrachtungen des § 140 auf den Raum
iibertragen.
@0s Yos %o)y @1y s ) (@5 Ypy %)y (@g) Ygo %)
geien vier Punkte auf der Kugel
xﬂ + yﬂ + zﬂ iy ?2
Sie bestimmen ein der Kugel einbeschriebenes ’J‘etraeder, dessen
Inhalt (einschlieBlich des Vorzeichens) 7' sei.

Dann ist
Zo Yy Py ] | ‘ Lo Yo s itgial
@ fr sl s T r
67 = A g e __1_ Fhe AL AT :
s Yooy 1 ;. B Hy s L
‘ Ty Yy Ky 1 Tg Yz Ay T

Neben diesem Tetraeder betrachten wir noch ein zweites, das
derselben Kugel einbeschrieben ist.

(:1‘:0', yu!J 'X'o’); ("-G]_!! 3’1’: x;!)! (xﬂ,! yzls %2'), (mslw ?7"3,3 xs’]
seien die Ficken dieses Tetraeders und 7" sein Inhalt. Wir schreiben
gy e ]

:vlf ylr 3)1! 1

67
RS A e |
’ ' !
T Yy xg 1
in der Korm
’ ’ ’
gy =g e
r r ’
6T — 1gfive= gk =ity A el
= ;- r r ’ -?'
— ) — Y — %

=o'~y —& T
Dann ergibt sich

== 836 9E DT =
’ ’
rz—-xemo sy —pm P — L — L
9 s 3 3 r 2 i £
— 2=, P =, P~ P —
. v: 2 . ' .
B iy R =T — ey Py — L, P —

‘ 9 i 9 r "4 : -1 9 r
[P =)y PP — s, T — BT — L PP Ty — o



350 Der Radius der einem Telraeder wmbeschricbenen Kugel

Fir die Entfernung d_, zwischen (2, 3, ) und (z/, y,, ;) gilt
die Formel '
iy = (@, =z +ly, —y/) + &, — =)
=2(r— =, :?,'a’ — Yy — %),

so dab
drs
?2 —_ .[;‘_ -_I;; —_— =] ?
ist,
Hiernach wird
oy 0oy Sy dy g

At e
36'16 TT’="-——i-,—. 10 11 13 i3 i
£ g, di, di, dy,

&, @, @, |
L#Bt man die beiden Tetraeder zusammenfallen und benutzt
fiwr die Kanten dieselben Bezeichnungen wie in § 142, so ergibt sich

g 2 2
O q. = Sg.2 ag

2 O bz b 2
36-16 7% = — | 1. T
r '3’23 baﬂ 0 blz

G 7 1l S ERDEE 0
Nun findet man durch Ausrechunen

2 2
0 Y2 iaghtan, b

1
a0 A AN g A b S L B

a,® b2 0 b2 |'— 2a,%h,%a,0,°—20a,2b,%a,%b,*—2a,%b,%a,* b, %
a? b2 b2 0

= (4,22 + @, b,° — a2 b, — 4a,? b, 2a,2b,”

= {4 + a5 — a,* 8% (o by — a,b,)° — a,*by*)

= — (@, b, + @, b, + ag by)(ay b, -+ ag by — @, b,)(ay b, + a, b, —a, b,)
X (8, b, + a, b, — agb,).

Setzt man
| a by + ayb, -+ agb, = 2q,
g0 wird
2 = 1 A
36 1% = —5q(q — ay by)(g — @y b)) (g — ay by),
also

o2 00 = b lg = aaby) (g — ag by)
86 T*
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§ 144, Vier Punkte auf cinem Kreis..
Die Gleichung eines Kreises lautet in rechtwinkligen Koordinaten
(1) G+ ¥+ 20,2+ 20,y + a; = 0.

Die a sind Konstanten und a4, a,, o, nicht alle drei gleich Nuil

Die Gerade wollen wir auch als Kreis betrachten (mit unend-
lich groBem Radius), Dann dirfen wir fir o, auch den Wert Null
Zulassen,

Wenn nun vier Punkte
(@5 Yo (@ v1)s (a Toy W) (255 9’3)

auf einem Kreise liegen, dessan Gleichung (1) ist, so sind foigende
Gleichungen erfillt;

@) ay (%, +3’J+2“1$r+2“s3fr+a3"‘0
; (r=20,1,2,3)
Da die a nicht alle verschwinden, so folgt, daB die Determinante
To® + ' Zor Yoo 1
;{15 + ?7'12: Tys Y 1
3522 S ?:"g!r Tay Yoy 1
mgz + '!{32- ﬁ'_.] ] 5’3: 1

D=

gleich Null ist.

Umgekehrt 148t sich, wenn D = 0 1st, durch die vier Punkte
(z.. v,) ein Kreis legen.

LBt sich durch die vier Punkte eine Gerade ziehen, so brauchen
wir nichts weiter zu machen, da die Geraden als Kreise gelten.

Liegen 2. B. (x,, y,), (2, %), (&, ¥,) vicht in gerader Linie. so
sind in D die drei ersten Zeilenu unabhiingig und die Ietzte ist eine
lineare Kombmntmn von ihnen. Denn es ist

Z, Yy 1
o oy L|F0
Ty Ya 1

und D =0. \
Stellt nun {1) den unbeschrichenen Kreis des Dreiecks (2, ),
(@, ) (75 2,) dar, so liegt such (x,, 1) auf diesem Kreise. Denn
die vierte der Gleichungen (2) ist eine Folge der drei ersten.
D=0 ist also die notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir, daBl die vier Punkte (@.,y,) auf einem Kreise
liegen.
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Wir wdllen_jetzt D mit
5 1, —2a, — 2y, Tyt ot Yy
11 _ng} —292! Ly +?{2
1, —2x, — 2y, msz:vi-_ A

multiplizieren. Die (r4-1)% Zeile von D liefert mit der

von — 4 D das Produkt

(s+ 1)ton Zeile

m“_z + y‘l"z i 2 ;r‘rwlr T 25‘?!‘3{3 + m.uz + ygz
= (&, — ) + @y, —y) = dr,.
Dabei bedeutet d,, die Entfernung der Punkte (z,,y,) und (2, y,).
Wir finden also, wenn wir

dyy = dyo =y, i
Byy =30 = Uy,
dog = dyo = g,
dyy = dy, = by,
dyy = dyy = by,
setzen d” o o
: 0 ek oagtiad
s 0L 53 by
%2 632 0 613
Aty bgf b2 0

oder (vgl. § 143)

4D = (ay by + a, by + a5 by) (3,0, + G365 — a4, b))

X (@3 bg + ay by — a, by) (a, by + a, by — ay by).

Soll nun D = 0 sein, so muB wenigstens einer der vier Faktoren, -

in die wir 4 D* zerlegt haben, verschwinden. Wir kbnnen aber auch

sagen, daB wenigstens einer der drei letzten Faktoren Null sein
muB. Wenn némlich
! . ay by + a,b, + a5 by = 0
ist, 80 1st
a b, = a,b, = a; by = 0.

Dann sind also iiberhaupt alle Faktoren gleich Null.
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In dem Viereck, das die vier Punkte (x,, y,) bestimmen, gibt
es drei Paare von Gtegenseiten,!

Gy by3 @y, By g, by

a b, a,b,, a;b, sind die Produkte der Gegenseiten. Von
diesen Produkten ist also eins gleich der Summe der beiden andern.
Das ist die notwendige und hmre1chen<1e Bedingung dafiir, daB die
vier Punkte auf einem Kreise liegen.

Solange man vier verschiedene Punkte hat, kann nur einer
der vier Faktoren von 4 D? gleich Null sein. Unter den drei
Produkten von Gegensgeiten ist also nur eins gleich der Summe der
beiden andern.

" Dies ist der Satz von Ptolemaeus, den der Leser aus der
~ Elementargeometrie kennt.

Fiir den Fall, daf die vier Punkte in gerader Linie liegen,
ist er identisch mit der sogenannten Kunmrrschen Identitit.

§ 145. Fiinf Punkte auf einer Kugel.

Die Gleichung einer Kugel lautet in rechtwinkligen Koordinaten
(1) ay(@® + y* 4 23 + 20, o + 20,y + 2ay % + ay = 0.

Die a sind Konstanten und «, 4, a,, a, nicht alle Null.

Die Ebene wollen wir hier auch als Kugel ansehen (mit un-
endlich groflem Radius).

Wenn fiinf Punkte

(m_m Yor Bo)s -+~ o s @ys Ygo %)
auf der Kugel (1) liegen, so gelten die fiinf Gleichungen
2) a(@?+y2+ x.rz) + 20,3, + 2a,y, + 20,7, + a, = 0.
(r=20,1, 2, 3, 4
Aus ihnen folgt, da e, @, a,, o, nicht alle Null sind,

B2k Pk 22 By You gy 1
$1’+y12+x12, Tys M Ty 1
D=z +9¥x2 o, % % I
2y + 2%y 25y Yao A 1
w§2+ 2»‘42'{“ X".;zp Byy Ygs Ay 1
Umgekehrt 1aBt sich, wenn D = 0 ist, durch die filnf Punkte
(.u,, y,,, z,) eine Kugel legen.

= (.

+ Eln ereck hat sechs Seiten. Mun kann n#imlich auf sechs Arten
zwei der vier Punkte geradlinig verbinden.
Kowarxwskr, Determinanten 28
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Befinden sich diese Punkte alle in einer Kbene, so ist sie die
gewiinschte Kugel.

Liegen z. B. die vier ersten Punkte nicht in einer Lbane,
80 " ist
o eyt @yl ’

1% * +0.
| %y Yy %y |
boy uy % 1 _

Dann 14Bt sich die letzte Zeile von D als lineare Kombination der
vier ersten Zeilen darstellen, und von den Gleichungen (2) ist die
letzte eine Folge der vier ersten.

Wenn also (1) die dem Tetraeder

- (@05 Yor Xods + + v s (@5 Ysy %)
umschriebene Kugel darstellt, so liegt auf dieser Kugel auch der
Punkt (2, y,, #,).

D =0 ist also die notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir, daB die fiinf Punkte (z, y,, %) auf einer
Kugel liegen.

Wir wollen diese Bedingung so umformen, daf in ihr nur die
gegenseitigen Entfernungen der fiinf Punkte vorkommen.

Zu diesem Zweck bemerken wir, dal

1, —2q, ——23}0, — 2%, x4yt x,*
1, —2z, —2y, —2%, mlz—i—y-’—f-zlz
8D=|1, =2z, —2y, .—2%, x*4y?+z*
1, —2z, —2y, —2x, x4y + 2}
1, —2x, —2y, —2%,  z224y>+22

isl
Die (r + 1)t Zeile der Determinante D liefert mit der 5+ 1w
Zeile der Determinante 8 D das Produkt
2} +y’+ 51— 2n,9,— 2y.y, - 22,2, + (@ + 9’ + %%
d,, = d,. ist der Abstand der beiden Punkte (z, y,, %), (z,, ¥,, %,).
Es wird hiernach

0. diy dyyrdd, iy, |

d, 0 di, dy, di,
8D = (a2, d:, O d!, d
gl Flai g ot
i, 4, di, 4}, 0
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Das Verschwinden dieser Determinante ist die notwendige"uﬁd
hinreichende Bedingung dafiir, daB die fiinf Punkte auf einer Kugel
