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I. Abschnitt.

Die Grundlehren.

§ 1. Die mathematische Wahrscheinlichkeit und deren
unmittelbare Bestimmung; Gegensatz zwischen Wahr-
scheinlichkeit a priori und a posteriori.

1. Uber das Eintreffen eines Ereignisses E oder das
Vorhandensein eines Tatbestandes sei bekannt, da8 unter
m moglichen Fillen deren g (g < m) das Eintreffen von &
bedeuten oder, wie man gewdhnlich sagt, dem Ereignis &
giinstig sind; man bezeichnet dann den echten Bruch

W= -Z—Z als die mathematische Wahrscheinlichkeit

von B. Ob F in einem FEinzelfall wirklich stattfindet,
wissen wir nicht; dariiber entscheidet nach der tiblichen
Ausdrucksweise der Zufall (vgl. § 21), selbst dann, wenn
w noch so nahe an 0 oder 1 liegt.

Sind z. B. in einer Urne 7 Kugeln, worunter 5 weile
und 2 schwarze, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir das
Ziehen einer weiBen Kugel gleich 5/,.

Ist g=0, so wird w=0; ist g =m, so wird
w =1; die Zahlenwerte w = 0 und w = 1 bezeichnen
also die Unmoglichkeit und die GewiBheit; von Wahr-
scheinlichkeit” kann man hier génau genommen nicht
mehr sprechen, da ‘dem Zufall kein Platz mehr tibrighleibt.

Ist g=1%m, also w=1%, so kann F ebensowohl
eintreffen als ausbleiben, oder man kann 1 gegen 1 wetten,
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daB E stattfindet: hiufig bezeichnet man in diesem Fall
das Ereignis schlechthin als wahrscheinlich.

Sind g Falle giinstig fir F, so sind m — g Félle un-
—9g

giinstig; setzt man also w’ = , S0 ist:
wtuw'=1;

w’, auch Gegenwahrscheinlichkeit genannt, ist die

Wahrscheinlichkeit dafiir, daB E nicht stattfindet.

2. Die vorangehende Begriffsbestimmung bedarf noch
einer wichtigen Erginzung: die in Betracht gezogenen
Fille miissen gleichwertig (gleichmdglich, gleich-
berechtigt) sein. Zur Erlsuterung diene ein einfaches
Beispiel. Ich habe zwel Késtchen 4, B, jedes mit zwei
Fachern @, b; in jedem Fach liegt eine Miinze von fol-
gender Beschaffenheit:

A4: B:
a: Gold, Gold,
b: Gold, Silber.
Jech wihle ein Kistchen, o6ffne ein Fach und finde darin
eine Goldmiinze; welches ist die Wahrscheinlichkeit, in
dem zweiten Fach eine Silbermiinze zu finden?

Der Anfinger schlieBt vielleicht: entweder habe ich
A gewihlt oder B, der erste Fall ist unglinstig, der
zweite glinstig, folglich w= 3. Aber dies ist irrig;
moglich sind drei Falle: 4a, 45, Ba; giinstig ist nur
der letztgenannte, also w = 1. Der FehlschluB war, da8
die Fille A und B als gleichwertig behandelt wurden;
tatsdchlich umfaBt 4 zwei Fille, B nur einen.

Kann man, wie hier, durch Zerlegung in , Elementar-
fille* die Schwierigkeit beheben, so bleibt dem Mathe-
matiker nur die Abzihlung der Fille, zumeist auf Grund
der Regeln der Kombinatorik.
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3. Unsere Betrachtungen beschrénken sich nicht auf
den Fall, da8 eine solche unmittelbare Bestimmung der
. Wahrscheinlichkeit moglich sei. L#8t sich die letztere
auf rein deduktivem Weg feststellen, ohne irgendwie die
Erfahrung heranzuziehen, so spricht man von Wahr-
scheinlichkeit a priori. Im Gegensatz hierzu kann
man darauf ausgehen, auf Grund von Versuchen, statisti-
schen Erhebungen usw. ein Urteil tiber die Wahrschein-
lichkeit eines Hreignisses zu gewinnen. KEine Wahr-
scheinlichkeit, bei deren Berechnung die Erfahrung mitge-
wirkt hat, wird als Wahrscheinlichkeit a posteriori?)
bezeichnet; ist in » beobachteten, gleichwertigen Fillen

o : & ..
das Ereignis F «-mal eingetreten, so nennt man — die
n

relative Hiufigkeit von E. Die Abschnitte I, IT
und IIT unserer Darstellung beziehen sich im allgemeinen
auf die Wahrscheinlichkeit a priori; dabei ist jedoch
nicht ausgeschlossen, daf die Erfahrung zum Vergleich
herangezogen wird. So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit
a priori, mit einer Miinze Wappen zu werfen, 1/,; die Er-
fahrung ergibt, daB bei einer groBen Zahl von Versuchen
tatsiichlich etwa in der Halfte der Falle Wappen geworfen
wird. In den Abschnitten IV, V und VI dient die Er-
fahrung als wesentliche Grundlage der Wahrscheinlich-
keitsbestimmung 2).

1) Der Begriff wurde in die Wahrscheinlichkeitsrechnung ein-
gefithrt von Jakob (I) Bernoulli, Ars conjectandi (1713), vierter
Teil, Kap. IX; deutsch von R. Haufner: Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 107 und
108, Leipzig 1899.

. %) Uber den Sinn der Wahrscheinlichkeitsstitze s.u.a. J.v.Kries,
Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Freiburg 1886, bes.
S. 123,
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§ 2. Vollstindige und zusammengesetzte Wahrschein-
lichkeit; Wahrseheinlichkeit bei Wiederholung von
YVersuchen. )

1. Eine Urne mdge 11 Kugeln enthalten, darunter
5 weiBe, 4 schwarze, 2 rote. Wir fragen nach der Wahr-
scheinlichkeit, eine schwarze oder rote Kugel zu ziehen.
Unter den 11 mdglichen Féllen sind 4 4 2 gilinstig; daher
442 4 2
i -1 T IT
man muB also die einzelnen Wahrscheinlichkeiten addieren.
Wird allgemein das Ereignis F verwirklicht durch
das Hintreffen eines einzelnen der sich gegenseitig aus-
schlieBenden Ereignisse H,, B, ..., FE,, und ist g; die
Zahl der fiir B; giinstigen Fille, so ist die Zahl der fir B
glinstigen Falle:
g=0+%+ ...+

Sind nun im ganzen m Fille mdglich (m = g), so folgt:

ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

I_n. % 9
m—m+m+'“+m'

Ist daher ;]—7/ = w die Wahrscheinlichkeit von I,
—g—;— = w; diejenige von Ej, so ergibt sich:

w=w +wy, + ... +w,.

Der hierin enthaltene Satz heifit auch Additionssatz
der Wahrscheinlichkeitsrechnung; w selbst heiBt voll-
stindige (auch alternative) Wahrscheinlichkeit, es ist
die Wahrscheinlichkeit des , Entweder—Oder*.

2. Wir gehen nun zu einem vollig anders gearteten
Fall tiber. AuBer der vorhin beschriebenen Urne sei eine
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zweite vorhanden; diese soll 13 Kugeln, worunter 6 weife,
7 schwarze, enthalten. Ich ziehe aus jeder Urne eine
Kugel; welches ist die Wahrscheinlichkeit, dafl es beide-
mal eine weile Kugel sei?

Hier sind offenbar 11:13 Fille moglich, davon
5.6 glinstig; also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

5.6 5 6
11.13 11 13’
scheinlichkeiten zu multiplizieren.

Gilt allgemein F als eingetroffen, wenn jedes der
Ereignisse E,, E,, ..., I, stattgefunden hat, und sind
9;» m; die Zahlen der giinstigen bzw. moglichen Fille fiir X,
g, m die entsprechenden Zahlen fiir &, so ist:

=01 Go e *Gry M=1y Mye+... M,y.
g i

Hieraus folgt, wenn — = w, ~— = w; gesetzt wird:
m my

man hat somit die einzelnen Wahr-

W=W Wy * oo Wy.

Dies ist der Multiplikationssatz der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung; er driickt die Wahrscheinlichkeit
des Zusammentreffens mehrerer, voneinander unabhsingiger
Ereignisse aus; w heift in diesem Fall die zusammen-
gesetzte Wahrscheinlichkeit, es ist die Wahrscheinlich-
keit des ,,Sowohl—Als auch®.

Beschréinken wir uns auf zwei Ereignisse X, B, , so
kann es vorkommen, daB die Wahrscheinlichkeit von I,
davon abhsngt, ob E, eingetreten ist. Es sei z. B. bel
der in 1. genannten Urne nach der Wahrscheinlichkeit
gefragt, daB zweimal nacheinander eine weile Kugel ge-
zogen wird, wobel jedoch die zuerst gezogene weile Kugel

5

aus der Urne entfernt bleibt. Hier hat man w, = (e
bl
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5—1 4 5.4 2
Yy =————=—, dah - — =

aber My =477~ 100 T YT it 11
Zu dem gleichen Ergebnis kommt man indessen auch, wenn
mit einem Griff zwei Kugeln gezogen werden; dann ist die

Zahl der moglichen bzw. glinstigen Fille ( ) bzw. (2) .

3. Die Ereignisse E, , E, mdgen einander ausschliefen
und die Wahrscheinlichkeiten e, w, haben; hierbei ist
wy -+ wy, = 1; das Gleichheitszeichen gilt, wenn E, in
dem Nichteintreffen von E; besteht.

Die Wahrscheinlichkeit ), dafiir, daB bei « - y-mali-
gem Versuch Z; in «, Ej in y Féllen und zwar in be-
stimmter Reihenfolge eintritt, ergiht sich auns dem
Multiplikationssatz:

wy = w¥ -} .
Ist die Reihenfolge beliebig, so ist auf Grund des Additions-
satzes die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

W="m-uy,

wenn m die Zahl der Permutationen von z -+ y Elementen,
worunter je « und je y gleiche, bedeutet. Man hat also?):

z-+y! . T+ :
=(—ﬁ—w1u2 ( y)u1 u ( ;—y)ztfu*g.
Offenbar ist % ein Glied in der Entwicklung von
(wy ++ wy)*+?, daher w <1, wie es sein muS.
Einfache Beispiele liefern die vorerwihnten Urnen.
Setzt man zty=n, sowie z=n, n—1, ..., n—7,
y=20,1,..., r, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB bei
n-maligem Versuch:
E inn, E, in 0 Fallen eintrifft: «7,

1Y) Sammlung Goschen, Nr. 53, § 16.
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- n\ -
E ,n—1, E,, 1Fall eintrifft: (1) wi L, ,
“ n\ -
B ,n—2, E, , 2 Fillen . (2) 1w 2w,
E n . E KO A= T
1 n =1, e n T 9 I P S

Folglich ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 bei
n-maligem Versuch nur B, oder Ej,, und zwar F;, min-
destens #» — r-mal stattfindet:

v =w’1’+<717') w1 wz—[—(’;) wh=2 w2++(f> W .
Fir r = »n wird hieraus:
Wn = (wl o w2)” )

fntsprechend den fritheren Formeln; W, ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB in jedem der » Fille entweder
E; oder E, eintritt.

Ist r<m, aber w; + wy, =1, so ist W einfacher
die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 E, mindestens n — r-mal

stattfindet.
Ist endlich = und w; + w, =1, so wird W, =1.

§ 3. Relative Wahrscheinlichkeit; Abhingigkeit von
Ereignissen.

1. Unter relativer Wahrscheinlichkeit eines Ereig-
pisses # in bezug auf ein anderes F versteht man die
‘Wahrscheinlichkeit von E unter der Voraussetzung, da8
F eingetreten ist (oder zugleich eintritt). Eine Urne ent-
halte 17 Kugeln, davon 11 weile, 4 schwarze, 2 rote;
jemand zieht eine Kugel und teilt mir mit, daB sie nicht
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rot ist. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daB eine weiBle

11 11
Kugel gezogen wurde, nach § 1: W, = FE) =I5
11 4
i ispiel sind w, = —, W, = — di %
In diesem Beispiel sind 1w, 70 Y =17 die ab

soluten Wahrscheinlichkeiten fiir das Ziehen einer weifen
bzw. schwarzen Kugel; die gesuchte relative Wahr-
scheinlichkeit ist W; = .. S

Wy 4w,

Der Sachverhalt kann allgemein so dargestellt werden:
unter den tberhaupt mdglichen Fillen wird nur ein be-
stimmter Komplex F betrachtet, der aus dem Eintreffen
eines der einander ausschlieBenden Ereignisse H,, E,,
..., B, mit den absoluten Wahrscheinlichkeiten 20;, w;,
..., w, besteht. Nach dem Additionssatz hat F die
Wahrscheinlichkeit w; +w, + ... 4+ w,; E; kommt
nun dadurch zustande, daB zunichst # und dann &, ein-
tritt. Ist also W, die Wahrscheinlichkeit von E; unter
der Voraussetzung des Eintreffens von F, kiirzer ,junter
der Voraussetzung F'“, so ergibt der Multiplikationssatz:

wy = +wy + ... +w) W,
oder:
Wy

-”712
w1+w2+---+wr

Dieser Quotient ist die gesuchte relative Wahrschein-
lichkeit.

2. Wir wollen mit W(E, F) die Wahrscheinlichkeit
von E unter der Voraussetzung F bezeichnen, mit
W(E, F,) diejenige unter einer von F verschiedenen
Voraussetzung; fiir GewiBheit und Unméglichkeit sollen
die Symbole 1 und 0 benutzt werden.
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Ist nun % tatsichlich von F abhingig, so kann dieser
Sachverhalt durch die Beziehung:

W(E, F) == W(E, F)
gekennzeichnet werden; hingegen bedeutet
W(E, F)=W(E, Fo)
die Unabhéingigkeit der Ereignisse %, F.
Folgt aus dem Bestehen von F' notwendig dasjenige
von H, so gilt:
WE,F)y=1.
SchlieBen hingegen die Ereignisse X, F einander
gegenseitig aus, so ist:

W(E,F)=W(F,E)=0.

§ 4. Erweiterung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs: un-
endliche Anzahl der Falle.

1. Das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit wir suchen,
soll darin bestehen, da8 eine unbekannte reelle Zahl z
zwischen gegebene Grenzen @, b (o < b) falle; # selbst
soll alle Werte zwischen —oco und oo annehmen kénnen,
jedoch so, daB die Hiufigkeit des Vorkommens der Zahl %
durch:

1
dargestellt wird.

Die Bedeutung von @(z) 148t sich folgendermafien er-
lautern: ist Az so klein, daB die Anderung von ¢(x)
vernachlissigt werden kann, withrend « in z 4 Az iiber-
geht, so wird die Zahl der ¥ille, in welchen x zwischen
2, und x, + Az liegt, dem Produkt ¢(x,)-dx pro-
portional sein; nimmt man z. B. 2, =0 und =3, so
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werden Zahlen zwischen 0 und Az zehnmal so hiufig
sein als solche zwischen 3 und 3 4 Ax. Die Anzahl
der giinstigen und moglichen Fille ist hier unendlich;
die seitherige Definition versagt also.

Da wir aber nur das Verhiltnis dieser Anzahlen
suchen, so beantwortet sich die eingangs gestellte Frage
dadurch, daB man den Quotienten der beiden Integrale:

14 +c0
/(p(x) dz und p@)dz
a -0
bildet; das erstere hat den Wert arctgd — arctgae, das
letztere den Wert sr; mithin ist die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit:

w= %(arctgb — arctga) .

Die Integrale kinnen geometrisch gedeutet werden
(Fig. 1); das erste ist die schraffierte Fliche, das zweite
die ganze Fliche zwischen der Kurve und der Abszissen-
achse?).

P(x)
\
O, X
0 b—
Fig. 1.

2. Wird einer geometrischen Figur eine zu ihrer Be-
stimmung nicht hinreichende Zahl von Bedingungen auf-
erlegt, so kann die Figur noch unendlich viele Formen

1) Sammlung Gdschen, Nr. 88, § 23 u. 24,
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annehmen. Man stellt nun gewisse Forderungen auf und
fragt nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine beliebig
gezeichnete Figur diesen Forderungen entspricht; Bei-
spiele hierzu werden in § 11 gegeben werden. Auch bei
dieser geometrischen Wahrscheinlichkeit ist die
Anzahl der Fille unendlich gro8 und entzieht sich des-
halb der Abzihlung; die Losung der Aufgabe kann wie
in 1. mit Hilfe der Integralrechnung oder auch auf
elementarem Weg erfolgen.

3. Probleme der angefithrten Art haben zu einer Er-
weiterung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs AnlaBgegeben?):
Die mathematische Wahrscheinlichkeit eines Ex-
eignisses ist das Verhiltnis aus dem Inhalt der
Mannigfaltigkeit der ihm giinstigen Fialle zu der
Mannigfaltigkeit aller als gleichwertig voraus-
gesetzten Fille.

Diese Definition umfaft ebenso die Fille, wo der In-
halt der Mannigfaltigkeit sich durch Zahlung bestimmen
148t (diskrete Mannigfaltigkeit), wie die anderen, wo
die Messung (ndtigenfalls im mehrdimensionalen Raum)
Platz greifen muB (kontinuierliche Mannigfaltigkeit).
Was die Gleichwertigkeit der Fille anlangt, so liegt den
Aufgaben der geometrischen Wahrscheinlichkeit im all-
gemeinen die Annahme einer homogenen Struktur des
Kontinuums zugrunde; hiernach entfiillt z. B. auf ein der
GroBe nach gegebenes Intervall einer Geraden {iberall
die gleiche Punktmenge, unabhingig von der Lage des
Intervalls. Dieser Voraussetzung iiber die Struktur des
Kontinuums, dem die Elemente angehdren, entspricht die
Aussage, daB jedes herausgegriffene Element schlechthin
willktirlich gew#hlt sel. So kann auch der in 1. ge-

) E.Czuber, Enzyklopadxe der mathematischen Wissenschaften
T, 2, D. 1, S.763. 1900—19

Hack, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 2
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fundene Wert 2 als geometrische Wahrscheinlichkeit
dafiir gedacht werden, dafl ein willkiirlich zwischen der
Kurve und der Abszissenachse gewihlter Punkt in das
schraffierte Gebiet fillt.

§ 5. Mathematischer Erwartungswert, mathematisches
Risiko.

1. Hat 4 aus einem Ereignis Z}, dessen Wahrschein-
lichkeit w, ist, den Gewinn @, zu erwarten, so nennt man
¢ = @, w; den mathematischen Erwartungswert;
der Geldbetrag e, bedeutet hiernach einen Ersatz fiir die
upsichere Einnahme a@,, um den Preis ¢, kann A4 seinen
Gewinnanspruch zum Verkauf anbieten. Mann kann e,
auch als Durchschnittswert auffassen: unter einer groBen
Anzahl » von Fallen werden etwa nw; den Gewinn a,
bringen, die tibrigen nichts; also ist der durchschnittliche
Gewinn @, nw, : n = g, ;.

Es scllen nun r Ereignisse E, B, .. ., £, moglich
sein derart, daB sie einander ausschliefien, aber eines
unter ihnen eintreten muB; fiir die zugehdrigen Wahr-
scheinlichkeiten gilt dann:

(6)) wy+ W+ ... +w,=1.
Fillt fir das Eintreffen von &; dem 4 der Gewinn g; zu
(die @; konnen auch = 0 und im Fall des Verlustes < 0

sein), so ist der Erwartungswert des 4 in Bezug
auf die Gesamtheit der » Hreignisse:

) G =0w +aw,+ ... +aqw,.
Daalsoey = (ayw; + ... + a,w,): (w, + ... 4 w,) ist,
so kann ¢, als Mittelwert der mit den Gewichten w;

versehenen GroBen a; gelten; in dem eingangs angefiihrten
Fall ist E; das Ausbleiben von Z; und @, = 0. LBt
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man allgemein aus (2) vonr vornherein diejenigen Glieder
fort, deren @; = O ist, so ist fiir die iibrigen Ereignisse
die Summe der Wahrscheinlichkeiten < 1.

2. An einem Glicksspiel mdgen sich 7 Spieler be-
teiligen, mit der irgendwie ermittelten Wahrscheinlichkeit

Wy, Wy, - -« Wy, 20 gewinnen; dabei sei:
wyt+wy,+ ... Fw=1.
Ferner seien die Einsdtze der Spieler ¢;, e,, . . ., ¢,, sowie

egt+e+ ... +eo=s
die dem Gewinner zufallende Summe. Soll nun das Spiel
billig sein, so muB:

B126 % cue TEERWL W D w e S Wy
also auch
g:s=w;:1
oder
(3) &G =Su;,

d.h. der Einsatz jedes Spielers gleich seinem Er-
wartungswert sein.

3. Auf das Eintreffen eines Ereignisses mit der Wahr-
scheinlichkeit w (Gegenwahrscheinlichkeit w'=1— w)
sei von dem Unternehmer 4 der Preis o ausgesetzt; der
Spieler B hat dann den Einsatz:

(4) o =10w
zu leisten. Gewinnt B, so ist sein Reingewinn:
a—e =a(l—w)=aw
und der zugehtrige Erwartungswert:
(5) hy=aww' =¢-w'.
Verliert dagegen B, so ist sein Verlust e,, der zugehorige
Erwartungswert:
(6) kg =eqw’ =h, . .
DA

¢
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Tiir 4 gilt das Umgekehrte; Ay =k, heift mathema-
tisches Risiko; die Zahl ky[e, = ky/e, = w’ bezeichnet
man als relatives Risiko, sowoll fiir 4 als fir B.

Um sein Risiko zu verringern, leistet B einem zweiten
Unternehmer 4’ die Zahlung %, , wofiir ihm A" im Fall
des Verlustes den Betrag ¢, auszuzahlen hat.

Gewinnt nun B, so ist sein Reingewinn @ — ¢y — 7,
das zugehorige Risiko, wie eine leichte Rechnung ergibt:

(7 hh=ow-w2=¢-w'?.
Verliert B, so ist die Summe %, verloren; das Risiko ist:
(8) y=hy-w =ew?2=h .

Die Fortsetzung ist einleuchtend; ist &, = ¢, - w’7+1,
so hiitte B, um gegen jeden Verlust gedeckt zu sein, den
Betrag aufzuwenden:

O aotkh+hth+t. . ..=—>F=—"=0a;

aber dann gewinnt er auch nichts.

4. Fiirmehrere, einander ausschlieBende Ereignisse F;,
unter welchen eines eintreten muf, seien die Wahrschein-
lichkeiten w; vorhanden und die Preise ¢; ausgesetzt; als-
dann ist:

P
(10) Sw=1;

1
der Erwartungswert, zugleich der von dem Spieler zu
leistende Einsatz ist:

,
(11) e = > o w;.
1
Ist.nun.al, Qgy e vvy Auoy > 65 Oy Opgyy ooy 4 2 8,
so ist die Gewinnerwartung:
n-1

(12) by = ;(a,- — &) Wi ;
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die Verlusterwartung:
(19) ty = 3 (e — @y
Dabei ist: !
hy — ky __?r:awl——eos’w,;=0, also Ry =k,
Alsrelatives Risiko gilt wiederum der Quotient /g /e, =1k, e, -

Erbilt z. B. der Spieler so viel ., als der Spielwiirfel
Punkte zeigt, soist r=16, w; =% fiir jeden Wert von 7,
e0=—é~(6+5+4—]—3+2-l—1)=3,5 6 ferner n=4, und

1
Ty = (25 + 15 + 0,5) = 0,75 .4,

1 -
by = -6-(0,5 + 1,5 + 2,5) = 0,75 &;
cndlich

gl = By — il 2

35 14

oder  21,4%/,.



I1. Abschnitt.

Anwendung der Grundlebren auf spezielle
Probleme.

§ 6. Aufgaben zur Erlduterung der Grundformeln.

1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit zwei
Wiirfeln eine der Summen 2 bis 12 zu werfen?

Die Anzahl m der mdglichen Fille ist 62 = 36; die
Anzahl g der giinstigen Fille und die entsprechende
Wahrscheinlichkeit w = g/m ist
aus nebenstehendem Téafelchen zu
entnehmen.

2. Wie groB ist die Wahr- 5. {9
scheinlichkeit, mit einem gewdhn- 47 ;¢
lichen Wiirfel im ersten, zweiten !

Summe

DO W NS
[
-
L3

oder dritten Wurf die Zahl 1 zu &1 10

werfen? | 5;9 1/ 9
Die Wahrscheinlichkeit, im 6;8 e

ersten Wurf 1 nicht zu werfen, 7 e

ist 3/4; also nach dem Multipli-

kationssatz die Wahrscheinlichkeit, in keinem der drei
ersten Wiirfe 1 zu werfen, w’= (5/4)3; somit die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit w =1 — w' = 23_16 Umge-
kehrt kann man aus gegebenem w die Zahl der Wiirfe
berechnen.
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3. Zwei gleiche Urnen enthalten je nur weife und
schwarze Kugeln; die erste o, weiBe, b, schwarze, die
zweite a, weile und b, schwarze. Wie grof ist die
‘Wahrscheinlichkeit, eine weiBe Kugel zu ziehen?

Die Wahrscheinlichkeit, sowohl die erste Urne zu
wihlen, als auch aus ihr eine weile Kugel zu ziehen, ist

wy, = ‘i ; die entsprechende Wahrscheinlichkeit
2 o + b 1 a
fiir die zweite Urne ist w, — =+ —2—. Nach dem
=2 ay+ by

Additionssatz ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

1 a, ay
W = Wy + W, —_2—.<(/1+b1 -+ " +b2> ¢

4. In einer Urne sind # Kugeln, darunter a weile,
b schwarze (@ + b < n). Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit 0, mit drei aufeinanderfolgenden Ziigen zwei
weiBle und eine schwarze Kugel in beliebiger Reihenfolge
zu erhalten, wenn die Kugeln nicht wieder hineingelegt
werden?

Die Wahrscheinlichkeit, zuerst eine weiBe, dann noch-
mals eine weie, zum Schluf eine schwarze Kugel zu
ziehen, ist:

_a a—1 b

ebenso grof sind, wie man leicht sieht, die Wahrschein-
lichkeiten fiir die beiden anderen Reihenfolgen; folglich ist:
3afa—1)-b
nn—1)(n —2)°
5. Bin Kiastchen enthilt #» Schrotkdrner; welches ist
die Wahrscheinlichkeit, mit einem Griff eine ungerade
bezw. eine gerade Anzahl zu erfassen?

w = 3w, =
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In den beiden Fillen ist:

n n n n

T Ol (Y
n=——x N’ @7 N N
wo N=2+ 2.

Setzt man die aus dem binomischen Satz folgenden Werte )
von Z;, Z,, N ein, so wird:
n-1 on~1

2r~1-1
=3(1-+0), 1w =—27:T=%(1—0)’

1
wo 6= §1T1_ .

Demnach ist w, > w,, aber lim(w, — w,) = h'_m@ =0.

W=

n=cc n=o0
6. 4 und B spielen mit zwel Wiirfeln; 4 wirft zuerst
und gewinnt, wenn er die Summe 6 hat; andernfalls
wiirfelt B und gewinnt, wenn er die Summe 7 erhilt.
‘Wie miissen sich die Einsiitze verhalten?
Ist @ der Gewinn, so ist der Erwartungswert des 4:
@ = % G, derjenige des B: b= 4} -1+ G; also ist das
Verhiltnis der Binsitze a:5=30:31. Die Wahr-
scheinlichkeit, daB das Spiel unentschieden bleibt, ist
31 b 155
366 216~ 17
7. 4 und B lassen den C wiirfeln; geben die beiden
Wiirfel die Summe 7, so soll der Gewinn dem A4 zufallen,
seben sie die Summe 10, dem B; in allen anderen Fillen
soll zwischen A4 und B gleich geteilt werden. Wie miissen
sich die Einsitze des 4 und B verhalten?

1) Sammlung GOschen Nr. 53, § 23.
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G sei der Gewinn, dann ist der Erwartungswert des 4 :
%G—{—jlg 0+ %- %G 13G; des B: 4G+ 3%-0
= 44+ G. Die Einsitze miissen sich folglich

Wle 13 11 verhalten.

8. n Personen spielen mit einem Wiirfel und bezahlen
je 1 4 Einsatz. Wer den hdchsten Wurf tut, bekommt
n b ; werfen mehrere gleichviel und mehr als die iibrigen,
so wird der Gewinn gleichm#8ig verteilt. A4 beginnt und
wirft @ Augen; wie groB ist sein Erwartungswert?

Fiir jeden anderen Spieler ist die Wahrscheinlichkeit
des Wurfes a gleich 1:6, diejenige eines geringeren
gleich (¢ —1):6. 4 muf mit »r—1 A=r=n)
anderen Spielern teilen, wenn diese den Wurf a, die
2 — r lbrigen einen geringeren Wurf tun; die Wahr-
scheinlichkeit hierflir ist:

B

Nun kann aber die Zahl » — 1 auf (7:_ _ i) verschiedene
Arten zustande kommen; mithin ist der Erwartungswert
des 4:

_ (n — 1) @—=1r-" n (n) (@ —1y-r
*=\r—1) 6T 7T\ T
Um alle Fille zu erschopfen, in denen A gewinnt, muB
man B =¢ + e 4+ ... -+ ¢, bilden; die tibrigen Fille

bleiben (vgl. S. 19) unberiicksichtigt. Es ist aber:

n

€o+61+_---+€n—6,,1 [@—1)4+1]*= =

(@—1y
T

€ =
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mithin:
e =
E == __—G_IF——— Se—— 6 . 6 - 6 .
Hieraus folgt noch:
. 6 - =0

ImF = { fiir a{ :

fmoo 0 <6’
in der Tat werden bei sehr groBer Teilnehmerzahl etwa

-g— den Wurf 6 tun; auf jeden entfillt dann der Gewinn

n :nf6 = 6 ; die anderen gehen leer aus.

§ 7. Das ,,Jeu du Treize* und das Rencontrespiel;
das Problem von Moivre.

1. Eine Urne enthdlt » (13), mit 1 bis n bezifferte
Karten, welche nacheinander herausgezogen werden. Wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB wenigstens eine Karte
an der durch ihre Ziffer bezeichneten Stelle erscheint?

Die n Elementel) geben n! Permutationen; dies ist
die Zahl der moglichen Falle. Halt man 1 fest, so geben
die » —1 fbrigen Elemente (n — 1)! Permutationen;
1 ist also nicht an seinem Platz in:

=nl—m—1)!
Fillen. Unter diesen gibt es solche, wo 2 an seinem
Platz ist; die » — 1 {brigen Elemente geben dann ent-
sprechend #, die Zahl von (n —1)! — (» — 2)! Fallen,
wo 2, aber nicht 1 am richtigen Platz ist, wie man auch
unmittelbar bestéitigen kann. Somit ist:

tp=nl—2n—1!4+ (n— 2)!

1) Zur Verdeutlichung mag man etwa n =5 wihlen.
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die Zabl der Fille, wo weder 1 noch 2 an seinem Platz
ist. Hilt man 3 fest, so geben die (» — 1) tibrigen Ele-
mente entsprechend x, die Zahl von:

(n—1)! —2(n— 2)! 4+ (n — 3)!
Fallen, wo 3, aber weder 1 noch 2 am richtigen Platz
sich befindet. Folglich gibt:

% =n! — 3(n —1)! + 3(n — 2)! — (n — 3)!

die Zahl der Fille an, wo keines der Elemente 1, 2, 3
den richtigen Platz einnimmt. Allgemein ist:

x,::n!—(g)(n—l)!—l—(;) (=2 — ...t (n—n)

die Zahl der Fille, in denen keines der r ersten Elemente
den durch seine Ziffer bezeichneten Platz hat; man er-
hirtet dies leicht durch den Schluf von 7 auf  4-1. Die
zugehorige Wahrscheinlichkeit ist:

r\ 1 [r 1 1
w,_1_(1) 'E+(2) D) D). D)
Mit r = n ergibt sich:

1 1 bl 1
’Ll'nzl —‘i—l"‘l—a——'g—'—{— .. +("—1)n‘)‘ﬁ.
Bei dem ,,Jeu du Treize“ ist » =13 ; aber schon fiir
miBig groBe » kann man w, = e~! setzen. Die Wahr-
scheinlichkeit, welche wir suchen, ist 1 — w, oder sehr
nahezu
e—1

=0,6321.

Setzt man » = 32, so hat man den Fall des auch von
Euler behandelten Rencontrespiels: 4 und B haben
je ein Spiel von 32 Karten und decken gleichzeitig je
ein Blatt auf; so oft gleiche Blitter erscheiren, findet ein
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Rencontre statt. 4 wettet auf das Stattfinden, B auf das
Ausbleiben eines Rencontres; wie verhalten sich ihre
Aussichten, zu gewinnen?

Da fiir » = 32 der Unterschied zwischen w,, und =1
unmerklich wird, so lautet die Antwort auf vorstehende
Frage: die Wahrscheinlichkeiten des Gewinnens verhalten
sich wie (¢ —1) :1; also rund wie 7 : 4.

2. Das ,,Problem von Moivre* hatfolgenden Wort-
laut: In einer Urne sind p , mit 1 bis p bezeichnete Kugeln;
wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, in » Ziehungen je
einer Kugel, die jedesmal zurtickgelegt wird, die Summe s
zu erhalten?

Der Ausdruck:

Y=(@x+z24+ ... F2Pn
liefert entwickelt als Koeffizienten von z* die Zahl:

n!
g=2mp’!yz...'

Hierbei sind o, 8, 7, ... Null oder positiv ganzzahlig;
ferner:
a+24+383y+ ... =5,
«+ f+ y+...=mn.
Die Wahrscheinlichkeit fiir die Summe s ist:

! %l
W E___'f;_.ww+ﬂ+y+...=wn. E__.f’_'_____,
alBlyl... alflyl...

wenn w =;17—die ‘Wahrscheinlichkeit fiir den einmaligen

Zug einer jeden Kugel ist, die mit 1, 2, 3, ... be-
zeichnete Kugel «, 8, 7,... mal gezogen wird und
die obigen Bedingungen gelten.
Nun 148t sich ¥ in der Form:
Y=a"(1—aPr(l—a)"=2ar.y
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schreiben; folglich ist g der Faktor von «*~* in der Ent-
wicklung von y. Der binomische Satz ergibt:

(1~xp)n=1—( ):r?—}—()ﬂp——,—....
(1——1)‘"=1+ x‘( ) 2t ..

Hiernach wird:
_[s—1 s—1—p s—1—2p\(n
g“( —n) (b—n—zo)( )+(S~n—2p) <2>_+“"
und da:
c)_ c
a) \o—«

ist, so hat man, wenn noch:
s—1l=s5, n—1=n,
gesetzt wird, einfacher:

{5 So —p\ [n S, — 2p\ (n i
7= (n) = (" 7) () + (277 (3) =+
Die Reihe ist so lange fortzusetzen, als s, — Ap = #,
oder s — n = 1p ist fiir ein positives, ganzzahliges 1.
Durch ¢ ist auch:

W=g-p~*

bestimmt.

Beispiel: Fir p=5, n =4, s =14 erhilt man
g=68, W=0,1088.

Setzt man in obigen Formeln p = 6, so hat man
zugleich die Wahrscheinlichkeit dafiir gefunden, durch
einen Wuarf mit n Wiirfeln die Summe s zu erhalten; ist

zB.n—=3,s=8, so wird W=(;)-6-3=7/72.

Laplace berechnete im AnschluB an die eben durch-
gefiithrten Betrachtungen die Wahrscheinlichkeit w dafiir,
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daB die Summe der Neigungen von 10 Planetenbahnen
den durch Beobachtung gefundenen Wert von 929 neuer
Teilung nicht {iberschreite; er erhielt w =12 -10-8, mit
anderen Worten: es ist #uBerst unwahrscheinlich, da8
diese Neigungen ein Werk des Zufalls seien.

§ 8. Das Teilungsproblem; Zusammenhang zwischen
Wahrscheinlichkeits- und Differenzenrechnung.

1. 4 und B héren zu spielen auf, als dem .4 noch m,
dem B noch 7 Partien zum Sieg fehlen; ihre Wahrschein-
lichkeiten?), ein einzelnes Spiel zu gewinnen, sind p und ¢
(p+ g=1). Wie haben sie sich in den Gewinn zu teilen?

Angstatt der seither angewendeten kombinatorischen
Behandlungsweise legen wir ein auf Pascal zuriick-
zufithrendes Verfahren zugrunde. Da der Gewinn im
Verhiltnis der Wahrscheinlichkeiten zu teilen ist, welche
A und B fiir den Sieg besitzen, so geniigt es, diese Wahr-
scheinlichkeiten zu ermitteln; diejenige fiir 4 sei ¥, n -
Entweder nun gewinnt 4 die niichste Partie; dafiir ist
p die Wahrscheinlichkeit und es fehlen ihm noch m — 1
Partien zum Sieg, dann ist p g,,_; , die Wahrscheinlich-
keit, daB 4 siegen wird. Oder aber verliert 4 beim
néchsten Spiel; ¢ ist hierfiir die Wahrscheinlichkeit und
dem B fehlen noch » — 1 Partien; in diesem Fall ist
q Ym,n-1 die Wahrscheinlichkeit des Sieges fiir 4. Daher
1Bt sich 31,5,  als vollstindige Wahrscheinlichkeit angeben:

(Y) ym,n=.pym—1,n+qym,n—l-
Hierbei ist offenbar:

.7/0,3-=17 yu,0=0

1) Wie diese ermittelt sind, kommt nicht in Betracht.
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fir jedes positive, ganzzahlige 4, x. Setzt man also
n =1, so bekommt man:
Yu=2Dp, Yau=0% Un=p% ...
ferner
Yo =0+pq, he=r*1l+2q, ...
Auf diesem Wege kann man durch Rekursion jedes be-
liebige 4,5, , ermitteln ; aber eine allgemeine Formel fiir p,, »
erhilt man zun#chst nicht.
Um die mit (Y) bezeichnete Funktionalgleichung auf-
zulGsen, setzen wir mit Lagrangel):

m=z, n=t
und schreiben demgemis$ statt (Y), indem wir zugleich
jeden Zeiger um 1 erhohen:
PYz,t41+F QYzs1,¢t — Yor1,t41 =0

Lagrange zeigt nun mit Hilfe einer Reihenentwicklung,
daB dieser Gleichung durch einen Ausdruck von folgender
Form?2) geniigt wird:

Yz,t =P [1+xq+ g% 4. ]

dabei ist die Summe bis zu dem Glied mit ¢*-! aus-
zudehnen.

BErsetzt man wieder z, ¢ durch ihre Werte m, n, so
ergibt sich:

Ym,n = l:l+mq+ 9%+ .
m(m+1) sm4+n—2) 1
+ (n —1)! ]’

1) Qeuvres, T. IV, p. 221ff. Paris 1869.
?) Die obxge Gleuhung ist nur formal verschieden von der-
jenigen bei Lagrange.

= +1)

m(m + 1) .
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wie man sieht. steht dieser Wert mit den Grenzbedingungen
Yo,1 =1, Y.,0 =0 im Einklang, man Uberzeugt sich
auch leicht von der Ubereinstimmung mit den S. 31 an-
gegebenen speziellen Werten. Am kiirzesten 18t sich
das Ergebnis in der Form:

n-1
/ —1
ym,n=Pm2'(" +: )gf
0

darstellen. Die Wahrscheinlichkeit des Sieges fiir den
anderen Spieler B erhdlt man durch Vertauschung von
m,n und p,q:

m—-1
Zm, 5 = an:(n‘i‘:"‘l)pr‘
0

Ist 2z B.m =1, n= 2, so wird:

Un,n =2 TP Zma=0q%, Ym,n "{"”m,: =1.

2. Lagrange fithrt a. a. O. eine weitere, minder ein-
fache Losung durch, welche unmittelbar an die Grund-
begriffe der Differenzenrechnung ankniipft. Diese
liefert fiir die Losung von Wahrscheinlichkeitsproblemen
eine Methode, deren Grundziige wir — unter Beschréinkung
auf gewdhunliche Differenzengleichungen — kurz darlegen
wollen.

Die gesuchte Wahrscheinhichkeit y, hinge von einer
ganzzahligen Verdnderlichen 2 ab und es sei eine Be-
ziehung von der Form:

F(mryﬂyﬂrlv ey Ygir) =0

bekannt. Nun ergibt das Schema der Hauptreihe und
ihrer Differenzenreihen?):

1) bammlung Go6schen Nr. 53, § 82,
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Yr  Yetr1 Yzt2
Ay, Ayx+1
A2y,
firr=1,2....,7:

Yoir =Yz + (2) Ay, + (;) Ay oo+ Ay,

Setzt man die hieraus sich ergebenden Werte in "= 0
ein, so erhdlt man eine gewthnliche Differenzengleichung
rter Ordnung:

@(ﬂ:, Yz, A?/z: CERS Ar?/’:t) =0.
Kann man F = 0 oder @ = 0 integrieren, so ist auch
das Wahrscheinlichkeitsproblem geldst.

Sei insbesondere die lineare homogene Differenzen-
gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
vorgelegt:

F=yps+ 201 Y1+ %Y,=0,

so gehdrt zu ihr die charakteristische Gleichung:

24+2ai4+a=0.
Ist nun, was wir hier voraussetzen wollen:

G —ay,>0,

so gentigen der charakteristischen Gleichung zwei reelle
verschiedene Werte 4,, 4, und die allgemeine Ldsung
von F' = 0 ist, wie man leicht bestitigt:

Z/a;=C1'l:f+021f7
wo Oy, G zwei willkiirliche Konstanten sind.

Laplace fithrte, um die Differenzengleichungen zn
integrieren, den Begriff der erzeugenden Funktion =
von y, ein, ndmlich fiir ganze positive x:

U= Sy, t*;

Hack, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 3
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alsdann erzeugt:
w-(a+bt"Y) =2(ay, + by,

die Funktion ay, + bi,,,; usf. Indessen hat dieses Ver-
fahren nur noch historische Bedeutung.

§ 9. Das Problem der Spieldauer und seine Lisung
durch eine Differenzengleichung.

1. 4 besitzt m, B n , (m 4 n = s); beide spielen
die Partie zu 1 4 so lange, bis einer von beiden nichts
mehr besitzt. Die Wahrscheinlichkeit, eine Partie zu ge-
winnen?), sei p fiir 4 und ¢ fir B, (p + ¢ =1); man
ermittle fiir jeden die Wahrscheinlichkeit, seinen ganzen
Besitz dem Spiel zu opfern.

Sei y, die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir B in dem
Augenblick, wo er x 4 besitzt; da B das nichste Spiel
entweder verliert oder gewinnt, so ist:

Yo =DYe-1 T 9Yzs1
oder, wenn jeder Index um 1 erhght wird:
9Yar2 — Yos1 T+ (1 —9) -y =0.
Die charakteristische Gleichung ist:
gi2—1+(1—g=0

A—1-gl+1)—1]=0.
Hieraus folgt:

oder:

L=1, ==,
Daher wird die allgemeine Losung:
Y=0C + G- 13
1) Vgl. die FuBnote S. 30.
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Die Grenzbedingungen sind offenbar:

Yo=1, 4,=0;
man eliminiert also (}, (; mit Hilfe der Determinante:

:.7/2: 1 lg[
(1 1 1§=o
01 A
und findet:
A3 —73
yz_l;—-l.

Setzt man r =n, 4, = p/q und s = m + n, so ergilt
sich als Wahrscheinlichkeit fiir den Ruin des B:
P i el
Yn = pmEn — gmn =

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ruin des 4 ist:
¢ (" — g7

X = prEn — gmEn -

Hieraus folgt zundchst: y, 4+ 2, =1; d. h. das Spiel
kann nicht unentschieden bleiben; fiir #n = m vereinfachen
sich die Formeln. Sei ferner:

&) p>gq, 4, >1. Kann man dann 1 gegeniiber 73
vernachliissigen, so ist:

m
yn=1—<—§;) ;

ist also A erheblich geschickter als B, so hat B nur
dann einige Aussicht, dem Ruin zu entgehen, wenn 4
im Vergleich mit B sehr wenig besitzt.

f) p=qg=1%, 4, =1. Hier wird y, unbestimmt;
die bekannte Regell) ergibt:

1) Sammlung Gdschen Nr. 87, § 41.
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st —niz"t s—mn  m
Yy = = = ey
= st s s

Man findet dies auch durch Zurlickgehen auf die Diffe-
renzengleichung, welche in diesem Fall die beiden parti-
kuldren Integrale 7, =1, 4, — = hat. Je kleiner also »
gegen m ist, desto sicherer ist der Untergang des B.

y) p<g, 4, <1. Aus:

B — 1
L ey T

folgt fiir unendlich zunehmendes s:

”
timg, = iz = (2]
8=00 q
ist also B der geschicktere Spieler, so entriunt er dem
Untergang um so eher, je groBer sein Besitz ist, vgl. «).

2. Fragt man nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
A spitestens mit einem bestimmten Spiel den gesamten
Besitz des B an sich gebracht hat, so ist die Losung er-
heblich schwieriger und gibt zu weitldufigen Rechnungen
AnlaB, auf welche hier nicht eingegangen werden kann.
Besonders die franzosischen Mathematiker des 18. Jahr-
hunderts haben dieser Aufgabe Untersuchungen gewidmet;
als Ergebnis sei die Formel von Laplace?) angefiihrt,
welche unter der Voraussetzung m = oo die Wahrschein-
lichkeit angibt, daf B mit dem (z -+ 2 z)ten Spiel seinen
Besitz verloren haben wird:

z
y=" %” A5
wobei

1) Théorie analytique des probabilités, p. 285 Pari e
Ocuvres, T 7, p 235.  Paris 1966, 1 P55 Farls 1812
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nmt+x+1)n+z+2)...(n4+22—1
dyiy A= E ) tint BB

ist; fiir @ = 0 ist die Formel leicht zu bestitigen.

§ 10. Das Petersburger Problem, der moralische Er-
wartungswert.

1. Die in der Uberschrift genannte, zu einer gewissen
Bertihmtheit gelangte Aufgabe von N. Bernoulli fiihrt
auf ein zunichst befremdendes Ergebnis.

4 wirft ein Geldstiick in die Luft, zeigt es Wappen,
so zahlt er an B 2 4 aus und das Spiel ist zu Ende;
andernfalls wirft 4 noch einmal, erscheint jetzt Wappen,
so zahlt er 22 = 4 /4 aus usf. Allgemein: wenn erst
im nten Wurf Wappen zum Vorschein kommt, so mu8
A dem B 2" 4 ausbezahlen. Wieviel muB B vor Beginn
des Spieles dem 4 geben, damit das Spiel gerecht ist?1)

Da die Wahrscheinlichkeit, erst mit dem nten Wurf

Wappen zu bekommen, (—é—) ist, so hat B den in 4

ausgedriickten Erwartungswert:

E=i-9+<i)2-22+(i)3.23+ =141414...;
= = 5 1+...;

mithin ist # = oco; 4 kann also von B beliebig viel
fordern, dieser aber wird nur eine bescheidene Summe
fiir die Teilnahme an dem Spiel opfern wollen; hierauf
darf 4 nicht eingehen.

2. Damit das Spiel zustande kommt, zeigte Poisson
folgenden Weg. A ist nicht unendlich reich, sein Besitz,
mﬂaut der Aufgabe ist gegeniiber dem urspriinglichen
unwesentlich abge#ndert; vgl. die Seite 88 angefiihrte Bearbeitung

der Abhandlung von D. Bernoulli: Specimen Theoriae novae de
Mensura Sortis (1788).
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einschlieflich der Zahlung des B, sel < 2P+1 4, aber
= 27 ; dann ist der Erwartungswert des B, falls 4
héchstens 27 4 ausbezahlt:

1 1\2 1\? 1\p+1
SO ) iR ) S 2P e2P -
& 2“‘(2) + <2)2+<2) BR ey

oder:
1 1 1
— — —_— N .
rt+y+gtgt p+1

Besitzt etwa A 2000 4, so ist p =10 uwnd B'=11 4.

3. D. Bernoulli fithrte!) den Begriff der mora-
lischen Erwartung ein. Hat jemand das Vermdgen
und wichst 2 um dz, so ist der ,,moralische Vorteil“ dy

{x
dieser Zunahme proportional zu %; ob dies immer zu-
trifft, soll unerdrtert bleiben. Aus:
dy — o dz
y=co3
folgt aber?):
z
y—y=c-Log—~.
Setzt man noch ¢=1, 2y =2+ Az und ist w die
Wahrscheinlichkeit des Zuwachses, so ist:

e—(yl—y)W—wLO“x+Ax

der moralische Erwartungswert; fiir 4z = 0 wird
auch e=0.
Ist o, das urspriingliche,  das um den Einsatz ver-

1) Versuch einer neuen Theorie der Wertbestimmung von Gliicks-
fallen; herausgegeben von A. Pringsheim. Leipzig %96.
) Log bedeutet durchweg den natiirlichen Loganthmus
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minderte Vermégen des B (x=0), so ist sein moralischer
Erwartungswert:

1 $+2 1 + x4 2n
2

—t ...+ 9nLo + .03
To
€ ist also (vg]. S. 18) der Mn:telwert der einzelnen Vor-
; 1 1 1 .
teile, da 5-{—-4—“-}— -I——27+ oew =1 18t

Setzt man:

(»E=Logm+y :

Z,

0
s0 ist y ein einmaliger Vermogenszuwachs, welcher gleich-
wertig ist mit dem aus dem Spiel zu erwartenden Ge-
winn. Mithin ist:

1 L
@ zsty=@+2)-@rot . @romF..
Sei zunéichst = 0, so gilt fiir den zugehdrigen Wert y, :

1 1
Logy, = —é-LogZ + ZLogé +.

hierbei ist:

folglich:
K—{K=1, K=2; y,=4.

Multipliziert man (Y) beiderseits mit » = 2~1, so wird:

o0 1
(0) Ituy = [[(1+2m0),

1
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Log(1l 4 27«
Log(l+ uy) = ‘?un = Ml By

‘)n
l

o, 1
da pun lim—"*L — — ist, so konvergiert sowohl die

n=cc Up
Reihe als das Produkt man kann also aus » den Wert y
finden; solange der Emcatz xo —x <y ist, bleibt €>0.
Nebenstehende Tafel gibt einige
Zahlenwerte.

0o

|
Da das Verm0gen des 4 unbe- v | 2 | ¥
riicksichtigt bleibt, so ist dies keine e |
befriedigende Losung des Peters- | 1 |

4,0
4, 3
burger Problems; hingegen hat das  1g-: l 10 |55
logarithmische Gesetz in der Wert-  1p-2| 100 7,9
lehre und Psychologie Eingang ge- (-3 ! 1000 11
funden.

4. Buffon nahm auch die Erfahrung zu Hilfe, in
2048 Spielen muBte 4 durchschnittlich 10 .4, niemals
tiber 512 4 ausbezahlen; der durchschnittliche Betrag
wuchs langsam mit der Zahl der Spiele. Andert man die
Aufgabe dahin ab, daB 4 nicht 2%, sondern 2 » 4 zahlen
muB, so findet man 4 4 als Brwartungswert des B, da:

b (e (o

ist; nach Buffons Zahlen wird die durchschnittliche
Leistung des 4 in diesem Fall 3,95 4.

§ 11. Geometrische Wahrscheinlichkeit; das Nadel-
problem und andere Beispiele.

1. Die eigentimlichen Schwierigkeiten dieser Gruppe
von Aufgaben lassen sich am besten aus einem Beispiel
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ersehen, welches gewdhnlich als das Paradoxon von
Bertrand bezeichnet wird. Die Frage ist folgende:

Gegeben ist ein Kreis vom Halbmesser 1; man zieht
in ihm eine Sehne, wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,
daB diese groBer als die Seite des einbeschriebenen gleich-
seitigen Dreiecks ist?

Erste Lidsung (Fig. 2). Sieht man den Endpunkt 4
als gegeben an und ist < BOC = /3, so sind giinstig
diejenigen Fille, wo der andere Endpunkt P der Sehne
zwischen B und C liegt. Da wir gleichmiiflige Verteilung
der Punkte P auf der Kreislinie voraussetzen (§ 4), so ist:

Fig. 2. Fig.3.

Zweite Ldsung (Fig. 3). Wir nehmen an, die Sehne
goll auf dem Halbmesser A0 senkrecht stehen. Isi 1/
die Mitte von 40, N die Mitte der Sehne, so sind giinstig
diejenigen Fille, in welchen ON < OM ist. Da nun die
Punkte IV die Strecke O A gleichmiBig erfiillen, so ist:

oM 1

“*=0x1 "%
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Der Grund des Widerspruches ist leicht zu sehen:
die Voraussetzungen sind verschieden; wenn die Punkte P
auf dem Kreisumfang gleichmiBig verteilt sind, so knnen
dies nicht auch die Punkte N auf dem Durchmesser 4B
sein (vgl. die harmonische Bewegung).

Es ist nicht ohne Interesse, den einfachen Fall auch
rechnerisch zu bebandeln (Fig. 4).

Bei der ersten Losung
kann man in voller Allge-
meinheit die Sehne 4 P als
bestimmt ansehen durch die
Winkel ¢ und 1; OX ist
eine feste Richtung, @ liegt
zwischen 0 und 27, 1 zwi-
schen 0 und x=/2. Die
‘Wahrscheinlichkeit  einer
bestimmten Annahme ist,
mit %, als einer Konstanten,
k- dpdA; glnstig sind die
Fille, in welchen /3 = 1 = /2 ist. Folglich wird

Fig. 4.

2z 2 2 /2
w, = kldfrﬁédcpdl : L—lﬁfofd(pdz=n/6 ‘2 =1%.

Die zweite Losung nimmt ¢ + 1= und ON =
als gegeben an; die Wahrscheinlichkeit irgendeiner An-
nahme ist &, - d¥ d g, fiir die glinstigen Fille ist o < %, also:

2x ¥ 2z 1
w,=k,f[dﬁd9:k2f/dﬁdg=;-.
00 00

Die Verschiedenheit der Annahmen zeigt sich darin, daB
die Integrale nicht ineinander tiberfiihrbar sind; aus:

b=¢g+1, = cosi
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folgt némlich:

6,0 _ |1 1 1
8@, %) |0 —sini

= —sinl;

somit ist:

[[d9do = —[[sindded];
das rechts stehende Integral ist verschieden von dem in
der ersten Losung auftretenden.

2. Eine Strecke o sei in drei Teile , y, x zerlegt;
wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, daB man aus z, y, %
ein Dreieck bilden kann?

Zeichnet man (Fig. 5) ein gleichseitiges Dreieck A4 BC

Fig. 5. Fig. 6.

mit der Hohe ¢ und fallt aus dem Punkt P im Innern
Lote =, y, % auf die drei Seiten, so ist z +y + x =a.
‘Wie man leicht sieht, muB

r=<al2, y=a/2, z=<af2
sein, den {m.?ghchen} Fillen entspricht also die Fliche

von § A gy wfr Wenm U, V, W die Mitten von BC,
CA, AB sind. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also .
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Zu dem gleichen Ergebnis flihrt auch eine einfache
stereometrische Betrachtung, bei welcher A 4BC als
Flsche eines reguliren Oktaeders betrachtet wird, wihrend
z,y, % die Koordinaten eines Punktes dieser Fliche,
bezogen auf den Oktaedermittelpunkt, sind.

3. Das Nadelproblem fragt nach der Wahrschein-
lichkeit, daB eine Nadel von der Linge 217 eine unter
einer Schar von Parallelen im Abstand 24 (@ > ) tfrifft

ig. 6).
a Dig Bestimmungsstiicke fiir die Lage der Nadel sind,
wenn M die Mitte der Nadel ist, der senkrechte Abstand
AM =2z (a2 =z =0) und der Winkel ¢ zwischen OM
und der Nadel. (#/2 =@ =0). Damit die Nadel die
Parallele L trifft, muB lcosep = z sein; daher ist die
gesuchte Wahrscheinlichkeit:

garecosT 3 z
o z T
w=-=fda: d«p:]dx dp= arccos—l—dx:ag;
) 1] 1} 0 0
d. h. w=ﬁ.
an

Die Falle symmetrischer Lage der Nadel #ndern  nicht

4. In einem Kreis zieht man eine Sehne und nimmt
zwei Punkte an; welches ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB die Punkte auf der gleichen Seite der Sehne liegen?
(Fig. 7.)

Bestimmt man, wie bei der zweiten Losung des
Bertrandschen Paradoxons, die Sehne UV durch den
Abschnitt AM des zu UV senkrechten Durchmessers 4B
und sind F), F, die Flichen der beiden entstandenen
Segmente, so ist
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27
© = [ + 1y dz
0
das MaB der Mannigfaltigkeit der giinstigen Fille. Setzt
man < COV = ¢, (OC _L 4B), so ist:

z =r(l —sing),

dr = —rcospde,
F} 4 B} = 2rifn)t
+ (p 4 singpcosg)?] .

Die unschwierige Ausfithrung
der Integration ergibt:

) — 215 (2 — 128)
G =2 (n =)

Das MaB der Mannigfaltig-
keit der moglichen Falle ist: Fig. 7.

27
n =f(7‘4:z?) doe = 27572
&

folglich die verlangte Wahrscheinlichkeit:

& /I 128 5 x

w = / "——1'—"15?':0,71—,
128

—— = 0,288.
5o 0,288

Das Ergebnis gilt jedoch nur, wenn die Sehne in der an-

gegebenen Weise gezogen wird.

die Gegenwahrscheinlichkeit ist w’ =



II1. Abschnitt.

Das Gesetz der groBen Zahlen.
§ 12. Die Stirlingsche Formel fiir 72!

1. Die Stirlingsche For- : e
mel gibt einen Nzherungswert _ = g
von n! fiir groBe Werte von =.

Nebenstehende Tabelle enthilt ; ]é ggggg
die genauen Werte und deren g 6 0.7782
vierstellige Logarithmen bis zu 4 24 1.3802
n=10. Fir groBere Betrige g 120 20792
von » ist die Berechnung von n! g 720 2.8573
ziemlich mihsam; auBerdem ge- - | 5040 | 3.7024
niigt in den Anwendungen haufis g | 40320 | 4.6055
ein angendherter Wert. 9 | 362880 | 5.5598

Fiir jedes positive » gilt die {4/3628800| 6.5598

Reihe: :
1 n+1 _ 1 " 1 . 1
e P P Y P | CPWCIR

die auch in der Form:

N= (n -+ —;—)Log(l -+ —3—;—)

1 1
3(2n 4 1)2 + 5(2n - 1) +

=14
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geschrieben werden kann. Ersetzt man rechts alle Ko-
effizienten 3, 5, ... durch 3, zo zeigt die Summation
der geometrischen Reihe, daB:

1< N<1+ L

12n(n+1)’
also auch, wenn e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist:
1

L L Te N

sein muB. Sei nun:

nle® (n + 1)! en+?
Uy = T Uppy = ———————
n 8 . Rt ]
n 2 (n+1) 73
also:
1\"**
14—
Uy n
= ’

so geht die vorstehende Ungleichung tber in:
1
1< Un < el2n(n+1)
Z‘n+1

Da aber
1 _ 1 1
12n(n+1) 127 12(n 1)
ist, so ergibt sich:
1 1
Up-€ 120 L Uppre ZOFD Loy LUy

Folglich nehmen mit wachsendem # die Zahlen u, ab,
1

die Zahlen u,) = u,-e ** hingegen zu, aber so, da8
Uy < Uy ist. Sei nun:
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limu#, = limu, = a,
n=00 n=oC
so liegt (Fig. 8) a bestindig zwischen u, und uy; es gilt

also, wenn 6 zwischen 0 und 1 legt:
8

G =1, € 1271.’

\T&?‘-@ P
—K Uy, =@~ 612"’ s
: % mithin:
)
‘lz rl=ua-. n”%' T
__#l 2. Es handelt sich noch

07 77 2 3 # darum, azu bestimmen. Die
Formel von Wallis?) ergibt

Fig. 8
unmittelbar:
. 2-4.6-...-2n 1 /a
hm - —— = iy
<3-5. -(2n—1) 12n+1 2
oder auch

o246 n)f"_lim 22" (nl) _l/z
n=e  (22)!12n+1 n=oo (27)! Y2041 .

Fihrt man hier den in 1. gefundenen Wert von n!
bezw. (2 n)! ein und vernachlissigt /12 n, so erhilt man:

lim—— 2" V” dh a=72
Rt e el e . A = .
n=e}2n(27 + 1) 2’

Damit ist die Stirlingsche Formel bewiesen:

nl=7)2an.n"* e *.

Je grofer m, desto genauer ist die Formel, d. h. desto
Eleiner ist der begangene Fehler im Verhiltnis zu n!

1) Sammlung G&schen Nr. 88, § 25.
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selbst. Fiir » =10 findet man als Naherungswert etwa
3598700, der Fehler ist also rund 30 100 oder 0,839/y;
fiir » = 20 sinkt der prozentuale Fehler etwa auf die
Hilfte dieses Wertes herab.

§13. ‘/‘e—‘”’d o und verwandte Integrale.
0

1. Das Integral:
Jy=le-"dzx
/

hat einen Sinn, da z®e-?" fiir jedes n bei unendlich zu-
nehmendem 2 nach Null konvergiert; ferner hat, da der
Integrand eine gerade Funktion ist, das zwischen den
Grenzen oo genommene Integral den Wert 2.J,. Wir
betrachten mit Poisson das Doppelintegral:
[fe-e+nazdy:
die Gleichung % = e~ @*+¥) bhedeutet eine Drehfliiche,
deren Meridianfigur (Glockenkurve) in Fig. 9a dargestellt
ist. Geht man durch die Gleichungen
z=r7rcosf, y=rsinf
zu Polarkoordinaten {iber, so wird das Flichenelement
der XY-Ebene!) rdr dd; das Integral verwandelt sich in:
[fe-™rdrd0.
Einerseits ist nun, wenn iiber einem Quadrat mit der
Seite 2 a (vgl. Fig. 9b) integriert wird :

+a +a +a +a 2
-—f fe @E+¥) dxdy ——je Pdxfe~¥dy = [ [-”“Ila,] .
-a -a a -a

1) Sammlung GoOschen Nr. 83, § 59,
Hack, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 4
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andererseits, wenn die Integration tiber eine Kreisfliche
vom Halbmesser r erstreckt wird:
A .
5 =] [e"rdrdf =2 afetrdr=a(l—e").
60

0

Fig. 9.

Otfenbar liegt nun (Fig. 9b) J; zwischen denjenigen
Werten von J,, die zu r =a und r = aﬁ gehdren.
Mithin ist:

+a 2
a(l —e-%) <[ /e““zdx} <7m(l—e29%,
-a

Geht man zur Grenze o = oo iiber, so folgt:

4di==n, Jy=%Y=; dnh
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oo

1) [edz =117,

0

2. Setzt man hier z = hu, so folgt:
[e‘”""’du =1yz-h1.
4

Differentiiert man diese Gleichung p-mal nach dem Para-
meter &, so bekommt man, indem sich jedesmal der
Faktor 2% auf die rechte Seite bringen 48t und die
Minuszeichen sich wegheben:
fe‘h2“2u2l’ du=}7Vx -h-@r+1).
0

1.3-5-...-(2p—1)
o

I - (2 p)!
=i o
Nimmt man wieder = als Integrationsbuchstaben, so ist
das Ergebnis:
o =
_ma? 2 V= (2p)!
2) [e hxmpdx=(2h)‘_,p+1' i

s
3. Sei:
J=[e"’ cos(2 x @) dz
0
so ist:

oJ

[ =] =]
P sin(2az)-d(e~*)=—2u e Tcos(2xr)dz=—20J,
o 0

wie man durch partielle Integration sogleich erkennt.
4x
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w
19

Hieraus folgt mit log./, als Integrationskonstante:
logd = —x2 4 logd, ,
wo J, (fiir & = 0) aus (1) bekannt ist; man erhélt hiernach:

J=1)mee".

Wir setzen:
z=11P, 20}P=u
und finden:
(3) /.';P"-’cos(ul)-dl= //iz—~e_4%.
o P
-0

Differentilert man diese Gleichung 4mal nach %, so er-
gibt eine leichte Rechnung:

—+o0

B // _u
jl“‘e‘P’-’cos(ui.)dl = -l/’%e 4P T (u)

ey 3 3 s
. ] _ . u? . w
fur k) =7ps —7ps T 15t

Von dieser Beziehung wird in § 25 Gebrauch gemacht
3

4 P2’

werden; fiir « = 0 hat % ein Maximum %, =

§ 14. Das Wahrscheinlichkeitsintegral.

1. Die weiteren Untersuchungen werden hiufig auf
ein bestimmtes Integral @(f) filhren, dessen Eigenschaften
nun abgeleitet werden sollen. Setzen wir:

i oo
(1) 30 =fe-t’dt, P(t) = [o-*dt,
: ¢

t
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so ist nach § 13, (1):
O@) + () = 1 V=

Die Reihenentwicklung fiir =% ergibt die konvergente
Reihe:
@  ofh=—t-

#3 {5
&u+am-+””

allein diese Reihe ist nur fiir kleine Werte von ¢ zur
wirklichen Berechnung von @(f) brauchbar. Eine fiir
groBe Werte von ¢ taugliche Entwicklung erhilt man
wie folgt. Die partielle Integration liefert:

o oc
e~* 2t.eF
f“ﬁd‘= gamer
H i
oo

- -
e _2n+1fe o

= 9 2+l 3 £2n+2

t
Firn=0,1,2,... bekommt man:

e 1 [e-®
i
oo (=]
e~ e-® 3 [e?
{ — dit
2 g 213 2 A ’
¢
(==} o0
=% e~ 5 (=%
¥=gF — g w4
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Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit

1 1-3
1, —3 -}—2-9,..., so folgt:
e % 1 1.3
®) ¥’<‘>=W[1—W+@T)e—+"']'

Diese Reihe ist halbkonvergent; d. h. sie hat die Eigen-
schaft, da8 der Rest R stets kleiner bleibt, als das letzte
berticksichtigte Glied. Begniigt man sich z. B. mit den
angegebenen Gliedern, so ist:

(==

1-8.5 [e 7

z
Da e~ fiir zunehmendes ¢ abnimmt, so ist das letztere
Integral:

dt =7
-
<6 .15_6’ d. h. <5-t5’
’ 2
somit: e~ 1-3
1B <5 NEIE

Aus P(t) erhilt man auch &) =17 — P(Y).

Geeignete Hilfsmittel zur Berechnung bietet auch die
mechanische Quadratur.

Fig. 10 stellt fir ¢ =0 den Wertverlauf von e-%
und D(¢) dar; im Anhang S. 121 ist eine dreistellige Tafel
der Werte von:

~

2 2
4) . 0(y) = — D(y) — e~ Bd
@ 0 == 20) = j t

gegeben.
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2. Uber die mechanische Quadratur fiihren wir
noch einen sogleich zu verwendenden Satz an. Ist

y=f(x), y, = f(n), so ergibt die Trapezformell) die
Naherung:

r
2ff(r)dx=yo+2y1+ 2t e F 281+ U
0

Fig. 10.

ist insbesondere f(z) eine gerade Funktion, so kann man
auch schreiben, indem man y_, — y,(= 0) addiert:

7 o Gy +r
ff(x)dx—__zyn‘_yr oder Zyn=jf(x)dm+3/r;
- - -7 =7

die Summe kann also angenzhert durch das Integral er-
setzt werden, wenn man letzteres um y, vermehrt.

§ 15. Das Theorem von Bernoulli.

1. Ein Ereignis & und das entgegengesetzte F’ haben
die Wahrscheinlichkeiten p, ¢, wobei p+¢ =1 ist
Die Wahrscheinlichkeit, da8 bel n-maligem Versuch ¥

1) Sammlung Goschen Nr. 88, §29.



36 Das Gesetz der grofen Zahlen.

in &, Fin 8 Fallen (x + 5 =m) eintrifft, ist nach
§2 8. 12:

i n! s
88 u=“!ﬂ!pq.

Betrachtet man w« als Funktion von «, so wird w fiir
ein bestimmtes & ein Maximum werden. Sei:

nlp¥-tghsl n!pr+igh-1
c— w ., =
G_DI@gT)’ T ) =1’

so muB, wenn w das Maximum ist:

w_y

w>wog, Wy <W
sein. Die Ausrechnung ergibt:
) Br+p>xg, Bp<oag+t+g;

addiert man durchweg o p, so folgt:
np+p>x>np—q.
Mithin liegt die ganze Zahl « zwischen zwei im all-
gemeinen nicht ganzzahligen Werten, deren Unterschied
p -+ ¢ =1 ist; hierdurch ist & im allgemeinen eindeutig
bestimmt. Sind ausnahmsweise die Grenzen ganze Zahlen,
so kann « jede dieser Zahlen sein; z. B. gibt die An-
nahme 7 =101, p=%, g=1 fir « den Wert 68
oder 67.
Addiert man zu (2) Giberall §¢, so findet sich:

ng—p<pf<ng+gqg.
Mithin ist:
3) o nahezu =np, fnahezu=ng.
Unter der Voraussetzung, daB =, «, § hinlinglich gro8

sind, kann w pach der Stirlingschen Formel berechnet
werden. Man erhilt:
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al w® ) m
!Bl axp 1 2anp’
also wird aus (1):

o el

Dies gilt noch fiir jedes mit « 4 f = »n vertrigliche
Wertepaar «, §; setzt man die in (3) angegebenen Nihe-
rungen ein, so ergibt sich fiir das Maximum von w die
Niherung:
1

() Wy =~
} an lzq

2. Es handelt sich nun darum, auch fir w selbst
einen Naherungswert zu ermitteln, falls «, f Werte an-
nehmen, die von np, nq sich nicht allzuweit entfernen.

Erweitert man in (4) rechts mit J2pq, so wird:

2 4
o=
4

% 3
oder, da (%2) und (%’ﬁ) von 1 wenig verschieden sind:

i ﬂ.“.(n_q_)ﬁ
w—uo(“) g/’
Logw_—Loguo——-zxLow—p-——ﬂ g—/?—.

nq
Sei nun:

(6) x=np+iyn, B=ng—1iyn,

ferner:

AzaLog;z%, B=/3L0g;2%.
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Mit Hilfe der Reihenentwicklung fiir den natiirlichen
Logarithmus ergibt sich:

—~ 2 yl A2
Ad=4ijn- 14+ —=){1— it
L ( pln)( 2p}"71.+32)“73 )

und bei Vernachlissigung von Gliedern der Ordnung n-7,
wo r = 4 ist:

<, A% — , A2
A=Z}n+—2?, ebenso B=—}.]/n+2q.
Folglich ist:

21 1 a2
T
2 p+q 2pq’

also:

a2
Q) W=y, e—(4+B) — wy-e 2P0,

Wir setzen jetzt 1 }7& =z und verfiigen iiber 1 so, daB
z eine ganze Zahl ist, ebenso ersetzen wir »p durch die
ndchstliegende ganze Zahl &, ; fir w, wird sein Wert (5)
eingefiihrt und w durch y ersetzt. Alsdann ist gendhert:
2
e 2npg

YT ansd

die Wahrscheinlichkeit fiir den Kintritt von & in &y 4
Fillen. Nimmt man:

m=01 i"17 igv R AL
+7
so ist D'y, die vollstindige Wahrscheinlichkeit fir den
-7

Eintritt von £ in mindestens &, — 7 und hochstens
&y -+ rFallen; nach § 14, 8. 55 kann man dafiir schreiben:
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i z2 ”
e 2npg e 2npg

8 wil = dz 4 .
® V2xnpq

7 Y2znpg
-7

Um vollends auf das Wahrscheinlichkeitsintegral zu
kommen, setzen wir:

©) x . r
=1, _—
V2npg J2npq
dann wird, wenn @(y) die in § 14, (4) angegebene Be-
deutung hat:
(10) wil = 0(y) +wye~ 7.
Fiir einigermaBen betréichtliche Werte von 2 kann
man in (8) und (10) das zweite Glied rechts unterdriicken.
Die Gleichungen (3), (5) und (10) bilden zusammen
das Theorem von J. Bernoullil): (3) gibt an, fiir
welches Wertepaar «,, §, die Wahrscheinlichkeit des
¢ , f-maligen Eintreffens von B, I’ das in (5) angegebene
Maximum 2, erreicht, (10) enthilt eine Aussage tiber die
Wahrscheinlichkeit, da8 E in mindestens &c;—7 , hichstens

oy + r Fillen eintrifft, wobei y = s,

J2npq

§ 16. Folgerungen aus dem Theorem von Bernoulli,
das Gesetz der grofien Zahlen.

1. Zunschst soll ein Zahlenbeispiel zu den Formeln
des § 15 durchgefiihrt werden. Wir wihlen n =100;
p=20,7; ¢g=0,3; dann wird 4= 70, S, =30;
wy = 0,087. Sei ferner r =5, so ergibt sich y = 0,772,
hieraus nach S. 121 6(y) = 0,725, w, e 7" = 0,048,
wil = 0,773 . Mit dieser Wahrscheinlichkeit steht also

1) Der Satz wurde erst von Laplace vollstindig aufgestellt.

=75
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zu erwarten. daf das Ereignis F in wenigstens 65 und
hichstens 75 Fillen eintreffen werde.

Die Ergebnisse werden noch anschaulicher, wenn
man von einem bestimmten Wert von 6(y), nimlich
f(y) = 4 ausgeht, der zugehirige Wert y = 0,477 sei
mit o bezeichnet. Soll nun %] = } werden, so erhilt
o eine geringfiigige Verbesserung 4o, die in dem Zusatz-
glied der Formel (10) unberiicksichtigt bleiben kann.
Man hat also:

5 g+de
=-—— [e-Pdi -+ wy-e~@

| %1

0

|~

oder

e+do

2 "
=— [e-Pdt L wy-e-,
}z.

Aber auch fiir das Integral kann ¢~ konstant — e-¢* an-
genommen werden; somit ist:

u*o}g _ @
2 212npq )

In obigem Beispiel wird do = —0,077; y = g + dp
= 0,400 ; hierzu gehért r = 2,6 .

2. Wir wollen nun 7 so gro8 wihlen, da man ohne
Schaden der Genauigkeit 4o vernachlissigen kann. Be-
zeichnet man mit « den zu y = @ gehdrigen Wert von 7,

so folgt: w =0}2npg. Nun wird pg =p(1 —p) ein

Maximum fiir p =¢ =%, und da 4o stets < 0 ist,
so wird:

T ng —0,3371%
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der gro8te Wert von r unter der Voraussetzung wil=1.
Fir n = 4040 wird z. B. in runder Zahl u = 21 also
kann man 1 gegen 1 wetten, da8 bei 4040 W urfen mit
einer Miinze mindestens 1999mal und hochstens 2041 mal
Wappen fillt. Bei Buffons Versuch (vgl S. 40) ergab
sich die Zahl 2048.

Wie man sieht, wichst » zugleich mit », aber nicht

wie n selbst, sondern nur wie ]/Z

3. Kehren wir nochmals zu den Endformeln des § 15
zurlick; das Zusatzglied soll vernachlissigt und y als ge-
geben betrachtet werden. Die relative Hiufigkeit von B

. . g+ T .

ist dann zwischen den Grenzen —%—— enthalten, mit-
. n

hin ist:

die zu erwartende Abweichung gegeniiber %ii. Nun ist
schon fiir y = 2 der Wert 8(y) von 1 sehr wenig ver-
schieden; 148t man also n unbegrenzt wachsen, so
kann man mitbeliebiggroBer Wahrscheinlichkeit
die Zahl 4 unter jede angegebene Grenze herab-
driicken. Dies ist der genaue Ausdruck des Gesetzes
der groBen Zahlen.

Es liegt nahe, die Erfahrung zum Vergleich heran-
zuziehen, und dies ist auch in umfangreichem MaB ge-
schehen (Lotterien, Versuche mit Minzen, Wirfeln u. a.).
Hierbei kann jedoch schon fiir ein kleines n zufillig
A= 0 sein und fiir ein groBes n sich ein Wert von A
ergeben, welcher den erwarteten erheblich {ibertrifft.
Ferner setzen z. B. unsere Formeln ideale Wiirfel voraus,
bei denen alle Wiirfe gleich mdglich sind; von den zu
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den Versuchen benutzten Wirfeln gilt dies sicher nicht.
Ein minder anfechtbares Beispiel liefert die Verteilung
der Endziffern einer Zahlentafel, obschon auch diese kein
Werk des Zufalls sind; so enthilt die in den flinfstelligen
Tafeln von F.G. GauB S. 118—120 angegebene Sehnen-
tafel 109mal die Endziffer 0, der Theorie nach sollte
diese 0,1-1080 = 108mal auftreten (vgl S. 7).
Erwahnt sei noch, da8 Poisson dem Theorem von
Bernoulli eine Erweiterung fiir den Fall gegeben hat,
daB sich die Wahrscheinlichkeiten wihrend der Versuche
éndern; wir konnen jedoch hierauf nicht eingehen.



IV. Abschnitt.
Wabhrscheinlichkeit auf Grund der Erfahrung.

§17. Wahrscheinlichkeit der Ursachen ; Beispiele hierzu.

1. Es seien r Urnen U;, 0;, . . ., U, vorhanden, deren
jede eine Anzahl von weiBlen Kugeln enthilt; fiir jede
Trne U; sei die Wahrscheinlichkeit w; des Zuges einer
weiBen Kugel bekannt. Jemand tritt an die Urnen heran,
zieht eine Kugel und teilt mir mit, daB sie weil ist.
Welches ist die Wahrscheinlichkeit, da8 die Kugel der
Urne U; entstammt?

‘Will man die Frage auf den Grundbegriff der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zuriickfiihren, so nehme man an,
daB die Urne U; im ganzen n; Kugeln, darunter a; weifle
enthdlt. Nun vermehrt man die Kugeln unter Beibebaltung
ihres Zahlenverhiltnisses so, da8:

® hny=lytg=... =ln,=n
wird; hierdurch #ndert sich an den Wahrscheinlichkeiten
nichts. Dann ist die Zahl der giinstigen Falle 1; a;, die-
jenige der moglichen:
hog+ 2o + ..o + Loy,
daher die gesuchte Wahrscheinlichkeit:
Aa;

W= «
ho+ e+ ... + 4o,
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Ersetzt man hier die GroSen 1 durch ihre aus (1) fol-
genden Werte, hebt » weg und beachtet, daB a;:n; = uy
ist, so folgt:

w;

2) W= — .
@) YUwy w0y

TF; erscheint hier als relative Wahrscheinlichkeit, was
sich auch unmittelbar begriinden 148t. Schon das in § 1,
S. 8 erwihnte Beispiel 148t sich nach (2) behandeln; die
dortige Frage ist gleichbedeutend mit der, ob die Gold-
miinze aus dem Kistchen B stammt; nun ict wy =1,
wy =%, also W=4:(L+4)=1.

Es kann vorkommen, da8 fiir die Wahl der Urne T
eine besondere Wahrscheinlichkeit u; besteht, etwa wenn
die Urnen mit verschiedenem Anstrich versehen sind und
die Versuchsperson bestimmte Farben bevorzugt. In
solchen Fillen muB man in (2) die Wahrscheinlichkeit 2;
ersetzen durch die zusammengesetzte Wahrscheinlich-
keit w;w;; das Ergebnis ist alsdann:

U Wy
Uy Wy Uy Wy ..o U0,

Um die allgemeine Bedeutung dieser Formel iibersichtlich
darzustellen, bedienen wir uns der in § 3 eingefiihrten
Bezeichnungsweise; unter den Uj; verstehen wir Ursachen,
die einander ausschlieBen und deren jede das Ereignis &
herbeifiihren kann; 7(4, B) ist die Wahrscheinlichkeit,
daB 4 unter der Voraussetzung B eintrifft. Gl (3)
lautet dann:

® W=

. W(T) - W(E, T
n U. = £ b k3

O B = W, O - T W) W, Uy
fiir GL (2) kommen die W(T7;) in Wegfall.
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2. Eine Urne enthilt weiBe und schwarze Kugeln in
der Gesamtzahl n; der erste Zug liefert eine weiBe
Kugel, welche wieder zuriickgelegt wird: wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit, «) daB m weife Kugeln vor-
handen sind, §) daB der zweite Zug nochmals eine weille
Kugel gibt?

o) Enthilt die Urne 1, 2, ..., n weiBe Kugeln, so
ist die Wahrscheinlichkeit, eine weiBle Kugel zu be-
kommen: 1/n, 2/n, ..., n/n; die Summe dieser Zahlen
istnr+1):2n=(@m+1):2.

Gl. (2) gibt die gesuchte Wahrscheinlichkeit; der
Zghler ist m : n, der Nennes (n 1+ 1) : 2, also:

2m
" nnt1)”

B) Hier ist die Wahrscheinlichkeit, da8 m weile
Kugeln vorhanden sind und der zweite Zug wieder eine
weiBle Kugel gibt:

W = n(n +1) Fn -
Hieraus folgt die verlangte Wahrscheinlichkeit:

, VA
PP+ Bt...+Pm ot 21 @i ])

n2(n+1) 6 ’
2241 2 | 1
Bl Pe—n =3 %
also: 5
ImP==.
n=occ 3

Wiirde die gezogene Kugel nicht zurlickgelegt, so wiirde
man erhalten:

P, 2m(m —1)

T hE+Dn-(r—1)°

Hack, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 53

P=

w| o
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8. Bei der eben durchgefiihrten Rechnung sefzten
wir voraus, daB das Vorhandensein jeder Anzahl von
weiBen Kugeln gleich wahrscheinlich sei. Wir wollen
jetzt annehmen, die Urne sei in folgender Weise gefiillt
worden: - hat eine Miinze n-mal in die Luft geworfen.
je nachdem sie Schrift oder Wappen zeigte, hat er in die
Trne eine weiie oder schwarze Kugel gelegt. Dann ist
die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorhandensein von » weiBien
Kugeln (§ 2):

w=() ) G =0 &)

Diesmal muB Gl. (3) benutzt werden; der Zihler ist:

m _(n)(l)” m_(n—l) (1)"_
Y =\ \2) e T \m—1)"\g) }

der Nenner:
/ n

)1+ Q)2 G- (G

Differentiiert man die Identitiit:

Utar=1+(fer )+ + ()
nach r und setzt £ =1, so erkennt man, daB der in
eckigen Klammern stehende Ausdruck den Wert » - 27-1
hat. Mithin ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit unter
der neuen Annahme:

T — 1 ) ( n— 1) .
7

2n-1 Yyp—1

Fir =6, m=38 wird W, =1, T}, = 3%.
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§ 18. Stetig veréinderliche Ursachen.

1. Der Fall einer stetig verinderlichen Ursache kommt

hitufig in folgender Form vor. Ein Ereignis E habe die
unbekannte Wahrscheinlichkeit #; in # = « -+ f Fillen
ist F tatsichlich x-mal eingetroffen und pf-mal aus-
geblieben; dieses FEreignis F hat, da eine bestimmte
Reihenfolge vorliegt, die Wahrscheinlichkeit a priori:
(1) w=xz*(1—z)f.
Man kann nun z als Ursache von F auffassen; z ist
zwischen 0 und 1 enthalten und stetig verinderiich.
Dann ist die unendlich kleine Wahrscheinlichkeit, # habe
bei den nm Versuchen zwischen z und x 4 dz gelegen,
rroportional zu w-dx, also etwa k- w-dz. Mithin ist
die Wahrscheinlichkeit, = habe zwischen den Grenzen @, &
(a < b) gelegen:

b
W=Fkfwdx.
f
Fiir a=0 und 6 =1 muB 77 =1 sein: also:
1
1=Fk|wdx.
/
Durch Division wird %4 eliminjert; es folgt:
b 1
@) T =[wds: [wdz.
- a 0

Diese, zu § 17, (2) analoge Formel wurde unter der An-
nahme aufgestellt, daf alle Werte von z gleich wahr-
scheinlich seien. Kommt hingegen jedem Wert von 2
eine besondere, als Funktion von z zu betrachtende Wahr-
scheinlichkeit « zu, so tritt an Stelle von w die zu-

5*
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sammengesetzte Wahrscheinlichkeit ww; die Gl (2) ist

zu ersetzen durch:
3 1

(3) W’=[uwda¢:fuwd:c.
a 8
Dies ist die Ubertragung von § 17, (3) auf den Fall der
stetig verdnderlichen Ursache; auch diese Formel 148t
sich verdeutlichen, wenn man die Zeichen:
u =T (z w=W(F, «

einfiihrt. @ et

2. Wir wollen noch feststellen, fiir welchen Wert der
Verdnderlichen z der Betrag von w mdglichst gro8 wird.
Differentilert man (1) logarithmisch und setzt die Ab-
leitung = 0, so folgt:

7 1=
d. h.
& __% e B __E.
e w~oc+,6’—n’ 1 x_(x—{—ﬁ_n’

daB diese Werte ein Maximum von w bedingen, ist leicht
ersichtlich. Man hat also das Ergebnis: w wird ein
Maximum, wenn man fiir « und 1 — 2 die Wahrschein-
lichkeiten a posteriori wiihlt.

3. Zum SchluB berechnen wir das in (2) auftretende
Integral:

(5) J{(ee, B) =fwdac =fx°‘(1——:c)5dx.

Die Integration nach Teilen liefert sogleich:
1

Ja, f) = p. f—l [x‘*‘(l*a')g‘ldx.
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Beachtet man die Identitiit £ =1 — (1 — z), so wird der
letzte Integrand:

r*(l—a)f-1 — (1 — )8
infolgedessen ist:

I = ) ——E T, )

und

Setzt man diese SchluBweise fort, bis man bei:
1
> +1

Jx.p—1).

J(x.0) =

angelangt ist, ~o findet sich:

o 5! _oalg!
) J(‘-‘:ﬁ)—(x+1)(,x+2)_..(oc—;'—ﬁ+1)_(73-1—1)3'

Schreibt man statt dessen:
1 el Bl
J(“’ﬁ)_n—l‘—l' n!

und wendet die Stirlingsche Formel an, so wird:

o= 2

Fiir groe » kann man » ++ 1 durch »n ersetzen und hat
die Niherungsformel:

o sen= (2 () ).

7 n 73

§19. Das Theorem von Bayes.

1. Die vorstehenden Entwicklungen fiihren unmittelbar
auf den in der Uberschrift genannten Satz. Unter er
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Annahme, daf alle Werte von « gleich mdglich sind,
snchen wir diejenigen Betriige von 77, welche zu einem
in der Nachbarschaft von p = «/n liegenden Wert von x
gehoren.

Man setzt alsoin §18,(2):a=p —e, b=p+ ¢,
wo ¢ eine kleine GroBe bedeutet; dann ist nur noch das
erste Integral Z auszuwerten.

Sel:z=p—+4%,g=1—p= /fsovnrd

Dz
Z= udr——f(p—{—z)“(q——-z)l?d"'

pe
+e

~\x ~\B
— e ,;[(1 - i) (1-L) A,
P Q‘V -rﬁ 7

-z

Da % eine kleine Zahl ist, so kann man:
x\* % 22
Log(l—l— 39—) = (; — 2]72) -

L (1 ‘"")ﬁ (‘ __”2>
g{l—=) =—f|=+ -
q P\t 2g

setzen; also wird der Logarithmus des letzten Intezranden:

(B-D-5a+8) -2

7 1 r g 2ap
Sei nun:
" n3 , n3 23
x /‘——-—=t / R =
] 2ap ’ 8] 2ap vy d dt] nd ’
wn folgt: ) =
_(2V(BY | Z5B | a
= n) (n)l n /e at
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oder einfacher nach § 18, (7) und § 14, (4):
Z=Jx.p)-6@).

Nun ist J(x, f) das zweite Integral in § 18, (2); mithin
ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

W=0(y).

Der Sinn dieses, nach Bayes benannten Satzes ist
folgender: ist das Ereignis & unter n Fdllen x-mal ein-
getroffen und B-mal ausgeblieben, so ist die Wahrschein-
lichkeit a posteriori oder relative Haufigkeit von F,
pamlich o : 7, zugleich die néchstliegende Arnahme fiir
die unbekannte Wahrscheinlichkeit a priori. welche dem
Ereionis £ zukommt: eine Alweichung ¢ von o :# ist
mit der Wahrscheinlichkeit 6(y) zu erwarten. wo » den
oben angegebenen Wert hat.

2. Da « , ff im allgemeinen mit 2 von gleicher GriBen-
ordnung sind, so kann man {iber n so verfiigen, daf zu
einem gegebenen & die Wahrscheinlichkeit #(y) der Ein-
heit beliebig nahe kommt; dieser, auf das Theorem von
Bayes gegriindete SchluB ist die Umkehrung des Ge-
setzes der grofen Zahlen.

Sei, um noch ein Zahlenheispiel durchzufiibren,
6o =106-103. 8 =4-103, n =10%, ¢ =102, 50 wird:

/108 10

y = 51/ T =144;  B(y) = 0.96 :
man kann also 24 gegen 1 wetten, daB die Wahrschein-
lichkeit a priori zwischen 0,59 und 0,61 enthalten war;
nimmt man hingegen unter sonst gleichen Voraussetzungen
g =10-2, =0 ergibt sich y = 0,144, 6(y) = 0,161; erst
fiir &« = 6-105, 8 =4-10%, n =106 gehirt zu e=10-3
wieder der Wert O(y) = 0,96. Will man daher eine
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Wahrscheinlichkeit auf empirischem Weg mit einiger
Genauigkeit bestimmen, so mufl die Zahl der Versuche
sehr grof sein.

§ 20. Wahrscheinlichkeit zukiinftiger Ereignisse.
1. Nach §17, (3) ist, wenn alle Buchstaben ihre Be-
deutung beibehalten:
s Ui Wy
Wy Uy Uy T ... U,
die Wahrscheinlichkeit a posteriori der Ursache ;. Ein
bevorstehendes Ereignis G moge aus jeder der Ursachen T
mit der Wahrscheinlichkeit a priori #; hervorgehen kénnen;
dann ist die Wahrscheinlichkeit, daB G aus U; entspringen
wird: z; 77y, mithin die vollstindige Wahrscheinlichkeit
von G:
B=u, 0] +0,07+ ... +2.7],

vder:
a_ UGy T Uy by s A e s U U W,
@ B U Wy Uy Uy T - ..+ Uy :
Die Formel vereinfacht sich, wenn alle #; gleich sind.

Eine Urne enthalte 3, schwarze oder weiBe Kugeln;
3 Versuche, mit jedesmaligem Zuriicklegen der Kugel,
ergaben 2 weiBle, 1 schwarze Kugel. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, daB der niichste Versuch eine weiBle
Kugel liefert?

Als gleich wahrscheinliche Ursachen U; sind anzusehen
das Vorhandensein entweder von 2 weiBien, 1 schwarzen
oder von 1 weilen, 2 schwarzen Kugeln. Das Versuchs-
ergebnis hat in dem einen oder anderen Fall die Wahr-
scheinlichkeit a priori:

2\2 1 (1) 2
w=\3)3 =3
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Aus U, geht das kiinftige Ereignis mit der Wahrschein-
lichkeit »; = £, aus U, mit der Wahrscheinlichkeit ¢ =
hervor; die u; fallen weg, also ist nach (1):
2.4+1.2
34+ 2)

2. Sind, wie in § 18, %, », w Funktionen einer
zwischen 0 und 1 stetig verinderlichen Wahrscheinlich-
keit =, so geht (1) fiber in:

1 1

) 23=juvwdx:fuwdz.
Y 0

%:

=2
-

Auch hier tritt eine Vereinfachurg ein, wenn w kon-
stant ist.

3. Die wichtigste Anwendung ist folgende. Ein Er-
eignis ist in »# = o 4 § Fallen x-mal eingetroffen, f-mal
ausgeblieben; wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB
in weiteren ny = oy 4 f§; Fillen das Ereignis «,-mal
eintreffen, f§;-mal ausbleiben wird?

Wir gehen von (2) unter Annahme eines konstanten
Wertes von » ausj dann ist:

7!
oyl iyl
der Koeffizient bei » ist beigefiigt, da wir {iber die Reihen-
folge der zukiinftigen Fille nichts wissen; ein derartiger
Faktor bei w wiirde das Ergebnis nicht beeinflussen.

Mit Hilfe von § 18, (6) lassen sich die in (2) auf-
tretenden Integrale, aus welchen = wegfillt, sogleich aus-
fithren ; man erhiltdie von Condorcetaufgestellte Formel:

(& 4+ o)L (B+ )l (n+1)!n!
@) B xloy! Bl B! (nx—}— n +1)!

w=x°‘(l—x)3, V= .mfxx(l_x)ﬂz;
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Die Formel kann auch in Binnmnialkeeffizienten geschrielen
werden. Nimmt man &, ==, f;=F. = » an und
henutzt die Stirlingsche Formel, so ergibt sich. da
{n-1):(2n-1) fiir nnbegrenzt wachsendes » nach
1: 2 konvergiert:

(2a)0 222 (291 222 (ntl)lal  jna

R)F Yax' B 1z’ @r-1r 20
mithin:

7
(4) B, = 11 t = L

2} apa 2Yanpq

wenn p=0«& 1%, ¢g=p:n ist. Vergleicht man dies
mit § 15, (5), so wird:

(3 1o =T, 1,?-)_;

die Verschiedenheit der Ergebnisse rithrt davon her, dal
in §15 p. ¢ die sicher bekannten Wahrscheinlichkeiten
a priori waren, wogegen in (4) p. ¢ die aus n Versuchen
ermittelten Wahrscheinlichkeiten a posteriori sind.

Ist allgemein ny=4An, &, =1«, f;=10, so ergibt
eine dem § 15 entsprechende Untersuchung, daB man in
den dortigen Gleichungen (5). (9) und (10) n, w,. w=7
durch n, (A + 1), W, , W7 ersetzen mub; W=7 ist dann
lie Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des Ereignisses
in x; — r bis «; -+ 7 Fillen. Je grdBer also n, gegen n
ist. desto grifer wird 1 und desto unsicherer die Vorher-
sagung.

§ 1. Empirische Wahrscheinlichkeitshestimmung.

Wie wir schon in § 1 sahen, wird die Bestimmung
einer Wahrscheinlichkeit a priori erschwert durch die
Forderung der Gleichwertizkeit der miglichen Fille.
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welch letztere kaum jemals sicher feststehen diirfte.
Beim Wiirfel kann die Bearbeitung der Wiirfelflichen,
die Art des Wiirfelns, die Beschaffenheit des Spieltisches
cinen EinfluB ausiipen; beim Zug aus der Urne kinnen
die Kugeln mehr oder weniger gnt gemischt worden sein:
die Zah! der Endnullen auf einer Seite der Logarithmen-
tafel ist durch die Eigenschaften der Zahlen villig be-
stimmt. Wenn wir trotzdem die Fille als gleichwertig
behandeln, so tun wir dies, weil wir {iber ihre Be-
schaffenheit nichts Ndheres wissen, und wir diirfen es
tun, solange nicht das Ergebnis unserer Uberlegung in
auffallenden Widerspruch zu der Erfahrung tritt. Be-
cbackten wir, daB ein Ereignis bald eintrifft, bald aus-
bleibt, so sagen wir. dies sei das Werk des Zufalls; in
Wirklichkeit ist jedes Ereignis. jeder Tatbestand abhiingig
von einer Menge von Ursachen, die einander bald ver-
~tirken, bald aufheben: aus diesem Grund stimmt die
Zahl der Endnullen in einer Logarithmentafel annihernd
mit der a priori zu erwartenden fiberein.

Die hervorgehobenen Méngel der Wahrscheinlichkeits-
lestimmung a priori haften natiirlich auch denjenigen
Problemen an, in welchen die Zahl der Fille unendlich
ist oder die Wahrscheinlichkeit mit Hilfe zusammen-
gesetzter Formeln ermittelt wird.

Im Hinblick hierauf darf die Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeit a posteriori das gleiche Recht beanspruchen,
als wissenschaftliche Methode angesehen zu werden.
Hierzu kommt das ausschlaggebende Moment, daf fast
auf allen Gebieten der Anwendungen die Wahrscheinlich-
keitsbestimmung a priori ein Ding der Unmdglichkeit ist.
Fragt man: welches ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem
Theodolit éinen Winkel auf »” genau zu messen, oder
die Wahrscheinlichkeit, daB eine Operation gelingt, oder
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" diejenige, daB ein jetzt 30jabriger Mann 70 Jahre alt
wird, so haben alle diese Fragen einen wohlbegriindeten
Sinn, aber nur die Erfahrung kann die Antwort geben;
nicht die deduktive Untersuchung der Urteilsmaterie 16st
die Aufgabe, sondern die empirische Zusammenstellung
der relativen Hiufigkeit des Ereignisses in den seither
beobachteten Fillen. Andererseits haben wir am Schiuf}
von §19 und § 20 die Schwierigheiten kennen gelernt,
welche einer empirischen Bestimmung der Wahrscheinlich-
keit entgegenstehen: nur ein sehr umfangreiches Be-
obachtungsmaterial liefert genaue und weiterhin verwend-
bare Ergebnisze.

Man wird also Poincaré beipflichten miissen, wenn
er am Schlufl seiner Darstellung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung?) erklirt, daB schon das Wort ,,Wahrscheinlich-
keitsrechnung® einen Widerspruch in sich schlieBt, und
das Verdienst dieses Zweigs der Mathematik darin be-
steht, uns zu zeigen, ,,daB wir nichts wissen kdnnen®.

1) Vgl S.7.



V. Abschnitt.
Theorie der Beobachtungsfehler.

§ 22. FEinteilung der Beobachtungsfehler; wahre und
scheinbare Beobachtungsiehler.

1. Man unterscheidet grobe, regelm&Bige (syste-
matische) und zufillige Messungsfehler. Erstere, durch
Nachlissigkeit des Beobachters herbeigefiihrt, scheiden
aus unserer Betrachtung aus; die Fehler der zweiten
Gruppe k6nnen, soweit sie ihren Grund in der Be-
schaffenheit der MeBinstrumente haben, durch TUnter-
suchung der MeBwerkzeuge vorher berechnet und un-
schidlich gemacht werden: in diese Gruppe gehirt ferner
der Einfluf der Erdkriimmung, der normalen Strahlen-
brechung und shnliches. Es bleiben noch die jedem Be-
obachter wohlbekannten zufilligen Fehler; diese haben
allgemein folgende Eigenschaften: sie entspringen einer
gro8en Zahl von méglichen Ursachen, sie kSnnen eben-
sowohl positiv als negativ sein, ihre Hiufigkeit nimmt
mit wachsender GrioBe rasch ab; endlich {iberschreiten
sie elne gewisse Grenze nicht, aber diese Grenze riickt
mit der Zahl der Beobachtungen immer weiter hinaus.

Daraus folgt, daB die Unterscheidung zwischen groben
und zufilligen Fehlern keine ganz scharfe ist; gerade in
dieser Beziehung wird sich die Theorie der Beobachtungs-
fehler niitzlich erweisen. Allein auch zwischen regel-
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miBigen und zufiilligen Fehlern wird in der Praxis nicht
immer streng unterschieden; z. B. ist es bei der Winkel-
messnung mit einem gewihnlichen FeldmeBtheodolit nicht
fiblich, die Achsen- und Teilungsfehler in Rechnung zu
stellen, man richtet vielmehr die Beobachtungen so ein,
daB8 diese Fehler bald positiv, bald negativ auftreten und
dadurch den Charakter zufilliger Fehler erlangen.

2. Den Gegensatz zwischen wahren und schein-
haren Beobachtungsfehlern wollen wir an einem Beispiel
kennen lernen. Die Pnlhihe einer Sternwarte sei durch
mehrjahrige, sorgfiltige Messungen auf 0.1” genau be-
stimmt; den so gefundenen Wert i wird man mit grofier
Anniherung als wahren Wert der (obnehin nicht ganz
konstanten) Polhthe betrachten diirfen. Nun miBt man
an einem Abend mit einem kleinen Universalinstrument,
welches nur 20" Nonienablesung gibt, #-mal die Polhohe
und findet die Werte 3y, 3. .. . 3, alsdann gilt
das arithmetische Mittel aus diesen Beobachtungen:

e e A
Yo = %

als wahrscheinlichster Wert (Axiom vom arith-
metischen Mittel). Die Unterschiede w; =y — yy
nennt man wahre, die Unterschiede ;= vy, — y;
scheinbare Beobachtungsfehler; da v =vy;+ u;,
v, = 1; -+ v; ist, so sind u;, »; die anzubringenden Ver-
besserungen und nicht die Fehler, die angegebene Be-
zeichnung ist aber allgemein iiblich.

In den meisten Fillen ist der wahre Wert einer un-
mittelbar zu messenden GroBe nicht, oder wenigstens
nicht mit absoluter Genauigkeit bekannt; denn in der
Regel sind die zu messenden Objekte geometrisch nicht
streng definiert, auBerdem unterliegen sie zeitlichen Ver-
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#nderungen. Man wird indessen dem wahren Wert einer
BecbachtungsgroBe immer nsher kommen, je genauer
man die regelméBigen Fehler kennt und je zahlreicher
und sorgfiltiger die Messungen sind.

§ 23. Das Fehlergesetz auf Grund des arithmetischen
Mittels (C. F. GauB8).

1. Fir eine zu bestimmende Gr&8e haben die Be-
obachtungen die Werte «,, x,, . .., @, ergeben; welches
ist die Wahrscheinlichkeit, daB der wahre Wert zwischen
x und x -+ dx liegt?

Das Ereignis besteht in dem Auftreten der »n Be-
obachtungen, als TUrsache gilt der Wert von . Sei nun
¢ (£, , x)dr, die Wahrscheinlichkeit, daB die rte Beoh-
achtung zwischen z, und z, + dx, fallt) so ist:

W=, 3) ¢y, %) v. @by, x)daydzy ... dr,
die Wahrscheinlichkeit des Beobachtungssystems. Die
Wahrscheinlichkeit a priori, da8 die Ursache % in das
Intervall dx falle, sei:

u=ryp(x)dxs.

Da % zwischen —oo und -+oo enthalten sein kann,
g0 ist nach den Regeln iiber die Wahrscheinlichkeit der
Ursachen die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

+oco
@) W=uw:fuwdx.

-0

2. Wir vereinfachen nun die Rechnung durch folgende
Annahmen:

&) w(x) sel konstant, d. h. jedes x gleich wahr-
scheinlich, ehe tiber die Beobachtungen etwas bekannt ist;
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p) das Axiom vom arithmetischen Mittel soll
gelten, d. h. es soll:

o %) - gre.2) - .. - @z, ) = Maximum

PR VTR N )
n n

7) @l , %) = @(x — ), d. h. die Wahrscheinlich-
keit einer Beobachtung soll nur von der GrdBe ihres
Fehlers abhingen.

Da aus (1) auch die dz, fortfallen und das Integral
einen konstanten Wert besitzt, so muB}, wenn 2, =% — z,
zesetzt wird:

) - @) - - - - p(r;) = Maximum
sein. Hierzu tritt die aus f) sich ergebende Bedingung:
ny — [xg] =[x —«] = 0 oder:
@ [l=t+ 2+ oo+, =0.
Differentiiert man die vorangehende Gleichung logarith-
misch nach % und setzt:
@'(v)
Fv,) =
) ="

gein, wenn % =

7

so muB auch:
(3) Fe)+Floy)+ ... +F@,) =0
sein; (2) und (3) sagen offenbar das gleiche aus, wenn
— fiir 1 als eine Konstante —:
Fy)=21nr,

ist; man zeigt auch leicht die Unmoglichkeit einer anderen
Lasung. Hieraus folgt weiter, mit w als zweiter Kon-
stante:

1) Die Bezeichnung [z] ist aus einem Summenzeichen ent-

standen und wird gelesen: ,Summe der z“; wir werden sie auch
kiinftig benutzen.
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Logp(s) = Aol + 1,
q-;(z-r) — girti+p = gl ghvf,

LBt man den Zeiger r weg, beachtet, daB ¢ (v) mit
wachsendem v abnehmen, also 4 = —A2 sein muB, und
ersetzt e# durch C, so wird:

) = C.e~ ¥,

+oo
Gem#B der Bedeutung des Buchstabens ¢ ist _/ () dv=1,
folglich (§13, S.51): -
-
7 ]
c. Y21, o=21.
h 'l‘_—z

Damit ist das nach C. F. GauBl benannte Fehlergesetz
aufgestellt:

® P0) = o7

V=

3. Vorstehende Herleitung ist, wie auch GauB selbst
bemerkt hat, durchaus nicht einwandfrei, vor allem in-
folge der willkiirlichen Voraussetzungen «) und y); in
der Tat lassen sich auch minder einfache Fehlergesetze
aufstellen, welche von diesen Einschriinkungen frei sind.
Zur Rechtfertigung von f) kann man anfiihren: x als
arithmetisches Mittel der z geniigt auch der Forderung
einer kleinsten Quadratsumme der Fehler; in der
Tat folgt aus:

(r—x)24 (x— 1)+ ... + (* — 2,)> = Minimum

durch Differentiieren sogleich: nx = [z], wie oben.
Nimmt man ferner an, der Mittelwert z; bestimme

sich aus:
n fx) = [f@)],
Hac k, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 6
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und die r, unterscheiden sich nur wenig von z,, so gilt
angenihert:
nfiz) =[G + o —2)] = nf(x) + (%) - [x — =],
dh  [r—x]=0, nz=I[], z%==x;
man wird also auf das arithmetische Mittel gefiihrt,
welches auch die Funktion f sei.

Bedeutet endlich » wie anfangs den wahren Wert,
%, das arithmetische Mittel und setzt man gemiB (4):

5 B e
@=IIZ¢(~”'—%)=W6'7"V>

wo
N=mnz?—2nzx5,+ [22] = n(x — 20)? + [2?] — n 2}
ist, so ergibt sich der Mittelwert u von z — z, aus?):
+0oo +oo
p=[x—x)Pdx:|DPdx.

Ersteres Integral ist bis auf einen konstanten, endlichen
Faktor:

400
&=z eFne-d —z) ;
—-oc
mithin verschwindet es, weil der Integrand eine ungerade
Funktion von # — %, ist; das zweite Integral verschwindet
nicht, folglich ist 4 = 0, d. h. bei Annahme des GauB-
schen Gesetzes ist das arithmetische Mittel », der Durch-
schnittsbetrag’der unendlich vielen wahren Werte z. Ein
zwingender Grund zugunsten des arithmetischen Mittels
und des GauBschen Fehlergesetzes liegt natiirlich auch
hierin nicht.
1) Deutet man z — 2z, als Eoordinate, & als Masse eines materi-

ellen Punktes einer Geraden, so ist x die Koordinate des Schwer-
punktes; vgl. Sammlung Géschen Nr. 88, § 40.
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§ 24. Hilfssitze iiber bestimmte Integrale.

=]
1. Um das Integral f s1;x dx auszuwerten, zerlegen

6
wir es in Teilintegrale mit den Grenzen 0, 7z, 27, ...

dadurch verwandelt sich (Fig.11) das Integral in eine
Reihe, deren Glieder bei abwechselndem Vorzeichen gegen

- S
&
27 .5.7(:’x
Fig. 11.

Null abnehmen. Folglich hat das Integral einen Sinn
und einen positiven Zahlenwert.
Geht man von der fiir echt gebrochene z giiltigen
Beziehung1):
sinx
" (x—cosa)®+sin?x
aus und integriert zwischen O und z, so wird:

. z2 | T—cCosx | &
a:51noc—[——2—sm2oc+ ...=arctg—Qﬂ~—l—E—(x.

sing +2sin2 ¢ +22sin3 o 4 ...

Es geniigt hier, 0 < & < #/2 vorauszusetzen, man muB
aber & = 0 ausschlieBen; im {ibrigen konvergiert die
letztere Reihe, wenn 0 << » <1 ist. Fiir z=1 erhilt man:
T— o

2

1
sinoc+é—sin2cx+§sin3oc+ e

1) Sammlung Goschen Nr. 53, § 81.
6%



84 Theorie der Beobachtungsfehler.

oder
. o . .
(smoc L sin2a i sin8 x .. ) _T—&
X  2a 3x 2
LaBt man nun o« unbegrenzt abnehmen, so geht die linke
Seite in das vorgelegte Integral, die rechte in 7=/2 {iber;

daher ist:

oo

" sina
/ dx =

| g

(1)
i
2. Ersetzt man in (1) = durch pz, so ergibt sich:

oo

sinpx 7T
@) ff de=+3,

0
wo das -+ Zeichen fiir positive, das — Zeichen fiir nega-
tive p gilt; ist p =0, so verschwindet auch das Integral.
Hieraus folgt unmittelbar, da8 die Differenz:

A=—1-/ sin(z — )1 (M__i/‘sm(as—-u—alu)ﬂ.dl1
7T
8

T y A

den Wert 0 hat, wenn z < oder > wu + du ist (du>0
vorausgesetzt); fir v <z < u + du gilt 4 =1; an den
Grenzen ¢ = und £ = % + du ist 4 =%. Da nun:
sin(u 4+ du — )1 — sin(u — z) 4 == dSL(Z_ﬂdu
u

=l-cos(x —u)l-du

ist, so ergibt sich durch Vereinigung der Integrale:
+00
d ~
=—%/cos(x— u)A-di.

-
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Figt man dem letzten Integranden die ungerade Funktion
¢sin(z — w) 2 hinzu, so folgt:
+00

®) A ;Zu ﬁi(z_u)1d1={?,

P 4
-0
wenn die Werte # = » und « = «» + du ausgeschlossen
werden und im fibrigen die angegebenen Grenzen gelten.

§ 25. Die Begriindung des Fehlergesetzes durch Bessel.

1. Das Fehlergesetz von GauB bezieht sich auf
scheinbare Fehler »; Bessel geht bei seiner Her-
leitung des Fehlergesetzes auf die Entstehung der
wahren Fehler « ein; er nimmt dabei an:

&) % kommt zustande als Summe einer grofien Zahl
von Elementarfehlern =, a5, ..., 2,;

p) diese Elementarfehler sind von gleicher GroBen-
ordnung;

) positive und negative Elementarfehler sind gleich
wahrscheinlich; ihre Fehlergesetze ¢,(z,) sind also ge-
rade Funktionen.

Die Wahrscheinlichkeit, da8

U=0 4+ T+ ... +x,
zwischen w und w -+ du liegt, ist:
) du = @y(@) - @ (T2) + - - . - ulzn) d2ydery . .. da, .

Ersetzt man in § 24, (3) « durch 2; + 25 + ... + @5,
so0 ist 4 =1, wenn der Fehler zwischen «» und u + du
liegt; fiihrt man also A4 als Diskontinuitatsfaktor ein,
so wird:

27-yp(u) =fe‘““'-€13dl .
Wwenn

D=[...[ding(n)... Pnp, () dz...d2,
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ist; die Integrationsgrenzen sind fiir 1: FFoo, fiir z,: Fa,;
nach g) sind die a, alle von gleicher GriiBenordnung.
Die in @ auftretenden Integrale konnen einzeln ausgefiihrt
werden; beachtet man y) und 148t den Zeiger weg, so ist:

+a +a
[o@) e= dz = [p@)cos(ia)dz = 4.
-G —"a

Wir entwickeln cosiz in die Potenzreihe und setzen:
+a +a
[Po@dz=p, [to@dz=gt, ...;
-a -a
nach dem ersten Mittelwertsatz liegen p, ¢ zwischen O
und @, da die Integration von ¢ (x)dz zwischen F-a den
‘Wert 1 ergibt. Die Reihenentwicklung und Integration
liefert:
_ pRiz  gtis
Ad=l—Sr+ =

p2iE - (Bpt—ghit
2 24 T

Logd = —

2 41 __ [p4
Loggzs=_[7;]/12— 3[“24 @5 ..,

_@ 2 md] 4
oo (A=),
Gebraucht man fiir die in @ auftretenden Briiche die Ab-
kfirzungen P, Q, so folgt:

+00
2ay(w) =[eP*(1— Q24 — ...)cos(uA) dA.
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‘Wir wenden nun § 13, Gl (3) und (4) an und finden
sogleich:

2 7y (w) =]/:11;e_%{1—()-k(u)——- .

Ersetzt man %(u) durch seinen groften Wert %, und be-
achtet, daB p, ¢ mit a von gleicher Gri8enordnung sind,
so ergeben sich fiiv P, Q, k, die GréBenordnungen » a2,
nat, n~2a-*. Infolgedessen gehort &, Q zur GriBen-
ordnung #~*, das nachstfolgende Glied, wie eine einfache
Uberlegung zeigt, zur GroBenordnung 72 u.s. f Da
wir nun # als groBe Zahl voraussetzen, so ergibt sich
die Naherung:
P = e
V2= [y’

Dies ist das Fehlergesetz in der von GauB angegebenen
Form, aber fiir wahre Fehler. Obgleich auch die Bessel-
schen Apnahmen nicht vollig einwandfrei sind, so ist
doch die Beweisfilhrung minder willkiirlich als jene auf
Grund des arithmetischen Mittels.

§ 26. GenauigkeitsmaBl; wahrscheinlicher, durch-
schnittlicher und mittlerer Fehler.

1. Das Gesetz der wahren oder scheinbaren Fehler z
einer Beobachtungsreihe sei:

b
@ Pl) =—=e"7;
Y

dann ist die Wahrscheinlichkeit, daB 2 zwischen den
Grenzen s enthalten sei:

h +8 3
[ h [ .
w(s) = e B dy = E;Z— e P24z
for /
¥=J V=
&

-8
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Setzt man kx =t und ist ks =y. so wird:

(2) w(s)=6(khs) = 01(3).

Hieraus erklirt sich die Bedeutung von %; hat man
nimlich eine zweite Beohachtungsreihe mit den ent-
sprechenden Grifen A 87, wolel ks = h’s” ist, so folgt:
w(s’)y=w(s). IstalsozB.h:h'=05:1,s:8"=1:5,
so ist ein Fehler zwischen O und 45 s in der zweiten
Gruppe ebenso wahrscheinlich, als ein Fehler zwischen 0 .
und +sin der ersten; kurz gesagt, die erste Beobachtungs-
reihe ist Smal so genau als die zweite. Aus diesem
Grund nennt man % das GenauigkeitsmaB.

2. Unter dem wahrscheinlichen Fehler einer Be-
obachtungsreihe verstehen wir denjenigen besonderen
Wert r von s, fiir welchen:

Ghr) =05, ©hr=0,477
ist; es gilt also fiir » die Gleichung:
3) r=0477:h=1:2,097h.
Der durchschnittliche Fehler & berechnet sich aus:

oo oo

E=|zp)de :[gv(x)dw;

diese Gleichung kann so gedeutet werden: % ist die Ab-
szisse des Schwerpunkts der positiven X-Achse, wenn

. In dem Punkt mit der Abszisse z die Masse ¢(z) an-
gebracht wird. Nun ist:

fa: @) dz = 1 je"‘%’d(hi’x?) __1
0

2h)z 2hym’

0
oo

1
froria=3;

[
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folglich:

(4) I.:=1:h]@2.

k ist der Durchschnittswert der absoluten Betrige von z;
in dhnlicher Weise bestimmen wir den mittleren
Fehler m aus:

+00 +oo
m? =[:c2<p(x) dx :]tp(.r) dz,

-0

(hiernach 148t sich m als Trégheitsradius deuten), wobei
das zweite Integral =1 ist. Nach § 13, (2) wird:

/

2 — h jaz 1
T Y= 28 2R
3) m=1:k}§.

(Wie man leicht sieht, sind 4~ die Abszissen der Wende-
punkte von y = @(z).) Somit ist: m >k > r und:

-—2— ' oy
k= mV-_c— =0,798m; r=047Tm}2=0,674m.

Mit Hilfe von § 138, (2) lassen sich solche Durchschnitts-
werte auch fiir die hoheren geraden Potenzen finden;
zur Beurteilung einer Beobachtungsreihe genfigt indessen
die Angabe von m.

3. Wir bestimmen noch die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB ein Beobachtungsfehler den p-fachen mittleren
Fehler nicht fiberschreite; man braucht nur in (2)
s =pm, also gem&B (5): ks = 0,707 p zu setzen. Man
erhalt das nebenstehende Téfelchen. Die letzte (auf
Grund genauerer Werte der 6 berechnete) Spalte gibt an,
unter wieviel Beobachtungen der p-fache mittlere Fehler
einmal iberschritten wird; denn fiir p = 2 ist z. B. die
‘Wahrscheinlichkeit, daB 2 m tiberschritten wird: 0,046;
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L8 1:(1—6) mithin wird unter 1000 Beob-
20 i — achtungen dieser Fall durch-

0.5 03831 2 schnitthich 46 mal eintreten, unter

1 ‘ 0’6 83 3 22 Beobachtungen einmal. Man
15 0786 6 7 wird diese Betrachtungen an-
9 f0’95 4l 29 wenden, wenn es sich um die
95 0988 81 Ausscheidung widersprechender
3 10.997| 370 Beobachtungen handelt.

§ 27. Genauigkeit einer Beobachtungsreihe; theore-
tiseche und wirkliche Fehlerzahl.

1. Der Unterschied zwischen wahren Beobachtungs-
fehlern w«, und scheinbaren v, darf nur bei gro8er Zahl n
der Beobachtungen vernachlissigt werden. Sei allgemein:

1) =041,

d. h. 1 der Unterschied zwischen wahrem Wert und
arithmetischem Mittel; hierbei mu [v] = O sein. Daher
kann man A, v, ¥, ..., Up_y als unabhingige Ver-
#nderliche betrachten, durch welche u,, %, , ..., %, be-
stimmt sind. Nun ist die Wahrscheinlichkeit des Zu-
sammentreffens der w, wenn uf +2d 4 ... +ud =[uw]
gesetzt wird:

h n
@) ( ) e~ dy duy . . . du, .

Jt

Wir fuhren in (2) an Stelle der « die eben genannten
Verinderlichen ein; es wird zufolge (1), da [v] = 0:

[wu] = [oo] + n22;
sowie, da u, = — (v, + v, + ... + 2,_y) + 4 ist:
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1 0 .l
Oy, Upy o ous Uno1; %) | O 1 ... 1 — -
6:(7;177/’21-"71’1‘—17}') -t ’
—1 —1 ... 1]

den Wert der Determinante erhilt man durch Addition
ihrer n — 1 ersten Reihen zur letzten. Mithin geht (2)
{iber in:

n
(3) n .< h ) e—hi[vn]—nh’i_’dvl ce.dv,_qdA.
JT

Da nun fiir 4 keine Grenze festgesetzt ist, so bilden wir

zundchst:
+o0

—
/e—nhﬁ.?dl:_l_ z .
hy n

-0

Folglich ist die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens

der »:
h \n-1
Vn- (—F) e~Flrldy ... dr,_y.

V=
Hier ist % noch verfiighar; man wird die Wahl so treffen,
daB das beobachtete System scheinbarer Fehler eine
moglichst groBe Wahrscheinlichkeit erhilt. Die logarith-
mische Differentiation ergibt:

"=l _ onpe =0,
woraus (§ 26):

[v7]

—me =Y

2nz 0 m—1

Dies ist die von Helmert gegebene Herleitung der
»Klassischen Formel“:
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@ =]

n—1"’

sie liefert den auf Grund des Fehlergesetzes wahrschein-
lichsten Wert von m.

Sind die « selbst (wenigstens niherungsweise) be-
kannt, so kann man unmittelbar:

nemi=[uul,
© m =/

setzen. Fiir groBe Werte von # wird der Unterschied
zwischen 72 und m, unmerklich (§ 22, Schlu8).

2. Eine einwandfreie Begriindung des Fehlergesetzes
a priori ist unmoglich; deshalb ist es von wesentlicher
Bedeutung, das Gesetz mit Erfahrungstatsachen zu
vergleichen. Der Weg hierzu ist folgender: aus einer
Beobachtungsreihe findet man nach (4) den Wert von m
und hieraus den von k. Die Anzahl der zwischen den
Grenzen a und b (0 < a < b) enthaltenen Beobachtungs-
fehler ist dann der Theorie nach:

b kb
n- ¢(a")dx=——7_b: e~%di;
V=
a ha

rechnet man auch die in gleicher Zahl vorhandenen
Fehler zwischen —a und —& hinzu, so wird die Gesamt-
zahl der zu erwartenden Fehler:

v=n-{0(hd) — O(ha)} .
Es folgen (in abgekiirzter Gestalt) zwei Tabellen; die

erste riihrt von Bessel her und bezieht sich auf Fixstern-
deklinationen, welche Bradley heobachtet hatte; die
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zweite hat eine in England ausgefiihrte MaB8vergleichung
(MaBeinheit 1-10-° Yard = 0,91 Mikron) zum Gegen-
stand. In beiden Fillen zeigt sich gute Ubereinstimmung.

I m=-+1786. I m=40,9.
Grenzen [ » » Grenzen . 7 ¥
in 7 {berechnet | becbachtet [berechnet | beobachtet
0bis0,8| 88 | 41 0bis05| 17 | 15
08,16/ 30 | 28 05,1 | 12 14
16 , 24| 19 | 17 1,15 7 8
24 , 3,2 8 8 iiber 1,51 4 3
iber 32| 5 6 Summe n =40 | 40

Summen =100 | 100

§ 28. Die Hauptaufgaben der Methode der kleinsten
Quadrate.

1. GauB hat seine (erste) Begriindung des Fehler-
gesetzes auf die Hypothese des arithmetischen Mittels
gestiitzt; damit gleichbedeutend ist (S. 81) die Forderung,
daBdieFehlerquadratsumme [v#] ein Minimum wer-
den soll. Um dieses Prin-
zip zu erldutern, geben wir I ; ;
noch einige einfache Bei- ~ N©-|Beobachtet] o | vv

spiele!); diese zeigen zu- od |
gleich den Zusammenhang é 2’2;47’ I :1: 1; 9?2
zwischen der Theorie der ! -

3| 3336 |— 5| 25
Beobachtungsfehler und

4| 3,319 |412)144
den Aufgaben der Mes- 5| 3829 |+ 2| 4
sungspraxis; auch § 33 .
enthilt eine Anwendung 16,655 | 0478

des Prinzips.
1) Ausfithrliche Behandlung in Sammlung Gdschen Nr. 802,
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2. Es sel nur eine GriBe gesucht und diese in
n Beobachtungen von gleicher Genauigkeit gemessen;
z. B. mbgen fiir die Dichte eines Augitkristalles finf Be-
stimmungen vorliegen. Das Mittel ist 3,331; hieraus er-
geben sich die v (in Einheiten der 3. Dezimalstelle), die

vv und
2Q ., -6
i =Vﬁ‘iﬂ_ = +0,011.

4

Hierbei ist 7z der mittlere Fehler der einzelnen Bestimmung;
derjenige des FErgebnisses ist, wie hier nur angefihrt
gein mdge, m : ]/n = +40,005.

3. Es sollen m (2) GroBen =, y, . . ., die Elemente,
durch vermittelnde Beobachtungen bestimmt werden;
d. h. man beobachtet n (> m) GroBen U, :

U,——-f,(x,y,...), r=1,2,...,n,
wobei f, eine bekannte Funktion bedeutet. Xennt man
Néherungswerte %, , %, , - . - der Elemente, so ist bis auf
Glieder hoherer Ordnung:

f;=(x7 Y, "')=f;(10)y07 ---)+ar(‘1£_xo)+br@—yo)+---;
w0 a—af’/, b,=6f’/0,
0

T cy
ist1); wenn insbesondere f, eine lineare Funktion ist,
so ist die vorangehende Gleichung genau richtig. Setzt man:

z—ay=¢, Y=Y% =17, <« f;'(x07y0:"-)_zjr=lra
so erhilt man 7 Gleichungen, die Fehlergleichungen:

abft+byg+...+0L=0.

... Y) Das Zeichen /, bedeutet, daf nach Ausfiihrung der Differen-
tiation z =425, ¥ =¥,, ... zu nehmen ist.
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Da n > m, so sind diese Gleichungen im allgemeinen
nicht vertriiglich; bezeichnet man den an Stelle von 0
erscheinenden Wert der linken Seite mit #,, so fordert
das Prinzip, daB [vv] = Minimum wird. Man hat also:

~ ~

o c
a—E'[v?}]—':F’?—[?JU]: com =0,

Die Ausfithrung ergibt sogleich:
[aa]é+[ab]ln+ ... +[a]] =0,
[ab]&+ B8]+ ... + [l =0.

Aus diesen m Gleichungen, den Normalgleichungen,
bestimmen sich &, %, ..., also auch =, y, .
Beispiel. Zur Bestimmung der Polhdhe ¢ wurden
MittagshShen der Sonne beobachtet; in nachstehender
Tabelle ist U die von Strahlenbrechung und Parallaxe
befreite Zenitdistanz des Sonnenmittelpunktes, ¢ die an-
nihernd bekannte wahre Zeit, § die Deklination der Sonne.
Unter der Annahme fehlerfreier Messungen ist:
U=¢@p+C2—46;
fir ¢ kennt man den Naherungswert ¢, = 48°43’,0;
woraus:
. 225 cosq cosd
” sin(gp — 9)
Die Elemente sind die Polhthe ¢ =z und die Stand-
verbesserung y der Uhr; ihre Naherungswerte sind
z, = @, und y, = 0; Cy? kann vernachlissigt werden.
Aus den allgemeinen Formeln wird also:
U=z-+2Cty+Ci2— 34,

=0,0314 .

4

mithin
a=1, b=23Ct, l=g,+C2—(U+9).
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Die mit Rechenschieber ausfiihrbare Rechnung liefert die
Normalgleichungen und deren Aufldsung:
% 85+0,115+180=0
|0.11£4 0,38y — 0,45 =0
E=-—-024, 95=-4082.

Mithin ist g =q,+ 5=48°42"76, y =1y =-+0282;
demnach sind die drei letzten Spalten ausgefiilltl); aus
[v2]=0,3125 folgt?) der mittlere Fehler der U: 07,23,
sowie derjenige von @: <-07,08.

Nr. | U { 0 i (t+y v | v

1143937%,0 /506’8 —6™0 —5™2| —0,2610,0676
2 36.0 | 6.7 §—4a —37 40,43 |0,1849
3 36,3 | 67 |—25 —1,7 —0,17 |0,0289
4 360 | 67 |—15 —0,7 0,09 0,0081
5 36,3 | 67 |+15 -+23 —007 0.0049
6 36,7 | 6,7 |+35 |+43  —0,06 ,0,0036
7 37.3 | 66 |50 | 458 | —008 00064
8 377 | 66 |+65 |+7.3 |-0,09 |0,0081

4. Namentlich der geoditischen Praxis gehirt der Fall
der bedingten Beobachtungen an; wir wollen nur ein
einfaches Beispiel besprechen. Drei GroBen z, 7, x sind
beobachtet, zwischen ihnen besteht eine Beziehung
F(x,y,%)= 0, der die Beobachtungswerte ,, ,, %
nicht vollig geniigen werden. Sei:

T=a+&, y=y%-+n, =%+,
so folgt mit Vernachlassigung von Gliedern hiherer Ord-
nung und der auf S. 94 eingefithrten Bezeichnung:

1) Die zweite Dezimale der ¢ 1st nicht mehr sicher.
2) Sammlung Gouschen Nr 302, §§ 16—18.
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¢F EF | ¢F
LE.——| +ne— L ol =
F(ry. Yo, %) + & EJG/(,Tﬂ ‘9?]/0—*_5 ‘F‘/o 0,

oder mit leicht verstindlicher Abklirzung
af+bdby+el+1=0.
Wie fiigen nun die Forderung:
&2 4 92 4 {2 = Minimum
hinzu; ist & ein unbestimmter Faktor, so muB7Y)
4+ 92+024+2ka&+ by + el + 1) = Minimum,
also
Et+ka=9+Ekb=0+lke=0
sein. Hieraus folgt, mit a2 4+ 52 + ¢2 = N:
y __l_ E = Ll — ﬁ F = il
=Ty Ty 1Ty TR

Der Multiplikator £ heiBt nach GauB Korrelate;
das Rechnungsverfahren Korrelatenausgleichung im
Gegensatz zu der in 3. dargelegten Elementenaus-
gleichung. Hiufig 148t sich eine Aufgabe nach beiden
Methoden behandeln; die Bediirfnisse der Geodisie haben
auch zu einem Zwischentypus, den ,vermittelnden Be-
obachtungen mit Bedingungsgleichungen® gefiihrt.

Folgendes ist eine einfache Anwendung: Fiir drel
Teilstrecken eines Nickelinstabes ergab die Messung des
Widerstands folgende Werte:

AB: zy;=1345.10-% Ohm,

BC: y,= 846.10-% Ohm,

AC: =z, =2212-10-% Ohm;
man soll die wahrscheinlichsten Werte %, y, x bestimmen.
(Die Linge der Strecken bleibt unberiicksichtigt.)

1) Sammlung Goschen Nr. 87, § 65.
Hack, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 7
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[=x,+y,—%=—21, a=b=1, c=—1, N=3;
hieraus folgt:
E == 77 C =—T7.
Die wahrscheinlichsten Werte der drei Widerstinde
sind:
AB: z=1352.10-% Ohm,
B(C: y= 853-10-%Ohm,
AC: z=2205-10"% Ohm.
Das gleiche Ergebnis erhilt man, wenn man nach

vermittelnden Beobachtungen ausgleicht, wobei etwa
und y als die Elemente gelten kinnen.

§ 29. Fehlerverteilung in der Ebene.

1. Fir die rechtwinkligen Koordinaten 2, y eines
Punktes mdgen » Beobachtungen «,, %, (r=1,2,..., %)
vorliegen. Die Fehler sind dann:

T — Ty =Yy, Y— Y =173
gilt nun far alle Fehlerpaare (u,, v,) das gleiche Gesetz,
so ist die Wahrscheinlichkeit, daB u,, », innerhalb der
Intervalle du,, dv, liegen:-
Wy = @ Uy, V) dup do, .

Dafiir, daB das Wertepaar (z, %) in das Intervall dz,
dy falle, sei die Wahrscheinlichkeit a priori ¢ (z,y) dz dy;
alsdann 1st (vgl. § 17 und § 23) die Wahrscheinlichkeit
a posteriori der Ursache (z, %):

@, y)ww,. . wydxdy 5_/77#(73: y)wywy . . . wadzdy,
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wobei die Differentiale du, und dv, die Rolle von Kon-
stanten spielen und wegfallen.

2. Zur Ermittlung des Fehlergesetzes ¢(u, v)
nehmen wir (vgl. § 23) y(z, y) als konstant an; ferner
wollen wir unter (z, y) den Schwerpunkt der Punkte
(., y,),den ;wahrscheinlichsten Punkt“ verstehen ; dadurch
wird das Axiom vom arithmetischen Mittel aus dem ein-
dimensionalen Gebiet auf die Ebene ausgedehnt. Die
GroBen #,, v, sind dann scheinbare Fehler und es be-
stehen die Gleichungen:

nz=I[z], ny=I[y.
oder:
[u] =[v]=0.

Da das Integral einen konstanten Wert hat, so kommt

die Forderung darauf hinaus, da8:

97(?'(1 ’ 'UI) - @, "Jn) = Maximum

werden soll. Wir differentiieren logarithmisch und setzen:

8 Log o (uy, 1) =T _a_LOg @ (U, v)

Cu, 2 or,
dann muB:
O+G4...+0=0, H4+T+...+7=0
sein. Dies kommt mit der Bedingung [u] = [v] =0
iiberein, wenn unter Weglassung des Zeigers #:
U=au-t+bv, V=0bu-+cv

ist; hierbei sind a, b, ¢ die der Funktion ¢ eigentiim-
lichen Konstanten, ferner ist der Bedingung:

=7,;

dv Ou du dv

Rechnung getragen; endlich beweist man leicht, daf auBer
dieser augenscheinlich richtigen Losung keine weitere

7%
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moglich ist. Nunmehr wird, wenn Z eine Konstante be-
deutet:
Loggu,t)=3%aut+buvtiec®+1;
setzt man:
la=—ay,, b=—2a,. {c=—ay, L=1LogC,
so folgt:
@, ) = C-e~ uW+2aauv+an®) o . o-F,
Die quadratische Form F mu8 positiv sein; dazu ist
erforderlich, daB:
a >0, 23>0, d=ua;0,—0:>0
ist. Integriert man ¢(w, v)dudv zwischen den Grenzen
F oo fiir # und v, so muB sich 1 ergeben; um die Inte-
gration auszufiihren, schreibt man:
Fe Au? + (a5 % 4 a5y )? ,
Uaq
nun 138t sich zuerst nach v, dann nach u integrieren.
Mit Riicksicht auf § 13, (1) erhilt man:
0. % _1  o-14
74 z

Das Fehlergesetz in der Ebene ist also:

o, v) = Ee—(anu=+g%u,,+aﬁmg) .
x

3. Die Kurven F = konst. = ¢ bilden eine Schar
dhnlicher und &hnlich liegender Ellipsen, in dieser
‘Weise gruppieren sich also die Punkte gleicher Fehler-
wahrscheinlichkeit um O(u = 0, v = 0), s. Fig. 12; die

Fliche der Ellipse F'=¢ ist —G—::— , wie man durch Trans-

formation auf die Hauptachsen sogleich erkennt. Xr-
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richtet man auf der Zeich- 4
nungsebene in jedem Punkt
(#,v) mnach oben ein Lot
= @(u, v), 50 entsteht eine
Fliche, deren Horizontal-
schnitte Ellipsen sind; die /}
durch O gefiihrten Vertikal- 7
schnitte ergeben ,Glocken-
kurven“ nach Artvon Fig. 9 a;
fir ¢y =ag =1, 55 =0
bekommt man die in Fig. 9a
und 9b dargestellte Dreh-
flache.

Wir zeigen noch kurz,
wie sich a@,,, @, und a,, aus den Beobachtungen be-
stimmen lassen. Der Mittelwert der 2 ist:

Fig. 12

+0o0 +oo

M(u) = ff— “Fdudy = 22 =4

das Doppelintegral wird ausgewertet, indem man die fiir
F angegebene Umformung, sowie § 13, (2) benutat.
Ebenso ist der Mittelwert der +2:

+00 400
M{?) = l/;éf d/-z,'?e“l"du dv = %— .
endlich derjenige der uv:
+oo %;_90
M(uv) = J/—;{l-f ,/ wre-Fdudy = — glji ;

-00 —Oo0
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die Integration nach v ergibt nfimlich:

“coc

a ]"_4 e
M(uv)=——qu2e s dy

Ggp | Uz2 T
~0

woraus nach § 138, (2) der obige Wert folgt.
Ist n so gro8, daB man berechnete und beobachtete
Mittelwerte gleichsetzen darf, so gelten die Gleichungen:

agy  [ud 2y _ [uv]
24 n =7, 24 n =9,
o _ [ _
24 =n —x,
in welchen P, @, R bekannt sind. Nun ist:
1 1
e 2 — Q2 2d=—— " .
= 4(PR— Q?), SPE— 09’
mithin sind auch a4, a,, und g5, bestimmt:
. -9
MTIPR— T 2PE—QY
P
Gy

2T 2(PR—@¥’

4. Die Fehlerellipsen finden Anwendung bei der tri-
gonometrischen Punktbestimmung (Andri, Helmert)
und bei SchieBversuchen (Bertrand). Auf letztere be-
zieht sich folgende Zusammenstellung*): Die Scheibe wurde
durch die Fehlerellipse in 10 Gebiete eingeteilt, deren
jedes der Theorie nach 100 Schiisse hitte aufnehmen
sollen; das Ergebnis war: 99, 106, 100, 108, 100, 118,
86, 94, 90, 99.

o 3 1) Wéjltgetellt nach E. Czuber, Theorie der Beobachtungsiehler
Vg



VI. Abschnitt.

Anwendung der Wahrscheinliehkeitsrechnung
auf Statistik.

§ 80. Zusammenhang zwischen WahrscheinlichKeits-
rechnung und Statistik.

1. Die statistische Wahrscheinlichkeit (relative
Hiufigkeit, vgl. § 21) ist ein nach Analogie der mathe-
matischen Wahrscheinlichkeit gebildeter Quotient a : n,
wobei n die Zahl der Fille bedeutet, die man beobachtet,
um eine gewisse Verinderung festzustellen, a ist die
Zahl der Fille, in welchen diese Anderung binnen der
Zeiteinheit eingetreten ist. Naturgemi8 stehen die ver-
wickelten Verhiltnisse des menschlichen Lebens in
scharfem Gegensatz zu den Voraussetzungen der mathe-
matischen Wahrscheinlichkeit, vor allem hinsichtlich der
Gleichwertigkeit der Falle; die Praxis wird immer dazu
ndtigen, die Falle in Gruppen zusammenzufassen, z. B.
»gesunde mannliche Personen im Alter von 20—25 Jahren®,
allein innerhalb dieser Gruppe sind Lebensverhiltnisse,
geistize Befshigung, Berufsart usf. véllig verschieden.
Ferner ist die statistische Wahrscheinlichkeit vom Zeit-
punkt der angestellten Untersuchung abhiingig; auch wenn
man auBergewdhnliche Ursachen, wie Krieg, Epidemie,
beiseite liBt, zeigt die Frfahrung nur eine annihernde
Konstanz der statistischen Wahrscheinlichkeit. Endlich
sind wir {iber die Abhingigkeit der in die Statistik ein-
bezogenen Fille selten geniigend unterrichtet; ist z. B. fir
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den Bergmann 4, die Wahrscheinlichkeit,im nichsten Jahr
zu sterben, u,. und ist u, die entsprechende Zahl fiir
einen anderen Bergmann 4,, so ist die Wahrscheinlich-
keit, daB beide im n#chsten Jahre sterben, nur dann
w, wy, wenn die Todesfille ganz unabhingig vonein-
ander eintreten. Da wir aber mit der Moglichkeit eines
viele dahinraffenden Grubenungliicks rechnen miissen, so
ist auch der Wert w; w, unrichtig, falls 4; und 4, in
der gleichen Grube arbeiten. _

Wenn trotzdem die Statistik von den Sstzen der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung Gebrauch macht, so kann
die Befugnis hierzu hergeleitet werden erstens aus der
ausgleichenden Wirkung des Zufalls (vgl. § 21), sodann
aus dem Umstand, daB erhebliche Schwankungen der
statistischen MaB8zahlen nur da vorkommen, wo die Ur-
sachen merkliche Verfinderungen aufweisen, endlich
aus der Moglichkeit, das statistische Grundmaterial fort-
wihrend zu ergéinzen, die Methoden zu verfeinern und
die Theorie mit der Wirklichkeit zu vergleichen.

2. Die Statistik liefert ihre Angaben teils als un-
benannte (intensive), teils als benannte (extensive)
MaB8zahlen; die wichtigste intensive MaBzahl ist die
‘Wahrscheinlichkeit, die wichtigste extensive das arith-
metische Mittel. Beide Arten von MaBzahlen sind in-
dessen ineinandertiberfiihrbar; aus einer Tafel der Sterbens-
wahrscheinlichkeiten kann man die mittlere Lebensdauer,
aus den gemessenen Brustumfiingen von Rekruten die
relative Haufigkeit eines zwischen ¢ und b cm enthaltenen
Brustumfanges bestimmen.

Von den in Abschnitt I bis V entwickelten Sitzen
kommen fiir die mathematische Statistik namentlich die
Theoreme von Bernoulli und Bayes, sowie das Fehler-
gesetz in Betracht; umfangreiches und sorgfiltig be-
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arbeitetes statistisches Material steht besonders fiir die
Aufgaben der Lebensversicherung zu Gebote.

§ 31. Die Dispersionstheorie von Lexis.

1. Vernachlédssigt man in § 15 (8) das Zusatzglied,
setzt:
n=v, r=ve, T=ru, h—_—— he=y
b ) ? 2p q b ?
so ist:

+&

r.} e~ W dy = B(y)

V=
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei » maligem Versuch
die gesuchte Wahrscheinlichkeit zwischen den Grenzen
p — ¢ und p -} ¢ liegt. Entsprechend dem Fehlergesetz
hat man % als das GenauigkeitsmaB der Versuchsgruppe
(a priori) zu bezeichnen.

Zuw einer anderen Bestimmung des GenauigkeitsmaBes
gelangt man, wenn eine Reihe von # Versuchen in
s Gruppen von je » Versuchen eingeteilt wird; aus jeder
Gruppe bildet man einen Mittelwert, wodurch die Zahlen
Diy Psy --- P entstehen, hieraus das Gesamtmittel
Po=(p+ps+ ... +p;):s. Alsdann ist nach § 27 (4)
der mittlere Fehler der als Einzelbeobachtung geltenden
Gruppe:

m=]/[—?_7’-—°]—, i=1,2,...5

s—1
Hieraus folgt das GenauigkeitsmaB (a posteriori):

s—1
B = - .
- }/ 2[(po —29)%
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Da der wahre Wert p bei eirer statistischen Erhebung
piemals bekannt ist, so erhilt man fiir 2 wenigstens eine
Anpiherung, indem man p durch p,, ¢ durch ¢y =1—p,
ersetzt; an Stelle von % tritt also:

h = ]/ .
26 %

Lexis spricht nun von normaler Dispersion
(Streuung), wenn sich 2" ungefihr =/’ ergibt; in diesem
Falle ist gegen die Anwendung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung nichts zu sagen. Ist ” erheblich kleiner als
h’, so gehen die Gruppenmittel p; stark auseinander,
dann liegt ibernormale Dispersion vor; im entgegen-
gesetzten Falle hat man unternormale Dispersion.
Die Zahl 2" : h” heiBt auch Divergenzkoeiffizient?).

Theorie und Erfahrung zeigen nun, daB unternormale
Dispersion so gut wie nie vorkommt; im Falle der tiber-
normalen Dispersion wird man fragen miissen, ob die
statistischen Ergebnisse sich einem Fehlergesetz mit dem
GenauigkeitsmaB A” unterordnen (vgl. § 27, SchluB).
Trifft dies zu, so liBt sich schlieBen, daB p zwar nicht
konstant bleibt, aber Anderungen erleidet, die dem Fehler-
gesetz nicht widersprechen. Zeigen hingegen die Zahlen
keinen AnschluB an das Fehlergesetz, so ist die Anwen-
dung der Wahrscheinlichkeitsrechnung tiberhaupt verfehlt.

2. Ein Beispiel normaler Dispersion liefert fast durch-
gehends das Geschlechtsverhiiltnis der Geborenen.
Folgende Tafel bezieht sich auf das Konigreich Sachsen;
die Zahl der Geburten beiderlei Geschlechts lag zwischen
142527 im Jahre 1892 und 158579 im Jahre 1899;
die Gesamtzahl war n» = 1507 970, daher kann genau

1) Die Bezeichnung rithrt von Dormoy her, welcher aber nicht
den mittleren, sondern den durchschnittlichen Fehler zugrunde legt.
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genug ¥ = 150 797 gesetzt werden; p; ist die Wahr-
scheinlichkeit einer Knabengeburt, v; = p, — p;.-

Nr.|  Jahr 2 10w 100 23
1) 1891 0,5121 + 5 25

2 1892 0,5139 —13 169

3! 1893 0,5121 + 5 25

4 1894 0,5104 +22 484

5| 1895 0,5121 + 5 25

6| 1896 0,5130 — 4 16

7] 1897 0,5128 — 2 4

8| 1898 0,5118 + 8 64

9, 1899 0,5129 — 3 9

10 1900 0,5149 --23 529
Mittel: p, = 0,5126 | 0 1350

Zur Berechnung der GenauigkeitsmaBe hat man noch:

go = 0,4874, s=10;
daher ist:
=549, RK”"=577,

der Divergenzkoeifizient wird 1’ : »” = 0,95.

Die Dispersion ist also normal; 158t man dagegen die
Jahre 1894 und 1900 weg, so verrét sich diese willkiir-
liche Anderung dadurch, daB (bei gleichbleibendem Wert
von p,) der Divergenzkoeffizient den auffallend geringen
Betrag 0,48 annimmt.

§ 32. Die Konstruktion der Sterblichkeitstafeln.

1. Seit dem 17. Jahrhundert geht das Bestreben der
mathematischen Statistik dahin, Absterbeordnungen
aufzustellen: man sucht unter §, Geborenen die Zahl I,
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derjenizen zu ermitteln, welche ein Alter von [, Jahren
erreichen: /; (Basis, Grundmasse) bleibt willkiirlich und
wird meist als eine Potenz von 10 angenommen, manch-
mal ist es zweckmiBiger, von einer hoheren Altersstufe
auszugehen, also etwa L, = 10% zu setzen. Die Zahl
[, — lyy1 = d, gibt an, wie viele Personen wihrend des
z ten Lebensjahres mit Tod abgehen; die Quotienten:

R (4
(1) =l_p, =

by ’ by
driicken die Wahrscheinlichkeit des Lebens oder
Absterbens im wzten Lebensjahre aus, zwischen
beiden besteht die Beziehung:

(2) Pt =1.

Man nimmt nun an, daB in dem betrachteten Wertgebiet
I, eine eindeutige, stetige, differentiierbare Funktion von
z sei und setzt demgemiB:

3) L=1r@®);

wegen der Willkiirlichkeit von /, ist f(z) nur bis auf
einen konstanten Faktor bestimmt. Aus f(x) entspringt
der Grenzwert:

wl@ =R _ 1) _
R = 7 R R

Da f(x) >0, f(x) <O ist, so ist @(z) > 0; man
berechnet @(z) als Sterblichkeitskraft oder Ster-
bensintensitét; aus einer Annahme iber g (z) ergibt
sich durch Integration ein hypothetisches Gesetz f(z).
Die Zahlen I, d,, p,, 9, und @(z) hat man biome-
trische Funktionen genannt; einige weitere werden
in § 34 besprochen werden.
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Es sei noch bemerkt, daB die Zahlenwerte von g,
und ¢(x) nicht sehr verschieden sind; man hat nimlich
auf Grund des Taylorschen Satzes:

T fR)—fe+1) _ @+ 1"x+9)
: @) @) ;

wo 0 =< & <1 ist; mithin:
(5) L=q¢@+ .

Uber e =—7"(x +9):2f(x) laBt sich folgen-
des sagen: ist y = f(») eine lineare Funktion von z
(wie Moivre annahm), so ist e = 0; bedeutet y = f(z)
geometrisch eine nach unten konkave, nur schwach ge-
krimmte Kurve, so ist ¢ ein kleiner, positiver, echter
Bruch. Die letztere Voraussetzung trifft, wie wir sehen
werden, wenigstens fiir die mittleren Altersstufen zu.
(Fig. 15, 8. 115.)

2. Von den oben aufgezihlten biometrischen Funk-
tionen geniigt nach Annahme von /; eine, um die Gibrigen
zu berechnen; als solche Grundfunktion wihit man
aus praktischen Griinden meist g,. Man hat dann:

h=01—9)b,
b=Q1—g)hi=(010—g)1—a) L, ...,
allgemein:

© L— ljj(l —a).

Aus der Zahlenreihe der ¢, erhdlt man also ohmne
weiteres diejenigen der [, und d, = ¢, ..

Wie aus dem statistischen Rohmaterial der Versiche-
rungsgesellschaften Niherungswerte g4 fir die g, fest-
gestellt werden, liegt auBerhalb des Rahmens unserer
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Darstellung 1). Man hat zahlreiche Versuche unternommen,
die Form der Funktion f(z) anzugeben; die geldufigste
Hypothese (zugleich die in praxi am besten verwendbare)
spricht sich in dem Gompertz-Makehamschen Ge-
2tz aus.
Makeham nimmt fiir die Sterblichkeitskraft ein Ex-
onentialgesetz von der Form:

® r) ==L —at b
an; hierbei sind @, b, r positive Konstante, die Hypothese
gilt also nur, wenn ¢@(z) zugleich mit  zunimms, d. h.
fir # > &, wo « erfahrungsgemiB mindestens = 20 ist.
Die Integration von (7) liefert, mit ¢ als willkiirlicher
Konstante:

¢ b.r®
Logm =az -+ —@— .
Setzt man noch:
b
(8) et =k, 3-5@:97
so folgt:
(9) fl@)=c¢c- Eg.

Diese Formel enthiilt zugleich das dltere Gompertz-
sche Gesetz, wenn man ¢ = 0, ¥ = 1 wihlt. Die Kon-
stanten %k, g, » konnen aus speziellen Werten von f(z)
ndherungsweise bestimmt werden; nehmen wir fiir den
Augenblick an, dies sei geschehen, so bestimmt sich ¢
mit Hilfe der willkiirlichen Basis I, = f(x) aus:

l

(10) e=—"

Ja . gra
1) Sammlung Goschen, Nr. 180, Kap. II. § 2
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§ 33. Ausgleichung und endgiiltige Gestalt

der SterblichKeitstafeln.

1. Das Theorem von Bayes zeigt (§ 19, Schiu8),
daB einer empirischen Wahrscheinlichkeit ¢ nur dann
einige Genauigkeit zukommt, wenn die Kenntnis von g
sich auf eine groBe Zahl von Fillen stiitzt. Nimmt man
noch die Schwierigkeit der statistischen Erhebungen hinzu,
so leuchtet ein, daB die in ein Koordinatensystem ein-
getragenen Punkte (z, ¢7) keinem regelm#iBigen Kurven-
zug angehdren werden; man ist daher gendtigt, eine Aus-
gleichung vorzunehmen. Bei der graphischen Aus-
gleichung wird eine stetige Kurve maglichst nahe an
den Punkten (x. g;) vorbeigefithrt (vgl. Fig. 13, S. 113);
die mechanische Ausgleichung besteht entweder
darin, daB jedes g; durch das MMittel der umliegenden
Werte ersetzt wird, z. B.:

Qus = (241 + 9ha + 94 + g4s + 95)

— das Verfahren kann auch wiederholt werden — oder
darin, daB man die erwihnte Kurve aus Parabelstiicken
zusammensetzt; auch dies kommt auf eine Mittelbildung,
aber mit ungleichen Gewichten hinaus. Die genannten
Methoden enthalten keine Voraussetzung iiber die Be-
schaffenheit der auszugleichenden Zahlenwerte, gelten
daher ebenso flir jede andere empirische Zahlentafel.

2. Die analytische Ausgleichung beruht hin-
gegen auf dem Makehamschen Gesetz. Mit Riicksicht
auf § 32, GL (5) und (7) kann man von dem Ansatz:
® ge—a-ber
-ausgehen; man fithrt also anstatt der Sterbensintensitit
die Sterbenswahrscheinlichkeit in die Rechnung ein, welche
dadurch ohne erhebliche EinbuBe an Genpauigkeit sehr
vereinfacht wird.
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Zur Bestimmung von @, b, 7 kann man ein summa-
risches Verfahren anwenden; setzt man:

Qo+ i+ - sy =20.4,
2) {qio*q£1+---+q:§9=203,

o+ g+ ... +aiy=20C,
so folgt aus (1) und (2) mit g; = ¢, und:
(3) 20R=1(2"—1):(r—1)

das Gleichungssystem:
a+1r®R=4, a+ " "R=PB, o+ R=7C_.
Die Elimination von R und 7 ergibt:
B—a2=(4—a)(C—a),

also:

N _ AC—-PB* |
® “=Trc—3B’
diejenige von R und a:

C—B
20 .

(5) e
Hieraus folgt:

() P (B— 4

S (0—Bd+0—2B)"

Aus R bestimmt sich b mit Hilfe von (3).

Diese Methode gibt mindestens brauchbare Naherungs-
werte a,, by, 7, fir eine systematische Ausgleichung
nach der Methode der kleinsten Quadrate. Es liegt
hier der Fall der vermittelnden Beobachtungen entsprechend
§ 28, 3. vor; die ¢/ sind die Beobachtungen, @, b und »’
die Elemente; man kann dabei auch Riicksicht nehmen
auf die von z abhingige Unsicherheit, mit welcher die
¢/ aus der Statistik hervorgehen.
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Betrachtet man in (1) @, b, r als versnderlich, so
ergibt die Differentiation:
dy=da-+rdb+xbr*-ldr;
setzt man ferner:
Yoz = % + by 75,

j—
/
7
0015 = /
a” //
lr / =
N ’,’ </, 4’,’
= \\.-—/ ~
i | 57 '/ L
oot L "]
I’ / /f' '
T~L—=F
”r‘ 1
V”
ooost” | | |
x= 30 35 40 45 Jahre
Fig. 18.

so erhilt man aus jedem g7 eine Fehlergleichung:
da+r5db + by 1§t dr + (g — ¢2) = 05
hierzu bildet man die Normalgleichungen und findet da,
db,dr sowie a=ay+{da, b=>by+db, r=r,+dr;
daraus berechnet man die ausgeglichenen g¢, .
In Fig. 13 ist eine solche Ausgleichung graphisch
dargestellt; die mit Ringen bezeichneten Punkte entsprechen

Hack, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 8
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den beobachteten ¢/, die ausgezogene Kurve den aus-
geglichenen g,. Bedeutet my, den mittleren Fehler eines
q% vor der Ausgleichung, so kann man (§ 26) etwa 3m,
als Maximalfehler ansehen ; die gestrichelten Zickzacklinien
entsprechen den Werten ¢/ - 3 m, und begrenzen die
Fehlerzone. Wie man sieht, tiberschreitet die Kurve der
g, diese Zone nicht; indessen gibt Fig. 13 blo8 einen
Teil der Kurve wieder und ist nur als schematisches
Beispiel aufzufassen.

3. Ist die Ausgleichung vollzogen, so bekommt man
aus den ausgeglichenen ¢, nach § 32, (6) die I, und d,.
Im Anhang S. 122 ist eine kleine Ubersichistafel nach
+23 D. G, M. u. W, I* gegeben; sie schreitet von 5 zu
5 Jahren fort, die Zwischenwerte kdnnen durch Ein-
schaltung leicht gefunden werden; die praktischen Rech-
nungen des Versicherungswesens bediirfen einer griBeren
numerischen Genauigkeit, wenn diese auch iiber die tat-
séchliche weit hinausgeht. In Fig. 14 ist g,, in Fig. 15
iy und d, je durch eine Kurve veranschaulicht; fiir die
Endwerte ist die Zeichnung naturgemi8 nicht zuverlissig.

Es braucht kaum darauf hingewiesen zu werden, da8
die Sterblichkeitstafel sich nicht zu Vorhersagungen fiir
den einzelnen eignet; da in jedem Einzelfall die Verdinder-
lichkeit des Individuums und nicht die Konstanz der
Massenerscheinung den Ausschlag gibt. Aber auch, wenn
die Aussage fiir ein, falls man so sagen darf, ,,durch-
schnittliches Individuum“ gemacht wird, mu8 man be-
denken, daB (Niheres s. § 20, SchluB) die empirische Be-
stimmung einer Wahrscheinlichkeit von ungiinstigem Ein-
fluB auf die Sicherheit der Vorhersagung ist. Hieraus
ergibt sich die Notwendigkeit, die Tafeln bestindig nach-
zupriifen und zu verbessern.

An der Hand der Sterblichkeitstafel beantwortet man
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leicht Fragen folgender Art: Wie gro8 ist die Wahrschein-
lichkeit w, daB eine zjihrige Person a) y Jahre alt wird?
b) im Lauf ihres (y -+ 1)ten Jahres stirbt?

Die Antwort ist zu a)

w=—§’—’-,z.B.fﬁrz=40, y=60:w=0,674;
zu b)

Z
w=l—:-qy=-—--—=——-=——__.,
also fir =60, y=70:w=20,045.

§ 34. Wahrseheinliche und mittlere Lebensdauer,
Wahrscheinlichkeiten fiir verbundene Leben.

1. Unter wahrscheinlicher Lebensdauer u =17,
einer zjihrigen Person versteht man diejenige Zahl von
Jahren, fiir welche die Bedingung:

Ly 1
erfillt ist; man kann dann 1 gegen 1 wetten, daB die
Person noch % Jahre am Leben bleibt. Ist z. B. z = 30,
so wird nach der Sterblichkeitstafel 2 4 % ungefahr = 65,
also w =W, =35. (Fig. 15.)

Um die mittlere Lebensdauer ¢, einer z Jahre
alten Person zu finden, denken wir uns in Fig. 14 die
nach rechts sich erstreckende Fliche zwischen der Ordi-
nate [,, der X-Achse und der Kurve der [, in ein Recht-
eck mit der Hohe /, verwandelt; dessen Grundlinie:

(2) g = li/z,dx
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ist die mittlere Lebensdauer; w bedeutet die hdchste
Altersstufe, also 90 bis 100 Jahre. Die Zahl ¢, 148t sich
auch als Erwartungswert deuten; nimmt man an, da8 der
Tod am Ende des nachsten, {ibernsichsten usf. Jahres er-
folge, so ist nach § 33, SchluB, der Erwartungswert:

l:c - Zz+1 Z:c+1 — lz+2
T R P ..
w-z
1
= T 'U(lz+u-l S s+v) -

z

L&Bt man » von Null aus sich stetig #ndern, setzt
v=x—x und beachtet, daB [, , 5 — Ly, in —d
iibergeht, so entsteht die neue Definition:

w
1 al
e,=—7~f(x—z)—gf-dz;
'z
x

die partielle Integration ergibt wieder den Ausdruck (2),
da I, =0 ist.

Aus der Sterblichkeitstafel bekommt man die mittlere
Lebensdauer, wie folgt. Findet das Ableben stets zu
Anfang des Rechnungsjahres statt, so erleben die 7, Per-
sonen im ersten Jahr .4 Jahre, im zweiten /.., Jahre
usw., also ist die Summe J;43 + L;43 + ... Jabhre und
der Durchschnitt:

__lz+1+lz+2+
o= .
by
Tritt hingegen der Tod am JahresschluB ein, so findet
sich (wie oben) der Durchschnitt:

=lz+lz+1+'-'_
A ’

z
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das Mittel aus |e, und e,| wird der Wahrheit am
nichsten Lommen die Sterblichkeitstafel liefert also den
Nazherungswert:

1 +loyst -
’ =5+1 T+2
(3) =7 + .

Zur Ausrechnung kann man sich einer Rechenmaschine
bedienen; gute Anniherung bekommt man auch durch
Anwendung der Simpsonschen Regel?) auf (2):

(@) erm B Bt tlrs 4 2ot dlhras +

T 3 by
es wird z. B. ey = ¢z, = 19,0 Jahre, ferner u = W,
= 19,1 Jahre.

2. Die numerische Ubereinstimmung zwischen mitt-
lerer und wahrscheinlicher Lebensdauer erklirt sich, wenn
man annimmt, daB die 7, eine abnehmende arithmetische
Reihe erster Ordnung bilden. Es sei:

=w—2)0, Luy=@wW=—x—1)6, ..., L,=0;
auBerdem w — « eine gerade Zahl. Durch Summation
der Reihe erhilt man leicht nach (3):

, wW—2x
Oz == B) )
andererseits ist (1) erfiillt, wenn man:
w—
U=—73

wiihlt; folglich ist ¢/ = . Da nun die Kurve der [,
von einer geraden Liuie nicht allzusehr verschieden ist,
so ist angendhert ¢/ = 117, .

3. An der Hand der Sterblichkeitstafel (oder des
Makehamschen Gesetzes) lassen sich auch die Wahr-

1) Sammlung Gdschen Nr. 88, § 29.
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scheinlichkeiten fiir verbundene Lieben ermitteln;
wir wollen annehmen, daf es sich um Ehegatten handelt
und die Trennung nur durch Todesfall herbeigefiihrt wird.
Man muB hierbei fiir beide Geschlechter verschiedene
Tafeln benutzen; fiir Abschitzungen genligt die Tafel
S.122. Eine genaue Beantwortung der gestellten Fragen
hiitte auch darauf zu achten, ob z. B. die Sterbenswahr-
scheinlichkeit fiir eine Witwe ebenso gro8 ist, wie fiir
eine gleichaltrige verheiratete Frau.

Ist 4 (der Mann) z, B (die Frau) y Jahre alt, so ist
die Wahrscheinlichkeit, da8 nach « Jahren:

A und B leben:

'8
L+u @+u

A

A lebt, B tot ist:

A tot ist, B lebt:

A und B tot sind:

&+u @'"
(1 A >< - 1—;)’
nicht mehr beide leben:
L 0
Man kann auch die wahrscheinliche Ehedauer % be-
rechnen; hierfiic besteht die Gleichung:
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Ist z.B. =30, y =20, so muB:
Lo+ u-lig+u=1%05o- I
sein; nach Seite 122 ist ungefihr:
4 elgy - 15y = 458000 =a,
filr w4y = 25: lylis = 502700 =g, ,
fﬁr 7.(2 = 30: lﬁﬂ Zgo = 401 300 = a'2 .
Die ,regula falsi*?) ergibt:
@ — ) —w)
%= u +
U 4 — a ’
also: u = 25 + 2,2 = 27,2 Jahre.

4) In ghnlicher Weise kann man die Aufgaben {iber
mehr als zwei verbundene Leben l6sen. Wird etwa nach
der gemeinsamen Lebensdauer von drei 20jahrigen Per-
sonen gefragt, so gilt:

l?_70+u = Jj‘ lgo ’

1
Lot = leo 0
2

Da 1:}/2 = 0,794 ist, so ergibt die Tafel S. 122
ungefahr: 20 4 v = 43,5; v = 23,5. Danach darf man
1 gegen 1 wetten, daB nach 23,5 Jahren noch alle drei
am Leben sind; hierbei ist vorausgesetzt, da8 die Todes-
falle ginzlich unabhingig voneinander eintreten, bei drei
Matrosen an Bord des gleichen Schiffes wird man dies
nicht als allein giiltige Annahme aufstellen diirfen.

1) Sammlung Goschen, Nr. 58, § 114



Anhang.

Zahlentafeln.
7
I. Werte von 6(y) =V2; [e'*’dt.
J
» | 6n (D] ¢ | 66) |Df
0,00 | 0,000 0.90 | 0797
0.05 | 0,056 gg 0,95 | 0821 33
010 | o112 | 201 100 | 0843 | 22
015 | 0168 | 20 | 1,10 | o880 | 37
9

e (| oiom L D e | 18
i .32 S ’ .93
035 | 0,379 Zg 150 | 0966 }ﬁ
040 | 0.428 1,60 | 0.976
045 | 0475 | 4T | 170 | o984 | 3
0.5 5

03 | oaes | 43| a0 | odes |
060 | 0604 £ 200 | 0995 R
055 | Do || F3g | opes | :
075 | 0711 ?j 230 | 0999 | o
080 | 0742 | 50| 240 | 0999 | ]
085 | 0wl | 22| 250 | 1.000

090 | oz9r | 28 |

Hack, Wahrscheinlichkeitsrechnung.




122 Sterblichhertstafel

IL. Sterblichkeitstafel.
Nach. 23 D. G, M u W. L}

i

£ A L. d, l W, | logl,

20 0,009 1000 9 43 3,0000
25 0,008; 956 8 39 2 9805
30 0,009 916 8 35 29619
35 0010 874 9 31 | 29413
40 0,012 329 10 27 29186
45 0,014 1T 11 23 28904
50 0,018 718 13 19 2,8561
55 0,025 647 16 16 2,8109
60 0,035 559 20 13 2,7474
65 0,049 454 22 10 2,6571
70 0,073 337 25 7 25276
75 0,106 216 23 5 23345
80 0,155 111 17 4 2,0453
85 0,222 40 9 3 1,6021
90 0,247 11 ‘ 1,0414

1) Deutsche Sterblichkeitstafeln aus den Erfahrungen von 23
Lebensversicherungsgesellschaften; normal versicherte Minner und
Frauen mit vollstindiger drztlicher Untersuchung (1883) Die Zahlen
entsprechen nicht mehr genau den jetzigen Verhiltmissen
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fung u. in fetner gegenivdrt. Geftalt
von 9. Eierds, Revifor getverdL
Syortbilbungsjdulen in CSd)lesmwig.
Rr. 392.

Deutidjed %rembmnrtetﬁmﬁ pon Dr.

in Leipzig. RNr. 273,

Emt;dye Geﬁﬁd;te pon Dr i? Rurie,

Brof. a. RKgl. Luifenghmnai. in
Rerlin, 1: Diittelalter (bis 1519).
Hr. 33.

— — II: Beitalter ber Reformation

und ber ?ﬁelxgtnuﬁttitge (1517 Bi3 !

1648). Pr. 34.
— — III: Bnm &cftmltirﬁm Fries
pen Bi3 jur Aufldjung des alten
Heidhs (1648—1806). Rr. 35.
efie audh: Quellenfunbe.
Feutige Grammati? und e Ges
idridite ber deutidien Spradie von
Cdulrat Prof. Dr. ©. Lyon in
Dresden. Nr. 20.
~2tnt|d;c DHandelslorreiponbeny nnn
rof. Th. be Beaur, Oificier de
l’Instructmn Publique. %,

— = i

182.

Reutfdies ﬁa‘uhd@nét pon Dr. Sarl
SLehmanu, Vrof. an ber Univeriitat
Gottmgen. 2 Bde. Nr. 457 u. 458,

Sentitie Helvenjage, Die, von Dr.
Lito Luitp, Jivicyel, Frof.e.b.Unib.
Wurzburg. Mit 5 ITaf. Nr. 82

Deutidhe Kirdenlied, Dad, in feinen
haratteriftiiden Gridyeinungen
aundgemwadit v. D. Friebnd) Spitte,
Erof. a. b. Univenitat in EStrage
burg i €. I: Wittelalrer u. Re-
jormationdzeit. Fr. 602.

Teutides Kolonialred)t von Brof. Dr.
$. Gbler von Hofjmann, Studien~
bireftor b. Afabemtie {. Iommunale
Bermaltung in Tiffelborf. Rr.218.

Deutidge Kplonien. I: Toqo und
RKamerun von Prof. Dr. &. Dove.
IR.16 Taf.u.1lithogr Karte. Nr.441.

— II: a5 Sitbjeegebiet und Kian-
tifien von Broi. Dr. £. Tove. Mit
16 Tafeln u. 1 lith. Karte. RNr. 320.

~ III: Ojtafrita pon Prof. Dr. &.
Tove. Mit 16 Tafeln u. 1 hthogr.
Karte. Nr. 567

— — IV: Cidweftairita ponr Prof.

Dr. & Tove, Mit 16 Taf. und
1 lithogr. Karte. %ir. 637

Teutide ﬁnlturgeydmhte pon Dr.
Heinh. Ginther. Rr. 56.

Dentides Qeben im 12. n. 13. Jahr-
hundert. Reallommentar ju ben
Bolts- u. Kunjtepen u. zum Minne-
jang. Bon Vrof. Dr. Jul. Diefien-
badher in Freiburg i B. I: Sifent.
liche Qeben. Mit zablreichen b«
bilbungen. MNr. 93.

~— — II: Privatleben. Mit zahl-
reidgen ALbilbungen. Nr. 328.

Deutidie Qteratur ved 13. Jahrhuns

pert3. Die Epigonen d. Yofifden
Gpo3. Audtwahl a. deutjiden Tidh-
tungen bes 13. Jabrhundertd pon
Dr. Riftor Qunf, Uttuariud bder
Raiferlidien Nfabemie ber Wiffens
idaften in Wien. RNr. 289.

Deutjde Siteraturventmiler bes 14,

u. 15. Jafhriundertd. Aunsgerwdhl

unb erlautert pon Dr. Hermann

Sangen, Direttor b. Konign Luifer

Sdhule in Kbnigsberg i.Pr. Ve 151,

2e5 16. Jahrhunderts. I: Mar-

tin Ruther mmd ThHom. Murner.

Nuagewahlt und nut Einleirungen

unb Unmerfungen veriehen von

Rrof. @. Berlit, <Cbherlefrer am

Rifolaighmm. zu Leipzig. Rr. 7



Teutjihe Literaturpentmiler bed 16.

Jahrhunderts. 1I: Hand Sadis.

Ausgemdhlt u. erlant. v. Prof. Dr.

3. Cabr. Nr. 24, 1

— III: Bon Brani 5i5 Hollens |

Bagen: Brant, Hutten, Fiidiari,

{owie Tievepos u. Fabel. Ausgei. '

u. exldut. pon Prof. Dr. Julius !

Cafr. Rr. 36. i

bed 17, und 18. Jafhrhunderid bis

Klopitod. I: Surif von Dr. Paul

Legband in Berlin. Fr. 364.

— TI: %Broja v. Dr. Hand Legband

in Kajfel. Nr. 365.

Deutidye Literaturgeidhidhie von Dr.
Mar Kody, Brof. an der Univeriitdt
Breslau. 9r. 31.

Teutjdie Literaturgejdidite b. RLaifiter=
zeit . Carl Weithredit, burdigefefen
u. erginst v. Karl Berger. Nr. 161.

— bes 19, Jafhrhundertd von Carl
Weitbredyt, nen bearbeitet von Dr
Rid). Weitbredjt in Wimpien. L 1L
RNr. 134, 135.

Deutjhe Lyrif, Gejdidite der, bon Prof.
Dr. Rid). Finbeis in Wien. 2 Bbde.
Rr, 737/8.

Dentiden Munbdarten, Die, von Brof.
Dr. . Reid in Maing. RNr. 605.
Tentfde Mythologie. Germaniide
Mytholvgie von Dr. Cugen Mogt,
Brof. aun der Univerjitdt RLeipzig.
Rr. 15. :

Deutifien Perfonennamen, Die, v. Dr.
Rub. Kleinpaul i. Leipzig. Nr. 422,

Pentjde Poetit bon Dr. K. Borinsfi,
Prof. a. b. Unip. Miindhen. Rr. 40.

' Dentide Redt3geididite v. Dr.Ridjard
Gdjrdber, Prof. a.b. Univer]. Heidels
berg. 1: Bis 3. Mittelalter. Nr. 621.

— — II: Die RNeuzeit. NRr. 664.

Teut{de Redelehre von Hand Probit,
Gymnajialprof.i. Bamberg. Nr. 61.

Denifdie Shule, Die, im Anudlanbde
pon Hand Amrhein, Seminarobers
lehrex in Rbephdt. RNr. 259.

Tentfdjes Seeredjt v. Dr. Oito Bran
bi3, Lberlanbedgeridhtdrat in Hams=
burg. I: Allgem. Lehren: Perjonen
u. Gadjen d. Geeredhits. RNr. 386.

— — IX: Dieeing. feeredhil. Edjuldbper»
Baltnifje: Vertrage des Seeredhis .,
aufervertraglidie Haftung. Nr. 387.

Deutidje Stammesfunde v. Dr. Rubd.
TMud), a. 0. Prof. a. b. Univ. Wien.

Mit 2 Kart. u. 2 Taf. Nr. 126.
[

Deutidie Stadt, Tie, und ifire Berwal-
tung. Cine Cinfihrungi.v.Qommu-
nalpolitif b. Gegentv. Perausgeq.
v. Dr. Ctto Moit, Beigeordn. b.Etadt
Fitffelborf. I: RVerfafjung u. BVer-
maltung im allgemeinen; Finanzen
und Ctenern; Bilbungs- und Kunits
pilege; Gejunbdheitdpilege. Nr. 617,

— — II: BWirtijaits- u. Sozialpolitif.
Nr. 662.

— — III: Tednif: Stadbtebau, Tief-
u. Hodibau. Mit 48 ALL. Rr. 663.

TeutidestUnterriditsweien. Geididite
bes pentidien linterriditSwefens .
Rrof. Dr. Friedrid) Seiler, Direfior
bes fgl. Bymnajiums zu Ludau.
I: BVon Unfang an bid zum Gnbde
be3 18. Jabhrhunberts. Rr. 275.

— — II: Vom Beginn d. 19. Jahrh.
bid auf bie Gegenivart. Rr. 276.

Deutfde Urheberredit, Da3, an lite
rarijdjen, fiinftlerfiden u. geiverb-
lidien Gdyopiungen, mit bejonberer
Beriidjidtigung dber internat. Ver=
trige p. Dr. Guijt. Rauter, Patent-
anwalt in Charlottenburg. Hr. 263.

Dentidie Boltslied, Dad, auigemwahit
u. erldutert von Prof. Dr. Jul

Gabhr. 2 Biandbdjen. Rr. 25 u. 132.

Teuntidie Wehrverfafjung von Karl
Gnbres, Gefeimer Kriegsdrat ut. pur-
tragenbder Rat imRriegdminijterium
in Pitndjen. Nr. 401.

Deutidjes Worterbud) v. Dr. Ridard
Loemwe. Nr. 64.

Dentjde Jeitungsweien, a3, v.Dr.R.
Brunhuber i. K6In a. RH. Nr. 400.

Deutides ivilprozefredt von Prof.
Dr. Wilhelm Rijd) in Gtragburg
i. €. 3 Banbe. Rr. 428—430.

Dentfhland in romijfer Seit bon

Dr. $rang Cramer, PRropinsials
idulzat zu Mimijter i. W. Mit 23
Abbilbungen. RNr. 633.

Didjtungen and mittelfodsentider
Frithzeit. In Ausdtw. mit Ginlig. u.
Worterh. heraudgeg. b. Dr. Herm.
Sansen, Direftor b. Konigin Luiie-

Cdyule 1. KDnigdberg i. Pr. Nr. 137.

Dietridiepen. Sudrun und Dietrid):
epen. Mit Cinleitung u. Worters
budy von Dr. . & Qiriczef, Prof
a.b. Univerjitat Witezburg. Rr. 10.

Differentialrednung von Dr. Friedr.
Sunfer, Reftor b. Realghmmajiums
u. der Dberrealidjule in Goppingen.
Mit 68 Figuven. RNr. 87,


b.Dr.fR

Rifferentialredinung. Hepetitorium wu.
ﬁuiguhcmummlung zur Differens
tialredynung v. Dr. Friedr. Junfer,
Reftor ves Realghmnajiums u. b.
Lherrealidule in Gopypingen. Mit
46 Fig. Nr. 146.

Digziplinar- n. Beidhwerderedt fiir
Heer n. Marine, Das, von Dr. Mag
C. Mayer, Profefior a. . Univeriitar
Ciragburg i. C. Fr. 517.

Drogentunde von Ricdh. Toriteris in
Yeipsig undb @Georg Litersbad)y in
Hamburg. Nr. 413.

Drudmwafier: und Trudluft-Anlagen.
Pumpen, Trudwaijers u.Trudlujt-
Anlagen pon Dipl.-Jngen. ERuvaf
Bogdt, Regierungdbaumitr. a. =.

achen. Wit 87 Fig. NRr. 200.

Genador. Die Gordvillerenftaaten von
Dr. Wilhelm Sievers, Brof. an der
Univerfitdt Giefen. II: Ecuador,
CGolombia u. BVenezuela. MWMit 16
Zafeln u. 1lithogr. Karte. MNr. 653.

Gbbaliedber mit Grammatit, Nberfesg.
u. Griduterungen pon Dr. Wilhelm
Ranifd), GSpmnajialoberlehrer in
£3nabritd. . 171,

-@ifmﬁabubuu. Die (Eutmﬂuug Pe3
modernenCGijenbahnbanes v.Dipl=
Qng. Alfred Bitk, 0. 5. Prof. a. b.
i I Deutidien Tedn. Hodhidule in
Prag. Wit 27 ALDIlD. Nr. 553.

Gijenbahnbetrieh, Der, v. . Edyeibs
ner, $onigl. Therbaurat a. D. in
Berlin. Pit 3 Abbilbgn. RNr. 676

Gifenbafnen, Die Lnienfithrung der,
oon 9. Wegele, Profefjor an der
Fedn. Hodyidyule in Qarmnubt.
YRit 52 ALLilbungen. MNr. 623

Gifenbafnfahrzenge von . .ﬁmmen-
thal, Regtemngébaumexfteru Lher»
ingen. in $aunover. I: Fie Lofo-
motiven. TMit 89 AGLIlD. im Tert
und 2 Tafeln. Nr. 107.

—_—II: Die G‘i]'enbafmmagen und
Bremijen. Mit Anh.: Die Cifen-
bahnfahraeuge 1m ‘zBetneb Mit 56
Abb. im T 3 Taf. Nr. 108.

Cifenbafupolitit. @cftfnd)te b. beuts
fden Gifenbafnpolitit v. Beiriebs-
nipeltor Dr. Comin RKedj in RKarlz-

rube & B. Nr. 533.

Gijenbahnperfelr, Der, v. Kgl. Gijen~
bahn » Redynungsdirettor TH. Wilo
Brand m%er[m-%}riebmau. Rr.618.

Gijenbetonbau, Ter, v. Reg.-Baumitr.
Sarl RNdple. P, 75 ADLLILD. Nt. 349,

Gifenbetonbritden von Dr-Jng. &. 4.
Cdaediterle in Ctutigart. Tt
104 ¥bbilbungen. Rr. 827,

Gijcnbitttenfunde von U, Frauf, div!
.buttenmgemeur 1: Das Rojerjen.
it 17 Fig. u. 4 Taf. Nr. 152,

— — II: 2a3 CEdjmieveijen. M. 25
Fig.u. 3 Taf. Mr. 153.

Gifentonjtruttionen im Hodbau von
gngen. Karl Sdyindler in WMeifern.
St 115 Figuren Nr. 322,

Figzeitalter, Tas, v. Dr. Cmil Werth
w Berlin-BWilmersporf. Wit 17 A5-
bilbungen und 1 @arte. Nr. 431

Glaftizititslehre fiir JIngenieure I:
Grundlagen nud Allgemeines itber
Spaunungsinftinde, Bylinder,
Gbene Platten, ZTorfiomn, Ge-
Iritmmite Trdger. Von Dr.-Jng.
Maz Gnilin, %rof. a. b. Kgl. Bau-
gewertidyule Shuttgart und Privat=
dogent a.b. Tech. Podhichule Stutt=
gart. Wit 60 Abbub. RNr. 519.

Glettrifdien Mefinftrumente, Die, oon
J- Qerrmann, Trof. an der Tedn.
Hodhidule in CtLttgurt. qRit 195
Figuren. Rr. 477

Glettrijde Sfen von Dr. Dansd Goergedin
Berlin-Siwvenve. Pt 68 Abhldgn.

Rr. 704,

Glettrijdie Shaltapparate von Dr.=Jng.
Gridy Bedmann, Profefjor an bder
Tedmijden Hodidule Hannover. Mt
54 Fig. u. 107 ABD. quf 16 Tafeln.
Rr. 711.

Glettrifdje Telegraphie, Die, von Dr.
Qubd. Rellftab. Dt 19 Fig. Wr. 172,

Glettrizitit. Theovet. Bhy i [11: Glet-
trizitit u. MagnetiSmns son Dr.
Guit. :}ager, PBrof.a. b. Tedn. Hod)-
idmIe in Wien. IMit 33 Abbilbgn.
K. 7

Cﬁcftrnﬂ):nue pon Dr. Heinr. Dannee!
in @enj. I: Theoretijde Cleftro-
demie u.ifhre phojitalijd-d) emﬁd}en
Grunbdlagen. Wit 16 Fig. Nr. 252,

— — II: Grperiment. (ﬁeftrad)emxe
Mepmethoben, Keitiahigleit, Lo-
fungen. Mit 26 Fig. Kr. 253.

Glefiromagnet. Lidyttheorie. Theoret.
Phyfit IV: Glettromagnet. Lidit-
theorie u. Glektronit von Profejior
Dr. Gujt. Jdger in Wien. Wit 21
Figuren. Rr 874

Gleftrometaf{urgie von Dr. Friebrich
Regeldberger, Kaifer!. Reg.-Rat
Cteglis-Berlin M. 16 Fig. RNr. 110



(Fledtroiedinit. CEmf-ﬁbwng in bie
Startjtromtedinit p. J. Herrmanry,
Prof. b, (Eleftrmecfmi‘% an ver &al
Jedm, Dodidule Stattgerr. I
Tie phbiifalijden Grunbdlagen. Wit
95 Fig. u. 16 Taf. Nz 198,
— II: Die Gleidhitromtecinif. Mit
118 Fig. und 16 Taf. Nr. 197
— — III: Qe iﬁeéxclﬁromtedﬂuf
it 154 glg u. 16 Taf. RNr. 198.
— — [V: Die Crzeugung und Bers
teilung ber elettriiden Energie. IMit
96 Figuren u. 16 Tafeln. RNr. 657.
Gletirstedinil. Tie Materialien bes
Maidhinenbaues und der Gleltros
tedynil von Jng.Brof. Herm. Wilva
i. Bremen. . 8 ABL, RNr. 476.
Fljaf=2othringen, LandeStunde von,
o. Prof. Dr. R. Qangenbed in
Ciragburg i. G. Mit 11 AUbBild. u.
1 Rugtze ERrI f;)b“ani 5
Guglijd). Reuvenglifde = it Yormen=
lefre fiche: RNeuenglifch.
(Suglx\'d;-beutfmcg Geipridi3bnd) bon
Brof. Dr. G Haudinedit in Lau-
sx“?&,“fﬁzﬁé B e i
Gugli ednifer. Gin Lefe= uml
1bungsbudy f. Jng. w. jum Gebraud
an Tedm.Lefranjtalten. untet Fitard,
. AUlbany Featherjtonhaugh, Tozent
a.b. militartedyn. Afad. i. Eharlotten=
burg herausgeg. von Sngenicur Earl
&i‘ngt Direttor ber %eutb-ud)ule,
Berlin. 1. Teil. Mit 25 Fig. Nr. 705.
Gnglijdie Gejdyidite v. Brof. & Serper,
Chetlehrer in Ditfjfelborf. Nr. 373
&ug!ifd)e HandelStorrefpondeni von
. G. Whitfield, M. A., Oberlehrer
an Ring Gbmard VII Grammar
Sdiool in Ring’s Lymn. Nr. 237.
Gnglifde Siteraturgeididite von Dr.
Rarl Weifer in Wien, Nr. 69.
Gugijde Literaturgejdiidite. Grund=
3fige und Hanptthpen d.englifden
Sitcmmrgefd)id]te pon Dr. Yrnold
M. M. Shrder, Brofefior an ber
S)an%elﬁbncf)%&;ule in £oln. 2 ZTeile.
86, 287.
Gughfcﬁe RYonetit mit Lefeftitden bon
Dr, 3. 8. Dunjtan, Leftor an der
Univ. Konigsdberg i. Pr. Nr. 601.
Gutwidlungsgeidiidite der Tiere von
Dr. Johanne3 Meijenheimer, Prof.
ber JBoologie an ber Univerjitat
Jena. I: Furcung, Brimitivan=
lagen, Qarpen, yormbilbung, Gm=
bryenaljulien. 2Nt 4o Fig. Nr. 8373,

1:

| Entwidmgdgeidridite der Tiere bon Dr,
l Joh Meijenfermer, Brnf. der Bool. n.
D, Univ. Jena, Il: Trganbildg. it
46 Fig. MNr. 379.
(imgloneu, Sxe, pe5 Bbfifden Gyoa.
uswahl aus deutichen Iu:ﬁtuuz;
bes 13. Jahrhunbdertd von Dr, Viftor
Sunf, Altuarind d. Raijerl. Afad.
ber Biffenidyaiten in Wien. Nr. 289,
Erbredit. Red)t de3 Biirgerl. Gefeps
budies. Funited Buch: Croredit non
Dr. ®ilhelm won Blume, 01d. Prof.
per Redjte an der Univ. iub.ngen
1. bteilung: “Ginleitung — Die
®runblagen bes Grbrechts. II. b=
teilung: Die FNadhlapbeteiligren.
it 23 Figuren. MNr. 659/60.
Grpban von Reg.-Baum. Cripin Lint
in @tuttgart Rt 72 Abbiln. Rr. 630,
Crymagnetizmus, Groftrom . Rolars
lidit bon Dr. . Nippoldt, Mitglied
bes @onigl. Breupijdien Deteoros
Ingifdien JInjtituts in Potsbam. Wit
7 Tafeln und 16 Figuren. Nr. 175,
Erdteile, Qanderfunde der aufereuros
piifden, von Dr. Frans Heiderich,
Brof. a.d. Crportalad. in Wien. Mit
11 Tertlartd)en u. Profifen. RNr. 63.
Grudfhrung und Nafrung3mittel von
Lberftab3arst ’Brufeﬁur 9. Bildhoff
in Berlin. Mit 4 Abbildb. Nr. 464.
Gtgit pon Prof. Dr. THomad Acelis
in Bremen. RNr. 90
Guropa, Sanderfunbde von, von Dr.
Frans Heiderid), Broj. a. . Crport=
afabemie in Wien. IMit 14 Tert-
tirtdien u. Diagrammen u. einer
SKarte ber Alpeneinteilung. Nr. 62,
(‘Ex!utfwnéﬂnra pon Deuntidland zum
Beftimmen b. hiufigeren &. Deutich=
lanb wilbwadyienden Pilanzen von
Dr. 8. Migula, Prof. an der Forits
alabemie Gifenad). 2 Teile Mit je
50 Abbilbungen. Nr. 268 und 269.
Grperimentalphyiit v. Proi. R. Langin
Stuttgart. :Medyanit b.feft., jliifi.u.
gafigen ®brper. M.125Fia. . 611.
—_ E !_ E@eﬂexﬂeﬁre u. Atuftit. Mit

gurern.
Ggp!nfg:(ptnffe Cfmfu[)rung in b. Ches
mxe ber erplofiven Borginge von
Dr. . Brundivig in Steglis. Mit

6 ABLilb. und 12 Tab. 9ir. 333.
Fantilienredit. FRedit b. Sﬁrget(ui!en
Gejesbudied. Bierted Bud): Fas
milienredt pon Dr. .E)emrrd; Izge,
%vof. a. 0. Univ. Gottingen. Nz, 305,

]



Firberel, Tertil-Jndnftrie I1: Wi«
fderei, Bleidierei, Farberei unsd
ihre Hilisftnfie von Dr. Rilbeln.

Maifot, Prof. an der Preugifchen !

bbgeren Fadidjule . Tertilinbnjirie

it Qrefeld. Mit 28 Fig. Nr. 186

Farnpilangen jiehe: Ulgen, Moofe und
.

o Sarnpilange
Felbgefdiis, Da3 moderne, b Therjt
leutnant . Hendenreich, Wilitars
Iebrer a. b. Militariedin. Alademie
in Berlin. It Die Cntwidlung des
Felbgeidyiises feit Ginfuhrung bdes
gesogenen Snianteriegewefrs bis
cinidhl. ber Criinbung bed randl.
SBulpers, etipa 1850 513 1590. Mt
1 Abbilp. Mr. 306.
— XI: Tie Gnttwidlung b. heutigen
yelogeidhitses auf @rund der Cr-
finbung bes raudjlojen PBulvers,
etiva 1890 bis jur Gegenivart. it
11 UBkilh, Nr. 307.
Ferumelbewejen. Dasd elefirijdie Fern-
melbeivefen bei Den Gijenbalnen von
& Fint, Geheim. Baurat in Hannover.
SMit 50 Figuren. Nr. 707
Pernipredwefen, Tas, von Dr. Qub-
toig Relljtad in BVerlin, Mit 47 Fig.
und 1 Tajel. Nr. 153.
Teitigteitdlefhre v. Prof. W. Hauber,
Tipl-8ng. Mit 56 Fig. Hr. 28w,
&= ‘!(ufnaﬁen(amudunqg sur Fejtige
Yeit3lehre mit Sojungen von
R. Daren, Diplom-JIngenienr m
Mannbeim. Dt 42 §Fig. RNr. 491,
Sette, Tie, und Die jowie die Seifen-
u. Rersenfabrifat. 1. b. Harze,Lade,
Firnifie m. ifren widt, Hilisitoffen
port Dr. &arl Braun in Betlin, I:
Cinfithrung in die CHemie, Be-
ioredung einiger Galze und ber
Sette und £le. Nr. 335.
— — 1I: Tie Eeifenfabrifation,
pie Ceifenanalbie und die Kerzen=

fabrifation. 9Rit 25 Abbilbungen.
9ix. 336.

— — III: $arze, Rade, Firniffe.
Nr. 337.

Feuerwafien. Geidiidite b. gejamten
Feuermaifen bis 1850. Tie Cut-
mwidung der Feuermaifen v. ifrem
eriten Auftreten bis gur Ginfuhrung
b. gejoq. Hinterlaber, unter bejond.
Beriidiichtig. b. Heeredbemajimung
gon Maior a. D. W. Gohlfe, Steg-
lig-Berlin, AMit 105 Abbilbmugen.

. 530,

Seunermerlerei, Die, vou Direltor Dr.
Afons Buiard, BVorjland bes
Stabt. CHemijdien Laboratorinms
in Gtuttgart. Wit 6 FFig. Nr 634,

Filzfabrifation. Tertil:Inbujtrie II:
Reberet, Birlerel, Pofamentiere-
rei, Episens und Garbinenfadris
fation und Filzfabritation von
RBrojefjor Mar Giirtler, Seh. Res
gerungsr. tm $al. Lanbesgetwerbes
amt su Bexlin. Wit 29 Fig. Nr. 185.

-Finanzipiteme der Grofmddite, Die,
(Jnternat. Staatds und Gemeinber
Finanamweien) v 0. Sdiwars, Geb.
Cherfinansrat in BVerlin. 2 Banbde
dien. Sir. 430 und 451.

Finangwiffenidaft von Brijibent Dr.
®R. pan ber Borght in BVerlin, I:
Allgemeiner Teil. RNr. 148.

— — II: Bejonberer Teil (Steuer:
Iehre). %r. 891.

Sinnijd=ngriide Spradwiffenidaft
pon Dr. Jojef Szinngei, Brof. an
ber Unipexfitdt Bubapeft. Nr. 463.

Finnland. LandbeStunde bed Curpe
piifdien Ruflandd nebft Finns
Iend3 von Prof. Dr. A. Philippion
in Halle a. &. Nr. 359.

Firniffe. Harze, [ade, Firniffe von
Dr. faxl Braun in Berlin. (Fette
und L£le II1.) RNr. 337,

Fifdie. Tad Tierveid) IV: Fifde oon
Prof. Dr. Max Rauther in Neapel.
Rit 87 Abbild. Hr. 856.

Fijderei und Fifdzudt pon Dr. Karl
Cditein, Prof. a. b. Foritatabemie
Cherdmalbe, Abteilungsbirigent bet
ber Hauptitation bed forftlichen
Rerinddieiend. Nr. 159,

Flediten, Die. Gine Nberficht unferer
fenntnifje v. Rrof. Dr. . Lnday,
fuftod a. Rgl. Botaniid. Mufeum,
Rripatbogent an b. Univeri. Jerlin.
it 55 Figurem. Nr. 683.

Jlora. Grfurfiondilora von Deutid-
land zum BVejHmmen der Haufige-
ren in Deutichland wilbwadienben
Bilanzen v. Dr. W. Migula, Prof.a.
b, Foritafabemie Gijenad). 2 Teile.
9nit je 50 Ubbilp. NNz, 268, 269.

¥lugban pon Regierungsbaumeijter
Otto Rappold in Stuitgart. Mit
103 ¥bbilbungen. Jr. 597.

.ybrvermajdyinen, Die eleftrifd bes
triebenen, pou A Valthajer, Dipl~
Bergingenteur. UL 62 Figuren.

Re. 678.



Forenfifhe Ripdiiatrie von Rrofefior
Dr . Wepgandi, Tir. b. Jrren-
anitalt Friedbridisberg i. Hamburg.
2 Binbdien. MNr. 410 n. 411,

Foritwiffenfait v. Dr. ¥d. Shivap-
pad), Frof. a. b. Forjtafad. Ebers-
mwalbe, Ubteil,»Tirig. b. b.Hauptitat.
b. forjtl. Rerjfudisiveiens. Nr. 108

Sortbilbungdidiniwefen, Ta3 bdeut:
fdie. nach jeiner gejdyichil. Cutwids
lung u. i. jein. gegentart. Gejtali v,
D. Clerds, Revijor geterdl. Fortbil-
bungéidyulen in Sdlesdwig. Jr. 392,

Franfen. Geididte Frantensd v. Dr
Chrijt. Meper, Kgl. preug. Staats«
ardiivar a. D., Wimden. Nr. 434.

Frantreid. Franzifiide Geididite
p. Dr. R. &Sternfeld, Prof. an ber
Univerjitdt Berlin. Rr. 85.

Frantreid). LanbdesL p. Franfreid v.
Dr. Rid). RNeuje, Tirelt. b. Lher-
realjchule in GSpandbau. 1. Bdandd).
R. 23 ABD. im Tert u. 16 Laud-
fhaftsbild. auf 16 Taf. 9r. 466.

2. Banddjen. Mit 15 ABD. im
Fert, 18 Landidiaftabild. auf 16 Ta-
fein 1. 1 lithogr. Rarte. RNr. 467.

Franzdfijdsdentides OCefpridsbnd
pon €. Francillon, SKeftor am
orientaliid). €eminar u. an b, Har=
bel2hodidhule in Berlin, Nr. 596

Frambiifhe Granmmatit von Eyprien
Francillon, Lehrer am oriental. Se=
minar und an der Hanbeldhocdyidule in
Bedlin. Rr. 729.

Franzoindie HandelStorreiponden; v,
Prof. TH. be Beaur, Officier de
YInstruction Publique. %r. 183.

Franzbiijded RQefebud) mit Worter
perzeidnis von Cyprien Francillon,
Qettor a. oriental. Seminar u. a. d.
SHanbeldhodidulei. Berlin. Nr 643,

Frembdort, Dasd, im Dentigen v, Dr.
Fudb. Kleinpaul, Leipzig. Nr. 55.

Fremdwirterbud), Dentidies, von Dr.
Rub. Kleinpaul, Leipzig. Rr. 273.

Puge. Crliuterung u. Unleitung sur
Sompofition bderjelben p. Prof.
Ctephan Sirefl in Leipszig. Nr. 413.

Junitionentfesrie pon Dr. Konrad
fnopp, Wrivatbozent an ber Unis
verjitat Berlin. I: Grundlagen ber
allgemeinen Theorie ber analpt.
Funitionen. Mit @ Fig. MNr. 668.

I : Ynmenbungen ber Theorie jur

Unterfudjung fpegieller analytijdjer

Sunktionen. Mit 10 Figuren. Nr. 703.

Funftionentheorie, Ginleitung in bie,
(Iheorie ter fompleren Bahlens=
reifen) von Mar Roie, Thberlehrer
an ber Goetheidule in Teutid=
BWilmersborf. Wit 10 Fig. Nr. 581

Fugartillerie, Die, ihre Trganijation,
Bewafinung u. Ausbildg. v. Splett,
Lboerleutn. im Lehrbat. b. Fugart.=
Cdiiegidiule 1. Biermann, LTbhers
Teutn. in ber BVerjudisbatt. b. Arl.-
Buifungdfomm. M. 33 Fig.Nr.560.

Barpinenfabrifation. Tertilindujirie
II: WWeberei, Wirleret, Pofanen=
tiererei, Sypitents 1. Gardinen=
fabritation n. Filzfabritation von
Rrof. May Giirtler, Gelh. Reg.-Rat
im §gl. SRanbdedgetverbeamt 3u
Berlin. PMit 29 Figuren. RNr. 185,

Gasds und Rafferinjtallationen mii
Ginf{lug der Abortanlagen von
Rrof. Dr. phil. undb Tr.-Jngem.
CGhuard Shmitt in Tarmitadt dRit
119 Abbilbungen. MNr. 412,

Gadfraftmaidiinen, Tie, v. Sng. Alfred
firjdife in Kiel. 2 Banbden. Mit
116 ABD. u. 6 Tafeln. Rr. 316 1. 631,

Gajthinjer und Hoteld von Arditelt
Mar Wihler in Diifieldorf. Lz Die
Bejtanbdteile u. die Cinridtung bes
Gaijthaujes. Wit 70 Fig. Nr. 525.

— — II: Die veridhiedenen Arten von
Gaithdufern. Mit 82 Fig. Ne. 526.

Gebirgdartillerie. Die Guiwidlung
der Gebirgsartillerie von Kups
mann, Cberft u. Fommandeur ber
1. Felb-Art.-Brigave in Konigs-
berg i. Pr. Mit 78 Bilbern und
fiberfichtdtafeln. RNr. 531.

Gennifenidaittweien, a3, in
Peuntidiiand v. Dr. Lito Linbede
in Ditfjelborf. Nr. 384

~Benpidfie bon Prof. Dr. €. Reinhery in
Haunover. Neubearbeitet von Dr.
©. Forjter, Obferbator a. Genbdtiid).
Jnijt. Potdvam. M. 68 AbL. Nr. 102,

— Bermejiungdfunbe bon Diplont-
Smg. B. Wertmeifter, Oberlehr. a.b.
Raif. Tedin Shulei.Stragburgi.C.
I: Feldbmefien u. Nivellieren. Mit
146ABD. II: Der Theodolit. Trigo=
nometr. u Barometr. Hohenmeiia.
Tadipmetr. YR.109UDbb. Nr.468,469.

Geograyphie, Gejdidite der, non Proj.
Dr. fonrad Kretidymer Lé:imr[otten-

burg. Mit 11 Kart. im Tegt. Rr. 624.
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Weolngie in furgem Nuszug §. Edulen
U. FUT Celbgtﬁe!ebrung sujammen-
gejtellt b. Prof. Dr. Cbery. Fraad
in Ctuttgart. it 16 AbGiD. u.
4 Tafeln mit 51 Figuren. Nr. 13.

Geometrie, Analytijde, der Thewue
v. Brof. Dr. M. Simon in Strag-
burg. Mit 52 Figuren. RNr. 65.

— — Yuigabenjammiung zur Angs
Intxidwu Geometrie ber Ehene von

Zh. WBirien, Brofeflor am
Sigl. iﬂealgnmnuimm in Sdmab.:
Gmimd. Mit 32 Fig. Nr. 256.

— — be5 Raumes gon Rrof. Dr. M.
Cimon in CStragburg. Mit 28 Ub-
bubungen. Nr. 89.

—_—— !(nfgabmfammhmg aur Anas
Il)t:fd]m Gepmetrie ded Raumes
pont 0. TH. Birtlen, Profeijor am
Sal. &ea[gumnaﬁum in Sdywabd.-
Guiind. Wit 8 Fig. Nr. 309.

— Darijtelfende, von Dr. Robert
Haugner, Prof. an b Univ. Jena,
I it 110 Figurem. RNr. 142,

— — II. 9RNit 40 Figuren. Mr. 143,

— Gbene, von ®. Biahler, BVrofejjor
am Gpmuajium in Ulm. Wit
111 ametfurbrgen Giguren. RNr. 41.

— Projeltive, in jyntbet. Behandlung
pon Dr. far! Doebhlemann, Prof.
an der Uniperfitdt Miindhen. MWt
91 Figuren. RNr. 72

Gepmetrijdie Optit, Ginfithrung in
bie, von Dr. B, Hinridhs in Vil
mer3bori=Berlin. Nr. 532.

Geomeirijdyes Seidmen von . Jeder,
Arcyiteft u. Qehrer am Dder Bau-
geterfidyule in Magbeburg, neubes
arbeitet von Prof. J. BVonberlinn
in Minjter. Mit 290 Figuren und
23 ZTafeln im ZTert. Nr. 58.

Germanijdie Mytholsgie bon Dr. G
Togt, Brof.a.b. Univ.Leipsig. Nr.15.

Germaniidie Spradwiijenidaft von
Dr. Rich. Loemwe. Rr. 238.

Gejangstunit. Tednif der deutiden
Gefangsfunit oon O3f. RNoé u. Dr.
Hand Qoadim WMojer. Nr. 576.

Geidyaitss und Warenhdujer v. HPan3
Sdliepmann, fbmigl. Baurat in
Berlin, I: Bom Laben zum ,,Grand
Magasin®“. it 23 ABL. Nr. 635.

— — II: Die meitere Eutmwidelung
b. faufhéuier. Wit 39 Abb. Nr. 656.

@efdntf)tgmtﬁmhﬁuft, Ginleitung in die,

Gruft Bernheim, Prof. an
her llmb @reifsmald. Rr. 270.

®Geidiiise, Die modernen, der Fufs
artiflevie v. S[Rumment;ofx, Oberft=
leutnant n. fommand. b. Thir, Fuje
artiflerie Regts. Nr. 18, I: Bom Auf=
treten b. gezogenen Gefdhiike bis
sur Bermwendung ded raudjidymwa-
dien Rulverd 1850—1890. it
50 Tertbilpern. WMr. 334.

— — II: Tie Gutwidlung bder Heu-
tigen Geidiiise der Fupartillerie
jett Ginfithrung be3 raudiid)wadien
Pulpers 1890 bi3 zur Gegenivart.
Rit 33 Tertbilbern. Rr. 362.

(Be{dlmmhzgrm%rzgler ber Kraftmas
dyinex, Die, v. Tr d}ng H. Krdner
in Friedberg. Mit 33 Fig. MNr.604.

Gefesbudy, Biirgerlidesd, jiehe: Redt
be3 Biirgerlichen Bejesbudyes.

Gefundfeitdlehre. Der menfdlide
firper, {ein Bau und feine Tdtigs
Teiten u. G, Rebmann, Toherfdhulrat
in farlsrufie. Wit Gefunbheits-
Iefre pon Dr. med. . Ceiler. it
47 UbLilb. u. 1 Tafel. Rr. 18.

@Gewerbehygiene von Dr. . Roth in
Potdbam. Rr. 350

Gewerbewefen von Werner Sombart,
$rofeno: an der .@anbe!:hudﬁd)ule

Berlin. I IL %r. 203, 204.

Gewerblidhe Arbeiterfrage, Die, von
Wemer Sombart, Prof. a. b. Han-
belshod)jdhule Berlin. Nr. 209.

@Gewerblide T|Wanten.  Indujirielle
und gewerblide Bauten (Speider,
Lagerhiuier u. Fabrilen) v. Archis
tett Heinr. Galymann in Dirfieldori.
I: Allgemeines fiber 2Anlage umd
Sonftruftion der indufiriellen und
getverblidien Bauten. RNr. 511

— — II: \.,pen:fyet unb Ragerhiujer.
IRit 123 Figuren. 12

Gewidit3wefen. Mafs, Wiing= u. Ges
widt3wefen p.Dr.Aug. Blind, Broj.
a.9. Sanbelsidiule in §8n. Nr. 283,

@ixcgernmatdzmm von  Dipl-Jng.
@mil Treiber in Heibenbeim a. L.
SMit 51 Figuren. Nr. 548.

@fa3s und Fferamijje JInbujtrie
(Induijtrie der Sililate, der Hinijis
lifjen Baujteine und be3 Mir=
tel3 I) v. Dr. Buft. Rauter in Ehar-
lottenburg. it 12 Tafeln. Nr. 235.

Gleidyfirommaidyine, Die, bon Jng. Dr.
€. Rimgbrunner in Qondom, Mt
81 Figurem. Rr. 257,
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@i[ctfﬁ)et!unhe o, Dt gn? Madjacel
n Wie bifpungen im
ieﬂ uni) 11 g.afeln M, 154.

Gotifdie Spradibentmiler mit Groms=
matif, Nberjesung u. Gﬂmxtelgn
v. Dr. Herm. Janben, Tiretror d.
fbnigin_Suife-Sdiule in Kinigs-
berg 1. Pr. FNr. 79.

@inttftitb von Straghurg. Sartmann
von Aue. Wolfram von Cidjens
bad) und Gottiried von Sivaps
burg. Qustvabl a. b. h5fiid}.Coos m.
Yinmerl. u. Wirterbud) o. Dr. &.
Marold, Brof. am Kel. Friedbrihs-
Siolleg. au Konigdbery,/ Tr. Nr, 22

Graphijde Darftellung in Vijjenidait
und Tedjuil von Dr. Marcello v. Fr-
rani, Obering., Privatbogent an der
ng Tedn. n:ﬁfchu.le in Charlotten-

Mt 58 Fig. RNr. 728.

(Sra;:bud;m Kimjte, Die, von Caxl
RKampmann, L. £ Lehreranver . L.
Yraphiidien Lefhr= und Berjudiz-
anjtalt in Wien. Mit gabhlreiden Nb-
bilbungen u. Beilagen. RNr. 73.

Griedhifd). Neugriedhiid = bentidied
Geiprad)3budy fiehe: RNeugriedhijc).

Griediifd). Neugriediiidyes Lefebudy fiele:
TNeugriedijd.

@ned;nd)e %Ltzrtum@ﬁmbe v. Fref.

r. Rid). ‘I‘im]d), neu bearbeitet v.
&Rehm: Dr. Frany SRohlhammer.
it 9 WVollbilpern. TRr. 16.

@riediifdie Gejdidte pon Dr. Heinrich
Emobobda, Rrofefjoran b beutid)en
Tniveriitat Prag. Nr.

Griedijde Eitemmrgefdudytc ntit Be-
riidjichtigung b. Gejdhidhte Dder
Biffenjdyajten v. Dr. Aljred Gexde
Prof. an ber Univ. Breslau.
2 BVandbden. RNr. 70 u. 537.

Griedjijdien Papyri, Audwahl aus,
von Prof. Dr. SRufJett .beH:mg in
fqrisrufe & B. Nr. 625

Griedijdien Syrade, Geldidite der,
I: Bi2 sum Audganpe d. Hafiifden
Aeit . Dr. Ctto Hoffmann, Brof.
on der 1'mip, Miniter. RNv. 111.

Griediijde u. rimijdie MYythologie .
$rof. Dr. erm. Steubing, Reft. b.
Gumnai. in Shneeberg. Rr. 27.

Grundbudiredit, Dad formelle, von
Lherlanbesgerid)idt. Dr.F. Rremd)-
mar in Dredden. Fr. 549,

-Handel3poalitit, Auswiriige, mm Dr.
Heine. Eieveting, Profeflor an
ber Univerfitat Rilrid). Nr. 245.

DHanbeldredit, Dentidhes, von Dr. Karl
Qehmann, Prof. an b. Univerfifdt
®ottingen. I: CGinleitung. Der
Saufmann u. jeine Hilfdperionen.
Lifene Hanbelsgeiellidait. Kom~
mandit+ und jtille GefelliGait.
Hr. 457.

— — II: ‘&ttnengewlhdyait Befellidy.
gzhb 9. Ging. Gen. Hanbdelsgeid).

438.
Dandelsidulweien, Dad bdeutide,
pon Tirefror "'ff;eohor Blum in
Dejiau. Nr. 538.

Handelditand, Der, bon Red)iBantvalt
Dr. jur. Bruno Epringer in Leipsig
(Raufminn. Redytsdfunbe. Bd. 2).
Fir. 545.

Handeldwefen, Dasd, von Geh. Therr
regierungsrat Dr. Wilh. Leri3, Pros
fefior an der Univerjitdt Cju:!mgeu
I: Dad fpanbelépenunu[ unbd ber
BWarenhandel. Nr. 29

— — II: Die (Eﬁeftenbnric und bie
innere Handeldpolitif. Nr. 297.

i\aubfcu:maﬁm, Die Cntwidlung
per, jeit ber Mitte pe3 19. Jahr-
Bunberid u. ihr heutiger Stand von
. Wrzodbel, Haupimann u. Kom-
pagniechef im Jnj.-Req. Freiberr
HillerponGdriringen(4 Rojenjdyes)
.59 i. Soloau. M. 21 AbD. Nr.366.

Harmonielehre von A. Halm. Wit
pielen otenbeijpielen. Ir. 120.

Hartmann von Aune, Wolfram von
Gidenbad) und Gottfried vou
Stragburg. Audwabhl aus d. Hofis
iden Cpod mit Anumerk. u. Worter-
bud) vont Dr. & Marold, Prof. am
Konigl. i‘}nebn&;é—ﬁnﬂegwm U
Konig3berg i. Pr. A

Darge, 2ade, Firniffe von Dr Rarl
Braun in Berlin. (Die Fette und
Sle IIT). Mr. 337.

©ebezenge, Die, ihre Konjiruftion u.
Beredynung von Jng. Prof. Herm.
Wilba, Bremen. Mit 399 bb.
Nr. 414

Heeredorganijation, Die Eniwidlung
per, feit Cinfiifrung ber jtehendben
Heere pon Dito Neujdhler, aupts
mann und RKompagniedef. I: G-
ididtlide CGntwidlung Bzé aum

il{usgange 0. 19. Jafhzh. RNr. 552.

11 Hecresorganijation  im

20. ﬁafyrmmhert Ne. 731,
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Heizung u. Liftung v. Jng. Jobannes
&orting in Tuifeldborf. Iz Dad

Wejen u. die Beredmung ber Heis
ungss . Liftungsanlagen. it
34 mguren Rr. 342,

— — II: Tie %Xusmf)rung ber Heir

ungd= u. Luftungdanlagen. MWMit
191 Figuren. Nr. 343.

DHejfen.  Landestunde ved Grofs
hergogiums efjen, der Proving
DHefien=Naffan und ded Fitrjtens
mmé Balped v. Broj. Dr. Georg
Greim in Darmitadt. Wit 13 Ab-
bilbungen undb 1 Karte. Nr. 376.

Hieroglyphen pon Gehh. Regier.-Rat
Dr. Av. Erman, Frof. an der Unis
verjitat Berlin. Nr. 608.

Sodipannungétednit, (I'infuf; r.in bie
mobderne, yon Dr..Jng. &. Filder
m Hamburg-Bergedorf. Mito2 Fig.
HNr. 609.

$Hol3, Das. Aufbau, Cigenjdajten m.
Lerwendung v. Ing. Prof. Herm.
BWilba Si,n Bremen. Mit 33 2AbL.

T. 459.

DHoteld. Gaithiujer und Hoteld von
Nrdhit. Par Wohler in Ditfieldori.
I: Tie Vejtandteile u. b. Cinridytg.
pe2 Gaijthauijes. Mit 70 Fig. RNr.525.

— — 1I: Die perjdyiedenen Azrten von
Gaijthdujern. it 82 Fig. RNr.526.

Hydranlif v. W. Hauber, Dipl-Jng.
in Gtuttgart. Mit 44 Fig. RNr. 397.

Oygiene bes Stadtebans, Die, von
Brof. H. Chr. NuBbaum in Han=
noper. Mit. 30 Ybb. MNr. 348.

— be5 Wohnungswejens, Die, von
Rrof. H. Chr. Nupbaum in Hane
noper. it 20 Abbilb. Nr. 363.

‘thenfd:e.bnlhmfcl. Landesfunde der

Jperijdien Halbinfel von Dr. Frip
Jiegel $Brof. a. b. Univ. ﬂ:ur?,ﬁurg.
Bt. 8 Kartdjen u. 8 ALD. im Tert u.
1 Sarte in Farbendbrud. RNr. 235.

Jndifcdie ReligionSgeididyte von Brof.
Dr. Comund Hardy. Nr. 83.

Judogerman. Spradwiiienidiait von
Dr. R. Meringer, BVrojeijor an der
Univer]. Graz. M. 1 Tajel. Fr. 59

Suaujtrielle u. gewerblidie Bauten
( Speider, ¢ ageri)qu)eru Fabrifen)
oo Architett Heinr. Galzmann in
<Tiifjelborf. I: Allgemeines iib. An-
lage u, Konjtruftion d. inbujtriellen
u. gewerblidien Bauten. RNr. 511

— — [I: ©peidher und Lagerbaujer.
rit 123 Figuren. Nr. 512,

JufettionStrantheiten, Die, und ifre
Berhiitung von Etabsarzt Dr. 8.
Hoffmann in Jerlin, Mit 12 vom
RVerfajjer gegeidneten Abbildbungen
unbd einer Fiebertafel. Rr. 327.

Jnfelten. Das Tierreidh) V: Jnfelten
9.Dr. §. ®rof in Reapel (Stajyone
Hooloa.). MMit 56 ABB. Nr. 594,

Juftrumenteniefjre b. Muiildix. Profefjor
;rm Maperhoif in Chemmig. K=

rt. R, 437.

— — II: Slvwnbeﬁmele. Mr. 438,
Jutegralredinung von Dr. Friedbr.
Sunter, Reft. b. Realgnmuajiums
u. D. Dberreahcbule in @dppingen.
it 89 Figuren. Nr. 88.
Jutegralredinung. NRepetitorinm .
Aufgabenfammlung jur Jntegral=
redinung pon Dr. Friedbr. Junier,
Reft. b. Realghmnajiums u. der
Oberrealidyule in Gdppingen. Lkit
52 gFigurew. Nr. 147.
Jirael. Gejdidte Jiraeld 5i3 auf
die griedjifdhe Jeit von Lic. Dr.
. Benginger. NRr. 231,
Jtalienifde Handeldtorreipondens v.
$rof. Alberto be Beaur, Lberlehrer
am $inigl Injtitut S. S. Annuns
siata in grlorens. Mr. 219,
Jtalieniide Riterainrge{didite wvon
Dr. axl Bojler, Brofefjor an der
Univeriitdt Minden. RNr. 125.
Jugendpilege E: Miunlidhe IJugend
bon 9. Gtends Borfigender bes Bet—
ein3 jitr Jugenbdiwohifahrt in Sdiez=
wig=Politein in Sdleswig. Mr. 714
Kaliutausn, Tie, im Wiaidinenban ..
Sng. 9. Bethmann, D03. c. Lediut’s
Hltenburg. Mit 63 Adbb. Fr. 4835,
RKiltemaidinen. Die thermodynas=
mifden Grundlagen der Wirme:
Frafts und Kiltemajdjinen von IR.
Rottinger, Tipl=Jng. in Wanns
beim. Mit 73 Fiquren. RNr. 2.
Kamerun.  Die deutiden Kolonien
I: Togo und Kamerun voun HProf.
Dr. farl Dove. Mit 16 Tafeln und
einer lithorr Rarte. Mr. 441,
Kampf wm Hefeftigte Stellungen, feine
Formen und Gruudidke von Mar
Tierjd, ﬁommﬂnbeur pe3 furheffiid.
Pionier-Bat. RNr. Rr. 732.
SKampfedformen n. Rﬂmnffmai: ber
Jutaunteri» pon £~n, Oberftleutnant
beim Gtabe des b. %eﬁ‘mmﬁﬁdwn
Jnjanterie=fRegimentd RNr. 148 n
Bromberg. am 15 ALhipgm. e, 112,
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Ranals und Scileujenban von Res , Klima und Leben (BioHimatologie)

gierungsbaumeijter Ttto Rappold
in Stuttgart. TRit 78 ABD. Nr. 5835.
fant, Immanuel. (Geidyidite 5. Bhilo-
tophie BD. 3) v. Dr. Bruno Baud,
Braf. a. b. Univ. Jena. Nr. 536.

Sartell 1. Trujt v. Dr. S. Tidjieridiy
in Duffelborf. Nr. 522.

SKartentunde von Dr. M. Groll, Rarto-
grap) i. Berlin. 2 Bandbdjen. I: Die
sBrojeftionen. Mit 56 Fig. Nr. 30.

— —1I: Der Karteninbalt u. bas Mej-
jen quf Karten. Wit 39 Fig. Nr.599.

Sartographiffe Uujnahmen u. gev-
grapf). Trisbeftimmung auf Reijen
pon Dr.-Jng. R. Dugersfhoif, Brof.
an ber Forjtatabemie 3u Tharandt.
Dut 73 Figuren. Rr 607.

Katholifden Kirde, Gejdidie der, von
der Mitte ded 18. Jahrh. bis zum
RBatifanijdien Kongil von Geh. Konj.-
Rat Bri. D .Mirbt i.Gbttingen. Nr.700.

Kaufminnifde Redt5iunde. I: Das
Wedjjelwelen v. Redjtdantvalt Dr.
Rud. Mothes in Leipzig. Nr. 103.

— II: Der Hanveldftand v. Redytdanm.
Dr.jur.B.Springer, Qeipzig. Nr.545.

Kaufminnijdes Redmen von Prof.
Fuchard- Jujt, Cbherlehrer a. ».
£ifentl. Handeldlehranitalt b. Dress
dener Raujmannidaft. I II. III.
Nr. 139, 140, 187.

Keilidrift, Die, von Dr. Bruno Meifner,
0. Profeffor a. d. Univerfitat Breslau,
SRit 6 Abbildbungen. Nr. 708.

fevamijdie Indujirie. Die Indujirie
ser Silitate, der Hinjilidien Baus
fteine und ded Mirtels von Dr.

@uji. Rauter. Y: Glad- u. feram.
Snbujtrie. Wit 12 Taf. Nr. 233.

Kerzenfadbrifation. Die Seifenfabri=
fation, bie Serfenanalyfe und die
Sergenfabritation von Dr. Karl

Braun in Berlin. (Die Fette u.
Ole 11.) MMt 25 AGS. Nr. 336.

Ricutidoun. Die deutiden Kolonien
II: Da3 Siidieegebiet und Rian-
tidion p. Prof. Dr. &. Dove. Wit

16 Taf. u. 1 lithogr. Rarte. Nr. 520.

KindesSredit u. Kindberidyugy von Ajjefjor
9. G. Tendel in Grunemald. Nr. 693,

Kinemati¥ von Dipl-Sng. Hand Pols
jrer, Afjift. a. b. Kgl. Tedn. Hoch-
idyule Dresben. M. 76 AL, Nr.584.

Kirdjenredit . Dr. G Eehling, ord.

Rrof. b. Redyte in Grlangen. Nr.377

von Dr. Bilh. R. Gdardt, Afift. an
ber dffentl. Wetterdienjtitelle in
Weilburg. Rr. 629.

SKlimatunde I: Wigemeine Rlimalehre
ponBrof. Dr. W. Fdppen, Meteoro-
foge ber Ceetwarte Hamburg. Mit
7 Taf. u. 2 Figuren. RNr. 114.

Kolonialge{diidite von Dr. Dietrich
Gdyafer, Profeijor ber Gejdhidhte an
ber Univerjitdt Berlin. RNr. 156.

folsnialredyt, Deutidye3, son Rrof. Dr.
H. Coler von Hojjmann, Stubien=
bireftor b. Atabemie fiir Iommunale
Rermaltung in Ditfjelborf. Nr.318

Kometen, HAjtrousmie. Groe, Be-
twequng u. Gutfernung d. Himmels-
Idrper . U. F. MH6ius, neu beard.
p. Dr. Herm. &obold, Prof. an der
linio. Riel. II: fometen, Meteore
. ba3 Gternigftem. It 15 Fig.
u. 2 Gtemnfarten. RNr. 529,

Kommunale WirtihaftSpflege von
Dr. Aljond Rief, Magijtratzaijeiior
in Berlin. RNr. 534.

RKRompofitiondlegre. Mufilalijche For-
menlehre v. Steph. Krehl. I. IT. M.
piel. Notenbeijpiel. Nr. 149, 150.

Siontrapuntt. Die Lehre von der felb-
jtinbigen Stimmiuhrung v. Steph.
Krehl in Qeipzig. Nr. 390.

Koutrollwejen, a3 agrifulturdemiide,
pon Dr. Paul Rirjde in Levpolds-
hall-Stagfurt. RNr. 304.

fRoordinateniyiteme v. Baul B Fijder,
Lberl. a. b. Oberrealidjule ju Grofg
Lichterfelve. Mit 8 Fig. Nr. 507.

fKorper, Ter menidlide, fein Bau
und feine Tdtigleiten von €. Reb-
mann, Cheriduls. i. Rarls. ube. Mit
Gejunbdheitslehre von Dr. med. H.
Ceiler. M. 47 AGB. 1. 1 Taf. Nr. 18.

Fpitenanidilag fiebe: Veranidlaaen.

Kredit- md Vanfwejen von Geh. Ober-
tegicrungsrat Wilfelm Leris, Prof, an
per Unin. @bttingen. MNr. 733.

Rricgsidiiban. Die Entwidlung ded
KricgdiGifibaued vom Wliertum
bis jur Nenzeit. BonTjard Zdywarz.
Gef). Marinebaurat u. ESdiffbau-
Direftor. 1. Teil: Dag Jeitalter der
Ruderidhifie u. dber Segelidhiffe f.b.
Rriegdiithrung sur See vom Alte:=
tum bi3 1840. MNit 32 AHD. Nr. 471.

— — ILTeil: Da Jeitalt. bex Sam:* f=
jhiffe f. b.feriegdfiifr. z.See r. 1840
bi3 jur Neuzeir. WR1t 81ABH, Nr.472-
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SriepBweiens, Geididite besd, von Dr.
Cmil Danield in BVerlin. I: Das
antife friegdtvejen. Nr. 488.
— II: a3 mittelalterlicie Kriegs-
weien. Nr. 408.

— — III: Dad Kriegdiveien ber TNeus
zeit. CrjterTeil. TMr. 518.

— — IV: Da3 Kriegdweien der Neur
zeit. Biveiter Teil. Lr. 537.

— — V: Dasd fKriegsiveien der Neus

geit. Dritter Teil. RNr. 568.
— — VI: Das Kriegdmweien der Neu-
seit. Rierter Teil. RNr. 670.

— — VII: Ta3 Krieg3tveien ber Neu-
zeit. Fhnfter Teil. RNr. 671.
Qriftallsgraphie v. Dr. W. Bruhns,

Rrof. a. b. Bergalabemie Glaus=
thal. Rit 190 Abbilb. RNr. 210.
Rriftaloptif, Cinfithrung in die, von
Dr. Gberbhard Budymwald i. Miindjen.
Rit 124 Abbilbungen. Mr. 618.
Sudrun und Dietridepen. Mit Cin-
leitung und Worierbud) von Dr. L.
2. Siriczef, Profeifor an bder Uni-
perjitdt Wiirgburg. Nr. 10.
Sultur, Tie, der Renaifjance. Ge-
fittung, Forfdung, Diditung v. Dr.
Robert F. Arnold, Profeffor an der
Univerfitat Wien. RNr. 189,
Sulturgefdichte, Deniidie, von Dr.
Reinh. Ginther. RNr. 56.
RKurvendbidfuijion. Algebraifdie Qur=
= Jyen pon . Beutel, Cberreallehrer
in Vaihingen-Cnz. I: Rurvendistuj-
fion. it 57 Fig. im Tert. Nr. 435.
Suryfdhrift jiehe: Ctenmographie.
Kiftenartillerie. Die Gniwidlung der
Sdifis= mmd RKitjtenartillerie bis
3ur Begenvart v.Rorvettenfapitin
Huning. Mit ALL. u. Tab. RNr. 606.
Qade. Harze, Lade, Firniffe bon Dr.
Karl Braun in Berlin. (Die Fette
unb £le II1.) RNr. 337.
Qagerfaufer. Jnbdufirielle und ge:
werblidje Bauten. (Epeidyer,
Qagerhaujer 1u. Fabrifen) von
Ardhitett H. Salzmann, Ditiielborf.
1: Wlgem. {iber Anlage u.@onjtrutt.d.
inbujtr. u. getverbl Bauten. Nr. 511.
— — II: Epeidher u. RLagerbaujer.
Wit 123 Fig. MNr. 512.
SQindber= und Vlfernamen von Dr.
Rubd. Kleinpaul in Yeipzig. Nx. 478.
Qanbdftragenbau von fgl. Oberlehrer
. Qiebmann, Betriebddbirelt. a. .
i.\Ragbeburg. Mit 44 Fig. Nr.598.

LandwirtiGaiilihe Betriebslehre b,
€. Qangenbed in Hrof-Lichterfelde.
Rr. 227,

Landwirtifafiliden Mafdinen, Tie,
bon farl Walther, Tiplom.=Jng.
in Mannbeim. 3 Jandchen. Wit
pielen Ubbilbgn. RNr. 407—40g

2ateinifdie rammatif. Grundrif ber
latein. Eprachlehre v. Prof. Dr. B.
Botid) in Magbeburg. RNr. 82.

— Gyradie. @ejdidite der lateinie
iden Spradie v. Dr. Friebr, Siols,
Brol. an b.Unip, Jnndbmd. Nr.492.

Lateinijdies Lefebneh fir Therrealdulen
und  gum Celbitftubium enthaltend:
Cifars Rémple mit ben Germanen
unb ben gmweiten Punijden Brieg von
Profefior Lic. theol Johannes Hill-
mann, Lherlehrer an bder Rlinger-
Oberrealidule tn Franthurt a. M.
SRit BWolabulax. RNr. 713.

Lanbhblzer, Die. furgefahte BVejdrei=
bung ber in MMitteleuropa einBrimi=
idien Baume und Strander, joivie der
widitigeren in  @darten gegogenen
Saubfolzpilangenvon Dr. F. W.RKeger,
Profejjor an ber Kgl Forfiatabemie
Zharandt. Wit 74 Tertabbilbgn. ume
6 Tabellen. HNr, 718

Yendtgasfabritation, Die Nebeus
produlte ber, von Dr. phil. §. R,
Qange, Diplom-Jngenieur. Wit
13 Figuren. Nr. 661.

Qidt. Theoretijde BHyfit L. Teil:
it und Barme. Von Dr. Guijt.
Qager, Prof. an der Tedn. Hoch
fdule in Wien. M. 47 ABL. Nr. 77,

2pgarithmen. Bierftellige Tafeln und

Gegentafeln fiir logarithmiidies 1.

trigonometxijded Rednen in zwel

frarben zufemmengeftellt von Dr.

Herm. Schubert, Rrof. an ber Ger

lehrtenjchule be3 Sohanneumd n

Hamburg. Reue Uusdgabe v,

Dr. Robert Haufner, Prof. an der

Univerjitdt Jena RNr. 81.

Finfitellige, von Rrofeiior Auguf

Abler, Direftor der I. f. Staats:

oberrealidhule in BWienr. Rr. 423,

2ogif. Biydjologie mnd Logit yur Gins

brung in bie Phils{ophie von

Brofefjor Dr. £f. Elienhons. Mit

13 {riguren. N5 14

i Eifenbalmiahrenge
pon . Homenthel. Iz Die Lol

wotiveg Nt 63 UBD. T Tegt u.

2 Tafeln. Rr. 107.

R
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Lothringen. Gejdidite Lothringens |
pon Dr. Perm. Derid)dweiler, Gel. |
Regierungsrat in Stragburg. RNr. 6.

— Landesfunde v. Gliaf=Lothringen
p. Brof. Dr. R. Langenbed in
Strafburg i. € Wit 11 Abb. u.
1 Karte. RNr. 215.

Qbtrofrprobierfunbe.  Dualitative
Analyfe mit Hilfe ded LWirofhrd
von Dr. Mart. Denglein in Freiberg
i Sa. it 10 Figuren. RNr. 483.

Qiibed. Landesfunde d. Groghersogs
tiimer Medlenburg u. der Freien
n. Qanfeftadt Litbed . Dr. Sebald
Gdywars, Direltor dber Realidjule
sum Dom in Litbed. Wit 17 AL~
bilbungen unb Rarten im Tert und
1 lithographijdien Rarte. FHr. 487.

Suftelettrizitdt pon Dr. farl Kdhler,
wifjenjdaftlidem Hilfdarbeiter am
fbnigl. ‘Preup. Meteorologiid)-
Magnetifdien Obfervatorium  in
Potzbam. Wit 18 ULL. Nr. 649.

Suftialpeter. Geine Gewinnung durd)
pen eletfrijden Flammenbogen von
Dr. . Brion, Prof. an der Kgl
PBergafadbemie in Freiberg. Dt
50 gguren. RN, 616.

Lufts und Meeresitri mungen von Dr.
Srany Sdulze, Direlior ber Navi-
gationdjdule zu Qibed. Mit 27 Ab-
bilbungen und Tafeln. Nr. 551.

Qiiftung. Heizung und Liiftung von
Jng. Johannes Korting in Ditjjel-
dorf. I: a3 Wejen und bie Bes
redynung b. Heizungs= u. Liiftungs-
anlagen. Tt 34 Fig. Nr. 342.

— — II: Die Ausfithrung ber
Heizungds und Liiftungsaniagen.
M1t 191 Figurem. RNr. 343.

Suther, Martin, und ThHom. Murner,
Ausgewahlt und mit Cinleitungen
u. Anmerfungen verjefen p. Prof.
G. WBexlit, CTherlehrer am RNifolai-
ghmnaiium gu Leipzig. RNr. 7.

Dlagnetismus. Iheoretifhe Phyjit
IIL. Teil: Glettrizitit u. Magnetiss
mus. BVon Dr. Guitap Jdger, Prof.
an ber Tedinijcdhen Hodidule Wien.
Mit 33 Ubbilbungen. NRr. 78.

WMidlzerei. Brauereimweien I: Midlzered
pon Dr. 8. Dreverhoff, Direftor b.
£ifentlidhen und 1.Sad)j. BVerjud)de
ftation fiix Brauerei und Wdlzerei,
joivie ber Brauer- und Malzerichule

gu Grimma. Rr. 303.

Priictte und Marthallen fiir Lwepens~
mittel pon Ridjard Sdadiner, Stadt.
BauratinMitnden. L2 Bwed unp Be-
beut. pon Mdriten 1. Martihallen, thre
Unlage u-Ausgejtalt. Il s WMaritiallen=
Bauten. Mit ahlr. AL, RNr., 7191.720.

Majdjinenbau, Die Kaltulation in,
p.3ng. H. Bethmann, Dojz. a.Tedn.
Altenburg. Mit 63 ALD. Nz. 486,

— Die Materialien ded Majdjinen:
baue3 und der Eleftrotedinil von
Sngenieur Prof. Hermann Wilba.
dRit 3 Abbilbungen. RNr. 476.

Mafdjinenelemente, Die. Kurzgefag-
te3 Lefrbud) mit Beifpielen jur bas

Selbitftudbium u. d. prattijden Ge-
braud) von Fr. Barth, Lberingen.
in Rixnberg. Mit 86 Fig. RNr. 2.

Dajdjinengeidnen, Frattijdes, von
bering. Ridh. Sdifiner in Warm-
brunn. I: Grunbbegriffe, Cinfade
Majchinenteile bi3 zu den Kuppe-
lungen. it 60 Tafeln. KNr. F8s.

II: fager, Riems u. Geil-
jdieiben, Bafnrdber, Kolbenpumpe.
it 51 Tafeln. MNr. 590.

Maganalyfe von Dr. Otto Rohm in
Darmitadt. Wit 14 Fig. Nr. 221.

Maf=, Mitng= und Gewidjtweien vor
Dr. Augujt Blind, Profejjor an ber
Handelsidule in Koln, Nr. 283,

NMaterialprifungdweien. Ginfihrung
in bie moberne Tednit b Materials
priifung v.8. Memmler, Dipl-Jng.,
ftand. Witarbeiter a. Kgl. Materials
Lrifungsamie zu Gr.-Qid)terfelde.
I: Materialeigenichaften. — Feftig-
feit3verjudje. — Hilfdmittel f. Fejtig-
Teitdveriudie. Mit 58 Fig. Nr. 311.

— — II: Deetallpriifung und Pritfung
p. pilfamaterialien de3 Maidjinen-
baues. — Baumaterialpriifung. —
Rapierpritffung. — Sdymiermiztels
priifung. — Ginige3 iber Metallo-

graphie. Mit 31 Fig. Nr. 312.

Mathematiidie Formel fammlung und
Repetitorium der Mathematit, ents
Baltend bie twidjtigiten Formeln u.
Lebhridse b. Arithmetif, Algebra,
algebraiidhen Analyiis, ebenenGeor
merrie, Gtereomettie, ebenen und
jpharijdien Trigonometrie, math.
@eographie, analpt. Geometrie ber
Fbene und ves Raumes, ber Difie-
rential-u Jntegralredinungn. .55,
Birflen, %rof.am Kgl. Realgymmn.
in&d)w.»@mind. M.18.Fig. Nr.51.
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Mathemati?, @efdvicbte bet, von Dr.’
A, Sturm, Prof.
najium w k,ettemtetten. Rr. 226.

Paurers und Ctemt;auctnrﬁettm pon
%rof. Dr. phil. unb Dr.Jug. Co.
Sdymitt in Darmitadbt. 3 Banddyen.
Mit pielen ALLiD. Nr. 419—421,

Medjanit. Theoret. PhHyiit L Zeil:
Medjantf und Afuitit. BVon Dr.
Gujt. Jdger, Prof. an der Tedy=
niichen Hod)idule in Wien. Mit
19 2Abbilbungen. 9Nr. 76.

Medjanifdie Tedinologie von Geh.Hois
rat Profejjor . Litbide in Braun-
fchiveig. 2 Bandbden. RNr. 340, 341.

Pedlenburg. Xansedfunde 5. Grofs
Gerzogtitmer Wiedlenburg u. der
Freien u. Hanfeftadt Libed von
Dr. Cebald Sdwars, Direltor der
Realjdjule um Dom in Qitbed. Wit
17 ¥U6bilb. im Tert, 16 Taf. und
1 Rarte in Rithographie. RNr. 487,

Medlendurgiide Gejdjidte von Thers
lehrer Otto Bitenje in Neubranbden-
burg i. M. RNr. 610.

Medizin, Gejdidjte der, von Dr. med.
et phil. Paul Diepgen, Privat»
bozent fiir Geidhidhte ber Mebdizin
in Freiburg i. Br. I: Altertum.

679.

mzcre?,hmhe, Phyfiide, von Brof.
Dr. @Gerhard CGdjott, AUbteilungs-
vorfteher bei b. Deutidien Seemwarte
in Hambdburg. Mt 39 ALGilbungen

ert und 8 Tafeln. MNr. 112.

Meeresfirdmungen. Sufts 1. Meere3»
firdmungen v. Dr. Jrang Sdulze,
Dir. b. Ravigationsjdule zu Liibed.
it 27 WUDL. u. Tafeln. RNr. 551.

Beliorationen v. Bourat Tito Faujer in
Glwangen. 2 Bddjen. WMit pielen
Fig. Jr. 691/92.

Menidjliche [Brper, Der, jein Ban .
feine Tatigleiten pon € Rebmann,
Dberidinlzat in RarlBrube. it Gles
funbheitslehre v. Dr. med. §. Cei-
ler. Mt 47 AGH.u. 1 Tafel. Nr.18.

Metallographie, Rurze, gemeinfag-
lidje Darijtellung der Lehre von den
Metallen u.ihren Qegierungenunter
fefond. Beritdiichtigung ber Metall-
mifroffopie p. Prof. €. Hehm u. Brof.
O. Bauera. fgl. Materialpriifungs.
amt (Br.-Lichterfelde) b. &. Tedymn.
Hodyichule zn BVerlin. I: Allgem.
Teil. Rit 45 ABD. int Tert undb 5
Gidythilbern auf 3 Tafeln. RNr. 432,

£herg1)m- !

Metallographie. II: Spez. Teil. Mit
49 ABB. im Tert und 37 Lidythilbem
auf 19 Tafeln. Hr. 433.

metallnrgie pon Dr. fluguft Geig in
Sriftiandiand (Rorwegen). 1. IL
kit 21 Figurenm. Rr. 313, 314,

Meteore. Aftronomie. Grdfe, Bewes
gung u. Entfernung ber Himmelds
Idrper vom Y. §. IMObing, neu bes
arbeitet pon Dr. Derm. $Kobold,
$rof. a. b. Unip.Riel. II: fometen,
Meteore u. bad Sterneninftem. MRit
15 Fig. u. 2 Sternfarten. RNr. 529.

Pteteorologie b. Dr. W. Trabert, Rrof.
en ber liniveriitat Wien. Mit 49
ABbilDb. u. 7 Tafeln. Rr. 54.

Wiﬂit&:i\'dn Bauten v.Rg.-Baumijtr.R.
Cang L.Stuttgart. .59 b, Nr.626.

WMilitdritrairedt, Dentjdes, v. Dr. Max
Crnit Maner, Prof. an b. Univ. Strape
burg i. €. 2 Bbe. RNr. 371, 372,

Mineralogie von Geheimer Bergrat
Dr Braun3, Prof. an b. Unio.
Bonn. Mit 132 AbLiD. RNr. 29.

Minnefang nnd CSpruddid n
Walther von dber Bogelweide mit
HAudwahl and Minnefang nud
Syrud)didiung. Mit Anmerfungen
1. einem Worterd. von O. Giintier,
Prof. au b. Therrealjdule 1. an b.
Tedn.Hodidulei. Stuttgart. %r.23.

Mittelhoddentide Didjtungen aud
mittelfodfhpentider Frithzeit. In
Ausdwahl mit Cinleitg. n. Wirter»
budy Heraudgeg. von Dr. Hermann
Sangen, Dir. D. $bnigin  Luife-
Cdhule i. Kbnigdberg i.Pr. Rr. 137,

Mittelfoddentidie Grammatit. JTer
RNibelunge N6t in Andwahl und
mitteljodybentide (smmmnﬁ! mit
Turg. Wirterh. b. Dr. W. @olther,
Brof. a. b. Unip. Sinytmf HNr. 1.

Rooie iteﬁe Algen, Moofe und Farn:
pilanzen.

E)lntgculanh. Gefdiidie ded alien
Morgenlandes v. Dr. fr. Hommel,
Rrof. an b. Univeriitat WMimden.
Mit 9 Bilbern u. 1 RKarte. Hr. 43.

Morphologie und Organographie der
Rilangen v. Prof. Dr. M. RNord-
haufen in Kiel. M]M.123 9ABH. Nr.141.

Mirtel. Die Indbujtrie b, fimitliden

Baunfteine und de3 Mbrteld von

Dr. ®. Router in Charlortenburs.
it 12 .uzyein Rr. 234,

Mundarten, Die bmtidmt, port Brof.

.

1

Dr. . ﬂeﬁm%mg RNr. 605,

~
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Munbarien, Platidbeutiche, von Dr. |
Hubert umme, Frofejior an der |
Uniperf. Muniter i. TW. RNr. 461.

Biingwefen. Maf=, Min3= und Ges
wigtewefen von Dr. Aug. Blmnd,

Brof a b. Handelsicdhule m Koln.
Rr. 283.

Murner, Thonas, Wartin Lutfer u.
Thomas Murner. Ausgemahlt u.
m. Gnleitungen u. Anmert. verfehen
pon Prof. @. Berlit, Therlehreram
Mlolgighmnaj. zu Lewzg. Nr. 7.

Muiit, Geididte der alten und mittel-
alterlidien, v. Dr. . SRofler in
Cteinbaugen. 2 Bdd. Mit zahlr.
Abb. u. Mufifbeil. Nr. 121 u. 347.

Mufitatifde Anfti? von Profefjor Dr.
$tar, ¥. Gdafer in Berhm. Mit
36 Ybhilbungen. RNr. 21. ~

Dufifal. Fermenlehre(Romyofitionsd=
[efre) vorr Ctephan SKrepl. I. IL
9Rit piel. Notenberjp. Nr. 149, 150,

Mufitdfrhetit pon Dr. Rarl Grunsfy in
Ctutigirt. RNr. 344.

Mufitgejdidite ded 17 Jahrhundertd b.
Dr. @arl Grunsty i. Ztuttgart. Nr.239.

Mujilgejdidite ded 18. Jahrhunderts
pon Dr. fad Grundly in Ctuttgart.
L II. Re. 710, 725.

Mufifgeididte feit Beginn desd 19.
Sabhrhunderts v. Dr. §. Grunsiy
in Ctuttgart. I. II. RNr. 164, 1635.

Mufitlehre, Allgemeine, von Stephan
frehl m Leipzig. Nr. 220

RNadelfdslzer, Die, pon Dr.F W.Neger,
Prof. an ber Konigl. Forjtatadbemie
su Tharandt. Pt 85 Abbilbungen,
5 Tabellen und 3 Karten. RNr. 355.

Nafjrungsmittel. Grundhrung . RNah:
rurgsmittel v. Dberitab3arst Proj.
9. Biidoff in Berlin. Mit 4 Ab-
bilbungen. RNr. 464.

Rautit. Kurzer Abrif b. tdglid an
Bord pon Panbdeldidhiffen angew.
Zeild b. Edjiffahridtunde. Bon Dr.
Franz Sdulze, Dix. b. Navigations«
fhule gu Lubed. IMit 56 Abbilbgn.
Nr. 84.

Renenglijdie Lant- und Formenlehre von
Dr. Gilert Etwall, Prof. an der Linm.
Qund, Rr. 735,

jedyijges Refebud) (Sdhrift- und

oll5fpradie) mit Gloifar, gejammelt

und erliurert von Dr. Johanned G.

Salitfunahid, Dogent am Trient. Sent.

ber Univ, in Berlin, RNr. 726.

Heugriediifd = dentihes Geipradhss
budy mit bejond. Beridiiditigung b.
Umgangsipradie v. Dr. Johannes
Salitiunahig, Do3. am Semnar fiir
orient. €pradie m Berlin, Nr. 587.

Neunzehnte? Jahrhunbdert. Gefdidite
ves 19. Jafrhunbertd von Tsiar
Jdger, 0. Honorarprof. a. b. 1w,
Bonn. 1.B8ddj.: 1800—1852.RNr.216.

— — 2, Bandden: 1853 bi3 Cnbe bes
Jabrhunbertsd. RNr. 217.

Reuteftamentlidie Beiige{didite von
Lic. Dr. B. Gtaer!, Prof. a. der
Hniv. in Jena. I: Dex hijtorijde u.
Tulturgeididitl. intergrund b. Ur.
dnjtentums. M. 3 Larten. RNr. 323,

— — II: Die Religion b. Judbentums
im 3eitalter De3 Hellenidmusd und
ber Romerherridiaft. Mit 1 Blan=
ffizze. Nr. 326.

RNivelunge Not, Der, in Audwahl und
mitteljodiveutidie Grammatit mit
frgem TWorterh, b. Dr. BW. Golther,
Brof. an der Univ. Roftod. Rr. 1.

RNordamerilanifdie Lteratur, Gejdidie
ber, von Dr. Qeon Qellner, Prof. an
per Univ. Czernotwis. 2 Bddjen.
RNr. 685/86.

RNordifdhe Riteraturgeididite I: Jie
i8ldnd. u. noriveg Rifteratur des
Mittelalters v. Dr. Wolfg. Golther,
Prof. an der Univerjitat Roftod.
Nr 254

Nuipflangen von Prof. Dr. 3. Beh-
rend, BVorft. b. Grofherzogl. fand-
wirti@aitl. Verjudhdanit Auguften-
berg. 9Mit 53 Figuren. RNr. 123.

Dle. DieFette u. Ole jomwie b. Seifen-
u. RKerzenfabrifation u. b. Harze,
Sade, fyimiije mit ihren widtigiten
Hilisftoffen pon Dr. Karl Braun in
Berlin. I: Cinfiihrung in d. Chemdie,
Bejpredhung emigze: ©alze u. der
Fette undb Ole. Nr. 335.

£le und Rieditofie, Higerijde, von
Dr. &. Rodjuiien in Miltis. Mit
9 Ubbilbungen. Nr. 446.

Optit. Einflifjrung in b. gepmetrijdje
£ptil pon Dr. W Hinnicdhs in Wile
mezsborf-Berlin. RNr. 532,

Prientalijie teraturen. Die Haupts
fiteraturen pe3 Orientd pon Dr. M.
Haberlaubt, Privatbos. an b. Wi
verfitit BWien. I: Dre Riteratuyen
Lltafiend umd QJmbiend. Nr. 182.

— II: Die Siteraturen ber Peder,
Cemiten und Tiirfen. RNr. 163,
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Orientalije Siteraturen. Die drifts
Tidien Riteraturen He3 Lrients
pon Dr. Ant Baumitart. I: Gin-
leitung. — Dad drijt! caramdiide
n. d. fopt. Schrifttum. RNr. 527,

— — II: Da3 dpuitlidearabiihe und
bas athiopiidie Edrifttum. — Das
ditijtlidie Gdjrifttum ber Armenier
und Georgier. Nr. 528.

Criénamen im Deutidjen, Die, ifre
Gutwidlung u. ifre Herfunft von
Dr. Ruboli Sleinpaul in Reipigs
Gojlis. Nr. 573.

Chajrita. Die ventidien Kolonien
II: Ofrafrita von Prof. Dr. &.

Dove. Mit 16 Taj. u. 1 lithogr.
farte. Mr. 567
Literreid. iterreidiide Geididte

pon Prof. Dr. Franz v.frones, neu-
bearb. pon Dr. farl Ublir, Proj.
a. b. Unip. Graz. I: Von b. Urgeit
b. 3. Tobe SKonig Albredyts IIL.
(1439). Mit 11 Stammtiaf. Nr. 104,
— — II: Bom Tobe fdnig Albred)t3I1.
bi3 3. Weft]. Frieben (1440—1648).
Mit 3 CStammnrtafeln. Nr. 105.
— Sandedfunde v. Oiterreidi=lingarn
vont Dr. Alfredb Grund, Brof. an
b. Univerfitat Prag. Mit 10 Tert-
illuftrationen u. 1 Karte. RNr. 244,
Coidbing Najs, Die Metamorphoien
ped. Sun Ausdtoahl mit einer Cinleit.
u. Anmert. heraudgeg. v. Dr. Jul.
Biehen in Franffurt a. M. RNr. 442,
Padagogit im Grundrif von Profefjor
Dr. 9. Rein, Direttor b. Pdbagog.
CSeminar3 a. d. Univ. Jena. Nr. 12,
— Gefdhidyte der, pon Dberlehrer Dr.
9. Weimer in Wiedbaden. Nr. 145,
PBalangeographic. Geolog. Bejdidite
per Meere und Fejtlénder von Dr.
Frang Kofimat in Wien. Mit 6
farten. Nr. 4086.
Baliotlimatologie von Dr. Wilh. K.
Gdardt . Weilburg (Lahn). Nr. 482.
Paldontologie vor Dr. Rubd. Hoernes,
Profefior an ber Univerfitat Graz
Mit 87 ALLUbungen. MNr. 95.
Paliontoiogie nnd Abframmungsiehre
von Dr. far{ Diener, Prof. an der
Univerj. Wien. Mit 9 Avbilbungen.
RNr. 460.

. 460.

Palijtina. Landeds 1und Vollsfunde
Paldjtingd von Lic. Dr. Gujtay
Holjder in Halle. it 8 Bollbil-
bern und 1 RKarte. Hr. 345.

| Barallelperfpettive. Reditwinilige u.

jhiefwintlige Aronometrie v. Prof.
. Bonderlinn in Miinfter. Wit

121 Figuren. Rr. 260.

| Berjonennamen, Die dentiden, v. Dr.
Rubd. Gleinpaul in Leipzig. Rr. 422,

Peru. Die Corbdillerenitaaten von
Dr. Bilhelm Gievers, Prof. an
ber Univeriitit Giefen. I: G-
leitung, Bolivia und Peru. Dt
16 Tafeln u. 1 lith. Karte. Rr. §32.

Petrogtaphie v. Dr. BW. Bruhns, Broi.
an ber Bergaiabemie Clausihal
it 15 Ubhilbungen. RNr. 173.

Bilanze, Die, {Hr Vau und ifr Leben
von Brof. Dr. G. Demnert. it
96 Ubbifbungen. MNr. 44,

— pon Geh.Hofr. Prof. Dr.Adolf Hanien
in icgen. Mit zahle. ALL, Nr. 742.

Fflanzenbaulefre. Aderban= und
Rilansenbaulefhre von Dr. Raul
Rippert in Eijen u. Cmit Langen-
bed in Grog-Lichterfelbe. Nr. 232,

$ilangenbislogie v. Dr. W. Migula,
$rofeiior an b. Forftaiadbemie Cifes
nady. I: Allgemeine Biologie. Mit
43 Abbilbungen. Rr. 127.

R flanzenernafrung. Agritulturdjemie
I: Bflanzenemdhrung v. Dr. Karz!
Grauer. RNr. 329,

Pilanzengeographie v. Brof.Dr. Sudiv.
Tiels in Warburg (Dejfen). RNr.389.

Pflangentrantheiten von Dr. Werner

riedr. Brud, Privatdoz. i. Giegen.
it 1 farb. Taf. u.45 AbL. RNr. 310,

Pflangenmorphologie. Morpholegie
u. Organsgraphie d. Bflangen von
Prof. Dr. M. Rordhaujen in Liel.
Rit 123 Abbilbungern. RNr. 141.

Bilangenphyiiologie von Dr. Abolf
Hanjen, Brof. an der Univeriitat
Giegen. Mit 43 ABGilD. RNr. 391.

PBilanzenreich3, Die Stimme be3, bon
Brivathoz. Dr. Rob. Bilger, Kuijtos
am fgl. Botan. Garten in Berlin«
Dabhlem. ARit 22 ALH, RNr. 483.

Pilanjenwelt, Die, ber Gewiiffer von
Dr. B. Migula, Brof. a. b. Forjtal.
Gifenad). it 50 ABL. Nr. 158

Bilanzenzelleniegre. Jellenfehre wnd
Hnatomie der Pilangen poun Prof.
Dr. . Miehe in Leipzig. it 79
Abbilbungen. r. 556.

Pharmatognofie. Bon Apotheler &-

s Edmitthenner, HAjjift. a. Botan.
Smititut d. Tedyn. Hodhidule Rmlz-
rufe. RNr. 251,
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$Harmazentifde Cheinie von Brivats

buaent Dr. §. Mannbeim in Bonn.
4 Bandaen. Nr. 543, 44, 588, 682,

‘Rnxlnlngtc, Gefdidte b. Hafiifjden,
b. Rilfh. Kroll, ord. Prof. a. b.
umb ‘Muniter in Weiftf. Nr. 367.

Pyilofophie, Ginfithrung in bie, von
Dr. Mar Wentidier, Profefior an
per Univeriitdt Bonn. RNr. 281.

Ryilofophie, Gejdhidte b., IV: Nenere
Rpilofophie bi3 Kant von Dr. B.
Baud, Brofeiior an der Univerjitdt
Qena. Nr. 394.

— — V: Jmmanuel Kant von Dr.
Brung Baud), Profefior an b. Uni-
verjitat Jena. MNr. 536.

— VI: Die Philofophie im erjten
Drittel bed 19. Jafrhunderts von
Arthur Drews, Prof. der Rhils=
jophie an ber Tedn. Hod)idule in
Rarldrube. Mr. 571.

— VII: Die Philojophie im gweiten
Drittel bed 19, Jahrhunderts von

Arthur Drews, tof. ber Philos
jophie an ber Tedn., Hodijdule in
Raridrube. Rr. 709.

— Hanptprobleme der, . Dr. Georg
Eimmel, Profeijor an der Umwer-
jitat Berlin. RNr. 500.

— Riydiologie und Logit zur Ginf. in
b. Bhilojophie von Brof. Dr. Th.
Glienbans. Wit 13 Fig. Nr. 14.

%!;ntngtmmeb::c md Cterespfoio-

te von Profeijor Dr. s;'»cms
Dod Mahr.-Reiptivdhen. IMit
59 w:btlbgn Rr. 699.

%bnmgrabbte, Elt. Bon H. RKefler,
Bro 1. I. Grapbiiden Lefr-
und %enu&;éammlt in Wiem. Mt
3 Taf. und 42 ABBID. Nr. 94

Bhyiif, Theoveti{de, ron Dr. Gujiay
SQiger, Prof. ber Phojil a. b. Tedin.
Hodyidule L.Bien. L. Teil: Medyanit
und Afujtit. Mit 24 ABL. KRr. 0.

— — TI. Teil: Qidht u. Wirme. Miz
47 %Iﬁbllbuztgen RNr. 77.

—_—— Teil: Eleltrizitit u.magne=
tismus. it 33 9, . Nr. 7S,

— — IV. Zeil: Cleftromagnet. “xd')t-
fheone und Gleftronif. Mi. 21 Fia.

. 374,
%Imgt, Gejdiidie, der, von Proj. A
ifiner m Wertheim a. WM. I: Tie
Bhyjif bis RNevton, Mit 18 Fig.

MNr. 263,

Roniif, Gejdidte, der, vom ‘Brnf oA
RKiftner in Werthelir a. M. II: Tie
BhHyiif von Newton 513 3. Gegens
jpart. it 3 Fig. . 294.

Koy iitalifd = Chemijdhe Redenani:
gaben von Prof. Dr. R. Abegg und
PRrivatdbozent Dr. L. Cadur, beide
an der Unib. Breslau. Nr. 445.

$Imn!ahfd;eﬁufguﬁenfamm[ung pon

Mafler, Brof. ber Mathematit
‘ElSE)nn! am Ggmuajium in Ulm.
wlit ben Rejultaten. RNr. 243.

~— gormelfammiung pon &. Mabler,
$Brofefjor am Gymmajium it Ulm.
Mt 65 Figuren. Nr. 136.

— Miejjungsmethoden von Dr. Wilh.
Bahdt, Therlehrer an ber Thers
realidiule in Grog-Lidjterjelbe. Mit
49 Figuren. Nr. 301.

— Tgbellen v. Dr. 2. Qeid, Therlefrer
an der Comeniusichule zu Berlins
ESdidneberg. RNr. 650.

%ﬁnﬁnlnmidw Ghemie pon Dr. med.

, . Legahn in Berlin. I: Affimilas

tion. Mit 2 Tafeln. RNr. 240.
— — II: Dijffimuation. Phir 1 Taf.
RNr. 241,

‘Bim fifdhe Gengraphie von Dr. Siegnn

Gimther, Prof. an der fgl. Tedyn,

Hodyidule in Miinchen. AMit 37 Ab-
bilbungen. %r. 26.

Bhyiifde Meerestunde von Brof. Dr.
@Gerh. Scott, Ubteilungsdvorit. b. b.
Deutidy. g.eemarte in amburg. M.
39 Abb. im Tert u.8 Taf. RNr. 112,

Pilze, Die. Cine G—mfubmng in bie
fenntnid ihrer u-ormemed)en pon
$rof. Dr. G. indau in Berlin. it
10 Figurengruppen i.Tert. RNr. 574,

Pionierdienit, Der, pog Major Reidiarat,
%mm’(enstnmm. im Junfant-Regmt.
SAronpring (Nr. 4) in Chemms. Mt
150 9Ubb. Rr. 730.

Blaneteniyftent, Aftronomie (Grdfe,
Bemwegung u. Cnifernung d. Him=
meldforper) pon A. F. Mobius, neu
bearh. pon Dr. Herm. Kobold, Prof.
a. b. Univ. Kiel. I: Das Planeten-
jpitem. it 33 Abbilb. Nr. 11.

PBlantton, Das, bed3 Vieered von Dr.
@. Ctiesny in Wien. it 83 AS=
bilbungen. RNr. 675.

Plaijtit, Die, dbeS Abendlandes von
Dr. Hans Gteginann, Diretior bes
Bayger. Nationalmujenms in Miin-
dien. Wit 23 Tajeln. Wr. 116.
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PlafiTt, Die, feit Beginn bed 19, Fahizs
Hunbderts pon A.Deilmener in Wiin-
den. Mit 41 Vollbildern. RNr. 321,

Blattdeutide Dunbdarten por Dr.Hub.

© @rimme, Profeiior an der Univer-
jitat Minjter 1. W. Nr. 461.

Roetit, Deutide, v. Dr. . Borinsli,
Brof. a. b. Univ. Mitndjen. Nr. 40.

Rolarlidi. Crbomagnetibmud, Grds
ftrom u. Polarlidit von Dr. 9.
Nippoldt, Mitglied ve3 fgl. Preup.
Meteorolog. JInjtituts zu Potsdam.
Mit 7 Taj. u. 16 Figuren. Nr. 175.

Polniidie Geididhte von Dr. Clemens
Branbenburger in Pojen. Nr. 333.

Rommern. Landesfunde von Pom:
mern von Dr. W, Deede, Vrof. an
ber Univerjitat Freiburg i. B. Wit
10 ABL. und Rarten im Tert und
1 Qarte in Lithographie. RNr. 575.

PBortugiejijde Gejdidite v. Dr. Gujtay
Tierds in Berlin-Steglis. RNr. 622.

Rortugiefijdie Qiteraturgejdiidie von
Dr. RKarl pon Reinbhardijtoetiner,
Projejior an ber Kgl. Tedn. Hod)s
jdule Mimden. Nr. 213,

Bojamentiererei Tertil-Induiftvie I1:
Weberei, Wirlerei, Pofamentiere:
rei, Spisen= und Gardinenfabris
Pation und Filzfabrifation v. Proj.
Mar Guriler, Geh. Regierungsrat
im fgl. Ranbedgewerbeamt zu
Berlin, Mit 29 Fig. RNr. 185.

Poftredit vor Dr. Alfred Wolde, Pojts
injpeftor in Bonn. Nr. 425.

Pregluftwerzeuge, Die, von Diploms
Sng. P JMtig, Oberlehrer an ber
fail. Tedin. Sdule in Strafburg.
it 82 Figuren. RNr. 493.

PBreupifde Gejdhidite. Branbenburs
gijd=Brengiide Gejdidite v. Proj.
Dr. M. Thamm, Direftor b. Kaifer
BWilhelms-Ghmnajiums in Monta»
baur. Fr. 600.

Preugijdied Staatdredit von Dr. Fris
Stier»Gomlio, Prof. an der lUniv.
Bonun. 2 Teile. Hr. 298, 299.

Piydyiatrie, Forenfijdye, von Lrofefjor
Dr. . Wenhgandt, Dir. ber Jrrens
anftali Friedrid)dberg in Hamburg.
= Banbdien. RNr. 410 unb 411,

Piydiologie und Logif gur Cinfihrung
in b. Bhilojophie v. Brof. Dr. TH.
Gijenbans. Nit 13 Fig. Jr. 14,
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Bindopsy Y, Grunbrig der, v. Brof.
Dr. 6. F. 2ipp3 in 3urid). DMit
3 figuren. Rr. 98.

Bumpen, Drudwaijers und Drudinits
Anlagen. Cin furser Qiberblid von
Tipls3ng. Rubdolf BVogdt, Regies
rungsbaumeiiter a. D. in Aachen.
kit 87 Abbilbungen. Nr. 290.

Cuellenfunbde b, deuntifien Ge{didite
pont Dr. Carf Jacob, Prof. an der
Univerfitat Tubingen. 1. Band.
Rr. 279.

Rabdisalttivitit pon Dipl-Jng. Wilh.
Frommel. it 21 ABL. Nr. 317.

Rednen, Tad, in der Tedmif u. feine
Hilfsmittel (Redenidhieber, Rechen«
iafeln, Rechenmaidhinen ujw.) von
Jng. Sob. Gug. Mayer in Freiburg
i Yr. MWit 30 ALGIlD. Nr. 405.

— Rauiminniihes, von Profejior
Ridyard Juft, Lbherlehrer am Der
£ifentlichen Hanbelslefranjtalt ber
Dresbener Kauiniannjdiajt. 1. IL
IIL Mr. 139, 140, 187.

Redjit des Birrgerlidhen Gefesbuds,
Grite3 Buch: Allg. Ted. %; Cins
leitung — KeBre v. b. Perfonen u.
9. b. Gaden o. Dr. B. Tertmanm,
PBrof. a. b. Univ. Crlangen. R, 447,

— — II: Griverb u. Berlujt, Geltends
madhung u. Sdjns der Redyte poxn
Dr. Raul Dertmann, Profefjor an
ber Uniserfitit Crlangen. Fr. 448,

— 3weites Budy: Edulbredt. L Abs
teilung: WAllgemeine Sehren von
Dr. Pau! Qertmani, Vrofefjor an
ber Univerjitat Crlangen. Nr. 323,

~— — TII Abt.: Die einzelnen Schulds
perfaltuiije v. Dr. Baul Certmanmn,
Prof. an ber Univerjitat Erlangen.
RNr. 324,

— Qritte3 Budy: Sadyenredt von Dr.
F. Sresidimar, Cherlanbesgeridyias
Tat in Dresven. 1: Allgem. Lehren.
Bejip und Cigentum. RNr. 480.

— — II: Begrenste Redjte. RNr. 481,

— Rierted Budy: Familienvedit von
Dr. $einrich Tise, Brofefjor an ber
Univerjitit @ottingen. Rr. 305.

— Finfted Budy: Grbrecht yon Dr.
sBilhelnt pon Blume, orp. Brof. ber
Hedite an ber Univerjitdt Thbingen.
I. ¥bteifung: Einlettung, — Die
@runblagen des Erbrediisd. Nr 659,

— — II. 9%bteilung: Die RNadlai=
beteiligten, SNit 23 Figuren, Nr.660,



et ver SBeriidierungsunternefs
mungen, Pa3, ron Regierungsrat
a. T. Dr. jur. ®. fedl, erjtem
Direftor der Humberger Yebensz-
veriiderungsbant, frufer Mitgled
pes Kaijerlichen Yuffichisamis fur
Frivatveriicherung. . 6335.

Seditsidius, Ter internationale ges
werblidie, oon J. Neuberg, Kaijerl.
Regierungdrat, Mitglied d. Kaijerl.
Patentamts zu Berlin, Nr. 271.

‘Reditswiifenidaft, CGinfiilhrung in
pie, von Dr. Iheobor Cternberg
in Berlin. Iz Methoben- und
Cuellenlefre. Fr. 169.

— — II: Da3 ESpitem. RNr. 170.

Rebelehre, Deutidie, v. Hand Vrobit,
®omnaijialprof. inBamberg. Nr.61.

Revefdrift fiefe: Stenographie.

Reidi3{inanzen, Die Cutwidiung der,
pon Prajibent Dr. R. van ber
ﬂ‘otgbt in WBerlin. Nr. 427.

Religion, Die Cniwidlung der d;nr-
licdgen, innerhalb de3 Jteuen Tejre=
mentd oon  Profefjor Dr. Lic,
€azl Clemen. RNr. 388.

SReligion, Tie, ded 3nbmtnm3 im
eitalter Ded PelleniSmus u. detr
omerherridiaft von Lic. Dr. W,

Ctaerl (Reuteftamentliche Jeit:
gefdhidyte IL.) it einer Plan-
ffizse. JNr. 326.

Religionen der Naturpdlfer, Dic,
pon Dr. 5. ?Icf)ehé Brofefior in
Bremen. Nr. 4

Siehgwnémnfem:baft,?xbrm ber per-
gleidiendben, oon Profeijor Dr.
Th. Adjelid in Bremen. MRr. 208

Renaiffance. Die Kuitur der Fe-
naiffance. @Gefittung, Foridiung
Didtung v. Dr. Robert §F. Amold,
PBrof. an ber Univerjitdt Wien
Nr. 189.

Reptilien. Dad Tierreid) III: Rep-
tilien und Amyhibien. Bon Dr.
Frany Werner, Prof. a. b. Univerf.
Wien. Mit 45 Abb. Rr. 383.

RYeinproving, Landedfunde der, vor
Dr. 8. Cteinede. Tireftor b. Renl
nmnaimmé in Gjfen. it 9 ALH.,
3 Kartden und 1 Karte. FNr. 308,

Rieditofie. ﬂthernd)c Sle wd
Riechitoffe von Dr . Rodyujfen n
Miltis, Mit 9 ABD. Nr. 446.

Homan. Geftﬁxd\tt bed deutiden
FRoman3d pon Dr. Hellm. Mielfe.
N1, 229,

Romanifde Syradwifienidaft oson
Dr. 'llbolr Bauner, RProf. a. d. Unip.
®raz. 2 Banbe. Rr. 128, 250.

Fomijde mtettumgrunbe pon Dr.Qeo
;lglnd)_in Wien. Mit 8 VBollbilbern.

t. 45.

Rimijdie Geididite von Realghm-
najial-Direftor Dr. Jul. Kodh) in
Grunemald. 2 Bdchn. (I. fdnigs:
zeit und Republif. II: Die Kaijer-
seit bi3 gum lUntergang besd We
imiidien Reiches.) RNr. 19 u. 677.

Rimifde Literaturgef{didite von Dr.
Herm. Joadhim in Hamburg. Nr.52,

fdmijde und griedijde Diythologie
vont Profefjor Dr. Hermann Cteu-
bing, Reftor bed Gypmnafiums in
Cdneeberq. Mr. 27,

“Romifde .‘Recﬁ@gefﬁﬁitﬁta pon Dr.
Robert von Mayr, Prof. an der
A,eutxcben Univer]. Prag- 1. Bud:
Tie Jeit b. Volfsrechtes. 1. Haljte:
Das Hifentliche Recht. RNr. 577

—— 2.9dl{te:Das Privatred)t. Nr.572.

— 2. Bud): Die Jeit bed Umis-
und Berfehrsredhted. 1. Hilfre:
Das difentlihe Recht. Nr. 645.

— — 2, Hiljte:
Rr. 646.

— — 2, Halfte:
RNr. 647

— 3. %urf) Die JBeit des Reidis= und
Volfsredjies. Nr. 648

— 4. Budy: Die 3elrber Snentahfxerung
pe3 romijchen Redjtes. Rr. 697.

Rugland. Sﬂuﬁmﬁe Gefdiidite von
Brof. Dr. W. Reeb, Oberlehrer am
%euen@nmnafmmm Deainz. Nr. 4.

— Lanbdestunde Ded Curopdiiden
Rnflandd nebit Finunlauds von
Profefjor Dr. A. %I)tlnpmon in
Halle a. G. RNr. 3

Ruijifdi=deutides @efumd;éﬁur.ﬁ von
Dr. Gridy Berneler, Proferior an
ber Univerfitdt Mitndjen. Nr. 68.

Ruijiffe Grammati¥ von Dr. Crich
Bernefer, Brofefjor an der Univer-
jitat Mimden. RNr. 66.

?Rumfd;e Hanbdelstorreipondens von

Zheobor won mmmm@m in

Eematg RNr. 315.

Dad Privatredit I
a3 Privatredit II.

Ruiiiides Lejebud) mit Glojjar von
Dr. Crich Bernefer, PBrofefjor an
ber Univeritit Mindjen. Nr. 67.
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Ruijijde Kiteratur vom Dr. Cridy
Boehme, Leitor a. b. Hanbeldhodh= |
jchule Berlin. I Teil: Auswahl mo- |
perner Proja u. Poefie mit auss |
jiihrlicdhen Unmerfungen u. Afzents
bezeidhnung. Nr. 403.

— — II. Zeil: Beevozoas Mapmuus,
Pazcraser. Mit Anmerfungen und
Uizentbezeidnungen. Nr. 404,

Ruijiide Literaturgeidjidite von Dr
®eorg Polonskii i Minden
. 166.

Ruififdes Bolabelbud;, Kleines, von
Dr. Cridhy Boehme, Qeltor an ber
Sandeldhodyichule Berlin. Nr. 475.

Ruififdes Worterbud).  Deut{d-ruffi-
jhes faniminnijhes Worterbud) von
Micdhael Kuihanet in Dresben. RNr. 717.

Futhenijde Srammaiif vyonDr.Stephan
pon Gmal-Gtodyi, 0. b. Prof. aun
b. Univ. Czernowis. Nr. 680.

Rutfenijd-veutides Gejpridsbud) von
Dr. Gtephan pon Smal-Stodyi, o.
B, Brof.an b.Univ.Czernomwis. Jir. 631.

Sadenredit. Redit b. Biirgerl. Ges
{esbudied, Dritted Budj: Sadiens
redit von Dr. §F. Kregidymar, Chers
Ianbe3geriditérat i. Dresben. I: Al
gemeine Qehren. Befis u.Gigentum,

— —II:Begrenzte Rechte. Nr.480.481.

Sad3, Hans. Audgewdhlt u. erldut.
p. Prof. Dr. Suliug Sahr. Nr. 24,

Sad)fen. Sadiifde Gefdidte v. Prof.
Dtto Kaemmel, Refior b. Nitolai-
ghymnajiums zu Leipzig. Wr. 100.

— QanbeSfunbe bed Kbnigreids
Sadyfen v. Dr. §. Semmrich, Obers
lehrer am Realghmnai. in Plauen.
IMit 12 ABD. u. 1 Karte. Nr. 258.

Sdugetiere. Dad Tierreid) I: Sduges
tiere pon Oberjtubienrat Prof. Dr.
Surt Lampert, Borfieher bed Kal.
Raturalientabinetid in Gtuttgart.
Mit 15 Abbilbungen. RNr. 282,

Gdaltapparate fiche: Clefirijde Sdalt=
apparate.

Edatientonfituttionen von Profefjor
§. Bonderlinn in Mitnjter. Mit 114
Figuren. Nr. 236.

Sdjle3wig=Holftein. Landestunbde bon
©dieswig=Holjtein, Helgpland un,
der freien und Hanieftadt Hams
Burg von Dr. Paul Hambrud), Ab-
teilungdooritefer am Mujeum fiir
Bilterfunbe in rg. it ABG.,
Rlanen, Profilenm und 1 Larie in
Qithographie. Rr. 563.
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SBhifis= und Kitftenartillerie bis zur
Gegenwart, Die Entwidiung der,
pon forvetienfapitan Huning. it
Abbild. und ZTabellen. Rr. 605.

Sdilenfenban. Kanal: n. Sdicujens
ban von Regierung3dbaumeifter
£tto Rappold in Stuttgart. Wit
78 Ubbilbungen. Rr. 585.

Sdmalipurbafnen (Klein., HUrbeiid«

u. Feldbahnen) v. Dipl «JIng. Aug.
Bosdhart in RNiirnberg. Mit 99 Hbs
bilbungen. Hr. 524,

Sdymaroger und Sdimarsherium in
ber Tierwelt., Crite Cinfuhrung in
bie tierijhe Cdmarogerfunde pon
Dr. Franz v. Bagner, a 0. Prof. a.
b. Unib. Grag. Wit 67 AL, Hr. 151,

SdreinersArbeiten. Tifdhlers (Shrei:
ner=) Arbeiten I: Materialien,
Handwertszenge, Majdinen, Gine
zelverbindungen, Fupbiden, Fens
jter, Feniterlaben,Treppen, Aborte
von Proj. . Biehmeger, Architeft
in &0In. Mit 628 Fig. auf 73 Tas
feln. %Mr. 502,

Sduldbredit. Redjt ve3 Biirgerl. Ges
fesbudjes. Sweited Budy: Sduld:
redit. 1. ¥bteilung: Aligemeine
Lefren pon Dr. Baul Qertmann,
%rof. a.b. liniv. Erlangen. K. 323,

— — JL UAbieilung: Die ebmzelnen
Cdulbvechilinijie von Dr. Baul
Lertmann, Profefjor a. b. Unis
verjitat Grlangen. RNr. 324.

Sdule, bie beutide, im Hudlanbde non
Hand  Umrbein, Ceminar-Ther
lehrer in Rbeydt. Mr. 259.

Sdinlfand. Die Banfunit ved SHuls
haufed von Prof. Dr.-Ing. Ernft
Betterlein in Darmijtadbt. 1: Dad
Cdjulhauad. AMit 38 2bbikd. II: Die
Gdjulrdume — Die Rebenanlagen
IMMit 31 ALHiD. 9r. 443 unbd 444.

Sdulpraris. Methodbif ber Volidjchule
pon Dr. R. Senfert, Geminarbivels
tor in Bidjopau. Rr. 50.

Sdweif= und Sdineidbverfahren, Dad
autogene, pon Jngenieur Hand
Rieje in Kiel. MWMit 30 Fig. Nr. 499,

Sdweiz. ESdweizeriide Geididte
pon Dr. &. Danblifer, Profefjor an
ber Univerfitdt Biiridy. Nr. 188.

— Qanpedfunde ber Sdwei; von
Prof. Dr. §. Baljer in Berm. Mit
16 %bh, und 1 Larte. Nr. 398,



Shwimmanitalten. Offentl. Babde=
und Ediwimmanitalten von Dr.
Qarl Wolff, Stadbt=-Lberbaurat in
Dannoper. it 30 Fig. Jir. 380.

Seemadit, Die, in der deutifen Ges
friudyte von BWirkl. Adbmiralitdtsrat
Dr. Emit von Halle, Profelior an
ver Umiverfitdt Berlin. Mr. 370.

Seeredit, Dad beutihe, pon Dr. Ltto
Branbid, Therlanbesgeriditsrat in
Hamburg. I: Allgemeine Lehren:
SGerjonen undb ESadien bed Cee-
rechts. Mr. 386.

— — II: Tie eingelnen jeereditlichen
Schulbperhaliniije: Bertrage bdes
Ceereditd undb aufervertraglidje
Hajtung. RNr. 387.

Seifenfabrifation, Dic, bie Seifen=
enalyfe und b, Qerzenfabrifation
p. Dr. §arl Braun in Berlin. (Die
%ette u. £le I1.) it 25 Abbilbgn.

€¢mttx€(ﬁe Gz)mrﬁmﬁmfdmtt von
C. Brodelmann, Profejjor an
ber uumen K{bnigdbery. Mr. 291,

Serbofroatijje Grammatit von Dr.
Rlabunir Coropié, Bibliothelfar ded
bodn.-hersegots. Landesmuieurs
in €arajevo (Bosuien). Nr. 638,

Cexbolfroatijded Lejebud) mit Glojjar
pon Dr. Blabimir Corovié, Biblio-
thefar be3 boén.=Herjegomw. Lunbdess
mufenms i. Savajesp (Bosdn.). N1.639.

Eerbolroatijddentidies . Gejprididbud)
son Dr. Bladimir Corovié, Biblio-
thefar bed bo2n.=herjegom. Qanbes-
mujeums i. Zarajebo (Boin.). Nr.640.

Cilifate. Jndujirie ber Silifate, der
Hinftliden Banfteine md bes
Wibrteld pon Dr. Guitap Rauter in
Charlottenburg. I: Glas u. ferami-
jdie Indujtrie. M. 12 Taf. RNr. 233,

— —II: Tie Indujtrie ver tunftliden
Saujteine unb bed Miortels. Wit
12 Tafeln. Nr. 234.

Simplicind Simplicijjimud pon Hand
Jafob Ghriftoffel v. Grimmelshau-
jen. Qn Yuswah! Herausgeg. von
Pref. Dr. §. Bobertag, Dojent an
ber Univeriitat Breslau. MNr. 138.

€lanbdinavien, Rande3funde von,
(Edtveben, RNortwegen 1. Tane-
mart) pon Heinvid) Kerp, Kreis-
jchulinipeftor in ﬁ‘reugbugg. it
11 966, und 1 Rarie. T, 202,

Slabifde Qiteraturgeididte v, Dr. S.
Qardfef in Wien. L: Altere Literat,
b2 zur Wiebergeburt.s RNr. 277.

— — II: a3 18. Jafhrh. Fr. 278,

Sogiale Frage, Die Gutmwidinng der
iosialen Frage von Profefior Dr.
Serbin. Tonnied. Nr. 333.

Sozialperfidernng von Prof. Dr. ‘m-
fred Manes in Verlin, Nr. 26

Soziplogie von %Rrof. Dr. ’ﬂmmas
Achelis in Bremen. Rr. 101.

Eypalts und Shleimpilze. Gine Gine
jithrung in ihre Renninid pon Rroi.
Dr. Guftap Linbau, Kujtos am Kgl.
Botaniiden Muieum und Pricat-
bogent dber Botanif an ber lUniv.
Berlin. it 11 Abb. RNr. 642,

Spanien. CSpaniide Gejdidite von
Dr. Guitap Dierds. Nr. 266.

Randestunde der Jberijden Halb=

infel v. Dr. Frik Regel, Prof. an

ber Unip. Wiirzburg. Mit 8 Kért-
dien unb 8 AbLLilD. im Tert und

1 Rarte in Farbendbrud. Nr. 235.

Spanifdie Handeldforrefpsudens son

. Aljrebo Nadal de Mariescur=
rena. Rr. 205.

Sypanijde Qiteraturgeididite v. Dr.
Rub. Beer, Wien. L. I1. Nr.167, 163.

Syeidier, Jnbuijtrielle und gewerb=
lidge Bauten (Speicher, Lagerhiu=
fer u. Fabrifen) v. YUrdhitett Heinr.
Galymann in Diifjelbori II: Spei=
dier u. Lagerhdujer. IMit 123 Fig.
RNr. 512.

Spiunerei. Tertilinbufirie I: Spins
nerei und Bwirnerei pon Prof.
Mar Giirtler, Geh. Regierungsdrat
im ﬁum% Lanbeégemerbeamt 31
PBerlin. Mit 39 Figuren. Nr. 184,

Spigenfabrifation.  Tegtilinduitrie
I1: Reberei, Wirlerei, Rojamens=
tieverei, bttm- und Gardinen=
fabrifat. 1. Filzfabrifation von
Proj. PMar Gurtler, Geh. Regie=
rungdrat im .ﬁ% Ranbesgeterbe=
amt ju Berlin. Wit 29 Fig. Nr.185,

Zportaniagen pon Dr. phil, u. Dr.-Jng.
Gbuard Sdmitt §n Darmitabt. %.
Mit 73 Ubbildungen. Nr. 684.

Zprudipiditung. Walther hnn ber
PBogelweibe mit Audwahl aqud
Minnejang b Sprudididiiung.
Dit Anmerfgn. u. einem Worters
bud) . Crito Guintter, . ®Brof. a. b.
Dberrealjdjule u. an der Tednijden
Sedyidule m Stutigart. Nr. 23,

23,



Etaatslefire, HNilgemeine, von Dr.
Hermarm Rehm, Prof. a. d. Uwws
perjitat Sirafburg i. Nr. 358,

CtaatSred)t, Allgemeine?, von Dr.
Julwd Hatidef, Prof. b. Redjte
an ber Umwerjitdt Gbttingen.
3 Bindbchen. Mr. 415—417.

€taatdredt, Breugijdjes, von Dr. Friy
Gtier-Gomlo, Brof. a. b. Univerjr
tot Bonn., 2 Teile. RNr. 298, 299,

Stadtitraienban bon Dr=Jng.GeorgRlofe

_Im Betdin. Mit 50 Abb. MNr. 740.

Stammesfunde, Deutihe, von Dr.
Rudolf Mud), a. 0. Prof. a. d. Unis.
Wien. M. 2 Kart. u. 2 Taf. Nr. 126.

Stati? von W, Hauber, Dipl.-Jng.
1. Teil: Die Grundlefren der Stas
1if ftarrver KRbrper. Mit 82 Fig.
%ir. 178.

— — I Zeil: Angewandfe Statil.
Rit 61 Figuren. Rr. 179.

— Grayhifdje, mit bejond. Berid-
fichtig. der Emfluplinien von SKgl.
Dberlebrer Dipl.=Gng. Otto Hentel
in Rendaburg. 2 Teile. AMit 207 Fia.

695.

€teinfouerarveiten. Maurers und
Steinhauerarbeiten von Prof. Dr.
phil und Dr.oJng. Cbuard Sdymitt
in Darmijtgdt. 3 Banddjen. Wit
piefen 2bbilbungen. Nr. 419—421,

‘Etellmerte.  Die Strafiftellverfe der
Eijenbahuen von . Sdheibner, Kql.
Oberbaurat a. T. in Berlin. 2 Band
dien. Mit 72 Abbild. Nr. 689/90.

— Die medaniiden CStellwerfe Dder
Gijenbahnen von S. Cdieibner, &gl
COberbaurat a. D. in Berlin. 2 Band-
des. Mit 79 ADbild. Nr. 674 u. 688.

Stenographie. Geidiidite ber Stenos
graphie pon Dr. Arthur Menp in
fKbdnigdberg 1. Pr. Nr. 501.

Stenpgraphie n. d. Syftem v. F. X.
Gabeldberger von Dr. Albert
©dramm, Lanbedamidaijefjor in
Dresven. NRr. 246,

— Die Rebeidirift be3 GabelSherger=
{dien Syjtemd von Dr. exrt
Cdiramm, SandedamiBaiieifor in
Dredben. Nr. 368.

Stenographie. Lehrbud) b. Verein-
faditen Dentidien Stensgraplie
(Ginig. - Gyftem Stolze » Sdjrey)
nebjt Gdliifel, Sefejtiiden u. emem
Mnhang von Profeijor Dr. Amiel,
Oberlehrer bes RKabettenforps in
Richterjelde. Rr. 86.

25

Stenogravhie, Hevetdritt. Sebhrbud b,
MEDe)TNE D. < lha ciplzesSdren
nebft Surzungsbeiip., Yefefruden,
Cehliifie! und einer Unleitung zur
CGteigerung ber ftenographiidhen
Fertigfeit von  Heinndh  Droie,
amil. bad. Ranbdtagsitenograph in
SarlBrufe (B.). Rr. 494,

Sterendiemie von Dr. €. Webelind.
Brof. an der Univerfitdt Tubingen.
Mit 34 Abbilbunpen. RNr. 201,

EStereometrie pon Dr. R. Glajer in
Ctuttgart. Mit 66 Figurem.
Rr. 97.

Sternfyftem. Aftronomie. Groge, Be-
fwegung 1. Entfernung b. Himmels:
fﬁ:%er o, . §. Mdbius, neu bearb.
9. Dr. Herm. Roboldb, PBrof. a. b.
Univer]. Riel. II: Rometen, Vie-
teore u. bad GSternjnitem. Mit 15
Fig. u. 2 Cternfarten. RNr. 529,

Steuerinfteme ded Huslaubes, Die,
9. Geh. Dberiinanjrat O. Sd)vary
in Berlin. 426.

Stilfunde v. Prof. Rarl Otto Harts
mann in Gtuttgart. it 7 Bollbild,
u. 195 Tertillujtrationen. RNr. 80.

Stidjiometrijdie Anjgabenfamminng
pon Dr. Wilh. Bahrdt, Oberl. an
D. Oberrealidjule in Grof-Lidter-
felbe. Mit ven Refultaten. Nrx. 452,

Strafenbahnen von Dipl-Jng. Aug,
Boshart in RNiinberg. Wit 72 Abe
bilbungen. Fr. 539.

Strategie von Loffler, Major tm Rgl.
Gady}. Qriegdmin. .. Dredd Nr.505.

Strime unmd Spannungen in Starks
ftrommesen v. Jof. Herzog, Dipls
Glettroing. in Budbapeit u. Clarence
Seldontann, Brof. b. Clettotednit m
Delft. Mit 68 AbL. Fr 458,

Shipamerifa. Seid)idite Shidameritas
pon Dr. Hermann Qufft I: Das
jpanijche Sitdbamerila (Chile, Argens
tinien und die Heineren Staatem)
. 632, ;

— — II: Da3 poriugiefijde Siids
amerifa (Brajilien). Rr. 672.

Sitdjeegebiet. Die deutiden Kulonien
II: Da3 Shbdfeegebiet und Kiaus
tidhon o, Prof. Dr. L. Dove. M. 16
Taf. u. 1 Lth. Karte. MNr. 520,

Talmup, Die Gutitejung bde3 Tals
mud3 pon Dr. &. Funt in Bo3los
foig. MNr. 479.

zalmub»ruﬁ.m pon Dr. &, Funl in
Boslowis. Fr. 588,



Zednifd=Chemiide Analyfe von Dr.
®. Yunge, Prof. a. b. Cidbgendii.
Rolptedin. Schule in Biiridh. it
16 Ubbibungen. MNr. 1935.

Tedmijh=demijdie Rednungen b. Chem.
H. Teegener. Mit 4 Fig. Jir. 70L.

Tedniide Tabellen und Formeln von
Dr.=3ng. W. PMuller, Jipl-3Ing.
am $gl. Materialpriifungdamt zu
@rob'ﬂu:bterfelbe Mit 106 Fis
guren. Nr. 579

Tednijdes Enrterﬁutb, enthaltend bie
widytigiten Ausbritde b. Majdinen-
baues, Cddiffaues u. b. Glefiro-
tedinit pon Crid) freb3 in Verlin.

1. Teil: Dnch.-Cngl. Nr. 395,

— — IL %eil: Cngl.-Dtjch. Rr. 396.

— — III Teil: Dtjd).~Frans. Rr. 453.

— — IV. Teil: Franz.»Dtjd). Nr. 434.

Tedinologie, Allg.diemiid. v. Dr.Guit.
Rauter in Charlottenburg. Nr. 113.

— Medjaniide, v. Gebh. Hofrat Proj.
A [l e m Braunjd)iveig.
2 Bpe. Nr. 340, 341.

Keeriarbitofie, S':te mit bef. Beriid-
fidytig. bex itmt!;etxich SRethodben v.
Dr. ans Budjerer, Brof. a. b. Kal.
Tedn. Hodyidule, Dresd. Rr. 214.

sdq;mhmred)t 9. Boftinfpeltor Dr.

Alfred Wolde in Bonmn. I:
Iemmg @e{dnd;ﬂufye Cutwidlung.
Die Gtellung d. deutid). Telegra-
pheniveiens tn offentl Redjte, alI-
gemeiner ZTeil. MNr. 509.

— —II: Die Stellung b. dbeutjd. Tele-
grapfenwejens im Hifentl. Redyte,
befonbderer Teil. Dad Telegraphen-
Ctrajredit.  Red)tdverhaltnid b.
Zelegraphie 3. Publitum. Rr. 510,

Kelegraphie, Die eleltrijdie, v. Dr.
Snb. Rellftab. Mif 19 Fig. Nr. 172.

Lejtament. Die Gniftehung desd Alten

Teftamentd p. Lic. Dr. V. Staert,

Prof. a. b. Unip. Jena. Nr. 272.

— Die Entitehung bded Neuen

Teftaments v. Prof Lic. Dr. Earl

Clemen in Bonn. RNr. 285.

Fertilinduftrie, I: Spimumerei und
Smtmzru p. Prof. Mar Giirtler,

Belh. Reg.~-Rat im Kgl. Ranbesge-
mwerbeamt, Berlin. MM.9 Fig. Nr.184.

— 1I: ‘.'Beﬁcnt, Wirferei, Vofamens
tieverei, Spiken= und Gardinens
mbtx!atmn und Filzfabrifation

Brof. M. Giiriler, Geh. Regie-
mngpmt i. 8gl. Ranbesgeiverbes
amt gu Berlin. M. 29 Fig. Nr. 185.

28

Tertilindufirie. 111: Wiiiderei, Blei-
deret, Fivberei und thre Hiliss
ito ffe v.Dr. Wilh. Maijot, Prof. a. b.
Breuf. 5. Fadyjcdhule §. Tertilin=
buijtr. xﬁ:eyelb IM.28 Fig. Nr. 1886.

Tertiltednifdie Unterfudungdmethos
peun von Dr. Wilkelm mtuﬁnt Rro-
fejfor an ber ga:berels ’lipp:e—
turidjule frefeld. Iz Tie Varros
{fopie ber Teztilmaterialien. it
92 Figuren, RNr. 673.

E}emwm)unnut {(Zedymijdie Warmes
lehre) v. &. Walther u. WM. Rottin-
ger, Dipl.-3ng. W. 54 Fig. Nr. 242.

Termodynamit (Tedniihe Wdr.me-
fehre). Die thermodynamiiden
Grundlagen der Warmefrait= und
Kiltemaidinen von M. Rotringer,
DipleJng. in Mannfeim. Rr. 2.

Ihiiringiidje Sejdyidte v. Dr. Cruijt
Teprient in Leipzig. Nr. 352,

Tierbiologie. Hbrif ber Biologie der
Fiere p. Dr. Peinrid) &Simroih,
Prof. a. d. Univ. Leipzig. I: Gni-
jtehung u. Weiterbilbung der Tier=
welt. — Beziehungen zur srgan.
Ratur. it 34 ALLiID. . 131.

— — II: Besiebungen ber Tiere zur
organifdjen Natur. Mit 35 Abbild.
Nr. 654.

Tiere, Gntwidiungsge{dyidjte ber, von
Dr. Jo063. Metjenfeimer, Prof. der
Boologie a. b. Univerjitat Jena.
I: Furdung, Primitivanlagen,
Rarven, Formbilbung, Embryonal-
bullen. Wit 48 Fig. MNr. 378.

— — II: Organbilbung. it 46 Fis
guren. RNr. 379,

Tiergesgraphie p. Dr. Arnold Jacobi,
PBrofeijor ber Boologie a. db. Kgl.
Sorjtatabemie zu Tharanbdt. Wit
2 Rarten. RN, 218.

TierFunbe pon Dr. Frany v. Wagner,
Prof. a. b. Univerjitat Graz. MWMit
78 AUbbilbungen. Nr. 60.

Tierreid), Daj, I: Sugetiere b. Obers

ftubienr. Prof. Dr. Kurt Lampert,

Borjt. b. Kgl. Naturalientabinetts

in Gtuttgart. M. 15 AbBL. Rr. 282,

II1: Reptilien und Ampfibien von

Dr. Franz Berner, Prof. a. d. Univ.

Wien. Mit 48 AUBD. MNr. 383,

IV: Fiidle von Prof. Dr. Mag

Rauther in Neapel. Nr. 856.

V: QJufeften von Dr. 3. Grog in

RNeapel (Stazione Joologica). Mit

56 Abbilbungen. Nr. 594.



herreid), a3, VI: Die wirbellofen
Tiere von Dr. Ludmw. BVdbhmig,
Rrof. b. ool a. b, Unio. Graz.
1: Urtiere, Ehwamme, Neijeltiere,
Rippenqguallen und wurmer. Mit
74 Figs Nr. 439.

— — II: &rebje, Cpinnentiere, Taus
fen:fiiger, Weidtiere, Moodtiers
dien, Armiliger, Stachelbauter und
Manteltiere. M. 97 Fig. Nr. 440.

Fierzuditlehre, Algemeine und fpes
stelle, pon Dr. Paul Rippert in
Gifen. R 228,

Rijdlers (Sdreiners) Arbeiten I: Mas
terialien, Handiwerisjenge, Ma=
{diinen, Gingelverbindbungen, Fuf=
Boben, Fenjter, Fenijterladen, Trep-
pen, Aborte von Prof. €. Vieh=
tweger, Architelt in fbln. Wit 628
Figuren aui 75 Tafeln. Nr. 502.

Zogp. Die dentiden Kolonien I: Togo
und Kanterun von Prof. Dr. Raxl
Dope. Mit 16 Tafeln und einer
lithographiiden Karte. Nr. 441.

Toritoingif{dle Chemie von Rrivats
bozent Dr. . Mannbeim in Bonn.
Mit 6 Abbilbungen. Nr. 465.

Zrigonometrie, Ehene und {phdrijde,
von Proj. Dr. Gerf. Hejjenberg
in Breslau. it 70 Fig. Nr. 99.

Tropenhygiene v. Mebdizinalrat Prof.
Dr. Rodyt, Direftor bed Jnitituts
fiir ©Sdifise und Zropenlrant-
Beiten in Hamburg. Nr. 369.

Frnft. Kartell und Truft von Dr. S
Tidieridlp in Ditffelborf. RNr. 522.

Sid)tdnfd)-hmhdwg@eimﬁm b.Dr.

©metanta, ao. EEmf an der
bo m. Unib. SBm Nr. 722

Tidedijhe Grammati¥ von Dr. Cmil
©metanfa, ao. Prof. en der bohm.
Unip. Vrag. RNe. 721,

’ﬂd;cdmd)cé Qefebud) mit Giojjar von

Gmil Gmetantfa, ao. Prof. an der
Imﬁm. Univ. Prag. "Rr. 723.

Turnen, Das deunhe, v. Dr. Rubdoli
Gaid), Prof. a. Konig (Seorg’&)mn
in Dredben. it 87 ALL. Rr. 628,

furnfunit, Ge{dyidjte der, von Dr. Ru-
bolf Gaid), Rrof. a. Kbnig Georg-
Symnajiun in Dredben. Wit 17 Ab-
bilbungen. Mr. 504,

lngarn. Qaudesiunde von Ofterreid):
HUngarn von Dr. Alfred @mund,
Brof. an der Univeriitat Prag. it
10 ZTertillufiz. u. 1 Karie. Nr. 244,

Ungarifd-dbentifes Geipridsbndg von
Dr. Tifelm Tolnar, Prof. an der
itaatlidh.  Bitrgeridullchrerinnen-Bil=
bungdanft. in B Rr. 739,

Ungarijhe ﬂ'utratut, Geidndte Der,
pon %mf Qubtvig Katona und
Dr. Franz Cs,mnnet, beibe an ber
Univerfitdt Bubapeita Nr. 530.

Ungariide Eypradjlehre v. Dr. Jofef
Esinnpei, o. 5. Prof. an ber lim-
veriitdt Bubdbaveit. Nr. 595,

lngavijdies Refebud) mit Glofiar von

r. Wilhelm Tolnai, Brofeiior an der
ftaatliden ﬁanrgedd}unelmnnnm
Bilb: in Bubapeft. Rr. 694

Anierriditsmwefen. Wweididjte d. deuts

iden UnterriditSwefend von Frof.

Dr. Friedbrid) Ceiler, Tiretior bee

fgl. Gpmnajiums zu Ludou.

L Zeil: Bon Anfang an bis zum

Enbde b. 18. Jahrh. Rr. 275.

— IL ®eil: Vom Beginun bed

19. 3Jabrhunbertd bis auf bie

Gegenimart. RNr. 276.

— Das hihere uud mittlere Unters
riditdwefen tn Deutidland von
Sdulrat Prof. Dr. Jatodb Wod-
aram in Libed. Nr. 644,

Hauterfudungsuefhden
Seariidhe, o Beofeloe B

Dafelhoff, Borfteher be: {anbivirt-
{daftliden Qie:fu&;sfinhnn in Daxs
burg in Defien. Nr. 470,
utgefd)tﬁ)tz ber mmfdmm pon Dr.
Rorip Poernes, PRrofefior an der
Univ. Wien. Mit 85 AL, MNr. 42.
ilrheberredit, a3, an Terlen der
Citexatur unb der Toulunit, dasd
Berlagdredjt und bad Urheberredt
an Werlen b. bilvenden Riinjte u.
Photographie . Staatdanmw. Dr. .
Cdhlittgen in Chemnis. RNr. 361.
Urheberredit, Das deutidye, an litera~
tiidjen, Himnftleriiden u. gemwerbl.
Ggdpiungen, mit bejonberer Ve~
riidiichiigung ber internationalen
Rertrige von Dr. Guftap Rauter,
%atentcmmalt in Gharlottenburg
263.

ursttt. SKultur der WNrzeit bon Dr.
Moril @Demeé, 0. b. Prof. an der
Unip. Wien. 3 Bandbh. I: EStein-
zeit. it w%ﬂbez%mp RNr. 564

— — II: Smgzztaeassa 36 Bilder=
gruppen. RN A

— — Iz @dmgm_ it 35 Bilber=

gruppen. Rr. 566
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RVettoranaly{is von Dr. Stegfr. Valen-
tiner, Prof. an ber Bergaifadbernue
in Clausdthal. Pt 16 Fig. Nr. 354.
RBenesuela. Tie @Eordillerenftaaten
von Dr BWilhelm Sievers, Prof.
an ber UniverjitdtGiefen II: Ecuas
por, Eolombia u. Benezuela. Wit
16 Taf. u. 1 lithogr. Karte. Rr. 653.
Reranidlagen, Tad, im Hodban,
Lurzgefaited Dandbudy ub. b. We-
jen v. Sojtenanidlagsd v. Urdyirelt
Emil Beuhnger, Aififient an ber
Tedinijhen Hodidule in Tarm-
ftabt. HRit vrelen Fig. RNr. 383.
Bereinigte Staaten. LandeStunde der
Leretnigten Staaten von NRords
amerita pon Brofeflor PHeinridh
xiider, Lherlehrer am Luifenftadt.
Realgpmnafium in Berlin, L Jeil:
it 22 Rarten und Figuren im
Zert und 14 Tafeln. RNr. 381.
— — JIL Teil: Mit 3 Karten im FTert,
17 Tafeln u. 1 lith. Rarte. Nr. 382.
Bergil. Die Gebdidyte bed . Vergiling
Mars. Jn Ausivahl mit einer Gin-
leitung 1. Ynmerlungen Herausgeg.
pon Dr. Juliud Biefen. I: Cin-
leifung unb Uened. Nr. 497.
BVermeffungsfundbe von  Dipl-Jng.
B. BWertmeijter, Oberlehrer an der
Raif. Tedn. Sdule in Stragburg

i. B I: Felomeijfen und Nivels
lieren. Mt 146 AUBL. FNr. 46S.
— — II: Der Theobolit. Zrigono-

metrijdje u. barometr. Hofenmejs
fung. Tadgmetrie. TMit 109 Abe
bubungen. MNr. 469.

Berfige Smathematif von Dr.
Alfred Loewy, Profefjor an ber
Univerjitat Freiburg i. B. Rr. 180.

Berfiderungswefen, Da3, von Dr. wir.
PRaul Molbenhauer, Brofefjor der
Berfiderungsmiffenidait an der
SHanbdeldhod)idule K6n. I: Allges
meine Verjidierungslehre. Nr. 262,

— — II: Die einzelnen BVerfiderungss

soeige.  Fr. 636.

Berjiderungsefen, Tedinit de3, bon Dr.

Hans pubert m BVerlin., Nr. 741.

Bilterfunbe v. Dr. Dhdjgel Habers
lanbt, ¥ u. I. &ujtos b. ethnogr.
Cammlung db. naturhijt. Sofmus
feums u. Brivatbozent a. b. Unio.
Wien. Dut 56 Ubbilb. Nr. 73.

Bilternamen, Rinders u. BVilfers
namen von Dr. Rubdolf Kleinpaul
in Qeipzig. Nr. 478,

Boltshiblinthefen (Buder- u. Lefes
Ballen), ifre Gnrichtung u. Ber«
maltung b Emil Jaejdiie, Stadis
biblwothefar in Glberjeld. RNr. 332.

Boltdlied, Ta3 deutidie, qudgewdbhit
und erldutert pon PBrof. Dr. Jul.
©Sabr. 2 Bandchen. Nr. 25, 132.

| Boldwirt{daitdlefre pon Dr. Carl
Sohs. Fuds, Profefior an bver
Uniyeriitat Tubingen. HRr. 133.

! BolBwirtidHaitspolitit v. Praiident
Dr.R.vand. Borght, Berlim Nr 177.

 Baffen, Die blanien, und die Sdugs

I wafien, ijre Cnitwidlung von ber
Beitber Sanb3inedjte bid sur Gegen-
foart m. bejonberer Beriidiidhtigung
per Waffen in Teutidland, Ofter~
reidj-Ungarm und Franireid) pon
B. Goblte, Feuermeriz-Major a. D.
in Berlm-Cteglis. Mit 115 b=
bilbungen. Nr. 631.

Wahrideinlidteitbrednung vonDr.§.
Had, Brof. a. Eberh.» Ludbw.-Bymn.
in Gtuttgart. M. 15 Fig. Nr. 508,

RBalped. Landestunde bed Grogher-
spgiums Heifen, ber Proving Hei-
fen=-Nafian und ded Firftentums
Walded pon Profefjor Dr. Georg
Greum in Darmitabt. Wit 13 AUbe
bilbungen unb 1 &arte. RNr. 376.

Raltharilied, Dasd, im VerdmaRe ber
Nriehrift uberiest u. erlautert von
PBrof. Dr. . Althof, Lhexlehrer am
Realghmnaj. in Weimar. Jir. 46.

Halther von der Vogelweide, mit
Auswahl a. Minnejang u. Sprudy~
bidjtung. Mit Anmerign. u. ement
Worterbud) v. Otto Guntter, Prof.
a. b. LOberrealidule und an ber
Tedin. Hodiid). mn Stutigart. Nr.23.

Walzwerle. Die, EGinridjtung und Ve=
iried, Bon Vipl.-Jng. . Holver-
jdjeid, Lbherlehrer a. b. Kgl. Ma=
jdinenbau- u. Hitttenidule mt Duis-
burg. Pt 151 Abbib., Nr. 580.

Barenhiufer. Gefd)aftss 1. Waren=
hdujer v. f.Shliepmantt, &gl Baur,
i.Berlin. I: Bom Laben gum,,Grand
Magasin®. Mit 23 AbDL. MNr. 655.

— — II: Die weitere Cnitvidelung dexr
Saufhaufer. Mit 39 AbL. Nr. 656.

Warenfunde von Dr. Kaxl $Haijjad,
PBrof. u. Jeiter ber I 1. Hanbelds
efabemie in Graz. L Teil: Unorga«
unijde Waren. BDt. 40 AbL. RNr. 222,

— = JI. eil: Organijde Waren.
Mit 36 Abbilbungen. Nr. 223.




Warengeifenredit, Dad. Nad) bem
@ejes 3. Sdup b. Warenbezeidh»
nungern v. 12. Vtai 1894, Bon Reg.»
FRat 3. Neuberg, Mitglied bes Kaif.
Patentamisd zu Verlin. RNr. 360

Wiarme. Theoretifdhe PHyfif II. T.:
Lidht u. Wirme. Bon Dr. Guitap
Jdger, Prof. a. b. Tedin. Hodhidule
Wien. Mit 47 Abbildgn. RNr. 77.

BWirmelraftmaidinen. Die thermos
pynamijdlen Grunbdlagen der
DWiirmelrajts n. Kdltemaidinen
pon M. Rottinger, Tiolom-Jng.
in Mannheim. Mit 73 Fig. Jir. 2.

Rirmelehre, Tedinijide, (Thermodys
namif) . 8. Walther u. M. Rottins
ger, Dipl.«Jng. Mit 54 Fig. Nr. 242

Wiiheret. Tertilindufirie II: Wis
jijerei, Bleiderei, Farberei und
ijre Hilisitoffe von Dr. Wilh.
Majiot, Prof. an ber Preu. Hoh.
Fathidule fir Fertilinbujirie in
Krefeld. it 28 Figuren. RNr. 186.

Baffer, Dad, und feine Verwendbung
in Jnbujtrie und Gewerbe v. Dr.
Guft Qeber, Dipl.-3ng. in Saal«
fefp. it 15 ALbilbungen. Nr. 261.

Rajjer und Abmwifier. Jhre Jujam-
menjebung, Beurteilung n. Unter~
juchung v. Prof.Dr. Emil Hajelhoif,
Rorijt.b. lanbmwirtich. Verjudisitation
in Marburg in Hejjen. Nr. 473.

Rafferinfiallationen. Gads und Wais
jerinjtallationen mit Giniding der
Nbprianiagen v. Rrof. Dr. phil. u.
Dr.-3Ing. Couard Sdmiit in Darm-
jtabt., $Rit 119 ABbild. RNr. 412

Eajferfrafianlagen von TH. Ritmelin,
Regierungsbaumeijter a. D., Lbers
ingenieur in Dresden. I: Bejdrei-
bung. $Rit 66 Figuren. Nr. 665,

— — II: Geminnung der Waffertraji.
Mit 35 Figuren. RNr. 666.

— — III: Bau und Beirieh. Wit
56 Figuren. RNr. 667.

. Waffertnrbinen, Die, von Dipl-3ng.
R. §oll in BVerlin. I: Allgemeines.
Die Freiftrahliurbinen. Mir 113
Abbilbungen. Mr. 541.

— — H: Die fberbrudturbinen.
Die Waljerfraftanlagen, Wit 102
ALHiD., Nr. 542,

Baiferveriorgung der Orifdafien v.
Dr.=Fng. Robert Wenraudy, Vrof.
an ber fgl. Tedyniidien Hodyicdhule
Ctuttgart. it 85 Fig. Nr. 5.

29

Peberei. Tertilinbuftrie I1: Weberei,
Rirferel, Pofamentiererci, Spits
zen= u. Gardinenfabrifation und
gilsfabritation von Prof. Mar
Giirtler, @eh. Regierungirat im
fomigl. Landesgewerbeamt u
Berlin. Mit 29 Figuren. RNr. 183,

Wedfelftromerzenger vor JIng. Kaxl
Pidelmayer, Prof. an ber I L
Tedynijhen Hodijcdiule in Wien.
SRit 40 Figurem. RNr. 547.

Wedifelwefen, Das, v. Redjisanw. Dr.
Hubolf Mothes in Leipzig. Nr. 103,

Behroerfafiung, Teutidhe, von Geh.
Sfiriegsrat Karl Gnbdres, vortr. Rat i.
Striegeminiit. i. Miinchen. Rr. 401,

‘Berkzeugmaidinen fiir Holzbears

beitung, Die, von Jng. Projejior
Hermann Wilba in Bremen. it
125 %Ubbilbungen. Hr. 582.
Werzeugmaidinen fir Metallbears
beitung, Tie, non Jng. Brof. Hers
mann Wildba in Bremen. I: Die
Medyanidmen der Werlzeugmaichis
nen. Die Prehbinie. Tie Fras~
majcdhinen. Wit 319 UGB, Nr. 561.
— — II: Die Bohr- und Sdleif
majdiinen. Die Hobel,, SHaping-
u. Ctofmaidiinen. Die Sdgen
u. Sdjeren. YAnirieb u. Krafi~
bebarf. it 206 Abbild. RNr. 562.
Reftprenfen. LaunbdeSiunde der Pro
ping Weftprengen von Fris Braun,
£berlehrer am fgl. Goymnajium in
@raubeng. Mit 16 Tafeln, 7 Feri-
farten u. 1 lith. Rarte. Rr. 570.
Retthewers, Ter unlantere, bvon
Redhtdanivalt Dr. Martin Vaijer-
mann in Hamburg. I: Generalflau-
jel, Rellameauswirdie, Ausver»
faufswefen, Angeijtelltenbeftediung.
RNr. 339.
— II: Qredbifididbigung, Firmens
und Tamenmigbrand, Verrat con

Geheimniiien, Auslduberichus.
Nr. 535.
Wirbellofe Tiere. Dad Tierreidy VI:

Die wirbeunien Tiere pon Dr.
Lubivig BbBhmig, Vrof. b. Joologei
an ber Umiv. ®raz I: Mriiere,
Sdymamme, Nefieltiere, Rippens
quallen u. Witzmer., MWMit ¢4 Fig.
Rr, 439.

— I1: Qrebie, Spinnentiere, Tau-
jenbjitger, Weidytiere, Moodtier»
den, Armiiiger, Stadjelhduter u,
Danteltiere. Wit 97 Fig. MNr. 440,



BWirkerei. Terfilindujirie Il: Webe=
rvei, 2irferei, Pojamentiererei,
Syiten= u. Gardinenfabrifation
und Filzfabrifation pon $rof. Naz
Giirtler, Gefh. Regierungsrat im
&bnigl. Qanbedgefverbeamt 3zu
Berlin. Mit 29 Figuren. Rr. 185

BWirtiaftliden Verbdnbde, Tie, bon
Dr. feo Miiffelmann in Roftod.
HRr. 586.

Bivtidafidpilege. Rommunale BWires
{haftspflege von Dr. Alfond Ried,
Wagiftratdafi. in Berlin, RNr. 534.

Rohnungsirage, Die, v. Dr. 2. Poble,
Rrof. ber CStaatdiviffenidiaften zu
Frantfurt a. M. I: Dasd Wohnungs-
toejen i. 0. modern. Stadt. Nr. 495.

— — II: Die fidtijdle TWohnungs-
und Bodenpolitif. Nr. 496.

Eniiram son Gidenbad). Hartmann
p. e, Wplfram b. Gifenbad
mnd Oottfried von Stragburg.
Huswahl aud dem H5§. Cposd m. An-
mertungen u. Worterbud) v. Dr K.
Marold, Rrof. am fgl. Friedrid)z-
folleg. su $$0nigdberg . Vr. Rr. 22,

$orterdnd; nad) ber neuen dentiden
Redtfdreibung von Dr. Heinrid)
Sleng. RNr. 200

— Rentidjesd, von Dr. RiGard Loeive
in Berlin. RNr. 64.

— Tedmiides, enthaltend bie tuidtigs
ften Ausdrirde ded Dafd)inenbaues,
Edyiffbane3 und ber Gleftrotechnit
pon Cridy frebs in Berlin. L Teil:
Dentid-Cnglijdy. RNr. 395.

— — 1L Teil: Cngl-Dtid). Rr. 396.

— — IIL Teil: Dtid).~Franz. Rr. 453.

— — IV. Teil: Franz.-Dtidy. Nr. 454,

Wiirttemberg. Wirttembergiidie Ge=
{hidyte v. Dr. RKarl Weller, Frof.
am Sarisghmnafium in Stutigart.

9r. 462.
Wiirttemberg.  Landed3funbde Hed
finigreid)3 Wirttemberg von
Dr. &. Daifert, Lrof. b. Geographie
a. D. @aube!éf)ocﬁgdjule in &5ln. Wit
16 Bollbilbern 1. 1 Rarte. RNr. 157.
Beidjenfdiule von Prof. . .thmtcﬁ
in Uim. Mit 18 Tafeln in Ton-,
Farben- undb Golddrud und 200
Boll- und Tertbilbern. Nr. 39.

Beiduen, @eomeirijdhe3, von &.
Beder, Ardhitelt und Lefrer an der
Bangewerfjdule in Magbeburg,
neu bearbeitet von Prof. §. Von~
berlinn, Direftor der Idnigl. Bau-
gewerfidule su Mimjter. Mit 200
Fig. u. 23 Taf. im Tert. Nr. 58.

Beitung3weien, Das veutide, von Dr.
R. Srunhuber, Kin a. RY. RNr. 400.

Beitungdweien, Da3 mobderne, (Enit.
9. Beitungslehre) von Dr. Robert
Brunhuber in KD0In a. RH. Nr. 320.

Reitungdwejen, Allgemeine Gejdidtc

, von Dr. SQubmwig Salomon
in Jena. RNr. 351.

Bellenlehre und Anatomie dexr Filans
zen von PBrof. Dr. H. Wielhe in
Leipgig. it 79 ADBDiID. Rr. 556.

Sentral-Peripertive pon  Ardyiteit
Hans Frepberger, neu bearbeiter
pon Profefior 3. Vondberlinn, Ti-
retior ber &dmigl. ﬁuugemerﬂcf)ule
igrén Minjter i. Wefpf. it 132 Fig.

57

Bimmerarbeiten von Carl Lpis, Obex»
lefrer an ber Kaif. Tedin. Sdule in
Ctrefburg i. €. I: Alligemeines,
Ballenlagen, JStwiidienbedent unb
Dedenbilbungen, bholz. Fupbiben,

Fadwerldmanbe, Hdnges und
ESprengwerfe. Mit 169 Ub=
bilbungen. RNr. 489.

— II: Dadjer, Wanbbelleibungen,
Gimsidalungen, Blod., Bohlen=
und Brettermwande, Sdune, Tiren.
Rore, Zribiimen und Eaugerﬁ{te,
SRit 167 Abbilbunaen. MNr. 490
3wdntnae§red)t, Deutidies, pon iB:m.
Dr. Bilhelm Rijd) in Eirafburg
. 3 BPande. Nr. 428—430.
Bnnlngxc, @cfdnrbtt ber, vou Brof.
Dr. Rud. Burdharbt. RNr. 357.
Biindbmaren b:m. Direftor Dr. Alfons
Bujard, Vorjt. bed Stddt. Ehem.
Laboratoriums Stuttgart. RNr. 109,
Bwangsveriteigerung, Die, und bdie
Bwangsverwaltung von Dr. &
RKresidimar, Oberlandedgeridytdrat
in Dresben. RNr. 523.
Bwirnerei. Tertilinbufirie I: Spin=
neret und Swirneret von Prof.
May Giirtler, Seh. Regierungsdrat
im Ronigliden Lanbedgewerbeamt

su Berlin. Mit 39 Fig. Nr. 184,

Weitere Vinde find in Borbereitung

G
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@. 3. Giiden’{He Berlagshaudiung G, m. b. H. in Beriin W 10 u. En;:sig

Allgemeine BVerfehrsgeographie

LBon Prof. Dr. Kurt Hafjert. Mt 12 RKorten und
graphijden Dxjtellunien. Brojdh. M. 10.—, in Halbranz
geb. M. 12.—.

Gejdidte der Aujteilung und Kolo-

feit Dem Jeitalter der
ntiatwn %[frtfas Enidedungen. Bon Prof.
Dr. Baul ‘}.‘,armftaebter Criter Band: 1415—1870.
Brojh. M. 7.50, in Halbfrewy geb. WM. 9.3..

@oeﬂ;es Wilhelm imetiter widiung 265

modernen Lebensideals, ‘&m PBrofeffor Maz Wunbdt
Brojd. M. 8.—, geb. . 8.

Grundbrif einer ‘Philojophie des
Sdaffens a[sﬁultutg3 hilojophte.

Cmfitjrung m die_Thilofophie old eItanfd)auunﬁéieh e
Bon ‘Brmatboaerzt Dr. Otto Braun Brofd. M. 4.3,
geb. . 5

# Eme pjydiclogiihe Unteijudung  Bon
@(IS @eﬁlbI- Rrofefjor Dr Theobald Jregler
5. burdjge]. w. perb. Uufl. Brojd). M. 4.20, geb. . 5.24.

6 3 tD 'f Em Oraanon gefdndtliden Tentend und Foridiens.
Y T Bon Prwatdogent Dr. Ludbmig Rrep. C.per
Band. Brojd. M. 7.50, in Dalbfrang geb. ;. 8.50.
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@. 3. Gifden e Verlag3handinng &. m. b. H. in Berlin W 10 =n. Leipsig

Boltspipdologie

Das Seelenleben im Spiegel der Spradye
Bon Dr. Rudolf Kleinpaul
Preis: brojdieit M. 4.80, gebunden M. 5.50.

Der Verfajjer beginnt in der Cmleitung bed Werfed mit dbem
Nadyweid, ie iberhaupt eine Pijhdhe in die Welt gefommen und
ben Maturfindern dber Begriff eined inmwendigen Menjden aufge-
gangen ijt und {dilbert bann in groBen 3iigen die Sdjidjale und
die %auptbegebenheiten, die eine miiige Penge biefem imwenbdigen
Menjdhen zujchretbt: jein romanfaftes Gemiitsleben, jein geplagted
Alltagsleben, fein Naturleben, feine Criahrungdmijjenidaft, jein
Traumleben, fjeine Ciftajenn und fein Qeben nad) dem Tode. Gr
entidelt die jenjualiftijhe Crfenninidiheorte Desd Volfes. Mit Der-
ipiellojer Rithnheit wird 1m BVerfolg jeiner Anjhauungen der BLorhang
bon Der gebeimen Werljtdtte De3 Geifted mweggezogen und dem
philojophijden Jch auj ben Grund gegangen. Sum erftenmal und
mit tiberlegener $umjt wurde fier an die Grundlagen ded pindo-
Iogijchen Wrifjens jelbit gerithrt und von bem hergebradjien Sdjema-
tismus an bie Worte und ihren fichtbaren Urjprung appelfiert. Auj
die einfadjften Begriffe ber Seelenlehre, der LQogif und der Moral
fdllt dabet ploplich und {tberrajhend ein Helled Sdlaglicht — man
Jieht den Frieden und den Kummer, twie er gewejen ift, und bem
Sdymerz, wie in ein Laofoon gefublt Hat, ntan jieht die Geduld
tragen, Den Verftand ftehen und bie Juielligens lejen — der Gruubd,
der zureidhende Grund, dad Wijjen felbft erjdieint in feiner mwafhren,
unperfdljchten und umvertiinjtelten Geftalt, eine Umindlzung der ge=
jamten philojophijhen Terminologie tritt ein, und dennod) ijt ed fewre
neue Phantajie, fendern nur eine Wieberherfteltung bed Wlten, Cin-
gebiirgerten und méanniglid) Befannten.
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