Sammlung Géschen

Algebraische
Kurven

Yon

Eugen Beutel

Erster Teil
Kurvendiskussion




Gammlung

eyt i ()01 CDETY

in furzen, flaren,
allgemeinverftindlichen
Cingeldarftellungen

Qede Nummer in eleg. Leintvandband 80 %f.
®.3. Gi{dhen’jche Verlagshandlung, Leipzig

wedt und 3iel der , Sammlung Gs{dhen ift, in Ein-
geldarjtellungen eine fave, leichtverftindliche und
iiberfidtliche Cinfithrung in jdmtlihe Gebiete der
Wiffenfdhaft und Tednif su geben; in engem Rahmen,
auf ftreng wiffenfdaftlicher Grundlage und unter Be-
riifichtigung Des neueften Standed der Forjdhung be-
arbeitet, {oll jeded BViandchen zuverlifjige Belehrung
biefenn. Sebed eingelne Gebiet ift in {id) gefchlofjen dar-
geftellt, aber dennod) ftehen alle Bindcdhen in innerem
Sujammenbange miteinander, {o dap dad Gange, wenn
e3 pollendet vorliegt, eine einbeitlide, fpjtematijche
Darftellung unfered gefamten Wifjens bilden diirfte.

Gin ausfiihrliched BVergeihnis der bidher erfchienenen
Rummern befindet fich am Schluf diefed Banddens



Mathematische Bibliothek /

aus der Sammlung Gdschen.
Jedes Bindchen eleg. in Leinwand gebunden 80 Pfennig.

Geschichte der Mathematik vor. Dr. A, Sturm, Professor am
Obergymnasium in Seitenstetten. Nr. 226.
Avrithmetik u. Algebra von Prof. Dr. Hermann Schubert. Nr. 47.
Beispielsammlung zur Arithmetik mund Algebra von
Professor Dr. Hermann Schubert. Nr. 48.
Ebene Geometrie m. 110 zweifarb. Fig.v. Prof. G. Mahler. Nr. 41,
Darstelilende Geometrie I mit 110 Figuren von Professor
Dr. Rob. HauBner. Nr. 142.
Ebene und sphirische Trigonometrie mit 70 Fxguren
von Dr. Gerhard Hessenberg. 99,
Stereometrie mit 44 Fxgure'l von Dr. Glaser. . Nr 917.
Niedere Analysis m. 6 Figuren von Dr. Benedikt Sporer. Nr. 53.
Vierstellige Lo arithmen von Prof. Dr. Hermann Schubert.
In zweifarbigem Druck. Nr. 81.
Analytische Geometrie der Ebene mit 57 Figuren von
Professor Dr. M. Simon. Nr. 63.
Aufgabensammlung zur analytischen Geometrie der
Ebene mit 32 Figuren von Professor O. Th. Biirklen. Nr. 236.
Analytische Geometrie des Raumes mit 28 Abbildungen
von Professor Dr. M. Simon. Nr.
Aufgabensammlang zur analytischen Geometrie des
Raumes mit 8 Figuren von Prof. O. Th. Biirklen. Nr. 306.
Hdhere Analysis I: Differentialrechnung mit 68 Figuren
von Professor Dr. Friedrich Junker. Nr. 87.
Hohere Analysis II: Integralrechnung mif 89 anuren
von Professor Dr. Friedrich Junker. Nr. 88.
Repetitorium u. Aufgabensammlung zur Differential-
rechnung m. 46 Figuren v. Prof. Dr. Friedr. Junker. Nr. 146.
Repetitorinm and Aufgabensammlung zur Integral-
rechnung m. 50 Figuren v. Prof. Dr. Friedr. Junker. Nr. 147.
Prejektive Geometrie in synthetischer Behandlung mit 91 Flg
von Professor Dr. K. Doehlemann. Nr. 72.
Mathematische Formelsammlung und Repetitox-ium
der Mathematik mit 18 Fig. von Prof. O. Th. Biirklen. Nr. 51.
Versicherungsmathematik v. Prof. Dr. Alfred Loewy. Nr. 180.
Ausgleichungsrechnung nach der Methode der klein~
sten Quadrate m. 15Fig.u.2 Taf.v. Prof. Wilh. Weitbrecht. Nr.302.
Vektoranalysis mit 11 Flguren von Privatdoz. Dr. Siegir. Va]l\e‘ntxgse;

Statik I: Die Grundlehren der Statik starrer Kﬁrper

mit 82 Figuren von Diplom-Ingenieur W. Hauber. Nr. 178.
Statik II: Angewandte Statik mit 61 Figuren von Diplom-
Ingenieur W. Hauber. Nr. 179.

Astronomiscehe Geographie mit 52 Figuren von Professor
Dr. Siegm. Giinther.

Astronomie mit 36 Abbildungen und einer Karte von Professor
Dr. Walter F. Wislicenus. Nr. 11.

Astrophysik mit 11 Abb. von Prof. Dr.Walter F.Wislicenus. Nr. 91.

Geodisie mit 66 Abbildungen von Prof. Dr. C. Reinhertz. Nr. 102.

Nautik. Kurzer AbriB des tiglich an Bord von Handelsschiffen ange-
wandt. Teils d.Schiffahrtskunde m. 56 Abb.v. Dr.Franz Schulze. Nr. 84.

Geometrisches Zeichmen mit 290 Figuren und 23 Tafeln von
H. Becker, neubearbeitet von Prof. J. Vonderlinn. Nr. 58.






y/
Sammlung Goschen

N LA
,f;} fﬁ & &

Algebraische Kurven

Von

Eugen Beutel

Oberreallehrer in Vajhingen-Enz

Erster Teil
Kurvendlskussmn

Mit 57 Figuren im Text

@

Leipzig
G. ]J. Géschen’sche Verlagshandlung
1909

—



Alle Rechte, insbesondere das ﬁbersetznngsrecht,
von der Verlagshandlung vorbehalten.

Arch fwyum

2~ o
oC, Jo s el ]

Spamersche Buchdruckerdi in Leipzig.



Inhaltsverzeichnis.

Einleitung.
Uberblick iiber die Geschichte der algebraischen

DA

LPULL I LI
00} ~1 00 QU QO BN =4

“rn

§9.
§ 10.

Kurven.
1. Vom Altertum bis Descartes (1637)
2. Von Descartes bis zur Gegenwart . . .
Die algebraischen Kurven im allgemeinen
Prinzip der Homogenitdt . . . . . . . . . .
ngmemnaspnnzxp .............
Prinzip der linearen Kombination . . . . . .
Singularitdten . . . . . . . . . . .. ...
Parabeln und Hyperbeln hoherer Ordnung
Kurvendiskussion mittels des Signierungsprinzips
und des Prinzips der linearen Kombination
‘Weitere Hilfsmittel der Kurvendiskussion . . .
I. Symmetrieverhiltnisse . . . . . . . R
II. Schnittpunkte mit den Achsen und den
Medianen . . . . . . . .. . ... ..
III. Berechnung weiterer Kurvenpunkte
IV. Numerische Auflgsung der -Gleichung.
1. Algebraische Auflésung . . . . . . .
2. Graphisch-mechanische Auflgsung
a) Gleichungen 3. Grads . . . . . . .
b) Gleichungen 4. Grads . . . . . . .
c) Glelchunaen hoheren Grads . .
Verhalten einer Kurve im N ullpunkt; mehrfache
Kurvenpunkte . . . . . .. . . . ... ..
Verhalten einer Xurve im Unendlichen; Asym-
ptoten..
Vorbemerkung . . . . . . . . . . . .. ..
1. Die geradlinigen Asymptoten . . . . . . .
Berechnung der Asymptoten . . . . . .
2. Krummlinige Asymptoten . . . . . . . .
3. Grad der asymptotischen Anniherung

Seite



(474

L7 I VA7 /2 7
Pk b ook pmd

11.

N

(51}

o
=2

Inhaltsverzeichnis.

Seite

Beriihrungssitze des Prinzips der linearen Kom-
bimation . . . . . . . . . . . . ... L. - 97
Kiirzeste Berechnung der Asymptoten. . . 99
Hilfsmittel der Differentialrechnung . . . . . 109
Das analytische Dreieck . . . . . . . . .. 117

Reihenentwicklung fiir einen gegebenen Kurven-
11301 < R T 122
Spezielle algehraische Kurven . . . . . . . | 129
Weitere Ubungsbeispiele . . . . . . . . 134
Umgekehrte Kurvendiskussion . . . . . . . . 135
Beispiele. . . . . . . . .. . ... .. 138

RESIBEEr « « o = w0 5 5 + 5 8 B G . . . 146



Literaturverzeichnis®).

Binnen Jahresfrist soll der zweite Teil des vorliegenden

Bandes erscheinen, der sich mehr mit der Theorie der
algebraischen Kurven, sowie in gcdringter Weise mit
einem Uberblick iiber die Kurven 3. und 4. Ordnung be-
fassen wird.

Fir diejenigen Leser, die sich eingehender mit den Pro-

blemen der algebraischen Kurven abgeben miochten, ist im
folgenden eine Anzahl griBerer Werke aunfgefiihrt.

1.

%)

ot

-1

Berzolari, L., Allgemeine Theorie der hoheren algebra-
ischen Kurven. Enzyklopddie der mathematischen Wissen-
schaften. Band IIT, 2. Teil, C. 4. Leipzig 1906. M. 5,60.
(Einzeln nicht ki#uflich.)

Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie.
I. Band, Teil IV und V. 1. Aufl. Leipzig 1876; 2. Aufl.
im Erscheinen.

. Bbner, F., Leitfaden der technisch wichtigsten Kurven.

Leipzig 1906. M. 4,—.

Haas, A., Anwendung der Differentialrechnung auf die
ebenen Kurven. Stuttgart 1894. (Kleyers Enzyklopidie,
Bd. 53.) M. 7,—.

Hagen, J., Synopsis der htheren Mathematik. 2. Band.
Geometrie der algebraischen Gebilde. Berlin 1894. M. 30,—.
Loria, G., Spezielle algebraische und transzendente
Kurven, deutsch von Schiitte. Leipzig 1902. M. 28—.
Pascal, E., Repertorium der hgheren Mathematik, deutsch
von A.Schepp. 2. Teil. Leipzig 1902. M.12—. 2. Aufl
im Erscheinen.

Reuschle, C., Praxis der Kurvendiskussion. Stutt-
gart 1886. M. 3,80.

Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der hoheren
ebenen Kurven. 2. Aunfl. Leipzig 1882. M. 12,20.

*) Im Text bei Verweisungen abgekiirzt mit L. V.
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10. Sauerbeck, H., Einleitung in die analytische Geometrie
der hoheren ebenen Kurven. Nach den Methoden von
J. P. de Gua. Leipzig 1902. M 8,—.

11. Simon, M., Analytische Geometrie der Ebene. (Samm-
lung Schobert, Bd. VIIL.) Leipzig 1900. M. 6,—.

12. Teixeira, G., Traité des courbes spéciales remarquables
planes et gauches. Tome I. Coimbre 1908 (Paris, Gauthier-
Villars). Fr. 20,—.

13. Wieleitner, H., Theorie der ebenen algebraischen Kurven
héherer Ordnnng. (Sammlung Schubert, Bd. XILITL)
Leipzig 1905. M. 10,—. :

14. Wieleitner, H., Spezielle ebene Kurven. (Sammlung
Schubert, Bd. LVL) Leipzig 1908.. M. 12,—.

- Auf weitere hier nicht anfgefiihrte Werke ist im Text
verwiesen. Die unter 1, 5, 7 genannten Werke bringen nor
Definitionen, Erklirungen und Sitze ohne die dazugehdrigen
Entwicklungen; bis auf den neuesten Stand der Wissenschaff
fortschreitend ist dies geschehen in dem ausgezeichneten
Sammelreferat von Berzolari (1).

Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Kurven
von Descartes bis zur Neuzeit ist in erschipfender Weise
behandelt worden von Brill und Noether: ,Die Entwicklung
der Theorie der algebraischen Funktionen in &lterer und
nenerer Zeit.Y Jahresberichte der deutschen Mathematiker-
Vereinigung. 3. Band. Berlin 1894.

Eine grofie Anzahl von Abhandlungen iiber unser Gebiet
ist erschienen in den mathematischen Zeitschriften, hanpt-
sichlich in den &fters erwihnten ,Mathematischen An-
nalen“, sowie als Programmschriften und Dissertationen.

Samtliche literarische Verdifentlichungen sind, mit knrzer
Inhaltsangabe, aufgefiihrt in der Zeitschrift: ,Jahrbuch
iiber die Fortschritte der Mathematik®, wo sie
inhaltlich nach verschiedenen Gruppen geordnet sind.

Fiir den Zeitabschnitt von 1890—1904 hat Wieleitner,
Leipzig (Goschen) 1905, eine Bibliographie der hdheren alge-
braischen Kurven herausgegeben (M. 1,50).
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Uberblick iiber die Geschichte der algebra-
ischen Kurven*®).

1. Vom Altertum bis Desecartes (1637).

In diesem Zeitraum ist die Geschichte der algebra-
ischen Kurven in der Hauptsache eine Geschichte der
Kegelschnitte. Die Entdeckung der C2**) verdanken wir
dem Schiiler Platos, Mens#chmus (340 v. Chr.), der
durch die Losung des delischen Problems (der Wiirfel-
verdopplung) auf diese Kurven gefiihrt wurde. Ist nim-
lich « die gesuchte Wiirfelkante, so folgt aus 23 = 243

sofort & = a%’?. Die Aufgabe, diesen irrationalen Aus-
druck geometrisch, d. h. mit alleiniger Anwendung von
Zirkel und Lineal zu konstruieren, erkannten die griechi-
schen Geometer bald als unlosbar und suchten deshalb
dem ' Problem durch N#herungskonstruktionen beizu-

*) Vgl. hiertiber: Guinther, Geschichte der Mathematik.
Leipzig 1908 (Goschen; erschienen ist bisher Teil I) und:
Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik. 4 Binde.
Leipzig 1907. (Teubner.) 3. Aufl. )

**) Wir gebrauchen C? als Abkiirzung fiir ,,Kegelschnitt®,
bzw. ,, Kurve 2. Ordnung"; analog C* fiir ,,Kurve 3. Ordnung*,
usf.; C# fiir . KRurve nter Ordnung®. Diese Abkiirzungen €2,
C®, Cn an Stelle von C,, C;, Cn wurden deshalb gewshlt,
weil sie sich auch in der Enzyklopidie der math. Wissen-
schaften finden in Band IIT,. C. 4: ,,Berzolari, Allgemeine
Theorie der htheren ebenen algebraischen Kurven“.



Einleitung.

(%4)

kommen. Aus der Proportion
z:2a=a2:22

148t sich das simultane System von Gleichungen ableiten:

{ay=x‘3 l

zy=2a‘—’['

Diese beiden Gleichungen stellen, bezogen auf ein recht-
winkliges Koordinatensystem, zwei Kurven 2. Ordnung
dar. Die Abszisse des Schnittpunkts beider Kurven (einer
Parabel und einer gleichseitigen Hyperbel) gibt die ge-
suchte Wiirfelkante. Durch diese Naherungslésung wurde
das Studium der obigen Kurven angeregt und Menich-
mus fand auch, daB diese Kurven erhalten werden als
Schnittlinien einer Ebene mit einem geraden Kreiskegel
von verschieden groBem Offnungswinkel. Wahrschein-
lich kannte Menichmus auch schon die Asymptoten der
Hyperbel. Bei Archimedes kommen sie in seiner Schrift
De conoidibus (237 v. Chr.) unter dem Namen ai &yyiota
vor. Erst von Euklid (300 v. Chr.) wissen wir bestimmt,
daB ihm die Asymptoten der Hyperbel bekannt waren.
Der Name Asymptote stammt von Apollonius (225 v. Chr.).

Die drei berithmten Probleme des Altertums: die
Wiirfelverdopplung, die Dreiteilung des Winkels und die
Quadratur des Kreises, deren geometrische Ldsung die
hervorragendsten Mathematiker jener Zeit versuchten, er-
wiesen sich fiir die Entwickiung der Lehre von den al-
gebraischen Kurven iiberaus fruchtbar. Diokles (um
200 v. Chr.) kam durch das delische Problem auf eine
C3, die Kissoide, Nikomedes um dieselbe Zeit auf eine
C4, die Konchoide oder Muschellinie. Das Problem der
Dreiteilung des Winkels fihrte Hippias (420 v. Chr.)
und das Problem der Kreisquadratur spiter Dinostratus,
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den Bruder von Menichmus, auf die erste transzendente
Kurve, die Quadratrix,

Das klassische Hauptwerk des Altertums auf diesem
Gebiet sind die acht Biicher ,,Kegelschnitte des Apollo-
nius von Pergd (200 v. Chr.), des ,groBen Mathema-
tikers“, in denen alle bereits bekannten Eigenschaften
dieser Kurven zusammengestellt und mit zahlreichen
eigenen Entdeckungen zu einem Ganzen verarbeitet sind.
Auch die heutigen Namen der Kegelschnitte: Ellipse,
Parabel und Hyperbel rithren von ihm her. Wie Me-
nichmus die Kegelschnitte als Schnittlinien einer Ebene
mit Kegeln erhalten hatte, so kam Perseus (2. Jahrh. v.
Chr.), ein sonst wenig bekannter Mathematiker, in Ver-
folgung dieses Verfahrens, Kurven durch Schnitte von
Flichen mit Ebenen zu erzeugen, durch Schnitte eines
Kreisrings oder Wulstes (auch Spire genannt) mit Ebenen
parallel der Achse auf die spirischen Linien.

Rémer und Inder haben auf unserem Gebiet fast
nichts geleistet. Die Araber, die Erben der griechischen
Mathematik, pflegten hauptsichlich die Algebra. Ihre
geometrischen Leistungen blieben durchweg hinter denen
ihrer griechischen Lehrmeister zuriick. In jener geistes-
armen Zeit des Mittelalters besteht ihr Hauptverdienst in
der Uberlieferung der Leistungen des Altertums durch ihre
Uhbersetzungstitigkeit. Leidersind jedoch durch die Volker-
wanderung, durch die vielen Kriege und den gewalttatigen
Charakter des Mittelalters viele Werke der griechischen
Geometer vernichtet worden, so da8 uns in vielen Fillen
nur noch deren Titel und Verfasser bekannt sind.

2. Yon Descartes bis zur Gegenwart.

Eine vollstindige Umwilzung erfubr die Geometrie
durch die Arbeiten von Fermat (1629, vertffentlicht
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1660) und Descartes (1637). Indem sie die Algebra
in den Dienst der Geometrie stellten, entstand die ana-
Iytische oder Koordinatengeometrie, die mit einem Schlag
auf unserem Gebiet der mathematischen Forschung eine
ungeahnte Entwicklung bewirkte. Schon in den geo-
metrischer Werken von Archimedes nnd Apollonius findet
sich bel den Kegelschnitten eine Art von Parallelkoordi-
paten, aus Durchmesser und den dazu konjugierten
parallelen Sehnen bestehend, wobei. bereits unsere mo-
dernen Ausdriicke Abszisse und Ordinate gebraucht
werden. Aber erst bei Descartes erscheint ein von der
Figur unabhingiges Koordinatensystem und die heute
gebriuchliche Bezeichnung der Koordinaten mit o und y.
Descartes und seine Zeitgenossen haben sich auf zwei Ko-
ordinaten, also auf die ebenen Gebilde beschrankt; erst
Parent 1700, Clairaut 1713 uod Euler in seiner ,JIntro-
ductio in analysin infinitorum® 1748 haben den Ubergang
auf die Darstellung rdumlicher Gebilde mit drei Koordi-
naten gemacht. Der Name ,Koordinaten“ stammt von
Leibniz (Acta Eruditorum 1692). .

Durch Descartes’ analytische Geometrie war zugleich
die Mgglichkeit gegeben, die Theorie der algebraischen
Kurven auszubilden. Jetzt erst war eine analytische
Einteilung der Kurven nach dem Grad ihrer Gleichung
moglich. Newtons Einteilung der Kurven nach der
Zahl der Schnittpunkte mit einer Geraden, d. h. nach
ihrer Ordnune, ist eine der ersten Anwendungen der
analytischen Geometrie. Beriihmt ist die Einteilung der
€3 von Newton in seiner ,Enumeratio linearum tertii
ordinis“ 1706, wobei er auf fiinf Klassen kam, die sich als
Projektionen von fiinf Grundkurven ergaben. Newtons
Untersuchungen wurden fortgesetzt und erweitert von Stir-
ling (1692—1770) und Mac Laurin in seiner ,,Geometria



Algebraische Kurven in der Neuzeit. 11

organica®® 1720. Letzterer studierte die algebraischen
Kurven hauptsichlich in synthetischer Richtung. Des-
cartes selbst verdanken wir die Entdeckung und verschie-
dene Si#tze iiber Parabeln hoherer Ordnung (3" = o*~12),
iiber einige transzendente Kurven (Roulette, Trochoide)
und das nach ihm benannte Descartessche Blatt. Giles
Personnier, nach seinem Geburtsort meist Roberval ge-
nannt (1602—75), ersann die nach ibm benannte
Methode der Tangentenkonstruktion. René de Sluse
(1622—85) untersuchte hauptsichlich die Perlkurven,
deren allgemeine Gleichung lautet: o y" = (z + a)2*.
Der Niederlinder Huygens (1629—95) ist besonders
durch seine Untersuchungen iiber Evoluten und HEvol-
venten, sowie iber die Zykloide bekannt. Uberhaupt
gab es in jener Zeit der Bliite der analytischen Geo-
metrie kaum ein Problem, das nicht von mehreren der
eben erwihnten, meist franzosischen Mathematikern in
Angriff genommen wurde; ein ausgedehnter Briefwechsel
verbreitete die Forschungsergebnisse — h#iufig in Form
einer Aufgabe — unter den Fachgenossen.

Kaum hatten die Mathematiker die neuen Methoden
der Konrdinatengeometrie auf ihre Probleme angewandt,
als schon ein neues, noch besseres Hilfsmittel zu deren
Losung geschaffen wurde, die Differential- und Iniegral-
rechnung, in der Hauptsache von Lieibniz 1675 erfunden
(verdffentlicht 1684), von dem auch die Bezeichnungen f
und d herriihren. Er hat auch zuerst die Kurven in
malgebraische® und ,transzendente* unterschieden. Unab-
héngig vonLeibnizkam Newton1671 (verdifentlicht 1687)
auf dieselbe neue Rechenmethode. Die Briider Jakob und
Johann Bernoulli (1655—1705;1667—1748) wandten
die neue Rechenweise der Differentialgeometrie auf die
Kurvenlehre an, besonders auf die Isochronen. Johann
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Bernoulli hat sich besonders mit der Lemniskate be-
schaftigt. Durch die Hilfsmittel der Infinitesimalrechnung
konnte nun auch die Rektifikation der Kurven in ein-
fachster Weise behandelt werden, ein Problem, dem das
mathematische Rilstzeug der Geometer des Altertums
picht gewachsen war. Eine Unzahl von Sitzen fiber das
Ziehen von Tangenten und Eriimmungskreisen, dieLéngen-
bestimmung von Kurvenbogen und die Flachenberechnung
wurde aufgestellt und bewiesen. Durch den Ubergang
von Punktkoordinaten zu Polarkoordinaten wurde eine
Reihe von neuen Kurven entdeckt. Diese Methode, aus
ekannten Kurven durch Koordinatenverwandlung neue
{urven abzuleiten, hat in ihrver Allgemeinheit zuerst
Tarignon 1722 apgewandt: er ersetzt die Punktkoordi-
paten z und y der Kurvengleichung durch die Polar-
koordinaten » und 7- ¢, so daB aus der gegebenen Kurve
f{x, y) =0 die neuwe Kurve (i, I¢) = 0 entsteht.

Als Begriinder der Auwrvendiskussion in analytischer
Behandlungsweise kann de Gua angesehen werden. In
seiner 1740 veroffentlichten Schrift ,,.Usages de I’analyse”
de Descartes (L. V. 10.) hat er, angeregt durch Newtons
~Enumeratio®, erstmals eine allgemeine Theorie der algebra-
ischen Kurven entwickelt. Seine Verdienste um die An-
wendung der Algebra auf die Geometrie gerieten jedoch
fast bis in die Neuzeit hinein in Vergessenheit, weil er das
Vorhandensein der von de I’'Hopital 1696 aufgefundenen
Schnabelspitze bestritt. Auch hat de Gua die Singulari-
tifen der Kurven 3., 4. und 5. Ordnung untersucht und
die der beiden erstgenannten — abgesehen von der
Schnabelspitze — vollstiindig behandelt.

Als weitere Versuche einer 2heorie der algebraischen
Kurven sind Eulers Introductio 1748 und Cramers
»Introduction & Vanalyse des lignes courbes® 1750 zu be-
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trachten. In beiden Werken spielte, ebenso wie bei
Newton, die Gestalt der Kurven die Hauptrolle. Die
ersten Andeutungen fiber singuldre Punkie finden wir
in Newtons ,,Enumeratio® und in Mac Laurins ,,Tractatus®
1746. Fermat hatte schon 1638 den Wendepunkt be-
handelt. Cramer betrachtet bereits Doppelpunkte und
Wendepunkte verschiedener Ordnung. Auch finden sich
schon bei Newton die allgemeinen Begriffe von Durch-
messern und Mittelpunkten fiir Kurven hoherer Ordnung.
Weitere hohere Singularititen, insbesondere die Wende-
punkte und Beriihrungspunkte hoherer Ordnung (Flach-
punkt, Spitzpunkt u. a) finden sich bel Maupertuis
1729.
Nach einer mebr als 100 jahrigen Zeit der Ruhe und
" des Stillstands auf diesem Gebiet der mathematischen
Forschnng blieb es dem 19. Jahrhundert vorbehalten,
= gine eigentliche Theorie der algebraischen Kurven zu
% Schaffen. In der Form der projekiiven oder synthetischen
.\‘__geometrie taucht ein neuer Zweig der Geometrie auf.
"Im Gegensatz zur analytischen Geometrie ist sie an kein
Koordinatensystem gebunden, auch bedarf sie nicht der
Differentialgeometrie. Beim Ausbau dieser fiir das 19. Jahr-
hundert charakteristischen Wissenschaft kamen zwel
ihrer Hauptvertreter fast gleichzeitig auf das fundamen-
tale Prinzip, das fiir die Theorie der algebraischen Kurven
von grofiter Bedeutung wurde, das Prinzip der Dualiti,
begriindet von Gergonne 1819 und Poncelet 1824.
Plicker, der in den Priorititsstreit zwischen den beiden
franzosischen Geometern iiber das Dualititsprinzip herein-
gezogen wurde, begriindete es 1826 analytisch durch
Einftihrung der nach ihm benannten Linienkoordi-
naten. AuBer den bereits Gepannten sind Mobius,
Steiner, Staudt, Reye, Lindemann, Chasles und Cremona
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die Hauptvertreter dieser neuen Richtung der Geometrie.
Pliicker schuf in seinen beiden Werken: ,System der
analytischen Geometrie® 1835 und ., Theorie der algebra-
ischen Kurven® 1839 durch Einfihrung des Prinzips
der Homogenitit und unter Benutzung seiner Linienko-
ordinaten die Grundlage fiir den Ausbau der Theorie der
hioheren algebraischen Kurven.

Riemann und Clebsch haben um die Mitte des
vergangenen Jahrhunderts der Geometrie besonders die
Theorie der Abelschen Funktionen putzbar gemacht. Bei
lieser projektiven und mehr abstrakten Behandlung der
reometrischen Gebilde wurde auf Figuren wenig Wert
relegt, die deshalb auch in den Werken jener Zeit groSten-
eils fehlen.

Gegenwértig sind es hauptsichlich die hoheren Sin-
gularititen, die im Vordergrund des Interesses stehen.
AuBer den bereits Gepannten haben namentlich Hesse,
Salmon*) und Cayley sich eingehend damit beschiftigt
und bis in die neueste Zeit herein hat eine Reihe der
bedeutendsten Mathematiker, wie Aronhold, Brill,
Clebsch, Darboux, Geiser, Gordan, Halphen,
Klein, Nother, Smith, Sylvester, Zeuthen u. a.,
wesentlich zur Entwicklung dieses Teils der Geometrie
der algebraischen Kurven beigetragen. Hierbei ist auch
die sinnliche Darstellung durch Figuren wieder mehr in
den Vordergrund getreten.

Die Untersuchung spexieller Kurven wurde in neuester
Zeit durch die Arbeiten von Brocard (Intermédiaire des
mathém. Bd. 4, 5, 7 und ,Notes de bibliographie des
courbes géométriques” 1897 und 1899) und durch das
Sammelwerk von Lioria: ,,Spezielle algebraische und tran-

* L.V.9)
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szendente ebene Kurven®, 1902, sehr gefordert*). Eine
neue Methode zur Diskussion algebraischer Kurven, deren
Gleichung in Linienkoordinaten gegeben ist, hat durch
dualistische Ubertragung Reuschle 1889**) ersonnen.

Da die Koordinatenachsen bei vielen algebraischen
Kurven mit deren Gestalt meist nur in losem, haufig
auch gar keinem Zusammenhang stehen, so wurden schon
gegen Ende des 18. Jahrhunderts von Lacroix in seinem
»Traité du Calcul diff. et intégr.“ 1797 Versuche ge-
macht, diesen Unbequemlichkeiten aus dem Wege zu
gehen.

Denselben Gedankengang hat Cesard verfolgt und
in seinem Buch: ,Geometria intriseca®, in deutscher
Ubertragung von Kowalewski ,Natiirliche Geometrie,
1901 durch eine Reihe von Sitzen begriindet und weiter
ausgebaut. Als Koordinaten benutzt Cesard nur solche
Elemente, die mit der Gestalt der Kurve zusammen-
hingen, dagegen fiir die Lage der Kurve in der Ebene
ohne EinfluB sind: die Bogenlinge s und den Kriimmungs-
radius . Cesard nennt daher die Relation f(s, g) = 0 die
»hatlirliche Gleichung* der Kurve. Dieser neueste
Zweig der Geometrie hat durch Anwendung der Methode
der Koordinatenverwandlung zur Entdeckung einer ganzen
Reibe never Kurven gefiihrt, die man auf anderem Wege
schwerlich gefunden hiitte.

*) Das Werk von Loria (L.V.6.), das die Geschichte
der einzelnen Kurvengattungen sehr eingehend behandelt, und
das von Teixeira (L.V. 12.), ‘dessen Original in spanischer
Sprache 1905 erschienen ist, das aber mehr eine Art ,,Kurven-
enzyklopadie®™ ist, verdanken ihr Entstehen einem Preisaus-
schreiben der Akademie der Wissenschaften in Madrid 1892,
wiederholt 1895.

**) Abgedruckt im Tageblatt der 62. Versammlung deutscher
Natuorforscher und Arzte, Heidelberg 1889.
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Mehr ins einzelne gehende geschichtliche Angaben &ber
spezielle Gebiete der Theorie der algebraischen Kurven finden
sich im IL Teil der ,,dlgebraischen Kurven®.

§ 1. Die algebraischen Kurven im allgemeinen.

In den folgenden Untersuchungen betrachten wir aus-
schlieBlich ebene algebraische Kurven, sehen also von den
Raumkurven und auch von den ebenen transzendenten
Eurven ab.

Sind # und y die (reellen) Koordinaten eines be-
liebigen Punkts der Koordinatenebene, so stellt jede
Gleichung von der Form

(1) flz,y)=0
oder
(2) y=g() oder =1y

wegen der Willkiirlichkeit einer Veriinderlichen eine
oot Schar stetig aufeinanderfolgender Punkte, d. h. eine
ebene Kurve dar. f(z,y) =0 heift die implizite
Form, ¥ = @(#) oder x = y(y) die explizite Form
der Kurvengleichung.

Ein beliebiger Punkt (a, b) liegt also auf der Kurve,
wenn seine Koordinaten die Kurvengleichung befriedigen,
d. h. wenn

fla,0) =0 oder b=g(@@) oder a= ().

Unter einer algebraischen Kurve verstehen wir ein solches
Gebilde, dessen simtliche Punkte der Gleichung gentigen:

m n
0=Flz,y) = Dp D7ty 2y,
] (i}

WO u, v positive ganze Zahlen und die a,, reelle Kon-
stante bedeuten. Die hochste, in #(z, 4) = 0 vor-
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kommende Potenz u -+ v der beiden Unbekannten nennt
man den Grad oder die Ordnung der Kurve.

Jedes Polynom mniten Grads in den beiden Verdnder-
lichen = und y von der Form

0="F(z,9) = 4oy + 4" + 4" +...

---+An~ly+An
stellt, wenn

A, =g Lo 1t~ 4+ ... +a_1zta

eine rationale ganxe Funktion vien Grods in w isi, eine-
algebraische Kurve nien Grades, kurx eine C" dar.

Tritt die Funktion der Kurve in irrationaler Form
auf, so kann sie durch Potenzieren stets auf die raﬁonale
Form gebracht werden.

Kommen in F(xz, y) = 0 irrationale Exponenten vor,
so bezeichnet man Kurven dieser Art nach dem Vorgang
von Leibniz als infersxendente Kurven. Eine solche ist
z. B. y =2¥2. Diese bilden gewissermaBen den Uber-
gang zwischen algebraischen und wanszendenten Kurven.

Alle diejenigen Kurven, die man nicht durch eine
ganze rationale (algebraische) Gleichung zwischen den
Koordinaten « und y eines Punkts darstellen kann, nennt
man fransxzendenie Kurven.

Legen wir der Kurvengleichung Polarkoordinaten
zugrunde, die durch das System &er Gleichungen be-
stimmt sind:

z = gcosg Q=1’$2+y‘]
S ,  woraus .y
y=posmng ¢ =arctg

so erscheint die Gleichung vieler-algebraischer Kurven
in ,transzendentem Gewand®“. Jedé durch Polarkoordi-

Beutel, Algebraische Kurven. L 2
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naten dargestellte Kurve ist algebraisch, wenn in der
Gleichung
o = Flg)

der Parameter ¢ pur in der Form F(sinn ¢, cosm g)
auftritt. Sowie ¢ als nicht rein trigonometrische Funk-
tion vorkommt, z. B. p =a-.¢, ist die Kurve trans-
zendent.

Ist also f(z,y) oder ¢ (z) oder w(y) eine ;fgi?;ﬁ;?: te}
Funktion, so ist die durch f(x, y) =0 oder y = ¢(x)

algebraische } Kurve.

transxzendente

Die algebraischen Kurven werden nach dem Grad
ibrer Gleichung in z und y eingeteilt in Kurven 1., 2.,
3., ... Ordnung.

So ist die Gerade a,  + a, ¥y + @3 = 0 eine Kurve
1. Ordnung; der Kegelschnitt
01197 + 2032y + 33 Y° + 2413 T + 2oy + g3 =0
eine Kurve 2. Ordnung, kurz eine C2 usw.

LaBt sich die Funktion f,(r, y) in mehrere Funk-

tionen niederen Grads zerlegen, d. h. lautet die Gleichung
der C™:

0="ru@, ) = @ulz, ¥)-ye@, ) 2,(x, ) -

WO

oder = vy (y) dargestellie Kurve eine

n=x+p+y+...,
so zerfdllt die O in die Kurven
@u(z, =20, "7”,6’(‘_‘77?/)=07 z_;,(af;,y)=01
von den Ordnungen o, 8, v, . -.

Die Gleichung ]‘;(x y)y=20 erglbt nity=ax+b
eine Gleichung nmten Grades in z, die bekanntlich
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n Wurzeln hat. Diese » Wurzeln sind alle siimtlich
reell oder paarweise konjugiert. Daraus folgt der

Satz: Jede Gerade schnei-
det eine C™ in n reellen oder
komplex konjugierten. (imagi-
niiren) Punkien.

Ist » ungerade, so ist
mindestens ein Schnittpunkt
reell; ist » gerade, so sind
die Schnittpunkte paarweise
reell oder alle imagingr.

So wird die ,,oszillierende
Parabel 3. Grads“ der Fig. 1
von der Geraden G, in einem
reellen Punkt, von G, in
dreireellen Punkten geschnit-
ten; die oszillierende Parabel

(4

\/AY
\

“rig.1.

4. Grads der Fig. 2 von G; in zwei reellen Punkten,
von G, in vier reellen Punkten geschnitten.

e N L LN
7

Y

\ .
\

YR

+y

Fig. 2.

2*
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Jede algebraische Gleichung von der Form
0=ru(z,y) =@+ a2ty + a2 2y +... + ay”
enthilt neben den Verinderlichen « und ¥ noch Kon-

stante ay, a4y, - - -
z und y als Strecken sind GroBen 1. Dimension,
also sind Zahlen 5 0. 5 5
Flachen (22, zy, ¥?) gy  8s . Usw.

Soll also die Gleichung einer Kurve dimenstonal sein,
so miissen alle thre Glieder in den Verdnderlichen und
Konstanien xugleich vom selben Grade sein.

Im allgemeinen werden wir unsere Kurvengleichingen
in der Form von Zahlengleichungen aufstellen, d. h.
die Einheit der Strecke = 1 setzen.

Bild einer Kurve. Nicht jede Gleichung einer-al-
gebraischen Kurve mit reellen Koeffizienten stellt eine
reelle Kurve dar. So ist z. B. durch die Gleichung

224y at=0

ein imaginirer Kreis mit Mittelpunkt im Ursprung dar-
gestellt, dessen ganzer Verlauf imaginir ist
Die Gleichung

(@ —a) + (* —b92 = 0
stellt eine imaginire C% dar, die als einzige reelle Be-
standteile die vier Punkte { } hat.
Y=o +b

Arten von Kurvenziigen. Unter einem Kurvenzug
oder Kurvenast verstehen wir den Inbegriff aller reellen
Punkte,dieein auf der Kurve wandernder Punkt durchlaufen
kann, den Durchga.ng durch das Unendliche eingeschlossen,
bis er wieder zu seinem Ausgangspunkt zuriickkehrt.

So bilden nach dieser Anschauung die beiden Zweige
der Hyperbel nur einen Zug.
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Ein Kurvenzug kann paar oder unpaar sein, je nach-
dem er von einer Geraden in einer geraden oder ungeraden
Zahl von Punkten geschnitten wird.

Ein paarer Zug ohne vielfache Punkte teilt die Ebene
in zwei Gebiete, von denen das eine (,duBere”) unpaare
Ziige enthalten kann, das andere (,innere®) nicht.

N

Y
Fig. 3.

Jeden unpaaren Zug kann man sich durch Deforma-
tion eines Kegelschnitts entstanden denken. Die paaren
Zige werden deshalb nach Salmon Owale genannt;
Zeuthen beschrinkt den Ausdruck Ovale auf solche
Kurvenziige, die keine singuliren Punkte (inshesondere
auch keine Wendepunkte) besitzen.

Die in Fig. 3 dargestellte Kurve 3. Grads

y' = (@ —a)(z 4+ b) (& + o)
hat ein Oval und einen unpaaren Zug.
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9
[

Die Eurve der Fig. 8 besteht aus zwei paaren Ziigen,
die jedoch nach Zeuthen keine Ovale wéren, da jeder Zug
vier Wendepunkte besitzt (s. Seite 32).

Da sich zwel unpaare Kurvenziige immer schneiden,
so folgt daraus, daB eine Kurve ohne Doppelpunkt
hichstens einen unpaaren Zug haben kann; eine Kurve
ohne Doppelpunkt von ungerader Ordnung enthilt immer
einen unpaaren Zug (siehe Fig. 3, 42); eine Kurve von
gerader Ordnung ohne Doppelpunkt enthilt keinen un-
paaren Zug (siehe Fig. 8).

Ferner: Ein Zug hat eine gerade oder eine ungerade
Anzahl von Wendepunkten, je nachdem er paar oder un-
paar ist.

So besitzt der unpaare Zug der Fig. 3 im ganzen
drei Wendepunkte, von denen einer cofern ist; der paare
Zug derselben Figur (das Oval) hat keinen Wendepunkt.
Die beiden paaren Ziige der Fig. 8 haben je vier reelle
Wendepunkte.

§ 2. Prinzip der Homogenitit.
1. Jede Gleichung von der Form

w{’ =) = a4ty oty
R s s

deren samtliche Glieder in bezug auf die Verinderlichen
allein vom nten Grad sind, heiBt eine homogene Gleichung

in  und y und wird mit dem Symbol f£,(z, ) = O be-
zeichnet, wobei die Wellenlinie {iber den Versinderlichen
die Homogenitit anzeigen soll.

Dividieren wir die Gleichung (1) mit y* durch, so
arhalten wir
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Diese Gleichung liefert » Wurzelwerte &y, &, &3, ...,
&, fur g, also 148t sich Gleichung (2) und damit auch

Gleichung (1) in der Form schreiben:

l—— & —— O |l —— &g e, ..
0 \y 11: ¥ 2 Y 3
...... (ﬁ —ocn_l) (f — an) =0.
Y Y /

Diese Gleichung stellt nun nichts anderes dar als ein
System von % Nullpunktsgeraden, also

Satz: Die allgemeine homogene Gleichung nien Grads
in x und y:

®)

Ial(Z, §) = @@ + g 2"ty + a2y + .
ozt 40,7 =0

stellt das System von n Nullpunkisgeraden dar.
2. Betzt man in der Gleichung f,(z, y) = O einer

Kurve nter Ordnung —;—: an Stelle von z und % an Stelle
von ¥, so erhilt man
r Yy
fn(x: 3/) = fn(;)’: ;) =0
oder nach Multiplikation mit c™:
fol@, gy, »)=0.
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Diese Gleichung nten Grads ist homogen in den drei
Verinderlichen x, ¥, @, d. h. jedes Glied der Gleichung
ist in bezug auf z, y, w vom nmten Grad. )

Um also eine Gleichung nten Grads in z und y
homogen =u machen, hat man jedem Glied so viel Fak-
toren  beizngeben, daB die Exponentensumme der drei
Verdnderlichen z, y, w jedes Glieds = » wird. @ nennt
man die komogenisierende Verdnderliche™).

Beispiele:

@ — 1)@ — ) =zy@®—1);
homogen: (22 —1- 0@ —y)=zy(y>— 1 -w?.
zty— 22y —y* +3y—1=0; ,
homogen:zty — 222y w? — y?w’ +3yw* — 1.0 =0.

Aus der homogenen Form einer Gleichung erhilt
man die gewdhnliche (nicht homogene) Gleichung, indem
man @ = 1 setzt.

3. Setzt man in der Funktion f,(z, y, w) an Stelle
vonz, y, w die Werte gz, oy, 0w, so erhilt man

) (@, y, w) =fu(0ox, 0y, o)
(4) sl
=" - fal2, ¥, ®).

Diese Gleichung (4) driickt die charakteristische Higen-
schafft einer homogenen Funktion aus.

*) Zur Verhiitung von Verwechslungen haben wir nach
dem Vorgang von Reuschle, Praxis der Kurvendiskussion (vgl
S. 1451. ebenda) w statt des allgemein iiblichen z gewihlt.
@ hat den Vorteil, dal es auch in der Raumgeometrie als
homogenisierende Variable branchbar ist. Von Reuschle (ebenda
S.142) stammt auch das die Homogeneigenschaft einer Kurven-
gleichung anzeigende Symbol, die Wellenlinie iiber den Ver-
anderlichen.
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4. Der Eulersche Homogensatz. Durch Diffe
tiation der Gleichung (4) nach ¢ erhilt man

éflex,..) doz | cf(gw ) doy

dow do ' foy do
Cflox,...) dow e
# G BT
oder '
of . &r . of i
agwx—régyy_regww—n.g f(xi.lj! w)

woraus mit p =1

of | of &f
-’Ea'{'y@y +w%—_n f(w’ Y, 0).

Ist flz ,J,w)—O so ist auch
of | 8f | o

!
== Y =~ 0 .
Y cw

oz oy =B

5. Geometrische Deutung von . Sind z, g
die homogenen Koordinaten eines beliebigen Punkts,
sind seine kartesischen Koordinaten bestimmt durch

Verhiltnis %, % Die homogenen Koordinaten ne

man deshalb auch Ferhdliniskoordinaten.

Ist speziell w = 0, so sind g, % die Koordine
aller Punkte, fiir die w = 0 ist. Diese Punkte lie
-alle im Unendlichen, also stellt w = 0 den Inbeg
aller oo fernen Punkte  der Ebene dar. Da w = 0
Gleichung 1. Grads eine Gerade darstellt, so liegen
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oc fernen Punkte der Ebene ouf einer (oo fernen} Ge-
raden, deren Gleichung lautet: w = 0.

Wahl der Eoordinatenachsen.

Nach der allgemein f{blichen Art legen wir die
-~z-Achse nach rechts. Soll nun durch eine Drehung
um 90° im Sinn des Uhrzeigers die +x-Achse in die

-&
/N I
- & A T 2
4 5
__________ <P
z /
#

] 1. Quadrerd

Y

Fig. 4.

+y-Achse iibergefiihrt werden, so mu8 die --y-Achse
nach unten gerichtet sein (s. Fig. 4). Bei siamtlichen
Figuren ist diese Art des Koordinatensystems zugrunde
gelegt.

§ 3. Signierungsprinzip.

In der Gleichung f(z, y) = 0 einer Kurve ist die
Funktion f(x, y) Null fir alle suf der Kurve liegenden
Punkte, Fir alle anderen Punkte der Ebene ist der
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Wert der Funktion f(z, y) von Null verschieden,

positiv oder negatlv Der Ubergang von positiv zu n
tiv. kann nun im Endlichen nur durch Null hindt
geschehen, also ist die Funktion fiir alle Punkte auf
einen Sette der Kurve positiv, auf der andern Seite neg:

Um die positive, bzw. negative Seite der Kurve
bestimmen, setzt man die Koordinaten eines nicht
der Kurve liegenden Punktes (a, b) in die Funk
f(z, v) ein und bestimmt das Vorzeichen des Ausdrt
fle, d).

Zur bequemen Rechnung nimmt man hiezu ei
(nicht auf der Kurve liegenden) ausgezeichneten Pt
der Ebene, den Nullpunkt, einen Punkt der z- ¢
y-Achse, der Mediane x — y = 0 oder 2 +y = 0.

Wiahlen wir die Koordinatenachsen wie oben ar
geben, so ergibt sich als allgemeine Regel fiir die ¢
nierung einer Funktion:

Der am weitesten rechts in der Richiung der 1. .
diane © — y = 0 im 1. Quadranien gelegene, von f(z,y):
begrenzite Teil der Ebene (,, Zwickel” genannt) ist imi
positiv*).

Diese Regel gilt aber nur, wenn f(z, ) = 0 in
Form geschrieben ist: z — @(y), z. B. z — y2, 22 —
also so, daB das Glied mit z positiv ist. LaBt sich
zu signierende Funktion nicht in einfache Funktio
zerlegen oder ist die Anwendung der Regel nicht g
einwandfrei, so bleibt zur Signierung nichts anderes ik
als die Bestimmung des Vorzeichens des Werts
Funktion fir einen beliebigen Punkt.

*) ,,Zwickel“ zur Abkiirzung fir ,begrenzter Teil
Koordinatenebene'. — Der Name ,,Zwickel riihrt her -
Reuschle, Das Dlwslonsprmzxp in der anal. Geom. M
math. V. Wiirtt. II, 2. (1900.) S. 52.
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Fiir jede in gerader Potenz vorkommende Funktion
andert sich beim Durchgang durch 0 das Vorzeichen
nicht; solche PFunkiionen wvon der Form f2,f*, ...
bleiben bei der Signierung unberiicksichiigt.

Es ist zum Zweck der Signierung zu empfehlen, die
Kurvengleichung F(z, y) = 0 immer auf die Form zu

bringen: 4 ig—0 oder f=1yg,

4.8

+

Fig. 5.

wo 4, bzw. 1, konstante, d. . von z und y unabhingige
Faktoren sind.

Beispiele:

1. Fir den Ereis flz, y)=a2> 4+ y2 —+2=0 ist
die innere Kreisfliche negativ; mit = 8} kommt
7(0, 0)= —r2. (Fig. 5) y=
2. Fir die Parabel f(z, y) =22 — 2py = 0 kommt
. T = - ;
mit y =g} fla, 0)= a® (Fig. 6), d. h. die von der
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Parabel ,umschlossene® Flache (durch welche die -
Achse geht) ist negativ.

@9

N

Fig. 6.
3. Fir die C4:
te—De+ e+ —y) =29 —DE+1)

folgt nmach der obigen Regel: Der am weitesten rechts
von o —y = 0 liegende Teil der Ebene ist sowohl fiir
die linke, wie fiir die rechte Seite der Gleichung positiv.
Da nun fiir solche Punkte die Gleichung befriedigt
werden kann, so konnen in diesem Teil der Ebene
Kurvenpunkte liegen; fiir den ,Nebenzwickel“ dagegen
wird durch Uberschreitung der Geraden y — 1 = 0 die
rechte Seite der Gleichung negativ, die linke Seite bleibt
positiv, also konnen in diesem Zwickel keine Kurven-
punkte liegen. Um dies fir das Auge wahrnehmbar zu
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machen, wird dieser Zwickel schraffiert (s. Fig. 7, in
der zugleich das Bild der Kurve eingezeichnet ist).

QN
Qe
\\Q\\\\\\“\\\
AL

Y +1=0

70

2

Fig. 7.

Hieraus 158t sich folgende weitere Signierungsregel
ableiten: Konnen in irgend einem Zwickel Kurvenpunkte:
Liegen, so liegen in den Nebenzwickeln keine Kurven-
punkte, wobel wir unter ,Nebenzwickel® solche Teile



Prinzip der linearen Kombination. 31

der Ebene verstehen, in die man vom 1. Zwickel durch
Uberschreitung von nur einer Signierungslinie kommt,

Mittels des Signierungsprinzips 148t sich also aus der
Koordinatenebene eine Anzahl von Teilen ausscheiden, in
denen die vorgelegte Kurve nicht verlaufen kann. Zu-
gleich ersieht man, daB es vorteilhafter ist, die Kurven-
gleichung F(z, y) = f -+ % g = 0 so zu zerlegen, daf die
Funktionen f und ¢ selbst in moglichst viele Faktoren
zerleghbar sind.

§ 4. Prinzip der linearen Kombination.

Satz 1. Sind f,(z, ¥) =0 und g,(z, ) =0 die Glei-
chungen zweier C", so stellt die durch lineare Kombina-
tion beider Gleichungen erhaltene neue Gleichung
(1) fn(m7 y)"}—lgn(x:y):O)
wo A ein beliebiger, von # und y unabhingiger Faktor
igt*), eine Kurve dar, die durch siimtliche (n2) Schnitt-
punkte der beiden gegebenen Kurven geht, oder kurz:

Die Kurve [+ Ag = 0 geht durch similiche Sehniti-
punkle der beiden Kurven i : 8} .

Die Gleichung (1) wird némlich nur befriedigt, wenn
gleichzeitig gilt: {; = g}, d.h. der Gleichung (1) gentigen

nur die Koordinaten solcher Punkte, die sowohl auf der
Kurve /= 0, als auch auf der Kurve g = 0 liegen.
Ebenso gilt der
Satz 2. Die Kurve
hfe+4g9.9.=0

*) Ist 4 ein verdnderlicher Parameter, so stellt f +1g =0
oo’ viele Kurven dar, die alle durch die Schnittpunkte von

{; z 8} gehen, also ein Kurvenbiischel oder ein Kurvennetz.
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geht durch die Schuittpunkte der Kurven

(o 629 B
g1=0[" 1g=0f" l;=0f" lg=0
Beispiel. Die Kurve

@ — )@ —2) + 202 — 1) — 4 =0

P! !
| i :
! | i
- : —Y+2-0
: | Yo
! Y+i2-0
Y+ 10
£ +
L
'1-——‘ Y-7=0
/ i 5,_/5=0
l 2L ’I'F g
i L/~ 2<0
:: |
L4
13 Tir
S b o
ITs % I
Fig. 8.
odler e—1)e+1)(E—12)(+72)

+AG—DE+ ) —2A@F+2)=0
geht durch die 4 - 4 = 16 Schnittpunkte der Geraden

z+1=0 und x—'—]/_~0 mit y+1=0 und
y—2—0

Fir 1 =1 hat die Kurve die Gestalt der Fig. 8.
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Allgemein gilt der
Satz 8. Die Kurve

ﬂfzf:‘}"'fn_!_;*-glgegﬁ"'gn:o
n n
oder abgekiirzt IZ]‘}-{—).IZ_%——-—O
=1 k=1

geht durch die Schnittpunkte der Kurven {f‘ = 0}‘

N=1,2,...n. g=0
Aus der Gleichung f -4 ig, g, = 0 folgt, wenn

beiden Kurven g, =0

und g, = 0 zusam- L

menfallen, d. h. wenn £ +

91 = g5, der |
Satz 4. Die Kurve

F+ig=0 i

\g=0
berithri die Kurve f=0
in ihren Schnittpunkten £

mit der Kurve g =0
(Fig. 9). [Zwelpunk- Y
tige Berlihrung, ent- Fig. 9.
sprechend den zwel
Schnittpunkten von { f= 0} und { f= 0} an der
9, =0 g2 =0

treffenden Kurvenstelle.]

Auf ‘welcher Seite von f die Berithrung stattfin
ergibt sich aus der Signierung.

Beispiel. Die Gleichung der durch Fig. 8 d
gestellten C* 148t sich auch in der Form schreiben:

22 (52 — 3) + (1 — 3) (1 — 2) = 0

Beutel, Algebraische Kurven. L 3
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oder . _
{ 2t (z —¥3) [z +V3)
+—V8+13—12)E+12)=0.
Gem#B Satz 4 folgt hieraus:

Die C* beriihrt die Geraden y--13=0 und y+}2=0
in ihren Schnittpunkten mit z = 0 und. geht durch die

. 13 L /3
acht Punkte {x = 1,3 - 0} und {x - 13 = O} .
y£y3=20 y£y2=20

Aus den vorstehenden Sétzen, besonders aus Satz 3 ist
ersichtlich, daf man bei der Diskussion einer Kurve deren
Gleichung in die algebraische Summe zweier Produkte
zu zerlegen hat, um die Sitze 1 —4 anwenden zu kdnnen.
Je mehr Faktoren diese Produkte haben, um so mehr Kur-
venpunkte lassen sich ablesen. Durch mekrfacke Um-
formung der Kurvengleichung in ein derartiges Binom er-
geben sich so viel Kurvenelemente, daB schon eine ziem-
lich genaue Zeichnung des Bildes der vorgelegten Kurve
moglich ist.

Aus den beiden Formen der in Fig. 8 gezeichneten
Kurven lassen sich 16 4 16 = 32 Kurvenpunkte ablesen,
wobei die vier Berlthrungspunkte auf der y-Achse doppelt
gerechnet sind.

Zur ,,Diskussion' einfacher algebraischer Kurven, d. h.
zur Bestimmung so vieler Kurvenelemente (Punkte und
Tangenten), daB die genaue Aufzeichnung der Kurve in
einwandfreier Weise mdglich ist, wiirden die in den
§8 2—4 entwickelten Prinzipien hinreichen. Doch wird
die Diskussion wesentlich erleichtert durch die Deutung
der verschiedenen ,,Symbole®, besonders derjenigen, die
o enthalten. Deshalb wurden die Beispiele zur Kurven-
diskussion den folgenden §§ nachgestellt.
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§ 5. Singularitdten.

Erkldrung. Unter singuliren Punlkien, bzw. singu-
liren Tangenten verstehen wir im allgemeinen vielfache
Punkte, bzw. vielfache Tangenten.

Singuldre Punktstellen treten erst bei Kurven 3. und
hoheren Grads auf; die Kegelschnitte sind also die ein-
zigen Kurven, die keine singuliren Punkte besitzen.

a>0

— fl,ﬂ} +r
~,0) WE

Xtra~)
b
)

Fig. 10. Fig. 11.

Ein Kurvenpunlit ist ein r-facher Punki, wenn die
Kurve r-mal durch ihn hindurchgeht; die Kurve hat also
in ihm ~ Tangenten. Sind diese alle verschieden, so ist
der Kurvenpunkt ein gewshnlicher r-facher Punkt.

Der einfachste Fall des vielfachen Punkts ist der
Doppelpunki. Hiebei sind in bezug auf die beiden

3‘
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Tangenten, die die Kurve im Doppelpunkt hat, drei Falle
miglich.
Sind die xiwei Tangenten reell und xusammenfalle

tmagindr konjugiert
gewbhnlicher Doppelpunkt}

reell und verschieden
nd}

so ist der Doppelpunki ein Riickkehrpunkt
isolierter Punki

a<o

&
ates0

Fig. 12

Beispiel. Die Kurve 3. Grads ay? = «2(z + o) hat
>0 Doppelpunkt (Fig. 10),
fiir 2 = 0 einen { Rickkehrpunkt (Fig. 11),
<0 isolierten Punkt (Fig. 12).
Fiir eine Reihe singuliirer Punkte lassen sich nach dem
Prinzip der linearen Kombination folgende Sitze angeben.
1. Die Kurve



Wendepunkt; Flachpunkt.

beriihrt die Kurve /= 0 dreipunkiig in ibrem Sch
punkt*) mit g = 0.
Ist speziell = 0 eine Gerade G = 0, so hat o
1a. Die Kurve )

beriihrt die Gerade G'= 0 in ijhrem Schnittpunkt

g = 0 dreipunktig, d. h. der Schrittpunkt ist ein Wen
punkt mit G = 0 als Wendetangente (Fig. 13 a).

2. Die Kurve
G+igi=0
G=0
'
|
fo /
g0
Fig. 13a. Fig. 13b.

berfihrt die Gerade G = 0 in ibhrem Schnittpunkt n
g = 0 vierpunktig, d. h. der Schrnittpunkt ist ein Flac
punkt mit G = 0 als Flachtangente (Fig. 13 b).
3. Die Kurve
G+2 g5 =0

bertihrt die Gerade G'=0 in ihrem Schnittpunkt m

*) Da wir iiber den Grad der Funktionen f und g keh
nzheren Bestimmungen machen, so haben die beiden Kurve
f=0und g =0 im allgemeinen mehrere (reelle oder im
ginire) Schnittpunkte. Die Satze 1—10 gelten fiir jede
dieser Schuitpunkte; der Einfachheit halber betrachten w
aber nur einen dieser Schuittpunkte.
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g = 0 fiinfpunktig, d. h. der Schuittpunkt ist ein Wende-
flachpunkt mit G=0 als Wendeflachtangente (Fig.13¢)).

4. Die Kurve
// A+29°91=0
7, hat in dem Schnittpunkt
/- 7 von =0 mit g=0 einen
(70 Doppelpunki (Fig. 13 d).
Fig. 13c. Dieser ist ?eeu }, wenn
isoliert
. Jf=0] . nichtschraffierten : )
der Punkt {g= of o dem schraffierten Teil der
Ebene liegt.
=0
\g=0
=0
7
Fig. 13d.

Wird g, = g, so hat man:
5. Die Kurve fAragi=0

hat in dem Schnittpunkt von f= 0 mit g =0 einen
Riickkehrpunki (oder Spitze 1. Art) mit der Tangente an
/=0 als Riickkehrtangente (Fig. 13e).

*) In bezug auf die Bezeichnung der hoheren Singulari-
titen vgl. Reuschle (L. V. 8) und Sauerbeck (L. V. 10.).



Selbstberiihrungspunkt.
6. Die Kurve

ft+igt=0
hat in dem Schnittpunkt von f=0 mit g=0 ei
=0
& 4 iy
5 P+ g%
-0
4
Fig. 14a.

Selbstberiihrungspunkt (oder Binodalpunkt) mit der Ts
gente an f= 0 als Selbstheriihrungstangente.

NS £-0

g=0
/3/

Fig. 14b.

Der Selbstberihrungspunkt enfsteht durch das 7
sammenfallen zweier Doppelpunkte. Hierbel kénnen nt
beide Kurvenzweige nach derselben Seite (Fig. 14 a) ods
nach verschiedenen Seiten (Fig. 14 b) konkav gekrlimn
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sein oder mit anderen Worten: Die zu den zwei Kurven-
zweigen des Selbstberiihrungspunkts gehorigen Kriim-
mungskreise haben ihre Mittelpunkte anf derselben Seite
(Fall a) oder auf entgegengesetzten Seiten (Fall b) der
heiden Kurvenzweige.

7. Die Kurve

Frig=0
bat in dem Schnittpunkt von f=0

Zg

Y=x*

+y
Fig. 15. Fig. 16.

mit g = 0 einen Rickkehrflachpunki mit der Tangente
an f = 0 als Riickkehrflachtangente (Fig. 15).
8. Die Kurve

FoHagi=0

hat in dem Schnittpunkt von f= 0 mit g = 0 einen
Spitxpurkt mit der Tangente an f= 0 als Spitztangente
(Fig. 16).
9. Die Kurve
f2+295=0



‘W endespitzpunkt; Rickkehrspitzpunkt.

hat in dem Schuittpunkt von =0 mit g =0 eir
Wendespitxpunkt mit der Tangente an f= 0 als Wenq
spitztangente (Fig. 17).
10. Die Kurve

Fitagsi=0

hat in dem Schnittpunkt +
/= 0 mit g = 0 einen Rii
kehrspitxpunkt mit der Te
@9 +2 gente an = 0 als Riic
kehrspitztangente  (Fig. 1
USW. USW.
Durch Vergleichung ¢
Fig. 13—18 folgt:
Die Berithrung der Kur

f+ig"=0 im Punkt{gz

mit der Kurve =0 ist v
Fig. 17 so inniger, je grdBer = ist.

(z0)

Yy
Fig. 18.
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Ferner: Die Beriihrung der Kurve /* 4+ Ag™ =0 im

Punkt {g g}

je mehr sich der Quotient 77; dem Wert 1 n#hert.

mit der Kurve f="0 ist um so schwécher,

Diese fiir das Auge ohne weiteres wahrnehmbare
Eigenschaft der oben aufgefiihrten singuliren Punkte
wird auch durch deren Namen Wende-, Flach-, Spitz-
punkt usw. treffend charakterisiert.

§ 6. Parabeln und Hyperbeln héherer Ordnung.
{Zugleich typische Beispiele fiir das Prinzip der
linearen Kombination.)

L. Die Parabeln htherer Ordnung.

Unter Parabeln hiherer Ordnung versteht man Kurven,
deren Gleichung in ihrer einfachsten Form lautet:

pﬂ—-uya = 8

wo o und B positive ganze Zahlen sind und 8 > « oder,
wenn der Parameter p = 1 gesetzt wird,

y*=af.

Diese Gleichung kann man sich entstanden denken durch
Verallgemeinerung der Gleichung der gewthnlichen Pa-
rabel 2. Ordnung y = 22. — Die Parabeln hoherer Ord-
nung, auch biromische Parabeln genannt, lassen sich bei
gegebenem o und S leicht punktweise berechnen und
aufzeichnen.

Aus der Parabel 2. Grades y = 2 1a8t sich durch
eine einfache Substitution die ganze Reihe der binomischen
Parabeln von der Form gy = 2f ableiten.



Parabeln hiherer Ordnung. 43
Setzt man in der Gleichung y = 22 statt y den Aus-
druck —1‘1, so erhalt man
&

4
Y2
x

Hieraus ergibt sich durch dieselbe Substitution

1
Y — 23 oder Y = z*, Usw.
z

Ist (@, b) ein beliebiger Punkt der Parabel y = 22, so
erhilt man die Kurve y = 23 als (¢, b)-Eliminat aus

oder y=u3.

T=a ‘l

Ezij

Hieraus ergibt sich folgende

Kounstruktion der Parabel 3.Ordnung y =22 aus der
gezeichneten Parabel y = z2? (s. Fig. 19): Ziehe die Ge-
rade z = 1; falle vom Punkt P(a, b) auf sie das Lot PQ,
so schneidet die Gerade OQ die Gerade = @ im Punkt R,
der ein Punkt der gesuchten Kurve y = z2 ist.

Das Prinzip der linearen Kombination liefert nun fir
das Verhalten der binomischen Parabeln im Ursprung

{; : g} und im ocofernen Punkt der Ordinatenachse

r =20

der Kurve in der Nihe der beiden singuliren Punkte
wird durch das Signierungsprinzip geliefert. Der Leser
moge die Signierung der einzelnen Kurven selbst vor-
nehmen.

{a) =0} s Reihe von Sitzen 1—9. — Der Verlauf
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1
1
1%
>
R\
3
A
gAY
.
I Y
AT
§ v v
3 ‘- \‘
\
1 \
T Y
: &
i . \
; b, +
1]
H
:
H
?
PL L
1
% +y
s
Fig. 19.

1. Die Parabel y = 22, homogen y w = x? (Fig. 20).

a) Die Kurve berihrt die Abszissenachse y = 0
zweipunktig im Schnitt mit der Ordinatenachse =z = 0:
Der Ursprung ist ein gewdhnlicher Kurvenpunkt (Oval-
punki) und kann mit dem Symbol [y, z?], kurz [1, 2]
bezeichnet werden.
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b) Aus der homogenen Form folgt: Die Kurve bertihrt
die coferne Gerade o = 0 in ihrem Schnittpunkt mit
z=10. Symbol [w, z?]*).

ig y
Fig. 20.

2. Die Wendeparabel y = x®, homogen y w? = z3
(Fig. 21).

a) Die Kurve beriihrt y = 0 im Schnitt mit z =0
dreipunktig: Der Ursprung ist Wendepunki mit y =0 als
Wendetangente. Symbol [y, 23], kurz [1, 3].

b) Der ooferne Punkt der Ordinatenachse {“’ = 3}
ist Rickkehrpunkt mit o = 0 als Ruekkehrta.ngente. Sym-
bol [w?, :z:3]

*) Fur dJe Kurvendiskussion ist es von groBem Nutzen,
wenn man sich das Bild der verschiedenen Symbole, besonders
mit Riicksicht aunf die oo ferne Gerade, einprigt.

Dem Ieser kann nicht genug empfohlen .werden, diese
Ablesungen in selbst anzufertigende Figuren einzutragen (am
besten mit Farbstift) und so diese Kurven selbst zu ,dis-
kutieren“, indem die einzelnen Ablesungen durch mdglichst
einfache Kurvenziige verbunden werden.
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8. Die Flachparabel y = x*, homogen Yy w® = z*
(Fig. 22).

a) Die Kurve beriihrt y = 0 vierpunktig im Schnitt
mit £ = 0: Der Ursprung ist Flachpunki mit y = 0 als
Flachtangente. Symbol [y, 4], kurz [1, 4].

/1’0) +

y-z*

+y
Fig. 21. Fig. 22.

%) Der oo ferne Punkt der Ordinatenachse ;:g

ist Spiéxpunki mit =0 als Spitztangente. Symbol [w3, %]

4. Die Wendeflachparabel y = z° | homogen y w* = x5
(Fig. 23).

a) Die Kurve berihrt y = 0 fiinfpunktig im Schnitt
mit & = 0: Der Ursprung ist Wendeflachpunki mit
y = 0 als Wendeflachtangente. Symbol [y, 23], kurz
[1, 5].
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w=20
ist Riickkehrspitxpunkt mit o = 0 als Riickkehrspitz-
tangente. Symbol [w*, z5].

b) Der coferne Punkt der Ordinatenachse q = — O}

0 s i
Z @

g-ee®

+y

-i-'y
Fig. 23. Fig. 11

Ganz analoge Ergebnisse findet man fiir die Kurven,
deren Gleichung lautet: £ =yf oder Gy =G, wo G; =0
und G, = 0 zwel beliebige Gerade sind.

5. Die Riickkehrparabel y2 = x3, homogen y2 w = z3
(Fig. 11).

a) Die Kurve hat im Ursprung einen Riickkehrpunkt
mit y = 0 als Rickkehrtangente. Symbol [¢2, =z3%],
kurz [2, 3].

b) Der oo ferne Punkt der Ordinatenachse {2 : 3}
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ist Wendepunkt mit o = 0 als Wendetangente. Symbol
fo, 29].
‘ ’Du]rch Vergleichung von 2. und 5. findet man:

Die g;;ﬁi }”_} parabelkatim Ursprung evinenlrgzgi h'r-}
punkt mit y = 0 als Tangente und im Unendlichen einen
ggf;:_hr_}pamkt mit w = 0 als Tangente.

6. Die Kurve y2 = z*, homogen y? ©* = x* zerfallt
in die beiden Parabeln 2. Ordnung y = 22 und ¥ = —a2.

a) Der Ursprung ist Selbstberiihrungspunki mit iy = 0
als Tangente. Symbol [y2, #4], kurz [2, 4].

b) Der oo ferne Punkt der Ordinatenachse ist ebenfalls
Selbstberithrungspunkt mit = 0 als Tangente. Symbol
(02, #4].

Nehmen wir die Vorzeichen der Parameter der beiden
Parabeln positiv und withlen diese selbst verschieden, so
haben wir die Kurve (y — pz?) (y — g2*) = 0.

Es ergeben sich auch hier die beiden Fille des § 5, 6,
je nachdem p und ¢ gleichzeichig oder ungleichzeichig
sind*),-

7. Die Riickkehrflachparabel y* = x®, homogen
2 03 = 25 (Fig. 15).

a) Der Ursprung ist Rilckkehrflachpunkt mit y = 0
als Rickkehrflachtangente. Symbol [y2, 5], kurz 2, 5].

b} Der coferne Punkt der Ordinatenachse ist Wende-
spitzpunkt mit w = 0 als Tangente, Symbol [w?, z9].

8. Die Wendespitzparabel y3=x5, homogen y®w2==x5
(Fig. 17).

a} Der Ursprung ist Wendespitxpunkt mit y = 0 als
Tangente. Symbol [y?, 2], kurz [3, 5].

# Vgl hieritber Beutel, Algebr. Kurven, I1. Teil: Hohere
Singularititen bei den Kurven 4. Ordnung.
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b) Der coferne Punkt der Ordinatenachse ist Riick-
kehrflachpunki mit oo = 0 als Tangente. Symbol [w?, 25].

74
4 10) . . U +x
yiax?d
2 g%
+y 4
+y
Fig. 15. Fig. 17.

9. Die Spitxparabel y? = z*, homogen y3w = x*
(Fig. 16).
7

yix*
+y
Fig. 16.
Beutel, Algebraische Kurven. I. 4
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a) Der Ursprung ist Spitxpunki mit y = 0 als Tan-
gente. Symbol [y5, z#], kurz {3, 4].

b) Der oc ferne Punkt der Ordinatenachse ist Flach-
punkt mit » = 0 als Tangente. Symbol [, z4].

Analog wie bei 5 laBt sich in bezug auf 3 und 9,
7 und § ein ganz hnlicher Satz beziiglich des Verhaltens
im Ursprung und in dem oc fernen Punkt der Ordinaten-
achse aufstellen.

II. Die Hyperbeln hoherer Ordnung.

Wie man durch Verallgemeinerung der Gleichung der
Parabel 2. Ordnung auf Parabeln hoherer Ordnung kommt,
so erhiilt man aus der auf ihre Asymptoten bezogenen
{gleichseitizen) Hyperbel zy = ¢> Kurven, deren all-
zemeine Gleichung lautet:

z® yf = >+,
wo x und § positive ganze Zahlen sind: es sind dies die
Hyperbeln héherer Ordnung. Schreibt man die Gleichung
in der Form

Y= ¥thams,
so erkennt man leicht den Zusammenhang beider Arvten
von Kurven. Deshalb werden Parabeln und Hyperbeln
hoherer Ordnung auch mit dem gemeinsamen Namen
binomische Kurven bezeichnet.

Auch hier 148t sich aus der gleichseitigen Hyperbel

“Y an Stelle von y die

zy = ¢* durch die Substitution

Reihe der Hyperbeln 22y = ¢3, 23y = ¢* usw. ableiten,
woraus sich eine der auf Seite 43 angegebenen analoge
Konstruktion ableiten liBt.

1. Die gleichseitige Hyperbel ziy = 1, homogen
ry = w? (Fig. 24).
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Die Kurve hat sowohl die Gerade z = 0, als auch

y =0 zu Tangenten im Schnitt mit der ocfernen Ge-

raden w = 0. Da der Beriihrungspunkt dieser Tangenten

oc fern liegt, so sind die Koordinatenachsen gewdhnliche
|

{
i

X[

$— “
;

i

!

H ager

g

4

Fig. 24.

Asymptoten der Kurve. Symbole der oc fernen Kurven-
punkte [z, w?], bzw. [y, w?].

Das Signierungsprinzip liefert zugleich, daB die Kurve
im Unendlichen auf verschiedenen Seiten der Asym-
ptoten verliuft.

2. Monosingulire Hyperbel 3. Ordnung*®) z?y =1,
homogen 2%y = w? (Fig. 25).

*) Bezeichnung nach Rewschle, Praxis der Kurvendis-
kussion, S. 54. :

4*
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[}
o

a) Die Abszissenachse y = 0 wird von der Kurve
dreipunktig beriihrt im Schnitt mit o =0, d. h.y =0
ist Wendeasymptote. Symbol [y, w?].

b) Die Ordinatenachse = 0 hat im Schnitt mit der
oofernen Geraden einen Rickkehrpunkt: =z =0 ist
Riickkehrasymptote. Symbol [x2, »?.

P2 +a2
? .

3. Monosingulire Hyperbel 4. Ordnung z3y =1,
homogen x°y = w* (Fig. 26).

a) y =0 wird im Schnitt mit w = 0 vierpunktig be-
rithrt, d. h. y = O ist Flachasymptote. Symbol [z, w4].

b) 2 = 0 hat im Schnitt mit @ = 0 einen Spitzpunkt:
z = 0 ist Spitzasympiote. Symbol [z3, w4].

4. Monosingulire Hyperbel 5. Ordnung zty =1,
homogen x*y = w5 (Fig. 27).

a) y =0 wird im Schnitt mit w = 0 fiinfpunktig
berthrt. d. h. y = 0 ist Wendeflachasymptote. Symbol
[y, @°].
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0 =09 +

Lhy7

g
Fig. 27.

+ar
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b) z = 0 hat im Schnitt mit @ = 0 einen Riickkehr-
spitzpunkt: = = 0 ist Riickkehrspilzasymplote. Symbol
[z%, ?].

5. Bisingulire Hyperbel 5. Ordnung «?y® =1, ho-
mogen x2y° = w? (Fig. 28). )

a) y = 0 hat im Schnitt mit & = 0 einen Wendespitz-
punkt mit y =0 als Wendespitzasympiote. ~ Symbol
[43. 7.

&9

f +a

4

Fig. 25.

b) Die Ordinatenachse z = 0 hat im Schnittpunkt
mit w =0 einen Riickkehrflachpunki mit z = 0 als
Ritekkehrflachasymptote. Symbol [22, w9].

Die Betrachtung der gestaitlichen Verhiltnisse der
binomischen Hyperbeln ergibt folgenden

gerad- nlkbicer
angerad. punktiger
Berithrung mit der Kurve, so liegen die beiden der Asym-
verschiedenen
derselben

Satz: Steht eine Asymptote in

piote sich nihernden Kurvenzceige auf
Seiten)

Swite Idm' Asympiote.
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Ferner: Je grifer tm Symbol [z, w™], bxw. [y, w"]

der Quotient % ist, desto rascher nédleri sich die Kurve
der Asymptote.

§ 7. Kurvendiskussion mittels des Signierungs-
prinzips und des Prinzips der linearen
Kombination.

Auf Grund der in den §§ 3—6 entwickelten Sitze
148t sich jede durch ihre Gleichung gegebene Kurve be-
liebig hoher Ordnung diskutieren. Der hiezu einzu-
schlagende Weg mag an den folgenden Beispielen er-
sehen werden, wobei dem Leser zu empfehlen ist, die
Figuren selbst nochmals anzufertigen.

1. Beispiel.

wrty—202y —y2 +3y—1=0. (Fig. 29)

‘Wir suchen zuerst eine passende Zerlegung der
Gleichung in die algebraische Summe zweier Produkte.
Eine solche bezeichnen wir im folgenden immer als
wh-Form®. Wir erhalten =0, indem wir gleichzeitig
homogen machen:

2ya® —2)=y*—3y~+1

oder

z2y (o —i—]@w) (&— }'Eco) = (y — 2,62) (y — 0,38) w®*).

Als Signierungskurven sind die fiinf Geraden y =0,
z+}Y2=0,x—}2=0, y—2,62=0 und y— 0,38
= 0 einzuzeichnen. Das Glied 22 = 0 bleibt fiir die

*) Die Beifiigung des Faktors @ bei den Funktionen von
Geraden kann unterlassen werden, da dies keinerlei Einfluf

auf die Deutung der Symbole der oofernen singuliren
Punkte hat.
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Signierung weg und wird erst nach vollzogener Sig-
nierung eingezeichnet, weil es im Quadrat vorkommt
und deshalb fiir das Vorzeichen der Funktion links ohne
EinflaB ist.

Um nun zu untersuchen, in welchem Zwickel Kurven-
punkte verlaufen kinnen, nehmen wir z. B. den Punkt

g >

2 .,
s "
e NN\
NN Z=
P SIS L s % v

(2, 1) und erhalten, wenn wir dessen Koordinaten in die
Kurvengleichung einsetzen,

4-1.341-0,59=—1,62.0,62.
Da nun eine positive GriBe nicht gleich einer negativen
GroBe sein kann, so liegt der Punkt (2, 1) in einem
Zwickel, in dem keine Kurvenpunkte liegen konnen. Da-
gegen konnen in den Nebenzwickeln Kurvenpunkte liegen.
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Diejenigen Zwickel, in denen keine Kurvenpunkte liegen
konnen, machen wir durch Schraffieren kenntlich, so
daf also bloB in den nichtschraffierten Zwickeln Kurven-
punkte liegen k6nnen. Durch Anwendung der auf S. 27
angegebenen Regel ergibt sich sofort ohne Rechnung
nach dem Satz: ,,Positiv gleich positiv ist moglich®
derjenige Zwickel im ersten Quadranten, in dem Punkte
der Kurve liegen kiinnen.

Nach dem Prinzip der linearen Kombination lesen wir ab:

(1) Symbol [22(z + }2w) (x— Y2w), w3]*: Die
Kurve hat im Punkt {:; — 8} einen Spitzpunkt mit
o = 0 als Tangente.

(2) Symbol [y. (y—2,62 w)(y—0,38 w) w3]: Die Kurve

hat im Punkt J _ g} einen Wendeflachpunkt mit y =0

als Wendeﬂachasymptote.
@) [r—712, y— 2,62]: Die Kurve geht durch den

Schnittpunkt der Greraden 163 — 0} .
Ebenso findet man, daB

=72 } L T=—12 } oz = EI
('—L) y = 0,38 ? (D) y=— 2.,62 L] (6) — I
Punkte der Kurve sind.

*) Bei der Ahlesung nach dem Prinzip der linearen Kom-
bination sind s@mtliche durch den Kurvenpunkt gehende Hilfs-
lmrven in das Symbol aufzunehmen; also hier die Geraden
T =
x ==Y g} , die alle durch den Punkt { } gehen. Hieraus

w= x=0

ergibt sich auch, daB das Symbol # ==}2 - @} nichts Neues
liefert. w=0
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(7) |#*, y — 2,62]: Die Kurve berithrt die Gerade
3y — 2,62 = 0 im Schnitt mit z = 0. Ebenso

%) [22, y — 0,38]: y — 0,38 = 0 ist Tangente an die
Kurve im Punkt (0, 0,38).

Trigt man nun die so gewonnenen acht Ablesungen
in die Figur ein — am besten mit Farbstift —, so laBt
sich hieraus bereits der Verlauf der Kurve auBerhalb
des durch die vier Geraden » — - 72, y = 2,62 und
y = 0,38 gebildeten Rechtecks bestimmen, indem man
die bereits gefundenen Kurvenelemente durch einfache
Linienziige verbindet. Dagegen ist der Verlauf der Kurve
innerhalb des Rechtecks unsicher, da das Rechteck vier
Eingfinge hat. Es sind deshalb hier drei Fille méglich,
die in den Fig. 29a, b, ¢ schematisch dargestellt sind.

Fig. 29a. Fig. 29b. Fig. 29c.

Zum Entscheid hieriiber benutzen wir eine zweite

i-Form . .
yle— 1P @+ 12 = (y — 1)2 8.

Hieraus folgt:

y = 0 ist einzige Signierungslinie, d. h. die Kurve
verlduft vollstindig auf der Seite der positiven #-Achse®).

*) Wirden einzelne der bereits erhaltenen Kurvenpunkte
n solchen Gebieten liegen, die nach der Signierung auf Grund
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Nach dem Prinzip der linearen Kombination lesen
wir ab:
9 [y, (y —1)Pwd: y= 0 ist Wendeflachasymptote
[s- (2)L ’ )
(10) [(xr — 1)2(z + 1)®, »®: Der Punkt {5)’ - 3} ist
Spitzpunkt mit » = 0 als Tangente [s. (1)].

A1) [—1%.97; (12 [+ 1)2, 2

Die Punkte (1, 0) und (—1, 0) sind Doppelpunkte.

Damit kann nun die Kurve nach ihrem ungefihren
Verlauf ohne weiteres eingezeichnet werden. Zugleich
ist ersichtlich, daB die schematische Darstellung von
Fig. 29 a in unserem Fall die richtige ist.

Soll das Bild der Kurve mdglichst genau entworfen
werden, so sind hiezu weitere Hilfsmittel ndtig (vgl. § 8).

Durch Auflosung der gegebenen XKurvengleichung
nach z2, bzw. nach y lassen sich zwei neue Gleichungen
herstellen, die zur Berechnung weiterer Kurvenpunkte
dienen kdnnen.

2. Beispiel.

X+ -1+ y)(x—y)=20y- 0.
(Fig. 30))

Signierungsgeraden sind z+y=0, z—y=0,
z=0, y=0. Die Kurvengleichung in der Form
»Positiv = positiv® liefert: Kurvenpunkte liegen in dem
Raum zwischen y =0 wnd z —y = 0.
der zweiten i-Form keine Kurvenpunkte enthalten kinnen (ab-
gesehen vom Fall des Doppelpunkts, der sich so als isolierter
Punkt ergibt), so deutet das auf irgend einen Rechenfehler.
Durch die neue Signierung diirfen nur sclche Riume iiber-
deckt werden, in denen keine reellen Kurvenpunkte auf Grund
der ersten A-Form bereits bestimmt wurden.
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Nach dem Prinzip der linearen Kombinétiou erhilt man:
(1) Symbol [(x -+ y)(x —y), zy]: Der Koordinaten-
ursprung ist Doppelpunkt mit vorerst noch unbekanntem
Tangentenpaar.
@) [@*+y*— 1) 2] wd (3) [(=*>+y*— 1), gyl:
Die y-, bzw. z-Achse wird von der Kurve in den

Schnittpunkten mit dem XKreis 22+ y2 — 1 = 0 zwei-
punktig bertihrt, d. h. die beidenm Achsen sind Doppel-
tangenten.
4 [z+y, o] wd (5) [r— y, w¥: Die beiden Me-
dianen sind Flachasymptoten. Der Verlauf der Kurve
in der Nihe der so gefundenen Punkie, insbesondere
langs der Asymptoten, wird durch die Signierung be-
stimmt.

Durch Umformung der gegebenen Gleichung liBt
sich leicht eine zweite i-Form erhalten:
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(2 ) (2 — P Ly — 2) (2 — 2ay — D =
oder
@E+y)e -y —ne*+2—2)
Ty E—ayy) =0, wo a=1+}2.

Durch die neue Signierung (horizontale Schraffur)
werden nun weitere Zwickel ausgeschieden, in denen
die Kurve nicht verlaufen kann.

Weiter ergeben sich die Schnittpunkte des Kreises
2% 4 y2 = 2 mit dem Geradenpaar » = (1 +12)y als
Punkte der Kurve.

Das Symbol [(»2 4+ y®)(x + ) (x — 1), @ — ;)
(x — o y)] Lefert: Die Kurve hat im Ursprung einen
Doppelwendepunkt mit den Geraden x — (1 -7 2)y als
‘Wendetangenten.

Damit kann das Bild der Kurve ziemlich genau auf-
gezeichnet werden.

Beliebige weitere Kurvenpunkte liefert die Parameter-

darstellung _
g J'r24_y2=1i1,42 ]

| ie2 —y®) =22y |
als Schnittpunkte der konzentrischen Kreisschar x2 - y?
=174 mit dem Geradenbiischel durch den Ursprung
A@?—y?) = 2zy, und zwar liefert jeder Wert von A
vier Kurvenpunkte. Eine zweite Parameterform ergibt
die Substitution ¥y = ux.
3. Beispiel.

1) @ —2°+ @ —H@E—12=0 (Fg 31,
oder

)
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Durch einfache Umformungen ergeben sich noch zwei
weitere A-Formen:

) 2 — ) + P — 3 =

=

S

» 12 (120 %.a

S =

r*-‘\—:\ - g

N 7 \‘

WX FAN

Y AN
/

@%/& = /A///& 222
S = =

Fig. 3l

oder
(2) re—2@-+2) L2y —7138P° 0y +738): =

und

(8) @ —y) 2+ —4) + 30— 5y
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oder
) | [Ty e—pE+y2—4)+y*(y+ 1,90
' l (y — 1590) (L/ -+ 1718) (y - 1:18) =0.

Das Signierungsprinzip, der Reihe nach angewandt
auf die Formen (1’), (2") und (3), gibt: Die Kurve liegt
ganz zwischen den Geraden z+2 =0 und y +-2 =
Die Form (8”) scheidet dann in diesem Quadmt noch
18 Zwickel aus, in denen die Kurve nicht verlaufen kann.

Das Prinzip der linearen Kombination liefert aus (1’):
Die Geraden y - 2 = () sind Doppeltangenten der Kurve,
die Beriihrungspunkte liegen auf # — }'2 = 0.

Ferner: Die Schnittpnnkte von -+ ]2 = 0 mit
y — 1 = 0 sind Doppelpunkte. Aus (2') folgt: Der Ur-

[}

sprung und die Punkte ;= : ,—} sind ebenfalls
Doppelpunkte; die Geraden

tangenten mit den Punkten

i
1]

rithrungspunkten.

Aus (3") kommt:

Auf dem Kreis 22 4+ 42 — 4 = 0 liegen zehn Punkte
der Kurve (eigentlich zwolf, da die Punkte ® = —~ 2,
y = 0 doppelt zihlen), auf den Geraden z - L~ y=20je
sechs Punkte (der Ursprung zihlt doppelt) im Schnitt
mit den drei Geradenpaaren

2=0,y+1,90=0 und y+1,18=0.

Unsere drei A-Formen liefern also fiir die vorgelegte
(% unmittelbar 33 Punkte und zugleich die Tangenten
in 10 derselben.
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4. Beispiel.
et xiyt —6axly+ y> =0 (Fig. 32)

Die in den vorhergehenden Beispielen angewandte
Methode, mehrere i-Formen zur Diskussion zu ver-

Fig. 32.

wenden, ist hier besonders vorteilhaft. Aus der gegebenen
Gleichung folgt

2@+ y*—6y)+y?=0
oder ‘
(1) 2?4+ (y — 82— 9] +y2 =0,
Diese Gleichung 148t sich durch das simultane System
der zwei Gleichungen
22+ (y— 32— 9=—1*)
2x?=y2

ersetzen. Hierin ist 42 ein willkiirlicher Parameter. Jedem
bestimmten Wert von A2 entspricht eine i-Form.
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So z. B. mit

2=1:2)x?[+ (y —3))— 8] =22 — »2;

2=2:(3)x2[x>+ (y — 3)2— 7] = 222 — y2?;

PR=4:{)x? a2+ (y— 82— 5] =422 —y2
usw. Aus der Gleichung (1) folgt nach dem Signierungs-
prinzip, da ,,positiv plus positiv¥ nicht gleichNull sein ka.nn
Die Kurve liegt innerhalb des Kreises 22 4 (y — 3)2=
hat also keine reellen oofernen Punkte.

Das Symbol [z2[z2 + (y — 3)2 — 9], y] besagt: Die
Kurve hat im Ursprung einen Selbstberiihrungspunkt mit
y = 0 als Tangente. Da die Kurve innerhalb des Kreises
verlaufen muB, so liegen beide Zweige des Selbstberiih-
rungspunktes auf der Seite der positiven y-Achse. Weitere
Kurvenpunkte ergeben die Ai-Formen (2), (3), (4), usw.
Hieraus folgt: Die Kurve ist das Erzeugnis eines kon-
zentrischen Kreishiischels mit einem dazu prOJektlven
Geradenpaar durch den Ursprung.

5. Beispiel. (x? — y)? = x5 (Fig. 33).

Einzige Signierungslinie ist x = 0. Daraus folgt,
daB nur auf seiten der z-Achse reelle Kurvenpunkte
liegen komnen. Das Symbol [(z2 — #)2, 25] besagt: Die
Parabel 2? — y = 0 ist Naherungskurve im Ursprung,
aber gemidB der Signierung nur im I Quadranten. Die
Kurve hat im Ursprung eine sogenannte ,,Schnabelspitze
— der Name riihrt von der Ahnlichkeit mit einem Vogel-
schnabel her. Das Charakteristische der Schnabelspitze be-
steht also darin, daB in der Nahe der Spitze beide Kurven-
ziige anf derselben Seite der Spitzentangente liegen, die
in unserem Fall y = 0 ist. Aus der homogenen Form

(22— yw) o =2a°
Beutel, Algebraische Kurven. L 5
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\
\  (Bnheit 7cm)

Fig. 33.

x“—-ﬂt‘zywﬂf@/?—‘:—yéL~

V]

Kurvendiskussion.

folgt: Die Kurve verliuft im
TUnendlichen wie die Parabel
Y2 = a3,

Durch Aufldsung nach y
erhiilt man

eine zur punktweisen Berech-
nung sehr geeignete Form der
Kurvengleichung.

Anmerkung. DieSchna-
belspitzen — auch Spitzen
2. Art genannt — treten
erst bel Kurven 4. Ordnung
auf. Folgende Kurven haben
im Ursprung eine Schnabel-
spitze:

0,

ettty +yt—22%y —wyP Pt — 1y =0.

Wie sieht die Kurve 2. aus a)fir Ai=12 b) flir i =2?

Die Diskussion der durch das simultane System

l

*) Vgl. hieriber Beutel,

Hihere Singularititen.

224 (y+1)P2—4=1
—3y+1)i+y=0

Algebraische Kurven, IT. Teil,



Beispiele. 67
oder durch die Gleichung
B+ G+ =4 —3y+1)+y-0f=0

dargestellten 2 sei dem Leser fiberlassen (s. Fig. 34).

-i-'_I[

Fig. 34.

Diese Kurve ist ein spezieller Fall der Kurve 3. Ord-
nung
DG+ GFm2=10,

wo @ = 0 einen Kegelschnitt (in dem obigen Fall einen
Kreis) und Gy = 0 und &, = 0 zwei Gerade darstellen.
Alle diese C2® haben @, = 0 als Asymptote und gehen
durch die Schnittpunkte von @ = 0 mit G, = 0.

Wie sieht die C3 aus, wenn G, den Kegelschnitt
beriihrt oder gar nicht schneidet? wenn der Punkt
{gi z g} auf @ = 0 liegt? wenn @ = 0 eine Parabel
oder eine Hyperbel ist?

Weitere Beispiele sind im folgenden fiberall ver-
streut; auch bietet die auf Seite 129 ff. angegebene Liste
spezieller Kurven geniigend Stoff zur Ubung in der
Kurvendiskussion.

®

D*
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§ S. Weitere Hilfsmittel der Kurvendiskussion.

Obwohl die Prinzipien der Signierung und der linearen
Kombination vollstindig hinreichen, um den rokern Verlauf
einer durch ihre Gleichung gegebenen Kurve zu bestimmen,
so ist es doch meistens notwendig, zur Festlegung des ge-
nauen Verlaufs der Kurve noch weitere Punkte zu bestim-
men. Zugleich hat man damit eine Kontrolle fiir die Richtig-
keit der aus beiden Prinzipien gewonnenen Ablesungen.

I. Symmetrieverhditnisse.

1. Eommt in der Gleichung einer Kurve die Ver-
cinderliche x nur in geraden Potenzen vor, so entspricht
jedem Wert von 7 eine Anzahl von Wertepaaren von z,
die nur durch das Vorzeichen unterschieden sind, d. h. ist
(#, y) ein Punkt der Kurve, so liegt auch der Punkt
(—=z, y) auf der Kurve: Die Kurve ist symmetrisch zur
Ordinatenachse x = 0.

2. Ebenso ist eine EKurve, deren (leichung nur ge-
vade Fotenzen von iy enthdlf, symmetrisch xur Abszissen-
achse y = 0.

3. Enthdlt eine Kurvengleichung nur gerade Poienzxen
der homogenisierenden Verdnderlichen o, so ist der Ur-
sprung Mittelpunkt der Kurve, denn ]edem Kurvenpunkt

(r ¥, w) entspricht ein Kurvenpunkt (a, Y, —co) oder

dem Punkt ( ~ _31) entspricht der Punkt (____cc , ¥ ) .
o’ & *

Da aber die Verbindungsgerade zweler solcher Punkte
im Ursprung halbiert wird, so ist damit die Richtigkeit
des oben aufgestellten Satzes erwiesen.

4. Lassen sich in der Kurvengleichung x und y ver-
lauschen, ohne dafs die Gleichung sich indert, so ist die
Rurve symmetrisch zur 1. Mediane z — y = 0.
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5. Lassen sich in der Kurvengleichung x und y mit
—y und —zx vertauschen, ohne dafs diese sich dndert,
so st die Kurve symmetrisch xuir 2. Medione x 4+ y = 0.

II. Schnittpunkte mit den Achsen und den Medianen.

Aus der Gleichung f,,(;—z, Y, a)j = 0 einer C" erhilt
man die Schoittpunkte mit den beiden Koordinatenachsen
aus den zwei simultanen Systemen

f(za yaa;) 0\ jf(m Y, (D) 1 f(ériaw)=0
z=0f" ] y=0f" w=10
liefert die Schnittpunkte mit der oo fernen Geraden (vgl.
§ 10).
Die Koordinaten der Schnittpunkte der Kurve mit
den beiden Medianen ergeben sich aus den beiden simul-
tanen Systemen

{f(w,y)=0} {f(x,y)=0}
und .
x—y=20 r+y=0

IIT. Berechnung weiterer Kurvenpunkte.

Hat eine Kurve eine Asympiote, so empfiehlt es sich
immer, deren Schnittpunkte mit der Kurve zu bestimmen.
Dies geschieht in einfachster Weise dadurch, daB man die
Kurvengleichung f(x, y) = 0 nach Potenzen einer Un-
bekannten, z.B. z, ordret und mit der Funktion der
Asymptote ¥ = ax -+ b in die Kurvengleichung dividiert.
Die sich ergebende Restfunktion y(x, ) stellt, gleich
Null gesetzt, eine Kurve dar, die durch die Schnittpunkte
der gegebenen Kurve mit der Asymptote geht. Die Kurven-
gleichung 148t sich dann in die Form bringen:

O0=flz,9)=@—az—d o, y) +v, v-



70 Weitere Hilfsmittel der Kurvendiskussion.

Der Vorteil ist hier, daB der Grad von w(z,y) im all-
gemeinen mindestens um 2 niedriger ist, als der von
flx, ) = 0; denn macht man homogen, so hat man

O=fulr,y, 0)=@H—az— bw)¢n-1(¢”’ Y, ©)
- Wn—Z(x} Y, CU) - w?.
y—axr—>b=0 ist ja nur dann Asymptote, wenn
zu yy,_ oz, 7y, w) der Faktor w? tritt (falls nicht
az—bw=0)
w=0f
geht), da @ = 0 die Gerade y —ax —bw = 0 in 2 zu-
sammenfallenden Punkten schneiden muB.

Hat eine Kurve mehrere Asymptoten, so 188t sich dieses
Verfahren mehrmals anwenden.

Sind G, =0, G, =0, Gy =0 die drei reellen Asym-
ptoten einer C2, so erhilt man durch Anwendung des
Divisionsprinzips die Gleichung inder (zuerst von Pliicker) *)
angegebenen Form

GGy Gy 1Gw2=0.

Bei einer C* mit vier reellen Asymptoten G, = 0,
G, =0, G3 =0, G, =0 bekommt man ebenso:

Gy Gy Gy Gy + 2 Dy(xy) =0,

wo P, eine Funktion 2. Grads ist. Damit erhilt man
nebenbei die zwel
Sétze. Bei einer C3 mit drei reellen Asymptoten liegen
deren Schuittpunlte mit der Kurve auf einer Geraden, bei
einer C* mit vier reellen Asymptoten auf einem Kegelschnitt.
Hat die Kurve einen mehrfachen Punkt, so erhilt
man weitere Kurvenpunkte als Schrittpunkte eines durch

@n1(T. 3y, ®)=0 durch den Punkt y—

*) Plicker, System der anal. Geometrie. 1835. S. 130.
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den mehrfachen Punkt gelegten Strahlenbiischels. Die
Rechnung gestaltet sich sehr einfach, wenn der mehr-
fache Punkt im Ursprung liegt. Die Kurve 1i8t sich
dann mittels der Substitution y = 1z in der Form dar-

stellen: .
{w=¢W}
y =)
Ist der mehrfache Punli ein r-facher Punkt, so er-
niedrigt sich durch die Substitution y = Az der Grad

der Gleichung f(zr, Ax) =0 um r: o tritt als Faktor
vor die Gleichung, entsprechend den » Schnittpunkten

0
Beispiel. Die C*

xt— oyt — 222y =0 (Fig. 40, s. Seite 91)
hat im Ursprung einen 3 fachen Punkt (Oval- und Riick-

{ZJ/ Z ¢ der Kurve mit der Geraden y = 1z.

kehrpunkt).
Die Substitution y = 1« ergibt die Parameterform
21
T
242
sl gy

Da sich die Koordinaten eines Kurvenpunktes rational
in 7 ausdriicken lassen, so ist die gegebene C* eine ra-
tionale Kurrve.

IV. Numerische Auflosung der Gleichung.
1. Algebraische Auflésung.

Ordnet man die Gleichung der Kurve nach fallenden
Potenzen einer der drei Veriinderlichen, z.B. nach «, so 148t
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gich diese so erhaltene Gleichung nach bekannten Me-
thoden algebraisch auflosen. Dies ist aber praktisch nur
dann zu empfehlen, wenn der Grad der Gleichung nicht
> 2. Zuweilen 148t sich auch die Kurvengleichung in
einfacher Weise nach Potenzen einer linearen Kombination
zweler Verinderlichen anordnen und nach diesen auflGsen.
Auch die Fille, in denen f(z, y) = 0 quadratisch in 22,
y2, (@ — y)? usw. ist, gehGren hierher.

So ist die Kurve § 7, Beispiel 1 quadratisch in z2
und kann nach z® aufgeldst werden.

2. Graphisch-mechanische Auflosung*).

‘Wie wir oben gesehen haben, ist es hiufig von Wert,
die Schrittpunkte ausgezeichneter Geraden mit der Kurve
zu bestimmen. Wird der Grad der Bestimmungsgleichung
> 2, so empfiehlt sich die Anwendung graphischer Me-
thoden; die Anwendung der bekannten Formeln zur Be-
stimmung der Wurzeln einer Gleichung 3. oder 4. Grads
ist praktisch viel zu umstédndlich. Selbstverstiindlich sind
diese Methoden nur dann anwendbar, wenn es sich um
Zahlengleichungen handelt.

Sind ganzzahlige Wurzelwerte vorhanden, was durch
einfaches Probieren festgestellt wird, da sie Faktoren
des Absolutglieds sind, so werden diese durch Abdivi-
dieren ausgeschieden. Die Restgleichung wird dann auf
folgende Weise weiter behandelt.

a) Gleichungen 3. Grads.
Aus der Gleichung 3. Grads in der Form
e+ b2t cx=d
folgt z(@®+bx+c)=d.

*) Vgl. Melunke, Numerisches Rechnen. Enzyklopadie der
math. Wissensch., Band I, 2. Teil, F. Leipzig 1904.
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Diese Gleichung 138t sich ersetzen durch das simultane
System

22+brtec=y (1) —(c———b—z)—<x+£)2
{ ' T J} oder 47 4) 2/ 3.
. @) zy=d
Gleichung (1) stellt die um —i parallel zur 4-z-Achse
und (c — —j) parallel zur - y—Achse verschobene Parabel

y = x? dar; Gleichung (2) eine gleichseitige Hyperbel
mit den Achsen als Asymptoten. Die Abswissen der
Schnittpunkie beider Kurven liefern die Wurxeln der ge-
gebenen Gleichung 3. Grads. Da der Parameter der Pa-
rabel von den Konstanten der gegebenen Gleichung un-
abhingig ist, so laBt sich mittels der Hyperbelschar (2)
und der beweglichen Parabel (1) jede Gleichung 3. Grads
graphisch, d. h. ndherungsweise, auflésen®).
Anmerkung. Die Methode vereinfacht sich wesent-
lich, wenn, was oft der Fall, b oder ¢ verschwindet.
Beispiel. Die gegebene Gleichung sei

22+ 22 —1=0.
Aus
z@?+2)—1=0
folgt das simultane System
— g2 L L1 — (g - 1)2
y=at+a] o [pri=CE+3
zy=1 zy=1
Durch punktweises Aufzeichnen beider Kurven (ge-
nau braucht dies ja nur in der Nihe der mutmaBlichen

*) Vgl. Reuschle, Graphisch-mechanischer Apparat zur
Auflgsung numerischer Gleichungen. Stuttgart 1885.
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Schnittpunkte zu geschehen) ergibt sich, daB die Gleichung
pur eine reelle Wurzel hat:
z=0,76.
(Die letzte Dezimale ist angenshert.) Die Figur mag sich
hier der Leser selbst anfertigen.
Fine andere Zusammenfassung der einzelnen Glieder

der Gleichung 3. Grads

23+ bx2tex+d=0
in der Form

(@t +dbx?)+cxt+d=0
liefert das simultane System™)

M (y =84 ba?
@ ly+tex+d=0 '

Konstruiert man nun fiir die einzelnen Werte von &
die entsprechenden Kurven 3. Grads, so stellen die Ab-
szissen der Schnittpunkte der Geraden (2) mit der Kurve (1)
die positiven Wurzeln der gegebenen Gleichung 3. Grads

dar. Um die negativen Wurzeln zu bekommen, ersetzt
man z durch —z und erhilt damit

—x3+ b2 —cx+d=10
23 —br2tcx—d=0.

Diese Methode hat den Vorteil, daB die Gerade (2)
fir jeden Wert von ¢ bzw. ¢ eingezeichnet werden
kann (ein Faden geniigt hiebei), wenn nur b ganzzahlig
ist. Hat man jedoch fiir geniigend viele Werte von b

oder

*) Vgl. d'Ocagne, caleul graphique et nomographie, Paris
1908, S. 276, wo eine Modifikation dieser Methode angegeben
ist, und anch das groBere Werk desselben Verfassers: Traité
de nomographie, Paris 1898.
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das Kurvenbiischel (1) gezeichnet, so 148t sich unschwierig
der Wert von & interpolieren.

Sowohl die Methode von d’Ocagne, als auch die von
Reuschle erfordern eine unschwierig anzufertigende gra-
phische Tafel, um die Auflssung mdoglichst rasch bewerk-
stelligen zu kbnnen.

b’ Gleichungen 4. Grads.

Aus der allgemeinen Gleichung 4. Grads in der
Form
axt+bxdLcx2=dx+ 1
folgt
22 (ax? +br+c)=dx-+1,

woraus das simultane System hervorgeht:

1) [ex®+bx+c=y
(2){ 'm2y=dz+1}'

Gleichung (1) stellt die parallel verschobene Parabel
y = az?, Gleichung (2) eine trinomische Hyperbel mit
y = 0 als Asymptote und z = 0 als Rickkehrasymptote
dar, die sich ohne Mihe punktweise konstruieren lassen.
Die Schnittpunkte beider Kurven sind die Abszissen der
‘Wurzeln.

Beispiel. Fiir die Kurve

tr—y+NE+yr—4)=—-DH+1e*
sollen die Schnittpunkte mit der 2-Achse bestimmt werden.
y =0 gibt

xtt g3 —4g2 —4x+1=0
oder
2@t —4) —4or+-1=0.
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Diese Gleichung 1i8t sich nun durch das simultane
System ersetzen:

(1){ y=a:‘-’—;—:r—4}.
(2)

y=4x—1

: (7)\(2)639(4),:0
¥z ) &

1
|
1
i

Y
Fig. 85.

Die Aufzeichnung der beiden Kurven (1) und (2) —
am besten auf Millimeterpapier — (s. Fig. 35) ergibt als
‘Wurzelwerte (die 2. Dezimale angenihert):

# =021; 2, —196; 2, =—1,38; 2, —=—177.
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¢) Gleichungen hoheren Grads.

Die oben angegebene Methode 1#B8t sich auch auf
Gleichungen htheren Grads ausdehnen, wenn eines oder
mehrere Glieder derselben fehlen. Durch passende Sub-
stitution ergeben sich zwei leicht zu konstruierende

(Ezinhett rer)
Fig. 36.

Kurven. Der Gang der Methode wird am besten durch
ein Beispiel erldutert.

Beispiel: Es soll die ¢° diskutiert werden, deren
Gleichung lautet:

@+y—12@+y+1)=—y)?=2*y* o (Fig.36).

Die Deutung der einzelnen Symbole sei dem Leser
zur Ubung iiberlassen.
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Um die Kurve genau zeichnen zu konnen, miissen
weitere Punkte berechnet werden, wobei zu beriicksich-
tigen ist, daB die 1. Mediane z = y Symmetrielinie ist.

1. y=1 gibt 22(z + 2) (z — 1)2 = 22 oder 22 = 0
(Probel) und (z+2)(x—1)2=1 oder 23—38z+1=0
oder (@22 —3) +1=0. , s

Hieraus ergeben sich aus dem System {zy e ;/Za;-‘!_ 3}
drei reelle Wurzelwerte:

2, =032; 2,=153; z,=—186.

2. y=—1 gibt (x—2)2z(z+1)2=22 oder z=0
(Probe!) und (x — 2)2(x 4+ 1)2 ==z oder (2 — 2z — 2)2=zx .
y =x2—x— 2] ..
Das simultane System {g . z z } liefert
zwel reelle Wurzeln:

T =16; x=26.

3. y=2gibt (z + 1)2(x 4+ 3) (z — 2)2 = 4 22 oder
(z+3)(x?—z—2)2=422.
Hieraus folgt das simultane System

22—z — 2=y
v+ 3)=42?f’

das fiinf reelle Wurzelwerte gibt:

7.

— — Y e . A .
Zy =27; @y =24; 2, =—0,7; z,=—2 (genau);
T 2
2, =—2,6.

Die Figuren (am besten auf Millimeterpapier) moge sich
hier der Leser selbst anfertigen.
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§ 9. Verhalten einer Kurve im Nullpunkt;
mehrfache Kurvenpunkte.

Die folgenden Untersuchungen kénnen fiir jeden Kur-
venpunkt gelten. Liegt nimlich der betrachtete Kurven-
punkt nicht im Ursprung, so kann letzterer durch Koor-
dinatentransformation und zwar am einfachsten durch
Parallelverschiebung in den betr. Kurvenpunkt gebracht
werden.

Satz 1. Geht eine EKurve durch den Ursprung, so
hat ithre Gleichung kein Absolutglied.

Die Gleichung der Kurve

(1) 0=F@, 9) =a-+Go+oy) + @ +ezy+ fy)
+(gx3+haty+icyt+Eyd)+ . ..

wird, wenn @ — 0 ist, befriedigt fir { o

T = -
G 0}’ d. h. die

Kurve geht durch den Ursprung.
Setzen wir nun zur Abkiirzung

ba+cy =gz, 9),
de? +exy + [y® = @o (2, ),

LRI T

so haben wir als Kurvengleichung

@ 0=1@, ) =e@ 9 +nmk )+ak, )
Too T+, y),
wobei die Indizes den Grad der Funktionen ¢ angeben.

@ (@, y) = 0 stellt die Nullpunktsgerade bz -}- ¢y = 0
dar, die die Kurve schneidet in den Punkten
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{‘ (P=O} { ‘7’1=0}
oder ‘
@+ @+ @3 T =0 @@ +..-.=0
¢

oder T+

b y=20
de2texy+fy2+-...= )

Eliminiert man hieraus y, so ergibt sich eine Gleichung
in z, deren niederstes Glied vom 2. Grad ist, die also
zwel Wurzeln =0 hat, d.h. die Gerade ¢, = bz ey =0
schneidet die Kurve im Ursprung in zwei zusammenfallen-
den Punkten oder die Gerade ¢, = 0 ist Tangente.

Satz 2. Die Kurve

0= f(\zr ,?j) = ‘%’1(};’:;/) + ‘PZ(\";:&) + ¢3($7 y) "‘ .
hat im Nullpunkt einen gewdhnlichen Punkt mit ¢, (z, y)=0
als Tangente.

Ganz 3hnlich ist die Beweisfilhrung fiir die folgen-
den Sitze:

Satz 3. Die Rurve

0 =f@, 9) = ¢:le, 9) + 9. @, Pwu e, 9)
L]

oder + @@, y) +
0=fle, y)= ‘Pl(xa?/)[l ’#1(1' ?/)]+‘Pa(“h?/)+---
hat im Nullpunkt einen Wendepunkt mit ¢, (z, y) = 0

als Wendetangente.
Dasselbe gilt fiir die Kurve

0=7k, ) =¢.@, §) + @3, y) +
Satz 4. Die Eurve
0=1le, y) =g, )+ &, @, 1) v @, 9)
+ o @, )y, 9)
+ @@, )+ ...
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oder L
0=1fl, ) =g, 9L L@, y) + v lz, 9]
_L lp4($, J) + e
oder

0 =1z, 5) =0, 1)1 9) + @ule, ) + -
hat im Ursprung einen Flachpunkt mit @ (x, J) =0
als Flachtangente itsw. usw.

Ist @ (7, y) = 0, so gilt der

Satz 5. Die Kurve

O0=7, 9) =gz, 9) + (e, y) +

hat im Ursprung einen Doppelpunkt mit ¢,(x, y) =0
als Tangentenpaar.

Sind die Wurzeln der Gleichung ¢, (r, y) =0
reell und getrennt
reell und zusammenfallend, so ist der Doppelpunkt ein
imagindr konjugiert
gewohnlicher Doppelpunkt
Riickkehrpunkt (siehe Fig. 10—12).
isolierter Punkt

Satz 6. Die Kurve

0=/, 9) =0, 9) + pulz, 9) + -

kat im Nullpunkt einen dreifachen Punkt mii ¢ (x i y) =0
als Tangenten.
Hier kénnen nun vier Fille auftreten: Von den drei Wur-

zeln der Gleichung ¢ (z, y)=0 ist eine stets reell; fiir die

beiden anderen kinnen die drei Falle des Satzes b eintreten.
a) Ist eine Wurzel reell und sind die beiden andern

reell und verschiedenl

reell und gleich , so ist der dreifache Punkt ein

imaginir konjugiert J

Beutel, Algebraische Kurven., I 6
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gewohnlicher Kurvenpunkt im Verein mit einem
Doppelpunkt
Riickkehrpunkt } (Beispiel siehe unten.)
isolierten Punkt
b) Sind alle drei Wurzeln gleich, so tritt der Spitz-

punkt auf (siehe Fig. 16).
Beispiel zu a) (Fig. 37—39).
1. Fall: ot 4yt =y (222 — ]@:vy + 7?) oder
stt+yt=yRc—y)@—y):

dreifacher Punkt im Ursprung mit den Geraden y = 0,
22 —y=0, z—y=0 als Tangenten. (Fig. 37.)

| (Binheit 7em)

Y
Fig. 37.
2, Fall: ot Lyt =y (222 — ngy -+ %) oder
ot +yt=y (22 —y)*
y = 0 ist gewdhnliche Tangente, x }’E —y=0 ist
Rickkehrtangente der Kurve im Ursprung. Dieses Er-
gebnis 148t sich auch aus dem Symbol

[t 4+ 42, y (z }fé — y)g] ablesen:
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y = 0 ist gewdhnliche Tangente (Symbol [1, 2]), da
der Faktor 2. Grads (z }"5 — y)? den Ausdruck 4. Grads
z* 4+ y* um den Exponenten 2 vermindert; ferner
(x ]/E — y)® = 0 ist Rickkehrtangente (Symbol [2, 3D,
da der Faktor 1. Grads y den Ausdruck 4. Grads z* 4 y*
um den Exponenten 1 vermindert. (Fig. 38)

4
I\

Finkeit 7om)

sy
Fig. 88.

3. Fall: «t 4 yt =y (222 — ﬁxy + )

Der Klammerausdruck 222 — Y7zy + 2 = 0 1adt
sich nicht in zwei reelle Faktoren zerlegen, deshalb ist der
Ursprung gewdhnlicher Kurvenpunkt mit 4y = 0 als Tan-
gente im Verein mit einem isolierten Punkt. Fiir das
Auge ist diese Singularitit von einem gewdhnlichen
Kurvenpunkt nicht zu unterscheiden; in der Fig. 39
haben wir den isolierten Punkt durch Verdickung an-
gedeutet.

Die Betrachtung der drei Figuren 37—39 a8t zu-
gleich den Ubergang der einen Art in die andere erkennen:

6*
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In Fig. 38 ist die Schleife der Fig. 37 im 3. Quadranten
verschwunden; in Fig. 39 erreicht die Schleife im 1. Qua-
dranten den Ursprung nicht mehr und statt der Spitze
treten zwel Wendepunkte auf.

Zur punktweisen Konstruktion der Kurve empfiehlt
sich die Substitution

y= ‘iz,

wodurch z und y als rationale Funktionen von 4 sich er-
geben.

+x

l; (Finheit 7cme)
|

y

Fig. 39.

Allgemein gilt beziiglich des Verhaltens einer Kurve
im Nullpunkt der
Satz 7. Sind in der Gleichung einer Kurve

O=rae, =@, )+ Eraale, )+ .- - + oalz; 7)
die Glieder niederster Ordoung vom rten Grad, so ist
der Nullpunkt ein 7-facher Punkt mit den Tangenten
@ (z, y) = 0, oder kurz:

Das Aggregai @.(z, y) = 0 der Glieder niederster
Ordnung einer Kurvengleichung liefert die r Nullpunkts-
tangenten.

Mit Berficksichtigung dieses Satzes ergibt sich aus
jeder Kurvengleichung eine A-Form, aus der mittels des
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Signierungsprinzips sofort bestimmt werden kann, aunf
welcher Seite der Tangente die Kurve in der Nazhe des
Nullpunkts verliuit.

Fir die Kurve Seite 62 Fig. 31 erhalten wir durch
Ausmultiplizieren

Yo —6Bytxt—4a22 1+ 9y2=0,

woraus das Aggregat der Glieder niederster Ordnung die
Geraden 2z = -3y als Wendetangenten im Ursprung
ergibt.

§ 10. Verhalten einer Kurve im Unendlichen;
Asympteten.

Vorbemerkung. Die geradlinigen Asympioten der
Hyperbel hat aller Wahrscheinlichkeit nach schon Menéich-
mus (350 v. Chr.) gekannt*}; sie finden sich wieder bel
Archimedes (237 v. Chr.) und bei Apollonius (225 v. Cbr.),
der thnen den bis heute gebriuchlichen Namen gegeben hat.

Der Begriff der krummlinigen Asympiote und des
asymplotischen Punkis stammt von Albrecht Direr (1525).
Ausiiihrlich behandelt werden die Asymptoten in Eulers
Introductio 1748, wo er nach dem Vorgang Newtons
die Kurvensste in hyperbolische oder parabolische ein-
teilt, je pachdem eine im Endlichen verlaufende oder
die ocferne Gerade Tangente im ocfernen Kurven-
punkt ist.

Die Asymptoten dienten namentlich Pliicker als Mittel
zur Einteilung der Kurven 3. und &. Grads. Die Kenntnis
der Asymptoten einer Kurve ist fiir deren graphische

*) Vgl. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathe-
matik. 3. Aufl. 1903. 1. Band. S. 231. GHinther, Geschichte
der Mathematik. I. Teil (Sammlung Schubert). 1908. S. 71.



86 Verhalten einer Kurve im Unendlichen.

Darstellung von groBter Wichtigkeit; nicht mit Unrecht
werden die Asymptoten als das ,Knochengeriist der
Kurven® bezeichnet. Auch fiir die Theorie einer Kurve
ist das Vorhandensein von Asymptoten von groSem
Nutzen, da pach Cayley die theoretische Behandlung
um so schwieriger wird, je weniger Asymptoten eine
Kurve hat.

Erklarung. Eine geradlinige Asympiote ist die im
Endlichen verlaufende Tangente in einem oo fernen
Kurvenpunkt, oder: Die Asymptote einer Kurve ist eine
Gerade, die sich einem wunendlichen Kurvenzweig mehr
und mehr nihert, derart, dafs der Abstand eines Kurven-
punkis von der Geraden sich der Grenxe D ndhert, je
wetter der Kurvempunkt auf dem Kurvenxzwesg bleibend
unbegrenzt hinausriicki.

Ist die coferne Gerade Tangente der Kirve, so strebt
die Kurve ins Unendliche wie die binomischen Parabeln.
Diese spielen dann die Rolle von Naherungskurven im
Unendlichen, die deshalb auch asymplotische Kurven ge-
nannt werden.

Wickelt sich eine Kurve derart um einen Kreis mit
Radius r herum, da8 sie ihn erst nach oo vielen Win-
dungen erreicht, so nennen wir diesen Kreis einen asym-
plotischen Kreis. Ist der Radius r des Kreises = 0, so
erhalten wir den asympfolischen Punki. Asymptotische
Punkte sind also solche Punkte, die erst nach oo vielen
Umliufen der Kurve um diesen Punkt erreicht werden.
— Diese heiden Arten von Singularititen kommen nur
bei transzendenten Kurven vor*).

*) VgL Cesaro, Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie.
Leipzig 1901. S. 11 und: Wieleitner (L.V. 14.), S. 220,
S. 252 ff., wo eine Reihe solcher Kurven diskutiert ist.
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1. Die geradlinigen Asymptoten.
Die Kurve

0= fn(m:va;) = qon(g:w) &+ 991&—1(3;\;“?//) w

+ Pn-2(@, Y2t +@1(z, y) 0" 1+ (2, y) 0"
hat die oc fernen Punkte

fn(za Y, CU) = O} oder Gﬁn(ﬁﬂs .?/) = 0} .
w=20 w=10
Diese liegen auf den n Nullpunktsgeraden ¢, (z,y)=20.

Entsprechend dem Satz 7 in § 9 erhalten wir hier
den analogen )

Satz 1. Das gleich Null geseixie Aggregat der
Glieder hichster Ordnung einer Kurve stellt die Rich-
tungen nach den n oo fernen Punkien dar.

Daraus folgt: Die Anzahl der geradlinigen Asym-
pioten einer (O™ ist, da die Gleichung qa,,(m) =0
n Wurzeln hat, im allgemeinen = n.

Unter einer Asymptote rter Ordnung verstehen wir
eine Asymptote, die r geradlinige Asymptoten vertritt,
d. h. mit der Kurve im Unendlichen 27 Schnittpunkte
hat. Die Kurvengleichung ist dann von der Form

0=flz, v, w)= (aw—l—by)’%—r(m)

+ Pn-2(@, y) 7.

Je nach der Art der oo fernen Kurvenpunkte kdnnen
verschiedene Arten von Asymptoten auftreten (vgl. die
binomischen Hyperbeln, § 6, II).

Nach dem Prinzip der linearen Kombination lassen
sich aus der homogenen Form der Kurvengleichung
folgende Satze ableiten:
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Satz 2. Die Kurve

0= fn(x J: w) = ¢1z(x ./) T @n- 2("57 ) w2
wird von den » Nullpunkisgeraden g, @, y) = 0 berfihrt
im Schaitt mit w = 0, d. k. ¢, (z, y) = 0 stelli die Ge-
semitheit der n 4sympiuz‘en der C* dar.

Es treten selbstverstindlich nur so viel reelle Asym-
ptoten auf, als die Gleichung ¢, (EA,N;L;) = 0 reelle
Wurzeln hat.

Satz 8. Die Kuree

0=/alz,y, w)= Q?n(w: Y) + ¢n-slx, y) 2
hat die n Nullpunkisgeraden q:n(m) =0 als Wende-
asympioten usw.

Satz 4. Die Kwree

0="1a(z: 9, 0) =@z, ¥) + @ua(@, Y@
hat n_Asymptoten par rallel xu den n Nullpunkisgeraden

¢n(@, y)=0.
In diesem Fall sind die Asymptoten zu berechnen.

Satz 5. Die Kurve
O=rz,y,0)= 0z —ay) @,_s(, Y)+ Y2, y) 02
hat n — 2 geradlinige Asymptoten (;C»’n_2(m) = 0 und
ein zu bx — ay = 0 paralleles Asymptotenpaar.
Satz 6. « Die Kuree
A®

y=ax+b-
B Pn-1(®)
y—azx— b) - @n I(I)w = [a(2)
hat (n — 1) Asymptoten ¢, _y(x) = 0 parallel zu z = U

denn fiir jeden Wert von «, der die Gleichung ¢, _; () =
befriedigt, wird y = oc.

oder
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b) Ebenso hat die Kurve
. 1@
rT=qay+b-+
vy oo Pn-1(Y)
(n — 1) Asymptoten @,_;(y) = 0 parallel zu y = 0.
Stellt in der Kurve

0="ro(@, ¥, ) = (61 Gy + 1+ 0% sz, 9)
T+ A yn-s(z, Y) - 0*
: 2 . Hyperbel
G, G, +uw?=20 eine Eﬁg)se }

Gi=0 und G, =0 zwel beliehige

dar, je nachdem
reelle
imag. konjug.
Gerade sind, so hat die Kurve zwei Teelle im d ge_trenntel
W mpinter, imag. onjugierte |
Ist speziell Gy = G, und u negatn}, so hat =10

reelles paralleles } positiv

ein imag. konjugiertes Asymptotenpaar.

Berechnung der Asymptoten.

LaB8t sich eine vorgelegte Kurvengleichung nicht
derart umformen, daB die Asymptoten nach Satz (2) oder
(8) direkt abgelesen werden konnen, sondern nur ihre
Richtung (nach Satz 4) bekannt ist, so miissen die
Asymptoten berechnet werden. Hiezu kann folgender
‘Weg eingeschlagen werden.

Man faBt in der Kurvengleichung die Glieder hichster
Ordnung zusammen, so daB

D) 0=1u@, ¥, ©) =@, 9) + gusle, Yo -

Hat nun die O™ mindestens eine reelle Asymptote, so
muB sich aus ¢,(z, y) = 0 ein reeller Faktor bz — ay
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abspalten lassen und die Gleichung (1) nimmt nun die
Form an

bz —ay=0 ist dann eine Nullpunktsgerade parallel
der gesuchten Asymptote. Man setzt hierauf

3) bx—ay=2C

und eliminiert aus den Gleichungen (2) und (3) entweder
y oder z. Die so erhaltene Gleichung (die sogenannte
Asymptotenschnittpunktsgleichung) wird nach Potenzen
der Unbekannten z geordnet. Da bz — ay = 0 durch
einen (cofernen) Punkt der Kurve gebt, so wird der
Faktor von 2 = 0. Da aber die Asymptote die Kurve in
zwei zusammenfallenden Punkten schneidet, so mu8 auch
der Faktor von z”-! gleich Null werden. Dieser liefert
die Bestimmungsgleichung fiir ¢. Der so gefundene
Wert von C in die iibrige Gleichung eingesetzt gibt die
Koordinaten der Schuittpunkte der Asymptote mit der
Kurve (daher der obenerwihnte Name der Gleichung
in ¢ und C). Die Bestimmung dieser Schnittpunkte ist
zur genauen Festlegung des Verlaufs der Kurve nicht zu
unterlassen (vgl. § 8, III).

Beispiel. Die Asymptoten der Kurvezt —yt=2a22y
zu bestimmen (Fig. 4v).

Aus der Form

@ E+yc—ym@E+y)=2a2y -0

folgt: Die Kurve hat zwei reelle Asymptoten parallel
24+y=0und z—y=0. Um dies in der Figur an-
zudeuten, versehen wir die Geraden an ihren Enden mit
Pfeilen. Setzen wir nun

(2) z—y=0C,
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ist
so is y—25—0;

damit kommt als Asymptotenschnittpunktsgleichung
C2x— 0)(22®—2Cz+ C)=2az2(z— O)
oder ausmultipliziert und nach Potenzen von z geordnet

B) 2232C—a)—2C22(3C—a)+ 4 C3x— C4=0.

+¥
Fig. 40.

Durch Nullsetzen des Koeffizienten von 3 folgt

4) 2C—a=0, -woraus C=—;—;
so daB also s

die Gleichung der Asymptote ist.
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Dieser Wert in (3) eingesetzt gibt fiir die Abszissen
der Schroittpunkte der Asymptote mit der Kurve

Wworaus

Aus Symmetriegriinden folgt, daB die zweite Asymptote
die Gleichung hat:

Eine zweite, bedeutend einfachere Methode liefern
'ns die Sitze des § 11.

Aufgabe. Die Asymptoten folgender Kurven zu
estimmen.

1. @2+ y® — a?) (2 4 y® — b3 = 422y2 (Fig. 41).

Asymptoten:
T PRI
.1/ + 8 : /a® 4 b2
1,—?]::1 — > J+y=:}_.]_;*;_.
2. 22+t — By —xz=0.
Asymptote: z+y+1=0.

3o at—ax2p? 2z -y —1=0.
Asymptoten: a;'i y—1=0; -+ li}-‘"§= 0.

4. 2y2@% — ) —axd L bzyt=0.

Asymptoten: Ty = a;l :
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-

. La(y? — b%) = y°(y* —a?) .
Asymptoten: y +b=0; 4dz—y2=0

ist Ngherungskurve im TUnendlichen (asymptotische
Parabel, s. folg. Abschnitt).

Fig. 41.
2. Krummlinige Asymptoten.
(N#herungskurven im Unendlichen.)
L4Bt sich eine Kurvengleichung auf die Form bringen:
0=rfale, ¥, ©) = (G + 16y 0) gss(z, 9)
+ 1:”7|—2(¢7 y) w?
so hat die Kurve /= 0 im Schnitt mit & = 0 [auBer den

n — 2 geradlinigen Asymptoten ¢, _s(z, y) = 0] die
Parabel G2 + p Gy = 0 als asympiotische Kurve.
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Die Kurve

0 =fn(x1 Y, a:’) = @n-x(®,9) %(90: y)+ln—r(m! y)- o

bat die Kurven ¢, ,(x,y) =0 uwd y,(xr,y)=0 zu
asymptotischen Kurven, und zwar ist der Grad der Be-
rihrung um so hoher, je groBer r ist. Dies zeigt sich
auch im Bild der Kurve: die Anndherung der Kurven-
zweige an die Kurven ¢ = 0 und y = 0 erfolgt um so

schneller, je groBer der Wert % ist.
Beispiele. 1. Die Kurve (Fig. 29)
ety —22%y —y?+3y+1=0

aat als Naherungskurve im Unendlichen die Parabel
4. Ordnung y = z*# — 222, wie aus der Gleichung in
der Form

ylet — 222w —yow®) L Byt1l-w)wt=0
zu sehen ist.

2. Die Kurve 6. Ordnung

@+ 2py) (x* —pz+ 2py)® — PPt =0
hat die beiden Parabeln 22 4 2py =0 und 22 —pz
-+ 2py = 0 als Naherungskurven im Unendlichen.
3. Die Kurve 4. Ordnung
yt*—dazy? —a?y? —4dablz=0

hat die Parabel 42 — 4ax — a2 = 0 als asymptotische
Kurve, was sich direkt aus der Gleichung in der Form
y2(y? —dax —a?) =4ab?s- 0l
ergibt.
4. Die O3
Yy —2zy+1=10
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oder homogen
Yy —2zyw -+ w3=0

hat die Parabel y2 — 2z = 0 als Niherungskurve im
Unendlichen, was aus der Gleichung

y(o® — 22) + ¥ = 0

folgt. Die Kurve heiit wegen ihrer seltsamen Gestalt
Tridens (Fig. 42).

Y
Fig. 42.

3. Grad der asymptotischen Anniherung.
Aus der Gleichung der Kurve

(1) 0=1a,9) = Pl ) Wn-m(@; 9) + 121, Y) @
folgt fiir die Anndherung der Kurve ¢p = 0 an die Kurve
=0, wenn (z, y) ein Punkt von ¢=0, also ¢(z, y)=0
und (r + &, y) ein anf derselben Ordinate gelegener
Punkt von f= 0 ist (Fig. 43),

@) fet+e,9)=0

oder mittels des Taylorschen Satzes nach Potenzen von &
entwickelt:
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- of | & e | , &
0=/lz,y) + 1‘51 2! 3Z2T"'Tmaxﬂ
oder, da gemiB (1) mit ¢ (z, y) =0 die Funktion f(z, y)

itbergeht in y(x, 7),

B) O=yl=,y+

Nimmt man nun den Punkt (z, %) auf @ = 0 so weit
drauBen an, daB ¢ im Vergleich zu z sebr klein ist, so
lassen sich hohere Potenzen von e vernachlissigen, und
man hat fiir den Grad der Anniherung

x(z, y)
aF -

cx

£=—

Analog hat man fiir die Anngherung 5 die Bestimmungs-
gleichung

@ O=z.m+kl 4T

Nahern sich der Kurve ¢ = 0 zwei Zweige der Kurve (1)
asymptotisch, so bestimmen sich die beiden Werte von &




Beriithrungssitze. 97
aus der Gleichung 2. Grads

Z(%J)-l-———'*—_t=0
(s. Beispiel 2 oben).

§ 11. Beriihrungssiitze des Prinzips der linearen
Kombination.
Satz 1. Die Kurve
‘P(‘”: )G+ Q/’(w:y)H= 0,
wo @ und y Funktionen von beliebig hohem Grad, G
und A lineare Funktionen sind, kai 4m Punlkt {H O}
oder (a, b) die Tangente =
9@ )G +y@,)H=0.
Beweis. Die Tangente der Kurve im Punkt / He 8}
oder (@, b) hat die Gleichung®): ’ L

G 4G dy ¢H
“(OT_; Ga,n + 5, #@; b) + 72 Bant+2-v@b)

9 6@ - oy ¢H !
+y(—612 G, b)TTJ'Qp(a'y b)+T,—Hca,b>+'5y— y(a, b))

+w( Ga, b>+—q0(a b) +

¢H
53 Zn_‘"'l’(aa b)) =0

*) Bekanntlich lantet die Tangente der Kurve f (x, 1, Y, m) 0
im Punkt (2, b): é)f f
ef
@ —a‘z y gg + 0 e a 0 Py
wobei in den partiellen Ableitungen die Koordinaten des
Kurvenpunktes einzusetzen sind.

Beutel, Algebraisehe Eurven. L 7
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(¢ c C
G(a,b)(95~ T, e
LA W)
+H("’b)( ¢z yéy T Y%w
<G éG | EG)
ﬁ-t;é‘(a:b)(:’?ax _;_y'c'gT p
¢H ¢H A ¢H
+yle, b)(x—-——,—y——j—a) w)_O.
Nun ist nach dem Eulerschen Homogensatz
P
If.:(/ T:]/(?J T aa) (F('l')y)7
7 aG
b—ﬁwcg+wEE=G@w%

ilso hat man fiir die Tangente im Punkt (z, b)

Gu,py 9@, y) + He, ny (@, y)
+ @@, )G+ vy, ))H=0

Da nun fiir diesen Punkt G, 5 = 0 und He, 5= 0
10 ist die Gleichung der gesuchten Tangente
(@,0) G +-pa, b)) H=10.

Regel: Die Tangente der Kurve
P,y G+ y@,y) H=0

im Punkt g: 0 oder (@, b) erhilt man, indem man

in die fibrigen Bestandteile der Kurvengleichung fiir x

und y die Werte ¢ und b einsetzt
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Diese Regel kann sehr vorteilbaft zur
kiirzesten Berechnung der Asymptoten

benutzt werden.
Hat die Kurvengleichung die Form

O0=falz,y, 0)=(z—0ay) %-1(5:5) -+ Qvn—l(‘;:’g) @,
so hat (vgl. Satz 4, S. 88) die Kurve eine Asymptote
parallel der Geraden bx —ay = 0.

Fassen wir die Asymptote auf als Tangente der Kurve

i, Prnke {” g g} ofler i Penkt pit-den Tnmo-

genen Koordinaten (@, b, 0)*), so lautet deren Gleichung:
bz —ay)yn-1(@,b) + ¢n-1(2,8)-0=0.
1. Beispiel. Die Asymptoten der Kurve
t—yt—2ax2y =20

zu bestimmen (vgl. 8. 91, Fig. 40).

Aus der homogen gemachten 1-Form

@t+y)c—2@+y)=202y0

folgt: Die Kurve hat zwei Asymptoten parallel zu den
Geraden z -y =0.

a) Asymptote parallel x —y = 0.

Die Koordinaten des cofernen Punkts ergeben sich
aus %=% =% als (1,1, 0). Damit erhdlt man als
Asymptote:

2@ —9)-2=2-a-1-1-w oder m—y:%,

* Dies: lassen sich direkt ablesen ans der Gleichung der
Geraden in der Form % = % = %—; die Neuner der drei
Briiche sind die gesuchten Koordinaten.

7*
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b) dsymptote parallel @ -y = 0.
Koordinaten des oo fernen Punkts: 1, =1,0), also
Asymptote:

a
(x+#-2.-2=—2a-1-1-» oder x-{—y:ME_

Wir bemerken hier ausdriicklich, daf dies die ganze
Rechnung ohne jegliche Unterdriickung ist.
2. Beispiel. Fiir die Kurve
(2 —1) @ —y) =yl —1) (Fig.7)
ader

E-—DeE+)@E—yt+y)=cyly—1)@F+1)
lautet die Tangente

im Punkt {y S (1, 0):
y="0f
(r—1)-2-1-1=1-y-(—1)-1 oder 224+y—2=0;
im Punkt { ' +1Z 0} oder (—1, 0):
(£ 4+1) (—2) (1) (1) = D y(-1)-1
oder 2x+y+2=0.
Fir den Punkt ¥ _i:g liest man direkt das

Symbol ab: [(x —1) (z—y),y—1], d. h. y —1 =0 ist
Tangente, was sich auch nach unserer Regel feststellen 18t
Aus der zweiten Z-Form

2(@® —ry? — yd) = (22 — Yy — y?) w?

ergeben sich zwei reelle Asymptoten: x = 0 und
23 — 2y — 93 = 0. |Letatere Gleichung 3. Grads
liefert, graphisch aufgeldst (s. S. 73), als einzige reelle
Wurzel und damit als zweite Asymptote y — 0,76 .
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3. Beispiel.

z@® —y? — a0 =b(a? L 2 — 0. 0% -0 .

AN

AR
S

Fig. 7.
Asymptote parallel - = 0 : Koordinaten des oo fernen
Punktes (0, 1, 0), also Asymptote:
&(—1)=0b-1-w oder z--b=0.
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Aus der A-Form y2(z + &) = (2% — a®) (z — b) oder
@2—a)(x—5) .. ivekt: h— 0 is
Y= —————— " folgt direkt: x+5b=0 Iist
z+5
Asymptote. _
Um die zwel weiteren Asymptoten zu bestimmen,
fassen wir die Glieder hochsten Grads zusammen und

I

Fig. 44.

erhalten so als weitere (dritte) A-Form:
sz —y)r+y) ="+ 1)b+ P —bw) v]w.
Asymptote parallel # — y = 0: Koordinaten des
oo fernen Punkts (m), also Asymptote:
1-z—y)2=2-b-w oder z—y=50.
Analog erhalt man fiir die dritte Asymptote parallel
z 4+ y =20 die Gleichung z -y = b.



Berechnung der Asymptoten. 103

Aus der Kurvengleichung in der Form
@+y—BE—y—bE+h)=0E"+t)e—1b) o
lassen sich die drei Asymptoten der Kurve direkt ablesen.
Zugleich folgt aus dem Symbol [(z+b), (a2 52)(x—b) w?],

/
i ‘ ‘z<s)
/ L
s

Fig. 45.

091

Jenachdem ¢ = b, erhilt man zwei verschiedene Kurven.

Ist @ > b (Fig. 44), so besteht die C® aus einem
hyperbelartigen Zug mit einem ebenfalls ins Unendliche
sich erstreckenden Oval (elliptische Serpentine mit hyper-
bolischem Oval); im Fall a < b (Fig. 45) verlduft das
Oval ganz im Endlichen, wahrend der hyperbelartige Zug
bleibt (hyperbolische Serpentine mit elliptischem Oval).
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Auf ganz analoge Weise wie bei Satz 1 lassen sich
folgende Satze beweisen:
Satz 2. Die Kureve

@, y) G+, y) B2 =0
hat im Punld {g. 0} oder (a, b) einen Doppelpunki mit

dem Tangentenpaar @(a,b) G2 + (e, b)) H2 = 0.
Haben die Funktionen ¢ (e, d) und y(x, b)

entgedga;rfiz:tztes} Vorzeichen, so ist das Tangentenpaar

gt

imag. konjug.) .. . isolierter
relell ) & d. h. der Doppelpunkt ist ein elzentlicher

Doppelpunkt.

Zugleich erkennt man, daB das Tangentenpaar har-
monisch konjugiert ist zu dem Geradenpaar G = 0 und
H=0.

Satz 3. Die Kurve

ple, y) G+, ) H=0
geht durch den Punkt {g: g} oder (@, b) wie die Parabel
¢la, D) G2y, YH=0;

die Parabel ist ’\Taherungskurve im Punkt (2, 3).
Ebenso gilt der
Satz 3a: Die Kurve

P, 1) Dale, y) +yle, H=0
hat in den Punlien {g)[ »Y) = O} oder (z, b) die

Néiherwngshurven
¢la, 8)- By(r, y) + y(a, b)- H=
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Satz 4. Die Kurve
““w@%+wvﬂﬂ=0

DOL..

geht durch den Pmﬂu , G,

} oder (o, b) wie die
Parabel

(e, b) G162 G+, Y H=10.
Die Kurve hat also im Punkt (z, &) die Gerade H= 0
als Tangente.

Anmerkung. Die Berechnung der Tangente in
einem der durch das Prinzip der linearen Kombination
gelieferten Kurvenpunkte bietet nicht nur weitere An-
haltspunkte fiir den Verlauf der Kurve, sondern gentigt
biufig zur Entscheidung iiber den Verlauf der Kurve in
einem sogenannten Diskriminantenzwickel (Zwickel mit
mindestens vier Eingingen).

4. Beispiel. Die Kurve

syl —ypP =@ —1)(2 —1) (Fig. 46)
oder

sy —yP=E—-)eE+1)F—-1F+1)
hat die Punkte (1, 1) und (—1, —1) zu Doppelpunkten.
Fir das Tangentenpaar im Punkt (1, 1) hat man

l-lew—y2=@&—1)-2(y—1)-2
oder
—drxy+ 1y + 20 +2y—2=0,
gibt, nach x aufgeldst,
r—y(2Fy8)=—1L73.
Ganz analog ist die Rechnung fiir den Punkt(—1, —1);

aus Symmetriegriinden folgt, daB dieses Tangentenpaar
parallel zu dem im Punkt (1, 1) ist.
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Die im 2. Beispiel (s. 8. 100) behandelte Kurve
@ —1)@— ) =2y@®— 1)

I

Y70

y=7=0

0=/ +0

Fig. 46.
hat im Ursprung einen Doppelpunkt mit dem Tangentenpaar

—1@*—y?) =2y(—1) oder 2®—zy—42=0.
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5. Beispiel.
2(7—1) 0 — 1) (25— O+ [22— 12+ (P~ 1] = 0
(Fig. 47).
Die Kurve hat sechs Doppelpunkte: vier in den
Punkten {; = ii} und zwel im Unendlichen (in Rich-
tung z = 0 und y = 0).

\ ¥ | T /__7, 320
— +z
i \y-#?w

Vo
|
i
Fig. 47.

0-31%+a0

o2

Fir die Asymptoten parallel x = 0 erhalten wir als
Tangenten im Punkt L. % = %)— oder (0, 1, 0) durch
Einsetzen der Werte z =0, y =1, @ = 0 in die nicht
durch diesen Punkt gehenden Bestandteile der homogenen
Kurvengleichung (sie sind in der Gleichung unterstrichen):
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22— 0% (12 — N2 + 32 — 4- )
b wz)2 + @~ 0Ple?=0,
2(x*—1)1-1 + =10 oder 22%=
woraus x = -L7J } =+ 15
Ebenso erhiilt man als Asymptoten paraliel y = 0
y==%y2.

Fir die Tangenten im Doppelpunkt { % = g}
oder (1, 1) erhalt man aus -

20— 1)@+ D —DEENE+y2—4)
e — 11+ (i — 1My + 12 = 0

durch Einsetzen der Werte # = 1, y = 1 in die unter-
strichenen Glieder:

2(@—1)-2(y—1)-2-(=2)+(z—1)2- 4+ (y—1)2- 4=0
oder

lx'.ZM

F—1p—de - -1+ H—1°=0,

woraus durch Auflisung nach @ — 1
r—1~=(@—1)(2=-78)

r—y(2::18) =—(1=73)

als gesuchtes Tangentenpaar. Die weitere Diskussion der

Kurve sei dem Leser zur Ubung empfohlen. — Wie sieht
die Kurve aus, wenn die Gleichnng lantet:

a) ;

2 =1 (P~ 1)@ty —4) — (@ — 12+ (32— 1)2] =0,
b)

2= =) (@2 2~ 4) + (22— 1)2— (2 —1)2] =0,
&)

2 =17 = 124 2 —4) —[(@2— 1)2— (32— 1)?]=0?

oder
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6. Beispiel. Die Kurve
22+ y2 —a®)(x® + 32— b2) = 4a22y? (s. Fig. 41)

oder
(r—y2@+ 9?2 =[a>+0) @+ ) - 282 v 0
hat zwei zu o —y =0, bzw. x4+ y = 0 parallele
Asymptotenpaare, denn das Symbol [(x — )2, w?], bzw.
[(@ + )2, w?] zeigt je einen ocfernen Doppelpunkt in
Richtung der Medianen an.

Hieraus folgt fir das Asymptotenpaar parallel zur
1. Mediane # — y = 0 gemiB Satz 2:

Koordinaten des oo fernen Punkts —I;— = %

o
o )
oder (1,1, 0).
Damit kommt als Asymptotenpaar

@— 21 +1)2=[(a®+b%)(12+12) — a282-0]w?

oder

4 /a~‘b"
r—y=z]/TEE.

Eine analoge Rechnung liefert als zweites Asymptotenpaar

z+y—

: 2

‘a2 1 b2
_x_]/ .

§ 12. Hilfsmittel der Differentialrechnung.

Die von der Differentialrechnung gelieferten Hilfs-
mittel zur Bestimmung ausgexeichneter und singulirer
Punkitstellen einer gegebenen Kurve haben den Vorteil,
sdmftliche derartige Punkte zu liefern, jedoch den groSen
Nachteil, daB die Rechnung schon bei Kurven 3. Grads
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und noch viel mehr bei Kurven hoheren Grads meist
sehr umstdndlich und langwierig ist. Die Anwendung
der Metheden empfiehlt sich nur dann, wenn die seit-
herigen Regeln (abgesehen von § 13) nichts Neues mehr
liefern, was aber nur selten der Fall ist.

Wir beschrénken uns auf die Wiedergabe der wich-
tigsten Formeln und verweisen beziiglich der Entwick-
lungen auf Junker, Hohere Analysis, I. Teil, S, 133 ff.
(Sammlung Goschen)*).

Aus der homogenen Form der Kurvengleichung
]‘("ZWY, “) =0 folgt fur die Gleichung der Tangente

im Punkt (z, y, w), wenn X, ¥, Q laufende Koordi-
naten sind:

SOf € f offr
) iz Hoer oy < ) =0
Die Tangente ist zugleich 1. Niherungskurve der ge-
gebenen Kurve im Punkt (2, ¥, w). LBt sich die
Kurvengleichung auf die Form bringen:
so hat man fiir die Tangenle im Punkt (z, y)

K Y —
(1a) ‘_x= dyy oder X—uz=y(TY—y).

Daraus folgt fiir die Normale:
@ f (X —z)de +~(Y—9)dy=0 oder
| E—ay+@E-—p=0.
Ist 7 der Rlchmngawmkel der Tangente, so erhdlt man
aus Fig. 48:

*) In ausfiihrlicher Weise findet dies der Leser in jedem
groferen Lehrbuch der Differentialrechnung, z. B. Meyer,
Differentialrechnung, Leipzig, Goschen.
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| d
(8) tgr =2 =';

1 1 dz dx
(4) cost=—-— = - = =
‘/1‘((].7/)2 Vi+y™® Yda2dy? ds
1" \dr
Qe v &y _dy
dz yda2+diy2 Y1+y'? Yda2+dy? ds
Wwo
(6) ds=ydxz2-+dy2.
‘ ~T
4 \
i f @cy)=o
Yy
Fig. 48.

Ferner folgt aus Fig. 48 fiir die Linge der
(7) Subnormale:

e tor — Y
ON=ytgr =y =yy’
(8) Subtangente:
Y

dz
TQ=yctgt=yE§=yf,,
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{9) Normale:

Fiir kichste und tiefste Punkte (Moxima und Minin
hat man:

ar
a) in bezug auf die z-Achse: [ i 01 S
(borizontale Tangenten) ‘ .
fz, y)=0

Céf
b) in bezug auf die y-Achse: J En= 0 a
(vertikale Tangenten) l y :
s J) =0

Die Systeme (11) und (12) liefern also die Beriihruny
punkte der zu den Achsen parallelen, d. h. horizontal
und vertikalen Tangenten.

Setzt man in den Gleichungen (11} und (12) statt

den Ausdruck E und statt » den Wert %, so hat m

gemil dem Eulerschen Homogensatz (s. S. 25):
EI ! '-E‘f = ; Ef ! Ef —_
:ch,.lw{gd =0 und y@T"]E\-‘;_O'
Damit ergibt sich das fiir die Rechnung oft einfache

System
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1y o
éx dy

5 (11a) und . (12a)
°F _ o T o

6¢ ¢=1 ¢y (=1

zur Bestimmung der hdchsten und tefsten Punkte in be-
zng auf die z-, bzw. y-Achse.
Ebenso liefert das simultane System

[fn(x Y, )—O‘I

| @
Cw
die (n) Nullpunkisiangenten der Kurve.

Zur Bestimmung der Doppelpunlie hat man die Glei-
chungen

\ c
f, y) =0 (?5 =0
ef oder das ein- J¢f
or Or {28 fachere System |dy O (13a).
g ¢f

Die Gleichung des Tangentenpaares im Doppelpunkt
lautet:

a2 o (¥ — oy ST
(14) (X — )2 Epe (X — (Y J)C_ &
ey
T(}_J) EJ =U.

Beutel, Algebraische Kurven. I 8
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Je nachdem die Diskriminante der Gleichung (14)

Lef o

\2

¢y ef f ef\t_ ¢
—-(Eff‘y,) :‘ e2f &2

icycz Oy |

2t drdy|
- o =

(15)

i

sind die Tangenten des Tangentenpaars

reell und getrennt l
reell und zusammenfallendy, d. h. der Doppelpunkt ist ein

imaginir konjugiert
eigentlicher Doppelpunkt
Riickkehrpunkt
isolierter Punkt
Die Kurve y = f(z) hat einen Wendepunkt, wenn
{16) ¥y =0.
Hat die Kurvengleichung die Form f(z, %) = 0, so ist

v —1 {6‘-’/" (é~f“)1.)_5i5_f €f e (cf”

4= 6f\8 |8ax2 \Cy) = ~éxréy cx dy ' TP \Cx
(2s)
éé'f cf ey
L E2f e erf ) i6x ¢z? Bxcy
1 | Ex® Exéy &y 1 ef éf éof |
(—6_—3; SR Ef ¢ ‘(5;‘2 T iéfscy Cyéxr Ey2 |
a) \es) & ealed | Gl |y or e
éx ¢y

*) Zur Abkiirzung setzen wir |7, b, c,i =ac’ —2bb"+ca’.
. la’ b’ ¢,

Das Symbol ) g, Zl: ’ g,‘} wird Determinante 2. Art genannt.



Hessesche Kurve. 115

Um nun eine mehr symmetrisch gebaute Form der

Determinante zu erhalten, verfahren wir wie folgt:
Die Gleichung der Tangente der Kurve /,(z, ¥, w)=0

lautet (vgl. (1)):

- . P
a:c,f—}-y—cl—l—m—;l=0
¢x cy ¢
[ ér éf

‘Wird auf die Funktionen (r— 1) ten. Grads i—, —,
¢z’ ¢y’ dw
der Reihe nach der Eulersche Homogensatz angewandt,

so erhalten wir die Gleichungen:

exf e e cf
Eng;Témcy ’ Gxﬁwm—(n_l)éz
s2f a0 a2f af
ayaxm+ aygy_l_ ayaa)w = (72’—'_ 1)7’3—; f(*) -
aef ef ey af
Twds” T Fa &yY T2 T (=1 ¢ w)
Setzen wir nun zur Abkiirzung
ar ef of
C‘a:=f;" W=72 60):]‘;}
ey &f Y
gz — T Fgey ~her e ~fen
o2f aef &2
dy: 27 Gydw = f ce? 1337
S’:
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50 nimmt die Determinate die Form an:

fu fiz hY)

J 5
It h ko 0
—r —1
5 T 2 o | (—z *¥)

T —1) 72 for fr2 faso f sy
\ “hOfh —fit—fy
1 fis fie fis
= o e e fe =0
131 Ta2 fis
Diese Bedingung erfiillt jeder Wendepunkt der Kurve;

alle Wendepunkte der gegebenen Kurve f(z, ) = 0 liegen
also auf der Kurve

fii fie fis
(17) ﬁn fzze ﬁzs‘ =0.
for Fa2 fis

Diese Kurve wird nach dem Vorschlag von Sylvester die
Hessesche Kurve der gegebenen Kurve genannt®),

*) Oder, wenn die Glieder der 1. und 2. H.-Reihe mit —z
und —y multipliziert und zur 3. addiert werden, unter Be-
riicksichtigung der Gleichungen (¥), S. 115.

**¥) Wenn derselbe ProzeB mit der 1. und 2. V.-Reihe
gemacht wird.

**%) Weiteres iiber die Hessesche Kurve findet der Leser
im II. Teil der ., dlgebraischen Kurven‘.
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Unter dem Kr#mmungsmittelpunkt (X, ¥y des Punk-
tes (x, y) versteht man den Schnittpunkt zweier oo be-
nachbarter Normalen. Der um (X, ¥) mit Radius

(18) e=1X -z +(¥Y—ypy
beschriebene Kreis heiit Krimmungskreis, o ist der
Kriimmungsradius. Fiir letzteren hat man
(1 + gt
yf/ ;
die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunkts sind

1+y3y

» X= & y//
(20) 1 ,
4 2 2

Y = oy - ____T_J

yT !]”

Das (x, y) Eliminat aus den Gleichungen (20) und
der Kurvengleichung gibt den geomeirischen Ort der
Kritmmungsmittelpunkie (X, T); dieser ist zugleich die
Umhillungskurve der Normalen von f, die sogenannte
Evolute. Die gegebene Kurve [ fithrt den Namen Evol-
rente.

§ 13. Das analytische Dreieck.

Die Theorie des analytischen Dreiecks haben nach
dessen Entdecker Newton (Enumeratio) 1704 besonders
de Gua (Usages de l'analyse de Descartes) 1740 und
Cramer (Introduction & I’analyse des lignes courbes algé-
briques) 1750 weiter ausgebaut.

Wie in den §§ 9 und 10 gezeigt wurde, lassen sich
in vielen Fillen aus einer passend hergestellten A-Form
die Niherungskurven im Ursprung und im Unendlichen
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ohne weiteres ablesen. Allerdings ergeben sich nicht
simtliche Niherungskurver aus einer einzigen A-Form,
und die Aufstellung geeigneter A-Formen ist Sache der
Ubung. Das analytische Dreieck, nach seinem Entdecker
auch Newtonsches Parallelogramm genannt, lefer:i nun
in einfacher Weise sdmiliche Niherungskurven im Ur-
sprung und im Unendlichen.

Haben wir eine Kurvengleichung von der Form
0=7 (.’L' : ¥ ) = a

+—bx+cy
+dat+ ezy + [y
+g2®+hafy +izy? +ky?

...........................

und schreibt man diese Glieder mit Weglassung der
Konstanten und der Vorzeichen in Form eines gleichseitigen
2 Dreiecks, so haben wir
I e %2 25 2% da.s analytische Drei-
eck Wir nehmen nun
¥ : statt des gleichseitigen
Y EY Fy /Ty ein rechtwinklig-
v b ils s gleichschenkliges Drei-
Y .r‘f:/? eck (entsprechend dem
Ly oy’ rechtwinkligen Koordi-
" . ' natensystem) und ord-
¥ A nen die einzelnen Glie-
der derart, da8 auf den
beiden Katheten, von
der Spitze aus gerech-
net, nur die Glieder stehen, die = bzw. y allein enthalten,
geordnet nach steigenden Potenzen (s. Fig. 49). Um
eine Kurvengleichung ,auf das analytische Dreieck zu
legen®, markiert man mit Ringen die einzelnen Glieder

1

5
Ir Fig. 49.
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der Kurvengleichung und zieht die UmriBlinen des so ent-
standenen Polygons. Aus diesen UmriSlinien nun lassen
sich wichtige Schliisse iiber das Verhalten der Kurve

in den drel Kardinalpunkten der Ebene (I} [y= O},

D { 0} (TI) {Z — 0} zichen. ke =1

Auf den drei Seiten des apalytischen Drelecks liegen
diejenigen Glieder der gegebenen Kurvengleichung, die
nur Potenzen der drei Verfinderlichen enthalten. Das
gleich 0 gesetzte Aggregat dieser Glieder gibt die Schnitt-
punkte der Kurve mit den drei Kardinalgeraden (1) y =0,
@)z=0, 8 w=0.

1
Satz 1. Die auf der 2.} Seite des analyiischen Drei-
2
e
ecks gelegenen Umrifslinien geben das Verhalten der

Rurve auf der 2.% Koardinclgeraden, d. h. die Schnitt-

3.
2-Achse l
punlite der Kurve mit der y-Achse -
oo fernen GemdenJ

Ein shnlicher Satz 148t sich fir die gegen die drei
Ecken geneigten UmriBlinien aufstellen. Hiezu schicken
wir folgende Betrachtung voraus.

Sind zwel beliebige Glieder des analytischen Dreiecks

P yq und 2P+ yq—,a’

fiir eine der beiden Verdinderlichen, z. B. fiir z, von der-
selben Ordnung oo groB, bzw. ocklein, so mub, da

;zp+“.yq+3=gcp.y9.$x.yﬁ7
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der Ausdruck x*#f endlich sein. Folglich sind auch
alle Glieder von der Form

a?y? (x*yf)»  oder aPtTE¥ yatbv

oo grof, bzw. ocklein von derselben Ordnung. Fiir die
verschiedenen Werte vou » erhilt man die Reihe

. ,xp—ﬂi'yq—Er: J;p—-u,yq—rT J:pyq’ P+, +’V7

D+2y HG+2
LPEEY a2y,

leren siimtliche Glieder von derselben Ordnung oo grof,
zw. ocklein sind wie das Mittelglied. Alle diese Glieder
iegen im analytischen Dreleck auf derselben Geraden.
Jaraus folgt

Satz 2. Liegen drei oder melr Glieder einer Kurven-
gleichung auff derselben Polygonseite, so sind sie fiir einen
nichi cndlichen Wert der einen Verdnderlichen oo klein
oder oc grofi von derselben Ordnung.

Hieraus folgt weiter: rechts |
Alle Glieder des analytischen Dreiecks, die ;. ¢
links |

. ; : hoherer
von dieser Geraden liegen, sind von | Ordnung

. niederer
ocogrofl in x als a?y?. f

... oo grofe

Fir o Kleine

die Glieder einer UmriBlinie dann von der hdchsten Ord-

nung, wenn im analytischen Dreieck keine im Sinn der
wachsenden | ) o

abnehmenden | Potenzen von i gelegene Parallele durch

ein markiertes Glied der Gleichung mdglich ist; deshalb

L.

1-Werte der einen Veriinderlichen z sind

Satz 3. Die gegen die I }, Etke des analytischen Drei-
111
ecks gekehrien Umaifilinien des analyiischen Polygons lie-
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fern die Niherungskurven der gegebenen Kurve im II ]
1. I
oc fernen Punlit der x—;ichsq
Eardinalpunkt, d. h. im oo fernen Punki der y-Achse) .
Nullpunict

Fiir die Diskussion einer Kurve, deren Gleichung in
ausmultiplizierter Form vorliegt, bietet das analytische
Polygon den Vorteil, daB dessen UmriBlinien verschiedene
/-Yormen liefern, die sich fiir die Diskussion der Kurve
deshalb gut eignen, weil aus ihren zugleich die Ngherungs-
kurven im Ursprung, bzw.im Unendlichen abgelesen wer-
den konnen. Je mehr UmriBlinien das analytische Poly-
gon hat, desto mehr Elemente hat man zur Bestimmung
des Verlaufs der Kurve.

Beispiele. 1. Fir die Kurve (Fig. 29)

zty — 222y —y2+38y— 1 =10
A B ¢ D E
hat man als Niherungskurven (Fig. 50)

a) imocfernen Punkt derz-Achse: A F=uz*y — 1 =0;

b) im Schpittpunkt mit der oo fernen Geraden:
AC=z*y —y2=0 oder ylz*t—y)=0.

2. Die Kurve (Fig. 37)

zt+yt=y(22*—3zy+y?
oder -yt —222y+32y2 — 3 =10
4 B c D E
hat als Niherungskurven (Fig. 51)

a) im Ursprung: CDE=y(2z — y)(x — y) = 0;
eine sich der Kurve mehr anschmiegende Naherungskurve
liefert

AC= 2212 —2y) =0
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b) im Schnitt mit
der cofernen Geraden: AB=a*-{ y* = 0;
die Kurve verlguft also ganz im Endlichen.

Fig. 50. Fig. 51.

Samtliche in § 7 diskutierte Kurven kionnen auf das
Verhalten in den drei Kardinalpunkten mittels des ana-
Iytischen Dreiecks nachgepriift werden. Zu diesem Zweck
muB jedoch die Kurvengleichung in ausmultiplizierter Form
gegeben sein.

§ 14. Beihenentwicklung fiir einen gegebenen
Kurvenpunkt.

Zur Untersuchung singulirer Punktstellen reichen
die bisherigen Hilfsmittel nicht immer aus, namentlich
wenn hoéhere Singularititen auftreten. Bringen wir durch
Koordinatentransformation den xzu wuniersuchenden Punkt
in den Roordinatenursprung, so liefert das analytische
Dreieck die Niiherungskurven. Diese sind aber zuweilen
bloB anf einer Seite brauchbar. So hat z. B. die O*
(x? — y)*> = 2? die Parabel 22 — y = 0 als Niherungs-
kurve nur rechts von z = 0. Den Entscheid hieriiber
gibt, namentlich in einfacheren Fillen, das Signierungs-
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prinzip. Bei hoheren Singularititen bleibt nichts anderes
iibrig, als y nach Potenzen von # zu entwickeln. Diese
Entwicklungen gelten nur in der niichsten Umgebung
des betreffenden Punktes, genaner innerhalb eines Kreises,
der den nichsten Verzweigungs-, bzw. Unstetigkeitspunkt
ausschlieft. Solche Punkte sind definiert durch das
simultane System

[z, ./) = 0‘

Ll

Besondere Falle. 1. LaBtsich die Kurvengleichung
in die Form bringen: y = f(z). wo f{z) irrationale Aus-
driicke enthdlt, so lassen sich diese Ausdriicke mittels
bekannter S&tze hiufig direkt nach Potenzen von z ent-
wickeln. So gibt fiir die Kurve

y=a*+11+2
der binomische Satz die Reihenentwicklung
y=1+ 42— 1ozt Fab — ...
Aufgabe. Bilde fiir die Kurve (Fig. 52)

2y =+)bo—a> 1167+ 2" 1186 —a)

*) Diese Kurve gehort zur Gattung der Polyzomalkurren.
Jede Kurve, deren Gleichung sich auf die Form bringen laGt:

DVG=VT, +VT+1 T +....+1T- =0,
t=1

wo die Wurzeln beliebiges Vorzeichen hahen und die U-Funk-
tionen rten Grads in den Verinderlichen x, y, @ sind, ist
eine Polyzomalkurve (vgl. Loria [L.V.6.], S.287f). Der
Name stammt von Cayley.
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die Reihenentwicklungen
a) im Punkt (0, 3),
b) im Punkt (3, $),
¢) im Punkt (6, 3 ¥2).

Zur Diskussion erhilt man durch zweimaliges Qua-
drieren sechs A-Formen, die zwel in bezug auf die
@-Achse symmetrisch liegende Kurven 4. Grads liefern.

Aligemein kann die Gleichung y = f(z) nach dem
Taylorschen Satz in eine Potenzreihe entwickelt werden:

(1) y=1(0) —-

x
1!

x2
2

Y i - i :Z:3 idd
f(,”)—f‘—!/ (0)+§?f O) & v 4
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wo f(0), 7/(0), ... die Werte der betreffenden Funk-
tionen fiir z = 0 angeben.

2. Fiir die Kurve F(z, y) = 0 hat man die Reihe®)

S ; 1 yaf éf
® P o) =10, 0+ 7 (zh—r+ 55—
* lr= Jiy=0
1/é &f a2f
ab w x2 L 2 ! 2} it
21 (6-1;2/'z=0z T €z a]//a::OTyT aylzfy=0y )
\ y=0

Hat die Kurve nter Ordnung im Ursprung einen
r-fachen Punki, so ist die Kurvengleichung von der
Form

0=ra@: 9) = @@, ¥) + Freales ) +- - -+ onl@; 9)-
Aus dem analytischen Dreieck lassen sich aus dem
gegen die dritte Ecke (die Spitze) geneigten Linienzug
die 7 (reellen und imaginiren) Niherungskurven ablesen.
Dies gibt die ersten Naherungskurven von der Form

y=oxx2, y=Pfx2, ...

Zur Bestimmung der folgenden Glieder setzen wir

nach dem Vorgang von Newton
Y= u.

Damit wird aus f(x, y) eine neue Funktion F(z, u).
Stellen wir jetzt das analytische Dreieck in bezug auf z
und 1« her, so erhalten wir wieder einen konvexen Linien-
zug, der weitere Naherungskurven gibt. Durch Fortsetzung
des Verfahrens erhilt man fiir jeden Zweig der Kurve
im Ursprung eine Reihenentwicklung von der Form

T ="+ 2 xyawte L

*) In beiden Fillen (1) und (2) gelten die Entwicklung.
nur fiir einen im Nullpunkt liegenden Kurvenpunkt (vgl. S.122).
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w=20
so bringt man den Punkt in den Koordinatenursprung
durch die Substitution

Liegt die singuliire Punktstelle im Punkt {5‘ = 0},

r=—

=~

s

und entwickelt dann y nach aufsteigenden Potenzen von &,
bzw. nach absteigenden Potenzen von z.

Am besten wird die Methode klar werden an folgendem

Beispiel. Fir die Kurve

a8y = (y2 — 3 z2)?
sollen die Reihenentwicklungen im Ursprung auf drei Glie-
der angegehen werden.

Naherungskurven im Ursprung sind 2 — 32?2 =0
oder y =+« ]/'73- . Es gibt also vier Reihenentwicklungen;
aus Symmetriegriinden ist jedoch nur die Aufstcllung von
zweien derselben notwendig; die belden andern ergeben
sich aus diesen durch Vertauschung von z mit —=x.

Setzen wir

(1) zY8 —y=wu oder y=2}3—u,
so erhalten wir damit aus der Kurvengleichung:
2 =z¢(z)3—wu)=(2 V8uz — u2)®

sl B c D B

27)8 —wib = 120202 — 13wl + ut.
Hieraus folgt als Niherungskurve (Fig. 53)
c 4
@ 124222 = 27}3 oder w=+ :i z

2 !

]
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also
) 5
xre — 7
(4)y1=x}-‘r§— =+ oder 2}3 —y =u=—+———1;
23 V3
- §
(5) y2=x.V—3_+ x4/_+v2 Oder :Z]/3—y2=u=_ z4,——._‘7’.2'
2y3 273
7
B
(2
D
E
4
a

Fig. 53.

Zur Berechnung von v, hat man den Wert von z,
aus Gleichung (4) in die gegebene Kurvengleichung oder
besser in (2) einzusetzen und bekommt:

z8( 28 4+ :i +7 )= i_—l—q 2z}3 + 'Z__-—l—z'l .
2Y3 273 2}3
Hieraus folgt durch Ausquadrieren:

1,7 5 y o '

fo T 5 vy T2 .

28+ =t v 2t =|—— +—+1i)-
273 4y
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= 12, 2 10 T T .
=8+ b =+ = 2t
e 8 2Y3 473
122, 25 10 , AR
oder (6) 0=—Tlf_x_+%+7;1a;6-’—%f 4+

IE] 4738

Die weiteren Glieder konnen unterdriicki werden,
da sie zur Bestimmung der Niherungskurve ohne Ein-
fluf sind.

Aus Gleichung (6) folgt fiir die Naherungskurve:

a 4 —
x10 ; 12 Ty xz 0 = R }/3 1L
ET—T:__= , woraus @1=—Wﬂ3
¥3
: i . V3 4
Eine analoge Rechnung Hefert 2, = - — ZF
- 32.43
Damit erhilt man die vier Reihenentwicklungen:
5 ir“
“’* €z /3 11
Yy =} 3+ — e e —
1 (S 9 35 32. 43 )
3. 4:3
xz e t
Yo =} 8 — ——+ J 43 LR
2 1‘3 -
A, 4o 11
z V3x2
Yyp=—a}3 — 4‘_—!——5 s PP -
273 32.4
5 4:§ 1L
r xe ey AR
Y, =~y13_{_*__1_9’_____
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§ 15. Spezielle algebraische Kurven.

Die folgende Zusammenstellung umfaBt die Mehrzahl
derjenigen algebraischen Kurven, denen besondere Namen
beigelegt sind. Uber simtliche Kurven findet der Leser
neben meist sehr eingehenden Untersuchungen auch histo-
rische Angaben in dem groBen Sammelwerk von Loria*),
das mit erstaunlicher Vollsténdigkeit eine Fiille von Stoff
iiber spezielle algebraische Kurven enthiilt. Die Liste ist
gedacht als Ubungsmaterial zur Kurvendiskussion.

AuBerdem sind am Schlu8 noch einige weitere Kurven-
gleichungen aufgefithrt, deren Behandlung aus Mangel an
Raum dem Leser iberlassen werden muB. Eine groBe
Zahl von ihnen entstammt den Aufgaben in analytischer
Geometrie, die bei der ersten realistischen Dienstpriifung
in Wirttemberg (vor 1900 ,realistische Professorats-
prifung® genannt) gestellt wurden.

Achterkurve: z* = a2(z2 — 32).
Agnesische Kurve (s. Versiera): 72y + a?(y —a)=0.
Ahrenkurve: gcoslg =a.
Anacampis: z(x? L a?) = b2y.
Anguinea: y(z?+y?—2izy)+at(z—puy)=0 (A< 1).
Astroide: (22 + u® — a?)® 27022292 =0
oder 9:'3‘—{—y73‘=a%.

Atriphthaloide: x2(z2 + ¥2)2 = (22 — a?)3.
Birnformige Kurve: y2(zx — R)2 — 2R3y + Rt = 0.
Cassinische Kurve: (z2+y2)2—2a®(z2—y2)+at—b4=0.
Conchoidea punctata: « 2 = z2(r — a).

*) Auch in den beiden Werken von Teizeira (L.V. 12)
und Wieleitner (L.V. 14.) findet sich eine grofe Zahl dieser

Kurven behandelt, in letzterem Werk mnach der Erzeugungs-
weise zusammengestellt.

Beutel, Algebraische Kurven. I. 9
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Descartessches Blatt: 23+ y®*=3axy.

Doppeleilinie: (z2 4 y?)® = »2 z*.

Doppelherzkurve: zt 4+ 9+ — 24292 — 25222 + bt = 0.
Dreiblatt (gerades): (x2 + »?)2 = 2ax(2? — y?).
Duplikatrix (kubische): 23 = a(x® 4+ 3?).

Duplikatrix von Montucei: y = +}iz + "y’a x—x2,
Eifsrmige Kurve, auch Oval genannt:

22+ 48 —2ax3(x2 4+ )+ (a2 — b)Yt = 0.
T Y 14

Einblatt: (22 + y2)2 = dax3.
Gutschovensche Kurve: a?22? = (22 + 3?) y2
Halphensche Kurve: (.r3—l—y-)~——- a2 y2(x? -+ y2)—bt=0.
Herzkurve (Kardicide): (x2+4 y?— 2az)?=4 ag(. 2L y%.
Hyperbola punctata: .7‘(1‘ Y3 = a(«2 + y?%).
Hyperkissoide: a(z* - A2y%) = 9.1(.1‘ —f— ?).
Hypokissoide: a (a2 — 223%) = 2x(2? +— »3).
Hypozykloide (dreispitzige). auch Steinersche Kurve ge-
nannt:

2?2 Sar(e? — 3y 1802 (02 Ly —27 at=0.

Jerabeksche Kurve: (z2+ //~—fz 1)--- A2ty (e —a).
Kiferkurve: (22 + ) (2> + 2+ ax)? = B2 2(x2 — y?).
Kampyla: ot = a?(x® + »?).

Kappakurve: y2(x2 — ; Ji) =a?z2.

Kaprikornoide: 222 + y?) = Az -+ 2 — ay)?.
Kiepertsche Kurve: (L- Ly =443 :L'(ch — 3yY.
Kissoide (gerade)*): «(x? + 92 = 2ay2.

Kissoide (schiefe): (r — Ay) (22 + y?) = 2ay
Enotenkurve: y =atgug.

*) Die Hissoide zweier Kurven I' und I'” in bezug auf
einen festen Punkt O entsteht durch Subtraktion der Radien-
vektoren OP und OP’ von I' und I,
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Kohlenspitzkurve: @ _» =1.

5

2
Konchale: (z — a)2{(x — a)2 = »2] = a®b2.
Konchoidale: #2[(r — a)2 L (y — B)?] = i(bz — a y)®.
Konchoide*): (r — a)2(z2 + 4% = b222.

Konchoide von Kiilp: 22 + a2(x2 — a?) = 0.
Eonchoide von Sluse: (¢2 + »%)(r — a) + Rz? = 0.
Konchoide von Varignon:

(@2 y?)—bar?+atur—4a3=0.
Konchoide (zirkulare): (x—y) (224 y2)=a(@2-+y2—2y).
) w=;'cos¢(1~2sin2gcl
Kornoide: . .
y=rsing(l + 2cos2g|
Kreiselkurve: =t — 2aa3 + 222 = 0.
Kreiskonchoide (Pascalsche Schnecke):

@42 — 202)? = b2(2® + 42) .
Kremphut, auch Zweihorn genannt:
(2L 2ay — a2+ 27— a) =0,

a? b2

Kreuzkurve: — -

x2 TJE
Kubische Parabel (Wendeparabel): a2y = 3.
n 7
Lamésche Kurve: (%) e (%) =1.
Lemniskate von Bernoulli: (x% 4+ 332 = 2a2(2? — ¥?).
Lemniskate von Booth: (x% 4+ 422 = a222 + b2y2.
Lemniskate (schiefe): (z*+ y*+ 212y)> = 4azy.

*) Aus einer Kurve I' leitet man eine Konchoide ab,
indem man von einem beliebigen Pol 0 aus die Radienvektoren
von I" um eine konstante Strecke ! verlingert, bzw. verkiirzt.

9*
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Tissi he K z=acos2x(xi— @)} ¥
issajoussche Kurven: € =Dbcos2m Bt ;

Muschellinie von Diirer:
Cy—2+02+E+y—a@2—a3)=0.

Neilsche Parabel (Rickkehrparabel): ay? = z3.
Nierenkurve (Nephroide):

@2+ ) (L y? —a?)?= 42?2+ 9> — 2ax)2.

Ophiuride: z(x? + %) =y(z — i9).

Panstrophoide: z(z®+ y%)+a(x2—y3)+ 2@ +y)=0.
Parabola cum ovali: 2 = x(x — a)(x — b) :
Parabola punctata: 22 = 22(z — a).

Parabola pura: y?=x(@?—aw 4+ 5% (22 —452<0).
Perikissoide: (r —a)(@?+ »%) +b22=0; (2>0).
Perlkurve (i + 1)ter Ordnung: ay® -+ (z - a)z"=0.
Polyode: »2(z®+ y2 —a?) = (22 + 32— ax — 202)2.
>seudoversiera, auch geometrische Quadratrix genannt:

2y +a*y —2a)=0.
tersackkurve (Bésace):
2t — 4@+ byat + L@+ 5yt = 0.

*) Die Lissajousschen Eurven entstehen durch Inter-
~enz zweier zueinander rechtwinkliger (Schall-) Wellen.
erbei sind ¢ und b die Amplitiiden, ¢ die Phasendifferenz,
und B die Schwingungszahlen der beiden Komponenten.
= f gibt den Gleichklang, & = n § gibt die harmonischen
korde. — Fiir spezielle Werte von ¢ nehmen die Glei-
Jngen einfachere Gestalt an. ¢ ist willkiirlicher Parameter.
**¥) Die Radiale einer gegebenen Kurve I" ist der geo-
setrische Ort der Endpunkte aller Strecken, die von einem
esten Punkt ausgehen und mit den Kriimmungsradien von I’
gleich und gleich gerichtet sind.
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Radiale der Parabel (s. kubische Duplikatrix):
x¥=p@? + ¥ .
Rollesche Kurve: zy2? = afx - y)2.
Rosenkurven: ¢ = Rsinx .
Speziell: Gleichseitiges Kleeblatt:

0o=Rsin3¢ oder (@« —+ y22=qur{s2—3y?.
Vierblattrige Rosenkurve:
0= Rsin2¢ oder («2+ 25 =L1a222y2,
Sandubrkurve: 452 22( 7/— — b") — a-(_/'2 — 522,
Seiltsnzerkurve: 2 = :

m
Serpentine: Elliptische Serpentine:
@+ y) —(ax®+ 2bxy —ay?) -z —a)b2= 0.
Elliptische S. mit elliptischem Oval:
Yz +a)+ oz —a)(z—0b) =
Elliptische S. mit hyperbelischem Oval:
a(@? — g2 — ) = ale 12— b9); (@<b).
Elliptische S. mit parabolischem Oval:
z(y?—2px) +a(y?—2qgx)=0.
Hyperbolische S. mit elliptischem Oval:
2@ —y?— ) =a(x2+ 2 —0%); (e>h).
Parabolische S.: z{y2 +ax)+a®=0.
Parabolische S. mit elliptischem Oval:
¥ —a)=2pa@x+9b).
Strophoide (gerade): (2 -+ y2)(r — 2a) + a2z =10.
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Teufelskurve: «* — _/ — 1004222+ 9602y =0.
Tridens: o3 —axy +a®=0.

Trilatere: (ir—)ue- (7i>5= 2% |
val = \by

a
Trisekante: (2 + y2)(y® — a?) - T 0.

Trisektrix von Catalan: 27ay’= (v — 40)?(2 2 + a)2.
Trisektrix von Longchamps: «{x2—3 y2)+a(z2+y?%)=0.
Trisektrix von Maclaurin: #(r? + 32)+a(3 22— 92)=0.
Tschirnhausens Kurve 3. Ordoung: 3-+a(22—3y2)=0
Versiera: 22y -+ a2(y —a) = 0.

Visiera: (2 + %2 (22 — a) = a2?.

Wattsche Kurve, auch Lemniskoide genannt:

2 .‘Z‘)?

a
@+ (x‘~’+3f‘~’+z—rf— <) PRt yE—r9)=0.

Windmiihle: #2y2(x2 - 32) = a2(0:? — y3)9 .
Zweiblatt (gerades): (x2 —{— J')‘- =baly
Zweiblatt (schiefes): (22 -+ #2)2 = 2 (a r+ by).
wSy—ryd—rty+1=0.
wiyL eyt tryS oyt basd—1a22=0
Poytyttard—lhry?=0 (besondere Falle fiir
a und bl).
ri—yt—a2—Ray - gy2=0. :
|+ Ury=al—1,
(24— 12 =22y,
(#2—4)(*— L)+ A(r2+y2—6)2=0 (verschiedene Werte
von A!).
(r2—rLy)i=dad.



TUmgekehrte Kurvendisknssion. 135

o+ —amp (= —n=0; (6> 2).
(Ba?—y2+18y—+27)2=(y+ 93 (y+1).
(@ +yr—1p=a2y2(ety+72).
22y —2xy(r+y)+(x—y)?=0.

22y (12 —y?)=(r—a?y?) (x*—by?).
Qut—dn2p? -yt —2a%y2 L at=0.

(L e —y—1)=(r— ) e+y—1) ¥

§ 16. Umgekehrte Kurvendiskussion.

‘Wihrend wir bisher die Gestalt einer Kurve aus ihrer
Gleichung zu bestimmen suchten, so handelt es sich jetzt
darum, die Gleichung einer gexeichneten Kurve auf-
austellen oder: die Gleichung einer Kurve zu bestimmen,
der wir besondere Eigenschaften vorschreiben.

In der Technik kommt es hiufig vor, da8 durch Ver-
suche fiir bestimmte Werte einer Verinderlichen (z. B. des
Gasdrucks p) die entsprechenden Funktionswerte einer
2. Verznderlichen (z. B. des Gasvolumens ») ermittelt
wurden. So lautet z. B. fiir Gase die sogenannte van
der Waalssche Gleichung:

(p+L)e—n=c.

*} Weitere Beispiele zur Kurvendiskussion finden sich in
jeder Aufgabensammlung zur Differentialrechnung, so z. B. in
Junker, Repetitorium und Aufgabensammlung zur Differential-
rechmmo Sammlung Goschen, Leipzig, 2. Aufl. 1907, § 46—51,
56, 57. Zuglelch bietet die Bestimmung geometnscher Orter
ebenfalls hiufiy interessante Beispiele “fir hohere Kurven;
vgl. Biirklen, Aufﬂabensammluncr zur anal. Geom. der Ebene,
Sammlung Goschen, Leipzig, 1905 § 28—34.
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wo o und & der Gasmasse eigentiimliche Konstante sind
{z. B. fiir Kohlensiure ist o = 0,00874; & = 0,0023)
und ¢=1-+ ?% , wo t aie Temperatur bedeutet.
1+ 5 = T ist bekanntlich die absolute Temperatur
des Gases.) Nehmen wir p als Abszisse und ¢ als Ordi-
nate, so erhalten wir eine C* mit » = 0 als Riickkehr-
asymptote, v =>5 und p =0 ais gewohnliche Asymptoten.
Die i-Form

cv?—av-+ab

v2(v — b)

kann zur punktweisen Berechnung dienen.

Unter der Annahme einer sehr kleinen Fehlergrenze
der Beobachtungen wird man innerhalb des beobachteten
Druckintervalls p eine stetige Reihe von Werten fir »
erhalten, so daB wir setzen kOnnen:

r=r@.

Tragen wir die einander entsprechenden Wertepaare (p,v)
in ein Koordinatensystem ein, so lassen sich die einzelnen
Punkte durch einen stetigen Kurvenzug verbinden. Durch
Bestimmung der Hdchstzahl der Schnittpunkte der Kurve
mit einer Geraden liBt sich der Grad der Kurve finden.
Entspricht jedem Wert von p nur ein Wert von » und ist
z. B. der Grad der Kurve — 4, so setzt man

pv—b =cv?—av-+ad oder p=

p=avt+bvd Lcv?fdv-le

und bestimmt die fiinf Koeffizienten durch Einsetzer von
finf bekannten Wertepaaren (p, ©). p = f(v) ist dann in
dem Beobachtungsintervall die Gleichung der auf rein
empirischem Wege gefundenen Kurve.
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Die Losung von Aufgaben der umgekehrten Kurven-
diskussion setzt ein gewisses MaB von Vertrautheit mit
algebraischen Kurven voraus — denn nur um solche
handelt es sich hier —, um so mehr, als sich eine all-
gemeine, auf jeden Fall anwendbare Methode nicht an-
geben 148t

Schreibt man der Kurve Besonderheiten in Gestalt
von Nzherungskurven in bestimmten Punkten vor, so
188t sich mit Vorteil das analytische Dreieck anwenden.
Werden in bezug auf das Koordinatensystem keine be-
sonderen Vorschriften gemacht, so legt man den Ko-
ordinatenursprung in einen vielfachen Punkt. Die An-
wendung des Prinzips der linearen Kombination ver-
einfacht die Rechnung oft wesentlich. Je hoher der
Grad der Kurve ist, um so schwieriger ist die Aufgabe;
auch das Fehlen von Doppelpunkten ist ein Ma8 fir die
Schwierigkeit der Behandlung.

Schon frithe haben die UmriBlinien der Pilanzenblitter
dazu angeregt, deren analytische Darstellung durch eine
Gleichung zu versuchen. Die Gleichungen derjenigen
Kurven, die die Gestalt von Rosetten mit mehreren Blit-
tern haben, wurden zuerst von Guido Grandi 1713 auf-
gestellt. Er nannte sie Rhodoneen; die Franzosen heifien
sie rosaces, die Deutschen Rosenkurven*). Sie wurden
in neuerer Zeit weiter untersucht von F.W. Hyde 1875
und Himstedt (Progr. Lobau 1888). Einige spezielle
Fille sind S. 133 angegeben. Habenicht hat 1895 fir
eine grofe Zahl von Baumblittern deren UmriBlinien
analytisch dargestellt. Brocard hat diesen Kurven den
Namen ,,geometrische Blitter***) gegeben.

*) Vgl. Loria, Spezielle algebraische und transzendente
ebene Kurven, 1902, S. 297 ff.
**) Ebenda, S. 307 ff.
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Beispiele.

Die Wege, die zur Behandlung von Aufgaben der
umgekehrten Kurvendiskussion eingeschlagen werden
konnen, lassen sich am besten an einigen Beispielen dar-
legen.

1. Beispiel. Es soll die einfachste Gleichung einer
zur z-Achse symmetrischen O3 mit drei reellen Asym-
ptoten angegeben werden.

Sinde+y—a=0,z—y—a=0 und z2+b=0
die drei Asymptoten, so lautet nach dem Prinzip der
linearen Kombination die Gleichung der gesuchten Kurve:

E+ty—a)e—y—a)(z+b=1G 02,

wo &G =0 eine beliebige Gerade darstellt. Da nun die C3
symmetrisch zu y = O sein soll, so diirfen in bezug auf ¥
nur Glieder 2. Grads vorkommen, also muB8 & die Form
haben:

G=ux-+c.

Scmit lautet die gesuchte Gleichung:
t+ty—ar—y—a)(x+b=Iilz+c)-w?.

Den verschiedenen Werten von A und ¢ entsprechen zwei
verschiedene Kurvenbiischel, deren Diskussion wir dem
Leser iiberlassen.

Sollen die drei Asymptoten Wendeasymptoten sein,
so lautet die Gleichung:

et+y—a)yc—y—a)fr+b=Aicms.

2. Beispiel. Die einfachste Gleichung einer ge-
schlossenen Kurve 6. Grads zu finden, die im Ursprung
die beiden binomischen Paraheln z = y3 und 23 = 22
als Naherungskurven hat.
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Wir legen die beiden Parabeln auf das analytische
Dreieck, indem wir die ihnen entsprechenden Linien
A’ B’ und C’ D’ eintragen (Fig. 54), und verschieben dann
beide Linien parallel zu sich selbst, daf ein geschlossener,
gegen O zugekehrter Linienzug entsteht, und markieren
die so entstandenen Ecken. Dabei erhalten B und D
ein negatives Zeichen, also haben wir flir diejenigen

’

+ -D -D F

+0%

[
_B’ /

;
T

Glieder, die uns das Verhalten der Kurve im Ursprung
angeben:

Fig. 54.

4 D B
ry?—at — g8,

~ Soll die Kurve 6. Grads geschlossen sein, so darf das
Aggregat der Glieder 6. Grads nicht reell zerlegbar sein;
auBerdem diirfen keine gegen die 2. und 3. Ecke des
analytischen Dreiecks geneigten Linien vorkommen (da
diesen Naherungskurven im Unendlichen entsprechen wiir-
den); also hat man als weitere (einfachste) Glieder

F E
6. Ordnung axs 4+ byt.
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Damit lautet die gesuchte Gleichung:
axf 4 byt —at —yP + a2y =0,
wo a und b gleichzeichig sind. Soll z. B. fir 2 =0
y = —2 werden, so hat man:
by =y oder b=—1%.
Fir y = 0 hat man:
" ; /1
ax® —at=0 oder z= -;_—l/ i
Sollen diese beiden Wurzelwerte imaginir werden, so
ist auch o negativ zu nehmen, etwa = —1, womit sich
als gesuchte Kurvengleichung ergibt:
26 L y8 - 2y5 22t — 2292 = 0.

3. Beispiel. Die Gleichung der in Fig. 55 gezeich-
neten Kurve zu bestimmen.

Yy
Fig. 55.

Legen wir die Gleichung einer allgemeinen C4 mit
beliebigen Koeffizienten zugrunde, so sehen wir sofort, da8
das Aggregat der Glieder niederster Ordnung 1 (z2 — %2)
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ist. Da aus Symmetriegriinden 2 nur in geraden Potenzen
vorkommt, so lautet die Gleichung:
Q) z*Fax?y + byt ey tdaty Le(e®—yY =0
mit fiinf vorerst noch unbestimmten Konstanten «, &, ¢,
d, e.

Nun ist fiir y = 0

ztt+exr2 =0, woraus 22=0 wund 2= —e= 2,
also
@) e=—2,

Fir z=0ist byt+ecy3+-2y2=0,
woraus %2=0 und by2-tcy-+-2=0.
Durch Koeffizientenvergleichung mit
y—1)=p*—2y+1=0
folgt:
3) b=2, c=«4,
Dies in (1) eingesetzt gibt:
ot L axy? L 2yt — 4yt Ldaty— 2@ —y) =0
oder
4 22@2+ey2t+dy—2)+292(y—1)2=0.
Soll nun der Punkt (0,1) ein Selbstberiihrungspnnkt
sein, so muB nach dem Prinzip der linearen Kombination
die Ellipse 22 4+ ay2 + dy — 2 = 0 durch diesen Punkt
gehen, also
(5) at+d—2=0.
Um nun noch den fehlenden Koeffizienten zu
stimmen, setzen wir fest, daB fir 2 =1 y = —1 1
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mum sei. Damit erhalten wir aus
if—t= 405+ 2ary? 4+ 2dxy —4x=0:

(6) a@=2d.
Aus (5) und (8) folgt:

In (4) eingesetzt gibt:

P Lyt Ry —2) + 232 (y—1)2 =0
oder
72(Ba2 —~1y2+ 2y —6)+ 622 (y—1)2=10

als gesuchte Kurvengleichung. Die Diskussion dieser
Gleichung muB umgekehrt die in Fig. 55 gezeichnete
Kurve liefern.

4. Beispiel. Die Gleichung einer zur y-Achse sym-
metrischen C* aufzustellen, die in den Punkten (1, 0),
(—1, 0), (0, 1) Doppelpunkte hat und die y-Achse in
den Punkten mit den Ordinaten —1 und —2 schneidet.
(Fig. 56.)

Aus Symmetriegriinden diirfen in der Kurvengleichung
keine Glieder mit ungeraden Potenzen von z vorkommen,
also ist die allgemeinste Gleichung einer solchen C*:

7t —arty? + byt + cay +dyd e+ [yt gy-+h=0.
Fir y = 0 kommt
et b h=0=(2—12=ut—242 L1,
woraus
1) ¢ = —2h.
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Fiir # = 0 kommt
byt Ay gy +h=0=(@H— 12+ 1)y +2)

=yt -y -3y —y+ 2.
woraus

(2) b=1, d=1. f=—3, g=—1, h=2.

-70)

ty
Fig. 56.
Damit wird die Gleichung der gesuchten Kurve:
8) Flx, y, o) =22+ 2aux?y® + y* + 2c2yow
+ 30— 4220w -3y —ywP+2wt=0.

Diese Kurve muB8 nun in den drei Punkten (1, 0),
{—1, 0), (0, 1) Doppelpunkte haben, deshalb miissen
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die Koordinaten dieser Punkte die Gleichungen

i‘lj —_— aF _ f’f._ 0
éx 7 dy ' dw
. . oF .
befriediger. Tiir x =1, y =0 Hefert — =0 die
Gleichung ey
(4) 2¢=1.
oF ¢F

Die beiden tibrigen Gleichungen — =0 und — =0
dx cw

liefern nichts Neues. Damit \vixzd aus Gleichung (3):
(3) 2ut+-2ar?y? 4yt aly+yd—422—3y2—y-+2=0,

Da nun die Kurve geschlossen sein soll, so darf das
Aggregat der Glieder 4. Grads nicht in reelle Faktoren
zerlegbar sein, d. h. es muB @ < /2 sein.

Die Kurve (5) stellt also o'+ mit den verlangten
Eigenschaften dar, wenn ¢ < }2.

5. Beispiel. Es soll die Gleichung der Herzform auf-
gestellt werden (s. Fig. 57).

Legen wir den Koordinatenursprung derart, daB die
beiden Riickkehrpunkte in die Punkte (0, 4-1) fallen,
so wird jede Kurve, die in diesen beiden Punkten Riick-
kehrpunkte hat, dargestellt durch die Gleichung

(@ 4 y? — 18 = ha2yp

Zugleich hat diese Kurve, da das Aggregat der Glieder
hochsten Grads (2 y2)3ist, keine reellen cofernen Punkte.

Es bleibt nun noch der Parameter 1 zu bestimmen iibrig.

3
Mit # =1 wird y = }J4, woraus mit 1 = 4
¥y = 1,58.
Fir y = 1 ergibt sich damit = = 1,41 .
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Die weitere Diskussion, insbesondere die Untersuchung
der hochsten und tiefsten Punkte in bezug auf die Achsen
sei dem Leser iiberlassen.

Die gesuchte Kurvengleichung lautet also:

(£ +y2— 1)3 = 4228,

Hiebei sind allérdings die Punkte (-1, 0) dreifache
Punkte; jedoch sind zwei der durch sie hindurchgehenden

it 4
Fig. 57.

Kurvenziige imagindir konjugiert (folgt mit ¥ = 0 ohne
weiteres aus der Kurvengleichung). Fiir das Auge sind
also diese beiden Punkte von gewdhnlichen (Oval-) Punk-
ten nicht verschieden.

Weitere Ubungsbeispiele kann sich der Leser selbst
machen und damit zugleich den Reiz einer selbst ge-
stellten Aufgabe genieBen. Ubrigens lassen sich die
meisten der in den §§ 7, 9, 10, 11 diskutierten Kurven
unschwierig als Beispiele der umgekehrten Kurven-
diskussion behandeln.

Beutel, Algebraische Kurven. L 10
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a5 Balthari-Qied. Cin Heldbenfang aus dem 10. Jalithundert im Verdmake
ber Urjdirift iiberfest w. erldutert b. Prof. Dr. H. Althof in Weimar. RNr.46.
Didtungen aud mittelfodideutidier Frithzeit. Jn Ausmwahl mit Cinleitungen
und Wirterbudh herausgegeben von Dr. Hermann Jansen, Diveltor der
@onigin Quije-Sdule in Kdnig3berg i Pr. Rr. 137.
Der Nibelunge Nt in Audivabhl und mittelfodhdentfde Grammati? mit furgem
Worterbud) pon Dr. T2, Goliher, Prof. an der Univerjitdt Rofto. R, 1.
SKudrun und Dietridjepen. Mit Cinleitung und Whrterbud) von Dr. L. L.
Qiricze!, Prof. an ber Univerfitat Mimiter. RNe. 10.
Darimann von Ane, Lolfram von Eidienbad) und Gottfried von Strafp=
burg. Yudmahl au3 dvem Hifijhen Epod mit Anmerfungen und Whrterbud

p. Dr. . Marold, Prof. a. gl Friedrichsloleginm ju Fonigsberg i Pr. Nr. 22.
Raliher bon ber Vogelweide mit Auswahl aud Minnefang und Eprudy=
pidjtung. Mit Anmerfungen und einem Wdrierbud) von O. Gintter,
Rrof. an der Cherrealichule und an ber Tedin. Hodyjdule in Stuttgart. Ne.23.

Die Gpigonen ded Hofijden Gpo3. Uuswah!l aus beutifen Didtungen be3
13. Sohrhundertd von Dr. Bifter Juni, Ultuariud ber Kaif. Ulabemie

per Wiffenjdaften in Wien. . 289.
Qiteraturdentmiler de3 14. und 15. Jafrhunderis, ausgetvdhlt und erldutert
pon Dr. Hermann Jansen, Direltor ber Konigin Luije«Schule in Ronigss
Berg i Pr. e, 181.




Qiteramurpentmdler ded 16. Jayrhumperts. I: Martin Rurher, THomas
Siurner mnd das Kirdienlied des 16. Jahrhumvers. Uusgemahit unp
mu Emnletrungen und Anmertungen verfehen son Prof. &. Berlis, Ther-
fehrer am Suislaigomnaiium ju Retpitg. Rr. 2.

— II: Hans Sads. YNusgemabls u. erlauters v. Profefior Dr. Jultus Sapr. Fr.24.

— 1II: Bon Bram bis Yisllenhagen: Brant, Hurten, Fifdar:, jomie Tierepos
and Fabel. HUusgemablr u. erlautert von Brof. Dr. Jultus Sayr. W 36.

Deutiche Literaturdentmdler des 17. and 18, Jajrhunderss von Dr. Boul Leg-
bund wm Berlmn. 1. Teil. T, 364.

€implicind Simpliciifimns von Hand Jalob Chriftoffel von Grimmelshauien.
Jn Auswah! herausgegeben von Prof. Dr. §F. Bobertag, Dogent an der

Untweriuzar Yreslan, Jtr. 138,
Ded veurfdhe VWolilsiied., HUusgemdhit und erldutert vonu Profefjor Dr. Julws
€abr. 2 Bandden. . 25, 132.
Qeffings Gmilia Galonti. HRit Cinleitung und Unmerfungen von Profefior
Dr. . Rotid. fr. 2.
Lefiings Minng von Barnfelnr. Mit Unmerifungen von Dr. Tomajcdel. Nr. 5.
Guglijhe Literarurgeichidite von Dr. farl Werler in Biien. RNr. 89.

Grunplige und Hauptmpen der englifdien Literaturgeidyidite von Dr. Arnold
B, WM. Edroer, Brof. an der Handelshodiidule m Eoln. 2 Tede. Jor. 286, 287,
Qtalieniitie Literaturgeidjicjte von Dr. Karl Lopler, Prof. an der Umiverjutdt
Deidelberg. S, 125.
Epaniide Literaturgeihidite von Dr. Rudolf Beer in Wien. 2 Bbde. Nr. 167, 168.
Bormgiejiidc Yiterorurgeidiidite von Dr. far! von Reinharditoettmer, BVrof.
an der fomgl. Techmidien Hochichule Munden. Rr. 213,
Ruififhe Literamrgeididite von Dr. Georg Rolonslf tn Minden. RNr. 166.
Elaviige Literamrgeiciidite ven Dr. Jojef starffe! tn Ben. I: HAltere Lite=
ratur bis zur Wiedergeburt. Rr. 277,
— II: Das 19. Jabrhundert. Sir. 278.
Rorvifdie Qireramrgeidiidite. I: Die iBlindiidhe und nortwegijde Literatur
bes Ptitrelalters von Dr. Woljgang Goither, Prof. an ber Univerfitdt
Hoftod. Per. 254.
Die Dauptliteraturen ded Oriemtd von Dr. Thid). Paberlandt, Privardozent
an der Umweriitat Wien. I: Tie Literaturen Oftafiens und Judiens. Nr. 162,
— H: Pte Lueraniren der Rerfer, Semtten umd Tiirfen. Fr. 163.
Griediiide Literatmrgeididite mit Berudiidgung der Geidiichte der Wiffen=
ichaften von Dr. Alired Serde, Brof. an der Univer]. Greifsmaldb. Fr. 70.
Romijge Literaturgeidyidyte von Dr. Herm. Joadyim tn HPamburg.  Rr. 52
B@F Weitere Bande {ind in Vorbereitung.

Geididtlide Bibliothel.

Ginleitung in die Geidiiditswiifenidaft von Dr. Gmuft Bernbeim, Prof. a

ber Umiverfitdt Greifsmald. Jtr. 270.
Hirgeidiidyre ber Menicifeit von Dr. Morly Hoerned, Prof. an der Univerfirat
tn Wien. Mir 53 Ubbubungen. RNr. 42.

Gefdjicite des alten Morgenlandes von Dr. Fr. Hommel, 0. d. Brof. der femi=
fiihen Spradhen an der Umroeriitdt i Mimden. IMit 9 Voll= und Tegt=
Bibern und 1 Rarre des Worgenlandes. Pr. 43.

L}




Befdjidhte Jfraeld i3 auf bie griedifdie Jeit von Bic. Dr. §. Benginger. Rr. 281.
Reuteftamentlidie eitgeidjichte I: Dex biftorijde mb fulturgeididtlice Hinters
grund bed Urdriftentums von Qic, Dr. BW. Staer!, Privatbogent tn Jena.

Mit 8 Karten. . 825.

— I: Die Religion bes Judbentum? im Jeitclier bed HellenidBmus mndb ber
ROmerherridhaft. Wit einer Rlanftizze. Hx. 326.
@riediijdie Gefdidte von Dr. Heinrid) Cwoboda, Prof. an ber Emﬁd}n
Univ, Prag. Re. 49.
Griediijdje HiterhrmSlunde von FProf. Dr. Rid. Maiid), neubearbeitet von
Reltor Dr. Frany Pobhammer. Mit 9 Volbilbern. Rr. 16.
m:mﬁb: Gejdidte von Realghmnajialdiveftor Dr. Juliud Qod in Srume
R 19.

anifd;e HAlteriumStunde von Dr. Leo Blod) in Wien. it 8 Vollbidb. MNr. 45.
Gejdidte bed Byjantinijden Reidje3 von Dr. 8. Roth in Kempten. RNr. 190.
Dentihe Sefdjidie I: Mittelalier (bi3 1519) von Prof. Dr. §. Rurze, Obers
fehrer am Rgl. Quifengymnajium in Bexlin. Rr. 83.
— I: Beitalter der Reformation und der Heligiondfriege (1500—1648)
ton Prof. Dr. §. Kurse, Lberlehrer am Rgl. Luifenggmm. in Berlin. Nr. 84,
— II: Bom BWeftidlijden Frieden bi5 jur Anjlofung de3 alten Reidid (1648
bi3 1806) von Proj. Dr. §. furze, Therlefrer am Kl ﬂnneng:)mnaﬁnu
in Berlin. RNr. 85,
Teutihe Etammestunde von Dr. Rubolf Mud), Prof. en ber Univerfitdt bx

Wien. it 2 Karten und 2 Tafeln Str. 126,
Die bentidien Altertiimer von Dr. Frang Fubie, Divefior ded Siidt. Mufenms
in Braunigeig. Mit 70 Abbilbungen. Rr. 124,
Abrig der Burgenfunde vou Hofrat Dr. Oito Piper in Minden. Mit 30 Ub-
bilbungen. Rr. 118.
Deutide Kulturgeididite von Dr. Reinh. Giniher. Rr. 56.

Deuiidied Leben tm 12. n. 13. Jahrhundert. Realfommentar ju den B[ollse
und Runitepen und zum WMinnejang. I: Offentliched Qeben. Bon Prof.
Dr. Jul. Dieffenbadier in Freiburg i. B, Mit 1 Tafel u. Abbilbungen. Ne. 98,

— II: Privatlebenr. it Absilbungen. Rr. 328.
Duellentunbe sur Dentidjen Gejdicite von Dr. Carl Jacoh, Prof. an ber
Univerfitdt in Tibingen. 1. Band. Rr. 279.

Diterreidifde Gefdidte. I Von der Urgeit 5id zum Tobe Konig Ulbredts I
(1439) pon Prof. Dr. Frany von Kroned, neubearbeitet von Dr. Kaxd
Uglirz, Prof. an der Univ. Grog. Mit 11 Stammiafeln. . 104,

— II: Vom Tobe $inig Albred)id IL b3 zum Weirfdlijden Frieben (1440
bi3 1648) pon Prof. Dr. Franz von Rronesd, meubearbeitet von Dr. Kaxd
Ublirg, Prof. an der Univerfitdt Grog. Mit 2 Stammtafeln. Fr. 105.

Guglifdie Gefdyidite von Lrof. L. Gerber, Therlehrer in Ditfjelborf. Rr. 375.

. Frambitfde Gejdidite von Dr. R. Sternfeld, Prof. an ber Unin, Berlin. Tr. 85.
ﬁnifxfd)e Bejdhidte von Dr. Wiljelm Reed, Oberlehrer am Citerghmuafum

in Mainz. Rr. 4
Polnijdie Gejdidte bon Dr. Elemend Branbenburger in Polem. Se. 338.
Epanijde Gefdidte von Dr. Guit. Dierds. e, 266.

€dyweizeriidje Gefdyidte o. Dr. &. Danbdliler, Prof. a. b. Univ, Bitrid). Rr. 188.




Gefdidite der driftlidhen Balltanftaaten (Bulgarien, Eerbien, Ruminien,
Montenegro, Gricdienland) von Dr. &. Roth in Kempien. RNz, 331.

Bayerifdie Geididhte von Dr. Hand Odel in Augdburg. e, 160.
Cadiifde Geididite von Prof. Oito Kaemmel, Reltor ved Nilolaighmnafiums

3u Qeipzig. Rr. 100.
Thiiringiidie Gefdidite bon Dr. Cenjt Teorient in Jena. RNr. 352.

Badijde Geididte von Dr. Rarf Vrunner, Brof. am Gymnafium in Pfogheim
unb Privatdozent der Gejdidte an ber Tedn. Hodidule in RKarldrupe.

Nr. 230.

Gefdidhte Lwoifringend von @eh. Reg-R. Dr. Herm. Teridh3mweiler in Strad-
burg. RNr. 6.
Die Quitur der Renaifjance. Gefittung, Foridung, Didtung von Dr. Robert
§. Urnold, Profefjor an der Univerfitdt Wien. Rr. 189.
@ejdidite ded 19, Jafhrhundert3 von O3far Jdger, o. Honorarprofefjor an
ber Univerfitdt VBonn. 1. Bandchen: 1800—1852. RNr. 216.

— 2. Bandden: 1853 i3 Enbde bed Jafhrhunberis. MNr. 217,
Siolonialgeididte von Dr. Dietrid) Schdfer, Prof. der Gefdidite an ber Unio.
Berlin. Pt 156.
Die Secmadit in ber Scutifien Gejdidte von Wirll. Admiralitdt2rat Dr. Crnit
pon Halle, Prof. an ber Univerfitdt BVerlin. Nr. 370.

B~ Weitere Bdnde find in Vorbereitung.

Geographijde Bibliothel.
Boyfiide Geographie von Dr. Ciegm. Ginther, Profefior an der Kbnigl
Fednifdhen Podidule in Mianden. Mit 32 Wb )1 Nr. 26.
Yftronomijdie Geographie von Dr. Siegm. Ginther, Frofeijor an der fbnigl.
Fednijden Hodidule in MWinden. Mit 52 Ubbilbungen. fr. 92.
imatunpe. I: Allgemeine Klimalehre von Profeflor Dr. . Kbdppen,
SReteorologe ber Seemarte Hamburg. Mit 7 Tafeln w. 2 Figuren. Nr. 114,
Reteprologie pon Dr. T8, Trabert, Brofefjor a. b. Univerfitdt in Jnnsbrud.
it 49 ABbilbungen und 7 Tafeln. Nr. 54
Bhyjifde Deercsfunde bon Dr. Gerhard Sdoit, Wbteilungdvoriteher an ber
Deutichen Seewarte in Hamburg. Mit 28 ABL. im Tert u. 8 Tafeln. Nr. 112.
Paliogeographie. Geologijde Gejdiichte ber Weere u. Feftldnder v. Dr. Frang

Rofimat in Wien. Mit 6 Rarten. Nr. 408.
Die Alpen von Dr. Rob. Sieger, Prof. an der Univerfitdt Graz. Wit 19 AbHil=
bungen und 1 Rarte. Rr. 129.
®letifherfunde von Dr. Friy Madjadel in Wien. Mit 5 Ubbilbungen im Tert
und 11 Zafeln. Pr. 154.
Pflanzengeographie von Prof. Dr. Ludivig Dield, Privatdboz. an der Univer.
Berxlin. r. 389.
Fiergengraphie von Dr. Urnold Jacobi, Profeffor ber Soologie an der Rbnigl
Gorftafabemie u Tharandt. Mit 2 Karten. PNr. 218.

- Qdnverfunde von Gurope von Dr. Frang Heideridh), Profefior am Francideos
Qofepfinum in Mbdling. MNit 14 Tertlirtden und Diagrammen und einer
Rarte der Wipeneinterlung. Nr. 62.

— ber anfercuropiiifen CGrbieile von Dr. Frany Heideridh, Profefior
am Francisco-Jofephinum in Mobdling. Mit11 Tepttirtdien u. Profil. Rr. 63.
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Randezlunde und Wihrtldaitzgeographie bed Feftlanded Hnjivalien von
Dr. Surt Haifert, Profefior an der Pandelshodidule in Kbln, it 8 Yb=

bilbungen, 8 graphijdien Tabellen und 1 RKarte. Nr, 319.
— pon Baden von Profefior Dr. O. Kienip in Rarldrufe. Mit Profilen,
Ubbilbungen und 1 Rarte. Rr. 199,

— Be5 Kinigreidis Bayern von Dr. T G5, Frofeilor an der Kanigl. Tedm.
Hodifdule Minden. it Profilen, ALHiDungen und 1 Karte. . 176.
~ der Republi? Brafilien von Rodolpho von Jjering. it 12 ABbilbungen
unb einer Rarte. Rr. 373.
— bon Britifd-RNordamerita von Profeflor Dr. A Cppel in Bremen, Mit
13 Abbilbungen und 1 Sarte. Rr. 284,
— pon Glfag-2othringen ton Trof. Dr. M. Langenbed in Etrajburg & &.
it 11 Abbilbungen und 1 farte. Hir. 215.
— beB @rogfiersogtums Hefien, der Proving Hefjen-RNaifan und ded Fiiritens
tum3 Balved von Prof. Dr. Georg Breim in Tormitadt. IMit 13 AbGils
bungen und 1 farte. . RNr. 376.
— per Jberifdien Dalbinjel b. Dr. Fris Regel, Frof. a db. Univ. Witrzburg.
it § Rirtdien und 8 Abhild. im Tert und 1 Rarte im Fachendrud, Nr. 235
~— pon Literreidi-lngarn von Dr. Alfred @rmd, Profeiior an der Univerfitat

Berlin, Wit 10 Tegritlufirationen und 1 Narte. N 244,
— ber Rbeinproving von Dr. B, Steinede, Divelior be3 RNealghmnafiums
in Gifen. 9Mit 9 ALH., 3 Kiirtden und 1 Narte. MNr. 308.

— bed Guropiiiden Ruflands nebit ginnland3 von Dr. Wfred Fhilippjon,
orb. Brof. der Geographie an ber Univerfitdt Halle a. S. IMit 9 Abbibumgen,
7 Tertlarten und einer lithographijden Karte. RNr. 359,
— 2c3 Qinigreid)3 Cadifem ron Dr. J. Bemmridh, Oberlehrer am Reals
ghmnajium in Plaven, it 12 Ybkildbungen und 1 Qarte. Nr. 258,
— ber Sdijweiy ton Gyunafiallefrer Dr. . Walfer in Bern. Mit 16 b«
bilbungen und einer farte. RNr. 398.
— pon Elandinavien (Sdiweben, Rorwegen unb Dinemar]) pon Heinrid)
Serp, Lehrer am Gymmajiwm und Zefrer der Crolunde am Comeniud-
@eminar zu BVonn. Dlit 11 Abbildbungen und 1 Karte, RNr. 202,
— per Bereinigien Stagten von ordamerila vou Prof. Heinridy Fijder,
£herlehrer am Luijcnjtibtijdien Healghmnofium in Berlin, it Barten,
Siguren im Tert und Tafeln. 2 Bindden. r. 381, 382.
— brs RKinigreidhd Wiirttemberg von Dr. Kurt Haffers, Frofejfjor an ber
Handelehodidule tn £oin. IMit 16 Volbildbern und 1 farte. RNr. 157,
faudcs= und BVoltsiunde Paldftinad von Privaibozent Dr. @, Hilider in

Halle a. B, Mit 8 Vollbilbern und einer Rarte. Mr. 845.
Rilfertunde von Dr. Midael Haberlandi, Privatdozent an der Univerjitdt
PWien. Wit 56 Abbildbungen. Rr. 73,

Kartenfande, gefdhidilih dbargejtellt bon G. Gelcid), Direttor der L E Nous
tifchert €dhule in Luifinpiceolo und F. Cauter, Profefior em Realgyns
najium in Wim, neu Bearbeitet von Dr. Roul Dinje, Ufjiftent der Gejells
fdaft fiir Crdfunbe in Berlin, Mit 70 Ubbilbungen. Fr. 30.

BAF~ Weitere Binbde find in Vorbereitung.




Brathematifhe Bibliothel.

@eididic der Mathematit bon Dr. A Shurm, Brofefior am Oberghmuafium

in Eetteniteiten. r. 226.
Hrithmetif und Aigebrg don Dr. Hermann Sdubert, Prof. an ber Gelehrien-
jhule bed Johanneumd in Hamburg. Nr. 47.

Beiipieljamminng gur Arithmeti? und Algebra von Dr. Hermann Sdubert,
Frof. an ber Gelefrtenidule bed Johanneums in Hamburg. Nr. 48.
Determinanten von Toul B. Fiider, Oberlefrer an ber Oberrealjfule sx

®rog-Ridhterfelbe. Ser. 402,
Eoene Geomeirie mit 110 gweifard. Figuren von &. Mahler, Prof. am Gyms
nafium fn W R, 41,
Darftellense Geometrie I mit 110 Figuren von Dr. Rob. Haulner, wa an
ber Univerfitdt Jena. RNr. 142,
— — I, 9Rit 40 Figuren. Rr. 143,
Ghene und fpharijde Trigonometrie mit 70 Figuren von Dr. erhard Heffens
berg, Privatbogent an dber Zedm. Hochidule Berlin. FNr. 99.
Gteresmetrie mit 44 Figuren von Dr. R. Glafer in EStuttgart. RNr. 97.

RNiedere Analnfis mit 6 Fig. von Prof. Dr. Benedbilt Sporer in Ehingen. Nr. 53,
Bierjtellige Tafeln und Gegentafeln fiiv [vgarithmiides und trigonometrijded
Reduen in 3mwei Farben zujemmengefiellt von Dr. Permann Sdubert,
$rof. an der Gelebrienidule bed Johauneums in Hamburg. RNr. 81,
Finfitellige fogarithmen von Profeffor Aug. Udler, Direlior der 1.1 Staatd

sherrealjhule in Wien, . Rr. 423,
Hualytiide Geometrie der Ghene mit 57 Figuren von Prof. Dr. M. Simon
in Etragburg. Nr. 65.

Auignbenfammiung zur analytiffen Geometrie ber Ehene mit 32 Fig. von
. Th. Bitrflen, Profefjor am Realgymnaiium in Sdwib.-Bmiind. Rr. 256.
Hnalptifdie Geometrie bed Raumed mit 28 Wdbilbungen bxm Profefjor Dr.
1. Simon in Sirafburg. RNr. 89.
Auigabenfamminmg jur analpiiiden Geomeirie de3 Rammed mit 8 Fig.
vou £. TH. Biirflen, Prof. am Realgymuafium in Sdhiodb.-Gmind. Tr. 308.
HBhere Unalyfid It Differentialredimung mit 68 Figuren von Dr. Friedrid

Sunier, Brof. am Raridgymnafium in Stuttgart. Rr. 87.
— I: Sntegrafrediuung mit 89 Figuren von Dr. Friebridh Junler, Prof. am
Rarigymnefium in Stuttgari. Hr. 88.

Repetitorium und Anfgabenjommibung sur Differentialvedimung mi 46 Fig.
von Dr. Friebr. Junler, Prof. am Raxldgymnafium m Stuttgart. Rr. 146.
Repetitorium und Anfgabenfemminmg sur Jutegralveduung mit 52 Fig. von
Dr. Friebr. Junfer, Prof. am Karidgpmnafium in Stuttgart. Rr. 147.
Projetiive Geomeirie tn fynifetiffer Behandlumg mit 91 Fig. von Dr. K.
Doehlemann, Rrof. an der Univerfitdt Minden. Ne. 72.
Mathematijdie Formelfamminng ond Repetitorimm der Mathemati?, ent.
bie widptigften Formeln und Lehridse der rithmetit, Mlgebra, algebraiifen
Unalyiis, ebenen Geometrie, Stereomerzie, ebenen und fpharijden Trigonss
meirie, math. Geographie, analyt. Geomeirie ber Ghene und bed Roumes,
ber Differentials und Jniegrairednung von O. TH. Birllen, Prof. am
fgl. Realgymugfium it Shw.-Gmimb. Mit 18 Figuren. Rr. 51.
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BerfiderungSmathemati! von Dr. Alfred foemy, Prof. an der Univerfitht
Freiburg L. Br. RNe. 180.
HusgleidungSredjuung nad) der Methode der feinften Duadrate mit 15 Fig.
und 2 ZTafeln pon Wilh. Weitbredit, Profefjor der Geodajie M
Guttgart. R, 802.
- Beltovanalyfis von Dr. CSiegfr. Balentiner, Privaibogent fiix BHYR! an ber
Univerfitdt Beclin., WMit 11 Figuren. R, 854.
Hftronomijde Geographie mit 52 Figuren von Dr. Ctegm. Gimiber, Brof.
an ber Tedn. Hodidule in WMitnden. Re. 92,
HAftrophyiil. Die BVejdaifenheit der Himmelslirper von Dr. Walter F. Wiz«
Ticenu3, Lrof. an der Univerfitdt Sirafburg. it 11 AbGildbungen. RN 91,
Ajtronomie. Grie, Bewegung und Cuifernung bder Himmeldidrper bon
. §F. Mobius, neubearh. von Dr. W. §F. Wislicenusd, Prof. an der Unin.

©trafburg. AMit 36 Ubbildbungen und 1 Sterniavie. S, 11
@eobdjie mit 66 Adbilbungen von Dr. €. Reinbers, Prof. an dber Tedin. Hode
{djule Hannobver. e 102,

Reautil. Rurger Wbrif ded tdghdh an Bord von PHandelidiffen engemwmanbdien
Tell2 ber Ediffabridlunde mit 56 Abbilbungen von Dr. Frang ’Ed}nlse,
Direftor der Navigationsjdhule 3u Libed.

Geometrijdics Jeidmen von . BVeder, ArdiiteX und Lehrer an bel: l%m-
getertjule tn TRagbebury, neu bemrbeilet von Prof. J. Bonderthm,
Diretior der Rgl. Baugewerlidiule ju Milnfter L. W,  FRit 290 Figuren wmd
23 Tafeln im Tert Ftr. 58.

BaF~ Weitere Bande find in Vorbereifung. Gleichzeitig madt die

Verlagshandlung auf die ,Sammiung Schubert®, eine Sammlung

mathematijcher Lebrbiicher, aufmerkjam. €in volljtdndiges Vers

3eichnis diefer Sammlung, fowie ein ausfiibriidber mathemas
tifber Ratalog der G. J. Gojchen’jchen Verlagshandlung kdnnen
kofjtenfrei durdh jede Budhandlung besogen werden.

Faturwiffenidaftlide Bibliothel.

Der menidlidie Kdrper, fein Ban und feine Tdfigleiten, bon C Rebmann,
Oberjdulrat in Raridrufe. Mit Gefumbheitdlehre vou Dr. med. §. Seiler.

IRt 47 Abbilbumgen und 1 Tafel. Rr. 18.
Nrgefdyidite der Menidheit von Dr. WMoriz Hoernes, Rrof. an der nnﬁwermﬁt
Tien. Wit 53 Abbildbungen. Re. 42,

Bilterfunde von Dr. Midael Haberlandt, L. u. L. Kufiod dber effnogr. Samma
hung bes naturhiftor. Hofmuienms u. Privatbogent an ber Uuiverfitit Wien.
IRit 51 Whhildungen. Rr. 73.

Sierfunde pon Dr. Frang b. Wagner, Prof. an ber Univerfitdt Grog. Mit
78 Ubbilbungen. Rr. 60.

brik der Biologie der Tiere von Dr. Heinrldh Simreoih, Profefior au ber

Univerfitit Leipsig. Re. 131,
Tiergeographie von Dr. Wrmold Jacobi, Prof. dex [oologie an ber Kgl Forits
alabemie zu Tharandi. IMit 2 RKarten. Str. 218.
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Fas ierreid). 1o Cdugetiere, ton Lherfiubienvat Prof. Dr. Kurt Lampert,
PLocftefer ded Rgl. Naturalieniabinetts in Stutigart. it 15 WHBID. Nr. 282,
— II: Reptilien und Amphibien. Bon Dr. Frany Werner, Frivatdbojent an
ber Univerfitdt Tdien. it 48 Wbbildungen. P, 383,
— IV: Fiide, bon Dr. Mar Rauther, Privatdogzent der 3oclogie an ber Uni=
verfitit Giegen. IMit 37 Abbilbungen. Nr. 358.
Guiwidinngsgeidiidite der Tiere von Prof. Dr. Johs, Meifenfeiner, Privat=
bogent ber Boologie an ber Univerfitdt Marburg. I: Furdung, Primitiv=
anlagen, Qarven, Formbildbung, Cmbrhonalhiillen. Mit 48 Fig. M. 378.
— I: Orgambilbumg. Mit 46 Figurem. Jtr. 379.
Edmaroger uud Shmarsfertum in der Tlerwelt. Crite Ginfiihrung in die
tierijdie €dmarogertunde von Dr. Frang v. Wagner, Profeffor an der
Univerfitdt @Graz. IRNit 67 ALbHiDungen. Jir. 151,
Gefdidite dber Boologie von Dr. Rub. Burdhards, eil. Direftor der Joolos=
gifhen ©tation bed Berliner Aquariums in Rovigno (Jftrien). Nr. 357.
2ie Pilanze, ifr BVau und ihr Leben von Lherlehrer Dr. G Temmert. it
96 UbLildbungen. Jr. 44.
a3 Pflanjenreid). Cinteilimg bed gefamten Rflanjenreidhd mit den wide
figften und Belanntefien Urfen ponm Dr. §. Reinede in Breslau und Dr.
T, Migula, Prof. an ver Forjintabemie Cijenady. Mit 50 Fig. Ne. 122,
Filanzenbiologie von Dr. 8. Miguls, Prof. an ber Forjtalademie CGijenad.

it 50 Wbbilbungen. Nr. 127.
Bilangengeographie von Prof. Dr. Qudiwig Diels, Trivaidos. an der Univer.
Berlin. . MNr. 339.
Morphologie, Auatomie und Phufislogic der Bilangen ton Dr. W Mignla,
TLrof. an ber Foritalasemie Gijenad). it 50 UBGIdungen. ir. 141,
Tie Pilanjenwelt der Gewijfer von Dr. W, Migula, Prof. an ber Forftalademie

Gifencd). it 50 Wbbilbungen. 9ir. 158.
Friurfion3flora vpon Deutidland zum Beftimmen der Hiufigeren in Deutid-
Iand wildwadijenben Pflanzen von Dr. W, Migulae, Prof. an der Forjt:
alobemie Gijenady. 2 Teile. Mit 100 Wbbildungen. MNr. 268, 269.
Die Nadelhslzer von Trof. Dr. §. W. Neger in ThHarandt. IMit 85 ULdIl=
bungen, 5 Tabellenn und 3 RKarten. RNr. 335.
Nugpflangen von Prof. Dr. J. Behrens, Vorft. ber Grofh. landiwirtjhafil.
Verfudsanit. Auguftenberg. Mit 53 Figuren. Fr. 123.
a3 Cyjtem der Blittenpflanjen mit AusjHiug der Gymnojpermen ven Dr.
3. Pilger, Affiftent am Rl Boianijden Garten in Berlin-Dallem. Mit
31 Figuren. Nr. 393.
PBilanjenirantfeiten von Dr. Werner Friedrich Brud in Giefen. IMit 1 favb.
Zafel und 45 Abbilbungen. Nr. 310.
incralogie von Dr. R. Braunsd, Frofefjor an b, Univerfitit Bonn. Trit 130 Ab=
Bilbungen. RNr. 29.
Genlogie in fursem Audzug fir Sdhulen und sur Selbftbelefrung zufammen=
geftellt von Prof. Dr. Gberh. Fraad in Stuttgart. Mit 16 Abbildbungen und
4 FTafeln mit 51 Figuren. Rr. 13,
%Paliiontologie von Dr. Rud. Hoernes, Profejfor an ber Univerjitdt Graz. it
87 Abbildbungen. Nr. 95.
Petrographie von Dr. . Brujn3, Profefjor an der Univerfitit Siafburg & G.
Mit 15 Abbitbungen. RNr. 173,
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Rriftallographie von Dr. BW. Bruhn3, Prof. au der Univerfitit Strafburg.

Mit 190 Abbilbungen. r. 210,
Geidhidite der Phyiil von W Kifiner, Rrof. an ter Grogh. Realjdule ju Sins=
Beim a. G. I: Die Phyiil bi3 Neiton. - Mit 13 Figuren. RNr. 293.

— II: Tie Phyiif von Newton bi3 zur Gegentvart. Mit 3 Figuren. RNr. 294,
IMeoretijdhe Bhyiit. L Teil: Medanit und Auitil. BVon Dr. Guftap Jdger,
£ Prof. der PHYfif an ber Tednijdien Hodiidhule in Wien. Mit 19 AbD. Rr. 76.
— IL Feil: Lidt und Warme. Bon Dr. Guitav Jdger, Prof. der Fhyjit an ber
Fednijden Hodidiule in Wien. Mt 47 Abbildungen. Re. 77.

— L Zeil: Gleltrizitit tmd Magnetidmud. Von Dr. Guiflap Jhger, Prof.
ber PHniit an der Tednijhen Hodidule in Wien. IMNit 33 LI, Nr. 78.

— IV. Zeil: Gleltromagnetijde LQicittheorie und Gleftronif. BVon Dr. Gujtap
Qdger, Prof. der THYfiE an ber Tcednijden Hodidule in Wien. Mit

21 Figuren. Fr. 374.
Radioaltivitdt von Wilh. Frommel. Mit 18 Figuren. . 317.
Bhyfitaliide MejjungSmethoden von Dr. Rilhelm Bafhrdt, Cherlehrer an ber

Cherrealidiule in Grof=Ciditerfelde. IMit 49 Figuren. T. 301.

Gefdjidite der Chemie ron Dr. Hugo BVauer, Ufjijftent am dem. Laboratorium
der figl. Tedniiden Hodiidule Stuttgart, I1: Von ben dlteften Jeiten

bi3 zur RVerbrenunung3theorie von LQavoijier. e, 264.
— II: BVon Lavoijier bi3 jur Gegentwart. RNr. 265.
HAnorganiifhe Chemie von Dr. Joj. Klein in MannBeim. 9. 37

Metalloive (Unorganijfie Chemie I. Teil) von Dr. Tstar Shmidt, dipl. Jne
genieur, Ajfiftent an der Rgl. BVougewerlidule in Stuttgart.  Nr. 211
Metalle (Anorganijhe Chemie II. Feil) bon Dr. Ostar Sdmidt, bipl. Jnges
nieur, Affijftent an der Kgl. Baugewerlidule in Stuttgart. Sr. 212,
Lrganifde Chemie von Dr. Jof. Klein in WMannheim. Nr. 38.
Ghemie der Sohlenjtoffocrhbindungen von Dr. Hugs Bauer, Afjiftent am
dem. Qaboratorium der Rgl Tedin. Hodjdule Stuttgart. L II: Alipha=

tijhe Verbindbungen. 2 Jeile. Rr. 191, 192,
— II: Qarbocpilijhe Verbindbungen. Rr. 193.
— 1V: Heterocytlijhe Berbindungen. Rr. 194.
HAnualytifdie Chemie von Dr. Johanned Hoppe. I: Theorie und Gamg ber
Analnie. Mr. 247.
— II: Realtion der Metalloibe und Metalle. Rr. 248,
Maganalyfe von Dr. Otto Rofm in Stuttgart. Mit 14 Fig. Rr. 221,
Tedniidy-Chemijde Analyfe bon Dr. G. Lunge, Prof. an der Cidgen. Rolytednr.
©dyule in Jiridh). Mit 16 Ubbilbungen. Sr. 195.

Eicreodiemie von Dr. G. Webdelind, Profefjor an ber Univerfitit Tibingem.
it 34 Abbilbungen. S, 201
Al{gemeine und nbnitfnhfrﬁe Ghemie pon Dr. Mar Rubolphi, ﬁs:oieifm: a
per Tedn. Hodyjdule in Darmitabt. Mit 22 Figurem. Rr. 71,
Glettrodyemie von Dr. Heinvid) Danneel in Friedrididhagen. I. Teil: Theoretijhe
Gleltrodjemie und ifre phyfitalifd=-Gemijden @nmblagm IMit 18 Figuren.

R, 252,

— T: Grperimentelle Gleftrodemie, Mefmethoden, Leitfdfigleit, ﬁbizmsm
Mit 26 Figuren. Rr. 253,
Agritulturdemie. I: Pflangenerndfrung von Dr. Kol Grawer. Hr. 329,
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Da3 sgrifulturdemiide Sontvolimwefen b. Dr. Raul Qrifde in Gditingen. Nr. 304,
Bhyiiologijde Chemie von Dr. med. A. Legafn in Berlinm,  I: A
Mit 2 Tafeln.

— II: Qiffimilation. 9Rit einer Tafel. e, 241,
Tetesrologie von Dr. W, Trabert, Prof. an der Univerfitdt Jnn3brud. it
49 Abbibungen und 7 Tafeln. M. 54,

Grhmagnetidmns, Grdjirom und Polarlidt von Dr. A Nippoidt fr., Mitglied .
bes @dmigl. Preudiffien Metesrologiiden Juftifutd ju Potdbam. it
14 Abbildbungen und 3 Tafeln. Tr. 175.
Aftronomie. Grofe, Yewegung und G*n:fe*wrrg der Himmel3drper von
A % MObw3, new bearb. von Dr. W. F. Wislicenus, Brof. an der Univ.
€trafburg. Mit 36 Ubbildbungen und 1 Sternfarie. RNr. 11.
HAfivophyiil. Die BejdaffenDeit der Himmelsiirper von Dr. Walter F. Wisli-
cenud, Prof. an der lUniver]|. Strafburg. it 11 Ubbilbumgen. Nr. 91.
!!ﬁxnanmnd)z Gengraphie von Dr. €iegm. Gimther, Prof. an ber Tedm.

Hodjdule in Wimden. Mit 52 Wbbilbungen. fNr. 92,
Bhpiiide (Bcngrcpbx: pon Dr. Siegm. @inther, Prof. an der Kdnigl. Tedmn.
Hodidule in Minden. Wit 32 WUbbilbungen. Fr. 26.

Phuiiidie Meeredfunde von Dr. Gerhard Sdpott, ‘Hﬁteﬂungabor\'ter;e: an ber
Seutiden Seewarte in Hamburg, it 28 ALD. im Tezt u. 8 Taf. Nr. 112.
Rlimaiunde I: Allgemeine Rimalehre von Frof. Dr. W. Kippen, Metesrologe
ber Seewarte Hamburg. Mit 7 Taf. u. 2 Fia. Rr. 114.

W Weitere Bdnde find in Vorbereitung.

Bibliothel zur PHhyjil.

Befdidte bez Pyiif on A. RKifiner, Profefjor an der Grofh. RealiGule zu
@insgeim a. €. I Tie PHY{i bid Newion. Mit 13 Fig. Rr. 293.
— II: Tie Phyfif von Netoion bi3 ur Gegentwart. Mit 13 Figuren. Nr. 294,
Theoretijde Bohyiil. I Medjanil und Alujtil. BVon Dr. Guitap Saget, %wi
an ber Univerfitdt Wien. Mit 19 Ubbildbungen,
— II: Qidht und Warme. DA 47 Abbilhungen. 92:. :7.
— I Glefiriitit und Magnetidmus. Mit 33 Wbbilbungen. Nr. 78.
— IV: Gleltromagnetiife Qidttheorie und Gleftronif. Bon Dr. Guftad
* Jdger, Profefior der VHY{it an ber Tednijden Hodidule in Wien. IRit

21 Figuren. Nr. 374.
Radbioaltivitit von Wilh. Frommel. Mit 18 Figuren. RNr. 317.
Boyiitalifhe Meffungdmethoden vou Dr. Wilbelm Bakrdt, Oberlehrer an ber

Oberrealjdule in Grop-Ridterfelbe. Mit 49 Figuren. Sr. 301.
Boyitlalijde Anfgabenfauunlung von &. WMahler, Profefior am Symnafium

n Wm. Mit dben Refultaten. R, 243.
$bl}i§‘fa§m¢ Formelfommiung von @&. Mafler, Profefior am Gpmnaimm

T . 136.

Betivranalyfi3 bon Dr. Slegfr. Balentiner, BPrivaibogent fix !St;rmt an ber
Univerfitdt Berlin, Mit 11 Figuren. Nr. 354.

BEF- Weitere Bdnde find in Vorbereitung.




Bibliothet jur Chemie.
Gefdidie ber Chemie von Dr. Hugo Bauer, Affiftent am den. Laboratorium
der fgl. Tednifden Hodidule Stuitgart. I: Bon den dlieften Beiten

Bi8 gur Verbrennung3theorie ton Lapoijier. . 264.
— II: Bon Lavoifier i3 zur Gegenivart. Rr. 265.
Hnorganijdie Chemie von Dr. Jof. Klein in Mannfeim. Rr. 37.
Metalloibe (Anorganijde Ghemie I) von Dr. O3lar Sdmidt, bipl Jngenienr,
Afjiftent an ber Rgl. Baugeweriidule in Stutigar. Ne. 211,
Metalle (Anorganijde Chemie @) von Dr. Lalar SHmidt, dipl Jngenieur,
Affiftent an der fgl. Baugewerijdule in Stuttgart. Re. 212,
Drganijdje Chemie pon Dr. Jof. Rlein in Mannbeim. Ne. 38.

Chemie ber Koflenftvifverbindungen von Dr. Hugo Bauer, Affiftent am
dem. Laboratorium ber fgl. Tedn. Hodidule Stutigart. I, I Wiphes

tijge Verbindungen. 2 Teile. Rr. 191, 192,
— IH: Rarbochilijdie Verbindungen. Fer. 193.
— IV: Heterscyilijdie Berbindungen. RNr. 194,
Aualytifle Chemic von Dr. Johanne3 Hoppe. Iz Thesrie und Gang ber
Analhie. Tr. 247.
— II: Realtion ber Metalloide unb Metalle. Fr. 248.
Maganalyfe von Dr. Otio Ribm in CStutigart. it 14 Fig. Rr. 221.
Tednijd-Chemiide Analyfe von Dr. @. Lunge, Projefjor an der Eidbgendff.
Polytedn. Sdjule in Bixid). 9IMit 16 Ubbilbungen. RNr. 195.
Gtereodjemie von Dr. G Webdelind, Profefjor an ber Univerfitdt Tibingen.
Rit 34 ABbibimgen. r. 201.

Hilgemeine und phyfitalifde @f)emie pon Dr. May Rubdolphi, %mfeﬂ'nr an
ber Tednijiden Hodidule in Darmitadt. Wit 22 Fig. 71.
@Gletirodiemie bon Dr. Heinrid) Danneel in Friebridshagen. I. Teil: m')eoremcbc
Glettzodjemie n. ihre phpfifalijd-GemiiGen Grundblagen. Wit 18 Fig. Nr. 252.
— I: Grperimentelle GleHrodjemie, Mefmethoben, Reitfdhigleit, RWbfungen.
it 26 Figuren. Nr. 253.
Agritulturdiemie I Pflangenemdhrung pon Dr. Rarl Grauer. Rr. 329.
Da3 agritulturdemifde Kontrollivefen v. Dr. Paul Prijde in Gdttingen. Nr.304.
Poyfislogijdie Chemie von Dr. med. . Regahn in Berlin. I: Hffimilation
Mit 2 Tafeln. Rer. 240,
— I: Diffimilation. MMt 1 Tafel. Re. 241,
Beg— Siebe aud ,Tednologie®. Weitere Bdnde find in Vorbereitung.

Bibliothel jur Tednologie.
Ghemiidie Tednologie.
Allgemeine Gemifde Tednologie v. Dr. Guft. Rauter in Charlotienburg. Nr. 113,
Die Fette und Die jowie bie Seifen= und KRerzenfabrilation und die Harze,
Rqde, Firnijfe mit fren widtigiten Hilf3fioffen von Dr. Kol Braun.
I: Cinfitfrung in bdie Chemie, Bejpredumg einiger Salze und bie Fette

und Ole. Rr. 335.
— II: Die Seifenfabrifation, ble Seifenanalyfe und die Rergeunfabrifation. Mit
25 Abbildbungern. Rr. 336.
— I: Harze, Lade, Firniffe. Rr. 337.
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ie Grplofivftnife. Cinflihrung in die Chemie ber erplofiven Vorglnge von
Dr. . Brunitvig in Neubabeisberg. IMit 16 Abbildbungen. Jtr. 333.
Branereiwefen I: Milzerei von Dr. Paul Dreverhoff, Tireltor der Brauers
und Malerichule in Grimma. Mit 16 Usbildungen. Nr. 308.
a3 Baffer und jeine Vermwendung in JIndujtrie und Gemerbe son Divl-Jng.
Dr. Gmit Qefer. it 15 Abbilbungen. Nr. 261,
Hnorganiihe demijdhe Judnitrie von Dr. Guft. Rauter in Eharlottenburg.
I: Qie Leblanciodbainduitrie und ijre Nebenzweige. Mit 12 Tafeln. Nr.205.
— H: Calinenweien, Ralijalze, Dimgerinduijirie und Berwandted. Mit 6 Taf.

Nr. 208,
— IOI: Anorganiife Chemijde Rrdparate. Mit 6 Tafeln. fNr. 207.
Metallnrgie von Dr. Uug. Geis. 2 B[dre. it 21 Fig. Nr. 313, 314,

Die Induitrie der Sililate, der Hinjtlidien Bauijteine und bes Mirtels von
Dr. Guftay Router. I: Gla3= und fexamijde JInduitrie. Mit 12 ZTafeln.

RNr. 233.
— II: Die JIndujirie der Hinftliden Baufteine und des Mbrtels. Mt 9%12 Faf.
. 234,

Die Teerfarbitoffe mit Befonbderer Verfidiiditigung ber {gnifetijden Methoden
von Dr. Han3 Buderer, Frofeffor a. b. Kgl. Tednijden Hohidule Dresden.
Jtx. 214,

MedHanijde Tednologie.
Medanifde Teduologie von Geh. Hofrat Prof. A Libide in Braunjdimweig.
Nr. 340, 341.

Teztil-Judbnjirie I: CSpinnerel und Biwimerel von Frof. WMaz Giictler, Geh.
Regierungsrat im ROnigl. Qandedgemwerbeamt 3u Berlin, Mit 39 Fig. Nr. 184.

— H: TWeberei, Wirferei, Pojamentierere, Spigen- und Garbinenfabrifation
unb Filzfabrifation pon Prof. Mar Giirtler, Geh. Regierungsrat im $dnigl.
Lanbesgewerbeamt zu Berlin, Mit 27 Figuren. RNr. 185.

— II: Wajdherel, Bleicdherel, Féirberei und ifre Hiljsftoffe von Dr. Wilh.
Maifot, Qehrer an dber Preud. hoh. Fadidule fiir Tertil-Jnduitrie in Rre=
felb. it 28 Figuren. Pr. 1886.

BEF~ Weitere Bdnde §ind in Vorbereitung.

Bibliothel ju den JIngenieurwijfeniHafien.
Dad Redynen in der Tedhnil u. feine Hilfdmittel (Redenidhieber, Rechentafeln,
FRechenmaidjinen ufin.) von Ingenieur Jobh. Gugen Mayer in Raridrube i. B.
kit 30 UBG. . 405.
Materialprifungswefen. Cinfiihrung in die moderme Tednil ber Matertalpriifung
von &. Memmler, Diplom-JIngenienr, ftand. Mitarbeiter am Rgl Material=
pritfungsamte ju Grog-Liditerfelde. I: Materialeigenidaften. — Feftigleits=
verfude. — Hilfamittel firr Feftigleitdverjude. Mit 58 Figuren. Nr. 311.
— II: Petallpriifung und Prifung von Hilfdmaterialien bed Maidhinendaues.
— Baumaterialpritfung. — Papierpritfung. — Shmicrmittelpritfung, —

@iniged {iber Metallographie. it 31 Figuren. Per. 312,
Etatil. I: Tie Grundlehren ber Statit ftarrer Korper von W. Hauber, Tiplom=
Qngenieur. Mt 82 Figuren. Rr. 178.
— II: Ungemandie Statil. Wit 61 Figuren. . 179.
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~eftigleitslefre von W. Hauber, Diplom-Fugenienr. Mit 56 Figuren. Nr. 288.
DHydraulif v. . Hanber, Diplom-Jngenieur in Stuttgart. Mit 44 Fig. Nr. 397.
Geometrifded Seidinen von H. Beder, Wrdjitelt undb Qehrer an ber Bau-
getverfidiule in Magbeburg, neubearbeitet von Profefjor F. Vonberlinn
in Minfter. Mit 290 Figuven und 23 Tafeln im Tert. Str. 58.
PReripeltive nebjt einem Anhang fber Sdattenlonfiruiiion und Paralelpers
fpeftive von Urd)itelt Hand Frepberger, Lherlefrer an der Baugemwerl-

jdule @5ln. it 88 ALHIDungen. Sr. 57.
Edattentouijtrutiionen von Prof. J. Bonderlinn in Minfter. Mit 114 Figuren.
236.

Parallelperipeltive. Redtwintlige und {diefrwinilige Wronometrie von Prof.
3. Bonberlinn in WMinjter. Wit 121 Figuren. . 260.
Fedjuiidies Worterbud) von Cridh Rrebs in Berlin, L FTeil: Deutfd-Cnglifd.
Sr. 395,

— TL. Teil: Grglijd-Deutid. Nr. 396.

Glettrotedinil. Cinfilhrung in die mobderne Gleid= und Wedfelftromtednil
pon J. Herrmann, Profefior an der Rdniglid) Tedmijden Hodidule Stutt-
gart. I: Die phyjifalijdien Grundlagen. Mit 47 Figuren. . 196.

— I: Die Gleidfiromiedmil. IMNit 74 Figuren. . 197,
— LI: Die VWedjjelitromtedmil. Mit 109 Figuren. Sr. 198,

2ie Gleiditrommaidjine von €. Rinzbrunner, Jngenieur und Togent fix
Gleftrotedinif an ber Phmicipal Sdool of Tednologh in Mandejter. Mit

78 Figuren. MNr. 257.
Pad Ferniprediwefen pon Dr. Qudwig Rellitad in Berlin. Mit 47 Figuren
und 1 Fafel. Mr. 155.

die elelirijdie Telegrapfhie von Dr. Lubivig Rellftab. Mit 19 Figuren. Fr. 172,
Manrer- n. Steinfjaucrarbeiten von Dr. phil. n Dr.-[ug. Gduard Sdhmitt

in Parmitadt. 3 Banbdjen. Mit vielen AbBDilbungen. Rr. 419—421.
Gifentonftruttionen im Hodjban. Kurigefohies Handbud) mit Beifpielen von

Jngenteur forl Sdhindler in Meigen. Mt 115 Figuren. Rr. 322,
Ter Gifenbetonban bon Reg.-Baumeifter Rarl Rofle in Berlin-Cteglih.
Mit 77 Abbildbungen. Pr. 349.

Delzung und Riiftung von Jngenieur Johanned Rirting, Diveltor ber Alt.~
Gej. Gebritber @brting in Diffeldorf. I: Va3 Wefen und bdie Beredjrung

ber Heizung3= und Liftungdanlagen. Mit 34 Figuren Rr. 342,
— II: Die Ansfiifrung bder Heizung3= und Liftungdanlagen. SMit 191 Fi=
gurein. Rr. 343.

Ga3> und Waiferinftallationen mit Ginfdlug der Abortanlagen vou Dr. phil.
1. Dr.=3ng. Cduard Sdymitt in Darmitadt. Wit 119 ABbid. RNr. 412,
a5 Beranjdlagen im Hodiban. RurzgejaBted Hanbdbbud) fiber bad Wefen bed
@oftenanidlages von Emil Beutinger, Ardyitelt B.D.2A., Affiftent an der Teds=
nijden Hodidule in Darmitadt. Wit bielen %1guren. SRr. 385.
Baufithrung. Kurzgefaiie3 Handbud) iiber ba3 Wefen ber Vauffifrumg von
Ardjitelt Cmil Beutinger, Affiftent an der TedmijHen Hodidule n Darm=

ftadbt. it 25 Figuren und 11 Tabellen. Rr. 399.
Lffentlidie Bade~ und Sdiwimmanitalten Dr. Rarl Wolff, Siadbi-Oberbanzat
i Hannover. Dt 50 Fig. Rr. 380,
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Tie Maifinenclemente. Qursgefciies ehrbud mit Beljpielen fir a3 Selbit:
ftubium und den praliijen Gebraud von Friedrid) Barth, Theringenieur

tn Rfixnberg. IMit 86 Figurem Hr. 3.
GifenhRtientunde von % fraud, diplomierter Hhiteningenieur. I: Dad Rob-
eifen. it 17 %igu:ﬁ mb 4 Tafeln. Fr. 152,
— [: Ta3 Sdmiedeifen. TNt 25 Figuren und 5 Taf 9’2:. 153,
Tediniide Warmelehre (Thermodimamil) son @ irBa! b 7. Rottinger,
DiplomsIngenieuren. Wit 54 Figuren. ?tr 242,

Tie Tampimafdine. Kurygefafied Lefrud) mit Beifpielen fir ba3 Celbits
mbi i und den braftiifen Gebraud) pon Friedrid) Barth, Theringenieur

i Ninberg. Mit 48 Figuren. R 8.
Die Dampilefiel. Rurzgefaftes Qefrbud) mit Beifpielen fir dba3 Sebifludium
und den praltijfien @ebraud) von Friedrid Barth, Cberingenieur in
Ritrnberg. INit 67 Figuren. . 9.
Die Gadlraftmaidinen. Kursgefate Daritelung dber widtigfien Badmaidinen-
Bauarten v. Ingenieur Wlfred Rirjdie in Hallea. ©. Mit 55 Figuren. Nr.316.

Die Dampiturbinen, ifre Wirfung3iveife und RKonfirultion von Jngenieur
Hermann Bilda, Profefior am ftaatl. Tedgnifum in Bremen. Dt 104 AL=
Silbungern. PN, 274,
Die ywedmifigite Beiriebsiraft von Friedri§ Barth, Theringenteur in Rirn-
berg. I: Die mit Dampf betriebenen TMoioren nebjt 22 Tabellen fiber
ihre Unidaffung3- und Betriebsioften. Mit 14 AGBibungen. Rr. 224,

— II: Weridhiebene Moioren nebft 22 Tabellen fber iHre Unjdaffungs= umd
Betriebatoften. Wiit 29 AbLSLildbungen. Nr. 225.
Die Hebezenge, ifre Ronftrufiion wnd Berednung bon JIngenieur Hermamn
ilda, Frof. am {taatl Tednitum in Bremen. it 399 Wbbildbungen.
RNr. 414,

PBumben, §ydraulijde und pnemmatifde Anlagen. Cin Turzer Oberblid vom
Reglerungdbaumeifter Rudolf Vogdt, Oberlefrer an der Ndnigl. Hojeren

Maidinenbauidule in Pofen. It 59 AbGildbungen. Per. 280.
Die laudwirtidhaftiiden Majdjinen von Rl Walther, Diplom-JFngenieur in
Meannbeim. 3 Bdndbden. INit vielen Wbbildungern. Rr. 407—409.

RNautil. RKurzer Ubrik ded tiglich an Bord von Handeldidiffen angewandien
Telld ber Sdiffahrisiundbe. BVon Dr. Frany Sdulze, Diveltor ber Navi-
gation2fdule zu [fbed. INit 56 AbHildungen. Rr. 84

B@F~ Weitere Bdnde {ind in Vorbereitung.

Biblinthet ju den Redis-u. Staatswiffenidaften.

HAllgemeine Redjiclehre von Dr. TH. Eternberg, Brivatbosent an der Univer].
Laufeorme. I: Die WMethode. Nr. 169.
— I: Da3 Syften. Rr. 170.
Sedjt ded Birgerlidien Gefesbudes. Jimeited Bud: SHuidredit. L Ab-
teiinng: Wilgemeine Befren von Dr. Peul Oerimenmn, Profeffor an der

Univerfitdt Griangen. Rr. 323,
— — IO. Wbteilung: Die etnzelnen Sduldverhéliniile von Dr. Raul Oertmann,
Brofefior an ber Univerfitdt Grlangen. FNr. 324,
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Redi bed Biivgerlichen Gefegbudhes. Rierted Bud): Familienredt bon Dr. Heine

rid) Tike, Profefjor an bder Univ. Gdtingen. Rr. 305.
a3 dentidje Scevedjt von Dr. Otto Branbis, Oberlanbedgerididrat in Hamburg.
2 Banbe. Rr. 386, 387.
Pofiredt von Dr. Ylfredb Wolde, Poftinipeltor in Bomm, Fex. 425,
Hllgemeine Staqtdlchre son Dr. Hermann Rehm, Brof. an ber Univerfitht
Ghagburg 1. C. Rr. 358.
Hligemeined Ctaatdvedit von Dr. Juliud Hatidel, Brof. der Redite an ber
&gl Ulabemie in Pofen. 3 Bandden. Nr. 415—417.
Preugiidied Siaatiredt von Dr. Frij Stier-Somls, Prof. an ber Univer].
Boun. 2 Teile. Fr. 298, 299.
Sivdjenvedyt pon Dr. Emil Sefling, ord. Prof. der Redie in CGrimngen.
Rr. 877

Dad peutfde Urheberrvedt an literarijfen, Minferiihen und geterbliden
Eddpfungen, mit Befonberer %emévcﬁng ng ber internationalen Vertrige

pon Dr. @uijtap Rauter, Patentanivalt in Charlottenburg. Fer. 263.
Der internationale gewerblidle Rediisihus von F. Neuberg, Raijerl. Res
gierung3rat, Mitglied be3 Raiferl. Patentamis zu Berlin. . 271,

Dad Urheberredit an Werfen ber Riteratur und ber Tonfunjt, dad Verlagdredit
unb da3 Urheberredit an TWerlen ber bilbenden Riinfte und der Fhoiographie
oon Glaat3anivalt Dr. §. Sdlitigen in Chemniz. Rr. 861,
Das Barenjeidienredit. Nad) dem Gefes sum Sdup ber Warenbezeidmungen
pom 12, Pai 1894 von §. Feuberg, Kaifer]. Regierumgsrat, Mitglied ded

Raiferl. Patentamied gu Bexlim. Rr. 360.
Der unlantere Weitbewers von RediBanwali Dr. Martin VWaflermann in
Hamburg. Rr. 388,
Denifhed Kolonialredyi pon Dr. H. Gbler b Hoffmann, ah:maibngmt an ber
Univerfitdit G3ttingen. Rr. 318,
Militdrftrafredit von Dr. Max Gt Maper, Prof. an ber Univerfitdt Strags
burg . €. 2 Binbde. . 371, 372.
Deutidfe Webrverfaijung von Rriegdgeriditdrat Car! Enbres m Wirzburg.
Rr. 401,

Forenfifdie Piydiatrie von Prof. Dr. W. Wepgandt in Whirgburg. 2 Bindden.
RNr. 410 u. 411,

B# Weitere Bdnde find in Vorbereifung.

Boliswirtidaitlide Biblioihel.

Bol¥ewirt{dafislehre von Dr. Carl Johs. Fud3, Profeffor an ber Univerfitst
Freiburg 1. Br. Rr. 183.
LBolswirtiGaft3politif von Prafident Dr. R. van der Borght in Berlin. Nr. 177.
Gewerbetwefen von Dr. Werner Sombart, Lrofeffor an der Handelshodidule
QBerlin. 2 Binbde. . 203, 204.
a3 Geusfienjdafibweien in Dentidland. Von Dr. OHo RQindbede, Selretir
bed Haubtverbanbdes deutjdier gewerblider Gensilenidaiten. P, 384.
Dad HandelZwefen von Dr. Wilh. [egid, Profeflor an ber Univerfitit Gbis
tingen. I: Da3 Handeldperfonal und der Warenhanbel. Rr. 296.
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Pad HandelSwefen von Dr. Vilh. Reris, PTrofejior an ber Univerfilit Gots
tingen. @I Die Eifeftendirfe und bie innere HandelSpolitif. Tr. 297,
Hudwartige Handeldyolitit von Dr. Heinridh Sieveting, Profeffor an bder
Univerfitdt Marburg. Tr. 245,
Ta3 Berjiderungdwefern von Dr. jur. Paul Molbenhauer, Dogent der BVer-
fidherungswiffenidaft an ber Handeldhod)idule R5n. Nr. 262,
Pie gewerblide Arbeiterfrage von Dr. Werner Sombar!, Profefior en der
Handeldhodidule Berdin. Nr. 209.
Die Arbeiterveriidiernng von Lrofeijor Dr. Alfred Maned in Berlin. Nr. 267.
Finanywiffeufdaft von Brdfident Dr. K. van der Borght in Berlin. I. Wigemeiner

Zeil Pr. 148,
— IL Bejonberer Teil (Steuerlefre). Re. 391.
€pojiologie von Prof. Dr. Thomad Adelis in Bremen. 9. 101,
Die Gutwidlung ber f{ojislen Frage von Profefjor Dr. Ferd. Tdnnied in
Gutin. Rr. 353,
Hrmenwefen und Hrmenifirforge. Cinfithrung in bie foziale Hilfsarbeit von
Dr. Uholf Weber, Dozent an der Univerfitit in BVonn. MNr. 346.

BEF \Weitere Bdnde {ind in Vorbereitung.

Theologifdhe und religionswifjenjdaftlide
Bibliothet.

Die Cntitehiung bed Alten Teftaments von Lic. Dr. W. Slaex! in Jena. Mr. 272.
ltieftamentlidie Religiondgeidyidjte von D. Dr. Maz L3hr, Profeffor an der
Univerfitit Breslme RNr. 292,
Gefdiidyte Jiraeld bis auf bie griedjijde Jeit von Lic. Dr. J. Bensinger. Nr. 231.
fanbdeds u. Boltdlunde Paldftingd von Lic. Dr. Guftav Hilfder in Halle.
Mit 8 VWollbilbern und 1 Rarte. Nr. 345,
Dic Eutitchung 5. Nenen Teftament3 . Prf. Lic. Dr.Carl Clemen in Bonn. Nr.285.
Die Cutwidlung der drifilidyen Religion inmerhald bed Feuen Tejtaments
bon Prof. Lic. Dr. Carl Glemen in Bonn. Nr. 388.
Reuntcftamentlihe Jeitgeidjidite von Ric. Dr. V. Staer? in Jena. I: Der
biftoriide u. fulturgejdjidytlidie Hintergrund bed Urdjriftentums.  Nr. 325.
— HO: Die Religion ded Jubentums im Jeitalter de3 Hellenismus und ber

Rbmerferridaft. Nr. 326.
UBri§ ber vergleidjenben Religivndwiffenigaft son Prof. Dr. Ih. Uchelid
in Bremen. RNr. 208.
Jubifdie Religiondgeidhidite von Prof. Dr. Comund Hardy. M. 83.
Buddhe von Profefjor Dr. Comund Hardy. Nr. 174,
Griedifdhe mnd rdmijde Mythologie von Dr. Hermann ESteuding, .;_rufeﬁm:
am $gl. Gymnofium in Wurgen. RNr. 27.

Germaniidie Mythologie von Dr. €. Mogt, Prof. an ber Univ. Leipsig. Rr. 15.

Die bdentide Heldenjage von Dr. Otto Luitpold Jiricsel, Lrofefjor an bder

Univerjitis Minfter. Rr. 32.
B&F~ Weitere Bande find in Vorbereitung.
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Padagogijde Bibliothel.

Pddbagogi! im Grundril vom Profeffor Dr. W. Reln, Tireltor de3 Pida-

gogiidhen Seminard an ber Univerfitdt in Jena. Rr. 12
Geidiidite ber Pidagogilf von Cherlefrer Dr. H. Weimer in Tieddaden. Ne. 145.
ESdjulprazid. Wethodif ber Voll{dule von Dr. R. Seyfert, Seminarbirelior

n 8idicpme. R, 50.
fa3 Difentlide Mntcrrididmwejen itutidﬁ\m&% in ber Gegenwart von Dr.
PRaul Stdpner, Gymnafialoberiehrer in Jmwidau. Rr. 130.

Gefdyidite de5 deutidjen Unterriditdwefend von Profefjor Dr. Friedrid) Seiler,
Direftor bed Rdniglichen Gymnafiums ju Ludan. I: Von Anfang an Bi3
sum Gnbe bes 18. Jahrhunbertd. RNr. 275.

— XI: Vom Beginn de3 19. Jahrhundberss b8 auf die Gegenwart. Nr. 276.

a3 dentide Fortbildungsidiulwefen nad) feiner gejdidtlien Cniwidhung
und in feiner gegenmdrtigen Geftalt von §. Sierds, Direltor ber fidt.

gortbilbungsidulen tn Heide t. Holitein. Rr. 392.
Die deutidje Schule tm Anslandbe von Hand Umrhein, DVireltor der dbeutiden
Edule in Qattid). Rr. 259.
Beidenidjule pon Profefior R. Rimmid in Uim. Mit 18 Tafeln in Tons,
Harbens u. Golbdrud u. 200 Voll- u. Tezibilbern. RNr. 39.
Bewegungsipicle von Dr. €. Qoblrauid, Prof. am Kgl. Raifer BWilbelms=
@ymnafium 3u Hannover. it 14 Ubbildungen. r. 96.

BEF- Weitere Bdnde find in Vorbereitung.

Bibliothel zur KSunijt.

Gefdiidite ber Malerei L IL ML IV. V. von Dr. Ridh. Muther, Prof. an ber

Univerfitit BVresime Nr. 107—111,
Gtilfunbe von Prof. Raxl Otto Hartmann in Siutigart. it 7 Vollbilbern
und 195 FTertilluftrationen. RNr. 80.
Tie Baufunit desd Abendlandesd pon Dr. R. Eddfer, Affiftent am Gewerbes
mufeum in Bremen. Mit 22 Abbilbungen. Rr. 74
Die Plaftit de3 Abendlanbe3 pon Dr. Hand CStegmann, RLonfervator am
@erman. RNationalmufeum ju Nienberg. Mit 23 Tafeln. Rr. 116,
Dic Plaifti? feit Beginn ded 19. Jnhrhundertd von A. Heilmeyer in Minden.
Mit 41 Vollbilbern aquf amertfanij@em Runftbrudpapier. Re. 321,

Die graphiiden Sinite v. Carl Rampmann, Fadlehrer an der L L. Graphifden

Refr- u. Verfudidanitalt in Wien. Mit zahlreidhen ABGiD, u. Beilagen. Rr.75.

Pic Rhotographie von H. Kefler, Prof. an ber L I Graphifdien Lehr- und

Berfudiganftalt in Wien. Mit 4 Tafeln und 52 Ubbilbungen. Nr. 94.
BEF Weitere Bdnde {ind in Vorbereitung.

Bibliothel zur Wufil.

AfIgemeine Mujitlchre von Stephan Krehl in Leidzig. MNr. 220.
Mujitalifde Atujtit oon Dr. Kol 8. Edidfer, Dogent an der Univerfitdt Berln.

Mit 35 Abbilbungen. . Se 21,
Harmonielchre von 2 Halm. it bielen Roicubeilagen. R, 120.
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Mufilaliffe Formenlehre (Rompofitionsdlelre] von Siephan Srehl. L IL
it vielen Rotenbeifpielen. ir. 149, 150.
Ronirapuntt. Die Sefhre von ber felbitindigen Stimmflihrung von EStephan
Rrehl in Leipzig. Fi:. 390.

Mufitdfthetit son Dr. . Grunsdly in Stuitgart. Rr. 344.
Gefdidte der alten und mittelalierliden DMufif bon Dr. . Mohler. it
gablreichen Ubbilbungen mmbd Mujifbeflagen. L. IL Str. 121, 847.

Rufitgeididte bes 17. u.18. Jahrhunberts v. Dr. 8. Grunsiy i Stutigart. 92:.239.
— feit Begiun ded 19. Jahriundertd von Dr. 8 Srundly in Stutigart. L IL
. Sr. 164, 165.
BIF- Weitere Bande §ind in Vorbereitung.

Bibliothe? zur Land= und Forjiwirtjdait.
Aderhbaus und Pflanzenbanlehre von Dr. Poul Rippert in BVerlin und Eraft
Rangenbed in Bodum. Nr. 232,
Lanbiwirtidaitlide Betriebslehre von Emit Langenbed in Bodum. Fr. 287.
HAligemeine und fpesielle Jiersudytlehre von Dr. Paul Rippert in Berlin. Rr.228.
Agritulinediemnie I3 Bilangenerndhrung von Dr. Rarl Grauer. fNr. 328,
Das agritulinrdemijde Kontrollwefer v. Dr. Paul Rrifde in Gbitingen, Nr. 304.
Fifderet mnd Fifdndt son Dr. Raxl Cdftein, Brof. an der Forfialadbemie
Eheramalde, Wbieilung2birigent bei der Hauptiiaiion bded forjilidlen Vexs
fuddmefens. Nr. 159.
Foritwiffenidafi von Dr. %b. € Hmappad, Brof. an ber Forftatabem. Cherdwalbde,
Ybteilung3birigent bei ber Pauptitaiion d. forfiliden Berjudhdwejens. Tr. 108,
B Weitere Bdnde {ind in Vorbereitung.

Handelswijjenjdhaftlide Biblisthel.
Budifiijrung in einfadjen und Soppelien RPoften von Robert Stern, Obers
lefrer der Dffentlidien Handeldlehranjtali und Dogent der Pandeldhod-
jdule zu Qeipzig. Mit Formularen. Nr. 115,
Dentidie Handelsiorrefponsen; von Prof. TH. be BVeaur, Offisier de UJnftruc
tion Bublique, Oberlefrer a. D. an der Lffentliden Handeldlehranitalt
und Seftor an ber Handeldhodyfdhule u Leipsig. Rr. 182,
Jrambitie Handeldturrefpondens von Profejjor TH. de BVeaur, Offisier
be I'Jnftruction Publique, Oberlehrer a. D. an der Offentlihen Hanbels-
lehranfialt unb Leltor an der HanbdeldhodidGule zu Leipzig. Fer. 183,
Englifdhe Hanbelsinrrefpondeny von C. . Whitfield, P2, Oberlehrer am
fing Cdward VII Grammar Sdool tn Ringd Lynn. RNr. 237.
Jtalieniide Handelslvrrejponden; vbon Profefjor Alberto be Beanr, Ober=
lehrer am Rbnigliden Jnftitut €S. Anmnunzgiata ju Florens. RNr. 219.
Epanifde Handeldiorrefpondens v. Dr. Wlfrebo Nabdal be Marieycurrena. RNr. 295.
Ruffifde Hanselslorrefpouben; von Dr. TH. v. Kawraysly in Leipzig. Nr. 315.
Raufmiuniided Redinen bon Frof. Ridard Juft, Oberlehrer an b. Offentlichen
Pandeldlefranftalt ber Dresdener Raufmannidaft. 3 Bde. Nr. 139,140,187,
Barentunde von Dr. Rar! Haifad, Profejfor an der Wiener Handelsatabemie.
I: Unorganijde Waren. INit 40 Abbilbungen. RNe. 222,
— I Orgenifdie Waren. it 36 Wbilbungen. Nr. 223,
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Drogentunde wvon Fid). Dorfemtsn Leipjig mmd Georg Ottersbady n Homs

burg. Rr. 418,
Mag-, Winge md SGewidhtdwefen von Dr. Ung. Blind, Brofefior an der
Hunbeisiduie i foln. Rr. 2x3.

Das Bedyfelmefen von Redyrsanmalt Dr. Rubolf Mothes in Seivzly. R 103.

BE™ Weitere Bdnde ind in Vorbereitung. Siebe aud ,,Volkss
wirtidbaftlibe Bibuothek*™. €in austibrliches Verzeichmis der
auferdem im Verlage der G. J. Goicben’imwen Verlagsbandlung
erjdienenen bandeiswiflenichaftiiccen Werke kann 2durds jede
Bucbandiung kojtenfrei bezogen werden.

TMilitarwilfenidaftlihe Bibliothetl.

2ad mobderne Felogeidhiis. I: Die Cniwidlung bes Felbgefchthes fett Eine
fibrung bed gesogenen Jnianteriegemehrs bis emichlteflich der Gritndung

bes raudilofen Lulvers, etrwa 1850—1890, v. Cherftleumant 8. Hendencerd,
Deilitdriebrer an der Wilitirtedin, Aladbemte in Berlin. Wirt 1 Abbud. Nx.306.

— II: Dte Cnimuflung bes Heutigen Feldgeidhiges auf Grund der Griindung
bed raudhiofen Pulvers, etroa 1890 bis jur Gegenmwart, son CTherftlenmant

R, Hepdenrerdh, Militdrlehrer an ber Militirredyn. Alademis in Berlin.
Mit 11 Ubbildungen. fr. 307,
Die modernen Gejdyiige der Fuartillerie. I: Vom Auftreten ber gezogenen
Geidizpe b8 jur Vermendung ded roudhidhmadien Vulverd 1850—1890
von Mummenhoff, Maror berm Stabe des Fufartillerie-Regiments, General-
feipzeugmeriter (Brandenburgiihes MNr. 3). Tt 50 Tertbudern. Rr. 334.

— H: e Gumidlung ber beurigen Gefchitge der FuBartillerte fert Ginfithrung
bes raudjihmadien Bulvers 1890 bis jur Gegenmart. IRt 33 Terthildern.

N, 362,

Die Cntwidinng ber Handicucrwaifen feit ber Mitte bed 19. Jahrhundertd und
ihr heunger Stand von G. Wrzodel, Tberlenmant tm Jnf.=Regt. Freiherr
Hiller von Gérrimgen (4. Bofenided) Rr. 59 und Affiftent dber Konmgl. Ge=

wehrotiifungsiommifiion. Wit 21 Abbilbungen. FNr. 366.
Militdaritrafredit von Dr. Mag Crnft Daper, Prof. an der Univerfitit Stra-
burg & €& 2 Bande. Rr. 871, 372,
Deuntidhe Behrverfaijung von Qarl Cnbres, Sriegsgerihidrat bet dbem Generals
tommando des §gl. Banr. II. Armeelorps in Wirzburg. Fr. 401,
Die Geemadit in der dentidien Gefhidre von Wirfl, Abmiralitdtdrat Dr. Genit
pon Halle, Prof. an der Univerfirdt Berlin, . 370
Beridiedenes.

Bibliothels: und Jeitungsweien.

Boltapiblinthelen (Bitdher und Lefehallen), thre Cinntchtung und Verwalhung
von Gmil Jaeidhite, Stadthibliothefar in Elberfeld. . 332,
Dad dentitge Jeimmgswefen . Dr. Hobert Brumbuber tn Rdin a. RY. Nr. 400.
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203 moberne Jeitungdwejen (Siftem ber Beifungalefre) von Dr. Rober

Brunfuber in $8ln a. RNY. Rr. 320
Aligemeine Gejdidite ped Jeitungswefend von Dr. Ludwig Salomon in
Qena. 9tr. 851.

Hugiene und Pharmazie.

Die JInfeftiondirantfeiten und ihre Verhfitung von Stab3arst Dr. W. Hofi=
mann in Berlin. Mit 12 pom BVerjaifer gezeidineten Abbildbungen und

einer Fiebertafel. Nr. 327.
Tropenfingiene von Wed.-Rat Prof. Dr. Nodit, Direltor bed IJnjtituted fir
©difis- u. Tropentranifeiten in Hamburg. RNr. 3869.
Die Hngiene be3 Stibteband von H. Chr. NuBbaum, Prof. an der Tedjn.
Hodiidule in Hannover. Mit 30 Ubbildbungen. . 348,
Die Hugiene dbed Wohnungdwefend von . Chr. Nupbaum, Prof. an ber
Tedin. Hodidule in Pannover. Mt 20 Abbildbungen. Rr. 363,

Gewerbehiygiene von Geh. Mebdizinalrat Dr. Roth in Rotdbam. RNr. 350
$harmatognofie. Von Upoiheler F. Sdmitihenner, Wffiftent em Botan

Quftitut der Tednijden Podijdule Karidrube. Ner. 257
Drogentunde von Rid). Dortewis in Qeipzig u. Georg Otterdbad in Hambur
Rr. 418
Bhotographie.
Die Photographie. BVon H. Kedler, Prof. an ber L. L. Graphijden Refr- un
Berjudi3anitalt in Wien. it 4 Taf. und 52 Ubbild. SNr. 9«
Stenographie.
Etenographie nad) dem EChftem von F. E. Guobeldberger von Dr. Ale:
Cdiramm, Mitglied de3 fgl. Sienogr. Jnitifutd Dresben. Nr. 24¢
Die Redeidrift bed GabelSbergerifen Syjtems von Dr. Albert EScdhramn
Landesamidaifefior in Tresden. Jie. 36§

Sefirbudy der Bereinfadyten Dentiden Stenographie (Cinig.-Shftem Gtolz(
C©djrey) nebit ©dlitjjel, Lefeftiiden u. einem Unhang von Dr. Amjel, Obe:
Iehrer bed Rabettenhaufed Oranienjiein. Nr. 8

B®F~Weitere Bdnde diefer einselnen Abteilungen {ind in Vorbereitung




(. J. Goschen’sche Verlagshandlung in Leipzig

Soeben erschien:

DIE
ZEICHENKUNST

METHODISCHE DARSTELLUNG DES
GESAMTEN ZEICHENWESENS

UNTER MITWIRKUNG
HERVORRAGENDER FACHMANNER

HERAUSGEGEBEN

VCN

KARL KIMMICH

ZWEITE VERBESSERTE UND VERMEHRTE
AUFLAGE

MIT 1157 ABBILDUNGEN IM TEXT UND
6o TAFELN IN FARBEN- UND LICHTDRUCK

23 LIEFERUNGEN & M. 1.— UND 2z EINBAND-
- DECKEN a M. 1.— ODER KOMPLETT IN z ORI-
GINAL-LEINENBANDEN M. z5.—, PROBEHEFT
MIT 48 SEITEN TEXT UND 4 TAFELN zo PF.
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