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1. Abschnitt.
Polare und Hessesehe Kurve.

§ 1. Schnittpunkte zweier Kurven.
Die Schnittpunkte der beiden Kurven wter und nter 

Ordnung
(1) ( = 0
(2) l Vm (* i y) = 0
haben Koordinaten (x, y). welche beide Kurvengleichun
gen befriedigen.

Ein sehr einfacher Fall ist folgender: Die eine Kurve 
ist eine oszillierende Parabel nter Ordnung (vgl. Alg. K. I, 
S. 19), die andere eine Gerade

(y = aoxn + a1xn~1 + ... + an_1x + an
' \y = ax + b .

Für jedes Wertepaar (x, y) eines Schnittpunktes sind 
beide Kurvengleichungen erfüllt; man kann also für 
die Ordinate y des Schnittpunktes aus der zweiten Glei
chung (3) den Wert a x + b in die erste einsetzen, was 
eine Gleichung raten Grads in x ergibt, welche durch die 
Abszisse eines beliebigen, also jeden Schnittpunkts be
friedigt wird. Diese Gleichung raten Grads in x hat, wie 
die Algebra lehrt, wegen ihrer reellen Koeffizienten n 
reelle oder paarweise komplex konjugierte Wurzeln. Die 
bisherige Betrachtung zeigt, daß sieh die Abszissen der 
Schnittpunkte unter diesen n Wurzeln befinden. Umge
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kehrt ist auch jede Wurzel x dieser Gleichung die Ab
szisse eines Schnittpunkts; denn zu ihr gibt y = ax -f- b 
ein solches y, daß das Wertepaar (x, y) beide Kurven
gleichungen befriedigt (Vgl. Fig. 1, wo im Fall a 
n = 5, im Fall b n = 4 und y — 0 die schneidende 
Gerade ist.)

Bei einer beliebigen Kurve «ter Ordnung an Stelle der 
oszillierenden Parabel erhält man mit denselben Schlüssen

Fig.L

wieder eine Schnittpunktsabszissengleichung raten Grads. 
Es gilt also der

Satz: Eine Kurve nter Ordnung wird von einer Ge
raden in n reellen oder paarweise komplex konjugierten 
Punkten geschnitten.

Bei besonderen Lagen der Geraden ist dieser Satz 
nur richtig, wenn man unter den Schnittpunkten gewisse 
endliche Punkte mehrfach zählt und auch unendlich ferne 

‘‘unkte mitrechnet. Schneidet man z. B. die Kurve 
infter Ordnung (Alg. K. I, S. 55)

^y — 2x*y —
nit der Geraden y = a (genauer y = 0 • x -j- oc), wo a 
äne Wurzel der Gleichung y* — 3 y -j- 1 = 0 ist, so 
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ergibt sich, als Schnittpunktsabszissengleichung
0 • x5 + oc x1 — 2 a,x2 = 0 

oder 0 • x5 + re4 — 2 x2 — 0 .
Ihre Wurzeln sind oc, 0, 0, +}z2, —^2 und die 

zugehörigen Schnittpunkte (oc. oc). (0 , a), (0, a), 
(n-}'2, oc), ( — y 2 , oc). Wir erhalten also 5 Schnitt
punkte der Geraden y — oc mit der Kurve fünfter Ord
nung: einen unendlich fernen Punkt (oo, oc), einen dop
pelt zu zählenden endlichen Punkt (0, oc) und zwei 
weitere endliche Punkte ( + V2, oc) .

Allgemein gilt der
Satz: Zwei Kurven mter und nier Ordnung schnei

den einander in m • n Punkten.
Über das Zählen der Schnittpunkte ist hiebei das

selbe zu bemerken, wie für den besonderen Fall m = 1.
Einen Anschauungsbeweis liefern die beiden oszillie

renden Parabeln wter und ratet Ordnung

Fig. 2
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Die erste besteht aus m oszillierenden Bögen, die in 
Richtung der z-Achse auf- und abstreben, die zweite 
aus n in Richtung der y-Achse oszillierenden Bögen. 
Die beiden Kurven schneiden einander in m • n Punk
ten (vgl. Fig. 2, wo m — 3, n = 4 . Die Zahl der 
Schnittpunkte beträgt m - n = 12).

Hinsichtlich eines allgemeinen Beweises für diesen 
Satz verweisen wir auf Fischer, Determinanten (Samm
lung Göschen) S. 105ff. Wir begnügen uns damit, ein 
Beispiel für den Fall anzugeben. daß m = n = 2 ist. 
Die beiden Kegelschnitte

( E' = z2 2 y3 — 3 a: — 8 2/4-8=0
t E" = a:2 4- xy 4- Ay* — Ax — 17 y 4~ 15 = 0

haben (vgl. Fig. 3) vier Schnittpunkte. Um deren Koordi
naten zu berechnen, verfahren wir wie folgt:

Durch Ordnen der Gleichungen nach Potenzen von y 
ergibt sich

( 2 y3 — 8 y 4- (z2 — 3 x 4- 8) = 0
I 4«/s 4- (^ —17)2/ 4~ (z2 — A x 4- 15) = 0 , 

wofür wir zur Abkürzung schreiben

f A y- + A y + A = 0
1 Bo y3 4- A y + = 0 .

Durch Elimination von y aus den beiden Gleichungen 
(5) erhalten wir (vgl. Fischer, S. 114) eine Gleichung 
in x, die sich in folgender Form schreiben läßt:

Aq A^ A^ 0
0 Aq Aj A2 ___

A A A 0
0 Bq By B2
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Diese Gleichung ist die Schnittpunktsabszissenglei
chung und heißt auch die Resultante der beiden Glei
chungen (5) in x. Setzt man für die und R( die aus 
der Vergleichung von (4) und (5) hervorgehenden Werte 
ein. so liefert eine einfache Rechnung

& — 7 x* + 17 x* — 17 x + 6 = 0 .

Diese Gleichung hat die Wurzeln 1,1, 2,3. Für 
x = 1 wird aus (4)

f 2 «/3 — 8 2/4-6 = 0
(4 iß — IQy 4-12= 0 ;

also nach Division der beiden Gleichungen mit 2 bzw. 4 
ein und dieselbe Gleichung

y2 — 4 ?/ -4 3 = 0
mit den Wurzeln 1 und 3, so daß (1, 1) und (1, 3) 
beide Gleichungen (4) erfüllen, also zwei Schnittpunkte 
der Kegelschnitte sind. Mit x = 2 erhält man aus (4) 
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die beiden Gleichungen
2 y2 — 8«/ + 6 = 0 ,
4 y2 — 15 2/4-11 = 0 . n

Die erste hat 1 und 3, die zweite 1 und — zu 
4

Wurzeln. Die Wurzel 1 ist also gemeinsam und damit 
(2, 1) ein weiterer (dritter) Schnittpunkt der Kegel
schnitte. Mit x = 3 erhält man aus (4) die Gleichungen 

2y2 — 8 y 4- 8 = 0 
4 2/2 — 14 2/4-12 = 0

mit der gemeinsamen Wurzel 2, was den weiteren (vier
ten) Schnittpunkt (3, 2) ergibt. Die beiden Kurven 
zweiter Ordnung schneiden sich also in 2 • 2 = 4 Punkten.

§ 2. Schnittpunkte zweier Kurven an mehr
fachen Punktstellen.

Bei den Untersuchungen des vorigen Paragraphen 
haben wir den Fall ganz unerörtert gelassen, daß unter 
den m ■ n Schnittpunkten einer Cm mit einer C„ ein 
Punkt sich befindet, der für die eine Kurve oder für 
beide Kurven ein mehrfacher Punkt ist. Da man durch 
eine Koordinatentransformation jeden Schnittpunkt in den 
Ursprung verlegen kann, so genügt es anzunehmen, daß 
beide Kurven im Ursprung einen mehrfachen Punkt 
haben, was die Untersuchung besonders einfach gestaltet.

Haben die beiden gegebenen Kurven »2 ter und «ter 
Ordnung im Ursprung einen i- bzw. k-fachen Punkt, 
so daß
(1) Ä + Ä+l 4~ ••• + fn ~ 0
(2) <P = <fk + <Pk+i 4- • • • + = 0 ,
so stellt fi = Q bzw. ^j. = 0 als Aggregat der Glieder nie
derster Ordnung die Gesamtheit der Tangenten jeder Kurve 



§ 2. Schnittpunkte zweier Kurven usw. 13

im Ursprung dar (vgl. Alg. K. I, S. 7 9 ff.). Um die Zahl 
der Schnittpunkte beider Kurven zu bestimmen, bilden 
wir die Resultante von f und cp in x. Erhalten wir dann

R(f, 9?)*)  = x'-F(x) = 0 ,

*) Die Abkürzung £(/, cp) bedeutet nach Newton: 
„Resultante von f= 0 und y = 0 .“

**) Es kann auch der Fall eintreten, daß zu x = 0 ein 
Wert y gehört, der von 0 verschieden ist, wenn etwa auf der 
y- Achse noch zufällig ein Schnittpunkt liegt.

so gibt z im allgemeinen**)  die Zahl der im Ursprung 
zusammenfallenden Schnittpunkte der beiden Kurven.

In einfachen Fällen läßt sich die Resultante direkt 
bilden, wenn nämlich die eine Unbekannte leicht elimi
niert werden kann, wie das folgende Beispiel zeigt.

Die Spitzparabel y3 — x^ hat mit der Kurve (y — x2)2 
= x5, die im Ursprung eine Schnabelspitze oder Spitze 
2. Art (vgl. Alg. K. I, S. 65) hat, 5 • 4 = 20 Schnitt
punkte. Um nun die Anzahl der von diesen 20 in den 
Ursprung fallenden Punkte zu bestimmen, schreiben wir 
die Gleichung der C5 in der Form y = x2 4- x2 ’/x. 
Setzen wir diesen Wert für y in die Gleichung y3 = xi 

•-ein, eliminieren also aus beiden Gleichungen y, so er- 
. halten wir als Resultante

xi = & t1 ± _
7 oder x^ = x3 (1 4- 3 x + 3 x 4- x }^x} , 
--voraus nach einfacher Umformung und Quadrierung sich 

ergibt
(*)  x8 (3 x3 x2 — l)2 — x13 (x 4- 3)2 = 0 .

Hieraus folgt tc8 = 0 , d. h. die beiden Kurven haben 
im Ursprung 8 Schnittpunkte und außerdem noch 7 wei
tere Schnittpunkte, da die Gleichung (*)  vom 15. Grad 
ist. Von den insgesamt 20 Schnittpunkten fehlen also 
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noch 5, die im Unendlichen liegen müssen. Machen wir 
die beiden Gleichungen homogen

y3 co = x4 1
y2 cos — 2 x2 y co2 x*  co = x5, )

*) Nicht y = 0, weil dies im Widerspruch mit der vor
hergehenden Gleichung stände.

so erhalten wir durch Elimination von co
x12 — 2 x10 y2 J- xs y4 — x5y"‘ = 0 ,

woraus x3 = 0 folgt; aus y3 co = xi ergibt sich weiter 
w — 0*),  d. h. im Punkt (x = 0, co = 0) liegen weitere 5 
(unendlich ferne) Schnittpunkte. Die beiden Kurven 
4. und 5. Ordnung haben also 8 + 7 -J- 5 = 20 Schnitt
punkte.

Häufig liegen nun die Verhältnisse nicht so einfach, 
daß, wie in dem eben behandelten Beispiel, die Resultante 
direkt aufgestellt werden kann. Dann sind 2 Fälle zu 
unterscheiden:

1. Die Kurve (1) besitzt im Ursprung i Zweige, deren 
Tangenten durch = 0 bestimmt sind. Ebenso hat die 
Kurve (2) im Ursprung k Zweige mit 9^= 0 als Tangenten. 
Fällt nun keine der Tangenten = 0 mit irgendeiner 
der Tangenten cpk = 0 zusammen, d. h. sind f und <pt 
teilerfremd, so schneiden die Tangenten von f im Ur
sprung die k Tangenten von 95 in i • k Punkten, also 
haben die beiden Kurven im Ursprung i • k Schnittpunkte 
(vgl. den Satz S. 9).

2. Haben aber die beiden Kurven (1) und (2) im Ur
sprung Zweige mit gemeinsamer Tangente, d. h. sind f 
und cpb nicht feiler fremd, so führt folgendes Verfahren 
zum Ziel: Man bildet aus den beiden gegebenen Funk
tionen f und cp eine neue Funktion yj durch Elimination 
der in f und cp vorhandenen Glieder niederster Ordnung.
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Dieser Prozeß -wird zwischen y und f so lange fortgesetzt, 
bis die erhaltene neue Funktion y ein Glied niederster 
Ordnung bekommt, das nicht mehr Faktor des Glieds 
niederster Ordnung von f ist. Schließlich haben wir dann 
zwei Funktionen mit teilerfremden Gliedern niederster 
Ordnung, also den einfacheren Fall 1. Die Zahl der 
Schnittpunkte im Ursprung läßt sich häufig mit dem 
Satz finden*):

*) Den Leser, der sich über diesen und weitere Sätze 
genauer unterrichten will, verweisen wir auf Berzolari, En- 
zykl der math. Wiss., Band III, 2, S. 406, wo die hierauf 
sich beziehende Literatur zusammen gestellt ist.

Ist 2 eine ganze Funktion beliebigen Grades in x und y 
und yj = <p + 2 f, so ist

R(f, = R(f, v + 2f) = R(f, <p).
Die folgenden Beispiele werden die Methode klar

legen.
1. Beispiel. Wieviel Schnittpunkte hat die Spitzparabel 

y3 = x  mit der Cs(y — x2)2 = x5 im Ursprung?*
Setzen wir <p = y3 — m4 und f= y2 — 2 x2 y 4- x4 — x4 

und bilden
y — y f = y> — 2 sc'2 y2 —■ x4 — xly + x*y

= x2 (2 y2 — x2) — x*y  + x3y , 
so ist — y f) = Rif, <p) . Da die beiden Kurven
f=0 und y = 0 im Ursprung keine gemeinsame Tangente 
haben, so liegen im Ursprung 2-4 = 8 Schnittpunkte, wo
mit das auf S. 13 gefundene Ergebnis bestätigt ist.

2. Beispiel. Gegeben seien die beiden Kurven
f = (x + y) + x2 — y (x2 — 2 + as4 = 0 I — n2
<p = (x + y)x2 — x3 y — 3 x3 y2 4- ye — 0 . | 1

Um die Zahl der in den Ursprung fallenden Schnitt
punkte zu ermitteln, bilden wir die Funktion
y—x2f— — x3 (x 4- y) 4- x2y (x2—3 xy— 2y2)—(x3—y6) i 1

4 yj I y2) 4- a:4 ._________ |x3
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Hieraus folgt
y — x* f + x3 f = v = a? (®3 + y — 3 xy- — 2 y3) 

— (x6 + x3 y — Ix3 y3 — ye) + x1
f =(x + y} + x3 — y — 4-33* .

Nun hat man
R ifiV — x* f + & f) = R (f, v) = R(f, ,

also ist die Zahl der Schnittpunkte beider Kurven im Ur
sprung 5*1 = 5.

§ 3. Klasse einer Kurve.
Erklärung. Unter der Klasse einer Kurve versteht man 

die Zahl der Tangenten, die man von einem beliebigen, 
nicht auf der Kurve liegenden Punkt an diese ziehen kann.

Um diese Zahl zu finden, verfahren wir nach dem 
Vorgang von Joachimsthal folgendermaßen. Sind

P= {X, Y, Q) und Q = {x,y, <o)

zwei beliebige Punkte und R=(^, y, 0) ein vorerst 
beliebiger Punkt der Ge
raden PQ (Fig. 4), so 
gelten für die Koordinaten 
von R die Gleichungen

£ x+iX'
1 4“ Z

y + ^Y 
^-T+T” 
-

Ö = T+T)

sr Kurve nter OrdnungIst nun R ein Punkt 
fn(x, y. co) = 0 , so ist
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fn X, y + X F, co + 212).

den Potenzen von X, so haben wir

■o = fn{^ Ö)
1

fn y , Cü) + — 8 y ~ 8 co
^f 1(2)

2! 8 x
(1)

cy 
Cf

o co
sf

3 1 [cx o y 8 co
2”-1 8 f 8 f

i---------------J-XA-------- F-i
r (m— 1)! 8y 1

«1 [8x~ ‘ 8y ' 8co

Sf
8 co

wo zur Abkürzung gesetzt ist

8x ay
(2) ß2f gZf

= ^-fx^2-^~XY
8x~ ax8y

82j" 8^f 8^f 8^f— ^4 F2 4- 2 -■ ' Xß + 2 - / Yß + -^-2. 02 
dy^ Bxdco dyeco 8 co2 ~

cf 8f 8 f ^1(3) c3f 83f
8x" 8 y ~dcö ßJ = + 3 8x^8y 1

„ 83f 83f 8S f+ 3^Xr- + ^Y‘ + 3JL^1>+ ...

83f
8 coz

-Q3,

Beutel, Algebraische Kurven II. 2
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Diese Gleichung «ten Grads in 2 liefert n Wur
zeln 2, welchen die n Schnittpunkte R der Geraden PQ 
mit der Kurve entsprechen.

Nehmen wir nun an, daß der Punkt P = (X, Y, Q) 
außerhalb der Kurve, Q = (x. y. a>) auf der Kurve 
liege, so ist

(2) fn(x, y, co) = 0 ;
(1) besitzt eine Wurzel 2 = 0, d. h. einer der Schnitt
punkte R fällt mit Q zusammen.

Soll noch ein weiterer der Schnittpunkte R mit Q zu
sammenfallen, so muß Gleichung (1) eine Doppelwurzel 
2 = 0 haben, d. h. es muß der Koeffizient von 2 Null 
sein; wir haben also bei festem P(X, Y, Q) für die 
Koordinaten x. y, « von 0 die Bedingung
(3) X^- + Y^- + P -^ = 0 .

c x c y c co
Ist diese erfüllt, so ist PQ Tangente an die Cn; die Be

rührungspunkte Q sämtlicher von P an die Cn gezogenen 
Tangenten liegen auf der Kurve (3) und das simultane 
System der Kurven (2) und (3) liefert die Koordinaten der 
Berührungspunkte. (W, F, 12) sind als Koordinaten 
eines festen Punkts konstant; Gleichung (3) stellt, wenn 
wir x, y, co als laufende Koordinaten auffassen, eine 
Kurve (w —l)ten Grads dar, die wir nach Bobillier erste 
Polare des Punkts P in bexug auf die Kurve f nennen.

Analog nennt man den Faktor von z3
[cf cf cf 1(2)M--W+ F+ 12 = 0
L c x c y c co ]

die zweite Polare usw.
Da die gegebene Kurve vom wten. die erste Polare



§ 4. Verhalten der ersten Polaren usw. 19 

vom (?i — l)ten Grad ist. so haben beide Kurven 
nach § 1 n(n —1) Schnittpunkte; also

Satz: F'on einem Punkt außerhalb einer Cn lassen 
sich im allgemeinen n (n — 1/ Tangenten an diese xiehen, 
deren Berührungspunkte die Schnittpunkte der Kurve 
mit ihrer ersten Polaren sind.

Diese Zahl n (n — 1) ist nun nichts anderes als 
die Klasse der Kurve. Hiebei ist die stillschweigende 
Voraussetzung gemacht, daß die Cn keine singulären Punkte 
enthält. Treten solche Punkte auf, dann erniedrigt sich 
die Klasse, wie im folgenden Paragraphen auseinander
gesetzt wird.

§ 4. Verhalten der ersten Polaren in einem
Doppel- und Rückkehrpunkt der Grundkurve.

Besitzt die Grundkurve f = 0 
befriedigen deren Koordinaten die 
Alg. K I, S. 113)

ö f . c f
= 0 , —k = 0 ,C x Oy

vielfache Punkte, so 
3 Gleichungen (vgl.

c' f
0,

0 CO
also auch die Gleichung der ersten Polaren von f

c x c y c co
Daraus folgt

Satz 1. Die erste Polare einer Kurve geht durch 
sämtliche vielfache Punkte der Grundkurve.

Um das Verhalten der ersten Polaren in einem Dop
pelpunkt der Grundkurve zu bestimmen, legen wir diesen 
in den Ursprung. Dann lautet die Gleichung der Cn nach 
passender Drehung
(1) f =G= ocx^ + ^^r(pi(x, ^4-^(2;,

2*
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homogen
/= 0 = (a x2 + ^2) co"'2 + % (x, y) co"-3

+ ^4 (»,?/) ®”"4 + •

Für die erste Polare einer Grundkurve mit Doppel
punkt erhalten wir damit als Gleichung

\ O X O X /

+ £ [(» — 2)(a x2 J- y2) + (n — 3) <p3 + ... ]

Pd = 0 = 2(xxX 4- y F) + Y
dx 8 y

4- (n — 2)(a x2 4- y2) Q 4- ....
Die Glieder niederster Ordnung geben Null gesetzt

ccxX^y Y = (i.
Diese Gleichung stellt die Tangente der ersten Po

laren im Ursprung dar, welche im allgemeinen mit einer 
der beiden Tangenten von f nicht übereinstimmt; die 
C„ und ihre erste Polare haben also nach dem Satz 
in § 1 S. 9 im Ursprung 2-1=2 Schnittpunkte.

Satz 2. Die erste Polare einer Kurve mit Doppel
punkt geht einfach durch den Doppelpunkt und hat dort 
zwei Schnittpunkte mit der Grundkurve.

Hat die Grundkurve einen r-fachen Punkt im Ur
sprung, so lautet ihre Gleichung

Q = y) = <pr(x, y) 4- <pr+1 (x,y) + ... + <pn, 
homogen
0 = /n(^, y) = y)con~r

+ ^r+i (x, y) aY-'-1 4- . . . 4- cpn ,
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woraus
= I ,

3 x 8 x 8 x
öf = , d<Pr+l .
Sy 8y Sy 1

— ==<p_.r}'pr + (n — r — 1) <pr+1 + • • •

Damit wird die Gleichung der ersten Polare
x8<Pr , y £Vr S<pr+1 x 8<pr+1 Y

8 x 6 y ' ix " 8 x
+ (n — r)<pT + ... = 0 .

Diese hat also im Ursprung einen (r — 1) fachen 
Punkt mit den Tangentenz^& + r«a_0

c x Sy
welche im allgemeinen von den Tangenten des r fachen 
Punkts verschieden sind; Grundkurve und erste Polare 
haben also in einem r-fachen Punkt

Schnittpunkte. Durch Vergleichung mit Satz 2 erhalten wir
Satz 3. Ein r-facher Punkt der Grundkurve ist

(r— 1)- facher Punkt ihrer ersten Polaren und gleich- 
. r(r—1) tr\ _

wertig mit ----- -—- = I Doppelpunkten.
Ci \  ̂/

Einen Anschauungsbeweis für den dreifachen Punkt 
zeigt Fig. 5 (S. 22), wo durch Zusammenrücken der drei 
Doppelpunkte ein dreifacher Punkt entstehen würde.

Um das Verhalten der ersten Polare in einem Rück-
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kehrpunkl der Grundkurve zu untersuchen, setzen wir in 
Gleichung (1) a = 0. Dann hat f im Ursprung einen 
Rückkehrpunkt (mit y = 0 als Rückkehrtangente) und 
als erste Polare folgt mit a = 0 aus Gleichung „(2)

(3) pT — o = 2 y y 4- x + y + • • • •7 ex cy
Hieraus ist ersichtlich, daß die 

erste Polare im Ursprung die Rück
kehrtangente der Grundkurve als 
Tangente hat. Zur Bestimmung 
der Zahl der Schnittpunkte von (3) 
mit (1) bilden wir zwecks An
wendung des Satzes auf S. 15 die 
Gleichung

0 2 fY - yPr= 2 <psY - <p2y X

Diese Kurve hat nun nach dem Satz über die Re
sultantenbildung in § 2 dieselben Schnittpunkte mit 
PT — 0 wie /= 0 mit Pr = 0 ; sie hat im Ursprung einen 
dreifachen Punkt, also ist die Zahl der Schnittpunkte von 
Pr = 0 mit f = 0 3'1 = 3. Damit erhalten wir den

Satz 4. Die erste Polare einer Kurve mit Riickkehr- 
punkt geht einfach durch diesen, hat dort die Rückkehr
tangente als Tangente und drei Schnittpunkte mit der 
Grundkurve.

Mittels der Sätze 2 und 4 läßt sich nun die Zahl 
der Tangenten von einem Punkte außerhalb einer Cn , 
die d Doppelpunkte und r Rückkehrpunkte hat, bestimmen.

Jeder Doppelpunkt erniedrigt die Zahl der Tangenten 
von einem Punkt außerhalb einer Cn an diese um 2.
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Fassen wir den Rücktehrpunkt als Grenzfall des Dop
pelpunkts auf, wenn die Schleife erdrückt wird (Fig. G),
so fallen in der Tat drei von P 
ausgehende Tangenten in die Ver
bindungslinie von P mit dem Rück
kehrpunkt; der Rückkehrpunkt er
niedrigt die Zahl der Tangenten 
um 3. Es gilt also der ■

Satz 5. Hat eine Cn d Dop
pelpunkte und r Rückkehrpunkte, 
so ist ihre Klasse

k = n(n — 1) — 2d — 3 r .
Dies ist die erste der sogenannten Plückerschen For

meln (vgl. § 11).

§ 5. Hessesche Kurve; 
Wendepunkte der Grundkurve.

Eine Kurve hat bekanntlich einen Wendepunkt, wenn 
die Kurventangente in diesem Punkt, die Wendetangente, 
die Kurve in drei aufeinanderfolgenden Punkten schneidet 
Fällt noch ein weiterer Schnittpunkt R^ der Kurve und 
der Geraden PQ mit Q zusammen, so ist die Gerade 
PQ Wendetangente (s. Fig. 4).

Die Bedingung hiefür ist, daß außer dem Koeffizienten 
von 7. in Gleichung (1) § 3 auch der Koeffizient von 
verschwinden muß; die Koordinaten (x, y, co) aller
Wendepunkte einer Cn befriedigen also das simultane 
System der drei Gleichungen

f(x, y,<a) = O'
df df

X+^Y- 
oy

^-0 
oco
' -j(2)
-ß =0



24 Polare und Hessesche Kurve.

P = (X. Y, ß) ist jetzt nicht mehr beliebig wähl
bar; denn durch Elimination von x, y, x aus den Glei
chungen (4) erhält man eine Bedingungsgleichung für 
X, Y, ß. Die Gleichung

Bf 
ßx

Bf Bf
ßy ' ßm

drückt aus, P sei so zu wählen, daß die Gerade PQ 
mit der Tangente der Cn in einem Wendepunkt Q zu
sammenfällt. Jeder Punkt P der Geraden P Q muß den 
drei Gleichungen (4) genügen, also auch die Gleichung

(**) ßx ßy ”r ßm 
ß^f ß2f

ßxcy cy2

(2) _

ßx2 
ß2f 

ßx ßa>
c2f c2f~-2^/ Yß + ^-ß2 = 0

dtjca dm2

befriedigen. Diese Gleichung stellt mit X, Y, ß als 
laufenden Koordinaten und x, y, % als Koordinaten eines be
liebigen Wendepunkts der Grundkurve einen Kegelschnitt 
dar, den sog. Polarkegelsehm.it., welcher die Tangente (*) 
vollständig enthalten muß. Der Polarkegelschnitt muß also 
in zwei Gerade zerfallen, oder, was analytisch dasselbe be
sagt, einen Doppelpunkt besitzen. Dies ist der Fall, wenn
w

= 2
B^f

X+2
ß*f

ß=QßX CX2 ox ßy ßxßco
ß& n ß2f ß2f ß2f
ßY ~2 dy cx

X-J- 2
cy2

I 4- 2------L__ 
ßy ßo)

ß=0

ß& c2 f c2f
Tß=2 ßm ßx X+2

ßm ßy
Y-i- 9 '

ßm2
ß = 0

Polarkegelsehm.it
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Diese drei in X, Y, Q homogen linearen Gleichungen
können aber nur dann 

82f
gleichzeitig bestehet

S2f S^f
), wenn

öx2
H^ S2f

Sx Sy 
ö2f

BxScü 
82f — 0 .

Sy cx 
S2f

ßy^ 
S2f

Sy ßco 
c2f

dcoßx da) Sy da)2
Sind jetzt (x, y. w) nicht mehr bloß die Koordinaten 

eines Wendepunkts der Grundkurve, sondern laufende 
Koordinaten, so sind die einzelnen Glieder der Deter
minante H vom Grade (n — 2) in x. y, co. H = 0 
stellt also eine Kurve vom Grad 3 (n — 2) dar. Sie heißt 
die Hessesche Kurve*}  (vgl. Alg. K. I. S. 116).

*) Zuerst von Hesse in einer 1844 veröffentlichten Arbeit 
angegeben.

Die Wendepunkte einer Kurve nter Ordnung fn = 0 
sind deren Schnittpunkte mit ihrer Hesseschen Kurve H = 0.

Satz. Jede Cn ohne singuläre Punkte hat 3 n (n — 21 
Wendepunkte.

Diese Zahl umfaßt die Gesamtheit der reellen und 
imaginären Wendepunkte. So ist z. B. für jede Kurve 
dritter Ordnung die Hessesche Kurve ebenfalls von der 
dritten Ordnung; jede C3 hat also 3-3 = 9 Wende
punkte, von denen aber höchstens drei reell sind (vgl. S. 611.

§ 6. Verhalten der Hesseschen Kurve in einem 
vielfachen Punkt der Grundkurve.

Wie die Klassenzahl, so wird auch die Zahl der Wende
punkte einer Cn durch das Auftreten von Doppel- und 
Rückkehrpunkten erniedrigt.
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Wir nehmen wie oben an, daß der Doppel- bzw. der 
Rückkehrpunkt der Grundkurve im Ursprung liege und 
stellen nun für diese beiden Fälle die Gleichung der 
Hesseschen Kurve auf, wobei wir die Entwicklungen nur 
für wenige Glieder niedrigen Grads anschreiben, was 
für unsere Zwecke vollständig genügt. Die Gleichung 
der Grundkurve nter Ordnung mit einem Doppelpunkt sei

0=fn(x, y. of = (pcx2 + y2)<on-2+ <p3 (x, y) ■ wn~s-f .. .
Damit wird die Hessesche Kurve [der Leser mag die 

Rechnung zur Übung nachprüfen]

Hd~
ßxdy 2 (n — 2) a z + ...

öxcy~
2(n— 2)ax+ ...

& + ;— T • • •cx cy
2 (n — 2) y + ...

2(n-2)y+ ...

(n-2)(»-3)(j! + «i>) + ...

oder entwickelt und nach steigenden Potenzen von x 
und y geordnet:
Hd = 0 = 4a (n — 1)(m — 2)(?/34- ar2) + V’s • • • •

Daraus folgt:
Satz 1. Die Hessesehe Kurve hat in einem Doppel

punkt der Grundkurve ebenfalls einen Doppelpunkt mit 
denselben Tangenten.

Im allgemeinen enthalten die Glieder dritter und 
höherer Ordnung von Hd den Faktor y2 4- oc2x2 nicht, 
deshalb hat man zur Bestimmung der Zahl der Schnitt
punkte von f = 0 mit Hd= Q gemäß der auf S. 15 ange
gebenen Methode:
—4 a(n—!)(»—2) ; 0 = / = ty« + a z») + 9?, + ...

1 ; 0 — = 4 x (n— l)(n—2)(y2 + x z2) + ...

0 = Hd —4« (n — l)(n — 2) f
= -4a(n-l)(»-2)% + % + ■
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Daraus folgt: Die Zahl der Schnittpunkte von f mit H 
in einem Doppelpunkt von / beträgt 2-3 = 6 oder

Satz 2. Jeder Doppelpunkt einer Kurve erniedrigt die 
Zahl ihrer Wendepunkte um 6.

Hat die Grundkurve im Ursprung einen Rückkehr
punkt, ist also in der vorigen Entwicklung a = 0, so wird 

nr=0=-2(W-l)(n-2)^.^+ ...

Daraus folgt:
Satz 3. In einem Rückkehrpunkt der Grundkurve 

hat die Hessesche Kurve einen dreifachen Punkt, bestehend 
aus einem Rückkehrpunkt mit derselben Tangente wie die 
Grundkurve und einem weiteren durch diesen gehenden 
Zweig.

Zur Bestimmung der Zahl der Schnittpunkte von Hr 
mit f nach der Methode S. 15 bilden wir den Ausdruck

0 = ^ + 2(M-l)(n-2)^-  ̂= V4+ ...

Hieraus folgt: Die Zahl der Schnittpunkte von f mit H, 
in einem Rückkehrpunkt von f beträgt 2-4 = 8 oder:

Satz 4. Jeder Rückkehrpunkt erniedrigt die Zahl der 
Wendepunkte um 8.

Unter Berücksichtigung der Sätze (2) und (4) ergibt* 
sich gemäß dem in § 5 abgeleiteten Satz der

Satz 5. Die Zahl der Wendepunkte einer Cn mit d 
Doppelpunkten und r Rückkehrpunkten beträgt

w = 3 n(n — 2) — 6 d — S r .
Damit haben wir eine weitere Plückersehe Formel ge
wonnen (vgl. § 11).

Hat die Grundkurve im Ursprung einen r-fachen 
Punkt, d. h. ist ihre Gleichung
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0 == fn &, y, co) = cpT (z, y) con -r 

+ 4- • • • <pn&, y) ,
so wird

&<Fr ^Vr cVr&’V)
ex2’’’ ßx dy ' ' “ (n r)
^Vr ^Vr örpr(x, y)

ciicy oy^
^fr

/n~r^~^+-‘- (”~d ~^+ ’” (”-r)(n — r-1) Vr(x,y)+.

Der Grad der Glieder niederster Ordnung ist
(r — 2) + (r — 2) + r = 3 r — 4 ; also

Satz 6. In einem r-fachen Punkt der Grundkurse 
hat die Hessesche Kurve einen (3 r — 4) - fachen Punkt 
mit Tangenten, die im allgemeinen verschieden sind von 
den Tangenten der Grundkurve f.



2. Abschnitt.
Das Dualitätsprinzip in der analytischen Geo

metrie der Ebene.

§ 7. Die Plückerschen Linienkoordinaten.
1. Einführung der Linienkoordinaten.

Das Dualitätsprinzip*)  stellt Punkt und Gerade als 
gleichberechtigte Elemente einander gegenüber. Den 
Descartesschen Punktkoordinaten, bei denen der Punkt 
die Grundlage des Koordinatensystems bildet, entsprechen 
dualistisch die Plückerschen Linienkoordinaten mit der 
Geraden als Grundlage.

*) Über die historische Entwicklung des Dualitatsprinzips 
vgh Beutel, Alg. K. I, S. 13.

Aus der allgemeinen Gleichung der Geraden
(1) Aa; + 5?/ + (7=0
folgt durch Division mit dem Absolutglied (7, d. h. dem 
weder x noch y enthaltenden Glied

A B , ,
-^ + -^+1=0, 

oder, wenn gesetzt wird

(3) ux 4- vy + 1 = 0 .
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Die Größen u und v entsprechen der Geraden 
Ax By -}- C = 0

umkehrbar eindeutig und heißen nach Plücker die Koor
dinaten der Geraden A x + By + C = 0 oder kurz 
„Linienkoordinaten“. Wie bei den Punktkoordinaten ein
Punkt kurzerhand mit [x, y) bezeichnet wird, so heißen 
wir die Gerade (3) kurz die Gerade (u, v).

Als Achsenabschnitte der Geraden (3) erhalten wir
£ 
A ’(4)

auf der x- Achse (mit y — 0):

auf der y- Achse (mit x — 0): ? =
£____ C_ 
v_____ B

Somit haben wir als geometrische Deutung der Linien
koordinaten: Die Koordinaten einer Geraden sind die 
negativen, reziproken Werte ihrer Achsenabschnitte.

2. Allgemeine Gleichung in u und v.
Jede Gleichung in Linienkoordinaten

(5) <p (u, v) = 0 ,
wo 9? eine stetige Funktion von u und v ist, stellt wegen 
der Willkürlichkeit einer der beiden Veränderlichen eine 
oo1 Schar stetig aufeinander folgender Geraden dar, also 
eine Kurve als ümhüllungsgebilde einer veränderlichen Ge
raden.

3. Gleichung in Achsenabsehnitten.
Da gemäß der Substitution

(4) p—------. q =—— bzw. u ———, v —------
w ® p q

die Größen u und v die negativen, reziproken Achsen
abschnitte der die Kurve umhüllenden Tangenten sind,
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so läßt sich, durch diese Substitution die Gleichung (5) 
auf die Form bringen

Diese Gleichung ist zur tangentenweisen Berechnung 
der Kurve besonders geeignet. Zugleich, ist ersichtlich, 
daß bei Anwendung von Linienkoordinaten die Aufgabe: 
„die Umhüllungskurve einer nach einem bestimmten Ge
setz sich bewegenden Geraden zu finden“, rein algebra
ischer Natur ist; für Punktkoordinaten ist dies eine 
Aufgabe der Differentialrechnung.

4. Gleichung des Punkts.
Die einfachste Gleichung in Linienkoordinaten ist 

eine in u und v lineare Gleichung, etwa in der Fonn 
ß 

a«4-ß® + /= 0, oder, wenn — = a, — — b ge- 
7 7

setzt wird
(6) aw + 6»4-l=0.

Die Gleichung einer beliebigen Geraden (w, v). 
welche (6) befriedigt, ist nach (3) in Punktkoordinaten

ux -|- vy -|- 1 = 0.
Diese Gerade geht aber gemäß (6) durch den Punkt 

(a , b). Somit stellt die Gleichung au + bv + 1 — 0 
alle Gerade, welche durch den Punkt (a, b) gehen, also 
den Punkt (a, b) dar und heißt Gleichung des Punkts 
(a, b) .

Die in u und v lineare Gleichung a uß vy = 0 

stellt den Punkt dar.
7 7

Faßt man in der Gleichung ux-f-vy1 = 0
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, 1 als veränderliche „ , , J-koordinaten auf.x und y) Punkt)

so stellt die Gleichung <^5 oder:

Die Gleichung ux-fvy + 1 = 0 ist die Bedingung 
für die vereinigte Lage des Punktes (x, y) und der Ge
raden («. v) .

5. Duale Gegenüberstellung von Gerade und Punkt, von 
Punkt- und Tangentenkurve.

Auf Grund der eben gemachten Darlegungen können 
wir folgende Gebilde als einander dualistisch entsprechend 
gegenüberstellen: 
der Geraden : den Punkt
G^txx + ßy + Y = 0 P=ßw+Z)« + c = 0;
dem Schnittpunkt zweier 
Geraden
G1 = a1x' + ^1 ^+^ = 0
Ga = a2 x + ß„ y+ y2 = 0
der Bedingung, daß drei 
Gerade = 0, G2 = 0, 
G, = 0 durch einen Punkt 
gehen,

«i A /i 

a2 ßi 7'2 
a3 Ä Tz

die V erbindungslinie zweier 
Punkte
P± = u + b± ü+Cj = 01 
Pa = a2w +J2?;+c2 = 0j 
die Bedingung, daß drei 
Punkte P, = ö, P2 = 0, 
P3 = 0 auf einer Geraden 
liegen,

1 «x ^x ^x
; ^2 ^2 i ~ 0 -

■ a3 $3 C3

= 0

Das simultane System I Das simultane System 
!/»(+ y) = ol fyB(w,®) = ol

l ff = oj - 1 P=0J

stellt die n Schnittpunkte ; stellt die n Tangenten vom
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der Geraden G mit der Punkt P an die Kurve <pn 
Kurve fn dar; fn(x, y) = 0 dar; q>n (u, v) = 0 ist also 
ist also die Gleichung einer die Gleichung einer Kurve 
Kurve nter Ordnung. nter Klasse.

Durch das simultane 
System

y) = 01
y) = 0 j

sind m ■ n Punkte in der 
Ebene dargestellt als ge- ■ 
meinsame Punkte der bei- i 
den Kurven mter und nter j 
Ordnung fm und gn.

Jede Kurve läßt sich in 
entweder

als Inbegriff von oo1 vielen, 
stetig aufeinanderfolgenden 
Punkten: Punkt- oder Ord
nungskurve

Durch das simultane 
System

fym(«,®) = 01
l wK ®) = 0 J

sind m-n Gerade in der 
Ebene dargestellt als ge
meinsame Tangenten der 
beiden Kurven wter und 
■nter Klasse <pm und pn.

doppelter Weise auffassen: 
oder

als Inbegriff von oo1 vielen, 
stetig aufeinanderfolgenden 
Geraden: Tangenten- oder 
Klassenkurve.

Die Ordnungszahl ist aber von der Klassenzahl im 
allgemeinen verschieden.

Der Ordnung einer Kurve wird so die Klasse als 
gleichberechtigtes Element gegenübergestellt, und zugleich 
haben wir für den in § 3 entwickelten Begriff der Klasse 
eine neue Grundlage gefunden.

Diese beiden Auffassungen lassen sich nach Plücker 
in folgender Weise vereinigen:

Eine ebene Kurve f entsteht, wenn auf einer Ge
raden t ein Punkt P stetig fortrüßkt, während die Ge
rade t gleichzeitig sich stetig um diesen Punkt dreht.

Beutel, Algebraische Kurven IL 3
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6. Homogene Koordinaten.
Wie bei Punktkoordmaten, so lassen sich auch bei 

Linienkoordinaten homogene Koordinaten einführen.
Der Geraden ocx -k ß y y or — 0 mit den homo

genen Koordinaten -x, ß, y oder den gewöhnlichen Koor

dinaten —, — entspricht der Punkt au b v -J- c 0 — 0 
7 ' ? __

mit den homogenen Koordinaten a, b. 0 oder den ge
d b 

wohnlichen Koordinaten . Wie die oo ferne Gerade 
0 0

durch co = O, so ist der Nullpunkt durch (9=0 dargestellt.

§ 8. Spezielle Dualität in der Ebene.
Stellen wir der Geraden I den Punkt

(*) G=ax-f&2/-J-eco=0 j (**) P= aw + it’+cö=0 
gegenüber, so wird dadurch eine ein-eindeutige Beziehung 
zwischen den Punkten und Geraden der Ebene hergestellt. 
G ist nichts anderes als die Polare des Punktes P [mit 
den Punktkoordinaten (a, i)] in bezug auf den imaginären 
Kreis x2 -j- y2 4- 1 = 0 oder, in der Form

—ax — by — 1 = 0
geschrieben, die Polare des Punktes (—a, — b) in bezug 
auf den reellen Kreis x2 + y2 — 1 = 0. Wir haben also den 

Satz: Die zum Punkt P(a, b) in diesem speziellen 
Sinn dualistische, auch polarreziprok genannte Gerade p 
ist die Polare des Punktes P' (—a, —6) in bezug auf den 
Kreis x2 -- y2 — 1=0 (s. Fig. 7).

Damit läßt sich zu jeder (a", y)- oder Ordnungskurve 
die speziell dualistische, polarreziproke (u, v)- oder Klassen-, 
kurve als Umhüllungsgebilde konstruieren.

Mit dieser Dualität lassen sich aus bekannten Sätzen
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in Punktkoordinaten entsprechende in Linienkoordinaten 
gewinnen.

Aus den beiden Gleichungen (*) und (**) folgt:
Den drei Kardinalgeraden

x= 0 oder y - Achse 
y=0 oder x- Achse 

co = 0 oder oo ferne 
Gerade

Fig- 7.

Die drei simultanen Sy
steme

y) = 0)
x = 0) '
y) = 01 
y= o P

y, m) = 01 
co = 0 /

stellen die n Schnittpunkte 
der Kurve mit den - drei 
Kardinalgeraden dar. 

j die drei Kardinalpunkte 
u= 0 oder oo ferner Punkt 

der x- Achse
$= 0 oder oo ferner Punkt 

der y-Achse
ö=0 oder Nullpunkt

Die drei simultanen Sy
steme

/■„(«,») = 01 fn{u, r) = 01
w=0J’ r=Oj’

v, 0 = 01 
ö= 0 J

stellen die n Tangenten an 
die Kurve von den drei 
Kardinalpunkten aus dar, 

' d. h. die horizontalen, verti
kalen und Nullpunktstan
genten. 3*
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In unserer speziellen Dualität entsprechen sich fern
Asymptoten, d. h. Tangenten 
in oc fernem Berührungs
punkt.

Daraus folgt weiter: 
Das simultane System

/»(«; y, m) = o
^ = 0 
cco

liefertäieBerührunyspunkte 
der Nullpunktstangenien der 
Kurve »ter Ordnung f— 0 .

Berührungspunkte auf ( 
raden durch den Nullpui 
(Kurvenpunkte auf Nt 
punktstangenten).

Das simultane Syst

cpn(u, v, ff) = 0 
Sep

liefert die Asymptoten <
Kurve »ter Klasse <p =

§ 9. Übergang von Punktkoordinaten zu Link 
koordinaten und umgekehrt.

Zu einer Kurve im Plückerschen Sinn (vgl. S. 33) ; 
hören zwei Gleichungen, eine in Punkt- und eine in Linh 
koordinaten. Ist die Kurve als Ordnungskurve durch ei 
Gleichung in Punktkoordinaten gegeben, so erscheint 
häufig wünschenswert, daraus ihre Gleichung als Klass« 
kurve in Linienkoordinaten abzuleiten und umgekehrt.

Wir machen zunächst den Übergang von Punkt- 
Linienkoordinaten, suchen also die Gleichung, welcher < 
Koordinaten (u, ») einer beliebigen Tangente der 0] 
nungskurve f(x, y) = 0 genügen.

Für die Ordnungskurve f(x, y) = 0 , homogen

f&> y, <o) = 0 ~______
lautet die Gleichung der Tangente im Punkt (x±, y., a 

df df , df
w— x -}—j— y -}— ---- co = 0 .
8xt dyt Ga>t
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Hieraus ergeben sich durch Identifizierung mil 
Gleichung
(1) ux 4- vy + 0 co = 0
unter Weglassung der Indizes mit co = 1 und ü
die beiden Systeme von Gleichungen

sf_' 
dx

df
Q U —

8f

o =

Sf
(2a)-

„-U
' Geo

bzw. 8y 
öf

CO)
fix, y) = 0 , ux-^-vy+l^O

Die gesuchte u,v- Gleichung der gegebenen, Ordnu 
kurve erhalten wir dann durch Elimination von x, t 
aus dem System (2a), bxw. (2 b). Die Elimination der 
Größen x, y, q kann zuweilen recht schwierig wer 
während zwei, z. B, y und o , sich relativ leicht el 
nieten lassen. Dann erhält man die Gleichung der Ex 
in Parameterform

u = <p(x) p =------
.; hieraus

v = y (x) q =------

1 '

1

zur punktweisen Berechnung der Kurventangente s; 
Berührungspunkt für jedes willkürlich angenommene

Der Übergang von Linienkoordinaten auf Punk tkoo', 
zweien wird auf Grund ganz ähnlicher Überlegungen 
werkstelligt.

Aus der gegebenen Gleichung der Elassenkurve 
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oder homogen cp (w, v, 6) = 0 folgt für die Gleichung des

Berührungspunkts der Tangente (u, v, ff)

du dv 60
Durch Identifizierung dieser Gleichung mit 

ux vy 0 — 0
erhalten wir die beiden Systeme von Gleichungen

dm
OX = —

cu
dtp

QX = -v- 
ou

(3 a) ■
dm

Qy = ~K~ ov
dtp

bzw. dv •. (3b)
dcp

Q==~de
dm

<p(u, v) = 0 ux-\-vy-\-l = Q
Eliminieren wir hieraus die Größen u, v, q , so er

halten wir die gesuchte (x, y)- Gleichung der gegebenen 
Klassenkurve.

Die Schwierigkeiten, welche die Elimination mit sich 
bringen kann, lassen sich zuweilen auf folgende Weise 
zum Teil umgehen.

Ist (1) u x + vy —1 • w = 0 eine beliebige Gerade, 
so ergeben sich deren Schnittpunkte mit der Kurve 
fix, y, co) — 0 aus dem System
(3} f f^vT^ = 0

( ux 4- vy + 1 ■ o) = 0 .
Soll nun die Gerade (1) Tangente der Kurve sein, 

so muB die Eliminante des Systems (3) z. B. in x eine 
Doppelwurzel haben. Da man zur Bestimmung der Schnitt
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punkte einer Geraden mit einer Kurve sowohl x, als y , 
als m eliminieren kann, so gilt der dreifache

Satz. Eliminiert man aus dem System 

/■(«, y,®) = o . , , ,, , . > entweder x oder y oder co,
ux-}-vy + o) = Oj

so daß die Resultante die Gleichung hat 

yty, oß — 0' 
y (x, co) — 0 p 

Z^, y) = 0.
so erhalten wir die u, r- Gleichung der Kurve

flx.y, co) = 0
durch Bildung der Diskriminante der Funktion

<p(y, co) 
co)

zfc, y)
also durch Elimination von

dtp 
y aus = 0

oy
Ö« r.x aus --- — 0 
cx

— 5/x, y aus — 0 
ox

, d<P « und = 0 
oco 

, Xund = 0 . 
oco 
c t 

und = 0 
oy

1. Beispiel. Für die Kurve dritter Ordnung
f (x, y, a>') = xz + yz — x <ua = 0

soll die Gleichung in Linienkoordinaten aufgestellt werden. 
Eliminiert man aus der gegebenen Gleichung

und aus
x3 + y3 — x co2 = 0 

ux + vy + l- cn = 0 
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die Größe <u, so kommt nach leichter Umformung
X = m3 (1— u2) — 2 u v m2 y — v2xy2 + y3 = 0 .

Aus
C v

— 3 (1 — w2) x- — 4 u v x y — v2y2 = G 
a '

= — 2 w e x2 — 2 ®2 x y + 3 y2 = 0

erhalten wir (o ist Proportionalitätsfaktor)
q x3 = —2 « (6 u + s3) 

oxy —2wv3+ 9 u2 — 9 
~ey3 =—2vs(us + 3).

Hieraus ergibt sich, da (oxy)3 = p x2 ■ o y2 ist, als ge
suchte Gleichung

(2 u v3 + 9 w2 — 9)2 = 4 (6 w + u3) (u- + 3) 
oder nach einiger Umformung

4 y3 (u3 — v3 — 9 w) + 27 (w2—1)2 = 0 .
Die gegebene Kurve dritter Ordnung ist also von der 

sechsten Klasse, in Übereinstimmung mit der ersten Plücker- 
schen Formel

k = n(n — 1) — 2d — 3r,
da in unserem Fall n = 3, d = Q, r — 0 ist, was eine ein
fache Diskussion der Kurve sofort darlegt.

2. Beispiel. Die Kurve dritter Ordnung x3 + x2—y2 = 0 
hat im Ursprung einen Doppelpunkt mit den beiden Medianen 
x + y — 9 als Tangenten. Gemäß der eben erwähnten For
mel (d = l) wird ihre Klasse i = 3-2— 2 = 4. Dies be
stätigt uns folgende Rechnung. Aus

X3 + (x2 — y2) co = 0 1
und «m4-c^ + l- m = 0J
folgt durch Elimination von oo die Gleichung

X = x3(u — l) + vx2y — uxy2— Vy3 = 0.
Aus den beiden Gleichungen 

y
— = 3(« — l)®2 + 2vxy — uy2-=0
dv - .— — — 2uxy — Zvy~ = 0
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ergibt sich
o a?2 =—2(w2 + 3«2) 

oxy — v — 9) 
oy3 — —2 (3 w2 + — 3 u) .

Damit kommt als gesuchte Gleichung
v* (8 u — 9)2 = 4 («2 + 3 «2)(3 w2 + v- — 3 u) 

oder 4 (u2 — ti2)2 — 4 ws — 36 u u2 + 27 u2 , 
also eine Kurve vierter Klasse.

3. Beispiel. Die Kurve dritter Ordnung (Rückkehrparabel) 
f(x, y) = y3 — x3 = 0 hat im Ursprung einen Rückkehrpunkt 
mit y = 0 als Rückkehrtangente. Für ihre Klasse erhalten 
wir daher aus der ersten Plückerschen Formel mit r = 1

* = 3-2—3 = 3 , 
was durch folgende Rechnung bestätigt wird. Aus 

y3 = m3 oder y = a+a } 
und iix + c y + 1 = 0 /
folgt durch Elimination von x

/ = w x 4- v + 1 = 0.
Hieraus 

dz 3 ^ = «+-«^ = 0.

Die Elimination von x aus den beiden letzten Gleichungen 
liefert

4 4.
y (u , ®) = c2 + gy w3 = 0 oder b2 = — — u3 , 

eine Kurve dritter Klasse. Aus der Form von <p ist ersicht
lich, daß die Kurvengleichung in Punktkoordinaten bis auf 
einen konstanten Faktor identisch ist mit der Gleichung der 
Kurve in Linienkoordinaten.

§ 10. Singularitäten bei Ordnungs- und 
Klassenkurven.

Wie -wir in § 7 gesehen haben, läßt sich jede Kurve 
in doppelter Weise auffassen: entweder als geometrischen 
Ort eines sich bewegenden Punkts (Punktgebilde, Ord-
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nungskurve) oder einer sich bewegenden Geraden (Tan
gentengebilde, Klassenkurve). Während nun Ordnungs- 
und Klassenxahl allgemeine Eigenschaften einer Kurve 
sind und jeder Kurve zukommen, hat eine Kurve nur dann 
singuläre Eigenschaften, wenn zwischen den Koeffizienten 
ihrer Gleichung bestimmte Relationen vorhanden sind.

Als Singularitäten im weiteren Sinn bezeichnet man 
vielfache Punkte und vielfache Tangenten, Stillstands- oder 
stationäre Punkte und Stillstands- oder stationäre Tan
genten.

Die einfachsten Fälle dieser Punkte und Tangenten 
sind die elementaren Singularitäten und zwar

1. der Doppelpunkt, 3. die Doppeltangente,
2. der Wendepunkt, 4. die Rückkehrtangente.
Doppelpunkt bzw. Doppeltangente können reell oder 

isoliert sein; wir haben also im ganzen sechs elementare 
Singularitäten. Alle übrigen Singularitäten werden höhere 
Singularitäten genannt. Das Singuläre oder Besondere 
an diesen Punkten und Tangenten besteht darin, daß sie 
entweder dieselbe Lage wiederholt einnehmen (Doppel
punkt und Doppeltangente) oder daß in ihrer Bewegungs
richtung ein momentaner Stillstand eintritt (Wendepunkt 
und Rückkehrtangente).

Je nachdem wir eine Kurve betrachten als
Punktgebilde (Ordnungskurve) 

oder als
Tangentengebilde (Klassenkurve), 

erhalten wir folgende dualistische Gegenüberstellungen:
Der Doppelpunkt ist ein ! Die Doppeltangente ist 

Kurvenpunkt, der zwei ver- ; eine Kurventangente, die 
schiedenen Kurvenzweigen { zwei verschiedenen Kurven
gemeinsam ist, oder ein i zweigengemeinsamist,oder
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Kurvenpunkt, in dem zwei 
verschiedene Tangenten 
vorhanden sind.

Sind die beiden Tan
genten 

reell 1
imaginär konjugiert/’ 

so erhalten wir einen 
gewöhnlichen 1 Doppel

isolierten / punkt.

eine Kurventangente, auf 
der zwei verschiedene Be
rührungspunkte liegen.

Sind die beiden Berüh
rungspunkte

reell 1
imaginär konjugiert / ’ 

so erhalten wir eine 
gewöhnliche! Doppel

isolierte / tangente.

Fig. 8.

Den isolierten Punkt können wir als unendlich kleines 
Oval oder als unendlich kleine Ellipse mit bestimmter 
Achsenrichtung betrachten; denn jede durch ihn gehende 
Gerade hat mit ihm zwei Schnittpunkte gemein.

Je nachdem die Berührungspunkte einer Doppeltangente 
auf demselben Kurvenzug liegen, bzw. beide imaginär 
konjugiert sind oder auf zwei verschiedenen Kurvenzügen 
liegen, unterscheidet man nach Zeuthen*)  Doppeltangenten 
erste)' Art und Doppeltangenten zweiter Art (Fig. 8). So 
hat z. B. die Kurve vierter Ordnung (&) der Fig. 31 vier 

*) Zeuthen, „Sur les differentes formes des eourbes planes 
du 4ieme ordre“, Math. Annalen, Band 7, S. 410—432.
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Doppeltangenten erster Art und 24 Doppeltangenten 
zweiter Art.

Kurvenzüge ohne reelle Doppeltangenten nennt Zeu
then Ovale: Kurvenzüge mit 1, 2, 3 oder 4 Doppel
tangenten erster Art nennt er Unifolia, Bi-, Tri- oder 
Quadrifolia (vgl. S. 93).

Vie aus Fig. 8 ersichtlich,, bedingt jede Doppeltangente 
erster Art das Auftreten von zwei Wendepunkten. So ist 
z. B. der reelle Kurvenzug der Fig. 9 a ein Quadrifolium 
und hat deshalb 4-2 = 8 Wendepunkte. Dagegen be
steht z. B. die Kurve (z2 — 4)2 4- (?/2 — 2)2 = 1 aus 
vier Ovalen.

Die dualistische Gegenüberstellung von Wendepunkt 
und Rückkehrtangente liefert uns das weitere Ergebnis:

Der Wendepunkt ist ein 
Kurvenpunkt, in dem sich 
der Drehungssinn einer sich 
bewegenden Kurventan
gente ändert.

Die Rückkehriangente 
ist eine Kurventangente, in 
der sich die Fortschreitungs
richtung eines sich bewegen
den Kurvenpunkts ändert.

Vom dualistischen Standpunkt aus sind Wendepunkt 
und Doppeltangente bei Ordnungskurven gewöhn
liche*)  Vorkommnisse, bei Klassenkurven Singu
laritäten im eigentlichen Sinn; ebenso sind Rückkehr
tangente und Doppelpunkt bei Ordnungskurven 
eigentliche Singularitäten, bei Klassenkurven 
gewöhnliche Vorkommnisse (vgl. hiezu die Fig. 9 
bis 11).

*) d. h. auch wenn zwischen den Koeffizienten der 
Kurvengleichung keine Relationen bestehen.

Bei der speziellen Dualität in § 8 entsprechen sich 
der Nullpunkt und die unendlich ferne Gerade. Nun haben 
die binomischen Kurven von der Form y“ = x?(ß> oc) 
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ihre sämtlichen singulären Punkte im Ursprung und im 
unendlich fernen Punkt der «/-Achse (x = 0, co = 0). 
Wie eine einfache Rechnung analog der auf S. 41 aus- 
geführten zeigt, hat die Kurve mit der Gleichung yK = aß 
in Punktkoordinaten die Gleichung

/ 'n \ ß£ =(-w-«ra-ß 
\ / \p /

oder u“ = konst. uß in Linienkoordinaten.
Zur Untersuchung der Liniensingularitäten können 

■wir uns also auf die in Alg. K. I § 6 gefundenen Er
gebnisse stützen: Die Liniensingularität der Kurve 

= iß im Ursprung entspricht der Punktsingularität 
der Kurve y* = xß auf der unendlich fernen Geraden 
und umgekehrt: die speziell dualistischen Kurven 

yx = aß und = uß
sind also Kurven vom selben Typus.

Durch Vergleichung der beiden speziell dualistischen 
Parabeln dritten Grads
(1) «/co2 = cc3 und v0s = u3. (2)
folgt: Dem Ursprung (x = 0 , y = 0), der für die Ordt 
nungskurve(l) Wendepunkt ist (Symbol \y, x3]), entsprich- 
die unendlich ferne Gerade (u = 0 , v = 0), (Symbol 
[r, w3]) . Diese aber ist, wie wir aus (1) entnehmen 
dürfen — die beiden Gleichungen (1) und (2) stellen ja 
denselben Kurventypus dar — Rüekkehrtangente der 
Kurve (2) (Symbol [co2, ce3]) . Ferner entspricht derunend- 
lich fernen Geraden co = 0 , die für (1) Rückkehrtangente 
ist, der Nullpunkt in (2) (Symbol [Ö2, w3]). Dieser ist 
aber ein Wendepunkt, wie wir eben gesehen haben. Wir 
haben also wieder folgende duale Gegenüberstellung:

Wendepunkt Rückkehrtangente
Rückkehrpunkt Wendetangente.
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Genau dasselbe würde sieh aus den beiden Kurven 
y2 a> = x3 und v2 6 — u3 

ergeben.
Durch Ausdehnung dieser Schlußweise auf die in 

Alg. K. I. § 6 behandelten binomischen Kurven erhalten 
wir folgende dualistische Gegenüberstellung:

Punktkoordinaten Linienkoordinaten

Symbol 
in [x. y}

Singularität Symbol 
in [u,®]

Singularität

[1, 2] Ovalpunkt [1,2] Ovaltangente
[1, 3] W endepunkt [1, 3] Rückkehrtangente
[2, 31 Rückkehrpunkt [2, 3] Wendetangente
[2, 2] Doppelpunkt [2, 2] Doppeltangente
[1, 4] Flachpunkt [1,4] Spitztangente
[2, 4] Selbst berührungs- [2, 4] Selbstberührungs-

punkt tangente
[3, 4] Spitzpunkt [3, 4] Flach tangente
[3, 3] dreifacher Punkt [3, 3] dreifache Tangente

USW. USW-

Zur Erläuterung des dualistischen Entsprechens von 
Ordnungs- und Klassenkurven sollen die Fig. 9, 10 und 
11 dienen, in welchen duale Kurvenelemente durch gleiche 
Ziffern gekennzeichnet sind. Um die Klassenkurven zu 
diskutieren, kann man die von Reuschle (vgl. Alg. 
K. I. S. 15, Anm.) ersonnene Methode anwenden — auf 
die näher einzugehen uns leider der Mangel an Raum 
verbietet — oder die Kurven tangentenweise aufzeichnen. 
Zu diesem Zweck empfiehlt es sich, die gegebene Kurven
gleichung (in u und v) in die Gleichung in Achsen
abschnitten mittels der Substitution 
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überzuführen und aus letzterer Gleichung die Kurve tan
gentenweise zu berechnen.

Fig. 9 a stellt die Kurve vierter Ordnung
+ yi = x2 + yt

oder

acht reelle Wendepunkte und den Ursprung als isolierten 
(Selbstberührungs-)Punkt.

Fig. 9 b stellt die speziell dualistische Kurve vierter 
Klasse

r4 = w2 -J- ®2
dar mit vier Doppelpunkten, acht Rückkehrtangenten und 
der unendlich fernen Geraden als isolierter Doppel
tangente*).

*) Die Klassenkurve Fig. 9 b besteht aus vier „Steig
bügeln“. Solche Steigbügel, bestehend aus einem Kurvenzug 
mit einem Doppel- und zwei Rückkehrpunkten, kommen bei 
Kurven vierter Klasse häufig vor.
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Die Kurve dritter Ord
nung (Fig. 10 a)

x3 -j- y2 — x = 0 
hatdrei reelle Wendepunkte, 
von denen einer (7) die un
endlich ferne Gerade als 
Wendetangente hat, und 
ein durch den Nullpunkt 
gehendes Oval (1 2 3 4).

Fig. 10 a.

Die Kurve dritter Ord
nung (Fig. Ila)
x3 — x2 -4- y2 — 1 = 0 

hat drei reelleWendepunkte, 
von denen einer (1) co = 0

Die Kurve dritter Klasse 
(Fig. 10 b)

u3 -j- v2 — u — 0
hat drei reelle Eüekkehr- 
tangenten, von denen eine(7) 
den Ursprung als Rückkehr
punkt hat und ein die un
endlich ferne Gerade be
rührendes Oval (12 3 4).

Fig. 10 b.

Die Kurve dritter Klasse 
(Fig- Hb)

W3 _ MS i Ä 0

hat drei reelle Rückkehr
tangenten, von denen eine
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als Tangente hat. und be- I den Nullpunkt als Be
sitzt zwei Tangenten durch . rührungspunkt hat, und be- 
den Nullpunkt. j sitzt zwei Kurvenpunkte

§ 11. Plückersche Formeln.
Bezeichnet für eine Kurve n die Ordnung, k die 

Klasse, w die Zahl der Wendepunkte, r die Zahl der 
Rückkehrpunkte, d die Zahl der Doppelpunkte und t die 
der Doppeltangenten, so ist zunächst nach Satz 5 der §§ 4 
und 6, wenn sonst keine Singularitäten vorhanden sind, 
(1) k = n (n — 1) — 2 d — 3 r ,

(2) w = 3 n (n — 2) — 6 d — 8 r .

Aus diesen beiden von Plücker zuerst aufgestellten 
Formeln ergeben sich durch dualistische Übertragung so
fort die weiteren Formeln

Beutel, Algebraische Kurven n. 4
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(3) n = k(k-l)-2t-3w,
(4.) r = 3 k (k — 2) — 6 t — 8 w .

Von diesen vier Gleichungen sind nur drei von
einander unabhängig; Gleichung (4) erhält man nämlich 
durch Multiplikation der drei ersten Gleichungen mit 
bzw. 3, — 1, 3 und Addition derselben.

Durch Elimination lassen sich aus ihnen -weitere 
Formeln erhalten. Eliminiert man d aus (1) und (2), so 
ergibt sich
(5) r — w = 3 (n — k) .
Durch Elimination von w und r aus (2), (3) und (4) kommt
(6) 2 (t — d) = (k — n)(k + n — 9) .

Diese sechs Gleichungen heißen Plückersche Formeln; 
in ihnen -wird zwischen reellen und imaginären Singu
laritäten kein Unterschied gemacht.

§ 12. Geschlecht; rationale Kurven.
Clebsch und Gordan haben in ihrer Theorie der 

Abeisehen Funktionen eine neue für jede Kurve charak
teristische Größe eingeführt, das Geschlecht.

Gemäß Satz (3) von § 4 ist ein r- facher Punkt äqui- 
r {r — 1)

valent ------- -----  Doppelpunkten. Da eine Cn höchstens

einen (n — 1)fachen Punkt besitzt, so kann sie höchstens 
4- (n — l)(n — 2) Doppelpunkte haben.

So hat eine C3 höchstens 1, eine C± höchstens 
3 Doppelpunkte (vgl. S. 91).

Man bezeichnet nun als Geschlecht p oder nach Cayley 
Defekt (deficiency) den Überschuß der möglichen Doppel
punkte einer Cn über die wirklich vorhandene Anzahl 
derselben, setzt also

p = f (n — l)(n — 2) — d — r .
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Um p in den übrigen Größen auszudrücken, welche 
in den Plückersehen Formeln vorkommen, verfahren wir 
folgendermaßen. Durch Subtraktion der Gleichungen (1) 
und (3) des § 11 ergibt sich

n2 — ä2 = 2 (rf — i) + 3 (r — w) .

Nun können wir mit Benützung der Gleichungen (5) 
und (6) des § 11 schreiben:

|(n-l)(n_2)-|(Ä:-l)(Ä-2)
= H«2 _ fr _ 3 = (d _ 0 + (r _ w);

woraus
h(n— l)(n— 2)— d— r = ^(k — l)(k — 2) — t—w=p .

Hieraus ersehen wir, daß jede Kurve mit ihrer speziell 
dualistischen (oder reziproken) Kurve vom selben Ge
schlecht ist. Mit dieser Gleichung und den Formeln (1) 
und (3) von § 11 findet man das Gleichungssystem:

I n (n — 3) — 2 (<Z + r)

j W —J~ W   K
( k + r — 2 n ,

aus welchem leicht umgekehrt die sechs Plückerschen 
Formeln des § 11 abgeleitet werden können.

Besonderes Interesse bieten diejenigen Kurven, deren 

Geschlecht p=0 ist, die also die Höchstzahl -------- --------- - 

von Doppelpunkten besitzen.
Es läßt sich zeigen*),  daß die Koordinaten jedes 

Punktes einer solchen Kurve als rationale Funktionen

*) VgL Wieleitner, Algebr. Kurven, S. 71 ff.
4*
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eines Parameters x darstellbar sind. Man nennt deshalb 
diese Kurven rationale Kurven.

So ergibt sich z. B. für eine C3 mit Doppelpunkt im 
Ursprung, d. h. für eine rationale C3 die rationale Para- 
meterdarstellung, wenn man durch den Doppelpunkt ein 
Geradenbüschel y = x x legt und aus dieser Gleichung 
und derjenigen der C3 die eine Veränderliche eliminiert. 
Für das Descartessche Blatt z. B.

~r y3 = 3 a x y 
erhält man mit

y = kx 
die Parameterdarstellung

3 a x

3 a/2

Alle Cn, die einen 'n— 1)-fachen Punkt besitzen, 
sind rationale Kurven. Liegt der (n — l)-fache Punkt 
im Ursprung, so gibt wieder y = lx die rationale Para
meterdarstellung der Kurve.



3. Abschnitt.
Höhere Singularitäten.

§13. Begriff der höheren Singularität.
Wie wir schon in § 10 angemerkt haben, verstehen 

wir unter höheren Singularitäten alle singulären. Punkte 
und Tangenten, die keine Doppelpunkte. Wendepunkte. 
Doppel tangenten oder Rückkehrtangenten sind.

Cayley hat zuerst gezeigt, daß jede höhere Singulari
tät in bestimmter eindeutiger Weise einer gewissen Anzahl 
elementarer Singularitäten äquivalent ist.

Höhere Singularitäten kommen erst bei Kurven vier
ter Ordnung vor, bei denen ja auch die Doppeltangente 
erstmals auftritt. Da eine solche mit der Kurve minde
stens vier Schnittpunkte haben muß, so ist ohne weiteres 
ersichtlich, daß bei den Kurven dritter Ordnung Doppel
tangenten nicht verkommen können. Die bei den Gi 
möglichen Arten von höheren Singularitäten finden sich 
in § 19 zusammengestellt.

Nach Cayley lassen sich die höheren Singularitäten 
in vier Hauptarten einteilen, die durch folgende symbo
lische Ausdrücke bezeichnet werden können:

1. Ein Punkt, eine Tangente, ein Zweig.
Beispiele: Flachpunkt, Wendeflachpunkt.
2. Ein Punkt, eine Tangente, mehrere Zweige.
Beispiele: Selbstberührungspunkt, Schnabelspitze, Rück- 

kehrflachpunkt.
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3. Ein Punkt, mehrere Tangenten, mehrere Zweige. 
Beispiele: Dreifacher Punkt, »-facher Punkt.
4. Mehrere Punkte, eine Tangente, mehrere Zweige. 
Beispiele: Dreifache Tangente, n-fache Tangente.
a) Die Kurve (y* — 4) + (a;2 — 3)2 = 0 (Fig. 12) hat

die Geraden y±2 = 0 als dreifache Tangenten, deren drei

Fig. 12.

Berührungspunkte im Schnitt mit den Geraden x = 0, 
x — +/3 Fegen.

b) Die Kurve (xs — 2)a — (y2 — 4) (y2 — 1)! = 0 (Alg. 
K. I, S. 61 ff.) hat die Geraden x = +2 ebenfalls als drei
fache Tangenten.

§ 14. Auflösung der höheren Singularitäten.
Schon bei den binomischen Kurven vierter und höherer 

Ordnung treten höhere Singularitäten auf. Wollen wir für 
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eine der dort vorkommenden, höheren Singularität die 
äquivalenten elementaren Singularitäten suchen, so können 
wir dies in folgender Weise bewerkstelligen.

Wir führen in der Gleichung der Kurve, deren höhere 
Singularität im Ursprung liegen soll, eine oder auch 
mehrere kleine, konstante Größen e1, , ... derart ein,
daß für q = c, = 0 die neue Kurvengleichung

f(x^ y, , e2) = 0
die ursprüngliche Form f(x, y) — 0 der Kurvengleichung 
wieder annimmt und daß die Gleichung /"(a:, y, ex, e2) = 0 
eine Kurve darstellt, welche keine höhere Singularität 
mehr besitzt. Diese Kurve nennen wir nach Brill die 
penuhimaie Kurve-, in ihr ist die höhere Singularität in 
ihre äquivalenten elementaren Singularitäten zerlegt, so 
daß diese nicht mehr bei- oder ineinander, sondern neben
einander liegen. Aus ihr kann die höhere Singularität 
mit e1 = e2 = 0 erzeugt werden.

Wie die folgenden Beispiele zeigen, ist in ein
facheren Fällen ohne weitere Rechnung die Singularität 
auflösbar. Dieses von uns angewandte Verfahren darf 
aber nur mit der nötigen Vorsicht benützt werden, wenn 
es nicht zu falschen Schlüssen führen soll.

Eine genaue Methode, die wissenschaftliche Strenge 
mit leichter Anwendbarkeit verbindet, hat Brill ange
geben. Leider verbietet es uns der Raum, auf sie näher 
einzugehen, und wir müssen uns deshalb darauf be
schränken, den Leser, der sich hierüber genauer unter
richten will, auf die in den Math. Annalen, Bd. 16, S. 348 ff. 
stehende Abhandlung hinzuweisen.

1. Beispiel. Die Kurve (Fig. 13)
y = x2(x2— t2) oder y = x2(x— e)(r + s)

hat für s = 0 einen Flachpunkt. Da diese Kurve, wie 
Fig. 13 zeigt, in der Nähe des Ursprungs eine Doppeltangente 
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und zwei Wendepunkte besitzt, so ist der Flachpunkt äqui
valent einer Doppeltangente und zwei Wendepunkten. Durch 
dualistische Übertragung (vgl. S. 46) ergibt sich hieraus: 
Der Spitzpunkt — z. B. der Ursprung bei der Kurve yi = xi — 
ist einem Doppelpunkt und zwei Rückkehrpunkten äquivalent.

2. Beispiel. Für r, = ss = 0 hat die Kurve (Fig. 14) 
y = x (x* — e$ (x‘ — ef)

einen Wendeflachpunkt. In der Nähe des Ursprungs hat die 
Kurve drei Wendepunkte und drei Doppeltangenten, d. h. der

Wendeflachpunkt ist äquivalent drei Wendepunkten und drei 
Doppeltangenten. Die dualistische Übertragung ergibt:

Der Rückkehrspitzpunkt — z. B. der Ursprung bei der 
Kurve y* — x^ — ist äquivalent drei Rückkehrpunkten und 
drei Doppelpunkten, oder anders ausgedrüekt:

Der Rückkehrspitzpunkt entsteht durch Zusammenfallen 
von drei Rückkehr- und drei Doppelpunkten.

3. Beispiel. Bekanntlich hat die Kurve 
y =xt±x^

im Ursprung eine Schnabelspitze (vgl. Alg. K. I, S. 66, Fig. 33). 
Schreiben wir die Gleichung der Kurve in der Form

(y — x2)2 = x2 • x3 ,
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so sehen wir, daß im Ursprung ein Doppelpunkt und ein 
Rückkehrpunkt liegt. Wir trennen die in der Gleichung qua
dratisch auftretende Parabel y — x- = 0 in zwei Parabeln

[y — x(x — — (1 + e2)aä(a: —sj] .
Beide Parabeln gehen, durch den Ursprung und durch den 

{x = sA
_ q J . Lassen wir nun durch diesen Punkt die Ge

rade x = «j (an Stelle von x = 0) gehen, so lautet die Glei
chung der Kurve
(•) [y — x (x — ej] [y — (1 + ejx(x — £1)] = as3(m — e^2 .

In Big. 15 ist die penultimate Kurve (•) dargestellt mit 
E; =1 cm, e2 = 4 cm ; sie zeigt die Auflösung der Schnabel
spitze in einen Doppelpunkt, einen Dückkehrpunkt, einen 
Wendepunkt und eine Doppeltangente.



4. Abschnitt.
Kurven dritter Ordnung.

§ 15. Die Kurvengleichung.
I. Die allgemeine Gleichung.

Für die nichtzerfaüenden Kurven dritter Ordnung 
erhalten wir aus den Plüekerschen Formeln folgende 
Tabelle, worin bei den Singularitäten zwischen reell und 
imaginär kein Unterschied gemacht wird:

n k w r d t p

3 6 9 0 0 0 1

3 4 3 0 1 0 0

3 3 1 1 0 0 0
Für zerfallende C3 haben die Plüekerschen Formeln 

keine Geltung. Zerfällt eine C3 in eine C2 und eine Ge
rade, so hat die Kurve d = 2 Doppelpunkte. Zerfällt die 
C3 in drei Gerade, so wird d = 3. Für diese Zahl von 
Doppelpunkten liefert die Gleichung (2) S. 49 mit r = 0 
eine negative Zahl von Wendepunkten.

Aus der Tabelle ist ersichtlich, daß jede C3 minde
stens einen reellen Wendepunkt hat, da imaginäre Wende
punkte paarweise konjugiert auftreten müssen.

Die allgemeine Gleichung der Kurve dritter Ordnung 
(Ax* + Bx2 y + C xy2 + D y2} + (B x2 + F xy + Gy2) 

+ (Hx4-Jy)-j-K = 0 



§ 15. Die Kurvengleichung. 59

hat 44-3 + 24-1 = 10 Glieder, also, da mit einem 
Koeffizienten, z. B. + dividiert werden kann, 10 — 1 = 9 
unabhängige Koeffizienten*).  Hat eine Kurve einen Dop
pelpunkt, so besteht eine, hat sie einen Rückkehrpunkt, 
so bestehen zwei Bedingungsgleichungen zwischen den 
Koeffizienten, von denen dann nur noch 8 bzw. 7 unab
hängig sind.

*) Allgemein: Die Gleichung einer Cn läßt sich in der 
Form schreiben:
fn (x, y) = (x, y) + V1 (x, y) + (a:, y) + ... + <pn (x, y) = 0 . 
Die Zahl ihrer Glieder beträgt also

1 + 2 + 3+ ... +(» + l) = |(n + l)(n + 2)
Al 

und die Zahl ihrer unabhängigen Koeffizienten

Durch neun gegebene Punkte läßt sich im allgemeinen 
eine C3 legen; denn die neun gegebenen Punkte liefern 
ebenso viele lineare Gleichungen (durch Einsetzen ihrer 
Werte in die allgemeine Kurvengleichung) zur Bestim
mung der neun Koeffizienten.

n. Plückers symbolische Gleiehungsformcn.
Sind G = 0 , Gx = 0 , G3 = 0, G3 = 0 die Glei

chungen von vier Geraden, und ist 2 ein konstanter Faktor, 
so kann nach Plücker die Gleichung einer Kurve dritter 
Ordnung in einer der drei Formen geschrieben werden: 
(1) G^^^kG = 0,
(2) ^^^+2^ = 0,
(3) Gt G. G3 + 2 G  = 0 .*

Die Gleichung (1) heißt Asymptotengleichung der C3, 
weil Gt = 0, G3 = 0, G3 — 0 ihre Asymptoten sind.
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Dies folgt sofort aus der homogenen Form der Kurven
gleichung:
(1*) f~G1GiGi+kGcoi = Q.

Die Schnittpunkte der drei Asymptoten mit der 
Kurve f = 0 liegen auf der Geraden G = 0 ; diese wird 
die „Begleiterin“ der unendlich, fernen Geraden co = 0 
genannt. Die Gleichung jeder Kurve dritter Ordnung 
mit drei reellen, bzw. einer reellen und zwei imaginär 
konjugierten Asymptoten läßt sich folgendermaßen auf 
die Form (1) bringen:

Man ermittelt der Reihe nach die Asymptoten G, = 0, 
G.2 = 0 , G3 = 0 , worauf sich durch Koeffizientenverglei
chung der Ausdrücke f und G1 • G2 • Gs + z G die Form (1) 
auf eine einzige Art ergibt.

Auf diese Form der Kurven gleichung, also auf das 
Verhalten der Kurve dritter Ordnung im Unendlichen, 
speziell hinsichtlich ihrer Asymptoten, gründet Plücker 
(System der analytischen Geometrie, 1835) seine Ein
teilung der C3 .

Die Gleichung
(2) G^ G2 G3 -j- z G- = 0
stellt eine Kurve dritter Ordnung dar mit den Tangenten 
Gt = 0, G2 = 0, G3 = 0, deren Berührungspunkte auf 
der Geraden G = 0 liegen. Aus der homogenen Form. 
(2*) G^ G2G3 X G- co = 0
folgt, daß die Tangenten Gr = 0, G2 = 0, G& = 0 par
allel zu den Asymptoten laufen.

Um die Gleichung einer C3 in diese Form zu bringen, 
bestimmt man die drei Geraden parallel zu den Asym
ptoten durch den Nullpunkt G' = 0 , G" = 0, G"' = 0 
(vgl. Alg. K. I, S. 87). Setzt man nun G± = G' + r 
G2=G"-j-p2, G3 = G'"-j-p3 , so erhält man durch.
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Koeffizientenvergleichung der Ausdrücke f und Gx G., G3 
+ a.G2 . wo G = x x + ßy + /, zur Bestimmung der 
sieben unbekannten Größen p, , p2 . p3 , x, ß, y, K 
sechs Gleichungen, da G' G" G'" gleich dem Aggregat 
der vier Glieder dritten Grads der Kurvengleichung ist. 
Diese Gleichungen gestatten, sechs der Unbekannten zu 
bestimmen; es läßt sich also eine C3 auf unendlich viele 
Arten in die Gleichungsform (2) bringen.

Aus der Gleichung

(3) Gx G2 G3 +G3 = 0
folgt: Die drei Geraden G{ = 0 , G2 = 0 , Gs = 0 sind 
Wendeiangenten und ihre Berührungspunkte liegen auf 
der Geraden G = 0 oder mit anderen Worten:

Drei Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung liegen 
in einer Geraden.

Dieser Satz läßt sich auch in der Form aussprechen: 
Eine Gerade durch zwei Wendepunkte enthält noch 

einen dritten*).

*) Mit Rücksicht auf den zur Verfügung stehenden Raum 
müssen wir es uns versagen, auf die Konfiguration der neun 
Wendepunkte einer C3 näher einzugehen. Wir verweisen den 
Leser, der sich hierüber eingehender unterrichten will, auf das 
Lehrbuch von Wieleitner I, S. 213ff., sowie auf die reichhal
tigen Literaturangaben in Kohn (L. V. 6), S. 475 ff.

m. Newtons Normalformen.
Zur Klassifikation der C3 hat schon Newton versucht, 

die allgemeine Gleichung auf einfachere Formen zurück
zuführen. Newton kam auf folgende vier Hauptformen: 
xy2 + ey = f3(x)-, xy = f3(x)- ya = f3(x); y = f3(x), 
wo f3 (x) = a a;3 4- 6 x2 c x + d .
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Unter diesen ist
(1) y2 = a x3 + 6 xs + c x + d
die wichtigste. Aus der homogenen Form der Glei
chung (1) folgt mittels des Prinzips der linearen Kom
bination sofort, daß die durch (1) dargestellten Kurven 
im unendlich fernen Punkt der y-Achse ihren reellen 
Wendepunkt und die unendlich ferne Gerade zur Wende
tangente haben. Diese Kurven nannte Newton „diver
gierende Parabeln“, da sie alle als Näherungskurve im 
Unendlichen die Rückkehrparabel y2 = a x3 haben, also 
wie diese ins Unendliche gehen (vgh Fig. 20, S. 72).

Wir beweisen den
Satz: Jede Kurve dritter Ordnung läßt sich in eine 

Kurve projizieren, deren Gleichung lautet
(1) y2 — ax3 -J- bx2 -{- cx + d .

Wir denken uns die Kurve (1) in der sy-Ebene eines 
räumlichen rechtwinkligen Koordinatensystems und einen 
durch(l)gehenden Kegelmit SpitzeS. Diesen Kegel schnei
den wir mit einer beliebigen Ebene E durch die z-Achse; 
die Schnittkurve ist nichts anderes als die Projektion 
der Kurve (1) von 8 aus auf die Ebene E. Der Wende
punkt von (1) im unendlich fernen Punkt der y-Achse 
wird dabei zum Schnittpunkt der durch S zur y- Achse ge
zogenen Parallelen mit E und die neue Wendetangente geht 
parallel der xy-Ebene. Die (xz)-Projektion der Schnitt
kurve ist wiederum eine Kurve dritter Ordnung, welche 
den Schnittpunkt der durch 8 zur y-Achse gezogenen 
Parallelen mit der xz-Ebene als Wendepunkt und die 
Parallele zur x- Achse durch diesen Punkt zur Wende
tangente hat.

Jede Kurve dritter Ordnung hat einen reellen Wende
punkt Durch Verschiebung und Drehung des Koor
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dinatensystems legen wir diesen in den Punkt (0, 1) 
der x z-Ebene und die Wendetangente parallel zur x-Achse. 
Dann ist die Gleichung der Kurve von der Form
(2) ®3+ (z — 1) (Ax2 + ßxz + Cz2 + Dx + Sz + F) = 0 .

Wir zeigen, daß es zu jeder gegebenen Kurve (2) 
eine Ebene E = y — mx — n = 0 und einen Punkt 
S(x, ß, y) = (0, ß, 1) gibt, so daß S die Projektion 
von (2) parallel der y-Achse auf E in eine Kurve (1) 
projiziert, womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist.

Das System
(x — a. — 2(z — y)} , f x=2(z — 1)]
\y—ß = Kz — 7}} \y — ß = p-(z~m 

stellt bei veränderlichem z und p das durch den Punkt 
(a, ß, y), d. h. (0, /?, 1) gehende Geradenbündel dar. 
Soll nun eine Gerade (3) die in der Ebene z = 0 liegende 
Kurve (1) schneiden, so müssen die Gleichungen z — 0, 
(1) und (3) für den Schnittpunkt (x, y, z) zusammen 
bestehen. Durch Elimination von x, y, z aus diesen vier 
Gleichungen erhält man somit als Bedingung für 2 und p 
(4) (ß — p)2 = — al3+b^ — c2 + d. -
Setzen wir aus (3) die Werte für 2 und p in (4) ein, so 
ergibt sich als Gleichung des Kegels nach einfacher 
Umformung
(z—l)(ßz—y)2=— ax3 + b(z— l)as2 — c(z — l)sx+d(z— l)3. 
Die Projektion der Sehnittkurve dieses Kegels mit E auf 
die xz-Ebene hat die Gleichung
. . ((z — l)(ßz — mx — n)2-j-ax3 — b(z — l)x2
' l +c(z — l)2x - d(z - l)3 = 0 .

Durch Vergleichung der Koeffizienten von (5) und (2) 
erhält man zur Bestimmung der sieben Größen ß; m, n ;
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a, b. c, d und eines Proportionalitätsfaktors o, mit 
welchem (2) bei der Vergleichung von (2) und (5) mul
tipliziert wird, neun Gleichungen, welche sieh auf die 
folgenden sieben reduzieren:

o = a
d A = —b -j- m?
oB — +c — 2 ßm
dC = -d + ß*
o D = — c 4- 2 mn
dE = A-^d — 2 ßn 
d F = -d—n1.

Aus diesen Gleichungen ergibt sich nach einigen Um
formungen :

ß = e(2G + E)
m = —o(B 4- D)
n — —ß(E + 2 F)
o = 4 o2(C + E F)
o = 4 o2(G + E+F)
b = -4 o2 A(G 4- E = F) + o*(B + Df
c = -4 o*D(G + E + F) + 2 o2(&+ D)(E + 2F) 
d=-± o-F(G + + 2 F)2 ,

wo q eine neue, willkürlich bleibende Größe ist. Aus 
(1) wird damit

y'2^ (C+E+F)^-Ax2-Dx-F)+[(B+D) x+ (E+2 J^j2}
Man kann also jede Kurve (2) in unendlich viele Kur
ven (1) projizieren. Die Größe G -{- E -f- F kann nicht 
Null sein, weil sonst der Punkt (0 , 1) der ais-Ebene auf 
dem Kegelschnitt (Ax2 + Bxz 4. ... 4 J = 0 liegen 
würde, also die Kurve (2) in diesem Punkt (0 , 1) keinen 
Wendepunkt, sondern einen Doppelpunkt hätte.

Der Beweisgang versagt nur dann, wenn die Kurve (2) 
ihren reellen Wendepunkt nicht im Punkt (0, 1), son- 
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dem im Unendlichen hat. Man kann dann diesen unend
lich fernen Wendepunkt durch Drehung in die Richtung 
der z-Achse bringen, so daß an Stelle von (2) die Glei
chung tritt
(2') x3 + Axs + Bxz + Gz2 + Dx + Ez + F = 0 .

Die Kurve (2') läßt sich parallel der y-Achse 
auf eine Ebene y — px + qz r projizieren und diese 
Projektion parallel der z-Aehse in eine Kurve (1), wie 
die Koeffizientenvergleichung von (2') und
(5') —{px-T~qz-!!-T')2-]-ax3-l!-bx2-1s-cx-rd = 0
zeigt. Die Kurve (5') ist die (x, z)-Projektion der Schnitt
kurve des durch (1) gehenden Zylinders parallel der 
z-Achse mit der Ebene y — px + qz r .

IV. Projektive Erzeugung von Kurven dritter'Ordnung.
Bekanntlich lassen sich die Kegelschnitte erzeugen 

als geometrischen Ort der Schnittpunkte entsprechender 
Elemente zweier projektiver Strahlenbüschel
/ J = 0 1
U 1^3 + 2G, = 0 f ’

wobei man das Erzeugnis durch Elimination des Para
meters 2 aus den beiden Gleichungen (*) in der Form 
(?! Gt - G^ Gs = 0 erhält.

Ebenso ergeben sich die Kurven dritter Ordnung als 
Ort der Schnittpunkte entsprechender Elemente eines Strah- 
lenbüschds und eines dazu projektiven Kegelschnittbüschds. 
Ist das Strahlenbüschel durch die Gleichung 
(1) ^ + 2^ = 0
und das Kegelschnittbüschel durch die Gleichung 
(2) ^+2^ = 0

Beutel, Algebraische Kurven n. 5 
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dargestellt, so erhält man als Erzeugnis der beiden pro
jektiven Gebilde durch Elimination von 2 aus den beiden 
Gleichungen (1) und (2)
(3) G, Ks - G2 = 0 .

Diese Kurve dritter Ordnung geht durch die vier

> des Kegelschnittbüschels und

durch den Mittelpunkt _ q | des Strahlenbüschels.

Da in der Gleichung (3) 14 Konstanten enthalten 
sind, in der allgemeinen Gleichung der Kurve dritter 
Ordnung jedoch nur neun, so läßt sich vermuten, 
daß die Gleichung jeder Kurve dritter Ordnung in die 
Form (3) gebracht werden kann, und dies ist wirklich 
der Fall.

§ 16. Einteilung der Kurven dritter Ordnung.
Die Klassifikation der C3 ist ein seit Newton viel

fach behandeltes Problem. Weil diese Einteilungen von 
verschiedenen Gesichtspunkten aus unternommen wurden, 
sind sie sehr ungleich ausgefallen. Im allgemeinen wird 
ein Einteilungsprinzip für um so besser gehalten, je kleiner 
die Zahl der Gattungen und Arten der Kurven wird und 
je weniger Willkürlichkeiten bei seiner Aufstellung in 
Betracht kommen. Newton hat in seiner Enumeratio 
weniger eine Einteilung der C3 geben wollen, als viel
mehr nur eine Aufzählung der verschiedenen Arten 
Euler, Cramer und Plücker legten ihrer Einteilung 
nach dem Vorgang Newtons das Verhalten der Kurve 
im Unendlichen zugrunde. So erhält Euler 16 Gat
tungen, Cramer 14 und Plücker deren 19, aus denen er 
219 Arten ableitet.
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I. Die Einteilung nach Klasse und Geschlecht.
Nach Cayley sollte sich die Einteilung der C3 auf 

der Grundlage der Projektivität aufbauen. Mit der Ord
nung einer Kurve ist durch die Plückerschen Formeln 
die Klasse eng verbunden, die nach dem Dualitätsprinzip 
ein der Ordnung einer Kurve gleichartiger Begriff ist. 
Bei der Projektion einer Kurve bleibt offenbar die Klasse 
wie die Ordnung erhalten; zwei Kurven derselben 
Klasse sind aber nicht immer ineinander projizierbar 
(vgl. z. B. die Dreiecks- und Viereckskurve dritter Ord
nung S. 70). Die Einteilung nach der Klasse ist also 
keine projektive.

Nach der Tabelle auf S. 58 lassen sich die Kurven 
dritter Ordnung in drei Gattungen einteilen:

a) Kurven dritter Ordnung sechster Klasse;
b) „ „ „ vierter „ ;

_ c) „ „ „ dritter „ .
Die Kurven dritter Ordnung sechster Klasse (Cf) sind 

Kurven ohne vielfachen Punkt] man bezeichnet sie des
halb als allgemeine oder nichtsinguläre C3.

Die Kurven dritter Ordnung vierter Klasse (Cf) besitzen 
einen Doppelpunkt, der Selbstschnitt der Kurve (eigent
licher Doppelpunkt) oder isolierter Punkt sein kann.

Die Kurven dritter Ordnung dritter Klasse (Cf) zeichnen 
sich durch einen Pückkehrpunkt (Spitze erster Art) aus.

Dies ist auch zugleich eine Einteilung nach dem 
Geschlecht.

Die nichtsingulären Cs sind vom Geschlecht 1 (ellip
tische Kurven dritter Ordnung)*),  die singulären C3 (Kur

*) Durch passende Koordinatentransformation läßt sieh 
die Gleichung der Kurve auf die Form, bringen:

5*
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ven mit Doppel- oder Rückkehrpunkt) vom Geschlecht 0 
(rationale Kurven dritter Ordnung).

D. Die Einteilung nach der Gestalt.
Die nichtsinguläre C3 hat zwei verschiedene Grund

formen: Die eine Grundform ist einteilig und besteht aus

0

einem unpaaren Zug mit drei Wendepunkten (Fig. 16); 
die andere Grundform (Fig. 17) ist zweiteilig und besteht 

y = X(y — X^y-X) .
Mit g X = z , g y = 1?
erhalten wir ß ] (1 —— z2)

Setzt man nun l = snw, wo 
z

dl_______
— ^(l —Ä’l*) ’

cnw = V1 — sn2 w und dn« = }' 1 — ä2 sna u , 
so hat man

_ gx = snu, ey = snsw, e = cnw-dnw.
Diese Gleichungen sind eine parametrische Darstellung 

der Kurve durch elliptische Funktionen, womit die Bezeich
nung elliptische Kurve dritter Ordnung erklärt ist.
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aus einem ebenfalls unpaaren Zug in Gemeinschaft mit 
einem paaren Zug ohne Wendepunkt (Oval). Beide Grund
formen lassen sich durch Deformation einer zerfallenden 
Kurve dritter Ordnung erhalten. Stellt 0=0 einen 
Kegelschnitt, G — 0 und G± = 0 Geraden, ferner k eine 
genügend klein zu nehmende Konstante dar, so liefert die 
Gleichung

0-<?+Ä;=O
eine zweizügige C3 mit G = 0 als Wendeasymptote 
(Big. 17), die Gleichung

0C?4- kGr = 0
eine einzügige C3 mit G = 0 als Asymptote (Fig. 16).

Die einteilige nichtsinguläre C3 (Fig. 
18, a) entsteht aus der singulären Kurve 
mit Doppelpunkt durch „Verbinden am 
Knoten“, die zweiteilige C3 (Fig. 18,6) durch 

Ein

eine

zig. 18

„Trennen am Knoten“. Stellt f= 0 
singuläre C3 dar, so gibt die Glei
chung f-\-k= O den Fall a, bzw. 
b, je nach dem Vorzeichen der Kon
stanten k.

Im ganzen hat man bei der 
teilung nach der Gestalt fünf 
Gattungen von Kurven dritter 
Ordnung:
1. die einzügige Kurve dritter 

Ordnung (nichtsinguläre C3 
ohne Oval);

2. die zweizügige Kurve dritter 
Ordnung (nichtsinguläre C3 
mit Oval);
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3. die Kurve dritter Ordnung mit reellem Doppel- J 
punkt (Selbstschnitt); ®

4. die Kurve dritter Ordnung mit isoliertem Doppel- g 
punkt;

5. die Kurve dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt g
Dies ist die Fünfteilung von Newton.
Die Gattung 1. enthält im ganzen drei Arten. Zieht 

man die drei Wendetangenten, welche die einteilige Kurve

besitzt, so teilen diese und die Verbindungsgerade der 
drei Wendepunkte die Ebene in elf Felder, welche vier 
Dreiecke und drei Vierecke bilden und wir erhalten fol
gende drei Arten (Fig. 19 a, b, c):
a) Die Kurve verläuft innerhalb von drei Dreiecken (Drei

eckskurve);
b) die Kurve verläuft innerhalb von drei Vierecken (Vier

eckskurve);
c) die drei Wendefangenten gehen durch denselben Punkt 

(Übergangskurve).
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Damit hätten 'wir eine Siebenteilung, die zuerst Möbius 
angegeben hat.

Die Kurvengleichung hat in den letzten drei Fällen 
die Form + = ,

wo Wt — 0, W2 = 0, W3 = 0 die Gleichungen der 
Wendetangenten in den drei reellen Wendepunkten sind 
und G = 0 die Gerade ist, auf welcher jene drei Wende
punkte liegen (vgl. S. 61).

m. Die Newtonsehe Einteilung.
Newton geht von der auf S. 62 ff. behandelten Grund

form aus:
(1) y- = a x3 -|- b x2 -j- c x - - d .

Aus ihr lassen sich ebenfalls fünf, bzw. sieben ver
schiedene Kurvenformen H ableiten.

Zerlegt man die rechte Seite von (1) in ihre linearen 
Faktoren, so daß Gleichung (1) die Form annimmt 

y2 = a(x — oc)(x — ß)(x — y) , 
so können wir mit Newton fünf Hauptfälle unterscheiden 
(Fig. 20):

I. Atte Wurzeln sind reell und verschieden und zwar 
sei a < ß < y . Die Kurve besteht aus einem Oval und 
einem sich ins Unendliche erstreckenden Zweig; die un
endlich ferne Gerade ist Wendetangente: Zweizügige Kurve. 
(Parabola campaniformis cum ovali).)*

H. Atte Wurzeln sind reell und zwei sind gleich: 
ß = y> oc . Die beiden Kurvenzweige vereinigen sich 
in einem Knoten: Kurve mit Doppelpunkt. (Parabola 
nodata.)

*) Die in Klammer stehenden lateinischen Namen stammen 
von Newton.
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III. Alle Wurzeln sind reell und zwei sind gleich: 
<x = ß . Das Oval des Falles I zieht sich auf einen 
isolierten Punkt zusammen: Kurve mit isoliertem Punkt. 
(Parabola punctata.)

IV. Eine Wurzel (a) ist reell, die beiden andern sind 
konjugiert imaginär. Diese Kurve entsteht aus der vorigen

i der isolierte Punkt ver- 
Einzügige Kurve. (Para-

drei Wurzeln sind gleich
y : Kurve mit Spitze. (Para

bola cuspidata.)
Wie schon früher 

—erwähnt wurde (vgl.
S. 70), lassen sich bei 
der einzügigen Kurve 
drei Gattungen unter

scheiden. Hat die Kurven
gleichung die Form

(x — x)(x~ß)(x — y) , 
so kann die Zahl der höchsten und tiefsten Punkte (Kul
minationspunkte) als Unterscheidungsmerkmal genommen 
werden.

4
Beträgt die Zahl dieser Punkte 2

0
so ist die Kurve eine

Viereckskurve (Fall b S. 70)
Übergangskurve (Fall c S. 70)
Dreieckskurve (Fall a S. 70)

Analytisch ist dieser Entscheid aus folgender Ent- 
wicklung zu entnehmen.
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Sei
f = a (x — x)(x2 + px + q) — y2 = 0

die Gleichung der Kurve mit der Bedingung p2 — 4 q < 0 .
Dann werden die Abszissen der Kulminationspunkte 

geliefert durch die Gleichung

Ist nun die Diskriminante dieser in x quadratischen
Gleichung _

p2 + ap + a3 — 3 q== 0 ,
so ist die Kurve eine

Vierecks- 1 (Fig. 21, b)
Übergangs- !■ kurve dritter Ordnung (Fig. 21, c) .
Dreiecks- J (Fig. 21, a)

Damit haben wir also eine Siebenteilung der Kurven 
dritter Ordnung, welche nach § 15, HI projektiv ist.
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§ 17. Rationale und zirkulare Kurven dritter 
Ordnung.

Alle Kurven dritter Ordnung mit einem Doppel- oder 
einem Rückkehrpunkt nennt man auch, rationale C*. 
Legt man nämlich durch diesen Punkt einen Strahlen
büschel vom Parameter 2, so lassen sich die Koordi
naten x und y eines beliebigen Kurvenpunkts auf dem 
8. 52 angegebenen Wege als rationale Funktionen von 
1 darstellen.

Zirkulare sind solche Kurven dritter Ordnung, 
deren Gleichung auf die Form gebracht werden kann 
(1) (ax + ßy)(x2 + ys)
+ («1 x2+2 bi xy-]-c1y2+d1xa>-]-e1 y 00+^ w) co = 0 .

Jede zirkulare O3 geht durch die zyklischen Punkte 
P } und hat eine reelle Asymptote parallel

zur Geraden a x + ß y = 0 .
Nehmen wir diese Gerade zur x'- Achse und die da

zu im Ursprung senkrechte Gerade zur y'- Achse, so er
hält man die Gleichung der Kurve im (xr y')- System 
mittels der Transformationsformeln

ax' + ßy' ßx' + ay'
X =------- - : " , V = ----; 1 —— -.....y®2 + ß* ß*

in der Form
y'(xn + yn) + a2xn -\-2b3 x' y' + cä yn 

+ d3x' — e^y' 4- = 0 ,
wo 4 — fi ist oder, wenn wir statt x'. y' wieder x und 
y schreiben
(2) y(x2 + y2)+ aix2+2bixy + c^y^+d^x+e^y+f^Q .

Die beiden zu x -j- i y = 0 und x — iy = 0 par
allelen imaginären Asymptoten haben die Gleichungen

x2 +
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x = ±iy - b2 ± j- dg) , 

also einen reellen Schnittpunkt mit den Koordinaten 

den außerordentlichen Brennpunkt oder das Zentrum der 
Kurve*).

*) Brennpunkte einer Kurve nennt man die Schnitt
punkte der aus den imaginären Kreispunkten

{a; + iy — 0 1
co = 0 J 

Nehmen wir diesen Punkt unter Beibehaltung der 
Achsenrichtung als Koordinatenanfang, ersetzen also x 
und y durch

x-bg und y 4- ,

so erhalten wir eine Gleichung von der Form
(3) (y + + y3) + 6x + cy + d = 0 .

Aus der homogenen Form der Gleichung folgt, daß 
y 4- a = 0 Asymptote ist. Diese schneidet die Kurve 
in dem Punkt

ac — d 
x =---- ----- , y = — a .

Dieser Punkt wird der Hauptpunkt der Kurve genannt
Die Gleichung (3) können wir ersetzen durch das 

simultane System der beiden Gleichungen
(• z3 4- y- — r3 = 0
| (y + °)(r2 + c) + b (x — j = 0 ' ’ 

wo r ein willkürlicher Parameter ist Aus diesem
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Gleichungssystem folgt: Jede zirkulare Kurve dritter 
Ordnung ist Ort der Schnittpunkte eines Strahlenbüschels 
durch den Hauptpunkt und eines um den außerordentlichen 
Brennpunkt beschriebenen, zu jenem projektiven Büschds 
konzentrischer Kreise. (Deshalb heißt der außerordent
liche Brennpunkt auch Zentrum.)

Ist die zirkulare Cz symmetrisch in bezug auf eine Achse, 
z. B. die y- Achse, so lautet nach (2) ihre Gleichung, wenn 
der Schnittpunkt mit der Achse Koordinatenursprung ist: 
(5) y(x2 + y2) 4- ax2 + by2 + cy = 0 .

Der Übergang zu Polarkoordinaten liefert
„ . acos2« 4- hsin3®

e2 + Q--------~-------- --  + e = 0 .sinoo
Sind ot und p2 die Wurzeln dieser Gleichung, so ist

& & = C 1
d. h. die Kurve (5) wird durch eine Inversion mit der 
Potenz c und dem Ursprung, also dem außerordentlichen 
Brennpunkt, als Inversionszentrum in sich selbst trans
formiert*).

an die Kurve gezogenen Tangenten. Die vier Brennpunkte 
der Kegelschnitte, von denen nur zwei reell sind, genügen 
dieser Definition.

*) Die Inversion oder die Transformation durch rezi
proke Radien ordnet zwei auf demselben Strahl durch das 
Inversionszentrum 0 gelegene Punkte P1 und Ps einander 
derart zn, daß die Beziehung besteht:

0P1 • 0P„ = c oder o, g„ = c .
Der Kreis um 0 mit Radius | c heißt Inrersionskreis; dieser 
ist bei negativem c imaginär.

Alle diejenigen Kurven, die durch eine Inversion in 
sich selbst transformiert werden können, haben nach dem 
Vorschlag von Moutard die Bezeichnung anallagmatische 
Kurven erhalten (a privans und dUartco = ich ändere).
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Die rationalen zirkularen Kurven dritter Ord-

versionszentrum auf K liegt. Ein beliebiger Kegelschnitt, 
welcher durch den Ursprung geht und in ihm die y-Achse 
zur Tangente hat, ist dargestellt durch die Gleichung 
(1) K = ax1 + bxy + cy* + x = 0 
oder in Polarkoordinaten (o'. y)

q' (a cos2g? + & cosg? sing? + c sin2gs) + cosg? = 0 .
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Mit der Gleichung
(2) o / = r! ,
die diese Transformation herstellt, folgt daraus für die 
gesuchte inverse Kurve
(3) Qcos<p + r2(acoss<p + öcos^sin^ + csin2<p) = 0

oder in Punktkoordinaten
(4) x(x2 + y2) + r2 (a x2 + 6 x y c y2) = 0 .

Gleichung (4) stellt eine rationale, zirkulare Kurve 
dritter Ordnung dar mit einer Asymptote parallel der 
Nullpunktstangente von K und dem Ursprung (In-
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Versionszentrum) 0 als Doppelpunkt. Dieser ist ein 
isolierter Punkte
Rückkehrpunkt k je nachdem — 4 ac 0, d.h. K eine 
Doppelpunkt '
Ellipse \
Parabel > ist (Fig. 22a, b, c).
Hyperbel)

Außerdem erhalten wir rationale zirkulare 
als Fußpunktkurven der Parabel, d. h. als geometrischen 
Ort der Fußpunkte der Lote, die von einem festen Punkt, 
dem Pol, auf sämtliche Tangenten der Parabel gefällt 
werden.

Die Parabel habe die Gleichung y- = 2 px und der 
Pol 0 die Koordinaten a und ö .

Die Gleichung einer beliebigen Parabeltangente lautet: 

und das Lot auf sie durch den Punkt («> &)

—— (x — a). 
m

Wird aus diesen beiden Gleichungen m eHminiert 
so erhalten wir als Gleichung der Fußpunktkurve der 
Parabel
2(a; — afx- + y2) — 2 lax + by)(x — a) + p (y — Ff = 0.

Aus der Gleichung dieser Kurve in der Form
2 y (x — a^y — b) + 2 x(x — af + p (y — 6)« = 0 

oder
2 (x — a)[y (y — b) + x (x — a)] + p (y — bf = 0 

ersehen wir, daß sie den Pol (a, b) als Doppelpunkt und
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Fig. 23 a.

eine Asymptote parallel x — a = 0 hat mit der Gleichung

Px = a — — .2
Bringen wir durch Koordinatenverschiebung den Pol 

in den Ursprung, ersetzen also in der Kurvengleichung 
x — a und y — b durch x und y. so erhalten wir die 
Gleichung

x (x3 + yz) + ax11 + bx y + ~ys = 0 ,

welche die Form der Gleichung (4) hat.
Wir haben somit den Satz:
Pie Fußpunktkurve der Parabel ist eine rationale zir

kulare Kurve dritter Ordnung mit dem Pol als Doppel
punkt und ihrer Asymptote parallel zur y- Achse. Der
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wirklicher Doppd-\
Doppelpunkt ist ein Rückkehr- > punkt, je nach

isolierter Doppel- J 
außerhalb।

dem der Pol auf > der Parabel liegt (Fig. 23a, b, c). 
innerhalb >

Beutel, Algebraische Kurven XL 6



5. Abschnitt.
Kurven vierter Ordnung.

§ 18. Plückers Form der Kurvengleichung.
Die allgemeine Gleichung einer Kurve vierter Ord

nung enthält n (n + 3) = 14 unabhängige Konstanten 
(vgl. 8. 59, Anm.). Hat die Kurve ein, zwei oder drei 
Doppelpunkte, so vermindert sich die Zahl der Konstanten 
auf 13 bzw. 12 oder 11. Die Gleichung der allgemeinen 
kann in zwei quadratische, einen kubischen und einen 
linearen, einen quadratischen und zwei lineare oder in 
vier lineare Faktoren zerfallen. Dem entspricht geome
trisch ein Zerfallen der in zwei Kegelschnitte, in eine 
Kurve dritter Ordnung und eine Gerade, in einen Kegel
schnitt und zwei Gerade oder in vier Gerade.

Plücker*)  hat zuerst gezeigt, daß die Gleichung einer 
Kurve vierter Ordnung ohne mehrfache Punkte auf die 
Form gebracht werden kann

*) J. Plücker, Algebraische Kurven, Bonn 1839, S. 228; 
vgl. auch Wieleitner I, S. 266 ff.

(1) G, G2 G^^k^,
dabei sind Gt = 0 Geraden und 0 = 0 ein Kegelschnitt. 
Aus (1) folgt, daß die Gt Doppeltangenten erster Art sind 
(vgl. 8.47), wenn ihre vier Schnittpunkte außerhalb 0 
liegen und daß 0 ein durch die-acht Berührungspunkte 
dieser Doppeltangenten gehender Kegelschnitt ist. Für die
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allgemeine Ci bedingt jede Doppeltangente erster Art 
zwei reelle "Wendepunkte (vgl. Fig. 8). Atan hat also die 

Sätze: Die acht Berührungspunkte der vier Doppel
tangenten erster Art liegen auf einem Kegelschnitt. Die 
nichtsinguläre Kurve vierter Ordnung hat vier Doppel
tangenten erster Art und doppelt so viel reelle Wendepunkte.

Da man zeigen kann, daß die Maximalzahl der 
Doppeltangenten erster Art = 4 ist*),  so gilt der 
weitere

*) Vgl. Wieleitner I (L. V. 13), S. 265.
**) Vgl. die Tabelle auf S. 91.

Satz: Unter den 24 Wendepunkten, die eine allge
meine nichtsinguläre Kurve vierter Ordnung hat**),  sind 
höchstens acht reell.

Geht der Kegelschnitt 0 durch einen Schnittpunkt 
zweier der Geraden G{ , so hat die Ci in diesem Punkt 
einen Doppelpunkt. Wir haben also den

Satz: Geht der Kegelschnitt 0 der durch die Glei-
* 1]

chung J^GiA-Ä 02=O dargestellten durch 2 1 Schniit-
1=1 3)

punkte von je zweien der Geraden G{, so hat die Ci

2 > Doppelpunkte.

Geht der Kegelschnitt 0 durch vier Schnittpunkte der 
Geraden Glz Gs , G3, G±, so zerfällt die in zwei 
Kegelschnitte, die selbst wieder einzeln oder beide in 
Geradenpaare zerfallen können, da jetzt vier Doppel
punkte auftreten. Diese sind die Schnittpunkte der bei
den Kegelschnitte bzw. der Geradenpaare.

6*
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§ 19. Höhere Singularitäten bei Kurven vierter 
Ordnung.

Wie wir schon früher erwähnt haben (S. 53), kom
men höhere Singularitäten erst bei den Kurven vierter 
Ordnung vor. Um nun die hier möglichen Fälle zu er
läutern, nehmen wir an, daß der Ursprung ein Doppel
punkt sei, dessen beide Tangenten mit der y- Achse zu
sammenfallen. Dann lautet die Gleichung der Kurve:

y*  = h y) + 4 ^y) ,

*) Die hier und im folgenden auszuführenden Rechnungen 
müssen wir aus Mangel an Raum dem Leser überlassen.

WO
f*  (x y) — a + 6 y + c x y2 + >

4(«, y) = ex^ + fa^y + gx2y2 + hxy3 + k^ .
Je nachdem wir die Koeffizienten a, b, c, ... k be

stimmten Bedingungen unterwerfen, erhalten wir ver
schiedene Singularitäten. Ist a nicht Null, so liefert uns 
das analytische Dreieck (Alg. K. I, S. 117 ff.) im Ursprung 
die Näherungskurve*)

y2 = ax3 ,
d. h. die Kurve hat im Ursprung einen Rückkehrpunkt, 
also keine höhere Singularität. Damit solche auftreten 
können, muß notwendig a = 0 sein.

1. Mit a = 0 erhalten wir als Näherungskurven 
zwei Parabeln, deren Gleichungen die Form haben:

y = x2 , y = m^x2 , 
und die C4 hat folgende Gleichung:

(y — x2){y — ®2) = cxy2 + dy3 + fx3y
+ sxl y2 + hxys + k^ ;
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die Kurve hat im Ursprung einen SeLbstberührungs- 
punkt oder einen Berührungsknoten. Sind und m2 
gleichzeichig 1 _
ungleichzeichigj ’ S0 hegen belde Kurvenzweige, auf 
derselben 1 ~ ,
verschiedenen/ Selten der ^A°hse'

Beispiele: Von den zahlreichen speziellen Kurven vierter 
Ordnung mit einem Selbstberührungspunkt fuhren wir nur 
einige wenige an.

1. Die Kappakurve. Man beschreibt über der beliebig ge
wählten Strecke OA (Fig. 24) als Durchmesser den Kreis und 

Fig 24.

trägt die konstante Strecke AP=a als Sehne ein. Die 
Punkte P beschreiben bei veränderlichem OA die Kappakurve, 
deren Gleichung lautet

(m2 + y-) y* = a~ x- .
Aus der Polargleichung q = a ctgy folgt die Konstruktion: 

Beschreibe um 0 mit Radius OB = a einen Kreis, ziehe einen 
beliebigen Radius OD , OPA. OD und DPA. OB . Dann 
ist P ein Punkt der Kappakurve. Der Ursprung ist Selbst
berührungspunkt mit x = 0 als Tangente; die Geraden y ± a = 0 
sind Asymptoten ^Tangenten im Doppelpunkt .
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2. Die Jerabeksche Kurve. Auf dem Radius OA~a 
eines Kreises (Fig. 25) liegt Punkt B im Abstand b vom Ur
sprung 0. Ist OC ein beliebiger Radius des Kreises und 
BP A. BC, so ist P ein Punkt der Kurve mit der Gleichung 
(OA ist x- Achse)

a2 (x2 + y* — b x)2 + b2 (x2 + ^(x — b)2 = 0 .

P ein Punkt derIst UP || AO und CPAOA, so ist
Kurve (Fig. 26). Ihre Gleichung lautet 

x2 y2 + a° (x‘ — a2) = 0 ;
die Kurve hat den Punkt (x = 0, o = 0) als (unendlich fernen)
Seibstberührungspunkt mit x — 0 als Tangente (Asymptote).

Da der Seibstberührungspunkt durch Zusammenfallen 
zweier Doppelpunkte entsteht, so kann die Kurve noch
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einen dritten Doppelpunkt besitzen. Soll dieser z. B. im 
( x — 0 IPunkt < liegen, so muß sein c=d—h— k = 0.(co = 0 j ° ’

2. Ist ml = m^ , so ist die Kurvengleichung von der 
Form:

(y — m x2)2 = c x y2 -f- dy3 + f x3 y + g x2 y2
+ hxy3 J- k^ .

Die Entwicklung gibt (nach der in Alg. K. I, S. 125 f. 
angegebenen Methode) für die Anfangsglieder

y = m x2 + n x*l*, wo n ~ ^m (/" + 2 cm) 0 ; 
die Kurve hat im Ursprung eine SchndbeLspitze. Auch 
hier kann noch ein weiterer Doppelpunkt wie vorhin 
auftreten.

Beispiel: Die Kurve 
x* 4- x y3 + y1 — i x3 y 
— xy3 — iy3 + y- = 0 
hat im Ursprung eine 
Schnabelspitze mit y = 0 
als Tangente und im 
Punkt einen Doppel
punkt (Fig. 27).

3. Ist/4-2cwi=0, 
so kann man die Glei
chung in der Form 
schreiben

(y — mx2 — cxy)2 = dy3 4- Ix2y2 + hxy3 -j- ky* 
und die Entwicklung lautet

y = m x2 + m x3 (c + ^m d + l) + ...
Die Gleichungen der beiden Näherungskurven im Ur

sprung haben die Form
y = mx2 Hi x3
y = mx2 n2x3
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Hieraus folgt, daß die Kurve im Ursprung zwei sich 
berührende und gleichzeitig schneidende Kurvenzweige 
hat: man nennt diese Singularität Oskulationsknoten. Be
dingung für das Auftreten dieser Singularität ist also 

d -^-l =p 0 .
Da die beiden Näherungskurven sich im Ursprung in 

drei zusammenfallenden Punkten schneiden (eliminiert 
man y aus den beiden Gleichungen (*), so ergibt sich 
für die Abszissen der Schnittpunkte beider Kurven die

Gleichung (^ — «,) = 0 oder a;3 = 0), so ist der
Oskulationsknoten äquivalent drei Doppelpunkten.

Beispiel. Ziehen wir durch den Brennpunkt F einer
Ellipse E mit der Polargleichung o = ----- —------, auf den1 + rcosip -
Brennpunkt als Pol und die große Achse als Polarachse be
zogen, eine beliebige Gerade FP und tragen von P aus auf FP 
die konstante Strecke 1 (das „Zwischenstück“) ab bis Q'bzw. Q^', 
so beschreibt Q die Brennpunktskonchoide der Ellipse, wenn 
P auf der Ellipse wandert (Fig. 28). Die Konehoide hat die 

pGleichung g = —------------~l und zerfällt in zwei C.:1 + ecos?? ~ 4
(rs 4 + d a;)2 = (o:2 4- y2) (p +1 — s -b)2 .
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Wird l = p, d. h. ist das Zwischenstück gleich der Ordinate 
der Ellipse im Brennpunkt, so wird F Oskulationsknoten für 
die im Innern der Ellipse verlaufende Kurve, deren Gleichung 
dann lautet

q = — °^er + y2 — epxy — s^x1^1 4- .

Der Oskulationsknoten unterscheidet sich für das Auge 
nicht vom Selbstberührungspunkt. Dagegen zeigt die Eig. 28, 
daß, wenn der Punkt P auf der Ellipse der Reihe nach die 
Lagen P, P3, P2Z P31 ... einnimmt, die entsprechenden 
Punkte Q" der Konchoide in die Lagen Q", F1 • • •
kommen: im Punkt Fdurchsetzen sich also die beiden Kurven
zweige so, daß FP, gemeinsame Tangente ist.

4. Wenn aber md + Z = 0 ist, so läßt sich die 
Gleichung in der Form schreiben:

(y — mx2 — c x y — d± y2}2 
= y2{Ax + By)

und die Entwicklung lautet
y = mx2 + c mxs + ] Am •x,‘*+ ...

Die Kurve hat im Ursprung 
eine Berührungsknotens'pitze. Da
mit diese auftritt, muß notwen- 

’digerweise A von Null verschie
den sein. Wäre A = 0 , so hätte 
die Ci die Gleichung

(y — mx2 — c x y — d-^y2)2
= By^, 

aus der ersichtlich ist, daß dann 
die Ci in zwei C3 zerfallen würde. 
Eine höhere Singularität kann 
also bei Kurven vierter Ordnung 
nicht vorkommen.

I#
Fig. 29.
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Die Gestalt der Berührungsknotenspitze zeigt die 
Fig. 29, welche die Kurve

y = o;2 -
darstellt Diese Kurve, welche aber nicht vom vierten, 
sondern vom siebenten Grad ist, besitzt im Ursprung diese 
Singularität.

Um die Äquivalenzzahlen der Berührungsknotenspitze 
, zu bestimmen, betrach-
I (h.Oj (1,0_________j, ten wir die Kurve

T (y — o;2 — a:3)2

(® — sj2(x — e2)2 , 
; welche mit = e2 — 0 in 

\ > y = x2 + xs + x1!' übergeht.
% ; Die penultimate Kurve besitzt
V< an Stelle der höheren Singularität 

V. einen Eückkehrpunkt, einen W en-
V depunkt, zwei Doppelpunkte und
« zwei Doppeltangenten (s. Fig. 30,
V wo q = 0,5 cm und = 1 cm)*).

*) Um die Deutlichkeit der Figur nicht zu beeinträch
tigen, sind die beiden Doppeltangenten nicht eingezeichnet 
worden.

V Wie die Figuren zeigen, ist
V im allgemeinen für das Auge ein

Unterschied zwischen Schnabel-' 
\ spitze und Berührungsknoten-
\ spitze, wie auch zwischen Berüh-
l rungsknoten und Oskulations-
l knoten nicht wahrzunehmen.

Fig- 30- Außer diesen vier Singulari
täten kann bei Kurven vierter 

Ordnung noch der dreifache Punkt mit seinen drei 
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Unter fällen auftreten, endlich noch der Flachpunkt und 
der Spitzpunkt*);  bei Kurven vierter Ordnung sind also 
4 + 34-2 = 9 höhere Singularitäten möglich.

*) VgL Alg. K. I, S. 46, 49 und 82ff.
**) Diese Namen rühren daher, daß die Koordinaten eines 

Punkts dieser Kurve sich als hyperelliptische bzw. elliptische 
Funktionen eines Parameters darstellen lassen.

§ 20. Einteilung der Kurven vierter Ordnung.
I. Die Einteilung nach dem Geschlecht.

Mit Hilfe der Plüclcerschen Gleichungen läßt sich fol
gende Tabelle anschreiben:

n h w r d t P

4 12 24 0 0 28 3
4 10 18 0 1 16 2
4 9 16 1 0 10 2
4 8 12 0 2 8 1
4 7 10 1 1 4 1
4 6 8 2 0 1 1
4 6 6 0 3 4 0
4 5 4 1 2 2 0
4 4 2 2 1 1 0
4 3 0 3 0 1 0

Teilen wir mit Rücksicht auf das Geschlecht ein, so 
erhalten wir vier Gattungen von Kurven vierter Ordnung:

L Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p = 3 
(allgemeine oder nichtsinguläre Kurven);

H. Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p = 2 
(hyperelliptische Kurven)**)  mit einem Doppel- oder Rück
kehrpunkt;
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III. Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p = 1 
(elliptische Kurven))  mit zwei Doppelpunkten, von denen 
jeder in eine Spitze ausarten kann;

*

IV. Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p = 0 
(rationale Kurven) mit drei Doppelpunkten, von denen 
jeder in eine Spitze ausarten kann.

*) Siehe Anmerkung **) auf S. 91.
**) Beutel, Alg. K. I, S. 21, wo Zeile 9 von unten statt 

„unpaar“ „paar“ stehen muß.

Jede Ci mit einer höheren Singularität kann ver
möge ihrer Plückerschen Äquivalente (vgl. S. 56) hier 
eingereiht werden.

n. Die Einteilung nach der Gestalt für die nicht- 
singulären Kurven vierter Ordnung.

Wie wir schon früher erwähnt haben**),  unterscheidet 
man paare und unpaare Kurvenzüge. Jeden unpaaren 
Zug kann man sich durch Deformation einer Geraden, 
jeden paaren Zug durch eine solche eines Kegelschnitts 
entstanden denken. Ein unpaarer Zug wird von einer 
Geraden in einer ungeraden Zahl von Punkten geschnitten 
und hat mindestens drei Wendepunkte, im allgemeinen 
eine ungerade Anzahl: ein paarer Zug wird von einer 
Geraden in einer geraden Zahl von Punkten geschnitten 
und hat entweder keine oder eine gerade Anzahl von 
Wendepunkten. Jeder paare Zug mit zweiWendepunkten 
gibt zu einer Einbuchtung und zur Bildung einer Doppel
tangente erster Art Veranlassung (s. Big. 8). Nach Zeuthen 
bezeichnet man einen paaren Zug mit einer Einbuchtung 
als Cnifolium, mit zwei, drei, vier Einbuchtungen bzw. 
als Bifdium, Trifolium, Quadrifoliwm. Kücken die beiden 
Wendepunkte eines Unifoliums zusammen, so entsteht
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ein. Flachpunki und die Doppeltangente wird zur Flach
tangente. So hat die Kurve y — x2(x2 — e2) zwei Wende
punkte und eine Doppeltangente erster Art (s. Fig. 13); 
für e = 0 rücken die Wendepunkte zusammen und wir 
erhalten die Flachparabel y — ^. Verschwindet , beim, 
weiteren Übergang der Flachpunkt, so entsteht ein Oval; 
die Kurvengleichung lautet dann y = z2(x2 4- e2).

Soll die nichtsingulär sein, insbesondere keinen 
Doppelpunkt besitzen, so kann kein unpaarer Zug vor
kommen. Ein unpaarer Zug einer Ci wird von einer 
Geraden in einem oder in drei Punkten geschnitten und 
der zweite oder vierte Schnittpunkt mit der Kurve müßte 
auf einem zweiten unpaaren Zug liegen. Zwei unpaare 
Züge bestimmen aber einen Doppelpunkt, gehören also 
einer singulären an.

Eine Kurve vierter Ordnung kann aus höchstens vier 
paaren Zügen bestehen. Man kann nämlich einen Kegel
schnitt so konstruieren, daß er durch je einen Punkt 
eines Zuges geht. Dann wird jeder Zug nochmals in je 
einem Punkt geschnitten, so daß die Gesamtzahl der 
Schnittpunkte 8 beträgt.

Jeder paare Zug teilt die Ebene in ein inneres und 
äußeres Gebiet. Liegt ein paarer Zug innerhalb eines 
zweiten (Fig. 32, VI), so kann der innere Zug keinen 
Wendepunkt haben, da die Tangente in diesem Punkt 
mit der Gi dann 3 +1 -j- 2 = 6 Schnittpunkte hätte. 
Ferner kann kein weiterer paarer Kurvenzug vorhanden sein, 
da man sonst ebenfalls Gerade mit sechs Schnittpunkten 
bestimmen könnte. Denn jede Gerade, die den inneren Zug 
schneidet, hat mit diesem mindestens zwei Punkte gemein 
und ebenso mit dem äußeren paaren Zug; sie würde also von 
einem dritten paaren Kurvenzug in zwei weiteren Punk
ten geschnitten. Die Gesamtzahl der Schnittpunkte der
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Geraden mit der Ci wäre also 2 + 2 + 2 — 6. Eine 
derartige C4 mit zwei paaren Zügen heißt „Ringkurve“ 
oder „Gürtelkurve“.

Nach dem Vorgang von Zeuthen (Math. Ann. 7, 
S. 417 ff.) gründen wir die Einteilung auf die Gleichung 

öj G2 Gs Gi + Z = 0 .
Durch das Vierseit der Doppeltangenten erster Art 

wird die Ebene in vier Dreiecke und drei Vierecke ein
geteilt. Nach dem Signierungsprinzip kann die Kurve 
entweder ganz innerhalb der Vierecke (Viereckskurve) 
oder ganz innerhalb der Dreiecke (Dreieckskurve) ver
rufen. Nach der Lage der Schnittpunkte von 0 mit 
en vier Doppeltangenten erster Art in bezug auf das von 
iesen gebildete Vierseit ergeben sich 13 Falle mit ins- 
esamt 36 Typen für die allgemeine Kurve vierter Ord

nung, deren Existenz Zeuthen nachweist und teilweise 
mit Figuren belegt.

Betrachten wir nur diejenigen Fälle, in denen sämt
liche acht Schnittpunkte der vier Geraden Gi mit dem 
Kegelschnitt 0, also auch die acht Wendepunkte reell 
sind, so erhalten wir vier Fälle mit neun Typen. Die 
übrigen 27 Typen ergeben sich hieraus ohne weiteres, 
da geringe Formänderungen hinreichen, um z. B. aus 
einem Unifolium ein Oval entstehen zu lassen. Auch 
kann jedes Oval verschwinden, wenn es beim Übergang 
durch die Form des isolierten Punktes hindurchgeht

I. 0 trifft alle Seiten eines Vierecks:
1. Ringförmige Kurve: ein Quadrifolium, ein inneres 

Oval (Fig. 32, VI);
2. Viereckskurve: ein Quadrifolium, zwei Ovale)  

(Fig. 31a);
*

*) Die im I. und IH. Quadranten liegenden Kurvenzüge 
haben zwei Asymptoten, bilden also nur ein Oval, das von 
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3. Dreieckskurve: vier Uuifolieu (Fig. 31b).
II. 0 trifft drei Seiten eines Vierecks und eine eines 

anderen Vierecks):*

der unendlich fernen Geraden, in zwei Punkten geschnitten 
wird; dasselbe ist mit den im II. und IV. Quadranten ver
laufenden Kurvenzügen der Fall.

*) Die Figuren für die folgenden Fälle kann sich der 
Leser unschwer selbst anfertigen.

4. Viereckskurve: ein Trifolium, ein Unifolium, ein Oval:

5. Dreieckskurve: ein Bifolium, zwei Unifolien, ein 
Oval.

HL <5 trifft zwei anliegende Seiten von zwei Vier
ecken:

6. Viereckskurve: zwei Bifolien, ein Oval;
7. Dreieckskurve: zwei Bifolien, zwei Ovale.
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IV. 0 trifft zwei gegenüberliegende Seiten eines 
Vierecks und von jedem der beiden anderen Vierecke je 
eine Seite:

8. Viereckskurve: ein Bifolium, zwei Unifolien;
9. Dreieckskurve: ein Trifolium, ein Unifolium, zwei 

Ovale.
Wird dieses Verfahren weiter fortgesetzt, so ergeben 

sich im ganzen 13 verschiedene Lagen von 0 bezüglich, 
des von den Gt gebildeten Vierseits mit zusammen 
36 Typen Kurven vierter Ordnung. Den Schluß der 
Kette bildet der Fall:

XU 0 trifft keine der vier Geraden, wodurch sich 
ergibt: entweder

1. eine ringförmige Kurve, aus zwei einander um
schließenden Ovalen bestehend, oder

2. eine Viereckskurve, bestehend aus drei Ovalen, oder
3. eine Dreieckskurve, bestehend aus vier Ovalen.

Berücksichtigt man jedoch nur die Anzahl der Züge 
und der reellen Doppeltangenien, so lassen sich mit Zeuthen 
für die nichtsinguläre C4 folgende sechs Hauptformen 
angeben (Fig. 32):

Hauptfonn ...........h I II m IV V VI
Anzahl der Züge . ............................ | 4 3 2 1 0 2
Anzahl der Doppeltangenten . . . .28 16 8 4 4 «
Anzahl der Doppeltangenten erster Art || 4 4 2 4 4 4
Anzahl der reellen Wendepunkte . .' 8 8 4 8 0 8

Bei der .Hauptform V sind die vier Doppeltangenten 
isolierte Doppeltangenten, d. h. solche, die den Berüh- 
rangskegelschnitt 0 nicht reell schneiden; es ist dies die 
imaginäre C4 (ohne reelle Züge). F. Klein hat in Math.
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Ann. 10 (1876) S. 376 gezeigt, wie man die ein-, zwei- 
und dreiteilige Kurve (Hauptformen IV, III und II) aus 
der Gleichung 0, 4-e 03 = 0 ableiten kann, wenn e 
genügend klein genommen wird. Sind ^=0 und 02 = O 
zwei einander in vier reellen Punkten schneidende Kegel
schnitte, so erhalten wir die Hauptformen II und IV bzw. 
III, wenn 03 = 0 den einen bzw. beide Schnittpunkte

^! = 0 
02 = Ovon umschließt. Die Gleichung 02 + e = 0

Beutel, Algebraische Kurven H. 
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liefert bei positivem s die Hauptform I, bei negativem s 
die Hauptf orm VI (die Gürtelkurve), wenn der Ursprung 
innerhalb der Kegelschnitte liegt.

HL Die Einteilung naeh der Gestalt für die singulären 
Kurven.

Die singulären Kurven können wir als Grenzfälle von 
nichtsingulären Kurven auffassen.

So kann ein Doppelpunkt einer Kurve vierter Ord
nung dadurch entstehen, daß das Oval (oder allgemeiner 
einer ihrer paaren Züge) auf einen Punkt zusammen
schrumpft, oder daß zwei Züge der Gürtelkurve zum 
Schnitt kommen. Die Zahl der Doppeltangenten erster 
Art bleibt in beiden Pallen ungeändert. Entsteht jedoch 
ein Doppelpunkt dadurch, daß a) ein paarer Zug in zwei 
unpaare Züge zerfällt oder b), daß zwei außer einander 
liegende Züge sich schneiden, so ändert sich die Zahl der 
Doppeltangenten erster Art. (Vgl. Fig. 35, wo die Kurven 
zwei, die Kurve b eine, die Kurve c keine Doppeltangente 
erster Art besitzt, während Kurve I Fig. 32, aus der die 
Kurven a, b, c der Fig. 35 hervorgehen, vier Doppel
tangenten erster Art hat.) Verschwindet die beim Ent
stehen eines Doppelpunkts auftretende Schleife, so er
halten wir eine Form mit Spitze.

Der Fall a) tritt ein, wenn ein paarer Zug durchs 
Unendliche geht und mit sich selbst zum Schnitt kommt. 
Da jeder der dabei entstehenden unpaaren Züge drei 
Wendepunkte hat, der Doppelpunkt deren zwei absor
biert, muß der paare Zug acht Wendepunkte besessen 
haben, d. h. dieser Zerfall kann nur bei einem Quadri- 
folium vorkommen.

Beispiel. Die Dürersche MuscheUinie (Fig. 33) ist eine 
rationale C4 und hat die Gleichung

y + y- — a y — Z2)2 + (® — y + a)2 (y- — Z2) = 0 ; 
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die Schnittpunkte der Hyperbel x y + y* — a y — Z2 = 0 mit 
der Geraden x — y + a = 0 sind Doppelpunkte: ein weiterer

Doppelpunkt ist < ~ 2 $
( co — 0

Die Gleichung
(xy + y* — ay — vy + (®—y + a)’(y’ —Z*) —* = 0 

stellt bei sehr kleinem s eine penultimate nichtrationale oder

nichtsinguläre Kurve dar. die aus zwei unpaaren Zügen mit 
je drei reellen Wendepunkten besteht, wenn s positiv ist (die 
in Fig. 33 strichpunktiert gezeichnete Kurve); bei negativem s 
erscheinen zwei paare Züge und ein Oval (innerhalb der 
Schleife) (in Fig. 33 nicht eingezeichnet). Schneiden sich die 
beiden paaren Züge, so treten Doppelpunkte auf. Die (sche
matische) Fig. 34 zeigt zugleich, wie aus dem (strichpunktiert 

7*
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gezeichneten) Quadrifolium eine C4 mit drei im Endlichen, ge- 
legenen Doppelpunkten D,. D„ , D3 entsteht. Rückt D3 ins 
Unendliche, so haben wir die Kurve der Fig. 33, die Variation 
der Konstanten s liefert dann den Zerfall in zwei unpaare Züge.

Im Falle b) läßt sich, das Entstehen eines Doppel
punkts aus der Gleichung G± G% G3Gi = 1 0ä ableiten, 
wie wir auf S. 83 gesehen haben. Auch hier kann statt 
des Doppelpunkts eine Spitze auftreten.

Auf ganz ähnliche Weise lassen sich durch Verbinden 
auseinanderliegender Zweige Kurven mit zwei und drei 
Doppelpunkten herstellen. So zeigen die Fig. 35 das

Fig. 35.

Entstehen einer’ Kurve mit ein, zwei und drei Doppel
punkten aus der nichtsingulären vierteiligen Kurve 
(Kurve I der Fig. 32).

§21. Die quadratische Transformation.
Zum Zweck der Klassifikation der mit drei Dop

pel- bzw. Rückkehrpunkten, also der rationalen Gi, 
müssen wir kurz auf ein Verfahren eingehen, das uns 
gestattet, diese Kurven aus einem Kegelschnitt abzuleiten. 
Dies geschieht mit Hilfe einer quadratischen oder (nach 
ihrem Begründer so genannten) Cremonaschen Transfor
mation.
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Gegeben sei ein Dreieck ABC. mit den Seiten , 
Oj, und in der Ebene des Dreiecks ein Punkt P 
(Fig. 36). p1. p2 , p3 seien die Abstände des Punktes P 
bzw. von den Seiten BC, GA. AB. pY werde positiv 
genommen, wenn P mit A auf derselben Seite von 
liegt, andernfalls negativ; entsprechendes gelte für p2 
und p3. Dann ist, wenn F den Flächeninhalt des Drei
ecks bezeichnet,
(1) px + a2 p, 4- a3 p3 = 2 F .

Setzen wir nun
(2) = PPr . % = op2 , xs = Qps ,
wo p ein Proportionalitätsfaktor ist, so folgt aus Glei
chung (1)
(3) ®2 4- «3 = 2 F q .

Zu jedem Punkt P gehört ein bestimmtes Abstands
tripel (jq, p2, p^ und ein bestimmtes Abstandsverhält
nis (x3: x3 : stj); umgekehrt entspricht jedem Abstands-
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Verhältnis (äj: : xa) e'n gemäß (3) und (2) bestimm
bares Abstandstripel und damit ein bestimmter Punkt P. 
Man nennt , x., Dreiecks- oder V erhältnisltoordinaten 
des Punktes P, das Dreieck ABC Koordinaten- oder 
Fundamentaldreieck, seine Seiten Koordinatenseiten oder 
Koordinatenachsen. Der Punkt vom Koordinatenverhält- 
nis x1:x2:xs = 1:1:1 heißt der Einheitspunkt-, dieser 
ist offenbar der Inkreismittelpunkt des Koordinaten
dreiecks*).

Jede in xl, x2 , xs homogene Gleichung stellt im 
System der Dreieckskoordinaten eine Kurve dar. Wir 
zeigen zunächst, daß eine lineare Gleichung
(4) a^ + c2 x2 + c3 xs = 0
eine Gerade darstellt. Die Kurve (4) schneide BC in 
einem Punkt Q'. Für Q' ist offenbar = 0 , also ist 
nach (4) : z3 = —c3 : c2 und die Abstände des Punktes
Q' von den Koordinatenseiten sind nach (3) und (2) bzw.

Q F C3 2 F C2
^3 ^2 ^2 ®3 C2 ®2 C3

Die Kurve (4) schneide CA im Punkte Q". Dann sind 
die Abstände des Punktes Q" von den Seiten des Fun
damentaldreiecks

2 cs q 2 F ct
Og a1 c3 Og cx — öj cs

Ähnlich wie im gewöhnlichen rechtwinkligen Koor
dinatensystem findet man für die Abstände , q2 , qs 
eines Punktes Q, welcher die Strecke Q' Q" im Verhält
nis m:n teilt, von den Koordinatenachsen

♦) Mißt man die Abstände , p„, p3 nach verschiedenen 
Längeneinheiten, so entstehen allgemeinere Dreieckskoordi
naten.
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(5)

— 2 F c.. m
0-nH-------------2-----

____________g3 Q1 C3 

m + n
-2Fc,n

---------- —-------1- 0 ■ m
aa c2 c3________

m + «
2 F c2 n , 2 F ct m

a2c3 a3Cl al *3 

m + n
Eine leichte Rechnung zeigt, daß die Koordinaten von Q 
(®1: x2 : x3 = qt: q, : q3) die Gleichung (4) befriedigen, 
was auch m und n sein mag; also liegen alle Punkte Q 
der Geraden Q' Q" auf der durch (4) dargestellten Kurve. 
Befriedigen umgekehrt die Abstände q1, q2, q3 eines 
Punktes Q von den Koordinatenachsen die Gleichung (4), 
so lassen sich die Zahlen m und n so bestimmen, daß 
ffn ?2 > Vs durch die Gleichungen (5) darstellbar sind, so 
daß Q auf der Geraden Q'Q" liegt. Somit stellt (4) 
eine Gerade dar.

Insbesondere sind offenbar s^ = 0, x2 — 0, Xg = 0 
die Gleichungen der drei Koordinatenachsen BC,CA, AB.

Die Abstände eines unendlich fernen Punktes von 
den Koordinatenachsen sind unendlich. Aus (2) folgt aber

37< 27a
= — >o 6

X3

also ist q — 0. Nach Gleichung (3) befriedigen daher 
die Koordinaten jedes unendlich fernen Punktes P die 
Gleichung

<hxi + <%x2 + <hx3 = 0 , 
die somit die unendlich ferne Gerade darstellt. Da nach 
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dem. Sinnssatz, wenn At, A, A3 die Dreieckswinkel an 
den Ecken A, B, C sind,

: a3 = sin^ : sin42 : sin.43 ,

so ist die Gleichung der unendlich fernen Geraden auch

sin + x3 sin 4- sinrt3 = 0 .

Die Gleichung
+ *X3 = 0

stellt bei veränderlichem z ein Geradenbüsehel durch den
Punkt 9

lo^ = 0
|, d. i. durch den Punkt A dar. Ist

P ein Punkt einer solchen Geraden durch A, cp der in 
der Drehrichtung nach A C zu positiv genommene Winkel 
von AP mit der Halbierungslinie — x3 = 0 des Win
kels BAC = A1} dann gilt für die Abstände p2 und ps 
des Punktes P von AC und AB offenbar die Beziehung

- / A \ . / A-, \sn^—

oder P^~7Ä1-- V3'sm-/+ 9? sm -/4-95

Die Gleichung der Geraden AP ist also

Durch Vergleichung mit

2g 4- 2 a;s = 0
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ergibt sich

Hieraus folgt durch korrespondierende Addition und Sub
traktion

X . —z—1
2 cos-^- smgp

oder
, x 1 , —(6) ctg^ = __ctg_ .

Jede homogene Gleichung nten Grads in x1, a^,

«i®! 4-+ ... = 0
stellt eine Kurve dar, die von jeder Geraden in n Punkten 
geschnitten wird, also eine Kurve nter Ordnung.

Wir nehmen zwei in derselben Ebene hegende Fun- 
damentaldreieeke A B C und A'B'C' so an, daß ihre 
entsprechenden Ecken sich decken, und es seien zwei 
Punkte P und P' einander so zugeordnet, daß die Trans
formationsformeln lauten:

111 ,,,,,, (7) : k2 : a:3 = —: —-: — — a^ x^: x£ x{: x{ .
^2 *^3

Dann gilt umgekehrt

, 1 1 1(' ) x^-x^x^ —— = x2 a;3 : a^ a?x : sä .
ajj x^
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Jeder Geraden von Punkten P
Ci x2 + % a?3 4- Cg x3 = 0

entspricht ein Kegelschnitt, der durch, die drei Ecken des 
Koordinatendreiecks geht:

C. Xg + $3 X1 4" C3 Xi ®2 ~ 0 -
Insbesondere entspricht der unendlich fernen Geraden 

x2 sin s’n A + x3 sinA3 = 0
der Kegelschnitt

a^ägsinAj + X3XI sinA2 + a^a^sin^ = 0 , 
welcher der Umkreis des Koordinatendreiecks ist. Denn 
rfa^sin^, x3 x[ sinA2, a;ja^sinA2 sind mit Vorzeichen

bis auf den Faktor — die Inhalte der Dreiecke, welche die 
o-

drei Abstände eines Punktes P' von den Koordinatenachsen 
paarweise bilden. Wenn die Summe dieser Inhalte null 
ist, so liegen die Fußpunkte der Abstände auf einer Ge
raden. Dies trifft aber nach einem bekannten Satz der 
Dreiecksgeometrie nur für die Punkte P' des Umkreises zu.

Jedem Punkt P als Schnittpunkt zweier Geraden ent
spricht ein Punkt P' als vierter Schnittpunkt der jenen 
Geraden entsprechenden Kegelschnitte.

{2/ — 0 1? entspricht die gegen- 
x3 — " J

überliegende Koordinatenseite x[ = 0 . Einer Geraden 
durch diese Ecke x2 -f- z x3 = 0 entspricht der Kegel
schnitt Xg x[ + z x[ xi = 0 , der in die Koordinatenseite 
x[ = 0 und in die Gerade x3 hxg = 0 zerfällt. Die 
beiden Geraden x2 + z x3 — 0 und x3 4- 2 x^ = 0 gehen 
durch dieselbe Ecke A. Schreibt man die zweite Gerade 
in der Form

^2 + y = 0 , 
Ä
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so ergibt sich für die 'Winkel cp und <p' der beiden ein
ander entsprechenden Geraden nach (6)

2-1 + , 2-1 , A
ct^ = I+T C^T ’ cts* = - ITT ’ 

also
ctgq/ = —ctg^, d. h. gp' = —:

Die beiden transformierten Geraden sind, in bezug auf 
die Halbierungslinie des Dreieckswinkds symmetrisch.

Um also zu einem Punkt P den entsprechenden 
Punkt P' zu konstruieren, verbindet man P mit zwei 
Ecken des Dreiecks und zeichnet die in bezug auf die 
beiden Winkelhalbierenden symmetrischen Geraden, die sich 
im gesuchten Punkt P' schneiden (vgl. Fig. 37).

Einer Cn entspricht eine Cin; schneidet die Gn eine 
Dreiecksseite nmal, so geht die GSn nmal durch die 
gegenüberliegende Ecke. Fallen einzelne dieser Schnitt
punkte zusammen, so entstehen bei der entsprechenden 
CSn mehr als n-fache Punkte in der Koordinatenecke.

Dies erkennt man, wenn man die Konstruktion des 
Punktes P' aus P an der Gn verfolgt

§ 22. Rationale Kurven vierter Ordnung.
Wenden wir die eben angeführten Transformations- 

formeln auf die Kurven vierter Ordnung an, so erkennen 
wir, daß jede Ci mit drei Doppelpunkten aus einem 
Kegelschnitt abgeleitet werden kann. Legen wir nämlich 
die drei singulären Punkte in die Ecken des Koordinaten- 
dreiecks, so lautet die Gleichung der G^

(1) (T) 4“ 033 s’ + 2 a^ xl
+ 2 «23 ajj S3 aa|4- 2 a13 X3 = 0 .
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Die Transformierte dieser Kurve ist der Kegel
schnitt (K)
/m ®H 4- ®22 T ®33 4 T 2 Öj2 ®1 ®2

' 4- 2023X3X3+ 2^3®! ®3 = 0 , 
wenn wir der Einfachheit halber die Striche weglassen.

Umgekehrt kann auch die Kurve (1) aus dem Kegel
schnitt (2) abgeleitet werden. Je nach der Lage der C2 
in bezug auf die Seiten des Dreiecks erhalten wir ver
schiedene „Typen“ der rationalen Kurve vierter Ordnung. 
Aus dem Schlußsatz von § 21 folgt:

Schneidet der Kegdschnitt alle drei Seiten des Dreiecks, 
to hat die Ci drei Doppdpunkte; berührt der Kegdschnitt 
lie Dreiecksseiten, so erhält die Ci drei Spitzen; sind die 

Schnittpunkte imaginär, so hat die Ci drei isolierte 
Punkte in den Koordinatenecken. Selbstverständlich 
können sämtliche drei Arten von Doppelpunkten bei r 

nebeneinander vorkom
men, jedoch immer nur 
so, daß die Gesamt
summe 3 beträgt.

In Fig. 37 ist die 
Konstruktion für einen 
Kreis K ausgeführt, der 
die Koordinaten seite 
AB in zwei Punkten 
4 und 7 schneidet, 
A C in 1, 2 berührt 
und B 0 nicht schnei
det. r hat dement
sprechend einen Dop

pelpunkt C(+, 7'), einen Rückkehrpunkt B(l', 2') und 
einen isolierten Punkt A. Entsprechende Punkte von 
K und r sind durch gleiche Ziffern bezeichnet.



§ 22. Rationale Kurven vierter Ordnung. 109



110 Kurven vierter Ordnung-.

Fig. 41..
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Die Figuren 38, 39, 40 und 41 stellen weitere vier 
Fälle von rationalen <74 dar, die sich dadurch unterschei
den, daß von den Ecken des Fundamentaldreiecks in 
Fig. 38 zwei, in Fig. 39 eine, in Fig. 40 keine, in Fig. 41 
drei Ecken außerhalb K liegen. Bei Fig. 37 liegen alle 
Schnittpunkte von K mit den Seiten des Fundamental
dreiecks zwischen den Ecken, bei Fig. 41 auf den Ver
längerungen der Seiten.

Weil der unendlich fernen Geraden
sinMt + sinrt3 4- a:3 sinM3 = 0 

der Umkreis des Fundamentaldreiecks
z, xa sin^ + x3 x± sin^l» + xt x2 sinAs = 0 

entspricht und umgekehrt, so entspricht jedem Schnitt
punkt von K mit dem Umkreis ein unendlich ferner 
Punkt. Verläuft K ganz innerhalb oder ganz außer
halb des Umkreises, so liegt r ganz im Endlichen. Man 
findet die Richtungen nach den unendlich fernen Punk
ten der Ci durch Konstruktion der Bilder der Schnitt
punkte von K mit dem Umkreis. Jeder Asymptote der 
Ci entspricht ein durch die Ecken des Dreiecks gehender 
Kegelschnitt Kj, der K in einem jener Schnittpunkte be
rührt*).  Der Tangente =1, 2, 3) von in einer 
Koordinaten ecke entspricht die gegenüberliegende Koordi
natenachse ai und zugleich die zu bezüglich der Win
kelhalbierenden symmetrische Gerade . Tf hat mit K, 
zwei zusammenfallende Schnittpunkte; dasselbe trifft also 
für (ai Tj) und die dem Kegelschnitt entsprechende 
Asymptote der Ci zu, d. h. diese Asymptote geht durch 
den Schnittpunkt von a» und T^. Konstruiert man also 

*) Es läßt sich nämlich zeigen, daß zweien einander be
rührenden Kurven (hier der Ct und ihrer Asymptote) wieder 
zwei einander berührende Kurven (hier K und KJ entsprechen.
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mittels des Pascalschen Sechsecks*)  die Tangenten T, 
eines solchen Kegelschnitts Kt in zwei Ecken des Drei
ecks, so entspricht ihnen auf der gegenüberliegenden 
Seite je ein Punkt (ai7 T^) und die Verbindungslinie 
dieser beiden Punkte ist die gesuchte Asymptote.

*) Vgl. Doehlemann Projektive Geometrie (Sammlunsr
Göschen), S. 101.

Wir ziehen von den Fundamentalpunkten A, B, C 
die drei Tangentenpaare an K. Als Gleichung des 
Tangentenpaares von einem Punkt , y,, y3) an K findet 
man nach der auch auf Dreieckskoordinaten anwendbaren
Methode von § 3

x3, y^, ys) 
(cK cK SK \

= 0 .

Setzt man für yly y2, ys der Reihe nach die Koordinaten 
von A, B, C, so werden die Gleichungen jener drei 
Tangentenpaare:

X% 2 A^ ^2 ~F ^11 ssas J

(*) ' A3S Xq — ^23 ®2 *^3 4” ^22 *^3 — 0 ,

■^11 ®3 - ^13 $3 4” ^33 $1 = 0 ;

wo die die aus der Determinante
! ®11 ö12 a13 '

i ®21 aM a23
I ®31 a32 a33 |

durch Tilgen der iten Zeile und Äten Spalte entstehen
den Unterdeterminanten sind. Sollen umgekehrt drei Ge- 
radenpaare durch die Koordinatenecken mit den Gleichungen 

«i z; + x± x2 4- Ci x3 — 0 .
(**)  + &2 «2 «3 + c2 x$ = 0 .

a3 X3 4" ^3 X1 -^3 4" Cg X^ = 0 
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einen Kegelschnitt berühren, so muß zwischen ihren 
Koeffizienten eine Bedingung stattfinden, welche aus
drückt, daß der Kegelschnitt K, welcher fünf Geraden 
der drei Paare als Tangenten hat, auch von der sechsten 
Geraden berührt wird. Dazu müssen die Gleichungen (**) 
und (*) bis auf drei Proportionalitätsfaktoren überein
stimmen und die gesuchte Bedingung wird aia2as—c1c2c3 . 
Den drei von A, B, C an K gehenden Tangentenpaaren 
entsprechen nach der Cremonatransformation drei andere 
Geradenpaare, von denen man leicht zeigt, daß sie die 
Bedingung a^Og = cxcä c3 erfüllen. Da diese aber die 
Tangenten von P aus den Doppelpunkten sind, so er
halten wir den

Satz: Die sechs Tangenten, die von den drei Doppel
punkten einer rationalen an diese gezogen werden 
können, berühren einen Kegelschnitt.

Kür die Gleichungen der Tangenten in den drei 
Doppelpunkten von P erhält man nach derselben Regel, 
welche für gewöhnliche Punktkoordinaten gilt:

a,2 + 2 a12 s, + au = 0 ;
(*) «33+ 2 023^23 + a^xl = 0 ;

«11 ®3 + 2 «13 »1 + «33 = 0 •

Auch sie genügen der Bedingung a1a2a3 = c, c2 cs , also 
Satz: Die sechs Doppelpunktstangenten einer ratio

nalen Kurve vierter Ordnung berühren einen Kegelschnitt. 
Nach den Plückerschen Formeln hat eine rationale 

Ci mit drei Doppelpunkten sechs Wendetangenten und 
vier Doppeltangenten (vgl. S. 91). Den Wendetangenten 
bzw. Doppeltangenten entsprechen bei der Transformation 
Kegelschnitte durch die Fundamentalpunkte, die K osku- 
lieren bzw. doppelt berühren; also:

Satz: Durch drei Punkte gibt es an einen gegebenen
Beutel, Algebraische KurvenII. 8
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Kegelschnitt sechs oskulierende und vier doppelt berührende 
Kegelschnitte.

Die Gleichung (1) Seite 107 kann auf folgende Weise 
geschrieben werden:

(1')

(} all ®2 X3 + V ®22 T } ®33

= 2 X1Xa ®22 a33 ®1 4“ 1 ®33 all

4- ] Ojj a22 ®3 — (a23 X1 4" ®31 x2 “7 ®12 xs)) ;
wovon man sich durch Umformung von (l^ überzeugen kann.

Nach dem Prinzip der linearen Kombination ist die 
Gerade

] ®22 ®33 X1 4“] 4" J ^11^22 X3 —®23 4"-®31ä$ 4~aj2 ^3

Doppeltangente der C4. Da )^ä, y«33 in der 
Gleichung (1') je positives oder negatives Vorzeichen 
haben können, so treten insgesamt acht Vorzeichenmög
lichkeiten auf, denen aber, wie eine einfache Überlegung 
zeigt, nur vier untereinander verschiedene Vorzeichen
möglichkeiten für ^0^2 ®33 > «hi 5 entsprechen.
Wir erhalten so vier Doppeltangenten, deren Gleichungen 
lauten:

y ®22 a33 X1 + Y “33 Ö11 4“ I°U ®22 X3 = ®23 X1 4~ Ö31 X2 ~ ®1 2 X3

y®22 ®33 X1 —} ®33 ®11 T-] ®U ®22 X3 = ®23 X1 + ®31 X2 “ra12 x3

a22 ®33 4“ V °33 ®11 X2 V °11 ®22 X3 = ®23 X1 4~ ®31 X2 4-®12

y ®22 a33 l ®33 all X2 I °11 °22 = ®23 X1 4~ a31 X2 4-®12

Werden die Gleichungen der vier Doppeltangenten 
zur Abkürzung durch G1=Q, Ga = 0 , G3 — 0, Gi = 0 
bezeichnet, so kann die Gleichung der rationalen Kurve 
vierter Ordnung dargestellt werden durch
(3) + + ,
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voraus durch dreimaliges Quadrieren die rationale Form 
hervorgeht
(4) {[(fr - G3) + fr - G^ - 4 fr G2 + G3 fr)}2 

= 64 Gt G2 G3 Gi .
Dies kann man durch die Umformung von (4) in (1) 
mittels der Werte von G±, Gs, Gs, G4 bestätigen.

Der durch die geschweifte Klammer dargestellte 
Kegelschnitt
# = [(ff, - Gs) + fr - G^ - 4 (ff, G2 + G3 GJ = 0 
geht durch die acht Berührungspunkte der Doppel
tangenten (vgl. S. 82, 83).

Durch Ausquadrierung und Zusammenziehung erhal
ten wir aus (4)

[((?i - G3) + (fr - G^
~ 8 [(ff, - G3) + fr - G^fr G2 + G3 GJ
+ 16[ff,ff2- GsGqP=0

oder [(ff, -G3) +fr- g^

- - G3) + (ff2 - G^fr Gs + G3 G.)
+ IßRff, - ff3) G2 + fr - GJ Gs]2 = 0 .

In dieser Gleichung kommen nur Glieder vor, die ent
weder (ff,- Gsfr (ff,- G3)fr- G4) oder (ffs-Gq)2 
enthalten, wodurch der Punkt

r G, - G3 = 0 )
l G2 — G4 = 0 J 

als Doppelpunkt der C4 nachgewiesen ist. 
Da die Gleichung des Kegelschnitts 0 sich auch in 

den beiden Formen schreiben läßt
0 = [(ff, - ff2) + (Gs - G,)]2 - 4 (ff, G3 + G2 G4) = 0 
und
0 = [(ff, - G^ 4- (ff2 - ff3)]* - 4 (ff, G2 + G3 G^ = 0, 

8*
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so folgt auf dieselbe Weise wie vorhin, daß auch die Punkte 
(^-^ = 01

103-^ = 01’ lG2-G3 = 0j 
Doppelpunkte der Kurve sind.

Einem die Seiten des Fundamentaldreiecks berühren
den Kegelschnitt K entspricht eine C4 mit drei Spitzen, 
also eine Kurve vierter Ordnung dritter Klasse (Gl). Die 
Gleichung eines solchen Kegelschnitts K lautet

Ä = (q + (c3 + (cg Xg)^ = 0

C1 X1 + °2 ^3 — 2 C1 C2 ®1 ^2
— 2 c2 C3 ^2 CL = 0 ,

wovon man sich durch zweimaliges Quadrieren überzeugt.
Die diesem Kegelschnitt entsprechende Gi mit drei 

Spitzen hat dann die Gleichung

r = ++ _ a
\xj \x2/ y^/

oder, nach Änderung der Konstanten
(xaiJ-V« 4- (2x2)~^ + (ux^-'k = 0 .

Durch zweimaliges Quadrieren erhalten wir hieraus 
für die C4 mit drei Spitzen die Gleichung

x222x2a^ + 22p~x%xl 4- p?%2XgX2 — 2r22px(x2Xg
— 2 x22pxr^xz — 2x 2pixix2x2 = 0 .

Bestimmen wir die Tangenten in den Doppelpunkten, 
so ergibt sich z. B. für den Punkt

fxt = 0}
l «2 = 0 J

aus den Gleichungen (*) S. 113 mit a14 = 22 p2, a22 = p2 x*, 
®23 — X — • “h 2 — X 2 p2 , ^23 —’ p , 3 — zi 22 p 
ü2x2 — 2x2xxx2 -f- 22o;5 — 0 oder (xa^ — 2a^)2 = 0.
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Da die beiden Tangenten im Doppelpunkt zusammeu- 
fallen, so sehen wir, daß der Doppelpunkt ein Rückkehr
punkt und die Gerade ax1 — Az3 = 0 Rückkehrtan gen te 
ist. Analog erhalten wir die Rückkehrtangenten in den 
beiden anderen Doppelpunkten: die drei Rückkehrtangen
ten haben die Gleichungen
x — z x2 — 0 , Äx2 — ux3 = 0, fj.x3 — 2^ = 0. 
Hieraus ist ersichtlich, daß sie durch einen Punkt gehen, 
dessen Koordinaten das Abstandsverhältnis haben

1 1 1 a:j : a?2 : x3 — — Cj : c2 : c3 .

Wird das Fundamentaldreieck gleichseitig und ist K 
dessen Inkreis, so erhalten wir die dreiachsig-symme
trische „Steinersche Hypozyldoide“ (Fig. 42).

Sie kann in folgender Weise konstruiert werden: Auf der 
Peripherie eines Kreises vom Radius OA — r bewegen sich 
von A aus in entgegengesetzter Richtung zwei Punkte § 
und R. so daß R die doppelte .Geschwindigkeit hat wie § . 
Die Hüllkurve von QR ist die Steinersche Kurve. Sie ist 
auch der Ort eines Peripheriepunkts P eines Kreises vom 
Radius r (Mittelpunkt O'), der auf einem Kreis mit Radius 
3 r (Mittelpunkt 0} rollt, ohne zu gleiten. Die Kurve ge
hört deshalb zur Gattung der Hypozykloiden.

Ist ^AOQ — <p, so erhalten wir für die Koordinaten von 
P, da RQ^QP, QR^Zrsin^, ^QBP = ^,

. o ■ 3 f 1a: = rcos9> + 2rsm-;7-sin-^-

• « . Ö <Py — rsmq? + 2 rsm-—cos—
oder

j x = 2 r eos<p — r cos 2 y |
' l I y — 2 r simp + r sin2 <p j '

Die Elimination von (p ergibt die Gleichung
(2) (x^ + y^ + Srx^ — 3 y2) + 18 r2 (m2 + y2) — 27^ = 0,
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die auch in der Form geschrieben werden kann:
(3) (ar + y-— 12rrc + 9 4- ir (2 x — 3r)3 = 0 .

Die Gleichung (3) zeigt, daß die (in Fig. 42 nicht einge
zeichneten) Schnittpunkte des Kreises
K=x2 + y1—12 rx + 9 ra = (as— 6r)s + — (3 /3 r)2 = 0 
mit der Geraden 2 x — 3 r — 0 Spitzen sind, d. h. die Punkte 
(v-

Die dritte Spitze liegt auf der x-Achse, denn mit y = Q 
ergibt sich

0 = a:4 + 8 r xs + 18 r2 m5 — 27 r4 = (m — r)(x + 3 r)3 ;
d. h. der Punkt (—3r, 0) ist Rückkehrpunkt mit y = 0 als 
Rückkehrtangente. Man überzeugt sich noch leicht, daß die 
drei Rückkehrpunkte ein gleichseitiges Dreieck bilden.
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Aus (2) folgt für die Gleichung der Tangente PQ
. T , V . %<p x sm—- + y cos— = r sm-jr- ,

L u L
deren Achsenabschnitte

. <P . 9?smY cos—

Die Elimination von tp ergibt hieraus als Gleichung der 
Steinerschen Kurve in Linienkoordinaten

u* + v* — rv (3 n2 — r2), 
womit erwiesen ist, daß die Kurve von der dritten Klasse ist.

§ 23. Bizirkulare Kurven vierter Ordnung.
Unter einer bizirkularen Kurve vierter Ordnung ver

stehen wir eine Kurve, bei der zwei Doppelpunkte in die 
unendlich fernen Kreispunkte der Ebene fallen. Ihre 
Gleichung hat in homogenen Punktkoordinaten die Form

<• ($2 4. y2)2 4. x 4. ß y^S 4. y2) m

(1) + 2a12xy + aS2ye + 2^X0»
* + 2 033 y <0 + a33 m^m3 = 0 .

Aus der Gleichung (1) ist ersichtlich, daß die beiden 
imaginären unendlich fernen Punkte

( x3 + y3 — 0 1
t co = 0 J

Doppelpunkte der Kurve sind; die Kurve verläuft also 
ganz im Endlichen. Verschiebt man sie derart, daß der 

l oc ß\
Punkt I —, E- in den Ursprung kommt, so wird aus (1),

ÖC ßda man x und y durch x — —, y — ~ zu ersetzen hat,
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r 21 1 + + inx2 + 2bi2xy + ^y2
} l + 2 i>13 z 4- 2 ?>33 y + &3S = 0 .

Dieser Punkt heißt der Fundamentalpunkt der bizir
kularen Kurve. Führt man Polarkoordinaten ein, so lautet 
die Gleichung der Kurve

g*  + (bn eos2<p + 2 612 cos<p sin<p 4- &22 sin2^) q2

*) Näheres über diese Kurven findet der Leser in Wie- 
leitner II und Loria (L. V. 14 und 7).

+ (2 b13 cosy + b23 smcp) Q + b33 = 0 .
Da der Faktor von os = 0 ist, so folgt hieraus

Qi + Qi + 0s + Qi = 0 •
Sind also Px, P2, P3 , P^ die Schnittpunkte eines 

durch den Fundamentalpunkt 0 gehenden Radiusvektors 
mit der Kurve, so ist

OPt + OP2 + OP3 + OP^ = 0 .
Die bekanntesten bizirkularen C± sind:
1. die spirischen Linien des Perseus:

(z2 + y2)2 — (a2z2 + b2y2) - jfa2 = 0 ;
2. die Cassinischen Kurven:

(z2 + y2)2 — a2 (z2 — y2) — k2 — 0 ;
3. die Cartesischen Ovale:

(z2 + y2 — 2 rz)2 — l2 (z2 + y2) — k2 = 0 .
Für alle drei Kurven ist der Fundamentalpunkt (Ur

sprung) Mittelpunkt.
In den beiden imaginären Kreispunkten 

f x2 + y2 = 0 1 
l co = 0 )

haben die Kurven 1. und 2. Loppdwendepunkte, die Kur
ven 3. Rückkehrpunkt^).
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§ 24. nationale bizirkulare Kurven vierter 
Ordnung.

Eine rationale bizirkulare Kurve vierter Ordnung muß 
noch einen dritten Doppelpunkt haben. Dieser kann 
nieht auf der unendlich fernen Geraden liegen, da die

Fig. 43.

Ci sonst zerfallen müßte. Ist (<x, ß) der dritte Doppel
punkt. so lautet die Gleichung der Kurve

(x2 + y2)2 4- (dx 4- ey^x2 4- y2) 4- a(x — ä)2
4- b(x — a.)(y — ß) + c(y — ß}2 = 0 .

Verschiebt man die Kurve parallel, bis der Doppel
punkt Ursprung -wird, ersetzt also x, y durch G 4- z), 
(ß 4- y), so erhält die Kurvengleichung die Form 
(1) (x2+y2')2+(dx+ey)(x2+y2)+ax2+bxy-^eyi = 0.
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isolierter Punkt |
Der Doppelpunkt im Ursprung ist ein Rückkehrpunkt /, 

, , ,, , < n Doppelpunkt J
je nachdem o3 — 4 ac 0 .

Diese Kurve transformieren wir vom Ursprung 0 aus 
durch reziproke Radien. Zu diesem Zweck führen wir 
in (1) Polarkoordinaten (q , p) ein und erhalten

Fig. 44.

( p” + (^cosg? + esin^g'
| -j- (acos2g? + bcospsmp + csin2^) = 0 .

Ist (o , p) der zu (o', p) inverse Punkt, so hat die 
inverse Kurve gemäß

q o' = r3 oder d = — 
g 

die Gleichung
r^ r2

—- 4- (d cosm + e sing?) —
p2 Q

4- (a cos2<p + & cosg? sing? + c sin2g?) = 0
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oder o2(a cos2g> + b cosg; sing? -j- c sin2g?) 
+ r2 q (d cosg? + e sing?) 4- •P = 0 .

Der Übergang zu Punktkoordinaten liefert
(2) K=ax2 + bxy 4- cy* + r^dx-j- ey) -j- r* = 0 , 
also einen Kegelschnitt.

Da dieser Kegelschnitt nicht durch den Ursprung 
geht, so gilt der

Satz: Jede rationale bizirkulare ist Inverse eines 
Kegelschnitts von einem nicht auf diesem liegenden In
versionszentrum aus.

Wie wir oben gesehen haben, ist der Ursprung, also 
das Inversiouszentrum, Doppelpunkt der G± mit dem 
Tangentenpaar ax* + bxy + cy* = 0 . Daraus folgt: 

isolierter Punkt |
Der Doppelpunkt 0 ist ein Rückkehrpunkt >, je nachdem 

Doppelpunkt J
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Ellipse ]
52 — 4ac = 0, d.h.K eine Parabel > ist. (Vgl. Fig.
44—47.) Hyperbel]

T npgt das Inversionszentrum 0 im Brennpunkt F, 
so ist die kartesische Gleichung von K in Polarkoordi-

naten mit dem Brennpunkt als Pol und der Kegelschnitts
achse als Achse des Polarsystems

1-j- ecosp ’
Ellipse 1

wo p der Parameter und K eine Parabel > darstellt, je 
Hyperbel J

nachdem e 1. Die inverse Kurve hat dann wegen
gg' = r3 die Gleichung
(3) q p = r2 (1 4- s cosg?)
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oder in Punktkoordinaten
(4) [(x2 + y2) ? — e r2 x]2 = r4 (a:2 + y*).

Die beiden Kreispunkte sind jetzt Rückkehrpunkte, 
was sich aus der homogenen Gleichung der Kurve 

fp2(x2 + y2)2 — 2er2px(zs+ y2 ) a> 
l + r4[(s2— 1) ®2 — yä] co2 — 0

ergibt. Außerdem zeigt Gleichung (4Z), daß die Kurve
isolierten Punkt}

im Ursprung einen Rückkehrpunkt > hat, wenn £ 1 ,
Doppelpunkt J

Ellipse 
d. h. wenn K eine Parabel

Hyperbel
ist

Im ersten und dritten Fall (e § 1) ist die Kurve eine 
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PascaUche Schnecke (Fig. 51 u. 48), im zweiten Fall 
(e = 1) eine Kardioide (Fig. 50)*).

Diese Kurven gehören zur Gattung der Kreiskonchoiden 
und lassen sich auf folgende Weise erzeugen: Auf der Peri
pherie eines Kreises K liegt Punkt 0 (Fig. 49). Auf jedem

Radiusvektor OP wird eine konstante Strecke PQ = l ab
getragen. Der Ort der Punkte § ist eine Pascalsche Schnecke. 
Ist 0M=R Polarachse und MOP = cp , so wird

e = OQ=OP+PQ.
Damit haben wir als Polargleichung der Pascalschen Schnecke 

8 = 2 R COS rp + l
und (x^ + y^ — ^Rx^^l^ix^ + y^

Die Konstruktion der Kurven durch Inversion ist nur 
in Fig. 48 durchgefuhrt.
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als Gleichung der Kurve in Punktkoordinaten, die mit (4) 
identisch ist, wenn 7? = , l = — ist. Der Ursprung ist 
isolierter Punkt]
Riickkehrpunkt > , je nachdem 1=25. Dies folgt aus
Doppelpunkt ) ~
dem Aggregat der Glieder niederster Ordnung in der Glei
chung der Kurve

(m2 + y^ — 4 R x (x3 + y^ — [(F — 4 R3) m2 + V y2] = 0 .

Fig. 49. 
p

Die Gerade x + 5-^ = 0 ist Doppeltangente, was aus der O -tL
Kurvengleiehung in der Form 

/ 7» x2 72[x^y- — 2Rx — -U = ~(8Rx + P) 
\ kJ / 4

hervorgeht. _
Liegt das Inversionszentrum im Mittelpunkt der Ellipse 

bzw. der Hyperbel „s „a , y___ 1 
a2 - V ’

so erhalten wir aus der Polargleichung
2 W Q~ --  --------------------- ---

' 6! cos2?? + a2sin'y 
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und der Transformationsgleiehung o q'= r2 für die trans
formierte Kurve nach einfacher Rechnung
(5) a2 b2 (x2 + y2)2 = r4 (b2 x2 + a2 y2) .

Im Fall der Ellipse ist der Ursprung isolierter Punkt 
(Fig. 44), im Fall der Hyperbel Doppelpunkt wendepunkt mit 
Jen Asymptoten als Wendetangenten (Fig. 47).

Die Kurven (5) heißen elliptische bzw. hyperbolische 
Lemniskaten von Booth.

Für a — b wird die Hyperbel gleichseitig und wir er
halten die Bernoullische Lemniskate (Fig. 52)
(6) a2 (x2 + y2)2 = r4 (x2 — y2) co2 .

Alle diese Kurven haben drei Doppelwendepunkte: einen 
reellen im Ursprung und zwei in den unendlich fernen Kreis
punkten, was aus der homogenen Kurvengleichung ohne wei
teres zu entnehmen ist.

Setzen wir in der Gleichung der Lemniskate von Bernoulli 
r4 c 12— = c2 und ist in Fig. 52 0— OM, = ' , so gilt füret 2j
jeden Kurvenpunkt P die Relation

___  ___ ___  r2
M^P :1 2 2 ’
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denn es ist
2 1
+ ^J

c 
¥x —

:2 + V* + Y + C x V^x2 + y2 + — c x fs

woraus mit Berücksichtigung der Kurvengleichung 
(z2 + y2)- = c* (x2 — y2) 

sich ergibt

oder ___  ___ . ___
M.P-MiP=^- = OMl .

Setzen wir M„P— p,,^ so haben wir die
Relation 

c- 
t?l -2 5

die auch die Gleichung der Kurve in Bipolarkoordinaten ist.
Beutel, Algebraische KurvenII. 9
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Wir führen noch kurz eine Konstruktion der Bernoulli- 
schen Lemniskate an, deren Beweis wir dem Leser überlassen. 
Ist B1B3 eine beliebige der im Kreis mit Radius OK zu 
OM, senkrechten Sehnen, so schneidet der über B1B„ als 
Durchmesser beschriebene Kreis den um B, (bzw. B2) mit 
Radius OB, (bzw. 0 Bß beschriebenen Kreis in vier Punkten 
der Lemniskate.

Wie die rationalen zirkularen C3 lassen sich auch die 
rationalen bizirkularen Ci als Fußpunktkurven auf
fassen, nur daß hier die Grundkurven Ellipsen und 
Hyperbeln sind, während es dort Parabeln waren. Dies 
kann ganz einfach auf folgende Weise geschehen: Zu 
einem Punkt P des Kegelschnitts K können wir den ent
sprechenden Punkt P' der Inversen in der Weise kon
struieren, daß wir die Polare p von P in bezug auf den 
Inversionskreis mit OP schneiden (Fig. 43). Durchläuft 
nun P den Kegelschnitt K. so umhüllen die Polaren p 
einen zweiten Kegelschnitt K'*}.  Der Ort der Punkte P', 
d. h. die rationale bizirkulare Ci, ist also nichts anderes 
als die Fußpunktkurve von K' in bezug auf den Pol O. 
Diese berührt offenbar K' in den vier gemeinsamen 
Punkten, wie dies Fig. 43 auch zeigt.

*) Vgl. hiefür z. B. Salmon-Fiedler, Anal. Geom. der 
Kegelschnitte, 2- Teil, § 401.

In den Figuren 49, 50 und 51 sind die Pascalsehe 
Schnecke und die Kardioide auch als Fußpunktkurven eines 
Kreises K' vom Pol O aus dargestellt, der in Fig. 49 außer
halb K', in Fig. 50 auf K' und in Fig. 51 innerhalb K' liegt.

Um nun die verschiedenen Formen zu erhalten, welche 
die rationalen bizirkularen Kurven vierter Ordnung an
nehmen können, nimmt man den Inversionskreis fest und 
bringt K in verschiedene Lagen. Man hat dann drei 
Hauptf alle, je nachdem K eine Ellipse, Parabel oder 



§ 24. Rationale bizirkulare Kurven vierter Ordnung. 131

Hyperbel ist, wobei 0 entweder innerhalb oder außerhalb 
K liegen kann*).

Wir erhalten so sechs verschiedene Typen, die in 
den Fig. 43—48 dargestellt sind. In den Fig. 43 u. 44 
ist K eine Ellipse, in den Fig. 45 u. 46 eine Parabel und 
in den Fig. 47 u. 48 eine Hyperbel.

Daß die bizirkularen rationalen Fußpunldkurven 
der Mittdpunktslcegelschnitte sind, wollen wir jetzt auch 
noch mittels Rechnung darlegen. Die Grundkurve sei 
die Ellipse 

die Gleichung der Tangente mit gegebenem Richtungs
faktor m lautet

y = m x 4- \m2 a2 -f- &2 .
Das vom Pol (a, ß) darauf gefüllte Lot hat die 

Gleichung

Hb
Die Elimination von m aus diesen beiden Gleichungen 

gibt
(7) [a;2 + y2—(a x + ß y)}2—a2 (x — a)2 — b2 (y—ß)2 = 0 
als Gleichung der gesuchten Fuß punktkurve. Aus der 
homogenen Form der Gleichung (7)
(7') [x2+y2—(*x~ßy)w]s=[as(z—a)2+5ä(y—ß)2]w2

*) Liegt das Inversionszentrum 0 auf K, d. h. ist in den 
Gleichung (2) (S. 123) rl — 0, so erhalten wir als Inverse 
von K eine rationale zirkulare Kurve dritter Ordnung (vgL 
S. 77 f.); man kann diese als spezielle bizirkulare Ci ansehen, 
da sie zusammen mit der unendlich fernen Geraden ebenfalls 
eine Kurve vierter Ordnung mit Doppelpunkten in den un
endlich fernen Kreispunkten darstellt.

q*
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ersieht man, daß die Punkte 
(x3 + y3 = 0\ 

1 m = 0 J
Doppelpunkte sind, d. h. die Fußpunktkurven der Mittd- 
punktskegdschnitte sind bizirkulare rationale Kurven vier
ter Ordnung. Diese Kurven haben drei Doppelpunkte, 
einen im Pol und zwei in den unendlich fernen Kreis
punkten. Der im Pol liegende Doppelpunkt ist ein 
reeller Doppelpunkt] außerhalb]
isolierter Punkt >, je nachdem der Pol auf > 
Rückkehrpunkt J innerhalb)
der Grundkurve liegt.

Für die Hyperbel erhalten wir als Fuß punktkurve, 
wenn wir in (7) statt -\-b2 den Wert —b2 setzen:

(8) [x3 + y3 - (« x + ßy)\3 = (Ä _ b3 (y-ß)3]

Geben wir dem Pol besondere Lagen, oder nehmen 
wir spezielle Kegelschnitte an, so bekommen wir ausge
zeichnete Arten der Fußpunktkurven.

I. Der Kegelschnitt sei die Ellipse

a3 1 b3

l.a = 0,^ = 0: (x3 + y3)3 = a3x3+b3y3 
(elliptische Lemniskate von Booth).

2. oi=c = ^a3 — b3, ß=Q: (x3+y3)(x3+y3—a3) = 0 
(Scheitelkreis der Ellipse).

3. oc = a, ß = 0 : (x3 + y3 — ax)3 = a3 (x — a)3-\-b3y3 
(Pascalsche Schnecke).

Mit a = b wird die Ellipse zum Kreis.
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Setzen wir z. B. ß = 0 , so erhalten wir
(a;2 + y2 — a ®)2 = a2 (x — <x)2 4- b2 if 

(Pascalsche Schnecke).
Liegt der Pol auf der Peripherie und ist z. B. a = a. 

ß — 0 , so erhalten wir
(®2 + y* — ax)2 = a2[(» — a)2 + y2], 

oder, wenn man x — a durch x ersetzt, was einer Ver
schiebung der Kurve in Richtung der positiven ar-Achse 
um a entspricht,

(a:2 4- y2 + a x)2 = a2 (a;2 + y2'; 
(Kardioide).

IL Der Kegelschnitt sei die Hyperbel

= 1
a2 b2

1. a = 0. 0 = 0 : (x2 + y2)2 = a2 x2 — b2y2 
(hyperbolische Lemniskate von Booth).

2. x =c = ] a2 ß-b2, ß = Qz (x2ß-y2)(x2-)-y2—a2)=0 
(Scheitelkreis der Hyperbel).

3. a = a, ß=Oz (x2y2 — a x)2 — a2 (x — a)2— b2y2 
(Pascalsche Schnecke).

Wird die Hyperbel gleichseitig, ist also a = b, so 
erhalten wir für

x — 0 , ß = 0 : (a;2 + y2)2 — a2 (x2 — y2) 
(Lemniskate von Bernoulli), für
x = a, ß = 0: (x2 + y2 — ax)2 — a2 [(a: —- a)2 — y2) 
(Kardioide).
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Berichtigungen zum I. Teil.
S. 21, Zeile 9 v. u. lies statt : Jeden unpaaren Zug — Jeden 

paaren Zug.
S. 31, Zeile 9 v. u. lies statt: d. h. der Gleichung (1) genügen 

— d h. der durch die Gleichung (1) dargestellten Kurve 
genügen.

S. 35, Zeile 6 v. o. ist der Satz: „Die Kegelschnitte sind 
also . . . besitzen“ zu streichen.

S. 65. Zeile 9 v. o. lies statt: [.c2^2 — (y — 3)2 — 9]. y] 
- [x^ + ^-^-g], y2] .

S. 113, Zeile 9 v. o. lies statt: die («) Nullpunktstangenten 
— die n (n — 1) Nullpunktstangenten.

S. 116, Zeile 9 von u. lies: Die Gleichung dieser Kurve 
wurde zuerst von Hesse in einer 1844 veröffentlichten 
Arbeit: „Über die Wendepunkte der Kurven 3. Ordnung“ 
(Gesammelte Werke. S. 123 ff.) aufgestellt: die Kurve 
wird . . .



(Sammlung

Skrseidjnis bei bis je^t er|(fjicnenen SSänbe.
S&toäffen SBaffer unb Stbtoäffer.

Bufammenfe^ung, Beurtei
lung u. Unieriud)ung r»on B^fepor 
Dr. (rmÜ §afelf)off, Boq'teher bet 
lanbio. Berfud^ftation in SJlarburg 
in Reffen. Sir. 473.

Slderbau= u. Bflansenbaulebre ö. Dr. 
Baul Slipper! i. (S^jen u. ©ruft San* 
genbed, @r.*2id)terfelbe. Sir. 232.

Stgrarmefen uno Slgrarpolitii ton 
$rof. Dr. 22. Bpgobgin^fi in Bonn. . 
2 Bänbdjen. I: ©oben u. Unter- j 
neijmung. Sir. 592.

-------II: Kapital u. Arbeit in ber - 
ßanbtoirtfdjaft. Bertoertung ber \ 
lanbtuirtidjaftl. ^robufie. £rgani= . 
fation be§ lanbrmrtföaftl. Beruf»« ; 
fianbes. Sir. 593.

SIgrifuliurtfjemie I: ^flansenemä^ ; 
rang ü. Dr. Äarl ©rauer. Sir. 329. i

Stgrihilturchemiftfie ÄDntröItoefen, : 
b. Dr. Baut ^rifdje in Seo* i 

polb»fjan* Staßfurt. Sir. 304. j 
— Witerfu^ung^metboben bon ^3rof. i 

Dr. ©mil öafelboff, Borfieber ber | 
lanbfairtfcbafil. Berfudssfiation in * 
SKarburg in Seifen. Sir. 470.

SIHumulatoren, Sie, für ©leltrisiiät ; 
r>. ®aif. Sieg.-Stai Dr.-^ng. Slicbarb ; 
2Ubrechiin Beriin-Beb^bsH- STcii i 
52 giguren. Sir. 620.

SIJufHL Xbeorei. BbbfiJ I: SJledja* ! 
ni? u. Slfuftii. Son Dr. ©uftab ! 
Säger, S^of- an b. Se^n. $od)- i 
fdjuleinSien. SJlit 19 ^bb. Sir. 76. : 

— SJlufiialifdie, bon Brofeffor Dr. • 
ßarl S. Schäfer in Serlin. Wit r 
36 Sl&bilb. Sir. 21.

SUgt&ra- Slritfjnietii unb SJlgebra 
non Dr. Schubert, SSrofeffor an • 
ber ©elefjrtenfchule bes Sofjan- 
neum§ in Jamburg. Sir. 47. ;

SUgebra. Seifpielfammtag 5.2Iritb“ 
meti! unb Sllgebra oon Dr. 5>erm. 
Stuben, ißrof. a.b.®eiebrtenfc)uie 
b.SotjanneumS i. Hamburg. Sir. 48.

SUgebraifdie Würben o. (rügen Seutel. 
Cberreaüe^rer in Sailjingen-Snj, 
I: ^uwenbishinion. S?lit 57 §ig. 
im Sert. Sir. 435.
— II: Sljeorie u. Surren britter 
u. inerter Srbnung. SJlit 52 gig. 
im Sert. Sir. 436.

5lIpen,Sie, bon Dr. Stob. Sieger, fgro* 
fejfor an ber Uniberfität ©ras. sUlit 
19 SIbb. u. 1 Satte. Sir. 129.

Slltfjodjbeutfdje Siteratur mit ©ram- 
matif, Überlegung u. (rrläuterun- 
gen ö. 3$. Sdjauffler, SSrof. am 
SRealgtjmnafium in Ulm. Sir. 28.

SHtieftamentL SieligionSgefdjicbre üon 
D. Dr. VJlaz ßöfjr, ^rofenor an ber 
Unioerfität Sönigeberg. Sir. 292.

Slmpbibien. 2a§ £ierreit!j III: Step» 
iilien u. Stmp^ibien b. Dr. ^rang 
Berner, 23rof. an ber Unioerfitäi 
Bien. SJlii 4S Slbbilb. Sir. 383.

Slnalpfe, Sedjn.=Göem., ton Dr. ®. 
Sunge, S3rof. a. b. ©ibgen. $ölö* 
tedjnifchen Saule in 3üri^- SJlir 
16 Slbb. Sir. 195.

SlnalbfiS, ^o^ere, I: Siffereniial* 
retbnung. 23on Dr. (jrbr. Runter, 
Slefior be^ Slealgpmnaiium  ̂u. ber 
Cberrealfcnule in ©öppingen. SJlit 
68 Figuren. Sir. 87.

-------Stepeütorium mtb Stufgaben« 
fammlung jur Sifferentialredj- 
nung ton Dr. grbr. Runter, Sieftor 
b. Siealggmnaf. u. b. Cberrealfd}. in 
©öppingen. SJlit 46 fyig. Sir. 146.
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Afironomifthe ©eograpbie öon Dr. 
Siegm. ©üniper, fßwfeffor an ber 
Sedjnifchen Hodnd)ule in München. 
SRii 52 Abhebungen. Ta. 92.

Aftrobbhfit Sie iöeidiaffenbeit ber 
Himmelskörper n. '$rof. SS. fj. 
Wislicenus. Teu bearbeitet öon 
Dr. H- Subenborff in SSoisbam. 
SRit 15 Abbüb. Tr. 91.

Aiberifdse Cie unb IRiediftoffe Bon 
Dr. 5- SRodjuffen in 2Rilii§. 2Rit 
9 Abhebungen. 9Zr. 446.

• Auffcöentwürfe b. Oberftubienrat Dr.
[ 2. SS. Straub, Sieftor bes ©berqarb-

2ubtüig§*®t)ntnai. i. Stufig. Sir. 17.
Auößleidmngvtedjnung nad) ber Tiit» 

ijobe ber Heinften Cuabrate bon 
Wilh- Weiibredji, ^rof ber ©eo- 
bäfie in Stuttgart. 2 SJanbchen. 
9Rii 16 gtQuren. Sir. 302 u. 641.

Au^ereuropäiftbe Grbteile, 2änber> 
tunbe ber, oon Dr. fjranj ö^iberid?, 
SJrofeüor an ber Srportafäbemie in 
Wien. SRit 11 Sejrtfärtdjen unb 

| Profilen. Ta. 63.
’ Aufträgen. Sanbe^iunbe u. 23irr« 

fthnfi^geographie be§ |yeftlanbe§ 
Aufiralien »on Dr. ßurt Hanert, 
$‘rof. b. ©eographie an b. Hebels« 
Hodjfdjule in Äöln. SRit 8 Ahb., 
6 grapb- Sab. u. 1 Äarie. Sir. 319. 

Autogene^ Sdjtrei^« unb S^neib« 
berfahren öon gngen. Hcr^ Sliefe 
in Äiel. SRit 30 gfiguren. Sir. 499.

; Sabe» u. S^Wimmanftalien, Cffeni« 
5 lid?e, b. Dr. £arl Wolff, Siabtober« 
| haur., Hannover. ÜR.50 (Jig. Slr.380. 
i Saben. Sabifdje ©eftbidjie öon Dr. 

Sari Srunner, Ssrof. am ©rjmnaf. 
in ^forsheim u. fBriöatbosent ber 
©ejd)id)ie an ber Set^nif^en H^ö?* 
fdjule in ^arl^rube. Sir. 230.

— Sanbe  ̂tunbe öon Staben öon Üßrof. 
Dr. O. Äieni^ i. Äarl3ru$e. SRii 
profil-/ Slbb. u. 1 Äarte. Sir. 199. 

Sabnböfe. Ho^^auien ber Sahnfjöfe 
ö. (Eifenbabnbauinfpeft. G. Sdjroab, 
SBorftanb b. ^gl. CE.-Hodjbaufeftion 
Stuttgart II. I: (Empfang»gebaube. 
Slebengebäube. ©üterfdjuppen. 
2ofomotiüfdjuppen. SRit 91 Ab« 
bilbungen. Sir. 515.

Salkanftaaten. ©efdjidjie b. ^rifi« 
li^en Salfanfiaaten (Bulgarien, 
Serbien, ^Rumänien, SRonienegro, 
©riedjenlanb) öon Dr. iRoih in 
Äempien. Ta. 331.

Analpfi», Höhere, II: Sniegralredj» ‘ 
nung. ‘450n Dr. Sneor. ^niet, ; 
Slettor bei jRealgpmnanumä u.b. ; 
Cberrealfdjule in Göppingen. Sät = 
89 Figuren. Sir. SS •

-------^Repetitorium unb Aufgaben* • 
fammlung sur ^iniegralredjnung | 
ö Dr. gnesr. fünfer, Äeft.ö Äeal= i 
gpmnaf. nab ber Cberrealfdjule in ‘ 
©öppingen. 2Rit 50 gig. Ta. 147.

— fiebere, öon f£rof. Dr. Senebift 
Sporer in Clingen. SRii 5 gig. 
Sir. 53.

Arbeiterfrage, Sie ge»erbli^e, öon 
Werner Sombart, fBrof. an her 
Hanbelshodjfcfjule ^Berlin. 9lr. 209. 

Arheiteröerfidjerung fielet Sozial* 
üerfidjerang.

Ardiäologie non Dr. griebncg ßoepp, 
SSrof. an ber Uniöerfiiäi fünfter 
i. W. 3 SSänbdjen. 2R. 28 Abb. im 
Segt u. 40 tafeln. Sir. 53S/40.

Arithmetik u. Algebra ton Dr. He*m- 
Schubert, *£rof. a. b. ©eleboten- 
fdjule be£ ^ohnnneum» in Jam
burg. Sir. 47.

-------Seifpielfammtag jur Aritfj« 
metif unö Algebra Bon Dr. Herm. 
Schubert, $rof. a. b. ©elebrten* 
fdjule beS 3o!?anneum^ in §am* 
bürg. Ta. 48.

Armeepferb, Sa§, unb bie SSerforgung 
ber mobemen £eere mit Ererben b. 
^elig öon Samni§, ©eneral ber 
Kavallerie 3. S. u. ehemal. ^reng. 
SRemonteinfpefteur. Str. 514.

Armemcefen unb Armenfürforge. 
(Einführung in b. fokale Hilf^arbeii 
D. Dr. Abolf Weber, sBrof. an ber 
Hanbeföljod)fd)ule in Köln. Ta. 346.

Arzneimittel, teuere, ihre Sufam- 
menfe^ung, Wirfung unb Antven- 
bnng von Dr. med (E. SBacfjem, 
5J5rofeHor ber iBbarmakologie an 
ber Universität SBonn. Sir. 669.

Aftheiik, Allgemeine, Bon SStot- Dr. 
2Rar Siez, Hehrer a.b.Kgl. Afabemie 
b. bäb. Sänfte in Stuttgart. Sir. 300.

Aftronomie. ©röpe, Servegung u. (Ent
fernung ber HimmeÄtöwer 0. A. 5. 
SRöbiuä, neu bear5. von Dr. Herrn. 
Kobolb, SSrof. an ber Uniöerfiiät 
Siel. I: Sa^ iBlanetenfaftem. SRit 
33 Abhebungen. Sir. 11.

-------II: Kometen, SReteore u. ba§ 
Sternföftem. SRit 15 Figuren unb 
2 Sternkarten. Sir. 529.
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Sanltoefen. beg SßntwefenS 
bon Dr. SS alter (Sanrab, fteüsert. 
Sorfteher ber ftatift. Abteilung ber 
Steichsbant in Berlin. Sir. 484.

Sauführung. Kurggef aßte§ ^anbbudj 
über bas Seien ber Sauführung b. 
Streit feu Seutinger, Slffiftenian 
b. Sedjn. $od)fd]ule in Sarmftabt. 
SR. 25 fyig. u. 11 2ab eil. 9tr. 399.

Sau Jun fr, Sie, be£ Slbenblanbe^ r. 
Dr. K. Schäfer, ülffift. a. ©ererbe* 
mufeum, Sternen. SRit 22 2Ibb. 
Str. 74.

— be£ SthuIbaufeS b. Stof. Sr.-^ng. 
6mft Setierlein, SarmftabtliSaB 
Gchulhau§. SR. 38 Slbb. Sir. 443.

------- II: Sie Gchulräume — Sie 
Siebenanlagen. SR. 31215 b. Sir. 444.

Saufteine. Sie Snbuftrie ber fünft* 
lidjen Saufreine unb be§ SRörtel^ 
bon Dr. ®. Siauier in Charlotten* ! 
bürg. SRii 12 tafeln. Sir. 234.

Sauftofffunbe,Sie, b. Srof. $aber* 
firob, £berl. a. b. ^ergogl. Sau* 
geroerlfcpule ^olgminben. SRit 
36 2Ibbilbungen. Sir. 506.

Sapem. Saperif^e ©efdntfjie bon 
Dr. $an£ £del in Slugsburg. 
Sir. 160.

— Sanbe^funbe beS Königreich^ • 
Sagern ü. Dr. 23. Ssrof. a. b. j 
Kgl. Secnn. ^ochfcfjule Ständen. i 
SR. Srofil., SIbb. u.l Karte. Sir. 176.

Sefeftigungswefen. Sie gefdjichcliche 
Gnrmtflung be£ Sefefngung§= 
wefens bom 2luf fammen ber 
Salbergef(hübe bis gur Sieugeit 
bon Sieuleaus, SRajor b. Giabe b. 
1. 23eftpreuB.^ionierbataiII. Sir.17. 
SRit 30 Silbern. Sir. 569.

Sefthm erb ereilt Si^gipHnar* u. 
SefÄwerberetht für 4?eer u. SRas 
rine ö. Dr. SRaj @. SRaper, Srof. 
a. b. Unib. Gtrafburg i. G. Sir. 517.

Setrieb^frafi, Sie groetfmä^igfie, bon 
griebr. Sarit), Cberingen. in Siüm* 
berg. 1. Seil: (Einleitung. Sampf- 
traftanlagen. Serfcfjieb. Kraft« 
maf^inen. SR. 27 2lbb. Sir. 224.

------ II: Ga3*r SS aff er* u. 23inb* 
Kraftanlagen. SR. 31 SIbb. Sir. 225.

------ III: Glefiromotoren. SBeirie&S* 
tofieniab eilen. @raph- SarfteU.
25ahl b. Setriebsfraft. SR. 27 2lbb. 
Sir. 474. j

■ SewegungMbieler. Dr. G. Kohlraufth, 
I 2Bwf. am Kgl. Kaiier 23übehn§* 
1 ©Qmn. gu Hannover. SR. 15 SIbb. 

Scr. 96.
Sleidjerei. Sejüls^übufirie III: 

SSäfdjerei, Sleidjerei, Färberei 
unb ihre ^ilföftuffe b. Dr. 23il$. 
SRaffot, f^rof. a. b. $reuj. höh- 
gacbfcbule für Seriilinbuftrie in 
Krefelb. SRii 28 $ig. Sir. 1S6.

Slütenpflauten, Spftem ber, mit 
2lu»fcüluB ber ©pmuafpermen ton 
Dr. Si. Pilger, Kufio§ am Kgl. SBo- 
tanifchen (Barten in 25erIüt*Safjleni. 
SRii 31 Figuren. Sir. 393.

Sabenfunbe bon Dr. Sageler in 
Königsberg i. SSr. Sir. 455.

Beiibia. Sie SarbiUerenftaaien bon 
Dr. 2SilljeIm @iecer4, ^rof* an ber 
Unweqität Sießen. I: (Einleitung, 
Soliuia u. 2*eru. SRit 16 xafeln 
u. 1 lithogr. Karie. Sir. 652.

Srcnbenburg. «$reu§ifcbe ©eftfjidjte 
bon Ssrof. Dr. SR. Shamm, Sir. 
bes Kaifer SSübelms*(Bhmnafium» 
in SRontabaur. Sir. 600.

Srafilien. Sanbesfunbe ber fRepubli! 
Srafiiien ton Sei Siobolpbo tson 
Sbering. SRii 12 Slbbilbungen unb 
1 Karte. Sir. 373.

Srauereiwefen I: SRaljerei bon Dr. 
SBaul Sreserljoff, Sir. ber Srauer« 
u. SRäljeridjule gu (Brimma. SRii 
16 Slbbübungen. Sir. 303.

$rüifcbs9iorbamerila. 2tmbe£iimbe 
bau Sritifrh’Siorbömerila b. $rbf. 
Dr. 21. £ppel in Sremen. SRii 
13 2lbb. unb 1 Karte. Sir. 284.

Su^fübrung in einfachen u. babbel
ten haften b. $rof. Siab. Giern, 
£berl. b. Cffentl. §anbeLaIehranfi. 
u. Sd§. b. ^anbelsho<hfchule gu 
Seipgig. SR. sielen gormut Sir.115.

Subbha üon fßrofefjor Dr. Sbmunb 
$arbt). Sir. 174.

Surgenfunbe, Slbrip ber, bon §ofraf 
Dr. £tio SSiper in SRündjen. SRit 
30 Sbbübungen. Sir. 119.

SBürgerlitt)es ©efeubu^ fielet Stecht 
be§

Sbgantinifdjes Steidi. ©efthithie be^ 
bpgantinifthen Sfteithe^ bon Dr. 
K. Stoib in Kempten. Str. 190.

(Sljemie, Slllgemeine u. pbpftfalifdje, 
bon Dr. SRaj Stubolphi, $rof. an 
ber Sedjn. 4>ochfdjule in Sarmfiabt. 
SRit 22 giguren. Sir. 71.
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G^emie, Witalij Hiebe, von Dr.^obarmes 
$oppe in SRündjen. I: Sbeorie unb 
©ang ber Sütalpie. 9h. 247.

-------II: SReatiion bei SKetaBoibe unb 
SRetaHe. 9tr. 24$.

— Anorganiidje, von Dr. 3$b Älem 
in SRanr^eim. 9h. 37.

— @ef$i$te ber, Dr. $uß° 
Sauer, iMfüfi. am djemifmen 2abo- 
zaiorium ber Ägl. Sedjn. ^odn'djule 
Stuttgart. I: Son ben älteften 
feiten bi» 5- SerbrennungSi$eorie 
ton Savoifiez. 3h. 264.

-------II: Son Savoifier bis sur 
©eoenteari. 9ir. 265.

— ber Äoblntihff»eröinbungen non 
Dr. ^ugo Sauer, Wiftent am 
djem. Saboratorium b. ÄgL Sedjn. 
^o^fdjuie Stuttgart. I. II: SHipbn* 
tifdje Serbinbungen. 2 Seile. 
9h. 191. 192.

-------III: £arboct)flifd)e Serbinbun* 
gen. 9h. 193.

-------IV: §eteroct)Hiid)e Serbinbun» 
gen. 9h. 194

— Crganifhe, non Dr. ^Ob Slein in 
Mannheim. 9h. 3S.

— Sbarmajeutifdie, non privat- 
bosent Dr. ©. Mannheim in Sonn. 
4 Säuberen. 9h. 543/44, 5S8 u. 
682.

— öon Dr. med. 21.
Sega^n in Serlin. I: aiümüation. 
Shi 2 Safeln. 9h. 240.*

•------ II: Siffimilation. 3R. 1 Safel. 
9h. 241.

— Sojifologifcbe, non ^riöatbosent 
Dr. ©. SKannbeim in Sonn. ÜRii 
6 ülbbilbungen. 9h. 465.

Gbcntifdie ^nbuftrie, 'Knorganif^e, 
von Dr. ®uft. SRauter in ©barlot* 
tenburg. I: Sie Seblancfoba» 
inbuftrie unb ihre 9hbengtveige. 
2Rit 12 Safeln. Sir. 205.

-------II: Salinenmefen, galifalje, 
Süngerinbuftrie u. SerivanbteS. 
9Rii 6 Safeln. 3h. 206.

------- III: Slnorganifdje cfremifdje 
Präparate. 3JL 6 Saf. 3h. 207.

©b<»ifcbe Sexuologie, Slllgemeine, 
von Dr. ©uft. lauter in ©bar» 
loiienburg. 3h. 113.

GbemifX’^eXuifXe 2lnalpfe von Dr. 
®. Sunge, Srof. an ber Gibgen. 
Soltjtedjnifdjen Sdjule in Süridj. 
2JHi 16 Slbbilb. 3h. 195.

©brinHtben Siieraturen bes £rient£, 
Sie, von Dr. Sinton Saumftart 
I: (Einleitung. — Sa» djriftlidj» 
aramäifdse u. b. ioptifdje Schrift» 
tum. 9h. 527.

-------II: Sa» d)tifil.*arab. unb bas 
äibiop. Schrifttum. — Sa3 Xriftl. 
Schrifttum b. Armenier unb ®eor= 
gier. 3h. 52S.

Golombia. Sie Gorbillerenfiaaten 
von Dr. SBübelm Sieber», Srof. 
an ber Universität ©iegen. II: 
©cuabor, Golombia u. SSenejuela. 
3Tcit 16 Safeln u. 1 liihogr. Äarte. 
3h. 653.

Gorbillerenftaaien, Sie, bon Dr. 2SU- 
$elm Sievert, 3Brof. an ber Uni- 
verfiiai ©ie§en. I: (Einleitung, 
Solioia u. «geru. 3JHt 16 Safeln 
u. 1 liihogr Starte. 3h. 652.

------ II: Scuabor, Golombia u. 95ene- 
guela. 2Rii 16 Safeln u. 1 Iit$ogr. 
Äarte. 9h. 653.

Sampfleffel, Sie. ÄursgefaBie^ Sehr- 
bud) mit Seifpielen für ba3 Selbft- 
ftubium u. ben prattifdien ©ebrauefi 
von Cbenngenieur Jyriebr. SBartb 
in 3?ürnberg. I: ÄeHeliöfteme unb 
Jeuemngen. SRit 43 fyig. 3h. 9. 

-------II: Sau unb S eirieb ber 
Sampfleffel. 2^- 57 «yig. 9h. 521.

Sampfmarinen, Sie. Äursgefaßte^ 
Sebrbud) mit Seifpielen für ba^ 
Selbftftubium unb ben praftifehen 
©ebraud) von ?yriebr. Sarit), Cber- 
ingenieur in 3iümberg. 2 Sbdjn. 
I: SBärmetbeoretifdie unb bampf- 
iedjnifdje ©runblagen. SJäi 64 gig. 
3h. 8.

-------II: Sau unb Setrieb ber 
Sampfmafdjinen. SKit 109 ?Jig. 
3h. 572.

Sampfturbinen, Sie, ihre SSirfungs» 
toeife u. Sonfiruttion von Sagen. 
$erm. SSilba, Srof. a. ftaatl. Sedj- 
nitum in Sremen. WHi 104 SIbb. 
3h. 274. _

Se»infe?tion von Dr. 9ft. ©hrifHan, 
StabSargt a. S. in Sedin. 2JHt 
18 Slbbübungen. 9h. 546.

Seierminanten von S- S- tyil^crr 
CberL a. b. Cberrealfdj. 5. ©ros* 
Sidjterfelbe. 9h. 402.

Seixifdje Altertümer von Dr. Arrans 
gubl'e, Sir. b. ftäbt. 9)hifeum§ in 
Sraunfdjtveig. 9Ji. 70 9Ibb. 9h. 124.
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Seuifdje3roribilbimg£fd)uItoefen,Sßv, ' 
na^ feiner gefdnd)tlid)en Sntwid- : 
lung u. in feiner gegentoärt. ©efialt 
bon &. Sierds, fReoifor gen? erbt • 
?Jottbübungäjd?ulen in G^Ie^mig. ; 
91t. 392.

Seutfdjes JyrenibtDcrter&u^ ton Dr. : 
fRub. £ieinpoul in Sewjig. Pr. 273. ’

Xenif^e ©ef^i^te cor. Dr. Äu^e, 
Prof. a. ^gl. ßuifengpmnaf. in ; 
Perlin. I: PHiielalter (bis 1519) • 
Sir. 33.

------- II: Seiialter her fReforntaiion ' 
unb ber fReligion^triege (1517 bis ; 
1648). Pr. 34.

------- III: Som SBenfälifdjen ^rie» 
ben bi§ gur Stufte fung be5 alten 
«ei^§ (1648—1806). Sir. 35.

------ - fiebe cuä: Cuellentunbe
Seutfdje OJrammatit unb turje <3e- 

fd)i$te ber Deuifmen Sprache hon • 
Sdjulrat Prof. Dr. £. Spon in ' 
Treiben. *Rr. 20.

Seutf^e ^anbel^forreipoubenj von : 
$ prof. Tb- be Seau;r, Officier de ;

Flnstraction Pubiiqüe. 9£r. 182. ! 
Seutfdjeä ^»aubelsredit non Dr. Äarl '

Sebmann, prof. an ber Unioerniät; 
(Döttingen. 2 pbe. 9lr. 457 u. 458. = 

Seutfcbe ^elbenfage, Sie, Don Dr. ‘
£tio Suitpolb ^iricget, Prof. an ; 
b. Unis. SSürsburg. Phi 5 Tafeln. ; 
9lr. 32.

Seutfdje itird?enlicb, Sa^, in jeinen ‘ 
djaraiteriftifchen (rrf Meinungen ■
au»geroä$It b. D. (jriebridj Spitta, i 
prof. a. b. Unioerfiiäi in StraE* : 
bürg i. Q. I: Phitelalter u. fRe* i 
formatwn&jeit. 9lr. 602.

SeniföeS ßolonialrecht bon Prof. Dr. | 
$. Gbler non Hoffmann, Stubien* ; 
birettor ber ^fabemie für tom-1 
munale Permaliung in Süffelborf. ' 
9cr. 318. :

Senifc^e Kolonien. I: Soge unb 
Kamerun Don Prof. Dr. £. Tobe. J 
Weit 16 Tafeln n. 1 litbogr. Äarte. 
9h:. 441.

— II: Sa£ «übfeegebiet unb Sian« 
tftbou Don prof. Dr. Ä. Tobe. Phi • 
16 Tafeln u. 1 lith- Serie. 9h:. 520. ;

— III: ©ftafrita bon Prof. Dr. S. ; 
Sobe. Plit 16 Tafeln u. 1 liibogx. • 
Serie. iRr. 567.

— IX': Sübtoeftafri!a bon ^Grof. Dr. ■ 
®. Sooe. IKit 16 Taf. u. 1 lit^ogr. j 
Äarie. fßr. 637. ;

Senrfdic Jhrfturgef^idjte bon Dr. 
8tein§. (Düntber. 9tr. 56.

Seittfäeö Sehen inx 12. u. 13. 3a$r« 
finnberi. Siealfommentar §n ben 
Soß§* u. Sunftepen u. 5nm SRinne- 
fang. Son $rof. Dr. <jnl. Tieffen- 
batfjer in greiburg i. 3. I: Cffent- 
licbes geben. SRit sa^lreid^en s^b- 
bilbungen. 8?r. 93.

-------II: Privatleben. SRit §a§I- 
reichen Slbbilbungen. 9ir. 328.

Teuifche Siteratur be^ 13. Sa&rh»n« 
beri^. Sie Epigonen b. fjöfifdjeu 
@pa§. Slugioahl a. bentf^en Sich- 
iungen bes 13. ^ah^unbertS bon 
Dr. Siitor 3unf, 2I!tnariu£ ber 
Äaiferlichen Sltabemie ber SSiffen- 
föaften in SSien. 9ir. 289.

Senif^e SiterßturbenJmäier be^ 14. 
tt. 15.3aVibberts. 2lu3geroä$Ii 
unb erläutert bon Dr. ^ermann 
Saucen, Tireftor b. Königin 2uife- 
Säiule in Äönig^öerg i.Pr. fRr. 181.

Seutf^e Siieraturbenhnäler be^ 16. 
3ßh^b^nberi§. I: SÖlartin Sather 
iu Shout. 2Rumer. ^usgetoählt u. 
mit ©nleimngen u. Slnmerhmgen 
berfehen bon Prof. &. ^etüt, £ber* 
lehrer am fRifolaigtjmnafium §u 
Seip^ig. 9lr. 7.

-------II: ^ans SaÄ». Slusgemäftliu. 
erläut. ö. prof. Dr. -J. SaBr. Jcr.24.

-------III: Son Srant bi» bloUen« 
hagen: Srant, Rutten, ^ifefjari, 
foioie SierepD» n.$yßbeL fäuSge». 
u. erläut. von Prof. Dr. 3uliu§ 
Ga^r. 9£r. 36.

— bes 17. unb 18. ^ßhbhunbertö bi§ 
ßlopftod. I: Sprit bon Dr. paul 
Segbanb in Sertin. 9£r. 364.

-------II: Profa b. Dr. $ans Segbanb 
in Raffet 9ir. 365.

Seutfdje Siteratttrgefdjidjte bon Dr.
®od), Prof, an ber Uniserfitäi 

Sreslau. 5?r. 31.
— ber^lafnterseit b. Sad Seitbrecpt. 

burchgefehen u. ergangi ü. fiad 
Perger. 52r. 161.

— be§ 19. 3ahrhunbert§ bon Gari 
SBeiibrecbt, neu bearbeitet bon Dr. 
SRidj. SSeitbre^t in SSimpfen. I. DL 
Sir. 134. 135.

Seuifdjen 2Runbarten, Sie, bon Prof. 
Dr. &. 9iei^ in SRains. 9hr. 605.

Seutfche SRpthologie. ©eruianifthe 
2Rbthologie von Dr. Gugen Plagt, 
Prof. a. b. Uniberf. Seip^ig. 9er. 15.
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Teutleben ^erfonennamen, Xie, b. Dr. 
Slub. Äleinpaul i. Seipjig. Sir. 422.

Tentfche IBoeiii von Dr. S. Soriniß,
$rof. a. b. Unib. aJiundjen. Sir. 40. i 

TeitffdjeStecbrsgefdjWes.Pr.Sitö&rb • 
Sdjröber, SSrof. a. b.Unioerf. Reibel- ; 
Berg. I: Sig 5. SRiitelalter. Sir. 621. | 

-------II: Sie Siegelt Sir. 664. 
Teutfdje 'Uebelepre oon $an£ SSrobfi, i 

©bmncfidprof. i. Samberg. Sir. 61. i 
Teutfdje Schule, Sie, im 3lu»lanbe , 

bon $an£ Slmrbein, Seminarober« 
lehret in Whbt- Str- 259.

Xeu:fÄe£ Seeredji b. Dr. Cito Sran- 
b^, £berlaubesgerimtsrat in $am- 
bürg. I: SlUgem. Serien: ^eponen 
u. Sachen b. Seerechi^. Sir. 386.

-------II: Sie eins. Jeered)tI.Sc^u(bber« 
hältniffe: Verträge beä Seerecht^u. 
außerberiragliche Haftung. Sir. 387.

Teutfdje Stabt, Sie, unb ihre Serio al» ; 
tung. Eine Einführung i.b.Kommu- - 
nalpoliti! b. Eegento. gerau»geg. i 
b. Dr. Cito SRoft, Seigeorbn. b.Stabt | 
Xünelborf. I: Serfan'ung u. Ser- 
ioaltung im allgemeinen; ^inangen 
unb Steuern; SBilbungs«unb Kunfi- 
bflege; E^unbheitspflege. Sir. 617.

------- II: SBirijmaftö- u. So§ialboliiiL 
Sir. 662.

-------III: Se^nS: Städtebau, Xief- 
u. Hochbau. SJlit 48 SXbb. Sir. 663.

Teutfdje Stammegfunbe b. Dr. 8lub. 
SJiudj, a. 0. i^rof. a. b. Unib. SSien. 
SJlü 2 Karf. u. 2 Taf. Sir. 126.

Xeutfdie»Unierrid)£5mefen. GJefdjidjte 
bei beutfdjen llnterridjiimefeni b. 
ißrof. Dr. griebnch Seiler, Tirefior 
bei Kgl. öbmnafiumi 511 Sudau. 
I: SJon Anfang an bi» sum Enbe 
be» 18. ^ahrhunbertg. Sir. 275.

-------II: Som beginn b. 19. Sahrh- 
bi» auf bie Eegemoart. Sir. 276.

Xeutf^e Ürfjeberredii, Tag, an lite
rarischen, tünftlenfchen u. geioerb» 
liehen Schöpfungen, mit befonberer 
Serüdfichtigung ber internet. Ser» 
träge b. Dr. ®uft. Siauter, patent« 
anroalt in Charlottenburg. Sir. 263.

Teutfche SoIIslieb, Tag, ausgetoählt 
u. erläutert bon ^rof. Dr. 5ul. 
Sahr. 2 Sänbchen. Sir. 25 u. 132.

Teutfdje SBehrberfaffung t>on Karl 
Enbrel, Geheimer Kriegsratu. box« 
tragender Slai imKriegsminifterium 
in SJlundjen. Sir. 401.

Teutf^es SSörierbu^ 3. Dr. Siicharb
Soeme. Sir. 64.

Teuiftheäeitungiwefen, Tai, bon Dr. 
Siobert Sörunhuber in Äöln a. Sih- 
Sir. 400.

TeuifchcS BifÜbroseßreihi ton $rof. 
Dr. Wilhelm Äif^ in Straßburg 
i. S. 3 Sänbe. Sir. 428—430.

Xeuifthlanb in römifdjer 3eit bon 
Dr. Cramer, ^rooinsiaP 
fchulrat ju SRünfter i. SB. Seit 23 
SIbbilbungen. Sir. 633.

Xitfjtungen au» mitielhmhbeutf^er 
^rrubseit Sn 2Iu»m. mit Cinltg. u. 
SBörterb. herauigeg. 0. Dr. §erm. 
Sanken, Tiretior b. Königin iiuife« 
Schule i. Königsberg i. $r. Sir. 137.

Tietridjepem Kubrun unb Xietricfj» 
cpen. SRit Einleitung u. SBörter« 
buch öon Dr. £. B. Sincgel, SBrof. 
a. b. Unioeqität SBürgburg. Sir. 10.

Xifferentialredjnung bon Dr. fjriebr. 
Runter, Sletior b. Slealghmnafiumi 
u. ber Cberrealfdmlein (Söppingen. 
SJlii 68 ^isttren. Sir. 87.

— Scepetitorium u. Slufgabenfatnm« 
lung sur Xifferentialrechnung ton 
Dr. {yriebr. Sanier, Sletior b. Sleal- 
gpmnaiium^ u. b. Cberrealfchule in 
Eöppingen. SJlii 46 fyig. Sir. 146.

Xrogeuhmbe bon Siich- Xorfiemi^ in 
Üeipsig unb Eeorg £tier»bad) in 
Jamburg. Sir. 413.

Xmitftoaffet« unb TrutfIuft«SInlagen. 
SBumpen, Tracfmafier- u.TrudlufP 
Einlagen oon Tipl.^ngen. fRubolf 
Sßogbi, 9legierung»baumftr. a. X. 
in Stachen. SRit 87 §ig. Sir. 290.

(xcuabor. Xie Corbillerenfiaaien bon 
Dr. Silbelm Sieoez», SBrof. an ber 
Uniüerfität Eieben. II: Ecuabor, 
Solombia u. SSeneguela. SJlii 16 
Tafeln u. 1 lithogr. Karte. Sir. 653.

<Eb belieb er mit ©rammaiif, Öberje^g. 
u. Erläuterungen bon Dr. SBilhelm 
SRaniich, Cpmnafialoberlehrer in 
£gnabrüd. Sir. 171.

Cifenbahnbau. Xie Cntwidlung be» 
mobemenEifenbahnbaueS b.Tipl. 
3ng. Sllfreb Siri, o. ö. ^Srof. a. b. 
I. i. Seutfchen Xechn. ^ocjfchule in 
SBrag. SJlii 27 Blbbüb. Sir. 553.

Cnfenbahnbeirieb, Ter, b. S. Scheib
ner, Königl. Cberbaurat a. X. in 
Berlin. SJlii 3 SIbbilbgn. Sir. 676.
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Gifenbö^nen, Sie Sinienfü^rung ber, ’ 
öon & ZäeQele, ^rofeffor an bet j 
Sedjn. £odndju!e in Sarmfiabt. • 
SRit 52 tUbbiloungen. Sir. 623.

Gifenbabnfßljrgeuge von &. Hinnen* i 
iljal: 3tegierung4 Baumeister u.C6er* • 
ingen. in Hannover. I: Sie Sofo* S 
motiven. SRit 89 Abbild, im Sejt, 
unb 2 Saf ein. Sir. 107.

-------II: Sie Gifenba^ntbagen unb * 
Sremfen. SÄit 2In^.: Sie Giien« ! 
BafjnfaBrgeuge im Sexrieb. Wlli 56 ; 
SIbö. im Xe^t u. 3 Saf. 31t. 10S. i 

^ifenbc^npalitiL ©efqiröie b. beut* i 
fdjen®fenbabubolitif v. Setrieb»* * 
nqpeüor Dr. Gbmin. Äed) in $ar!3* ! 
ruhe i. S. Str. 533.

®fenba^nberfeär, Ser, b. ßgl. Gifen- ? 
baf}n*3tedjnung5birettor Xb. SSil* i 
branb in Serlm^riebenau. Sir. 618. ;

©fenbetonbau, Ser, v. SReg.*Saumjtr. ■ 
Äarl Stößle. SRit 75 Slbb Übungen. i 
Sir. 349.

®fenbetDnbrüden von Dr.^ng. ß. 53. j 
Sd) een teile in Stuttgart. SRit - 
104 Slbbilbungen. Str. 627.

Gifenljüitenhmbe von 31. ^reuß, bibL ! 
Hütteningenieur. I: Sa3 SRobeijen. ’ 
SRit 17 gig. u. 4 Saf. Sir. 152.

-------II: Sa§ Scpmieveven. SR. 25 
gig. n. 5 Saf. Str. 153.

®fentonftruttiDnen im Hodjbcu von 
■ftngen. Äarl Sdjir.b'er in SReißen. 
SRix 115 Figuren. Str. 322.

Gi^jeitai.er, sa», v. Dr. Gmil xSertb 
in Serlin*$SiImer»borf. 8Ritl7 2l& 

• Bilbun en unb 1 ^arte. Str. 431. 
®afrisität»Iebre für Bngenieure I:

Öirunblagen unb SHlgemeine^ über 
GVßnnungöguftänbe, BbHnber, 
Gbene glatten, Sorfion, Ge* 
Jrümmte Sräger. Son Sr.*5ng. 
SRaj Gnßlin, ^Srof. a. b. Ägl. Sau* 
gemertidjule Stuttgart unb privat* 
bojeni a.b. Sedm. Hodpdjule Stuti« 
gart. SRit 60 SIbbilb. Sir 519.

®eJiriftben SReßinftrumenie, Sie, von 
S Herrmann, Srof. an ber Sedin. 
Hoandmle in Stuttgart. SRit 195 
Figuren. Str. 477.

®ettrifdje Selegrabbie, Sie, bon Dr. 
2ub. SieUftab. SRit 19 fyig. Str. 172.

GleÜrigiiäi. Sbeoret^bbiit III:® el» 
trijiiät tt. SRagneti^mud von Dr. 
Guft. Säger, $rof. a.b.Xedjn.Soc^* 
fajule in SSien. 2Rit 33 Slbbilbgn. 
Str. 78.

®c?tro^emie von Dr. Heinz. Sanneei 
in @enf. I: Sbeoretifdie ®e!tro- 
djemie u.i&re pf)t)iifa[ifdj*djemif^en 
©runblagen. SRit 16 5ig. «Rr. 252. 

------ II: (Srperimeni. (fletirodjemie, 
SReßmei^oben, Seitfä^igteit, S5- 
fungen. SRit 26 gig. Str. 253.

®ettromagnet Si^tifjeorie. Sbeoret 
$^fi{ IV: Glettromagnet Siebt’ 
tbeorie u.®ettronit bon ^rofeijoz 
Dr. ®uft. Säger in 23ien. SRii ’21 
Siguren. Str. 374.

©eltrometßUnrgie von Dr. Sriebridj 
SRegetefeerger, ÄaiferL ^eg.*3iai in 
Sieg!ib«93er!in. 2R. 16 gig. 3er. 110.

®eftrotedmi?. ®nfübrnng in bie 
SiarJftromtedinif b. S-
Srof. b. Glettroiedmif an ber ^gi. 
Sedin. H^iöule Stuttgart. I: 
Sie ^ö^fUalif^en ©ranblagen. SRii 
95 Sig. u. 16 Saf. Str. 196.

-------II: Sie ©leidiftromiedmii. SRit 
118 Sig. unb 16- Saf. Str. 197.

-------III: Sie SSedfelftromtedjniS. 
2Rii 154 9ig. u. 16 Saf. Str. 193. 
— IV: Sie Grgeugung unb Ser= 
teilung ber elettriidien Energie. SRit 
96 Siguren u. 16 Safeln. 9tr. 657.

®efiroteäniL Sie SRaterialien be§ 
2Rafdjiuenbaue£ unb ber ®ettrb> 
tedjnii ton Sngenieur ^rof. ^er» 
mann SSilba in Bremen. SRii 3 
SIbbilbgn. Str. 476.

®faß«2dtt}ringen, 2anbe§funbe bon, 
b. i^rof. Dr. 31. Sangenbed in 
(Straßburg i. G. SRit 11 Slbbilb. u. 
1 ^arte. Str. 215.

Gnglif^sbeuift^eS @ef^räd*Sbui$ bon 
^rof. Dr. G. Hausfnedjt in Sau* 
fanne. 9tr. 424.

(rngliidje ©efdiidjte b. Sßrof. 2.Gerber, 
Cberlebrer in Sünelborf. 3lr. 375.

Gngüf^e Huu^el^forrefbDnbeng von 
G. G. SSbitfielb, M. A., £berlebter 
an^ Äing Gbmarb VII Grammer 
(Sdiool in ^ing’g £tmn. Str. 237.

Snglifdje Siieröturgefdji^te von Dr. 
Äarl SSeifer in Sien. Str. 69.

-------Grunbgüge unb Hß^ttüben b. 
englifdjen Siieraiurgefdüdjte von 
Dr. Smolb SR. SR. Sdiröer, ^rof. 
an ber Hanbels^oqfdjule in Äöln. 
2 Seile. Sir. 286, 287.

Gnglifdje 53^onerit mir Sefefrüden Von 
Dr. SI. G. Sunftan, Setter an ber 
Universität Äönigäberg i. Preußen. 
Str. 601.
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Ento>idlung»gefd?id}ie her Ziere bon 
Dr. Johannes SReifenheimer, ©rof. 
ber ä^^Sie an ber Univerfiiäi 
^ena. I: gurdmng, ©rimiiivan- 
lagen, Sarven, 5orm^öung, Em= 
brtpnalhüßen. ^it4SFig- ©r. 378. 

------ II: Crganbilbung. 2Rü 46 gig. 
Sir. 379.

Epigonen, Sie, be§ höfifdjen Epo». 
SLu^föahl au» beutf^en Sichtungen 
bes 13. Fah"hunbert» ton Dr. ©itior 
5un!, 2l!iuanu§ b. Äaiferl. 2liab. 
ber 28 in entarten in2Bien. 31". 2S9.

Erbre^t. SRedit be» ©ärger!. ©efe^ . 
buche». Fünfte« Such: Erbrecht von | 
Dr. Silhelm non ©lume, orb. ©rof. ' 
ber 'Rechte an ber Univ. Tübingen. . 
I. SLbieilung: Einleitung. — Sie ; 
Erunblagen be» Erbrechts. U. 3lb» • 
teilung: Sie ©achlaB&cteiligien. ; 
2Rii 23 Figuren. Rr. 659/60. i 

Erbbau Von Steg.=©aum. Erwin Sin! i 
in Stuttgart. Seit 72 Ülbbilb. Rr. 630. ■ 

Erbmagnett»mu»,@rbftrom u.©olar» 
licht von Dr. 2!. ©ippolbi, ÜRiiglieb ! 
be« ßönigl. ©reuBifcfjen SReieoro* i 
logif^en Snfiiiut» in ©oisbam. ÜRit • 
7 Safeln unb 16 Figuren. Rr. 175. :

Erbteile, 2änber!unbe ber auBereuro» 
päif^en, von Dr. Fiöuj Sßiberich, ! 
©rof. a.b. Ejporiatab. in SSien. SRii ; 
llZestfärtdjenu/Brofilen. Rr. 63. • 

Ernährung unö Rah rang« mittel von ' 
£berftab«ar$t ©rofeffor ©ifc^off i 
in ©erlin. 2Rii 4 2!obüb. Rr. 464. ;

Eibit bon ©rof. Dr. Shoma» SicheliS i 
in ©remen. Rr. 90.

Europa, Sanberlunbe öon, von Dr. i 
granj <?eiberidj, ©rof. a. b. Export» < 
afabemie in 23ien. URit 14 Zejt» ■ 
iäridjen u. Siagrammen u. einer | 
Sarie ber Rlpeneinteilung. Rr. 62. j 

EjJurfion»flora von SeutfdHanb gum 
Seftimmenb. häufigeren i. Seutfch* 
lanb wilbwachienben ©flansen bon 
Dr. 33. SRigula, ^Brof. an ber ^orft* 
afabemie Eifenad). 2 Seile. 9Rii je 
50 SIbbilbungen. iRr. 26S unb 269.

EjbcHmentalbhhfiJ b. ©rot. 2ft. Sang 
in Stuttgart. I: SRechanif berfeften, 
fluffigen unb gafigen Äorber. SRit 
125 Figuren. tRr. 611.

Ejblafibftoffe. Einführung in b. Ehe 
mie ber e^plofiuen ©orgänge von 
Dr. ö. Sinnstoig in Stegli§. ÜRit 
6 3I5biIb. unb 12 Zab. iRr. 333.

। eantiHenre^t. SRedjt b. ©ärgerlichen 
: Eefetbuwe». ©ieries ©uch: Fu= 

milienrec^t von Dr. Heinrich Sihe, 
; ^Jrof. a. b. Univ, Eöttingen. 'Rr. 305. 
; Färberei. Se^tiDFubuftrie III: 2Bä= 

fcherei, ©leidierei, Färberei unb 
ihre ^ilf^ftofK öou Dr. 33ilhelm 
URanot, ©rof. an ber ©reuBifdjen
höheren gachicbule f. ^estilinbuftne 
in ^refelb. 2Rii 28 &ig. fRr. 186. 

iJelbgefthüB, Sa» mvbeme, ä. Oberft» 
leutnant SB. §et)benreim, SRiiitär* 
lehrer a. b. SRilitärtechn. Sltabemie 
in Serlin. I: Sie EnttoicHung bes 
(yelbgefcnü^eä feit Einführung be§ 
gezogenen ^nfanteriegeruehr^ bi^ 
einfdjl. ber Erfinbung beS rauch!, 
fguiüer», etwa 1S50 bi^ 1890. ^Rii 
1 SIbbilb. 9?r. 306.

-------II: Sie EnittHcHung b. heutigen 
fjelbgejdjü^e» auf Erunb ber Er- 
finbung be» rauchlofen ©ulöers, 
ettoa 1890 bi» jur Eegentoart. SRit 
11 2lbbüb. 9te. 307

^emfprecbwefcn, SaS, oon Dr. Sub- 
ioig fReüftab in Serlin. SRit 47 gig. 
unb 1 Safel. iRr. 155.

Jeftigfeitslehre v. SB. Sauber, Sibi.» 
Ingenieur. SRit 56 ^ig. 5Rr. 288. 

— ^ufgabenfammlung jur heftig- 
leiiMefire mit Säfungen von 
SR. <>aren, Siplom-ängenieur in 
Mannheim. $Rit 42 £yig. 5Rr. 491. 

fycite, Sic, unb £le fonne bie Seifen- 
u. ^er jenf ab räat. u. b. ^ar^Satfe, 
gimifje m. ihren wicht, ^ilfsftoffen 
von Dr. ßar! ©raun in ©erlüi. I: 
Einführung in bie Ehemie, ©e= 
förechung einiger Salse unb ber 
$eiie unb £Ie. fRr. 335.

-------II: Sie Seifenfabrifation, bie 
Seifenanaltjfe unb bie ^ersenfabri» 
Jation. 3Rii 25 ülbbilb. fRr. 336.

-------III: ^arge, Sade, gimiffe. 
fRr. 337.

Feuerwaffen. @efdH«hfe b. gefamten 
Feuerwaffen bi§ 1850. Sie Eni» 
toidlung ber Feuerwaffen b. ihrem 
erfien Auftreten bi» jur Einführung 
b. ge^og. öinierlaber, unter befonb. 
©erüdfichtig. b. $eeresbewaffnung 
von SRaior a. S. 33. ©ohlte, Sieg» 
Iih’©erlin. ÜRit 1052IbbiIb. iRr. 530.

Feuern?erferei, Sie, von Sireftor Dr. 
. 2l!fon3 ©uiarb, ©orftanb be£ 
s Stäbt Ehemifchen SaboratoriumS 

in Stuttgart. SRit 6 Fis- 634.
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giljfabritation. II:
SSeberei, 23irlerei, fßo lamentiere« 
rei, gpißen« unb ©arbinenfabri« 
f ation unb giljfabritation ton 
$rofe|for SRaj Eürtler, @eh. Sie* 
gierung^r. im ÄgI. Sanbe^gemerbe* 
amt 311 Berlin. $tit 29 gig. Sir. 185. 

ginanjlpfteme ber QJro[: möchte, S?ie, 
(Sntemat. Staatx* unb ©emeinbe* 
ginansmefen) p. O. SmWars, ®eb 
Oberfinangrai in Berlin. 2 Sänb* 
eben. Sir. 450 unb 451.

ginanswiffenfdjaft von Bräfibent Dr.
SR. »an ber Borghi in Berlin. I: 
Sillgemeiner Seil. Sir. 148.

-------II: söefonberer Seil (Steuer
lehre). Sir. 391.

ginnifdpugrifcfje Spra^wiffenfmaft 
non Dr. ^ojef G$innpei, SSrof. an 
ber Uniberfiiät Bubapefi. Sir. 463. 

ginnlanb. 2anbe£!unbe be& guro* 
päiftpen 9ht$lanb3 nebfi 5mn* 
ianbv uon i^rof. Dr. SI. Bhilippfon 
in §alle a. S. Sir. 359.

gimt||e. ^arje, Sade, gimiffe Don 
Dr. ®arl Braun in Sedin, (gelte 
unb €Ie III.) Sir. 337.

gifch«. SaS SS erreich IV: giftfje oon 
«2rof. Dr. SRar SRauther in Sieapel. 
SRit 37 SIbbilb. Sir. 356.

gifdjerei unb gifthsu^t son Dr. gar! 
Edfietn, B’of- a. b. gorftatabemie 
<jb erste albe, 2Ibteilung4birigent 
bei ber ^aupifiation be» forftlidjen 
Berfud^mefen». Sir. 159.

gleiten, Sie. (Sine Überfiel unterer 
Äenntniife b. $wf. Dr. @. Einbau, 
Äuftos a. ^qI. Boianifdj. SRufeum, 
Bribatbojent an b. Unteerf. Berlin. 
SRit 55 giguren. Sir 683.

glora. (?jfuriinn^flnra bon Senff di« 
lanb jum Beftimmen ber häufige* 
ren in Seutfdjlanb teilbföachfenben 
Bilanzen P.Dr. SS. SRigula, Btof. a. 
b. gorftafabemie Gifenadi. 2 Seile. 
SRit je 50 Slbbilb. Sir.' 268, 2*69. 

glußbau bon fEegierungsbaumeifter 
Cito fRappoIb in Stuttgart. SRit 
103 Slbbilbungen. Sir. 597.

görbermafchinen, Sie eleitrifdi be» 
triebenen, ron 21. Balihafer, 3ipl.* 
Bergingenieur. SRit öielen giguren. 
Sir. 678.

gorenfiföe $fr$iairie ton Btofen’or 
Dr. SS. SSetjganbt, Sir. b. gmen* 
anfialt griebridjäberg i. Jamburg. 
2 Bänbdjen. Sir. 410 u. 411.

■ gürfttoiffenfdjcft b. Dr. Slb. Sdjteap* 
saft, B^f. a. b. gorftatab. öbez»« 
malbe, 2LbieiI.*Sirig. b. b.^auptfrat. 
b. fozftl. Bezuch^mefens.' Sir. 106.

gortbilbungSidjulmefen, XaZ beut» 
fc&e, nach feiner geidjicntl. Gntirid* 
lang u. i. fein, gegenmärt. ©eftalt b. 
§.@ier(i»,3ieDiforgett5erbL gortbil* 
bungsfdjulen in 3cblesmig. Sir. 392. 

: granten. @efdn$te graulend b. Dr.
Ghnft. SReper, Sgl. preuß.
ard^i-Dax a. S., SRündjen. Sir. 434.

granfreidi. granjöfif^e @eft$ii$te 
ü. Dr. iR. Stemfelb, $rof. an ber 
Unwerfiiät Berlin. Sir. 85.

grantreidj. Sanbesf. ö. grcntreidj b. 
Dr. Siidj. Sieufe, Sire*i. b. £bex» 
realfmule in Spanbau. 1. Bänbch. 
SR. 23 2165. im Seji u. 16 £anb- 
fdjaftsbilb. auf 16 Saf. Sir. 466.

;------ 2. Bänbmen. SRit 15 2lb&. im
Se?t, 18 2anbfcbaft§büb. auf 16 Sa* 
fein u. 1 littjogr. Äarte. Sir 467.

■ grauäöfifth«beuifdje§ ®efpräd)3budj 
non S. grancillon, Settor am 
orientalisch. Seminar u. an b. $an- 
beUhodn'd)u!e in Berlin. Sir. 596.

■ gran$öfifäe ^anbelötorreipunbenä b.
i Brof. xh- be Beau?, Officier de 

l’Instruction Publique. 82z. 183.
gransöfifd,^ Sefebuch mit SSörter* 

ber$eidmi» bon Gtjprien grancillon, 
i Settor a. oriental. Seminar u. a. b.

^»anbel»bochi<fju^e’-SerIin. S2r.643.
: grembwort, Ta§, int ^euiftpen b. Dr. 

SRub. Äleinpaul, Seipjig. Scr. 55.
! greutbWörterbuch, Teutfdje^, non Dr. 

92ub. Äleinpaul, Seip^ig. Sir. 273.
: guge. (Jrläuierung u. Slnlettung §ur 

Äomüofition berfelben b. iBrof 
Stephan ^zehl in Seipjig. Sir. 418.

! gunttionentpeorie ton Dr. ftonrab 
; Änopp, Brwatbosent an ber Uni*
i berfiiät Berlin. I: ©runblagenber
i allgemeinen Theorie ber analpt.
i gunftionen. SRii 9 gig. Sir. 668
— Einleitung in bie, (Sbeorie ber 

tomplejen Zahlenreihen) bon SRaj 
SRofe, Oberlehrer an ber ®oeihe- 
fchule in Seuifd) * SSilmersborf. 
SRit 10 giguren. Sir. 581.

gu-^artiUerie, Sie, ihre Organisation, 
Bewaffnung u.Slusbilbg.b. Splett, 
Oberieutn. im ßehrbat. b. gußari.- 
Sd)iefefd)ule u. Biermann, Ober* 
leutn. in ber Berfuchsbatt. b. Slrt.- 
Brüfung^tomm. SR. 35 gig. Sir.560.
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Garbmenfabrilatiom Zejiilinbufirie 
II: Weberei, SBirlerei, $öfamen« 
üererei, Sbifeen» u. Garbinen» 
isbrifation n. gilsfcbriiatißn son 
Srof. Kaj Gürtler, Geh- Neg.-Nat 
int ^gl. £anbe3ge:oerbeami gn 
Serlin. Kit 29 gignren. Str. 185.

®a»« nnb SSafferinftallationen mit 
Ginfdjluß ber 2lbortanlageu von 
^rof. Dr. phil unb Sr.-gngen. 
ßbuarb Sajmiitin Sarmftabi. Kit 
119 216öübungen. . Nr. 412.
Ira f im ßfdnnen, £ie,s.gng. fälfreb 

Äiriqie in Äiel. 2 Sänbdjen. Kit 
sielen gignren. Sir. 316 u. 651. 

©ßftbäuier unb «»Diels von Slrajitefi 
Kaj S3 Öhler in Süfielborf. I: Sie 
Seftanbieile u. bie Ginridjiung beS 
Gafthaufe». Kit 70 gig. Nr. 525. 

-------II: Sie öerfdjiebenen Sixten son 
Gaftbäufem. Kit 82 gig. Nr. 526. 

Gebirgsartillerie. Sie Gntmidlung 
ber Gebirgsartillerie von ÄIub* 
mann, Dberft u. ßommanbeur ber
1. gelb«2Iri.«Srigabe in Äönig»« 
berg i. Kit 78 Silbern unb 
Uberüqtätafeln. Nr. 531.

©enoffenfdjaftsmefen, Sa§, in 
SeutfÄlanb ö. Dr. Otto Sinbede 
in Sünelborf. Nr. 384.

Geobäfie von Stof. Dr. G Neinher^ in 
Hannover. Neubearbeitet von Dr. 
G. gopter, Sbfervatora.Geobätiid). 
ßnft. Soisbam. K. 68 SIbb. Nr. 102. 

— Sermeffnng»funbe v. Siplom^ng.
S. SBerfmeifrer, Cberlelirer an ber 
Äaif. Semn. Schule i.Straßburg i.G. 
I: gelbmeffen u. Nivellieren. Kit 
146SIbb. II: Ser SbeoboIit. Srigo» 
nometr. u. baromeir. ^öbenmeng. 
Saditjmetr.K. 1092lbb. Nr.468,469. 

Geograbhie, ©eftbidjie bet, von Stof.
Dr. Äonrab &retid)meri.Gl)atlotten- 
bürg. Kit 11 gart. im Sejt Nr. 624. 

Geologie in turjem ?Iu^ug f. Schulen 
u. gur Selbftbelebrung gufammen- 
geftelli s. Stof. Dr. (Herb. graaS 
in Stuttgart. Kit 16 Slbbilb. u. 
4 Safeln mit 51 gignren. Nr. 13. 

Geometrie, fünalbtifche, ber ©bene 
v. Stof. Dr. K. Simon in Straß« 
bürg. Kit 52 gignren. Nr. 65. 

-------Slufgabenfammlung $ur Sina« 
lijiifdjen Geometrie ber ©bene von 
D. x$. Sürtlen, Stofeffor am 
ÄgL Nealggmuafinm in Sdjiväb.« 
Gmünb. Kit 32 gig. Nr. 256.

Geometrie, 2lnali?tifther be§ Nanntet 
son Stof. Dr. K. Simon in Straß« 
bürg. Kit 2S Ülbbübungen. Nr. 89.

-------Sufgabenfammlung jur 2lna= 
I^tiföen Geometrie beö Naumes 
von D. Sl). SüxTien, iBrofenor am 
ggl. Nealgnmnaiium in (<sd)toäb.» 
©münb. Kit 8 gig. Nr. 309.

— Sarftellenbe, von Dr. Stöbert 
<?außner, ißrof. an b. Unio. ^ena. 
I. Kit 110 gignren. Nr. 142.

-------II. Kit 40 gignren. Nr. 143.
— ©bene, von ®. Kahler, ^rofeffor 

am ©Qmnafium in Ulm. Kit 
110 gmeifarbigen gignren. Nr. 41.

— iBrojettiiJe, in fantljet. Sefjanblnng 
von Dr. garl Soetjlemann, iB^oj. 
an ber Uniberfität Künden. Kit 
91 gignren. Nr. 72.

©eometrifdje Cbtil, ©infübrnng in 
bie, von Dr. SS. <>inri^ in SSil* 
mer»borp23erlin. Nr. 532.

©eometrifdjes .geidjnen son SSeder, 
Nrdnteft u. Seijrer an ber San
gen» erffdjnle in Kagbeburg, nenbe
arbeitet son Nrof. g. Sonberlinn 
in Künfter. Kit 290 gignren unb 
23 Safeln im Sejt. Nr. 58.

©ermaniidje K^Hologie von Dr. ©. 
Kogi,sBrof.a.b.Unio.2eip3ig.Nr.l5.

©ertnanifcbe «pra^ioiffenf^aft son 
Dr. Nid). Soeme. Nr. 238.

©efang^funft. Set^niT ber beutfdjen 
©efangSIunft non £sL Noe u. Dr. 
$an4 goadjim Köfer. Nr. 576.

@efdiäfi§« unb 23arenl)äufer ü. £an3 
Sdjlieömann, ÄÖnigl. Saurat in 
Serlin. I: Som i'aben jum „Grand 
Magasin“. Kit 23 2Ibb. Nr. 655.

-------II: Sie roeitere Gntioidelnng 
b. Äauf^äufer. Kit 39 2lbb. Nr. 656.

©efdii^t^miffenfdiaft, Ginleitung in 
bie, ü. Dr. ©mft Semljeim, 33rof. 
an ber Unio. Greifen»alb. Nr. 270.

©efdiüfce, Sie mobemen, ber guß» 
artillerie ö. Kummentjoff, Kajor 
u.Sefjrer an b. gnßartiüerie-Sdjieß- 
fdmle in güterbog. I: Som Nuj- 
ireten b. gesogenen Gefdin^e bte 
jur Serroenbung be3 raudjf^ma- 
d?en Sulüer» 1850—1890. Kit
50 Sejtbilbem. Nr. 334.

— — II: Sie ©ntmidlung ber heu
tigen Gefchüfce ber gußartillcrie 
feit Ginfüijrung be3 rand)id)toad)en 
fBnloer» 1890 bi£ jur Gegenwart. 
Kit 33 Xejibilbem. Nr. 362.
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®efthtt»inbigleii£regler her ßrafima» 
feinen, Sie ,». Sr.*^ng. &. Äröner 
in griebberg. SRii 33 gig. SRr. 604.

©efefcbud?, Sürgerlidje», fiehe: SRedjt 
beä Sürgerlicben ©efegbu^eö.

©efintbbeiiälebre. Ser menfchliche 
Körper, fein Sau unb feine Sätig- 
leiten o. SRebmaun, Cberfchulrat 
in Sarl»ruhe. 2Rü ©efunbljeitö* 
Ie$re pon Dr. med. $. Seiler. SRit 
47 Slbbilb. u. 1 SafeL Sir. 18.

©etoerbebbgiene üon Dr. E. SRoth in 
Sotsbam. Sir. 350.

©etoerbewefen non Serner Sombart, 
^rofejjor an ber $anbeUhod)|(httle 
Serlin. I. II. Sir. 203, 204.

Gtoerblidje Slrbeiterfrage, Sie, bon 
Serner Sombart, ^rof. a. b. San* 
belshothfdjule Serlin. Sir. 209.

©ettJerblidje Sauten, ^nbixfirielle 
unb gewerbliche Saufen (Speicher, 
Sagerhäufer u. Gabrilen) o. Ülrdn* 
tettSeinr. Salzmann in Süpelborf.

*1: ülllgemeine» über Einlage unb 
Äonfttuttion ber inbuftriellen unb 
gewerblichen Sauten. Sir. 511.

-------II: Speicher unb Sagerhäufer. 
SRit 123 iriguren. Sir. 512.

©ewifht£wefen. SRa^«, SRünj* u. ©e» 
widjtSwefen b.Dr.Ülug.Slinb.^rof. 
a.b.^anbeUfchuleinÄöIn. Sir. 283.

@ie§ereimafchinen non Sipl.*3ng. 
Emil Sreiber in §eibenheim a. S. 
SRit 51 Figuren Sir. 548.

©Ia§- unb teramifdje ^nbufirie 
(Snbuftrie berSililate, ber lünfi« 
liehen Saufteine nnb be» 2Rör» 
tel» I) b. Dr. ©uft. Sitauterin Ehar* 
lotienburg. SRit 12 Safeln. Sir. 233.

©leidjftrommafcpine, Sie, üon $ng. 
Dr. S. ^insbrunner in Sonbon. 
SRii 81 Figuren. Str. 257.

©letfrberfunbe o. Dr. SRadjacef 
in Sien. SRii 5 Slbbilbungen im 
Se^i unb 11 Safeln. Sir. 154.

©otifdie Spradjbenimäler mit Sram* 
mati!, Überlegung u. Crrläutergn. 
ö. Dr. §erm. ^antjen, Sirehor b. 
Königin Suife* Schule in ^önig§* 
berg i. ißt. 79.

©ottfrieb mm Strasburg. Bartmann 
non Sine- Solfram oon Sfcpen« 
bacp unb ©ottfrieb bon Stras
burg. Süiätoapl a. b. höflich.EnoS m. 
SInmerf. u. Sörterbudj p. Dr.
SRarolb, Sn>f. am ^gl. griebrid)^- 
ßonegiums-^önigSberg/^. Sir.22.

©raphifthen fünfte, Sie, ron Sari 
Sampmann, 1.1. Sebrer an ber 1.1. 
©raphifchen Sehr* unb SeriucbS- 
ftalt in 2Sien. SRit §ablreid)en 2lb* 
bilbungen u. Seilagen. 9är. 75.

©riedjifeb. Steugrie^ifcb ’ beuiftpe§ 
©efpräc^bud? mit beionb. Serüd* 
fid}tigung ber Umgangsipradje bon 
Dr. ^obanne^ ßaliifunafb, So§. 
am Seminar für Orient. Spraye 
in S erlüi. 8lr. 587.

©riecbifÄe ÄItertum»Tunbe o. Srof. 
Dr. SRidj. ÜRarich, neu bearbeitet b. 
SRefior Dr. ^rans Soblpammer. 
ÜRit 9 Sollbilbern. *Rr. 16.

©riedjifdie ©efcpidjte ton Dr. ^einruh 
Swoboba, Srofeüor an b. beuifdjen 
Unwerfität s£rag. SRr. 49.

©rieebifdje 2iteraturgefdjid)ie mit Se* 
rüd|id?tigung b. ©efchidjie ber 
®nfenfd?aften ü. Dr. Sllfreb ©erde, 
Srof. an ber Unib. Sre^Iau. 
2 Sänbdjen. SRr. 70 u. 557.

! ©riednfdten ^apbri, Slu^wahl au^, 
: bon Stof. Dr. Stöbert §elbing in 
l ÄarUruhe i. S. 9er. 625.
; ©riethif^en Sprache, ©eftfjidjte ber, 

I: Si3 gum SluSgange b. nafnicben 
Seit o. Dr. £tto Hoffmann, Srof. 
a. b. Unis. ÜRünfter. sRr. 111.

©riednfehe u. römifdje SRptholos^ ö. 
s$rof. Dr. $erm. Sieubing, 9£efi. b. 
©pmnaf. in Schneeberg. SRr. 27.

©runbbuchrccht, Sa§ formelle, non 
£berlanbe£geritht~r. Dr.$.ftrehfeh- 
mar in Sterben. <Rr. 549.

$anbel3poliiif, Slu^wärtige, bon Dr.
„ $einr. Sieoefins, Srofeffor an 

ber Unioerfität '^r- 245.
$anbel§redjt, Seutfche^, r>on Dr. £arl 

Sebmann, Srof. an b. Uniöeriiiai 
Söttingen. I: Einleitung. Ser 
Kaufmann u. feine ^ilf^perfonen. 
Offene ^anbeBgeielljdiafi. ^om- 
manbit* unb ftille ©eietlidjaft.

457.
------- II: 21fnengefellfd?aft. ©efellfch. 

m. b. §. Eing. @en. $anbel3gef<h. 
Sir. 458.

^anbelSfchuImefen^ Sa§ beuif^e, 
üon Sireftor Sbeobor Slum in 
Seffau. SRr. 558.

^anbelsftanb, Ser, »on Slefhi^antoatt 
Dr. jur. Sruno Springer in Seipsig 
(Kaufmann. SRedjtäfunbe. Sb. 2). 
Sir. 545.
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Saubelswefen, Sß§, ocn ®e$. Ober*' 
regierungerat Dr. Silh. Seji*, $ro- ; 
feffor an ber Unioerfität Göttingen. i 
I: Sa» Sanbel^perfimal unb ber J 
SSarenS anbei. Str. 296. 5

-------II: Sie Gffetrenborfe unb bie j 
innere ^anbelspolitif. Sir. 297.

^anbfenerwaffen, Sie Gmtwidlung , 
her, feit ber SRiiie be» 19. 3^^* ; 
hunberts u. ihr heutiger Staub bon j 
®. 2Brgobef, Hauptmann u. ßom- ; 
Pagniecief int ^nf.^eg. Freiherr ; 
^iUeroonGärtrmgen(4.i3oienf(he§) i 
9fr.59 i.SolDau. SR. 212lbb. Sfr.366. ?

^ßrnwnielefjre non 21. $dm. SRit < 
bielen Scotenbeiinielen. Sir. 120. ’ 

^ßrtmann ödu 2lue, Wolfram non : 
Gf^enbadj unb Gottfrieb öon ; 
6ttß§burg. Sluetnabl au4 b. böfi- i 
f^en Cfro» mit Slnmer*. u. SSörter- ; 
bum ton Dr. Ä. SRarolb, ^rof. am ; 
ÄönigL 5riebricf}§*S'oUegium gu i 
Königsberg i. fßr. Sfr. 22. j 

^arge, Satie, {yirniffe üon Dr. Sari;
Sraun in Berlin. (Sie {Jette unb i 
tle III). Sfr. 337.

^ebegeuge, Sie, ihre Sonftiuftton u. ; 
Berechnung oon $ng. ^rof. öerm. ■ 
SSilba, Stremen. SRii 399 2Ibb. ! 
Sfr. 414.

^eere^organifation, Sie (ntttxncElixng ; 
ber, feit Ginführung ber fiebenben ; 
^eere non £tto Sieufdjler, i 
mann u. Satieriecnef in Ulm. I: i 
®efdii±tl. GntroiÄung bi» gum { 
Slusgange b. 19. ^abrp. 9fr. 552. j 

Neigung n. Süftuug 0. $ng. ^otjanne^ : 
Körting in Süifelborf. I: Sa§ [ 
Seien u. bie Berechnung ber £»ei* i 
gungS* u. SüftungSanlagen. Seit * 
34 Figuren. Sfr. 342.

------- II: Sie Stabführung ber $ei- 
gungö* a. Süftungeanlagen. SRit 
191 {Jiguten. 9fr. 343.

Reffen. SanbeSlunbe be» ©toi» 
bergagtum^ Reffen, ber Bronins 
^effen-Siaffau unb be5 {Jürgen« 
tum4 23 al bett t». Stof. Dr. Georg 
©reim in Sarmftabt. SRit 13 21 b- 
bilbungen unb 1 Karte. 9fr. 376.

^ierngUjbben non ®eb. 9iegier.*3iat 
Dr. iäb. @rman, Stof, an ber Uni- 
berfitäi Serlin. Sfr. 60S.

^aiijfbannHng^tethnit,(5inMr.in bie 
mnbente, non Sr.-3ng. Ä. <yif<f)er 
in Hamburg-® ergeborf. Sfri92?yig. 
3fr. 609.

$ol5, Sß§. Slufbau, (figenjefjaften u. 
SBerioenbung ö. 3^8. Stof. $erm. 
SSilba in Sremen. Slii 33 2155. 
9fr. 459.

^otelö. ©afthänfer unb Rotels öon 
Slrchii. SJcar Schier in Süijelborf. 
I: Sie Sefranbteile u. b. Ginridjig. 
be^ Gafthaufe^. Seit 70 {yiguren. 
Sfr. 525.

-------II: Sie öerj^iebenen Sitten oon 
Gafi^äufem. Sfrt 82 {JiS'^ten. 
9er. 526.

^brßuli! ö. 23. Raubet, Sipl.*5ng. 
in Stuttgart. SHt 44 Figuren. 
9fr. 397.

$^giene be» Stäbiebau», Sie, non 
^rof. Sußbaum in §an*
nooer. SHt. 30 SIbb. 9fr. 34S.

— be§ SSD^nung§wefen§, Sie, non 
fgrof. ö. Ghr. Sutbaum in .^an» 
neuer. Seit 5 Slbbüb. Sfr. 363.

Sberifdje^albinfel. Sanbeetunbe ber 
Sberifäen iialbinfel mm Dr. {yrü> 
SRegel, Sfrof. a. b. Univ. SSürgburg. 
Si. 8 Äärtd)en u. 8 2Ibb. im Sejt u. 
1 Äarte in jjarbenbrud. Sfr. 235.

3nbi[Äe fReligion^geidjiaiie bon fßrof. 
Dr. Gbmunb §arbi). Str. 83.

3nbogertnan. Sprß^wiffenfdjcft non 
Dr. SR. SKeringer, ^rofen'or an ber 
Unteerf. Srag. SR. 1 Safet 9fr. 59.

Snbuffrielle u. gewerbliche Saufen 
i (Speicher, Sagerbäuferu.<Jabriten> 

bon 2Ird)itett .^einr. Saigmann in 
Süffelborf. I: SlUgemeine^ üb.Sln* 
läge u. Äonfirufiion b. inbuftriellen 
u. gewerblichen Sauten. Sfr. 511.

-------II: Speicher unb Sagerbäufer. 
SRit 123 Figuren. Sfr. 512.

Snfeftion^franHjeiien, Sie, unb ihre 
Serbütung non Stab^argt Dr. 23. 
Soff mann in Serlin. SRit 12 bom 
Serfaffer gezeichneten Slbbilbungen 
unb einer Jiebertafel. 9?r. 327.

3nfeften- Sa» Sierreidj V: Bufetten 
non Dr. 3- ®toß in Sfrapel (Sia* 
gione ^oologica). SRit 56 Ülbbil* 
bangen. Sir. 594.

^nftrumentenlebre o. SRufifbir. Srang 
SRaperboff in Gljemni^. I: Seji. 
Sfr. 437.

-------II: Sfrtenbeifpiele. Sir. 438.
Sntegrolredjnung üon Dr. {yriebr. 

Runter, iRefi. b. Sealgpmnafmms 
u. b. Dberrealfdmle in Göppingen. 
SRii 89 giguren. Sir. 88.
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Integralrechnung. SHeperito rinnt u. 
Stufgabenfammfang guttural* 
redmung non Dr. griebr. Runter, 
Steti. b. SRealgpmnafiumß u. ber 
Cberrealidmle in Göppingen. SRit 
52 Figuren. <Rr. 147.

SfraeL ©efäidite gfraelß biß auf 
bie griedjifche Seit bau Lie. Dr. 
S. Senginger. Sir. 231.

3iaHenifc^e ^aubelßforrefpanbeng b. 
^rof. Alberto be Sean;, Oberlehrer 
am Honig I. Snftiiut €. Slnnun*
giaia in gierens. Vtr. 219.

Stalienifdje Siteraturgefcüi^te non 
Dr. Hari Vogler, ißrofeffor an ber 
Uniberfität äRündjen. Kr. 125.

Haltularion, Sie, im SRafchinenbau 
ton 3ngen. §. Seibmann, Sogent 
am Sedjnifum SUienburg. SRii 
63 2£bbilbungen. 9er. 486.

Halternafdjinen. Sie tbermobijna« 
mifchcn ©runblagen ber SSärme» 
traft« unb Hältemafdiinen son SR 
SRöttinger, SipL<jng. m SRann* 
heim. SRii 73 Figuren. Sir. 2.

Kamerun. Sie benifthen Kolonien 
I: Saga unb Kamerun bon ^rof. 
Dr. Har! Sooe. SRii 16 Safeln unb 
einer lithogr. Harte. Ta. 441.

Hanoi« unb Sthienfenbau von Sie« 
gierungßbaumeifier Otto Siappolb 
in Stuttgart. SRit 78 2lbb. Str. 585.

Hani, Emmanuel. (®eidnd)te ber 
SWofopbie Sb. 5) bon Dr. Sruno 
Saud?, Srof. a. b. Unib. Sena 
Sir. 536.

Hartel! u. Senft b. Dr. S. Sfcfjierfchfi) 
in Süffelborf. Str. 522

Hartentunbe bon Dr. SR. Groll, Hario* 
graph *• Berlin. 2 Sänbchen. I: Sie 
^rojeitionen. 9Rii 56 gig. Sir. 30.

-------II: Ser Harieninhalt unb baß 
SReffen auf Starten. SRii 39 gig. 
Sir. 599.

Hartographifdje Stnfuabmen u. geo* 
graph. Ortsbejrimmung auf Steifen 
non Dr.«Sng. 91. §ugerßhofL $rof. 
an ber gorftatabemie gu Sbaranbi. 
SRit 73 giguren. Sir 607.

Hanfmännifme Stedjt&tunbe. I: Saß 
SBedjfelroefen b. Stedjißanioali Dr. 
Sub. SRotheß in Seipgig. Str. 103.

— II: Ser ^anbelßftanb b. Stechtßan* 
malt Dr. jur. JBruno (Springer, 
fieipgig. Str. 545.

Hanfmäunifdjeß fReäneu bon SSrof. 
Stiqarb gufi, Oberlehrer a. b. 
Offen!!. ^anbelßlehtanftal: b. Sreß« 
teuer Stauf mannhaft. I. II. III. 
Str. 139, 140, 187.

fieramiftbe .gnbuftrie. Sie gnbnftrie 
ber Siliiate, ber tunftlidjeu San« 
fieiue unb beß SJlnrielß non Dr. 
@uft Staufer. I: Glaß« u. feram. 
gnbufirie. SRii 12 Saf. Str. 233.

ßerjenfabritatian. Sie Seifenfabri« 
fation, bie Seifenanaltjfe unb bie 
^ergenfabrilatiou »an Dr. ßarl 
Sraun in Serlin. (Sie gelte u. 
Ole II.) SRii 25 $bb. Str. 336.

• ßiautfdjau. Sie beutfdjen Kolonien 
II: Sa^ Sübfeegebiet unb Siiau« 
rfdjau ü. igrof. Dr. ß. Sooe. SRit 
16 Saf. u. 1 lithogr. Harte. Str. 520.

Hinemarif bon Sipl.’gng. San§ ^ol* 
fier, Slnift. a. b. HgL Seajn.
fdmle Sre^ben. St. 76 91b5. Str. 584.

Hirdjenlieb, Sa» beutfdje, in feinen 
ebarafierifnfehen Grfdjeinungen auß* 
gewählt bon D. griebrich Spitta, 
fßrof. a. b. Unwerfiiäi in @traß* 
bürg i. ß. I: SRiüelalier u. IRefor» 
mation^geii. Str. 602.

' Äirdjenrecbt ». Dr. ß. (Sehling, orb.
■ SSrof. ber Siebte in Erlangen. 
9lr. 377.

Hlima unb Seben (SwHimatologie) 
bon Dr. Süh- 3t. Gefärbt, Wfc an 
ber öffentL SSefterbienftftelle in 
SSeilburg. Str. 629.

Hlimafunbe I: SIHgemeine Slimalehre 
üonSrof. Dr. SB. Hoppen, SReteoro- 
loge ber (Seemarte Jamburg. SRit 
7 Saf. u. 2 giguren. Str. 114.

Holonialgefchi^te non Dr. Sieirich 
(Schäfer, f^rofeffor ber ®efd?id)te an 
ber Üniberfiiät Serlin. Str. 156.

Holo«ialre£bi,Seuiftf}e§, bon $rof. Dn 
Gbler bon Hoffmann, Siubien» 

biretior b. SIfabemie für iommunale 
Seribalfung in Süffelborf. Sir. 318.

Hometau SKftronomie. ©roge, Se» 
wegung u. ßntfemnng b. ©immels^ 
iörper b. 21. g. SRöbiuS, neu bearb. 
b. Dr. ^>erm. Hobolb, $rof. an ber 
Unib. fei. II: Hometen, SReteore 
u. baß ©iernfpftem. Slii 15 gig, 
u. 2 (Siemfarten. Sir. 529.

Hommunale SBirtftbafißpflege ton 
Dr. Sllfonß Stiefs, SRagiftratßaffeffor 
in ^Berlin. Sir. 534.
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Kompöfitiouglebre. SRujüalifäe gor- ’ Kulrurgefthithie, Seutfqe, ton Dr. 
merdepreb. Steph« Krehl. L ID SR. j Steinh. ©üniöer. Str. 56.menlehre ö. eieph« Krehl« LII. SR«
Piel. Stotenbeifpm. Str. 149. 150. 

Kontrapunlt Sie Sebre von ber felb-
Steph-ftänbigen Stimmführung p. 

Kregl in 2eipgig. Str. 390.
ßoorbinaienfpfteme b.igaul '3.Uii®e^ 

£berl. a. b. Cberrealjajule ju öroB* 
Sidjterfelbe. SRit 8 UiS- 9tr« 507.

Körper, Der menfcblidie, fein Sau 
unb feine Dang feiten von G. Sieb
mann, Dberühulr. i. ^arörube. SRii 
©efunbbeitslehre von Dr. med.
Seiler. SR. 47 Sibb.u. iDaf. Str. 18. 

ßoftenanfdjlag fieber Seranf^Iagen. 
&rieg£fcbinbaiu DieCrntwicflung bes

^rieg^f^iffhaues oom SUiertum 
bis jur Steujeit Son Djarb 
Scgmarj, ®eb. SRarinebaurat unb 
Scbiffbau-Direftor. I. Deil: Das 
Zeitalter ber Scuberftpiffe u. ber 
Segeljdjiffe für bie Kriegführung 
jur See bom Slltertum bi^ 1840. 
Stil 32 Slbbilbungen. Str. 471.

-------II. Deil: Da» 3^iialter ber 
Dampffdnffe für bie Kriegführung 
gur See oon 1340 bi£ jur Steugeii. 
SRit 81 SIbbilbungen. Str. 472.

Krieg»wefens, Giefcpicbte be§, von Dr. 
Gmil Daniels in Serien. I: Da^ 
aniite Krieg» toefen. Str. 488.

-------II: Das mittelalterliche K'rieg^- 
toefen. Str. 498.

-------III: Da» Krieg^toefen ber Steu- 
□eii. (rrfier Seil. Str. 518.

-------IV: Da» Kriegtioejen ber Steu- 
geit. 3®^ter Seil. Str. 537.

-------V: Da5 Krieg»mejen ber Steu- 
geit. Dritter Seil. Str. 568.

-------VI: Da» Krieg»wefen ber Sten- 
geit. Vierter Seil. Str. 670.

------ VII: Sa» Krieg»ioefen ber Steu= 
geit. fünfter Seil. Sh:. 671.

Kriftailographie b. Dr. 23. Sbrüfmf 
2Srof. a. b. $Berga*abemie (Hau§- 
thal. SRit 190 Slbbilb. Str. 210.

Kriftallopiil, (Einführung tn bie, üon 
Dr. Sberharb IBuchloalb i. SRündjen. 
SRit 124 Slbbilbungen. Str. 619.

Knbrun unb Siefrichepen. SRit (Ein
leitung unb SSorterbuch bon Dr. D.
2. Kriege!, 23rofeffor an ber Uni- 
berftiäi 23ürgburg. Str. 10.

Kultur, Sie, ber Sienaiffance. <3e- 
fittung, Üorfchung, Sichtung ö. Dr. 
Stöbert U- Slmolb, 2Srofeffor an ber i 
Unioerniat 23ien. Str. 189.

Kuroenbi^fuffion. lälßebraifcpe Kur= 
ven bon (rüg. Seutel, Cberreal» 
leerer in ^aipingen»(5n5. I: Kur*

Seit 57 gig. imöenbisfuffion.
Sejt. Str. 435, 

Kurgfcprift liehe: Stenographie«
Küfrenartillerie. DieGhtiwirflung her 

Sdjiff3» unb KünenartiHerie bis 
gut (Gegenwart v.Korbettenlapiian 
Duning. SRit 2lbb. u. Zab. ^Cx. 606. 

Sade, ^arje, Satte, ^rimiffe non Dr. 
Karl Sraun in Sberlin. (Sie Ueite 
unb Cie III.) Str. 337.

Sagerpäufer. ^nbuftrielle unb ge» 
werbliche bauten. (Speicher, 
Sagerpäufer u. Uabriten) vonu.
Strdjitett Heinrich Salzmann, Süf* 
felborf. II: Speicher u. Sager* 
päufer. SRit 123 Uig. Str. 512.

Sauber« unb Sölfernamen oon Dr. 
SRub. Kleinpaul in 2eipgig. Str. 478. 

SanbfiraBenbau bon Kgl. Cberleprer 
21. Siebmann, SetriebsOireti. a. S. 
i. SRagbeburg. SRit 44 jjig. Str. 598.

Sanbmirifdjaftlidje üßemebslebre p. 
Q. 2ancßnbed in ©roB^ühterfelbe.

Sanbujirtftbafilidjeu SRafcpinen, Sie, 
bon Karl 23altper, Siplom.^uß- 
in SRannpeim. 3 23änbcpen. SRit 
vielen Slbbilbgn. Str. 407—409

Saieinifcpe ©rammatit. ©runbriß ber 
latein. Sprachlehre b. Sßrof. Dr. 23. 
Sotfcb in SRagbeburg. Str. 82.

— Spradje. ©efepiebte ber lateini- 
fcpen Spradje von Dr. U^iebri^ 
Siolg, Sßrofeffor an ber Uniöerfiiät 
3nn»brud. Str. 492.

2eutprga»fabrifation, Di< Stehen« 
prob ulte ber, bon Dr. phil. K St. 
Sange, Diplomingenieur. SRit 
13 Figuren. Str. 661.

Sicht Sbeoretifche $WiI DL Seil: 
Siept unb 23ärme. 2$on Dr. ©uft 
Säger, $rof. an ber Zeäfu. $ocp* 
fcpule in 23ien. SÄ. 47 Slbb. Str. 77.

Sogariipmen. Sierftenige Safeln unb 
(Eegeniafeln für logaritbrnijcpe^ u. 
trigonometrifeped Steinen in gioei 
Uarben gufammeng efteilt bon Dr. 
^erm. Schubert, $rof. an ber 
leprtenfcbule be^ ^opanneumg in 
Jamburg. St e u e 21 u 4 g a b e b. 
Dr. Stöbert ^augner, 23rof. an ber 
Uniberfität 3ena. Str. 81.
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2oga rühmen, günf ft eilige, Don Stof. ■ 
Sluguft 2£bler, Siretior bet L L i 
Siaaisoberrecilfdjule in Sien. j 
9?r. 423.

SegiL ^fp^ologie unb SogiijmSin» ■ 
fubnxng in hie ^bilofopbie ton i 
^rofeffor Dr. 2$. (Elfenbanä. SRii i 
13 giguren. Rr. 14.

SoJomotiaen. (Eifenbabufabrjeuge ’ 
Don &. Hmnentbßl. I: Sie Soto» i 
moiiDen. SRit 89 Slbb. im Se^t u. : 
2 Safeln. 9?r. 107.

2othringen, ©eföitbie SotbringenS 
oon Dr. Herm. Seriem eifer, ®eb. : 
fRegierungsrat in «Strasburg. Rr. 6. > 

— Sanbeähntbe D.(rlfßfj=SDibrwgen*
ö. Stof. Dr. Sangenbed in ; 
(Strasburg i. SRit 11 2Ibb. u. i 
1 Karte. iRr. 215.

2d trob probier tun he. CuaHianOe ;
Slnalbfe mit Hilfe be£ Sötrob^ ' 
Don Dr. 2Rari. ^engleir. in greiberg i 
i. Sa. SRit 10 Figuren, ^r. 483. ;

Sübed. 2anbe§htnbe b. ©ro^üerjag« :. 
hinter SRedlenburg u. ber freien : 
u. ^anfeftabi Sübetf d. Dr. Sebalb «

• Sdiroarg, Streiter ber SRealfdjuIe j 
jum Som in Sübed. SRii 17 elb* j 
bilbungen unb Karten im Sept unb | 
1 Hibograabncen Karte. Ser. 487. ; 

Suftelefiriäität Don Dr. Kähler, 
miffenid?aftlid?em Hilfsarbeiter am 
Königl. S^euB- SReteorologifd)- 
2Ragneiifd)en EbferDaiorium in 
93ot£bam. 2Rit IS 2Ibb SRr. 649.

Snftfalpeter. Seine ©etoinnung burd) 
ben elettrifdjen glammenbogen Don 
Dr. ®. Srion, Stof. an ber Kgl. 
Sergafabemie in greiberg. SRit 
50 giguren. 5Rr. 616.

Suft« unb SReeresfirömungen ton Dr. 
granj Sdjulje, Sirefior ber Raoi- 
gationäfdjule ju Sübed. SRii 27 ^b- 
bübungen unb Safeln. 5Rr. 551.

Süftung. Heilung unb Stiftung Dem 
3ng Johannes Körting in Süffel- 
borf. I: Sa^ SSefen unb bie Se- 
retfjnnng b. Heigungg* u. Süfiungg* 
anlagen. SRit 34 giß. Str. 342.

— — II: Sie Slu^fübrung ber 
Heijungg* unb Süftungganlagen. 
SRii 191 giguren. Rr. 343.

Sttiber, SRartfn, unb Sbom. 2Rumer. 
&uggeiDä$It unb mit (Einleitungen 
u. ^nmerfungen öerfefjen ö. $rof. 
@. Serlit, £berlebter am SZilolai* 
gijmuaiinm gu SeiDjig. S^r. 7.

2Ragneiigmu§. Sbeoretifde 3?Wit 
III. Seilxgleitrijität u. SRagneiis« 
mu^. 2$on Dr. ©uftab 3äger, ^rof. 
an ber Secfmifdjen Hodjfcbule SSien. 
2Rii 33 Slbbilbungen. SRr. 78.

aRäljerei. SrauereiwefenI: SRäljerei 
Don Dr. $3. SreDerboff, Siretior b. 
£ffentließen unb l.Säöf. Seriuqs* 
ftation für Srauerei unb 8RäIjereir 
fomie ber 23 rauer« unb SRalgeridjuIe 
gu @rimma. 3lr. 303.

SRaf^inenbau, Sie ^aliulation im, 
D. gng. ö. Set^mann, Sos. a.Sedm. 
Wenburg. SRit 63 SLbb. 92r. 486.

— Sie HRaterialien be«5 2Rafd}inen« 
baue» unb ber SleitrDtei^nit mm 
Ingenieur 2$tof. Hermann SSilba. 
$Rii 3 Ülbbilbungen. 9er. 476.

SRaf^inenelemente, Sie. Surggefas* 
ie£ Se^irbuq mit Seifpielen für ba^ 
Selbftftubium u. b. fraStifcfjen ®e* 
brauq oon gr. 18art^, Cbehngen. 
in Dumberg. 9Rit 86 gig. Str. 3.

SiaHinenjeidjnen, 2Srattif^e§, Don 
Cbering. 9lidj. Sdjiffner in SSarm« 
brunn. I: ©runbbegnffe, (Einfadse 
SRafdjinenteile bi^ gu ben ^'uppe* 
tagen. SRit 60 Safeln. fRr. 589.

-------II: Sager, fRiem- unb Seil« 
f^eiben, ^ebnräber, Kolbenpumpe. 
SRii 51 Safeln. 5Rr. 590.

SRßsanalpfe Don Dr. Eito Siota in 
Sarmfrabi. SRii 14 gig. Rr. 221.

2Ra§-, 2Rünj= unb ©etoidjiswefen Don 
Dr. Sluguft ISlinb, fßrofeffor an ber 
Hanbetefd)ule in Köln. iRr. 283.

2Ra:eriaIprüfung§tDefem (Einführung 
in bie mobeme Sedinit b. üRaterial- 
prüfung Don K. SRemmler, Sipl.- 
Sngenieur, ftänb. SRitarbeiter am 
Kgl. 9Raiehal«s$rüfung^amie gu 
@ros*2idiierfelbe. I: Slaierial* 
eigenfdiaften.— gefngieii»oerfud}e. 
— Hilfsmittel für gefhgfeii»Der- 
fuebe. 9Rit 58 giguren. iRr. 311.

------- II: SReicHprufung unb $rü 
fang non Hiiftaaierialien be3 
SRafdjinenbaue*. — Saumaterial
prüfung. — SapierprüfuKg. —' 
Gdjmiermittelprüfung. — (Einiget 
über SRetallographie. 2Rii 31 gig. 
Rr. 312.

äRathematif, ©efdjidjie ber, Don Dr.
21. Sturm, ^rof. am Ebergpm- 
nafium in Seiienfteiten. SRr. 226.
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WßXemßtifXeSnrmelfammlnng uxb 
SRepetiiorium her WaXemciit, ent» 
baltenb bie miXtigften Formeln u. 
«ebrfä&e b. SlriXmetit, Algebra, 
olgebrar’Xen Slnalbfi^, eber.enGeo» 
mftie, 'Stereometrie, ebenen unb 
ftXärifXe^ Trigonometrie, maX. 
Geogcaiföte, Geometrie ber 
Crbene unb bei Staume», ber Sine» 
reniial» unb ^ntegralreXnunß bon 
£. Tb. Sürilen, Srofeffor am Kgl. 
Sxealgtjmnafium in GX^-^Smünb. 
Wit 13 Figuren. Sir. 51.

^lsaaer= unb Steinl) eixerar beiten von 
Stof. Dr. phiL unb Tr.»3ng. Gb. 
Schmitt in Sarmfrabt 3 Sänböen 
Wit sielen Slbbilb. Ta. 419—421.

We^anit Tljeorei. SWü I. Seil: 
WeXsnil unb SliufiiL Son Dr. 
@uft Säger, Stof, an ber TeX* ■ 
nifXen $od)fd)itle in SBien. Wit 
19 Slbbilbungen. Sir. 76.

Wet^anif^e Sexuologie bon Ge^.§of» 
rat Stofeüor 21. Sübide in Staun» 
fXroeig. 2 Sänbmen. Tr. 340,341.

WecElenburg. Sanbestunbe b. @ro§- 
bergoglümer Wetflenburg u, ber 
freien ix. ^anfefiabi Sübed bon 
Dr. Ge&alb GXtvarg, Tirettor ber 
Tteal^ule gum Som in £ü6eti. Wit 
17 Slböilb. im Gert, 16 Taf. unb 
1 Marie in SiXograbbie. Sir. 4S7.

WetflenburgifXe ÖefXiXxe son £5er- 
leerer £tio Sitenfe in Seubranben* 
bürg i. W. Sir. 610.

Webigin, ©efXiXie ber, bonDr. med. 
et phü. S«ul Siepgen, Sribat* 
bosent für GefXiXie ber Webigin 
in Freiburg i. 58r. I: SHtertum. 
Sir. 679.

WeereSIunbc, SÖ^fifXe, bon Stof. 
Dr. ©erwarb GX°iir 21bieilung£* 
borfte^er bei b. TeutfXen Geetoarte 
in Jamburg. Wit 39 Slbbilbungen 
im Se^t unb 8 Tafeln. Sir. 112.

Weere^ffrömuugen. Sufi» u. Weere§» 
flromungen o. Dr. ^rans Gdmlge, 
Sir. b. Slabigation^fXnle gu Sübed. 
Wit 27 $bb. u. Tafeln. Sir. 551.

WenfXHXe Morler, Ser, fein Sau u. 
feine Tätig teilen von G. SRebmann, 
CberfXulrat in Maröru^e. WitGe» 
funbbeit»Ie^re b. Dr. med. $. (gei
ler. Wit 47 215b. u. 1 Tafel. Sir. 18.

Weiallograb^ie. Murge, gemeinfaß« 
liXe Sarftellung ber Se^re bon ben 
Weiallenu.Xren Segiemngenunter 
befonb. SerüdfiXrigung ber Wetall» 
milroffopie b. $rof. 6. $e$n u. %?rof. 
£•. Sauer a. Mgl. Waterialprüfungs-’ 
ami (Ör.^Sichterfelbe) b. M.TeXa. 
^oX’Xule gu Serlin. I: SlUgem. 
Teil. Wit 45 Slbb. im Text unb 5 
SiXtbilbem auf 3 Tafeln. Sir. 432.

— — II: gpe§. Teil. Wit 49 SIbbil» 
bungen im Sejt unb 37 Sidjibilbem 
auf 19 Tafeln. Ta. 433.

SJletallurgie bon Dr. Sluguft ®ei§ in 
Mrijtian^ianb (Slortoegen). L EL 
Wit 21 gißuren. Sir. 313, 314.

Meteore. Slnronomie. ®röße, Seine* 
gung u. Gnifemung ber Rimmels* 
förper bon 21. 5- Wöbius, neu be» 
arbeitet bon Dr. $erm. Mobolb, 
Srof. a. b. Unib.Miel. II: Mometen, 
Weieore u. baä 'SiemenfQfiem. Wit 
15 giß- u. 2 Giemtarten. Sir. 529.

SJleteorologie b. Dr. 2S. Trabert, Stof, 
an ber Uniberfität SSien. Wit 49 
Ulbbilo. u. 7 Tafeln. Sir. 54.

WilitärifXe Sauten bon 3leg.*Sau- 
meifter Sl. Sang in Stuttgart. Wit 
59 SIbb. Sir. 626.

WiliiärftrafreXt bon Dr. Waj Gruft 
Watjer, $3rof. an b. Unib. Gtra^ 
bürg LG. 2 Sbe. Sir. 37L 372.

Wineralogie bon Geheimer Sergrat 
Dr. 91. 23raun?, ißrof. an b. Unib. 

j Sonn. Wit 132 Ülbbilb. Sir. 29. 
[ Winnefang unb SpruXbiXtanß- 

25alt$er bon ber Sogelmeibe mit 
Slusmabl au§ Winnefang unb 
GbruXbiXiung. Wit Slnmerfungen 
u. einem Sörterb. bon S. (Süntter, 
Stof« an b. CberrealfÄule u. an b. 
SeXu-&oXfXuIe i. Giuttgart.Slr.23.

WittelboXbeutfXe SiXtungen au§ 
mittelboXbeuifXer ^rübgeit 3n 
Slu^toabl mit Ginleiig. u. SSörier* 
buX berausgeg. bon Dr. Hermann 
Sanken, Sir. b. Königin Suije. 
GXule i. Königsberg i.^ßr. Str. 137.

WiiielöoXbeutfXe (Srammatii. Ser 
Slibelunge Slöt in StuSwabl unb 
mittelboXbeuifXe Srammati! mit 
turg. SBörterb. b. Dr. SS. (Soliber, 
SSrof. a. b. Unib. Sloftod. Sir. 1.

Worgenlanb. ©efXiXie be§ allen 
WorgenlanbeS b. Dr. fyr. Rommel, 
SSrof. an b. Uniberfität WünXen. 
Wit 9 Silbern u. 1 Karte. Sir. 43.
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üKDri>f>ologie unb CrscnagrüBbi» her 
Sflcnjen B. 'gtof. Dr. SR. Korb- ■ 
Saufen in Stiel. ffilit 123 SlbbüBan.
Sir. 1«. ;

Slörtel. Xie Snbuftrie b. fünftliißen : 
Sanfteine unb beä Slörtete Bon f 
Dr. ©. Sauter in Eßarlotienburg. I 
Silit 12 Safein. SSr. 234.

SRunbarten, Sie beuiftben, Bon igrof. ;
Dr. &. SeB in SRainj. Sir. 605. ■

SJlnnbarten, $lattbeutfdje, Bsn Dr.
Hubert Stimme, Sgrofeffor an bez ;
Uniberi. «fünfter i. S. Sir. 461. i

SJliinswefen. Sßlag», SJlünj» unb Oie« 
WiStemefen oön Dr. Slug. Slinb, ' 
SSrof. a. b. §anbelsf^ule in Köln. i 
Sir. 283. 1

Klarner, Ztfomas. SRartin 2ut&er u. 
SbomaS SRurner. üluSgemäblt u. 
nt. Einleitungen u.Slnmerf. Beheben 
Bon Straf. S. Serlit, CSerlebrer am 
Slilolaigpmnaf. su Seipgig. Sir. 7.

SRufi!,®efd)itf)te ber alten unb mittel» 
altcrlidjen, 9. Dr. 21. Kießler in 
Steinhausen. 2 S3bd). Silit saßtr. 
2156. u. SRuHEbeil. 5lr. 121 u. 347.

SRufitalifäie Stluftit Bon iBrofeffor Dr. 
Sari S. Schäfer in SSetlin. SRit 
36 SIbbilbungen. Sir. 21.

äRufifaLfyormenleßrefÄBmpofitionä» 
lehre) Bon Stephan irteM. I. II. 
SHit Biel. Slotenbeifp. Sir. 149,150.

SRufiläfib etil Bon Dr. fiarl ©runälp in 
Stuttgart. Sir. 344.

<Blufitgefd;id)te beS 17. unb 18. Saßr» 
finnberiS Bon Dr. fiorl ©runäft) in 
Stuttgart. Sir. 239.

SRufi!Befd)i<bte feit Beginn bes 19. 
gahrßunbertä 6. Dr. S. ©runätp 
in Stuttgart. I. II. Sir. 164, 165.

Siufilleßre, Sillgemeine, Bon Stephan 
Sreßl in Seipsig. Sir. 220.

SRptbologie, ©ermanifdte, oon Dr. 
Gagen SRogt, SJ5rof. a. b. UniBerfität 
fleissig. Sli 15.

— ©riediiidje u. rämifie, Bon $rof. 
Dr. ©erm. Steubing, Siettor be? 
©pmnaf. in Sdjneeberg. Sir. 27.

Rabelboljer, Xie, Bon Dr.g. SB .Sieger, 
®rof. an ber Siönigl. frorftaiabemie 
5u Xbaranbt. SRit 85 Slbbilbungen, 
5 Tabellen unb 3 ©arten. Sir. 355.

Slaßrunggmiitel. ©rnäßrung u. Slab» 
rnngämittel B. Cberfiabäatät Sgrof.
S. Sifdjoff in Berlin. SRit 4 SIS» 
bilbungen. Sir. 464.
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Slantil. Surjer SlbriB b. tägliä cn 
SSorb Bon $anbel4fd)inen angetB. 
Seilä b. Sdiiffabrtätunbe. Son Dr. 
grans ©djutje, Sir. b. ^aoigationS* 
Schule 5U Hübet SRit 56 abbilbgn. 
Sir. 84.

SRe>iBriedjifÄ»beutftbe3 ©efprctßä»
5 mb mit befonb. SBerüdjüfctigung b.
Umgangsfprashe o. Dr. 3obcrtr.es 
ftalitfunatte, S05. am Seminar für 
Orient. Sprache in Serien. Sir. 587. 

Sleunsebnteä ^aftrJunberL @efÄi<bte
beb 19. galjrbunbertä Bon Dstar 
Säger, o. ^onorarprof. a. b. Unis. 
Sonn. l.SBbci).: 1800—1852.Slr.216. 

-------2. Sänbdjen: 1853 bib Enbe bei
Saftrljunbertj. Sir. 217.

SleuieftcraentliiSe Seitgefchicßte Bon 
Lic. Dr. S. Staert, ^rof. a. ber 
UniB. in Sena. I: Ser biftoriießeu. 
tuliurgefäidjtl. ^intergrunb b. Ur» 
cjriftentums. SR. 3 garten. Sir. 325.

— — II: Sie äieligion b. 3ubentumJ 
im Seitalter bei Hellenismus unb 
ber SRömerberrftßaft. SJiit 1 ijslan» 
fliäje. Sir. 326.

Slibelunge Slot, Ser, in SEustsabl unb 
mittelbotilbeutfdje ©rammatit mit 
turjem äSörtero. o. Dr. SS.Soltßer, 
®rof. ar. ber Unis. Stoftod. Sir. 1.

Slorbiftße fliieraturgefdiitfite I: Sie 
islänb. u. nortoeg. Siteratur be3 
SJlittelalterb B. Dr. SBolfg. Soltßer, 
35rof. an ber UniBerfität Stoftod. 
Sir. 254.

Slubpflansen Bon $rof. Dr. 3- SBeß» 
renS, ®orft. b. ©roBbersogl. lanb» 
tr>irtfcf)aftl. Serfudtecnft. Sluguften» 
6erg. ®if 53 giguren. Sir. 123.

£le. Xie f?ette u. £le fotoie b. Seifen» 
u. fieräenfabrifation u. b. Harse, 
Sade, fjirniffe mit iliren Biifjtigften 
©ilfiftoffen Bon Dr. Sari Staun in 
Sedin. I: Einführung in b. ESemie, 
Sefpreräung einiger Salje u. ber 
gette unb Cie. Sir. 335.

Sie unb Stiesßftoffe, äiljerifdie, Bon 
Dr. J. Siodjuffen in SRilti^. SRit 
9 SIbbilbungen. Sir. 446.

Cptil. einfüßrmtg in b. geometrifiSe 
Dptit Bon Dr. 33. ®inrid>3 in Sil» 
metebotf«®erlin. Sir. 532.

Erienialifdje fliteraturen. Sie Site» 
raturen bei Orients Bon Dr. SR. 
Hc6erlanbt, fgrisetbos. an b. Uni- 
Berfität Sten. I: Xie fliteraturen 
DftafienS unb 3nbienä. Str. 162.

2

3obcrtr.es


CHentalif^e Siterainren. Sie Site* : paläftinm Sandel- unb Solfshtnbe 
* “ ’ " ~ palajrinas oon Lic. Dr. ©ufiabraturen beö Crienrö oon Dr. 9R. : 

^aberlanbt, prioatboa an b. Uni* : 
berfität SSien. II: Tie Siieraturen i

Jölfdier in $alle. SRit S Polibil- 
bem unb 1 ft arte. 9h. 345.

b. gerier, Semiten unb dürfen. 
Ter. 163.

— Sie thriitltthen Siieratitren be^ 
Crient^ oon Dr. Ant Paumftarf. 
I: ©inleitg. — Sa^ chriftl.-aramäi- 
jene u. b. iopt Schrifttum. 9h. 527.

------ - II: Tas djri’ilid)*arabiia)e unb 
bas äthiopifdje Schrifttum. — Sa^ 
cbriftliche Schrifttum ber Armenier 
unb Georgier. 9lr. 528.

Ortsnamen im Seutfchen, Sie, ihre 
©ntmidtung u. ihre ^eriunft bon 
Dr. Slubolf ^leinpaul in Seipgig* 
®ohlis. 9h. 573.

D^afrifa. Sie beutfehen Kolonien 
III: Dftafrifa von Prof. Dr. ft. 
Sone. 2Rit 16 Saf. u. 1 lithogr. 
^arie. 9lr. 567.

ßfierreith. öfterreithif^e ©efchidjte 
bon Prof. Dr. grans b.^rone^, neu* 
bearb. bon Dr. Äarl Uhlitg, Prof. 
a. b. Uniö. @ra$. I: Son b. Urgeit 
b. 3. Tobe i^önig 2llbrechi3 II. 
(1439). SRit 11 Stammtaf. Ar. 104.

------ II: Som Tobe ftönig Aldred) isll. 
bi^ 3. SSefif. ^rieben (1440>—1648).

3 Stammtafeln. Ar. 105.
— Sanbe^tunbeö. Cuerreiö«lXngam 

mm Dr. Alfred ©rund, Prof. an 
b. Uniberfität Prag. 2Rii 10 Text' 
iHuftrationen u. 1 Rarte. Ar. 244.

Cbibiiis Aafo, Sie SKetamorphofen 
be§. $n Au$mahl mit einer ©inleii. 
u. Anmerf. herausgeg. b. Dr. $ul. 
Rieben in grantfurt a. 9R. Ar. 442.

Säbagogil im Smubriß oon Profeffor 
Dr. 93. Aein, Tirettor b. pädagog. 
Seminars a. b. Uniö. Sena. 9h. 12 

— ©efdjidjte ber, bon Oberlehrer Dr.
$. Seimerin Sßie^baben. 9h. 145. 

Paläogeograppie. ©eolog. ©efdjidjte 
ber SReere unb ^eftlänber bon Dr. 
grans ßoffmat in 93ien. SRit 6 
Satten. 9h. 406.

Saläoflimatologie von Dr. 93ilh. 9?. 
©darbt i.SSeilburg (Sahn). %tr. 482.

Paläontologie bon Dr. Aub. §oeme§, 
Profeffor an ber Unioerfitäi ©ras. 
SRii 87 Abbildungen. 9h. 95.

— unb AbftammimgSIehre bon Dr. 
Sari Siener, prof. an ber Uniberi. 
SSien. 2Rit 9 Abbild. Ar. 460.

Parallelper^pettioe. Aed)ttomuigß u. 
jchiefminttige Axonometrie d. prof. 
3. Ponberlinn in SÄünfter. SRit 
121 Figuren. Sir. 260.

perfonennamen, Sie beutfdjen, b. Dr. 
Äub. Sleinpaul in Seipjig. Sir. 422.

Peru. Sie Gorbillerenftaaten bon 
Dr SSiltjelm Sieners, prof. an 
ber Unioerfität ©ießen. I: ©in* 
leitung, Solioia unb Peru. SRii 
16 Tafeln u. 1 lir^. ^arte. Sir. 652. 

■ petrograph« b. Dr. SS. SBrubn§, Prof, 
an ber Sergafabemie ©lau^thal. 
2Rii 15 Abbildungen. 9?r. 173.

i pflanze, Sie, ihr Sau unb ihr Seben 
; bon Prof. Dr. @. Sennett. 2Rii 
i 96 Abbildungen. 9lr. 44.
! Pflansenbaulehre. Acferbau« unb 
i Pflansenbaulebre Don Dr. Pau! 
! Tippett in ©ffen u. ©mft Sangen- 

bed in ®roß*Sichterfelbe. 9£r. 232.
Pflanjenbiologie b. Dr. 93. SRiguIa, 

Profepor an b. ^orftaTabemie (riie- 
nad). I: Allgemeine Siologie. 2Rtt 
43 Abbildungen. 9lr. 127.

Pflansenemährung. Agrifulturdjemie 
I: Pflansenemährung b. Dr. Äarl 
©rauer. 9lr. 329.

Pflanjengeograpbie üon profefforDr. 
Subioig Sielg in SRarburg (Reffen). 

: 9h. 389.
: Pflansenfranfbeiten bon Dr. SSemer 

griebr. Srud, pribatbos. i. (Siegen. 
Sht 1 färb. Tafel unb 45 Abbilbgn. 
9?r. 310.

Pflansenmorphologie. ÜRorbhologie 
«.Srganographie b. Pflanzen oon 
Prof. Dr. 9R. Porbhaufen in £iel. 
Phi 123 Abbildungen. 9h. 141.

Pflanjenphhfiblogie bon Dr. Abolf 
Raufen, Prof, an ber Uniberfiiäi 
(Siegen. 9Rit 43 Abbild. 9h. 591.

Pflanzenreichs, Sie Stämme be§, von 
Prioatbo$. Dr. 9?ob. Pilger, Duftes 
am ßgl. Sotan. ©arten in Perlin* 
Sahlern. 9Rii 22 Abb. 9h. 485.

Pflanäentoeli, Sie, ber ©eiräffer von 
Dr. 23. SRigula, Prof. a. b. fyorfta!. 
©ifenach. 9Rii 50 Abb. 9h. 158.

Pflansengellenlehre. äeHenlebre unb 
Anatomie ber Pflansen bon Prof. 
Dr. 9Riebe in £eib§ig. SRit 79 
Abbildungen. 9h. 556.
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^^amalngnüfie. Son Slpoi^efec ; 
Gcbmittbenner, Slffifi. a. Satan. ; 
Snftitui b. Sedjn. §oc^f^ule £arß* ' 
ruhe. 251.

^bcrmageutifcbe (Hjemie ton ^ri&at- : 
bogent Dr. G. SRannbeim in Sonn, i 
4 Sänböen. Sh. 543/44, 58S, 682. ;

^biUIogie, Gefdjiöte b. HaHiftben, 
ö. Dr. SSiQ- Stoll, orb. $xof. a. b. • 
Unis. fünfter in Seftf. Scr. 367. ■

^ilofob^ie, Einführung in bie, von § 
Dr. SRaj SSentfdjer, fßrofeffor an i 
bei Unioenitäi Sann. Sir. 2S1. | 

$büofopbie, @efiöWeb.rIV: Steuere ;
^Uofo^^ie 6i5 ^cnt non Dr. S. j 
Saudi, ^rofefjor an ber Unwerfftät ’ 
Sena. Sh. 394.

-------V: Smmßnuel ^ani bon Dr. ’ 
Sruno Saud), ^rofeffor an b. Uni- * 
berjität Sena. Sir. 536.

-------VI: Sie ^hHofoPhic im erften ■ 
Sritiel bes 19. S^röunbert» ton 
Sirihur Sreto», Sßrof. ber ; 
fopljie an ber Sedm. <53d)^ule in : 
^arlBruhe. Sir. 571.

— Hauptprobleme ber, t. Dr. Georg ; 
Simmel, ^rofeffor an ber Uniber- ; 
fiißi Serlin. Sh. 500.

— SfPÄologie unb Sogif gur Ginf. in ; 
b. S^üojop^ie ton $rof. Dr. Sb. i 
Glier^an^. $Rit 13 gig. Sh. 14. i 

Photographie, Sie. Son §. Regler, | 
Stof, an b. I. 1 Grapbifdjeu Sehr- | 
unb Serfudj^anftalt in SSien. SRit i 
3 Saf. unb 42 Slböilb. Sir. 94. '

PbpfiT, S^eoretif^e, bon Dr. Guftab j 
Säger, prüf. ber Pb^fil an ber | 
Sedjn. ^odji^ule in SSien. I. Seil: : 
SRedjanit unb SIhxfti!. SRii 24 21b- j 
bilbungen. Sir. 76.

’------ II. Seil: Sidji u. Sßarme. SRit • 
47 Slbbilbungen. Sir. 77.

•------ III. Seil: Gleftrigität u. SRagne-1 
ti^mu». %flit 33 Slbbilb. Sh. 7S. |

1------ IV. Seil: Gleltromagnet. Sit^t* ; 
ibeorie unb Eletironif. SRii 21 gig. 
Sh. 3*74.

PhPfif, (Sefdjtdjie ber, bon Prof. 21. 
&fmer in Sertbeim a. SR. I: Sie 
PWit 6U Sletoion. SRit 13 <yig. 
Sir. 293.

------- U: Sie Phbü? bon Sleioion big 
3. Gegenwart. SRit 3 ^yig. Sh. 294.

^bbftlaliftb «Gbemift^e Sle^enauf« 
gaben bon Prof. Dr. 9t. Slbegg unb 
Pribatbogent Dr. D. (Sadur, beibe 
an ber Unib. Sreslau. Sh. 445. ■

(ÜaliHeStufgßbenfammlung bon 
G. Stabler, Prof. ber SÄatbematit 
u. am Gpmnaüum in Ulm. 
2JH1 ben 3?efuliaien. Sh. 243.

— tformelfammlung bon G. Stabler, 
ißrofenor am Gpmnafium in Ulm. 
SÄii 65 Figuren. Sir. 136.

— SJleffungsmetbo^en ron Dr. SSil^. 
Sabrbt, £berlebter an ber £5er- 
realfdjule inGroB-£id;terfelbe. SRit 
49 Figuren. Sh. 301.

— Sabelien 0. Dr.SL Seid, Cberlebrer 
an ber GomeniusfÄule gu SB erlitt* 
Schöneberg. Sir. 650.

^bbüologifd?e Gbemie bon Dr. med. 
21. Segabn in Berlin. I: SImmila* 
tion. SRit 2 Safeln. Sh. 240.

------ II: Sinimilation. SRii 1 Saf. 
Sh. 241.

^bblifcbe OJeogrcpbie bon Dr. Siegm. 
Güntber, iBrof. an ber ßgl. Sedm. 
^□hichule in SRünöen. STcit 32 Sib- 
bilbungen. Sh. 26.

^bbHfcbe SReereätanbe ton ?ßrof. Dr. 
Gerb. Schoit, Slbiexlung^oorft. b. b. 
Seuifcb- See Warte in Jamburg. SR. 
39 2lbb. im Sejt u. S Saf. Ser. 112.

^ilge, Sie. Sine Einführung in bie 
^enntni» ihrer gormenreiben bon 
$hof. Dr. G. liinbauin SSerlin. SRit 
10 ^igurengrupöen i.Sert Sir. 574.

— Spalt« itnb Sibieimptlie. Eine 
Einführung in ihre ßenntnig oon 
SSrof Dr Gufiab Sinbau, ßuftog 
am Sgl. ®otanifd)en SRufeum unb 
ißrioatbojeni ber SBoiamt an ber 
Uniberfiiäi Berlin. SRii 11 2£b- 
bilbungen. Sfr. 642.

9?lanetenfpfienu Mffronomie (GroBe, 
Setoegung u. Entfernung b. §im- 
melstörperYoon 21. (y. SRoöius, neu 
bearb. ton Dr. ^erm. ^obolb, $srof. 
a. b. Unh. Siel. I: Sag Planeten* 
fpftem. SRit 33 Slbbilb. Sh. 11.

$lanfion, Sag, be§ SReereS ton Dr. 
G. Gtiagnt) in SSien. SRit sielen 
Slbbübungen. Sh. 675.

Sßlaftif, Sie, be§ Slbenblanbe» ton 
Dr. $an£ Stegmann, Sireitor beg 
SBaper. S?aiionalmufeumg in SRün* 
eben. SRit 23 Safeln. Sir. 116.

— Sie, feit Seginn be§ 19.3ßbrliun» 
berig ton 21. $eilmeper in SRün- 
djen. SRit 41 Sollbilbem. Sir. 321.

$lattbeutf^e SRunb arten ton Dr.$u&. 
Grimme, ^rofeffor an ber Unioer- 
fität SRünfier i. SS. Sh. 461.
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poetiJ, Scutföc, v. Dr. Ä. Sorinsft, 
Srof. a. b. Univ. SRündjen. Nr. 40.

Polarlicht. @rbmagneti§mu§, Erb« 
ftrom u. Solariidji von Dr. A. 
Säppolbt, SRitglieb be<5 ^gl. Sreufe. 
SReteorolog. ^nftimi» gu Soi^bam. 
SRit 7 Saf. u. 16 giguren. Nr. 175.

golnifrffe ©efd)id)te von Dr. Giemen» 
Sranbenburger in Sofen. 2lz. 338.

Pommern. 2anbe§funbe non ?ora« 
mem non Dr. SS. Seede, S^of. an 
ter Unioeqiiät greiburg i. 58. SRii 
io Abb. unb Marien im Segi unb 
1 Starte in Sitfjogravbie. 21t. 575.

pormgiefif^e Gief^i^te v.Dr. Suftab 
Sierds in Serlin-Stegli^. Nr. 622.

Jortugiefifdje 2iteraturgef^id?te von 
Dr. Start von SReinharbftoettner, 
Srofenor an ber Stgl. Sedjn. $od)* 
fdjule SRundien. Nr. 213.

Sofamentiererci. SeEtil’3nbuftrie II: 
SSeberei, SSirferei, So lamentiere» 
rei, Gpifcen» unb ©arbinenfabri« 
iationunb^ilafubrifatiön v. Srof. 
3Raj ©üriler, ©el). iRegierungsrat 
im Ägl. Sanbe^getverbeamt gu 
'Serlin. 9Rit 29 gig. 3k. 1S5.

kfrredjt non Dr. Alfreb Solde, Soft» 
inwettor in 'Sonn. Nr. 425.

Jreßluftwertgenge, Sie, von Stylom» 
3ng. 'S- Sitis, Cberlehrer an ber 
S’aif. Sedjn. Smnle in «Straßburg. 
9Rii 82 Figuren. 9k. 493.

Preußifdie ©efchid)ie. Sranbenbur« 
gifcbs$SreuBifdje©efd)idite v. Srof. 
Dr. 3R. Sljamm, Siretior b. Steifer 
Sßi!helm^»®t)mnafium^ in Gionta* 
baur. Ar. 600.

Jreutif«^^ Staat^re^t von Dr. §rif> 
Stier»Somlo, Srof. an ber Univ. : 
Sonn. 2 Seile. 2lx, 298, 299.

H9$iafrte, fyorenfifdje, von Srofeffor • 
Dr. 25. 25etiganbt, Sir. ber 3^en* 
anftalt 2friebrid)4berg in Jamburg. ! 
2 Sänbdjen. 2lr. 410 unb 411. i 

^tydjologie unb Sogii gur Einführung 
in b. ^büofobbie v. Srof. Dr. £$. ; 
Elfenban». SRit 13 fyig. Ar. 14. , 

Stycbobttyfif, ©runbriß ber, b. Srof.
> Dr. ®. Sipo» in £ürid). 2Rit 

3 Figuren. 21t. 98.
tumben, Srudmaffer« unb Srutfluft« 

Einlagen. Gin furger ttberblid non j 
Styl.*3ng. Aubolf Sogbt, JRegie» j 
rungSbaumeifter a. S. in Aadjen. 
2Rii 87 Abbilbungen. Ar. 290. I

Cuellenlunbe b. beutft^en ©eft^i^te 
non Dr. Gar! Sacob, 'Srof. an ber 
Uniberfitäi Tübingen. 1. Sanb. 
«Rr. 279.

SJabioattibität von Si#l.*3ng. SSilb. 
trommel. 2Rit 21 Slbbilbungen 
3k. 317.

iRcdjnen, Sa3r in ber Sedjni! u. feine 
Hilfsmittel (SRecbenfdjieberjSlecben- 
tafeln, 9?ecf)enmaicf)inen ujnj.) von 
$ng. $ob. Gug. 3RaQer in fjreiburg 
i. Sr. 2Rit 30 Slbbilb 92r. 405.

— ßaufmännif^e», von $rofeffor 
SRid)arb 3uft, £berlebter an ber 
ßffentlidjen HcubeUIebranjtalt ber 
Sresbener ßaufmannfdjafi. I. II. 
III. Dir. 139, 140, 187.

9ied;t be» Surgerlidjen ©efe^bntbs. 
GrfteS Sum: 8UIg. Seil. I: Ein
leitung — Sebre v. b. 'Serfonen u. 
v. b. eadjen v. Dr. Certmann, 
$rof. a. b. Univ. Erlangen. 5Rr. 447.

-------II: G-rtverb u. Serlufi, ©eltenb* 
madjung u. Sdjutj ber iRedjie von 
Dr. 'Saul Certmann, Srofeffor an 
ber Univeqiiät Erlangen. 9lr. 448.

— S^eiteS Sudi: Sdiulbredji. I. 'Xb* 
teilung: Allgemeine Siebten von 
Dr. 'Saul Cerimann, 'Siofeffor an 
ber Univerfität Erlangen. 3k. 323.

-------II. Abt.: Sie einzelnen edjulb- 
öer^älinine v. Dr. Saul Certmann, 
Srof. an ber Univerfität Erlangen. 
9k. 324.

— Sritte» 'Sud?: Sadjenrecfti Von Dr.
#. Ä'reßfchmar, £ b erlaub esgeriditä- 
rai in Sresben. I: Allgem. Sebren. 
Sefiß unb Eigentum. 9er. 480.

-------II: 'Segrengte IReajte. 9k. 481.
— SierteS Sucfj: gamilienrec^t von 

Dr. öeinrid) Si^e, Srofeffor an ber 
Univerfität Eöttingen. 3k. 305.

— fünftes Sud): Erbrecht von Dr. 
'SJilbelm von Slume, orb. Srof- ber 
fRed)te an ber Univerfität Tübingen' 
I. Abteilung: Einleitung. — Sie 
Euinblagen beS Erbrechte. 9k 659.

-------II. Abteilung: Sie fRaä)laBbe= 
teiligten. SRit 23 giguren. Ar. 660.

fRedjt ber Serfid)erung»unterne^» 
mutigen, Sa^r von fRegierungsrat 
a. S. Dr. jur. ST. Seibl, erftem 
Sireftor ber Nürnberger Seben»» 
verfidjerungsbanf, früher SRitglieb 
be£ Mferlidjen Auffid)t»amt5 für 
Srivatveriidjerung. Nr. 635.
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«Recht? fdjufc, 2er internationale ge- 
ioerblidie, non 5- Neuberg, itaiferl. 
Siegierung^rat, 3Riiglieb b. Äaiferl. 
«Batentamiä xu Berlin, 271.

9taht3wiffenfd)aft, Einführung in 
bie, ton Dr. Sbeoöor Sternberg 
in Serlin. I: «SReihoben* unb 
Ouellenlehre. 9ir. 169.

-------II: Sas Sintern. «Rr. 170.
«Rebelehre, Senifdje, o. $an£ Srobfi, 

©Qmnafialprof. inS amberg. 9ir.61.
SRebefchrift fiefje: Stenographie.
«Reidjsfinansen, Sic Gntwidlung ber, 

ton Sräfibeni Dr. 31. oan ber 
Sorget in Serlin. «Rr. 427.

Religion, Sie Gntmicflung ber thrift* 
litten, innerhalb be» «Reuen Sefta« 
ment» ton ^rofepor Dr. Die. 
Sari Siemen «Rr. 3S8.

«Religion, Sie, be» SubentumS im 
Zeitalter be^ Hellenismus u. ber 
SRömerherrühafi ton Lic. Dr. SS. 
Staert ’ (SGeuteftameniliche Seit* 
gej^ichie II.) SJSit einer «glan* 
fH^e. «Rr. 326.

«Religionen ber «Rßiurbölter, Sie, 
bon Dr. Sh. 2ld?eli», «Erofeffor in 
Bremen, tRr. 449.

«Religionstoinenfdjßft, 21brig ber ber* 
, gleidienben, ton «ßrofeffor Dr. 
* Sb. SIdjelis in Sremen. «Rr. 20S.

«Renaiffance. Sie Kultur ber «Re* 
naiffance. ©efirinng, ^orfdiung, 
Si^tung t. Dr. SRoberi #. Slmolb, 
«Biof. an ber Unioerfitai SSien. 
«Rr. 1S9.

«Reptilien. SaS Sierreidj III: fReb» 
tilien unb &mpbibieu. Son Dr. 
S-rang SSemer, ^rof. a. b. Unioeri. 
SSien. SRit 45 2lbb. 9?r. 383.

SUjeinprooins, Sanbeshxnbe ber, ton 
Dr. 25. Steinede, Siretior b. 3?eal= 
Qpmnaiiumö in Gfjen. Wt 9 Äbb., 
3 Särt^en unb 1 Äarte. «Rr. 308.

SHethfioffe. iKtherif^e Cie unb 
3®iechftoffe non Dr. jy- SRodjunen in 
«Kiliis. SRit 9 2lbb. Er. 446.

«Roman. Eefcpiipte bes bentfehen 
9?oman^ oon Dr. $eßm. hielte. 
32r. 229.

«Romantfche Sbrad)toiffenfdjafi bon
■. Dr. SLbolf S^uner, Srof- a. b. Unit.

8 Orag. 2 Sänbe. «Rr. 12S, 250.
JÄimifche Bliertumstunbe bon Dr.Seo 

Sloö in 2Sien. 9Rii S Sollbübem. 
«Rr. 45.

«Römiftpe (Seüpidjte oon 5ReaIgpm* 
naiiaVSiretior Dr. ^ul. So§ in 
Öruneroalb. 2 Sb©n. (I: Äonigs- 
geit unb sRepublit. II: Sie Saiier* 
geit bi» jum Untergang bei SSefi« 
römiidjen Seiche».) «Rr. 19 u. 677.

Üiomif^e Siteraturgefdjidite oon Dr. 
.^erm Joachim in Jamburg. Är.52.

SRömifdje unb griedjifdje 9Kptl)ologic 
ton «Erofeifor Dr. Hermann Sten» 
bing, Sieitor bes ®pmnafium& in 
Schneeberg. 9lr. 27.

9i6mif(he $Redji»gefdjid?ie ton Dr. 
Robert ton 2Rapr, 2*rof. an ber 
Seutfdien Unioeri. ^rag. 1. Sud?:.
Sie Seitb. Sol&red|te£. 1. Hälfte: 
Sa4 öffentliche iRed)i. «Rr. 577.

------2.$älfie:Säs«£riöatredjt.9?r.57S.
— 2. Sud): Sie Seit be» Smte* 

unb SeriChrsrcuites. 1. $a!fie: 
Sas off entliehe Siecht. «Rr. 645.

i------ 2. Hälfte: Sa» «Bribarredjt I.
i «Rr. 646.
'------ 2. Hälfte: Sas ^ritoatrecit n.

«Rr. 647.
j «Ruplanb. «Ruffifdje ©efdjidjte ton
;; Dr. SSilp. sReeo, £berlehrer am 
j £ftergt)mnafium in 2Rain§. 9?r. 4. 
: — Sanbe^tunbe be» (ruropäifdien 

3tix£lanb£ nebft ^yinnlanbi» oon 
Ssofeffor Dr. 21. «Bhilippfon in

j ^alle a. S. SRr. 359.
«Ruffifjh»Seutftf?e» ©efprä^^budj oon

| Dr. Grid) Semefer, «JSrofeffor an 
i ber Unioerfität «JRündjen. «Rr. 68.
' «Ruffif^e Qjrammatil oon Dr. Grim
i Semefer, Srofefior an ber Uni* 

perfität 3Rund)en. «Rr. 66.
। «Ruffifcbe ^anbelsforrcfponbenj oon 

Dr. Sbeobor oon Ä'amraij^tp in 
Setpsig. 9Jr. 315.

«Rnffifdje^ Sefebutf) mit Gloffar oon 
Dr. Grid) Semeter, «Brofeffor an 

i ber Unioerfität 9Rün±en. «Rr. 67.
• «Runifthe Siierarur ton Dr. Gri& 

Soebme, Setior a. b. ^anbelsljocp- 
fdmle Serlin. I. Seil: 9lu^toahl mo- 
bemer «Brofa u. Soejie mit aue* 
jährlichen SInmerJungen u. Silent* 
bejeiefmung. S'ir. 403.

•-------II. Seil: Bceßonoj-B raparem», 
PascKasBi. ^Rii Ülnmerfungen unb 
ülhjenibeäeidmungen. 9er. 404.

«Rnffift&e Siteraturgefdiiihie bon Dr. 
@eorg ^olonsöj in Slündien. 
«Rr. 166.
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StufüftöeS SBofabelfmd?, kleines, öon : 
Dr. Srid) Soebme, Selter an ber ; 
^anbelsljodifdmle Berlin. Ar. 475. : 

Sadjenredjt Sied?: b. Sürgerl. ®e* ■ 
fePbudje». Sritte» Such: 
reit öon Dr. g. ßre^jdimar, Eber* 
lanbeggeridjt^raii.Sresben. I: 2111* 
gemeine Seiten. Beji^u. Eigentum, 

-------II: Segrenjte Aedjte. Ar. 480.
4S1.

Sat^ö, Emu». Au»geitäbli u. erläut. 
ö. Arof. Dr. 3uliu§ Sabr. Ar. 24.

Saufen. Sä^fifdje ©efdjit^te ö. Arof. 
Etto ®aemmel, Aefior b. Aitolai* 
gtjmnafium^ §u Seipgig. Ar. 100.

— Eönbe^funbe be» ^önigreidj^ 
Saufen ö. Dr. 3. ^emmridi, Eber* 
leprer am Aealgpmnaf. in flauen. 
SRit 12 Abbilbungen u. 1 ^arie. 
Ar. 25S.

Säugetiere. Saö Sierrei^ I: Säuge* i 
Here ton Eberftubienrai 23rof. Dr. i 
Äurt Eampert, SSorfteher be§ ^gl. ' 
Aaturalientabineti» in Stuttgart. - 
Atii 15 Abbilbungen. ißt. 282. I

S^artenlonfiruTHonen ton ^rofepor | 
3. SJonberlinn in fünfter. SRii 114 [ 
Figuren. Ar. 236.

Skiffs* unb Süftenartillerie 6i§ jur i 
©egenmart, Sie Gnitritflung ber, ; 
öon itoroetientapitän §uning. Alit > 
Abbilb. unb Tabellen. Ar. 606.

GchlcSwig^olftein. Eanbe^funbe öon ; 
$chle»wig»^olftein, Äelgolanb u. , 
ber freien unb ^anfeftabi $hhi« ' 
bürg non Dr. $?aul gambrud), Ab* ; 
ieüungsoorfteber am SRufeum für i 
SBölIerfunbe in Jamburg. SRit Abb., j 
Plänen, Profilen unb 1 ^arte in । 
Eitbograp^ie. Ar. 563.

S^leufenbau. Äanal« u. Srhleufen« | 
bau öon Aegierung^baumeifter | 
Cito Aappolb in Stuttgart. Wt : 
78 Abbilbungen. Wir. 585.

S^malfpurbabuen (^lein*, Arbeit»* • 
u. gelbbahnen) b. Sipl.*5ng. Aug. 
Sosbart in Dumberg. SRit 99 Ab- 
bilbungen. Ar. 524.

Samara$er unb Sthmaroherium in 
ber Siern»eit. Grfte Ginfübrung in 
bie tierifdie Sdjmaro^erfunbe öon 
Dr. ^ranj ü. SSagner, a.o. Arof. a. 
b. Uniö. Graj. 2Rii 67 Abbilbgn. 
Ar. 151.

Sdjreiner=Arbeiten. Sifdjler* (Schrei« 
ner») Arbeiten I: SRaierialien, 
^anbmer?53euge, 2Rafcfjinen,(giH- 
Selöerbinbnngen, iyupböben, 3-en« 
fter,&enfterlaben,Sreppen, ^borre 
öon '$rof. (r. SSiebmeger, Ülrc^iiett 
in &öln. SRit 623 (yig. auf 75 Ea* 
fein. SRr. 502.

St^ulbredjt iRe^t be^ SürgerL ®e* 
febbu^eS. 3 weit es Sud): Stbulb« 
redjt L Slbteilung: Slllgemeine 
Seiten öon Dr. Saul Eertmann, 
Srof. a.b.llniö. Erlangen. 5Rr. 323.

-------II. Slbieilung: Sie einzelnen 
S^ulbüerbältniife öon Dr. Saul 
Eertmann, Srofeffor a. b. Uni- 
berfität Erlangen. 9?r. 324.

Sdjule, bie beutfdje, im Slusianbe öon 
§an» SImrIjein, Seminar* E'ber- 
lefjrer in SRfjepbi. iRr. 259.

Sc^ulöau^. Sie Saufunft beö Sdjul» 
Saufet öon Stof- Sr.*^ng. ©mfi 
Setterlein in Sarmftabt. I: Sa^ 
Sd}ulbau4. üRit 38 Slbbilb. II: Sie 
S^ulraume — Sie SRebenanlagen. 
SRii 31 Slbbilb. iRr. 443 unb 444.

Sdjulpraji^. ÜRet&obif b. Soltsfdjule 
öon Dr. iR. Sepfert, Seminarbiret* 
tor in 3fd)opau. 9Rr. 50.

Schweig* unb Sdjneiböerfaljren, Sa§ 
autogene, oon Ingenieur $an£ 
iRiefe in Siel. 2Rit 30 gig. iRr."499.

S^meij. Scfjujeijerifdie ©ef^icöte 
öon Dr. S. Sänblifer, ^rofeffür an 
ber Unioerfität 3örid). iRr. 188.

— EanbeSfunbe ber Srfjroeis öon 
$rof. Dr. $. Salier in Sem. SRit 
16 216b. unb 1 Äarte. iRr. 398.

S^Wimmanftalten. CffeniL Sabe« 
unb Sdjtöimmanfialien ton Dr. 
ßarl SSolff, Stabt*Eberbaurat in 
Sannoöer. SRit 50 fyig. 9ir. 380.

Seemadit, Sie, in ber beutfdjen @e* 
fdjidjte öon 25irÖ. 2LbmiraIiiäi£rat 
Dr. Gruft ton <>alle, ißrofeffor an 
ber Uniöerfiiäi Serlin. 5Rr. 370.

Seere^t, Sa» beutfdje, öon Dr. Etto 
$ raub i», Eber!anbe3gerid)t3rat in 
Jamburg. I: Allgemeine Ee^ren: 
iBerfonen unb Sarfjen be£ See* 
re^t§. iRr. 386.

-------II: Sie einzelnen feeredjtlic^en 
S^ulbüer^ältniffe: Verträge be3 
Seerecfjt» unb außerüerträgliche 
Haftung. SRr. 387.
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Serienfabrikation, Sie, bie Seifen« 
analb fe unb b. Merjenfabrifation 
b. Dr. Karl Sraun in Serlin. (Sie 
Sette u. Sie II.) Seit 25 Ab&Ubgn. 
Ter. 336.

Semitifche Sprathtniffenfchaft ton
-Dr. Q. Stadelmann, an
ber Unwerf. Königsberg. Str. 291. 

Serbofroatif^e ©rammati! non Dr.
SSlabimir Coroöie, 58ibliotheiar beS 
bosn^herjegoto. SanbeSmufeums 
in Sarajeöo (ißosnien). Str. .638. 

Silikate. ^nbuftrie ber Silikate, ber 
tünftlidjen Saufteine unb bes 
Stört eis bon Dr. @uftao Stanier in 
Charlottenburg. I: ©la» u. terami* 
jene ^nbuftrie. St. 12 Saf. Str. 233. 

------- II: Sie Snbuftrie ber iünftlimen
SBaufieine unb beS SRörtelsl SRii 
12 Safeln. Str. 234.

Simplicius Simplicifftmuä bon $an3 
Ghnftoffel b. ®rimmel§hau* 

fen. $n Slusmahl ^erausgeg. bon 
IJBrof. Dr. S- Soberiag, Sozent an 
ber Unioerfität ® res lau. Str. 13S.

Skanbinauien, Sanbe^kunbe bon, 
(Sd)tr»eben, Storioegen u. Säue* 
mark) bon öeinridj Kerb, Kreis* 
fdjulinfpetior in Krensburg. Stil 
11 Abb. unb 1 Marte. Str. 202.

Slabifdje Siteratergeftfjidjte bon Dr.
Sojef Maräfe* in SSien. I: Altere 
Siteratur bis gur SSiebergeburt. 
Str. 277.

------- II: SaS 19. ^ahrh- Str. 278. 
Soziale S^age. Sie Gnfwirflung ber

fojialen Stege bon ^rofeffor Dr. 
Serbin. SönnieS. Str. 353.

Sajialberfidjerung non $rof. Dr. SII* 
freb SRane3 in Berlin. Str. 267.

Soziologie hon $rof. Dr. Stomas 
Adjelis in Sternen. Str. 101.

Spalt» unb Sdjleimpilze. ©ine ©in* 
fubrung in ihre Kenntnis bon Stof. 
Dr. ©uftao Sinbau, KufioS am Kgl. 
SBoianifeen SRufeum unb Stibat* 
bozent ber Soianik an ber Uni* 
üerfität Serlin. SJtit 11 AbbiD 
bungen. Str. 642.

Spanien. Spanifdje ©eft^ir^ie bon 
Dr. ©ufrab Sierd». Str. 266.

— Sanbevtunbe ber 3berifd)en.^alb= 
infel b. Dr. {yri§ Siegel, ^rof. an 
ber Unio. SSürzburg. SJtit 8 Märt* 
djen unb 8 Abbilb. im Zejt unb 
1 Karte in garbenbrucL Str. 235.

Spanifdje ^anbelsforrefbonbenj von 
Dr. Alfrebo Stab al be Stariescur* 
rena. Str. 295.

Spanifdje Siieraturgef^i^te b. Dr.
Stub. 2Beer, SSien. I. II. Str.167,168. 

Speicher, Snbuftrielle unb gewerb» 
lidje Sauten (Speiser, Sager^äu* 
fer u. gabrilen) o. Ardjite’i §einr. 
Salzmann in Süffelborf. II: Sr>ei* 

* djer u. Sage’rhäufer. SRit 123 gig.
Str. 512. _ ~

Spinnerei. Sejiilinbuftrie I: Spin» 
nerei unb ^wimeret bon SSrof. 
SUa? ©üriler, ©eh- Stegierungärai 
im König!. iianbeSgeroerbeami zu 
Serlin. SDtit 39 Figuren. Str. 184.

Sbiöenfabrifatwn. Sejiilinbuftrie
II: ©eberei, SSirferei, ^ofamert« 
tiererei, Spifcen« unb ©arbinen» 
fabrifai. u. J-ilzfabritation bon 
SBrof. SRa^ ©ürtler, (sei?. Siegie» 
mngSrai im Kgl. Sanbesgetoerbe* 
ami zu Berlin. SJtit 29 ^ig. Str. 185. 

Sbrudjbi^tung. SBaltljer bon ber
Sogehoeibe mit Slu^malil aus 
SStinnefang unb Sbrudjbii^tung. 
3Kii Slnmerlgn. u. einem SSörter* 
buch b. £üd (Süntier, SSrof. a. b. 
Cberrealfthule u. an ber Sedjnifchen 
$odjfchtile in. Stuttgart. Str. 23. 

Staatslehre, Sillgemeine, bon Dr.
Hermann Stehrn, fJSrof. a. b. Uni* 
berfität Strasburg i. Str. 358. 

Staai^rechi, Allgemeines, bon Dr.
3uliu» ^atiefjet, ^rof. b. Steöie 
an ber Uniberfitäi ©ötiingen.
3 SBänbcben. Str. 415—417.

Siaat^retht, ^reuniidjeS, von Dr.
Stier* «omlo, ^Srof. a. b. Uniberfi* 
tat SBonn. 2 Seile. Str. 298, 299. 

Stabt, Sie beuifdje, unb ihre ^er« 
toaltung. ©ine Ginführung in bie 
Mommunalpolitit ber ©egenmari. 
^erausgegeben bon Dr. £tto SJton, 
Seigeorbn. ber Stabt Süffelborf 
I: Serfaffung unb Sertoaltung im 
allgemeinen; fjinangenu. Steuern; 
23ilbung£* unb Munftpflege; ©e» 
funbheit^bflege. Str. 617

-------II: SSirifchaft»* u. Sozialpolitik. 
Str. 662.

------ III: Sedjni!: Stäbtebau, Sief* 
u. $od*.bau. SJtit 48 Ab&ilbungen. 
Str. 663.

Stammes Taube, Senff ehe, bon Dr.
Stubolf fDtudi, a. o. ^rof. a. b. Uni».
SSien. SR. 2 Kart. u. 2 Saf. Str. 126.
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Statt! von 23. Hauber, SipL-Sng. ! 
I. 2eü: Sie Brunblehren ber Sta« ! 
tit ftarrer Körper. SRit 82 gig. { 
Sir. 178.

------II. Seil: Sngeöanbte Statik. i 
SRit 61 Figuren. Sir. 179. i

-f Brcphifche, mit befonb. Serüd* ; 
fid)tig. ber SinfluBlinien von Kgl. ' 
Oberlehrer Sipl.<3ng. Otto Rentel 
in 5lenb»burg. l.Seil. 3Ritl2igig? 
Sir. 603.

steinpauerarbeiten. SRaurer« unb 
(Steinbauerarbeiten bon fßrof. Dr. 
phil unb Sr.-3nS« ©buarb (Schmitt 
in Sarmftabt. 3 Sänbchen. ‘Mlit 
vielen SIbbilbungen. Str. 419—421.

Stelimerfe, Sie me^anifcpen ber 
Gifenbapnen, von S. Scheibner, 
Kgl. Oberbaurat a. S. in Berlin. 
I: (Signale unb beren SInorbnung. 
Selbftänbige methanifcpe Stell« 
inerte. SRit 33 Slbbilb. Str. 674.

Stenographie., Gefdjicpte ber Steno« 
grappie bon Dr. Arthur SRenö in 
Königsberg i. fßr. Sir. 501.

Stenographie n. b. Sbftem b. X. 
Babelsberger bon Dr. Albert 
Schramm, SanbeSamtSafiefior in 
SreSben. Sir. 246.

— SieStebefcprift beS Babelsberger« 
fchen SpftemS von Dr. Sllbert 
Schramm, £anb e»amts aff effor in 
SreSben. Sir. 36S.

Stenographie. Sep r buch b. Verein
fachten Seutf^en Stenographie 
(Ginig. - Spftem Stolze - Scbret)) 
nebft Gd)lüffel, Sefeftüden u. einem 
Anhang von ^rofeffor Dr. Slmfel, 
Oberlehrer beS Kabettenlorp» in 
2i<f)terfelbe. Sir. 86.

— Stebefdjrift. Seprbucp ber Siebe* 
fdjrift b. Spftem» Stolze*Schrei) 
nebft KürsungSbeifp., ßefeftüden, 
Schluff el unb einer Slnleitung jur 
Steigerung ber ftenograppifd)en 
Fertigkeit bon Heinrich Sröfe, 
amtl. bab. SanbtagSftenograph in 
Karlsruhe (58.). Str. 494.

Btereodjemie von Dr. G. SBebefinb, 
Vtof. an ber Uniberfitat Sübingen. 
SDHt 34 Slbbilbungen. Str. 201.

Stereometrie von Dr. 3t. Blafer in 
Stuttgart. SRit 66 Figuren. 
Str. 97.

Siemfpftem. iKftronomie. Bröse, S9e* 
ivegung u. Gntfemung b. ^immelS- 
törper v. 21. F- SRöbiuS, neu bearb. 
v. Dr. §erm. Kobolb, Vrof. c. b. 
Uniberf. Kiel. II: Kometen, SRe- 
teore u. baS Sternfpftem. SRit 15 
§ig. u. 2 Sternkarten. Sir. 529.

Steuerftjfteme beS 21 Urlaubes, Sie, 
v. Bep. Oberf in angrat O. Schaars 
in Serlin. Sir. 426.

Stiltunbe v. Vrof. Karl Otto ^art* 
mann in Stuttgart. SRit 7 VoUbilb. 
u. 195 Sejtilluftrationen. Sir. 80.

Stöchiometrifdie Slufgabenfammlung 
von Dr. SSilp. Saprbt, Ober!, an 
b. Oberrealfcbule in Broß-Sichter* 
felbe. SRitben Stefuliaten. Sir. 452.

Straßenbahnen von 3)ipl.<Jng. Slug.
23 öS bart in Siümberg. SRit 72 2lb- 
bilbungen. Sir. 559.

Strategie von Söffler, SRajor im Kgl. 
Säcbf. Kriegsmin. i.5)re5b. Str.505.

Ströme unb Spannungen in Stark« 
ftromnefcen b. 3of. Herzog, Sipl.« 
Gleltroing. in 23ubapeft u. Clarence 
Selbmann, Vrof- b. Gleltoted)nit in 
Seift. SRit 68 SIbb. Sir. 456.

Sübamerifa. Berichte SübamerifaS 
von Dr. ^ermann fiufft. I: Sa^ 
fpanifcbeSübamerifa(SpiIe, 2lrgen* 
tinien unb' bie Heineren Staaten). 
Sir. 632.

-------II: S)a£ portugiefifaje Bub* 
amerifa (Vrafilien). Sir. 672.

Sübfeegebiet Sie beutftpen Kolonien 
II: Sa? Sübfeegebiet unb Kian« 
tfefjou v. Vtof. Dr. K. Sove. SR. 16 
Saf. u. 1 litp. Karte. Sir. 520.

Sübioeftafrita. Sie beutfehen Kolo
nien. IV: SübWeftafrifa oon^rof. 
Dr. K. Sove SRit 16 Safeln unb 
1 litpogr. Karte. Sir. 637.

^almub. Sie Cntftehung be» Sal« 
mubS bon Dr. S. ^unt in Sosto* 
tvih. Sir. 479.

Salmubproben von Dr. S. fyunl in 
So^lomih. Sir. 5S3.

Se^nif. S)a§ fRethnen in ber Sethnif 
unb feine Hilfsmittel (Siecfienfdjie* 
ber, Stechentafein, SÜechenmafchinen 
uftv.) von $ng. ^oh. Bug. SRarjer 
in fyreiburg i. Sr. SRit 30 Slbbüb. 
Sir. 405.

^ecbnifcb-Shemifdje Slnalpfe bon Dr. 
®. 2unge, Vrof. a. b. Gibgenöff. 
Volptedm. Schule in Bürich- SRit 
16 Slbbilbungen. Sir. 195.

24



Sedjnifdjc Sabellen unb grormeln ton ' 
Dr.-^ng. 23. SRülIer, Sipl.<Jng. 
am Stgl. SRaterialprüfungsamt gu 
<SroB-2ichterfelbe. SJcit 106 Fi
guren. 9fr. 579.

Sedmifche» Eörferbudi, enthaltens bie 
wicptigften Snöbräde b. SRaföinen* 
baue», Schiffbaues u. b. Elefiro* 
iedjni* r>on Erich äreb» in Berlin.

I. Seil: Stfcn.*CrngI. %lz. 395.
------- II. Seil: Engl.-Sifä}. 9fr. 396. 
-------III. Seil: Stfcj-'^xang. 9er. 453.
------- IV. Seil: (yrang.-Sifci). 9fr. 454.

- Seönologie, SUlgemeine djemifdje, s.
Dr. ®ufi. lauter in Charlottenburg 
9?r. 113.

— 2Recbanif(fje, ö. @elj. ^ofrat ißref. 
91. Bübicte in 93raunfd)®eig. 
9?r. 340, 341.

Seerfarbftoffe, Sie, mit bef. Serüd- 
fidjiig. ber fpntbeitfcb. 9Rethoben b. 
Dr. ^ans Sumerer, $3rof. a. b. Sgl. 
Sechn. §ocnfcf)ule, Sresb. 9fr. 214.

SelegraPbenredjt t. '$ofünfpetior Dr. 
jur. SUfreb SSoIde in Sonn I: Ein
leitung. ©efdjidjilidie EninicHung. 
Sie Stellung b. beutfd). Selegra- 
phentoefenö im öffentl. iRedjie, all
gemeiner Seil. 9fr. 509.

------- II: Sie Stellung b. beutfq.Sele- 
grapbenmefen» im öffentl. Rechte, 
befonberer Seil. Sa» Selegraoben- 
Strafrecht. SRemtSoerbältnU b. 
Selegrapfjie 5. Sublitum. 9?r. 510.

Selegrapfjie, Sie elettrif^e, ü. Dr. 
Sub. SRellftab. 9Rit 19 (Jig. 9fr. 172.

Seftameni. Sie Entftebung be§ Stilen 
Seftaments ö. Lie. Dr. SB. Siaerf, 
^rof. a. b. Uniö. gena. 9fr. 272.

— Sie Snifteljung ber 9fruen Sefta« 
ment» b. Sxof. Lic. Dr. Earl 
Siemen in Sonn. Sfr. 2S5.

5 Sejtilinbuftrie. I: Spinnerei unb 
3toimerei ö. S^of- 2Ras ©ürtler, 
©eh- iReg.-iRai im ÄgL SanbeTge- 
ioerbeamt,Serlin. 9R.9 gig. 9?r.lS4.

— II: SBeberei, 2Bir!erei, infamen« 
tiererei, Spisen« unb ®arbinen« 
fabrifaiion ünb Sügfabritation 
ö. fErof. SR. ©üriler, (3eb. iRegie- 
rungsrai i. Sgl. ßanbeTgemerbe- 
amt §u ^Berlin. SR. 29 (Jig. Sfr. 1S5.

— DI: SBäfdjerei, Sleitfjerei, (yärbe- 
rei unb ihre ^ilfsftoffe ton Dr. 
SSilb. SRaffot, t^rof. a. b. ißreuß. 
höheren fyadjfdjule f. Se^iilinbufir. 
in ßrefelb. SRit 28 jyig. Sfr. 1S6.

Sesiiltetfjnifdie Unterfudjungömefho« 
ben non Dr. Wilhelm SRanot, fgro’ 
fefior an ber Färberei« u. Slppre* 
turfdjule Ärefelb. I: Sie SRifro* 
ftopie ber Se^iümaterialien. 2Riz 
92 (yiguren. 9lr. 673. _

Shermobpnamif (Sechnifehe Särme- 
lehre) ö. Ä. SSaltbjer u. Slöitin- 
ger, SipL-Jng. 9Jt. 54 $ig. 9er. 242. 

: Sbermobpnami! (SeÄnifdie SSärme* 
lehre). Sie ipermubpnamif en 
©runblagen berSBärmeJraft* unb 
ßältemafchinen oon SR. SRöitinger, 

j Sipl.-3ng. in SRannbeim. 9?r. 2. 
■ ShuHngifdje ©eühidjte ü. Dr. Crnfi 

Seörient in Bewjig. 92r. 352.
; Sierbiologie. Slbrit ber Biologie ber 

Stere b. Dr. Heinrich Simroth? 
2*rof. a. b. Unib. Seidig. I: Eni- 
fiehung u. Seiterbübung ber Sier- 
melt. — SBesiebungen gur organ.

i fRatur. 9Rit 34 SIbbilb. 5Rr. 131. 
, II: SBegiefmngen ber Siere jur 
! organischem Statur. SRit 35 Slbbilb.
| 9fr. 654.
• Siere, Gniwiilung^gefthidiie ber, ton 
? Dr. 3oh£. SReifenbeimer, ^rof. $sr
; Zoologie a. b. Unioerjiiat .Jena.

I: (Jurcijung, ^rimitioanlagen, 
Saroen, (Jormbilbung, Embrgcnß!* 
hüllen. 2Rir 48 (Jig. 9fr. 378. 

-------II: Srganbilbung. SRii 46 Fi
guren. Sfr. 379.

Siergeograpbic b. Dr. SImoIb Jacobi, 
^rofeffor ber 3°ologie a. b. ÄgL 
(yorftafab emie §u Sbaranbi. 9Rii 
2 harten. 9fr. 218. _

Sieriunbe oon Dr. (yranj ü. SSagner, 
f^rof. a. b. Uninerfitäi ©rag. SRit 
78 SIbbilbungen. 9fr. 60.

Sierretdj, Sa£, I: Säugetiere ö. Ober- 
‘ fiubienr. $rof. Dr. äurt Samperi,
; ®orfi. b. ÄgX. fRaturalientabineitS

in Stuttgart. SR. 15 Ülbb. 9fr. 282. 
j— III: Steptilieu unb Amphibien üan 

Dr. (yrang SSerner, ^rof. a. b. Uniö. 
SSien. 9Rit 48 SIbb. 9fr. 383.

— IV: <yifche öon Sfrof. Dr. SRaj 
i Siautbex in SReapel. 9fr. 356.

— V: 5nfeiten bon Dr. J. ®ro§ in 
Neapel (Stagione 3°°ü3gica). SRü 
56 2lbbilbungen. 9fr. 594. _

— VI: Sie wirbellofen Siere oon Dr. 
Subtu. IBöbmig, iJSrof. b. gool. a.b. 
Uniö. ®rag. I: Urtiere, Sdjtoämme, 
SReffeltiere, Sfrppenauallen unb 
SSürmer. SRii 74 fyig. 9fr. 439.
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Sierreith, Sa», VI: Sie Wirbellofen 
Siere oon Dr. Suöwig Pöpnug, ; 
Prof. b. 3ool. a, b. Urne, ©ras- ■ 
II: &rebfe, Spinnentiere, Sau* i 
fenbfuger, SSeiebiiere, Moostier* ■ 
djen, Armfüßer, Stachelhäuter unb 
Manteltiere. M. 97 gig. 440.

Siergucptlehre, Allgemeine unb fpe- 
Stelle, bon Dr. paul Rippert in 
Gffen. Rr. 228.

Xif^Ier- (Schreiner«) Arbeiten I: Ma
terialien, ^anbmerf^geuge, Ma- 
fdjinen, Gingelb erbinbungen, gut
höben, genfter, genfterlab en,Srep- 
pen, Aborte non prof. G. pieh* 
weger, Ardjiiett in &öln. Mit 628 
giguren auf 75 Safeln. ^lr. 502.

^ogo. Sie beutfdjen Kolonien I: Sogo 
unb Kamerun bon prof. Dr. £arl 
Sore. Mit 16 Safeln unb einer 
liihographifchen Äarte. 441.

Sojitologifcfje Gbrmie bon pribat- 
bogent Dr. G. Mannheim in Ponn. 
Mit 6 Abbildungen. Rr. 465.

Srigonometrie, Gbene unb fphärifche, 
bon prof. Dr. Gerb- ^effenberg 
in Preslau. Mit 70 gig. Rr. 99.

xropenbböiene b. Mebiginalrat prof.
Dr. Rod)t, Sirettor be^ gnftitutö I 
für Sd)iff3* unb Sropentranf- ; 
beiten in Jamburg. Rr. 369.

Stuft. Kartell unb Srufi non Dr. S. : 
Sfmierfcbfp in Süpelborf. Rr. 522. i 

Sarnen, Sa» bentfdje, ö. Dr. Rubolf !
Gajdj, Prof. a. Äönig Georg-Gpmn. j 
in Sresben. Mit 87 Abb. 9er. 628. i

Sumfunfi, Gefdjidjte ber, üon Dr. Ru- | 
bolf Gafcb, Prof. a. Äönig Georg- 
Gpmnafiumin Sterben. Mit 17 Ab
bildungen. Rr. 504.

Ungarn. Sanbe^funbe oonöfterreidj- 
Ungarn üon Dr. Alfred Grunb, 
Prof. an ber Unioerjität präg. Mit 
10 Sejiilluftr. u. 1 ßarie. Rr. 244.

Ungarif^e Siteratur, Gef^irhte ber, 
non ^rof. Dr. Subwig Äaiona unb 
Dr. grang Sginnpei, beibe an ber 
Uniberfität Pudapeff. Rr. 550.

Ungarifche Sprachlehre ü. Dr. .Q-ojef 
Sginnpei, o. ö. prof. an ber Uni* 
berjität Pubapefi. Rr. 595.

Unterridjtsnjefen. ©efc^i^te b. beut- 
f^en Urtier rirhtewefen» üon prof. 
Dr. griebrid) Seiler, Sirettor be§ 
ÄgL Gpmnafium^ gu Sudau. 
L Seil: Pon Anfang an bis gum 
Gube b. 18. gahrh- Rr. 275.

Unterri^tSwefen. (Sef^it^te b. beux- 
fdjen Umerrichtswejen^ üon prof. 
Dr. griebrüp Seiler. Sirettor be£ 
^önigL @ümnafium4 gu Sudau. 
II. Seil: Pom beginn b. 19.3ahr* 
bunberö bi» auf bie Gegenwart. 
%r. 276.

— Sa» bobere unb mittlere Unter- 
riept^njefen in Seutfdjlanb von 
^rofepor Dr. 5^ob Spcrjgram, 
Schulrat in Sübed. Rr. 644.

Urgefcfjirfjte ber Menfi^beit üon Dr. 
Mon$ ^oeme^, ißrofeifor an ber 
Unio. SSien. Mit 85 Abb. 9ir. 42.

Urheberrecht, Sa§, an SSerfen ber 
Siteratur unb ber Sonfunft, ba^ 
58erlag»reci)i unb ba^ Urheberrecht 
an SSerten b. bildenden Sänfte u. 
Photographie ü. Siaatsanto. Dr. 
Scfjliitgen in Ghemni^. 92r. 361.

Urheberrecht, SaSbeutfcbe, anlitera- 
rijeben, tünftlerifchen u. getoerbl. 
Schöpfungen, mit besonderer S8e- 
rüdfieftiigung ber internationalen 
Verträge bon Dr. Guftaü SRauter, 
Patentanwalt in Gharlotienburg. 
STcr. 263.

Urgeit. Stultur ber Urgeit üon Dr. 
Mori§ £oerneö, o. ö. prof. an ber 
Unib. SSien. 3 iöänbd). I: Stein- 
geil. Mit 40 Silbergrupp. 92r. 564.

-------II: Srongegeit. Mit 36 SBilber- 
gruppen. Rr. 565.

-------III: Gifengeit. Mit 35 Pilber- 
gruppen. iRr. 566. _

Pe?toranalini3 bon Dr. Siegfr. Salen- 
tiner, prof. an ber Sergafabemie 
in Glausthal. Mit 16 fyig. 354.

Penegucla. Sie Gorbillerenftaaten 
bon Dr. SSühelm Sieber«, prof. 
anberUnioepitätGieBen II: Gcua* 
bor, Golombia u. Seneguela. Mit 
16 Safeln unb 1 lithogr. ®arte. 
9tr. 653.

Seranfdjlagen, Sa§, im $0$&aiu 
Äurggefaste^ ^anbbuch üb. b. SSe» 
fen b. Äoftenanfchlagä b. Ardjiiett 
Gmil Seutinger, Affiftent an ber 
Sedjnifchen ^o^fchule in Sarm- 
fiabt. Mit bielen gig. Rr. 385, 

PereinigteStaaten. 2anbe»tunbe ber 
bereinigten Staaten non 9tarb> 
amerila bon Profeffor Heinrich 
gif cf) er, Oberlehrer am Suifenftäbt. 
Aealgpmnafium in Perlin. I. Seil: 
Mit 22 Marien unb giguren im 
Se^t unb 14 Safeln. Rr. 381. 
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bereinigte Staaten. SanbeStunbe ber 
SSereinigten Staaten Don Nord» 
amerüß »on ^rofeifor £einrid) 
Sicher, Cberle^rer am Suifenüäbt. 
Nealgtjmnafium i. SBenin. II. Zeil: 
Ncit 3 Äarien im Zert, 17 Safeln 
u. 1 litt). ßarte. Ter. 382.

SergiL Sie Eebidjre bei 3?ergilüx§ 
SÖiaro. $n Ausroafjl mit einer Ein
leitung u. Anmerkungen tjerausgeg. 
bon Dr. Suliui Sieben. I: Ein
leitung unb Aeneii. Nr. 497.

Sermeffungifunbe von Swl.-Sng.
SSertmeifter, Cberlehrer an ber 

Äaif. Sedin. S^ule in Straßburg 
i. E. I: gelbmeffen unb Nivel
lieren. 2Rit 146 Abb. Nr. 468. 

------- II: Ser Sbeobolit. Srigono* 
metrifebe u. barometr. ^öbenmef- 
fung. Saqtjmetrie. %Jtii 109 Ab
bildungen. Nr. 469.

Serfic&erungimatljemßii! bon Dr. 
Alfred Soemt), ^rojenor an ber 
Unwerfität greiburg i. $8. Nr. ISO. 

SerfidjerungiuntcrneSmungen, Sai 
Nedjt ber, von Negierungirai a. S. 
Dr. jur. £. Seibl, erftem Sireftorber 
Nürnberger S ebene üerfidjerungs- 
bau!, früher SKitglieb bei ÄaÜer* 
lidjen Auffidjtiamts für ^riöat- 
berfidjerung. Nr. 635.

23erfidjerungswefen, Sa», bon Dr. iur. 
Naul SRolbenbauer, ^rofeifor ber 
Perfid) erang»iDifienfd)afi’ an ber 
§anbel^od)fd)ule Äöln. I: Allge
meine SSerfi^erungelebre. Nr. 262.

-------II: Sie einzelnen sBerfidjerungs- 
gtoeige. Nr. 636.

Sölferluube b. Dr. SRic^ael $aber* 
lanbt, t u. !. Äuftos b. eibnogr. 
Sammlung b. naiurbifi. $ofmu* 
feums u. ^rioatbogent a. b. Unib. 
SSien. NUt 56 Abbild. Nr. 73.

SSölJernamen. Sänber» u. SSölJer» 
namen bon Dr. Nubolf Äleinpaul 
in Seiojig. Nr. 47S.

Solf»biblioibe?en (Südjer- u. Sefe- 
ballen), i^re Ginridjtung u. Sßer- 
toaliung o. Emil 3aefd)te, Stabt* 
bibliot^etar in Elberfelb. Nr. 332.

Sollslieb, Sa» beutfdje, ausge wählt 
unb erläutert bon i^rof. Dr. $ul. 
Sahr. 2 Sänbdien. Nr. 25, 132

Sol?5Wirifdiaft5kbre bon Dr. Earl 
3ob$. fyudji, ^rofefior an ber 

.. Unibeqitäi Tübingen. Nr. 133.

Sülf^mirifÄafripoIitif r. ^räfibent 
Dr. N. bau ber Sborgbi, SB erlitt. 
Nr. 177.

23 affen, Sie blanken, unb bie Säub« 
Waffen, ihre Eniwidlung Don ber 
Seither Sanbsfnedite bügur Eegen- 
mari m. befonberer SÖerüdndmgung 
ber SSaffen in Seuifdilanb/ Öfter* 
reidj-Ungam unb Jranfrei^ bon 
SS.Eoblte, feuern,erfs-SNajor a. S. 
in Berlin- Stegliß. SNii 115 Ab
bildungen. Nr. 631.

23aftrf$eiulidjfeti§re$nuttg bon Dr. 
grans §ad, igrofeffor am Eber^arb- 
Subnjigs-^bntnanum in Stuttgart. 
$Nit 15 {yig. im Seyi. Nr. 50S.

SSalbed. Sanbesfunbe be£ ®rn$ber* 
Sogtums Reffen, ber ^robinä ^ef* 
fen»Naffau unb be§ ^urftentum£ 
SSalbed bon ^^ofeffor Dr. Eeorg 
Ereim in Sarmftabi. Ncii 13 Ab
bildungen unb 1 Sarte. Nr. 376.

23altbarilieb, Sai, im Sserimaße ber 
Urfdjrift überfeßt u. erläutert bon 
ißrof. Dr. <j. Altbof, Cberlefjrer am 
Nealgbmnaf. in Weimar. Nr. 46.

Sältzer bon ber 25ogelmeibe, mit 
Auimabl ß. Niinnefang u. Sprud)* 
bidjtung. Ntit Anmertgn. u. einem 
SSörterbud) b. £tto Eüniter, $rof. 
a. b. Cberrealfdjule unb an ber 
Secgn. $odjfd}. in Stuttgart. Nr.23.

SSalsuierte. Sie, Einri^tung unb Se* 
trieb. SSon Sipl.-Sng. A. $olser- 
fdjeib, Cberlebrer a. b. Sgl. iNa- 
fdiinenbau- u. ^üitenfdjule in Suis- 
burg. NHi 151 Abbild. Nr. 580.

Sarenbäufer. Eefdiäfis« u. 23aren- 
bäufer bon $an£ Sd}liepmannf 
ÄSnigl. SBaurat in Berlin. I: SSom 
Sabensum „Grand Magasin“. SJlit 
23 Abbildungen. Nr. 655.

-------II: Sie weitere Entroidelung 
ber Äaufljäufer. Tiit 39 Abbil
dungen. ’ Nr. 656.

SSarentunbe bon Dr. ßarl ^affad, 
IJBrof. u. Seiler ber t. f. $anbel»- 
atabemie in ®ra,s. I. Seil: Unorga- 
niföe SSaren. SN. 40 Abb. Nr. 222.

-------II. Seil: Crganifdje 23aren. 
SNit 36 Abbildungen. Nr. 223.

SSaren^eidienredjt, Sai. Nad) bem 
Eefe§ g. Sdjuß b. SSarenbegeidj- 
nungen o. 12. SNai 1894. SJon Neg.- 
Nai 3. Neuberg, SNitglieb bei Äaif. 
Patentamt» gu ^Berlin. Nr. 360.
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Bärme. SbesretiiÄe ®Wft! II. S.: 
Sid;: u. Bärme. Sson Dr. GJuftab 
Säget, $tof. a. b. Sein. $o±,fd;ule , 
Bien. SRit 47 'Ubbilbgn. Sir. 77. :

BärmeJraftmafditnen. Sie tbermo« 
bpnamifthen ©mnblagen 6er 
Bärmefraft« tu gältemafchinen 
non SR. SRöttinger, Sirfcm-3ng. 
in flRannbetni. 2Rit 73 giguren. 
Sir. 2.

Särmelebre, SeÄntf^e, (Sbermnbb" 
nami!) b. S. Baltzern. SR. Stettin« 
ger, $ipl.«3ng. SRit 54 giguren. 
Str. 242.

Bäföereü Seitilinbufirie III: Bä« 
ftberei, SBleisberei, Färberei unb 
ihre $ilfgftoffe Bon Dr. Silb. 
SRaifot, ¥rof. an ber 'Sreus- höh- 
§ad>id)ule für Sertitinbuftrie in 
Stefelb. SRit 28 giguren. Sir. 1S6.

Baffer, Sag, unb feine Sertoenbung 
in Snbuftrie unb ©emerbe B. Dr. 
®mft Seher, $ipt.»3ng. in Saal» 
feto. SRit 15 SIbbilbungen. Sir. 261.

Baffer unb Mbwäffer. 36re Sujam- 
menfegung, Beurteilung u. Unter« 
fucfiung b. SStof. Dr. Cmii $afel« 
hoff, Sorft. b. lanbwirtftfi. Ser« 
iudigftation in SRarburg in Reffen. 
Sir. 473.

Baiferinitallationen. @as« unb Baf« 
ferinftclladonen mitSinfdiluj ber 
Slbortanlagen B. Stof. Dr. phil. u. 
Sr.»3ng. Sbuarb sdtmiti in Samt« 
ftabt. SRit US Slbbilb. Sir. 412.

Bafferlraftanlagen BOnSb. fRümetin, 
Siegierunggbautneifier a. S., Eber« 
Ingenieur in Sreäben. I: Sefchtei« 
bung. SRit 66 giguren. Sir. 665.

-------II: SetoinnungberBafferfraft. 
SRit 35 giguren. Sir. 666.

-------III: Sau unb Setrieb. Bit 
56 giguren. Sir. 667.

Baiferturbinen, Sie, Bon Siot.ujng. 
’S. in 'Berlin. I: Sltgemeineg. 
Sie greiftrablturbinen. Bit 113 
SHbbilbungen. Sir. 541.

-------II: Sie ßberbrudturbinen. Sie 
Bafferfraftanlagen. SRit 102 216« 
bübungen. Str. 542.

Baffem erforgung ber Ertfdjaften b.
Sr.«3ng. 'Robert Sebrautb, Stof, 
an ber Sgl. Sedinifcnen ^ochicfiule 
Stuttgart. SRit 85 Sig. Sir. 5.

Beberei. Sejrilinbuftriell: Seberei, 
Birterei, SSofamentiererei, 2bit= 
jen« u. ©arbinenfabriiatiDu unb 
giljfabritation bon ¥rof. Baj 
Sürtler, Seb. Stegierungsrat im 
Sonigl. Sanbesgeroerbeamt su 
Serlin. SRit 29 §iguren. Sir. 185.

SedHelftmmerseuger bon $ng. Sari 
fpichelmapet, 'Srof. an ber t. t. 
Sedjnijcpen öocbiäule in Bier». 
SRit 40 giguren. Str. 547.

Beibfelwefcu, Sa®, o. fRedttsanto. Dr. 
iRubolf SRotbe® in SeibäiS- Sir. 103.

Bebmerfaffung, Seutftüe, Bon Seb. 
Sriegsrat Sari (mbteb, bortr. 3iat i. 
Sriegsminift. i. SRüncfien. Sir. 401. 

: Bertieugmafcüincn für ^Dlgbear« 
beitung, Sie, Bon 3ng. 'Jrofeijor 
öertnann Bilba in Sternen. Ülit 
125 'Jlbbilbungen. Sir. 582.

Beriseugmafiüinen für SJietatlbear« 
beitung, Sie, Bon 3ng. 'Stof. $er- 
mann Bilba in Steinen. I: Sie 
Becbanismen ber Berfseugmaföi« 
neu. Sie Srefjbänte. Sie grab« 
mafcbinen. Bit 319 2166. Sir. 561.

-------II: Sie SBobr« unb_S^leif« 
maffflinen. Sie Sobel«, Sbaptng« 
u. etoBmaidjinen. Sie Sägen 
u. Scheren. Slntrieb u. firaft» 
bebarf. SRit 206 Slbbilb. Sir. 562.

BeftbreuHen. Sanbeslunbe ber Spro» 
binj Beftjreugen Bon gri£ SBraun, 
Eberiebter am S?gl. Stimnafiunt in 
©raubens. SRit 16 Safeln, 7 Sejt« 
iarten u. 1 litb. Starte. Sir. 570.

Bettbemerb, Ser unlautere, bon 
iRedftganioalt Dr. SRartin Baffer« 
mann in .©atnburg. I: SeneralBau- 
fel, Sietlameausioücbfe, SlugBer« 
faufeioefen, Slnge[iellien6efted)ung. 
Sir. 339.

------- II: Srebiticbäbigung, ginnen« 
unb SiantentniBbraucfi, SSerrat non 
Sebeimniffen, 2lu4länberidjub. 
Sir. 535.

23irbellofe Siere. Sag Sierreidi VI: 
Sie tuirbellofen Siere Bon Dr. 
Subtoig Söbtnig, Stof. b. Sootogie 
an ber UniB. Staj. I: Urtiere, 
Scfiroäntme, Sieffeltiere, fRipBen- 
quallen u. Sürmer. SRit 74 gig. 
Sir. 439.

------- II: Srebfe, Spinnentiere, Sau« 
fenbfÜBer, Seüptiere, SRoogtier« 
äsen, Slrmfüser, Stachelhäuter u. 
SRanteltiere. SRit 97 §ig. Sir. 440.
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Sirlerei. Sejrilinbuftrie II: 23 ehe* 
rei, Girier ei, 23ofamentiereret, 
SpiVen* u. ©crbinenfabrifarion 
unb g ilgfabrüatwn ton 2?rof. SRar 
©urtler, ©eb. iRegierung^rai im 
königl. Sanbeägeroerbeamt xu 

. '-Berlin. 29 Figuren. SRr. 185.
SSirtfchaftlidenSerbänbe, Sie, o. Dr. 

Seo SRüffelmannin S^oftod. 9h.586.
SSirtfäßfpflege, kommunale SSiri« 

fdjaft^flege von Dr. Alfons SRies, 
WgiftratSan- in Berlin. SRr. 534.

23ohnung§ frage, Sie, v. Dr. S. 2SoWr 
23rof. ber Staai^friHenfchaften gu 
grantfurt o. «R. I: Sa^SSohnung^ 
freien in ber mobemen Stabt 
'Rr. 495.

-------II: Sie ftäbtifdje SSo^nung»« 
unb SobenpolitiL Six. 496.

SBoIfram Von Gfthenfjadj. Bartmann 
t. Sine, SBolfram b. Gfdjenbatp 
unb ©nttfrieb non Straßburg. 
2lu^frahl au§ bem $cf. Gpö§ mit 
2lnmertungen unb 25 örtert udj ton 
Dr. k. SRarolb, 23rof. am fiönigl. 
griebrid^tollegium gu Königs
berg i. 23r. Rr. 22.

SBörierbuth na# ber neuen beurfdien 
fRedjtfdjreibung ton Dr. Heinrich 
kleng. Rr. 200.

— Seutf^eS, ton Dr. JRidjarb Soefre 
in '-Berlin. %lr. 64.

— Sethnifthe§, enthaltend) bie Wichtig* 
ften 2lu§brüde be§ 2Rafdiinenbaue», 
Schiffbauer unb ber GleÜroiedjnif 
von Grieb Kreb3 in Serlin. I. Seil: 
Seutich-Gnglifch. Rr. 395.

------- II. Seil: @ngI.*Stfdj. 396. 
-------m. Seil: Stfch.-grang. Rr. 453. 
------- IV. Seil: grang.-Stfcb. Rr. 454. 
Söürttemberg. 2Bürttembergifdje ®e« 

fcpidjte v. Dr. Karl SS eil er, 23rof. 
am Karl»gbmnaiium in Stuttgart. 
Sir. 462.

SSürtiemberg. SanbeSfunbe bes 
Königreich» 23üritemberg ton 
Dr. K. ^afiert, ^rofefjor ber ®eo* 
graphie an ber £>anöels6ofr?(nule 
in Köln. ÜRii 16 SoHbilbem u. 
1 karte. Sir. 157.

geitbenfdjule von fJSrof. SB. Kimmidi 
in 111m. 2Rit IS Safeln in Son*, 
Serben* unb Golbbrud unb 200 
Soll* unb Sejtbilbem. Rr. 39.

• 3ei<hnen, ^eometrif^e^, ton $.
Seder, 2lrwitett unb Sehrer an ber 

I Saugewertidule in SRagbeburg,
: neu bearbeitet ton 23rof. 5. Son*
r berlinn, Sireftor ber tonigl. Sau* 

gewertidjule gu ÜRünfter. SRit 290 
• gig. u. 23 Saf. im Sejt. iRr. 58. 
3eitungsnjefen,Sßd beutfdje, von Dr. 

■ 32. Srunpuber, Köln a. Sih- ^r. 400.
i 3eitung§wefen, Sa§ mobeme, (St?ft 
' b. 3eiittK0«Iehre) Von Dr. Robert 
; SSrunbuber in Äoln a. 3ch- 9?r. 320. 
' BeihmgStoefen, ÄUgemeine ©efthithie 

be^, von Dr. Submig Salomon 
in ^ena. 9lr. 351.

j BeUenlehre unb Slnatomie ber $fto* 
■ gen ton «ßrof. Dr. SRiehe in 
: Seidig. SRit 79 Slöbitb. «Rr. 556. 
. 3entral«^erfbeltite ton iärebitefi 

^ans {yretberger, neu bearbeitet 
ton SSrofefior 5- SSonberlinn, Si* 
refior ber Äonigl. Saugefrertfcbule 

; in SRünfter i. Sefif. SRit 132 gig.
S2r. 57.

i Simmerarbeiten ton Gar! £pi^, £ber* 
J leerer an ber Saif. Sechn. Söule in 
■ Straßburg i. G. I: 2IUgemeineä, 

SBaßenlagen, 3frifjf;enbeden unb 
: Sedenbilbungen, höl§- Sußböben,
; geebmertsnänbe, Sänge* unb

Strengit erfe. SRit 169 216- 
bilbungen. 82r. 4S9.

 II: Sather, SSanbbeHeibungen, 
; Simsfthalungen, Slod-, Soblen-
| unb SBrettermänbe, Säune, Suren,
; Sore, Sriöunen unb Saugerufte.
1 SRii 167 SIbbilbungen. SRr. 490.
i BiöilVrogeßretH Seutfdje», ton $rof. 
: Dr. 25 üb eint Äifdj in Straßburg
- i. G. 3 23änbe. «Rr 428—430.
; Zoologie, ©eftfjidjte ber, ton 2$rof.

Dr. SRub. 23urdharbt. 9lr. 357. 
Bünbmären ton Sirefior Dr. Stlfon^ 

SBujarb, SJorft. be» Stöbt. €bem. 
Saboratorium^ Stuttgart. 5Rr. 109. 

3frang§öerfteigerung, Sie, unb bie 
Swang»Verwaltung von Dr. g. 
ßreMÄmar, £berlanbe»geri^t§rai 
in SreSben. *Rr. 523.

Bwimerei. Se^tilinbuftric I: Spin
nerei unb Swimerei ton 2$rof. 
3Ra5 Gürtler, Geb- SRegierungSrat 
im königlichen Sanbe^getoerbeamt 
§u ^Berlin. SRit 39 g-ig. iRr. 184.

= 2Cei±ere SBänöe ftnb in SJorbereitung. =
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&. & ©öfdjerf fdje Serlagstanbtos &. uu b. Berlin W 35 unb Seidig

3n unferm SSerlag erfdjien joeben:

plante Rultur unb 
^olfswirtf^aft

Sluffägeunb Vorträge im Auftrage ber SSexeänigung 
für ftaat§toinenf(f)aftii(f)e goribilbung §u ^Berlin 

^erauägegeBen bon 9Kar Sering
Steif geheftet, Preis SWart 7.20 's f ,

Sie religiösen Srunblaaen ber ruffifdjen Kultur. Son Prof. 
Dr. $oIL

Sie SBebeutung ber neueren ruffifdjen Literatur. Son prof.
Dr. Srücfner.

Sie Srunbjüge be§ rufiifdjen 9ted)ts. Son Stof. Dr. Sceubeder.
Sie innere Sntaidlung Stußlanbs feit 1905. Son $rof.

Dr. §oe^id). 

Sie toirtf(^aft§geograt>f)if<f)en Srunblagen ber ruffifdjen 2SoIfs= 
ioirtfdiafi. Son Sßrof. Dr. Sallob.

Sie Surd)füf)mng ber rufiifcEjen Sigrarteform. Son ißrof. 
Dr. Slufjagen.

Sie gegentoärtige ruffifd)e 2tgrarge;e§gebung unb i^re Surd)» 
fübrung in ber ißtajis. Son 5L Soefoeb.

JRujfif^e ^nbuftrie. Son Dr. Stto ®oebel.
Sie Petersburger gnbufirie. Son SSoffiblo.
Sie ruffifÄen fjinansen. Son prof. Dr. SBiUotD.
9iuBlanb§ (Stellung in ber Sßeltairtfdjaft. Son Profeffor 

Dr. SSiebenfelb.
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S. 3- SöfsSen’itJe Serlög^&caMung ®. m. b. & Seräin W 35 uai Seidig

3n unfenn 35erlag erf^ien foeben:

Sef^t^tß ber Aufteilung unb 
Äolonifation 2lfritas feit bem 
3eitalter ber (Entbeäungen
ygrfter Sanb: 1415—1870

Son Dr. <ßaul ©armftäbter
_ «pzDfeHoz an ber Unwerjnät Söttingen

0 Srof^iert 5DI. 7.50, gebunben 2R. 9.50

^■aS Such beabfi^iigt, in fursen Bugen, burÄweg an ber ^anb ber 
Quellen, einen Überblick über bie Sefcjidjte ber Aufteilung unb Äoloni- 

fation SfrüaS, oom Bester ber Sntbedungen bi» in unsere 2age §u geben. 
2Sie ber Site! anbeutet, ifi bie Aufgabe eine hoppelte: eS füll bie Auf* 
teilung beS SrbteilS gef&Ubert werben, ein Vorgang, ber fiep jum grogen 
Teil in Suropa abgefpieli bat unb ein wichtiges Äapiiel ber 9Beltgefdndjte 
ber neueren Seit bilbet; e» foll babei gezeigt werben, »ie bie SSert* 
fdjäsung AfritaS in ber Meinung ber europäifdjen Sölter fetoeüs eine 
oerfchiebene getoefen ift, natürlich unter bem Ginflug ber berndjenben 
Italo nialpolitif dien Anfdjauungen, unb toie baburds ber mehr ober minber 
rafaje^ang ber Aufteilung beftimmi tüurbe. Sann aber füll auch bie 
Äolonifation, bie Serroaltung unb Ausnutzung ber öon ben europäischen 
Nationen in Sefi^ genommenen Gebiete bargeftellt unb gezeigt merben, 
toeldje Sebeutung bie afrifanii'Äen Kolonien für bie eurooäifcpen SSölter 
gewonnen haben.

2er borliegenbe erfre S3anb behanbelt bie Sporne ber poriugiefifcöen 
Sorherrfchait (15. unb 16. Sc^^uberi), bie @efchid)ie Afrita^ in ber Beit 
beS Sllaoenhanbel^ (17. unb 18. .^ahrhunbert), unb ausführlich^ öen B^i* 
raum bom Snbe beS 18. ^ahrbunberis bis 1870, in bem namentlich bie 
Saqtellung ber ägnptiidjen Sroebition Napoleon» fomie bie @efd?i^te 
Algerien» unb SübafröaS 'Jnterefie ertoeden toerben. $n einem streiten 
Sanbe foll bie ©efajichie ber Aufteilung unb Äolonifation AfrftaS bis in 
bie unmittelbare ©egentoari fortgefübrt »erben. Sin beträchtlicher unb 
nidji unwichtiger 2eil ber (Sefchithte ber neueften Be^ — ^S fei nur an 
XuniS unb Sgppten, Tripolis unb 2Raro!?o, bie ®ränbung beS ^ongo- 
ftaatS unb ber beutfdjen Kolonien, ben 25uren?rieg unb bie Sinigung 
Sübafrita» erinnert — wirb in bem Suche jur Sarftellung gelangen, baS 
ebenfo bem ßolonidpolitiler wie bem ^iftoriter su bienen beftimmt ift.
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S.g. ©öf^ra’fdje Sertagä^änbtang ®. m. 6. Berlin W 35 usi Seidig

3n unferm SkrlaQ eqdjien ferner:

Siftorif
(Ein Organon gef^i^tli^en Dentens u. gorf^ens

«Gon

Dr. ßubwig 9lte^
Sßrtoaiboäent an ber Ihrioerfität SBerlin l i

(Elfter 23anb
25 23ogen gr. 8°. SBrofäjiert 211.7.50, in §albfrang geb. W.9.50

Sie Aufgabe ber „§iftorih" ift oonSEilhelm ron§umbolbt 
unb non Johann Suftao Stopfen am klarsten erfaßt worben. 
Sie muß bie probuktine Ausprägung ber allgemeiner. 
Oebanken fein, bie in ben muftergültigen gefd)id)tlid)en 
SBetradjtungen übereinftimmenb als Ausgangspunkt ober 
3ielpunkt ber gorfdjung unmittelbar norausgefeßi werben. 
(Es hantelt fick babei nidjt um bie methobifäjen Sunftgriffe 
ber geuriftik, Äritik unb Interpretation, fonbern um bas 
(ginbringen in ben Stern aller menfchlidjen Sejiebungen 
unb in bie SEirkfamkeit ber ßräfte, auf benen bie Ab= 
roanblungen ber bUtorifdjen ^Begebenheiten beruhen. Siefes 
(Element ber SBirklithtteit geiftig gu burdjbringen ift bie 
Slufgabe, bie tjier gum erften 2ßale gu löfen nerfudjt wirb. 
So geftaltet [ich bie Sarftellung gu einer burcj fdjarfe 
23egriffsbeftimmungen unb anfdjaulidje Seifpiele auf ber 
göije wahrer SBiffenfihaft gehaltenen Snggblopäbie ber 
Srunbübergeugungen ber Sefct)icl)ts= unb STlenfcbenttenner.

Äapfeerg’fdje Sw^bzuderti, 2eipjtg
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