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La Theorie des Lignes courbes. .. 
commence oü finissent les Elemens, 
au delä desquels on ne va point 
sans eile. G. Cramer.

I. Allgemeine Gesichtspunkte.
1. Historische Einleitung. Schon im Altertum betrach

tete man außer der Geraden, dem Kreis und den Kegel
schnitten gelegentlich auch Linien höherer Art, die meist 
der Lösung gewisser Probleme dienten, die sich als ele
mentar unlösbar erwiesen. Die Lehre von solchen Kurven 
konnte jedoch erst von dem Zeitpunkt ab systematisch 
behandelt werden, daDescartesin seiner ßeonze^rie(1637) 
die Grundlagen zu ihrer Darstellung durch Koordinaten 
entwickelt hatte. Wiewohl Kemnat fast zur selben Zeit auf 
den nämlichen Gedanken gekommen war, knüpfte doch 
die ganze spätere Entwicklung an Descartes an, in der 
Hauptsache wohl deswegen, weil Fermats Abhandlung 
erst 1679 durch den Abdruck in dessen Varia Opera zu 
öffentlicher Kenntnis kam.

Descartes wollte in der Geometrie nur die „algebra
ischen Kurven“ gelten lassen. Darunter sollen im folgen
den immer Kurven verstanden werden, deren kartesische 
Gleichung durch Nullsetzen einer ganzen rationalen Funk
tion vonx,y entsteht (vgl. S. 27).Leibniz bekämpfte diesen 
Standpunkt heftig. Und auf L e i b n i z ist es zurückzuführen, 
daß bald auch die sog. „transzendenten Kurven“ 
(Spiralen, Zykloiden usw.) eingehender studiert wurden. 
Der heutige Standpunkt gibt im Grunde beiden Forschern 
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recht. Wenn man von kinematischen Gesichtspunkten 
ausgeht, so lassen sich algebraische und transzendente 
Kurven nicht trennen, da erstere vielfach als Spezialfälle 
der letzteren auftreten. Wenn man aber von der karte
sischen Gleichung ausgeht, bilden die algebraischen Kur
ven eine Familie für sich, da es eine ziemlich ausgebaute 
Theorie der algebraischen Funktionen gibt, während man 
die transzendenten Funktionen noch nicht einmal zu klassi
fizieren vermag. Vor allem haben wir den Vorteil, bei al
gebraischen Kurven in jedem Punkte die Stetigkeit der 
Funktion, sowie die Existenz und Stetigkeit aller Differen
tialquotienten voraussetzen zu können. Den Durchgang 
durchs Unendliche von positiven zu negativen Werten 
wollen wir dabei nicht als Unstetigkeit auffassen.

In dem vorliegenden Bändchen werden wir uns mit der 
äußeren Erscheinung der algebraischen Kurven befassen. 
Von dieser hatten Descartes und seine nächsten Nach
folger oft ganz unrichtige Vorstellungen, da sie nur ge
wohnt waren, für positive Abszissen Betrachtungen anzu
stellen. Erst im 18. Jahrhundert erschienen systematische 
Werke, die Klarheit in diese Verhältnisse brachten, vor 
allem Newtons geniale Enmneratio linearum tertii ordinis 
(17 04), S tirlings Lineae tertii ordinisNeutonianae (1717), 
dann de Guas kleines Büchlein Usages de l’analyse de 
Descartes (1740). das erste Lehrbuch der Kurvendiskus
sion, Eulers Introductio in analysin infmitorum (1748; 
II. Bd.) und Cramers Introduction ä l’analyse des lignes 
courbes algebriques (1750).

2. Die kubische und die semikubische Parabel. Zu 
den ersten Kurven, die mittels Koordinaten näher betrach
tet wurden, gehörten die „höheren Parabeln“ mit Glei
chungen der Form yn = an~mxm, unter ihnen vor allem 
die mit den einfachsten Gleichungen y = zx3 und y- =. zx3,



2.3. Historisches. Symmetrie.

wobei wir uns unter 2 gewöhnlich nur eine Zahlengröße 
vorstellen. Es macht uns heute keine Schwierigkeit mehr, 
wenn einmal der im ersten Quadranten liegende Zweig 
der Kurven gezeichnet ist, uns zu überlegen, daß die „ku
bische Parabel“ y — Xx3 (Fig. 1; für 2 = 1) einen kongru
enten*)  Zweig im dritten, die „semikubische Parabel“ (auch 
Neilsche Parabel genannt) y2 = Xx3 (Fig. 2; für 2 = 1) 
einen solchen im vierten 
Quadranten hat. Den 
negativen "Werten von 
x entsprechen nämlich 
im ersteren Falle nega
tive Werte von y (2 als 
positiv vorausgesetzt), 
im zweiten Falle ima
ginäre. Dafür ergeben 
sich im Falle der semi
kubischen Parabel 
schon für positive x 
zwei nur durchs Zei
chen verschiedene y.

•) Das Wort ,.kongruent“ soll hier und in Nr. 3 lediglich die 
Möglichkeit der Deckung zum Ausdruck bringen.

3. Zentrische und
axiale Symmetrie. Die Kongruenz der Zweige bedingt 
bei der kubischen Parabel eine „zentrische Symmetrie“ 
in bezug auf den Anfangspunkt, der dann Mittelpunkt 
der Kurve genannt wird, bei der semikubischen Parabel 
eine „axiale Symmetrie“ in bezug auf die ar-Achse. Wir 
erkennen leicht, daß die Bedingung für die letztere in 
dem (geraden) Exponenten 2 von y liegt. Die erstere macht 
sich aber erst bemerkbar, wenn wir mittels x = q cos 6, 
y = q sinö Polarkoordinaten g , 6 in die Gleichung ein
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führen. Bann sehen 'wir nämlich, daß sich ein Wert q = 0 
ergibt, und daß nach Division mit o eine rein quadratische 
Gleichung für o bleibt, bei beliebigem 9. Dasselbe wird 
in bezug auf y erreicht, wenn man die Kurve mit der 
Geraden y = px schneidet, wobei p beliebig (ev. = 1) ist. 
Wir können demnach gleich allgemein sagen:

Eine Kurve ist symmetrisch gegen die ar-Achse (oder 
y-Achse), wenn in ihrer Gleichung nur gerade Potenzen 
von y (oder x) auftreten.

Eine Kurve ist symmetrisch gegen den Anfangspunkt, 
wenn nach Ersetzung von x durch y und allfälliger Ab
sonderung der Wurzeln y — 0 nur gerade Potenzen von 
y in der Gleichung bleiben.

Bem. Wenn in einer Gleichung x sich mit y vertauschen 
läßt, so besteht Symmetrie gegen die Winkelhalbierende des 
ersten Quadranten; wenn eine'Gleichung sich nicht ändert bei 
gleichzeitiger Ersetzung von x durch — y und von y durch — x, 
so besteht Symmetrie gegen die Winkelhalbierende des zweiten 
Quadranten.

Beisp. Der Kreis x- + y2 = a2 hat alle erwähnten" Arten 
von Symmetrie. Die Gerade x -|- y = a liegt symmetrisch gegen 
die erste, die Gerade x — y = a ebenso gegen die zweite Winkel- 
halbierende, ähnlich die beiden Kurven x3 + y3 = a3 und 
m3 — y3 = a3, die der Leser graphisch darstellen möge (sie sind 
kongruent). Die Hyperbel xy — a? ist symmetrisch gegen 
beide Winkelhalbierenden, die Hyperbel x2 — 2y2 = a2 jedoch 
nur gegen die Achsen. Beide Hyperbeln sind auch zentrisch 
symmetrisch.

4. Ordnung einer Kurve. Schnittpunkte mit Ge
raden. Die beiden Kurven y — 2.x3 und y3 = 2 x3 sind 
Kurven 3. Ordnung (Kubiken). Kubik (Cg) nennt man jede 
Kurve, deren Gleichung von der dritten, Quartik (C4) jede, 
deren Gleichung von der vierten Dimension ist usw. Diese 
Dimension wird angegeben durch die Summe der Expo
nenten des höchsten vorkommenden Gliedes xmyn. Die 
„Ordnung“ kann durch eine Koordinatentransformation 



4. Ordnung' einer Kurve. Schnittpunkte mit Geraden. 9

x — x' cosa — y' sina + a, y = x' sina + y' cosa 4- S 
nicht geändert werden, da durch eine solche Substitution 
jedes Glied xmyn in einen Ausdruck verwandelt wird, dessen 
höchstes Glied wieder die Dimension m 4- n hat. Die 
Ordnung ist also etwas Charakteristisches für die Kurve.

Geometrisch drückt sich die Ordnung einer algebraischen 
Kurve darin aus, daß eine Kurve nter Ordnung von jeder 
Geraden in n Punkten geschnitten wird. Dies ist jedoch 
im algebraischen Sinne zu verstehen, d.h. beider Abzählung 
der Schnittpunkte sind auch die imaginären und unendlich 
fernen mitzuzählen, die sich als gemeinsame Lösungen von 
f(x, y) — 0 und <xx 4- ßy 4- y = 0 ergeben (vgl. II. Ab
schnitt). Im reellen Bild der Kurve kann es sehr wohl 
überhaupt keine Gerade geben, die die Kurve in n Punkten 
trifft. Auch können die n Punkte teilweise oder auch alle 
zusammenfallen. Schneidet man z. B. die kubische Parabel 
y = la:3 mit einer Geraden durch den Anfangspunkt y = px, 
so fällt immer ein Schnittpunkt in den Anfangspunkt selbst, 
während die anderen zwei sich aus der Gleichung Xx2 = p 
ergeben. Für p — 0 fallen aber auch diese beiden mit dem 
Anfangspunkt zusammen. Die x-Achse (y = 0) schneidet 
also die Kurve im Ursprung des Koordinatensystems in 
drei zusammenfallenden Punkten. Für p = 00 (d. i. beim 
Schnitt mit x = 0) fallen die beiden Schnittpunkte ins 
Unendliche. Man überzeugt sich davon geometrisch, indem 
man die Gerade um den Anfangspunkt sich drehen läßt. 
Bei der semikubischen Parabel y2 = la;3 ergibt jede Gerade 
durch den Ursprung schon zwei Schnittpunkte dort und 
außerdem nur noch einen (la; = p2\ der für p = 0 eben
falls in den Anfangspunkt rückt und für p = 00 ins Un
endliche geht. Jede Parallele y — k zur x-Achse schneidet 
jede der beiden Kurven in einem reellen und in zwei ima
ginären Punkten. Z. B. ergibt sich für die kubische Parabel 
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zx3 = k oder, wenn man kjÄ = b3 setzt, a:3 — b3 = 0, also 
(1) x — b = 0 und (2) x2 + xb + b2 = 0 , woraus sich 
zwei koniugiert imaginäre Abszissen berechnen lassen.

Beisp. 1. Diejenigen Geraden, die einen einzelnen und zwei 
zusammenfallende Schnittpunkte mit einer Kubik gemein haben, 
ohne daß alle durch einen festen Punkt gehen, bilden das System 
aller Tangenten der Kubik. Nehmen wir die Gleichung einer 
Geraden in derForm ux + ry + 1 = 0, so können wir unschwer 
die Bedingung zwischen den Koeffizienten u, v aufstellen, die 
bestehen muß, damit die Gerade z. B. die kubische Parabel be
rührt. Denn setzen wir y = 2 z3 in die Gleichung ein, so ergibt 
sich für die Abszissen der Schnittpunkte

Z3+~Z: + ^ = 0. 
2 b 2b

Damit diese Gleichung eine Doppelwurzel habe, muß ihre 
Diskriminante verschwinden. Diese hat für die Gleichung 
ar3 + px + q = 0 die Form 27q- + 4jJ3, und das gibt ohne 
weiteres in unserem Falle
(1) 272b + 4ws = O.

Für die semikubische Parabel ist die Rechnung etwas weit
läufiger, das Resultat aber ebenso einfach. Wir erhalten, wenn 
wir in = (ux + l)2 den Wert y~ = 2x3 einsetzen, die Glei
chung

— 2b2z3 + w2®2 + lux + 1 = 0.
Die Diskriminante für eine allgemeine kubische Gleichung 

aox3 + ^a?2 + a^x + aa = 0 lautet*) a2a| + 18a0a1a„a3 
— 4a0al — 4a?a3 — 27 05 a;. Rechnet man diesen Wert aus, 
so erhält man nach einiger Reduktion
(2) 272 b2 + 4w3 = 0 .

Der Leser kann mittels Differentialrechnung die Einhüllende 
der Geraden ux + vy + 1 =0 mit der Nebenbedingung (1) 
oder (2) suchen und wird die beiden Parabeln erhalten**).

**) Vgl. Junker, Höhere Analyeie I, S, Göschen 87, S. 179f.

Beisp. 2. Die Kurve z1 + y1 = a1 ist 3. Ordnung. Denn 
durch zweimaliges Kubieren erhält man die Gleichung

(x + y — a)3 + 27axy = 0 .
*1 S. z. B. Pund, Algdra, S. Schubert Vf Leipzig. Göschen 1809. 

S. 231.



4. Maelaurins Trisektrix. Tschimhausens Kubik. H

Bemerkt man, daß diese Kubik gegen die erste Winkelhalbierende 
symmetrisch, ist, so wird man das Koordinatensystem um 45° 
drehen. Dann ist die neue Gleichung in y nur mehr quadratisch 
und di e Kurve kann leicht punktweise b erechnet werden (vgl. S .87) -

Beisp. 3. Wenn eine Gleichung in Polarkoordinaten eine alge
braische Funktion von o und den Funktionen cos ß und sin 0 ist, so 
ist die dargestellte Kurve algebraisch. Z. B. sind die Kurven

(A) g = —und (B) o = — COSf" COS-1Ö
Kubiken. Denn es ist bekanntlich cosö = 4 cos3— 3 cosld 
und hieraus ergibt sich für (A) 

äs , a3 3 a — = 4-j-------  g g3 g
und darnach leicht
(A) (x + 3a)(x* + y*) = 4a3 .

Für (B) hat man zunächst
- = 4- - 3(-U 
g g \ g /

und dann
(B) 27a(m2 + y") — (4a — x)3 .

Kurve (A) ist die sog. Maclau rin sehe Trisektrix (1720; 
s. Fig. 3), Kurve (B) heißt Tschirnhausens Kubik (1690; 
s. Fig. 4). Beide Kurven sind nach ihrer Gleichung in Polarkoor
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dinaten leicht^zu zeichnen. Die Symmetrie ist auch daraus zu 
ersehen, daß für + 0 der Radiusvektor denselben Wert erhält.

5. Wendetangente und Spitze. Bei der kubischen 
und der semikubischen Parabel finden wir gleich zwei 
Eigentümlichkeiten, die bei Kegelschnitten nicht auftreten 
können. Die kubische Parabel wendet zuerst ihre konkave 
Seite nach-oben, nach dem Durchgang durch den Ursprung 
aber nach unten. Die Formel R — (1 + 3 x2)1/6 x, die man 
mittels Differentialrechnung für ihren Krümmungsradius 
ableitet, zeigt auch, daß R für sehr große Werfe von x 
selbst sehr groß ist (statt 1 4- 3 x2 kann dann im Zähler 
einfach 3x2 genommen werden), dann bei abnehmendem x 
ein gewisses Minimum erreicht, für noch kleinere x wieder 
wächst, um für x = 0 unendlich groß zu werden und beim 
Übergang zu negativen x selbst das Zeichen zu wechseln. 
Läßt man ein Lineal, das die Kurve immer berührt, dieser 
entlang gleiten, so kehrt es, wenn es in die Lage der z-Achse 
gekommen ist, die Richtung seiner Drehung um, während 
der Berührungspunkt, der die Kurve beschreibt, immer in 
demselben Sinne längs der Kante des Lineales fortschreitet. 
Dier-Achse ist (dreipunktig berührende) „Wendetangente“, 
der Anfangspunkt heißt „Wendepunkt“, ist aber an sich 
auf der Kurve nicht ausgezeichnet

Das Verhalten von Tangente und Punkt bei der semi
kubischen Parabel ist gerade entgegengesetzt. Während 
die Tangente beim Durchgang durch die Lage der x-Achse 
ihre Drehungsrichtung nicht ändert, kehrt der die Kurve 
beschreibende Punkt dort seine Bewegungsrichtung längs 
der Tangente um und erzeugt eine „Spitze“. Der Krüm
mungsradius geht für große x von sehr großen Werten 
aus, nimmt aber ohne Unterbrechung bis zu 0 ab. Ein 
Unterschied im Vorzeichen für beide Zweige besteht nicht. 
Die Spitzentangente berührt ebenfalls dreipunktig. Solche
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Vorkommnisse heißen „Singularitäten“. Die Wendetangente 
ist eine ,,Liniensingularität“ die Spitze eine „Punkt-, 
Singularität“ (vgh S. 98/99).

6. Variation von 2 in der Gleichung y2 = 2a?3. Um 
von den gegebenen Kurven einen Übergang zu anderen 
Formen von Kubiken zu gewinnen, werden vor zunächst 
Konstantenänderungen in den Gleichungen vornehmen. 
Wir werden dies aber nur an der semikubisehen Parabel, 
weil es dort etwas schwieriger und lehrreicher ist, durch
führen. Wenn jemand die Kurve y2 = 2a;3 punktweise zu 
zeichnen unternimmt, so wird er sofort bemerken, daß er 
das Maß des Steigens durch den Koeffizienten 2 regulieren 
kann. Läßt man 2 unbegrenzt variieren, so bemerkt man 
folgendes. Für "sehr kleine 2 schmiegt sich die Kurve von 

r—-beiden Seiten sehr nahe an die positive x-Achse an, mit der 
, sie, wenn man sie doppelt zählt, für 2 = 0 züsammenfällt. 

“Wächst 2, so nähern sich die Zweige oben und unten immer 
c •-mehr der «/-Achse. Setzt man 1/2 = A , so daß also die 

Gleichung M«/2 = m3 lautet, so sieht man, daß für 2 = oo , 
~™" also A = 0, die Kurve in die dreifach gezählte «/-Achse 

übergeht Für sehr große negative 2 ist sie der «/-Achse 
links sehr nahe, nähert sich dann der negativen x-Achse 
und fällt mit dieser, wenn man sie doppelt zählt, für 2 = 0 
zusammen. Bei 2 = 0 findet also ein Übergang vom nega
tiven zum positiven Teile der x-Achse statt.

2,5 „2
Beisp. Die Gleichung -f- = 1 stellt für positives 2

Ellipsen, für negatives 2 Hyperbeln dar. Alle Kegelschnitte 
berühren sich in den Endpunkten A , B der großen Achse, die 
für alle dieselbe Länge (2 a) hat. Für 2 = 0 findet der Über
gang statt. Die Gleichung ergibt in diesem Falle (nach Multi
plizieren mit 2) y2 = 0 , also die doppelt liegende x-Achse. Je 
nachdem man aber von den Ellipsen herkommt oder von den 
Hyperbeln, ergibt sieh entweder die Strecke A B selbst als gleich
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sam unendlich schmale Ellipse, oder die Strahlen von A nach, 
links und von B nach rechts als ganz flach gedrückte Hyperbel. 
Ein ■weiterer Übergang findet für z = + oo statt, den sich der 
Leser selbst veranschaulichen möge.

7. Hinzufügung einer Konstanten zu einer Gleichung 
(Kurve gleicher Potenz). Wir wollen nun zunächst sehen, 
was es bedeutet, wenn wir unserer Gleichung eine Konstante 
additiv beifügen, also die Kurve y2 = Xx3 4- <3 bilden. 
Schneiden wir die neue Kurve mit der ursprünglichen, 
setzen also in der neuen Gleichung y2 = Xx3, so ergibt sich 
d = 0 . Da aber ö gerade nicht Null sein soll, ist zwischen 
den beiden Gleichungen ein Widerspruch vorhanden, d. h. 
die alte und die neue Kurve schneiden sich überhaupt nicht, 
soweit man nämlich das Endliche in Betracht zieht. Über 
das Verhalten im Unendlichen werden wir bald sprechen 
(vgl. S. 39 ff.). Nehmen wir Ö sehr klein an, so erhalten wir 
eine Kurve, die ganz nahe an der ursprünglichen verläuft, 
und zwar außen oder innen, aber natürlich keine Spitze 
mehr hat. Wir können das für jede beliebige Kurve aus
sprechen : Ist f(x, y) = 0 die Gleichung irgendeiner Kurve, 
so stellt für kleine positive oder negative Werte von d die 
Gleichung f(z, y) — d eine neue Kurve dar, die ganz nahe 
an der alten verläuft, sie aber nirgends überschreitet. Von 
diesem Satze werden wir noch wichtigen Gebrauch machen.

Bem. Man weiß, daß beim Kreise J. Steiner (1826) den 
Begriff der „Potenz“ aufgestellt hat, die dargestellt wird durch 
das Produkt der auf einer den Punkt P (a’o. y0) enthaltenden 
Sehne AB durch den Punkt P gebildeten Abschnitte. Dieses 
Produkt PA • PB wird für einen Kreis mit der Gleichung 
fix, y) = x1 + y- — r- = 0 samt Vorzeichen gegeben durch 
fixa, Uo) = ^ + yl — r- und ist im Innern des Kreises negativ, 
im Äußern positiv. Der Begriff der Potenz ist auf höhere Kur
ven ausdehnbar*)  und diePotenz istimmer dem Ausdruck/^, yf)

•) Vgl. Pascal, Repert. d. höh. Math., 2. Aufl. 1910, II. Bd. 1. Hälfte, 
S. 436 7.
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x- w2
proportional. Auch bei der Ellipse — 1 ist also die
Potenz (bei positivem Proportionalitätsfaktor) im Innern negativ, 
im Äußern positiv, bei der Parabel y2 — 2px ebenso, bei der

Hyperbel — 1 ist es umgekehrt. Auf Grund dieses er
weiterten Potenzbegriffes hat man die Kurven f(x, y) + 8 — 0 
„Kurven gleicher Potenz“ in bezug auf die Grundkurve f(x. y)=0 
genannt.

Beisp. Die Schar der Parallelen Ax + By = k, ferner die 
Schar der ähnlichen und ähnlich liegenden Kegelschnitte

= 1 (der konzentrischen Kreise x- + y2 = z) kann in 
der eben beschriebenenWeise aufgefaßt werden, da sich überall 
nur die Gleichungskonstante ändert. Bei der kubischen Hyperbel 
y = zx3 bedeutet die Hinzufügung einer Konstanten nur eine 
Parallelverschiebung, wie überhaupt bei allen Kurven, in denen 
y oder x nur in der ersten Potenz vorkommt.

8. Variation von 2 und e in der Gleichung 
y* = 2as3 4- s2. Setzt man in der Gleichung?/2 — 2x3 -J- <3 
für y die Werte + 15 ein, so ergibt sich jedesmal x3 = 0 , 
d. h. die Geraden y = + V<3 schneiden die Kurve auf der 
y-Achse j e in drei zusammenfallenden Punkten. Wir werden 
ohne weiteres vermuten, daß es sich um Wendepunkte 
handelt. Lassen wir also ö variieren, so liegen die reellen 
Wendepunkte des Systems y2= 2x3 + ö für positives <3 
auf der //-Achse und ihre Tangenten sind parallel der 
«-Achse. Man sieht das noch besser, wenn man <3 = e2 
setzt. Dann läßt sich die Gleichung auch schreiben 
(y + — £) = ^a'3 und diese Gleichungsform läßt ge
mäß unseren Ausführungen den Sachverhalt sofort er
kennen. Setzen wir in dieser Gleichung y = 0, so erhalten 
wir x3 = — e2/2, d. i. eine reelle Abszisse für den Schnitt
punkt der Kurve mit der x-Achse. Auch bei noch so kleinem 
e kann man aber durch geeignete Wahl von Z, das man nur
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entsprechend noch viel kleiner nehmen muß, erreichen, daß 
der Zug A CB (s. Fig. 5) sich beliebig weit z. B. nach links er
streckt. Bei festem e findet dann der Übergang für 2 = 0 
so statt, daß die Kurve für ein ganz kleines positives 2 so 
liegt, wie in Fig. 5 (/. = {-, s = X), nur daß sie sich fast 
ganz an die Parallelen y = anlegt, für ein ganz kleines 
negatives 2 aber erscheint die Figur an der ?/-Achse ge

spiegelt: Der Zug 
A CB der Fig. 5 geht 
in die unendlichen 
Aste über und um
gekehrt. Für e = 0 
kann der Zug ACB 
gar nicht mehr ent
stehen und wir sehen 
nun deutlich, warum 
in diesem Falle bei 
2 = 0 ein Übergang 
von der doppelt ge

zählten positiven zur doppelt gezählten negativen a>Achse 
eintreten muß.

9. Variation von s und s in der Gleichung ?/2 = 2x3 
— 2e-x 4- s2. Um nun ebenso deutlich zu sehen, wieso 
unsere semikubische Parabel y2 = 2xs für 2 = oo in die 
dreifach gezählte y-Achse übergehen muß, machen wir auf 
der rechten Seite der Gleichung dasselbe, was wir soeben 
auf der linken getan haben, d. h. wir setzen statt x3, indem 
wir zwei ganz nahe Parallele zur y-Achse ziehen, das 
Produkt x (z 4 s) (x — ej . Dann haben wir eine Kurve 
mit der Gleichung
(A) (y + — e) = 2x(x 4- e)(x — g),
oder
(A*) yi = 2x3 — 2t-X 4- £2
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und wir sehen sofort, daß die neue Kurve von der ursprüng
lichen semikubischen Parabel in z-wei Punkten mit der ge
meinschaftlichen Abszisse x = a2/2e2. geschnitten wird. 
Die Gleichung (A) zeigt uns ferner, daß die Kurve durch 
die 6 Punkte geht, die die Abszissen x = 0, x = a, 
x = —e haben und für welche y = + a ist.

Um uns den Verlauf der Kurve (A) klarzumachen, 
suchen wir noch ihre Schnittpunkte mit der x-Achse. Die 
Substitution von y = 0 in (A*) ergibt
(B) xz — &x a2M = 0, M = 1M)
eine Gleichung, die, solange a und a voneinander un
abhängig sind, mit Sicherheit nur eine Wurzel x < — a 
ergibt (bei positivem A). Denn die linke Seite der Gleichung 
wird für x — —oo negativ, für x — —s aber positiv. 
"Wir wollen deshalb etwa z = A = 1 und e = e nehmen, 
so daß die Kurvengleichung lautet
(A+) y2 = a:3 — s2x + e2
und aus (B) wird
(B*) x (r2 — a2) = —e2 .

Wenn hier e < 1 genommen wird, was wir doch jeden
falls voraussetzen wollen, ist zwischen x = 0 und a: = a 
eine Wurzel unmöglich; denn für einen solchen Wert wird 
zwar die Klammer negativ, aber absolut genommen kleiner 
als a2, und die Multiplikation mit x ergibt etwas noch klei
neres, kann also nicht auf den absoluten Wert a2 führen. 
Daß zwischen x = 0 und x = — a keine Wurzel liegt, ist 
fast selbstverständlich; in der Tat wird für einen solchen 
Wert die linke Seite von (B*) positiv. Demnach läuft in 
diesem Palle die Kurve, wie in der Fig. 6 angegeben (a = 1-). 
Diese Kurve ist etwas allgemeiner als die der Fig. 5, weil 
die beiden Wendetangenten nicht parallel laufen.

10. Die Büschelform der Gleichung. Signierung. Bevor 
wir aus Gleichung (A) noch Weiteres zulernen suchen, wollen

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 2
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wir einen allgemeinen Satz aufstellen, der sich aus den 
bisherigen Betrachtungen durch Verallgemeinerung ohne 
weiteres ergibt. Hat nämlich eine Kurven gleiehung die Form 
(1) A0 = B¥,
wo 0 und ¥ irgendwelche Funktionen von x , y bedeuten, 
so geht die Kurve (1) durch sämtliche Schnittpunkte der 
Kurven 0 = 0 , ¥ = 0 . Denn für einen solchen Schnitt- 
punkt (ar0, y0) ist 0 (x0, y0) = 0 und ¥ (x0, y0) = 0 , also 
auch dO(z0 ,y0) = B¥ (r0 , y0) . Dabei können A und B 
Zahlenkoeffizienten oder selbst Funktionen von x , y sein. 
Im letzteren Falle geht Kurve (1) durch alle Schnittpunkte 
der Kurve A*)  mit B und ¥ und der Kurve 0 mit B und ¥ .

•) Ich werde öfters der Kürze halber einfach „Kurve X“ statt 
rve mit der Gleichung X = 0“ sagen.

Nehmen wir A und B als Zahlenkoeffizienten und setzen 
B^A = x , so stellt für variables z die Gleichung
(2) O = z¥
ein System von Kurven dar, die alle durch sämtliche Schnitt
punkte von 0 und ¥ gehen. Man nennt ein solches System 
„Büschel“. Nun muß aber wegen der Stetigkeit jeder Zug 
einer algebraischen Kurve, sei es im Endlichen, sei es nach 
einmaligem oder öfterem Passieren des Unendlichen in sich 
zurücklaufen. Die Kurven 0 und ¥ teilen also die Ebene 
in eine Anzahl von Feldern. Nun gibt es gewisse Gebiete 
der Ebene, deren Punkte die Eigenschaft haben, daß ihre 
Koordinaten z. B. den Ausdruck 0 positiv machen, andere 
Gebiete, für die 0 negativ wird. Diese Gebiete sind überall 
durch die Kurve 0=0 getrennt. Bekannte Beispiele hier
für sind ja die Gerade und die Kegelschnitte, bei welch 
letzteren man ein „Inneres11 und ein „Äußeres“ unter
scheiden kann.

Ist nun in Gleichung (2) X positiv, so kann die Kurve (2) 
'ur in solchen Feldern liegen, in denen gleichzeitig 0 und
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¥ positiv oder negativ werden. Hat man ein solches Feld 
festgestellt, so kommt man beim Überschreiten der einen 
Kurve in ein anderes Feld, in welchem kein Punkt von (2) 
liegt usw. Indem man die letzteren Felder schraffiert und 
die Schnittpunkte der Kurven 0 und ¥ markiert, 
erhält man oft sofort ein deutliches Bild vom Ver
lauf der Kurve. Für negatives z liegen alle Kurven 
in den nichtschraf
fierten Feldern. Die 
Übergänge finden 
für z = 0 und 
2 = oo über die 
Kurven C und ¥ 
statt.

Dieses „Signie
rungsprinzip“, wie 
es von Reuschle 
genannt wurde, 
wird mit besonde
rem Vorteil ver
wendet, wenn die 
Kurven O und ¥ in 
mehrere Teilkurven

Fig- 6.

.zerfallen“. Man erhält dann
nämlich eine größere Anzahl von Feldern, da schon 
das Überschreiten einer einzigen solchen Teilkurve, 
z. B. von O, dasVorzeichen von 0 ändert. Ein solcher Fall liegt 
z. B. bei der Gleichung (A) der vorigen Nr. vor und die Fig. 6 
wird dem Leser deutlicher als alle Worte zeigen, wie das Si
gnierungsprinzip anzuwenden ist. Man sieht aus (A), daß 
für große positive x und große positive oder negative y bei 
positivem Z die beiden Seiten der Gleichung positiv werden. 
Demnach können in den Feldern rechts oben und rechts 
unten Kurvenpunkte liegen. Hiernach ist die Signierung, 
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wie Fig. 6 zeigt, vorzunehmen. Zur sicheren Anwendung 
der Regel ist nur vorauszusetzen, daß alle verkommenden 
Schnittpunkte einfach sind und zunächst wollen wir auch 
annehmen, daß 0 und V keine vielfachen Faktoren enthalten.

11. Variation von z in der Gleichung y* = 2x3 
— ).s2X + s2 . Wir fahren nun in der Betrachtung der 
Gleichung (A) der Nr. 9 fort, indem wir z variieren, zur Ver
einfachung aber e — e setzen. Dann haben wir die Kurve
(C) y2 — e2 = Äx(x2 — a2).

Diese Kurve ist ja für 
2 = 1 mit (A+) identisch 
und sie behält die charak
teristische Form von Fig. 6 
auch bei, wenn 2 bis zu 0 
abnimmt. Nur schmiegt 
sich die Kurve dann immer 
mehr an die beiden Paral
lelen zur x- Achse y = + e 
an, in die sie für 2 = 0 
übergeht. Wenn nun aber 
bei der Kurve (C) 2 größer 
wird, so werden die Äste 
steiler, die Ein- und Aus
buchtungen stärker und 
es tritt für einen gewissen 
Wert von 2( = 3},3/2a) 
der Fall ein, daß die zwei 
Einbuchtungen in dem 
Raum zwischen x = 0 und 
x = e aneinanderstoßen.

Sie vereinigen sich dann zu einem „Doppelpunkt“ (Fig. 7; 
e — • einer Singularität, die schon bei den zwei Bei
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spielen von Nr. 4 (Fig. 3 u. 4) auftrat. Den angegebenen 
Wert von z erhält man, wenn man die Diskriminante der 
Gleichung (B) für e = e bildet (vgl. S. 10). Wird z noch 
größer, so reißt der Doppelpunkt nach der anderen Seite 
auf, die Kurve hat dann drei reelle Schnittpunkte mit der 
sc-Achse, es entsteht ein von dem ins Unendliche gehenden 
Zug ganz getrenntes Oval (in Fig. 7 für z = 10 gez.), das 
sich bei weiter wachsendem Z immer mehr den beiden 
Parallelen a:=O,« + s= O anschmiegt, während der 
unendliche Zug der Geraden x — s = 0 sich nähert. Für 
z = oo artet dann die Kurve in diese drei Parallelen aus, 
die, wenn wir gleichzeitig « zu Null abnehmen lassen, in 
x3 = 0 zusammenfallen. Damit ist auch dieser Übergang 
anschaulich gemacht. Für sehr große negative Z erscheint 
die soeben betrachtete Figur wieder gegen die «/-Achse ge
spiegelt und das jetzt rechts auftretende Oval macht den 
umgekehrten Prozeß durch. Der Doppelpunkt entsteht dann 
für z = — 3 } 3/2« .

Bem. Wir haben soeben eine Kurve kennen gelernt, die 
ans zwei getrennten Zügen besteht, ohne doch zu zerfallen. Die 
beiden Züge unterscheiden sich dadurch, daß der eine von einer 
willkürlichen Geraden nur in einer geraden Anzahl (0 oder 2), 
der andere nur in einer ungeraden Anzahl von Punkten (1 oder 3, 
wenn man ev. den unendlich fernen mitzählt) geschnitten werden 
kann. Ch. v. Staudt hat (1847) allgemein bewiesen, daß eine 
algebraische Kurve immer aus solchen „paaren“ und „unpaaren“' 
Zügen zusammengesetzt ist.

12. Die Gleichungsform = z W2. Das Verfahren 
der Ersetzung eines zwei- oder dreifachen Faktors einer 
Gleichungsseite durch verschiedene, aber von dem ursprüng
lichen nur wenig abweichende Faktoren wollen wir nun 
verallgemeinern und damit die letzte der in Nr. 10 ge
machten Einschränkungen teilweise aufheben. Es habe 
eine Kurve C die Gleichungsform 
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wo -wieder 0 = 0 . V = 0 Kurven seien, die aber nur ein
fache Schnittpunkte haben sollen (d. h. sie sollen sich nicht 
berühren und keine soll durch Doppelpunkte, Spitzen usw. 
der anderen gehen). A und B seien Koeffizienten oder 
auch Funktionen. Im letzteren Falle sollen aber auch A = 0 
und B = 0 nur einfache, mit den Schnittpunkten von O und 
V nicht zusammenfallende Schnittpunkte haben. Schreiben

wir dann + <3) 
statt ¥2. so sehen 
wir, da wir in 
naher Umgebung der 
Schnittpunkte von C 
mit V und (Y ö) 
diese Kurven durch 
ihre Tangenten er
setzen können, daß 
sich die Kurve C In 
all diesen Schnitt

punkten verhält, wie die Parabel y = Ä x2 zu den Koordinaten
achsen. D. h. die Kurve C berührtdie Kurve G (ev. auch A) 
überall dort, wo sie von der Kurve ¥ geschnitten wird 
(Fig. 8). In den Fällen, wo mehrfache Schnittpunkte auf
treten, ist eine besondere Untersuchung notwendig.

Beisp. Die Gleichung xy = k(x + y — l)2 stellt eine 
Schar sich doppelt berührender Kegelschnitte dar. Die gemein- 
samen Tangenten sind die Achsen x = 0 , y = 0, Beruhmngs- 
sehne ist die Gerade x + y — 1 = 0. Allgemein lautet die 
Gleichung einer solchen Schar

Gs = z Gg , 
wenn G2, G2, G3 Symbole für beliebige Geradengleichungen sind.

13. Die Gleichungsf ormen <Z> = 1W3 und <I>- = z W3. 
Ähnliche Betrachtungen führen zu den folgenden Sätzen: 
Hat eine Kurve C die Gleichungsforni 
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so berührt sie im allgemeinen die Kurve 0 in den einfachen 
Schnittpunkten von 0 und dreipunktig. Ist 0 eine Ge
rade, so ist sie in diesen Punkten die Wendetangente von 
C. Hat eine Kurve C die Gleichungsform

^02 = 5^3 ;

so besitzt sie im allgemeinen Spitzen in den Schnittpunkten 
von 0 und V mit den Tangenten von 0 als Spitzentan
genten. In der Aufstellung und Erweiterung solcher Sätze 
istaberVorsiehtgeboten(vgl.Nr.56,Beisp. 6; s.auchS.63).

Fig. 9.

Beisp. 1. Die Kurve des Beispiels 2 von Nr. 4 mit de 
Gleichung {x + y — a)3 + 27axy = 0 hat in den Schnitt
punkten der Geraden x + y — a = 0 mit den beiden Achsen 
Wendepunkte mit den Achsen als Wendetangenten (Fig. 9).

Beisp. 2. Nicht dasselbe findet statt bei der Kurve mit 
der Gleichung

y{ax - y-) = x3 •
(Descartessches Blatt, 1638) weder für den Anfangspunkt 
x = 0, y = 0, noch für die Schnittpunkte der Parabel ax — y3 = 0 
mit x = 0 . Wie eine .Zeichnung der Kurve ergibt (vgL Fig. 10; 
Polarkoordinaten!), hat sie nämlich im Anfangspunkt einen 
Doppelpunkt, dessen beide Tangenten die Achsen sind (o wird 
Null für ö = 0 und 6 = 90°), und die Achse y = 0 schneidet 
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die Kurve deswegen in drei zusammenfallenden Punkten 
ü"3 = 0), weil durch ihren Berührungspunkt die Kurve noch 
einmal hindurchgeht. Über die Parabel ax — y2 = 0 siehe S. 120. 
Es besteht Symmetrie gegen die erste Winkelhalbierende der 
Achsen.

Beisp. 3. Die Quartik x1 — — 4ay3 + a* = 0
(Beisp. von Cramer) läßt sich auf die Form bringen

(x2 — a2)2 = 4ay3 .
In der Tat hat die Kurve, die sich ja leicht punktweise berech
nen läßt (vgl. Fig. 11), in den Punkten x = + a , y = 0 
Spitzen mit den Geraden x = + a als Tangenten. Man erkennt 
leicht, daß die Kurve für negative y keine reellen Zweige hat. 
Die y-Achse wird in einem einzigen reellen Punkt geschnitten.

Fig. 11.

14. Kubik mit 
Doppelpunkt. Wir 
kehren nun zu unse
rer Kurve (C) von 
S. 20 zurück, die für 
z = 3]/3/2 e einen 
Doppelpunkt auf
wies. Das Charakte

ristische ist, daß die Kurve sich im Doppelpunkt selbst durch
schneidet. Nicht charakteristisch ist die Schleife, die sich in 
all unseren bisherigen Fällen zeigte. Setzen wir in der 
Gleichung (C) den angegebenen Wert von z ein, so ergibt sich

(D) 2e „ 3 , , 2s3—- y~ — xs — e2 z 4 = . 
313 3}-3

Für y = 0 muß die entstehende Gleichungin x eine Doppel
wurzel haben. Man weiß, daß die Ableitung der Gleichung 
nach x diese Wurzel als einfache enthält. Diese Ableitung 
lautet 3a:2 = e2 und man erkennt leicht x — e/}'3 als die 
Doppelwurzel. Gleichung (D) läßt sich also schreiben 

(D*) 2e ,
—-y- = 
3J3
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wobei der letzte Faktor den weiteren Schnittpunkt der 
Kurve mit der z-Achse anzeigt.

Bem. 1. Gleichung (D*)  ist von der Form AQ2 = Y2 • Y', 
und in der Tat berührt die Kurve (D*)  die Gerade Y' dort, wo 
sie von 0 (der x-Achse) geschnitten wird (vgl. Nr. 12 und 
Fig. 7). In dem Schnittpunkte von 0 und Y liegt der Doppel
punkt. Dafür werden wir bald eine allgemeinere Gleichungs
form geben (Nr. 17).

*) In der Gleichung von Nr. 14, Bem. 2 ist allerdings für a > 0 
A < 0. Dann muh p <Z q sein.

Bem. 2. Der Leser wird leicht finden, daß sich wohl die 
Gleichung der Tschirnhausenschen Kubik (S. 11) auf die 
Form (D*)  bringen läßt, nämlich

27ay' = (a; + 8a)2 (a — x), 
nicht aber die der Maclanrinschen Trisektrix, wiewohl beide 
Kurven ziemlich ähnlich gegen das Koordinatensystem zu 
liegen scheinen. Der Grund hierfür wird später ersichtlich 
werden (s. Beisp. 2 v. Nr. 27).

15. Kubik mit isoliertem Punkt. Das Tangenten
paar des Doppelpunktes. Die Kurve (D)  ist offensichtlich 
nur ein Spezialfall der Kurven mit der Gleichung 
(E) y^Mx-p^x-q).

*

Auf alle Fälle scheint (E) in x = p, y = 0 einen 
Doppelpunkt zu haben. Wir sehen jedoch gleich, daß 
(wenn x > 0) die Gleichung für x < q keine reellen Werte 
von y mehr gibt. Ist also p < q , so liegt dieser „Doppel
punkt“ ganz vereinzelt, es gehen keine reellen Zweige der 
Kurve durch ihn und wir nennen ihn daher „isolierten 
(Doppel-)Punkt“. Wollen wir also eine Form wie (D) oder 
wie die Tschirnhausensche Kubik erhalten, so müssen 
wir p> q voraussetzen, eine Bedingung, die bei diesen 
beiden Kurven in der Tat erfüllt ist*).  Für p = q entsteht 
eine Spitze und diese Form bildet also den Übergang vom 
isolierten Punkt zum Doppelpunkt mit reellen Zweigen, 
den man zum Unterschied auch „Knoten“ nennt.
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Behufs genauerer Untersuchung des Doppelpunktes 
von (E) legen vir den Anfangspunkt des Koordinatensystems 
in ihn. d. h. wir setzen x — p = £ . so daß die Gleichung 
(E) dann lautet
(I) V2 = + p- q)
oder
(E*) y- — /.(p — q)? = .

Wir sehen, daß durch diese Umformung nicht bloß das 
Absolutglied aus der Gleichung entfernt wurde, sondern 
daß in ihr auch kein lineares Glied mehr auftritt. Schneidet 
man die Kurve mit einer Geraden durch den Anfangspunkt 
y = > so ergibt sich (nach Abtrennung der Doppel
wurzel £ = 0) die Gleichung
(1) ^2-2(p-?) = z.P£.

Die Gerade hat also außer den zwei in den Anfangs
punkt fallenden Schnittpunkten immer noch einen weiteren, 
dessen Abszisse durch Gleichung (1) gegeben ist. Auch 
der hierdurch bedingte Wert von £ kann aber Null werden, 
wenn d. — — g)wird. Das tritt offenbar dann ein.
wenn die Gerade einen der Zweige des Doppelpunktes (im 
Anfangspunkt) berührt. Daher lauten die Gleichungen der 
beiden Tangenten des Doppelpunktes y = + — q)
und das Produkt dieser beiden Gleichungen ergibt 
y2 — Ä(p — q) £2 — 0 als Gleichung des Tangentenpaares. 
Wir sehen, daß dies nichts anderes ist als das System der 
quadratischen Glieder unserer Gleichung (F*). Diese Be
trachtungen sind ganz unabhängig von der Art des Doppel
punktes. Wenn man im Falle des isolierten Punktes von 
„Berühren“ und ..Tangenten“ spricht, so denkt man sich 
eben zwei imaginäre Zweige durch den Punkt gehend, die 
man algebraisch ja ebenso wie reelle Zweige verfolgen 
kann. Nun erkennt man leicht, daß (immer für z > Oi das
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Tangentenpaar y = + ^k{p — q) nur dann reell ist. wenn 
p> q. Das ist die Bedingung, die wir schon oben fanden. 
Rückt der Wert von p dem Wert von q immer näher, so 
schrumpft die Schleife, die bei dieser Art von Gleichung 
für p > q stets vorhanden ist, immer mehr zusammen und 
geht schließlich in eine Spitze über.

16. Der Anfangspunkt als vielfacher Punkt. Wir 
können daran gleich folgenden allgemeinen Satz schließen, 
der genau nach dem eben benutzten Verfahren bewiesen 
wird: Ordnet man eine algebraische Gleichung in x, y nach 
dem Grade ihrer Glieder, so daß sie die Form erhält 
(G) w0 4- u^x, y) + u2(x, y) + .... 4- un(x, y) = 0 . 
w «j, Mg.... un die Aggregate der Glieder ersten, zweiten, 
... nten Grades sind, und ist die Konstante w0 = 0 , so geht 
die Kurve durch den Ursprung des Koordinatensystems 
undzz^r.y) — 0 stellt die Tangente der Kurve im Ursprung 
dar. Ist aber u^x. y) = 0 , d. h. sind überhaupt keine 
linearen Glieder vorhanden, so hat die Kurve im Anfangs
punkt einen Doppelpunkt, dessen Tangentenpaar die Glei
chung m2(o: , y) = 0 hat. Ähnlich für einen dreifachen, 
bis zu (n—l)-fachen Punkt. Es handelt sich aber nur dann 
um einen gewöhnlichen Ä-fachen Punkt, wenn erstens das 
niedrigste Aggregat (x, y) aus k verschiedener Faktoren
besteht, zweitens auch keiner dieser Faktoren in ui+1 (x, y) 
und den folgenden Aggregaten enthalten ist. Fehlen alle 
Glieder außer un(x, y) = 0, so besteht die Kurve aus einem 
System von n Geraden durch den Anfangspunkt. Denn 
jede homogene Gleichung ?zten Grades in x, y läßt sich, 
wenigstens theoretisch, in n lineare Gleichungen von der 
Form aa; 4- ßy — 0 zerlegen.

Beisp. Nach der letzten Bemerkung kann es .dreifache 
Punkte nur auf Kurven geben, die mindestens der 4. Ordnung 
sind. Der gewöhnliche dreifache Punkt hat zwei Arten. In
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einem Falle sind alle drei Tangenten reell und getrennt-, im 
andern ist nur eine Tangente reell, die beiden anderen sind kon
jugiert imaginär. Wir geben als Beispiele die beiden Quartiken 
y[y2 — a?2) = z4 — j/4 (Fig. 12) und y (y2 + x2) = xt + yl (Fig. 13). 
In dem letzteren Falle ist äußerlich keinerlei Besonderheit an 
der Kurve im Anfangspunkt zu bemerken.

17. Bedingung für das Vorhandensein eines Doppel
punktes. Allgemeine Gleichung des Tangentenpaares. 
Aus dem Satze der vorigen Nr. können wir eine Gleichungs- 
form herleiten, die das Vorhandensein eines Doppelpunktes 
sofort erkennen läßt. Hat z. B. eine Gleichung die Form 
(H) Ax- Bx.y Cy2 = 0 ,
wo J , B, C beliebige Funktionen sind, so hat die durch (H) 
dargestellte Kurve, sofern nicht in allen Funktionen A, B, C 
das Absolutglied fehlt, was wir ausschließen, eine Singulari
tät 2. Ordnung im Ursprung. So wollen wir sagen, wenn wir 
nichts Genaueres wissen, als daß die niedrigsten Glieder 
der Gleichung von der 2. Ordnung sind. Sind a , ß, y die 
Absolutglieder der Funktionen A, B, C, so wird das 
Tangentenpaar des Doppelpunktes durch azä + ßxy 
~r 7y2 = 0 dargestellt. Aber auch wenn eine Gleichung 
in die Form gebracht werden kann
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(K) A02 + ^(py+^2 = Oj
to O = Ü und V = 0 irgendwelche Kurven sind, die sich 
aber nur in einfachen Punkten durchschneiden mögen, hat 
die Kurve (K) Singularitäten 2. Ordnung in allen Durch- 
schnittspunkten von 0 und Y. Denn wenn wir uns den Ur
sprung in einen dieser Schnittpunkte verlegt denken, so 
werden die niedrigsten Glieder von 0 und Y linear in x, y 
und diese geben, in den Kombinationen 02 14/2 unj
mit den Absolutgliedern der ebenfalls transformierten Funk
tionen A, B, C multipliziert, die Gleichung des Tangenten
paares. Es darf nur für keinen der Schnittpunkte gleich
zeitig auch A = B = G = 0 sein.

Über die Werte der Absolutglieder in den transformier
ten Funktionen A, B, C läßt sich Näheres aussagen. Liegt 
nämlich der fragliche Doppelpunkt im Punkte x = a ,y — b. 
so ist die Transformation« = £ + a, y — tj & zu machen. 
Denkt man sich diese Transformation z.B. an A ausgeführt, 
so erhält man das neue Absolutglied für f = 0, 1] = 0. 
Das ist aber dasselbe, wie wenn man in A überall von 
vornherein x = a, y = b gesetzt hätte (Taylorscher 
Lehrsatz). Die so erhaltenen Absolutglieder A(a , b) . 
B(a, b), C(a, b) sollen a0, ß0 , y0 heißen. Wenn nun 0 
und ¥ gerade Linien sind, so daß also etwa
(1) O =y — b — 2(« — a) , Y = y — b — — a) ,
so werden diese Ausdrücke durch die obige Transformation 
zu
(1*) <P = >1 — -U , xp=i]~ ,
und das Tangentenpaar im Doppelpunkte der Kurve (K 
hat die Gleichung
(2) + ß0 tp y + y^ 1p2 = 0 ,
die auf ein parallel zu dem ursprünglichen durch die Sin
gularität selbst gelegtes Koordinatensystem bezogen ist.



30 I. Allgemeine Gesichtspunkte. 17.

Setzen wir nachträglich in Gleichung (2) t = x — a, 
rj = y — &, so wird, aus y wieder 0, aus y wieder ¥ und 
wir finden die Gleichung des Tangentenpaares, bezogen 
auf den ursprünglichen Anfangspunkt zu 
(2*1 «0$® + ß0W + 0 ■

Bem. 1. Auf dieselbe Weise ergibt sich, daß eine Kurve 
von der Gleichung A0 4- = 0 (vgl. S. 18), wo 0 und Y
gerade Linien vorstellen, im Punkte 0 = 0, Y = 0 die Tangente 
ao0 + ;8oy = 0 hat. Die Erweiterung auf höhere, vielfache 
Punkte liegt ebenfalls auf der Hand.

Bem. 2. Die aus der Differentialrechnung bekannte Be
dingung des Doppelpunktes df/dx = 0 , äfjöy = 0 , in Ver
bindung mit f = 0 bestätigt, daß ein Punkt (a , b) der auf 0 und 
y liegt, für die Kurve (K) im allgemeinen ein Doppelpunkt ist 
Denn die Differentiation ergibt für konstante A, B, G fol
gende zwei Gleichungen

0(2A0' + Byy - 4- 2CV3 = 0,
0(2A0J + 5^) 4- Yi.B0; 4- 2CY') = 0, 

die beide für alle Werte von x, y, für welche gleichzeitig 
0 = 0 und Y = 0 ist, ebenfalls erfüllt sind. Die Erweiterung 
auf variable A , B, G ist einfach.

Beisp. 1. Nach der eben angegebenen Regel muß das Tan
gentenpaar des Doppelpunktes der Kurve (E) (S. 25), deren 
Gleichung y2 = — p'rix schon auf die Form (K) ge
bracht ist, die Gleichung y- = Ä(p — q)(x — p)2 haben, was 
mit dem S. 26 Festgestellten übereinstimmmt. Für die 
Tschirnhausensche Kubik ergibt sieh auf diese Weise 
y- = $ (x 4- 8a)2 und der Winkel der Tangenten gegen die 
x-Achse zu 30°.

Beisp. 2. Wenn man in der kartesischen Gleichung 
(x 4- 3a)(x2 4- j/2) = 4a3 der Alaclaurinschen Trisektrix 
y = 0 setzt und die Doppelwurzel der entstandenen Gleichung 
in x sucht (vgl. S. 10). so findet man, daß sich die Gleichung 
der Kurve in die Form bringen läßt

y2^ 4- 3a) 4- (x — a)(x 4- 2a)2 = 0,
die ebenfalls von der Form (K) ist. Setzt man x = — 2a in die 
Koeffizienten ein. so ergibt sich für das Tangentenpaar des 
Doppelpunktes y2 = 3 (x 4- 2 a)2, also der Winkel der Tan
genten gegen die ar-Achse zu 60°.
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Beisp. 3. Die Kurve 4. Ordnung- 16!yl — 2ayz —
+ (x- — 4a2)2 = 0 (Beisp. von Gramer) mit den bisher be
nutzten Hilfsmitteln zu diskutieren. Die Kurve ist im End
lichen geschlossen.

18. Das „Auflösen“' von Doppelpunkten. Wir wollen 
nun. was wir seinerzeit an der semikubisehen Parabel 
machten (Nr. 8), auch an einer Kubik mit Doppelpunkt 
ausführen, nämlich die G-leichungskonstante um ein Ge
ringes verändern. Dieses von J.Plücker in seiner Theorie 
der algebraischen Kurven (1839) eingeführte Ver
fahren ist von der größten Wichtigkeit zur Erforschung 
der möglichen Gestalten algebraischer Kurven. Für den 
Augenblick nehmen wir wieder die Kubik (D) von S. 24, 
deren Gleichung wir jetzt schreiben wollen

(L) = +

und von der wir wissen, daß sie im Punkte y — 0, 
x = e/}3 einen Knoten besitzt. Die Kurve hat für jedes £, 
das jetzt nicht mehr besonders klein zu sein braucht, die 
Form der leicht ausgezogenen Kurve in Fig. 14*).  Fügen 
wir jetzt auf der rechten Seite von (L) eine zunächst 
ganz kleine Konstante b = +i additiv bei, so wird 
nach den in Nr. 7 erläuterten Sätzen entweder eine Kurve 
der Art I mit einem einzigen unpaaren Zweig, oder der 
ArtZZmit einem unendlichenZweigund einemO val entstehen. 
Wir können auch gleich angeben, für welches Vorzeichen von 
b das eine oder andere eintreten wird. Denken wir uns 
nämlich in (A) alle Glieder auf die linke Seite gebracht, 
so daß die Gleichung die Form f(x. y) = 0 hat, so sehen 
wir, daß (für e > 0) /(0,0) negativ (= — e2) ist Für 

*) In Fig. 14 ist wie in Fig. 7 i = i gewählt. Wir wollten hier 
nicht ein zu allgemeines Beispiel nehmen, wie etwa (E) von S. 25, 
wo erst eine Bedingung die Form angegeben hätte, noch auch ein 
zu spezielles, wie etwa die Tschirnhausensche Kubik von S. 11.
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jeden Punkt z0, y0 innerhalb der Schleife der Kurve (L) 
ist also f(x0 . y0) < 0. Überschreitet man demnach die 
Schleife an irgend einem Punkte, außer am Doppelpunkt 
selbst, so kommt man in ein Gebiet, wo f(x0 ,y0)> 0 ist, 
und beim weiteren Überschreiten eines der unendlichen

Aste in ein Gebiet, wo wieder

Schleife aus beim Überschrei
ten des Doppelpunktes er
reicht hätte (vgl. S. 19). Wir 
haben in Fig. 14 die Signie- 

. rang durch Schraffierung des 
positiven Gebietes gekenn
zeichnet und können nun ohne 
weiteres sagen, daß (immer 
für e> 0) die Hinzufügung 
eines positiven ö auf der 
rechten Seite von (L) eine 

* Kurve f(x,y) = <5 im schraf
fierten Gebiete, die Hinzu
fügung eines negativen <5 eine 
solche von der Gleichung 
f(x,y) = —<3 im nicht schraf
fierten Gebiete ergeben wird.

Fig. Bem. Es ist interessant,
weiter zu verfolgen, was aus den 

Kurven der Fig. 14 wird, wenn <5 im einen oder anderen Sinne un
begrenzt zunimmt. Vor allem bemerkt man, daß die Berührungs
punkte der horizontalen Tangenten samt und sonders auf den 
beiden Geraden x — + 3 liegen. Die Kurven des schraffier
ten Gebiets ändern also ihre Gestalt im wesentlichen nicht. 
Das Oval der Kurven des nichtschraffierten Gebietes schrumpft 
aber bei wachsendem immer mehr zusammen, bis es sich (für 
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ö = —auf einen isolierten Punkt Gr0 = —« | 3) 
zusammenzieht und schließlich ganz verschwindet. '

19. Ableitung der Grundformen der Kubi ken aus 
Kegelschnitt und Gerade. Sind 0 = 0 und G = 0 die Glei
chungen eines Kegelschnittes und einer Geraden, so stellt 

O G 4- <5 = 0
für kleine <5 eine Kubik dar, die sich unter Auflösung der 
an den Schnittpunkten von 0 und G entstandenen Doppel
punkte eng an das System der beiden Linien ansehmiegt 
(vgl. Fig. 15). Der Leser zeichne sich Figuren dieser Art

Fig. 15. Fig. 16.

für alle möglichen Kegelschnitte mit Geraden in allena Lgen. 
Wird O von G nicht reell geschnitten, so entsteht an Stelle 
von G ein auf der einen Seite von G liegender flacher un- 
paarer Zweig mit zwei Wendepunkten, aus 0 wird ein 
eventuell parabolisches oder hyperbolisches Oval.

Ist Gj eine weitere Gerade, die aber 0 reell schneiden 
soll, so stellt für sehr kleine ö die Gleichung

0G + dG1 = O
eine Kubik dar, die wie die Kurve der Fig. 15 die Doppel
punkte, die 0 mit G bildet, löst, aber außerdem durch die 
Schnittpunkte von © und G mit Gi geht (Fig. 16). Auch 
dieses Verfahren kann mannigfach variiert werden.

Wieleitner. Algebraische Kurven, I. 3
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20. Ableitung der Grundformen der Quartiken aus 
zw ei Kegelschnitten. Sind <t>, = 0 . O2 = 0 zwei Ellip-

Fig. 17.

sen, die sich in vier reellen Punkten schneiden, so stellt die 
Gleichung

~F ” 0
eine Quartik dar und zwar ergeben sich hier für verschie
dene Vorzeichen von <5 verschiedene Formen, je nachdem 
man an den Doppelpunkten „verbindet“ oder „trennt“.
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Die eine (Fig. 17, 7) besteht aus vier getrennten paaren 
Zügen mit je zwei Wendepunkten („Unifolien“), die andere 
(Fig. 17, II) aus einem „Quadrifolium“ mit einem einge
schlossenen Oval („Ring- oder Gürtelkurve“). Stellt O3 
eine weitere Ellipse (Kreis) vor, die aber ganz klein sein 
und nur den einen Schnittpunkt von mit umschließen 
soll, so gibt die Gleichung

010)24-<5Q3 = 0
für positives oder negatives kleines 5 an den drei anderen 
Schnittpunkten eine „Trennung“ (Fig. 17, III) oder eine 
..Verbindung“ (Fig. 17, IV), so daß entweder eine dreiteilige 
oder eine einteilige Form entsteht Die erstere besitzt ein 
..Bifolium“ und zwei „ünifolien“, die letztere besteht aus 
einem „Quadrifolium“ allein. Ist der Kegelschnittt <t>3 eine 
sehr schmale Ellipse, die zwei Schnittpunkte von Oj, O2 
umschließt, so stellt die Gleichung, gleichgültig ob man an 
den zwei übrigen Schnittpunkten verbindet oder trennt, eine 
aus einem „Unifolium“ und einem „Trifolium“ bestehende, 
zweiteilige Form dar (Fig. 17, V; F. Klein 1876). Indem 
man hier den Kegelschnitten alle Lagen und Formen erteilt, 
lassen sich die mannigfachsten Formen ableiten. Wächst 
ö im Positiven oder Negativen, so verschwinden allmählich 
die Einbuchtungen der „Unifolien“ usw. (beim Trifolium der 
Kurve V schon angedeutet). So können sämtliche Züge zu 
reinen Ovalen werden. Die soeben abgeleiteten und ge
zeichneten Formen sind tatsächlich die 5 Grundtypen der 
reellen, singularitätenfreien Quartiken, sofern man nur die 
Anzahl der Züge und der Einbuchtungen in Betracht zieht 
(Zeuthen 1873/74).

II. Die Beziehungen zum Unendlichfernen.
21. Einführung eines Koordinatendreiecks. Wir 

wollen zu unseren zwei Koordinatenachsen noch eine weitere 
3*
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Gerade G dazu nehmen und die Abstände von ihr mit x 
bezeichnen, so daß jeder Punkt P der Ebene durch die drei 
Abstände x, y, % bestimmt ist. die im Innern des von den 
drei Achsen gebildeten Dreiecks positiv sein sollen und im 
übrigen einzeln ihr Zeichen ändern, sobald eine Achse über
schritten wird. Diese Abstände x, y. » können aber nicht 
mehr alle drei willkürlich gegeben werden, da schon zwei 
von ihnen den Punkt P festlegen. Sollen also immer alle 
drei Abstände x, y. x Vorkommen, so dürfen wir nur ver
langen, daß ein Punkt P, den wir bestimmen wollen, drei 
Abstände (,.Koordinaten‘; nennen wir sie ebenfalls) habe, 
die gewissen Zahlen xx, x2 . x3 proportional sind, so daß 
also x = , y = &x2 , % = &xs ist. Die Konstruktion des
Punktes P, wenn etwa xt . x2, x3 als Strecken gegeben 
sind, ist ja aus den Elementen bekannt.

Die absoluten Werte von x, y, x müssen, da sie nicht 
unabhängig sind, einer Bedingung genügen. Diese wird 
durch die Lage der Geraden G bestimmt. Hat diese im alten 
Koordinatensystem die Gleichung, die wir in der Hesse- 
schen Normalform annehmen wollen

G = x cos co + 3/ sin co — p = 0 , 
wo p also das Lot auf die Gerade vom Ursprung und co den 
Winkel dieses Lotes mit der positiven x-Achse bedeutet, so 
erhält man bekanntlich den Abstand eines beliebigen Punktes 
von G, indem man einfach die Koordinaten des Punktes statt 
der laufenden Koordinaten in den Ausdruck G einsetzt. Wenn 
p den absoluten Wert des Lotes OD (Fig. 18) bedeutet, er
geben sich so die Abstände aller Punkte Pauf der Seite des 
Anfangspunktes als negativ. Da wir aber x2 im Inn ern des E o- 
ordinatendreiecks OEFpositiv haben wollen, nehmen wir 
(1) x — — (x cosco + y sin m — p)
oder
(1 *) x cosco y sin co x = p ,
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eine Gleichung, die sich auch direkt durch Projektion des 
Streckenzuges OAPC auf OD oder durch Ansetzen 
des Inhalts von /AOEF ergäbe. Diese Gleichung (1*) 
oder (1) ist die gewünschte Beziehung zwischen x, y. x.

Wenn wir nun 
die Gleichung irgend 
einer Kurve, die im 
(x , y)- System ge
gebenist, im (z, y,x)- 
System daxstellen 
wollen, so ist von 
vornherein zu beach
ten, daß die neue 
Gleichung in x, y, x 
homogen werden 
wird, da sie ja nur 
eine Beziehung zwi- 

0 A

Fig. 18.

sehen den Verhältnissen von z,y,x darstellen kann, nicht 
zwischen deren absoluten Werten. Wir können also wie 
oben setzen
(2) x = ■dx1 , y = &x2 , x = &x3 , 
wo jetzt aber die xt , z2 , x3 mit den x , y, x variabel sein 
sollen. Indem wir für «den Wert aus (1) nehmen, ergibt sich 
(2*) x = ilsq. y = , p = dfa cosco + x2 sinco 4- x3),
demnach

x = ________ Pxt__________
/n\ A cosco + x2 sinco + x3 ’

y =-------------------------------
x, cos oi + smo + z3

Durch diese Substitution kann jede durch eine Gleichung 
in (x, y) gegebene Kurve auf das Koordinatendreieck OEF 
bezogen werden, dessen drei Seiten die Gleichungen 
x± = 0 , z2 — 0 , x3 — 0 haben.
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22. Die rechtwinkligen Koordinaten als Grenzfall 
der Dreieckskoordinaten. Hat nun etwa eine Gerade r 
die Gleichung
(4) T = Ax + By + C = 0 .
so erhält sie durch die Substitution (3) die in , cc2 , x3 
homogene Form

, Ccosco\ , , C sincoX , C n(o) (-4 + —+ (5 + —a-2 +-x3 = 0 .

Denken wir uns hier mit ■& multipliziert, also statt x^ 
x,, x3 wieder x, y, x geschrieben und lassen wir p immer 
größer und größer werden, dann werden in den Klammern, 
auch wenn wir dabei den "Winkel co beliebig ändern, die 
zweiten Glieder immer mehr der Null zustreben. "Wenn 
man ferner in (1) mit p dividiert, so sieht man, daß 
fürj>->oc x/p-* 1 ist*),  da ja auch x mit p unendlich 
groß wird, sofern nur x-, y endlich bleiben. Wir erhalten 
demnach aus (5) für unendlich großes p die Gleichung 
(4) wieder.

*) Diese bequeme Limes-Bezeichnung ■wurde in den letzten 
Jahren aus England nach Deutschland eingefahrt.

Diese Tatsache zeigt, daß wir unser rechtwinkeliges 
Koordinatensystem als einen Grenzfall eines Systems von 
Dreieckskoordinaten betrachten können, wenn wir uns die 
dritte Koordinatenseite ins Unendliche gelegt denken. Daß 
diese „unendlich ferne Gerade“ keine Richtung mehr hat, 
daß sie also alle unendlich fernen Punkte enthält, geht 
daraus hervor, daß beim Grenzübergang co beliebig ist. Ja. 
wenn wir wieder unser ursprüngliches, im Endlichen ge
legenes Dreieckssystem zugrunde legen, können wir sogar 
die Bedingung in , z2. x3 aufstellen, der alle unendlich 
fernen Punkte genügen, d. h. die Gleichung der unendlich 
fernen Geraden.
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Die Gerade F rückt nämlich dann ins Unendliche, 
wenn ihre Abschnitte auf den Achsen, nämlich a = —CiA 
und b = — GIB, unendlich groß werden. Dies tritt für 
A = 0 , B = 0 ein. Setzen wir aber in (5) A = 0 , B = 0 . 
so ergibt sich
(6) cosco x2 sinco -t- £r3 = 0.

Das ist die gewünschte Gleichung. Daß sie in der Tat 
alle unendlich fernen Punkte der Ebene enthält, sieht man 
aus (3), da x und y nur unendlich werden, wenn (6) er
füllt ist.

23. Homogenisierung kartesischer Gleichungen. 
Suchen wir die Gleichung der unendlich fernen Geraden 
in unserem ursprünglichen (x, ?/)-System, so müßten wir 
eigentlich in (4) A — 0. B = 0 setzen. Das ergäbe die 
widersinnige Gleichung (7=0. Aber auch Gleichung (6) 
ist widersinnig. Denn nach (1*) ist ja die linke Seite immer 
der Strecke p proportional. Der Widerspruch besteht aber 
eben nur für endliche Werte von x, y bzw. x1, xs, x3 . 
Gleichung (4) kann, wenn A und B Null sind, bloß für un
endliche x, y bestehen, da dann die beiden Glieder A x, By 
in der Form 0 - co erscheinen und zusammen wohl — C 
ergeben können. Ebenso muß man in (1*), nachdem die 
Substitution (2) gemacht und wenn (6) erfüllt ist, nur den 
Proportionalitätsfaktor 0 gleich oo nehmen, damit, rechts 
p herauskommen kann.

Um nun aber im Falle der rechtwinkligen Koordinaten 
auch mit der unendlich fernen Geraden wie mit einer dritten 
Koordinatenseite rechnen zu können, führt man in die 
kartesischen Gleichungen eine „homogenisierendeVariable“ 
% ein, indem man x dirnch xlx , y durch p/« ersetzt. Dann 
lautet z. B. die Gleichung (4)
(7) Ax + Byf Cx=Q
und für A = 0 , B = 0 ergibt sich x = 0 als Gleichung 
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der unendlich, fernen Geraden, gerade so, als ob diese 
wirklich. die dritte Koordinaten Seite wäre. Ähnlich erhält 
man aus x y — k durch Homogenisierung x y — k a2 und 
wir können durch Übertragung der Betrachtungen von 
Nr. 12 aus dieser Form sehen, daß die Kurve (Hyperbel) 
von den Achsen x = 0, y — 0 in ihren Schnittpunkten 
mit ® = 0 , also im Unendlichen berührt wird. Wir sehen 
ferner, daß die Hyperbel in der Formz2/a2 — y2jb2 = x2 
mit x = 0 die durch x2!a2 — y2[b2 gegebenen Schnittpunkte 
hat und wie im vorigen Beispiel, daß dieses Geradenpaar zu 
gleicherZeit die Asymptoten darstellt, da sich die Gleichung 
in der Form schreiben läßt (x/a -4- y/b) (x/a — y/b) = x2 . 
In derselben Weise erkennen wir, daß die Asymptoten 
der Ellipse imaginär sind und daß sie beim Kreise 
z2 -j- y2 — rsx2 = 0 lauten z2 + y2 = 0 . Dieses ima
ginäre Geradenpaar (x -r i y) ix — iy) = Q gibt mit x = 0 
zwei (imaginäre, unendlich ferne) Punkte, die sog. „ima
ginären Kreispunkte“, durch die jeder Kreis der Ebene 
geht, weil jede Kreisgleichung durch x = 0 , z2 -j- y2 = 0 
erfüllt ist.

Bem. 1. Diese unendlich ferne Gerade hat freilich keine 
Realität im physischen Sinne. Aber ihre Einführung und die 
Homogenisierung der Gleichungen erleichtert deren Diskussion 
sehr, wie wir im folgenden noch genugsam sehen werden. Geo
metrisch beruht die Einführung einer unendlich fernen Geraden 
darauf, daß bei der Projektion einer Ebene s auf eine andere « 
von einem Punkte A aus (Fig. 19) jede Gerade von s in eine 
Gerade von s übergeht, mit Ausnahme der Geraden G, die durch 
die A enthaltende Parallelebene zu i auf s ausgeschnitten wird. 
Dieser Geraden G entsprechen sämtliche unendlich fernen Punkte 
von e. Andererseits gibt es in f eine Gerade H', der alle un
endlich fernen Punkte von c entsprechen. Diese Ausnahmen 
werden beseitigt, wenn wir die unendlich fernen Punkte von e 
bzw. s als auf einer Geraden H , bzw. G' liegend annehmen. 
Sind dann OX, OY unsere rechtwinkeligen Achsen in s, G die 
dritte Koordinatenseite, so gehen diese Geraden in zwei Achsen
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0 X'. O Y' und die unendlich ferne Gerade von i über, wobei sich 
die Rechtwinkligkeit von OX'. 0 Y' durch geeignete Wahl von 
A leicht erreichen läßt. Die Fig. 19 ist so die geometrische 
Interpretation unserer Formeln (3).

Bem. 2. Die hier gegebene Einführung der Dreieckskoordi- 
naten ist natürlich sehr spezialisiert. Aber der Leser wird jetzt 
leichter folgendes verstehen*).  Es seien zwei Ebenen s und s 
gegeben, in « ein rech twinkeiiges (z, y)- System, in sein eben
solches (m', y'}- System. Setzt man nun

*) Bezüglich genauerer Ausführungen sei auf K.Doehlemanns 
Geom. Transformationen, L Teil, Smmlg. Schubert XXVII, Leipzig, 
Göschen, 1902, verwiesen.

a x' + ß y' + 7 a ' x' + ß' y' + y'
x ~ x'+ ß" y' + y" 1 y “ a"x' + ß"y' + y" ’ 

so kann das immer als eine Zentralprojektion, („Kollineation“) 
geometrisch gedeutet werden. Die y- Achse der Ebene e(x — 0) 
geht dabei in die Gerade a x' + ß y’ + y = 0 von e, die 
x-Achse (y = 0), in die Gerade a.' x’ + ß' y' + y' = Ound die 
unendlichfeme Gerade von «in die Gerade o/'a/ 4- ß"y' + y" = 0 
über. Nimmt man nun aber in « diese drei Geraden als Koor
dinatenachsen x, = 0, x2 = 0 , x3 = 0, so lautet die Gleichung 
der Projektion irgendeiner Kurve / (x . y ,z) = 0 , wenn man 
sie auf dieses Koordinatendreieck bezieht, einfach/^, x2, x3) = 0. 
Man wird also die Dreieckskoordinaten besonders dann verwen
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den. wenn es sieh um die Untersuchung von Eigenschaften han
delt, die .,projektiv“ sind. d. h. hei einer Zentralprojektion er
halten bleiben. Schreiben wir z- B. = kxi statt xy = kz-. 
indem wir irgend ein Dreieck zugrunde legen, so stellt diese 
Gleichung keine Hyperbel mehr vor, ja wir können ohne genaue 
Festlegung der drei Koordinatenseiten gegen das ursprüngliche 
System gar nicht angegeben, was für eine Art Kegelschnitt es 
ist. Aus der Form der Gleichung sehen wir aber, daß der 
Kegelschnitt die Achsen x3 = 0 und = 0 berührt, und 
zwar in den Schnittpunkten mit x3 = 0, d. h. in zwei Koor
dinatenecken. Und lassen wir k variieren, so haben wir eine 
Schar sich doppelt berührender Kegelschnitte (vgl. Nr. 12).

24. Die allgemeine Kubik mit Spitze. Betrachten 
wir nun die Kubik
(8) xja-2=zo'|,
die auf ein beliebiges Dreieck bezogen sei, so sehen wir. 
daß sie durch die Ecken = 0. = 0 und z2 = 0.
sr3 = 0 geht, und zwar durch die erste so. wie sich die 
semikubische Parabel = z xz im Anfangspunkt, durch 
die zweite so, wie sich die kubische Parabel y — Ix3 dort 
verhält (s. Nr. 13). Die Kubik (8) hat also im ersten Punkt 
eine Spitze mit xt = 0 als Tangente, im zweiten einen 
Wendepunkt mit sr, = 0 als Tangente. Da in jeder Ecke 
die dritte Koordinate konstant ist, so kann man nämlich 
auf jede Koordinatenecke den Satz über die Tangenten 
des Anfangspunktes (Nr. 16) ohne weiteres an wen den, wenn 
man für den Augenblick die betreffende dritte Koordinate 
etwa gleich 1 setzt, so wie man sich in der Gleichung (G) 
von Nr. 16 ® = 1 gesetzt denken kann (vgl. Nr. 26).

Schreiben wir nun wieder die Gleichungen der kubischen 
und der semikubischen Parabel in ihren ursprünglichen 
Formen, fügen aber die homogenisierende Variable x bei, 
so lauten sie

y s2 = zr3, yz x = zx3 .
und wir sehen, daß sie auseinander hervorgehen, wenn 
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man nur die x- Achse (y = 0) und die unendlich ferne 
Gerade (x — 0) vertauscht. Die beiden Kurven sind also 
zueinander projektiv, und zwar hat die kubische Parabel 
im unendlich fernen Punkt der «/-Achse eine Spitze, die 
semikubische Parabel in demselben Punkt einen Wende
punkt. Tangente (dreipunktig berührend) ist in beiden 
Fällen die unendlich ferne Gerade.

Beisp. Um uns von einer Kurve der allgemeinen Form (8) 
eine Vorstellung zu machen, setzen wir etwa

{lxL = y; &x„ = x -f- y — 1; &x3 = x-, i. = 2 .
Dann haben wir die Gleichung

(A) y-(x + y — 1) = 2x3 .
Wir wissen, daß die dargestellte Kubik im Anfangspunkt 

eine Spitze mit der x-Achse als Tangente hat, im Schnittpunkt 
von x„ = 0 mit der y-Achse einen Wendepunkt mit a^ = 0 als 
Tangente. Um eine genauere Vorstellung von der Kurve zu 
erhalten, suchen wir die unendlich fernen Punkte, indem wir in 
(A) homogenisieren (statt 1 in der Klammer z schreiben) und 
dann z = 0 setzen. Wir erhalten so

yz + y-x — 2a;3 = 0 .
Durch Probieren findet man den Faktor y — x der linken 

Seite und dann die Zerlegung
(y — + ~-yx + 2a:2) = o.

Der zweite Faktor gibt eine 
imaginäre Zerlegung. Die Kurve 
hat also nur einen reellen un
endlich fernen Punkt in der 
Richtung der ersten Winkel
halbierenden y = x. Hierdurch 
läßt sich schon die bisher offene 
Frage entscheiden, ob die Spitze 
der Kurve nach rechts oder links 
weist (Fig. 20). Sie muß nach 
rechts weisen, weil sonst die 
Kurve eine Gestalt haben 
müßte, daß eine Gerade sie in 
5 Punkten schneiden könnte. 
Das ist bei Kurvendiskus
sionen ein Gesichtspunkt, den man nie außer acht lassen darf.
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Da dem Leser der Begriff der Asymptote von der Hyperbel 
her bekannt ist, wollen wir gleich mittels der einfachen Methode, 
die man auch in der Differentialrechnung lernt, die Asymptote 
der Kurve bestimmen. Wir setzen nämlich 2/ = m 3 in die 
Kurvengleichung ein und suchen 6 so zu bestimmen, daß zwei 
Schnittpunkte ins Unendliche fallen, daß also die Gerade die 
Kurve dort berührt. Die Substitution ergibt die Gleichung

+ öz)3@x 4- <5s - z) = 2a;3, 
wobei gleichzeitig homogenisiert wurde. Entwickelt man links, 
so sieht man gleich, daß sich 2r3 hebt, worauf der Faktor z 
heraustritt. Dieser Faktor deutet den einen Schnittpunkt im 
Unendlichen an. Nach seiner Abscheidung hat man die Glei
chung

— 1) + 2xz6(2A — 1) + z25ä(d — 1) = 0, 
Nehmen wir nun 56—1 = 0, also 5 = 1-, so tritt noch ein
mal der Faktor z heraus und die Gerade y = x + 4 ergibt sieh 
als Asymptote. Den einen weiteren Schnittpunkt mit der 
Kurve gibt ebenfalls die vorhergehende Gleichung, wenn wir 
in allen Gliedern 5 = 4 setzen. Man erhält x = -A, y — A • 
Zur genaueren Bestimmung kann man noch Anhaltspunkte 
suchen für die senkrechten und wagrechten Tangenten. Es gibt 
nur eine senkrechte Tangente, derenBerührungspunkt (.t0 , y0) auf 
der Geraden 2m+3y — 2 = 0 liegt 'r0 = —0,72 , y0 = 1,14) 
und zwei wagrechte, für deren Berührungspunktey = +m|6 ist 
Cr, = 0,32 , yx = 0,78 ; x3 = — 0,6, y2 = 1,5). Ferner kann 
man Gleichung (A) auch auf die Form bringen _

y-{y - 1) = — x(y + a?J 2)(y - a:^) .
Die Kubik geht also durch die Schnittpunkte von y = 1 und 
dem Geradenpaar ?/= —a") = — 0,71). Das alles reicht
längst hin, um die Kurve richtig zu zeichnen.

2a. Kubiken ohne Asymptote. Es wäre vergebliche 
Mühe, bei der kubischen oder semikubischen Parabel 
(ähnlich wie bei der gemeinen Parabel), nach Asym
ptoten zu suchen, da ja die unendlich ferne Gerade selbst 
Tangente ist in dem einen unendlich fernen Punkt, der 
als dreifacher Berührungspunkt zählt. Wir werden in Zu
kunft öfters in die Lage kommen zu sagen, die und die 
Kurve habe die unendlich ferne Gerade zur einfachen 
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Tangente, zur Wende- oder Spitzentangente in einer be
stimmten Richtung. Die Zweige werden dann immer in 
der Art wie bei der gewöhnlichen, bei der kubischen oder 
semikubischen Parabel ins Unendliche streben. Wie z. B.

Fig. 21.

aus der Kurve (A) der vorigen Nummer die kubische Para
bel durch Zentralproj ektion hervorgeht, haben wir in Fig. 21, 
die für sich selbst sprechen mag, darzustellen versucht.

Bem. Newton, hat in. seiner Enumeratio (siehe S. 6) 
zuerst den Satz aufgestellt, jede Kubik könne so projiziert 
werden, daß ihre Gleichung in der Form erscheint 
(B) y- = Hx3 + Ax2 + Bx + C).
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Homogenisieren wir die Gleichung, so lautet sie
[y- — z (Ax’ + Hx 2 + C22)] • z = z x3 .

Demnach ist der unendlich ferne Punkt der «/-Achse Wende
punkt mit der unendlich fernen Geraden als Tangente. Die 
Kurven (B) gehen daher, da sie außerdem symmetrisch gegen 
die x-Achse sind, alle wie die semikubische Parabel y~ = f-x3 
ins Unendliche und haben infolgedessen den gemeinsamenNamen 
..divergierende Parabeln'1 erhalten. Wenn man die rechte Seite 
von (B) zerlegt, kann man schreiben 
(B*) y" = /.(x — a)(x — ß)(x — y) .

Wir kennen die Kurvenformen, die sich aus (B*) durch Varia- 
tion von x , ß, 7 ergeben, schon alle und wollen hier nur die 
5 Typen zusammenstellen, die Newton bereits angab (z > 0):

I. x < ß < ■’ (alle reell); unendlicher Zug mit Oval 
(vgl. Fig. 7, S. 20).

II. x — ß < 7: unendlicher Zu« mit isoliertem Punkt 
(vgl. Nr. 15). ' “ [Fig. 4, S. 11).

III. «</? = ;■; Form mit Doppelpunkt (vgl. Fig. 7 und 
IV. x — ß = 7; Form mit Spitze (vgl. Fig. 2, S. 7).
V. x und ß konjugiert imaginär; unendlicher Ast allein 

(vgl. Fig. 5, S. 16 u. Fig. 6, S. 19).
Auch ohne nähere Kenntnisse der Theorie der Kurven 

3. Ordg. kann man die Möglichkeit der Transformation einer 
ganz allgemeinen Gleichung in die Form (B) erkennen. Es ist 
nur vorauszusetzen, daß die Kurve einen Wendepunkt hat. 
Man transformiert dann so, daß die Wendetangente zu z = 0 und 
eine beliebige Gerade durch den Wendepunkt zu x = 0 wird. 
Dadurch kommen die Glieder mit x-y, xy- und y3 zum Fort
fall. Jetzt ist nur noch y = o x' + a y' + r z'(x = x', z = z') 
zu setzen und o, c, r so zu bestimmen, daß auch die Glieder 
mit xyz und yz- verschwinden.

26. Allgemeine Behandlung der Asymptoten. Unsere 
bisherigen gelegentlichen Bemerkungen über das Verhalten 
der Kurven im Unendlichen wollen wir nun in etwas all
gemeinerer Art zusammenfassen und die verschiedenen 
Vorkommnisse mit Beispielen belegen. Schreiben wir die 
Gleichung (G) von Nr. 16 homogenisiert, so lautet sie 
,y:a) — Wo*" ~t 5 y) ■ ä"-1 + --•

+ «n-1 (x, y) • z + un(x,y) = 0, 
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wobei die Ui(x. y) homogene Ausdrücke in a;, y vom 
?en Grade sind. Setzt man in (1) x = 0, so erhält man 
nach Division der Gleichung mit dem Koeffizienten von 
yn aus
(2) uni?:, y) = (y — — X2x)... (y — Änx) = 0
die n Richtungen der unendlich fernen Punkte der Kurve. 
Dabei können beliebig viele gleich 0 oder gleich oo sein 
(in welch letzterem Palle der betreffende Faktor einfach 
die Form x hat) und auch beliebig viele 4. Xj gleich sein. 
Auf alle Fälle sind es n Faktoren. Indem man alle übrigen 
Glieder zusammenfaßt, kann man statt Gleichung (1) 
schreiben
(3) x • &(x, y, %) + un(x. y) = 0 ,
die gemäß Nr. 10 aussagt, daß die Kurve (3) durch die Schnitt
punkte jeder einzelnen der durch un(x, y) — 0 dargestell
ten Geraden mit x = 0 geht. Die einzelnen Faktoren stellen 
daher, wenn wir jetzt vielfache Faktoren ausschließen, nur 
parallel zu den Asymptoten durch den Anfangspunkt gehende 
Gerade, aber nicht jene selbst dar. Haben nun die Asym
ptoten Gleichungen der Art y — 4 z — ätx = 0 , so ist das 
Produkt

(y — — Ä2x 4- 4»). .. (y — Änx + önx)
(4) = un(x, y) 4- [4 ««(!#, y) + 4«n(2)4» y)+...

+ ^nin^X , ?/)] ■ X + 0(x . y , x) ■ X2 .
Hierin soll (x, y) das Produkt un(x, y) ohne den 
Faktor y — z^' bedeuten. In dem letzten Glied 
Qix, y, x)-x2 sind alle Glieder zusammengefaßt, die 
eine höhere Potenz von x als die erste enthalten. Die 
Gleichung (3) kann aber dann geschrieben werden
... Q(x, y, ä)-s2+ (y — A1x + d1x)(y — i2x+ö2x)...

■ (y — 4® -r 4«) = 0
(vgl. Nr. 12), wobei Q(x, y, x) den Ausdruck 04. y, x) 
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als Summanden enthält. Nach Nr. 12 charakterisiert 
Gleichung (5) jede Gerade y — kiX 4- = 0 als Tan
gente der Kurve im Schnittpunkt mit % = 0, also als 
Asymptote. Aus Gleichung (5) ergibt sich aber ferner, daß 
(6) y) 4- . . . + <U(i<)(G y) = un^{x. y) .
Denn außer dem in (4) mit der eckigen Klammer be
hafteten Glied können weitere in x lineare Glieder in (5) 
nicht auftreten. Vergegenwärtigen wir uns nun die Be
deutung von (z, y), so sehen wir, daß
<—t u»-^x- __

u^x^y) y-\x ‘ y-Kx ' 1 y-/.nx'
D. h. die Partialbruchzerlegung von un_1 (x, y)jun (x, y) 

liefert mit einem Schlag sämtliche Ergänzungsglieder <5t , 
^ .... ön der Asymptotengleichungen.

Beisp. Die Kurve (Trisektrix von de Longchamps)
(A) as(3i/2 — x-) + a(x2 + y°) = 0
hat drei reelle Asymptoten. Man erhält

x2 + y- a , a ä
x(3y2 — x2) x ' y)3 + z !/13 — x

_  a(3jc — x2) + x (xy] 3 — x2} + 3 + x2) 
— x$y* — x2)

Die Koeffizienten Vergleichung*) in den Zählern ergibt die 
drei Gleichungen

a + ä = 0 ; 3« = 1 ; —a — x + ä = 1
und hieraus « = i, o = —j, ä = +f, so daß die drei Asym
ptoten lauten

z -j- -y a = 0 : y 13 A (z = 0 • _
Bildet man das Produkt der Asymptoten und sucht die Glieder, 

die zur Wiederherstellung von Gleichung (A) dienen, so findet 
man. wenn man homogenisiert,
(A*) (x + ^az)[3y2-(x-^az)2] + ^a2z2 = Q .

Es sind also diesmal nicht bloß alle Glieder mit z, sondern 
auch alle mit z2 in das Asymptotenprodukt geschlüpft. Die Asym-

•i Natürlich kann man die Zähler auch direkt bestimmen. Vgl. 
z. B. Bauers Algebra, 2. Auf!.. Leipzig, Teubner, 1910, S. 89.
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ptoten berühren sämtliche in Wendepunkten, sie sind ..Wende
asymptoten“ (Fig. 22). Wie das aussehen muß, kann man sich 
von vornherein versinnlichen, wenn man sich den dritten Schnitt
punkt einer Asymptote mit 
der Kurve ins Unendliche rük- 
kend denkt. Der unendliche 
Zweig gelangt eben dann voll
ständig auf die eine Seite der 
Asymptote.

Das einfachste Beispiel 
hierfür gibt die „kubische Hy
perbel“ mit der Gleichung 
x-y = zz3 , die ebenfalls eine 
Projektion der Kurve (8) von 
Nr. 24 ist. Sie hat die x-Achse 
zur Wendeasymptote, und 
außerdem liegt auch die Spitze 
im Unendlichen (Spitzen-Tan
gente x = 0 ; Fig. 23).

Die Asymptoten der Kur- Fig. 22.
ve (A) bilden ein gleichseitiges 
Dreieck. In der Tat ist die । i 
Trisektrix von de Long- I 1
champs dreifach symme- / l
trisch, wie besonders aus der / \
Gleichung in Polarkoordinaten / \
o = cos3ö, die für 9, ß + 120° / \
und 6 + 240° immer dasselbe / \
o ergibt, ersichtlich y' \.
ist. Im Anfangspunkt __ _— 
h at sie einen isolierten 
Punkt mit „isotro- 
pen“ Tangenten (die__________________ 23‘
nach den imaginären Kreispunkten gehen)- Sie gehört zum 
Typus II von Nr. 25.

27. Bestimmung einzelner Asymptoten. Häufig hat 
man nur eine Asymptote zu bestimmen, da die anderen 
imaginär sind. Dann ist das Verfahren der Partialbruch
zerlegung zu umständlich. Auch die Methode, die wir im 
Beisp. von Nr. 24 angewendet haben, ist nicht sehr empfeh- 

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 4 
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lenswert. Hingegen findet in diesem Falle (übrigens auch im 
Falle mehrerer Asymptoten) die Regel der Bem. 1 von S. 30 
bequeme Anwendung. Denn ist nur die Gleichung in der 
Form geschrieben
(8) x- $(x, y, *) + {y — 2{x)- u^x, y) = 0 .
so ergibt sich die Tangente in dem Punkte y = x, x — 0 
sofort als
(9) x • ^(1, Zj, 0) (y Ä^x) - , z$) — 0 .

Beisp. 1. Schreibt man die Gleichung der Kurve (A) des 
Beisp. von Nr. 24 in der Form

(y — x)(y- + 2y x + 2x2) — y- z = 0 , 
so hat man für die Asvmptote ohne weiteres die Gleichung 

& - *)(12 + 2 - 1 • 1 + 2 • l3) - l2z = 0 
oder y = x + f .

Beisp. 2. Die Maclaurinsche Trisektrix (s. S. 11) läßt 
schon durch ihre Gleichung (x -j- 3®z)fe-‘ — y-) = 4a3z3 die 
Gerade x = —3a als Wendeasymptote erkennen. Eine gewöhn
liche Asymptote wäre hier auch wegen der Symmetrie zur x- Achse 
nicht möglich. Auch die beiden isotropen Geraden y = ±iz 
(vgl. S. 49) sind Wendeasymptoten. Dieses gänzlich andere 
Verhalten im Unendlichen ist natürlich die Ursache, daß die 
Kurve nicht auf die Gleichungsform der divergierenden. Parabeln 
gebracht werden kann (vgl. Bem. 2 v. Nr. 14).

Beisp. 3. Es sei ein Kreis vom Durchmesser 0 0' — 2r ge
geben und in 0' die Tangente an den Kreis gelegt. Irgend eine 
Sekante durch O schneide den Kreis in -4 , die Tangente in B. 
Macht man auf dieser Sekante immer OP — AB, so beschreibt 
P die bekannte Kissoide des Diokles (wahrsch. 2. Jhrh. v. Ohr.). 
Gleichung x(x2 + y*) = 2r ys . Spitze im Ursprung, die Tan
gente des Kreises in 0' ist Wendeasymptote.

28. Berührung einer Kurve durch die unendlich ferne 
Gerade. Wenn die Asymptotenrichtung die einer Koordi
natenachse (z. B. y = 0) ist, so findet man die Asymptote 
selbst am allereinfachsten, indem man die Tangente in jener 
ünendliehfernen Koordinatenecke mittels der niedrigsten 
Glieder (z. B. in x, tj bestimmt. Dies ist besonders auch 
dann zu empfehlen, wenn eine höhere Potenz von x oder?/



28. Einzelne Asymptoten. Berührung durch z = 0. 51

in dem. Aggregat un(x, y) als Faktor auftritt. Ist un(x, y) 
allgemeiner von der Form (y — u^fx, y), so daß 
also die Gleichung geschrieben werden kann

(10) C(z, y, x) = x- y, x)
+ (y — • Tn_k(x, y) = Q

und ist k zunächst gleich 2, so wissen wir schon aus 
dem Satz von Nr. 12, daß in diesem Falle die Kurve C von 
% = 0 in dem Punkte, der in der Richtung y — 2^x liegt, 
einfach (zweipunktig) berührt wird, während im Falle 
k = 3 die unendlich ferne Gerade Wendetangente ist. 
Im ersteren Falle hat die Kurve also einen Zweig, der 
wie eine gewöhnliche Parabel ins Unendliche strebt, im 
zweiten verlaufen zwei Äste wie die der semikubischen 
Parabel. Über die höheren Fälle dieser Art werden wir 
in Nr. 64 sprechen. Daß in jedem solchen Falle, sofern 
nur 0 nicht » als Faktor enthält, wirklich nur x = 0 
die alleinige Tangente im unendlichfernen Punkte ist, 
kann man für ein beliebiges k beweisen, indem man eine 
Koordinatenachse mit der Geraden y — z, x = 0 zusammen
fallen läßt. Die Transformation y — ^x — , y = y oder 
liX — y — $ ■, y = y läßt nun aus der Gleichung (10) die 
folgende entstehen
(11) x • 0' (f, y, x) + (f, tj) = 0 .

In dem Ausdruck 0 der Gleichung (10) muß nun aber 
mindestens ein Glied (w—l)ter Dimension in x, y enthal
ten sein, da sonst x in einer höheren Potenz herausgestellt 
w’erden könnte. Sei dies Glied etwa y'-z”-'--1, so w’irdaus 
ihm durch die angedeutete Transformation y*(y — f)”-*-1, 
so daß also in dem Ausdruck 0' der Gleichung (11) immer 
ein Glied mit yn ~1 vorkommt. Da man nun, um die Tangente 
in der Ecke f = 0, x = 0 zu bestimmen, die niedrigsten 
Glieder in f, x suchen muß, so geben diese in (11) nur x, 
da sie offenbar als Faktoren der höchsten Potenz von y 

4*
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auftreten, die rjn~1 ist. ein Glied mit T;”"1 f (für fc> 1) 
aber nicht vorkommt. Die Kurve hat in dem Punkte f = 0. 
$ = 0 (für Ä’> 2) eine reine ,,Liniensingularität“.

Beisp. 1. Die Gleichung der Quartik vom Beisp. 3 d. Nr. 13 
läßt sich schreiben z (a4z3 — 2a-x2z — 4a«p) + z4 = 0. Die 
Kurve hat also in der Richtung von ® = 0 alle 4 unendlichfernen 
Punkte vereinigt. Das (höchste) Glied in y hat die Potenz y3 
und den Faktor z allein. Also ist z = 0 die einzige Tangente die
ses unendlich fernen Punktes. Über seine Art sehe man Nr. 52.

Beisp. 2. Die Kubik
(A) {y + x)-{y — Ixj + a^ + xy + y2) =0 
hat einen isolierten Punkt im Ursprung. Die unendlich fernen 
Punkte liegen in den Richtungen y = —x und y = 2 x. Die 
eine einfache Asymptote läßt sich nach der Methode von Nr. 27 
sofort als 9(y — 2x) + 7a = 0 aus der Gleichung (A) ablesen. 
Nun setzen wir y + x = $ny = y oder also x = f — y >y = y ■ 
Dann wird die Gleichung, wenn wir noch z einführen, 
(A*) ^(3«7-2f) + az(F-|’7+’72) = O.

Die Gleichung ist jetzt auf ein System von schiefwinke
ligen Achsen bezogen. Wie eine Zeichnung lehrt, laufen aber 
nur die s parallel zur Achse y = 0. die y bilden mit der Achse 
< = 0 einen Winkel von 45° (stehen senkrecht auf y = 0). Wir 
hätten y = setzen müssen, um einen richtigen Übergang 
zu den gewöhnlichen schiefwinkligen Koordinaten zu erhalten. 
Diese Konstantenbestimmung ist aber für unsere Zwecke über
flüssig. Wir fassen die S . y zusammen mit z als Dreieckskoor
dinaten auf und lassen die Frage nach den Konstanten, mit denen 
etwa die senkrechten Abstände eines Punktes von den Achsen 
f = 0, y = 0 multipliziert werden müßten, offen. Die Ver
änderung dieser Konstanten beeinflußt nämlich nur die Maß
stäbe. Für das (projektive) Verhalten im Unendlichen und daher 
für die Bestimmung der Tangenten ist die Größe dieser Kon
stanten belanglos, zumal wir wieder ebenso zuriiektransformieren.

Nachdem diese Betrachtung ein für allemal gemacht ist. 
sehen wir, daß (A*) im Punkte S = 0, z — 0 die Tangente 
z = 0 hat (Faktor des Gliedes a y2). Wenn man nun aber eine 
Parabel angeben könnte, die ebenso ins Unendliche geht, wie 
die Kurve selbst, so hätte man einen weit besseren Anhalts
punkt für deren Verlauf.



28. Beispiele für die Berührung durch z = 0. 53

Eine solche Parabel hat jedenfalls die Gleichung = z;2. 
Setzen wir in der Tat i] = Ä 32 in (A*) ein. so ergibt sich (für 
c = 1) die Gleichung
(I) ' + = O .

Diese Gleichung gibt die Abszissen der Schnittpunkte 
beider Kurven, von denen zwei in den Anfangspunkt fallen. 
Sie ist aber nur vierten statt sechsten Grades. Das zeigt an. 
daß zwei Werte von f unendlich groß sind. Jede Parabel = Z“ 
berührt also die Kubik im Unendlichen. Bestimmen wir aber 
z so, daß auch der Koeffizient von f4 verschwindet, setzen also 
3 z 4- az2 = 0, z demnach, da /. = 0 auszuschließen ist, gleich 
— 3/a, so fällt noch ein weiterer Schnittpunkt ins Unendliche. 
Die Parabel a>j = — 3F oder 
f.n) 3(a: + y)2 + ay = 0
oskuliert also unsere Kubik im Unendlichen. Sie ist in Fig. 24 
gezeichnet. Gleichung (I) 
gibt, nach Division mit 
U und Einsetzung von 
z = — 3/a , die Abszisse 
i = —a für den sechsten 
Schnittpunkt der Parabel 
mit der Kubik. Das führt zu 
den Koordinaten xa = 2a, 
ya = — 3a. Der Punkt fand 
auf der Figur nicht mehr 
Platz.

Da eine Parabel durch
4 Punkte bestimmt ist, kann 
man in jedem Punkte einer 
Kurve eine Parabel ange
ben, die dort vierpunktig 
berührt. Versuchen wir das 
in unserem Falle zu machen, 
so brauchen wir der Parabel
gleichung nur ein in $ lineares Glied beizufügen, die Gleichung 
also etwa zu schreiben f2 4- ^ar) + ßS, diese zu multiplizieren 
mit der Gleichung der Asymptote und das Produkt mit (A*) zu 
vergleichen.

Es ergibt sich, daß man (A*) in der Form schreiben kann 
(A**) (3y - 2J + 4a) (« + jay - Auf) - - f) = 0,
was für (A) die Form ergibt
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/i+, (y -2z + ia+ yY + va&y - x)zJ 
■ ' ~^na2&y — x)z- = q .
Diese Form ist in Symbolen geschrieben

* A - P - Ä B z- = o.
Die Asymptote A zeigt sich demgemäß als Tangente eines 

Punktes von z = 0, die Parabel P berührt die Kubik in allen 
Punkten, wo sie von z = 0 geschnitten wird. Da die beiden 
Schnittpunkte aber selbst zusammenfallen, wird die Berührung 
mit der Kubik vierpunktig. Außerdem erhält man jetzt noch 
durch A = 0, B = 0 die 'Koordinaten des Schnittpunktes der 
Kurve mit der Asymptote k = lia .y = .

29. Vielfacher Punkt im Unendlichen. Wenn in 
der Gleichung einer Kurve C nicht bloß in dem Aggregate 
vn(x. y) der Faktor (y — Ä^x)1 heraustritt (&> 1), son
dern auch in dem Restteil der Gleichung » noch in einer 
höheren als der ersten Potenz vor die Klammer gesetzt 
werden kann, so hat die Kurve in dem unendlich fernen 
Punkte der Richtung y = einen vielfachen Punkt. 
Die Gleichung der Kurve hat dann die Form
HC{x.y, x) = &n_u(x,y, x)

" + (y — y) = 0.
Wir wollen hier nur den Fall näher ins Auge fassen, 

daß y = k ist. Wir verlegen dann wieder eine Ecke des 
Koordinatensystems in den fraglichen Punkt, indem wir 
y — ÄiX = also z£ x = y — f *), y = y setzen. Unsere 
Gleichung erhält dann die Form
(12*) C (f, y , x) = z* , y, x) + ? , y) = 0 .

Die Tangenten des Punktes f = 0, x = 0 ergeben 
sich nun als die Koeffizienten der höchsten Glieder in y . 
Nun sind sowohl in , als in W Glieder der Art yn * 
vorhanden (vgl. Nr. 28). Man erhält demnach die Gleichung 
des Tangentensystems für den vielfachen Punkt, indem 
man in (12*) in den Ausdrücken 0Z und g = 0 . x■ = 0

-) Hier ist der Faktor z; bei i natürlich wesentlich.
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und i] = 1 setzt. Das führt zu demselben Ergebnis, als 
wenn man in den ursprünglichen Ausdrücken 0 und ¥ 
y — KiX, « = 0 und dann x = 1 gesetzt hätte. Nennen 
wir das Resultat dieser Substitution ^>0 und 5^ , so lautet 
also die Gleichung des Tangentensystems 
(13) + ^ = 0.

Diese Gleichung stellt k parallele Tangenten mit der 
Gleichungsform?/ — XiX 4- = 0(/== 1, 2,...k) dar. Wir 
haben also einen Machen Punkt in der Richtung y = x. 
Der Leser wird bemerken, daß die Art der Gewinnung des 
Tangentensystems (13) aus der Kurvengleichung (12) (für 
H = 7c) dieselbe ist, als ob der vielfache Punkt im Endlichen 
läge (vgl. Nr. 16). Der dort gegebene Beweis war aber nur 
für endliche Punkte gültig.

Man wird sofort bemerken, daß (12) (für fJ. = k) nicht 
die allgemeinste Form eines Machen Punktes ergibt, da 
die Gleichung (13) ja höchstens zwei reelle Faktoren besitzt. 
Indem wir die allgemeinste Gleichungsform für einen un
endlich fernen Doppelpunkt angeben, wird sich der Leser 
die Form für den Machen Punkt leicht selbst herstellen. 
Nach Nr. 17 hat eine Kurve im Punkte (y = kx, % = 0) 
einen Doppelpunkt, wenn ihre Gleichung die Form hat

+ (y-^Xn_2(x,y)^0 .
Der homogene Ausdruck un_r muß demnach den 

Faktor y — Äx haben und darf nicht ganz fehlen wie das 
für k = 2 in (12*) der Fall wäre. Für das Tangentenpaar 
(bzw. Tangentensystem) gilt ebenso wie beim endlichen 
Doppelpunkt (bzw. Machen Punkt), daß nur die Koordi
naten des betreffenden (hier unendlich fernen) Punktes in 
die Ausdrücke 0, W, X einzusetzen sind. Natürlich kann 
der unendlich ferne vielfache Punkt auch isoliert sein.
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Bezüglich der Fälle /z k sei auf S. 121 verwiesen.
Beisp. 1. Die „Kreuzkurve’1 mit der Gleichung

i A) y- = (a2 ys + ö2 s2) z
hat im Anfangspunkt einen isolierten Punkt und in den unend
lich fernen Punkten der Achsen (rc = 0 , z = 0 und y = 0, z = 0) 
Doppelpunkte. Die Tangentenpaare findet man, indem man 
in der Gleichung einmal y = 1, das andere Mal x = 1 setzt und 
dann jedesmal die niedrigsten Glieder nimmt. Es ergeben sieh 
hiernach die parallelen Asymptotenpaare x = +a. y = +b . 
Man sieht leicht, daß keine dieser Asymptoten die Kurve an
derswo außer in dem betreffenden Doppelpunkt schneidet. Dies 
kommt davon her, daß, wie Fig. 25 zeigt, jede Asymptote

Fig. 25. Fig. 26.

Wendeasymptote ist. Also hat sie mit der Kurve drei Schnitt
punkte und wegen des durchgehenden zweiten Zweiges einen 
weiteren Schnittpunkt. Aber auch jede der beiden Geraden 
ay + b ix = 0 schneidet die Kurve nur im Anfangspunkt. Da
her hat auch jeder der beiden (imaginären) Kurvenzweige des 
Anfangspunktes einen Wendepunkt in dem letzteren. Alle 
drei Doppelpunkte sind „Inflexionsknoten“.

Beisp. 2. Wie ein solcher Inflexionsknoten im Endlichen 
aussieht, kann man an der Kurve
(B) x^y2 = (a-y--Wx^z*
sehen, die „Kohlenspitzenkurve“ genannt wurde (Fig. 26). Die 
Gleichung (B) entsteht aus (A) einfach, indem man dort z — x' a.
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x = az'. y = y' setzt und die Striche wieder wegläßt. Die Kur
ven (B) und (A) sind also zueinander projektiv. Der isolierte In- 
flexionsknoten liegt hier in dem unendlich fernen Punkte y = 0 , 
z = 0.

Beisp. 3. Als drittes Beispiel diene die Kurve
(C) y3 — (^ay- + axy + a2yz — 2a3z2)z = 0 .
Die Gleichung hat die Form y3 — A z = 0; aber es wäre ver
fehlt, hierausaufeineSpitzezuschließen(vgl.Nr.l3). Mankönnte 
die Gleichung auch ohne weiteres in die Form B y + 2 a3 z3 = 0 
bringen, was dann eine Spitze in demselben Punkte y = 0, z = 0, 
aber in anderer Lage anzeigen könnte. Der Schluß ist deswegen 
nicht bindend, weil sowohl A = 0 als B = 0 durch denselben 
Punkt y = 0, z = 0 erfüllt werden. Was man aus den ange- 
gebenenGleichungsformen _____—
mit Sicherheit sehen '
kann, ist nur, daß so- 
wohl y = 0 als z = 0 die (
Kurve in drei zusammen- '
fallenden Punkten schnei---------_ 
den. Das ist aber auch------------------------- ______
dann der Fall, wenn 
y = 0 , z = 0 die beiden pi 27_
Tangenten eines Knotens
sind. In der Tat ergibt das einzige Glied zweiter Dimension in y , 
z das Tangentenpaar yz=0 für den fraglichen Punkt (vgl. Fig. 27). 
Die Kurve wurde von N e w t o n „Tridens“ genannt und ist die erste 
höhere Kurve die durch eine Gleichung in x, y (natürlich noch 
ohne z) dargestellt wurde (Descartes, La Geometrie 1637).*)

*) Gleichung (C) ist dievonDeseartesbenutzte Gleichungsform 
(vgl. S. 125).

Beisp. 4. x-y + 2x- + xy + x — iy — 1 = 0.
Parallele Asymptoten (x — 1) (x + 2) = 0 . S. des Verf.

Alg. K. S. 102/3."
Beisp. 5. x- y — iy + x — 1 = 0 .
Parallele Asymptoten x = +2 . Alg. K. S. 104.
30. Zirkulare Kubiken. Es kommt sehr häufig vor, 

insbesondere bei Kurven mit besonderen metrischen Eigen
schaften, daß sie durch die imaginären Kreispunkte (s. S. 40) 
gehen. Haben die Kurven eine reelle Gleichung, wie wir 
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immer annehmen, so kann dies nur eintreten, wenn beide 
Kreispunkte gleich oft in Betracht kommen. Die Kurve 
hat dann Asymptoten, deren Gleichungen die Form haben 
y = 4-1 x + b und das Aggregat un (x, y) enthält den 
EaktoFz2 4- y2. oder (z2 + y2)2 usw. Die Kurven heißen 
„zirkular“, „bizirkular“ usw. So lautet z. B. die allgemeine 
Gleichung einer zirkularen Kubik
(1) (x- + y2) {y — D) 4- Ax2 4- Bxy

4- Cy2 4- Dx 4- Ey 4- P = 0 .
Denkt man sich den Anfangspunkt in den Schnittpunkt 

ler beiden imaginären Asymptoten verlegt und ist y — Xx 
4- <5 = 0 die Gleichung der dritten Asymptote, so geht 
nach Nr. 26 Gleichung (1) über in
(2) (z2 4- y2} (y — zz 4- b) 4- az 4- ßy 4- y = 0 .

Diese Gleichung kann man sofort auch, und zwar bei 
beliebigem r. überführen in
(3) (z2 4- y2 — r2) (y — — fy + a/a: + ß'y + 7' = 0 • 
wie eine Koeffizientenvergleichung ergibt. Jeder Kreis 
x2 y2 = r2 berührt nämlich beide imaginären Asym
ptoten von (2) und damit die Kurve selbst in den imaginären 
Kreispunkten. Jede zirkulare Kubik ist demnach in der 
Form darstellbar
(4) K-G4-zG' = 0,
wo K ein Kreis ist, G und G' Gerade bedeuten. Durch Homo
genisierung wird das alles sofort deutlich.

Bem. Da jede Kubik mit den Asymptoten G,. G„ . G3 
in der Form geschrieben werden kann

G, Go G. 4- t Gz — 0 .
so müssen die drei einzelnen Schnittpunkte der Asymptoten 
G, , G2, G3 mit der Kurve immer auf einer Geraden G' liegen.

Beisp. 1. Wir wollen den Satz beweisen, daß jede Fuß
punktkurve einer Parabel eine zirkulare Kubik mit Doppelpunkt 
ist. Es habe die Parabel die Gleichung y- = 2p x. Dann hat
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ihre Tangente im Punkte (x0. y^ die Gleichung y y0 = p ix -z- zoi. 
Auf diese Tangente wollen wir von dem Pol (a. 6) das Lot 
fällen. Die Gleichung dieses Lotes ist (y — b):(x — dj = —yB p . 
Drückt man hieraus y0 aus und setzt diesen Wert in die Tan
gentengleichung ein, so kann man unter Beiziehung der 
Gleichung yl = 2 p z0 die variablen Größen x0 , y0 ganz eli
minieren und erhält
(A) 2x(x — a)2 + 2y(x - a)(y - b) + p(y — b)2 = 0 
als Gleichung für den Ort des Fußpunkts des Lotes. Diese 
Gleichung zeigt nach Nr. 17 sofort den Pol (a. 6) als Doppel
punkt an. Verlegen wir in ihn den Koordinatenursprung, indem 
wir $ = x — a. y = y — b setzen, so erhalten wir 
<B) + + “r+ &f’i= o .

Unser ursprünglicher Satz ist damit bewiesen. Seine Um
kehrung gilt ebenfalls. Nun sind die Gleichungen der Asym
ptoten hier § + lp = 0 und (^ 4- lb) N i(f + la — ±p) = 0 • 
Verlegt man daher den Anfangspunkt in den Punkt, f = —la 
+ iP ■ y = — lb und dreht noch das Koordinatensystem um 
einen Winkel a , so erhält man eine Gleichung der Form (2), 
die aber noch die Doppelpunktsbedingung erfüllt. Nun ist (B) 
die allgemeinste Form der Gleichung einer zirkularen Kubik 
mit Doppelpunkt, wenn man nur das Koordinatensystem so 
legt, daß die reelle Asymptote zur ?;-Achse parallel läuft. Ver
ändert man daher in der auf die Form (2) gebrachten Gleichung 
das Absolutglied, so muß sich unter Auf lösung des Knotens eine 
ganz allgemeine zirkulare Kubik ergeben. Man kann demnach 
sagen, daß die zirkularen Kubiken Kurven gleicher Potenz 
(vgl. Nr. 7), in bezug auf die Fußpunktskurven der Parabel 
sind.

Beisp. 2. Für die Maclaurinsche Trisektrix (vgl. S. 11) 
mit der Gleichung (a: + 3 a) G" + y2) = 4 a3, die sofort die drei 
Asymptoten erkennen läßt, sind die imaginären Kreispunkte 
Wendepunkte. Aber auch die dritte Asymptote berührt, wie 
schon die Figur zeigt, in einem Wendepunkt. Alle drei 
Wendepunkte liegen also auf der unendlich fernen Geraden. 
Es ist leicht zu sehen, daß, wenn man zwei (eventuell vor
handene) Wendepunkte einer Kubik durch eine Gerade verbindet, 
diese Gerade die Kurve immer in einem dritten Wendepunkt 
schneidet. Denn seien die beiden Tangenten der gegebenen 
Wendepunkte G, und G,, so muß sich die Kurvengleichung in 
die Form bringen lassen A G, G2 + 1G3 = 0 . Dann muß aber
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A selbst, wenn wir die Gleichung homogen geschrieben denken, 
eine lineare Funktion von x, y, z sein. Die Gleichung *4 = 0 
stellt also eine Gerade, nämlich die dritte Wendetangente vor. 
Alle drei Wendepunkte liegen auf der Geraden G. Die zirkularen 
Kubiken mit drei unendlich fernen Wendepunkten kann man 
auch alle unter der Form KG + ä = 0 zusammenfassen, wo K 
einen Kreis bedeutet [vgl. Gleichung (4), S. 58]-

31. Bizirkulare Quartiken. Sehr viele spezielle Kur
ven vierter Ordnung haben Doppelpunkte in den imaginären 
Kreispunkten. Die Gleichung einer allgemeinen „bizirku
laren Quartik" muß lauten
(5) (x2 4- y-)2 + us (x,y) + u3 (x. y) -{■ u4 (x, y) + ZT = 0 .

Auch hier kann man ohne weiteres x2 + t/2 — r2 an 
Stelle von x2 + y2 setzen. Die imaginären Asymptoten 
haben hier aber vier Schnittpunkte im Endlichen, darunter 
zwei reelle, so daß man dem Koordinatenanfangspunkt 
keine ausgezeichnete Stelle anweisen kann. Wir wollen 
für- die bizirkularen Quartiken in Anknüpfung an die Be
merkung in Nr. 7 einen Satz beweisen, der alle Kurven 
gerader Ordnung charakterisiert, deren höchste Glieder 
sich in die Form (x2 + y2)n vereinigen lassen.

Schneiden wir nämlich die Kurve (5) mit einer Geraden 
durch den (ganz beliebig liegenden) Anfangspunkt 0, und 
ist ihre Gleichung y = x tg &, so erhält man für die Ab
szissen xt, x2.x3, xi der vier Schnittpunkte Nj, .S2, Sg, 

eine Gleichung vierten Grades, welche x^x^ 
= 21/(1 + tg2 #)2 = II cos4ö liefert. Nun ist aber 
Xi = OSi cosö und daher ist bei beliebigem Winkel d das 
Produkt OSi • • OS3 ■ 0S4 = II und diese Kon
stante II ändert sich nur bei Verlegung des Anfangspunktes. 
Die Erweiterung auf Kurven 2 nKr Ordnung liegt auf der 
Hand. Alle diese Kurven haben also eine ..Potenz" für 
jeden Punkt der Ebene, die sich ganz in derselben Weise 
geometrisch deuten läßt wie am Kreise.
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Beisp. 1. Die Fußpunktskurven der Kegelschnitte mit 
Mittelpunkt sind bizirkulare Quartiken mit dem Pol der Fuß
punktkonstruktion als Doppelpunkt. Auch die Umkehrung 
dieses Satzes ist richtig. Schreibt man den Kegelschnitt in der 
Form z2’a2 -J- y2jb2 = 1, wobei für die Hyperbel durchweg i b 
statt b zu denken ist, so lautet die Tangentengleichung für den 
Punkt (®0 , y0) xxja2 + yya:b2 = 1 . was für xQ = a cosw , 
ya = b sincu übergeht in x cosoa -j- y sincu.b = 1. Auf diese 
Tangente fällen wir nun vom Punkte (m, n) aus das Dot mit 
der Gleichung [(z — m^b] sincu = [(y — n;a] cosco . Eliminiert 
man aus den beiden Gleichungen co, so ergibt sich 
(A) [x2 + y2 — (mx + n y)]2 — a2(x — m)2 — b2(y — n)2 = 0 , 
eine Gleichung, die sofort den Punkt (m, n) als Doppelpunkt 
ausweist und die Bizirkularität erkennen läßt. Wir verzichten 
auf eine weitere Transformation (vgl. des Verf. Spez. K. S.4ff.> 
und bemerken nur, daß man auch hier durch Veränderung des 
Absolutgliedes in (A) die ganz allgemeine bizirkulare Quartik 
erhält,'die außer den beiden Doppelpunkten in den imaginären 
Kreispunkten keinen weiteren Doppelpunkt mehr hat.

Beisp. 2. Man erhält ausgezeichnete Typen der eben be
sprochenen Fußpunktskurven, wenn man den Pol (m , n) in den 
Mittelpunkt des Kegelschnittes legt (m = n — 0). Die Kurven 
heißen dann Boothsche Lemniskaten (1873). Sie haben im 
Anfangspunkt einen In flexionsknoten (mit reellen und imaginären 
Zweigen). Unter ihnen ist schon seit längerer Zeit bekannt 
die Fußpunktkurve der gleichseitigen Hyperbel in bezug auf 
den Mittelpunkt, die sog. „Bernoullische Lemniskate“ 
(Jak. Bernoulli 1694). Sie hat die Gleichung 
(B) (x2 + y2)2 = a2{x2 - y2) .
Transformiert man nun Gleichung (B) mittels der Substitution 
y + i x = 5, y — i x = y, so geht sie, wenn man noch z ein
führt, über in
(B*) Wy2 = a2(F + ^z2.
Das ist dieselbe Gleichungsform wie die der Kreuz- oder der 
Kohlenspitzenkurve (s. S. 56). Demnach hat die Bernoullische 
Lemniskate auch in den imaginären Kreispunkten Inflexions- 
knoten und sie kann aus der Kreuzkurve durch eine imaginäre 
Kollineation (eine Transformation wie dievonS.41 mitimaginären 
Koeffizienten) gewonnen werden. Fügt man der Gleichung (B) 
ein Absolutglied bei, so löst sich der im Anfangspunkt liegende 
Knoten und es entstehen die sog. Cassinischen Linien (1749) 
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als Kurven gleicher Potenz für die Bernoullische Lemniskate. 
Für das ganze System der Gassinischen Linien (vgl. Fig. 28) 
bleiben die im Endlichen liegenden Schnittpunkte der Kreis
punktasymptoten („außerordentliche Brennpunkte“) fest*). Die 
zwei reellen 31 und liegen hier auf der x-Achse 
(x = +|a}2). Wir überlassen dem Leser zu beweisen, daß 
für alle Cassinisehen Linien (mit Einschluß der Ber- 
noullischen Lemniskate) das Produkt der von M und 31^ 
nach einem beliebigen Punkt der Kurve gehenden Radienvek
toren konstant ist.

Beisp.3. Andere ausgezeichnete Typen derFußpunktkurven 
der Kegelschnitte erhält man, wenn man bei beliebiger Lage 
des Pols einen Kreis zugrunde legt. Setzen wir in Gleichung 
A) von S. 61 & = a , sodann x — m = i y y — n = rj und 
schließlich noch, da der Kreis ja nach allen Seiten symmetrisch 
ist, die Kurven also eine Symmetrieachse haben müssen, n = 0 , 
so ergibt sich die Gleichung der sog. „Pascalschen Schnecken“ 
Stephan Pascal, um 1630)
(0) (x- + y2 — mx)2 — a2(x2 + y2) = 0 .
_ *i Unter ..Brennpunkten' versteht man im allgemeinen die 
Schnittpunkte der von den imaginären Kreispunkten an eine Kurve 
rehenden Tangenten.
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wo $, fj durch x, y ersetzt sind. Sie haben, je nachdem der 
Pol im Innern, auf dem Kreise oder außerhalb seiner liegt 
l»i<, = , > a), einen isolierten Punkt, eine Spitze 
(„Kardioide“) oder einen Knoten im Pol (Fig. 29). Die Trans
formation y + ix = — ix — y gibt [Jj? — %i m(y — j) zp
— asgyz3 — 0. Für die Doppelpunktstangenten in s = 0, 
z — 0 und y = 0, z = 0 ergeben sich die Gleichungen 
(f — iim)2 = 0 und (7 + iim)2 = 0. Die Pascalschen 
Schnecken haben also Spit
zen in den imaginären 
Kreispunkten.DerSchnitt- 
punkt der beiden Spitzen
tangenten (außerordent
licher Brennpunkt) befin
det sich in dem halben 
Abstand des Poles vom 
Mittelpunkt des Grund
kreises (x = Im, y = 0). 
Über die Rolle dieses 
Brennpunktes siehe Spez.
K. S. 89.

Fügt man in Glei
chung (0) noch ein Abso
lutglied bei, so erhält man 
die Kurven gleicher Po
tenz für die Pascalschen
Schnecken. Es sind das die sog. Kartesischen Ovale, von Des
cartes erfunden zur Demonstration seines Brechungsgesetzes 
(1637; vgl. Spez. K. S. 91 ff.). Wenn man den Ausdruck 
ix — l- m)2 + y- mit A bezeichnet (er stellt das Produkt der 
beiden Asymptoten dar), so kann man die Gleichung jeder Kurve 
gleicher Potenz für (0) in die Form bringen
(0*) A® - (f m2 + a2) Az2 — (a2 m x + -1) z3 = 0 .
Diese Form zeigt wohl für A = 0 drei zusammenfallende Schnitt
punkte im Unendlichen (und einen im Endlichen) an, aber sie 
beweist andererseits, da das mittlere Glied aus (0*) auf keinen 
Fall verschwinden kann, daß unsere kennzeichnende Gleichungs
form von Nr. 13 für das Auftreten einer Spitze keineswegs eine 
notwendige Bedingung darstellt. Ähnliches gilt natürlich auch 
für die dort angegebene Wendepunktsform.

Beisp. 4. Die Kurven gleicher Potenz in bezug auf das 
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System zweier Kreise K und K', deren Gleichung also in die 
Form gebracht werden kann K • Kz + 5 = 0, sind bizirkulare 
Quartiken mit gewöhnlichen Doppelpunkten in den imaginären 
Kreispunkten. Die beiden Kreismittelpunkte sind die reellen 
außerordentlichen Brennpunkte. Sind K und K' kongruent, so 
befindet sich in dem System für variables <5 eine Boothsche 
Lemmiskate. Die Kurven selbst heißen dann „spirisehe Linien 
des Perseus“ (ca. 130 v. Ohr.).

HI. Die Kurven als Tangentengebilde.
32. Einführung von Linienkoordinaten. Wenn auch 

natürlich schon in der Zeit der Entdeckung der höheren 
Analysis Kurven als Einhüllende von Geraden, die hestimm- 
ten Bedingungen unterliegen, auftraten, so war es doch 
erst Plücker (1829), der die gerade Linie als erzeugen
des Element dem Punkte als gleichwertig gegenüberstellte, 
Koordinaten der Geraden einführte und Gleichungen in 
solchen Koordinaten behandelte. In der Tat ist, wenn wir 
ein Achsenkreuz zugrunde legen, jede Gerade, genau wie 
jeder Punkt, durch zwei unabhängige Größen bestimmt 
und eine Bedingungsgleichung zwischen diesen beiden 
Größen gibt hier eine unendliche Folge von Punkten, dort 
eine unendliche Folge von Geraden, als deren Erzeugnis 
in jedem Falle eine Kurve, die gegebenenfalls auch aus
geartet sein kann, erscheint. Schreiben wir eine Gerade 
in der Form wa; + t?«/ 1 = 0, nachdem wir mit dem
Absolutgliede dividiert haben, so enthält sie zwei wesentliche, 
unabhängige Koeffizienten u, v und gerade diese sind es, 
die von Plücker als Koordinaten der Geraden, „Linien
koordinaten“, wie wir heute sagen, eingeführt wurden. Aus 
derGleichung ist sofort ersichtlich, daßuundz’dienegativen 
reziproken Abschnitte der Geraden auf den Achsen bedeuten.

33. Gleichungen von Punkt und Kreis. Um zu sehen, 
was für Gebilde durch eine Gleichung zwischen u und v
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dargestellt werden, betrachten wir zunächst eine lineare 
Gleichung
(1) ^?< + Br+C=0.

Wir hätten nun die Einhüllende von einer Geraden 
G = u x + v y 4- 1 — 0 zu suchen, wenn u und v als 
variable Parameter betrachtet werden, zwischen denen die 
Bedingung (1) besteht. Es sei dem Leser empfohlen, das 
nach der im folgenden Beispiel angewendeten Methode 
mittels Differentialrechnung durchzuführen. Wir bemerken 
aber im vorliegenden Falle leicht, daß sich durch Einsetzen 
von A[C für x und von B/C für y in die Gleichung von G 
immer Gleichung (1) ergibt. D. h. die Gleichung der 
variablen Geraden G ist für alle u, v, die der Gleichung 
(1) genügen, durch die Koordinaten des Punktes a-0 = A/C, 
y6 = B/ C erfüllt. Alle Geraden G bilden also ein Büschel 
durch diesen Punkt und wir können (1) als „Gleichung 
des Punktes“ in den Linienkoordinaten w, v auffassen. 
Dasselbe erkennt man übrigens, indem man aus der Glei
chung von G und aus (1) etwa r eliminiert. Man erhält 
(C y — B) u (A y — Bx) = 0 , also bei variablem u ein 
Büschel von Geraden durch den Schnittpunkt von 
Gy — B = Q und Ay — 2?x = 0,d. i. durch den Punkt 
x0 = A/C,y0 = BlC. _

Beisp. Wir wollen untersuchen, welche Kurve von einer 
Geraden G = «x -cy + 1 = 0 umhüllt wird, wenn für u, v 
die Bedingung 
(A) u2 + i” = 1 r2
besteht. Die Differentialrechnung lehrt, es seien die Gleichung 
von G und Gleichung (A) zu differenzieren und dann u, v, du, 
dv aus sämtlichen Gleichungen zu eliminieren. Wir erhal
ten zunächst xdu+ydv = Q und udu + vdv = 0, woraus 
u. v — xly hervorgeht. Setzt man u = &x, v = dy in G und (A) 
ein, so ergibt sich # = — 1j(x2 + y2) aus G und wenn man diesen 
Wert in (A) substituiert, lautet die Endgleichung
(B) x2 + y2 = r2 .

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 5
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Gleichung (A) ist demnach die Gleichung eines Kreises um 
den Anfangspunkt mit dem Radius r. Für r -> oc wird aus (A) 
«*  + v2 = 0, aber aus (B) ergäbe sich x- 4- y1 —> cc, was nicht 
direkt geometrisch deutbar ist. Es ist in diesem Falle zweck
mäßig, G = na:-t-uy + z = Ozu setzen, dann heißen die beiden 
Gleichungen, aus denen noch & zu eliminieren ist: (I) #(xs + y2) 
+ z = 0 und (II) ö2 (z~ + ya) = 0. Damit aber diese beiden 
Gleichungen bei beliebigem # erfüllt werden, muß z = 0 und 
jä 4- _ q seju p;e Gleichung u2 + v2 = Ö stellt demnach

•) S. etwa G. Bauer, Algebra, 2. AufL 1910, S. 91.
**) S. z. B. Salmon-Fiedler, Höh. Kurven, S. 9Sf.

das Paar der imaginären Kreispunkte dar (s. S. 40). Mit der 
asymptotischen Gleichung xä + y2 —> oc besteht kein Wider
spruch, da die Punkte ja tatsächlich unendlich fern liegen und 
die Gleichung x2 + y2 = 0 ja nur die beiden Geraden darstellt, 
die nach ihnen vom Anfangspunkt aus laufen.

34. Übergang von Linien- zu Punktkoordinaten. 
Klasse einer Kurve. Wenn wir im allgemeinen aus einer 
Gleichung
(2) /»(«, «) = 0 ,
die vom «ten Grade in u, v sei, und der Gleichung G 
die Variable t eliminieren, so entsteht eine Gleichung 
F(u, x ,y) = 0 , vom uten Grade in der Variablen u und 
mit Koeffizienten vom «ten Grade in x, y. Denkt man sich 
fnach ® geordnet in der Form
(2*)  y = Z7„ -f- Ln_, v E„_2 r2 -r - - • + u” = 0 , 
so kann man F folgendermaßen schreiben
(3) F= Uny- - y-^u x + 1) + ... 

±(ux + 1)” = 0 .
Kombiniert man nun F = 0 mit F' = 0, so erhält 

man die Diskriminante 3) der Gleichung F = 0. Diese 
ist bekanntlich in den Koeffizienten von F vom Grade 
2(n — 1); also ist ® in x, y vom Grade 2n(n — 1)*).  
In der Theorie der Formen wird nun aber bewiesen, daß 
© in unserem Falle den Faktor yn<n~r'i hat**),  so daß die
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eigentliche Gleichung der Einhüllenden in P unktkoordinaten 
nur vom Grade n(n — 1) ist. Wir werden diesen Satz im 
folgenden Bändchen, mit einfacheren Mitteln wirklich be
weisen. wollen ihn aber schon jetzt, indem wir Kurve (2) 
als ..Kurve ?zter Klasse“ bezeichnen, in die Form bringen: 
Eine Kurve «ter Klasse ist im allgemeinen von der Ordnung 
n(n — 1). Ausnahmen werden wir gleich im Beisp. 1 
der Nr. 35 kennen lernen.

35. Übergang von Punkt- zu Linienkoordinaten. Es 
sei nun
(4=) cpn(x,y) = O
die Gleichung einer Kurve Mter Ordnung und P = u x 
4- v y J- 1 = 0 werde als die Gleichung eines Punktes 
(des Punktes x, y) aufgefaßt, so erhalten wir, indem wir 
x und y als Parameter in P betrachten, die durch die Be
dingung (4) verknüpft sind, mittels der eben dargelegten 
Methode eine Bedingung in u, r für alle diejenigen Punkte 
P, von denen aus an cp zwei zusammenfallende Tangenten 
gehen, genau so, wie vorhin die Gleichung A/y^”-1) eine 
Bedingung in x, y darstellte für diejenigen Geraden G, 
die zwei zusammenfallende Schnittpunkte mit f gemein 
hatten. Wir werden also aus cp und P etwa y eliminieren, 
erhalten eine Gleichung $(x, m, v) = 0 vom nten Grade 
in x und vom «ten Grade in w, v. Deren Diskriminante 
A enthält den Faktor «"t”-1) und die Gleichung 
^^(n-i) _ q Tom Qra(je n^n — 1) in w, r. Sie stellt 
die Gleichung der Kurve (4) in Linienkoordinaten dar und 
wir können also auch sagen: Im allgemeinen ist eine Kurve 
nter Ordnung von der Klasse n(n — 1). Diejenigen Punkte 
P(x, y). die auf <p liegen und zugleich Geraden w, v an
gehören, die der Bedingung A(w, ®) = 0 genügen, sind 
die Berührungspunkte dieser Geraden mit der Kurve <p. 
Ebenso sind diejenigen Geraden G (u, v) , die Tangenten 

5*
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von/sind undPunkte x. y enthalten, für welche Afa:, y) = 0 
ist, die Tangenten der Kurve /in diesen Punkten.

Beisp. 1. Der Leser wird sich an das Beisp. 1 von Nr. 4 
erinnern und jetzt erkennen, daß wir dort direkt die Gleichungen 
der kubischen und semikubischen Parabel in Linienkoordinaten 
anfgestellt haben. Zugleich sieht er, daß dort nicht der allge
meine Fall vorliegt. In der Tat hat jede der zwei Kurven eine 
Spitze. Infolgedessen wurde, wie im folgenden Bändchen all
gemein bewiesen werden soll, die Klasse 3 und nicht 6. Wenn 
der Leser dann, wie schon damals empfohlen wurde, von der 
..Tangentialgleichung“ zur kartesischen zuriiekkehrt-, kommt er 
wieder auf die Ordnung 3, statt auf 6. Die Ursache ist diesmal 
die Wendetangente, die wir schon in Nr. 5 als Liniensingularität 
bezeichnet haben.

Beisp. 2. Behandelt man die Gleichung u- + v- = l/r2nach 
der Methode von Nr. 34, schreibt aber G = ux + v y + z = (), 
so ergibt sich durch Elimination von v die Gleichung u2(x2 + y2) 
+ 2uxz + (zs — y- r2) = 0 mit der Diskriminente S) = x2z2 
- (x- + y2) (z- - y2W = y2 [- z2 + (x2 + y^r2] = 0. Hier 
trennt sich wirklich der Faktor y2 ab und es bleibt die schon 
im Beisp. v. Nr. 33 gefundene Kreisgleichung x2 — y2 — r2z2 
= 0, die für r -> co aber in z2 = 0 übergeht. Es erscheint 
also der Träger des Punktepaares u2 + v2 = 0 (die singuläre 
Tangente) doppelt gezählt. Durch eine einzige Gleichung in 
Punktkoordinaten kann das Punktepaar (der imaginären Kreis
punkte) eben nicht dargestellt werden.

Ganz Entsprechendes tritt ein, wenn man versucht, ein Ge- 
radenpaar, z. B. das mit der Gleichung y2 — I®2 = 0 zu Linien
koordinaten zu transformieren. Schreibt man P = u x + v y 
4- w = 0 und eliminiert y. so ergibt sich A = zu2 w2 = 0 . Der 
Faktor c2 ist fremd und es bleibt w2 = 0, das ist der doppelt 
gezählte Anfangspunkt (a = v = oc), als Träger (singulärer 
Punkt) des Geradenpaares.
~. Daß eine allgemeine Gleichung zweiten Grades in u, v 
einer ebensolchen in x, y entspricht, ist leicht zu zeigen. Die 
Kurven zweiten Grades und zweiter Klasse sind eben die Kegel
schnitte.

36. Homogene Linienkoordinaten. Bevor wir auf 
die Dualität näher eingehen, die sich bei der Transformation 
von Punkt- in Linienkoordinaten und umgekehrt schon 
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herausstellte, müssen wir ein "Wort sagen über die homo
genen Linienkoordinaten bei Annahme eines beliebigen 
Koordinatendreiecks. Wir werden folgerichtig, wenn die 
Gleichung einer Geraden G lautet
(») G = -j- u2 x2 4- us a-3 = 0 ,
die Größen , u2, u3 als proportional zu den Koordinaten 
von G ansehen; es fragt sich nur. welche geometrische Be
deutung diese Größen haben und wie man von ihnen den 
Übergang zu u , r be
werkstelligen kann. Set
zen wir in G etwa a*3 
= 0, so erhalten wir für 
den Schnittpunkt Ä3 der 
Geraden G mit der dritten 
Koordinatenseite x1jx2 
= —Un/Ui . Nun kommt 
es auf die Definition der 
Xi selbst an. Wir wollen 

allgemein annehmen,
die Xi seien den mit belie
bigen Konstanten z, mul
tiplizierten Abständen
von den Seiten propor- * 

tionai, also xt = rt 
so daß x, ,'x9 = z. r, /z0 r. G

Fig. SO.
ist. Nun hat man aber andrerseits (vgl. Fig. 30)
»i = JgSj • sina2, r2 = • sina1 und A2Ss/A1S3
= p2IPi, wenn p2 , p± die Abstände der Geraden G von 
den Ecken A2 und bedeuten. Demnach wird —«2/^ 
= Zj p2 sin ag/4 pr sin , und da sich ähnliche Ausdrücke 
für die negativen Verhätnisse und «2/w3 ergeben, 
können wir setzen Ui = r • indem wir nur be
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stimmen, daß die p{ etwa auf der Seite der Ecke A3 posi
tiv, auf der anderen Seite negativ zu nehmen seien. Wir 
sehen also, daß unsere Linienkoordinaten den mit Konstan
ten multiplizierten Abständen der Geraden G von den je
weiligen Ecken des Grunddreiecks proportional sind. Hätten 
wir alle Xf = 1 genommen, so wären die den r{, die wä den 
Größen j^sina* proportional; hätten wir die^ den Größen 
r^sino^ proportional genommen, so wären die i<i den pi 
direkt proportional. Für Untersuchungen, bei denen me- 
trischeVerhältnisse nicht in Betracht kommen, brauchtman 
sich über die eigentliche Bedeutung der xt und w,- überhaupt 
keine Gedanken zu machen. Nur in solchen Untersuchungen 
werden wir aber die homogenen Koordinaten verwenden.

37. Übergang zu Plückerschen Linienkoordinaten. 
Um den Übergang zu den gewöhnlichen Plückerschen 
Linienkoordinaten zu bewerkstelligen, können wir fol
gendermaßen verfahren. Wir haben

ui /ws = ZG PilPt Pa = Zzi ^2 / Pa ^3 $2 ’
ZZ3 ” P^P^I P3P3 — Pa -^-2^1 Ip3 —^3 1 ' 

wobei wir , p2, u, noch willkürlich wählen können. 
Rückt nun die Koordinatenseite A± As ins Unendliche, so 
werden S2 und A2 unendlich groß und wir können 
setzen S2 — co k, A2 = & k, wo k->oc. Nehmen
wir dann in jedem Stadium p3 = —k, so brauchen wir 
nur noch = 1/w, y2 = lw zu wählen, um auch bei 
unendlich ferner Koordinatenseite At As zu haben 

i«ä/«3= — l/As«!, 
oder u = und v = u2lu3 gleich den negativen rezi- 
proken Abschnitten der Geraden G auf den Achsen. Da 
gleichzeitig auch Xjjxg und x2[xs in x, y übergehen 
(vgL Nr. 22), so wird aus (5) 
(6) ux -f- vy -f-1 = 0 .

Sowohl (5) als (6) können, je nachdem man die iq (u, v)
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oder die 27 (x, y) als Variable betrachtet, einen Punkt oder 
eine Gerade darstellen, und zwar im ersteren Falle den Punkt 
mit den Koordinaten x^x, y), im letzteren Falle die 
Gerade mit den Koordinaten u^y.. v).

38. Das Dualitätsprinzip. Die Einführung der Linien
koordinaten durch Plücker hat. wie jede wichtige Ent
deckung in der Mathematik, ihre Vorgeschichte. Monge 
(1795—99) und Carnot (1803) hatten den Anstoß ge
geben zur Loslösung der seit Descartes mit der Algebra 
eng verknüpften Geometrie. Poncelets Traite des pro- 
prietes projectires des figures (1822) ist das grundlegende 
Werk der neuen Richtung. Hier schon, aber noch mehr in 
einem aus dem Jahre 1824 stammenden, i. J. 1829 erst voll
ständig veröffentlichten Memoire sur la theorie des polaires 
reciproques Poncelets fanden sich deutliche Ansätze für 
das ..Dualitätsprinzip“, das Gergonne in drei Arbeiten 
(1824—1827) allgemein aussprach und weiter ausbaute. 
Die reine Geometrie war dadurch der Koordinatengeometrie 
vorausgekommen und die Einführung der Dreieckskoordi
naten durch Möbius in seinem Barycentrischen Calad 
(1827), der Linienkoordinaten durch Plücker im 6. Bande 
des Journals für Mathematik (1829), waren die folge
richtige Reaktion der Analyse auf jene rein geometrischen 
Bestrebungen, und diese Neueinführungen, die fast gleich
zeitig auch hei verschiedenen anderen Gelehrten auftauch
ten, ermöglichten es der analytischen Geometrie, den Fort
schritten der synthetischen Geometrie zu folgen.

Das Prinzip der Dualität ließe sich, wie wir am Anfang 
dieses Abschnittes zu tun begonnen haben, auch weiter 
aus der einfachen Paralleldarstellung der Punkt- und 
Linienkoordinaten entwickeln und fortführen. Es findet 
aber seine stärkste Stütze und beste Veranschaulichung 
in der Polarentheorie der Kegelschnitte, aus der es ja auch
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hat. 
und

Poncelet in dem oben angezogenen Memoire abgeleitet 
Wenn wir uns irgend einen Kegelschnitt K denken 
zu jeder Tangente G einer gegebenen Kurve L den 

Pol P in bezug auf K 
suchen (vgl. Pig. 31), so 
werden diese Pole Peine 
Kurve A durchlaufen, 
die „Polarreziproke“ der 
Kurve L in bezug auf K. 
Da aber der Schnitt
punkt zweier benachbar
ter Tangenten G, G' 
zur Polare die Verbin
dungslinie der benach-

Flg- 31 ■ barten Pole P, P' hat,
so sehen wir, daß A auch erzeugt gedacht werden kann 
als Einhüllende der den Berührungspunkten II von G mit 
L entsprechenden Polaren T . Gleichzeitig sieht man, daß 
man die Kurven L und A ohne weiteres vertauschen kann.

39. Analytische Darstellung der dualistischen Um
formung. Um diese Polarreziprozität analytisch darzu
stellen, nehmen wir zunächst einen ganz einfachen Pall 
Es sei K = x2 -j- y2 — r2 = 0 und die Gerade G haha 
die Gleichung G = w x -f- v y 4- 1 = 0 . Den Pol P von 
G in bezug auf K bestimmen wir, da wir eine ganz all
gemeine Behandlung der Polarentheorie auf das 2. Bänd
chen verschieben, rein elementargeometrisch auf dem Lot 
vom Anfangspunkt zu G (von der Länge p) durch die Be
dingung q • p = r2, die aus dem Begriff der Polare hervor
geht (Fig. 32). Da p = 1 Zy«2-}-^ q = rS y us + ü2
und da für die Koordinaten f, j; des Poles P = u/v 
ist, ergeben sich ihre Werte als
(7) £ = —r2 u , »y = —r2 ® .
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Diese Gleichungen (7) stellen die polarreziproke Ver

wandtschaft in bezug auf den Kreis K dar. Man erhält 
demnach die Polarreziproke A einer von G umhüllten 
Kurve L , wenn man in ihrer 
Tangentialgleichung u , v 
durch —^r2 , —t;/r2 ersetzt. 
Aus unseren allgemeinen Aus
führungen von Nr. 38 geht 
aber hervor, daß man ebenso 
in ihrer Punktgleichung x, y 
durch —r2 u , —r2v hätte 
ersetzen dürfen.

Noch einfacher wäre ja 
die Substitution 
(8) f = w, y = v.
Dann müßte nur r2 — — 1 
sein. Der Kreis Ko = x2 
+ y2 + 1 = 0 ist dann freilich imaginär, aber der Pol 
P± zu G läßt sich auf reellem Wege konstruieren, da er 
wegen q = —^u2 + t2 einfach zum Punkte P (für r = 1) 
in bezug auf den Ursprung symmetrisch liegt. Px beschreibt 
daher eine zu A kongruente Kurve A*.

Bem. Die allgemeine Form für eine solche dualistische 
Transformation („Korrelation“) ergibt sich, wenn man die 
Gleichungen (8) einer Kollineation (vgl. S. 41) unterwirft. Zu 
diesem Zweck ist es besser, in homogener Form zu setzen 
(A) x — -du , y = &v, z = .

Wir transformieren dann mittels der Gleichungen

{u x = x' + a12 y' + a13 z', 
y.z = a31 x' + y' + z' . 
u.y = a21 x' + a2Sy' + a23 z’,

Das bedeutet, daß wir statt des Kreises K einen ganz be
liebigen Kegelschnitt zugrunde legen. Es fragt sich nur, wie 
sieh dabei gleichzeitig die n, u, w transformieren. Haben wir 
aber eine Geradengleichung ux + vy + wz = 0, nehmen in 
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dieser die Punkttransformation (B) vor und setzen die Koeffi
zienten von x', y', z' proportional zu u', v', ic', so sehen 
wir. daß

{ru ' = an m 4- a21 u 4- a3I w , 
V v ' = a12 ti -j- a„« + a32 w , 
vw' = aizu + a23 0 + a33 w .

Dieses Gleichungssystem läßt sich aber umkehren und 
ergibt

{au — x^u' 4- + a!3 w' ,
cd = a21w'+ a,2f'+ a23 w', 
aw = a31u' -f- x3tv' + a33 w' , 

ro die bekanntlich die betreffenden Unterdeterminanten der 
Ls von Null verschieden vorausgesetzten Substitutionsdeter- 
linante (axl a22 a33) sind.

Wenden wir nun die Substitutionen (B) und (C*)  auf (A) 
m, so ergeben sich Gleichungen

•) Genauer bei Doehlemann, Geom. Transf. I. Bd. Leipzig 1902.

( x' - ax„y' 4- a13z' = six^u' 4- a12r'4- o13<) .
D) < a21 x' + a22 y' + a23 z' = s(a21w" 4- aS3v' + a23zc') ,

l u31 x u32 y + “33 z = b(^3xw — ^32 v ~ a33w j ,
die sich entweder nach den x', y', z' oder nach den u', v', w'
auflüsen lassen und die x'. y', z’ als lineare, homogene Funk
tionen der u', v', w' und umgekehrt ergeben. Die allgemeine 
Form der Korrelation ist also

f gx = dn u 4- a12 v -4 d13w, öu — S^x 4- Ä21y 4- ä3lz , 
(E) < yy = a31 u 4- d22 v 4- d23w, ov = ä12a: 4- ä^y 4- ä32z ,

l öz = “si “4-d32»4-a33w, ßv = ä1Jz4 523y4äJiz , 
wobei selbstverständlich während der ganzen Untersuchung 
die x, y, z usw. auch auf ein beliebiges Koordinatendreieck 
bezogen gedacht werden können. Die Transformation (A) geht 
aus (E) hervor, wenn man nicht nur den Ecken des Koordinaten
dreiecks der einen Ebene die Seiten des Koordinatendreiecks 
der zweiten, sondern auch dem Punkt (1, 1, 1) die Gerade 
(1,1,1) entsprechen läßt*).

40. Die Gleichungen der Tangente bzw. des Berüh
rungspunktes. Den dualistischen Standpunkt hat Plücker 
in seinem System der analytischen Geometrie (1831) und 
der Theorie der algebraischen Gurren (1839) auf die alge
braischen Kurven und deren Singularitäten angewandt.
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„Wenn auf einer geraden Linie ein Punkt kontinuierlich 
fortrückt, während die gerade Linie selbst um diesen Punkt 
sich kontinuierlich dreht, wird ein und dieselbe Kurve von 
jener geraden Linie umhüllt und von diesem Punkte be
schrieben.“ So sagt er wörtlich in dem letzteren Werke. 
Gerade und Punkt auf ihr sind Tangente und Berührungs
punkt, wie wir schon in Nr. 35 angedeutet haben. Es obliegt 
uns, die Gleichung der Tangente bzw. des Berührungs
punktes in allgemeiner Form für eine in Punkt bzw. Linien
koordinaten gegebene Kurve aufzustellen.

Sei
(9 ) , <r2 , Zg) = 0
die Gleichung einer Kurve nter Ordnung, bezogen auf 
ein beliebiges Koordinatendreieck, , f2, f3) ein Punkt 
auf ihr, dessen Tangente wir suchen. Wenn wir, wie üb
lich, unter S //c den Wert von c f/6 x^, für xt = ver
stehen, so erhalten wir aus (9) sofort die zwei Gleichungen

-9^8^ + • dfjd^ + d§3 -ßf/d^ = o.
Die erste geht aus dem Eulerschen Theorem über 

homogene Funktionen hervor, gemäß welchem die linke 
Seite der Gleichung gleich f3), also gleich
Null ist*),  die zweite ergibt sich durch Differentiation der 
Gleichung f2, f3) = 0 . Sei nun oc1 xs 4" a2a;2

*) VgL z. B. Serret-Scheffers, Differentialrechnung, 4./5. Aufl. 
Leipzig 1908; i. d. 3. Aufl. Nr. 91 u. Nr. 139.

4- a3 x3 = 0 die Gleichung der gesuchten Tangente, so 
muß, da einerseits der Punkt , f2 , f3), andererseits der 
Punkt -j- d'^ , f2 4~ df2 , f3 4- dta) auf ihr liegen muß, 
das Gleiehungspaar bestehen

i \ J £1 ' al T fs " + ^3 ' «3 = 9 ,
' ’ [ d^ • ax 4- • a2 -}- <f^3 - <x3 = 0 ,
wobei die letzte Gleichung durch eine leicht ersichtliche 
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Subtraktion entstand. Diese Gleichungen (11) gehen aber 
aus den Gleichungen (10) hervor, indem man 8 f/ö durch 
«i ersetzt, und es ergibt sich also ■&<xi = cf/S^. Die 
Gleichung der Tangente an die Kurve f in einem Punkt 
(5i > 5a i 5a) lautet also
(12) x3 • 8^8^ 4- z2 • 8fj8i2 + xs • = 0 .

Wir dürfen nur alles ins Dualistische übertragen, um 
sofort sagen zu können: Die Gleichung des Berührungs
punktes einer Tangente (iq , r2 , r3) an eine Kurve 
99(14 , w,, u3) = 0 lautet:
(13) v, • 8<pj8i\ 4- m2 • 8<pl8 r2 -|- w3 • 8<p{8 r3 = 0 .

Bem. Diese Ableitung der Tangentengleichung ist völlig 
von der Wahl der Variablen xt, x3, x3 unabhängig, da sie im 
Grunde auf dem Taylorschen Lehrsatz beruht. Ersetzen wir 
in (12) die durch x, y, 1, die 4 durch J, y , f, so erhält 
man zunächst x • cfc^ + y • cf^cy + cjc: = 0 und wenn man 
nach dem Eulersehen Satz_ über homogene Funktionen 
6f/6£ = — (f • d//c" J + y • £f!£'y) setzt, die aus den Elemen
ten der Differentialrechnung bekannte Form (x — 
+ &-’/)- 8fjöy = 0 . Es wäre aber umständlich, aus dieser 
Form Gleichung (12) abzuleiten, da hierzu eine allgemeine 
Transformation zu Dreieckskoordinaten nötig wäre.

J 41. Zweite Methode des Überganges von Punkt- zu 
Linienkoordinaten und umgekehrt. Die Gleichung der 
Tangente (oder des Berührungspunktes) gibt ein Mittel an 
die Hand zu einer oft bequemen Form des Überganges 
von Punkt- zu Linienkoordinaten (oder umgekehrt). Ist 

. x2, x3) = 0 die Gleichung der Kurve und nennen 
wir die Koordinaten der Tangente in einem Punkte^, f2, f3) 
der Kurve , u2 , «3 , so ist nach (12)
(14) # = 8 f\8 , &u2 = cfjc^ , &u3 = cf <8 f3 .

Aus diesen drei Gleichungen und aus f^, £2; 53) = 0 
sind f2, £3 und & zu eliminieren. Da die ut den 
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cf d^i proportional sind, erhält man mittels des Theorems 
über homogene Funktionen
(15) Wj & + wä _u Wj = 0 ,
welche Gleichung an Stelle von f — 0 treten kann. Im 
Wesen ist natürlich diese Methode mit der in Nr. 35 dar
gestellten identisch.

Dieselben Gleichungen (14) erhält man übrigens auch, 
wenn man die Aufgabe, die Einhüllende der Geraden (15) 
zu bestimmen, für den Fall, daß die Veränderlichen der 
Gleichung f (^ , f3) = 0 genügen, mittels der sog.
Methode der unbestimmten Koeffizienten löst*).  Denn 
man hat dann f = 0 mit (15) mittels eines Parameters i? 
linear zu verbinden und diese Gleichung nach den drei 
vorkommenden Variablen zu differenzieren.

*) Vgl. z. B. Salmon-Fiedler. Höhere Kurten, S. 92 93.

Daraus entstehen die Gleichungen (14). Für den umge
kehrten Übergang hat man in (14) nur Punkt- und Linien
koordinaten zu vertauschen.

Beisp. Wir wollen mittels der zuletzt angegebenen Methode 
nun die Gleichung

<p = 271 r w2 + 4u3 = 0
(vgl. S. 10) wieder zu Punktkoordinaten transformieren. Nach 
(14) hat man für die Koordinaten des Berührungspunktes einer 
Tangente (u, v, w)

fix = cqBcu = 12«2, vy = 6q>'£v = 271w2, 
= 6<pjBw = 541t’w

oder
tz = 4u-, ry = , rz — 18Ävw.

Hieraus ergibt sich durch eine kleine Rechnung
au = 314.2: y, av = z, aw = ^y}:)..

Setzt man diese Werte in die Gleichung von y ein, so er
hält man nach Division mit 4 • 272yjy und Quadrierung die 
Gleichung

z-y = 2.x3, 
d. i. die kubische Parabel. Die Vertauschung von v, w bzw. 
y, z ergibt die semikubische Parabel.
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42. Dualität der Singularitäten. Plücker hat in 
seiner Theorie der algebr. Gurren auf Grund der oben 
zitierten Auffassung der Kurvenerzeugung die Entstehung 
der Singularitäten und ihr gegenseitiges Entsprechen aus
führlich erläutert, indem er die Bewegung der erzeugenden 
Elemente als diskontinuierlich annahm, d. h. die Kurve 
durch einen Polygonzug ersetzte. Heute ist der Gedanke 
nicht mehr so neu und wir können uns wesentlich kürzer 
fassen, nachdem wir die Plück ersehe Auffassungsweise 
schon in Nr. 40 benutzt haben.

Einem Doppelpunkt als einem Punkt der Kurve, in 
welchem diese zwei verschiedene Tangenten hat, entspricht 
in der reziproken Kurve eine Tangente, die von der Kurve 
in zwei verschiedenen Punkten berührt wird, eine sog. 
..Doppeltangente“. Damit eine Kurve Doppelpunkte habe, 
muß ihre Punktgleichung Bedingungen erfüllen, Doppel
tangenten hat jede ganz allgemeine Ordnungskurve (s. die 
Quartiken der Fig. 17 v. S. 34). Andererseits ist der Doppel
punkt ein Vorkommnis der allgemeinen Klassenkurve, 
während eine Tangentialgleichung Bedingungen erfüllen 
muß, damit die ihr entsprechende Kurve Doppeltangenten 
haben soll. Sind die beiden Tangenten des Doppelpunktes 
oder die beiden Berührungspunkte auf der Doppeltangente 
konjugiert imaginär, so ist der Doppelpunkt, bzw. die 
Doppeltangente isoliert. Fallen die Tangenten des Doppel
punktes zusammen, so entsteht die Spitze; fallen die Be
rührungspunkte der Doppeltangente zusammen, so entsteht 
die Wendetangente. Jede allgemeine Ordnungskurve hat 
Wendetangenten, jede allgemeine Klassenkurve Spitzen. 
Die Wendetangente berührt in drei zusammenfallenden 
Punkten, von der Spitze aus gehen drei in eine einzige zu
sammengefallene Tangenten an die Kurve.

Nun kann ja jede Kurve nter Ordg. bzw. rter Klasse
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in Punkt-oder Linienkoordinaten dargestellt werden. Wenn 
sie aber (für n > 2, bzw. v > 2) keine Punktsingularitäten 
(Doppelpunkt. Spitze) hat, so hat sie bestimmt Linien- 
singularitäten (Wende- und Doppeltangente), ist also als 
Klassenkurve nicht allgemein, und umgekehrt. Selbst
verständlich gibt es auch Kurven, die beide Arten von 
Singularitäten haben. Über die möglichen Anzahlen dieser 
Singularitäten und über die gegenseitigen Beziehungen 
dieser Anzahlen hat Plücker Formeln gegeben, die wir 
im zweiten Bändchen allgemein ableiten werden. Wir sahen 
aber schon in einem speziellen Falle, daß eine Spitze (Wende- 
tangente) die Klasse (Ordnung) einer Ordnungskurve 
(Klassenkurve) um 3 erniedrigte (vgl. Beisp. 1 v. Nr. 35). 
Im folgenden wollen wir noch ein Beispiel geben für eine 
Kurve mit Doppelpunkt.

Beisp. Wir wählen das Descartessche Blatt mit der 
Punktgleichung (vgl. S. 23)
(A) / = x3 — y3 — 3 a x y z = 0
und setzen gemäß (14)

du = x2 — a y z, = y2 — azz, &w — — axy
dazu nach (15)

uz-|-®y+icz = 0.
Aus diesen Gleichungen ist x, y, z , & zu eliminieren. Um 

zunächst z zu entfernen, bilden wir
du w = w x2 — a y • w z = u x- + auxy + avy2, 
dvw = wy2 — ax ■ wz = a u x2 + av x V + y* - 

woraus folgt.
w = w x? -J-avy2 .
w = au x- ■— w y2 .

Es ergibt sich sonach
(w2 — a2 u v) x2 = i&w (u w — a c2), 
(w- — a- u v) y2 = (yw — au2).

Multipliziert man diese beiden Gleichungen und setzt x-y- 
= &2 w2^2, so erhält man die Gleichung von (A) in Linien
koordinaten
(B) (w2 — a2uv)2 = 4a2(u w — at^^w — au2) , 
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also eine Gleichung vierter Klasse. Der Doppelpunkt hat sonach 
die Klasse 6 der allgemeinen Kubik um 2 erniedrigt.

43.Typische Gleichungsformen inLinienkoor dinaten.
• An der Hand der Gleichung (B) des vorigen Beispiels wollen 
wir jetzt einige der für Punktkoordinaten aufgestellten 
Sätze über Gleichungsforraen in Linienkoordinaten um
deuten. Gleichung (B) ist von der Form
(16) 02 = 0 X .

Betrachten wir zuerst die Ausdrücke 0, 0. X. Dieselas
sen sich selbst durch Nullsetzen alle auf die Form (16) 
bringen. Wäre (16) in Punktkoordinaten geschrieben, 
so würde Kurve (16) nach Nr. 12 durch die Schnittpunkte 
von 0, ¥ und von X, V hindurchgehen, dort aber überall 
die Tangente mit 0 bzw. X , gemein haben. Faßt man (16) 
als Tangentialgleichung auf, so muß demnach Kurve (16) 
die gemeinschaftlichen Tangenten von 0 und 0 selbst zu 
Tangenten und die Berührungspunkte auf diesen Tangenten 
mit 0 gemeinsam haben. Dasselbe gilt für X und V .

Beisp. 1. Wir wollen nun an Gleichung (B) direkt anknüpfen. 
Es sind u = 0, v = 0 die Gleichungen der unendlich fernen
Punkte der x- bzw. 
y-Achse, w=0 die Glei
chung des Anfangs
punktes. 0 = 
— a2 u v = 0 stellt 
demnach einen Kegel- X 
schnitt dar, der die 
Linien u = 0, w = 0 
und v = 0, w = 0, d. i. 
die Achsen, zu Tangen
ten hat. Die Berüh
rungspunkte liegen in 
» = 0 und v — C . D. 
h. der Kegelschnitt 0 
ist eine gleichseitige 
Hyperbel. In ähnlicher 
Weise findet man, daß

X

Fig. 33.
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O und X Parabeln sind mit dem Scheitel im Ursprung und der 
x- bzw. J7-Achse als Achse*) (Fig. 33).

Nun haben 0 und V die Tangente w = 0, v = 0 (y-Achsel 
gemeinsam. X und ¥ die Tangente w = 0, « = 0 (x-Achsel. 
Beide Achsen berühren 0 bzw. X im Anfangspunkt. Dort muß also 
auch die Kurve jede Achse berühren. Damit ist der Knoten in 
Linienkoordinaten aufgezeigt. Außerdem haben 0 und Y die 
Tangente w = 1 a, ® = 1 a, w = 1 gemeinsam, X und Y aber die
selbe Tangente. Für diese Tangente darf man also den eben ge
machten Schluß nicht wiederholen (vgl. Nr. 12). Sie ist vielmehr 
singulär, also im gewöhnlichen Falle Doppeltangente, eventuell 
Wendetangente. Wir wissen, daß letzteres der Fall ist und daß der 
Berührungspunkt im Unendlichen liegt. Dieser unendlich ferne 
Punkt hat die Gleichung u — v = 0. Setzt man in der Tat in 
(B) « = so ergibt sich zunächst (w — a u)- = 0, also« = 1/a, 
c = 1/a , w = 1 als Tangente von diesem Punkte aus, doppelt 
gezählt. Der Rest der Gleichung liefert w + au — +‘2,a u . 
d. i. nochmals w — a u = 0, also dieselbe Tangente im ganzen 
dreifach und außerdem ir + 3 a u = 0. Das ergibt mit u — v zu
sammen die einfache Tangente a = —1/3«, v = —1/3«, tc = 1 
(eine zur Asymptote parallele Tangente an die Schleife). Die 
Tatsache, daß von dem Punkte u — v = 0 eine dreifach zählende 
Tangente an die Kurve geht, kann sowohl eine Wendetangente 
anzeigen (ebenso wie die Tangente einer Spitze mit der Kurve 
drei zusammenfallende Schnittpunkte hat), als auch eine Doppel
tangente, auf der dann der Punkt u — v — 0 der eine Berührungs
punkt wäre (ebenso wie auch die eine Tangente eines Doppel
punktes dort mit der Kurve drei zusammenfallende Schnittpunkte 
hat). Wollte man die Entscheidung darüber unabhängig von 
Punktkoordinaten treffen, so würde man wohl am besten die 
fragliche Gerade als Achse einführen (vgl. das folgende Beisp.I 
oder man müßte die allgemeine Formel für die Tangenten eines 
Doppelpunktes (vgl. Nr. 17) in Linienkoordinaten übertragen.

Schreibt man (B) mittels der Transformation u = -zf,

.*) Man findet die Punktgleichungen dieser Kegelschnitte: 
Y = — a- = 0, 0 = y2 — 4« a: = 0, X=x- — iay =
Allgemeiner kann man sagen, daß (16), wenn ¥ , 0 , X linear 
sind, sowohl in Punkt- als in Linienkoordinaten ein System 
(Büschel-Schar) sich doppelt berührender Kegelschnitte darstellt 
(vgl. S. 22). Die Hyperbel V möge der Leser ergänzen.

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 6 
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r = — y r2. w = z in Punktkoordinaten, so erhält man die Polar
reziproke des D esc artessehen Blattes in bezug auf einen Kreis 
um den Doppelpunkt. Die Kurve ist vierter Ordnung, hat eine 
(unendlich ferne) Doppeltangente und eine Spitze mit der Tan
gente y — x = 0. Ihre Gleichung lautet, für b = r2'a, : = 1 
CI (x y — b-)2 — 4(y- + b z) (x2 + by)

Die Diskussion aus der Form (16) heraus möge der Leser 
in Analogie zum Obigen selbst machen (Fig. 34).

Beisp. 2. Wir wollen in demselben Sinne noch die Gleichung 
(D) ul u2 -4- z = 0
betrachten für ein beliebiges Koordinatendreieck (vgl. Fig. 35). 
Wir sehen, die Kurve hat die Geraden u, = 0, «3 = Gund 
m= = 0, «3 = 0 zu Tangenten. Die Gleichung des Berührungs
punktes auf der letzteren wird gegeben «lurchdieniedrigsten Glie
der in a2, a3 (bei «3 = 1), also durch u2 = 0. Die Tangente dieses 
Punktes ist also einfach. Der Punkt = 0 ist aber, da für 
ihn drei Tangenten zusammenfallen (ul = 0), eine Spitze. Die
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Gleichung des Berührungspunktes auf «, = 0, m3 = 0 wird 
gegeben durch uj = 0. Diese Tangente ist also Doppeltangente 
mit zusammengefallenen Berührungspunkten, d. h. Wendetan
gente. Wir sehen, daß die Diskussion in Linienkoordinaten 
das nämliche ergibt, was wir schon früher abgeleitet haben 
(vgl. Nr. 24).

Fig. 35.

44. Formen der Kurven 3. Klasse. Leicht macht 
sich der Leser jetzt eine Vorstellung von den Grundformen 
der Linien 3. Klasse. Der ..Serpentine“, d. i. dem unpaaren 
Zug mit 3 Wendepunkten, der den Hauptbestandteil jeder 
nichtsingulären Ordnungskubik bildet,entsprichteinZugmit 
drei Spitzen („Dreispitz“).Es gibt Formen, bei denen der Drei
spitz ganz im Endlichen liegt. Die drei Spitzentangenten 
gehen immer durch einen Punkt (vgl. Beips. 2 v. Nr. 30). 
Dem etwa vorhandenen Oval der Ordnungskubik entspricht 
wieder ein Oval bei der Klassenkubik. Das Oval der Ord- 
nungskubik muß aber offenbar so liegen, daß es von keiner 
Tangente der Serpentine getroffen wird. Denn jede solche 
Tangente würde das Oval in zwei Punkten, die Kurve also 
in 4 Punkten schneiden. Dualistisch übertragen heißt das, 
das »Oval der Klassenkubik muß so liegen, daß von keinem 
Punkte des Dreispitzes aus eine Tangente daran gelegt 
werden kann. Das Oval muß also dem Dreispitz die kon
kave Seite zukehren. Auch das Oval kann ganz im End
lichen liegen. Man braucht nur den Mittelpunkt des Grund-

6*
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kegelschnittes der polaren Übertragung in das Oval der 
Ordnungskubik zu legen, so erhält man ein Klassenkubik 
von der Gestalt der Fig. 36.

Dem Zusammenschrumpfen des Ovals einer Ordnungs-

Fig. 36.

kubik zu einem isolierten 
Punkt entspricht die Ver
dehnung des Ovals einer 
Klassenkubik zu einer iso
lierten Geraden (Doppel
tangente). Das Oval muß 
dann aber erst durch die 
hyperbolische Form gegan
gen sein (Fig. 37), worauf 
der hyperbolische Zweig 
immer flacher und flacher

gemacht werden kann. Die Formen mit reell berührender 
Doppeltangenteerhältman, wenn man in Fig. 36 oder Fig. 37

Fig. 37.

den Zwischenraum g immer schmäler werden läßt. Die 
Kurve springt dann sozusagen an dieser Stelle auf, und 
es entstehen die Formen der Figuren 38 und 39. Diese 
Kurven sind dann (vgl. II. Bändchen) nur mehr von der
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vierten, während die der Figuren 36 und 37 von der 
6. Ordnung sind. Läßt man in Fig. 39 die beiden Asym
ptoten zusammenfallen. so wird die Doppeltangente zur 
Wendetangente und man erhält die schon oft behandelte 
zu sich selbst reziproke Form der Fig. 35, wobei allerdings 
der Wendepunkt ins Un
endliche zu liegen kommt 
(andere Art des Über
gangs Theorie d. aig. K. 
S. 38). Löst man in 
Fig. 38 (oder 39) die 
Doppeltangente im ent
gegengesetzten Sinne 
auf, so kommen deren 
unendliche Teile außer
halb der Berührungs
punkte zur Geltung, und Fig. 38.

man erhält aus Figur 3S eine Form wie Figur 40. Wären wir 
von Figur 39 ausgegangen, so hätten wir eine Kurve mit 
vier reellen Asymptoten erhalten. Die Form der Fig. 40
entspricht dua
listisch derForm 
der Kurve 1 in 
Fig. 14 (S. 32) 
und kann nicht
insEndlichepro- ‘----
jiziert werden. F1S‘ 39'
Diese Art der Übergänge kann man schwerlich voraussehen 
und es ist unerläßlich, daß sich der Leser etwa ein System 
wieFig. 14 wirklich polarisiert*),  um in solchenBetrachtun- 
gen Übung zu gewinnen. Ebenso müssen wir es dem Leser 

*i So wollen wir kurz sagen für: „durch. Polarenbildung an 
einem Kegelschnitt ins Dualistische überträgt*'.
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überlassen, sich die angegebenen Formen in verschiedenen 
Lagen zur unendlich fernen Geraden darzustellen.

Beisp. Im Vorübergehen haben wir schon eine Kurve 
4. Ordnung erwähnt, die drei Spitzen hatte, dieKardioide (S. 63). 
Fig. 38 stellt diese Kurve dar. Ihre Gleichung war. auf das

(A) [f— -li a (q — §)z]2 — a-S yz2 = 0 .
Wir wollen sehen, ob das wirklich eine Kurve 3. Klasse ist. 
Nimmt man 4a z = 4, so kann man die Gleichung (A) in folgen
der Weise umformen

s 'i — iy i + iS i = 24)4 y .
Wenden wir nun eine imaginäre Kollineation an, indem wir 
y = — i y, S ~ i x (4 y = x y) und für 4 wieder z setzen, so 
geht die Gleichung über in

xy = {y+i]xy-rx)z, 
was mit

%y = +
oder mit
(B) . . }'xz + [yz-i-]xy = 0
gleichbedeutend ist, wenn man nur jeder Wurzel das doppelte 
Zeichen beilegt. Statt (B) schreibt man noch etwas einfacher 
(Division mit ]'xyz}
(B* ) x~i + y~i + z~* = 0 .
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Diese Kurve (B*)  ist von der Kardioide projektiv nicht ver
schieden. Nur sind jetzt die 3 Spitzen reell, dafür ist aber die 
Doppeltangente isoliert. Die Kurve bildet einen ..Dreispitz". 
Zur Transformation in Linienkoordinaten setzen wir nach Nr. 41

*) Die Kubik des Beisp. 2 von Nr. 4 hat demnach den isolierten 
Doppelpunkt x = y = -a .

du =—J»--, ür = —, Sw = — |z" ® . 
oder

tui = x~-, riI = y-®, ric’= j"s, 
so daß die Tangentialgleichung von (B*)  lautet 
(Ci 4- w*  = 0 .

Dies ist tatsächlich eine Kurve 3. Klasse, wie aus der rezi
proken Gleichung, die wir schon betrachtet haben i S. 10) her
vorgeht. Daß (C) die isolierte Doppeltangente u = v = w (= 1) 
hat, sieht man, sobald (C) von den Kubikwurzeln befreit ist*).

Die ganze Betrachtung ändert sich nicht, wenn man an 
Stelle von x, y , z beliebige Dreieckskoordinaten und an Stelle 
von w, v. w die entsprechenden homogenen Linienkoordinaten 
setzt. Nimmt man das Koordinatendreieck gleichseitig und die 
Punktkoordinaten (Linienkoordinaten) direkfden Abständen von 
den Seiten (Ecken) proportional, so ergibt sich die sog. „Stei- 
nersche Kurve'1 (1856). auch „dreispitzige Hypozykloide" ge
nannt. die eine Menge der merkwürdigstenEigenschaften besitzt. 
Die Gerade u = v = w ist dann die unendlich ferne Gerade 
(vgl. . . .). Eine Transformation zu rechtwinkligen Koordinaten 
würde ergeben, daß die unendlich ferne Gerade die Kurve in 
den imaginären Kreispunkten berührt (Spez. K. S. 142 ff.).

45. Kurven gleicher Potenz in Linienkoordinaten. 
Die Kurven 4. Klasse sind natürlich in ihren Formen weit 
reichhaltiger, als diejenigen 3. Klasse und wir wollen hier 
nur (in Analogie zu Nr. 20) diejenigen Grundformen be
trachten, die sichaus zwei Kegelschnitten durch „Auflösen" 
der Doppeltangenten herleiten lassen. Dieses Auflösen ist 
analytisch natürlich wiederum durch kleine Konstanten
änderungen in der Tangentialgleichung bedingt. Insbe
sondere werden alle Doppeltangenten der Kurve zu glei
cher Zeit gelöst, wenn statt (u. r) = 0 geschrieben wird
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0 (m , ») + 3 = 0. Je nachdem <5 positiv oder negativ ge
nommen wird, erfolgt die Lösung in dem einen oder an
deren Sinne (vgl. Nr. 44). Man kann auch liier die Kurven 
0 (u , e) 4- 5 = 0 als Kurven gleicher Potenz in bezug auf 
0 (w, r) = 0 (was 0 = 0 auch vorstellen möge) betrachten. 
Denn es läßt sich auch bei Linienkoordinaten der Ausdruck 
0 (!/o ’ lb) geometrisch darstellen, wenn «0, r0 die Koor
dinaten irgendeiner Geraden sind (vgl. die Fußnote von 
S. 14). Diese Kurven gleicher Potenz haben dann mit 
0 selbst und untereinander keine gemeinsamen Tangenten 
als die vom Anfangspunkt aus, von denen jede r-fach zählt, 
wenn 0 die Klasse v hat. Die Gleichung kann ja ge
schrieben werden 0 (w, v, w) -j- ö wv = 0 . Da die Lage 
des Anfangspunktes der Koordinaten aber immer willkürlich 
ist, im Gegensatz zur Lage der unendlich fernen Geraden, 
die der Kurve eine bestimmte Gestalt zuweist, hat auch die 
Bildung der Kurve gleicher Potenz einer gegebenen Kl assen- 
kurve bei kleinem <5 keinen so anschaulichen Charakter wie 
bei einer Ordnungskurve. Dies vor allem deswegen nicht, 
weil die Kurve 0 -f- <5 — 0 die Kurve 0=0 sehr wohl 
schneiden kann, wie wir sofort genauer sehen werden.

46. Formen der Kurven 4. Klasse. Wir betrachten 
zuerst das Unifolium (s. S. 35), das sowohl allein als zu 
zwei, drei bis vieren eine Kurve vierter Ordnung darstellen 
kann. Es ist das ein paarer Zweig mit einer Einbuchtung,
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der also zwei Wendepunkte hat, denen eine Doppeltangente 
(„Doppeltangente erster Art“) gegenüberliegt. Die Polari
sation gibt einen Zugmitzwei Spitzen und einem Knoten, den 
man nichtunpassend„Steigbügel“ genannt hat (vgl.Fig.41).
Solange die < 

Ordnungs- 
quartik aus ei- 
nemUnifolium 
besteht, kann 
auch die ent

sprechende
Klassenquar- 

tik ganz im 
Endlichen lie
gen, da man 
den Mittel Fig. 48.

punkt des Grundkegelschnittes zur Polarisation in einen pas
senden Punkt im Innern des Unifoliums legen kann. Die 
Reziproke einer aus zwei Unifolien bestehenden Quartik 
(vgl. Fig. 42) geht aber mindestens zweimal durchs Unend-

Fig. 44. Fig. 45,
liehe, da von jedem Punkt der Ebene an die Kurve der 
Fig. 42 mindestens zwei reelle Tangenten gehen. Fig, 43 
zeigt die reziproke Kurve. Sie ist dort aus den beiden Kegel
schnitten abgeleitet durch „Auflösung“ der beiden end
lichen Stücke, die auf den zwei gemeinsamen Tangenten 
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der Kegelschnitte zwischen den Berührungspunkten liegen. 
Die Kurve hat außer den zwei Doppelpunkten, die zu je 
einem Spitzenpaar gehören, noch weitere 4 Doppelpunkte.

Es sind das die Bilder derjenigen 
/f i 4 Doppeltangenten von Fig. 42, die beide
wZ” \ Unifolien berühren („Doppeltangenten 

/r\ zweiter Art“). Die 8 Überschneidungen 
1der Kurve mit dem zugrunde gelegten 

Kegelschnittepaar (K1; Kx) entsprechen 
Fig. 46. (jen g Doppeltangenten, die in Fig. 42

die Quartik mit dem Paar der Grundkegelschnitte gemein 
hat. In beiden Figuren handelt es sieh um „Kurven gleicher 
Potenz“ in bezug auf das Kegelschnittepaar. Die Gleichung

der Kurven hat also die Form Kj Kä + <5 = 0 . wo K,. K2 
entweder in Punkt oder in Linienkoordinaten geschrieben 
zu denken sind.



46. Formen der Kurven 4. Klasse. 91
AVohl gibt es auch eine Klassenquartik. die aus zwei 

ganz imEndlichen liegenden „Steigbügeln" besteht (Fig. 44). 
Dann sind aber zwei Doppeltangenten vorhanden, die 
zwei Doppelpunkten der reziproken Ordnungsquartik ent
sprechen (Fig. 45). Die beiden Doppelelemente gehören 
in jedem Falle auch dem zugrunde gelegten Kegelschnitte
paar an, wie die Figuren zeigen. Die anderen beiden Doppel

elemente sind aufgelöst. Die Gleichungsform ist hier 
Kj K2 + 6G = 0, wobei G im einen Falle die Ver
bindungsgerade der beiden gemeinsamen Doppelpunkte, 
•im anderen Falle den Schnittpunkt der beiden erhalten 
gebliebenen Doppeltangenten repräsentiert.

Erteilt man ö das entgegengesetzte Vorzeichen, so tritt 
bei der Ordnungskurve Trennung an denjenigen Knoten 
ein, wo vorher Verbindung hergestellt worden war (Fig. 46). 
Bei der Klassenkurve weiden die unendlichen statt der 
endlichen Teile der Doppeltangenten aufgelöst, so daß die 
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neue Kurve nicht mehr ins Endliche projiziert werden 
kann (Fig. 47)*).

•) Die Asymptoten mußten hier und bei den folgenden Figuren 
wegbleiben, da sie zu nahe an die Kurvenäste herantreten.

*•) Figuren von Klassenquartiken veröffentlichte zuerst F. Klein 
1874 u. 1876.

Löst man in Fig. 46 die zwei noch vorhandenen Knoten, 
beide im gleichen Sinne, so erhält man entweder eine Kurve 
mit vier Unifolien (s. S. 34) oder eine mit zwei Bifolien,

die sich der Leser leicht selbst vorstellt. Die zwei ent
sprechenden Klassenkurven sind in den Figuren 48 und 49 
abgebildet**).  Man entnimmt leicht der Anschauung, daß 
eine Kurve mit vier ünifolien im ganzen 28 reelle Doppel
tangenten hat Entsprechend kann man an Fig. 48 28 reelle 
Knoten abzählen, wenn man die Äste nur weit genug ver
längert. Daß dies die Maximalzahl für Quartiken überhaupt
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ist, werden wir im H. Bändchen nachweisen. Die Möglich
keit ihrer realen Existenz hat Plücker (1839) durch die 
Aufstellung der Gleichung einer Quartik mit 4 Unifolien 
zuerst gezeigt.

47. Kurven 4. Klasse mit Wendetangenten. Wir 
wollen die Herstellung derjenigen Klassenquartiken, die 
dem Ringtypus (s. S. 35) und den andern in Fig. 17 gezeich
neten Figuren entsprechen, dem Leser überlassen und hier 
nur noch Ordnungsquartiken mit Spitzen ins Dualistische

übertragen, um von Klassenquartiken mit Wendetangenten 
eine Vorstellung zu geben. Da wir schon an einem Bei
spiel (S. 86) sahen, daß eine Kurve 4. Ordnung mit drei 
Spitzen (und einer Doppeltangente) die Klasse 3 erhält, 
können wir einstweilen vermuten (und werden es im 
II. Bändchen beweisen), daß eine Kurve 4. Klasse mit 
drei Wendepunkten eine Ordnungskubik mit Doppelpunkt 
ist. Wir wollen uns deshalb zunächst Ordnungsquartiken 
mit zwei Spitzen und einem Doppelpunkt herstellen. Wenn 
man sich zwei Kegelschnitte zuerst in der Art der 
Figur 50 verändert denkt, dann die entstandene Kurve 
verzerrt, so daß nach Übergang durch einen dreifachen 
Punkt die Kurve der Fig. 51 entsteht, so kann man die
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beiden unteren Schleifen in Spitzen übergehen lassen. Alan 
erhält dann die Kurve der Fig. 52, d. i. eine Steigbügel
form mit einer Einbuchtung. Es ist sofort ersichtlich, 
daß diese Kurve zu sich selbst reziprok ist. Sie ist also 
4. Klasse und 4. Ordnung.

Einen anderen Typus einer Ordnungsquartik mit 
zwei Spitzen und Doppelpunkt erhält man aus der Kurve 
der Fig. 53. wenn man dort die beiden äußeren Schleifen 

zu Spitzen macht ( Fig. 54). Auch diese Kurve ist zu sich 
selbst reziprok. Durch Auflösen der in den Figuren 52 
und 54 noch vorhandenen Doppeltangenten erhält man 
aber sofort allgemeinere Klassenquartiken (6. Ordnung) mit 
je zwei Wendetangenten, von denen wir die endlichen 
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Formen noch, wiedergeben (Fig. 55 und 56). Wir über
lassen dem Leser, die Doppeltangenten im anderen Sinne 
zu lösen, an den Knoten der entstehenden Kurven zu ver
binden oder zu trennen, was zu immer neuen Formen Ver
anlassung gibt*).  Während die Kurven 4. Ordnung beson
ders in zwei neueren amerikanischen Dissertationen (Ruth 
Gentry 1596: W. G. Bullard 1S99) auf der von Z euthen 
(s. S. 35) gegebenen Grundlage ihrer Gestalt nach er
schöpfend klassifiziert wurden, gibt es eine ähnliche Dar- 
stellung-für Klassenquartiken noch nicht.

*i Mehrere andere Formen siehe in der Theorie d. alg.K. S. 284/6.

Beisp. Läßt man eine Strecke von der Länge a zwischen 
zwei senkrechten Achsen gleiten, so gilt für die Abschnitte m, 
n auf den Achsen immer die Gleichung m- + n- = a-. Da

m = —I m, n = — 1 r, so hat man sofort die Tangenrial- 
gleichung der erzeugten Kurve als a~2 + k'2 = a- oder 
(A) (u2- vhic2 = a-u-v2 .

Die Kurve ist 4. Klasse (Fig. 5 7) und charakterisiert sich sofort
als eine Polarreziproke zur Bernoullischen Lemniskate (S.61), 
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sowie zur Kreuz- oder Kohlenspitzenkurve (S. 56). Die Achsen 
sowohl (w = 0. w = 0 und v = 0, w = 0) als die unendlich 
ferne Gerade (w = 0, v = 0) sind Doppeltangenten (vgl. Nr. 17). 
Die Berührungspunkte ergeben sich nach dieser Nr. durch die 
Gleichungen a2 u" = w2 und a- v- = w2 als die Punkte x = +a, 
y = +a auf den Achsen, durch w2 + v2 = 0 als die imaginären 
Kreispunkte auf der unendlich fernen Geraden. Setzt man aber 
z. B..w = a u in (A) ein, so ergibt sich ul = 0 , d. h. alle vier 
Tangenten von diesem Punkte aus fallen in die x-Achse. Wir 
erklären das so, daß der Punkt eine Spitze ist, deren Tangente 
für drei zählt, während sie in dem anderen Punkte die Kurve 
nochmals berührt. Aber dieser andere Punkt ist, wie alle vier 
weiteren Berührungspunkte, selbst eine Spitze. Die Kurve 
hat also sechs Spitzen (darunter zwei imaginäre) mit drei 
Spitzendoppeltangenten (den Achsen und der unendlich fernen 
Geraden), die den Inflexionsknoten der oben erwähnten Kurven 
dualistisch entsprechen. Sie heißt „Astroide“ (Littrow 1838) 
und hat die leicht aus (A) zu erlangende Punktgleichung

2 2 2(B) x1 + y1 = d*
(J. Hermann 1715), die, nach der Art von Gleichung (B*) auf 
S. 96 behandelt, die Ordnung 6 erkennen läßt.

48. Kurvendiskussion in Linienkoordinaten. Es lag 
nicht in unserer Absicht, systematisch alle Regeln, die wir 
in Punktkoordinaten bisher gaben, auf Linienkoordinaten 
zu übertragen. In konkreten Fällen ist es nicht schwer, 
die Übertragung vorzunehmen. Die direkte Diskussion in 
Linienkoordinaten allein ist praktisch nicht besonders vor
teilhaft, vor allem, weil das Verhalten der Kurve im Un
endlichen nicht deutlich hervortritt. Wir wollen aber doch 
wenigstens ein charakteristisches Beispiel für eine solche 
Diskussion geben.

Beisp. Die Kurve mit der Gleichung
(A) (u + wj (2 m + ic) (3u + u-) -f- zr2 w = 0
(Beisp.von Reuschle) hat für positives z die Form der Fig. 58 
(vgl. Fig. 37 auf S. 84). Durch die Klammerausdrücke des ersten 
Gliedes sind die Punkte x = l,x = 2,x = 3 (A , B, C) der 
»-Achse dargestellt, v = 0 ist der unendlich ferne Punkt der 
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y-Achse, w = 0 ist der Anfangspunkt O. Die Form der 
der Gleichung zeigt nach Nr. 43 an, daß die Kurve in den Punk
ten M , B, C von den Parallelen, zur y-Achse berührt wird.
In welcher Weise diese Berührung stattfindet, kann man 
durch Betrachtung der Vorzeichen des Klammerproduktes 
der Gleichung (A) feststellen. Ein Ausdruck TT = a u 4- ß v 
y + w wird 0 für die Koordinaten u, v, w aller Geraden, die 
durch den Punkt r0 = tx/y , 
y0 = ßiy gehen, er wird oc 
für den Anfangspunkt (u 
= OO , 0=00, w = 0 ). 
Variiert man also eine Ge
rade (m , v, w) in der Ebene, 
so wird TT nur dann das Zei
chen wechseln, wenn die 
Gerade durch den Punkt 
(z0, yQ) und wenn sie durch 
den Anfangspunkt, geht. 
Nun ist z. B. die Klammer
(u 4- w) positiv für die un- Fig. 58.
endlich ferne Gerade(w = 0,
r = 0, ic = 1) . Diese Klammer wird also negativ nur 
für die Koordinaten (u, v, w) von Geraden, welche die 
z-Achse zwischen O und A treffen. Ebenso werden (2w + w) 
und (3 m + w) nur negativ für Gerade, die zwischen O und B. 
bzw. O und C hindurchlaufen. Das ganze Klammerprodukt in 
(A) kann also nur negativ werden für Gerade, die zwischen O 
und A oder zwischen B und C durchgehen. Die Kurve (A) 
kann also, da das zweite Glied der Gleichung wesentlich positiv 
ist, nur Tangenten haben, die die Strecken 0 A, bzw. B C treffen. 
Man kann sieh das bequem durch Strichelung dieser Strecke ver
anschaulichen und findet nach dieser Signierung ohne Schwierig
keit, daß durch B und C ein hyperbelförmiger Zweig gehen muß. 
Man erkennt auch, daß die hohle Seite des Zweiges durch A 
nach rechts gekehrt sein muß.

Nun ist die Gleichung (A) auch erfüllt durch diejenigen drei 
Geraden, für die eine der drei Klammem und zugleich w = 0 ist. 
Das ist aber in jedem Falle die Gerade « = 0, w = 0, d. i. die 
Abszissenachse. Die drei Tangenten von w = 0 aus fallen also 
in eine einzige zusammen und der Anfangspunkt charakterisiert 
sich demnach als Spitze mit der z-Achse als Tangente (vgl. die

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 7
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entspr. Betrachtungen über die Wendetangente S. 9). Da
nach muß die Tangente, die den durch -4 gehenden Zweig er
zeugt, sich so drehen, daß sie schließlich mit der x-Achse zu
sammenfällt, ohne daß sie jedoch andere Teile dieser Achse trifft 
als die Strecke O A. Da eine Klassenkubik Doppelpunkte nicht 
besitzen kann ( weil von einem solchen Doppelpunkt aus vier zu je 
zweien zusammenfallende Tangenten an die Kurve gingen), 
werden die Zweige durch O und A mittels zweier Spitzen sich 
in einen einzigen vereinigen müssen. Da c nur quadratisch in der 
Gleichung vorkommt, ist die Kurve gegen die x-Achse symme
trisch. Aus dieser Symmetrie folgt ohne weiteres auch, daß die drei 
Spitzentangenten sich in einem Punkte treffen. — Wie hat man 
sich den Übergang durch 7. = 0 zu negativen Ä vorzustellen?

IV. Höhere Singularitäten. Näherungs- 
kurven.

49. Superlineare Zweige. In allen unseren Beispielen 
haben wir bisher nur die sog. „einfachen Singularitäten“ 
eingehender besprochen, Doppelpunkt und Spitze als Punkt
singularitäten. Doppel- und Wendetangente als Liniensin
gularitäten. Lediglich der Ä-faehe Punkt, speziell der 
dreifache, wurde erwähnt (vgl. Nr. 16). Wir stellten uns 
denselben aber nur so vor, daß durch ihn die Kurve A-mal 
hindurchginge, ohne daß einige der k Zweige sich dort 
berührten. In dieser einfachen Form ist der Ar-fache Punkt 
leicht verständlich. Jede durch ihn gehende Gerade hat 
mit der Kurve, wenn sie nicht gerade mit einer der k Tan
genten des Punktes identisch ist, k zusammenfallende 
Schnittpunkte. Jeder der k („linearen“) Zweige hat in dem 
Punkte eine einfache Tangente. Der gewöhnliche Ar-fache 
Punkt ist eine reine Punktsingularität. Ihm entspricht als 
reine Liniensingularität die Ä-fache Tangente mit k ein
fachen Berührungspunkten.

Nun kann es aber vorkommen, daß irgendwelche Tan
genten des Ar-fachen Punktes als solche mehrfach zählen,
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auch ohne daß sie etwa anderswo noch die Kurve berühren.
Es darf nur einer der Zweige eines Doppelpunktes, um 
den einfachsten Fall zu erwähnen, eine Wendetangente in 
dem betreffenden Punkte haben. Dann ist die Singularität 
sowohl Punkt- als Linien Singularität. So betrachteten wir 
ja schon Kurven mit drei Inflexionsknoten, in denen beide 
Doppelpunktstangenten dreipunktig berührten (S. 56). 
Ebenso sind Doppeltangenten, die in Spitzen berühren 
(vgl. die Astroide S. 95) als gemischte Singularitäten an
zusehen. So einfach und anschaulich liegt aber die Sache 
bei höheren Singularitäten häufig nicht. Oft hat ein Macher 
Punkt nur eine einzige Tangente, die selbst Z-fach zählt. 
D. h. irgendeine durch den Punkt gehende Gerade hat 
dort k zusammenfallende Schnittpunkte mit der Kurve und 
von den durch irgendeinen Punkt der Tangente gehenden
Kurventangenten sind l m dieser Tangente selbst ver
einigt. Alan sagt dann, die Singularität bestehe aus einem „su
perlinearen Zweig" von der Ordnung Ä-und der Klasse l. Im 
allgemeinsten Falle besitzt eine höhereSingularitätmehrere 
superlineare Zweige.

Beisp. 1. Wir be
trachten die Kurve mit 
der Gleichung
(A) y3 = x* + yi .
Sie ist im Endlichen 
geschlossen und hat im 
Anfangspunkt einen drei
fachen Punkt, dessen 
einzige Tangente die 
x-Achse (y3—0) ist (vgl. 
Fig. 59). Um zu sehen, 
ob diese Tangente auch 
als solche singulär ist. 
könnten wir einen will
kürlichen P unkt P (x = a, 
y = 0) auf ihr annehmen, Fig. 59.
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durch ihn das Geradenbüschel legen y = z(z—a), mit diesem 
die Kurve schneiden und die Diskriminante J der resultierenden 
Gleichung in x aufstellen. So viele Wurzeln Ä = 0 die Glei
chung A — 0 hätte, so viele Tangenten von P aus an die 
Kurve fielen in y = 0 zusammen. Dieses Verfahren ist aber 
nicht kürzer, als wenn -wir die Tangentialgleichung der Kurve 
(A) bilden, die uns darüber direkt belehren wird. Wir setzen 
nach Nr. 41

-Du — Ax3 , Dv = 4y3 — 3ysz , = - y“ .
Hier können wir # = 1 nehmen, weil sich # doch aus der 

Gleichung herausheben muß, und erhalten unter Benützung der 
Gleichung- ux-rvy+wz — 0

3--- 3 — 3--- 3 —
x = }^u, y —w , wz = — li) Ju — v ] w .

Setzt man diese Weite in (A) ein, so ergibt sich nach einer 
kleinen Rechnung
(B) 256 tc (» + w)3 = 27 ul
als Gleichung von (A) in Linienkoordinaten. Die fragliche 
Tangente ist u= 0, w = 0. Wir erhalten die Gleichung der 
Berührungspunkte auf ihr, wenn wir die niedrigsten Glieder 
in u , w gleich 0 setzen (für v = 1). Es ergibt sich nur w = 0 . 
D. h. die z-Achse berührt im Anfangspunkt nur einfach. Die 
Singularität ist also eine reine Punktsingularität, trotzdem die 
drei Tangenten des dreifachen Punktes in eine einzige zusammen
gefallen sind. Man nennt sie „Spitzpunkt” (Ordnung k = 3 , 
Klasse l = 1).

Die Kurve (A) hat auch in dem Punkte M(x = 0, y = 1 ; 
v + w = 0) eine Besonderheit; denn die Gleichung kann ge
schrieben werden y^y — 1) = z4. Daß der Punkt selbst nur 
ein gewöhnlicher Punkt der Kurve ist, sieht man schon daraus, 
daß die Gerade x = 0 dort nur einen Schnittpunkt mit der Kurve 
hat. Tangente ist im Punkte AI schon wegen der Symmetrie 
die Gerade y — 1 = 0. Gleichung (A) ergibt für den Schnitt 
z4 = 0, d. h. die Tangente berührt vierpunktig. Nimmt man auf 
ihr irgendeinen Punkt an, etwa den unendlich fernen, für den 
u = 0 ist, so gibt Gleichung (B) die Berührungspunkte der 
Tangenten von diesem Punkt aus. Für u = 0 ergibt sich aber 
w = 0 und (v + w)3 = 0. D. h. von dem Punkte u = 0 geht 
eine einfache Tangente aus, die im Anfangspunkt berührt und 
drei zusammenfallende Tangenten, die in Al berühren. Diese 
Betrachtung genügt vollkommen und erweist den Punkt M als
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..Flachpunkt", der zum Spitzpunkt reziprok ist (Ordnung k = I, 
Klasse l = 3). Wir empfehlen aber dem Leser, die Gleichung der 
Kurve (B) so zu transformieren, daß die Gerade 1 eine Koordi
natenseite wird (unter Belassung der anderen Koordinatenseiten). 
Nach dem Verfahren von S. 73/74 erhält man die Transfonnations
formeln u = u', v = v', w = — v'. Setzt man diese Werte
in (B) ein und läßt die Striche an den Koordinaten wieder weg, 
so ergibt sich als neue Tangentialgleiehung 
(B*)  256 ^(w — tj = 27u4 .

*) Es hatte auch keinen Wert, mittels dflßx = 0 oder sonstwie 
die horizontalen Tangenten zu suchen. Denn man kann aus dem 
Ergebnis in keinem Falle entnehmen, in welcher Vielfachheit die 
Tangenten zu zählen sind.

Jetzt hat die Tangente in 31 die Koordinaten u = 0, iß = 0. 
Für die Berührungspunkte ergibt sich aber jetzt (niedrigste 
Glieder in u, w für v = 1) w3 = 0. Die Tangente ist also 
wirklich dreifache Tangente. Vom Berührungspunkt 31 selbst 
aus !w = 0 in(B*)]  gehen natürlich vier zusammenfallende Tan
genten an die Kurve (u*  = 0). Daraus darf man aber nicht auf 
die Klasse der Singularität einen Schluß ziehen; denn auch vom 
Anfangspunkt [w = v in (B*)]  aus gehen vier zusammenfallende 
Tangenten (w4 = 0) an die Kurve, wie ja sowohl die Gerade 
y = 0, als die Gerade y = 1 die Kurve in vier zusammenfal
lenden Punkten schneiden*).

Wie besonders deutlich die Gleichung (B*)  zeigt, ist die 
ganze Kurve zu sich selbst reziprok. Man kann sie in der Tat 
aus einer Kurve wie Fig. 52 von S. 94 sich hervorgegangen denken 
(vgl. das 2. Bändchen).

Beisp. 2. Das Bild ändert sich sofort völlig, wenn wir die 
Kurve
(I) 3T = z4 + y^
betrachten. Wie die vorige ganz im Endlichen gelegen, hat sie 
im Anfangspunkt jedoch eine Singularität zweiter Ordnung 
(Tangenten y- = 0). Daß dies aber, wie es dem oberflächlichen 
Betrachter scheinen könnte, keine Spitze ist _ sieht man daraus, 
daß y = 0 zu der Gleichung z4 = 0 führt. Übrigens wäre eine 
Spitze schon deswegen unmöglich, weil die Kurve beide Achsen 
zu Symmetrieachsen hat. Die Gestalt der Kurve findet man 
ja leicht, indem man ein paar Punkte berechnet. Daß die Kurve 
in den Punkten x = 0, y — +1 Flachpunkte hat, erkennt man 
wie im vorigen Beispiel. Die vertikalen Tangenten berühren
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in den Punkten x = y = 1)2 . 
Man sieht, daß die Kurve aus zwei 
kongruenten Blättern besteht, die 
sich im Anfangspunkt berühren 
(Fig. 60). Dort ist ein sog. „Be- 
riihrungsknoten‘; oder „Selbstbe- 
rührungspunkt"'.

Die Untersuchung, in welchem 
Grade die Tangente dieses Berüh
rungsknotens singulär ist, gestaltet 
sich hier wesentlich schwieriger. 
Da sie aber lehrreich genug ist, 
wollen wir die Mühe nicht scheuen. 
Wir stellen die Tangentialgleichung 
der Kurve auf, nach dem Verfahren 
von Nr. 34, das immer zum Ziele 
führt. Zuerst sei bemerkt, daß für

F1=- eine Gleichung
aQ x4 + alxi + a, x- — az x 4- ai = 0 , 

wenn man

♦) Vgl. die Algebra von O. Bund, Leipzig, G. J. Göschen 1897,
S. 231. Dort ist das Vorzeichen des letzten Gliedes von B unrichtig.

A = a? — 3a, a3 4- 12a0 a4 ,
5 = 27 a? at + 27 a0 al 4- 2 al — 72 a0 al — 9 a, a. az 

setzt, die Diskriminante J gegeben ist durch
27 J = 4-43 - B-*) ,

Eliminieren wir nun aus(I) und u x 4-ty 4- 1 = Odie Vari
able x, so erhalten wir

?/4 (u4 4- t4) 4- 4 r3 y3 4- y- (6 r2 — w4) 4- 4 v y 4- I = 0 
und es ergibt sich hiernach

A = u4 (u4 - 12t2 4- 12) , B = 2ws (18t2 - w4 4- 36) , 
woraus nach einiger nicht ganz müheloser Rechnung die Glei
chung folgt, gleich in homogener Form geschrieben,

u4 (u4 4-t4 - 20 t2 w2 - 8 w4) - 16 (t2 - w2)3 w- = 0 .
Daß aus (y + tc)3 = 0 unter anderem w4 = 0 folgt, weist 
wieder auf die beiden Flachpunkte t + w = 0 hin. Für die Be
rührungspunkte auf der singulären Tangente w = 0, w = 0, 
wegen deren wir die Transformation gemacht haben, erhalten 
wir aber durch die Koeffizienten, der höchsten Potenz von v
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(r6i die Gleichung w-2 = 0. Die Tangente zählt also wie der 
Punkt zweifach. Der Berührungsknoten hat die Ordnung k = 2 
und die Klasse Z = 2, ist also zu sich selbst reziprok.

50. Leichtere Bestimmung von Ordnung und Klasse 
einer Superlinearität. Wenn man bedenkt daß das vorige 
Beispiel eines Berührungsknotens das allereinfachste dieser 
Art ist. so wird man die Behandlung höherer Singularitäten 
auf diesem Wege für aussichtslos halten. Die letzte Be
merkung beim. Beispiel 1 der vorigen Nummer aber weist 
einen Weg, wie man l sofort bestimmen kann, wenn k und 
die Punktgleichung der Kurve bekannt ist. Jede Gerade 
durch den ausgezeichneten Punkt schneidet ja den super
linearen Zweig in k zusammenfallenden Punkten. Nur die 
ausgezeichnete Tangente selbst hat noch mehr Schnittpunkte. 
Um wieviel mehr? Von jedem ihrer Punkte gehen l zusam- 
menfallende Tangenten an die Kurve. Die zugehörigen Be
rührungspunkte sind alle auch im singulären Punkt ver
einigt. Sie vermehren die Anzahl der zusammenfallenden 
Schnittpunkte der singulären Tangente um l, so daß die 
Gesamtzahl k -f- l wird. Wenn nämlich eine sich um einen 
einfachen Kurvenpunkt drehende Gerade in die Tangente 
übergeht, tritt allemal ein neuer Schnittpunkt dazu, und 
■wir können uns vorstellen, daß dies bei unserer Singularität 
Z-mal eintritt. Da nun die Zahl der zusammenfallenden 
Schnittpunkte der singulären Tangente, sowie auch die Ord
nung k aus der Punktgleichung ohne weiteres ersichtlich 
ist, erhält man auch die Klasse l jedesmal mit Leichtigkeit. 
Wäre die Tangentialgleichung und somit auch die Klasse 
l gegeben, so. wird die Zahl k -j- l, wie eine dualistische 
Betrachtung ergibt, durch die Anzahl der zusammenfalleii- 
den Tangenten bestimmt, die von dem singulären Punkt aus 
an die Kurve gehen. Der Berührungsknoten des vorigen 
Beispiels zeigt dieses dualistische Verhalten sehr deutlich.
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51. Näherungskurven für singuläre Punkte. Die 
Spitzpunktsparabel. Einen wirklichen Beweis konnten 
wir in der vorigen Nummer für die dort plausibel gemachte 
Tatsache nicht geben. Will man das Verhalten einer Kurve 
in einer Singularität näher studieren, so ist es eben un
möglich, mit der ganzen Kurvengleichung zu operieren. Man 
wird vielmehr zweckmäßig Näherungskurven verwenden, 
wie solche für einfache („lineare") Kurvenzweige durch die 
ersten Glieder einer Tay lorschen Reihenentwickelung ge
geben sind. Lange vor Taylor, schon um das Jahr 1669, 
hatte aber Newton. zunächst zum Zwecke der Gleichungs
auflösung, ein Verfahren angegeben und es in einem Briefe 
von 1676 durch eine graphische Methode erläutert und ver
bessert, mittels dessen er aus einer unentwickelten alge
braischen Funktion von x, y die eine VariableineinenachPo- 
tenzen der anderen fortschreitende Reihe entwickeln konnte.

Dieses New ton sehe Verfahren haben dann Stirling, 
de Gua und Cramer (vgl. Seite 6) auf die Untersuchung 
von Kurven angewendet und es so erweitert, daß es ins
besondere auch für Entwickelungen in singulären Punkten 
brauchbar wurde. Die Reihen werden für superlineare 
Zweige von allgemeinerer Art, als die Taylorsche Reihe, 
indem sie nicht mehr nach ganzen Potenzen fortschreiten*).  
Um gleich zu zeigen, wie man auf solche Weise Näherungs
kurven erhält, nehmen wir das oben erwähnte Beispiel der 
Kurve yz = xA -f- y* . Wir setzen die Gleichung einer 
Näherungskurve versuchsweise y = Xxs und suchen, indem 
wir diesen Wert in die Gleichung einsetzen, 2 und <3 zweck
mäßig zu bestimmen. Die Substitution ergibt die Gleichung 
(1) ari + = 0 .

*) Auf die moderne Grundlegung der Theorie dieser Reihen, die 
von J. Puiseux (1850) angebahnt wurde, können wir in diesem 
Bändchen nicht eingehen. Vgl. Pascals Repertorium d. höh. Math., 
2. Auf!., Bd. H, 1. Hälfte, Leipzig 1910, S. 294.
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Diese Gleichung liefert die Schnittpunkte der „höheren 

Parabel“ y = /.xt mit der Kurve. Da ö im allgemeinen 
keine ganze Zahl ist, kann man ohne nähere Bestimmung 
weder den Grad der Gleichung angeben, noch auch, welches 
die höchsten oder niedrigsten Glieder sind. Wir suchen 
nun zunächst <5 so zu bestimmen, daß mindestens zwei der 
Exponenten gleich werden, und zwar sollen dies dann die 
niedrigsten Exponenten sein. Der Grund hierfür wird gleich 
ersichtlich werden. Nachdem wir die Möglichkeit 4 6 = 36 
zu setzen, ausgeschieden haben, können wir versuchen 
46 = 4, also 6 = 1 zu setzen. Dann würden aber die 
beiden zugehörigen Glieder den Exponenten 4 , das letzte 
Glied den Exponenten 3 erhalten, entgegen unserer Absicht. 
Es bleibt also übrig 3 6 = 4, 6 = -^ zu setzen. Dann lautet 
die Gleichung
(2) z4«3! + (1 — z3)^ = 0
oder nach Division mit x4
(3) + (1 — z3) = 0 .

Wenn wir in (2) den Bruchexponenten beseitigen, so 
sehen wir erstens, daß die Gleichung, wie es sein muß, vom 
16. Grade ist und daß man sie mit x12 dividieren kann. 
Bei beliebigem 2 fallen also 12 der 16 Schnittpunkte der 
Parabel y3 = Äz4 mit der Kurve in den Anfangspunkt. 
Dadurch nun, daß in (2) gerade die niedrigsten Glieder 
wenigstens in der Zweizahl auftreten, können wir eine 
noch weitergehende Annäherung für den Anfangspunkt 
erzielen. Wenn wir nämlich im vorliegenden Falle 2 so 
wählen, daß Z3 = 1 wird, verschwinden diese niedrigsten 
Glieder und es fallen dann alle 16 Schnittpunkte in den 
Ursprung. Nun weiß man, daß die Gleichung 23 = 1 drei 
Wurzeln 2X = 1, — 1 + ^3) hat, und wir er
halten also drei voneinander verschiedene Reihenentwick- 
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hingen für den Anfangspunkt, die drei „Partialzweigen” 
entsprechen. Von diesen Partialzweigen, die zusammen 
den einen „superlinearen Zweig“ bilden, sind zwei imaginär 
und wir können diese, da sie für die äußere Erscheinung 
der Kurve nicht in Betracht kommen, hier übergehen. Die 
eine reelle Reihenentwicklung beginnt also mit y = 
und die „Spitzpunktsparabel“ yz = z4 gibt die Gestalt 
der Kurve in der Nähe des Anfangspunktes getreu wieder.

Fig. 61.

Sie hat dort dieselbe Sin
gularität, wie die Kurve 
selbst (vgl. Fig. 61). Da 
sie sich aber sehr leicht zu 
Linienkoordinaten trans
formieren läßt, kann mau 
das Verhalten des Spitz
punktes als' Klassensingu
larität ohne Mühe direkt 
erkennen. Man erhält als 

Tangentialgleichung 
2 i = 256 woraus man sofort w — 0 als Berüh
rungspunkt der Tangente u = 0, w — 0 findet. Mithin 
-erhält man das schon S. 100 abgeleitete Resultat, daß der 
Spitzpunkt überhaupt keine Linien Singularität ist.

52. Die Flachpunktsparabel. Wir wollen in gleicher 
Weise die Kurve
(A) x* + y(y — 1)3= 0
betrachten. Es ist das dieselbe Kurve, wie die eben behan
delte, nur umgeklappt um die Gerade y — 4-. Die Tan
gente des Anfangspunktes ist y = 0 . Der Punkt ist also 
für Punktkoordinaten einfach (i = 1). Aber y = 0 gibt 
a:4 = 0, nach Nr. 50 muß demnach 1= 3 sein. Setzen 
wir y = /.x*, so gibt es die Möglichkeiten 4 gleich 4 <5,
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3 <5,2 d oder <5 zu setzen. Aber nur im letzten Falle wer
den die zwei betreffenden Glieder die niedrigsten der 
Gleichung. Wir haben nun noch, um eine weitere An
näherung zu erzielen, z = 1 zu setzen, 
und zwar gibt es hier nur diesen einen | 
Wert von z. Der Zweig ist wirklich I I
„linear“. Als Näherungskurve erhält l I
man die „Flachpunktsparabel“ y = x1 l I
(Fig. 62). In Linienkoordinaten lautet l /
die Gleichung 27 z«4 = 256vw.’3, die \ /
für die Berührungspunkte auf u — 0 , \ /
w — 0 die Gleichung w3 = 0 ergibt. \ j 
Die Klasse l ergibt sich also direkt zu x,
I = 3 . Die Näherungsparabel hat hier F.
allerdings nur 10 Schnittpunkte mit
der Kurve im Anfangspunkt gemein. Natürlich hätte die
Kurve y = x1 4- yi, 
die ganz ähnlich aus
sieht wie die mit der 
Gleichung y3 = xi 
+ y^ , aber keinen 
dreifachen Punkt in 
x = 0 , y = 0 hat, für 
den Flachpunkt diesel
be Näherungskurve er
geben, die hier alle 
16 Schnittpunkte mit 
der gegebenen Kurve 
im Anfangspunkt ge
mein hätte.

Bem. Vielleicht hat
der Leser selbst schon bemerkt, daß die Spitzpunktsparabel und 
die Flachpunktsparabel projektivisch identisch sind. In ihren 
Gleichungen erscheinen nur y, z bzw. v, ic vertauscht. Ver-
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tauscht man aber y oder z mit x, so erhält man eine hyper
bolische Form. z. B. y3x = z4, wo die Achsen jetzt die Tan
genten der beiden unendlich fernen Singularitäten dies. Das 
drückt sich in der durch Fig. 63 charakterisierten Weise aus. 
Die endliche Form all dieser Kurven ist eben durch Fig. 59 
gegeben.

53. Näherungskurven des Berührungsknotens. Der 
Berührungsknoten bietet auch bei dieser neuen Art der 
Behandlung Interessantes. Wir hatten die Gleichung 
y3 = xi + yi . Setzen wir y = }.x^ , so ergibt sich 
Ä3x3* = xi — z4a4Ä und man findet ohne weiteres 5=2 
und z2 = 1. Es ist also eine aus zwei reellen linearen 
Zweigen (für z = +1) bestehende Superlinearität vorhan
den. die die beiden gewöhnlichen Parabeln y = 4-a:2 als 
Näherungsparabeln hat. Das charakterisiert den Berüh- 
rungsknoten. Sämtliche 16 Schnittpunkte liegen im 
Anfangspunkt. Die Transformation zu Linienkoordinaten 
ergibt, wenn man die Gleichungen der zwei Parabeln multi
pliziert, — 16 r2 w- = 0, also zr2 = 0 als Gleichung der 
Berührungspunkte für die Tangente u = 0, w = 0 - 
die Singularität als doppeln bezug auf Punkt urS Ttm- 
gente erwiesen ist. Alle ReehnungsschwierigkeitÄ sind 
jetzt beseitigt nach Einführung der ersten Glieder der 
Reihenentwicklungen an Stelle der Kurvengleichung selbst.

Wir wollen dasselbe Beispiel gleich benutzen, um zu 
zeigen, wie man ein zweites Glied der Entwicklung be
stimmen kann. Zu diesem Zwecke setzen wir y = x3 + /.i x? 
in die Gleichung ein. Dadurch erhalten wir

2/zx£+2 + /t2xäe = xs + 4/za:^6 + Öu2«2^4 i 
+ 4h3z3£+2-j-u4^ .

Hier muß man schon einigermaßen herumprobieren, 
nm zu sehen, daß es zwei Möglichkeiten gibt, bei denen 
die Gleichsetzung zweier Exponenten zugleich diese Ex- 
ponenten zu den niedrigsten werden läßt. Dies tritt näm-
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lieh dann ein, wenn erstens e + 2 = 2e, also e = 2 gesetzt 
wird. Die beiden zugehörigen Glieder werden dann 4. Ord
nung. alle übrigen 8. Ordnung und man erhält u = —2 . 
Dann wird aber y — —a2 und es ergibt sich also nm- die 
andere, schon oben gefundene Näherungsparabel. Die 
zweite Möglichkeit ist e 4- 2 — 8 , e = 6 zu setzen. Man 
erhält dann /z = 4. Die entstehende Gleichung hat Glieder 
vom 8., 12., 16., 20. und 24. Gradeund.es fallen 12 Schnitt
punkte von den vorhandenen 24 in den Anfangspunkt. 
Die Näherungskurve heißt jetzt y = x2 -r 4a:6 und ist 
natürlich durch die entsprechende y = —x- — 4 z6 zu 
ergänzen.

Beisp. Schon die beiden ersten Parabeln zeigen bei der 
soeben behandelten Kurve an, wie die Zweige in dem singulären 
Punkt zu durchlaufen sind. Nach dem bloßen Ansehen der Big. 60 
könnte man ja auch glauben, es stießen von rechts und links 
je eine Spitze zusammen. Aber es ist offenbar, daß dann die 
Kurve mindestens von der 6. Ordnung sein müßte. In der Tat 
hat eine Kurve mit der Gleichung yl = xs + ys, die im übrigen 
ganz ähnlich verläuft, wie die der Big. 60, eine solche Singulari
tät im Ursprung. In der Nähe der Punkte x = 0, y = + 1 ist 
diese neue Kurve noch flacher als die vorige, da die Tangente 
dort 6 punktig berührt. Auch könnte man etwa meinen, in Big. 60 
hingen die beiden Blätter durch zweiWendepunkte zusammen. 
Aber auch dann müßte die Kurve mindestens 6. Ordnung sein. 
Eine solche Singularität besitzt die Kurve y° = x6 + y* im An
fangspunkt. Im übrigen verläuft sie ganz ähnlich, wie die Kurve 
y4 = xG + ys. Der Leser möge für diese beiden Sextiken die 
Näherungskurven des Anfangspunktes selbst aufstellen.

Bem. Zur genaueren Bestimmung der Borm einer Kurve 
ist häufig auch der Krümmungskreis von Nutzen. Die Näherungs
parabeln nun lassen diesen viel leichter bestimmen, als dieKurven- 
gleichung selbst. Ihr Krümmungskreis ist ja wegen der innigen 
Berührung mit dem der Kurve identisch. Nach der Eormel der 
Diiferentialrechnung .ß = (1 + y'-^iy" erhält man für y = xr, 
also für den Spitzpunkt, den Krümmungsradius R = 0, für 
y = xi (Blachpunkt) R = oo, für die Parabel y — x2, also für 
die Kurve der Eigur 60 R = f -

Gradeund.es
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Schreibt man übrigens die Gleichung des Krümmungskreises 
einer Kurve für den Anfangspunkt, wo die Tangente y = 0 sei, 
in der Form z2 + y2 — 2A y = 0, so erhält man für diesen Kreis 
nach dem eben dargelegten Verfahren die Näherungsparabel 
ar — ^Ry = 0, die eben den Krümmungsradius R hat, da all 
ihre Schnittpunkte mit dem Kreis in den Anfangspunkt fallen. 
Für alle Punkte dieser Parabel ist 1 2Ä = y x2. Insbesondere 
ist dies auch für x —>0, y—>0 der Fall. Im Grenzwert muß 
aber der Krümmungsradius der vorliegenden Kurve mit dem der 
Parabel übereinstimmen. Die Formel 1 2Ä = y 'x2 gilt also für 
jede Kurve, wenn x —> 0 , y —> 0 genommen wird. Nach dieser 
Formel läßt sich insbesondere für jede höhere Parabel y = 
(3 irgendeine rationale Zahl) der Krümmungsradius des Anfangs
punktes sofort angeben.

54. Die höheren Parabeln und Hyperbeln. Bevor wir 
nun dazu übergehen, das praktische Verfahren zu erörtern, 
das Newton in jenem Briefe von 1676 zum erstenmal zur 
Sprache brachte, wollen wir ein Wort über die höheren 
Parabeln sagen, deren Gleichung
(4) y = Za/
ist. Solche treten ja, soferne man nur eine der Achsen zur 
Tangente der Kurve im Anfangspunkt macht, immer als 
erste Näherungskurven auf, ob der Punkt eine Singularität 
enthält oder nicht. Wir deuteten schon an, daß solche 
Parabeln, zunächst für ganzzahlige Werte von <5, um die 
Zeit der Einführung der Koordinatenmethode ganz allgemein 
von den führenden Mathematikern betrachtet wurden, die 
bestrebt waren, deren Flächen und Schwerpunkte, sowie 
die Volumina und Schwerpunkte ihrer Rotationskörper zu 
berechnen. Fermät spricht schon 1636 in einem Briefe 
an Roberval von der „kubischen“ und der „quadrato- 
kubischen“ Parabel, welch letztere später von Wallis die 
„semikubische“ genannt wurde. Ursprünglich kümmerte 
man sich um die Gestalt der Kurven nicht; aber schon 1656 
gab Wallis richtig an, daß bei geradem ganzzahligen 5 die 
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Kurven (4) den Typus der gewöhnlichen Parabel, bei un
geradem <3 jedoch den der kubischen Parabel haben. Daneben 
wurden auch bald die allgemeineren Kurven für rationales 
5 in bezug auf die erwähnten Verhältnisse untersucht und 
Ö dabei auch negativ angenommen, was zu den .,höheren 
Hyperbeln“ führte. Wir schließen negative 6 zunächst aus 
und setzen Ö = /r/^O 1). Dann können wir sagen, wenn 
«und v als teilerfremd angenommen werden, daß die Kurven 
für ungerade u und ungerade v vom Typus der kubischen 
Parabel sind, für gerade /z und ungerade v vom Typus der 
gewöhnlichen Parabel und für ungerade « und gerade r 
vom Typus der semikubischen Parabel. Der Anfangspunkt 
ist eine Singularität von der Ordnung r, und zwar in der eben 
beobachteten Reihenfolge vom Typus des Wendepunkts, 
des gewöhnlichen Punktes und der Spitze. Der unendlich 
ferne Punkt der «/-Achse ist eine Singularität von der Ord
nung^« — y), und zwar in derselben Reihenfolge vom Typus 
der Spitze, des gewöhnlichen Punktes und des Wende
punktes. Das geht alles aus der Betrachtung der Vorzeichen 
hervor. Für <3 < 1 vertauschen sich nur die Achsen.

Transformiert man (4) zu Linienkoordinaten, so erhält 
man
(5) wd~1v=Auä,
wenn

A =
gesetzt wird. Da die Gleichung (4) in homogener Form 
lautet z6-1 y — , so sieht man, daß jede dieser „bino
mischen Parabeln“, wie man sie auch nennt, zu sich selbst 
reziprok ist, und zwar sind eben immer die beiden Singu
laritäten zueinander dualistisch. An der kubischen und 
semikubischen, der Spitz- und Flachpunktsparabel haben 
wir das ja schon deutlich gesehen.

Für den Krümmungsradius der Kurve (4) erhält man
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nach der Bemerkung von S. 109 einfach 27.R = für 
sc -» 0. Die rechte Seite ist gleich 1 für <5 = 2 (gewöhnliche 
Parabel), gleich 0 für <5 < 2 und gleich oo für d > 2. In 
der Tat sind die Parabeln für <5 > 3 entweder Flachpunkts
parabeln (6 gerade) oder „Wendeflachparabeln“ (<3 ungerade) 
von immer höherer Ordnung. In Fig. 64 ist noch die erste

Wendeflachparabel mit der Gleichung y — x5 dargestellt. 
Wenn 6 aber ein Bruch ist, so kann die Kurve vom Typus 
der kubischen Parabel im Wendepunkt den Krümmungs- 
radius 0 oder oo haben. Das nämliche gilt von den 
Kurven vom Typus der gewöhnlichen und der semiku
bischen Parabel. Es kommt nur darauf an, ob <5 § 2 ist. 
Während z. B. bei der Spitzpunktsparabel y3 = x4 der 
Krümmungsradius im Ursprung Null ist, ist er bei der 
Parabel y3 — xs wieder oc . Der Spitzpunkt ist hier durch 
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die Vielfachheit der Tangente schon überdeckt. Hingegen 
hat y3 — xs einen eigentlichen Spitzpunkt höherer Ordnung.

Von den Wendeparabeln haben wir die Formen y = z3 
und y=x5 mit R = oc schon kennen gelernt. Die ..Wende
spitzparabel“ ys = z5 macht hingegen eine sehr scharfe 
Wendung im Anfangspunkt, wo B = 0 ist (Fig. 65). Bei 
y3 = x1 überwiegt schon /
wieder die vielfache Tan- /
gente. Hingegen ist y5 = x~ /
wieder eine Wendespitz- /
parabel höherer Ordnung. /
Von der semikubischen /
Parabel y* = x3 wissen /
wir schon, daß der Krüm- /
mungsradius der Spitze Null 
ist (S. 12), bei der „Rück- 
kehrflachparabel“ y- = z5 \
herrscht die Flachheit vor \
(R = oo), yi = x5 ist hin- \
gegen die erste „Rückkehr- \
spitzparabel“ (s. Fig. 66) \
mit sehr scharfer Spitze \
(R = 0). Fig- 66.

Die unendlichen Äste dieser Parabeln entfernen sich 
desto mehr von der «/-Achse, je mehr im Punkte x = 0 , 
y = oc die Flachheit überwiegt (Fig. 61 u. 66) sie nähern 
sich ihr um so mehr, als dort der Charakter des Spitzpunktes 
oder der scharfen Spitze vorherrscht (Fig. 62 u. 64).

Die höheren Hyperbeln (5 < 0) haben nur zwei Er
scheinungsformen. Sie sehen entweder aus wie die ge
wöhnliche Hyperbel oder wie die kubische Hyperbel 
(Fig. 23 auf S. 49). Die Achsen sind ja hier zugleich die 
Asymptoten, und da Wendepunkt und Spitze immer gleich-

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 8
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zeitig bei derselben Kurve auftreten, fallen diese beiden 
Typen in einen zusammen. Je schärfer Wendepunkt oder 
Spitze sind, desto mehr Abstand haben die Zweige von 
den Achsen, je flacher Wendung oder Spitze, desto näher 
verlaufen sie an den Achsen. Dasselbe gilt für die unend- 

p. lieh fernen Flach- oder Spitz-
t punkte. Die Figur 6 3 (S. 10 7)

für die Kurve xy3 = 1 und
! \ die Fig. 67 für xyi = 1 illu-
I strieren das Gesagte.

——-—- 55. Das analytische
Dreieck. Nun kommen wir 
zu jener praktischen Methode 

~ Newtons, die in der Cra-
: merschen Verfeinerung so-

   fort gestattet, die ersten Glie- 
-----'____________ der der überhaupt möglichen 

reellen Entwicklungen für
[ / alle drei Koordinatenecken
• mit einem Male abzulesen.

Newton schrieb die Glieder
Fi$-67- einer Gleichung ohne die

Koeffizienten nach der Art der Fig. 68 in ein Rechteck, das, 
wenn die Gleichung in ybis zum nten, in z bis zum yten Grad

X2 z2?/ x2 y3

X xy xy2 xys

0 y y1 yi

Fig. 68.

ging, (,«-j-1) Felder in horizontaler, (r-j-l) Felder in verti- 
kalerRichtung hatte, und bezeichnete dann diej enigen Felder.
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die ein Glied enthielten, das in der Gleichung wirklich vor
kam. mit einem Stern. Man spricht deshalb von dem „New
ton sehen Parallelogramm“. DiesesParaUelogrammenthält 
aber offenbar nicht alle Glieder, die in derGleichung(u 4- r)ten 
Grades verkommen könnten. Newton kam es eben nurauf 
eine Entwicklung für den Anfangspunkt an. Schon de Gu a 
berücksichtigte auch die unendlichen Zweige und erweiterte 
das Parallelogramm zu einemDreieck. In der Fig. 68 wären 
demnach oben noch die Felder mit den Gliedern x3 ,x3 y,

x3 y2; x*, x4 y; a:3, rechts die mit den Gliedern y4, x y4 ; 
y3 anzufügen. Wir können, damit die gleichmäßige Berück
sichtigung aller Ecken in Erscheinung tritt, die Gleichung 
zuerst homogenisieren, dann, wie es schon Cramer tat, 
nur die Mittelpunkte der Felder mit Punkten bezeichnen, 
diese als Repräsentanten der Gleichungsglieder nehmen und 
miteinander verbinden. Auch werden wir die Glieder ohne 
y auf der unteren, die ohne x auf der linken Dreiecksseite 
annehmen. Dann erhält das Dreieck, das de Gua „alge
braisches“, Cramer „analytisches Dreieck“ nannte, die 
Form der Fig. 69, wenn wir uns auf die Glieder bis zur

8*
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4. Ordnung beschränken. Bei den gewöhnlichen Anwen
dungen werden wir in der Ecke UI einen rechten Winkel 
zeichnen und diejenigen Glieder, die in der Gleichung 
wirklich vorkommen, durch Ringelchen hervorheben. Auch 
werden wir je nach Bedarf irgendeine der drei homogenen 
Koordinaten gleich 1 setzen.

Ist mm eines der in der Gleichung verkommenden 
Glieder xJ y^. so kann man in dem analytischen Dreieck 
£ und y als Koordinaten (in bezug auf die Ecke LU) des 
dem betreffenden Gliede entsprechenden Punktes betrach
ten. Setzen wir dann in der ganzen Gleichung y = AiC5, so 
wird aus unserem Gliede U^x^ = 2aS+ä”. Wollen wir 
eine Annäherung für den Anfangspunkt, der als auf der 
Kurve liegend gedacht ist, so müssen wir, wie oben aus
geführt, ö einen solchen Wert erteilen, daß mindestens 
zwei der Exponenten $ d r) den gleichen Wert 7 erhalten 
und 7 dann zugleich der kleinste Exponent der Gleichung 
ist. Wenn man nun fals Koordinaten auffaßt, ergibt 
sich ohne weiteres, daß alle Punkte, für die f dr/ = 7 
ist, auch wenn deren mehr sind als zwei, auf einer 
Geraden mit dieser Gleichung liegen. Je nach den ver
schiedenen Werten von 7 ordnen sich also alle Glieder in 
parallelen Geraden an, deren Abstand vom Anfangspunkt 
7/)'' 1 + d2 ist. Wir finden also diejenigen Glieder, denen 
das kleinste 7 entspricht, wenn wir zwei (oder mehr) Punkte 
wählen, deren Verbindungslinie dem Anfangspunkt näher 
ist, als irgendeine Parallele zu ihr durch einen anderen 
einem Gleichungsglied entsprechenden Punkt. Wenn wir, 
wie Newton das ausdrückte, etwa von dem niedrigsten 
Glied in y allein ausgingen, an dieses ein Lineal (längs der 
y-Achse) anlegten und dieses so lange um diesen Punkt dem 
Uhrzeiger entgegen drehten, bis es auf einen oder mehrere 
weitere Kurvenpunkte stieße, so hätten wir eben nur eine
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Entwicklung, mit der N ewt on sich begnügte. Wir müßten, 
wenn nicht der letzte von dem. Lineal berührte Punkt ein Glied 
in x allein wäre, das Lineal um diesen letzten Punkt in 
demselben Sinne weiter drehen, bis es auf weitere Punkte 
träfe und dies so lange fortsetzen, bis das Lineal bei seiner 
Drehung einenPunkt der z-Seite des analytischen Dreiecks 
berühren würde.

Der Leser wird bemerken, daß unsere obige Regel 
alle diese so erhaltenen Entwicklungen umfaßt. Ganz ent
sprechende Regeln gelten für die beiden anderen Koordi
natenecken. Indem wir alle drei gleichzeitig berücksichtigen, 
können wir auch folgendermaßen sagen: Man schließe alle 
Kurvenpunkte in ein überall konvexes Polygon ein, dessen 
Ecken sämtliche selbst Kurvenpunkten, entsprechen, dann 
geben die einzelnen Polygonseiten, mit Ausnahme derjeni
gen. die etwa auf den Seiten des analytischen Dreiecks liegen. 
Näherungskurven für die ihnen gegenüberliegenden Ecken.

Selbstverständlich ist das analytische Dreieck auch 
für gewöhnliche Kurvenpunkte, sofern diese nur in irgend, 
einer Koordinatenecke liegen, brauchbar. Das erste Glied 
der Entwicklung gibt dann freilich nur die Tangente in 
dem betreffenden Punkt. Man bestimmt aber sofort ein 
zweites Glied mit einem neuen analytischen Dreieck. Hat 
die erste Annäherung y = kafi ergeben, so setzt man 
y = kx? -j- yY in die Kurvengleichung ein und bestimmt 
yx = uia:J aus dem neuen analytischen Dreieck. Man hat 
dann nur zu beachten, daß zl > ö werden muß. Denn 
J = <5 würde die Entwicklung nicht vorwärts bringen 
und zf < 5 könnte schließlich zu negativen Exponenten 
führen, was dem Punkt x — 0, y — 0 nicht mehr ent
spräche. Übrigens kann der Fall 4 < <5 ohnehin nicht ein
treten, da das analytische Dreieck schon immer den jeweils 
kleinsten Wert von 6 ergibt.
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56. Beispiele zum analytischen Dreieck. Wir nehmen 
jetzt gleich die oben behandelten Beispiele wieder vor, um 
den Nutzen des analytischen Dreiecks deutlich zu machen.

Beisp. 1. Für die Kurve y3 = x4 + y4 (vgl. S. 99) ist 
das bestimmende Polygon in Fig. 70 wiedergegeben. Die auf den 
Seiten des Dreiecks liegenden Polygonseiten entsprechen offen
bar den Schnittpunkten mit den Achsen unter Einschluß der 
unendlich fernen Geraden. Denn sie ergeben die Gleichungen 
y3 = y* und x1 4- yl = 0 . Es gibt demnach nur eine eigentliche

Näherungskurve y3 = x4. Das analytische Dreieck ergibt also 
sofort den Exponenten und den Koeffizienten 2 des ersten Gliedes 
y = Xx* der Entwickelung. Der Nenner 3 des Bruches ä = -j 
zeigt die Ordnung der Superlinearität an, deren Partialzweige 
man erhält, wenn man alle drei Werte 1 , s, «2 von pl berück
sichtigt. Es gibt also drei Entwickelungen für den Punkt 
(darunter zwei imaginäre), die durch Vertauschung der drei Werte 
von ) 1 ineinander übergehen. Im übrigen vgl. Beisp. 1 v. Nr. 49.

Beisp. 2. Die zweite, oben betrachtete Kurve (vgl. S. 101/2) 
war y2 = x4 + y4. Das analytische Dreieck (Fig. 71) ergibt 
sofort die Näherung y2 = xf, also einen einzigen superlinearen 
Zweig im Anfangspunkt, der sieh diesmal in zwei reelle Partial
zweige y = ± x2 spaltet, die hier durch Vertauschung der beiden 
Werte von Fl entstehen. Setzen wir nun y = x2 — yt in die 
Gleichung ein, so ergibt sich (x2 + y^ = x4 + (x2 + y^. Man 
sieht auch ohne Auspotenzieren, daß das Glied x4 wegfällt, 
so daß sich das in Fig. 72 dargestellte bestimmende Polygon er
gibt. Es ist nicht ohne Nutzen, die Entstehung dieses zweiten
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Polygons aus dem ersten noch etwas näher zu betrachten. Durch 
die Substitution hat sich die Dimension der Glieder der ursprüng
lichen Gleichung nicht geändert. Auch im neuen Polygon liegen 
also die Glieder auf den nämlichen zwei Parallelen, deren 
eine in Fig. 71 strichpunktierte nur ein Glied enthielt. In Fig. 72 
sind aber diese Parallelen ganz mit Gliedern ausgefüllt, nur daß 
selbstverständlich das Glied 
z4 fehlt. Es scheint nun, als 
ob es jetzt zwei Fortset
zungen der Reihe gäbe, da 
jetzt zwei Seiten des Poly
gons dem Anfangspunkt 
gegenüber liegen. Aber die 
eine Seite ist die alte Be
stimmungslinie. Sie gibt 
yl + 2«?^ = 0, also ent- 
wedery1=Oodery1= — 2z2. _
Wir bleiben demnach mit ihr ganz im Bereiche der ersten 
Annäherung. Vielmehr müssen wir das Lineal um den auf 
dieser Geraden dem weggefallenen Glied zunächst liegenden 
Punkt (z2 yj drehen, bis es den nächsten Punkt der z-Achse 
trifft. Dieser ist hier (z8) und wir erhalten aus der obigen 
Gleichung 2 x- = zs oder yr = l-x^. Hätten wir y = —z2 + y{ 
gesetzt, so hätte sich y' = —’.z6 ergeben. Demnach haben 
wir die zwei Entwickelungen, die beginnen: y = + (z2 + iz6).

Parallel zur neuen Bestimmungslinie ordnen sich nun die Glie
der des Polygons der Fig. 72 in 5 Parallelen an, die den Dimensionen 
z8, z12, z16, z20, z24 entsprechen. Die Parallelen sind in der 
Figur gestrichelt. Auf sie verteilen sich die Glieder eines dritten 
analytischen Dreiecks, wenn man y — z2 + fz6 + y„ in die ur
sprüngliche Gleichung einsetzt, wobei zugleich das Glied zs weg
fällt. Der nächste Punkt der z-Seite des analytischen Dreiecks 
ist aber offenbar der durch die zweite Parallele getroffene Punkt 
(z12). Unser Lineal muß also durch die Punkte (z2 y„) und (z12) 
gelegt werden. Aus der Gleichung

(z2 + |z® -j- yy = z4 + (z2 + |z® + y^ 
findet man, ohne daß man alles zu entwickeln braucht, als zu
gehörige Glieder 2z2 y„ + |z12 = 4 • | • z12, demnachy^ = %xw, 
so daß die ersten 3 Glieder der beiden Entwickelungen lauten 
y = + (x- + iz6 + |z10). Auf ähnliche Weise kann man weiter
fahren, ohne daß die nötigen Rechnungen sich ins Unermeßliche 
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steigern. Auch läßt sich im vorliegenden Beispiel leicht er
kennen, daß die bestimmende Gerade sich immer um (z2 y) dreht, 
während der zweite Punkt, durch den sie geht, sich beständig 
um 4 Einheiten weiter auf der z-Seite des analytischen Dreiecks 
bewegt. Man kann demnach ganz allgemein anschreiben

y = +(z2 + lz6 + |z10 4- az1* + ßx18 -j- . . .)
und die Koeffizienten durch Einsetzen dieser Reihe
in die .ursprüngliche Gleichung bestimmen.

Beisp. 3. Legt man die Gleichung des Descartesschen 
Blattes axy = x3 + y3 (vgl. S. 23) auf das analytische Dreieck 
Ivgl. Fig. 73), so ergeben sich für den Anfangspunkt sofort die 
beiden Näherungsparabeln a x = y- und ay — x3, die in Fig. 33 
(S. 80) eingezeichnet sind und die Lage der Schleife bestimmen.

Kg- "3. Fig. 74. Fig. 75.

Beisp. 4. Die Gleichung derBernoullischenLemniskate 
ist (z2 4- y2)3 = z3 — y- (für a = 1: vgl. S. 61). Das analytische 
Dreieck (Fig. 74) gibt natürlich zunächst (schwarze Punkte) nur 
die beiden Tangenten y = +z des Anfangspunktes. Setzt man 
aber y = z 4- yx in die Gleichung, so werden die beiden Parallel
reihen ganz ausgefüllt (geringelte Punkte) mit Ausnahme des 
Punktes (z2). Aus der Gleichung findet man sofort 4 z4 = —^xy^ 
für die jetzt in Betracht kommende Bestimmungslinie, so daß 

= —2z3 wird. Die beiden Näherangskurven lauten 
y = +(z — 2 z3), Der Leser möge sie sich durch Einsetzen 
einiger Werte selbst zeichnen. Sie haben Wendepunkte mit 
den Geraden y = +x_ als Tangenten und gehen wie die kubi
schen Parabeln y = +2z3 ins Unendliche.

Beisp. 5. Um auch ein Beispiel für gebrochene Exponenten 
zu geben, behandeln wir die Kardioide, deren Gleichung ist (für 
m = a = 1; s. S.62)y2 = (x3 + y3)3 - 2x(x3 + y2). Hier gibt das 
analytische Dreieck (Fig. 75; schwarze Punkte) sofort y~ — —2z3. 
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also die beiden Partialzweige y = Ai^x* . Diese beiden Par
tialzweige sind, natürlich keineswegs überhaupt imaginär, sondern 
nur auf der Seite der positiven x. Das besagt also lediglich, 
daß die Spitze nach rechts gerichtet ist. Wir wollen ein weiteres 
Glied der Entwickelung bestimmen. Durch die Punkte, die den 
Gliedern der Gleichung entsprechen, gehen im ganzen 4 Parallele 
zur ersten Bestimmungslinie. Auf diese 4 Parallelen werden 
sich die neuen Glieder verteilen, wenn wir y = i } 2z* + in 
die Gleichung einsetzen. Wir erhalten
{yi + ») 2z*)' = [z2 + + 0 2z*)2]2 — 2x[x- + (y1 +
und damit die in der Figur geringelten Glieder, unter denen 
natürlich das Glied (z3) fehlt. Dafür ist xi noch vorhanden. 
Die neue Bestimmungslinie geht aber nicht durch den Punkt (yi), 
da das neue Glied zä y1 aufgetreten ist. Dieses mit (z4) ver
bunden gibt die Bestimmungslinie. Aus der Gleichung erhält man 

2f|2z*y1 = z4 J- 4z4 ,
also y, = —%i]2xi. Die beiden Partialzweige lauten also 
y = +0 2(z= — äz*) . Beide zusammen geben eine Kurve
5. Ordnung mit der Gleichung y3 = — |z3(5z — 4)2, die im 
Wesen wie eine semikubische Parabel aussieht, aber steiler ins 
Unendliche geht, wo sie einen Wendespitzpunkt hat.

Beisp. 6. Wenn 0=0 oder V = 0 Gerade bedeuten, die 
durch den Punkt (a, 6) gehen, A und B aber beliebige Funktionen 
in x, y sind, die nicht verschwinden für z = a , y = b , so stellt 
die Gleichung
(I) =
eine Kurve dar. die im Punkte (a, &) die Näherungskurve
(II) '
hat, wobei a0 und Ao für die Ausdrücke A (a, b) und B (a, b) 
gesetzt sind.

Verschiebt man nämlich das Koordinatensystem in den Punkt 
(a, 6), so werden die Absolutglieder in A und B gleich a0 und ßa 
(vgl. Nr. 17), während die von 0 und Y verschwinden. 0 gehe 
in 0O, 'P in Po über. Setzt man nun 0O = J, Po = y, so 
ändern sich ac, ß0 nicht und die Gleichung lautet
(III) , y) + a0]r = W, y) + ß.W ,
die, auf das analytische Dreieck gelegt, offensichtlich die Nähe
rungskurve
(IV)
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im Anfangspunkt hat. Gleichung (IV) geht aber durch Zurück
transfonnieren in (H) über.

Der bewieseneSatz schließt die derNm. 12,13 zum Teil ein. 
Wie weit er sich aber auf beliebige Funktionen $ , V ausdehnen 
läßt, ist jedesmal durch Betrachtungen am analytischen Dreieck 
zu entscheiden. Für r = 1.,« = 3 wäre er z. B. im allgemeinen 
unrichtig, für v = 2 , « = 3 ist er aber immer richtig.

57. Näherungskurven für unendlich ferne Punkte. 
Venn wir etwa für die Ecke I (y = 0, « = 0) des Koor
dinatensystems (vgl. Fig. 69 auf S. 115). die natürlich dann 
auf der Kurve liegen soll, eine Näherungskurve suchen, 
werden wir x einführen, x = 1 setzen und y nach x in eine 
Beihe entwickeln. Ergibt sich dann

y = Äx3 + + ...
und ersetzt man schließlich wieder y durch ylx, x durch 
x'x, indem man noch x = 1 nimmt, so erhält man eine 
Entwickelung der Art

y = kx1"5 4- 4- + ...
Diese Entwicklung ist auf alle Fälle absteigend. Venn 

aber <3 < 1 ist, kann es zu Anfang mehrere Glieder mit 
positiven Exponenten von x geben. Es liegen dann para
bolische Näherungskurven vor. In der Tat ist für <3 < 1 
die unendlich ferne Gerade Tangente, wie man aus der 
ersten Näherungskurve y = Xx3 erkennt. Für 3 = 1 (in 
welchem Falle y = Z die Asymptote gibt) und <3 > 1 wer
den die Näherungskurven hyperbolisch. Im letzteren Falle 
berührt die «-Achse selbst. Für die Ecke II (a: = 0 , x = 0) 
des Koordinatensystems lassen sich natürlich entsprechende 
Entwickelungen aufstellen. In allen Fällen, in denen 
Näherungskurven auftreten, die für unendlich ferne Punkte 
gelten, ist es zweckmäßig, in der Skizze die in Betracht 
kommenden Zweige etwas zu verdicken, wie dasReuschle 
vorgeschlagen hat. Sonst kommen leicht Verwechselungen 



57. Näherungskurven für unendlich ferne Punkte. 123

vor. Im übrigen bedarf das Verfahren keiner weiteren Er
läuterung und wir wollen es jetzt an mehreren Beispielen 
aufzeigen.

Beisp. 1. Für die Kurve mit der Gleichung (x- — a-)- — 4ay3 
(s. S. 24) ergibt sich durch das analytische Dreieck (Fig. 76) so
fort die Näherung 4a y3 = xl in der Ecke H. Führt man z ein 
und setzt y — 1, so lautet die Gleichung 4 a z = xi, zeigt also 
einen Flachpunkt an mit z = 0 als Tangente. Das erste Glied 
der Entwicklung für die Ecke H lautet demnach x = } 4az*. 
Wir wollen auch hier noch ein zweites Glied der Entwicklung

Fig. 76. Fig. 77.
bestimmen. Es ist zu dem Zwecke besser, das analytische 
Dreieck so zu beziffern, wie in Fig. 77 geschehen ist. Dann 
führen wir auch in der ursprünglichen Gleichung z ein, setzen 
y = 1 und x = J4 az* + . Die neuen Glieder liegen ent
weder auf der ursprünglichen Bestimmungsgeraden oder auf 
Parallelen dazu (Fig. 77). Die ursprünglichen Glieder sind durch 
schwarze Punkte bezeichnet. Das Glied (z) fällt nach der Sub
stitution natürlich weg. Sonst treten alle mit Ringelchen ver
sehenen Glieder auf. Wir brauchen aber eigentlich nur festzu
stellen, daß die zwei Glieder z- und x, z* vorhanden sind, da 
diese beiden die nächste Näherung ergeben. Man erhält aus der 
Gleichung

[() 4a z^ + rj2 — a2z2]2 = 4az
sofort: — 2a2/4az$ + 4}(4a)3z^ = 0, oder xt = |a)4a2z*, 
so daß die zwei ersten Glieder lauten x = y4az* + |a}'4a3z*. 
Führt man wieder y ein, so erhält man

x = ) 4ay* + |a}4a32/-^.
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Von jetzt ab werden natürlich alle Glieder in y negative 
Exponenten haben. Es ist selbstverständlich, daß die Bestim
mung des zweiten Gliedes der Entwicklung für die vorliegende 
Kurve wenig praktischen Wert hat. Denn sie macht kaum 
weniger Mühe als die Berechnung der wirklichen Koordinaten
werte aus der Gleichung selbst. Von desto größerer Wichtig
keit sind aber genauere Näherungskurven für Kurven höherer 
Ordnung, bei denen jeder wirkliche Punkt der Kurve nur durch 
ein längeres Näherungsverfahren errechnet werden könnte.

Da dies schon das dritte Beispiel ist, bei dem wir ein zweites 
Glied der Reihe bestimmen, wollen wir eine Regel andeuten, die 
zur Bestimmung der höheren Exponenten sehr dienlich ist. Wenn 
rir hier in die ursprüngliche Gleichung x = zzT einsetzen, so 
rgeben sich Glieder mitz, z», z4, wie ja Fig. 77 ganz deutlich 
eigt. Die Exponenten haben die konstante Differenz f . Die 
lifferenz der Exponenten in der Reihe für x ist f — (—J), 

Jso ebenfalls 4. Ähnliches können wir an den Beisp. 2 u. 5 von 
Nr. 56 feststellen. In der Tat ist dies kein Zufall und wir wollen 
versuchen, den Zusammenhang an dem vorliegenden Beispiel 
klarzumachen. Da die erste Näherung x = zzT ist und durch 
die Substitution x = zz* — z, das Glied z1 verloren geht, muß 
die neue Bestimmungslinie durch den (z1) nächst gelegenen Punkt 
auf der ersten Bestimmungslinie gehen. Das ist der Punkt 
(xL z1"!). Dieser Punkt wird mit dem (z1) zunächst gelegenen 
Punkt der Seite n-IH verbunden, das ist mit (z1+l). Setzt 
man nun xxt z1~i = ßz1+i, so erhält man offenbar x1 — yzr+i 
und man sieht jetzt deutlich, woher diese Vermehrung des Ex
ponenten um | kommt. Genau so verhielt es sich bei den an
deren Beispielen. Cramer hat diese Regel allgemein formuliert 
und auch auf die Fälle ausgedehnt, in denen die Ordnungen der 
Glieder der Gleichung sich in mehrere arithmetische Reihen 
sondern. Dann schreiten auch die Exponenten der Entwicklung 
in mehreren arithmetischen Reihen fort. Die arithmetischen 
Reihen beginnen aber überhaupt erst dann, wenn schon so weit 
entwickelt ist, daß keine Gabelungen mehr eintreten, d. h. für 
diesen Fall, daß das Glied (x1 z*) wirklich vorhanden ist. Denn 
würde etwa erst zf (o = 2, 3) vorhanden sein, so gäbe es 
noch a Werte für ar,. Diese Gabelungen müssen aber nach 
einer endlichen Anzahl von Gliedern aufhören, einfach deswegen,
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weil es ja für eine Kurve Ordnung im ganzen höchstens n 
verschiedene Entwicklungen geben kann.

Beisp. 2. Die vorgelegte Kurve sei eine Kubik mit der 
Gleichung

xy = a x3 + i x- + c x d .
Schreibt man die Gleichung 
homogen, so sieht man gleich, 
daß die Kurve in der Ecke II 
einen Doppelpunkt mit den 
Tangenten x = 0, z = 0 hat. 
Daher ist x = 0 eine Asym- 
ptoteunddie Kurve geht außer
dem noch parabolisch durch 
diesen Punkt. Das analytische
Dreieck (Fig. 78) gibt die beiden Näherungskurven xy=d, eine 
Hyperbel, die zeigt, in welcher Weise sich die Kubik der 
Asymptote nähert, und x y = az3 oder y = a z2, eineNäherungs- 
parabel für den parabolischen Zweig. Der Leser hat wohl schon 
gemerkt, daß er einen Tridens (s. S. 57) vor sich hat, in an
derer Lage zum Koordinatensystem.

Wir gaben hier die von Newton in der Enumeraiio an
genommene Gleichungsform. Das analytische Dreieck zeigtaber, 
welche Glieder zur Erzeugung der charakteristischen Form der 
Kurve nötig sind, welche nicht. Man sieht, daß sowohl 6 als c 
gleich Null sein dürfen, so daß die einfachste Gleichung eines 
Tridens lautet xy = a x3 + d .

Beisp. 3. Für die Kurve
x- (3y — 2 z) + a (x2 - xy + y-) = 0

(vgl. S. 52) haben wir seinerzeit mit einiger Mühe eine 
Näherungsparabel gefunden. Das analytische Dreieck läßt diese 
sofort als ay + 3z2 = 0 erkennen, nachdem mit y dividiert 
ist. Für den Anfangspunkt ergibt das analytische Dreieck das 
Aggregat der quadratischen Glieder als die Tangenten des iso
lierten Punktes.

Beisp. 4. Die Konchoide des Nikomedes entsteht be
kanntlich, wenn man eine Gerade um einen Punkt O sich drehen 
läßt (s. Fig. 80), und von ihrem jeweiligen Schnittpunkt P mit 
einer gegebenen festen Geraden G aus nach beiden Seiten eine 
feste Strecke PR = PP' = l abträgt. Die Punkte R, R' 
beschreiben die Kurve, deren Gleichung, auf O bezogen, lautet 

(x-+ y2) (y — a)2 — l-y-= 0 , 
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wenn, a den Abstand des Punktes O 0' von G bedeutet. Nach 
dem analytischen Dreieck hat die Kurve für den Anfangspunkt 
die Näherung (a3 — Z2) y" -r a" x- = 0 . Diese Gleichung gibt 
das Tangentenpaar des Doppelpunkts, der im Anfangspunkt 
liegt. Man sieht, daß für l > a ein Knoten, für Z = a eine Spitze, 
für Z <a ein isolierter Punkt entsteht. Dem letzten Falle ent
spricht unsere Figur. Für die Ecke I zeigt das analytische Dreieck

die Näherung an a- x" — 2axs y + x" y- = 0 , d. i. nach Ab
trennung des hier bedeutungslosen Faktors x- die Gleichung 
iy — a)2 = 0 , welche die gegebene Gerade G als doppelt zäh
lende Asymptote kennzeichnet. Entwickeln wir weiter, so muß 
offenbar jetzt eine Gabelung eintreten. In der Tat, schreiben 
wir die Gleichung in y, a allein (1 4- y-) (y — a s)2 — Z2 y- z- = 0 
und setzen y = az -r yr , so ergibt sich

[1 + (a z + yj2] yf - Z2 z2 (a z + = G
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und das analytische Dreieck (Fig. 81) zeigt, daß zwei der (schwar
zen) Punkte der ersten Bestimmungslinie weggefallen sind. Die 
neue Bestimmungslinie geht durch (z4) und (z- yl) und ergibt 
yl — P a- zl — 0 , also ^ = + a Z z2, dem- — 
nach die Entwicklung y = az — alz- oder
ly — a z)s = a2 Z2 z4, was einen Berührungs- jX „
knoten mit der Tangente y = az anzeigt, V
Kehren wir wieder zu x, y zurück, so er- 1 j XJ? \ 
halten wir die beiden Hyperbeln x (y — a) tx
= + al . A. X; t Xi

58. Aufzählung der bei Quartiken
möglichen Singularitäten. 1.Die 43 2 1 o 
Liniensingularitäten. Wer bis hier- Z«-«
her gefolgt ist, wird wohl imstande sein, F's' 8L 
auchkompliziertereKurvengleichungen zu diskutieren. Von 
großem Nutzen ist dabei allerdings, wenn man die Formen der 
Kubiken und Quartiken einigermaßen kennt. Freilichkonnte 
eine vollständige Übersichtüber die möglichen Formen auch 
nur der Kubiken nicht gegeben werden. Doch ist es, wenn 
man die Grundformen kennt (vgl. S. 46), nicht besonders 
schwierig, diese nach Art des durehFig. 21 (S. 45) erläuterten 
Verfahrens in verschiedene Lagen zur unendlich fernen 
Geraden zu bringen. Wenn man versucht, sich verschiedene 
Formen von Kubiken zu skizzieren, darf man nur nie außer 
acht lassen, daß eine beliebige Tangente, besonders eine 
Asymptote, die Kurve nur mehr in einem Punkte, eine 
Wendetangente sie hingegen gar nicht mehr schneiden 
kann. Schwieriger ist die Sache schon bei Quartiken. 
Doch ist es immerhin möglich, nach den hier gegebenen 
Beispielen (vgl. S. 34) von den meisten der singularitäten
freien Formen eine Vorstellung zu gewinnen. Indem man 
diese in verschiedener Weise projiziert oder indem man 
statt der von uns immer benützten Ellipsen Hyperbeln, 
Parabeln oder Geradenpaare zugrunde legt, auch indem 
man von einer Kubik und einer Geraden ausgeht, kommt 
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man zu den Formen mit ins Unendliche gehenden 
Ästen.

Um aber eine Übersicht über die Quartiken mit Singu
laritäten zu gewinnen, wollen wir in diesem letzten Abschnitt 
noch das analytische Dreieck in systematischer Weise heran
ziehen. Dabei wollen wir immer voraussetzen, daß die 
x-Achse Tangente der Kurve sei, so daß also in der Glei
chung das Absolutglied und das Glied (rr) von vornherein 
fehlen (Fig. 82). Dann erhält man als erste Näherungs-

Fig. 82. Fig. 83.
kurve eine Parabel y = Z x-, wo das Vorzeichen von z an
gibt, nach welcher Seite der x-Achse die Kurve gekrümmt 
ist. Nun wollen wir zunächst das Glied y festhalten und 
andere Glieder zum Verschwinden bringen. Wenn x2 fehlt, 
so existiert die Näherungskurve y = u x3, die eine Wende
tangente anzeigt. Fehlt auch a;3, so gibt die Näherungs
kurve y = vx^ das Kennzeichen eines Flachpunktes. All 
das ist uns bekannt. Das Glied ari kann nicht fehlen, weil 
sonst die Gleichung durch?/ teilbar wäre. Demnach sind alle 
einfachen Liniensingularitäten erschöpft.

2. Doppelpunkt und Spitze. Nun wollen wir das 
Glied y weglassen, das Glied a:3 aber wieder einsetzen. Soll 
y = 0 Tangente sein, so muß jetzt x2 fehlen (Fig. 83). Die 
zwei niedrigsten Glieder der Gleichung sind dann y2 und x y. 
Die Kurve hat im Anfangspunkt eine Singularität der 
Ordnung 2 mit dem Tangentenpaar y(y^r ocx) = 0 . Für 
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die a:-Achse ergibt sich sofort eine Näherungsparabel 
y J- ßx2 = 0 durch die Verbindungslinie von (xy) und 
(ßx3). Ist der Faktor y auch Faktor in m3 (x , y), so muß 
wenigstens das Glied x3 fehlen. Die Näherungskurve lautet 
dann y + yx3 = 0 , der eine Zweig hat eine Wendung im 
Doppelpunkt. Dasselbe kann gleichzeitig für den anderen 
Zweig eintreten. Denn wir können durch die Substitution 
y ccx = , y = i] die andere Tangente zur «/-Achse 
machen. Dann wird, während ein Glied 2 oder j3 , sofern 
es nicht schon vorhanden war, nicht auftreten kann, mit 
Sicherheit y2 wegfallen, ys aber wegfallen können. Das 
analytische Dreieck sieht dann für den 
Inflexionsknoten (vgl. S. 56), wenn des- jK
sen Tangenten Koordinatenachsen sind. /'i/\ 
so aus. wie es Fig. 84 zeigt. Der Winkel / m /? 
im Anfangspunkt mag den Winkel der «/ Ko» 
beiden Inflexionstangenten andeuten.
Natürlich können die Glieder dritter 0 1 2 34
Dimension in x. y ganz fehlen. Auch 
die drei mittleren Glieder von w4 (x, y) F,g' 
sind nicht nötig. So wird die einfachste Gleichung einer 
lemniskatenähnlichen Kurve, dieaußerdemlnflexionsknoten 
keine weiteren Singularitäten besitzt, lauten ■xy=xx~l—/.yi 
bei positivem x, 2. und beliebigem Achsen winkel.

Bem. Der sog. „isolierte Punkt“ ist vorhanden, wenn das 
Aggregat u2(x, y) = 0, das die Doppelpunktstangenten liefert, 
in zwei konjugiert imaginäre Faktoren (y + ilx)(y — i/.x) = 0 
zerfällt. Dann kann (bei reeller Gleichung) das Glied x2 nicht 
fehlen, sondern es fehlt x y und die beiden Glieder x- und y- haben 
gleiches Vorzeichen. Es ergeben sich zwei konjugiert imaginäre 
Entwicklungen für den Punkt. Der isolierte Punkt wird zum 
isolierten Inflexionsknoten, wenn das Aggregat u^x ^y) den 
Faktor y2 + Ä2»2 enthält. Einen isolierten Knoten, bei dem nur 
einer der Zweige eine Wendung im Doppelpunkt besitzt, kann 
eine reelle Kurve natürlich nicht haben.

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 9



130 IV. Höhere Singularitäten. Näherungskurven. 58,2,3.

Beisp. Hier sei noch die Kurve z4 — yi + x2 — 2ys = 0 
als sehr spezialisiertes Beispiel einer Kurvenform angegeben, 
auf die der Leser sonst vielleicht nicht ohne weiteres kommen
würde. Eine Quartik kann nämlich, wie die Gestalt dieser Kurve

Fig. 86.

Es bleibt uns nun übrig, wenn wir weiterhin wieder 
von dem analytischen Dreieck der Fig. 83 ausgehen, noch 

das Glied x y wegzulassen. Dann 
sind die Tangenten der Singularität 
vereinigt in y2 = 0 . Die Kurve hat, 
wenn das Glied z3 nicht fehlt, in dem 
Punkte eine Spitze, denn die Nä
herungskurve lautet ys + ^z3 = 0.

3. Der Berührungsknoten. 
Fehlt nun in der Gleichung das

Gliel z3, d. h. ist y auch Faktor des Aggregates u3 (x, y), 
so kommen die drei Glieder y2, x2y und x4 für die erste 
Näherung in Betracht (Fig. 86). Eine Gleichung
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(1) y2 — 2 Ä. x2 y z xi = 0
zerfällt aber in das Produkt
(2) [y — U + [y — U — }= o,
das zwei sich im Anfangspunkt berührende Parabeln, dar
stellt. Wir haben also zwei lineare Zweige, wie beim ge
wöhnlichen Knoten, hier aber mit derselben Tangente. Es 
liegt ein Berühnmgsknoten vor. Die Zweige sind reell für 
z < z2, konjugiert imaginär für z > z2. Im letzteren Falle 
ist der Berührungsknoten isoliert. Der Fall z = z2 er
fordert eine gesonderte Betrachtung.

Für ]z2 — z < z sind beide Parabeln nach derselben 
Seite gerichtet, für }z2 — z > Z nach entgegengesetzter 
Seite. Der Fall yz8 — z = z ist nur für z = 0 möglich, 
was ein Zerfallen der Kurve bewirken würde. Ist aber 
z = 0 , d. h. fehlt das Glied x2y. so ergibt sich lediglich 
(y — y—z x2 i (2/ + V—« ®8), also für positives z zwei kon
jugiert imaginäre, für negatives z zwei reelle Parabeln der
selben Art, wie im allgemeinen Falle. Die Parabeln liegen 
nur hier symmetrisch zur gemeinsamen Tangente.

Beisp. 1. Um noch ein in bezug auf die Gestalt charakt? 
ristisehes Beispiel zu geben (siehe im übrigen S-102), betrachten 
wir die Kurve y~ = x* — x3y (zentrischeSymmetrie!). Näherung 
für x = 0, z = 0 ist y = — x3, also dort Spitze mit z = 0 als 
Tangente. Näherung für den Anfangspunkt y = ±x3. Die 
Linien y = — x^und y = +x- schneiden sich in den Bankten 
x = +1, y = +1. Keine der Näherangskurven trifft aber die 
gegebene Kurve anderswo als im Anfangspunkt. Die Parabeln 
y = J-x2 berühren sie dort ßpunktig, also so, daß die Kurve 
gleichzeitig überschritten wird. Da ferner x — y = 0 einfache 
Asymptote ist, muß die Kurve laufen, wie in Fig. 87 angegeben.

Beisp. 2. Die Kurve y* = a3 (y-— x-), für die schon 
Gregorius a St. Vincentio in seinem Opus geometricum 
(1647) eine Konstruktion angab, wird gerne „Achterkurve“ ge
nannt. Diese Kurve hat in y = 0 , z = 0 eine Singularität mit 
z = 0 als Tangente, für die sich die Näherung —a-x- = y* er

9*



132 IV- Höhere Singularitäten. Näherungskurven. 58,3,4.

gibt. Die beiden Bestandteile y- — + iax sind imaginär. Es 
liegt ein isolierter Berührungsknoten vor.

Beisp. 3. Die Kurve ari + iß — 4^2 y + y" = 0 möge der 
Leser selbst behandeln (Theorie d. alg. K. S. 106).

4. Die Schnabelspitze. Wir haben nun den Fall 
genauer ins Auge zu fassen, daß die erste Näherung

y- — 2zz2y + ein vollständiges Quadrat bildet, was 
für x = Z2 der Fall ist. Die Gleichung der Quartik lautet 
dann
ZOX Ü — ^2)2 = {p^xy2 + ßx2y) + (yy5 + öa^y2) 
' ' + exys + .

Wir haben hier gleich die Glieder derselben Ordnung 
in Klammern zusammengefaßt. Sie sind auf der rechten 
Seite der Reihe nach von der 5., 6., 7. und 8. Ordnung für 
y = 2 a2. Setzt man also, um eine weitere Näherung zu 
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erhalten, y = za:2 + ^ , so genügt es fürs erste, nur die 
Glieder 5. Ordnung ins Auge zu fassen (vgl. Fig. 86). Man 
erhält
W l/i = + ßW + (2«^ + ß)^yi + axyfl 4-...

Da z auf alle Fälle von Null verschieden ist, brau
chen wir nur a Z 4- ß 0 vorauszusetzen, dann gibt 
yl = z(az + ß)x5 die nächste Näherung und wir er
halten die Entwicklung
(5) y — za:2 + ] z(a z + ß)x^ .
Die Kurve y = zx2 + Ax^ hat ein ganz charakteristisches 
Verhalten. Vor allem zeigt das
Glied mit dem Exponenten 4 > / /
daß sich die Kurve nicht nach / /
der negativen Seite der Abszis- / /
sen erstreckt. Der Zweig, der \ / /
dem Pluszeichen entspricht, \ //
geht vom Anfangspunkt aus, //
wo er die Parabelt/ = za2 be- ------
rührt, und steigt ohne weitere \
Besonderheiten im Tnnem der \
Parabel steil an (vgl. Fig. 88). \
Der zweite Zweig muß sich im \
Anfangspunkt ebenfalls der l
nämlichen Parabel anschmie- Flg’
gen. Hieraus allein geht schon hervor, daß auch der 
zweite Zweig seine hohle Seite zunächst nach oben kehrt. 
Wir haben eine sog. „Schnabelspitze“. Dies wird noch 
deutlicher, wenn man für den zweiten Zweig die Differen
tialquotienten y' und y" bildet. Zunächst sieht man, daß 
für y = 0 a:0 = (z/H)2 ist. Ferner gibt?/' = 0 die Abszisse 
für ein Maximum nämlich x1 = (42/5 H)2 < xg . Schließ
lich liefert y" = 0 die Abszisse eines Wendepunktes, näm- 
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lieh x2 = (82/15 J.)2 <xt. Bringt man die Gleichung in 
die rationaieForm (y — za:2)2 = M2 a:5, so ergibt sich für den 
Punkt x = 0, x = 0 als Näherungskiirre die Rückkehr- 
flachparabel y~ = M2 z5, die im Unendlichen einen Wende- 
spitzpnnkt hat und also wie die semikubische Parabel, nur 
steiler, ins Unendliche geht. Der Charakter der Figur 88 
ist damit auch analytisch vollständig geklärt.

Von Interesse ist noch, daß der Krümmungsradius Äder 
Schnabelspitze endlich ist. Er ist einfach gleich demjenigen 
(7? = 1/2 2) derNäherungsparabel y = zz2, wie man mittels 
der auf S. 110 gegebenen Formel sofort erkennt. Es er
scheint uns heute merkwürdig, daß d e Gua die Möglichkeit 
einer Schnabelspitze noch 1740 leugnete, nachdem schon d er 
Marquis de L‘Hospital in seiner Analyse des infiniment 
petits i. J. 1696 ihre Existenz, wenn auch nicht in 
analytischer Form, nachgewiesen hatte. Cramer folgte 
de Gua hierin nicht; aber erstEuler stellte 1751 in einer 
eigenen Abhandlung die bezüglichen Verhältnisse voll
ständig klar. Daß die Schnabelspitze zu sich selbst dua
listisch ist, zeigt eine Skizze der polarisierten Kurve. Auf 
die analytische Behandlung dieser (vgl. Theorie d. 
alg. K. S. 131) und der folgenden Singularitäten in Linien
koordinaten müssen wir hier verzichten.

Beisp. 1. In ein Quadrat AO BG (von der Seitenlange 2j 
ist ein Kreis einbeschrieben. Durch einen Punkt PQ des Kreises 
werde Po Pt (P, auf O C) B 0 gezogen. Der Schnittpunkt P 
von A P^ und O PB durchläuft eine Kurve mit der Gleichung 

(ix1 — ix3y + 5a;2«/2 + 2a:y3 + y*)
— iy(ix2 ixy + y^i iy* = 0 , 

wenn PB auf dem Kreise läuft. Der Leser beweise die aus der 
Fig. 89 ersichtlichen Eigenschaften der Kurve analytisch (Beisp. 
von Schonte).

Beisp. 2. Die Kurve
+ xy3 + iy1) — y (2x~ + x y + iy2) + y2 = 0 

hat wie die vorige eine Schnabelspitze im Ursprung,- besteht
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aber aus zwei getrennten Teilen. Tangenten vom Anfangspunkt 
an die Kurve, die anderswo berühren, sind die Geraden mit der 
Gleichung y = Ix für z = 00, z = —4 , z = —J. Die Gerade

Fig. 89.

y = 1 berührt die Kurve in den Punkten x = +1. Wenn das 
freie Unifolium an den Zug mit der Schnabelspitze herantritt, 
entsteht eine Borm mit Doppelpunkt (vgl. das System in Theorie 
d. ah. K. S. 111), und wenn die Schleife des Doppelpunktes sich 
zusammenzieht, eine Form mit Spitze wie im vorigen Beispiel.

5. Der Oskula- 4V, 
tionsknoten. Wir neh
men nun an, x 2 4- ß sei 
gleich Null. Dann tritt in 
der Gleichung (4) kein 
Glied mit x5 auf und wir 
müssen das Glied mit xG
noch berücksichtigen. Fis-90-
Dieses lautet 2ä(/2 + ö)xG . Auf der Verbindungslinie 
von mit (x6) liegt aber auch das Glied xsy1 (s.Fig. 90), 
dessen Koeffizient 2 x 1 -f- ß jetzt gleich x 2 ist. Demnach 
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lautet in diesem Falle die zweite Annäherung
(6) y~ = x Äx3y1 + + ^)x6 ,
die zu zwei Zweigen Veranlassung gibt:
(7) y = zx2 4- jy« 4- yi«2 4~ 4~ ö)]Zx3.
Beide Näherungskurven sind von der Form y = zx2 4- -Ix3, 
sie oskulieren die erste Näherungsparabel -y = zx2, weil 
die Differenz y — y den Faktor x3 vortreten läßt, und

sie oskulieren einander aus demselben Grunde. Die ge
nauere Untersuchung (ähnlich wie S.l 33/4) läßt die in Fig.91 
dargestellte Form erkennen. Diese Figur setzt voraus, daß 
(wenn a> 0) A für das Minuszeichen in (7) negativ wird, 
daß also ^z 4- <3> 0 ist*).  Der wesentliche Sachverhalt 
bleibt aber für yz 4~ <5 < 0 durchaus derselbe. Den Fall 
yz 4- = 0 wollen wir gesondert betrachten. Es liegt 
also ein Berührungsknoten vor, bei dem aber die Berührung

*) In Fig. 91 ist z- = 1; für die ausgezogene Kurve ist ferner 
1 = 1, für die strichpunktierte A = - .
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derZweige eskalierend ist. Man nennt die Singularität daher 
,,Oskulationsknoten‘;. Die sich, überschneidenden. Zweige, 
deren gemeinschaftlicher Krümmungskreis den Radius 
R = 1/22 hat, sind notwendig beide nach derselben Seite 
gewendet. Auch der Oskulationsknoten ist zu sich selbst 
reziprok.

Wenn + d = 0 ist, so fehlt das Glied mit a:6 in (6). 
Die Bestimmungslinie der Fig. 90 gibt also nur die eine 
Näherung = aza3 . 
Das analytische Dreieck 
liefert aber dann eine zwei
te Näherung, wenn man 
noch das Glied x1 zu Hilfe 
nimmt. Dieses lautete23a:7 
und man erhält daher 
die Näherung x 2 x3 
+ e 2 3 x1 — 0 oder yt 
= —x*-  ez3/a . Die zwei 
Entwicklungen beginnen 
also in diesem Falle so: 
(8) y1 = za:2 + x 2a:3 , 
y11 = 2 a:2 — x4 • e 23/a .

•) Fig. 92 stellt die Kurven 1/ = x"+ f x3 und yIJ = x - x1 dar.

Die Berührung der beiden Näherungskurven ist aber 
keine andere, als im Hauptfalle. In Fig. 92 ist außer a > 0 
auch 0 angenommen*).  Das Fehlen des Gliedes mita:3 
in der Entwicklung y11 ist also unwesentlich. Ja, es kann 
sogar das Glied mit x4 fehlen. Denn wenn g = 0 ist, tritt 
statt des Gliedes x~ für die zweite Annäherung das Glied 
a:8 ein. Dieses lautet fz4^8, die Näherung also x/.x3y1 
4- f 24a:8 — 0 oder yx = -x5- £ 23/a, so daß die zweite 
Entwicklung beginnt mit y11* = 2a:2 — x5 • £23/a, und 
auch y11* — y1 ist mit keiner höheren Potenz als x3 teilbar.
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Der Koeffizient £ darf allerdings dann nicht auch noch 
verschwinden, sonst wäre die ursprüngliche Gleichung 
durch y — 2xs teilbar. In allen anderen Fällen des Osku- 
lationsknotens läßt sich die Gleichung in die Form bringen 
(9) (1/ — y)2 = ?y3 + xxsys + exys+ .
wo x = <5 + ^a2 ist.

Der Oskulationsknoten ist isoliert, wenn y z + ö < 0 
und lyz + <5| > |-<x2ist. Wenn y z + <5 = —{-a2 ist, so 
liegt eine neue Singularität vor.

Bem. Wir haben bisher immer x < 0 vorausgesetzt. Ist 
nun etwa x = 0, aber ß % 0 , so handelt es sich um eine 
Schnabelspitze. Wenn aber auch ß = 0 ist, so beginnen die 
beiden Entwicklungen so: y = z x2 + z} 7 z 4- 6 • z3. Wir haben 
auch jetzt einen gewöhnlichen Oskulationsknoten. Wird aber 
nun hier 7 z 4- 6 = 0 genommen, so erhält man als zweite An
näherung yf = « z’z7. Das führt auf den folgenden Fall. Ist 
aber etwa auch r = 0 , so läßt sich die Gleichung

(y — zz2)2 — vy3 + 7 zz2 y2 — ^y* = 0 
zerlegen in ein Produkt

(y — zz2 + ^y2) (y — zz2 4- Oy2) = 0 
zweier sich im Anfangspunkt vierpunktig berührenden Kegel
schnitte -G ö = —7 . & 0 = — .

Beisp. 1. Die Kurve
(y — z2)2 = y2(x2 — y2)

hat das Aussehen der Fig. 93. Die Entwicklungen lauten 
y = x2 + z3. Durch Einsetzen überzeugt man sich sofort, daß 
jede dieser Näherungskurven die Kurve im Ursprung in 7 Punk
ten trifft, d. h. sie schmiegt sich ihrem zugehörigen Zweig 
4punktig, dem andern dreipunktig an. Der jeweilige 8te reelle 
Schnittpunkt ist aus der Figur ersichtlich.

Beisp. 2. Die Kurve
(y - x2 — iy^ (y — x2 - i y2) = ux2 y2 

besteht- für „ 0 aus zwei ineinander liegenden durch einen
Oskulationsknoten verbundenen Ovalen und zeigt für « = 0, 
für welchen Wert die Kurve zerfällt, den Übergang zum iso
lierten Oskulationsknoten bei « < 0. Das äußere Oval hat eine 
Einbuchtung für < , einen Flachpunkt für | und 
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eine isolierte Doppeltangente für j«i < . Den Fonnenwechsel 
möge der Leser selbst verfolgen.

6. Die Oskulationsknotenspitze. Wir setzen nun 
voraus, daß außer a z 4- ß = 0 auch. ;• z 4- <3 = — J a -

sei. Indem wir mit Hilfe dieser Gleichungen ß und ö aus 
der Gleichung (3) eliminieren, erhält diese die Form 
h m — = — ^2) — l^x-y2
{ ’ 4- exy^ + & ■

Man kann sie demnach auch folgendermaßen schreiben 
(11 \ ~ — i (»xy + yy2)]2 = (e + | a. y) x y3
{ } +^ + l?s)y4-

In diese Gleichung haben wir einzusetzen 
y = Äxa 4- <xlxs 4- y, .
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Diese Substitution würde, obwohl Gleichung (11) immer
hin schon eine bessere Übersicht gewährt als Gleichung 
(10), doch viele Mühe machen. Wir sehen aber aus (6). 
S. 136, wenn wir dort yx = -Ja 2x3 4- y^ setzen, daß die 
Glieder x^y^ und ze in Wegfall kommen, so daß von der 
ausgezogenen Bestimmungslinie der Fig. 90 nur das Glied 
?/5 übrigbleibt. Ferner wissen wir (vgl. S. 119), daß alle 
übrigen Glieder sieh auf Parallelen zu dieser Bestimmungs
linie anordnen. Die nächst gelegene Parallele ist nun die 
durch den Punkt (zy2), die die z-Seite des analytischen 
Dreiecks in Punkte (z’) trifft und diese Potenz ist es allein, 
die wir aus der Gleichung (11) nach erfolgter Substitution 
herauszusuchen haben. Denn (y2) mit (x') verbunden, gibt 
ohne Zweifel die nächste Bestimmungslinie. Es ist nun 
nicht schwer zu übersehen, daß die Potenz x" nur in dem 
Glied mit xys auf der rechten Seite von (11) auftreten 
kann. Jian erhält daher t/2 = (s -j- -Vocy) Ä3 x7 und damit 
die beiden Entwicklungen
(12) y = Äx2 + fa 2x ± 2}'2 (e -f- y) • x%.

Der Exponent f zeigt hier wieder an, daß eine Spitze 
vorliegt, und zwar nennt man diese höhere Singularität 
..Oskulationsknotenspitzeri Sie sieht aus wie eine sehr 
scharfe Schnabelspitze und ist ebenfalls zu sich selbst rezi
prok. Der Krümmungsradius ist natürlich auch hier 
R = 1/22. Wie die Schnabelspitze und die gewöhnliche 
Spitze, kann auch die Oskulationsknotenspitze nicht isoliert 
sein. Wenn nämlich der Ausdruck unter der Wurzel in (12) 
etwa negativ wäre, so würde das nur besagen, daß die Spitze 
sich nach der Seite der negativen x wendet. Der Ausdruck 
unter der Wurzel kann aber auch nicht Null werden. Denn 
da 2 0 ist (seit S.133), müßte e -j- -Ja y = 0 sein. Dann
zerfiele aber die durch Gleichung (11) dargestellte Kurve 
in zwei Kegelschnitte. Es ist also unmöglich, daß die Ent-
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Wicklung sich noch später gabelt als an dieser Stelle, und 
wir haben damit alle Möglichkeiten der Singularitäten 
2. Ordnung (die sämtlich auch 2. Klasse sind) bei Quartiken 
erschöpft.

Beisp. 1. Als Beispiel für die typische Form einer mit 
Oskulationsknotenspitze versehenen Quartik nehmen wir die 
Kurve

(y — ®2)2 = - y),
die durch Fig. 94 wiedergegeben wird. Die Näherungskurven 
lauten y = x°- + x*. Sie kann aus der vorigen Art (Fig. 931 
dadurch abgeleitet werden, 
daß man das linke Blatt 
in den Oskulationsknoten 
hineinschlüpfen läßt.

Beisp. 2. Das Beispiel 
(y — ®2)2 = xy3 

soll zeigen, daß in Glei
chung (11) nicht bloß a , 
sondern auch und sogar 
gleichzeitig 7 Null sein darf. 
Die Entwicklungen beginnen 
auch hier mit y = x- + x- . 
Die Kurve hat die Geraden 
x = 0 und y = x — % zu 
Asymptoten und für die erste
Asymptote die öpunktigbe- Flg'
rührende Näherungshyperbel xy = 1. Der Leser zeichne die 
Kurve, die natürlich als Projektion der vorigen Form aufgefaßt 
werden kann, selbst und lege sich noch die Frage vor, wie die 
(Quartik (y — a:2)2 = x aussieht, die aus der obigen durch Ver
tauschung von y und z hervorgeht.

7. Die Arten des dreifachen Punkt es. Wir kommen 
jetzt zu den Singularitäten dritter Ordnung, die wir zum 
größten Teil schon kennen und mit Beispielen belegt haben. 
Wir stellen hier nur die möglichen Fälle noch systematisch 
zusammen. (I) Das Aggregat der in x, y niedrigsten Glieder 
ws(x, y) zerfällt in drei verschiedene Faktoren (y — ^x) 
(y — Z, x) (y — z3 x) ; es gibt drei lineare Zweige mit den
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entsprechenden Entwicklungen y = Ä^x + z2 + ... 
(s. S. 28). (II) Der Fall, daß zwei der Z^- konjugiert ima

ginär sind, ist 
analytisch von 
dem vorigen 
nicht verschie
den; zwei Ent

wicklungen 
sind eben dann

Fig. 95. auch konju
giert imaginär (s. Fig. 13). (III) Es ist u3=(y—Zj z) 2(y—JUr). 
Die Kurve hat eine Spitze mit durchgehendem einfachen 
Zweig. Die eine Entwicklung lautet y = x + yi x? + ...,
die andere y = z^x + vx2 + . ... Die Figur 95 gibt als 
Beispiel die Kurve yx2 = x4 y4 wieder. (IV) Es ist 
u3 = (y — za:)3. Das ist der Fall des Spitzpunktes. Die 
Entwicklung gibt y — Ix + y.x^'^1 -}-... (vgl. S. 100).

Fig. 9G.
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59. Zwei Beispiele von Quintiken. Zum Schluß 
geben wir noch zwei Beispiele von Kurven 5. Ordnung mit 
einem singulären Punkt der Ordnung 3 im Ursprung.

Beisp. 1. Für die Kurve
y3 -j- a x* — b- x y- = 0

(Beispiel von Cramer) erhält man im Anfangspunkt die Nähe
rungen Vx = y3(12Schmttpunkteim Ursprung) und b-y- = ax2. 
also liegt eine Spitze mit der x-Achse als Tangente, für a > Ö 
nach links gerichtet, und ein weiterer Zweig mit Wendepunkt 
im Anfangspunkt und der y-Achse als Tangente vor, der vom 
ersten in den dritten Quadranten geht. Im Punkte y = 0, 
2 = 0 gilt die Näherung a x* 4- y3 = 0, also ist dort ein 
Wendeflachpunkt mit z = 0 als Tangente (Fig. 96).

Fig. 97.

Beisp. 2. x3 — y3 — 2z3 y + x y- = 0 .
Diese Quintik hat die Asymptote x — y = $ . Für den 

Anfangspunkt hat man zwei Näherungen. Erstens x — y3, 
zweitens (y — s2)2 = 0. Entwickelt man im zweiten Falle 
weiter, so ergibt sich y = x- + z* , also eine Oskulationsknoten- 
spitze höherer Art (Fig. 97).
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G. J. Göschen’sche Verlagshandlung G. m. b. H. 
Berlin W 10 und Leipzig

Von dem gleichen Verfasser ist ferner erschienen:

Theorie der 
ebenen algebraischen Kurven 

höherer Ordnung
Mit 82 Figuren im Text 

(Sammlung Schubert Bd. XLHI) 

In Leinwand gebunden M. 10.—
Dieses Buch soll seiner ganzen Anlage nach ein einführendes 

Lehrbuch für Anfänger sein. Beim Lesen wird nur die Kenntnis 
der Anfangsgründe der Differentialrechnung und Algebra mit 
Einschluß der Determinanten vorausgesetzt, sowie die Bekannt
schaft mit der Theorie der Kegelschnitte.

Was den behandelten Stoff betrifft, so steht das Buch dem 
von Salmon-Fiedler am nächsten. Doch hat sich der Verfasser 
bemüht, überall das in den letzten 20 Jahren neu Hinzuge
kommene mit zu verarbeiten. In dieser Beziehung ist hinzu
weisen auf das Czubersche Verfahren zur Enveloppenbestimmung, 
die Behandlung der Kurvendiskussion und der höheren Singu
laritäten, sowie auf den Abschnitt über Punktgruppen auf Kurven. 
Auch der Abschnitt über Kurven dritter Ordnung enthält Eigen
artiges. So s;nd die verwickelt scheinenden Beziehungen zwischen 
der Grundkurve, der Hesseschen. Cayleyschen und der Fun
damentalkurve dritter Klasse mit möglichst einfachen Mitteln 
präzis dargestellt. Dieser Abschnitt schließt mit der ebenfalls 
neuen Kölmel-Wienerschen Einteilung der Kubiken.

Dm den Leser direkt mit der Literatur in Beziehung zu setzen, 
sind möglichst viele und genaue Literaturangaben gemacht. 
Besondere Sorgfalt wurde auch den Figuren zugewandt, von denen 
die allermeisten punktweise gerechnet oder konstruiert sind.
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Von dem gleichen Verfasser ist ferner erschienen:

Spezielle ebene Kuruen
Mit 189 Figuren im Text

(Sammlung Schubert Bd. LVI)

In Leinwand gebunden M. 12.—

.a

Noch bis vor wenigen Jahren gab es weder in Deutschland 
noch anderswo eine zusammenfassende Darstellung der unzähligen, 
zerstreuten Arbeiten über spezielle Kurven. Das Bedürfnis einer 
solchen veranlaßte die Akademie der Wissenschaften zu Madrid 
im Jahre 1892 und wiederholt im Jahre 1895, die Herstellung 
eines Kataloges der speziellen Kurven, mit Angaben über deren 
Eigenschaften, Entdecker und Bearbeiter, als Preisaufgabe aus
zuschreiben. Dieser Anregung verdanken die Werke von Gino 
Loria und von F. Gomes Teixeira ihre Entstehung. Beide sind 
in ihrer Anlage ganz verschieden. Für Loria bildet das historische 
Moment den Hintergrund der Darstellung, Teixeira hält sich 
mehr an die Forderung eines Kurvenkataloges. Das vorliegende 
Buch möchte nun einen dritten Standpunkt einnehmen. Es will 
die Kurven zusammenstellen ohne Bücksicht auf Ordnung und 
etwaige Transzendenz, nach ihrer Erzeugungsweise oder Definition. 
Freilich wird niemand annehmen dürfen, daß sich so eine Kette 
bilden ließe, wo logisch ein Glied aus dem anderen hervorgeht. 
Es ist ein vielverzweigtes Netzwerk geworden, aus dem nur die 
Hauptfäden noch deutlich hervortreten. Denn um zusammenhang
lose Sonderkapitel zu vermeiden, mußte der Verfasser zu jeder 
Hauptfamilie diejenigen Kurven hinzunehmen, die sich aus den 
ursprünglichen durch einfache Ableitungsverfahren (Inversion, 
Fußpunktskonstruktion usw.) ergaben.

Dabei hat der Verfasser noch zwei Behandlungsmethoden be
sonderes Augenmerk geschenkt und ihre Theorie von Grund aus, 
soweit er sie nötig hatte, entwickelt: der Methode der kinematischen 
Geometrie und der Methode der natürlichen Koordinaten.
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fjsrof. a. figL Suifengpmnaf. in 
Berlin. I: SÄiitelaUer (bis 1519). 
Sir. 33.

-------II: Seifatter ber Sleformatiun 
unb ber SteligionSTriege (1517 bis 
1648). Sir. 34.

-------III: Som 23efifaltfdjen grie» ‘ 
ben bi§ jur Suflöfung beS alten ; 
Sleir^S (1648—1806). Sir. 35. ;

-------fiehe auch: Cueftenfunbe. !
Seuifdje ©rammaiil unb turje ®e« i 

fchidjte ber beutfehen Sprache bon 
Schulrat $rof. Dr. ©. Spen in 
Treeben. Sir. »0.

1 Seuifthe ÄanbelSforrefponben; von 
^rof. Tp. be 23eauj, Ofäcier de 
Flnstruction Publlque. Sir. 183.

TeutfdieS ^anbelSre^t bün Dr. tarl 
Sehmann, $rof. an ber Unioerfität 
Göttingen. 2 23be. Sir. 457 u. 453.

Teuifshe £elbenfage, Tie, non Dr. 
Cito Suiip. ^iriCje!,SisLß.b.Unia. 
Bürjburg. ©tit 5 Saf. Sir. 32.

Teniftht Äirdienlieb, Ta^, in feinen 
(harafterffüfeheu Gricheinungen 
cnegeträhli b. D. ^riebri^ Spitta, 
^rcf. a. b. Uniberfität in Straß
burg i G. I: SKiiielalter u. Sie* 
form ation^seit. Sir. 602.

Xcutfchev ^Dlonialresht bon f^rof. Dr. 
$. Gbler von Hoffmann, ©tubien* 
birettor b. 21!abemie f. kommunale 
Sermaltung in 2 üHelborf. Sir. 31R.

Tentfche Kolonien. I: Sago unb 
Kamerun bon $rof. Dr. Sooe. 
SÄ.16Taf.u.llithogr fiarie.9ir.44i.

— II: Ta» Subfeescbiet unb fiiau# 
iftbou ron ffBrof. Dr. fi. Tübe. Stii 
16 Tafeln u. 1 litb. fiarte. Sir. 520.

— III: Cftafrifa bon $rof. Dr. fi. 
Tobe. SKit 16 Tafeln u. 1 lithogr. 
fiarte. Sir. 567.

------ IV’: Sübtoefiafrila öon ?rcf. 
Dr. ff. Tore. SRit 16 Taf. unb 
1 liihogr. fiarte. Sir. 637.

Tentfdie ffnUurgcftöiÄie bmt Dr. 
Sleinh- Sünther. Sir. 56.

TentfdjeS Sehen im 12. tu 13. 3ßVs 
bnnbert. 9?ealfommentar 51t ben 
SSoIf»* u. finnfiepen u. jum SRinne- 
fang. S3on $rof. Dr. 3ul. Tieffen- 
Bacher in greiburg LS. I: Cffent* 
liehet Sehen. SJiit jahliei^en $16- 
bilbungen. 9er. 93.

-------II: fBrioaileben. SRit zahl
reichen Slbbilbungen. Sir. 32S.

Teuifche Sittratnr be§ 13. Söbrbuu- 
bert§. Tie Epigonen b. pöfifdjen 
GpaS. Slusmahl a. beuifdjen Tich“ 
hingen beS 13. 3^thnnbert§ bon 
Dr. Ssiftor Sunt, SlftuariuS ber 
fiaiferlichen &fabemie ber SSiffen« 
fchaften in SSien. Sir. 289.

Teutfche SitercturberJmäler be3 14. 
u. 15. ^ahrhunbertä. SluSgeiDähli 
unb erläutert bon Dr. ^ermann 
3an$en, TireKor b. fiönigin Suife- 
Schule in fiönigSberg i.$r. Sir. 1S1.

— be» 16. Sahrhunbert^. I: 2Rar- 
rin Jntper unb Thom. SÄumer. 
^Hifiiiöählt unb mit Ginleirungen 
unb ^r.mwdungen tserfehen non 
^rof. 6. SB ernt, Eherlehier nm 
Sä&laigpnTm gu Seipjig. Sir. 7.
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Senffdje SifrraiurbentmBer beß 16. i 
Sahrhunbertß. II: $anß Sach». ( 
Slußgeroäftlt u. erlaut b. fgrof.Dr. : 
3. Sabr. Sir. 24.

-------III: 2?on Srant biß Stellen» 
haßen: Srant, Rutten, ^ifdjart, 
fomie Sierepoß n.$abeL. Wägern, 
ii. erläut. oon ^rof. Dr. ^uliuß 
Sahr. 31z. 36.

— beß 17. unb 18. ^fahrhunberiß biß 
SUopftodL I: 2nrif bon Dr. ^aul 
Segbanb in Serlin. 3tr. 364.

-------II: b. Dr. ^anß Segbanb 
in Gaffel. 3lr. 365.

Seutfdje Siteraturgefchichie bon Dr. 
3Ra% ®oä), ^rof- an ber llnwerfitäi 
SB reßlau. 31t. 31.

Sentfche Siteraturgefi$id)ie b. SMafnfcr- 
jeit b. (Sari SSeiibredjt, burcfjgefehen 
u. ergänzt b. Sari iBerger. 3lr. 161.

— beß 19. ^ahrhunbertß bon Gari 
Seiibredjt, neu bearbeitet bon Dr. 
Stief). SBeiibredjt in SSimpfen. I. LL 
Str. 134. 135.

Seutfdje Sqri!, ©cfdndjfe ber, bon ^rof. 
Dr. Stief). ginbeiß in SSien. 2 SBbe. 
Sir. 737/8.

Seutftben SJiunbarten, Sie, bon ^ßruf. 
Dr. $. Steiß in SJlaing. Sir. 605.

Seutf^e WjtljDlogie. ©crmauif^e 
SJlptiplDgie bon Dr. (hißen SRogf, 
^rof. an her Uniberjitäi Seipgig. 
Str. 15.

Sentfäen ^erfonennamen, Sie, b. Dr. 
Stilb. Äleütpaul i. Seipgig. Str. 422.

Seutfibe ^oetif bon Dr. S. fBorinßfi, 
’^rof. a. b. llnib. SOtundjen. Str. 40.

‘Setttjt  ̂e SRechtßgefdj idjte b. Dr.SRicbarb 
Sdjrober, fßrof. a. b.llniberf. § eib el- 
Berg. 1:fBiß g. SRiitelalter. Str. 621.

-------II: Sie Steugeit. Str. 664. • 
Seutfdje Stebelebre bon $anß f£robft,

©ijmnafialprof.i Samberg. Sir. 61.
Sentfie Stfmle, Sie, im Slußlanbe 

bon §anß Wirljein, Seminarober= 
leerer in Sihebbt Sir. 259.

Seutfdje» Seerethi b. Dr. £tto Sran* 
biß, Cberlanbeßgeridjtßrat in §am* 
bürg. I: SlHgem. Sefjren: ^erjonen 
u. Sadjen b. Seeredjtß. Str. 3S6.

------ II: Sie einj. feered? tl. Sdjulbber* 
^ältniffe: Verträge beß Seereditßu. 
cruBerbertraglidje Haftung. Str. 387.

Seutfd)e Stammeßfunbe b. Dr. Wb. 
®lud), a. o. fßrof. a. b. Unib. SSien. 
SJtit 2 Äart. u. 2 Saf. Str. 126.

Seutfdje Stabt, Sie, unb ihreSerioaU 
iung. Gine (Einführung i. b.ßommu- 
nalpolitif b. ©eg emo. <?eraußgeg. 
b. Dr.CttoSRoft, 'S eigeorbn.b. Stabt 
Süffelborf. I: SSerfaffnng u. Ser- 
toaltung im allgemeinen; ginanjen 
unb Steuern; Silbung»*unb Äunft* 
pflege; ®efunbbeitßpflege. Str. 617.

----- - II: 3Biri]’cf)aftß» u. Sojialbolitit. 
Str. 662.

-------III: Set^nil: Stäbtebau, Sief- 
u. §ot^bau. SJtit 48 SIbb. Str. 663.

Sentfdjeßnnterrit^tßwefen. ©efdiidite 
beß bentftben Unterri^tßtoefen» b. 
S?rof. Dr. fy rieb rief) Seiler, Sirefior 
beß Ägl. ©tjmnafium» gn Sudau. 
I: SBon Slnfang an biß ^um Gnbe 
be» 18. 3a$rbunbertß. Str. 275.

------ II: 2?om Seginn b. 19. §abr§. 
biß auf bie Gegenroart. Str. 276.

Seutfcbe Ürbeberrec^t, Saß, an Iite= 
rarifdjen, fünftlerifc^en u. geioerb* 
licken Sdjöpfungen, mit befonberer 
$Berüdiid)tigung ber internet. 33er= 
träge b. Dr. ®uft SRauter, patent- 
antoalt in G^arlottenburg. Str. 263.

Sentfi^e SMIßlieb, Saß, außgeibäfjlt 
u. erläutert bon fßrof. Dr. gut 
Sahr. 2 SBänbdjen Str. 25 u. 132.

Senif^e Schrberfaffung bon Äarl 
Gnbreß, ©e^eimer ßriegßraiu. oor- 
tragenber Stat im^riegßminiiierium 
in SKündjen. Str. 401.

Seutfdjeß 2SörierImdj b. Dr. Stidjarb 
fioeroe. Str. 64.

SeutftbeB^tungßttJefen, Saß, b.Dr.fR. 
Srunjuber i, Äöln a. Stt). Sir. 400. 

Seutfdjeß SibtlprojeHre^t bon ißrof.
Dr. SSilfjelm Äifcf) in Straßburg 
i. G. 3 23änbe. Sir. 428—430.

Seutfdjlanb in römifdjer 3eit bon 
Dr. ^rang Gramer, SSrobingiaD 
fafmlrat ju SRunfier i. 2S. SJtit 23 
Slbbübungen. Str. 633.

Sichtungen auß mittenjüÄbeutfdjer 
^ruhsett $n Slußm. mit Ginltg. u. 
Sßörterb. beraiißgeg. b. Dr. t^erm. 
Jauhen, Sirettor b. Königin Suife- 
Stfjule i. Äönigßberg i. fßr. Str. 137. 

Sietridjepen. ßubrun unb Sietridp 
eben. SJtit Ginletiung u. 53örter» 
buch bon Dr. D. S. Siricjel, 53rof. 
a. b. Uniberfität SSütgburg. Sir. 10.

Sifferentialredjnung bon Dr. griebr. 
fünfer, Sieftor b. Stealgbmnaiiumß 
u.ber EberrealfefjuleinSöppingen. 
SJtit 68 Figuren. Str. 87.
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Sinerennaire^imng. Repetitorium u. 
Äufgabeufammluug jur Elfteren* 
Halre^nung 5. Dr. Jriebr. Runter, 
Siettor be» ißealgpmnanums u. b. 
Cberrealidjule in Göppingen. 2Rit 
46 ^ig. Sir.146.

Si»5ipliuar= iu Sefdpoerberedit für 
Heer m SRarine, Sa£, non Dr. 2?iaj 
G. SRaner, ^rofejfor a. b. Unioerfitär 
Straßburg i. G. Sir. 517.

Sragenfnnbe non 9Hc$. Sorfiemiö in 
Sreipsiß unb Georg £tter»5ad] in 
Hamburg. Sir. 413.

Srurfwaffer« unb Srudluft*2lnlagen. 
jumpen, Srudtoaiier- u.Srudluft* 
Anlagen ton 2ipl.*3ngen. 3iubolf 
SSogbt, SRegierung^baumfir. a. S. 
in 2lad)en. SRit 87 giß. Sir. 290.

Gcuabor. Sie GorbiHerenftaaien bon 
Dr. SSilljelm Siebers, ^rof. an ber 
Unioerfität Giesen. II: Gcuabor, 
(Solombia u. SBeneguela. SRii 16 
Safeln u. 1 littjogr. ®arte. Sir. 653.

Gbbalieber mit Grammatik, flberfe^g. 
u. Erläuterungen bon Dr. SSilbehn 
SRanifd), Gpmnafialoberlehrer in 
CSnabrud. Sir. 171.

Gifenbapubau. Sie (Sntmidlung be§ 
nwbernenGifenbßbubaue§ b.Sipl.« 
gng. Sllfreb ®irf, o. ö. $3rof. a. b. 
I. *. Seutfdjen Sedjn. Hod)i'd}ule in 
33rag. SRii 27 2lbbüb. Sir. 553.

©fenbapubetrieb, Ser, b. S. Scheib
ner, Äönigl. Cberbaurat a. S. in 
Berlin. SRit 3 ^bbilbgn. Rr. 676.

©fenbapnen, Sie Sinienfuftrung ber, 
bon £>. Siegele, ^rofeffor an ber 
Sedjn. $ocfncf)ule in Sarmitabi. 
SRit 52 2lbbilbungen. Ztr. 623.

Gifenbabufaftraeuge bon £. Hinnen* 
ihal, SRegierung^baumeifter u. £ber* 
iitgen. in Hannover. I: Sie 2ofo- 
motiben. SRit 89 Slbbilb. im Sejt 
unb 2 Safeln. 107.

-------II: Sie ©fenbßljntoagen unb 
Sremfen. SRit 3lnfj.: Sie ©ien« 
bahnfafjräeuge im betrieb. SRit 56 
Slbb. im Seji u. 3 Saf. Sir. 108.

Gifenba^wpolitiL Gefchirbte b. beut* 
fdjeuGifenbabnpoIiiii b. SBetrieb^- 
infpettor Dr. Gbmin ^edj in &ar!3- 
ruhe i. SB. Sir. 533. _

©fenbabnbertebr, Ser, b. Sgl. ©fen- 
bafjn-SRechmmgsbireftor S5. Sil- 
branb in Serlin-griebenmi. Str.618.

Gifenbeionbau, Ser, b. SReg.-Saumftr. 
Sari ÄcsXe. SR. 75 ÄbbUb. Kr. 349.

Gifenbeirnbrüden bon Dr.-^ng. S. 
Scbaedderle in Stuttgart. 2?2it 
104 Slbbübungen. Str. 627.

Gifenbütteulunbe bon 21. Srauß, btpt 
Hütteningenieur. I: Sa§ Äobeüen. 
SRii 17 §ig. u. 4 Saf. ®t. 132.

------ II: Schmiebetjen. 2R. 25 
gig.n. 5 Saf. Sir. 153.

Gifenfonftrnftionen im Ho^bßn von 
$ngen. Itarl Sdhinbler in SReisen. 

_2Rit 115 giguren. Sir. 322.
©vjeitalfer, Sa?f b. Dr. ©nil 2Serib 

in Seriin-S:1mer»borf. SRii 17 31 b= 
bilbungen unb 1 ßine. Str. 4:51.

©oftijitätölebre für Ingenieure I: 
Grunblagen unb Sligemeineö über 
Spamtung»3iiftänbe, 3^li«öcr, 
(rbene glatten, Sorfiou, Gt» 
frümmte Srager. Son Sr.*5ng. 
SRas ©ifclin, ^rof. a. b. Ä'gl. ©au- 
gemerf]'d}ule Stuttgart unb 
boseni a.b. Sedjn. Hothfihule Stutr* 
gart. SRit 60 Slbbüb. ^r. 519.

Glettrifcben SReßniftrumente, Sie, cgu 
3. Herrmann, $rof. an ber Sechn. 
Hochidjule in Stuttgart SRit 195 
Figuren. Sir. 477.

Gleitrifdje £fen m Dr. Gc-ergeshi 
SerIin=Sübenbe. 2Rit 68 Sbbilbgn. 
SRr. 704.

Gletfrifthe Srfjalitrpparafe bon St^ng. 
©rish Redmann, ^rofeffor an ber 
Eedjmfdjen £odjfdjule Hcnmcber. SRit 
54 fyig. u. 107 3155. auf 16 Safdu. 
&r. 711.

Glettrifcüe Selegrapüie, Sie, bon Dr. 
Sub. 3ieÜfia&. SRit 19 fyig. Sir. 172.

GleHrisität S^eoret. Wfit
trijität u. 2Ragneti£mu3 bon Dr. 
@uft. Säger, igrof.a. b. Sedjn. $odj> 
fäule in ^ien. SRii 33 ^bbilbgn. 
9?r. 78.

Glettrstfjemie hon Dr. Heinr. Sanneei 
in Genf. I: Sijeoretifche ©e!tr> 
djemie u.ihre pbpfifaliich-djemiidjen 
Grunblagen. SRit 16 §ig. Sir. 252.

------ II: ©jyeriment. Gleftrodjemie, 
SReBmethoben, ßeitfäbigteit, ßö^ 
jungen. 2Rii 26 gig. Sir. 253.

GleTtromagnet. Sidjttheorie. S^eoret. 
$5hfii IV: ©eltramagnet Sidjt* 
iljeorie tu Gleitronif bon ^rofeffor 
Dr. Guft $äger in SSien. SRii 21 
Figuren. Sir 374.

Gleftrometallurgie bon Dr. fyriebrid) 
Kegeläberger, Saiferl. Steg.-Slat in 
Steglip-Serlin. 2R. 16 gig. %r. lio.
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CBettrateSuil. ffiinfutirung tu Sie 
gtariftromtcdir.it n. 3- £errma::r, 
fflrof. b. ffiettrote^nit an ter Sgl 
Sedin. Sodiidiule Stuttgart. I: 
Sie »bbftialifdien Srunblagen. Sit 
93 gig. n. 1» Saf. Ss. 19«.

-------II: Sie Gleteb’txesnteifmt ®ü 
11» Wg. uni 16 Saf. Str. 19?.

-------III: Sie Sediielftzomtedinil 
ffltit 154 gig. u. 18 Saf. Str. 193.

-------IV: Sie ttrjeugung unb 53er- 
teilung ber elettriidien Snergie. Seit 
96 giguren u. 16 Safeln. Str. 657.

Settrotedinit. Sie SRaterialien beö 
KafünenbaueS unb ber ffleftra- 
teönit Bon gng.SSrof. Serin. SEilba 
i. Bremen. St. 3 Stbb. Str. 476.

©fa§<2ottiringen, Sanbeötunbe Hon, 
». Sgrof. Dr. SR. Sangenbed in 
Strasburg i. S. Kit 11 Sbbilb. u. 
1 Serie. Str. 215.

Guglifch. SReuenglifdie Saut- u. geraten- 
lehre liefet fReuenglifih.

Gngliiö-beuifrt’C» GefBräftöbu^ ton 
¥rof. Dr. G. $au»tned)t in Sau- 
Janne. Str. 424.

fetglifdi für Se^niter. En 2efe= unb 
llbungsbuch f. 3ng. u. jinn Gebrauch 
an Seihn-Sehranftalien. linier Kiiarb. 
B. Sübanu geatherftonhaugh, Sojent 
a.b. militärteSn. Sltab. i. Eharlotten- 
bürg heranSgeg. ton gngenieur Earl 
Soll,' Sireltor ber SBeuth-Schule, 
SBerlin. I. Sei!. ffltit 25 gig. Sir. "05.

GnglifÄe@efd)i4iet. Stof. S.Gerber, 
Eberlebrer in Süifelborf. Sir. 375.

Guglifdie Sanbelöiorrefponbens ton 
G. G. SBbitfielb, M. A., Eberlebtet 
an Sing Gbmarb VII Grammar 
Gdjool in Sing’3 2pnn. Str. 237.

GngliMe Siteraturgef^i^te ton Dr. 
Sari SSeifer in SBien. Str. 69.

Gag liehe SiteraturgeMicbte. Grunb- 
5®ge unb4>aupttBBen b. euglifih en 
SiteraturgeMidite ton Dr. Slrnolb 
SR. ißt. Sdjröer, ^rofegot an ber 
ganbeläbod)fd;u!e in Köln. 2 Seite. 
Str. 286, 287.

Gnglifcbe ^bonetii mit Sefeftüden Son 
Dr. Sl. tt. Sunjlan, Settor an ber 
llnib. ffiönigöberg i. 5Sr. Str. 601.

Suttuidlungögefdiidite ber Siere ton 
Dr. SohanneS SReijenheimer, Stof, 
ber ßoologie an ber Unioepität 
Sena. I: gurdiung, SBritniäsan« 
lagen, Sarnen, gormbilbung, 6k- 
bnjonalhüllen. ffltit 48 gig. Str. 378.

©tiwidlnngögefdiidhie ber Siere Bon Df. 
'ob sReifenheiu-.rt, SErof. bet 300I. a. 

i b.Uniu.gena. II: Erganbilbg. ffltit 
46 gig. Sir. 379.

Epigonen, Sie, beS TjBfifÄen SpoS. 
ÄuJmaht aus beutfefien Sichtungen 
bas 18. Sahrbunbert» son Dr. Siitor 
Sunt, äituariuS b. ßatfetl. Sltab. 
bezSBiffenjdjaften in Sten. Str. 239. 

grbreiiit. Stecht bes SBürgerl. Geie'ß« 
bndjeä. günfteS Sud): Grbrecfjt Bon 
Dr. Ssilbelnt Bon SBlume, orb. ißrof. 
ber fRedite an ber Unio. Sübingen. 
I. Abteilung: Einleitung — Sie 
Grunblagen bes Grbrecfitä. II. 31b- 
teilung: Sie SRacfilaBbeteiligten. 
®it 23 giguren. 5Rr. 659/60.

Grbban ton 5Reg.-®aum. Erwin Sin! 
in Stuttgart Kit 72 Sbbilb. 9tr. 630.

GrbmagnetiSranS, Grbftrom u. Solar« 
lidit »on Dr. 81. stwaotbt, ffiiiglieb 
beS Sbnigl. 53reu6iicöen Keteoto- 
logijdjen SnftitutS in IgotSbant. Kit 
7 Safeln unb 16 giguren. iRr. 175.

Grbteile,£äuberlunbe ber auHereuro« 
paiftijen, Bon Dr. grans ©eiberiÄ, 
$rof. a.b. Ejporialab.inSEien. Kit 
HSejtIäztd)enu.5Brofiten. Str. 63.

Gmäfirung unb Staljrungänüitel Bon 
EberftabSarst Srofefior §. SSiidjoff 
in Berlin. Kit 4 Stbbilb. Str. 464. 

©bi! Bon Stof. Dr. StjomaS SldjelB 
in Bremen. Str. 90.

Guroba, Sänbetlunbc Bon, Bon Dr. 
granj Seiberim, igtof. a. b. ©Dort- 
alabemie in Sien. Kit 14 Sejt- 
lärtdjen u. Siagrantnten u. einer 
Karte ber Stlseneinteilung. Sir. 62.

GjIitrfionSflora Bon Seutfdjlanb jum 
Seftimmen b. häufigeren i. Seutich» 
lanb loilbtoa^fenben Bflanjen ton 
Dr. S. SRigula, fßrof. an ber gorft» 
alabemie Gifenadj. 2 Seile fötit ie 
50 Hbbübungen. Str. 26S unb 269.

GEBeritnentalbhtjfi! b.fjjrof. 5R.Sangin 
Stuttgart. IzKechanil b.f eft, f lüh'.u. 
gafigenSöwer. fflt.125gig.9tr.811.

------ 11: Eelleulehre u. StuftiL ffltit 
69 giguren. Str. 612.

GjplofiBftoffe. Einführung in b. Glje» 
mie ber esblofioen Borgänge non 
Dr. §. SrunStuig in Steglih. ffltit 
6 Slbbilb. unb 12 Sab. Str. 333.

gamilienredjt Siedjt b. Bürgerlichen 
GefehbutöeS. SBterteS Such: ga» 
milieuredjt non Dr. Heinrich Si$e, 
Stof. a. b. Uni». Göttingen. Str. 305.

gtariftromtcdir.it


Färberei. Ses«I.5nfaif(rie HI: 
ftberei, Sleitfierei, Färberei unb 
ihre $ilfäftoffe Bon Dr. Biltjelni 
SRaffot, Brof. an bei Sreujifchen 
höheren gatSidiuIe f. Teyiümbuftrie 
in Srefelb. Siti 28 Sig'. Six. 186 

§ornj>jlaaä«t fiehe: Sllgen, SJUofe unb 
Sampflar.sen.

Selbgefdbüb, SaS ntobeme, b. Eberfi- 
leutnant 23. ®et)benreüq, SRilitär- 
lebrer a. b. SRilitärietfin. Utfabemie 
in Berlin. I: Sie Entmifiung beä 
gelbgejdjügeä feit Einführung bei 
gesogenen 3nfantexieaereet)rä bis 
einfdjl. her Erfinbung beä reuil. 
fEutaers, etiaa 1850 biä 1860. Stil 
1 SMilb. Sir. 306.

-------II: Sie ßnitoidtung b. heutiger. 
gelbgefdjü&eJ auf Snxnb bet (Sr- 
finbung beä rauthlofen SJulberä, 
etroa 1890 biä jur ©egenlrarx. ailit 
11 abbilb. Sir. 307.

gernmelbeinefen. Sa§ eleHrifdje gern- 
ntelbereefen bei ben Gifeubahnen rcn 
JE. ginl, ©ebeim. Baurat in $amossr. 
SSit 50 giguren. Sir. 707.

gernfprediwefcn, £aS, non Dr. Sub- 
Wig Siellftab in Berlin. Seit 47 5ig. 
unb 1 SafeL Str. 155.

»■eftigleitSlehre b. Brot. 23. Sauber, 
Sibl.-Sng. ®tii 56 gig. Sir. 288.

— Slufgabenfamntlung jur Seftig- 
leitglebre mit Sbfungen ran 
9?. $aren, Siplom-ijngenieur in 
SJtannbeim. Silit 42 Sig. Sir. 491.

Fette, Sie, unb £le fotnie bie Eeifen- 
u. Rerienfabrifat u. b. ©arje,£ade, 
fjirnifie m. ihren reicht gilfäfioffen 
Bon Dr. Sari Braun in Berlin. I: 
Einführung in bie Sbemie, ®e- 
Wredjung einiger Galle unb her 
Sette unb £le. Sir. 335.

------ II: Sie GeifenfahriJafion, 
bie Geifenanalnfe unb bie Reisen» 
fabrifation. SSit 25 216 hüb ungen. 
Str. 336.

-------III: garje, Safe, gimiije. 
Str. 337.

genemaffen. ©efütfite b. gefamieu 
Feuertnaffen biä 1850. Sie Ent- 
witfiung ber Feuerwaffen B. ihrem 
criien Stuftreten bi« jur emfübrung 
b. gejog. tsinierlaber, unter befor.b. 
BerüSficbtig. b. $eereäbeBaffnung 
Bon SKafor a. ®. S. @ol)IIe, Steg« 
lig-Bertin. HRit 105 Sbbitbungen. 
Sir. 530.

■ geuertoerlerei, Sie, ton Sfireüor Dr. 
SlltonS Sujarb, Sforftanb bei 
Etäbt. ©etnifcSen Saboratorismä 
in Stuttgart. Seit 6 gig. Sir 634.

Filjfabrilation. Sejril-3nbufrrie H: 
Seilerei, Sirlerei, Bofamentiere- 
rei, Sjiihen« unb Sarbinenfahri« 
latian unb giljfabrilation Bon 
^rofeffox ®aj Sürtler, Geft. Sie- 
gierungSr. im Sgl. Sanbeägeraerbe. 
emt su Berlin. SKii 29 gig. Sir. 185.

-ginanäfbfteme ber ®rt>Bmäd>te, Sie, 
(gnternat. Staats- unb Gemeir.be- 
ginanjiBeien) b. C. SdiWarj, ®eb- 
Eberfinanjrat in Berlin. 2 Bänb« 

, eben. Six. 450 unb 451.
; ginenswinenf^aft San Sräiibent Dr.
I St. Ban ber Sorget in Berlin. I: 
| Slllgemeiner Seil. Sir. 148.
; II: Seionberer Seil (Steuer- 
' lehre). Sir. 331.
* 5innifi§«ugriMe SbraöreiffenWaft 
i ton Dr. Sofef Ssinntjei, Sxof. an 

ber llnioerfität Bubapeft. Str. 463.
ginntanb. SanbeSIunbe be3 ®uro- 

BäifÄeu Stu^Ianbä nebft ginn- 
lanbä non SBxof. Dr. 21. Bbl-Wbren 
in §aHe a. S. Sir. 359.

girniffe. ©arje, Sade, »irniffe Bon 
Dr. Start Braun in Berlin. (Sette 
unb £le m.) Kr. 337.

gifibe. Sah Sierreidj IV: giftfie Bon 
Brof. Dr. SRaj Siautber in iReasei. 
StRit 37 Ubbilb. Sir. 356.

Jifrberei unb fyifcfisu^t non Dr. Rarl 
Edftein, ¥rof. a. b. gorftalabemie 
Eberärealbe, SlbteHungäbirigent bei 
ber Saubtftation bes forfilidjen 
Berfutfiäfflefenä. Sir. 159.

gleiten, Sie. Sine Qberjidit unjetex 
Stenntniffe ». Sßrof. Dr. Sinbau, 
SuitoS a. Sgl. Soianifdj. SHufeunt, 
SBribatbosent an b. Unioerf. Berlin. 
SRi± 55 giguten. Sir. 683.

5-tora. UifttrfiBnäflBr» »an Seuifrt- 
lanb jum Sefrimnten ber häufige
ren in Seutfdilonb reübreaiienben 
^flansen B. Dr. 3.5Riguta, Stof. a. 
b. Korftafabewie Sifenad). 2 Zeile. 
SHt je 50 Obilb. Sr. £8«, M».

glufibau Bon Siegierangäbautneißer 
■ ßtt» 3tabt>»tb in Ctutigart. SSit 

103 SlbMbitngen. Sir. 867.
Jjötberxnafihnren, Sie eleltrifdi be

triebenen, Bon S Baltjafer, Sinl.- 
Bergingenieur. Siii ffi grguren. 
Sir. 678.



Sörenfif^e bon ^rofeffor
Dr SB. iEepganbt, Tir. b. 3rren* 
anftalt griebridi^berg i. Jamburg. 
2 Sänbdien. Sfr. 410 u. 411.

^orftwiHenftbafi 3. Dr. 21b. (Sdjmcp- 
pad), ^rof. a. b. ^orftolöb. Ebers* 
toalbe, Abteil.* 2 irig. 5. b.^aupifiat. 
b. forfil. Serfud)4mefen4, 9fr. 106.

^0rtbilbung§fdiulmefen, Soä beut« 
f&e. nad) feiner gefdnchtl. Gmtmid- 
tag u. i. fein, pegenroärt. ©eftalt ». 
& SierdS, Siemforgemerbl. fjortbil- 
bungifcbulenin cdile^mig. Sir. 392.

Uranien, Gefcäi^ie ^ranfeuS b. Dr 
ßfjnft SJieper, Kgl. preuß. Staats* 
ardürar a. X., SRüncben. Sir. 434.

fJrauJretth. ^ranjöfif^e Gefdjidite 
ü. Dr. 9?. Siernfelb, SSrof- an ber 
Unwerfität Berlin. Sir. 85.

fjranfreirb. Sanbeöl n.$ran?reidj b. 
Dr. Siidj. Sleufe, Tireft. b. £ber* 
realfcbule in Spanbau. 1. ^änbd). 
SR. 23 Slbb. int Teri u. 16 Sanb* 
fdjaftä&Üb. auf 16 ^af. Sfr. 466.

— — 2. üöänbdjen. SRit 15 Slbb. im 
Te^i, iS fianbfdjaftöbilb. auf 16 Sa* 
fein u. 1 litboßi. Karte. Sir. 467. 

^ranjä fi ftb«b ent f di e^ ©efprädj»buclj 
ton &. fjrancillonj Seftor am 
orientalifdi Seminar u. an b. £ar* 
bp’ifcndnchule in Berlin. Sfr. 596

^ranjofifthe ©rammafii bon ©pprien 
fjrancülün, Seiner am oriental. Se= 
minar unb an ber^anbels^o^fcbulein 
Berlin. Sfr, 729.

Uran^u iiiflie ^auDetoforrefponben^ b. 
SSrof. Sh- be ®eauj, Officier de 
l’Instruction Publique. Sir. 183.

Srunsöfifdjeä Sefefiittö mit SBörter 
uergeidjniS oon Epprien fyrancülon, 
2eftor a. oriental. Seminar u. a. b. 
^anbelSbothicbuIei Berlin SfrfMB.

^rembtoort, Taä, im Teilt’men b. Dr.
Siub. Klempau!, £eip$ig. Sir. 55. 

^rembworferbucb, Tcutfrf’ö, bon Dr.
SRub. Äleinpaui, fietojig. Sir. 273.

^uge. Erläuterung u. Slnleitung jur 
Kompofttwn berfelben n. fßrof. 
Stephan Krehl in Seidig. Sir. 418.

Sun ttio nenf 6 eorie bon Dr. Konrab 
Knopp, ^rioatbojent an ber Uni* 
berfität Berlin. I: Srunblagen ber 
allgemeinen Theorie ber anaWt. 
(Junftionen. STut 9 ^ig. 9?f. 668.

------  H t STnioenbungen ber Theorie jur 
ilrtfermdjung fpegieHer analbtif^er 
gjunttfonen. 2Rit 10 giguren. Sfr. 703.

Sunttumenfheorie, Einleitung in bte, 
(Xbeorie ber fomplegen .3ß$fen* 
reifen) oon SRar Stofe, Cberle^rer 
an ber ©oetbefc^ule in Xeutf^* 
SBilmerSborf. SRit 10 gig. 9fr. 53L

Ju§artiIIerie, Xie, i^re Crganifatton, 
^eroaffnung u. Slusbilbg.». Splett, 
Cberleuin- im Se^rbat. b. fjußart.* 
GdliefeiÄule u. Hermann, £&er* 
leutn. in ber Senuctebatt. b. Slrt.* 
SSrüfung^tomm. SÄ. 35 gig.9ir.560.

©arbinenfabritaiion. Xejfilinbuftrie 
II: SBeberei, SSirlerei, infamen* 
tiererei, Spiren» n. ©arbinen» 
fabrifatinu u. ^ilsfabrifanon bon 
SJrof. SRas öuriler, 0e$. fReg.*3iai 
im Ägl. Sanbesgetoerbeamt ju 
Serlin. SJtit 29 Figuren. Sir. 185.

©a§* unb SSafferinftallatiflnen mit 
Einf^luß ber Slborianlagen bon 
S?rof. Dr. phiL unb 2r.-3ugen. 
Gbuarb cd)miitin Sarmftabt SÄii 
119 2l5bi!bungen. Sfr. 412.

QjaSIra ftma fcfj inen, Xie, b. ^uö-SHfreb 
fiin’dife in &iel. 2 Sanbcßen. SRit 
116 3165. u. 6 Xafeln. Sir. 316 u. 651.

(jJafttjäufer unb ^oteld von Strdjitefr 
SRaj Nobler in Xüffelborf. I: Xie 
Seftanbteile u. bie (Hnridjtung be3 
©aftbaufeä. S)üt 70 fjig. Sir. 525.

-------II: Xie oerfdiiebencn Strten tion 
©aftbaufem. SÄit 82 fjig. Sfr. 526.

©ebirgSariillerie. Tie EntWidlung 
ber Gebirgsartillerie bon ^luß* 
mann, Cberft u. ^ommanbeur ber
1. {Jelb*3trt.*i8rigabe in Königs
berg i. $fr. Tiii 73 $5übern unb 
Überfi^tötafeln. Sir. 531-

©enoffenfdjaft^wefen, 2ßSr in 
XeutfÄlanb b. Dr. Ctto Sinbede 
in Tüffelborf. Sfr. 384.

Geobäfie bon ^rof. Dr. G. Steinberg in 
öannoüer. Sieubearbeitet bon Dr. 
©.fjörfter, Cbferöatora.Geobätiftfi. 
^nft. fßotöbam. SÄ. 68 916b. Sir. 102.

— IBermeffungStunbe bau Tiplom.- 
3np. SJ. SBertmeiffer, Cberlebr. a.b. 
Kaif.Tedjn Sdmlei. Straßburg LE. 
I: fjelbmeffen u. Siioellieren. SRii 
1469166. II: Ter Tßeobolit. Trigo- 
ttomefr. u barometr. ^öbenmefig. 
T ad) tj m etr. SR. 109 2lbb. Sir.468,469.

Geographie, Gefihirhte ber, öon SBrof.
Dr. fionrab Kretfchmer i.Eljartoiten*' 
bürg. aRitllßart.imXeit Sir. 624.
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(SeoUgie in furjem &u3iug f. (Spulen 
u. gut SelbftbeleBmng gufammen’ 
gefielt! b. Srof. Dr. Gberb. Stau» 
in Stuttgart. Slit 16 ^&5iib. u. 
4 Safeln mit 51 Figuren. %tz. 13.

Geometrie, Snaltjtifdje, ber isbeue 
b. 3hof. Dr. Wl. Simon in Straß- 
Burg. SRit 52 Figuren. 9h. 65.

------- Slufgabenfammlung jur 9lna= 
tytifäen (Geometrie berGbene bon 
C. dürften, Srofeüor am 
Ägl. fßealgbmnafium in Sdjwäb.« 
Gmünb. WHi 32 gig. 9h. 256.

------ be» SRaume» bon ^rof. Dr. 2R. 
Simon in StraB&nrg. Slit 28 2l&= 
bilbungen. 9h. 89.

-------Sufgabenfammlnng jur 2Ina« 
lijtif^en QJeometrie be§ IRaume^ 
bon D. 21). Sürflen, Srofeffor am 
ÄgL 9?ealgt]mnaüum in Sdioäb.* 
®münb. Shi 8 giß- 9h. 309.

— SarfteUenbe, Von Dr. Robert 
£auBncr, 3hof. an b. linib. Sena, 
I. 110 Figuren. 9h. 142.

-------II. ®Ht 40 Figuren. 9h. 143.
— Gfiene, bon ®. SRaljler, ^Srofefjor 

am Gbmnajium in Ulm. Slii 
111 ätoeifarbigen Figuren. 9h. 41.

— ^rojeftibe, in fpnibet. Se^anblung 
von Dr. Sari Soeblemann, ^roj. 
an ber Uniberfitäi Stündjen. 2Rü 
91 Figuren. 9h. 72.

©eometrifdje ££iif, GinfüBrung in 
bie, bon Dr. SS. ^inridiä in SSil- 
meröborf-S erlin. 9h. 532.

©tometriftfjeSSeidjnen von Seder, 
Slrdjiteti n. Se^rer an ber 23au* 
gewerfidjule in SRagbeburg, neube« 
arbeitet hon 2hof 3- 23onberünn 
in SRünfter. SÄit 290 Figuren unb 
23 tafeln im Sejt. 58.

©ermanifcBe 991t)tBologie bon Dr. (5. 
9Jhgf,igrof.a.b.Umb.2ei33ig.9h.l5.

@ermanif(5e SVradjwiffenfdjaft bon 
Dr. 9Hd). Soewe. 3h. 23S.

®efang»?unft. Sec^ni? ber bcutfdien 
®efang»!unft bon £»!. 9Joe u. Dr. 
$an* Soadjim Slofer. 9h. 576.

©efdjäft»« unb SBarenftäufer b. $an» 
Scfjifebmann, Sönigt. Saurat in 
SSerlin. I: Som Sahen sum „Grand 
Magasin“. 2ßit 23 2156. 9h. 655.

— — II: Sie weitere Gnttoidelung 
b. .^aurfi/mfer. 39 216&. 9h. 656.

(^fdnt$t£ttrtffe«fdjaft,QnttI^^ in bie, 
b. Dr. ©mft Sernbeim, $rof. an 
ber Univ. ©reiteaö. Sh, 270.

(SeMü^e, $ie mobemen, ber 
artillerte b. SRummenboff, £5erft* 
leutnant u. Sommanb. b. X^ür. gr> 
artillerie Siegt». 9er. 18.1: som 2iuf» 
treten b. gesogenen ©ei^ü^e biä 
jur Sertnenbung beS raudndjtba* 
djen ^uloer» 1850—1890. Site
50 Segtbilbem. 9h. 334.

------ II: Sie Gntwidluug ber Beu* 
tigen Seidjufce ber gu^artillcrie 
feit Ginfü^rung be» raudjfdjtoacfien 
^uiberl 1890 bis jur Gegenwart, 
©lit 33 Seft&ilbera. Sir. 362.

©ef^minbiglcit^regler ber Straftma» 
fs^men, Sie, b. Sr.-^ng. §. Fröner 
in griebberg. SRii 33 gig. 9h. 604.

©efefcbu^, $ürgerli$e£, fiefje: Siecfjt 
be» bürgerlichen ®eje§bu(f)e$.

SefnnbbeitSIebre. Ser menfdilid’e 
^or^er, fein Sau unb feine Sätig» 
leiten b. G. Siebmann, C&eptfmhat 
in Äarlsrube. SRit Öeiunbbeits* 
le^re bon Dr. med. Seiler. Siii 
47 Slb&ilb. u. 1 Safel. Sir. 18.

Öewerbe^bgicne bon Dr. S. 5ht$ in 
$ot&bam. Sir. 350.

©ewerbenxefen bon Sem er Sombart, 
^rofeifor an ber ^anbeläbcdjidjule 
S erlin. I. II. ^r. 203, 204.

@ewerbli$e 2lrfi eiter frage. Sie, bon 
SSemer Sombart, Sßrof. a. b. <?an* 
belsfjodtfdjule 33 erlin. Sir. 209.

QhwerMitbe bauten. $nbufirielle 
unb geroerblidje Santen (Speiser, 
Sag ersäuf er u. gabriten) d. 2lrd)i- 
tett Seinr. Salzmann in Sünelborf. 
I: 2111gemeineS über Anlage unb 
SonfiruJiion ber inbufrriellen unb 
gewerblichen Sauten. 9h. 511.

------ II: Sbeitfjer unb Sagerbäufer. 
2Rit 123 Figuren. 9h. 512.

SewirfjtSwefen. 2Rag», 3Rüns* u. @e* 
wirbtStoefen b.Dr.&ug.Slnib,3hof. 
a. b. * anheim ich ule in ^nln. 9h. 283.

Sie§ereimaftfjinen bon Sibl.-S^g. 
teil Treiber in ^eibenbeim a. S. 
Shi 51 Figuren 9h. 548.

(5la§» unb feramiftfje gnbufirie 
(^nbufrne ber Sililate, ber fünfi» 
lidjen Saufieine unb be§ Slön 
iel§ I)b. Dr. @uft lauter in ul)ar* 
lottenburg. SRii 12 Safeln. 9h. 23'

®Ietd}firnmmßftbine,Ste, bon ^ng. Dj 
G. ^ingbrunner in Sonbon. Sl: 
81 Eguren. 9h. 257.
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®IetMeriunbe 6. Dr. Srih SRcdjace! 
in Kien. Stit 5 aobilbungen im 
Sept unb 11 Xafeln. 9tr. 154.

SotifÄe SBradjbenhnäler mit Steffi» 
motit, fiberfejung u. Mäutergit. 
B. Dr. $enn. Sanken, Sireftcr b. 
Königin Suife»S<f)uIe in Königs« 
Berg t St. Str. 79.

Ssttfrieb Bon Strajburg. Bartmann 
Bon Sue. SsJolfrant Bon Gftfien* 
Saeb unb Sottfrieb Bon Siras* 
bürg. Sluäsahl a. b. höfiüt) .Epoä m. 
Slumet!. u. Sörterbuifi B. Dr. fi. 
SRaroIb, ®rof. am ffigl. fjriebridtS» 
Soileg. su ff6nig35erg,'iBr. Sr. 22.

•StaWfeSe Sarftellung in SiffenfSaft 
uns Seihnif Bon Dr. SRarcello 0. $i» 
rani. Ebering., StiBatbojent an ber 
fiel. Sedjn. (pochfiiule in Güatlotien* 
Burg. Mit 58 Sig. Sir. 723.

@rapinfd;en Slünfte, Sie, Bon Cat' 
Stampmann, I. L flehtet an bet 1.1. 
Sraphii^en fleht» unb Serfud'S» 
cnftali in Kien. SRit sahlreidjen ab» 
bilbungen u. Beilagen. Str. 75.

(BriethiW- Steiigrir*ifdi * beutftbeä 
Se'BräisSbutb fielet Sleugriedjifii).

Sriedsifd). Sieitgrieihif djeS Sefebudj f ie^e: 
Sieugtiedjifdj.

(Srieajifajc attextumSranbe b. $rof. 
Dr. SRiet). SRaifdj, neu bearbeitet B. 
Siettot Dr. grans Sßohlbammer. 
®iit 9 SoHbilbern. Sir. 16.

SrieihifiSe ®efd)itl; te Bon Dr. ffeintid) 
Siooboba, ^tofefior an b. beutj eijen 
Umoerfität S3tag. Sir. 49. _

©riech ifefi e Siteratnrgcfdiidite mit 58 e» 
tüdfiifitigung b. Sefefiiefjte ber 
Kifjenfcpaften B. Dr. ®jreb Seide. 
Ssrof. an bet Unio. Stellan. 
2 SBänbcben. Sir. 70 u. 557.

©rie^ifchen SgaBBri, Auswahl au?, 
ton ißtof. Dr. Stöbert ©elbing in 
Satlsrape i. 58. Str. 625.

Sriethifthcn SstctSe. ©efihiefite ber, 
I: SBö 311m Sluägange b. tlaifiiii’ett 
Seit B. Dr. Etto ßoffmann. Stof, 
an bet Unit. Wfiutter. Sir. 111.

Srietbiffie n. römifiSe Sühthologie B. 
Srof. Dr. ©ernt. gteubing, SieEt. b. 
Sbrnnaj. in Schneeberg. 91t. 27. 

©runbüudireiSt, SaS formelle, Bon 
Cberlanbeägertcptär. Dr.g.Sre^jd)* 
mar m Sterben. Sir. 549.

^anbeläpolitif, auswärtige, tson Dr. 
£einr. Sieoeting, fßrofeffor an 
Bet Unfeerfität ^üri^. Sir. 245.

$csnbeKresht, Seutfcheä, Bon Dr. Haß 
flebmenn, fßrof. an b. UniBetfität 
Söttingen. I: Einleitung. Ser 
Kaufmann u. feine Silppetfonen. 
Effene $anbeBaeienfd)aft. Sforn« 
manbit* unb fülle Sefellfdjaft. 
Six. 457.

-------II: aftiengeielffipaft. Sefellidj. 
m. b. ©. (sing. Sen. $anbeI3geitf). 
Sir. 453.

$anbel?ftbutoefen, Sa? beutfdje, 
ton Strettor S^eobor Slum in 
Seffau. Sir. 558.

$anbel?ftanb, Ser, Bon SRedjtäanitalt 
Dr. jur. Sruno Springet in Seipjtg 
(Kaufmann. Sietfjtäfunbe. S8b. 2). 
Sir. 545.

$anbeKwefen, Sas, Bon Seb. Eber- 
regierungärat Dr. SSilb. SejiS, Siro* 
feffor an ber Uniterfität Söttingen. 
I: Sa? $anbel=perfonai unb ber 
Sarenbanbel. Str. 296.

-------II: Sie SffettenbBtfe unb bie 
innere $anbeBpolitit. Str. 297.

§anbfcueru>aTfen, Sie Snttoitflung 
ber, feit ber SDlitte be3 19. 3abt- 
bunbert? u. ibr heutiger ©tanb ton 
S. Srsobei, Qauptmann u. Som* 
pagnieefjef im 3nf.-5Reg. greiljerr 
fjillersonSärtringenG Sofenfdje?) 
Stt.59 i.golbau.SR. 21 W>. Str.366.

§arntonielel|re Bon a. $alm. SRit 
Bielen Sioienbeifpielen. Sir. 120.

Bartmann Bon Sue, SBoIfram Bon 
Sfdjenbadj unb Sottfrieb Bon 
etrapburg. KuStBab’ au3 b. Iiöfi» 
fdjen GpoS mit anmerl. u. Koner« 
butf) ton Dr. ffi. Silarolb, ^tof. am 
£6nigl. griebritfjä-SfoIlegium ju 
fiönigäberg i. $t. Str. 22.

^erje, Sade, girniffe ton Dr. fiad 
Staun in SSertin. (Sie ffette unb 
Sie HI). Sir. 337.

$.ebe3euge, Sie, ihre fionftrultion u. 
Setedjnung oon Sng. Stof. §erm. 
Kiiba, 3reuten. SEit 399 abb. 
Str. 414.

.?>eere?nrganifation, Sie (Jntwidlung 
ber, feit Einführung bet ftehenben 
©eere ton Etto Sleufchter, ßaupt* 
mann unb Kompagniedjef. I: @e* 
fdjichtliche (Jntoidluna bis sunt 
»Umgänge b. 19. Sahrh. Sir. 552. 

------ II: Sie §eereSotgar.ifation im 
20. gahthunbext Str. 731.
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^eijunj n. SMta«e b. 5ng. SoijanneS 3 
Serling in Sünetborf. I: $a3 
SSefen u. bie ^Berechnung ber ^ei* 
gungs- u. Süftungöcnlaßen. SRit 
34 Figuren. Sir. 342.

-------II: Sie Suöfüfjrung ber $ei- 3 
gung§* u. SüftungSanlagen. SRit 
191 giguren. Sir. 343.

Reffen. Sanbesfunbe öe§ ®ro§» 3 
bemogtumS Reffen, ber ^roving 
$effen«9iaffau unb be§ dürften» 
tiims halber? v. ^rof. Dr. ®eorg - 
©reim nt Sarmftabt. SRit 13 216* 3 
bübungen unb 1 Sorte. Sir. 376.

$ierDßli)Pben ton ©eh- SRegier.-SRai 
Dr. SIb. (rrman, 3?rof. an her Uni* 
verfität Berlin. Sir. 608. 3

$ü(bfbanmnxg»te$niI,(Hnfüfjr.nt bie 
moberne, von Sr.*3ng. S. güdier 
in^amburg-Sergeborf. SRii 92 gig. 
Sir. 609.

^dIj, Xa». Slufbau, Gigenf^aften u. 
^ermenbung b. Sag. $rof. $erm. 3 
SBilba in Sremen. 2Rit 33 Sibb. 
Sir. 459.

^oteU. ©afthäufer unb $otcl§ von 3 
SlrcMt. SRaj SSöfjler in Sünelborf. 
I: Sie ^efranb teile u. b. Ginrichtg. 
bes (SaftfjauieS. SRit70 gig. Sir. 525.

-------II: Xie verfdiiebenen SIrten von 3 
©aftbäufem. SKit 82 gig. Sir. 526.

^pbraulif v. SS. Räuber, Xipl.*$ng.
in Stuttgart. SRit 44 gig. Sir. 397. 3 

^^giene be5 Stäbiebau», Xie, von 
^rof. ö. Gf)r. Shibbaum in Han
nover. SRit. 30 2166. Sir. 348.

— be» SS-obnungSivefen^, Sie, von S 
Sßrof. H- (Sfjr. Siußbaum in $an* 
nooer. SRit 20 Slbbilb. Sir. 363.

Sberift^e^albinfeL SanbeShxnbe ber S 
Sberifrben Halbinfel von Dr. gri§ 
Siegel, fßrof. a. b. Univ. SSürgburg. 
SR. 8 Äärtdien u. 8 Sibb. im Xejt u. 
1 Starte in garbenbrud. Sir. 235.

3nbif$e SieligiDnSgefdjitbte von $rof. S 
Dr. Sbmunb $arbn. Sir. 83.

Snoogerman. SpradjwiHenidsaft von 
Dr. 81. SReringer, ^roieifor an ber 
Univerf. ®rag. SR. 1 XafeL Sir. 59 $

Snbuftrielle u. gemerblidje Sauten 
(Speicher, Sagerhäufer u.gabrifen) 
von Slrdjiteft Heinr. Salzmann in 
Xünelborf. I: SUgemeine^ üb. Sin- £ 
läge u. Äonftruttion b. inbuftriellen 
u. gewerblichen Sauten. Sir. 511.

— — II: (Speicher unb Sagerbäuier. 
SRii 123 giguren. Sir. 512.

Snfefticn^frßnhjeiten, Sie, unb tire 
Serfjütnng von Stabsargt Dr. 23. 
Hoffmann in Berlin. ©üt 12 vom 
Serfaifer gewidmeten Slbbilbungen 
unb einer giebertafel. Sir. 327.

3nf?Tten. Xierreidf V: ^nfetten 
b. Dr. S. Sroü in Sieabel (Staiione 

oolnaj. SJiit 56^65. Sir. 594.
3&Unnnentenle^re ö. SRufifbir. Srorefior 

granj SRaver$off in ©hentxd^. I: 
Sejt Sir. -437.

------ II: Siotenbeifpiele. Sir. 438.
gniesralredmung von Dr. griebr. 

fünfer, Siett. b. Siealgnxnnaiium^ 
u. b. Ebeuealic^ule in ©öppingen. 
SRit 89 giguren. Sir. 88.

3ntegralredmnng. SRepetitorntm tu 
Slufgabenfammlung surgntegral« 
redinung von Dr. griebr. Qunfer, 
Sleft. b. 9?ealgi)mnaiium§ u. ber 
£berrealid)ule in ©öppingen. SRit 
52 giguren. Sir. 147.

3frael. ©efcbii^te Sirael» 615 auf 
bie griedjiütje Seit von Lic. Dr. 
g. ®en§inger. Sir. 231.

gtaiienifme ^anbelvlorrefpouben?, b. 
s^rof. Alberto be Seauj, Eberlebrer 
am ßonigl. gnftitut S. S. Slnnun* 
giaia in gloren}. Sir. 219.

gtaliemfdje Siieraturgeft^irbte Von 
Dr. &arl Sogler, ^rofejior an ber 
Univerfitat SRüntfien. ??r. 125.

gngenbpftege I: SR&ntlirhe gugenb 
oon &. SierdS. Sorfisenber bes öer* 
ein» für gugenbiooblfabri in Sdiie^ 
öig=^olüein in Schle^roig. Sir. 714.

Slaiiu*at»ßA, Xie, tut jjtafmeuoau . 
3ng. &. Seibmann, Sog. . . eaja.iL 
SUienburg. SRit *3 Vluö. Sir. 486.

ßältemaftbineu. Sie tbemobtjna» 
mifrben GJrnnblagen ber Söärme* 
frafts unb ^ältemafdiinen von SÄ. 
Slöitinger, £ipL*3ng. in SRann* 
beim. SRit 73 giguren. Sir. 2.

Kamerun. Xie beutfd?en Kolonien 
I: Xogo unb Kamerun von *£rof. 
Dr. Sari Sove. SRit 16 Xafeln unb 
ei^er ’;tbnT ^arte. S*r. 441.

ßampf um befestigte Stellungen, feine 
gormen unb ©mnbfa^e von SRaior 
Xieqjf), Äommanbeur be» Äurbeffif^. 
S3ionier=S8at. Sir. 11. Sir. 732.

£mnpfe3formen u. Äampfe’'We?je ter 
3'n'tntferT’ ömr .irm Cbentleuinant 
beim Stabe Des 5. SBeftpreu^ifÄen 
3nfcmterie=5iegiment5 Sir. 148 m 
Sromberg. SRit 15 Slbbüogu. Sir. 712.
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Äsnai» imb S^Ieufen&an von äte« 
gierungSbaunreifter Cito Stappolb 
in Stuttgart. SRit 78 Slbb. Str. 535.

Stent, SntmanueL (Geid)fd)te b. Wdo= 
foppte Sb. 5) ö. Dr. Bruno S8aud?f 
Brof. a. b. Univ. ^ena. Str. 536.

Äortell u. Stuft b. Dr. S, Si^ierfch^V 
in Süpelborf. Str. 522.

Äertenfimbe von Dr. %R. Groll, Karto
graph i. Berlin. 2 Banbd)en. I: Sie 
^rofeftionen. ®Hi 56 gig. 92z. 30. 

------ II: Ser Karieninbalt u. baS Step 
fen auf Karten. SRit 39 g-ig. Str.599.

Kartographifihe Stufnaljmen u.geo* 
graph- CrtSbeftimmung auf Steifen 
von Dr.-^ng. St. ^ugerSbofr, B^of. 
an her Sorftatabemie ju Sbcranbt. 
S)iit 73 Figuren. Str 607.

Katholifdfen Kirdje, Gefcbidjie her, Von 
ber SRitte beS 18. 3a5rb- bi» gum 
Bßiifanif^en Äonjil Von Geb-Konf.s 
Siat Brf.D.SRiroti.Göttingen. Str.700.

Kaufntännifdje 9ie^t»funbe. I: SaS 
BJeebielraefen v. StecfjtSanwalt Dr. 
SRub. SRotijeS in ßeipjig. Str. 103. 

— II: Ser^anbelSfianb v.StedjtSanto. 
Dr. jur.B. Springer, Seip gig. Str .5 45. 

KaufmänniftbeS 88eÄnen ton ^rof. 
Siidjarb ßfuft, Cb erlebter a. b. 
Cffentl. ^anbelSIebranftaltb. SreS- 
teuer Kaufmannfdiaft. I. II. III. 
Str. 139, 140, 187.

Sie, von Dr. Bruno SReißner, 
o. S^Mfor a. b. Univerfität BreSIau. 
SRii 6 Stobilbungen. Str. 708.

Äeramifrfje dnbufrrie. Sie 3nbnftrie 
her Silifare, her lünftiitben San« 
fieine unb beb 2Rörtel§ von Dr. 
@uft lauter. I: Glas- u. feram. 
Snbuftrie. ©tii 12 Saf. Str. 233.

Äerjenfa&rifatwn. Sie Seifenfabri- 
lation, bie Seifenanalijfe ttnb bie 
ßerjenfabrifation von Dr. Sari 
Braun in Berlin. (Sie ^ette u. 
Cie II.) SRit 25 Slbb. Str. 336.

Kianifcbou. Sie beutfiben Kolonien 
II: Sab Süb feegebiet unb Kian« 
tf^ou v. Dr. K. Sove. SRit 
16 Saf. u. 1 litbogr. Starte. Str. 520.

KmbeSrecj’t u. Kinberf^u^ von 2lffeffor 
& ö. Senbel in Gruneroalb. Str. 693.

Kinematil non Sipl.-3ng. ^anS $ol* 
fier, Slifift a. b. Kgl. Sedjn. ^ocb* 
fdjule Sterben. SR. 76 SI&&. Str. 584.

Äiröenretfjt v. Dr. ©ebling, erb. 
Srsrf. b.tRecfiie in laugen. Str.377

^tima mit ßeben (JiHoSimatotogie) 
von Dr. Sil§. St. Gefärbt, Sffift an 
ber ßffentL SSetterbienfiftelle in 
SSeil&urg. Str. 629.

SUiniatunbe I: SlUgemeine Älimalebre 
von^rof. Dr. SS. Äöppen, SReieoro- 
löge ber Seeroarte Jamburg. SRit 
7 Saf. u. 2 fjiguren. Str. 114.

ßolonialgeübixfite von Dr. Sieirit^ 
Sdjäfer, ^rofeffor ber ©eftfncfjte an 
ber Univerfität Berlin. Str. 156. 

.^olonialret^t,Seutfdie§, von ^rof. Dr.
£>. Gbler von $o ff mann, Stubien* 
bireftor b.&fabenne für tommunale 
Sermaliung in Süffelborf. Str.318. 

Kometen. Slftronomie. Sröße, Be
wegung u. Gntfemung b. §immel»* 
torper v. 21. g. Slöbiu3, neu bearb. 
v. Dr. $enn. ®obolb, $rof. an ber 
Univ. Äiel. II: Someten, SReteore 
u. ba3 Sternfpftem. SRii 15 fjig. 
n. 2 Sternkarten. Str. 529.

kommunale 2Siriftftafi§pflege von 
Dr. Sllfon» Stieß, SRagifiraisaffenor 
in Berlin. Str. 534.

^ompofitivnSle^re. SRufifalifdie §or* 
menlebre v. Step^. ^retjl. I. II. 3R. 
Viel. Stotenbeifpiel. Str. 149, 150.

J?ontrapunft. Sie Se^re von ber felb- 
ftänbigen Stimnrfübrung v. Siep^. 
£-re$l in ßeipgig. Str. 390.

^outwllwefen, Sa^ agrifultur^emif.'fje. 
Von Dr. ^aul Äirf^e in ßeopolb^ 
fcallsgta&furt. Str. 304.

^oorbinatenfbfteme v.Baitl B fjif^er, 
Cberl. a. b. Cberrealfcfmle 311 ©rofj* 
ßitfjterfelbe. SRir 8 gig. Str. 507.

Körper, Ser menfdjlidje, fein Bau 
unb feine Satigfeiten von G. Steb- 
mann, Cbericqulr.i.ßarlj i*be. SRit 
Gefuubijeii^lebre von Dr. med.
Seiler. SR. 47 2158.u.l Saf. Str. 18. 

^oOeuanirfitag Siebe: Berawfjlaaen. 
Ärebit- nnb Banfwefen Von ®e$. C5er= 

regferung§rat Wilhelm ßejiä, $rof. an 
ber Univ. Güttingen. Str. 733.

^riegsfajiffbau. Sie GntmitfLung be» 
ßriegSfcfjiffbaue» »nm Stltertum 
bi^äurSteuseitBonSjarb ^djivarg. 
Ge8- Starinebaurat u. Schiffbau- 
Sirettor. I. Seil: SaS B^tolterber 
Stuberfcftiffe u. ber 'Pegelfcfjiffe f.b. 
^riegöführung iur >&ee vom Sßter« 
ium b£ 1840. iRit 32 SIbb. Str. 471.

-------ILSeil: SaS Beftalt ber . amt f» 
fefnff e f.b.®riegäführ. g.See v. 1840 
bis jnr Steujeit iiRii 8105. Str.472- 
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finegStDefenS, @be£, ben Dr. 
fcmil Taniete in ^Berlin. I: Sal 
antife SriegSmefen. Sir. 488.

• — II: Tal mittelalterliche £rieg§* 
toe’pr. 498.

-------III: SaS ßrieg§tvefen ber Steu» 
geit ©rfterSeU. Sir. 518.

------- IV: Taä SriegSrvefen ber 9?eu« 
jeit. Stoeitet Teil. 537.

-------V: Tal ^riegltvefen ber Sieu» 
geit dritter Seil. %lt. 568.

-------VI: Ta» firiegltvefen ber Steu* 
seit. Vierter Seil. Sir. 670.

------ VD: Tal Srieglmeien ber Sleu- 
Seit, fünfter Seil. „9?r. 671.

ßriftallographie V. Dr. SS. Srufinl, 
^rof. a. b. SBergafabemie Glaus« 
thal. SRii 190 Slbbilb. 9Rr. 210.

ßriftaHnbiit (Hnfnhntng in bie, von 
Dr. Gberharb Suchtoalb LSRüiufjen. 
SRit 124 2tbbilbungen. SRr. 619.

Üubrun tinb Siefridjepen. SRit Gin» 
leitung unb SSörierbud) von Dr. D.
2. prieset $rofeffor an ber Uni* 
toerfiiät SSürsburg. Sir. 10.

Äitftur, Tie, ber SReuaiffance. ®e* 
fitiung, (yorfdjung, Tidjtung b. Dr. 
SRobert <y. Srnolb, Tiofeffor an ber 
Univerfität Sien. Sir. 189.

Äultitrgef^idjte, Seuifdje, von Dr. 
iReinb. Süntber. Sir. 56.

ÄurbenbiSTuffton. Sllßebraifdje Sur» 
toen von Q. Seuiel, Cberreallebrer 
in ®aibingen*(5ng. I:ffnrbenbUM* 
fion. SRit 57 gig. im Zert. ??r. 435.

ßnr^fdirift fiepe: Stenographie.
fiüfienartinerie. TieGntwiEflnng ber 

Stpiffl» nnb ^üftenartiHerie bis 
3ur ©egentoart b.^orvettenfapitän 
Wuning. SRit Sbb. u. Tab. SRr. 606.

Sade. finde, ^irniffe »on Dr.
Sari Sraun in Berlin. (Tie Rette 
unb £le m.) 337.

fiagerbanfer. Snbuftrielle imb ge» 
iverbli^e Sauten. ((Speicher, 
Sagerpäufer u. ^abrifen) von 
SlrrMeft .^. Bahmann, SfiKelbnrF. 
I: SlUgern. über Mage u^onitruü.b. 
inbuftr. u. gemerbL Sauten. Str. öl 1.

------ • II: Speicher u. 2agerbäujer. 
SRit 123 Rig. Sir. 512.

Sänber» unb SäHentamen bon Dr. 
Stub. Meinpaulin Seipsig. Str. 478.

fianbfiraütnbatt bon Sgl. Oberlehrer 
2L Siebmann, Setrieb^bireft a. T. 
i.SRagbeburg. 2Rii 44 gig. %tt. 598.

SanbtoirtfdjaüliÄe Setriebäle^e b. 
®. fiangenbed in ®rog»2übterfÄlbe. 
Sir. 227.

£axibwirif$aftls£ben Wlafäinen, Sie, 
von Sari Saliher, Sipfom.-^ng. 
in SRannbeim. 3 Sänbcpen. feit 
vielen Slbbilbgn. 92r. 407—409

Sateiuiftbe ©ranunafit ©runbrig ber 
latein. Sprachlehre b. $rof. Dr. 23. 
Sotfdj in SRagbeburg. 92r. 82.

— Sprache. ©efcbidUe ber lateini« 
fehen Spraye b. Dr. ^riebr. Stol^, 
2srof. an b.Uniö. ^hinsbmd. 9?r.492.

2ateimf$e§ SefebuÄ für OberrealfÄuIen 
unb jum gelbfiftubium enthaltens: 
Gäfarg Kämpfe mit ben ©ermanen 
unb ben feiten 2sunifd?en Srieg ötn 
^rofeffor Sic. rbeoL ^ofianne^ ^iU« 
mann, Oberlehrer en ber Slinger» 
Cberrealfdhxle in ^ranf'int a. SR. 
SRit Sofabular. 9?r. 713.

fiaubbölser, Tic. SursgefaBie ©efthrei« 
bung ber in SRitteleuropa einhetmi* 
feben Säume unb Strauber, fomie ber 
toidjiigeren in (gärten gezogenen 
Saubbo^ptasen ton Dr. & Sieger, 
^BrafcHor an ber SgL ^ornafobemie 
Tharanbt W2it 74 Tejiabailbgm unb 
6 Tabellen. 9er. 718.

Iteudjigadfabritatiim, Tie Stehen» 
probuTte ter, von Dr. phil. £. 9t. 
fianae, Siplom-^ngenieur. SEit 
13 gignren. Ztr. 661.

fiidjt Tbeorettfihe II. Teil: 
Sidjt unb SSärme. 5Bon Dr. ©uft. 
3äger, Sßrof. an ber Ted]n. §odi* 
fdjule in Sien. SR. 47 21 bb. 9?r. 77.

Sogaritbmen. SierfrelHge Tafeln unb 
@egentafeln für Iogariihmifd)e4 n. 
trigonometrifcheS Siemnen in jmei 
färben jufammengeftellt von Dr. 
^ernt. ©enuberi, iJBrof. an ber GJe* 
leftrtenfthule beS ^ohanneumä ui 
Jamburg. Sieue 2lusgabe v. 
Dr. Siebert Leugner, ^jrof. an ber 
Univerfität $ena. 9ir. 81.

— ^üufftellige, von ^rofepor ^uguft 
Slbler, Tireftor ber t L Staate 
oberrealidiule in Sien. Str. 423.

fiogit ^fpdMogieunb Sogi! jurGiin« 
fühnrag in bie ^hiloföPhit ton 
^rofeffor Di. Zh. dfenhanä. 3Rii 
13 Ftiguren. Sir. 14.

SotomofiVeu. ©ifenbahnfahrjeuße 
von $. Winnenthal. I: Tie fiofo- 
mofiven SRit 89 2lbb. int Te^t u. 
2 Tafeln. Str. 107.



Sothrittgen. ©efdidfte Saiblingen^ 
ton Dr. Herm. Terid^n>eiler, Geh. 
3legierung3rat in Straßburg. 6.

— 2anbe»fuube D.Glfaß’Sothringen 
D. Sßwf. Dr. 31. Sangenbed in 
Straßburg t $Rü 11 &b&« n. 
1 fiarte. Sir. 215.

fiotro^rprobierfunbe. £.ualiiatiöe 
&naXbfe mit Hilfe be§ SoirDÖr^ 
ton Dr. SRari. $englein in Treibers 
i. (Sa. 10 (Jiguren. Sir. 483.

Sübetf. Sanbeslunbe b. Gro^hergog- 
tümer SRerflenburg tu ber freien 
n.$anfeftabt Sübed d. Dr. Seb alb 
Schioarg, Sirettor ber Realfchule 
gum Som in Sübed. SRit 17 Slb* 
hilbungen unb finiten im Sext unb 
1 lithographiidjen fiarie. Sir. 487.

Suftelettrigität bon Dr. fiarl Wähler, 
miffenidjaftlidjem Hilfsarbeiter am 
^onigl. ^reuß. SReteorologifd)- 
SRagnetifdien ßbferöatoriuux in 
SSotsbam. SRit 18 2lbb. Sir. 649.

Suftfalpeter. Seine Geminnung burd) 
ben elettrifchen glammenbogen üon 
Dr. @. Srion, SSrof. an bei figt 
Sergafabemie in greiberg. Weit 
50 Figuren. Sir. 616.

2uft« unb SReereSftromnngen bon Dr. 
grans Sehnige, Sirefior bei Siaoi- 
gatioröfchule gu Sübed. SRit 27 &b* 
bilbungen unb Safeln. Sir. 551.

2üftung. Weisung unb Suftung ton 
3ng. Johannes fiörting in Sünel- 
borf. I: Sa» ®efen nnb bie SSe* 
rechnung b. HeiaungS* u. SüftungS- 
anlagen. SRii 34 (Jig. Sir. 342.

— — II: Sie SluSführang bei 
HeigungS* unb SüftungSanlagen. 
SRii 191 Figuren. Sir. 343.

2uther, SRartin, unb S^nnu SRumcr. 
SluSgemähli unb mit Ginleitungen 
u. Slnmertungen berieten m 33rof. 
@. Serlit, Oberlehrer am Siitolai- 
gijmnafmm gu Seipgig. Sir. 7.

agnetismuS. Shenretifcbe ^hbfit 
II l. Seil: Gl cf tr 15 i tä t u. SRagnetiS» 
mitS. 2$on Dr. Guftao ^äger, $rof. 
an ber Secfmifcpen ^odjidjule Sien. 
SRit 33 Slbbübungen. Rr. 78.

BRälgerei. ©rauereimefen 1:9Rälgerei 
ton Dr. SreterboFb Sixefior b. 
Öffentlichenunb l.Sächf. ^erfuchs* 
ftßiion für Srauerei unb Balgerei, 
fowie ber trauer* nnb SRälgerfchule | 
gu Grimma. Sir. 303.

! äRärKe unb SRarftbaHen für Sebent* 
mittel ton Ridjarb Schachner, Stöbt 
Saurci in SRündjen. 1: 3®^ SBe»
beut, ton SRärtten u. SRarttballen, ihre 
Slnlage u.5Iusgefra!t II: 2Rarft)aIlen= 
bauten. SRii gablr. 2lbb. 8lr. 719U.72O.

2Rafd}iuenbaur Sie fialfulatiün im, 
t.^ng. §. Seibmann, Sog. a.Sedm. 
Sllrenburg. 2Rii 63 2lbb. Sir. 486.

— Sie 3Raterialien be§ SRaftfjinen« 
baue» unb ber Gleftrotedjuif Don 
Ingenieur Stof. Hermann SSilba. 
2Jiii 3 2lbbilbungen. Sir. 476.

SRafcbinenelemente, Sie. fiurggefag* 
ie^ ßehrbud) mit Seifpielen für baö 
Selbfijtubium u. b. prattifchen Ge
brauch Don §r. SBarth, 0beringen, 
in Nürnberg. SRit 86 prig. 9ir. 3.

SQiafÄinengeidjuen, ^raftifdieS, ton 
Obering. 3iid). Schiffner in SSarm- 
brunn. I: Grunbbegriffe, Ginfadje 
SRafcfjinenteile bi^ gu ben ftupge
lungen. SRit 60 Safeln. 9?r. 589.

------ II: Sager, Stiem* n. Seil- 
ftfjeiben, gafjnräber, fiolbenpumpe. 
SRii 51 tafeln. Sir. 590.

2Ra|?anaIbfe ton Dr. Otto 3?öhm in 
Sarmftabt. SRit 14 (Jig. £Rr. 221.

9Ra§«, 2Rüns» unb Gctoirfj^itefen ton 
Dr. Slugufi £3linb, ^rofenor an ber 
^anbelsidiule in fiöln. Sir. 283.

3)2aterialprüfung^wefen. Ginfüljrung 
in bie moberne Sedjnit b. $Raterial* 
Prüfung t.fi.SRemmler, Sipl.-3ng., 
ftänb. SRitarbeiter a. figl. SRaterial- 
^rüfungsamte gu @r.*2id)terfelbe. 
I: SRaterialeigenyijaften. — heftig» 
teit^uerfudje. - Hilfsmittel f. heftig» 
ieitäDerfudje. SRit 58 (Jig. Sir. 311.

-------II: SRetallprüfung unb Prüfung 
D. Hilf»materialien be^ SRafdjinen- 
baueS. — Saumaterialprüfung. — 
Sapierprüfung. — Schmiermittel* 
Prüfung.— Gütige^ über SReiaIlo= 
graphie. SRit 31 (Jig. Sir. 312.

SRathematifthe (Jormelfammlung unb 
Siepeiitorium ber SRathemaiif, ent* 
haltenb bi£ ioidjtigften gormeln u. 
Sehrfäße b. Slrithmetif, Sllgebra, 
algebraifdien Slnaltüi», ebenar.Geo- 
merrie, Stereometrie, ebenen unb 
fPhärijchen Srigonomeirie, matt). 
Geographie, analpt. Geometrie ber 
Gbene unb Des Raume», ber S)ifi$> 
rential*u.Snteflralred}nungp.O.ih‘ 
Sürtlen, Skof. am figl. Realgpmn. 
inSdjnn-Gmünb. 9R.18 Uig. Sir. 51.
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SRafBentuHT, ©ef^i^te her, Don Dr.
S. Sturm, ^rof. cm Dbergpm* 
nafium ui Seitenftetien. Sir. 226. 

äßaurer« unb SteinBauerarbeiten oon 
^Jrof. Dr. phil unb Tr.*$ng. Gb. 
Sdimitt in Tarmfiabi. 3 SBanbdjen. 
Seit Dielen Sllbbilb. Str. 419—421. 

SRerfjaniL Stjeoret. ^BBfil D Seil: 
©Jed) an:! unb SlfuftiL Son Dr. 
®uft. Säger, ^rof. an ber Ted)* 
niidien ^od)ftf)ule in SSien. Witt 
19 Slbbilbungen. Sir. 76.

Wle^aniftpeXedjnologieDon 0eü.<>of- 
rai ^rofenor Sübide in SSraun- 
fduoeig. 2 Sänbcöen. Sir. 340,341. 

SRedlenburg. üanve§!uube b. ®ro$» 
Bergogtümer ©I edlen bürg u. ber 
freien u. ^anfeftabt Sübetf ton 
Dr. Sebalb Sdjmarg, Tirefior ber 
SRealfdjule gum Som in Sübed. Wtii 
17 Slbbüb. im Segt, 16 Taf. unb 
1 Karte in SitBograpbie. Str. 487.

SRedlenburgiftüe ©efdjidjte Don Ober* 
leerer Otto SBitcufe in Sieubranben- 
burg i. SR. Sir. 610.

SRebijin, @efd)i(Btt ber, DonDr. med. 
et phil. Sßaul Siepgen, SpriDat* 
bogent für (SefcfjicBte ber SRebigin 
in Heiburg i. Sr. I: Siliertem. 
Str. 679.

SReereShinbe, ^übftfdje, Don ijSrof.
Dr. ©erfjarb Sdjoii, Slbteilung^* 
öorfte^erbei b. Seuif^en Seekarte 
in Jamburg. SRii 39 Slbbilbungen 
im Sext unb 8 Tafeln. Str. 112.

SReeresftrömungen. Sufi« u. ©leeres« 
ftrömungen D. Dr. §rang Sämige, 
Sir. b. 3?aDigation»fäuIe gu 2übed. 
SKi± 27 gibb. u. Tafeln. Str. 551.

SReliorationen b. Saurar Cito Raufer in 
(SQiDangen. 2 Sb^eiu SRit Dielen 
gig. Str. 691/92.

©lenfdi liehe Körper, Ser, fein San u. 
feine Tätigfeiten Don G. fRebmann, 
Cberfdiulrat in Karlsruhe. ©Hi ®e* 
funbüeii^Iebre D. Dr. med. Sei* 
ler. SRit 47 Slbb. u. 1 Taf eL Sir. 18.

©letaltegrabbie. Kurje, gemeinfaB* 
lidje Sarfteßung ber Behre Don ben 
SMallen u.ibren Begierungenunter 
b ef onb. SB erü df icfi tigung b er SRetall* 
mifroftopieb.fBrof. G.^epnit.Wrof. 
0. Soner a. Kgl. SRaterialprufungä- 
amt (®r.*£id)terfelbe) b. K.Tedjm 
fjodjftbnte git Serlin. I: SlUgem. 
Seil. SRit 45 ^bb. im Text unb 5 
Sidjtbtlbem auf 3 Tafeln. Sir. 432.

WaHograpbt* H: Speg. Seit SEü 
49 2lbb. im Sext unb 37 Bi^tbilbem 
auf 19 Tafeln. Sir. 433.

SRetallurgie von Dr. Slugufi Sei^ in 
KriftianManb (Storwegen). I. IL 
©lii 21 Figuren. Sir. 313, 814.

SReteore. ^ftronomie. ©röBe, Seine* 
gang u. Gnifemung ber $immeB* 
torper ton 21. §. SDlöbmä, neu be
arbeitet oon Dr. $erm. Äobolb, 
©rof. a. b. UniD.Äiel. II: Homeien, 
©teteore u. ba4 Stemenfpftem. Sitt 
15 §ig. u. 2 Stemfarten. Wr. 529.

©leteorologie D. Dr. S3. Sraberf, Srof. 
an ber UniDerfität 2Sien. SRit 49 
Slbbilb. u. 7 Xafeln. Kr. 54.

©iilitärifdje Sauten D.3lg.-S au mftr.S. 
Sang ^Stuttgart. SR.59 2Ibb. SRr.626.

SSiilitärftrafrerbt, Seutfdje^, b. Dr. SRaj 
©mfi SRaijer, Sßrof. an b. Unib. Stras
burg i. S. 2 Sbe. 3?r. 371. 372.

©lineralngie Don Geheimer Sergrat 
Dr. 8t. StaunS, Stof, an b. Uni». 
Sonn. SHit 132 Obüb. Str. 29.

SRiimefang imb Sbru^bi^teng. 
23altber Don ber Sogetoeibe mit 
Su^icaül au§ ©tinnefang unb 
Sprudjbiditung. SRii Snmermngen 
u. einem SSörterb. Don C. (Süntter, 
Srof. an b. Cberrealfdjule u. an b. 
Sedin.$odnd)ule i. Siuttgart.9tr.23.

ÜRiitelbD^beutf^e Sidjtengen auS 
mittelÜD^benift^er ^rii^jeit 3n 
2lu3iual}i mit (jinleiig. u. Sörier* 
Bud) fjerau^geg. Don Dr. ^ermann 
Sanken, Siir. b. Stonigin Suffe* 
Sdjule i. Königsberg i.^r. Str. 137.

WlittelüDtÖbeutfcbe ©rammatit 2)er 
SHbelunge SRÖi in Slu^tDa^I nnb 
miiielbot$beutfd)e ©rammati! mit 
terj. Sörterb. d. Dr. SB. ©oliver, 
SSrof. a. b. IlniD. Stoftod. Str. 1.

2Rwfe fietie: SUgen, SEoofe unb garn- 
pflanzen.

©iorgenlanb. ©ef^i^te be§ alten 
SHorgenltmbe^ b. Dr. ^r. Sammel, 
©rof. an b. UniDerfitäi SÖtündjen. 
SOlii 9 Silbern u. 1 Karte. Str. 43.

©terpboloßie unb Drganograpljiie ber 
SJflansen D. S^of. Dr. SK. Storb* 
Baufeit in Kiel. 2R.123 Sbb. Str. 141.

©lörtel. Tie Snbuftrie b. IimftlitBen 
Sanfieiue unb be§ SRörteU Don 
Dr. Slauter in SBarlotienburg. 
SRii 12 Tafeln. Str. 234.

©lunbarien, Tie beutfdjen, Don ©rof. 
Dr. ^ei^ in SEaing. Str. 605.
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SRnnbcrten, J!lattbenffdje, tum Dr. 
Hubert «Stimme, SSrofeifot an bet 
Unioerf. Sfünfter i. 3. Sir. 461.

SKünjloefen. IBiag*, ®lüns» unb Se* 
sotötäwefen ros Dr. Sug. Blinb, 
Brof- a. b. §anbe:s;&ule in Köln. 
Sir. 283.

Staiter, SbomaS. Slartin Suitier u. 
Shoma® SRurner. Huägeroäblt u. 
m. Einleitungen it.Slnmerf. Beheben 
Bon Brof. ®. Serlit, überlebterem 
Stilolaighmnaf. ju Seipjig. Sfr. 7.

SHitiil, «Sefa) lebte ber alten unb mittel
alterlichen, o. Dr. 21. SRöbler m 
Steinhaufen. 2 Bhd;. Silit jablr. 
Slbb. u. «SuiifbeO. Sir. 121 u. 347.

9RufiIalifcbe Stfuftil Bon Brofeffor Dr. 
Sari S. Schäfer in Berlin. SRii 
36 Sbbilbungen. Str. 21.

2Jliifilal.gormenleüre(SompofitionS» 
lehre) ton Stephan SrebL I. H. 
Bfii Biet, äotenbeijp. Sir. 149, 150.

2Rufi!äftbeti! Bon Dr. Sari ©ritnSfij in 
Stutigitt. Sir. 344.

Surifgeidiiibte beä 17. gabrbmiberiä t>. 
Dr. Aar! SnitiSft i. Stuttgart. Sfr.239.

SRufitgefdnibte beb 18. gahrbunbettä 
Bon Dr. Sari ©tunslb in Stuttgart. 
I. II. Sir. 710, 725.

®lufilgciditrt;te feit Beginn be3 19. 
SalirfunbertS B. Dr. ß. Erunättj 
in Stuttgart. I. II. Sfr. 164, 165.

SRufiftehre, Slllgeineinc, Bon Stephan 
Strehl in Leipjig. Sir. 220.

Slabelbblser, Sie, Bon Dr.g. 3.Sieger, 
Brof. an bet ßönigl. gorftatabemie 
äu Sbaranbt. SRit 85 SIbbilbungen, 
5 Sabellen unb 3 Samen, 'jlr. 355.

StabrnngämirteL Ernährung u. Siab< 
rungsmittel B. Dberftabbärjt Brcf. 
$. Biidjoff in Berlin. SRit 4 2lb- 
bilbungen. Sfr. 464.

Slautil. Kurier Stbrif b. täglich an 
Sorb Bon ©anbelsfchiffen angem. 
Seils b. Sdiiffabrtshtnbe. Son Dr. 
grang Sdjulje, Sir. b. «Ranigationä- 
fdjule su Lübei SRit 36 Ubbilban. 
Sir. 84.

SfenengliftSe Saut, unb gormenlefre Bon 
Dr. Eilert Staall, Brof. an berllniö. 
Sunb. Sfr. 735.

SlcngrietbiWeg Lefebutb (Schrift* unb 
Solßipracbe) mit ©loffar, gefummelt 
unb erläutert Bon Dr. gobannes G. 
Salitfunaliä, Sogent am Orient. Sem. 
ber Unio. in Berlin. Sfr. 726.

Sfengriecbifcü • beicifche® SefprüdjS« 
buch mit befonb. Berüdfid)tigung b. 
Umgang3fprad)e 0. Dr. Johannes 
ßalitfunatiä, Sog. am Seminar für 
Orient. Sprache in Berlin. Sir. 587.

Keunäebnteb gatjrbuicbert Sefdiitfite 
be§ 19. Sabrbunbertä Bon Cälat 
Säger, 0. gonorarprof. a. b. llnip. 
Bonn. l.Bbdl.: 1800—1852.9fr.216.

-------2. Sänbchen: 1S53 bis Gnbe bes 
Sahrbnnbert®. Sfr. 217.

Steuteftamentli^e äeitgefdjidjte Bon 
Lie. Dr. 3. Staert, Brof. a. ber 
UniB. in Sena. I: Ser biitorifdje u. 
iulturge’tfiicfjtl. Ijintergrunb b. Ur» 
djriftentumS. SR. 3 Satten. Sfr. 325.

-------II: Sie Sfeligion b. Subentumä 
im geitalter bes $eHeni8muä unb 
ber Sfömerberrichaft. Silit 1 Sinn» 
ffiMe. Sfr. 326.

Siibelunge Slot, Ser, in Sluätoabl unb 
mittelbmbbeutfdje Srammatit mit 
hirjem Sörterb. B. Dr. 3. Soltber, 
Stof, an ber Unia. Sioftoi. Sfr. 1.

Worbameritauifdje Siteratur, Eefcfiiäite 
ber, Bon Dr. £eon SeUner, Stof, an 
bet ItmB. Eäemotoig. 2 Bbchen. 
Sir. 685/86.

Slorbifdie Sitcratnrgefcbicllte I: Sie 
islänb. u. norroeg fiiteratur beä 
SRitielalterä ». Dr. 3olfg. Soltber, 
Stof, an ber Unioerfität SRoftoi 
Sir 254.

Slubpflansen Bon SJtof. Dr. S- Beh
ren«, Borft. b. ©rofberäogl. tanb» 
mirtfchafII. Berfudjäanft Sluguften- 
berg. SRit 53 giguren. Sir. 123.

Sie. Sie gelte n. öle fowie b. Seifen- 
u. Serienfabrikation u. b. isarje, 
Sade, gimiife mit ihren njidjtigften 
Siljsftoffen Bon Dr. Sari Braun in 
Berlin. I: Einführung in b. Chemie, 
Sefprediung einiger Salge u. ber 
gelte unb £jle- Sir. 335.

öle unb Sfiecbfti ffe, IStbcriWe, Bon 
Dr. g. Sfodjuffen in SRiltif. SRit 
9 Slbbilbungen. Sfr. 446.

Cptil. Einführung in b. geometrinbe 
öptil Bon Dr. 3 $inrid)ä in 3ii- 
merSborf.S erlitt. Sfr. 532.

Crientalifcbe Siteraturen. Sie Dauert- 
literainreu beb CrientS bon Dr. SR. 
gaberlanbi, Btioatbog. an b. Unt- 
Betiität Seien. I: Sie Siieraturen 
öftafienä unb Subienä. Sir. 162.

— II: Sie Literaturen ber Beriet, 
Semiten unb Süden. Sfr. 163.
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Ctieutaiiftiie ßiteratnren. Sie ßrift- 
lidien Siteratnren beä Ericnte 
non Dr. Stat. Saumftarl. I: Ein
leitung. — Sas djriftl-cram.ävd'e 
u. b. topt ©chriittum. 9fr. 527.

-------II: Tas ^riftlidxirabifche unb 
ba» ätbiopijtfie Schrifttum. — SaS 
d)riftlid)e Schrifttum bet Armenier 
unb Seorgiet. Sfr. 528.

CrtSnamen im Seutidien, Sie, ihre 
©ntaidlung u. ihre Serhtr.fi non 
Dr. Siubolj fileinpaul in Setpätfl- 
@o$liä. 9fr. 573.

Dftafrila. Sie beutfcben Kolonien 
III: Eftafrila bon SJrof. Dr. g. 
Sone. SHit 18 Saf- u. 1 litljogt. 
fierte. . Sfr. 587

SfterreiÄ. CfterreiiJifÄe SeMitStr 
Bon fßrof. Dr. granj b.groneS, neu- 
beerb. Bon Dr. Sari Ubtirs, fßrof.
a. b. llnio. Sraj. 1: SSon b. Urjei:
b. j. Tobe gönig Slbrediß II. 
(143S). ™it 11 gtammtaf. Sir. 101.

------ II: Born TobeSönig SlbredtiSII. 
bii j. SBeftf. grieben (1440—1848). 
Kit 3 Stammtafeln. Sfr. 105.

— ßanbeStunbe n. Cfterreich-IIngaru 
Bon Dr. SUfreb @tunb, ÜBrof. ar. 
b. UniBerfität SBrag. SRit 10 Tert- 
illuftrationen u. 1 garte. Slt. 244.

DbibinS Slafo, Sie SRetamorbbofeu 
beä. 3n StuStoatjl mit einer CSnleit. 
u. Anmert. berausgeg. B. Dr. 3ul. 
Sieben in Sranffurt a. SB. Sft. 442. 

^äbagogi! im Srunbrin non 'Brofeffor 
Dr SS. Stein, Streiter b. SBäbagog. 
gemmat? a. b. Uni». 3ena. Sir. 12.

— @efihiAte ber, bon Eberlehrer Dr.
S- äSeimer in SieSbaben. Sir. 145. 

^Jaläogeograbhie. ®eolog. ®efd)id)te 
bet SReere unb geftlänber Bon Dr. 
graus gojfmat in Kien. SRii 6 
garten. Sir. 406.

Saläollimatologie Bon Dr. Si®. SH. 
©darbt i.S3eilbutg (Sahn). Sfr. 482.

®aläontologie Bon Dr. Aub. SoemeS, 
SBtofeffor an ber Uniberiität Sraj. 
Kit 87 Abbilbungen. Str. 95.

Paläontologie unb AbftamnumgSIehre 
»on Dr. Start Siener, SSrof. an bet 
UniBerj. SSien. Silit 9 Abbildungen.
Sft. 460.

Paläftina. SanbeS- nnb Soltslunbe 
^aläftinaS bon Die. Dr. @uftab 
Sollte er in Safis- SRit 8 Sollbil- 
bern unb 1 garte. Sfr. 345.

• ^arallelperfpeKioe. SCediiöinHige n. 
itfjiefminHige Ajonometrie b. $rof. 
3- SBonbezlinn in Wünfter. SRit 
121 giguren. «fr. 260.

perfonennamen, Tie beutfdjeu, b. Dr. 
Rub. Sleinpaul in ßeipjig. Sir. 422.

Sern. Tie Corbillerenftaaten bon 
Dr. SBilljelm Sieoer«, SBrof. a:i 

i ber Unioerfität ©iefeen. I: Ein
leitung, Solibia unb Teru. Siit 
16 Tafeln u. 1 litt). fiarte. Sfr. 652. 

petrograsbieo. Dr. 3. SruänS, Stof. 
I an bet Setaaiabemie Elauäthal.

Silit 15 Abbiloungen. Sir. 173.
^flanje, Tie, ter Sau unb ihr Seien 

Bon SBrof. Dr. g. Tennert. W. 
96 Sbiilbungen. Sir. 44.

— bon@efi.Sofr. Trof.Dr.ütboIf Sanier, 
in Siegen. ®it johlt. 365. Sft. 742. 

Sfflanienbaulebre. Sierbau« unb 
gflanjenbanlebre bon Dr. Ssaul 
Sribpert in Efien u. Emft ßangen- 
bed in SroB«£'icf)terfe!be. Sir. 232.

?5flan5enl>iologie b. Dr. S. SRiguta, 
$rofeffor an b. goritatabemie Eiie- 
nach. I: Allgemeine Siologie. Kit 
43 Sbbilbungen. Sfr. 127.

Sfflanjenemäbntng. Slgrilulturiüemie 
I: Sfflansenernäbnrag b. Dr. Bari 
Stauer. Sir. 329.

¥ flanjcngeag rau b ie n. Stof .Dr. £ab to.
Siels in SRatburg (Seflen). Sir.3S9. 

$flan5enlrantbeiten ton Dr. Serner 
griebr. Srud, 'Brioatboj. i. Siegen. 
Kit 1 färb. Taf. u.45 Sibb. Sir. 310. 

Sflansenmorphologie. Karbhologie 
u. Crganograptiie b. Sgflansen ton 
SBrof. Dr. SJl. Slorbbaufen in SieL 
Silit 123 abbitoungen. Sir. 141.

Sfflanäenpbpfiologie bon Dr. Sbolf 
Saufen, Sfrof. an ber Uniberiität 
Siegen. Kit 43 AbbüT). Ult. 591. 

^flanjenreic&S, Sie Stämme beS, bon 
iBribatboj. Dr. Kob. Slilger, fiuftos 
am Sgl. Satan. Satten in Serltn» 
Sajlem. SRit 22 A65. Sir. 485.

Stflanäenmelt, Sie, ber @en>äffer ton 
Dr. SS. SRigula, $rof. a. b. gorftal. 
Efifenad). Kit 50 äbb. St. 158.

^ftansenjellenleSre. Sellenle^re nnb 
Anatomie ber Tflansen bon Stof.
Dr. S- Kiebe in Seitjig. SRit 79 
Abbübungen. Sir. 556.

SBäarmalognofie. Sion Apotbeter 5. 
Scfimittbenner, Sffift. a. Soian. 
3uftitut b. Sedjn- SoteÜWe gatU- 
nibe. Six. 251.
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^^cnnßSeuHfÄe (i$emie bon ^rwat* 
bo^eni Dr. S. 2)lannfieim in Sonn. 
4 Säuberen. Sir. 543/44, 588, 682.

S^ilologie, (Befthidite b. Haffifdien, 
b. Dr. Bilb- Äroll, orb. Stof. a. b. 
llnib. SRunfter in 2Sefrf. Sir. 367.

Shtlofophie, ©inführung in bie, bon 
Dr. SRas SSentfdier, Stofeffor an 
ber Unioerfität Sonn. Sir. 281.

SbÜDfopbie, @efrfiidjteb.,rV: Sleuere 
Sbifafopbie bi£ Sani bon Dr. S. 
^auä), Stofeffor an ber Unioerfitai 
3ena. Sr. 394.
— V: Emmanuel Äani bon Dr. 
Smno Sand), Stofeffor an b. Uni* 
berfiiäi Sena. Sir. 536.
VI: Sie SfcilofoWe im erften 
Sritiel beg 19. Sahrljunbertg ocn 
2lrtpur SreWg, Stof, ber SWo* 
fobbie an ber Sedjn. £>od}fdjute in 
Karlsruhe- Sir. 571.

— VH: Sie Shitofr^hiß im jtoeiien 
Sritiel beg 19. Sahrfjunbertg bon 
Slrifmr Srerag, Stof, ber Sh'^ 
fopfiie an ber Se^n. ^odjfdjule in 
Äarlgruhe. Sir. 709.

— ^aubtpro&leme ber, b. Dr. @eorg 
Simmel, Stofeffor an ber Unioer- 
fität Serlin. Sir. 500.

— Sfpdjologie nnb Sogt! jur ©inf. m 
b. Shilofophie bon Stof. Dr. Sh« 
©Ifenhang. OTit 13 gig. Sir. 14.

S^otogrammeirie nnb Gtercophoto’ 
grammetrie bon Stofeffor Dr. $anS 
Sod in 2Rähr.»2BeiBfirchen. Seit 
59 SIbbilbgn. Sir. 699.

ShbtDgraphißr S>ie» Son 6. Regler, 
Stof. an b. 1.1. ©raphifdien Sehr* 
nnb Serfud}ganftalt in SSien. Wlit 
3 Saf. nnb 42 2Ibbilb. Sir. 94.

ShhHt Sheoretifdje, bon Dr. ©uftab 
Säger, Stof, ber Shbfila.b. Sedin. 
§od)jdjuIei.5Sien. I.Seil: SRedjanif 
nnb WftiL SRit 24 Slbb. Sir. 76. 

-------H. Seil: ßirfjt u. Sßärme. Seit 
47 Slbbilbungen. S?r. 77.

— — HL Seil: (EleÖriäiiät n.9Ragne^ 
iigmug. SRii 33 * . r. 78.

— — IV. Seil: Gleftromagnet. Sidjt- 
tbeorie nnb ©leöronit SRü 21 fjig. 
Sir. 374.

SefdlWe, ber, bon Stof. 91. 
Sifiner in 23ertbeini a. SR. I: Sie 

Slewton. 2Rii 13 fjig.
Sir. 293.

(M^idife, ber, bon Stof. 9t 
Äiftner in SSertheim a. 2R. II: Sie 
ShbfiJ bon Slewion big j. ®egen» 
toart. SRit 3 (Jig. Sir. 294.

Shiffi^TO’^hemifthe Siedjenauf« 
gaben oon Stof. Dr. 91. 2lbegg nnb 
Sriratbojent Dr. ©. (Sadur, beibe 
an ber Unib. Sreslau. Sir. 445.

ShWfalifdjeSKttfgabenfammlttng oon 
®. SRafjIer, Srof. ber SRaihematä 
u. Shbii? nm Spmnafium in Ulm. 
SRit ben Slefultaten. Sir. 243.

— (Jormelfammlung oon SRabler, 
Srofeffor am Stymnaftum in lüm. 
SRii 65 Figuren. Sir. 136.

— 2)leffnng^meiboben bon Dr. SSit^. 
Sabrbt, CberleJjrer an. ber £ber- 
realfdiule in ®roB*2id;terfeIbe. SRii 
49 giguren. Sir. 301.

— Safiellenb. Dr.21. Seid, Oberlehrer 
an ber Someniuöfdjule SerHn- 
(£d)oneberg. Sir. 650.

ShblioloßiMe Ghemie bon Dr. med. 
21. Segafm in Serlin. I: Sljfimila- 
tion. SRit 2 Safeln. Sir. 240.

-------II: Siffimilaiion. SRit 1 Saf. 
9lr. 241.

SWifd)« (Beograbhie bon Dr. «Siegm. 
(Süntbet, Stof, an ber ÄgL Sedin. 
§od)fd)ule in Slündjen. SRii 37 2lb* 
bilbungen. Sir. 26. _

SWifäe SReeresfunbe bon Stof. Dr. 
©erb. Gdjoii, 2Iöteilung§borft. b. b. 
Seutfdj. Seemarie in Jamburg. SR. 
39 2Ibb. im Segt u. 8 Saf. Sir. 112.

SÜäc, Sie. Sine (Jinfübrung in bie 
Äennfniä ihrer ^ormenreihen bon 
Stof. Dr. S. Sinbau in Serlin. SRii 
10 ?}igurengrnp#ert LSest Sir. 574.

Siomerbrenfi, Ser, bon SRafor Sleicharbt, 
Saiaillonsfomm. im Snfant’ÜRegmt. 
„ßronprins" (9lr. 4) in ©bemnig. SRit 
150 9lbb. Sir. 730.

SIcnerenfbftem. Slffronomie (©rö^e, 
Semegung u. ©ntfemung b. §im» 
meteförper) bon 2t 8r. SRöbiu3, neu 
bearb. bon Dr. $erm. Äobolb, Stof,
a. b. Unib. Äiel. I: Sag Slaneten* 
ftifiem. SRii 33 2lbbilb. Sir. 11.

Slanfion, Sag, be§ ÜReereS bon Dr. 
®. Stiaänt) in 2Bien. SRii 83 2lb= 
bilbungen. Sir. 675.

Slnftil, Sie, beg 21benblanbe§ bon 
Dr. £>an£ Stegmann, Sireftor beg 
Satjer. Slaiionalmuieumg in SRün» 
d;en. SRii 23 Safeln. Sir. 116.
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^laiHI, feit Segittn be§ 19. gabt* 
bunbertB von $L$eilmei)er in SRün* 
djen. SRii 41 Sollbilbem. 9lr. 321.

^lattbeutf  ̂e SRunb arten von Dr.^ub.
Grimme, ^rofeüor an ber Unioer* 
fität SRünfter i. SB. Sir. 461.

Sßnetil, Seutf^e, b. Dr. ß. Sorin»!:, 
^rof. a. b. Unib. SRündjen. 9lr. 40.

Sßolarli^t Grbmagneti^mu», Grb« 
ftrom n. $olarlid)t von Dr. 21. 
Sliopolbt, SRitglieb be^ ^gl. ^reu-ß. 
SReteoroIog. Snftituö gu ^otsbam. 
SRii 7 Saj. u. 16 Figuren. Sir. 175.

^olnifdie ®ef^i(5te bon Dr. ©lernend 
Sranbenburger in $ofen. Sir. 338.

jammern. 2anbe§funbe bon $ont« 
mern von Dr. 2B. £eede, 93rof. an 
ber Unioeqiiät Freiburg i. S. SKit 
10 SIbb. unb harten int Sert unb 
1 ßarte in Sitbograpbie. Sir. 575.

^ortugiefiftbe @ef dürfte b.Dr. Guftab 
^ier^ in Serlin*<stegli^. Sir. 622.

Sßortugiefifdje Siteraturgeftbidjte von 
Dr. Äarl bon Sleinbarbftoettner, 
^rofeifor an ber M. Sedjn. $□$* 
fdjule SRündjen. Sir. 213.

^ofameutiererei SeEtil<Jnbuftrie II: 
SBeberei, SBirferei, ^ofamentiere« 
rei, Spiken* unb Garbinenfabri« 
iation unb giljfabrifation o. ^rof. 
SRaj Gürtler, Gel). Slegierungsrat 
im £gl. 2anbe»getoerbeanrt ju 
Berlin. SRii 29 (Jig. Sir. 185.

^oftreifjt bon Dr. Stffreb SBolde, $ofr* 
infpeftor in Sonn. Sir. 425.

^reßluftwerTseuge, £ie, bon Siplom- 
5ng. §lii», Cberleljrer an ber 
Äaif. Steebn. Schule in (Strasburg. 
SRit 82 giguren. Sir. 493.

^reu§iftbe Gefdiic^fe. Sranbenbi:r= 
gif^’^reußif^eGefcöidjte b. 33rof. 
Dr. SR. Sfjamm, Sireitor b. ßaifer 
^il^elmö*Gpmnafium^ in SRonta* 
baur. Sir. 600.

$ren§if^e§ StaatSredji bon Dr. grih 
Stier* Somlo, 3Srof. an ber Unib. 
Sonn. 2 Steile. Sir. 298, 299.

$fpt$iatrie,goreufifd)c, von ^rofeffor 
Dr. 53. SSebganbt, £ir. ber grren* 
anftalt griebridjSberg in Jamburg. 
« Siinbdjen. Sir. 410 unb 411.
djologie unb Sogii gur Sinfübning 
in b. SÖüofop^ie b. Srof- I>r. 2$. 
^fenban^, SRii 13 giß. Sir. 14.

@runbnt ber, ö. $rof.
Dr. ®. g. £ippg in güridj. 2Ri* 
3 giguren. Sir. 93.

jumpen, Trudwoffer« unb Trmfluft« 
Anlagen, ©in fur^er Überblid von 
SipL-^ng. SRubolf Sogbi, SRegie* 
rungSbaumeiner a. S). in Radien. 
SRii 87 Slbbilbungen. Sir. 290.

Cuellenfunbe b. bentf^en ®efd)idjte 
bon Dr. Gari 3acob, iprof. an ber 
Unioeriität Tübingen. 1. SSar.b. 
Sir. 279.

JRabioaftibität bon SipL*3ng. 53'1^. 
grommel. SRit 21 ^bb. Sir. 317.

SRedjnen, ^a§, in ber Terfmif u. feine 
§üf4mitiel (9ledjenid)ieber,9led)en* 
tafeln, SRedienmaidjinen ui:o.) oon 
^Jng. ,job. Gug. iölaber in greiburg 
i. sör. SRit 30 SIbbilb. Sir. 405.

— ßaufmännifrfjed, oon ^rofeiior 
Slicbarb ^uft, Cberle^rer an ber 
Cffentließen ^anbelslebranftalt ber 
Sreßbener ^aufmannfdjaft L IL 
in. Sir. 139, 140, 187.

'Jle^t be» Sürgerlidjen ®-efe^bud}S, 
©rfteä Sud): SUlg. Seil. I: Gin* 
leitung — £e$re b. b. Vertanen u.
b. b. Sadjen b. Dr. SS. Certmann, 
55rof. a. b. Uni». Gelangen. Sir. 447.

------ II: Gr werb u. Seeluft, ©elienb* 
madjung u. <5d)u£ ber SRedjte von 
Dr. SSauI Cerhnann, Sßrofeffor an 
ber Unioeriität Gelangen. Sir. 44S.

— Biueiteä Sud?: Sdjulbredjt. L 21b- 
ieilung: Wlgemeine Se^ren bon 
Dr. $3aul Certmann, ^rofeffor an 
ber Unioerfität (Mangen. Sir. 323, 

-------H Slbt.: Sie einzelnen Sdjulb* 
ber^ältniffe ö. Dr. SJaul Certmann, 
$rof. an ber Unibcrfität (Mangen, 
Sh. 324.

— dritte» 55ud?: @ad)enred)t von Dr. 
g. gJre^djmar, £berlanbe$gerid)ta* 
rat in Sre^ben. I: öligem. Mehren. 
Sefi^ unb Eigentum. Sir. 480.

------ II: Segrenste Siedete. Sir. 431.
— Vierte» Such: gamilienredjt von 

Dr. Meineid) Xi^e, SSrofeffor an ber 
Unioerfität Güttingen. Sir. 305.

— günftei Sud): Grbredjt bon Dr. 
SSilbelm oon SUume, erb. $rof. ber 
Siebte an berllniberfität Xübingen. 
I. Abteilung: ©inleitung. — Sie 
Grunblagen be3 Grbredjiä. Sir 659.

— — U. Abteilung: Sie Slad)laj> 
beteiligten.3Rit 23 gigurezu Slr.660.
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Siedst bei SerfitberungäunierneE' 
ntunoett, Sa®, Bon Siegierungärat 
a. S. Dr. jur. ft. Eeibl, erftem 
Sireitor ber Stümberger Sehen»« 
BerftdjerungsbanJ, früher Kitglieb 
bei ftatferlidien äufftdjticmtä für 
$riBatBerfid)erung. 9ir. 635.

SiedjöfÄUB, Scr internet«ncte ge« 
tnerbliije, Bon S- Keuberg, Seifert. 
Kegierungsrat, Siitglieb b. SeaiferL 
Patentamt® .in Berlin. Sir. 271.

• SeÄtSmifienft&aft, Ginfübrung in 
Sie, »an Dr. Sbeobor Sternberg 
in Serlin. I: SRetboben« unb 
Cuellenlebre. Sir. 169.

-------II: Sa® Stiftern. Str. 170.
Siebelebre, Seutfdie, B. $anS $robft, 

Snmnafialprof. inSantbetg. SIr.61.
9iebefd)rift fiebe: Stenographie.

• Sieidisfinanäen, Sie Gnttuidlung ber, 
ton Sräfibeitt Dr. 3t. oan ber 
Sorget in Serbin. Sir. 427.

Sieligion, Sie Gntoitftang ber ebrif:» 
lieben, innerhalb bei Steuer. Seite» 
Bient» Bon SErofeffor Dr. tie. 
Gar! Giemen. Sir. 388.

Sieligion, Sie, be» SubentumS in: 
fleitalter ber §elleniämuä u. ber 
Sl6merberr>d)aft ton Die. Dr. S. 
Staerf (9Ieutefrainent!i<fie 3ei:> 
gefd)id;te II.) 2)iit einer Slcn- 
ffiä-je. Sir. 326.

Sieligionen ber Siatnrbölfer, Sic, 
non Dr. SS- Sdieli®, Srojeffor in 
Bremen. Sir. 449.

SMigit>n8n>iffenfdiaft, Sbrifi ber her« 
gleiöenben, non Srofeffor Dr. 
Sh. üldieliä in Seemen. Str. 208.

Menaiffonce. Sie ftultur ber Sie» 
naiffance. Scfittnng, ^nrldjung 
Siditung ö. Dr. Kobert >J. Strnolb 
Stof. an ber Uniberfität Bien. 
Sir. 189.

Sieptilien. Sa® Sierreidj HI: 9iep-- 
tilien nnb Sntpbibien. Son Dr. 
Sranj Serner, $rof. a. b. Uniserf. 
Säten. Kit 48 »bb. 9ir. 383.

Sibetnprobinj, SanbeSInnbe ber, Bon 
Dr. 2?. Steinede. Stretta» b. 9t">' 
gbmnafiumä in ©fett. Siti 9 9U5., 
3 Sdrtd&en unb 1 Starte. _ Sir. 303.

Slicdiftorfe- Sltüerifaie £le u» b 
Stiedifinffe non Dr. g. SRodjuifen n 
KilriS- SJiit 9 Slbb. Sir. 446.

Sloman. @efd)ithte be® beittfden 
Koman® oon Dr. ©ellm. Slielie. 
Sir. 229.

Siomcnifihe gpra^iutfienfcbaft bon 
Dr. Slbolf Sauner, $rof. a. b. Unia. 
®rcj. 2 Sänbe. Str. 128, 250.

Kömiühe Stltertumälunbe Bon Dr.Eeo 
Blöd) in äSien. SRit 8 Sollbilbern. 
Sir. 45.

SRämifdje Geübtste Bon Siealgpm. 
nafial-Sirettor Dr. Sui. fto^ in 
©runeroalb. 2 fBbdin. (I: ftönigö. 
jeit unb Kepubli*. II: Sie fiatier- 
seit bis junt Untergang beb SBe’ = 
rötniidjen Keidje®.) Sir. 19 u. 677.

Sömifdie Siterarurgefdiidite bon Dr. 
^erm.§oaihint in Jamburg. 9ir.5J.

Siöntiftbe unb griedjifdje äRgtJoIogie 
bon ^rofenor Dr. Hermann Sten- 
bing, Sief cor bes ©gtnnafium® in 
Sdineeberg. Sir. 27.

, ejiötnifdje KedjSsefdjidite bon Dr. 
j Stöbert non SBat;r, Hrof. an ber 
I Seutfcfien Uninerf. $rag. 1. Sud): 
| Sie Seit b. Soiferedjies. 1. (jälfte: 
; Sas öffentliche Stedjt. Str. 577.

------2.©älfte:Sas$riBatred)t.9ir.57S.
— 2. Sud): Sie Seit bed Slmtö- 

unb Serfebr4red)te3. 1. $ätfte: 
Sas Bffentlidte Siecht- Kr. 645.

------ 2- Sälfte: Sa® SBribatredjt I 
9ir. 646.

-------2. Hälfte: Saä SEribafredjt IL 
9lr. 647.

— 3. Sud): Sie 3eit beä 3ie:d)S= unb 
Soffirecbteö. Str. 648.

— 4. Sud): Sie Seit ber Crtettialifierung 
beä rötnifthen SRcdtes. Str. 697.

Sluftlanb. Kuffifdjc ©efdiidjte bon 
'J-rof. Dr. 5B. Sieeb, Dberleurer atn 
Sieuen ©timnnfium in Kains. Sir. 4.

— SattbeSiunbe be® Guropäifdicn 
Kußlanb® nebfr (yümlatib® non 
Strofenor Dr. 81. 95hilippjon in 
©alle a. S. 9lr. 359.

ginfiifd)«beittfdieä ®efpräd)5buth »on 
Dr. 6rid) Semefer, Srofeffor an 
ber UniBerfität SRündjen. 9lr. 68.

KuffiMe Sraintittttif Bon Dr. Grid) 
Sernefer, Srofeffor an bet Unioer- 
fitär Siündjeti. Str. 66.

9iuffifd)e ^anbeiSIarrefponbens bon 
Dr. Sbeobor Bon StaKratjsin in 
Eeipsig. Str. 315.

Kttffifdie® Sefebuth mit ®Ioffar Bon 
Dr. Gridi Semefer, Srofeflor au 
ber Univerfität SKündjen. Sir. 67.
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Rnfftfdje Stier ahtr ton Dr. ©rieh 
Voefime, Settor a. b. §onbel5f)O(h* 
.Idiule ^Berlin. I. Seil: Auswahl mo- 
bemer ^rofo u. ^oefie mit aus* 
füfjrlitfjen Anmertnngen u. A%eni- 
be§eidinung. Sir. 403.

— — II. Seil: Bceuojiojn» rapamst, 
Pa3c«a3M. SRii Anmerhingen unb 
Afgembejeidmungen. Sh. 404.

Muffifcöe Siteraturgefdjidite von Dr, 
©eorg SBoIonötij in SRündjen. 
Sir. 166.

Siuffif^eS Votabelbiidj, kleines, von 
Dr. Grief) Soebme, Settor an ber 
$anbelsf!odnd)ule Berlin. Sir. 475.

5?uffifdjc§ ^ärterburb. Seuifrfj’ruffi» 
fdjeS faufmänniftbeS ©örterbu^ von 
SKidjael äulbäne! in Sresben. 9h. 717.

Slutbenifdie ©renunati! bonDr.'ÄtepIian 
von GmakStocEpt o. ö. SJrof. an 
b. Univ. Gsemoroig. 9h. SSO.

5tuibeniM)«bcntf^e§ Gefvräd^bmv von 
Dr. Stephan von GmalsSiodpt o. 
ö. 5Brof.au b.Unit.Gjemoivig. 9h. 681.

Sßdienreöü. 9ied)t b. Vürgerl. ®e» 
febbitdjeS. Sritte» ©udj: Ga^en» 
recht von Dr. 5- &reöfdjmar, £ber- 
Ianbeögeri<f)tsrati.Sre^ben. I: All
gemeine Sehren. Sefiöu.Gigentum, 

------II: 58 eg rennte Siechte. 9h.480,481. 
«adj£, .^an§. AuSgettählf u. erläut 

v. 9hof. Dr. Suliw§ Sahr. Sir. 24.
Sadjfen. Gäthnfthe ©efdjichte t. ^xof. 

Cito Stammel, Sieftor b. Siifolai* 
gpmntpiumS gu Seipsig. Sir. 100.

— Sanbe^funbe be3 Äönigreid}» 
Gadnen t. Dr. $. Bemmrid), Ober* 
leerer am SRealgpmnaf. in flauen. 
SRit 12 Abb. u. 1 Starte. 92r. 258.

Säugetiere. Sa§ Sierreith I: Sauge» 
tiere von Cbeqtubienrat iBrof. Dr. 
Shirt Sampert, 58orfieher bes ^gl. 
Slaturalieniabinerte in Stuttgart. 
HRit 15 Abbilbungen. Sh. 282.

S^altapparate jiebe: Glearifaje Gehalt» 
abparate.

Gdjattentonftruftionen ton ^rofeHor 
S. SBonberlinn in SRünfier. IRit 114 
§iguren. Sir. 238.

Grbh^wigs^ol^ein. Sanbeöfimbe Von 
Grf)le5nng«£>olftcin, ^elgolanb u. 
ber freien unb ^anfeftabt £«am» 
bürg von Dr. fBauI ^ambrudj, Ab» 
ieilungätorfteher am SRufeum für 
58ölferfunbe in Jamburg. SRiiAbb., 
planen, Profilen unb 1 Starte in 
Sitlicgraphie. Sir. 563.

Griffs* unb ^üftenartillerie bi£ jur 
® egen wart, Sie Gutwidlung ber, 
von ^oroeitenfapitän Duning. 2Rit 
Abbilb, unb Sabellen. Sir. 606.

Schleufcnbau. Äanal» m. G^teufen« 
bau von SRegierangöbaumeifter 
£iio Siappolb in Stuttgart. SRit 
78 Stbbilimngen. Sir. 585.

S^malfpurbabnen (Slein-, SlrbeitS* 
u. Sdbbaönen) b. Sipl »3ng. $ng. 
Sospart in Siümberg. SRit 99 9lb* 
bilbungen. Sir. 524.

ethmaro^er unb «dnnarüöertum in 
ber Sier weit Grfie Ginfübrung in 
bie tierifdje gc$maro$erfunbe von 
Dr. grans ö. Sagner, a.o.^rof. a. 
b. Univ. ©raj. SRit 67 ^bb. Sir. 151.

c^reiner=2Irbeiten. Siftpicr» (cajrii« 
ner») Arbeiten I: 2Raterialien, 
^anbwerisseuge, 2Rafd?meu,Gin» 
Selverbinbungen, ^ngbäbeu, $en» 
fier,^enfterlaben,Sreppen, Aborte 
von *4Srof. 6. Siepiveger, ^rdjiieti 
in Äöln. SRit 628 gig. auf 75 Sa- 
feln. Sir. 502.

cdjulbretht Siecht be§ Sürgert. @e» 
febbudjeS. Suds: S^ulb«
recht. I. Slbieilung: Allgemeine 
Mehren von Dr. $aul £ertmann, 
^rof. a.b. Unib. Erlangen. Sir. 323.

------ H. Abteilung: Sie einzelnen 
Gdjulößerljältniffe ton Dr. $aul 
£ertmann, SSrofefior a. b. Uni* 
verfität ©dangen. Sir. 324.

cdjule, bte beutfehe, im AuBIanbe von 
§and Amrhein, €eminar*£ber* 
lebrer in Stljegbt. Sir. 259.

cd}ulhauä. Sie Sautunft be» ccbul» 
ftaufeS ton ^rof. Sr.*^ng. ©ruft 
Vetterlein in Sarmfiabt. I: Sa3 
(Schulbau^. SRit 33 Abbilb. II: Sie 
Gdmlräume — Sie Siebenanlagen. 
£Rit 31 Abbilb. Sir. 443 unb 444.

c^ulprajiS, HHethobit ber SoKßfdjuIe 
ton Dr. SR. Seufert, 2eminarbirel* 
tor in Sfdjopau. Sir. 50.

SchtoeiB» unb Schneibterfahren, Sa3 
autogene, ton Ingenieur $an3 
Siiefe te Seiet SRii 80 fjig. Sir. 499.

»djweis. Sdjtoeiaerifdje ©efebitfite 
ton Dr. S. Sänbliter, ^rofeffor an 
ber Uniterfiiäi Bürid). Sir. 188.

— Sanbestabe ber gdjtoeis ton 
S:rof. Dr. &. Soifer in Sem. 2Rii 
16 Abb. unb 1 Sorte. Sh. 398.
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Cffentl. Sabe« 
unb Schwimmonftalten von Dr. 
ßarl SS olff, Stabi*£berbaurat in 
Hannover. 50 (yig. Sir. 3S0. 

Seemacht, Sie, in ber beutfdieu ®e* 
fdndjte öon SirS. Abmiraliiäiärai 
Dr. Graft von §alle, ^rofefior an 
ber Universität S erlitt. Sir. 370. 

Seeredjt, beutf^e, bon Dr. £tto 
^ranbü, Eberlanbe^geri^tsrat in 
Mainburg. I: Allgemeine fiepten: 
^erjonen unb Sachen beä See* 
rechte. Sir. 3S6.

------ II: Sie einzelnen feerechtlichen 
Sdjulbverhältnifie: Verträge be3 
Seeredjtä unb auBervertraglicpe 
Raffung. Sir. 387.

SeifenfaVrifation, Sie, bie Seifen» 
analpfe unb b. Äerzenfabrifation 
V. Dr. Äarl Staun in Serfin. (Sie 
Seite u. £le H.) 3Rit 25 Abbilbgn. 
Sir. 336.

Seminfcpe Sprßtbmiffenfdjaft bon 
Dr. G. Stadelmann, ^rofeffor an 
bet Untberf. ßönigäberg. Sir. 291. 

ScrbofroatifÄe QJrammatif bon Dr.
Slabimir Corobiö, Sibliotbetar be£ 
bosn.-hersegom. Sanbesmufeutr.S 
in Sarajevo (Soänien). Sir. 638. 

Serbofroatifche» Sqebutb mit Gloffer 
von Dr. Slabimir Öorovic, Siblio» 
ipefar be£_bD~n.=&er3ßSo®- fianbes* 
mufeumä i.^arajebö (So^n.). 9?r.639. 

Serbotroaiifcp’beiitfdjeä Gefpräd)§bmh 
Von Dr. Slabimir Coroviö, Siblio» 
ibefar be3 bc»n.=het3egoiv. £anbe£= 
mufeums i.Sarajevo (So^n.). 3?r.64O. 

Silifate. Snbuftrie ber Siliiate, ber 
üinftlitpen Saufteine unb be§ 
SRörtel§ von Dr. Guftab fRauier in 
Gparlottenburg. I: GIa§ u. feranti* 
fdje Snbuftrie. SR. 12 Saf. Sir. 233. 

-------II: Sie Snbufirie ber fünffachen 
Sau ft eine unb be§ SRörielß. SRit 
12 tafeln. Sir. 234.

SünpliciuS StmpliciffixnuS von $anS 
3afob Gpriftoffel b. Grimmelßpau- 
fen. Sn Au^ioapl perau^geg. von 
^rof. Dr. g. Sobertag, Sosent an 
ber Univenitäi Breslau. Sir. 138. 

Sfcnbinabieu, Sanbe^hinbe Von, 
(Sdjmeben, Siortvegen u. Säue* 
marf) bon Heinrich Serp, Ärei^* 
fdjulinfpeftor in ÄreugbuM. SRit 
11 Abb. unb 1 Äarte. Sir. 202.

Slabtf^e Siteraturgef^i^ie b« Dr. 3« 
^aräfet in Sien. I: Altere Siterai. 
bi$ zur SSiebergeburt. Sir. 277.

-------II: Sa3 19. ,7ahrh. Sir. 278.
Soziale ^rage. Sie Gmiwiffhtng ber 

fozialen {yrage von ^rofeffor Dr. 
Serbin. Sönnie^. Sir. 353.

Sozialberfitherung von SSrof. Dr. SH- 
freb SRane^ in Serlin. Sir. 267.

Soziologie von ^Srof. Dr. Stornos 
Adjelte in Sternen. Sir. 101.

Spalt* unb SÄleimpilse. Sine Gin* 
füfjrung in ibre Äenntniä bon fSrof. 
Dr. ©ufiab Sinbau, Äufio» am Sgl. 
Sotanif^en SRufeum unb privat* 
bojent ber SotaniS an ber llnib. 
Serlin. SJiit 11215b. Sir. 642.

Spanien. Spanif^e ©ef^i^te von 
Dr. ®ufiav Sierd^. Sir. 266.

— 2anbe§Iunbe ber^erif^eu^alb« 
infet v. Dr. Jyri^ Siegel, $rof. an 
ber Unib. SBürzbutg. SRit 8 £ärt* 
djen unb 8 Abbilb. im Se^t unb 
1 ßarte in ^arbenbrad. Sir. 235.

Spauifdje ^anbelölorrefponbens von 
Dr. Alfrebo Siabal be SRarie§cur* 
rena. Sir. 295.

Spanift^e Siteraturgefdjirbte b. Dr. 
JEub. Seer, AJien. I. II. Sir.167,168.

Speiser, ^nbuftrtelle unb getuerß- 
lidje Santen (Speicher, Sagerhau* 
fer u. ^abrifen) b. Ard) tieft .yeinr. 
Salzmann in Süpelborf. II: Spei
cher u. Sagerhäufer. SRii 123 (Jig. 
Sir. 512.

Spinnerei. Sertilinbu^rie I: Spin
nerei unb Bwirnerei von fßrof. 
SJlaj Gürtler, ®ep. Siegierungärai 
im ßönigl. SanbeSgeiverbeamt jn 
^Berlin. SJiit 39 (yiguren. Sir. 184.

Spi^enfabrifation. Sextil in bufirie
n: SSeberei, SSirferei, ^ofamen* 
Hererei, Spi^en« unb ©arbinen- 
fabrilat u. (Jilsfabrifativn von 
fßrof. SRa^ Gürtler, Geh. Siegte* 
rungSrat im Ägl. 2anbe£g ein erbe* 
ami gu Berlin. SRit 29 g-ig. Sir. 185.

Sportanlagen von Dr. piiiL u. Sr^gng. 
Sbuarb Schmitt in Sarmftabt. L 
SRii 78 Abbilbungen. Sir. 684.

.Spruchbidjtuug. SSaliber bon ber 
jBogeltoeibe mit Auswahl au§ 
SRiunefang unb Spruchbithtung. 
SRit Anmerfgn. u. einem SBörier- 
bmh b- C'tto Güniter, fßrof. a. b. 
£berrealfthule u. an ber Xechnifchen 
^odjfdjule in Stuttgart. Sir. 23«
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- Staatslehre, Süigemeine, von Dr. 
^ermann Siehrn, ^rof. a. b. Uni- 
verfiiät Straßburg i. E. Sir. 358.

■Staat» recht, 2lllgemeine3, von Dr. 
Suliu« §ap’d)et, Skof. b. Äe$te 
an ber Univerfitäi ©öttingen. 
3 ©änbdjen. Sir. 413—417.

Siaat£redjt, ^reuüiftheS, von Dr. gri£ 
Stier* Somlo, $3rof. a. b. Uniperfi* 
♦%* 58onn. 2 Seile. 9k. 298, 299.

Sfabtrkaßenbau bouDr^ng.®eorgSIofe 
in Berlin. SRii 50 Elbb. Sir. 740. 

tauimc»funbe, Seutfdje, Von Dr.
Siubolf SRudi, a. o. $3rof. a. b. Univ, 
^ien. SR. 2 Start. u. 2 Saf. Sir. 126.

Sinti J bon S. Räuber, SipL-^nQ.
a. Seil: Sie ©ruublehren ber Sta« 
Hf (tarier Äorper. SRit 82 giß. 
Sir. 178.

------ IL Seü: ^ngetoaubte SiaiiL 
SRit 61 giguren. 9k. 179.

— ©rapbif^e, mit befonb. Serüd- 
fidjtig. ber Emflußlinien bon Sgl. 
Oberlehrer Sibl.*^tß. Cito öenie! 
in Slenbsburg. 2 Seife. 2Rit 207 giß. 
Sir. 603, 695.

©teinpaueraroeiten. SRaurer« unb 
Steinhauerarbeiten bon ^rof. Dr. 
phiL unb Sr.*3ng. Ebuarb Scfjmiii 
in Sarmftabt. 3 58änbd)en. SRit 
bielen Slbbilöungen. 9k. 419—421.

Stellnjerle. Sie ikaftfiellwerte ber 
(Hf enb ahnen von S. (Scheibner, Sgl. 
Oberbaurat a. S. in Sedin. 2 Sanb= 
eben. SRit 72 Slbbilb. 9k. 689/90.

— Sie medjanifchen Stellmerle ber 
Eifenbapnen von <5. Scheibner, Sgl. 
Oberbaurat a. S. in Serlin. 2 29änb= 
$eu. 2Rii 79 SIbbilb. 9k. 674 u. 688.

Stenographie, ©efchichte ber Steno« 
graphie von Dr. Arthur SRen$ in 
ßönigäberg i. Sr. 9k. 501.

Stenographie n. b. Spfiem V. g. 2. 
(Babelsberger von Dr. ^bert 
Schramm, SanbeSamtäaffeffor in 
äreSben. 9k. 246.

— Sie fRebefdjrift be§ (Babelsberger« 
fthen SpiiemS von Dr. Silber! 
Schramm, SanbeöamtSafieüor üx 
SreSben. 9k. 368.

Stenographie« Sehrburb b. Sereni» 
fachten Sentfchen Stenographie 
(Crinig. * Shfrem Stolze * Schrei?) 
nebft Schlüffe!, Sefefiüden u. einem 
Anhang Von Srofeffor Dr. SImfel, 
Oberlehrer be3 ßabetienlorpS in 
ßühierfelbe, Sir. 86.

stenogssphitB ^ebefchrift Lehrbuch b. 
vuoeprnji ü. StoI^Sdirep 
nebft ^ürsiingöbeifö., ßefeftüden, 
Schlüffe! unb einer Einleitung $ur 
Steigerung ber ftenographifthen 
gertigfeit von Heinrich Sröfe, 
amiL hab. Sanbiag^fienograph in 
Karlsruhe (S.). 9k. 494.

ctereodjemie von Dr. 5. Sebefinb. 
Srof. an ber Univerfitat Tübingen. 
SRii 34 Elbbilbungen. 9k. 201.

Stereometrie Von Dr. St. ©lafer in 
Stuttgart. SRii 66 giguren. 
^r. «7.

Sternfpffem. SIftrononde. ®r5se, S?e* 
tvegung u. Entfernung b. $immeU* 
törper p. EL g. SRöbin^, neu bearb. 
V. Dr. ^erm. Äobolb, ^rof. a. b. 
Univerf. ffiel. II: Kometen, 9Re» 
teore u. ba3 Stemfigftem. SRii 15 
gig. it. 2 Sternkarten. Str. 529.

Steuerfpfieme be§ 9lu3lanbe3, Sie, 
v. Seh- Dberfinansrai O. Schtvars 
in Serlin. Sir. 426.

Stilfunbe v. Srof. Äarf Otto ^ari* 
mann in Stuttgart. SRii 7 SoIIbüb. 
u. 195 SertiHuftrationen. Sir. 80.

Stodnometrifcbe Slufgabeufammlung 
von Dr. SBilb- Sahrbt, Ober!, an
b. Cberrealfqule in ®rofj-2ichter* 
felbe. SRii ben Stefultaten. 9k. 452. 

Straßenbahnen von SipIXJng. Slug.
58o4bart in Siümberg. SRii 72 2Io* 
bilbungen. Sir. 559.

Strategie von Soffler, SRafor im ÄgL 
Sächf. Srieg^min. LSkesb 9k.5O5.

Strome unb Spannungen in Start« 
ftromneben v. $of. ^ersog, Sipl.- 
©eftroing. in Subapeft u. Clarence 
gelbmann, $rof. b. Gletiotechnil in 
Seift. SRit 68 f»Ibb. 9k 456.

Sübamerila. ©cf^idjte Sübamerilag 
von Dr. Hermann Sufft I: 2a3 
fpanifd)eSübamerita(ßhüer EIrgen« 
tinien unb bie Heineren Staaten). 
9k. 632.

-------II: S)tt§ portugiefifche Süb* 
amerifa (Srafilien). Sir. 672.

Sübfeegebiet Sie bentf^en Kolonien 
II: £a£ Sübfeegebiet unb ^iau« 
tf$on v. fßrof. Dr. Ä. S)ove. SR. 16 
Xaf. u. 1 lith. Äarie. Sk. 520.

Salmub. Sie (Bntftehnng be§ Sal« 
mub§ von Dr. S. gunt in So4to* 
tvih. 9k. 479.

Salmubprobeu von Dr. S. guni in 
58oötowi^= 9k. 583.



^eä}ni^ä>Ä^emi^t Snalpfe bon Du 
®. Sunge, Stof. a. b. ©bger.ää. 
^olbtetftn. Schule in gürit^. Wit 
16 Sbbilbungen. Six. 195.

Se^nifdi-ebemififte Sledjnnngsn b. Ebern. 
$. Seegetier. Wit 4 gig. Sir. 701.

Xeftnifüie Sabellen unb gormeln bon 
Dr.»3ng. S. Wüller, Sipl.-Snä- 
am Sal- Watexialprüfungäamt su 
@tog»2iifiterfelbe. Wit 106 gi» 
euren. Sir. 579.

SerüniWeS SSärterbmü, entbaltenb bie 
toiifttigften SKugbrüde b. Wafdiiiten- 
bauee, SdjiffbaueS u. b. (Jleitro« 
tetfmii bau ©rieft SrebS in Sedin.

I. Seil: Stitn.-engl. Sir. 395. 
------ n. Seil: Engt.»$tf®. Sir. 396. 
------ m. Seil: Stfd|.»granj. Sir. 453. 
-------IV. Seil: granä.-Stfdt. Sir. 45 4. 
Serfinologie,SHlg.Äemif^. o. Dr.Suft.

Stautet in Eftarlottenburg. Sir. 113. 
— Wedjaniftfie, b. @eb. ^ofrat 53rof.

SI. Sübide in Sraunicfttbeiß. 
2 Sbe. Sir. 340, 341.

Seerfarbftoffe, Sie, mit bef. Serüd- 
fidltig. ber fpntftetiidi. Weiftoben v. 
Dr. $an$ Sutfterer, ®rof. a. b. Sgl. 
Sed;n. §od)jcf)iile, Sreäb. Sir. 214.

Selegrappenreiftt o. SBoftinfpeltor Dr. 
jur. Sllfreb Solde in Sonn. I: ®w 
ieitung. ®e5d)iStIid)e Gnttbidlung. 
Sie Stellung b. beutfdt. Selegta- 
pftenmefenä im üffentl. SRedjte, all
gemeiner Seil. Sir. 509.

-------II: Sie Stellung b. beutjdj.Sele- 
grapftentaefenä im öffentl. SRedite, 
befonberer Seil. Sc-g Selegrapften» 
GitafretSi. 8ieif)täoerbältni3 b. 
Selegrapftie }. Sublilum. Sir. 510.

Selegraptjie, Sie etcltrifdic, b. Dr. 
£ub. SRellfrab. Wit 19 giß. Sir. 172.

Seftament Sieffintftepung beä Siliert 
SeftamentS b. Lic. Dr. SB. Staeri, 
$rof. a. b. Unia. 3ena. Sir. 272.

— — Sie SntfteSung beä Sieuen 
SeftameniS b. igrof Lie. Dr. Gari 
Giemen in Sonn. Sir. 285.

Sejtilinbuftrie. I: Spinnerei unb 
Stnimerei b. Särof. Way Gürtler, 
@ep. Sieg.-SRat im ISgl. Sanbeäge- 
toerbeamt.Serlin. W.9 gig. Str.184.

— II: SBeberei, Strlerei, $ofamen» 
tiererei, Spipen- unb ©arbineu» 
faürilation unb gilsfabriJation 
b. ®rof. W. Sürtler, @ef>. Siegle- 
ruugärat i. Jtgl. SanbeSgeraerbe« 
«mt ju Sedin. W. Sä giß, Sir. 185. | 

as

Xejtilinbnftrie. HI: Säftberei, Siei- 
dierei, Färberei unb ihre $ilfö- 
frone p.Dr. S3ill|.Wafjot,iBrof. a. b. 
üäreuB- ^öl|. gacpfcftule f. Sertilin» 
buftr. i-Srefelb. W.28 Sig. Sir. 1S6. 

£ejtilted)uifttie Unterfucpungsmetljo» 
! ben non Dr. Siiljetm Waijot, iJSco» 
; fejior an ber Färberei- u. Slppre- 
: tut’djule ßrefelb. I: Sie Witts- 

jlopie ber Sejtilmaterialien. Wit 
92 giguren. Sir. 673.

S^exmooguamit (Sed)nijct)e SBärme- 
lepre; o. ft. SBaltber u. W. Stöttin» 
ger, Sipl.-3ng. HK. 54 gig. Sir. 242.

Spermobpnamit (Sediniicfte Sär.ne- 
lepre). Sie tbermobpnamiWen 
Srunblagen berllBärmctraft» unb 
fialtemairpineu oon W. Siöttinger, 
Sipl.-3ng. in Wannfteim. Sir. 2.

Spiiringifdje @ef<ftid;te 0. Dr. Emft 
Seorient in Seipsiß. Sir. 352.

Sierbiologie. Slbrip ber Siologie ber 
Siere b. Dr. ^einrid) Simtoib, 
Sirof. a. b. Unia, üeipjig. I: gut- 
ftepung u. SSeiterbilbung ber Sier» 
loelt. — Sjesieftungen sur Organ. 
Statur. SSiii 34 Slbbilb. Sir. 131. 

------ II: SBejieftungen ber Siere sur 
organiitften Statur. Wit 35 SIbbilb. 
Str. 654.

Siere, @ntniitElmtg3gefÄi<ftte ber, bon 
Dr. fjopä. Weijenfteimer, Sirof. ber 
3oologie a. b. Uniberfität 3ena. 
I: gureftung, Sßrimitioanlagen, 
Sorbett, fjormbilbung, gmbrpqnal» 
Süllen. Wit 48 §ig. Kr. 378. 

------ II: Crganbilbung. Wit 46 fji» 
guten. Str. 379.

Siergeograppie b. Dr. Slmolb Sacobi, 
Sirofeffor ber Soologie a. b. SgL 
tjorfiaiabemie ju Sftaranbt Wit 
2 Karten. Str. 218.

Sierlunbe oon Dr. graus b. SBagner, 
SBrof. a. b. llnioerjität ©raj. Wit 
78 Slbbilbungen. Sir. 60.

Tierxeiift, Saß, I: Säugetiere b. Eber» 
ftubienr. $ror. Dr. Kurt Sampert, 
®orft. b. Sgl. Slaiuralienlabinettä 
in Stuttgart. W. 15 Slbb. Str. 2S2.

— III: IReptilienunb SlmPSibien hon 
Dr. granj SS enter. Srof. a. b. Unib. 
SSien. Wit 48 2165. Str. 383.

— IV: jjiftlje bon SSrof. Dr. War 
Stautber in Steapet. Str. 356.

— V: §pfeiten oon Dr. 3. Grop in 
Steabei («tajione Soologica). Wit 
56 Slbbilbunßen. Sir. 5S4.



Xierrtith, 2a£, VI: Xie mitbtflofer. ' 
Stere von Dr. Subtu. Säumig, | 
Prof. b. 300^ c- b. Unia. ®ras, ; 
I: Urtiere, Sdiroämme, Sieüßltiere, j 
Stibpenauallen unb ^urmer. SRit 
74 Sig. Sir. 439.

------ II: Ärebfe, Spinnentiere, Sau
fen fü^er, SSeidiiiere, SÄooStier» 
eben, Armfüßer, Stad] ßlhäuier unb 
SHanteliiere. $8. 97 ^ig. Sir. 440.

Sierjudjfltfjre, Stil gemente unb fpe» 
jielle, bon Dr. Paul Siipperi in 
Cffen. Str. 228.

Xifdjler» (Streiner») Arbeiten 1:3Ra» 
terialien, ^anbweriSjeuge, 2Ra* 
fdjinen, Ginselverbinvungen, 
höben, Sanfter, $yeniterlaben,Xrep* 
pen, äborte von '»Erof. (5. Vieh» 
toeger, Slrdjiteft in Söln. SIlii 628 
Figuren auf 75 Xafeln. Sir. 502.

Sogo. Sie beutf^en Kolonien I: Sogs 
unb Kamerun bon Prof. Dr. Sari 
Xobe. Sät 16 Safeln unb einer 
litbographifd)en Sorte. Sir. 441.

So^ifiJlogif^e (Shemie ton Pribai* 
bojeni Dr. G. SRannheim in Sonn. 
SJtit 6 Slbbilbungen. Sir. 465.

Xrigonomctrie, (rbene unb fphärifiüe, 
bon Prof. Dr. ®erb. Reifenberg 
in Vreslau. 2Rii 70 gig. Sir. 99.

Sroben^bßicne b. SJlebiginalrat Prof. 
Dr. Slocht, SireEior be» Snftituti 
für Schifft- unb Xrop entrang 
heilen in Ramburg. Str. 369.

Sruft SarteU unb Stuft bon Dr. S 
Xfchierfdjft) in Süffelborf. Sir. 522.

SfdjeÄtfd^benffdjeS ©cfpräthsSrnh b. Dr.
Gmil Smeiänfa, ao. prof. an ber 
höhnt. Unib. Prag. Sir. 722.

Xfthednfdje (Srammaiit bon Dr. Gntil 
Smetänla, ao. Prof. an bet 55$ m. 
Unib. Prag. Sir. 721.

Sfdiednfd)c§ Sefebucb mit ®bffar bon 
Dr.Smü Sinetänfa, ao. prof. an ber 
Boljm. Unib. präg. Sir. 723,

Xurnen, Sa» denn ehe, b. Dr. Sinbolf 
@afdi, Prof. a. Sönig «Seorg’öpmn. 
in Sterben. SJtit 87 2165. Str. 628.

Sumfunft, ©efÄirbte ber, bon Dr. 9iu- 
bolf ®afö, Prof. a. Sönig ®eorg» 
(Spmnafiumin Sreeben. SJtit 17 2lb* 
bilbungen. Str. 504.

Ungarn. SJanbeötunbe oon DfierreiÄ- 
Ungarn bon Dr. SUf^eb ®runb, 
Prof. an ber Universität Prag. Silit 
10 Xegtilluftr. u. 1 Äarle. Sir. 244.

Ungarifdj-beitfWS ©HpräsWndi bon 
Dr. SHlhelm Srlnai, Prof. an ber 
fiaaxT di. Vürgen’d:unchrerinnen-Vii» 
bungsanft. in Vucapeft Sir. 739.

Unganfdse Süeranxr, &ef<biäte ber, 
von Prof. Dr. Subtrig Katona unb 
Dr. grans S-ünntjei, beibe an ber 
Uniberfiiät Subax^eü. Sir. 550.

Ungarifthe Spradiicbre b. Dr. ^oief 
Ssinnpei, o. ö. Prof. an ber Uni* 
vertat s?r„ so?,

i Uugarifdjei Sefeüuth mir QMmr bon 
i Dr. SSiLhelm Solnai, ^roreffor an ber 

ftaaüidjcn Särgen ÄuIIebrerhtnen»
I Stlbungsanuali in Suöupeft Sir. 694.
; Unt.-rridjrswefen. ive?mutJte b. beut» 
; fdjen Unierridjtswefenä von Sror.
; Dr. griebrid) Seiler, Xirefior be4
j £gl. ®bmnafium§ gu Sudau.
‘ I. Seil: Son Anfang an biö §um

©nbe b. 18. Sabrh. Sir. 275.
— — II. Seil: Som Seginn be§ 

19. 3af)rl)unberi4 bö auf bie 
©egenmart Str. 276.

— Xa$ höhere unb mittlere Unter- 
ridit^mefen in Smitfd?Iaub von 
Schulrat fgrof. Dr. gafob 
A’-cm rn Sir. 644.

Umerfndjmtg^meiBobeit, SlmdSuto- 
daemifdae, ton SBrofeffor Dr. ömil 
^afelboft SJorfteber ber lanbmirt- 
fchafiHshen Serfudjsftaiion in iUlar- 
burg tn Reffen. Sir. 470.

Urgefdjidjte ber SRenfthbeii von Dr. 
Stori^ $oeme^, ^Jrofeffor an ber 
Unib. SSien. SJlii 85 äbb. Sir. 42.

Hrbeberredst, Sa§, an Serien ber 
Siieratur unb ber Sonfunft, bas 
Verlagsrecht unb ba3 Urheberrecht 
an Serien b. bilbenben fünfte u. 

i Photographie b. Staatsanro. Dr. 5.
Schlittgen in dbemnife. Sir. 361.

Urheberrecht, beutfdje, anliiera- 
riföen, fünftlerifdjen u. gemerbl. 
Schöpfungen, mit befonbererSe- 
rädfidhtigung ber internationalen 
Verträge von Dr. ©uftab bautet, 
Patentante alt in Charlottenburg. 
Sir. 263.

Urzeit ^nlinr ber Urzeit bon Dr. 
SJiorih §oeme^, o. ö. Prof, an ber 
Unio. SSien. 3 Vänbd). I: Siein- 
§eit. STiii 40 Vübergrupp. Sir. 564.

------ II: Sronsejeit. uflit 36 Vilber* 
grubben. Sir. 565.

------ III: ©feugeit. SJtit 35 Vilber» 
gruppen. Sir. 566.
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Setfcrnnnfafis öüh Dr. Saleu- 
iiner, $3rof. an ber Sgergatabemie 
in (HauZt^al. 16 gig. 354.

Sene&uela. Sie (KürbilXerenfraaien 
bon Dr Sil^elm SieoerZ, $rof. 
an ber Unfoe^itätdiesen II: ©cua* 
bor, ©olombia u. Senejuela. 9Rit , 
16 Saf. u. 1 litbogr. Sarte. 9lr. 653. s 

Seranfcblagen, Sag, im ^odj&am 
Surjgefa^teZ £anbbudj üb. b. Be* 
fen b. Äoftenanid}Iag£ b. Slrdjiteft 
Cfmil Seuimger, Sfnfieni an ber 
Sedmifcben ^ocfjfdjule in Sarm- 
ftabt. ÜRii bielen gig. 9lr. 385.

bereinigte Staaten. Sanbegtunbe ber 
bereinigten Staaten hon 9lorb» 
amerita bon ^rofeffor ^efaridj 
gifdjer, £5erle$rer am Suifenftäbt. 
Srealgtjmnafium in 23erlin. I. Seil: 
SRit 22 harten unb giguren im 
Seji unb 14 Safeln. 9lr. 381. 
— II. Seil: 2Rii 3 harten im Sefa, 
17 Safeln u. 1 liib- Äarte. Rr. 382.

ergit Sie ©ebidfae beg $3. SBergiliug 
SRaro. Stusmaöl mit einer ©in* 
leitung u. Slnmerfangen ^erauZgeg. 
bon Dr. SuliuZ Biegen. I: ©in* 
leitung unb QleneiZ. 9?r. 497.

SermeffungStunbe bon Sibl.^ng. 
$3. Bertmeifier, Oberlehrer an ber 
Saif. Sedjn. Schule in Strafeburg 
i. Q. I: gelbmeffen unb RfaeU 
fieren. 2Rii 146 SIbb. Rr. 468.

— — II: Ser Sbeobolit Srigono* 
metrifdje u. barometr. <)obenmef* 
fang. Sadjijmeirie. 2Rii 109 2lb* 
bübungen. 3tr. 469.

SerfitbemngSmatbemati! bon Dr. 
Sllfreb Soerot), ^rofeffor an ber 
Hnfaerfiiät greiburg i. 58. 9lr. ISO.

Serficfe erungStoefen, Sag, bon Dr. iur. 
33aul SRolbenbauer, ^rofeffor ber 
SBerfidfarungZwinenfcfeaft an ber 
^anbelzbodndiule ßöln. I: 2tHge* 
meine SBerficberung^lebre. 9lr. 262.

-------II: Sie einzelnen SBerfidjerungö- 
Stoeige. Sir. 636.

Serfi^enmg§»efen, Sedjnit be§, bon Dr. 
^auZ Hübert in 23er!in. Sir. 741.

23olf ertunbe ü. Dr. SRidfael Saber* 
lanbt, t u. 1 ÄuftoZ b. etbnogr. 
Sammlung b. naturbift. ^ofmu* 
feumZ u. ^ribaiboseni a. b. Unib. 
Bien. SRii 56 Slbbilb. 9lr. 73.

IBölfernamen. Sauber* u. 5ßölter« 
namen oon Dr. Rubolf Sleinpaul 
in Seidig. 9lr. 478.

SBoUZbiMiotbeten (58üajer* u. 2,e\& 
ballen), üjre ©inriefitung u. 23er* 
Walfang b. ©mil gaeidjfe, Stabt- 
biblioibefar in ©Iberfelb. 9lr. 332.

SoIIZlieb, Sa3 beutfdje, auZgeWäblt 
unb erläutert bon 33rof. Dr. 3ut 
Sabr. 2 iöänb^en. 9?r. 25, 132.

SoIISmrtfdjaTiäleljre bon Dr. ©arl 
^o^. gud)Z, 23rofenor au ber 
Uniberfiiät Sübingen. Rr. 133.

:-Sollsmirtfebaftsboliti! b. Sßräfibent 
• Dr.3?.banb. 58orgbi, SSerlin. Slr.177.
Saffcn, Sie blauten, unb bie Schüfe« 

Waffen, ibxe Gntmidlung bon ber 
Seither Sanbstnedjtebi  ̂jur (Segen* 
toart m. betonterer Serüdfidjtigung 
ber SSaffen in Seutfdjlanb, Cfter* 
reicb-Ungam unb granfreidj bon 
2B.SoWe, geuertoerf»*SRaiora. S. 
in 58erlin*StegIiö. SRit 115 2lb* 
bübungen. 9lr. 631.

2Sa^rf£beinlitbIeii§rer^nung bonDr.g. 
$ad, ^rof. a. ®ber^.*£ubio.*@t)mn. 
in Stuttgart SR. 15 gig. Rr.508.

23a!bett Saabe§taube be§ ©ro^ber« 
SogtumS Reffen, ber ^robinj ^ef« 
fen*9laffau unb be3 gürffenfum^ 
SSalbetf oon ^Srofeffor Dr. ©eorg 
©reim in Sarmitabt. SRii 13 21b* 
bübungen unb 1 Sparte. 9lr. 376.

23alibarilieb, Sag, im 5Ber»maBe ber 
Urfdjrift überlebt u. erläutert bon 
ißrof. Dr. Slliljof, Cberleijrer am 
Blealgtjmnaf. in SSeimar. Rr. 46.

JSalt^er bon ber Sogeitoeibe, mit 
Slusioabl a. SRinnefang u. S^ruc^* 
bidjtung. SRii 2Inmerfgn. u. einem 
SEörterbudj v. £tio ©üniter, $3rof. 
a. b. Cberrealjdjule unb an ber 
Sedjn. ^oc^fd). in Stuttgart. SRr.23.

23 als werte. Sie, (Jinridjtung unb ®e= 
trieb. Son Sipl.*3ng. 21. $olber- 
fdjeib, £berle$rer a. b. ÄgL SRa* 
fdjinenbau* u. ^ütienfcfjule in Salz
burg. Witt 151 2lbbüb. Rr. 58a 

SSarenbäufer. ©efdjäftZ» u. SSaren» 
Raufer o.$.Sd)Iie:bmann,ÄgI.58aur. 
i.58erlin. I: SBomSaben gum.,Grand 
Magasin“. 2Rit 23 2Ibb. Rr.' 655.

------ II: Sie weitere ©nttoidelung ber 
ffauf^äufer. SRii 39 2iöo. 9er. 656.

SSarentunbe von Dr. Äarl ^affad, 
Sßrof. u. Seiter ber t t $anbelZ* 
afabemie in ©raj. L Seil: Unorga* 
nijd)e Baren. 9R. 40 Slbb, 9lr. 222.

— — II. Seil: Crganifdje Barem 
SRit 36 SCbbilbungen. Rr. 223.



SS arenjei  ̂entert, Tag. bem 
®efe§ j. gdjutj b. SSarenfcejeid)« 
nungan b. 12. Biai 1894. Son SReg.* 
SR st Neuberg, SKitglieb be$ ßaif.
BnientamtÄ 511 Berlin. Sir. 360.

232 rme. Tbeoretifdie BflPfi! n. T.: 
ßic^i u. SSärme. Bon Dr. @ufiab 
Säger, Brof. a. b. Tedm. $odn'd)ule 
Sien. SRii 47 Slbbilogn. Sir. 77.

93ärme?raftmaf£§inen. Sie t^ermo* 
bpnamifdien ©runblagen ber 
Särmelraft« u. Äältemaft^inen 
bon 2Jl. Siötiinger, Tiplom-3ng. 
in SRannrjeim. 2Rit 73 gig. Sir. 2.

SSarmelefjre, SetünifÄe, (Tbermobi?« 
namil) b. Ä. SBali^er u. 2R. Göttin* 
ger, Sipl.-Sng. SRii 54 gig. Sir. 242

SBäf^erei. Textilinbuftrie HI: 233« 
fdjerei, Bleicherei, Färberei unb 
ihre ^ilf^ftaffe bon Dr. SSilb. 
SRaüot, Brof. an ber Breufe. $0$. 
gadift^ule für Tegtilinbuftrie in 
firefelb. SRit 28 Figuren. Sir. 1S6.

SSaffer, Ta§, unb feine Berujenbung 
in gnbuftrie unb ©emerbe b. Dr. 
Gmft fieber, Tipl.«3ng. in Saal« 
felö. SRit 15 21bbilbungen. Sir. 261.

SSaffer unb Säljmäffer. 31?re Sufant* 
menfe^ung, Beurteilung u. Unter« 
judjung b. Brof.Dr. (Sutil $afelfjoff, 
Soqtb. lanbttnrtfd). Berfudisftation 
in SRarburg in Reffen. Sir. 473.

Saffertuftallatianeu. @a§« unb SSaf- 
ferinftallaiwnen mitSinf^lup ber 
Oortaulagen b. Brof- Dr. phil u.

• Sr.*Sng. ©buarb (Sdjmiti in Tarrn* 
Habt. 8Rit 119 Obilb. Sir. 412. 

SBaifertraftanlagen bonT^. Slümelin, 
SRegierungsbaumeifter a. T., Eber
ingenieur in Tresben. I: Sefdjrei- 
Iiung. SRit 66 giguren. Sir. 665. 

-------II: ®ewinnung ber SSafferfraft
SRit 35 giguren. Sir. 666.

-------III: Sau unb Betrieb. fDtii 
56 giguren. Sir. 667.

SSafferturbinen, Tie, bon Tibl.-gng. 
B. $üll in Berlin. I: SUlgemeineä. 
Tie greifiratjliurbinen. 2Rit 113 
SCbbilbungen. Sir. 541.

— — II: Tie ftberbrudturbinen. 
Tie SBaffertraftanlagen. 2Rit 102 
Slbbilb. Sir. 542.

SSafferöerforgung ber Ertftfiaften b. 
Tr.-gng. Robert S3ebraud), Brof. 
an ber Ägt Tedjnifdjen $odndjule 
Stuttgart. SRit 85 gig. Sir. 5.

Sefierct Tefilin Wrfe H: Seberei, 
SSirferei, Bofamenäererei, Spit« 
jen» u. Qtarbineufabritatwn unb 
gilsfabrüation bon Brof. ®ia; 
©üriler, ®eh. SRegierungärat int 
ÄönigL fianbe^genjerbeamt $u 
Berlin. SRit 29 giguren. Sir. 135.

SSetMelfiro»erzeuger bon 3ng. Sad 
Bitflehnaper, Brof. an ber L L 
Tec^nifdien $od]fd)ule in SSien. 
Blii 40 giguren. Sir. 547.

SBedjfelwefen, Ta3, b. 3£edit3annj. Dr. 
Slubolf SDlotbes in fiewsig. Sir. 103.

JSebrserfaffung, Teutfdie, bon 6e^. 
firiegärai Äarl Snbres, borir. Slat i. 
ÄriegSnxinift. i. SJlündien. 9?r. 401.

23erl3eugmafd?inen für ^oUbear« 
beitung, Tie, bon $ng. Brofenor 
^ermann SSilba in Bremen. SRit 
125 Slbbilbungen. Sir. 582.

SSerfseugmaföjinen für 251 et al! Bear« 
Leitung, Tie, oon ^ng. Brof- ^er* 
mann SSilba in Bremen. I: Tie 
©ledjanismen ber SSertäeugmafdji« 
neu. Tie Trefjbänfe. Tie grää« 
mafdjinen. SRit 319 Slbb. Sir. 56L 

------ II: Tie So^r« unb Sdjleif« 
mafdiinen. Tie ^obel-, S^abing* 
u. Gjiosmafdiinen. Tie Sägen 
u. Steren. Antrieb u. Äraft« 
bebarf. 2Hii 206 iSbbUb. Sir. 562.

SSeftbreunen. fianbeSIunbe ber Bro* 
bins SBeftbreu^en bon gri§ Braun, 
E&erlebrer am Ägl Sbmnafium in 
©rauben^. SKit 16 Tafeln, 7 Te?t« 
tarten u. 1 litfi. ^arte. Sir. 570.

Settbewerb, Ter unlautere, doh 
Sledi t» an tu alt Dr. SRartin Saifer» 
mann in Jamburg. I: ®eneralflaii- 
fel, Sletlameausmüdife, Slu^oer« 
tauf»triefen, SIngefteUxenbeftedjung. 
9lr. 339.

-------II: ^rebitfdiäbigung, girmen- 
unb Slamenmißbraud), Betrat bon 
©c^eimniffen, Sluslänberfdjug. 
Sir. 535.

SirbeUafe Tiere. Ta» Tierreidj VI: 
Tie wirbe*4Dfeu T:ere von Dr. 
fiubtoig Böhmig, Brof. b. Soologei 
an ber Univ. @ra^ I: Urtiere, 
gdjmämme, Sleffeltiere, Rippen« 
guallen u. Sßürmer. Blii 74 gig. 
9lr. 439.

-------EL: Ärebfe, (Spinnentiere, Tau* 
fenbfüBer, SHeidjtiere, SRooätier- 
djen, Armfüßer, Stad)elf)äuier u. 
SJ'anteltiere. 2Rit 97 gig. Sir. 440.

29



Str Ter ei. Sextiliubuftrie II: Webe» 
rti, Wirferei, ^ofamentiererei, 
Spifcen* tu ©arbinenfabriTation 
tmb Ui^fabriJation non Srof. SRag 
©ürtler, ©eh- SJegierung^rat int 
Königl. Sanbe^geroerbeamt 511 
Berlin. SRit 29 Uiguren. Str. 185

SBirtfÄaftlidjen Serbänbe, Sie, ton 
Dr. Seo SRüffelmann in Sloftod. 
Sir. 586.

WirtfchaftSpflege. Kommimale Wirt» 
ühaftspflege bon Dr. AlfonS 9£ieß, 
SRagifirafSaff. in Berlin. Sir. 53-4.

Wohnungöfrage, Sie, ö. Dr. 2. ^ofjle, 
93rof. ber StaatSroiffenfchaften gu 
Urantfurt a. SR. I: Sto Wohnung^- 
ioefen i. b. mobem. Stabt. Sir. 495.

— — II: Sie fräbiifc^e 23ohnung§= 
unb Sobenpolitif. Sir. 496

Wolfram bon^fdienbach* Bartmann 
b. Ane, Wolfram b. ©fcbenbadj 
unb ©ottfrieb bau Straßburg. 
Auswahl au3 bem höf- G'poS m. An» 
mertungen u. Wörterbuch b. Dr K. 
SRarolb, ißrof. am Kgl. Urtebricf;»» 
lolleg. ju Königsberg i. ^r. Sir. 22.

SSörterbu^ nad) ber neuen beutfdjen 
Stedjtfthreibuug bon Dr. Heinrich 
Kiens. Sir. 200.

— Teutfdje», bon Dr. Stich arb Soeioe 
in Serien. Sir. 64.

~ SerfjniüüeS, enihaltenb bie toic&tig* 
ffen Au^brüde bes SFiaWnenbaueS, 
«Schiffbaues unb ber Grlettrotedmit 
bon (5rid) Krebs in Serlrn. I. Seä: 
Seutfd)*öngliicb. Sir. 395.

-------II. Seil: @ngL*Stfdj. Sir. 396. 
------ III. Seil: Stith.«>Uran§. Sir. 453. 
------- IV. Seil: Uranj.*Stfd). Sir. 454. 
Württemberg. SBürttembergif^e @e«

fdjichte b. Dr. Karl Seiler, 23rof. 
am SarUgijmnafium in» Stuttgart. 
Sir. 462.

Württemberg. 2anbe£hmbe be5 
Königreich Württemberg bon 
Dr. K. dauert, ißrof. b. ©eographie 
a. b.^anbelobodiichule in Köln. SRii 
16 Siollbilbemu. 1 Karte. SZr. 157.

Beidienfchule bon ^rof. K. Kimmi^ 
in lUm. Alit 18 Safeln in Son-, 
Uarben* unb Solbbrud unb 200 
®oll- unb Sesibilbem. Sir. 39.

Betonen, ©eomeirif^e^, bon $. 
Seder, Ardjiteft unb 2ehret an ber 
18äugen?erffdjule in SJiagbeburg, 
neu bearbeitet bon f^rof. 3« ®on- 
berlinn, Sireftor ber tönigl. Sau- 
geroertfdjule ju SRünfter. 2Jiit 290 
Uiß. u. 23 Saf. im Se^t. Sir. 58.

Bettung»»efen, Sa§ beutfdje, bon Dr.
91. Srunbuber, Köln a. Sih- Sir. 400. 

Beitung^iuefen, mobeme, (ShR.
b. B^tungs lehre) von Dr. Siobert 
Sinnhuber in Köln a. Sih- Sir. 320.

Beiiung»»eien, Allgemeine ©efeft lebte 
be», oon Dr. Subroig Salomon 
in ^ena. Sir. 351.

Bellenlehre unb Sinatomie ber $flan» 
Sen bon ^rof. Dr. SRiehe in 
Seipiiß. SRii 79 2lbbüb. Sir. 556.

• seitirui^erfoettibe non Slrdjiteft 
§an» Urebberger, neu bearbeitet 
bon iJSrofeffor 3. Sonberlinn, Si- 
refior ber König!. Saugeroerffchule 
in SRünfter i. 2Beftf. SJlit 132 U^S« 
Sir. 57.

3 immer arbeiten bon (Sari D$i&, £ber- 
lebrer an ber Kaif. Sedjn. Schule in 
Strasburg i. G. I: Allgemeines, 
Sallenlagen, Btüiidjenbeiien unb 
Sedenbilbungen, hölg- U»B&öben, 
Uadjroertsroänbe, §änge- unb 
Spreng» erte. SRit 169 Ab
bildungen. Sir. 489.

------ II: Sacher, SBanbbefleibungen, 
Simsfcbalungen, Sind-, Soblen- 
unb Sretterroänbe, Sänne, Suren. 
Sore, Sribünen unb 23augerufte,- 
SRit 167 Abbilbunaen. Sir. 490.

Bibilprose^recht, Seutfd?e§, bon 33rof. 
Dr. SBtibelm Kifct) in Straßburg 
i. Q. 3 S8änbe. Sir. 4 28—430.

Bnologie, ©efebiebte ber, bon fßrof. 
Dr. Öiub. SSurcfbarbi. Sir. 357.

Bünbroareu bon Sirettor Dr. SUfonä 
Sujarb, SBorft. be3 Stabt, ßbem. 
SaboratoriumS Stuttgart. Sir. 109.

*3toang§bcrfteigerung, Sie, unb bie 
Bioang»bemaltnng bon Dr. U« 
Kre^jdimar, Cberlanbe^gerichiörat 
in Sre^ben. Sir. 523.

BwirnereL Sextilinbuftrie I: Sbin= 
nerei unb Broimteret bon $rof. 
SRar Sürtler, ®eb. SiegierungSrat 
im Königlichen Sanbe^geroerbeami 
ju Berlin. SRit 39 Uiß« Sir. 184.

= SBeitere SBönbe ftnb in SSorbereitung =
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®. 3- SäMen’We SerlneS^miMnag — S. Jp. in Seriin W 10 n. £ri?jig

SlUgemeine ^erfe^rsgeographie.
S?on ^rof. Dr. totf § aff eit. SRit 12 toten unb 
grapfiifdien SarßeUungen. Srofif). SR. 10.—, in §aWfranj 
geb. SR. 12.—.

(Befdjidjte bet Siufteilung unb Äolo= 
nifation Slfritas
Dr. Sßaul ® arntßaebier. feßer Sßanb: 1415—1870. 
SSrofd;. SR. 7.50, in tpalbfranj geh. SR. 9.50.

(Soet^es Wilhelm Weiftet widlui^ bes
■mobemen ßebensibeals. SBon fßwfeffor SRaj Sunbt 
SBrofci). SR. 8.—, geh. SR. 8.80.

©runbri^ einer ^ilojop^ie bes 
©Raffens alsßultumilofop^ 
Smfü^rung in bie ^ilofop^ie aß 3Mtanftf)auung§tebre. 
SSon SErisatboäent Dr. Otto Staun. Stcfi. SR. 4.50, 
geb. SR. 5.—.

®n£ Pft^ologifdie llnterfuifiung. Son 
sßwHfot Dr. ^bsobalö Qiegler.

5. burÄge], u. üerb. Stuft SBrofdj. 2E. 4.20, geb. SR. 5.20.

Ci ®n Organon gefdjidjüidjen Sentenä unb §otj4en0.
D^qWm. gjon SSrioatbojeni Dr. Subtnig Stiefe. <fcjiei 

Sanb. Srofc^. St. 7.50, in ^albfnn^ geb. S& WB.
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®. 3- Söfdjeiff$3 äSerlagäljiinhfanä nt. b. $. in Berlin W10 u. Seidig

SMfepfgdjoIogie
^as Seelenleben im Spiegel ber Spraye

Snn 2)r. Kubolf Äleinpaul.

Sßreis: brofegiert SR. 4.80, gebunben SR. 5.50.

Ter Serfaffer beginnt in ber (Einleitung beS SBerJeS mit bent 
SRat&töetS, mie überhaupt eine Sßf^tfje in bie 83elt gefommen unb 
ben Saturfinbem ber Segriff eines inmenbigen SRenfdjen cufge» 
gongen ift unb fc&ilbert bann in großen Bugen bie <sd)i<ffale unb 
bie $auptbegebenfieiten, bie eine müßige SRenge biefem inioenbigen 
SRenftfien jufi^reibt: fein romanhaftes SemütSleben, fein geplagtes 
SllltagSleben, fein Koturleben, feine (ErfahrurigSft>iffenftf).ift, fein 
Traumleben, feine (Hftafen unb fein £ eben nach bem Tobe. Er 
enttoidelt bie fenfualiftifdje SrfenntniStfjeorie beS SßoIfeS. 2Rit bei« 
fpielloferSübnbeit toirb im 33erfolg feiner 2lnfd)auungen ber Vorhang 
öon ber geheimen SEerfftätte beS ©eifteS toeggejogen unb bem 
philofopfjifdien Qdj auf ben ©runb gegangen. 3uin erfienmal unb 
mit überlegener Sunft mürbe hier an bie" ©runblagen beS pfpcf)o= 
logifdien SSiffenS felbfi gerührt unb bon bem Ijergebradgen Sdiema» 
tiSmuS an bie SBorte unb ihren fiifjtbaren Ursprung appelliert. Stuf 
bie einfachften begriffe ber (Seelenlehre, ber £ogif unb ber SKoral 
fällt babei plöfslidj unb überrafefjenb ein IfelleS ©djlaglidjt — man 
fie^t ben grieben unb ben Summer, toie er gemefen ift, unb ben 
©cbmerj, mie in ein fiaofoon gefüllt bat, man fie^t bie ©ebulb 
tragen, ben Sferftanb fteben unb bie QnfeHigenj lefen — ber Srunb, 
ber jureiÄenbe ©runb, baS SBiffen felbft erf<f)eint in feiner mafiren, 
unoerfälfcbten unb unoerfünftelten Seftalt, eine Ummäljung ber g&- 
famten pbilofopbifdjen TerminoIogie tritt ein, unb bemwd) ift eS leine 
neue fßhantafie, fonbem nur eine SSieberljerftellung beS eilten, (Ein
gebürgerten unb mänmgliih Selannten.
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