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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Buch enthalt im wesentlichen dasjenige, was
als das Lehrfach ,Elastizititslehre” im zweiten Studienjahr an
der technischen Hochschule zu Hannover vorgetragen wird. Das
Hauptgewicht ist hierbei auf Leichtverstandlichkeit und Anschaulich=
keit gelegt; daher wird fast durchweg mit einfachen Sonderfillen,
die dem Vorstellungsvermdgen des Studierenden nahe liegen,
begonnen und dann erst zu verwickelteren Aufgaben iibergegangen.
Ganz allgemeine Untersuchungen sind iiberhaupt vermieden, da
diese Vortriige besonders die Einfihrung in die Elastizititslehre
bezwecken. In den Beispielen haben solche Fille vorwiegende
Beriicksichtigung gefanden, die in den Baufiichern von Wichtig-
keit sind.

Die graphische Statik kann in Folge besonderer Umstéinde in
meinen mindlichen Vortrigen fiber Elastizititslehre nicht benutzt
werden, (abgesehen von den einfachsten Grundbegriffen; vielmehr
erfolgt die zeichnerische Behandlung der Balken, Fachwerke,
Stitzmauern und Gewdlbe in einem getrennten Lehrfache. Aus
diesem Grunde habe ich auch im vorliegenden Buche die graphische
Statik nicht in grﬁl'serem Umfange verwendet, weil ich zu Gunsten
meiner Horer wesentliche Abweichungen zwischen den miindlichen
und gedruckten Vortrigen vermeiden wollte.

Die Bedeutung der in den Formeln vorkommenden Buchstaben
findet sich am Schlusse .des ‘Buches in alphabetischer Ordnung
angegeben, u. zw. unter Hinweis auf diejenigen Stellen, wo die
betreflende Grofse in die Entwickelung eingefiihrt wurde. Mit
Hillfe dieses Verzeichnisses kann der Leser jede Formel leicht
verstehen, ohne erst im Texte nach der Bedeutung der einzelnen
Zeichen suchen zu miissen.

Die neueren einschligigen Arbeiten wurden benutzt soweit es
dem Plane des Buches entsprach; dabei sind die betreffenden
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Quellen angefihrt. Erschopfende Quellennachweise fir das ganze
Gebiet der behandelten Wissenschaft habe ich aber nicht gegeben,
weil dies dem Hauptzwecke des Buches nicht zu entsprechen schien.

Hannover, im Mirz 1893,

Keck.
®

Vorwort zur zweiten Auflage.

Der Zuspruch, welchen das Buch seit seinem ersten Erscheinen
gefunden hat, lifst erkennen, dafs der bei seiner Abfassung leitend
gewesene Grundgedanke des Verfassers, dem Anflinger eine von®
der Behandlung einfacher Sonderfille zur Entwicklung allgemeiner
Regeln fortschreitende, bequem und sicher leitende Einfihrung
in die Elastizitats- und Festigkeitslehre zu bieten, richtig
war und das Buch einem vorhandenen Bediirfnisse entspricht. Bei
der anf Ersuchen der Verlagsbuchhandlung von mir ibernommenen
Bearbeitung der inzwischen erforderlich gewordenen Neuanflage des
Buches habe ich es daher in erster Linie wuls meine Aufgabe
angesehen, jonen Gedanken weiter zu verfolgen und, wenn moglich,
noch allgemeiner zur Geltung zu bringen. Daneben schien es
geboten, eine dem Bediirfnis des Leserkreises, fiilr welchen das
Buch hauptsichlich bestimmt ist, entsprechende Vervollstindigung
desselben eintreten zu lassen. Auch sind in Ubercinstimmung mit
der Stoffanordnung in meinen den gleichen Lehrgegenstand
umfassenden Vortrigen, wo angiingig, die graphischen Methoden den
analytischen hinzugefligt und heide in unmittelbarer Nebeneinander-
stellung “behandelt.

Bei Ableitung der Beziehungen zwischen den #ufseren Kriften
und den inneren Spannungen sind zwar hinsichtlich der Angriffsart
der ersteren die charakteristischen Einzelfille unterschieden:; es ist

jedoch Wert darauf gelegt, den Leser erkennen zu lassen, wie

dieselben ineinander fibergehen, und inwieweit danach die ahgeleiteten
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Regeln alle moglichen Angriffsarten umfassen. Um diesen Zweck
im Rahmen des Buches einheitlich und ganz zu erreichen, war es
notwendig, auch das in Keck, Mechanik II. Teil, hehandelt Kapitel
der einfachsten' Falle der Zug-, Druck-, Schub- und Biegungs-
festigkeit mit einzuschliefsen.

Aus den dargelegten Griinden hat sich die Bearbeitung der
neuen Auflage zu einer ziemlich eingehenden Umarbeitung des
Buches gestalten miissen, von der ich hoffe, dafs sie im Sinne des
hochverdienten Verfassers ausgefallen sein moge.

Da die erste Auflage des Buches bereits seit einiger Zeit
vergriffen war, erschien es in Riicksicht auf den interessierten
Leserkreis geboten, den in der Bearbeitung inzwischen fertig
gestellten I. Teil des Buches zuniichst fir sich erscheinen zu lassen.
Derselbe umfafst nach einer Einleitung in einem ersten Abschnitte
den die Flichenmomente zweiter Ordnung behandelnden rein
mathematischen Teil und in einem zweiten Abschnitte die Elastizitat
und Festigkeit grader Stibe, also auch den geraden vollwandigen
Balken in seinen verschiedenen Formen und Unterstiitzungsarten.

In das Kapitel iiber Biegung durch Krifte rechtwinklig zur
Stabachse sind .auch Untersuchungen iber die Biegungsspannungen
in Stiiben, welche dem Hooke'schen Gesetz nicht folgen, auf-
genommen und im Anschlufs daran die sogen. ,Verbundbalken* aus
Beton und Eisen behandelt.

Das dabei entwickelte graphische Verfahren zur Bestimmung
der Biegungsspannungen, bezw. der Tragfihigkeit von Balken
verdankt seine Entstehung einer Anregung durch die gleiche Ziele
verfolgende interessante Arbeit des Dr.-Jng. Paul Weiske:
«Graphostatische Untersuchung der Beton- und Betoneisentriger*.

Von einer Benutzung der Arbeitsgesetze zur Bestimmung des
fAufsern Gleichgewichts, der Biegungsmomente und Querkrifte fiir
Balken mit statisch unbestimmter Unterstiitzung ist hier zunichst
abgesehen, weil die* Ableitung dieser statischen Grofsen mit Hilfe
der Biegungslinie geeigneter schien, den Anfinger mit dem Wesen
der Spannungs- und Forminderungsvorginge bekannt zu machen,
sein flir den ausiibenden Ingenieur so wichtiges ,statisches
Gefith1* zu entwickeln. In Hinblick auf dieses Ziel ist auch bei
Ableitung der Beziehungen zwischen #ufseren und inneren Kriften
von dem verfiigharen mathematischen Riistzeng nur in knappster



VI Vorwort.

Form, von der orientierenden Wirkung der Figur aber ein ausgiebiger
Gebrauch gemacht worden. Sollte aus gleichem Grunde die text- .
liche Behandlung des Gegenstandes fiir den eingeweibten Leser
etwas breit ausgefallen und sollten Wiederholungen nicht fiberall
vermieden sein, so bitte ich, das zu Gunsten des Anfingers, fir
den das Buch eben in erster Linie bestimmt ist, in Kauf nehmen
zu wollen.

Schliefslich mdchte ich es nicht unterlassen, den Herren Landes-
bauinspektor Bladt und Dipl-Ing. Bohne und Miller fir die
freundlichst {ibernommene Nachpriiffung der Rechnungsergebnisse und
Unterstiitzung bei Ausfithrung der Korrekturen meine dankbare
Anerkennung auszusprechen.

Hannover, im August 1905.
L. Hotopp.
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Einleitung.

Alle sogen, festen Korper denken wir uns aus kleinsten Teilen
(Massenpunkten, Molekiilen oder Molekilgruppen) bestehend, welche
80 miteinander verbunden sind, dafs sie einer Anderung ihrer Lage
zueinander, also auch einer Anderung der Form des Korpers durch
von aufsen her auf ihn wirkende Krifte einen gewissen Widerstand
entgegensetzen. Bei der Untersuchung der Bedingungen, unter
welchen diese sogen. ,Hufseren Kriifte sich an einem Korper das
Gleichgewicht halten, setzt die reine Mechanik jenen Widerstand
als absolut, uniiberwindlich, d. h. den Korper als in seiner Form
unverdnderlich, unzerbrechlich, starr voraus. Tatsdchlich aber er-
leiden alle Korper unter der Wirkung #ufserer Krifte eine gewisse
Forminderung (Verlingerung, Verkiirzung, Verbiegung, Verdrehung
u.s.w) und, wenn die angreifenden Krifte fiber ein gewisses Mafs
hinaus gesteigert werden, tritt eine Trennung des Korpers in ein-
zolne Teile, d. h. Bruch ein.

Solange dufsere Krifte auf einen elastisch festen Korper nicht
einwirken, nehmen die kleinsten Teile desselben eine gewisse Normal-
oder Grundstellung gegeneinander ein. Mit dem Angriff Aufserer
Krifte tritt eine Anderung dieser Grundstellung und damit eine
Formiinderung des Korpers ein und gleichzeitig werden im Innern
desselben Krifte wachgerufen, welche sich der Formiinderung wider-
setzen, die Molekiille in ihre Grundstellung zurfickzufiihren streben.
Beseitigt man die ,dufseren Kriifte*, so verschwinden auch diese
sog. yinneren Kriifte wieder und, sofern erstere ein bestimmtes
Mafs nicht @iberschritten haben, nimmt der Korper nach Beseitigung
derselben mehr oder weniger genau seine urspriingliche Form wieder
ein. Diese Eigenschaft fester Korper nennt man ihre Elastizitiit.

Die inneren, den Zusammenhang und die Form der Korper
verteidigenden Spannkriifte vermdgen sich mit den auf Formanderung
Keok, Elastizititalehre, 1
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und Zerstorung derselben gerichteten Aufseren Kriften bis zu einer
gewissen Grenze im Gleichgewicht zu erhalten. Wird diese Grenze
von letztern tiberschritten, so erfolgt der Bruch des Korpers, seine
Trennung in einzelne Teile. Das Hochstmafs der inneren Kriifte,
d. h. den H#ufsersten Widerstand, den ein Korper seinem Bruche
entgegenzusetzen yermag, nennt man seine Festigkeit.

Die Elastizititslehre untersucht die Formiinderungen, welche
elastisch feste Korper unter Einwirkung iufserer Krifte erfahren,
sowie die inneren Spannkrifte, welche dabei in den Korpern auftreten.

In dem Folgenden werden die Korper durchweg als im Gleich-
gewichtszustande befindlich vorausgesetzt, d. h. es wird ange-
nommen, dafs der zu untersuchende Korper in Ruhe (oder im Zu-
stande einer geradlinig gleichformig fortschreitenden Bewegung) sei.

In Wirklichkeit sind freilich die zu berechnenden Bauverbiinde durchaus
nicht immer im Gleichgewichte, Es erfahren z. B. die Teile eines Gebiiudes
durch den Sturm, durch den menschlichen Verkehr zeitweise Erschiitterungen,
wobei sie in Schwingungen geraten. Ebenso fiihren auch die Teile einer
Briicke schwingende Bewegungen aus, wenn sie von Fuhrwerken befahren
werden. Solche Schwingungen sind offenbar Abweichungen vom Gleich-
gewichtszustande, die einzelnen Korperpunkte erfahren Beschleunigungen und
Verzogerungen. Sehr erheblich sind die Beschleunigungen, welche unter Um-
stinden bei beweglichen Maschinenteilen vorkommen. Nur in seltenen Fiillen
aber ist es moglich, diese Bewegungszustinde bei der Untersuchang der
elastischen Forminderungen und inneren Spannungen unmittelbar zn berfick-
sichtigen; man mufs die betreffenden Bau- und Maschinenteile meist auf
Gleichgewicht berechnen und sucht der Abweichung von der Wirklichkeit
mittelbar (bei der Festsotzung der Zahl fiir die sogen. zulissige Amstrengung)
Rechoung zu tragen.

Soll ein elastisch fester Korper unter der Wirkung beliebiger
fufserer Krifte im Gleichgewicht sein, so missen sich erstens, wie
bei einem starren Korper, diese fufseren Krifte in
ihrer Wirkung auf den Korper gegenseitig aufheben.
Eine solche Aufhebung kann aber nur unter Inanspruchnahme der
Festigkeit des Korpers, d. h. durch Vermittelung der mit den
dufseren Kriften gleichzeitig auftretenden inneren Krifte geschehen;
die Festigkeit des Korpers mufs also hinreichen, um seine Trennung
in einzelne Teile zu verhiiten. Es miissen sich daher zweitens die
auf Trennung des Kdrpers in seine Teile gerichteten
dufseren Krifte auch mit den sich der Trennung wider-
setzenden inneren Kriften in Bezug auf beliebige Teile
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des Korpers aufheben, alle Teile des Kdrpers, jeder
fiir sich, im Gleichgewicht sein.
Denkt man sich durch den Korper (Fig. 1), eine Schnitt-

ebene ¢ gelegt, so missen sich an jedem” der Teile des Korpers
links und rechts des Schnittes

die flufseren Krifte K, und K,

bezw. K, und K, mit den an Ky
der Schnittstelle wirkenden 5, (I
inneren Spannkriften (in der bl
Figur durch Pfeile angedeutet) a

das  Gleichgewicht halten.
Lassen sich, wie hier zunichst
angenommen werden mdge, die Aufseren Krifte an dem zn betrach-
tenden Korperteil, z. B. links vom Schnitt, zu einer Mittelkraft
It vereinigen, so verlangt das Gleichgewicht des Teiles, dafs diese
der Mittelkraft P der inneren Spannkrifte an der Schnittstelle
entgegangesatzt gleich (R= —P) sei und mit ihr in derselben
Geraden A4 B liege. Mit der in bekannter Weise zu ermittelnden
Mittelkraft R ist dann auch die Kraft 7 gefunden. Letatere wird
von den Teilen links und rechts vom Schnitt_wechselweise auf-
einander ausgefibt und ist fir das Gleichgewicht der einzelnen Teile
als ;dufsere Kraft“, fir den rechtsseiligen als + P, fir den
linksseitigen als —7 anzusehen. Die Krifte 47 und —P treten
an jeder beliebigen Schnittebene zwischen A4 und B in gleicher
Richtung und Grofse auf, durchdringen also gewissermafsen den
Korper, pflanzen sich in ibrer Richtung von 4 nach B, bezw. B
nach A fort und heben sich in jedem Punkte ¢' der Geraden zwischen
A und B auf. (Vergl. Keck, Mechanik I, S. 141 und 142.)

Sind demnach die #ufseren Kriifte, welche einen festen Korper
im ganzen im Gleichgewicht halten, bekannt, so lassen sich die an
einer beliebigen Schnittebene wirkenden inneren Krifte in ihrer
Gesamtheit aus den Bedingungen fir das Gleichgewicht cines
der durch den Schnitt getrennten Teile jederzeit bestimmen. Von
besonderer Wichtigkeit ist die Kenntnis der Gesetze, nach denen
die inneren Spannkrifte sich fiber die Schnittfiiche verteilen. Ihre
Ermittelung bildet einen Hauptgegenstand der Elastizitatslehre.

Die auf die Flicheneinheit der Schnittfiiche entfallende innere
Spannkraft wird kurz als Spannung bezeichnet. Im allgemeinen
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weisen die Spannungen an den verschiedenen Stellen einer Schnitt-
ebene voneinander abweichende Richtung und Grdfse auf. Ist d P
die auf ein Element dF der Schnittfliche entfallende Spannkraft
(vergl. Fig. 2), so kann man diese als fiber d F" gleichmifsig verteilt
ansehen, und es ist dann die an der fraglichen Stelle herrschende

Spannung . v x
S ] R :
Schliefst dieselbe mit N*
der Normalen zur Schhitt-
fiiche an der betreffenden
Stelle den Winkel ¢ ein, so kann man sie sich stets zerlegt denken
in eine mit der Normalen zusammenfallende sogenannte Normal-
spannung 0 = p - cos @ und eine in die Schnittebene fallende
sog. Tangential-Spannung v = psin@. Die Normalspannungen
werden, je fiachdem sie einer Trennung oder einem Zusammenpressen
der Stoffteilchen in der Richtung senkrecht zur Schnittebene durch
die dufseren Kriifte entgegentreten, als Zug- oder Druck-
spannungen bezeichnet. Die Tangentialspannungen wirken einer
gegenseitigen Verschlebung der Teile des Korpers beiderseits der
Schnittebene entgegen und werden deshalb Schub- oder Schear-
spannungen, auch Gleitspannungen genannt.

Denkt man sich auch die Mittelkraft & der an dem abge-
schnittenen Korperteile wirkenden dufseren Krifte in eine Seitenkraft
N normal und in eine solche @ parallel zur Schnittebene zerlegt,
so erfordert das Gleichgewicht des abgeschnittenen Teiles, dafs N
entgegengesetzt gleich der Mittelkraft aller iiber den Querschnitt
verbreiteten Normalspannkrifte o-d F' und ebenso @ entgegengesetat
gleich der Mittelkraft aller Tangentialspannkrifte 7-d F' sei. Mit
Hilfe dieser Bedingungen lassen sich spiter die Spannungen ¢ und
selbst bestimmen. — Wie nun auch immer ein Kdrper von fufseren
Kriiften ergriffen sein moge, stets lassen sich die eintretenden inneren
Spannungen auf jene Grundspannungen ¢ und r zurfickf@hren. Und
wie nahe ein Korper seiner Zerstdrung durch dufsere Kriifte, seinem
Bruche ist, lifst sich im allgemeinen zntreffend erst dann beurteilen,
wenn die Spannungen ¢ und 7, bezw. deren Grdfstwerte innerhalb
des Korpers bekannt-sind. Dabei ist indes, wie sich spiiter zeigen
wird, in vielen Fallen der Anwendung der Einflufs der einen oder
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der anderen beider Spannungen auf den Bruch derart fiberwiegend,
dafs sie allein als fir die Sicherheit gegen Bruch mafsgebend
angesehen werden kann.

Setzen wir nun zunichst eine gerade Stabform des Korpers,
d. h. die Schwerpunktsachse desselben als gerade Linie voraus, so
lassen sich je nach der Lage und Richtung der angreifenden fufseren
Krifte folgende Fille unterscheiden.

L. Die Mittelkraft B aller fufseren Kriifte am abgeschnittenen
Stabende falle mit der Stabachse zusammen. (Fig. 3a u. 3b.)

In diesem Falle treten im Fig. 8a.
Querschnitt nur Normal-, aber
keine Tangential- oder Schub-
gpannungen auf,

1. Ist die Kraft R auf die
Trennung der Teile gerichtet
(Fig. 8a), so entstehen unter
gleichzeitiger Verlingerung des
Stabes Zugspannungen in dem-
gelben; man sagt, das Material ist auf seine Zugfestigkeit be-
ansprucht.

9. Bewirkt die Kraft R eine Zusammenpressung der Stabenden
(Fig. 3b), so ruft sie unter gleichzeitiger Verkirzung des Stabes
~ Druckspannungen in demselben hervor und nimmb das Material auf
seine Druckfestigkeit in Anspruch. ;

II. Die Mittelkraft R schneidet die Stabachse senkrecht und
greift unmittelbar in oder neben der Schnittebene an. (Fig. 4 u. 4a.)
Jotzt treten im Querschnitt nur Tangential- oder Schub-
gpannungen 7 auf; diese allein miissen mit 2 im Gleichgewicht,

Fig. 4. Fig. 4a.
¢

ihre Mittelkraft 7" mufs entgegengesetzt gleich & sein. Das Material
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wird im Querschnitt ¢¢ auf seine Schub- oder Scherfestigkeit
beansprucht.

IIl. Die Kraft R ist gleich Null, liegt in unendlicher Ferne
und mit der Stabachse in einer Ebene; die das Stabende an-
greifenden Hufseren Kriifte bilden also ein Kriiftepaar, dessen
Drehungsebene senkrecht ist zur Schnittebene t¢. (Fig. b.)

In diesem Falle bedingt das Gleichgewicht des abgesthnittenen
Stabendes, dafs8 die im- Querschnitt tatigen inneren Spannkrifte
gleichfalls ein Kriftepaar bilden, dessen
Ebene senkrecht zur Schnitiebene ge-
richtet und dessen Drehmoment ent-
gegengesetzt gleich ist demjenigen
der dufseren Krifte. Etwaige Schub- -
spannkrifte wiirden, da sie in der
Schnittebene ¢¢ liegen miifsten, ein
solches Kriiftepaar nicht liefern konnen. Hierzn sind, wie leicht
ersichtlich, nur Normal-, d. h. Zug- und Druckspannkrifte im stande.
Nur solche kdnnen also unter der Wirkung des #ufseren Krifte-
paars auftreten. Im Bereiche und in der Richtung der ersteren aber
entstehen Verlingerungen und im Bereiche der letzteren Verkiirzungen
der Materialfasern und infolge beider tritt eine Krimmung oder
Biegung des Stabes ein. Die auftretenden Zug- und Druckspannungen
nennt man in diesem Falle Biegungspannungen und der Stab wird
auf seine Biegungsfestigkeit beansprucht.

IV. Die Kraft R schueidet die Stabachse senkrecht in be-
liebigem Abstande von der Schnittebene t¢. (Fig. 6.)

In der Schnittebene werden zunichst Schubspar;nungen hervor-
gerufen, indem die Kraft & bezw.  das von ihr ergriffene Stabende
gegen das durch die iibrigen dufse-
ren Krifte festgehaltene zu ver- Pig 5.
schieben strebt. Die Mittelkraft der Kiy rioKe it |
Schubspannkriifte mufs entgegen-
gesetzt gleich der Kraft £ sein, 1*:_-
Beide hi‘lden nun ein Kriftepaar,
unter dessen Wirkung weiterhin
(vergl. unter IIT) Biegungsspannungen entstehen. Der Stab wird also
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in diesem Falle gleichzeitig auf seine Schub- und seine Blegungs
festigkeit in Anspruch genommen.

V. Die Kraft I? schneidet die Stabachse unter einem be-
liebigen Winkel und in irgend einem Abstande von der Schnitt-
ebene t¢. (Fig. 7.)

Zerlegt man die Kraft 2 in ihrem Schnittpunkte mit der
Stabachse in eine Seitenkraft vV in der Richtung der Achse und in
eine solche @ senkrecht zu ihr, so
erzeugt erstere, je nach ihrem
Richtungssinn, reine . Zug- oder
Druckspannungen und letztere nach
den Ausfihrungen unter IV Schub-
und Biegungsspannungen. Der Stab
wird gleichzeitig auf seine Zug-
oder Druckfestigkeit, sowie auf seine Sehub- und seine Biegungs-
festigkeit beansprucht.:

VI. Die Kraft R ist gleich Null, kreuzt die Stabachse senk-
recht und liegt in unendlicher Ferne von ihr, d. h. die an den
Stabenden angreifenden fufseren Kriifte bilden ein Kriiftepaar,
dessen Drehungsebene senkrecht zur Stabachse, also parallel der
Bchnittebene £¢ gerichtet ist. (Fig. 8.) 3

Das Kritftepaar der dufseren Krifte strebt das von ihm ergriffene
Stabende gegen das durch die fibrigen (gleichfalls ein Kriiftepaar
bildenden) Krifte festgehaltene zu
verdrehen. Das Gleichgewicht des
Stabendes erfordert, dafs die in der
Schnittebene auftretenden Spann-
krifte ein dem angreifenden ent-
gegengesetzt gleiches, also in der N
Schnittebene liegendes Kriftepaar
bilden. Ein solches kdnnen, wie leicht ersichtlich, nur die Schub-
spannkrifte liefern. Unter dem bezeichneten Angriff der fufseren
Krifte konnen also nur Schub-, nicht aber Normalspannungen
in der Schnittebene entstehen,

Die entstehenden Schubspannungen nennt man in diesem Falle
Verdrehungs- oder Torsionsspannungen; das Material des

Fig. 8.
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Korpers wird auf seine Verdrehungs- oder Torsionsfestigkeit be-
ansprucht.

Wie nun auch immer der Angriff der Aufseren Krifte an dem
betrachteten Stabende etwa abweichend von den hier unter I. bis VI.
besprochenen Fillen erfolgen mbge, stets lifst er sich auf diese
zuriickfihren. Im allgemeinsten Falle wiirden die das Stabende
ergreifenden fufseren Krifte sich zu einer die Stabachse unter irgend
einem Winkel schneidenden Mittelkraft 2 und zu einem in beliebiger
Ebene gegen die Stabachse drehenden Achsmoment zusammensetzen
lasgen. Zerlegt man letzteres in je ein Seitenmoment senkrecht und
parallel zur Schnittebene, so wird durch jenes reine Biegungs-, durch
dieses reine Verdrehungsspannung hervorgerufen (vergl. die Aus-
fihrungen unter II1. und VI.), wihrend die Mittelkraft 2 (nach V.)
gleichzeitig Zug- oder Druck-, sowie Biegungs- und Schub-
spannungen hervorruft.




Erster Abschnitt

Flachenmomente 2. Ordnung, Tragheits- und
Centrifugalmomente ebener Fléchen.

I. Begriffserkldrung und allgemeine Eigenschaften der
Flichenmomente 2. Ordnung, sowie Beziehungen der-
selben zueinander.

Fiir die Beurteilung der Forminderungen, insbesondere der
Biegung und Verdrehung gerader Stibe, sowie der Gleichgewichts-
verhiiltnisse zwischen den die Forminderung hervorrufenden dufseren
Kriften und den mit ihr eintretenden inneren Spannkriften sind die
Flichenmomente 2. Ordnung der Stabquerschnitte von Wichtigkeit;
es sollen daher, bevor auf jene Verhiiltnisse selbst niher ein-
gegangen wird, diese rein mathematischen Begriffe hier behandelt
werden. '

a) Begriffserkliirung.

In Frage kommen hier:

1. Das achsiale Tragheitsmoment oder schlechthin
Trigheitsmoment, d. h. die Summen aller kleinsten Flichenteilchen,
jedes multipliziert mit dem Quadrate seines

Abstandes von einer in der Ebene der Fliche o

liegenden geraden Linie als Achse. Wir be- ?dF

zeichnen dasselbe hinfort mit J und driicken .

seine Entstehung aus durch die Gleichung v
J=f.-y*dF. (Vergl Fig. 9.

Wird die Fliche auf ein (in der Regel rechtwinkliges) Achsen-
system bezogen (Fig. 10), so soll verstanden werden unter
Jo= fy*-d F das Trigheitsmoment in Bezug auf die X-Achse,
J,= fa?-d F das Trigheitsmoment in Bezug auf die Y- Achse.



10 Lrster Abschmitt,  Fldchenmomente 2, Ordnung.

Manchmal ist es zweckmilfsig, das achsiale Triigheitsmoment
einer ebenen Fliche durch den Flicheninhalt derselben und den
sogen. Trigheitshalbmesser ¢ auszudriicken.

Denkt man sich nimlich den ganzen Inhalt Fig. 10.

F der Flache in solchem Abstande i von Y
der betreffenden Achse konzentriert, d. h. alle
kleinsten Flichenteilechen d F in solchen
Abstand i von der Achse verschoben, dafs
Si2d F =i [d F = i* F = J wird, 8o nennt
man i den Triigheitshalbmesser -der Fliche in
Bezug auf jene Achse. Man kann daher

jeder Zeit J mit F'.i* oder i mit /g vertauschen.

3

2. Das polare Tragheitsmoment, d. h. die Summe aller
kleinsten Flichenteilchen, jedes multipliziert mit dem Quadrate
geines Abstandes o von einem innerhalb der Ebene Fig. 11,
der Fliche gelegenen Punkte, als Pol. Es werde
hinfort mit J, bezeichnet und seine Entstehung
ausgedriickt durch die Gleichung

Jp=fot-d F. (Vergl. Fig. 11.)

3. Das Centrifugalmoment, d.h. die Summe aller kleinsten
Flachenteilchen, jedes multipliziert mit dem Produkte seiner Koor-
dinaten in Bezug auf ein in der Ebene der Fliche liegendes (in
der Regel rechtwinkliges) Achsenkreuz. Wir bezejchnen es hinfort
(Jgy und driicken seine Entstehung aus durch die Gleichung

Coy = f2-y-dF. (Vergl. Fig. 10, :

b) Allgemeine Eigenschaften achsialer Triigheitsmomente.

Die Entstehung der Trigheitsmomente, derzufolge sie aus einer
~Summe von Quadraten positiver oder negativer Strecken bestehen, "
jedes multipliziert mit einer absoluten Grofse o F, bringt es mit
sich, dafs sie nur positiv sein und fiir eine endliche Fliche und eine
im endlichen gelegene Achse nicht Null und nicht unendlich grofs
werden konnen. Mit der Richtung und Lage der Achse, auf die
das achsiale Triigheitsmoment eines Querschnittes bezogen ist, dndert
sich seine Grdfse und schwankt, wie spiter nachgewiesen werden
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i
wird, fiir Achsen, welche durch ein und denselben Punkt gehen,
zwischen einem Grofst- und einem Kleinstwert.

Ist J, das Trigheitsmoment einer Fliche fir eine durch ihren
Schwerpunkt S gehende Achse (Fig. 12),
J, dasjenige fiir eine im Abstande e,
parallel zu derselben gelegenen Achse
1-1, so besteht zwischen beiden die
Beziehung ,

1) Jy=J,+ F.e?.
Es ist nimlich
Jy=Jy 2 dF=[(y+ e)?d F= fy!d '+ 2¢ [yd F- + & [ F
und [y*d F=J,, fydF=0, JdF=F.

Aus Gleichung 1 folgt, dafs das Triigheitsmoment einer Fliche
in Bezog auf eine Schwerpunktsachse kleiner ist, als irgend ein auf
eine ihr parallele Achse bezogenes Trigheitsmoment.

. Ist ferner J, das Trigheitsmoment in Bezug auf eine Achse 2-2
im Abstande e, vom Schwerpunkt, so ist J, = J, + ¢,® F' und demnach

2) J, —d, =F(e,’—e7).

¢) Beziehungen zwischen achsialen und polaren Triigheitsmomenten
einer ebenen Fliche.

Zwischen den Trigheitsmomenten J, und J, einer ebenen
Fliche in Bezug auf zwei zueinander rechtwinklige Achsen X und ¥
und dem polaren Trigheitsmoment J, der Fliche in Bezug auf den
Schnittpunkt A der Achsen (Fig. 13) besteht die Beziehung
2) ' Jotdy = Jp.

Es ist nimlich

Jet Jy= [VdF + f2?d F = [(y? + a®)d F= [o*d F

und fo?d K- = J,. (Vergl. Fig. 13.) Fig. 13.
Da ferner J, in Bezug auf den Punkt Ay :
A unabhingig von der gewihlten Richtung Y;*-.I l

der Achsen XX und ¥ einen bestimmten
Wert hat, so folgt aus Gleichung 2, dafs,
wenn man das rechtwinklige Achgenkrenz -—
X und Y um A dreht, in jedem Augen-
blicke die Summe der Triigheitsmomente g
J. und J, denselben Wert J, hat. \
Joy+ Jyy=Jat Jy=Jp. A
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d) Be;iehungen zwischen den polaren Triigheitsmomenten einer
ebenen Fliiche fiir verschiedene Pole.

Zwischen den polaren Trigheitsmomenten J,, und J, einer
ebenen Fliche in Bezug auf den Schwerpunkt S und irgend einen
Punkt O, als Pol, dessen Entfernung 0,8 von S gleich ¢, ist,
besteht die Beziehung . :

4) t}p] = pl+612F-

Denn es ist nach Fig, 14

Iy =.f9“dF-=,f((e+.wr)2 + 3;?)dF=,_i'(.‘r:"'-l—yg]dF-{- EJdF4-2efad F
= [r?dF + ¢* F-+0, weil p?=(e+ @)%+ y*
2+ =19 fdF=F und fadF = 0.

Da ferner [r?d F'= J,,, so ist die Beziehung Fig. 14.
der Gleichung 4 erwiesen.

Hat irgend ein anderer Punkt O, als Pol die
Entfernung e, vom Schwerpunkte S, so ist ebenso
Jy, = Jp, + ¢+« F und demnach unter Beachtung
der Gleichung 4
5) Ip—Jpm= F(e*—¢,?).

¢) Allgemeine Eigenschaften der Centrifugalmomente einer ebenen
Fliiche.

Das Centrifugalmoment einer jeden ebenen Fliche in Bezug
auf ein beliebiges Achsenkreuz kann zum Unterschiede von dem
Trigheitsmoment derselben positiv, negativ oder auch gleich Null
gein; denn im ersten und dritten Quadranten, wo alle Koordinaten
der Flichenelemente & F gleiche Vorzeichen haben, ergeben sich nur
positive, im zweiten und vierten Quadranten, wo jene Vorzeichen
ungleich sind, dagegen nur négative Beitrige x-yd F' zum Centri-
fogalmoment. Je nachdem die einen oder die anderen in ihren °
Summen fiberwiegen oder beide einander gleich sind, sich also auf-
heben, ist auch das Centrifagalmoment der ganzen Fliche positiv,
negativ oder gleich Null.

In Bezug auf ein beliebig gewihltes schief- oder rechtwink-
liges Achsenkreuz wird das Centrifugalmoment einer Querschnitts-
fliche im allgemeinen von Null verschieden, positiv oder negativ
sein. Durch Festhalten der einen und allmihliche Drehung der
anderen Achse in der Ebene des Querschnitts, welche je nach dem
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Drehungssinn eine Vermehrung der positiven und eine Verminderung
der negativen Beitragssumme oder umgekehrt im Gefolge hat, wird
gich stets eine Neigung beider Achsen zueinander finden lassen,
fir welche beide Summen einander gleich sind, das Centrifugal-
moment also gleich Null ist. Derartige Achsen nennt man
szugeordnete Achsen* und, wenn sie zufillig senkrecht aufeinander
stehen, , Hauptachsen*. Fillt in letzterem Falle der Koordinaten-
Nullpunkt mit dem Schwerpunkt des Querschnitts zusammen, so
handelt es sich um Schwerpunkts-Hauptachsen.

Denkt man sich ein beliebig angenommenes rechtwinkliges Koor-
dinatensystem unter Beibehaltung des rechten Winkels allmahlich um
seinen Anfangspunkt A gedreht, so dindert sich das Centrifugalmoment
stetig. Nach einer Drehung um 90° sind alle Flichenteilchen d ¥' ans
dem ersten und dritten Quadranten, je nach dem Drehungssinn, in
den zweiten und vierten bezw. vierten und zweiten Quadranten
fibergetreten; die Beitrige «-yd F aller Teile zum Centrifugal-
moment, sowie dieses selbst haben dabei ibre Vorzeichen gewechselt.

Wihrend seiner Anderung mufs dasselbe jedesmal beim Uber-
gange vom Positiven zum Negativen oder umgekehrt fir irgend eine
bestimmte Richtung der Achsen auch den Wert Null annehmen.
Fir jeden Punkt A des Querschnittes als Koordinatenanfangs-
punkt gibt’ es also ein derartiges Hauptachsenpaar. So ist z B.
leicht ersichtlich, dafs, wenn eine der Achsen -eines rechtwinkligen
Koordinatensystems Symmetrieachse des Querschnittes ist, die Achsen
Hauptachsen sind, denn jedem positiven Beitrage x-ydF eines
Flichenteilchens entspricht ein gleich
grofsér negativer des symmetrisch ge-
legenen Flichenelementes.

Es wird sich zeigen, dafs die Trig-
heitsmomente J. und J, fir die Haupt-
achsen, also wenn C,, =0, ihre Grofst-
und Kleinstwerte annehmen.

Zwischen den Centrifugalmomenten
C,, und C,,,, eines Querschnittes in Bezug
auf rechtwinklige Schwerpunktsachsen X" und ¥ und auf zwei um
Strecken ¢, und e, parallel gegen dieselben verschobene Achsen
X, und Y, (Fig. 15), besteht die Beziehung

Cryyy = Coy+ €6 F.

Fig. 15,
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Es ist nfimlich:

Cop =Jo, y)dF=f(x+¢)(y + &)d F
= faoydF+ ¢ eo fdF + ¢ fyd F+ e, fwd F

und fayd F=Cyy,, fdF=F, sowie fydF =0 und fu-dF=0.
Ist eine der Achsen .X" und Y eine Symmetrieachse des Quer-

schnittes, oder sind beide solche, so wird auch C,y=0 und dem-

f) Triigheits- und Centrifugalmomente in Bezug auf schiefwinklige
Koordinatenachsen.
Im allgemeinen wollen wir zur Bezeichnung der Triigheits- und
Centrifugalmomente
J.= fy*d F,
Jy= fa*d F und
Coy = f2-y-dF
in Bezug auf ein schiefwinkliges Achsenkreuz
die Koordinaten 2 und y in der Richtung der
Achsen messen. Es kann indes unter Um-
stinden erwiinscht sein, an Stelle dieser
Koordinaten @ und » die rechtwinklig zu
den Achsen gemessenen a, und v, treten
zu lassen (siche Fig. 16). Es ist dann @, = asin f und v, = ysin P
und demnach
J,=Ja2dF =sin?f fad F = sin? fJ,,
Jy, = S d F =sin?ffy?d F = sin?fJ,,, ,
Coy, = Syr @, dF=sin?f fo-y-d F =sin? fC,,.

Fig. 16,

Man kann also, je nachdem es im gegebenen Falle erwiinscht
Js
ist, leicht J, durch J,-sin?f, oder J, durch Eﬁ’r—ﬂ ersetzen, und

dasselbe gilt fir J, und J, sowie fir ¢, und C,,. Fir zuge-
ordnete Achsen’ist ebensowohl ., als C,, gleich Null.
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Il. Ermittelung der Trédgheits- und Centrifugalmomente
einiger Querschnittsformen in Bezug auf ihre Schwer-
punktsachsen.

a) Analytisches Verfahren.

1. Das Rechteck. (Fig.17.)
Das Trigheitsmoment in Bezug auf eine den Seiten i parallele
Schwerpunktsachse X" berechnet sich wie folgt:

Ein unendlich kleiner Flichenstreifen ¢/ Fig. 17.
parallel der .X'-Achse und im Abstande y TY
von derselben liefert einen Beitrag zum Triig- ok
heitsmoment .J, =—_::,,.L_J_ T

dJy=dF-y*=b dy- . S Lk v

Durch Integration zwischen den Grenzen

h h
S und -+ 5 folgt — (b —
b b-hd  Feh?
PP A {7, L L i
1) Jo=b\-dy y T o .

wenn /' den Inbalt der Querschnittsfliche bezeichnet.
In gleicher Weise ergibt sich fiir die Y'-Achse

42
: 8 Y. b2
2) Jy =‘!:S.I""d.1‘ = EIE_ = ]“I:?b—
—J
2
Das polare Triigheitsmoment .7, ist nach Iec.
: 5 = F gy =R o e
3) J,,—J,-{-J,—-l:a (b—l—h}—lg (b 4 h').

Das Centrifugalmoment ist, da die Fliche in Bezug auf die
Achsen symmetrisch ist, gleich Null.

2. Das T- und [J-Profil. (Fig. 18 u. 18a.)

Sieht man die Flachen als Unterschiede der vollen Rechtecke
von der Breite b und der Hohe 4 und den Querschnittsflichen der
Hohlriiume an, so ergibt sich in Bezug duf die .X-Achse fir beide
leicht: . h

behd—b
4) J, = IR
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In Bezug auf die Y-Achse ist fir das []- Profil ebenso

hb3— hy b,
b Jy=—
) 5 12 Fig. 18 u. 18a.
Denkt man sich das T-Profil in drei TR
Rechtecke zerlegt, so ergibt sich fir die TT
Y- Achsen s
— )38 < ipas
5a) J,_______(h hy)-b 1';"1 (b—b) ’Il

Das polare Trgheitsmoment ist wie —b—

oben
J’ = J; + J'-

Das Centrifagalmoment ist fir beide Flachen gleich Null.

3. Eine beliebige zweiteilige Flache. (Fig.19.)

Die Schwerpunkte S, und S,, die Flicheninhalte F, und F,
und die Tragheitsmomente J,,, J,,, J,, und J,, in Bezug auf die
wagerechten und senkrechten Schwerpunkts-
achsen der "Einzelflichen mdgen hier als
bekannt vorausgesetzt werden.

Fiir die Lage des Schwerpunktes S der
Gesamtfliche ergibt sich bei den aus Fig. 19
ersichtlichen Bezeichnungen
- F,
1+ F,

y-F :

Fig. 19.
ALY

&y =

6)

worin @ und y, der wagerechte und senkrechte Abstand der Schwer-
punkte der Einzelflichen als bekannt anzusehen sind.

Der Beitrag der Fliche F, zum Trigheitsmoment J, ist dann
nach Ib. Gleichung 1 gleich J,, + F,-y,? und ebenso derjenigen
von F, gleich J,, + Fy-y,® und demnach

7 Jo=dn + I+ Fyy* + Fyy?
und in gleicher Weise ergibt sich
8) Iy =T+ I+ Fia? + Fag.

Da X und Y Schwerpunktsachsen sind, so ist ferner
Fyay = Fy-xy und Fy-y, = Fy -y,
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und die Gleichungen 7 und 8 lassen sich schreiben:
9) Jo=Jo + Iy + Fyy, (v +3)
10) Jy=J, + Iy + Fia,(z), + 23).
Ersetzt man endlich @, + «, durch # und y, + y, durch y,
so folgt unter Beachtung der Gleichung 6

Fy-Fyy?

11) ..r.=.;r.,,—1-.1'.,+?'l +’;’,2.
F, Fy-a?

12) T, =T, + T + Ftl :;’,}

Das Centrifagalmoment berechnet sich unter Beachtung von Ie
Seite 13 zn

Csr"__ Czufl +0un +F|'-%'13h g 1"23'29'2-

Ersetzt man wieder x,- F, durch z,- F| und y, + y, durch y,
8o folgt unter Beachtung der Gleichung 6
FiFya-y
Fy,+F °
Die Gleichungen 11 bis 13 ermdglichen in bequemer Weise
die Berechnung der Trigheitsmomente und des Centrifugalmomentes
in Bezug auf die Schwerpunkisachsen X" und ¥ einer zweiteiligen

Fliche, ohne dafs die Lage des Schwerpunktes derselben selbst
bekannt ist.

]3) Ctnr:Cxlrl +Cnn+

4. Das |_-Profil. (Fig. 20.)

In ihrer Anwendung auf das |_-Profil gestalten sich die
Gleichungen 11 bis 13 wie folgt:

L
118):50s = —15 N
b—bl)
18w 2t By O g b'h'( 2
P 12 bh+ bk
Da (., und C,,, wegen der Symmetrie

der Einzelflichen gleich Null sind, so ist ferner
hy +h\[(b—b
oniiy- (M) F5)
bh + b,
Kook, Elastizitatslebre. 2

138) C,=—
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Ist ein Schenkel des Profils, wie in Fig. 19 in punktierten
Linien angedeutet, durch ein Loch geschwiicht, so ist dafiir in
Abzug zu bringen: e

a) bei der Berechnung von .J,

b, d? 2

1o T hd-yt

b) bei der Berechnung von J,
3
%- + b day,®, und
¢) bei den Berechnungen von ¢,
bid-yyay.

Uber das Vorzeichen von (%, fiir einen zweiteiligen Querschnitt
entscheidet die Lage der Einzelschwerpunkte S, und S,. Sie kdnnen,
wie leicht ersichtlich, nur im ersten und dritten, oder im zweiten
und vierten Quadranten liegen. Im ersten Falle sind die Koordinaten
ay 0.y, und @, u. yy im Vorzeichnen gleichstimmig, ibre Produkte
positiv und daher auch ¢, = 0, wihrend im zweiten Falle aus
den entgegengesetzten Ursachen Y, << O ist. Bei der in Fig. 19
gezeichneten Lage ist sowohl 2, -y, F als a4y, F, negativ und daher
auch C,, < 0.

5. Das T-Profil. (Fig. 21)

Die Profilfiiche sei in Bezug auf die Schwerpunktsachse ¥

symmetrisch, Fiir die Trigheitsmomente J, und J,

ergibt sich nach den Gleichungen 11 und 12 Seite 17,
wenn man @ gleich Null setat,

Fig. 21.

. h + l‘q)'-'
0 . aotrias M)
A i bh+bhy,
gt hb? 4 by b3
15) Jy = -
und fiir das Centrifugalmoment
CJV ) 0.

6. Das unregelmifsige 7_-Profil. (Fig. 22.)
In folgendem moge bezeichnen: S den Schwerpunkt der ganzen
Profilfiiche, S, S, und §; diejenigen der einzelnen Rechtecke, a, v,,
ayyy und a,y, die Koordinaten derselben in Bezug auf ein zu
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* den Seiten der Fliche paralleles Achsenkreuz XY, dessen Nullpunkt
in S liegt. Nach der Lehre vom Schwerpunkt ergibt sich dann

; Dy == b by — by
bh (5] — g (B 22)
i - L byhy 4+ byhy + by h_‘

by by (}l:l;‘&'!) — g iy (!ﬁ? hf" "3)

- ()

17) Yy = by by by hy + by + Iy

Damit ist die Lage des Schwerpunktes S bekannt.

Fig, 22,
eyt
Y gl wcba |
RS !
st
Y3 :
:flg'Hd'_-;
) IR 2
fig T_ (rf‘ ,l
Yo plXi{—
_______ L ke 11 bl L LS K LR
ekt
Y {
f h,+h
o| -l s -] 'LFJ'
|
S I P
hy S :
I s
P Y NOREI
b,_ﬁh_,

Unter Beachtung der Ausfithrungen auf Seite 11 folgt nun

v by B A kg By hg?
Sl Ml Ql.l; Rt bk 2 A byl yo® A by g ys?

3 3 3
V)T e am ""~'] : ks WL N T A

2'
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Die Centrifugalmomente der Einzelflichen in Bezug auf ihre
eigenen wagerechten und senkrechten Schwerpunktsachsen sind je
 gleich Null. Das Centrifugalmoment der Gesamtfliche ist daher
nach den Ausfihrungen auf Seite 13
20) - Cay=Dby hy @)y + byhy @2 yg + byhy @y 5.

In den Gleichungen 18—20 sind @, und y, aus Gleichung 16
und 17 bekannt und nach der Figur ist :

b—b ba—b

yimee ( “Shﬂ J.z)' ya=(%ﬂ+ye)-

: Da die Koordinatenpaare 2, und y,, @, und y,, @y und y,
nach der Fig. 22 je gleichsinnige Vorzeichen haben, so ist C, positiv.

7. Znsammengesetztes Profil eines Blechbalkens. (Fig. 23.)

Fir den schraffierten Teil der Fliche esgibt sich zunichst das
Triigheitsmoment in Bezug auf die X'~ Achse
21) J,, .=(bn—'-2d)hna'—'(b“—hlg?d)h]:—(b] '-‘bg)hgs.
Durch Hinzutritt der nicht schraffierten Kopf-
platte vergrdfsert sich das Trigheitsmoment zu

e % A & 2-““‘—?2‘{)14“ 2 By (""“) ;

wenn F, die Querschnittsfliche der Kopfplatte und

s deren Stirke bezeichnet. Setzt man im zweiten
Gliede noch (b— 2 d) 8= Fy und hy+2 s=h, so folgt

F, 4
23) J= Ju+-2~'i(hn-h+§s’).

In den meisten Fllen kann man ohne merklichen Fehler das
aweite Glied in der Klammer als verschwindend klein gegen das

erste vernachlissigen, so dafs dann wird

24) T+ Fi- "é"ﬂ .

Das Trigheitsmoment in Bezug auf die ¥-Achse J, hat fiir
diesen Querschnitt kein Interesse. Das Centrifugalmoment C,, ist
gleich Null, da der Querschnitt symmetrisch ist.
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8. Das Dreieck. (Fig. 24)
Es sollen die Trigheitsmomente J,, und .7, (vergl. S. 14 u. f)
in Bezug auf ein im allgemeinen schiefwinkliges Achsenkrenz bezogen

werden, dessen Nullpunkt mit dem Fig. 24.
Schwerpunkte des Dreiecks, dessen Y
X-Achse mit der zur Grundlinie J"“"f" R I

A B parallelen Schwerlinie, und
dessen Y-Achse mit der die 4 B
halbierenden Schwerlinie zusammen- |
fallt. Die Koordinaten der Flichen- / / \
elemente sollen hier zuniichst recht- 4 v /p B

R T Ly L ;
winklig von den Achsen angenom- = % —pe— i
men werden.

In Bezug auf eine durch die Spitze C' parallel zur Grundlinie
gedachte Achse 1-1 ist

258)  J=fuldF =5

und nach Ib Gleichang l:2 ; Ze I' we
2. a-hi

%) Tepmdi— (-0 = 2E G

Das Trigheitsmoment J, in Bezug auf die Grundlinie ist
25b) : e +(§)2.F=f'-?1-*=i’f.

et Y ) 6 12

Fir die Ermittelang von J, beachten wir, dafs die Schwer-
linie ¢’ des Dreiecks zugleich Grundlinie der Dreiecke 4 CD
und BCD ist und dafs nach Gleichung 256b das Triigheitsmoment

jedes der beiden Dreiecke in Bezug auf C D

-a-du-u*=gﬁ=£;}‘—2-

>~ g »

=3

——-(a—-aim::)3
Iy 2 \2 a’-sin’a- F

5 g = 48 und daher
- 2. ainln. 3 in2
26) Jv.-"a 312114a F=a h;sm o ist.

Fiir Koordinaten parallel den Achsen wird nach 8. 14 unter f.
ol F-»? _ FiI?
“gin’a  18-sinZa 18 '
Jy, _art
“sinfa 24

Jy



99 Erster Abschnitt.  Fldchenmomente 2. Ordnung,

Das Centrifugalmoment in Bezug auf die gewihlten Achsen ist
gleich Null, da jedem positiven Beitrage -y d F ein gleich grofser
negativer entspricht; die Achsen sind also einander zugeordnete.

0. Kreisfliche und Kreisring. (Fig. 25.

Fir die Kreisfliche sind die Trigheitsmomente J in Bezug auf
alle Durchmesser einander gleich. Es ist also J, = J,= J und nach
S. 11 I¢ (GI.3) das polare Trigheitsmoment J,=J,+J,= 2 J, also
27) J= '{T’.

Jp berechnet sich wie folgt:

Der Beitrag eines konzenftrischan Ringes vom Radius o und
" der Dicke dpo ist, :

dJp=dF-0'= (20:7:dg) - 0*=2x.0%dp,
woraus sich durch Integration zwischen der Grenze o =0 und
o= R ergibt

3 R
28) J,=2x\93d9=gm
e 0

und nach Gleichung 27
29) T

Fiir den Kreisring mit dem dufseren Radius R und dem
inneren Radius » wird

30) Jp= |5 BA—Z y-*) =2 (R'—»% und
31) J="(Ri—,

4
Das Centrifugalmoment ist fiir beide Querschnittsformen gleich Null.

b) Graphisches Verfahren.
l. Verfahren von Culmann.

Die ebene Fliche, deren Triigheitsmoment zu bestimmen ist, sei
beliebig begrenzt, symmetrisch oder unsymmetrisch. Die Richtung
der Schwerpunktsachse, auf welche das Trigheitsmoment bezogen
werden soll, sei wy %ig. 26). Wir zerlegen die Fliche durch
Parallelen zu yy in Streifen von solcher Breite, dafs sie mit hin-
reichender Genauigkeit als Trapeze betrachtet werden konnen. Die



I1. Trigheitsmomente w. s, w. ciniger Quorschnittsformen. 23

Flicheninhalte 4#,, 4F, u.s.w. derselben werden in Rechtecke
von gleicher Grundlinie 4 verwandelt. Dann sind die zugehdorigen
Hokien 2y, 2, 2, W 8. w. den Flichenteilen verhaltnisgleich und
man kann diese durch jene ausdriicken. Sieht man die Flichenteile
AF,, 4F, u.s. w. als durch die Strecken z), z, u.s. w. dargestellte,

Fig. 26.

NSt e G D w,
3

in den Schwerlinien, oder (meist auch genau genug) in den Mittel-
linien der Flachenteile wirkende Kriifte an, zeichnet das Krafteck
(1-2...7) und mit einem beliebigen Pol O das Seileck A BC D Ed,
so ergibt sich in der durch den Schnittpunkt Z der dufseren Seil-
ecksseiten 7 und VII gehenden Parallelen ss zur yy zuniichst die
Schwerpunktsachse fiir das gesuchte Trigheitsmoment.
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Bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist nun

1) J=AF 22+ 4F)-2,* + ...,
oder, da AF, =b-z2, 4Fy=1b-2 u.s w. auch
2) J=b(s a2+ 25-292 +...).

Die Produkte z,-2, u.s. w. kdnnen als statische Momente angesehen
werden und nach den bekannten Regeln iiber die zeichnerische Er-
mittelung statischer Momente kann man z)-2,, 2,2, u.s. w. gleich-
sefzen den Produkten aus der Polweite @ und den Strecken 1,-2,,
2,-3, u. s w., welche die entsprechenden Seilecksseiten anf der
Momentenachse ss abschneiden. Es ist also 2.2, = a-1,-2,,
2@y =a-2,-3, n.8.W., und damit schreibt sich Gleichung 2
3) J=a-b(1,-2,-a, + 2,-8,- 2y + .. ).

Sieht man nun weiterhin die Strecken 1,-2,, 2-3, u.s w.
unter Beachtung ihres Richtungssinnes (z. B. 1,-2, aufwirts, 5,-6,
abwirts gerichtet) als in den Mittellinien der Flichenteile wirkende
Krifte, den Streckenzug 1,-2,-3,-4,-5,-6,-7, als Krafteck an und zeichnet
mit der Polweite a, das zugehdrige zweite Seileck A'B'C'D'E'G',
so wird wie oben 1,-2,2,=1,-2,.q,, 2-3,2,=2,-8,/a, u.8 w.
und demnach unter Beachtung der Gleichung 3
4) J=a-a,:b(1,-2,+2,8,..)=a-a,-b-u,.

Hat man, wie zu empfehlen, den Pol O so gewahlt, dafs die
dufseren Polstrahlen I und VII je unter 45° zur 1-7 gerichtet

sind, also a = (i'ﬂ"’?—t——) = %1 und der Inbalt des gegebenen

Querschnittes F'=b(z)+ 2p+...) = 2-ab ist, s0 nimmt Gleichung 4
die Formn an
5) J=F-5‘% und i2=3{=i"—2’-‘-‘—'.

Das Trigheitsmoment J ist also gleich dem Inhalte eines aus
der Polweite @, und der Strecke w, gebildeten Dreiecks, multipliziert
mit der Querschnittsfliche F'.

2. Verfahren von Mohr.
Dieses Verfabren ermdglicht die Ermittelung des Trigheits-
momentes ohne Zeichnung eines zweiten Seilecks.
In Gleichung 3 driicken nidmlich die Glieder in der Klammer
1-2,-a;, 2,-3,-2y u. 8 w. die doppelten Flicheninhalte der
Dreiecke 1,42,,2,B3, u.s. w. bis 6,G7, aus. Diese erfillen in
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ihrer Gesamtheit die ganze Seilecksfliche A BCDEG L. Bezeichnen

wir den Inhalt derselben mit F), so ist ;
12,2, + 2,-8, 23 +...=2.F,

and nach Gleichung 3

6) J=a-b-2-F\,
oder, da wieder a = L’—t—f—fz—_'_——) also a-b=~£—
7 : J=F.F, und i?=F,.

Das Ergebnis beider Verfahren ist um so genauer, je enger die
Parallelteilung, je schmiler die Teile 4 ¥ gemacht wurden. Fiir
unendlich schmale Teile geht 47 in d ¥ und das Seileck in eine
Seillinie fiber, welche die Seiten eines fiir endliche Teilung ge-
zeichneten Seilecks 4 BCDEG tangiert und zwar die #ufseren
Seiten 7 und VII in H und K. Die von den Hufseren Seilecks-
. seiten und der Seillinie eingeschlossene Fliche mdge als Seillinien-
dreieck bezeichnet werden. Fiir die,.genaue Bestimmung des Trig-
heitsmomentes nach Mohr ist die Fliche ¥, dieses Seilliniendreiecks
mafsgebend. Ist fiir eine angemessene endliche Teilung der gegebenen
Querschnittsfliche zunichst das
Seileck und sodann die dessen Yigp ih

Seiten beriihrende Seillinie ge- - Lh
I
|
i

zeichnet, so kann F| entweder '
mittelst eines Polarplanimeters,
oder nach Simpson's Regel, oder
endlich durch Verwandlung in
ein inhaltsgleiches Dreieck be-
stimmt werden.

Beispielsweise ist fiir ein
Rechteck (Fig. 27) die Seillinie
eine Parabel und das Seillinien-
dreieck 4 BCD als Parabel-
dreieck gleich einem Drittel des Dreiecks 4 BC

B g heRr bR
=P g s g R0
2.3 .
Gbereinstimmend mit Gleichung 1 Seite 15.

Macht man BE-—=%-BC. 80 ist F'i-/\NABE=F,.

e — = — ]
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Ist die gegebene Querschnittsfliche zwar kein Rechteck, aber
in ihrer Hohe wenig veriinderlich, so kann die nach Mafsgabe der
Fig. 24 gezeichnete Seillinie dennoch annidhernd als Parabel, das
Seilliniendreieck als Parabeldreieck angesehen und #, dementsprechend
ermittelt werden.

3. Trigheits- und Centrifugalmoment eines unregel~
mifsigen 7_-Profils. (Fig. 28)

Besonders hiufig sind die Fille, wo die gegebene Querschnitts-
fliche als aus einzelnen Rechtecken bestehend angesehen werden kann.

Die Fliche (Fig. 28) kann man entweder als aus den drei
Rechtecken JLMP, NPQR und RTVW (wagerechte Teilung),
oder aus KLMN, JKTU und QU V W (senkrechie Teilung) bestehend
ansehen. Die Hohen z;, z, und z; der auf die gleiche Grundlinie b
zuriickgefiihrten erstgenannten Rechtecke sind als Krifte in der Linie
1-4, die beziiglichen Hohen z,', z,' und =, der letztgenannten in
der Linie 1'-4' zu einem Krafteck zusammenzutragen und zu jenen
das Seileck 4 BC, zu diesen das Seileck A'B'C" zu zeichnen.

Dem Rechteck JLMP entspricit dann eine die Seiten [/
und /I des Seilecks A BC in £ und F beriihrende Parabel als
Seillinie; ebenso entsprechen den Rechtecken NPQR und RTVW
die die Seilecksseiten 77 und 77 in F und &, bezw. IJ/ und IV
in & und A berithrenden Parabeln.

Die aus den drei Parabelabschnitten £ F, F& und G I be-
stehende Kurve EFGH ist somit die aus der wagerechten Teilung
der Gesamtquerschnittsfliiche sich ergebende Seillinie und K FG H D
das zugehdorige Seilliniendreieck, Die senkrechte Teilung der Quer-
schnitisfliche fithrt ebenso zu der aus den Parabelabschnitten E'F',
F'G'" und G'H' bestehenden Seillinie und zu dem Seilliniendreieck
E'F'G'H'D'. Wir ersetzen jetzt die Parabeldreiecke EAF, FBG
und GCOH, beaw. E'A'F', F'B'G' und G'C'H' durch die inhalts-
gleichen Dreiecke ZAYA, BB und G CH, bezw. E'A'W, B'B'G'

und G'C'Y', in denen QIA==A—‘F— @B—!-—-B' nd 9 _( H
bezw, A'U' = A: BB = F,;B und C'§' = (';i gemacht

ist. Es sind dann die Vielecke EAB G H D bezw. E'WB'G'H' L
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inhaltsgleich den Seilliniendreiecken EFGHD beuw. E'FGHD'.
Verwandelt man in bekannter Weise das Vieleck ZABGFHD in

Fig. 28.

Y,

i

A

'
Ny :
o~ b
B e et )
- ¥
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‘_'F: 0 P
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St __..va_
i
'

A

das inhaltsgleiche Dreieck ZDD), und das Vieleck E'U'Y'G'H' D’
in das Dreieck £'7)'D,, so erhiilt man in den leicht zu ermittelnden
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Flicheninhalten beider Dreiecke zugleich die Flichen F, bezw. F,
der Seilliniendreiecke EFGHD und E'F'G'H'D .

Damit ist
8) " Jy=F.F, (i,*=0F,) und
9) Jy=F.F, (i,2=F)") gefunden.

Das Centrifugalmoment C,, des ganzen Querschnitts setzt
sich zusammen aus den Beitrigen @ y,-F|, @y y,- F3 und ay-y,- Fy
der Teilflachen. :

Es ist daher
10) Coy = Fy 2y, + Fyayy; + Fyagys,
oder F\, = bz, Fy=1>bzy, Fy=>bzy gesetut,
11) Coy =b (2,2, + 2@yyy + 232373)-

Wird die X-Achse nach rechts und die Y-Achse nach oben
positiv angenommen, so sind @, und y, negativ, #,-y, also positiv,
und ebenso weisen die Koordinaten der Punkte S, und S; gleich-
stimmige Vorzeichen auf. Die Glieder in der Klammer der Gl 11
sind daher alle positiv und somit ist auch C,, selbst positiv.

Ersetzt man die statischen Momente z,-%,, 2 v, und z;-y,
(vergl. 8. 24) durch die Produkte a-1,-2,, «-2,-3, und a-3,-4,,
so folgt
12) Coy=0b-a-(1,-2, 2 + 2,-3, -2, + 3,4, x,).

Sieht man jetzt die Strecken 1,-2,, 2,-3, und 3,-4, als in den
Schwerpunkten S,, S, und S; senkrecht wirkende Krifte an
und zeichnet vermittelst des Poles 0, und der Polweite @, das
Seileck 4, B, C,, dessen Seiten 1,,, I1,,, 111, und IV, die X-Achse
in 1,,, 2,, 3, und 4, schneiden, so ist wieder das Moment
1-2,-2,=a,1,-2,,2,-3, 2y=2,-3,,-a, und 8,4, -23=a,-3,-4,,
und nach Gleichung 12
13) Coy=b-a-a(1,-2, + 2,3, + 3,-4,).

Im Seileck 4, B,C, sind die Seiten I, II, u.s. w. senkrecht
zu den Polstrahlen 0,-1,, 0,-2, u.s.w. gezogen, um ein noch-
maliges Zeichnen des Krafteckes 0,-1,-4, in einer um 909 ge-
drehten Lage zu vermeiden,*)

Setzt man noch 1,-2,+2,-8, +3,-4,=1,-4, =, 80
ist auch
14) Ceoy=b-a-a;-w.

¥) Vergl. Kock, Mochanik I, Dritte Aufl,, Seite 161.
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Sieht man endlich die Strecken a, und w, als Grundlinie und

Hohe eines Dreiecks an, e “1‘;1
Fig. 29.
0 Oj
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____________________ L] ¥
1 R
2+ 2, + Zy)

beachtet, dafs b.-a=1b

setzung dieser Werte in GI. 14
15) Coy=TF-F,,.

In dieser Form erscheint also auch das Centrifugalmoment als
Produkt zweier Flichen, der Querschnittsfiiche F und Dreiecks-
fliche F,,.

F :
3 -y so folgt nach Ein-
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Sind die Rechtecke KL MN und Q UV W einander vollig
gleich, so tritt an Stelle des unregelmifsigen ~|_- Profils (Fig.28)
ein regelmifsiges (Fig. 29) und der Schwerpunkt der Gesamnt-
fliche fillt mit den Schwerpunkten S, bezw. S," auf der .\'-Achse
in § zusammen. Das Seileck 4 B C wird in Bezug auf die A~ Achse
und A'B'C" in Bezug auf die Y-Achse symmetrisch und zur Er-
mittelung von F, und ¥, bezw. J, und J, in der oben erliuterten
Weise braucht man daher von beiden je nur die eine Hilfte zu
zeichnen (vergl. Fig. 29). Die Flichen ¥, und F, der Seillinien-
dreiecke erscheinen in die doppelten Dreiecke ABD und C B, D,
bezw. in die Rechtecke B EFD und B E, F, D, verwandelt.

Die Hiilfte eines dieser Seilecke, z. B. A BC, geniigt dann auch
ohne weiteres zur Ermittelung des Centrifugalmomentes. Der Beitrag
des Rechteckes NOQ R zu demselben ist gleich Null und der Beitrag
jedes der Rechtecke 2. MO P und R T VW, wenn F, ihven Flichen-
inhalt bezeichnet, gleich F)-2,-y,. Demnach ist
16) Coy =2 F- a2y
Beziiglich des Vorzeichens vergl. die Bemerkungen auf Seite 28.

Mit Fy=1b-z schreibt sich Gleichung 16

17) C',y=2b£|.1'1y|‘
Das statische Moment z) -y, ist wieder gleich a -« und daher
18) Cep=2bra-u-ay=F-F,,,

worin F'= 2ab den Inhalt der Querschnittsfliche und Foy=vu-z
den Inhalt eines aus dem Abschnitt » und der wagerechten Ent-
fernung @, der Schwerpunkte S, und S, bezw. § und S, gebildeten
Rechtecks bezeichnet.

Ill. Abhéngigkeit der Trdgheits- und Centrifugalmomente
von der Lage und Richtung der Achsen.

a) Beziehung zwischen den Triigheitsmomenten fiir parallele Achsen.
Wie unter Ib bereits nachgewiesen, besteht zwischen den Trig-
heitsmomenten J, und J, eines ebenen Querschnitts fiir eine durch
seinen Schwerpunkt gehende Achse s-s und eine im Abstande a
davon verlaufende parallele Achse w-z (Fig. 30) die Beziehung

1) Jy=J,+ a'F.
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Ersetzen wir J, durch i2- ¥ und J, durch 7,2- ¥ und teilen
durch F, so folgt :

2) is =1,° + a?,
worin 1, als Trigheitshalbmesser Fig. 30.
in Bezug auf eine ihrer Richtung @

punktsachse als konstante, i., Trig-
heitshalbmesser fiir die Achse 2-a,
als von dem Abstande 2 beider
Achsen abhiingige verinderliche
Grafse anzusehen ist. Das in GI. 2
ausgedriickte Gesetz dieser ADb-
hingigkeit zwischen i, und @ wird
geometrisch durch eine gleich- x
seitige Hyperbel ausgedriickt; i,

stellt die reelle Achse derselben, i, und @ stellen die Koordinaten
der Hyperbelpunkte dar.

|
und Lage nach festliegende Schwer- E i
|

\
L
T
|
i
|
|
]
i
)
'
|

b) Abhiingigkeit des Triigheitsmomentes von der Richtung der Achse.

Denken wir uns das Trigheitsmoment eines ebenen Querschnitts
auf eine beliebige Achse 4 P bezogen und diese um irgend einen
ihrer Punkte, z. B. A, innerhalb der Querschnittsebene allmahlich
gedreht, so fdndert sich das-

Fig. 31.
selbe stetig. Um zu dem ;ﬁ
Gesetze dieser Anderung zu + f‘]
gelangen, beziehen wir die !

Fliche und die jhrer Rich-
tung nach verinderliche Achse
AP auf ein in der Quer-
schnitfsebene  festliegendes
rechtwinkliges Achsenkreuz
XX (IFig. 31), setzen die
Trigheitsmomente J, und J,,
sowie das Centrifugalmoment
C.y in Bezug auf dasselbe
als bekannt voravs und be-
zeichnen den verfinderlichen Winkel, den 4 P mit der _X-Achse
einschliefst, mit =,
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Bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist dann
das Trigheitsmoment in Bezug auf A P

J= fu?dF, und da u=y-cosa— wsinax, auch

J= f(ycosa— asina)?dF=cos’a [y?d F + sin*a [a?d F

—2sina-cosa fa-y-dF.

Nun ist aber [y*dF=J,, [fa*dF=J,, [fo-ydF=0C,
und 2sin « cos a = sin 2 «, daher
1) J = cos?a-Jx + sin*a-Jy, —sin2a Gy

Diese Gleichung stellt das Gesetz der Abhingigkeit des Trig-
heitsmomentes J von dem Richtungswinkel a der Achse 4 P dar.

Ist in Gleichung 1 aufser J: und Jy fir einen bestimmten 2{ a auch J
bekannt, so kaon sie auch zur Berechnung von C:y benutzt werden. Fiir
a==45" wird beispielsweise

i) J3+J.If

e an =) By A

2

Das in A rechtwinklige Achsenkrenz XY ist in beliebiger
Richtung angenommen. Denken wir uns dasselbe in der Richtung
der Hauptachsen I und IZ, fiir welche €., =0 ist (vergl. S.13),
bezeichnen die Trigheitsmomente in Bezug auf diese mit J, und J,
und setzen in Gleichung 1 J,=J,, J,=J,, C;y = 0, so folgt
2) J=cos?a-J, +sin’a-J,.

Ersetzt man nun in Gleichung 2 einmal cos?a durch 1 —sin?x
und ein anderes mal sin?« durch 1 —cos?a«, so entsteht
2a) J=J, —(J, — Jy)sin®a,
2b) J=J, + (J, — J,) cos*a.

Fiir a=0 wird J = J; und fir a = 90° J = J,. Sind die
Bezeichnungen J, und J, so gewihlt, dafs J, > J,, so folgt ferner
fir alle Winkel « zwischen O und 90 © aus den Gleichungen 2a und 2b

J=>JT>J;.

J, stellt daher den Grofstwert und J, den Kleinstwert aller
Trigheitsmomente J dar fiir Achsen, die durch den Punkt A gehen.
Diese auf die Hauptachsen I und II bezogenen Trigheitsmomente
J, und J, nennt man daher Haupttrigheitsmomente. :

Ist der Querschnitt in Bezug auf irgend eine durch A4 gehende
Achse symmetrisch, so ist diese nach Seite 13 eine der Hauptachsen
und die dazu winkelrechte die andere. In diesem Falle kann
man also die Hauptachsen meist leicht erkemmen. Liegt eine solche
Symmetrie nicht vor, so ermittelt man die Hauptachsen, indem man
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mit Hilfe der Gleichung 1 diejenigen Werte des Winkels « bestimmt,
fir welche .J seinen Grofst- und Kleinstwert annimmt.
Die Differentiation der Gleichung 1 von J nach « srgibt
dJ

3) W=——sin?a(J,—J,)-—-?cos2aC,,,
diJ 3 (3 I (3 g
4) m-——-—zcoszal’J,—-J,—i’tg?aC,,".
Die Nullsetzung der ersten Abgeleiteten fihrt zu
5) tg 2«_—_—3‘30":,

und die Einsetzung dieses Wertes in Gleichung 4 zu
2 Ve r 4

4a) = e [ =T+ aey].

Die Bezeichnung der Koordinatenachsen sei so gewdhlt, dafs

Je=Jy; dann ist das Vorzeichen der zweiten Abgeleiteten nur von

cos 22 abhiingig und zwar mit — cos 2 « fibereinstimmend.

Der Gleichung 5 geniigen zwei Winkel 2 «, welche um 18079,
bezw. zwei Winkel «, welche um 90° voneinander abweichen. Fiir
einen derselben erreicht J seinen Grodfstwert J, und fiir den andern
seinen Kleinstwert .J,, Welchem Winkel der erstere und welchem
der letztere Wert entspricht, lifst sich meist ohne weiteres erkennen,
nitigenfalls aber auch mit Hilfe der Gleichung 4a feststellen.

Sind danach fiir einen gegebenen Querschnitt in Bezug auf ein
geeignetes rechtwinkliges Achsenkreuz die Werte J,, J, und C,,
berechnet. so gelangt man zu den Haupttrigheitssmomenten J; und J,
wie folgt:

Nach Gleichung 2 ist far die X'~ Achse eines unter einem . «
gegen die Hauptachsen geneigten Koordinatensystemes

Ji = cosa - J, + sin?a J;,
und fiir die Y-Achse. wenn man « mit « - 90° vertauscht
Jy, =sin? a J| + cos?a ;.
Durch Addition und Subtraktion beider Gleichungen erhdlt man
Je+ Jy=J, + Jy (vergl. Seite 11)
und J,—J, =cos2a(J,— Jg) woraus sich ergibt

g+ J, Jy

6) L 2 +2cosza
g rodetdy  Jdi=dy'
o Tl 20082 a

Kock. Elastizititalehre, - 3
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Ist der Winkel a« aus Gleichung 5 bereits bestimmt, so lassen
* gich J, und J, aus den Gleichungen 6 leicht berechnen. Um J,
und J, direkt aus J,, J, und C,, zu erhalten, beachten wir, dafs
nach den Regeln der Goniometrie und nach Gieichung b

=Ttz =]
cos2a 1+ tg720 = 1+J .I\‘r)2

und setzen diesen Wert in Gleichung 6 ein. Dann wird

(7 L/ =y 2
) smfatd  J(Lo ) g,

1
2

Trigheitsellipse, Centralellipse.

Die hier behandelte in den Gleichungen 1 und 2 analytisch
ausgedriickte Abhingigkeit des Trigheitsmomentes eines beliebigen
Querschnittes von der Richtung der Achse, auf die es bezogen ist,
list sich geometrisch wie folgt Fig 82
darstellen:

Wir setzen in Gleichung 2
nach 8. 10 J=iF, J,=a* F
und J, = b*. F', worin i, a und b
die Trigheitshalbmesser der Quer-
schnittsfliche in Bezug aunf die
Achsen AP, I und II (Fig. 32)
und ¥ den Inbalt der Fliche be-
zeichnen, und dividieren beiderseits
darch #'; dann erhalten wir fiir
den mit « verinderlichen Trigheits-
halbmesser

8) i? = a%c08’2 + bsin?a. .

Tragen wir jetzt den der Achse A P entsprechenden Triigheits-
halbmesser i in A senkrecht zu A P auf, sodafs I A =i wird,
ziehen durch I die Gerade M N || APund bezeichnen die Abschmtte

NA und MA mit g, bezw. p, so ist -§-=coaa und —-=sma

Diese Werte fir cos 2 und sin a in Gleichung 8 emgeﬁ\hrt und
beiderseits mit #* dividiert, entsteht

2 2
9) 1,1+£

gty o

»d
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Dies ist die Gleichung der Ellipse in Linien- Koordinaten,
d. h. die obige Beziehung zwischen den mit « verinderlichen Ab-
schnitten » und ¢ und den Festlingen a und b bedingen ein System
von Geraden M N, welche simtlich Tangenten an eine Ellipse mit
den Halbachsen a und b sind, diese Ellipse also umhﬁllen

Zum Beweise bringen wir in der Gleichung der Ellipse ?17 -+ -“Y——l die

Koordinaten z und y eines beliebigen Ellipsenpunktes K in Beziehung mit den
Abschnitten p und ¢, welche die Tangente in K auf den Koordinatenachsen

abschneidet. Aus der Gleichung der Tangente im Punkte K, f-ﬂ +- ﬁ—
mit 2, und y, als laufende Koordinaten der Tangentenpunkte nrglbt slch fiir

b? a* b? at
¥, =0, & g und fiir @, =0, y, =q= ;, also 2= — und y—-?

Mit Einfihrung dieser Werte fir 2 und v in die Ellipsengleichung nimmt
diese die Form der Gleichung 9 an.

Die der Gleichung 9 entsprechende Ellipse nennen wir die
Trigheitsellipse und, wenn der beliebig gewihlte Nullpunkt 4
des Achsenkreuzes X' ¥ als Mittelpunkt der Ellipse mit dem Schwer-
punkte des Querschnittes zusammenfillt, Zentralellipse. Sobald
demnach die Hauptachsen und Haupttrigheitsmomente eines Quer-
schnittes ermittelt sind, ist man ohne weiteres im stande, anch die
Tragheits-, bezw. Zentralellipse desselben zu verzeichnen und mit
Hilfe derselben fir jede Achsrichtung « den zugehdrigen Trigheits-

halbmesser i (vergl. Fig. 32) und das Trigheitsmoment J = i%. I
zu bestimmen.

Trigheitsellipse far schiefwinkelige Achsen.

In obigem wurde, wie meist empfehlenswert, von einem recht-
winkligen Achsenkreuz ausgegangen. Zuweilen kann indes die
Benutzung eines schiefwinkligen Achsenkreuzes wiinschenswert sein.
(Fig. 33.) Das Trigheitsmoment in Bezug auf die Achse 4 P ist

J=ful.dF,
worin « den senkrechten Abstand des Flichenteilchens d 7 von
der A P bedeutet.

Bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist.
u = ycos y—asina und daher

J= [(ycosy — wsina)’d F =
= 008y [y?d F 4 sin?a fa*d F— 2 cos ysina fwyd F.
3
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Mit fy!dF=J,, (@*dF=J, und feydF = C,, wird
10) J=co8?y-J, +sinfaJ, — 2cosy-sina: Cyy.
Nimmt man die Achsen
des Koordinatensystems als ein-
ander zugeordnet an (vergl.8.13),
8o wird C,, = 0 und daher
11) J=cos’y J; +sin?aJ,.
Mit J=i*F, J,=aq*F
und J, = b,? F' entsteht
12) i?=cos?y a,?-+sina-b2%
Zieht man wieder wie in
Fig. 32 S. 34 im Abstande i
von A4 P die Parallele M N zur
AP, so wird bei den Bezeich-
nungen der Figar

Fig. 33.

sina = — und cosy = ‘. und
P1 Ul
damit nach Gleichung 12
af" b|2
13 e e T
) it 0’

Gleichung 13 ist die Gleichung der Trigheitsellipse in Linien-
koordinaten, bezogen auf zugeordnete Achsen derselben, wobei a,, b,
ibre zugeordneten Halbachsen sind.

Jedes Achsenkreuz, in Bezug auf welches C,, = 0O ist und dessen
Achsen wir daher als fir den Querschnitt einander zugeordnet be-
zeichnen (Seite 13), stellt hiernach im Sinne der Lehre von den
Kegelschnitten auch ein zugeordnetes (conjugiertes) Achsenpaar der
Triagheitsellipse dar und umgekehrt, fir jedes zugeordnete Achsen-
paar der Trigheitsellipse ist %, = 0.

Triagheitskreis.

Jedem Punkte 4 der Ebene eines Querschnittes entspricht also
eine nach obigem bestimmbare Trigheitsellipse. Denkt man sich
den Punkt 4 in der Querschnittsebene allmihlich bewegt, so Andert
die Form der Trigheitsellipse sich stetig und es liegt die Frage
nahe, ob dieselbe nicht fir gewisse Punkte 4 Kreisform annimmt.
Fiir alle durch solche Punkte 4 gebende Achsen miifste das Trig-
heitsmoment ein und denselben, von dem Richtungswinkel a unab-
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hingigen Wert aufweieen. Um zn untersuchen, ob Punkte A von
dieser Eigenschaft vorhanden sind, stellen wir, von der als bekannt
anzusehenden Zentralellipse ausgehend, fiir eine in beliebiger Rich-
tung durch irgend einen Punkt Fig. 34.

A (Fig. 34) mit den Koordi-
naten @y gehende Achse uw
den Ausdruck fir das Trig-
heitsmoment auf. Das Trig-
heitsmoment J, fiir eine der
wu parallele Schwerpunkts-
achse s¢ des Querschnittes ist
nach Gleichung 2

14) J,=cos?a J, + sin?a-J,
und in Bezug auf die Achse
wu selbst

15) J=J,+ e F.

Fiir ./, den Wert aus Gl. 14
und e =y cosa 4 asina ge-
setat, folgt
16) J=J,cos*a J,sin*a+ y2F . cos’a+a* F'sin‘a + 2oy F sinacosa.

Lifst man noch an Stelle von J, und J, die Produkte Fa?

und F-b? treten und ersetzt cos?a durch 5 (;;324 , 8in*a durch
1—cos2a .
T 8o wird 2

17) J=g (a2+b2+me+y’+ (a?—b2+y?*—a?)cos 22 —2.r-ysin2a.).

Aus dieser Gleichung geht hervor, dafs fiir diejenigen Punkte A,
fiir welche

18) a?—b+y?—a2?=0 und
183) i e 0!
das Trigheitsmoment

; (a? + b? + 2* 4+ »?),
also unabhingig vom Richtungswinkel « ist.
Die Losung der Gleichungen 18 und 18a ergibt
y=0 @y = 0 s
@, =+Val—0? v =+ Vbi—a.

19) J=




a8 Lster Abschnitt. Flichenmomente 2. Ordnung.

Setzen wir wieder J, > J,, also a?>b? voraus, so fillt x,
reell und y, dagegen imagindr aus. Es gibt also nur zwei wirk-
liche Punkte A, und A,, welche die Bedingung erfiillen, dafs in
Bezug auf sie als Mittelpunkt die Trigheitsellipsen Kreise sind.
Wir nennen diese die Triigheitskreise des Querschnitts.

Die Punkte A4, und A, liegen, da fiir sie y =0, auf der
kleinen Achse der Zentralellipse beiderseits in Abstinden gleich

SA, =84, =Va2-12, d. . glelch der Exzentrizitit der Ellipse
vom Mittelpunkte darselben Man nennt sie daher Antibrennpunkte
der Zentralellipse.

Fiigt man in Gleichung 19 y=0 und @ = +V a? — b? ein, so
wird J = F-a® und der fir alle Richtungswinkel « in 4, und A,
gleiche Trigheitshalbmesser

,—V;_a

Letaterer, gleich der grofsen Halbachse der Zentralellipse, ist der
Radius der Triigheitskreise.

Ist in einem Sonderfalle die Exzentrizitit der Zentralellipse
gleich Null, so fallen beide Antibrennpunkte in den Schwerpunkt
des Querschnittes und beide Trigheitskreise decken sich mit der
nun gleichfalls kreisformigen Zentralellipse.

Mit Hilfe der Antibrennpunkte der Zentralellipse lifst sich in
bequemster Weise fiir jede nach Richtung und Lage beliebige
Achse eines Querschnittes das Trigheitsmoment bestimmen. Es
handele sich nm eine Achse »w», deren senkrechte Abstinde von
den Antibrennpunkten v, und v, seien (Fig. 35). Ist u der Abstand
der zur vv parallelen Antibrennpunktsachse «« vom Schwerpunkte S
des Querschnitts und J, = F-a? das auch fiir die Achse uu giiltige
grofste Haupttrigheitsmoment des Querschnittes, also « die grofse
Halbachse der Zentralellipse, so ist das Triigheitsmoment fir vv

nach 8. 11 GL 2: J, =J, +F (v* — u?), oder auch, da v_”_:jz'_v_g

*20) Jy=J) +Fv vy
d. i, wenn man .J, mit #.i,* und J, m:t Fa® varta.uscht und
beiderseits durch £ teilt, i, =V a®+ v,v,.
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Liegt die Achse v-v zwischen den Antibrennpunkten, so sind
die Abstinde v, und v, mit entgegengesetzten Vorzeichen, das
Produkt v, - v, also negativ einzufiihren.

Der Trigheitshalb- Fig 35.
messer i, 14t sich auch
wie folgt leicht kon-
struieren: Man beschreibt
(Fig. 35) um einen der
Antibrennpunkte, z. B. 4,
mit a als Radius, den
Trégheitskreis, zieht durch
den Schwerpunkt S des
Querschnittes eine Paral-
lele zur gegebenen Achse
v-v, welche den Kreis
in B schneidet und durch
Ay, A,C | v-v, dann ist die Linie B gleich dem gesuchten Trig-
heitshalbmesser i, und damit J, = i,?- F' gefunden.

Zum Beweise haben wir nach der Fig. 35
BO=VDC"+ BD?=V D0+ A,B*— A, D?.

Nunist DO=SE="F", 4, B=aumd 4,0 ="5""
daher auch
m;:v ( TET (?g;._;_'_'n,)' VT b ety

Damit ist eine ganz allgemeine Abhingigkeit des Trigheits-
momentes einer ebenen Fliche von der Richtung und Lage der
Achse gewonnen, auf die es bezogen ist.

¢) Allgemeine geometrische Beziehungen zwischen den Flichen-
momenten zweiter Ordnung fiir Achsen, welche durch einen
Punkt gehen.

Der Querschnitt werde auf ein beliebiges schiefwinkliges Achsen-
kreuz XY (Fig. 36) bezogen; die Koordinaten irgend eines Flichen-
toilchens @ F aber rechtwinklig zu den Achsen gemessen. Dann
liofert das Flichenelement einen Beitrag zum Centrifugalmoment
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dCyy=a-y+dF, oder, bei den aus der Figur ersichtlichen Be-
zeichnungen @ = psina, y=p-sinf} gesetut
‘ dC,,=sina-sinf-0*-dF.

Beschreiben wir jetzt von irgend einem Punkte M der Quer-
schnittsebene aus einen Kreis durch
A, dessen Radius » sei und der die Fig. 36.
Achsen X und ¥ in B und ¢ und
den Fahrstrahl o in D schneidet,
so ist, wie leicht ersichtlich,
CD=2r-ginf und, wenn man
DE | BC zieht, DE=h=
CD-gina=2¢-sina-sinf, also

gina-8in f = Qér und

v

p*dF

Sieht man jetat B als

‘eine in Punkten 7) auf dem Kreisumfange angreifende, fir alle
Flichenteilchen d ¥ gleichgerichtete Kraft und 7 als ihren mit
der Lage von d F verinderlichen Hebelsarm an, so erscheint dC,,
‘als statisches Moment in Bezug auf die Sehne BC. Die Mittel-
kraft aller jener Krifte ist dann

g‘ng "
) 2r T2 -

wenn J, das polare Trigheitsmoment des Querschnittes fir den
Punkt A bezeichnet. Hat ihr Angriffspunkt 7' einen Abstand 2.,
von der Sehne BC als Momentenachse, so mufs sein nach dem

Satze von den statischen Momenten

‘hop*d F ¥
1) c',,=ﬂ—:% =h.,-2—:.

2
Die Krifte 9-2—‘::. bezw. deren Mittelkraft g{; sind unabhiingig

von den Achsenrichtungen. Erstere haben wir uns auf dem Kreis-
umfange in irgend einer Weise verteilt zu denken und der Angriffs-
punkt 7" der letzteren hat daher eine ganz bestimmte Lage inner-
halb des Kreises.
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Drehen wir die Achsen um A, so wird an diesen Verhiltnissen
nichts geiindert. Lassen wir sie in die Richtung der .¥-Achse
zusammenfallen, so wird # =y und 2ydF geht in y?d F, das
Centrifogalmoment €., in das Trigheitsmoment J, Giber. Ebenso
tritt, wenn wir beide Achsen in der Richtung der Y-Achse zusamen-
drehen, an Stelle von C,, das Trigheitsmoment J,. Die Sehne
BC wird in einem Falle zar Tangente in B, im andern zu einer
solchen in C'. Bezeichnen wir die Abstinde des Punktes 7' von
diesen Tangenten mit %, und &,, so wird

2) =Ry /3 und
2r

. J

dJ Jy =]ly'§—:ll.

Sind nun beispielsweise zwei von den Werten J,, J, und
Cey otwa die ersteren beiden fiir irgend ein bestimmtes Achsen-
paar und aufserdom J, bekannt, so kdnnte man aus den Gleichungen
2 und 3 leicht die Abstinde A, und %, des Punktes 7' von den Tan-
genien in B und C berechnen und dadurch die Lage von 7" bestimmen.
Der Punkt 7' lifst sich aber auch, was meist zweckmissiger ist, aus
den Werten von J,. J, und C,, direkt bestimmen. Alle drei sind
verhilltnisgleich den Abstinden h,, h, und 2,, Man braucht also
7" nur so zu bestimmen, dafs diese Bedingang erfallt ist.

Ist der Punkt 7" bekannt Fig. 37.
geworden, so lassen sich fiir
irgend ein durch A gehendes
Achsenkreuz die Werte .J,, J,
und C,, leicht bestimmen. Ist
dasselbe so gelegen, dafs die
Sehne B(C durch 7' geht, so
wird /., und damit auch ¢,
gleich Null, die Achsen sind
einander zugeordnet. Denkt
man sich durch 7' (Fig. 37)
eine Zahl von Geraden gelegt,
80 bilden die durch die Schnitt-
punkte B, und €}, B, und C, u.s. w. der einzelnen Geraden mit dem
Kreise gehenden Achsen .X| ¥}, X, Y, u.s.w. zugeordnete Achsen-
paare und in ihrer Gesamtheit einen involutorischen Strahlenbiischel,
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dessen Involutionsmittelpunkt 7" ist. Fir die durch den Mittelpunkt
M gehende Gerade B,C, sind die zugehdrigen Achsen 4B, und
AC, Hauptachsen des Querschnittes.

Geht map, wie meist
iblich, von rechtwinkligen
Achsenkreuzen aus, so wird
J, =J, + J, (vergl. 8. 11).

Wird ferner der in obi-
gem beliebig angenommene
Kreisdurchmesser so gewihlt,
daB3 2 r=J,=J,+ J, ist,
so erscheint, wenn man den
Mittelpunkt M des Kreises
in beliebiger Lage annimmt,
die Sehne BC als Durch-
messer des Kreises und 7'
bestimmt sich nach Fig. 38,

da J, = h,—;‘;‘!?; = h,, Jy="h,und C,, = h,, wird.

- Wahlt man den Mittelpunkt A auf einer der Achsen, z B. auf
der X-Achse, so fillt die Sehne BC mit dieser zusammen, und
die Y-Achse wird Tan- -

gente des Kreises. 7' be- Fig. 89,

stimmt sich nach Fig.39.
Das Centrifugalmoment
(%, ist in beiden Fillen,
je nachdem es positiv oder
negativ ist, in der Rich-
tung nach 7" oder 7 auf-
zutragen.

Zieht man in jeder
der Fig. 38 und 39 von
T aus den Mittelpunkts-
strahl B,0,, so erhilt
man in den Richtungen
AB, und AC; die Haupt-
achsen und in den Strecken B, T und 7'C, die Haupttrigheits-
momente. 4
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d) Beziehung zwischen' zwei zugeordmeten Richtungen.
Fiir irgend ein rechtwinkliges Achsenkreuz mit dem Null-
punkt A seien die Querschnittsmomente J., J, und ¢, bekannt

U und V" seien zwei unter den Winkeln 2, und «, gegen
die X'~ Achse gerich-

tete beliebige Achsen o o S
(Fig.40). Das Centri- I AV
fugalmoment in Be- 0
zug auf die Achsen /L\\u
U und V ist dann o
1) Cov=Ju-v-dF : < yii\u e
und nach der Figur o ,,i..\‘ iy
v=yC08 ¢, —a8ina, , _‘______.A e L —>X
u==28in ay — y 08 a,. - f/

Somit 4

Cuv=J(y+cos a, —asina,) (xsina,—y cos ay)d F'
== — 08 0 : €08 &y + fy? d F'— sin a, -sin ay @ d F + (o8 a, sin a,
+- 8in a; - cos a,) (‘2 y d F'.
Sollen die Achsen I/ und V einander zugeordnet sein, so mufs
sein’ C,, = 0, woraus folgt

2) Je+tgay tgay-J, = (g o +tgay) O,y .
Ist einer der Winkel z. B. a, gegeben, so ergibt sich aus
Gleichung 2 fiir den andern

« i J—z"“tgul'o-f!
3 o el s Yool Ml g
) &% Coy— 182+ J,
Fl’lr ai=0
v
4 tg @, = —,
) g %y C;y

IV. Anwendungen.

Beispiel I: Fig. 41 stellt den Querschnitt eines Winkeleisens von beider-
seits 8 em Schenkellinge und 1 em Stiirke dar, welches durch ein Nietloch von
2 em Durchmesser im wagerechten Schenkel nnsymmetrisch geworden ist.

Es ist Fy=5, Fy=8, F=13em, z=4, y= 35 cm (wihrend

&y =28, Zy=14; Y, =2, yy= 13 m sind); C,,, = Cpp,=0;
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Je="12 85 134 Yia

Fig. 41.

Ty = (10 =27) + Y-8 4 22 40 =TT,

5.8 £
Coy=—7 3 By 4=43,01;
2 +43,m fi
83 80,16 — 7018 g /¥

2a==—88°2' (entspricht J|), a= — 4401 !' : _i
J: == 79,006 == ]fﬂ,m -+ 1855, , % -....,,_.-_,1 ’}';
Jy=122008; J,=2386.04.
Beispiel 2: Fiir ein Rechteck der Seiten d und A (Fig. 42) sind die
beiden Mittellinien offenbar Schwerpunkts-Hauptachsen

(weil Sd Fay=0). Es ist Fig. 42,

sl also a = ——=0,11 h; N

ST R L TR _V__' J o
ehenso b= d. ‘h V

Um a durch Zeichnung zu erhalten, zerlegt man : ]
a*="1/3 h* (wie in allen iihnlichen Fillen) in zwei be- "
queme Faktoren, z. B A:.h/s und findet die mittlere
Proportionale aus diesen mit Hillfe eines Kreises
tiber dem Duorchmesser #4/:, Zur Ermittelung von b verfihrt man ent-
sprechend.

Beispiel 8: Fir den T-Querschnitt der Figur 43 sind die beiden
Mittellinien ebenfalls Hauptachsen. Es ist
\ Jy=112-12.80%— 112 10,8 - 263 = 11182; Fig. 43.
Jy=1h1-26- 1% 4 112-4.123=580;
F=179,; daher a*= 141 und b'=7u,
mithin a=11,; b=2.
Beispiel 4: Das unregelmiifsige ~|_ - Profil (Fig. 22)
habe folgende Abmessungen:
hy=2em hy=Tem h=]om b —4em b,—08cm p —3Fom,
Seine” Flichenmomente J,, J, und C,, in Bezug auf
das zu den Seiten rechtwinklige Achsenkreuz und sodann die
Hauptachsen und Haupttriigheitsmomente sollen hestnmmt
werden.

a) Durch Rechnung: Fir die Lage des Schwerpunktes S in Bezug
auf den Teilschwerpunkt S, ist zuniichst
(4—04) 3.1(3—0y)

D i o
Py=" . P 2 = (),s7 om
2:4408.-T4+3:1
13 (74 2) (1+1)
332—2'4- 2 =B 2 _]‘“cln

24007481
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und danach @, = Om —4;0’!': — 1,08 ;::J=3 _;0‘8 -+ 0,61 = 1,67

n=1, '5—“ﬂ=“3‘°ﬁ Sla=?"1:—l+ Lyis == 5,485
J= 4'2""0"";!4‘ o la-{-?'-l-3,uh'+0.s-7-l,4n’+3-l-5.4a'=201 omd
J,=2'4a+7vlg"'+l’3'+§-4-_l,na2+0,u-7-0.5:‘-}-3-1-l,s'.-’=:h,nﬂm‘-.

Gy=4-2-(— 1) (—8,00) 4= 0,8+ T+ 07+ Lyus 48+ 1« 167+ 548 = 57,1 em* -
die Querschnittstldche
F=2.4408-741: 3—188"“‘3
tg ‘2¢=—20—?-‘—i-r—§-1—;_-—-0,e1, 2“l=,*"33°50' a,=—1695H5";
: g 2 4y == 146910" @, ="7395";
2014310 20131y _ 218 eme,
2 — 204 14,5 em ¢,

cos 2 a== 0, Jl=

Die Halbachsen der Zentralellipse a= ]/21:;8&' =800 om;
b== -M—'“ == 0,00 om,

16,0 .

b) Durch Zeichnung: Die Aufzeichnung nach Mal‘uga.be der Fig. 28
ergibt .
Fy,=4DD K= l'h—‘fiﬂ—uz 12p0m?, F, =d4dD'D'E'=

O,n_;g =] paem?,

Nimmt man die Polweite a,=2sem an, s0 wird w,=230m und
X =9"'22'“=3,um=. Damit wird J, == F. F, =16, - 12,2 =202 em*,
Jy=F.F, =161 =32em4 und C,,=F. Fpy=16,6: 344 =57, om*;
d. i, hinreichende Ubereinstimmung mit de Rechnungaargebnis.

Beispiel 6: Der regelmiifsige _|™- formige Querschnitt (Fig. 29) sei 10 cm
hoch, im mittleren Rechteck (Steg) 0 em breit und in den untereinander
gleichen seitlichen Rechtecken (Flanschen) 5 em lang und 1 em breit. Die
Rechnung ergibt fir die Flichenmomente

.83 +DH.1?
Jy =M_L+2.5.4,3“=2380m‘;

8:.08*42.1.5%

Jy= +2:5:2)7 =65 em4;

12

Cry==2:5-2,1- 43 =95em* und die Fliiche F'==2.5-0,5-8==16,40m?;
2.95

t89a=—-m-——l,m 2a =—47°84", 2 a,=132026",

a =—23%47", «,=66°13';

28465, /(38— 281 om ¢
4= +]/ )+ 950 = 29,5 om 3

Die halben Achsen der Zentralellipse a =]/-l-s-: =4uem h= :?—:ml,n om,
¥
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Die Aufzeichnung nach Mafsgabe der Fig. 29 ergibt
Fo=2-dABD=[|BDFE=h-BD=238;3-4,s = 142 tm;
F,=2:4B,C,\D,=[|B,D,F,G,=h,- D, F, =15 - 33 =4pon?
Fpy=[|DBHJ =g, -DB=2).2u=>5ucm?,

Danach ist J,=F':F, = 16,4 14,00 = 238 om4 |

Jy =F".F, =164 =t cmt,
Cpy=F F,, =164 5,1" =95 om?
in hinreichender Ubereinstimmung mit der Rechnung.

Die Ermittelung der Hauptachsen und Haupttriigheitsmomento soll nach
Anleitung der: Fig. 39 durch Zeichnung geschehen. Dabei wollen wir die
Werte J,, J, und C,, durch die ihnen verhiiltnisgleichen Flichen ¥, I, und
¥y ausdriicken und letztere fir ihre zeichnerische Benutzung anf dieselbe
Grundlinie d zuriickfihren, wofiir hier 4 em angenommen werden mogen.

Diese Flichenumwandlung ist in Fig. 29 geometrisch ausgefihrt und
nach den nus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen I, =h-8D —d.B'D
Fy=h -F\D,=d-B'D, wd F,,=a DB=d- DB'. Damit -wird
Jo=F-Fy=F.d.- %D, J,=F-Fy=F-d-B'D,, Cpy=F-F, =
F.d.-DB'. Wihlt man den Malsstab fiir die Auftragung von J,, J, und
Cyy 80, dals I d =1 wird, so erscheint J,, durch 8'D, J, durch B,'D, und C,,
durch D B' ausgedriickt. In Fig.29 sind die Strecken entsprechend bezeichnet.

Fig. 44.

In Fig. 44 sind J, und J, auf der X-Achse zusammengetragen und im
Punkte ¥ das Centrifugalmoment C,,, weil = 0 als Lot in der Richtung der
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positiven ¥ -Achse errichtet, wodurch der Punkt 7' gewounnen ist. Die
durch 7' und M gelegte Gerade ergibt mit dem um M beschriebenen Kreise
vom Durchmesser J, 4 J, die Schnittpunkte B und €. In den Richtungen
SBund SC liegen die Hauptachsen I und I und die Haupttrigheitsmomente
Jy und J, werden in den Strecken 7'B und 7'C gewonnen. Numerisch ist
J=TB-F.d=1TB-F.-4=a'F ud J;=1C- F.-d=TC - F-4=h'F,
worin @ und b die halben Achsen der Zentralellipse bezeichnen. Aus beiden
Gleichungen folgt a*==7TB.d=TB-4 und V*=TC.-d=TC-4. Die
Halbachsen « und b erscheinen als mittlere geometrische Proportionalen zwischen
d und 7'B, bexw, d und 7'C' and kénnen, wie in Fig. 45 geschehen, leicht
zeichnerisch ermittelt werden.

Beispiel 6: Fir ein Dreieck (Fig. 45) von der Grundlinie d, der
Hthe h, dor Mittellinie /= h:sing sind SX und SY konjugierte Achsen.
Vergl. 8.21. Es ist J ="' F'1*=Fa,*, mithio

i R, & e |

Fig. 45.

! AT ' :
WOraus a, =———V..18.—_-0,1m o leicht zu konstruieren ist.
Hiermit kennt man 2 Tangenten an die Ellipse nebst
ihren Berfihrungspunkten % und ¥. In Bezug auf SY

]
ist J,=Fg—4= b*F, daher b,*="/2d? und b*=0,0d,
womit wiederam 2 Tangenten mit den Berithrungspunkten
G und H gefunden sind. Da man nun jede Seite des Dreiecks als Grund-
linie behandeln kann, lassen sich in dieser Weise im Ganzen 12 Tangenten
mit ihren Beriihrungspunkten bestimmen.

Beispiel 7: Fiir ein Parallelogramm sollen in Bezug auf den Schwerpinkt
S die Hauptachsen und Haunpttrigheitsmomente ermittelt werden (Fig. 46).
Wir crkennen zuniichst, dafs die zu den Seiten des Parallslogramms
(Fig. 46), parallelen Schwerpunktsachsen X und ¥, sowie die beiden Diagonalen
je einander zugeordnete Achsenpaare sind. Beschreiben wir daher um irgend
ecinen Punkt M, etwe auf einer der Diagonalen liegend, einen Kreis durch
den Schwerpunkt S, so erhalten wir im Schnitt der Geraden BC und B,C,
den Punkt 7' (Involutionsmittelpunkt vergl. 8. 41). Indem wir ferner durch
M und 7' den Durchmesser B, C,, legen, ergeben sich in den Richtungen SC,,
und 5B, die Hauptachsen I und 1. Die Triigheitsmomente J,, J,, Jy, u. s. W.
sind nach Seite 41 verhiiltnisgleich den Abstinden 7'C,,, TB,, TD u.s. w. Es
besteht daher die Gleichung
Wy ol Jy, %
[ o P o P i i
Daraus ergeben sich die Haupttrigheitsmomente zu

Tre, 7B,
J =dypTp W= Fp s
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worin das Trigheitsmoment Jy  fir die Y-Achse bei rechtwinklig gemessenen
Abszissen x (vergl. Seite 14 Fig. 16) wie fiir das Rechteck (Seite 15)
dy-h _F. k*
Jy,= Y T e T T
zu sotzen ist. Dio Halbachsen @ und b der Zentnlelhpu werden damit

10,
“_]/ PR ]/12 5 b“]/}'_" ]/12 0"

Sie lassen sich leicht durch Zeichnung gewinnen.

Fig. 46, f.\E

Macht man 7'E==h, zieht EF'| DC, und EH || DB, verlingert H I

iber ¥' und H hinaus je um FG=HJ=T-2— und beschreibt tiber TG und

Ty j; einen Halbkreis, so erhiilt man in den Loten in I' und H gegen HF
die Halbachsen a und b. Es ist niimlich

" GF.-O0,I"ET h C,T
=@F: Fl="—pir=—=5- 0 wd
E HJI-B,T-ET. h* B, T
Rt 2 it e e e
W=HJ.HT DT 2 DT

In iihnlicher Weise lassen sich fiir Querschnittsformen die Hauptachsen
und Haupttriigheitsmomente ete. leicht ermitteln, wenn zwei zugeordnete
- Achsenpaare von vornherein erkennbar und die Trigheitsmomente fir eines

derselben bequem bestimmbar sind.




Zweiter Abschnitt.

Elastizitdt und Festigkeit gerader Stibe,
Spannungen und Forménderungen.

l. Zug- und Drucképannungen, Dehnungen.

a) Spaunungen in der Richtung der Stabachse, Lingsdehnungen.

Ein gerader prismatischer Stab werde in der Richtung seiner
Achse von Zugkriiften A ergriffen (Fig. 47), welche unter sich tdnd
mit den durch sie im Stabe hervorgerufenen Spannkriften im
Gleichgewicht stehen. F sei der Querschnitt, / die Linge des
Stabes, beide in ungespanntem 4
Zustande ssen.  Dann kann i

geme ‘

erfahrungsgemifs  angenommen ‘T’ 4&—0 = ]—K’
werden, dafs die Spannungen o
in allen Punkten eines beliebigen Stabquerschnittes — abgesehen von
der unmittelbaren Nihe des Kraftangriffs — gleich grofs und in
ihrer Gesamtheit fiir den ganzen Querschnitt also gleich o #' sind.
Das Gleichgewicht der &ufseren und inneren Krifte verlangt danr, .
dafs

1) XK g B oder a=~;—“—

. sei, wlrin o, d. h. die auf die Flicheneinheit entfallende Zug-
spannkraft, als Zugspannung bezeichdet wird. Gleichzeitig mit
der Zugspannung erfihrt der Stab eine gewisse Verlingerang 4/,
welche, solange die Spannung o eine gewisse Grenze nicht fiber-
schreitet, derselben verhiltnisgleich ist. Da sie naturgemifs auch
verhilltnisgleich ist der Stablinge, so folgt sie der Gleichung

A4l =ua-l-0 oder f;—z-=m-o, worin « eine vom Stoff abhingige

Keck, Elsstizititslehre. 4
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Erfabrungsgrdfse als Dehnungszahl bezeichnet wird. Die anf die
Langeneinheit entfallende Verlingerung & = ‘% = a0 wird die Lings-

dehnung des Stabes, oder kurz die Dehnung, genannt. — Statt
der von Bach eingefiibrten Dehnungszahl « wurde bisher und wird
noch jetzt in der Elastizititslehre fast allgemein die sogenannte
Elastizititszahl £ benutzt. Beide stehen im reziproken Verhiltnis
zueinander. Damit schreibt sich die allgemeine Dehnungsgleichung

2) &= ‘—? o= ; =q:0

und unter Beachtung der Gleichung 1

3] £ = — ]_{
F-E

Die in Gleichung 2 ausgedriickte Proportionalitit zwischen Dehnung
und Spannung wurde von dem englischen Physiker Rob. Hooke
(geb. 1635, gest. 1703) 1679 in die Mechanik eingefithrt und heifst
nach ihm das Hooke'sche Gesetz. Dieses hat indes nur Geltung
bis zu einem gewissen, vom Stoffe abhingigen Grenzwerte der
Spannung ¢, den man die Proportionalititsgrenze nennt. -

In Gleichung 2 stellt die Dehnungszahl a diejenige wirk-
liche Debhnung & dar, welche der Spannung 0= 1 entspricht.
Fir 6=1 wird in Gl. 2 e=a, wihrend man sich unter der
Elastizititszahl diejenige ideelle Spannung o= K vorzustellen
bat, welche eine Dehnung eins hervorzurufen, d. h. den Stab um
seine ganze Linge 47/=1[ auszudehnen im Stande wire. In

!
Gleichung 2 wird fiir ¢ = L;— =1, 6= FE. Da indes eine so grofse

Spannung o einerseits aufserhalb des Geltungsbereiches des Hooke-
 schen Gesetzes liegen wiirde, andererseits auch von keinem Stoff
(abgesehen von Gummi) wiirde ausgebalten werden kdnnen, so stellt
E keinen wirklich moglichen, sondern, wie erwihnt, nur einen
ideellen Spannungswert dar. Wenngleich danach die Benutzung der
Dehnungszahl « natiirlicher erscheinen wiirde als diejenige der
Flastizitdtszahl E, so wollen wir im folgenden doch ausschliefslich
die letztere anwenden, weil sie z Z. sowohl in der betreffenden
Literatur, als anch in der Anwendung noch weitaus vorwiegend
verbreitet ist und ein praklischer oder wissenschaftlicher Vorzug
in der Verwendung der einen oder anderen beider Zahlen nicht zu
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erblicken ist, beide auch jederzeit leicht durch einander ersetst
werden kdnnen. '

Je nachdem die Spannung ¢ unterhalb eines gewissen Grenz-
wertes 2 verbleibt oder denselben iiberschreitet, nimmt der Stab
nach Beseitigung der Spannungen bezw. der sie hervorrufenden
dufseren Krifte genau seine urspriingliche Linge wieder an, oder
er behalt eine mehr oder weniger erhebliche, sogen. bleibende Ver-
lingerung bei. Hierin dufsert sich das eigentliche Wesen der
Elastizitat, und jenen Grenzwert : nennt man die Elastizitatsgrenze
des Stoffes. Diese Grenze ist dem Wesen des Dehnungsvorganges
nach zwar grundsitzlich verschieden von der Proportionalititsgrenze
(Seite 50), beide fallen indes fiir die meisten technisch wichtigen
Stoffe hinreichend genau zusammen, -um bei den hier zu behandelnden
Theorien von ihrer zahlenmifsigen Unterscheidung absehen zu kénnen.
Wiichst: die Spannung o iiber die Proportionalititsgrenze, bezw.
Elastizititsgrenze hinaus weiter, so nimmt die Dehnungschneller zu
als die Spannung, der Stab nimmt nach Beseitigung der Spannungen
nicht genau seine urspriingliche Linge wieder an, er verhilt sich
fiir Spannungen o> : unvollkommen elastisch, und, wenn letztere
eine gewisse Hohe erreicht haben, tritt ein Zerreifsen des Stabes
ein. Der Hochstwert der Spannung, bei welchem dies erfolgt, heifst
die Zugfestigkeit des Stoffes und soll mit Z bezeichnet werden,

Kehren die Zugkrifte K ihren Richtungssinn um (Fig. 48), so
werden sie zu Druckkriften und rufen in den Stabquerschnitten Druck-
spannungen hervor, die, wenn die Linge des Stabes im Verhiltnis zu
seinen Querschnittsabmessungen ein -
gewisses Mafs nicht fiberschreitet, Fig. 48,
sich gleichmifsig diber den Quer- _f"l OF—---H
schnitt verteilen und eine gewisse
Verkiirzung des Stabes im Gefolge haben. (Bei grofseren Lingen
entsteht gleichzeitig eine seitliche Aushiegung desselben, womit die
gleichmifsige Spannungsverteilung aufhort.)

Bei einer im vorbezeichneten Sinne beschriinkten Stabliinge ist
also auch die Druckspannung in allen Punkten eines beliebigen
Querschnittes die gleiche und wie in Gleichung 1, indem wir A
mit —K vertauschen,

-

la) Ay

{.
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Ebenso gilt innerhalb gewsser Grenzen das in Gleichung 2
ausgedriickte Dehnungsgesetz auch fir die Verkirzung des Stabes.
Es ist hier wie dort

1% G
2a) & == T oo
und unter Beachtung der Gleichung 1a
2 ‘=75

Die in den Gleichungen 1 und 1a durch positive und negative
Vorzeichen geschehene Kennzeichnung der Krifte K als Zog- und
Druckkrifte, bezw. der Spannungen o als Zug- und Druckspannungen
empfiehlt sich allgemein. In Ubereinstimmung damit erscheint die
positive Dehnung in Gleichung 3 als Verlingerung, die negative in
Gleichung 3a als Verkiirzung. Die positiven oder negativen Spannun-
gen o werden wegen ihres Parallelismus zur Lingsachse des Stabes
Langsspannungen, oder wegen ihrer zur Querschnittsebene
rechtwinkligen Richtung auch wohl Normalspannungen genannt.

Die Proportionalitits- bezw. die Elastizititsgrenze fiir Druck-
spannungen, welche letztere mit ¢ bezeichnet werden mdge, kenn-
zeichnen sich in gleicher Weise wie diejenigen fiir Zug. — Die
Druckspannung, bei der die Zerstdrung erfolgt, nennt man die
Druckfestigkeit ) des betreffenden Stoffes.

Trigt man die zusammengehorigen Spannungen und Dehnungen,
wie sie sich bei Versuchen -
ergeben, als Ordinaten und Fig. 49.

Abscissen im Sinne der Fig. 49 ¢
. +0

auf, so erhilt man eine
dem betreffenden Stoffe ent- ; 4
sprechende, das wirkliche L
Dehnungsgesetz darstellende A | |
Schaulinie, die Dehnungs- W
linie, die fir Schmiede- d
eisen ungefihr die Form
HGABC hat. Imerhalb 4
des mittleren Stiickes G A B
yon 0= —d bis 0= z gelten

die Gleichungen 2 und 2a, das Hooke'sche Gesetz.
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Es mag hier kurz bemerkt werden, dafs das Hooke'sche Gesetz
nur fGr gewisse Materialien genaue, fiir andere nur mehr oder weniger
annihernde Giltigkeit besitzt. So gut wie genau folgen dem
Gesetz in ihrem elastischen Verhalten die meisten Metalle; nament-
lich die fiir die Technik wichtigsten, Schmiedeeisen und Stahl, sowie
Holz u. a. Stoffe. Das Gufseisen und vor allen Dingen natiirliche
Bausteine, Beton, Mortel ete. erfiillen das Gesetz nicht, oder nur
anniihernd. Fir diese Materialien ist die genaue Abhingigkeit
zwischen Dehnung und Spannung & = /() im allgemeinen nicht be-
kannt. Die Elastizitits- und Festigkeitseigenschaften derselben sind
iibrigens auch so sehr von Zufilligkeiten ihrer Entstehung bezw.
Herstellung und den Grundstoffen, aus denen sie bestehen, abhingig,
dafs die Aufstellung allgemein giltiger Dehnungsgesetze in fiir die
Anwendung brauchbaren mathematischen Formen Schwierigkeiten
begegnet. Man ist daher auch beziiglich dieser Materialien z. Z. im
allgemeinen noch auf die Anwendung des Hooke'schen Gesetzes
angewiesen. In wichtigeren Einzelfillen bietet die genaue Ermitte~
lung der Dehnungslinien fiir ¢in bestimmtes Material durch Versuche
and damit die Nachpriifung der etwa auf Grund des Hooke'schen
Gesetzes gewonnenen Rechnungsergebnisse keine besonderen Schwierig-
keiten. Es soll darauf hier nicht niher eingegangen, spiter jedoch
noch zurfickgekommen werden.

Die Elastizititszahl F ist fiir alle Stoffe, welche dem Hooke'schen
Gesetzo genau folgen, fiir Zug- und Druckspannungen gleich grofs.
Bei denjenigen Stoffen, bei welchen das nur annihernd der Fall
ist, ist die Elastizititszahl £ wit der Spannung o veriinderlich.
Um trotzdem auch auf sie das Hooke'sche Gesetz in tunlichster
Ubereinstimmung mit den wirklichen Spannungs- und Dehnungs-
vorgingen anzuwenden, empfiehlt es sich zuweilen, fir die in Frage
kommenden Spannungsintervalle beiderseits des spannungslosen Zu-
standes Mittelwerte von E einzufiihiren, die dann meist for Zug- und
Druckspannungen verschieden sind.

Der Verlauf der ganzen Dehnungslinie vom spannungslosen Zustande bis
zum Bruch durch Zerreifsen, wic sie sich otwa fiir ziihes Flufseisen ergibt,
ist in Fig. 50 und 50a dargestellt, wobei in Fig. 50a die Dehnungen in
grofserem Mafsstabe aufgetragen sind. Danach wiichst die Dehnung mit der
Spannung verhiltnisgleich bis zum Punkte B, wo o= A B,, dariiber hinaus
bis ¢ nimmt die Dehnung stirker zu als die Spannung,” die Dchnungslinie
lost sich tangentinl von der Geraden AB ab und verlinft dann jenseits C
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eine gewisse Strecke bis D fast wagerecht, ohne wesentliche Vermehrung der
Spannung wiichst die Dehnung schnell weiter; es findet ein ,Strecken” des
Stabes, oder bei Druckbeanspruchung ein ,Stanchen“ oder ,Quetschen®
desselben statt. Den Wert ¢ = A C nennt man daher wohl ,Streck-“ oder

Fig. 50. Fig. 50a.
0! _______
Bj e 'ﬁ“
i
I
]
]
. L.
4 BsCs A Eg Ge

»Flielsgrenze* bezw. ,Stauch- oder Quetschgrenze®. Bei weiterer Steigerung der
Spannung o bis zu ihrem moglichen Hochstwerte Z — A K, der Zuogfestigkeit
erhebt sich die Dehnungslinie bis zum Punkte E entsprechend einer Dehnung
e= A F,, welch letztere sich noch gleichmiifsig tiber die Stablinge verteilt.
Jetzt aber tritt inmitten der Stablinge an einer etwa zufillig etwas weniger
widerstandsfihigen Stelle eine Ortlich begrenzte,

den Bruch vorbereitende schunelle Dehnung und Fig. 51.
gleichzeitig eine Einschniirung des Stabes, eine I o il —I
starke Verminderung seines Querschnittes ein. i e
(Vergl. Fig. 51.) Dabei nimmt die Spannung
zuerst allmithlich von ihrem Hochstwert Z bis zum Betrage o= AG,
wieder ab und sinkt algdann mit dem Eintritt des Bruches plotzlich anf Null
herab, withrend die Dehnungslinic von G abwiirts nach G, verlioft. Um aus
der Kraft K, welche den SBtab vom Querschnitt ' zum Zerreifsen brachte,

seine Festigheit Z = -'% zu berechnen, ist fiir F' die Querschnittsfliche im
spannungslosen Zustande, also nicht der vor dem Bruche eingeschoiirte Quer-
schnitt, einzuftihren.

Ausfiihrliche und wertvolle Ergebnisse von Festigkeitsversuchen finden
sich v, a. in dem Werke fiber ,Elastizitit und Festigkeit® von C. Bach,

Als Mafseinheiten wihlen wir auch hier wieder in der Regel
fir die Krifte das Kilogramm, fir die Langen das Zentimeter.
Eine Spannung (vergl. 8. 3) kann nur als bekannt angesehen werden,
wenn die Kraft- und Flicheneinbeit bekannt sind, auf die sie be-
zogen ist. Als Spannungseinheit gilt die Spannkraft von ein Kilo-
gramm auf einen Quadratzentimeter, technisch als eine Atmosphire
bezeichnet.
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Die fir einzelne Stoffgattungen geltenden Elastizitits- und
Fastigke@zahlen E, z, d, Z und D sind je nach der Giite des
Stoffes im Einzelfalle natiirlich verschieden. ~ In folgender Tabelle
geben -wir Mittelwerte derselben fir die wichtigsten Materialien an.

Elastizitits- und Festigkeitszahlen in at,

Elastizitiitsgrenze Festigkeit
Stofl g Dok Zug Bidiad Elastizititszahl

2 d Z D
Guflseisen . . . . 600 1600 1300 7000 1 000 000
Schmiedesisen . . | 1600 1600 3500 3500 2 000 000
BRI S L 3000 3000 5000 6000 2 200 000
* Gufsstahl . . . . 4500 4500 7000 8000 2 200 000
Holx et e Sty 250 170 7560 500 100 000
ARIAN. e e et 340 1450 340 1450 1 000 000
Kautschuk, . . . 20 — 30 - 10

Wie Seite 2 und 3 ausgefiihrt, betrachten wir einen elastisch
festen Korper als im Gleichgewicht, wenn nicht nur die auf ihn
wirkenden #ufseren Krifte fir sich, sondern auch die an einem
beliebigen durch eine Schnittebene abgegrenzten Teile desselben
wirkenden Aufseren Kriifte mit den in der Schnittebene auftretenden
inneren Spannkriiften im Gleichgewicht sind. Erreichen letztere dabei
eine solche Hohe, dafs sie der Festigkeit des Kdrpers gleichkommen,
so befindet sich der Korper beziiglich des Widerstandes der inneren
Krifte gegenfiber den Angriffen der Aufseren im Grenzzustande des
Gleichgewichtes, die geringste Steigerung der Kraftwirkungen wiirde
eine Zerstorung des Kdrpers im Gefolge haben. Die Anforderungen
an die Standsicherheit der Bauwerke, bezw. an die Tragsicherheit
- der Bauteile oder an die Betriebssicherheit der Maschinen gegeniiber
den angreifenden Kriften werden durch ein derartiges Gleichgewicht
naturgemidfs nicht befriedigt, es mufs vielmehr verlangt werden,
dafs die untér der den obwaltenden Umstinden nach grofstmdoglichen
Belastung eines” Bau- oder Maschinenteiles in irgend einem Quer-
schnitt desselben auftretende stirkste Spannung o nur einen Teil
der Bruchfestigkeit des betr. Baustoffes betrage, bezw. dafs die
mogliche grofste, d. h. die zuldssige grofste Belastung nur einen
Teil der fufsersten Tragfihigkeit des Bauteiles ausmache. Unter
allen Umstinden darf die Spannung o die Elastizititsgrenze nicht
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iiberschreiten, weil bleibende Forminderungen unzulissig sind. Den
Bruchfestigkeit des Baustoffes leic Tragfihigkeit

Eintretende grofste Spannung o g Zulassigeselastung
nennt man das Mafs der Sicherheit gegen Bruch; wir bezeichnen
es hinfort mit ». Die ,zulfissige Spannung* oder »Beanspruchung“

Quotienten

ist 0= -f. bezw. =—;?. Die Zahl » ist eine durch die Erfahrung an

die Hand gegebene; fiir ihre Wahl im bestimmten Einzelfalle kommen
u. a. folgende Umstiinde in Betracht:

1. Ob und inwieweit -der betr. Bauteil je nach seinem Ver-
wendungszwecke der Abnutzung, oder je nach den Ortlichen Ver-
hiltnissen und den herrschenden Witterungseinfliissen der Rostbildung
oder der Fiulnis ete. unterliegt und dadurch eine Verminderung
seiner Widerstandsfihigkeit gegen Bruch erfihrt.

2. Welchen Grad der Genaunigkeit die Unterlagen fiir die Be-
rechnung der erforderlichen Stirkenabmessungen, d. h. fir die
»statische Berechnung“ aufweisen, bezw. mit welcher. Schirfe sich
die in dem Bauteile herrschenden Spannungsverhiltnisse beurteilen
lassen.

3. Die Wichtigkeit des Zweckes, welchem das Bauwerk ete.
dient, und die Dauer, welche man von ihm verlangt.

Es ist ersichtlich, dafs bei der statischen Berechnung eines
nur im geringen Mafse der Abnutzang und der Verginglichkeit
unterliegenden, in seinen Spannungsverhiltnissen genau zu beurteilen-
den Bauteiles das anzuwendende Sicherheitsmafs » geringer an-
genommen werden kann, als im entgegengesetzten Falle, zumal
wenn auch noch der zu erfillende Zweck ein untergeordneter und
die verlangte Dauer nur eine geringe ist. Nach diesen (esichts-
punkten schwankt der iibliche Wert fiir n etwa zwischen 2'/2 bis 8.

Anwendungen.

Beispiel 1: Eine Stange aus Stabeisen 2 m Liinge und 2em %¢ 10 em Quer-
schnitt kann bei o= 7000t zuliissiger Spannung eine Zugkraft 20 - 700 = 14000 kg
aufuehmen. Die entsprechende Dehnung betriigt e = 700 : 2000000 — 0,00035 ,
die Verlingerung dl=1.e==200- 0,000 =001 ¢m, Um den Stab bis zur
Elastizititsgrenze zu spannen, wiirde ecine Zugkraft von 20 . 1600 = 32000 kg
erforderlich sein. Dabei wird die Dehnung e== 1600 : 2000000 == 0,000 und
die Verlingerung 41== 0,0008 - 200 == 0),10 cm

Zum Zerreilsen wiirde eine Kraft von 20 - 8500 = 70000 % notwendig sein.
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Beispiel 2: Eine urspriinglich spannungslose runde Eisenstange von 2 cm
Durchmesser wird an den Enden festgehalten und sodann um 20° C abgekithlt.
Wiire die Stange frei, so wiirde sie bei einer Ausdehnungszahl von !/sooeo fitr
19 C eine Verkiirzung von 20:80000=1:4000 erfahren. Diese Verkiirzung
mufs, da die Enden festgehalten sind, durch eine gleich grofse elastische
Dehnung des Stabes e==1:4000 wieder ausgeglichen werden. Es entsteht
also eine Spannung o= e} = 20000004000 =500 und eine Spannkraft
K =500 83,04 = 1570 *&.

Beispiel 3: Eine prismatische Stange von der Liinge I und der Stoff-
dichte » sei an ihrem einen Ende lotrecht aufgehiingt und werde am andern
in achsialer Richtung von einer Kraft K ergriffen (Fig. 52).

Welchen Querschnitt " mufs die Stange erhalten und welche Fig. 52.
Verlingerung erfihrt sie, wenn die unter der Wirkung der
Kraft K und des Eigengewichtes der Stange eintretende griifste
Spannung zu o, angenommen wird ?

Wir denken uns die Stange im Abstande 2 vom unteren
Ende geschnitten und an dem abgetrennten Ende einerseits das
Eigengewicht derselben und die Kraft K und andererseits die
fiber die Schnittfliche verteilten Spannkriifte ¢ F' angreifend.
Dann verlangt das Gleichgewicht des Trennstfickes, dafs

eF=K+G@=K-+z-F-y und

o=y-z+ %— sei.
o erscheint mit @ in linearer Abhiingigkeit-veriinderlich und ebenso die

Dehnung c=1= (7 x+F)

Fiir @ =1 nimmt ¢ den Grifstwert o, an und es wird a, =y - I—I—
K
a—rl’
Bezeichnen wir mit dx die Verlingerung der Trennstiickes z, so ist
dicjenige eines Liingenelementes da im Abstande z

d(dz)::-dz=(—i§a= ( +F)‘

und durch Integration zwischen den Grenzen 0 und @ erhilt man

L

Ax=% (rz—i-;—{.)dz—--—-(rzﬂ-l—y}, also fiir

0

1"

erforderliche Querschnitt demnach F'=—

g1 d!— ( +F)
und mit dem oben berechneten Werte fﬁr ¥

gl
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Fiir 1=200m = 20000 ¢m, K == 40000 kg : o, = 400 s, = 2000000 ¢,
7 == T800 %/m == 0,007 ¥g/ems wird
. 40000 ;
il T | o e i
20000
a=glo—% =3000000 " 40—
Dw Spannung o, am unteren Ende fiir =0 stellt sich auf
40000
T

Beispiel 4: Im Beispiel 8 ist die Widerstandsfihigkeit des Materials
der Stange nur am oberen Ende, von da abwiirts aber nicht mit der zu-
lissigen Bpannung o, ausgenutzt. Es soll eine solche Form der Stange, bei
welcher in jedem Querschnitte die Spannung o, herrscht, & h, eine ‘sogenannte

»Form von iiberall gleichem Widerstande* ermittelt werden.

Der Querschnitt F' der Stange mufs nunmehr mit seinem Abstande z
vom unteren Ende zunehmen. Im Abstande z sei er gleich F' und im Ab-
stande  4+-dax, F'-+d K. Denken wir uns ein Stiick
von der Liinge da herausgeschnitten, so wirken an Fig. 53.
demselben die aus der Fig. 53 ersichtlichen Kriifte,
wobei d G =F.dx.y ist. Es mufs daher sein

Foo,ddG—(F+dF)e=0
dF _ r-da
N g iy
oder, zwischen den Grenzen 0 und z, bezw. Fj und F'
integriert,

73) =8mom,

0=

U L oW T N
K, P 2 o R P
Nimmt man beiderseits die Briggsschen Logarithmen,
80 wird

log FF =~+-—log e

Die Dehnung & ist, wie dfe Bpsnnnug o in allen Querschnitten gleich;
daher die Verlingerung dl=¢-1= % -1,

Fiir die in Beispiel 3 angenommenen Zahlwerte ergibt sich zunichst fir

den Querschnitt am unteren Ende F), == i—( = 42330 = 100em?, Mit
1
“ L= Son i
log e = 043¢ und o = 400 =rot 0,000m wird fiir

a= 5000cm Iog;{—‘= O,mI-O,m und —}'—ml,m F=1,08-100=110scm3,

F,

2=10000¢m log£=0,m- 0,0 und —- L =1lm F=122;cm?
F, .If.,

& ==15000cm !ogj—F,'=0,m-0,u und F‘"—I'” F=185em?,
0 0

Al i

& == 20000 em log‘—FI——=0,uv0,u und %.ml,u F=149em?,
0 0
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400
Die Verlingerung ist 41 = 3000000 " 20000 =4 em,

Das Gewicht der ganzen Stange erhilt man aus der Gleichgewichts- ©
bedingung fiir den oberen Querschnitt G+ K= F.q, mn
G = Fa, — K= 149 - 400 — 40000 == 19 600 kg
wiihrend die Stange mit fiberall gleichem Querschnitt von 164em? gin Gewicht
G = 164 - 0,0073 - 200000 = 25584 kg aufweist,

Beispiel 6: Die Herstellung der genauen Form von gleichem Widerstande
begegnet hiiufig Schwierigkeiten, und man mufs sich mit einer gewissen An-
niherung an dieselbe begniigen, indem man den Querschnitt
statt allmihlich stafenweise vom unteren Ende sufwirts an-  pig 54,
wachsen lifst (Fig. 54), so dafs jede Stnfe in ihrem oberen
Querschnitt die zuliissige Hochstspannung ¢, erfihrt. .

Sind h,, hy, hy... 1, die Lingen, F\, F,... F, die
Querschnitte der einzelnen prismatischen Stabenden, so gilt
nach den Ausfihrungen zu Beispiel 3 fiir den Querschnitt der
unteren Stufe
R N
Cea—r h’

Am unteren Ende der zweiten Stufe wirkt dann eine abwiirts
gerichtete Kraft

v
1

K
K amor = :
’ S baisl a—rh

Der Querschnitt der zweiten Stufe mufs daher sein
F = Kl. o ay K
. a—rhy  (a,—7rh) (aa—rhy)
Ebenso ergibt sich fiir die dritte Stufe

i a F, =2 ol K

oo—rhy (o, —rh) (ay—7rh) (a,—rhy)
und fir die nte Stofe

RS
(a—rh) (s —rhy) ... (—rha)
Erhalten die einzelnen Stufen alle die gleiche Liinge h, so wird der Quer-
schnitt der nten Stufe

Fyw=

b e LIK
. : (n—rm)"
Fir die in Beispiel 3 genannten Zahlenwerte ergibt sich bei Anordnung
von finf gleichen Stufen je von der Liinge 4000 em

40000 400 - 40000
Fl ﬂm= IOB,NH', F,] —m= 117,0em?2,
, __4007.-40000 1 __400%. 40000
S P T ko N S T | [t i
Fy= 1040000 _ 1 5pemt,

= [@00—381,0)"
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Das Gesamtgewicht ist wie in Beispiel 4
X G=ga F, — K=400-151 — 40000 = 20400 kg.
Alles hier im Beispiel 3 bis 5 fur hiingende, auf Zug beanspruchte

Stangen gesagte gilt sinngemiifs auch filr stehende auf Druck beanspruchte
Stiibe, Situlen u. 8. w, sofern eine Knickgefahr nicht eintritt (vergl. Seite 51).

Beispiel 6: Eine in ihrer Oberkante 0ssm starke 25 m Mohe lotrechte
Backsteinmauer ist in ihrer Oberfliche so belastet, dafs auf I,0m ihrer Linge
eine Last von 35000 ¥ entfilt. Sie soll nach unten stufenweise auf 05 und'
0,84 m 80 verstiirkt werden, dafs die Drockspannungen an keiner Stelle 10 at {iber-
steigen. In welchen Abstiinden von ihrer Oberfliche haben die Verstiirkungen
stattzufinden, wenn die Dichte der Mauer 2000 %&/ms = 0,002 ¥8/oms betriigt?

Die Spannung in einer Tiefe h, unter der Oberfliiche (vergl. Fig. 55) ist

_.G+K__le1'7’+K

e Ey

_ Ree=K

o T

Fiir die zweite Stufe ist K, =« F,, also wie oben
=E."’““K1 By =)

.

und daraus

Fig. 55.

My

hy=———
&, r-F r- £
a(Fy— F))
M T'_j:‘a

Mit K=35000k, ao=10at, y=0,02k8/cm» und
I, =38 . 100 = 3800 en? K, == (38 4~ 13):100 = 5100 em?,
Fy=(38 4 2.13).100 = 6400 em?* wird
__3800-10 — 35000

a1 s e
__10(5100—3800)' ...

h,_wﬁmﬁu =12 m,
__ 106400 — 5100) =i

ydb e vy 11 e U gl Lo

Da die Maouer nur 25m hoch ist, obige Einzelhthen aber zusammen
bereits eine Hihe von 3.5 + 12,28 - 10,15 = 26,81 m ergeben, so ist eine Ver-
stiirkung {iber 64 em hinaus nicht erforderlich.

b) Spannungen in der Richtung der Stabachse und senkrecht
zu ihr, Gesamtdehnungen, Anstrengungen.

Die Forminderung eines in der Riehtung seiner Achse von
Zug- oder Druckkriften ergriffenen Stabes besteht nicht allein in
einer gewissen Verlingerung oder Verkflirzung desselben, sondern
mit den Lingsspannungen treten aufser den Liingsdehnungen auch
Querdehnungen ein.
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Wirkt an zwei einander gegeniiberliegenden Endfiichen eines
rechtwinkligen Parallelepipeds, dessen Stoff dem Hooke'schen Gesetze
folgt (Fig. 56), eine in allen Punkten der Flichen gleiche Spannung d,,
so bedingt dieselbe im Gleichgewichtszustande eine Dehnung des
Korpers in ihrer Richtung

As G Fig. 56,
£, = g }; : Z ?z ay
(Vergl. GI. 2, 8. 50,) I ¥ i //
Erfahrungsgemifs treten ox_——i* = ] g
gleichzeitig in den Rich- p A
tungen der Kanten y und L2 Y »’/ :
¢ Verkiirzungen, negative Y/ oy a‘z -

Querdehnungen  genannt,
ein, welche, wenn der Korper vollig ,isotrop* ist, den Gesetzen folgen,
PRl e pale,/ T L SRS
¥y m- £’ z m- 1’
worin der Koeffizient m nach angestellten Versuchen zwischen 3 und 4
schwankt, fir Schmiedeeisen aber zu 4 angenommen werden kann.
Die Querdehnungen &, und &, fallen also gleich grofs aus, und nach
0y 1
T gk Vi
Wirken nun gleichzeitig an allen Seitenflichen des Parallel-
epipeds Normalspannungen o,, o, und o,, so entstehen in der

obigem ist &, = & = —

X-Richtung: durch die Spannung o, die Laugadehnung % und

durch die Spannungen o, und o, die Querdehnungen — F—I"’ bezw.
a, ’ y
— 5 I ganzen also die Dehnung
4
S ;L (o, o 9"—-;—:-_ % ) und ebenso in der Y= und Z-Richtung
] b v
1 a + o
7R i _( __ G ,_)
) €y “E a, = ! .
L( _ 6+9 )
L eg "_’E (6‘. 5 4

worin je nach der relativen Grdfse und dem Vorzeichen der Span-
pungen o,, o, und o, die Dehnungen &, & und & positiv oder
negativ ausfallen konnen. Fiir die Sicherheit eines elastisch festen
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Korpers, hier also des Parallelepipeds, gegen Zerstdrung, ist nun,
wenn nur in einer Richtung eine Spannung o auftritt, diese oder

die ibr verhiltnisgleiche Dehnung & = % mafgebend; wirken gleich-

zeitig mehrere Spannungen a,, 6, und o,, so hiingt die Sicherheit eines
Korpers von der durch die Spannungen erzeugten grofsten Dehnung ab.
Diejenigen Spannungen s,, #, und &, in der Y-, Y- und %- Richtung,
welche dieselben Dehnungen &, &, und & hervorbringen wiirden
wie die drei Einzelspannungen o,, 0, und o, zusammen und welche
daher auch den Korper der Zerstorung durch Zerreifsen oder Zer-
driicken in den drei Richtungen ebenso nahe bringen wiirden, wie
diese in ihrer Zusammenwirkung, nennen wir hinfort die Anstrengung
des Korpers in den drei Richtungen. Wie nach GL 2 o=c¢-E,
50 ist demnach zufolge Gl. 4

: a, 4 o
RJ'=£‘J'-FJ"_"O“— ARG :‘
m
ol 0, +a:
b) 1 = é". = Oy - ._'.;n___ y
O, + @
=8 FE=0,—————"*,
m

\

Je nach der relativen Grofse und dem Vorzeichen von o,, o,
und o, kdnnen s,, s, und s, positiv oder negativ, grofser oder kleiner
als die Einzelspannungen 0,, 0, und o, in denselben Richtungen
ausfallen.

Beispiel: Der schmicdeeiserne Muntel eines Hohlzylinders erleidet infolge
inneren hydrostatischen Uberdruckes in der Richtung senkrecht zur Zylinder-
achse eine Zugspannung o, == 600 und in der Richtung parallel zu derselben
eine solche o, = 300t. Welche Austrengungen und welche Delinung erfihrt
* das Material in den bezeichneten Richtungen ? ;

Nach Gleichung 5 ergeben sich, indem man o, == 0 und m = 4 setat,
dio Anstrengungen zu

Ty

s,=¢,———-*=600—¥=525ﬂ

4
und 8, = g, — -af-= 800 — ?: 150 at,

Die Dehnungen betragen mit K = 2000000 st

Hierbei sind die Anstrengung s, und die Dehnuug e, aufser acht gelassen.
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Bei einer Linge des Zylinders von 10m = 1000 em und einem Durch-
messer von 2m = 200 ¢m wiirde
die elastische Verlingerung dd = e, - I == 0,00026 - 1000 == 0,30 ¢m
und die elastische Erweiterung 41— gy +d == 000007 + 200 = 0,015 om
ausmachen. ‘
Tritt an Stelle der Zugspannung o, = 3005t parallel zur Achse eine
gleich grofse Druckspannung, so wird

8 =a, + %:900.}.%93575.“
8 = 0, + - = 300 + 290 — 450, §
= i g 0,000 3375,
2000 000
= —45—0——« == 0,000225 ,
¥ 2000 000

Jd = 0008315 + 200 = rot. 0,31 0m ,
41 = (000225 - 1000 = 0,045 oM

¢) Zug- und Druckspannungen und Dehnungen in der Achsrichtung
eines Verbundstabes.

Unter einem Verbundstabe wollen wir einen prismatischen Stab
verstehen, der in symmetrischer Anordnung zu seiner Achse aus
stofflich verschiedenen prismatischen Lingsteilen so zusammengefiigt
ist, das eine gegenseitige Verschiebung der Teile nicht eintreten
kann; die Zahl der Stoffe soll hier auf zwei beschrinkt werden.
Ein solcher Verbundstab entsteht z B., wenn eine Eisenstange in
einen prismatischen Beton- oder Zementkdrper eingebettet wird.

Greifen achsiale Zug- oder Druckkrifte K einen Verbundstab
(Fig. 57a und 57b) an, so entsteht die Frage, welche Spannungen
und Dehnungen wer- X
den in den stofflich bt il 2
verschiedenen Teilen- § o :

desselben hervor- #,MLA]L
gerufen ? « l -

In folgendem be-
zeichnen nun o, und .

0, die unter der Wir- M
kung der Achsial- —Kt_ -7 T ‘J.R_
krifte K in den stoff- '

lich verschiedenen Teilen aunftretenden Spannungen, ¥, und F, die
Querschnitte, 7, und F, die Elastizititszahlen der beiden verbundenen

Fig. 57b.
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Stoffe. Bei der gemachten Annahme gegenseitiger Unverschiebbar-
keit der Teile erfahren diese naturgemifs die gleiche Verlingerung 4.7,
bezw. die gleiche Dehnung &.

Nach Gleichung 2 bezw. 2a ist diese gemeinsame Dehnung
far Stoffe, welche dem Hooke'schen Gesetze folgen,
6 PR/ .
: T

Gleichmiifsige Verteilung der Spannungen o, und o, auf die
Querschnitte ¥, bezw. F, vorausgesetzt, fordert das Gleichgewicht
zwischen den #Aufseren und inneren Kraften ferner

7) K=OI‘F‘I+GQ‘F2.
Aus Gleichung 6 und 7 folgt
= K'I’a’l e K _K
o I 7 T 7 s LT Rt .
.I'|}41+ I"Q }'12 _f"'l + Fﬂ-(%) 1“1] + _‘_F:g
8) 1 m
i LISy St Bl o T T
2 F] El‘*‘Fg};g I"I‘El--!-l"ﬂ m'Fl‘i‘Fg'

wenn %‘1 mit m bezeichnet wird, und die gemeinsame Dehnung
o -
L e K
) s E  F\E + FE’
wobei o, und 0, und & mit K im Vorzeichen gleichstimmig aus-

fallen,
Folgen die Stoffe nicht dem Hooke'schen Gesetze, ist dagegen eine andere

"

Abhiingigkeit zwischen der Spannung und Dehnung bekannt, etwa e = L

B‘ 1
ny n,

g0 tritt an Stelle der Gleichung 6 eine Gleichung von der Form & = Ell:?_' = %J ;
1 2

Die Gleichungen 8 unterscheiden sich von Gleichung 1 dadurch,
dafs in den ersteren die Spannung o abhingig, in der letzteren
unabhiingig von dem elastischen Verhalten der Stoffe erscheinen.
Fir E, = F, = E gehen Gleichungen 8 und 9 in die GL 1 und 2
fiber; es wird o =62=E+LE=~KF— und £=%.

Nach den Gleichungen 7 und 8 sind die in beiden Stoffen
eintretenden Spannungen o, und o, verhiltnisgleich den Elastizitits-

zahlen ¥, und E, derselben. Stehen micht auch die Festigkeiten
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beider Stoffe in gleichem Verhaltnis zueinander, so sind bei einer
hgstimmten Belastung K die Sicherheitsziffern », und n, der beiden
Stoffe gegen Bruch verschieden.

Verlangt man, dafs die Spannungen ¢, und o, im gleichen Verhiiltnis
mit den Festigkeiten der verbundenen Stoffe, oder in irgend einem anderen

Verhiiltnis g_l=p stehen sollen, so miissen auch die Dehnungen e, und e, ein
t ]

entsprechendes Verhiltnis aufweisen; es mufs sein
‘l=ﬂ. und t,=%}, also 2 BT W
]

£,
A

e A ___)3£_(_ﬂﬂ_
€ '*““(m 1);,_(”‘ g=1—3 R

Dieser Unterschied in den Dehnungen beider Teile mufs zur Zeit der
Herstellung ihrer unverschiebbaren Verbindung bereits vorhanden sein und
einer derselben daher vorher eine solche Anfangsdehnung e, — e,, bezw. eine
entsprechende Anfangsspannung o, erhalten. Letztere mifste fiir den Teil von
der Elastizitiitsziffer ),

und daraus

0, =(ey—¢,) B, = (1 - ;-‘) a; oder fir den anderen Teil
0, = (ey—e) By = (1 - ,%) a, betragen.

Beispiel 1: Der Verbundstab hesteht aus Schmiedeisen und Gufseisen,

E, 2000000 ¢
sodals m=f{=m=2 ist. Forner sei F ==F =10em? ypd
K = - 15000 k¢ (Zugkraft). Dapn wird nach Gl 8
: SRCE e 15&00 o i,
R+
2 10 ot AB000

AR AR 8D \
Da fur Schmiedeisen Z, = 3500 8¢ und fir Gulseisen Z, = 1300 &, go er-

gibt sich fir ersteres die Sicherheitsziffor ﬂ,=§5—09=3,& und fiir lotztercs

1000
", == 1{5%9 =2¢. Verlangt man fiir beide Stoffe gleiche Sicherheit gegen
_n %8500 i
Brueh, so muls ﬂ_.d, =Z =150 rot. 2,7 sein. Dann folgt aus Gleichung 7,

‘ ~
wenn man g, = '§'L setzt
1
1]

K B,
Bitrghs 10w o
1095

0y e = 405 ut,

&n

Reek, Elastizititalehre,
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Die Anfangsspannung fiir Schmiedeisen miifste betragen
B =1 — =) - 1095 = - 285 o

2 ‘|

und fiir das Gulseisen ar...a=[ v ] 405 = — 142at

entsprechend einer Anfangsbelastung K, =--10-285 = - 2850 kg
bezw. K, = -10:1420=— 1420 ks.

Beispiel 2: Ein Eisenstab 3¢m? Querschnitt ist achsial in einen prisma-
tischen Betonkdrper®) von 100em? Querschnitt im spaunnungslosen Zustande
einbetoniert.  Fiir Zvgspannungen in Beton sei E, = 100000, also

o 11 0%

Wird der Verbundstab durch eine Zugkraft von 4000 k& ergriffen,’ so wird
fiir den Eisenstab
4000

—_——— =) t
a, 100 500 »
3-}-—2-6

oder fiir den Betonkdrper ur,={)2-06[—}_—_.25 ut,

Ersterer triigt 3 - 500 == 1500 k&, letzterer 100 - 25 = 2500 kx.

Bei diesen Spannungen ist die Festigkeit des Eisens in nicht befriedigen-
der, diejenige des Betons in unzulissiger Hohe in Anspruch genommen. Der
Eisenstab soll mit einer solchen Anfangsspannung e, einbetoniert werden,

dafs ﬂ=-E‘-=200 wird. Aus Gleichung 7 folgt dann
3
4000

ay Z;-*l—::@= 1143 at
200
1143
% =550 — 5y at,
Die Anfangsspannung des Eisenstabes muls
Ty = (l - :TOO) -+ 1143 = 10287 a!

betragen. Der Eisenstab trigt jetzt 31143 =3429 k& und der Betonkbrper
100 - 5,n =571 k&,

Wird bedungen, dafs der Eisenstab nur 1000at, der Betonkdrper 58t
Spannung erhalten und das Querschnittsverhilltnis beider —?}:40 sein soll,
s0 ergibt sich aus Gleichung 7 der erforderliche l-:isenquarschznitt

o 4000
171000 4405
und fiir den Betonkdrper F, == 4038 = 135,90m*

= 3,13 cm ¥

*) Die Elastizititsziffer ist fir Beton mit der Spannung o veriinderlich.
“Die in den Beispielen angenommenen Werte fiir Druckspannungen J, = 200 000
und fiir Zugspannungen F,= 1000008t sind Mittelwerte fir die niichsten
Intervalle beiderseits des spannungslosen Zustandes.
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Die Anfangsspannung des Eisenstabes muls jetzt sein
20
0= (1 — '2—65) 1000 == 900 at,

Beispiel 8: Bei Herstellung des Verbundstabes in Beispiel 2 — Eisen-
~ querschnitt | =3 em?, Betonquerschnitt ¥, = 100 em? — werde die Eiseneinlage

durch irgeyd eine achsiale Zugkraft K, von 3000 kg in einer Anfangsspannung
8000

0 - o 1000 8 erhalten und nach villiger Erhiirtung des Betons durch
Beseitigung der Kraft K, entlastet. Jetzt strebt die Eisenstange in den
dehnungs- und spannungslosen Zustand zurfickzukehren; dem widersetzt sich
aber in gewissem Grade dor sie einhiillende Betonkérper, der dadurch eine
gewisse Druckspannung und Verkiirzung erfilirt. Da fufsere Krifte auf den
Verbundstab nun nicht mehr einwirken, miissen die einander entgegenwirkenden
inneren Spannkriifte im Eisen und Beton sich das Gleichgewicht halten, In
Jjedem Querschnitt mufs sein die Summe aller Spannkriifte

1) Fioy+ Fa, =0,
wenn o, wieder die Spannung im Eisen, o, diejenige im Beton haz#ichnet
Wiihrend die Spannung in der Eiseneinlage von o, auf a, zuriick geht,

o, — 0,
vermindert sich die Dehnung der Stange um e, —e, — l“E *  Fine

1
genau gleiche negative Dehunung erfihrt dabei die Betonhiille, wiihrend ihre
Spannung von 0 auf o, anwichst. Daraus folgt die Gleichung

Qg — 0} a,
2 .l TANSE A NP |
l) h‘i ]':!
Die Losung beider Gleichungen 1, und 2, ergibt
T = _-——-'-'—ﬂ‘ﬂ
; 1 4+ % < _F’_L
) 2
a'la
oy ==
+
J
Fir F,=3cem? F,=100em? also -f—_(},na und fiir Schmiedeisen
2
2, = 3000000+, fr Druckapaonungen f Beton B = 200000 M, also =10
= |
wird 1000 :
T T
,—«——llo—@—=—-23,1“
3 Tn + 10

Die in allen Que:-schnltten von den beiden Stoffen wechselweise anf einander
ausgelibte Zug- bezw. Druckkraft ist 7708 =23,1-100==2310 kg,

Wird der Verbundstab einer beliebigen Achsialkraft K ausgesetzt, so
tritt an Stelle der Gleichung o, Fy + o, F, =0 die Gleichung o, F| 4 o, Fy =K.

5‘
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Hieraus und aus der Gleichung 2, ergibt sich dann
K E,
F W
5 “___"_31
g
K E
T, -+ ‘f'; . X
O e bt o e
Ly AT
ETH |
Fir K==0 gehen die Gleichungen 4, in die Gleichungen.35, fiber.
Fiir K= 2000 wird

2000

1000 4 =10
100 >
o e T 0T (R
000 2000 10
! i 100 2000
Oy = e T = — T
1 +10 100
0,03

Fér K = 3000 wird o, = 1000
;=0 wie zu erwarten,
Fiir K==4000 wird

woo+"°‘:‘{’m"’
o= — g o =+ 1077,
400010 -
1000+ 55— 44000
dlﬂ—-———-— TOF.__+?1It
;4-10

Da o, sich jetzt als Zugspannung herausstellt, wie zu erwarten war, so
mufs die dafir mafsgebende kleinere Elastizititsziffer K, = 100000 at,

also %‘ =20 angenommon werden. Dann wird
]
1000 +"----—°‘1%(‘)Q°
L) =-——f'm=+ 1125 “,
1000+ 40%020 4000
ﬂg='———+ W=+ G,M“.
+ 20

Die Frage, fiir walche Druchhra.ft —K die Spannung ¢, in der Eisen-
cinlage gleich Null wird, beantwortet sich nach der entengeiohung 4;, indem

“man den Ziihler im Apsdruck fir o, gleich Null setzt. Es wird danu fiir f—,‘ =10

F,: E, 5
e Oieca Sy 10004100 10000

10
und dabei gy = — 10at, h



II. Schub- oder Scherspannungen, Gleittungen. 69

Il. Schub- oder Scherspannungen, Gleitungen.

Befindet sich ein Korper unter der Wirkung fufserer Krifte
im Gleichgewicht und fallen die Mittelkrifte R der 'beiderseits
einer Schnittebene ¢¢ angreifenden Kriftegruppen in diese hinein

Fig. 58. Fig. 58a.

Ky IR
(Fig. 58, H8a und 58b), so streben dieselben die Teile des Korpers
zu beiden Seiten des Schnittes in der Schnittebene gegeneinander
zu verschieben. Dadurch werden in dieser sogenannte
Schub- oder Scherspannungen wachgerufen, welche sich
der Verschiebung widersetzen und in ihrer Gesamtheit
mit den fufseren Kriften im Gleichgewicht stehen. Die
Verteilung der Schubspannkrifte dber den Querschnitt
hiingt von der Art des Angriffes der fufseren Krifte ab;
gie ist im allgemeinen keine gleichmifige, d. h. die Schub-
spannung ist weder nach Richtung noch Grofse in allen
Querschnittspunkten dieselbe, der Gesamtwiderstand aber, welchen
ein Querschnitt der Abscherung entgegen zu setzen vermag, ist bei
den meisten in der Anwendung vorkommenden Querschnittsformen
annihernd verhilltnisgleich der abzuscherenden Fliche. Bezeichnen
wir die durchschnittliche Schubspannung eines Querschnittes F' in
der Richtung der angestrebten Abscherung mit 7,, so mufs sein

1) R=1.F.

Die durchschnittliche Schubspannung 7,,= o bei welcher die

7
Abscherung wirklich eintritt, kann nach vorliegenden Versuchen zu
rand O der Zug- oder Druckfestigkeit des betreffenden Stoffes
angenommen werden, wobei, wenn beide verschieden sind, der
Kleinstwegt zu beriicksichtigen ist. Demgemifs ist die zuldssige
mittlere Schubspannung eines Stoffes zu etwa 7,,= 0 o zu wiblen,
wenh o die zuliissige Normalspannung bezeichnet.



70 Zwelter Abschnitt, Llastizitit und Festigkeit gerader Stibe.

Wirkt die Mittelkraft £ der angreifenden #ufseren Krifte,
bezw. die etwa allein angreifende Kraft K (Fig. 59) nicht in der
Schnittebene, sondern in einem gewissen Abstande /
von derselben parallel zu ihr, so bildet der in der
Schnittebene auftretende, der dufseren Kraft A ent-
gegengesetzt gleiche Scherwiderstand 7' ein Kriifte-
paar mit /A, unter dessen Wirkung eine spiiter zu
behandelnde Biegung oder Kriimmung des Stabes
entsteht. Daneben aber ist mit den Scherspannungen
eine Forminderung verbunden, welche darin besteht,
dafs sich die zwischen der Schnittebene ¢¢ und dem Angriffspunkte
von K gedachten Querschnitte in ihrer Richtung parallel zur ¢¢
um ein gewisses Mafs gegeneinander verschieben, so dafs die zur
Schnittfiiche urspriinglich rechtwinkligen Flichen, z. B. A B und DC,
sich um den Winkel » schiefwinklig zu ihr stellen. das rechtwinklige
Parallelepipedon A BCD in das Rhomboid A B,C,D fbergeht.
Den Winkel » nennt man den Gleitwinkel oder die Gleitung.
Sie entsteht also lediglich als Folge der Schubspannungen und hat
fir diese eine dhnliche Bedeutung wie die Dehnung fir die Zug-

und Druckspannungen. Wie diese £=-;,. 8o ist
2 " ¥
J " G

also auch verhiltnisgleich der Scherspannung r. (¥ ist wie £ eine
vom Stoff abhingige Erfahrungszahl und beide stehen in bestimmter
einfacher Abhiingigkeit voneinander. ¢ nennt man die Gleitzahl
oder das Gleitmafs. Ehe wir zum Nachweis der Abhingigkeit
zwischen der Elastizitits- und Gleitzahl schreiten, wollen wir kennen
Jernen die

Beziehung zwischen den Schubspannungen in zueinander recht-

winkligen Ebenen.

Denken wir uns aus einem in beliebiger Weise von dufseren
Kriften ergriffenem Korper an irgend einer Stelle ein unendlich
kleines rechtwinkliges Parallelepipedon mit den Kantenlingen da,
dy und d: herausgeschnitten und die in den Seitenflichen desselben
wirkenden Spannkrifte als #ufsere Kriifte angebracht (Fig. 60), so
mufs das Korperelement unter der Wirkung derselben im Gleich-
gewicht sein. Der Ubersichtlichkeit wegen moge hier zuniichst
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angenommen werden, dafs die Spannungen reine Schubspannungen

sind, nur in den vier Seitenflichen senkrecht zur .X- und Y-Achse

vorkommen und hier zur Z-Achse senkrechte Richtungen anf-

weisen. Normalspannungen sollen also vorliufig ausgeschiossen sein.
Die  Schubspan- " Fig. 60.

nungen in der Rich-

Z \

tung der _\"-Achse ' ’s -
wollen wir mit 7., die- i .D i c
jenigen in der Richtung }-/“/ :. H
der Y-Achse mit 7, pEL s i i i A
bezeichnen. _ ﬁ“@f;‘;'&ﬂ?ﬂz 5 a’tf\“’“'

Da die Spannun- ! ‘“"“‘(:;.a'r;{ﬁa:m: o
gen innerhalb eines A e s 5 X
Korpers an verschie- ) Pl : »
denen Stellen im all- Y s G

gemeinen von verschiedener Grofse sind, so miisfen die in einander
gegeniiberliegenden Seitenflichen des unendlich kleinen Parallel-
epipeds auftretenden Schubspannungen sich um Betrige d7. bezw. -
dt, voneinander unterscheiden. Ist die Schubspannung also in den
Flichen ABCD und ADEF gleich 7, bezw. 7,, so ist sie in
EFGH wd BCHG gleich 7,4+drt, bezv. 7,4 dt,. FEs ent-
stehen also in den vier Seitenflichen die Schubspannkrifte 7.-dx-d2
in ABCD, (t,4dt,)dx-dz in EFGH, t,-dy-dzin ADEF und
(t, +dr,)dy-d: in BCHG, welche Krifte wir uns in den Mittel-
linien JM bezw. K1, KJ und LM der Flichen wirkend za denken
haben. Der Richtungssinn derselben hingt von dem Angriff der
dufseren Krifte ab, das Gleichgewicht verlangt aber, wie leicht
ersichtlich, dafs sowohl die beiden in der Richtung der .X-Achse
wie der Y-Achse titigen Krifte eine Mittelkraft Null, also ent-
gegengesetzten Richtungssinn haben, je ein Kriftepaar bilden. Das
Drehungsgleichgewicht verlangt ferner, dafs beide in der Ebene J AL M
liegenden Kriiftepaare erstens einander entgegengesetzten Drehungs-
sinn und zweitens gleiche Momente haben.

Aus der ersten Bedingung folgt, dafs die in zwei benachbarten
Seitenflichen des Parallelepipeds liegenden Spannkrifte gegen die
Schnittlinie derselben gleichen Richtungssinn haben milssen, denn
andernfalls wire ein entgegengesetzter Drehungssinn nicht maoglich
und die zweite Bedingung fiihrt in Bezug auf eine zur Z-Achse



79 Zweiter Absehmitt. Elustwitdt und Festigkeit gerader Stibe.

~ parallele (in der rechtwinkligen Projektion Figur 61 als Punkt
erscheinende) Schwerpunktsachse zu der Momentengleichung
T -d.r-dz-t%!—f + (T, + dr,)-dm-d:-r{—i{—r,-dy'd:-(—{;—:

-

—(r,-{-d‘r,,)dy-d:-'—;?:=0,
woraus folgt, wenn man mit da-dy-d: dividiert und die unendlich
kleinen Grofsen dr, und dr, gegen die endlich 7, und 7, vernachlissigt
T,=T1,.

Kommen entgegen der gemachten Annahme in simtlichen Seiten-
flichen sowohl beliebig gerichtete Schubspannungen als auch Normal-
spannungen vor, d. h. wirken in allen
Seitenflichen  beliebig  gerichtete fudiide
Spannungen, so wird auch dadurch ‘{; Uz N
an obigem Ergebnis nichts geindert. rdy d"|

Zerlegt man ‘nimlich die in |- _Tg ay-
den senkrecht zur .\~ und ¥Y-Achse | ,Fv‘“"‘vld#d‘

gerichteten Flichen in beliebiger & [Gadtoindz"
Richtung wirkenden Schubspann-

krifte in solche parallel zu den drei Achsen, so haben die parallel
zur Z-Achse gerichteten Seitenkrifte in Bezug auf die ihr parallele
Schwerpunktsachse kein Moment, kommen also fiir obige Momenten-
gleichung nicht in Betracht, die in die Richtung der X'~ und Y-Achse
fallenden Seitenkrifte sind aber oben schon beriicksichtigt. — Die
in den Flichen senkrecht zir Z-Achse wirkenden Schubspannungen
sowie etwa vorhandene Normalspannungen liefern Krifte, welche die
angenommene Momentenachse schneiden oder mit ihr zusammenfallen,
also gleichfalls zu der Momentensumme keinen Beitrag bringen und
daher auf das Drehungsgleichgewicht des Kdrperelementes ohne
Einflufs sind. Auch etwaige Massenkrifte (Gewicht, Trigheits-
widerstand etc.), deren Mittelkraft im Schwerpunkt angreifen miifste,
sind aus gleichem Grunde ohne Einflufs.

Was hier fir die Schubspannungen senkrecht zur Z-Achse
bezw. zu den ihr parallelen Kanten nachgewiesen ist, lifst sich in
genau gleicher Weise fiir Schubspannungen senkrecht zur X'- und
Y-Achse nachweisen und es gilt daher allgemein der Satz:

Die an irgend einer Stelle innerhalb eines Kor-
pers in zwei zneinander senkrechten Ebenen normal

Fig. 61.
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zu deren Durchschnittslinie auftretenden Schubspan-
nungen sind einander gleich und haben gleichen Rich-
tungssinn gegen jene Durchschnittslinie.

Alle Schubspannungen treten also gewissarmafsen paarweise auf.
Ist in irgend einem Punkte einer bestimmten Schnittebene Schub-
spannung nicht vorhanden, so tritt auch in der dazu senkrechten
Ebene an betreffender Stelle Schubspannung nicht auf. Mit Hilfe
des hier gewonnenen Satzes lifst sich nun auch die

Beziehung zwischen der Elastizititsziffer F und der Gleit-
zahl G nachweisen.

An einem kleinen rechtwinkligen Parallelepiped von dem
quadratischen Querschnitt « X « und einer Linge 1 (rechtwinklig
zur Bildfliche gemessen) (Fig. 62) wirken in den vier Seitenflichen
parallel den Kanten ,«“ gleichmifsig fiber dieselben
verteilte Schubspannungen. Wie oben festgestellt,  Fis: 62
miissen dieselben in den in.einer Kante , 1* zusammen- =
stofsenden Flichen einander gleich und zu dieser ‘

Kante gleich gerichtet sein. Die demnach in allen |a '
vier Seitenflichen gleiche Schubspannung werde |,

mit v bezeichnet, so dafs auf jede Seitenfliche = .
eine Schubkraft @+ kommt. Fiihrt man jetzt einen
Schnitt nach A €' und betrachtet den Abschnitt 4 D Fig. 63.
(Fig. 63), so verlangt das Gleichgewicht an der _—»-—70
Schnittfliiche 4 C' eine normale Druckkraft von der

Grofse V 2-(at)?=a-7-V 2, welche durch die Mitte (

von A ¢/ geht und tber die Fliche A C'=a) 2 gleich-
mafmg verteilt angesehen werden kann, so dafs an

Vir

Eig. 64.

= T ar

atV2

lf ¢ P el __;|C_’
auftritt. Eine gleichgrofse reine Zugspannung +7 B v
verlangt das Gleichgewicht in der Schnittfliche B D *>\:
(Fig. 64). In Schnittfiichen parallel 4 ' bezw. B.D al>r N
herrscht, wie sich leicht zeigen lifst, die gleiche
Drock- bezw. Zugspannung. Unter der Wirkung dieser reinen Zug-
und Druckspannungen in der Richtung der beiden Diagonalen erfihrt
die eine AC von der Linge d eine Verlingerung 4 d und die

A(J
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andere BD von gleicher Linge eine Verkirzung 4d. Aus dem
Quadrat (Fig. 62) wird daher ein Rhombus (Fig. 65) Fig. 65.

(dessen Diagonalen sich rechtwinklig schneiden). D, —
Zur Berechnung des &Vinkels p, der Gleitung, ﬂ

"3

bedenke man, dafs >¢ DBC =45+ % und daher / .J?
B Av"-——_---_dgl

Add

1458

s })_U"Af’ d-I—Acf d

tg DBC=tg:(40° +§) = BD " d—dd | _4d’

d
- und

da aber » stets nur klein sein wird, kaon tg 5=9

tg450+tg 2 1+§ 1+‘—'d‘—‘

Y 2
tg(4bn+‘—)=-—-—-——-—-——-—~—=-———=
2 1—tg45“-tgg 1—-’2; 1—5'{!3

gesetzt werden, so dafs y=2-ég =2¢ wird. Wegen der in den zu-

einander rechtwinkligen Diagonalrichtungen gleichzeitig herrschenden
Zug- und Druckspannung 7 wird nach 8. 61 die Dehnung

3) ' t_—E (l+ ). also
Do ha e i)
) _.G Qe= % (1+m , woraus folgt
E ! :
4) G=— Y Fir m =4 wird G =04 E.
2(1+—)
m L]

Wirken nicht nur rechtwinklig zu einer Kantenrichtung, sondern
rechtwinklig zu allen drei Kantenrichtungen Schubspannungen z,
7, und 7., so entstehen auch in allen drei Richtungen die ent-
sprechenden Gleitungen y, = %;-. y,=fé— und ;’,m%.

Nachdem so die Beziehung zwischen & und % und damit auch
die Gleitzahl & selbst bekannt geworden, steht der beliebigen
Anwendung des in Gleichung 2 ausgedriickten Forminderungs- bezw.
Gleitungsgesetzes nichts mebr entgegen.


Gleitungsgosetz.es
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Bei der Berechnung des Scherwiderstandes wurde oben der
Begriff einer in der Schnittebene herrschenden mittleren Scher-
spannung 7, zu grunde gelegt. Auf die Verteilung der Scher-
spannungen {iber die Schnittfliiche und die eintretende grofste Scher-
spannung werden wir spéter noch zurlickkommen.

Anwendungen.

Die Scherfestigheit kommt besonders bei den Nietverbindungen in Frage.
Will man zwei Stidbe von rechteckigem Querschnitt (Flacheisen), die von
Liingskriften K ergriffen sind,
dureh Nietung verbinden, so
kann das entweder nach Mals-
gabe der Fig, 66 durch Uber- S
einanderlegen der Stabendenunter -—K—r’-‘—l_"'l'“'ltr—}_f.
Verwendung eines Nietbolzens, ~—
oder, wenn die Mittellinie der ¢
Stibe in einer Geraden liegen milssen, wie in Fig. 67 gezeichnet, unter Be-
nutzong einer Lasche mit zwei Nietbolzen, oder endlich nach Anleitung der
Fig. 68 durch zwei Laschen und

Fig. G6.

awei Nietbolzen geschehen. Da- Fig. 67.

beis wird in allen Fiillen voraus- P >t T

gesetzt, dafls die zylindrischen ____{—q }—|H i——l——-}_‘
Licher durch die Nietbolzen villig & I R K

ausgeflillt werden, was e¢in Ein-

zichen der létzteren in erwiirmtom (schwach weilsglihendem) Zustande erfordert.
Sollte nun die Vernietuwg durch die Kriifte K zerstirt werden, so milfsten
diese in erster Linie die

Scherfestigkeit des Niet- Fig. 68.

bolzens in der mit der Be- ' L e

rihrungsebene der Stiibe h_{::::t'm:l L—_'_':j_.
(Fig. 66), oder der Stibe & e Ee X
und IMschen Fig. 67 und

68 zusammenfallenden Querschnittsfliche ab Fig. 66 bezw. ab und cd Fig. 68,
daneben aber auch die Reibung in den Berthrungsfliichen fiberwinden. Die
warm eingezogenen Niete ziehen .sich néimlich entsprechend ihrer Abkithlung
zusammen und pressen dabei die Stibe mit eine gewisse Reibung erzeugendem
Drucke -anfeinander. Der dadurch entstehende Reibungswiderstand ist indes
ein unsicherer Faktor und entzieht sjch einer zuverliissigen rechnerischen Be-
urteilung; wir wollen daher hier nur den Scherwiderstand der Nietbolzen in
Retracht ziehen, Bei einer Vernietung nach Fig. 66 ist der Scherwiderstand
eines Nietquerschnittes @b, bei einer solchen nach Fig. 67, derjenige des
eiven oder anderen Nietquerschnittes, bei einer Verniotung nach Fig. 68 end-
lich ist der Scherwiderstand beider Nictquerschnitte zn iiberwinden. In den
ersten beiden Fiillen nennt man die Niete einscherig, im dritten zweischerig.




76 Zweiter Abschnitt. Elastizitit und Festigkeit gerader Stiibe.

Ist F' der Querschnitt eines Nietes, d sein Durchmesser, so besteht
nach Seite 69 zwischen der mittleren Scherspannung r,, und der Kraft K bei
einscheriger Vernietung (Fig. 66 u. 67) die Beziehung

dd x

K—F Tm= T Tm

und bei zweischeriger (Fig. 68) K=2.F.r, =

d* x

T+

Nach 8. 69 kann gesetzt werden die zuliissige Scherspannung r,, =00,
wenn o die kleinere der zuliissigen Normal- oder Liingsspannungen ist.

Beispiel |: Fiir d=2cm r,—=080=04s-1000=800st ergibt sich die
zulilssige  Lingsbelastung der Verbindungsstelle fiir einscherige Nistung

%
K=ETx-800 2512k uud fiir zweischerige Nietung K—i—-& 800=>5024g,

Soll bei der gleichen zuliissigen Spannung r,,=800st die Belastung
K =6000% betragen, so mufs sein bei einscheriger Vernietung
6000- 4
i_}/—sﬁﬁ—-rot’hm
6000-2
-800

Die Vernietung bringt infolge der notwendigen Durchlochung und da-
durch bedingten Qnarschmhtwerminderung der Stiibe eine gewisse Schwiichung
derselben an der Verbindungsstelle mit sich. Ist

=P2som,

und fiir zweischerige Nietung d=}/

die Breite der zu verbindenden Stibe b, ihre Dicke d, Fig. 69.
go ist der dem Zerreifsen widorstehende Rein- adn
querschnitt an der Verbindungsstelle (Fig. 69) o n "3

gleich (b—d)d und die zulissige Zugbelastung
K=(b—d)d-o. Eine zweckmiilsig hergestellte
Verbindung mufs die Bedingung erfillen, dafs ihre Widerstandsfihigkeit gogen
Zerreifsen ebensogrofs ist, als die gegen Abscheren.

Daraus folgt fiir einscherige Nietung die Gleichung

— b —

L4
1) K=(b—d)d o= —4—d- 00
und fir :welsche‘rige
s

2) K=(b—d)d-¢=’1;—-o,.-a

Zwischen den Querschnittsabmessungen und dem Nietdurchmesser mufs
also die Beziehung bestehen: .
i, fiir einscherige Nietung  (b—d)d==0,s-x-d* und A
2) fiir zweischerige Nietung (b—d)d=0u-x-d?,

Beispiel 2: Fir b=8om, d=1scm wird im Falle
1) d==8,0¢cm

2) d=230¢m,
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Im Falle 1 erzeugt eine Zugbelastung K==6000 an der Verbindunge-

stelle im Stabe eine Zugspannung a={8—m§}%—ﬁ= rot 10008t und eine Scher-
=y y
spannung im Nietqnerschnitt‘ r,,=3£??—2r=800 at, withrend im Falle 2 sich
-+ [

fiir eine Zugbelastung K von 6800 k& im Stabe die gleiche Zugspannung und
in den beiden Nietquerschnitten die gleiche Scherspannung ergibt. In beiden
Fiillen herrscht also anniihernd gleiche Sicherheit gegen Zerreifsen der Stiibe
wie gegen Abscheren der Niete; r,==rot0sc. Da indes im Falle 2 (An-
wendung von Doppellaschen) zur Verbindung der Stiibe ein wesentlich kleinerer
Nietdurchmesser genfigt (2,5 gegen 3,1 em), go war die Schwiichung der Stibe
eine entsprechend geringere, und die zuliissige Belastung K eine entsprechend
grofsere (6800 — 6000 kg).

Aufserhalb der Verbindungsstelle, wo der Stab seinen vollen Quer-
schnitt behiilt, besitzt er bei gleicher Sicherheit ein Tragvermdgen von
K=8-1,3-1000=09600%. Von dieser Tragfihigkeit sind im Falle 1

6000 6800 17

9600 — ba=0,005 oder 62,%, im Falle 2 9600 34— rot 0,70 oder 70%o

erhalten geblieben. Das Verhilltnis der Festigkeit, bezw. des Tragvermigens
der Verbindung zu déim des ungeschwiichten Stabes nennt man das Glte-
.verhiiltnis der Verbindung. Bezeichnet man dasselbe mit », so ist allgemein
b—d
i
Handelt es sich anstatt um die Verbindung von Stiilben um solche
von Platten, so treten an die Stelle der Einzelniete sogen. Nietnihte.

Fig. 71.

Fig, 70.

i./

-]

(Vergl. Fig. 70 u. 71.) Denkt man sich die Platten in Stiibe zerlegt, deren
Breite gleich ist der Nietentfernung I, so bleibt die Rechnung grundsitzlich
dieselbe. -

]
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Beispiel 3: Die Nietnaht zweier Blechplatten hat wie die Platten selbst
fiir ihre Ltngeneinheit eine Zugkraft P zu ibertragen. Die Verbindung soll
so hergestellt werden, dafs die Zugspannung des Bleches in der Naht o und
die mittlere Scherspaunung der Niete r,, =04 betriigt. Die erforderliche
Blechstiirke ¢, die Nietstirke d und die Nietentfernung ! sind unter der Ane

i . Niotdurchmesser d 1
nahme zu bestimmen, dafs das Verhiiltnis RS VYT, P et ist. Auf
die Liinge 7 einer Nietteilung entfillt eine Kraft I- P. Diesclbe mufs einerseits
als Zugkraft von einem Reinquersehnitt (1— d) & der Platten und andorerseits als

]
Scherkraft von einem Niotquerschnitt Ef— aufgenommen und fibertragen werden.
Das fihrt, wenn die Verbindung nach Fig. 70 hergestellt wird, zu den beiden
Gleichungen Pl==(l—d)d- o und 1’:=}-d'-r,,=§-d'-u,m. Aufserdem ist

wie oben bemerkt %=m.

Die Losung der drei Gleichungen ergibt |

]

o =il
=E[eelEd)]

und nachdem d bekannt geworden 6:2;-.

Fir P=400% ¢==8005t und m ="

i
__400(5 . _400[5 04 AY
i d-s_ﬂ_O(;-l-E‘S)_‘mt'gm I“E{]—O [;4" 2:"(‘—5-— o 2):] =JH,mem
"=2_d',]'“—“g—':'=0.lﬂ em, Das Giiteverhiiltnis der Nietverbindung
_ bus—2 i
y 3 =0, d. i. 62%0.

Bei Anwendung einer Doppelverlaschung (Fig. ?1), also zweischeriger
Niete geht die zweite der obigen drei Gleichungen fiber in

ELIR Y Y, R
1’1—2 d*-0pa N dia; _ °
im tibrigen bleibt alles ungeiindert. Die Lsung ergibt dann

d=§-(?—$+m] und f=€[%;+m(%:; 2)]
d

0=—.
m
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Fiir dieselben Zahlwerte wie oben wird

400 (23 , o Y __400 (25 bl e il MR
Zﬂ_l){] . (-;-*- ;’,h) == ] M5 cm, I—-guﬁ -;:‘" "l"?ﬂ-(—:?:.'“—r“f]] = (I|'l cm
d= !2"—; =) 40 om
das Gitteverhiiltnis y et el 8 0,18,

Fs mag hier korz bemerkt werden, dafs fiir manche Nietverbindungen
nicht allein sichere Kraftibertragung, sondern daneben auch ein dichter Schlufs
der Niihte fiir die Bestimmung der Nietentfernung, Nietstirke u. s. w. be-
stimmend ins Gewicht fiilllt, worauf einzugehen indes hier nicht der Ort ist.

lll. Reine Biegungsspannungen, Biegungslinie.

a) Biegungsspannungen, Biegungsmomente.

Ein gerader Stab befinde sich unter der Wirkung aufserer Krifte
im Gleichgewicht und die beiderseits einer zur Stabachse rechtwink-
ligen Schnittebene ¢¢ angreifenden Krifte bilden je ein Kriftepaar,
dessen Drehungsebene rechtwinklig zur Querschnittsebene gerichtet ist.
(Vergl. Fig. 5.) Dann erfordert das Gleichgewicht jedes der beiden
durch den Schnitt getrennten Stabteile, dafs die in der Schnittebene
auftretenden Spannkrifte in ihrer Gesamtheit gleichfalls ein Krifte-
paar (P und —P) bilden, dessen Drehungsebene rechtwinklig zur
Schnittebene gerichtet, und dessen Moment in Bezug auf das be-
treffende Stabende demjenigen der dieses angreifenden dufseren Krifte
entgegengesetzt gleich ist. Das gegen die Schnittebene rechtwinklig
drehende Kriftepaar der inneren Spannkrifte kann nur durch
Spannungen normal zur Schnittebene, durch Normalspannungen,
d. i. durch Zug- und Druckspannungen, nicht aber durch in der
Ebene titige Tangential- oder Schubspannungen entstehen; nur erstere
konnen also durch den bezeichneten Angriff der dufseren Krifte in
dem Querschnitte hervorgerufen werden.

Die im Bereiche und in der Richtung der Zugspannungen auf-
tretenden positiven Dehnungen oder Verlingerungen, und die im
Bereiche der Druckspannungen entstehenden negativen Dehnungen
oder Verkiirzungen der Materialfasern haben eine Krimmung oder
Biegung des Stabes zur Folge. Man nennt daher die auftretenden
Normalspannungen in diesem Falle Biegungsspannungen und zwar
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wegen des Fehlens anderer Spannungen, ,reine Biegungs-
spannungen®. Fig. 72 und 72a, ein Balken auf zwei Stiitzen
mit gleichen und symmetrisch gelegenen Einzellasten und ein ein-
seitig durch Einspannung oder Einmauerung festgehaltener, am freien

K

v

Ende durch ein Krittepaar ergriffener Balken, zeigen auf der Strecke
A B bezw. C'D Beispiele reiner Biegungsspannungen.

Das bisher Gesagte gilt fir jeden darin bezeichneten Kraft-
angriff und far jede Querschnittsform des ergriffenen Stabes. In
folgendem mdge aber zundchst die vereinfachende Annahme gemacht
werden, dafs die dufseren Krifte unter sich und mit der Stabachse
in einer Ebene liegen und dafs diese sog. ,Kraftebene“ fiir den
Stab eine Symmetrieebene ist, jeden Querschnitt rechtwinklig zur
Stabachse also in einer Symmetrielinie, der sog. ,Kraftlinie*
schneidet. Die Biegung sei so gering, dafs die damit verknfipfte
Anderung der Richtung und Lage der fufseren und inneren Krifte
fur das Gleichgewicht beider aufser Acht bleiben kann. Setzen wir
ferner in fast vdlliger Ubereinstimmung mit der Erfahrung voraus,
dafs jeder vor der Biegung ebene Stabquerschnitt auch nach
derselben noch eben ist, so nimmt ein durch zwei parallele Quer-
schoittsebenen begrenztes Lingenteilchen abecd des Stabes nach der
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Biegung die Form g,b,¢,d, eines abgestumpften Keiles an. (Vergl.
‘Fig. 72 und 73). Die in der Nihe der konvexen Aufsenkante «b und
in der Richtung derselben eintretende Verlingerung der Stoff-
teilchen sowohl, als die nach der konkaven Aufsenkante cd hin ent-
stehende Verkiirzung werden, wenn man durch n ef || a\d, zieht,
durch die Keilstiicke byne und ¢,nf dargestellt; sie sind also ver-
hilltnisgleich dem Ab-
stande der Material-
fasern von der Schicht

" nmny, welche weder
Verlingerang  noch
Verkiirzung  erfihrt.
Diese Dehnungs- und
daher auch spannungs-
lose Faserschicht wird

dementsprechend

neutrale Schicht ge-
nannt. Sie schneidet
jeden Stabquerschnitt
in einer geraden Linie
nn, der sogenannten
_ Biegungsachse oder
.Spannungsnullinie
oder kurz Nullinje des
Querschnittes.  Bei _
der vorausgesetzten Symmetrie der Querschnitte in Bezug auf die
Kraftlinie %% (Schnittlinie der Querschnitts- und Kraftebene) kann
die. Nullinie nn nur rechtwinklig zu derselben gerichtet sein.

Wie die Dehnungen der Materialfasern, so sind nach den Aus-
fihrungen unter 1 8. 50 auch die mit ihnen entstehenden Normal-
spannungen 6 verhiltnisgleich dem Abstande von der neutralen Schicht,
bezw. von der Nullinie des Querschnittes. Denkt man sich daher
in jedem Querschnittspunkte die dort herrschende Spannung als
Ordinate rechtwinklig zur Querschnittsebene unter Berficksichtigung
ihres Votzeichens aufgetragen (Fig. 74), so erfillen die positiven
und negativen Spannungswerte je einen Keil, den sog. Spannungs-
keil, dessen geradlinige Schneide mit der Nullinie nn zusammen-
fillt und dessen Volumen fd F-o auf der einen Seite der Nullinie

Kack. Elastizititalehre. 6

Fig. 73.

Ne=——timmaleni
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die Mittelkraft aller Zugspannkrifte und auf der andern Seite die
Mittelkraft aller Druckspannkrifte darstellt. Da das Gleichgewicht
Fig. 74,

A ] ———¥

SM:K.a ji A
I's 8 \ /

ik

K
v
des abgeschnittenen Stabendes verlangt, dafs die Gesamtheit aller
im Querschnitt titigen Spannkrifte ein Kriftepaar bilden, also ihre
+e1 .
MitlelkmftS:l}'-a=0 Vigeink

0,
iy | [ e
ist, so mufs auch die ( L AT
n
M:K.a B

Mittelkraft aller Zug-
spannkriifte entgegen- ohd 1
gesetzt gleich der Mit- Ou=-0,
telkraft aller Druck- . il
spannkrifte, das Volumen des positiven Spannungskeiles gleich dem-
jenigen des negativen sein.

Fiir den Stab mit rechteckigem Querschnitt (Fig. 74a) erkennt man leicht
aus der Gleichheit der positiven und negativen Spannungskeile, dafs die Nullinie
den Querschnitt halbieren, also durch seinen Schwerpunkt gehen mufs und dals
die grofsten Zug- und Drnckspannungen in den dor Nulllinie entferntesten
Stoffteilen, die sog. Kunten- oder Randspannungen, einander gleich sind.
Bozeichnen wir sie mit ¢, so ist der Inhalt edes Spannungskeiles, die Mittel-

Sralt dor Zugs nad Drtickspaunkeafte, gloidh 2L%. =L’l§-’i. Ihre Rich-

“

i(-—— ‘.a-'...—p'

"3

tungslinien gehen durch die Schwerpunkte der Spannungskeile, haben also

einen Abstand von der Nullinie gleich 3 ~2‘ =§‘- und unter sich ecinen
2 5

solchen-von 3{1 Das Moment des Kriiftepnares der inneren Spannkriifte ist

9 . + 2
dauvach gleich -:-"5 —E‘%—h=w,--d—ﬁ£. Das Gleichgewicht, die Momenten-

gleichheit, der Hufseren und inneren Kriifte, bedingt die Gleichung
: dh?
M=K-a=ga:

& .
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womit eine Beziehung zwischen der fiir die Widerstandsfihigkeit des Stabes

mafsgebenden grofsten Randspannung o, und dem angreifenden Krﬁft.epanr
gefunden ist.

Fir eine beliebige, aber zur Kraftebene symmetrische Quer-
schnittsform des Stabes ergibt sich aus der Bedingung, dafs die
im Querschnitt titigen Normalspannkrifte ein Kriftepaar bilden,
eine Mittelkraft Null haben miissen, die allgemeine Gleichung

\ + e
1) 4 (o dF =0.

Zwischen der Spannung 6‘ im #ufsersten Faserabstande ¢ von

der Nullinie und der Spannung o im beliebigen Abstande y von

derselben besteht aber nach Seite 81 die Beziehung Emi—'. also
l 1

a=a,§i: Damit geht, weil 6, und ¢, von y nicht abhingig sind,

Gleichung 1 fiber in

o +4 3 T
2) e—l'-s‘,u-dF=0, also auch jy-dF=0.
y . ot ‘4 o |

Der Integralwert stellt das statische Moment der Querschnitte-
fliche in Bezug auf die Nullinie nn dar. Aus der Nullgleichheit
desselben folgt:

Die Spannungsnullinie in jedem Quarschmtt eines
nur gebogenen Stabes geht durch den Schwerpunkt
des Querschnittes, die Schwerpunktsachse oder Mittel-
linie des Stabes liegt in der neutralen Scpicht

Um zu dem Moment der inneren Spannkriifte zu gelangen,
.beziehen wir sie anf die Nullinie als Momentenachse. Auf ein
Flichenteilchen d ' im Abstande y von der Nullinie nn entfillt eine
Spannkraft o-d # und das Moment derselben in Bezug auf die nn
ist 0-dF-y. Die Summe aller dieser Momente, gebildet fir den
ganzen Querschnitt, ist das Moment des Kriftepaares der innercn
Spannkrifte und mufs dem Moment M der das Stabende angreifenden
fGufseren Krifte entgegengesetzt gleich sein. Daraus ergibt sich

die Gleichung
+ ) ‘;

M=K-a= \ GdF-y

vy
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und, wenn man wieder o= %1'!—’ setzt
|
L
A i
M=K.a=2 \dF-y*.
LW =
1
In dem Integralwert erkennen wir das Trigheitsmoment des
Querschnittes in Bezug auf die Nullinie (vergl. Seite 9). Bezeichnen
wir ihn mit J, so schreibt sich obige Gleichung
3) ' J’II=K-a=J--o,.
e '
Gleichung 3 driickt die Beziehung zwischen der grofsten Zug-
spannung o, und dem Angriffs- oder Biegungsmoment M

der #ufseren Kriifte aus.

Zwischen der stirksten Zugspannung.o, und der stirksten
Druckspannung o, besteht aber Verhiiltnisgleichheit mit den &ufsersten

Faserabstinden ¢, und e,; es ist g’———-f-'— und demnach auch

g ivg

3a) BT iy it
L
Die rechte Seite der Gleichungen 3 und 3a driickt das sog.
Spannungsmoment aus. Den lediglich von der Form und Grofse

des Querschnitts abbéngenden Faktor :F bezw. -ei derselben nennt
gl 'y
man kurz das Widerstandsmoment des Querschnittes, wobei zu unter-

scheiden ist zwischen demjenigen (Wl= ;—I) fir die Zugspannung
1

(6,) und dem (Ii'g = ei) fiir die Druckspannung (0,). Ist fir einen
2

Querschnitt ¢, = ¢,, wie beispielsweise fiir alle zur Nullinie symme-

trischen Querschnitt, so wird W, = W, und, wenn der Stoff des

Stabes dem Hoke'schen Gesetz folgt, 0, = a,.

]
Fiir den rechteckigen Querschnitt z B. ist nach Seite 15 J=%-,

1 2
e=%. W=~q£~‘-— und daher M*—-—b—é-.-a, wie Seite 82 Dbereits anderweit

J

nachgewiesen,



III. Reine Biegungsspannungen, Biegungsiinien.

85

Querschnittsform.

s

Trigheits- und Widerstandsmoment.

: ah
l eods T
l W=
«d— 4
1 E l”; .b V T bh*— bh,*
b ) _bh—bh
i z b,'il i 12
. . TR
— Dy —h—> b
J_ WA (b—g)s? ‘
.l_ ’:M' 5
i L2 t 8 W4 (b—s)s?
RN A Ol T
J_‘l R 7 D
w,=%.m=§’5.1)1

|
1; J=T (B —rt)= %(B‘_d‘)
)  x(R'=1Y) = (D'—dY)
b o v YRR )
: : by | bihgbhy (ot hy)?
T:”___ L T hs 12 s [;,fil-'mh]}'"'
: b | QB (bt byh) -5 0o -1
------- I e. 610,07+ B,k B+ 1))
€2 :

——bp—>

W,

T (O 0y (b byh) 3 0 b by (4 )?
X 6 b1, + bk, (2h,A4-h,] .38

€,
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Handelt es sich im gegebaneﬁ Falle um ein bekanntes Biegungs-
moment M und um einen Stabquerschnitt von bekanntem Wider-

standsmoment '{ = I, so hat man
¢

Biegungsmoment M
Widerstandsmoment W~
Die Widerstandsmomente, wie sie sich fir die gebriuchlichsten
Querschnittsformen nach Seite 15 n. f. aus den dort ermittelten
Trigheitsmomenten ergeben, sind mit diesen in der Tabelle S. 85
zusammengestellt. .

Randspannung 6 =

b) Biegung, Biegungslinie.

Die Linie, nach der sich die urspriinglich gerade Stabachse
unter der Wirkung des Biegungsmomentes kriimmt, nennt man die
Biegungslinie. Ihre Kriimmung ist in den meisten Fillen der
Anwendung eine einfache, und die Ebene, in welcher sie eifolgt, heifst
die Biegungsebene. Nur in Fillen besonderer Stabformen und
Angriffsarten der dufseren Kriifte, welche indes hier aufser Acht bleiben
sollen, kann die Biegungslinie auch doppelte Kriimmung aufweisen.

In Fig. 73 ist O der Kriimmungsmittelpunkt der Biegungs-
linie fir das Langenteilchen ab=nn,=da derselben, On=p ihr
Kriimmungshalbmesser. Aus der Figur ergibt sich

) nny da __ eb
. o o b,

Die mit der Spannung o, eintretende Verlingerung der Kante

ab=da, in der Figur durch die lee eb, ausgedrickt, ist- nach

Seite 50 ddw=1¢b, = & }o, . Dieses und byn = ¢, in obige Gleichung
eingefiihrt ergibt
1) _eE

R w e

Da E nach Seite 55 stets bedeutend grofser ist, als die in
Frage kommenden Spannungswerte o,, so folgt ans Gleichung (1),
dafs der Kriimmungshalbmesser o meist sehr grofs, die Krimmun

% daher sehr klein ausfallt. Fir einen T-Triger von 02™ Hohe,

also el'—¢'2=01m und 6, = 1000, E=2000000* ist
2000000

0 =0,10- ~—1000 =200",

¥



III. Reine Birymagsspaummgu?, Biegungslinien. 87

Setzt man in Gleichung (1) 6, = }‘5 s0 folgt
1€)

JE 1 M
M' g JE

Fir alle Querschnitte, fiir welche ausschliefslich die hier an-
genommene Wirkung eines Kriftepaares in Frage kommt (in Fig. 72
awischen .1 und B, in Fig. 72a zwischen ¢ und D), hat das Moment
M denselben Wert. Ist der von dem Kriftepaar ergriffene Stab
prismatisch, d. h. von iiberall gleichem Querschnitt, so ist auch J
und nach Gleichung 2 auch o konstant; die Biegungslinie ist in diesem
Falle eine Kreislinie. '

Nach den Lehren der hoheren Mathematik besteht allgemein
zwischen dem Kr@mmungshalbmesser o einer durch ihre Gleichung
bekannten Kurve in irgend einem Kurvenpunkte mit den Koordinaten
2 und y die Beziehung

2)" o=

d "
da?

T

Sieht man hleun @ und u als Koordinaten der Biegungslinie
in Bezug auf ein Achsenkrenz an, dessen X'~ Achse mit der urspriing-
lich geraden Stabachse zusammenfillt (Fig. 75 und 7Ha), so wird
bei den meist in Frage kommenden kleinen Werten der Ordinaten y

2
und kleinen Kriimmungen (:—‘;—E) gegen die Einheit verschwindend

klein und kann vernachlissigt werden. Es folgt dann unter Be-
achtung der Gleichung 2
¢ 1 _day M
o dx? JE’
Gleichung 3 ist die sog. Grundgleichung der Biegungslinie.
Bei ihrer Anwendung ist zu beachten, dafs fir Punkte, in welchen
dllB Kutve ihre konkave Seite nach der positiven y=-Richtung kehrt,
e’y
da?
Kriimmung des Stabes hervorrufen, mit positiven Vorzeichen in
Gl. 3 einzufiihren sind und umgekehrt.

= ( ist, nnd dafs' daber Biegungsmomente M, welche solche

*) Gleichung 2 rithrt her von Jacob Bernoulli (geb. 27. Dez. 1654 zu
Basel, gest. 16. Aug. 1705 das.),
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Legt wman in dem Belastungsfalle Fig. 72 den Koordinaten-
nullpunkt in die Triigermitte nach O (Fig. 75) oder im Falle der

Fig. 7.

—

i
|
v
)r

Fig. 72a nach D (Flg 75a) und nimmt die positive Richtung der
Y-Achse nach unten an. so ergibt die Integration der Gleichung 3,
in welche A mit positiven Vorzeichen einzusetzen ist,

e M L S5 + Const.

dw

Fiir 2 =0 in den Pnnkten 0 bezw. D ist die Tangente an die
Biegungslinie ersichtlich horizontal, daher g‘——(} und Const.=0.
Die nochmalige Integration fihrt zu der Gleichung
Ma?

L i )
worin fiir 2 =0 auch y==0 und somit auch Const.=0 sein mufs.
Danach ist die aus der nur annihernd richtigen Grundgleichung 3

-+ Const.,



IV. Biegungs- und Schubspannungen. 89

sich ergebende Biegungslinie eine Parabel, wihrend, wie weiter oben
festgestellt wurde, die genaue Form derselben fir den vorliegenden
Belastungsfall eine Kreislinie ist. Der Unterschied zwischen einem
derart schwach gekrimmten Kreisbogen und einer Parabel ist indes
so gering, dafs er praktisch vollig verschwindet.

Die grofste Durchbiegung / fiir den Belastungsfall Fig. 76

l M-1? '

erhilt man fir 2= 3 M f=g7% und fir den Belastungsfall
: : MI?
Flg. 7Ha fiir .’A‘.‘,‘=l; f=m

Setzt man beispielsweise K = 2000, a = 100°", ! =400,
s0 wird M = 100-2000 = 200000 *"/y,. Bei einem T-Querschnitt
von 20¢™ Hohe, einem Trigheitsmoment von 2140 “* und einer
Elastizititszahl des Materials von % = 2000000 ™ ergibt mch dann
nach Gleichung 2 eine Kriimmung vom Radius

EJ 20000002140
€= T 200000

Dem entspricht im Be]aatungsfalla Fig. 76a eine Durchbiegung
f=0—V o?— 1 =21400 — V (21400)* — (400)? = 3,739 ", wih-
rend obige Anniherungsgleichung

_ MP? _ 200000-400?

T 2JE  2-2140-2000000
also eine kaum merkbare Abweichung ergibt. Bei den meist vor-
kommenden verhiltnismiifsig geringeren Durchbiegungen ist die Ab-
weichung noch kleiner, sodafs die oben abgeleitete Grundgleichung

der Biegungslinie AR in den meist vorkommenden Fallen
da* JE

— = 21400 ",

= 3,788 ",

schwacher Biegung so gut als genau gelten kann.

V. Biegungs-ﬁ und Schubspannungen, Biegung durch
beliebige Krdfte rechtwinklig zur Stabachse.

a) Allgemeine Beziehungen zwischen den fufseren Kriiften
und den inneren Spannungen.
Der zu betrachtende Stab werde auch hier wieder symmetrisch
zur Kraftebene angenommen. Er befinde sich unter der Wirkung
der dufseren Kriifte im (leichgewicht.
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Dann miissen auch die an einem durch eine Schnittebene ¢t
(Fig. 76) abgetrennten Stabende angreifenden fufseren Krifte mit
den in der Schnittebene auftretenden inneren Spannkriften im Gleich-
gewicht sein. Erstere aber lassen sich stets zu einer Mittelkraft

F ig “].
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v i

senkrecht zur Stabachse, also parallel zur Schnittebene, der soge-
- nannten Querkraft, vereinigen. Indem diese das von.ihr ergriffene
Stabende gegen das durch die fibrigen fufseren Krifte festgehaltene
in ihrer Richtung zu verschieben strebt, ruft sie in der Schnittebene
Schubspannungen 7, bezw. einen Tangential- oder Schubwiderstand
T hervor, welcher der Kraft ¢ entgegengesetzt gleich sein, mit ihr
also ein Kriftepaar bilden mufs, dessen Drehungsebene senkrecht
zur Schnittebene gerichtet ist.

| TR Qe=1T,

Ist @ der Abstand der Querkraft von der Schnittebene, so ist
M=Q-x das von der Lage des Querschnitts abhingige Moment
des genannten Kriiftepaares, bezw. das Biegungsmoment der am
Stabende tatigen dufseren Krifte. Unter der Wirkung desselben
entstehen in der Schnittebene Biegungsspannungen, fiir welche nach
den Ausfihrungen unter III (8. 84 Gl 3) die Gleichung gilt

2) M-Q-.n='§-o. g

Dabei erinnern wir uns, dafs, wenn der Querschnitt in Bezug
auf die Nullinie unsymmetrisch ist, die Randspannungen o fir die
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konvexe und die konkave Aufsenkante verschiedene Werte o, und o,
annehmen (vergl. 8. 84).

Das Zusammenwirken der inneren Kriifte, des Schubwiderstandes T' und
des Spannungsmomentes ‘e{ +a bei der Aufrechterhaltung des Gleichgewichtes
gogenitber den angreifenden fiufeeren Kriften wird aus Fig. 77 klar ersichtlich,

Fig. 1.

sl sl ]

i
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Denkt man sich das abgeschnittene Stabende ein wenig von dem andern abge-
riickt und in den Angriffspunkten dor Mittelkriifte aller Zug- und Druckspapn-
kriifte (Schwerpunkte der Spannungskeile Fig. 74) durch horizontale Gelenk-
stangen verbunden, so verhindern diese zwar eine Drehung des.Stabendes in
der Kraftebene, aber die Querkraft @ wiirde dasselbe in ihrer Richtung parallel
verschieben, wenn nicht in der Schnittebene von dem festgehaltenen Stabende
ausgehend cine ihr entgegengesetzt gleiche Kraft 7', der Tangential- oder
Schubwiderstand, titig witre. Unter der Wirkung des Kriiftepaares @—T' ent~
stehen in den Gelenkstangen Spannkrifte S und — 8, d i ein zweites Kriifte-
paar mit entgegengesetzt gleichem Drehmoment, Die Erfillung der drei
Gleichgewichtsbedingungen fir Kriifte in einer Ebene wird nun in Bezug auf
das Stabende aus den Gleichungen @ — I'==0, S—8S=0, Q- 2—8.8=0
klar ersichtlich. '

-

Mit den Schubspannungen tritt nun eine gewisse elastische
Gleitung, mit den Biegungsspannungen Biegung auf und die Gesamt~
forminderung des Stabes setzt sich aus beiden zusammen. Die
erstere ist indes gegeniiber der letzteren in den meisten Fillen der
Anwendung verschwindend klein, lifst sich auch infolge der nicht
gleichmifsigen, verwickelten Verteilung der Schubspannungen fiber
den Stabquerschnitt meist nur sebr umstindlich ermitteln. Es soll
deshalb hier nur die Biegung nach Mafsgabe der Gleichung 3 8. 87
beriicksichtigt werden. Die Biegung sowohl als nach den Glei-
chungen 1 und 2 die Biegungs- und Schubspannungen sind nun von
dem Biegungsmoment der dufseren Krifte M= @-a, bezw. von der
Querkraft @ abhiingig. In folgendem sollen diese mechanischen
Werte fiir verschiedene Angriffsarten der Aufseren Krifte ermittelt
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werden. Beziiglich des Vorzeichens von @ und M wollen wir dabei
fostsetzen, dafs eine Querkraft, welche an einem Stabende links vom
Schnitt nach oben, oder rechts vom Schnitt nach unten wirkt, als
positiv und ein Moment, welches auf ein Stabende links vom Schnitte
rechtsherum drehend, oder rechts vom Schnitte linksherum drehend
wirkl, den Stab also konkav nach oben za biegen strebt, als positiv,
beides im entgegengesetzten Falle als negativ gelten soll.

Es kommen hier u. a. in Betracht alle senkrecht belasteten,
wagerecht gelagerten stabformig geraden Balken.

Hinsichtlich der Art der Unterstiitzung soll dabei unterschieden
werden, ob die das Hfufsere Gleichgewicht gegeniiber den Lasten
herstellenden Stiitzkrifte sich mit Hilfe der rein statischen Gleich-
gewichtsbedingungen fiir starre Korper ermitteln lassen, oder ob hierbei
auch das elastische Verhalten der Balken mit herangezogen werden
mufs, *bezw. ob eine statisch bestimmte oder statisch unbestimmte
Unterstiitzung vorliegt. (Vgl. Keck, Mechanik I, 3. Aufl, 8. 181 u.f)

b) Aufsere Kriifte, Biegungsmomente und Querkriifte stabférmig
gerader Balken mit statisch bestimmter Unterstiitzung.
1. Der einseitig wagerecht eingespannte, am freien
Ende durch eine Einzellast K ergriffene Balken. (Fig.78.)
Das d#ufsere Gleichgewicht gegeniiber der Last K wird hier
durch die Einspannung, d. h. durch die auf das eingespannte Stab-
ende von seiner Umhiillung ausgefibten
Krifte hergestellt. Die Kenntnis der Fig. 8.
letzteren ist fiir die vorliegende Anf-
gabe ohne Bedeutung und kann ibre
Ermittelung daher hier unterbleiben.
Die Querkraft ist fiir alle Stab-
querschnitte von A bis B von gleicher
Grifse
1) O g
Das Biegungsmoment fiir einen
Querschnitt im Abstande @ von B ist
2) M=K x.
Es lifst sich also, weil mit = im linearen Verhiltnis veriinderlich, fir
die verschiedenen Querschnitte durch eine gerade Linie darstellen, deren
Ordinate bei €' gleich Null, bei 4 gleich K-/ ist. Das entstehende

v — —
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Dreieck 4AB¢C nennen wir die Momentenfliche. “Seinen Grifstwert

erreicht das Moment am Einspannungsquerschnitt und ist hier
3) M, = K-l.

9. Der einseitig wagerecht eingespannte Balken mit
einer gleichmifsig iber seine Linge verteilten Last p
fiir die Lingeneinheit. (Fig. 79,

Die Querkraft fir einen Querschnitt im Abstande » vom
freien Ende ist Fig. 79.
1) Q=p-x,
also mit 2 linear verinderlich. .
Das Biegungsmoment in Bezug auf
jenen Querschnitt ist

o i B
2) M=px 5 =35

und wird in seiner Abhingigkeit von der
Lage des Querschnittes durch eine Parabel
ausgedriickt, deren Achse senkrecht ist
und am freien Stabende liegt. Die Momentenfliche ist ein Parabel-
dreieck; der Grofstwert des Momentes ist fir @ =1

- 12
3) : Ml=g_2_"" :

3. Balken auf zwei Stiitzen mit einer Einzellast.
; (Fig. 80.)

Die beiden Stiitzen befinden sich an den Enden des Balkens
bei 4 und B. Die Last P rubt in Abstinden @ und b von den-
selben. Zur Herstellung des dufseren Gleichgewihtes haben die
Stiitzen 4 und B ,Stutzwiderstinde®, d. h. senkrecht aufwirts
gerichtete Krifte A4 und B zu leisten, deren Bestimmung auf Grund
der allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (vergl. Keck, Mechanik
L Teil, 3. Aufl, 8. 117 u. 186) geschehen kann.

Es ergibt sich auf dem Wege der Rechnung

P-b P-a
: A= T und B =_i_- .

Graphisch erhilt man die Stitzwiderstinde A and B aus der
Bedingung, dafs sie mit der Last zusammen ein schligfsandes Kraft-
und Seileck bilden missen (Keck, Mech. I, 3. Aufl. 8. 125). Man
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zieht durch irganﬂ einen Punkt ¢ der Richtungslinie von P die

Seillinien I und I parallel den Polstrahlen / und II, verbindet

deren Schnittpunkte: 4, und B, mit den Stiitzvertikalen und erhilt
o Fig. 80,

el

B

in der Verbindungslinie A4,B, die Schlufsseite JII des Seilecks.
Der ihr parallele Polstrahl I/ schneidet auf P die Statzwider-
stinde 4 und B ab.

. Die Querkraft ist fiir alle Querschnitte zwischen 4 und c
von gleicher Grofse
1) _ l,?--—--=44.r=—1—}2

Fiir Querschnitte rechts von € ist sie gleich der Mittelkraft aus

A und P also
Sie wird geometrisch dnrch den gebrochenen Linienzug 4,,C,,C",B,,
bezw. durch die von demselben eingeschlossone Fliche, die sogen.

Querkraftfliche, dargestellt; links von € ist @ =0, rechts @ <O.
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Das Biegungsmoment in Bezug auf irgend einen Querschnitt
tt zwischen A und € im Abstande » von A ist
>,
2) M,=A-m=1 lb
also im linearen Verhiltnis mit o verinderlich, geometrisch durch
die Ordinaten einer geraden Linie A,’C,' ausgedriickt. Im Quer-
schnitt bei C fiir & = a erreicht

3) M, =

.m’

P-a-b
! g :

seinen Grofstwert und nimmt fiber € hinaus bis B wieder gerad-
linig bis Null ab. Dreieck 4,'B,'C|' ist die Momentenfliche.

Die erhaltene geometrische Darstellung der Verinderlichkeit
des Biegungsmomentes mit der Lage des Querschnittes ist auch im
Seildreieck A4, B,C, bereits” gewonnen. Es ist M=wu-H. " (Vergl.
Keck, Mech. I, 3. Aufl. 8. 121-—123.)

Riickt die Last in die Trigermitte, so wird a=b=—é~ und

e

das grofste Moment
' Pl

4. Der Balken anf zwei Stiitzen mit mehreren
Einzellasten. (Fig. 81,

Wir wollen die Querkraft und Momentenflicke zuniichst
graphisch ermitteln und zeichnen zu diesem Zwecke zu den Lasten
P, bis P ein Krafteck und ein Seileck. In der Verbindungslinie
A, B; der Schnittpunkte 4, und B, der die Lasten einschliefsen-
den Seilecksseiten 7 und IV mit den Stiitzvertikalen wird wieder
. die Schlufslinie ¥ des Seilecks erhalten und der ihr parallele Pol-
strahl schneidet auf dem Kriftezuge 1-4 des Kraftecks die Stiitz-
widerstinde H-1= 4 und 4-5= B ab. Die Entstehung der Quer-
kraftfliicho ist auns der - Fig. ohne weiteres ersichtlich und die
Momentenfliche in dem Seileck A, B,C D E gewonnen. Fiir einan
beliebigen Querschnitt ¢7 ist das Biegungsmoment
1) M=w H.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke F@Z und 0-2-5 folgt
niimlich mit 2-56 =@ :

M=@Q:z=wuH. (Vgl. auch Keck, Mech, I, 3. Aufl, 8. 121—128.)
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Die Verdnderlichkeit des Momentes mit der Entfernung a des
Querschnittes von der Stitze A tritt in der Momentenfliche in sehr
iibersichtlicher Weise hervor. Wir erkennen, dafs das Moment von
Null aus bis zu einem Grofstwert anwichst nnd gegen die Stiitze
* B hin wieder bis auf Null abnimmt. Der Grofstwert von u bezw.

Fig. 81.
L : 2
; N (
l""' T ag > ba —pt
ag | ——— b, »
A by ’AB

punkt einer Last zuzammen und zwar, wig aus der Figur leicht er-
sichtlich, mit derjenigen Last, bei welcher die Querkraft ihr Vorzeichen
wechselt, vom Positiven zum Negativen ibertritt. In dem Sonder-
falle, wenn der Abschnitt « fir zwei benachbarte Eckpunkte gleiche
Grofstwerte zeigt, die zwischenliegende Seilecksseite parallel ist der
Sehlufslinie des Seilecks, ist M zwischen den entsprechenden Lasten

konstant.



IV b. Aufsere Krifte, Biegungsmomente w. s.w. stat. best. Ballen, 97

Auf rechnerisch analytischem Wege ist ein gleich klarer Uber-
blick iiber die Verinderlichkeit des Momentes nicht zu gewinnen.
Dagegen lafst die analytische Behandlung die Einzelwirkungen der
Kriifte und ihre Beitrige zur Bildung des Gesamtmomentes deut-
licher hervortreten. Auch kann sie unter Umstinden, z B. wenn
nur das grofste Biegungsmoment zu .ermitteln ist, schneller zum
Ziele fihren. Sie gestaltet sich wie folgt: Die Momentengleichung
in Bezug auf den Stitzpunkt B als Drehpunkt ergibt den Stitz-
widerstand
2) ) P b, + -Pzz‘bz + Py b,
und aus der Gleichgewichtshedingung ,Summe der Vertikalkrifte
gleich Null* folgt:
2a) B=P +P,+ P,—A.

Die Querkraft nimmt stufenweise von A auf A— 7, A—P,—P,
n. 8. w. ab. '

Das grofste Biegungsmoment findet sich, wie oben erwihnt,
im Angriffsquerschnitt derjenigen Last, bei welcher die Querkraft ibr
Vorzeichen wechselt. Ist also z.B. A—P,>0 und 4—P,— P, <0,
so findet sich das Grofstmoment im Querschnitt der Last 7. Es
ist dort
3) M= A-a,— P, (a,*a,).

Setzt man fir A den weiter oben ermittelten Wert ein und
beachtet, dafs a, + by = a, + by = u.s.w. = [ ist, so 1afst sich obige
Momentengleichung in die Form bringen

3a) n=2ab  Pab, Pab,
{ l l

Fir die Momente in- beliehigen anderen Querschnitten ergeben
gich ihnlich gebildete Ausdriicke, in denen wie in vorstehender
Gleichung der Anteil einer jeden Last am Biegungsmoment durch ein
besonderes Glied ausgedriickt erscheint. Das jeder Last entsprechende
Glied stellt das Moment dar, welches die Last, fir sich allein
wirkend, in dem betreffenden Querschnitte erzeugen wiirde. Die
Einzelwirkungen der Lasten erscheinen also im Gesamtmoment ein-
fach summiert. Wie fiir die Biegungsmomente, so gilt diese
Summierung der Kraftwirkungen auch in Bezug auf die inneren
Spannungen, Forminderungen u. s. w.

Koek, Elnstizititalehra. 7
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Im. Abstande 2 von A bezw. 2, von B wird

4) ;7 A Plazl @) +P2a’. acl+1 t;,

5 Balken auf zwei Stiitzen mit mehreren Einzellasten
- und einerseits iiberkragendem Ende. (Fig. 82.)

Die Ermittélung der Stitzwiderstinde, der Querkraft und
Momente gestaltet sich in diesem Belastungsfalle grundsitzlich nicht
verschieden von dem unter 4 bebandelten. Das Ergebnis aber ist
insofern ein abweichendes, als wir hier zum ersten Male der Er-
scheinung begegnen, dafs das mit der Lage des Querschnitts ver-
anderliche Biegungsmoment in einem bestimmten Querschnitte sein
Vorzeichen wechselt, einerseits desselben positiv und andererseits
negativ ist und dafs dem entsprechend auch Biegungen mit wechseln-
dem Kriimmungssinn entstehen.

Die Schlufslinie 4, B, des zu den Kriften gezeichneten Seil-
ecks nimmt jetzt eine solche Lage ein, dafs sie den Zug der andern
Seilecksseiten in €, schneidet. In diesem Punkte wird der Momenten-
abschnitt « und daher auch das Moment selbst gleich Null, wihrend
beide links von ¢ positiv und rechts negativ sind. Der Krimmungs-
radius der unter der Wirkung der Lasten gebogenen Stabachse
(Biegungslinie) ist nach Seite 87 Gl. 2 im Punkte C

BT E’ !
| a0
die Kriimmung ist hier gleich Null, ¢'ist ein Wendepunkt. (Biegungs-
linie 4'B'F') Im Angriffsquerschnitt einer der Lasten zwischen
A und € sowohl als in B errcicht das Moment M= w-H je einen
absoluten Grofstwert. Die Querkraft @ wechselt in den ent-
sprechenden Punkten D und B ihr Vorzeichen.

Denkt man sich die Stitze 5 nach links oder rechts bewegt,
so wandert der Punkt B, auf der Seilecksseite IV. In irgend
ciner Stitzlage B,' werden die Abschnitte «, und w, und somit
auch die Momenten-Grofstwerte M, = u,- H und My=uwuy-H ein-
ander gleich (Momentenausgleich). :

Verschiebt man die Stitze B soweit nach links, dafs B, mit
E, die Schlufslinie ¥ des Seilecks mit der Richtung der Seite 1
desselben zusammenfillt, so decken sich am Krafteck auch die Pol-
strahlen 7 und ¥, Punkt 5 fillt mit 1 zosammen und der Stiitz-
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Fig, 82.
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widerstand A wird gleich Null, B=4-1 gleich 3 K; der Balken
ruht balanzierend auf der Stilze B. Durch diese ist die Mittel-
kraft 72 aller Lasten gerichtet. Der positive Teil der Momenten-
fliche ist jetzt verschwunden, das Moment und die Kriimmung des
Balkens ist durchweg gleichsinnig, letztere konkav abwiirts gerichtet
(Biegungslinie A" B" F").

Wird die Stiitze B noch weiter nach links verschoben, so ge-
winnt die Mittelkraft R in Bezug auf sie ein rechtsdrehendes
Moment, unter dessen Wirkung der Balken aufkippen miifste, wenn
nicht in 1 ein abwirts gerichteter (negativer) Sttitzwiderstand an-
gebracht wiirde. Am Krafteck nimmt der der Schlufsseite 4, B,"
parallele Polstrahl V' die Lage O-5' ein; die jetzt abwiirts ge-
richtete Strecke H'-1 stellt den negativen Stitzdruck 4" und 4-5'
den entsprechend grofseren Stitzdruck B dar. Im Uebrigen
bleiben die Verhiltnisse ungeindert.

Auf die analytische Behandlung dieses Belastungsfalles, die
sich grundsitzlich von der unter 4 erliuterten nicht unterscheidet,
soll hier nicht eingegangen werden.

-

6. Balken auf zwei Stiitzen mit gleichmifsig vertetlter
Last. (Fig. 83.

Eine gleichmifsig verteilte Last stellt meistens anch das Eigen-
gewicht eines Balkens dar und kann daher als solche mit in die
Berechnung eingefiihrt werden. Hier ‘mdge die Gesamtlast fir die
Lingeneinheit mit p bezeichnet werden.

Die Gesamtlast p-7 verteilt sich auf beide Stiitzen gleich-
mifsig und die Statzdriicke werden daher

[/
1) 1‘“”"—*%- ¥
Die Querkraft fiir einen Schnitt im Abstande @ von A ist
2) .Q,,zA_pa:=p(é_x),

geometrisch dargestellt durch eine gerade Linie A,C)B,, welche

die X-Achse im Abstande a'=% von A schneidet. Je nachdem

mé% st Qe=0
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Das Biegungsmoment fiir einen Schnitt im Abstande « von A ist
3) ﬂL=Am~pm:=pg@—m.

Der geometrische Ausdruck dieser Gleichung ist (nach Keck,
Mechanik I, 3. Aufl. S. 207) eine Parabel, welche die Stiitzweite /

symmetrisch ﬁberspannt.' Fir .r=% erreicht das Moment seinen
Grofstwert

4) : M, ax =p_§"‘-320
Die Differentiation der Gleichung 3 ergibt nimlich
(i)
de  T\2

und die Nullgleichheit des ersten Differenzialquotienten tritt ein

fir :c-==-{. Es sei Qb;igen§ hier besonders darauf hingewiesen, dafs

2
nach Gleichung 2 u.5 Fig. 83.
dM, ; A o N RN e
dz = @ it und o i B
2
dafs daher in Uber- %, ) :

einstimmung mit dem
weiter oben gesagten
mit dem-Durchgange
der Querkraft @,
durch Null der Mo-
mentengrofstwert ein-
tritt, eine Beziehung,
die spiter noch all-
gemein nachgewiesen
werden wird, Setat
man die Gesamtlast
des Balkens pl= P,
80 wird

d.i. halb so grofs, als wenn eine gleich grofse Einzellast in der
Triigermitte angreift, in welchem Falle nach S. 95 G1. 4 das grofste
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Moment gleich {;E wird. Ein Balken kann daher eine doppelt so

grofse Last tragen, wenn sie fiber seine Linge gleichmifig verteilt,
als wenn sie in seiner Mitte vereinigt ist.

Y

7. Balken auf zwei Stiitzen mit mehreren Einzellasten
~und einer gleichmifsig verteilten Last. (Fig 84.)

Die Stiitzwiderstinde 4 und B sowohl alg die Querkraft und
das Moment in irgend einem Querschnitte erscheinen hier nach
dem unter 4 Seite 97 nachgewiesenen Satze von der Summierung
der Wirkungen als Summen der unter 4 und 6 berechneten beziigl.
Werte.

Zur graphlschen Ermittelung der Querkraft- und Momenten-
fliche zeichnen wir zunichst fir die gleichmifsig verteilte Last die
Seillinie 4, ¢, B, und mit gleicher Polweite £ fir die Einzellasten
das Seileck abdes. Durch Zusammenfiigang beider an der Geraden
A, B, entsteht die Gesamtmomentenfliche A, C, B, D, E, F,, welche
die Verdnderlichkeit des Momentes mit der Lage des Querschnittes
und den Grofstwert des Momentes leicht erkennen lifst. Fiir einen .
beliebigen Querschnitt #¢ im Abstande = von A ist
1) M.=w-H,

Die Entstebung der Querkraftfliche ist aus der Flgur ohne
weiteres ersichtlich. Rechnerisch ergibt sich

pl | Pb +Py-0,+ Py b,

2) A= 5 4+ 7 y B=pl+ P+ P+ Py,— A
und fir einen Querschnitt im Abstande @ von A die Querkraft
3) ' Q=4 —pu— P,

Ferner folgt aus der Addition der bezfigl. Werte der Gleichung 4
Seite 98 und der Gleichung 3 Seite 101 das Moment
P f.:l Py-byc Py 6350
.Jr.
R | €
Der Grofstwert M,,,. des Momentes tritt wieder an der Stelle
ein, wo die Querkraft ihr Vorzeichen wechselt. Nur wenn dies
zwischen den Einzellasten erfolgt, lifst sich der Grdfstwert des

Momentes als analytisches Maximum aus der Gleichung %mo

y  Mm=Lre—m+ 7T
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ermitteln, weil nur dann fiir M, beiderseits der Stelle seines Grofst-
wertes das gleiche Gesetz der Abhingigkeit von » besteht und nur

£

dann ‘{;‘: in stetiger Anderung durch Null geht. In den An-

grifispunkten der Einzellasten dndert sich das Gesetz, wie aus der
Momentenfliche deutlich zu erkennen ist. Findet hier der Vor-

zeichenwechsel von @, bezw. df:‘f statt, so geschieht der ‘Durch-

aang durch Null nicht stetig, sondern sprungweise, und der Grofst-
wert von M. ist mit Hilfe

u
I

stimmbar, weil %—M— an betr. Stelle den Wert Null iiberhaupt

nicht annimmt.

Anwendungen.

Beispiel 1: Ein einseitig eingespannter Holzbalken (Fig. 78) von recht-
eckigem Querschuitt und 2,0m=200cm freier Linge trigt am freien Ende
eine Last K==1000%; die grifste Spannung o« am Einspannungsquerschnitt
goll 808t nicht iiberschreiten. Welche Hohe h mufs der Balken erhalten, wenn
seine Breite L—=120cm angenommen wird. Nach Gleichung 3 Seite 84 mufs

K-1 1000 - 200

sein  das erforderliche  Widerstandsmoment W P e e = 2500 .
bh* 20k
Nach der Tabelle Seite 85 ist fiir das Rechteck W= o Bt — =32 h?
und daher J

= W llO_ﬁ 97
oz 'i,u "1 PR 5

=) % ’ 5

Wud verlankt, d.lfa- f'li::‘-' sel, so muls sein W==2500 == b:' = -‘,

ot ) H

gloe Lo
9
und h= |’ 92500 2500 =282em b= % 28 = 185em,

Beispiel 2: Der Balken Beispiel 1 soll aus eivem rouden Stamm ge-
schnitten werden und zwar so, dafs der crforderlichie Durchniesser d miglichst
Hein ausfilll.  Diese Bedingung wird erfiillt, wenn das Verhiiltnis der Breite
b zur Hohe h des Balkens so bestimmt wird, dafs das Widerstandsmoment
W fiir den betreffenden Durchmesser d zu einemi Maximum wird, Zwischen
b und h besteht die Beziehung h*= d* — b* (vergl, Fig. 85) und demnach ist

) he 1y

Wi f—“-.—..-b—(—d-s———: W erscheint also abhiingig von b und wird fir
'b'___. ]

‘L‘ero zn einem Maximum. Die Lisung ergibr :i‘:f ‘_‘__ﬁj_"{ =0 und

-
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el Somit Wi, = =5 i dl)-———‘fa— und, wenn man W, = 2500
= 7+ Som mas =173 f 31—y oo min W, == 251
setat, 9500 = S0y, : Fig. 85.
9.V'3

- W e wm e
== l,-’s: V52500 = 34,9em,
34,0

b-_——rfﬂgo,!em,

darans

V3
h=) 349t — 20,7 = 28 om,

Fiir einen zylindrischen Stamm vom gegebenen
Durchmesser d lifst sich der rechteckige Querschnitt
mit -grifstem Widerstandsmoment in der aus der
Figur ersichtlichen Weise auch leicht geometrisch konstruieren.

Beispiel 3: Ein rechteckiger Holzbalken von oben berechnetem Wider-
standsmoment W= 2500cm' ruhe auf zwei !==4,0m = 400 ¢m yoneinander ent-
fornten Stiitzen (vergl. Fig. 80). Welche Einzellast I vermag er in seiner
Mitte zu tragen, wenn die grofste Spannung ¢ zu 80 8t angenommen wird.
Setzt man in der Gleichung M= W.s (8. 85) gemiils Gleichung 4 8. 95
M=, 1=400, 0==80 und lost fur P auf, so folgt P = 220-04 _ y00pe.

Beispiel 4: Der Balken sei wie in Beispiel 3 gesfitzt und iiber seine
Liinge gleichmifsig mit einer Last von 400 k¢ fir den 1fd. m gleich 4 k& fiir
den Ifd. em belegt. Welche Einzellast P vermag er in seiver Mitte aufserdem
noch zn tragen, weun wieder o==803t angenommen wird, Setzt mun in der
Gleichu.ng M= W-o gemiifs Gleichung 4 8. 94 u. 101

' - . 400 y
=1 %_'=" S+ 3% — 80000 + 100 2
aufserdem W==2500¢m' g-=80at und lést fir P auf, so ergibt sich
2500 - 80 — 80000
) = k
I 100 1200 ke,

Beispiel 5: Ein gufseiserner Balken von _| - formigem Querschnitt ruhe
wie in Beispiel 4 auf zwel Stiitzen in 4,0™ Entfernung und sei wie dort be-
lastet. Die Querschnittsabmessungen sind unter der Bedingung zu ermitteln,
dafs die grofste Druckspannung o, nicht mehr als 900st und die grifste Zug-
spannung o, nicht mehr gls 300at betrage.*

Fig. 86
Bei der gewiihlten Art der Unterstiitzung und der &
Querschnittsanordnung (vergl. Fig. 86) tritt die grofste ey .!’:_ -
Druckspannung a, in der Oberkante der semkrechten f ' i

Rippe, des sog. Steges, die grifste Zugspannung o, ]
in der Unterkante der wagerechten Rippe, des sog. ) SR
Flansches ein. Sind e, und e, die ifiufsersten Faser- €2
abstinde von der wagerechten Schwerpunktsachse des
Querschnittes, J das Triigheitsmoment in Bezug auf

dieselbe, so ist W, = W,m% (vergl. 8. 84) und M= W,a,=W,.a,.
1

PR
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Nach Beispiel 4 ist M= 80000 -+ 100 P~ 80000 100-1200 =200 000 m /g,

Fir ,= 9008t und 7,= 3008t wird W, = 2= 223 cu® und W= — 667 o
und ferner A OPER T l ;
Ws 0.8
Aus der Tahaiie Seite 85 ergibt sich
1) W, =223= (by b 40, b (b Iy +byhy) + 8 by by byhy (B -+ hy)?
6 (b A2+ b,k @ h, iy
2 and Taan L helet o b A (2 il By)
' W, 8 bR byhy Ol hy)’
Der Querschnitt ist darch vier Abmessungen by, by, by, h; bestimmt.
Durch obige beiden Gleichungen sind erst zwei derselben festgelegt, die anderen

beiden kionnen dem jeweiligen Zwecke entsprechend beliebig angenommen

werden. Es moge hier b,=h, und h,=% gewiihlt werden. Damit wird
nach Gleichung 2, b,=-’l‘6 und nach Gleichung 1, :
h,=18,0em b= i(l]= 1paem b, =h = 18,p¢em B,z%‘—=h,u em,

In den unter 1—5 behandelten Beispielen ist die Tragfahigkeit
der betreffenden Balken nur in denjenigen Querschnitten voll, d. h.
bis zn der zulissigen hochsten Spannung ¢ ausgenutzt, in welchen
das Biegungsmoment seinen Grofstwert aufweist, also in Beispiel

1 u. 2 im Einspannungsquerschnitt, in Beispiel 3—5 in der Balken-
mitte. In allen fibrigen Querschnitten ist die Spannung a=-;%
dem kleineren Biegungsmoment A entsprechend kleiner, das Material
nicht vollig ausgenutzt.

Um in allen Querschnitten eine gleichmafsige Ausnutzung des
Materials bis zur zuldssigen Hochstspannung o herbeizafithren, miissen

die Querschnittsabmessungen mit dem Biegungsmomente sich so

indern, dafs der Quotient ‘::
also constant bleibt. Jede dieser Bedingung entsprechende Balken-
oder Stabform nennt man eifie ,Form von,fiberall gleichem
Widerstande* oder ,gleicher Sicherheit®.

Bsiupial 6: Fiir den Balken in Beispiel 1 sollen Formen von gleichem
Widerstande ermittelt werden,

Im Abstande 2 vom freien Ende ist das Biegungsmoment M=K x
(Fig. 87), das Widerstandsmoment fiir den recht- Fig. 87.

eckigen Querschnitt W= ?Z? , worin b und A im all-
f:

stets gleich der zulissigen Spannung o,

gemeinen mit z veriinderlich sind. Es mufs also sein

M h- Kz y | PR
h) el ¥ g 1




IVb., Aufsere Kvifte, Biegungsmomente w. s, w. stat, best. Balken. 107

Danach lassen sich Formen von gleichem Widerstande in der Hauptsache
nach drei Gesichtspunkten entwickeln, nimlich:

1. Man legt der Breite des Balkens ein bestimmtes Mals & bei. Dann
ergibt sich nach Gl 1 seine Hohe
. 6K x
2,) h= = ol
Sie steht also zu z in parabolischer Al-
hiingigkeit (vergl Fig. 88). Mit K= 1000 k&,
b=20em  g=808 wird h=V3mx
Der Balken wird im Aufrifs (Seitenanuicht)
durch eine Parabel begrenzt, Tangierende
Ebenen in € und D schneiden die Vertikal-
ebene bei Bin K und F und der abgestumpfte
Keil ¢DFE umschliofst die parabolische
Form. Er stellt eine annithernde, praktisch leicht herzustellende Form von
gleicher Sicherheit dar. Dem Korperinhalte nach ist die parabolische Form
gleich zwei Drittel, die Keilform gleich drei Viertel des prismatischen Balkens
in Beispiel 1.

2. Man wiihlt fir die Hiohe des Balkens ein bestimmtes Mals k. Dalm
wird nach Gl 1, die Breite desselben Fig. 89.
3,) a5, 6 K-z
! a-h’
Sie ist also nach linearam Gesetz von @ abhiingig.

Fitr h =230 wird b""fgf und fiir 2=10, b=0;

fir 2=1=2000m, b=%°2i'-= 16s1em, Der
Balken wird allseitiz von Ebenen begrenzt und
erhilt im Grundrifs Keilform (vergl. Fig. 89),
wobei indes zu bemerken ist, dafs der End-
querschnitt wegen des unm:tt.elbaren Kraft-
angriffes nicht Null sein darf, sondern in W:rkhchkeit eine gewiue Breite er-
halten mufs.

3. Man verlangt, dafs alle Querschnitte des Balkens einander iihnlich
gind, Héhe h und Breite b desselben ein bestimmtes Verhiiltnis %—:n
aufweisen. Setzt man dann in GL 1, einmal h=>0-n und ecin anderes Mal

b= }: , 80 wird im ersten Falle

. 3
4) b= B‘f’;f und im zweiten
3
&) T 6-nK-x .

o
Sowohl h als b hingen nach sog. kubisch-parabolischem Gesetze von @
ab, Trigt man die fir jeden Querschnitt sich ergebenden ‘Breiten und Hohen
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im Grundrifs und Aufrifs dof, so ergeben sich als Begrenzungslinien des Balkens
sog. kubische Parabeln (vergl. Fig. 90). Legt ‘man in den vier Seiten des
Einspannungsquerschnittes wieder jo eine Fig. 90.
tangierende Ebene an die parabolisch ge- '

kritmmte Begrenzungsfliche, so umschliefsen e i

diese Ebenen die parabolische Form und es
lifst sich nachweisen, dafs der Endquerschnitt
der entstehenden abgestumpften Pyramide
in Hohe und Breite gleich zwei Drittel des
Einspannungsquerschnittes ist.

Fir K=1000kg, o=80%, o=

o) e

wird i,
b=V 833z,

a
h=]f|l2,a.-x.

Beispiel 7: Eiue zweifach gestiitzte, nur auf Biegung beanspruchte Achse
triigt in symmetrischer Anordnung zwei Lasten von je 50000 k. Die Ent-
fernung der Lagermitten ist gleich 4,0m, der Lasten gleich 2,0m. Die grilste
Spannung soll in allen kreisformig gedachten Querschunitten der Achse 800 st
betragen. Die Form der Achse ist zu bestimmen (Fig. 91).

Fig. 91.
Ao lo M
l4-1,o'ﬂ»4—2,o"‘——p+
w w

JMilte

A- ] 50000Ky.
;F

e SN

Pz" FJWOO K g.

Die bei A. und B wirkenden Lagerkriifte sind je gleich 50000kg. Im
Abstande @ von A, ‘bezw. B wirkt ein Biegungsmoment M, == 50000 . Der

20M



IVb. Aufsere Krifte, Biequngsmomente u, s. w. stat. best. Balken. 109

]
mit @ veriinderliche Halbmesser der Achse sei . Dann ist Wi =F—ff— ; also
nach der Gleichung a_—--f;-

[ ) a .
800=%ﬂm ud y=V 1902
Y
1Y
zwischen A u. ¢ und B u, D, bezw. von =0 bis z=100em ist die Form
gleicher Sicherheit ein kubisch-parabolischer Umdrehungskorper. Bei z==100cm
ist y=20em,

Fiir die Querschnitte zwischen € und D, von == 100¢m bis 2 — 300 em
bilden die &ufseren Kriifto ein Kriftepaar von konstantem Biegungsmoment.
Der oben fiir =100 em berechnete Halbmesser y==20em bleibt also zwischen
den Lasten unveriindert. Die punktierte Linie Fig. 91 stellt die ideelle Form
der Achse dar, die von der wirklich auszufiihrenden umschlossen wird.

Beispiel 8: Ein Balken von rechtockigem Querschnitt, auf zwei End-
stitzen ruhend, triigt bei einer Stiitzweite 7 eine gleichmiifsig vertoilte Last q
f.d. 1fd, m. Seine Form soll so bestimmt werden, dafs die Randspannung in

allen Querschnitten gleich o ist. Nach Gleich. 8 S, 101 ist M,=1§’— (—a).
1
Ferner ist W= E-g'— und daher
M, 3.qz(—az)

b el v
Aus dieser allgemeinen Gleichung lifst sich, jo nachdem fir die Breite b
oder die Hohe /& des Balkens ein bestimntos Mafs, oder zwischen beiden ein

bestimmtes Verhiiltnis n= -:’—'- angenommen wird, die Form des Balkens leicht

ableiten,
In iihnlicher Weise wie in Beispiel 6 erhiilt man fiir die als mit = vor-
inderlich gedachte Breite und Hohe der Querschnitte folgende Beziehungen :

1. Bei konstantem b h=]/11%1';52,
‘o

l—ua)

)
a

dqul
2. " " h b=— "h'i
y—

§ —
3. Fiir -ﬁ- =n h= 3_“‘]’__-"-'_@:_“& b= iqf_!zli} "
b o 2 o n?

Fiir ¢=80st (Balken aus Holz), I==1500em, g=7500% f. d.1fd. m
= 5 ke f. d. Ifd. em wird bei
1500 -2 —3 x?
=2 Ay 21200 2—32;
bh=20cm, ]/ 390

500 & — a*
h=30em, }= 1B

h : 15002 — 3 x* h
e My __]; Wl
n—-b-h-_, h= STy, b._2.
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In der Trigermifte fir #=250cm, mit b==20 wird h=24,20m und
mit h=230, b=13, mit n=2, h=28pem, h=14,30m,

Beispiel 9: In manchen Fiillen ist die Herstellung genauer Formen von
gleicher Sicherheit nicht angiingig und man mufs sich mit einer gewissen
Annitherung an dieselben begniigen, Beispielweise werden schmiedeeiserne
Balken hiiufig aus einzelnen Stiiben zusammengenietet, welche durch Walzung
hergestellt stets prismatische Form haben. Der Querschnitt des so gebildeten
pgenieteten Triigers' oder ,,Blechbalkens* lifst sich daher nicht allmiihlich,
sondern nur stufenweise dindern.

In Folgendem soll fiir einen aunf zwei Endstiitzen ruhenden Blechbalken
von 10 m Stiitzweite (Fig. 92), der eine gleichmiilsig verteilte Last ¢= 5000k
f.d 1fd. m = 50% f. d, Ifd. em triigt, eine anniihernde Form von gleicher
Sicherheit ermittelt und dabei die zuliissige Spannung o= 1000 st angenommen

\\ /
\

e -
~
S /

.-"

werden, Der Querschnitt des Balkens soll nach Fig. 23 8. 20 gebildet
und hy==80em, Dh=20em 6 PBy=|1T7em  ph==8em, ph=]em d=2cm
angenommen werden. Bei Wahl gleichschenkliger Winkeleisen ist dann
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hy—80—2.8=64dem und h,=80—2.1=73¢em. Nach Gleichung 21
8. 20 ist das Trigheitsmoment des nur auns dem der vertikalen Blechplatte
(,,Stehblech*) und den wier Winkeleisen bestehenden Profiles

:[|7—2-2}80‘—(l’!—3-2-2) 783 —(3—1)-648

J, D) = 91167 em!
- rin ) Ly e
umi W"_-h:;‘_ﬁ H*m——j-gsocm &
Fiir den ganzen Querschnitt ist nach Gl. 24 8. 20
T=J, 4 Fy -'L;}'ﬂ und ‘demnach
J J, Jy, h L 5, =,
Wes i = 3o Fig b= g 32+ Fe =Wy 5+ Fieho.
i f! !'l b
Mit obigen Werten fiir W, und I, wird
9
1) w=12200 180Ky .

Bezeichnen wir die noch zu bestimmende Stirke der Kopfplatte mit &,

80 wird h=h, +28=80+2s und Fp=(20—2-2).s=16-8, also
182400 -
=80128
Fiir einon Querschnitt im Abstande z von der Stiitze A ist

2,) w + 1280 5.

3,) o, =120 95, (1000 2 — 2) emug

und fiir die Trigermitte, == 500 ¢m, ist das grofste Biegungsmoment
__ql* _ 50-1000*

M", = T = —-—8-*-— == 6250 000 "".!hg.

Das erfordert ein grofstes Widerstandsmoment

Mpor 6250000
o e S A

und es ergibt sich, wenn man diesen Wert in GL 2, einsetzt, daraus eine
Stiirke der Kopfplatte s =3, cm. Diese oben und unten auf die Winkeleisen
zu nietende Kopfplatte pflegt man, wenn ihre Stirke s ein gewisses Mals
(1,0-=1, om) fiberschreitet, nicht einteilig, sondern aus mehreren fibereinander
gelegten Platten — sog. Lamellen — herzustellen. Dadurch, dafs man diese
nicht alle iber die ganze Balkenlinge erstreckt, sondern nur insoweit, als das
Biegungsmoment M, es orfordert, kommt eine annihernde Form gleicher
Sicherheit zustande, welche naturgemiifs um so genauer ausfillt, je diinner die
Einzelplatten gewithlt werden:

Im vorlisgenden Falle moge die Kopfplatte aus drei Lamellen bestehend

= (250 em?

angenommen werden, so dafs jede derselben ecine Stirke von '3%=1,1w

Stiirke erhilt und eine Abstufung der Gesamtstirke der Kopfplatte von 3,5 em
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auf 22 em . laem und 0 em ermiglicht wird, Dem entsprechen nach Gl. 2,
Widerstandsmomente

182400 el ot
W, = R 41280+ 2,0 =4977em?,
- 182400 A - '
W, = 80F2-1, + 1280 1,1 = 362%em* und W, = 2280em"’,

Das in beliebigem Abstande @ von der Stiitze A herrschende Biegungs-
moment M, erfordert ein Widerstandsmoment
M
1) W‘=-Jﬂ" =4T 7 _2) (vergl. GL 3,),

2a

das also, wie M, zn & in parabolischer Abhiingigkeit steht. Gl 4, ist die
Gleichung einer Parabel und die von derselben nund der zugehbrigen Schne
gleich der Balkenliinge ! umschlossene Parabelfliche wollen wir die W - Fliiche
nennen (Fig. 92).

List man Gl 4, fir @ auf, so folgt

* W20

) r= % = F' f-t_ + ol pEy 500 4 V250 000 4 40 W, .

Setzt man in Gl 5, der Reihe nach W,=W, = 2280, W,=W, =3627,
W,=W,=4977, so erhiilt man die Entfernungen x,, x,, @, u.s. w. von der
Stiitze A, in welcher die stufenweise Verstirkung der Kopfplatte von s =10
auf §=1,em  29cm und 8,3 cm zu erfolgen hat. Es ergeben sich fiir dieselben
folgende Wertpaare:

102 em 176 em 274 om
R Lt O S | TP

Die Stufenlinie (Fig 92) stellt die in den einzelnen Querschnitten vor-
handenen Widerstandsmomente dar; sie nmschliefst die Parabel der erforder-
lichen. Zun bemerken bleibt dabei noch; dafs die einzeluen Lamellen heiderseits
um so viel fiber die Querschnitte ¢,, ¢, und ¢, hinaus weiter zn fihren sind,
dafs sie in denselben bereits einen ihrem Reinquerschnitte cntsprechenden
Nietanschlufs gefunden bhaben, dessen Berechnung nach Anleitung des auf
Seite 75 . . gesagten zu geschehen hat,

&y =

Beispiel 10: Die Belastung des Balkens in Beispiel 9 bestehe aus den
ans Fig. 93 ersichtlichen Einzellasten, und die Momentenfliche sei anf
graphischem Wege mit Hilfe eines Kraft- und Seilecks ermittelt. Dann ist

. I
My=u, - H= W, .0 und W,= u,. 5 :

Danach lassen sich die Ordinaten W, der .W- Fliiche aus den Ordinaten
w, der Momentenfliiche leicht berechnen oder durch - Zeichnung ermitteln.
Letzteres ist in Fig. 93 (anniihernd mafsstiiblich) geschehen. Um keine unbe-
quem grofsen Ordinaten W, zn erhalten, kann man diese in #fach verkleinertem

Lingenmafsstabe auftragen und erhilt dann W, =u,- n—i' In Fig. 93 ist
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# 5= 10 angenommen. Wiihrend die Liingen im Mafsstabe 1: 100 gemessen sind,
milssen daher die Ordinaten 1V, im Mafsstabe 1:1000 abgegriffen werden.
Die Konstruktion von W, fiir den Querschuitt ¢4 ist aus der Figur ersichtlich.
Es wurde A, F=H=25000ks, A G=10-a==10000% gemacht und durch ¢
eine Parallele zu A, B, gezogen bis zum Schnitt J mit der Senkrechten durch &
ferner von A, aus eine Gerade durch o bis zum Schnitt K mit der Senkrechten
durch F' und endlich durch K eine Parallele zu A, B, bis zum Schnitt L mit

Fig. 93.

Flache

der Senkrechten durch ¢!, Esist dann F K== ML= W,. In gleicher Weise
werden die Eckpunkte O und N der polygonalen W-Linie gefunden. lie
umschliefsende punktierte Stufenlinie stellt wieder dio im herzustellenden Triger
wirklieh vorhandenen Widerstandsmomente dar und lifst erkennen, in welcher
Orstreckung die einzelnen Lamellen anzubringen sind.

Keck, Elnstizititslehre. . 8

Py
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¢) Allgemeine Beziehungen zwischen der Biegungslinie
_ und der Momentenfliche.

" Es sei AB (Fig. 94) ein beliebiger Teil der Achse eines Stabes;
er weiche nur wenig von der (wagerecht gedachten) .\'-Richtung
ab und habe eine Lilnge /7, die demnach mit
ihrer wagerechten Projektion gleich gesetzt
werden kann. Wird der Stab bei A einge-
spannt gedacht und wirkt nur an dem Teilchen
PQ=dz ein Moment, so krimmt sich- P " |

“nach dem Halbmesser o und einem Centriwinkel !

de _Md-r (vergl. GI. 2 8. 87). Um

da=—

o EJ
diesen Winkel neigt sich dann das noch gerade -
bleibende Stiick 2 B gegen A B, und der Punkt B verschiebt sich um

BB =df=ada= ‘-‘—33 ay
Wcldan alle Teile des Stabes gebogen, so wird die Biegungslinie
am freien Ende von der an der Einspannungsstelle A4 gezogenen
Tangente um einen Winkel

S Nt AN RN FE - .

abweichen, und der Abstand des frelen Endes von der Tangente
wird betragen

2)

"Madx

i
Diese Abweichung kann, wegen der geringen anfinglichen und
nachherigen Neigung des Stabes gegen die .\-Richtung, recht--
winklig zu @ oder auch rechtwinklig zur Tangente gemessen werden.
Bei der Benutzung der Gl. 2 ist jedoch zu beachten, dafs der Ab-
stand @ eines Punktes der Biegungslinie nicht von A, sondern von
demjenigen Punkte aus gerechnet werden mufs, dessen Verschiebung
man ermitteln will.

Ist der Stab von fiberall gleichem Querschnitte, ist
daher EJ unverinderlich, so wird einfacher

EJo=fMdx und EJf=[ Mzda.
Denkt man sich das verinderliche Moment M rechtwinklig zu einer
mit der A=Richtung parallelen Achse aufgetragen (Fig.94), so ist Mda
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ein Flichenstreifen dieser Momentenfliche und Mada = Mda-a das
statische Moment desselben, bezogen auf eine Senkrechte durch B.
Nennt man daher die ganze Momentenfliche ¥ und den Abstand
ihres Schwerpunktes von der genannten Senkrechten &, so “dafs
Fy-§ das statische Moment der Momentenfliche, so wird einfach
3) EJa=Fy wd EJf=Fy.§ ‘
(wobei wiederum zu bemerken, dafs & von der Stelle zu messen ist,
deren Verschiebung man sucht). Da hiernach f=a&, so schneidet
die bei C (Fig. 94) gezogene Tangente die an 4 gezogene Berfihrende
im Abstande & von C.

Auf Grund dieser Beziehungen zwischen der Momentenfliche
und der Biegungslinie lifst sich, wenn erstere bekannt, letztere wie
folgt leicht durch Zeichnung bestimmen: A, B,C (Fig. 95) sei die
hier p?sitiv angenommene Momentenfliche eines Stabes 4 B. Dann

Fig. 95..

ist bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen und wenn man
die Biegungslinie auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz bezieht, dessen
AX'-Achse mit der ungekriimmten Stabachse 4 B (Nullpunkt in B)
zusammenfillt, fir irgend einen Punkt (2y) der Biegungslinie

4) Y= ';E oder, wenn die Momenten=-

fliiche auf graphischem Wego durch Zeichnung eines Seileckes mit
der Polweite /7 gewonnen wurde

' H-F..§
4a) y=—"2

S't
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Sieht man nun die Momentenfliche als Belastung des Sthibes
an und zeichnet zu ihr mit einer Polweite X7, eine Seillinie, und
zwar so, dafs der Polstrahl 7 eine wagerechte Lage erhilt und die
Seillinie in 4 beginnt, die dem Polstrahl I entsprechende Tangente
der Seillinie in A also mit der .X'-Achse zusammenfillt, so wird
Fi+E=wu-H, und nach Gl. 4a

b) A MY
SR T T SR

Wihlt man EJ;—"{ als Lingeneinheit fir die Ordinaten y der

Biegungslinie, so wird y =, d. b. die Seillinie 4G ist zugleich
die Biegungslinie, wobei ihre Ordinaten y gegentiber den Abscissen

JE
n o HH, —77 facher Vergrdfserung erscheinen.

d) Biegungslinie fiir Balken mit statisch bestimmter Unterstiitzung.

1. Der einseitig eingespannte prismatische Stab
oder Balken. (Fig. 96.)

Der prismatische Stab oder Balken sei einseitig unwandelbar
eingespannt, und zwar, um der Untersuchung eine tunlichst allge-
‘meine Giltigkeit zu geben, nicht vollig wagerecht, sondern mit einer
kleinen Neigung @; auch werde
aus gleichem Grunde neben einer
Einzellast K am freien Ende,
eine gleichmifsig verteilte Last
p fir die Lingeneinheit ange-
nommen. '

Die Biegungslinie werde
auf ein rechtwinkliges Achsen-
kreuz bezogen, dessen Lage aus
Fig. 96 ersichtlich ist. Die
Neigung @ der ungebogenep
Stdbachse sei so gering und die antsteher‘nde Biegung so klein, dafs
die wagerecht gemessenen Liingen / und 2 gleich den entsprechenden

Lingen in der Richtung der gebogenen Stabachse gesetzt werden
kdnnen.

Fig. 96.

HELATHET

gy

||"‘]1|

LTy



VId. Biegungslinien far Balken mit stat, begt, Unterstitzung. 117

Fir einen Punkt P(z.y) der Bie
moment ’

1) WL oy R +3“‘2‘\“_

Dieses Moment ist, da es ersichtlich eine konkave Biegnné in der
Richtung der positiven ¥-Achse erzeugt, mit positiven Vorzeichen
in die Grundgleichung der Biegungslinie 8y (vergl. Gl 3

— =
8. 87) einzusetzen. Daraus folgt e
d’y

L ]
L p(l—a)?
T K(l—z) + T T
und durch Integration

dy a? ) e
3) RESY = K(la! = --24) + %(z%- la? + %) +C.

Im Einspannungsquerschnitt fiir @ = 0 ist g—'z = tgw und in Rick-
@

gungslinie ist das Biegungs-

2) JE

sicht auf die vorausgesetzte Kleinheit von w auch ? =@, Mithin
&

(=J-E-w. Am freien Ende fir 2 =1 wird nach GL 3
dy Ki? 13
) st = g tigp+e
Die abermalige Integration der Gl 3 ergibt
S 32 3 4

Fir 2=0 ist y=0, also C=0,

Gleichung 5 ist die Gleichung der Biegungslinie des Stabes
fir den vorliegenden Belastungsfall.

Fir @ =1 wird y = f, gleich der Senkung oder Durchbiegung
des freien Endes B. Es ist ,

: K pl!
6) : f=§-J—E+ E—J—E-*" wl,

In den Gleichungen 1—6 treten die Wirkungen der Einzel-
last K und der verteilten Last p und in den Gleichungén 4 —6
auch der Einflufs der Neigung « des ungebogenen Stabes vollig
unabhiingig voneinander als Summanden auf.. Verschwindet eine der
Ursachen (K, p und @), so verschwindet auch der ihre Wirkung
ausdriickende Summand. Ist der Stab wagerecht eingespannt (w = 0)
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und nur mit K belastet (p = 0), so ergibt sich aus GI. 4 u. 6 seine
Neigung und seine Senkung am freien Ende zu

Ki* K
L/ chai 7y B LSt B 5
und nach Gl 5 die Gleichung seiner Biegungslinien

Kx? @
% v=378 (%)
Ist der Stab nur gleichmifsig mit p belastet und ist K= 0, so wird
(}. L I’zz d f-_ IJJ' d
H ) a= BT}E un = 8‘—“_JE un
N LY 2

10) V=557 (62— 4lx 4 x?),

2. Der prismatische Balken auf zwei Stiitzen mit
einer Einzellast. '

Liegt die Last in der Trigermitte (Fig. 97), so ist die Biegungs-
linie symmetrisch und ihre Tangente in der Mitte bei ¢ wagerecht.
Fiir die Spannungen und Forminderungen, hier insbesondere fiir die
Biegung ist es ersichtlich einerlei, durch welche Mittel die wagerechte
Richtung bei €' erzwungen wird; Fig, 97
ob durch den Zusammenhang i
der einen Trigerhilfte mit der
andern, oder durch feste Ein- gk~
spannung. Denkt man sich daher
den Anfangspunkt des Achsen-
kreuzes bei wagerechter Y-

Achse nach ¢ verlegt, so lifst
sich die Biegung beider Trigerhilften ohne woiteres auf GI. 7 u. 8

zuriickfihren, Die am freien Ende bei A und B wirkende Einzel-
kraft ist hier gleich -;:. Vertauscht man daber in jenen Gleichungen

v ayAB

P

K mit § und 7 mit L, o folgt

: PO PO
i a=1¢78 |~ 18IE
und die Gleichung der Biegungslinien

Pax?
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Liegt die Last P dagegen nicht in der Mitte (Fig. 98), so
gestaltet' sich die Ermittelung der dann unsymmetrischen Biegungs-
linie etwas umstindlicher.

An der Stelle des Lastangriffs bei ¢ sei die Durchbiegung
gleich 7, die Neigung der Biegungslinie . Denken wir uns den

Fig. 98.

e PR £ _-.)14._- el

e+ 5 e 4 e 4 g

e e s

* Balken nach eingetretener Krimmung bei ' nach Richtung und
Lage festgehalten und die Auflager 4 und B beseitigt, so wiirde
die Krimmung verschwinden und die gerade Stabachse sich in die
Richtung der Tangente D F mit der Neigung @ gegen dic Wagerechte
einstellen. Der Punkt A gelangt dabei nach D und der Punkt B
nach # und es wiirde sein AD =f+aw und, BE=f—bow.

Bringt man nun die Endstitzen und mit ihnen die Stiitzkrifte
A und B wieder an, so mufs der Stab seine gebogene Form wieder
annehmen, die Stiitzkraft .1 also eine Biegung aufwirts um A4 .D
und die Kraft B eine solche um BE herbeifihren. Nach Gl 7
S. 118 mufs daher sein

: A-a? S __ B:b®
J‘I)=‘,+w'ff—m’ 'I.ln"l }3'.JT'f—'w’b—m.
Lost man beide Gleichungen fiir die Unbekannten 7 und @ und setat

Pl 2.
A= -i-'- und B=!’—“’, so folgt
A _ P.a'p? Pab(a—Db)
4 Yo Ty U s ey
Fiir a =0= L (vergl G1. 11) und w = 0.

I)
g Vil J=TE
“Ist aber nicht « = b, etwa, wie hier angenommen werden mdge,
a > b, so stellt das in Gl. 13 berechnete / nicht die grofste Durch-
biegung dar, “Giese ist vielmehr zwischen ¢' und der Trigermitte zu
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suchen und zu diesem Zwecke die Gleichung der Biegungslinie
aufzustellen. Legt man derselben das aus der Fig. 98 ersichtliche
Achsenkreuz zu Grunde, so ist fir einen Punkt P (xzy) der Biegungs-
linie das Biegungsmoment M= A.z. Es erzeugt eine Biegung
konkav nach der negativen Y-Richtung und ist daher negativ in
die Grundglelchung der Biegungslinie einzafihren. Es wird

w 32 PR
Jlsfi—;—t;= -Ax.  Die erstmalige Integration liefert
. i A, 3
radb o s a

also C=J.F.w+ A; und demnach J’E‘Mr - [u?-——.’! Nt w- .U'
Die nachmalige Integration ergibt

4 g\
JE-y-—-a:g ag.r—ﬁ!-) +wJE-x -|—(,:] ;

2
Fir 2=0 ist y=0, also ¢, = 0. Setzt man aufserdem A4 = %—h.
80 wird 1"_6%7 (a®*+2ab—a?) die Gleichung der Biegungs-
linie, welche mit a =7—15 die Form annlmmt
Pb-x
— A
14) V=gV —2).

In dieser Gleichung kommen b und 2 vollig gleichartig vor,
konnen also nach Belieben vertauscht werden, ohne dafs dadurch y
sich éindert. Verlegt man daher die Last von ¢ nach P, so tritt
in ' die in Gleichung 14 berechnete Durchbiegung ein.

Gleichung 14 gilt indes nur fir das Stiick A € der Biegungslinie,
wihrend fir B eine besondere Gleichung aufzustellen sein wiirde
(deren man aber bei Bestimmung der stirksten Durchbiegung nicht
bedarf). Nach Fig. 80 8. 94 wird ndmlich das Biegangsmoment
durch eine gebrochene Linie A C'B dargestellt; die Stetigkeit der
Momentenfunktion erleidet bei € eine Unterbrechung und die Inte-
gration kann daher nicht ohne weiteres fiber ¢ hinaus erstreckt
werden. Es wiirde vielmehr fir B eine andere Momentengleichung
-anfzustellen und die Integration wie oben zu wiederholen sein. Jede
Einzellast an einem Stabe bedingt eine Stetigkeitsunterbrechung der
Biegungslinie an der betreflenden Stelle, so dafs bei mehreren Einzel-
lasten fir jede Seite der dann polygonal begrenzten Momentenfliche
cine besondere Gleichung der Biegungslinie zur Geltung kommt.
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Zwei solcher Stiicke der letzteren haben aber an der Ubergangsstelle
nicht nur gemeinsame Neigung ?. sondern auch (weil an der Stelle
nur ein bestimmtes ngnngsmoment. in Frage kommt), gemeinsame
Kriimmung - g

In Gleichung 14 erreicht y seinen Grofstwert far

15) x, ._} 3 (12 =19 und zwar ist

. o) S y
lb) ”mu.r = J_Il"1, (f b ) /ﬂ'

Fiir b= ; wird

F1% " wie tn GL 11 8. 118

48.1 &
Rilckt nun die Last nach rechts, so dafs & allmiihlich kleiner wird,

8o wichst », (Gl. 15), die Stelle der-grdfsten Durchbiegung riickt

ebenfalls nach rechts, aber erheblich weniger als die Last. Wenn

diese das rechtsseitige Auflager erreicht hat, » =0 geworden ist,

17] 4 Ymaz=

/
ist ar1=l-'V-;- =577 /. Die Stelle der stirksten Durchbiegung

liegt daher immer nur wenig, hochstens 0,077 / = ca. '/ia I von der
Balkenmitte entfernt und kann daher nur wenig grofser sein als die

Durchbiegung v, fir « =-l§ welche man nach Gl. 14 erhilt zu

Pr-b
Yw= oo BV —40).
Der Wert y,, ist zwar nur ein Anniherungswert an den Grofst-
wert ¥,... der Durchbiegung, er weicht von dieser aber nur sehr wenig
ab und bietet den Vorteil einfacherer Ermittelung namentlich auch
in dem Falle, wenn mehrere Einzellasten auf den Stab wirken. Die
von diesen einzeln in der Balkenmitte erzengten Durchbiegungen
summieren sich dann einfach, wihrend die von den einzelnen Lasten
hervorgebrachten grofsten Durchbiegungen sich nicht an derselben
Stelle des Balkens befinden und daher auch nicht summieren lassen.
Die genaue Ermittelung der durch mehrere Einzellasten erzeugten
grofsten Durchbiegung aus der Biegungslinie gestaltet sich aber
wegen der oben erdrterten Unstetigkeit der letzteren sehr umstindlich

und man kann in den meisten Fillen der Anwendung um so eher von
3 L]

18)
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ihr absehen, als die genaue Kenntnis der Durchbiegung in der Mitte
" gleiche Dienste leistet.

Wie geringfigig der Unterschied zwischen y,, und Yma. (Gl 16 u. 18)
ausfiillt, mboge aus folgendem Beispiel entnommen werden: Ein 4 em dicker
Rundeisenstab von der Stiitzweite =200 cm jst im Abstande b==>50cm von
der ecinen Stittze mit P == 200%g belastet. Dabei liegt die grofste Durch-
biegung um @,==111,scm von der andern Stiitze, bezw. 11,5¢m von der Stabmitte
und botrigt Ymee== 0013 em, wihrend in der Stabmitte y, = 0me om,
d. i. nur um ca, 1,0%0 verschieden ist.

8. Der prismatische Balken auf zwei Endstiitzen mit
einer Einzellast 7 in der Mitte und einer verteilten
Last p fir die Lingeneinheit.

Wir bezichen die Biegungslinie auf das aus Fig. 99 ersichtliche
Achsenkreuz mit dem Anfangspunkte in A,.
Fig. 99.

Y

’ ]
Der Stitzdruck in 4 und B is€ A= B= % + %ﬁ und das

2
Biegungsmoment far einen Punkt P (2, v) JI,,"—";I.?.'---E;—. Dieges

erzeugt eine Biegung konkav aufwiirts nach der negativen Y- Richtung
hin und ist daher negativ in die Grundgleachnng der Biegungslinie
einzufihren. Es ist daher

5?
fI'.m = —Ar+ B—- und die erstmalige Integration

2 3 =
ergibt JESY o AT L P2 10
dw 2
fir = ¥ ist L S5 0, (wegen der Symmetrie der Belastung

2 da
: o AB ol
und der Biegungslinie); daher (= "~ — "= und somit

8 48
¢ Y _ Ay 4 .___ 8 8o®
19) JE A 8»(5'-‘ 4.7 (23 —8a?),
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Die nochmalige Integration fihrt zu
, A ad
20 JEy=7% (!’w—ig,—”-)-—%(l’w%%') + .
Fir =0 ist y =0, folglich ¢, = 0.
P4 pl .
In Gl 19 u. 20 den Wert 4 == "2° eingesetat, wird

2
' o Ty iy Rt £ N tars 8
21) HE-_—.IGJE(! 427 Zﬁ_ﬁ(” 12722+ 8% und

P (n __..'l_’_'i) P S 3 4
2 v=ia7E Per ) + T @ P — 4108 4 2a%).
Der Einflufs der Einze&;t P und der verteilten Last p erscheint
in den Gleichungen 21 u. 22 wieder gesondert.
Die Neigung des Balkens an den Enden wird nach GI. 21 fiir 2 =0
Y pb y :
23) “=i6IE 510w und die grofste Biegung

in der Mitte nach Gl. 22 far m=i 3

A b £ : 5]
e RS o T3 (P+‘8"3")‘=43"JE (P+’§Q)'
" Mit P=0 wird fir nur verteilte Last P
3

nld 5 3
25) a P_l__‘ und .f:‘__ﬁ_ _Pf =2 Q1

T 2JE 384’ JE 381 J.E
und mit p =0 fir eine Einzellast P
26) a=—£i—pm und  f= L wie in Gl 11
' 16 JE 48JE e

Fir Zahlenrechnungen sind die Gl. 25 u 26 bequemer, wenn
man die stirkste Randspannung

0= }Zi;f bezw. 0 = p_éfi_;r einfihrt. s wird dann
; —}j} = g bezw. g—; = ? und damit
27) @ = 33;8. f= a%g_:ﬁ% fiir verteilte Last p, und
28) %= 43;3' /= %"—; far eine Einzellast P i.d. M.

Handelt es sich um Triiger, deren Querschnitt in Bezug auf die Biegungs-
achse symmetrisch ist, so dafs e=-3- wird, so lassen sich die Gl 27 u. 28


wieinGl.il
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auch benutzen, um bei eingebauten Triigern mit freier Unter- und Oberfliche,
deren Hoéhe und Liinge ! bekannt sind, aus der gemessenen Durchbiegung f die
Spannung & zu berechnen, also event. die Bruchgefahr zu beurteilen. Es wird

_ 24 f-E-b _6f-E.e
e s T bezw. (o | )

4. Tridger mit verinderlichem Querschnitt.

Es soll hier nur der fir die Anwendung wichtigere Fall stufen-
formiger oder sprungweiser Querschnittsinderung behandelt werden.
Die rechnerische Ermittelung- der Biegungslinie gestaltet sich meist
sehr umstindlich, weil die Stetigkeit der Linie jedesmal an den
Stellen der Querschnittswechsel eine Unterbrechung erleidet. Wir
wollen uns deshalb hier darauf besch#nken, an einem einfachen
Belastungsfall den grandsittzlichen Gang der Untersuchung zu erliutern.

Der an einem Ende eingespannte Balken (Fig. 100) trigt am
freien Ende eine Last K, Das Trigheitsmoment seines Querschnittes
sei auf der Strecke @ gleich J, und auf der Strecke b gleich .J,.

* Fig. 100,

TS, T
1 1 ‘ =N
T —— %> ¢ B
g S << |f

- —

X

< a- :": b
Y
Fir einen Punkt 2, y der Biegungslinie zwischen 4 und C ist
' dy _K(—2a)
da? JLE

. d K ¢ a3
) g =grECle—a+0, 30 y= K (12—%) 1o,
ol o I - LY L}

Im Punkte ¢ fiir a=a ist .

K. 2

Die Gleichungen 29 u. 30 gelten, wenn man J, mit J, vertauscht,
auch fiir die Strecke C B, mit dem Unterschiede jedoch, dafs hier
die Integrationskonstanten nicht Null sind. Es ist vielmehr '

dy . K d K-a
31) dv " 3LE 2le—a?) 40, fir 2=aq, I£=“'=§7[E'(“'—“)
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K-a
und daher €= )b(EH—-a}( -—-—}—2), also auch
-.}2) d"'h_.._ 21l — 22 Jy
3 da BB T oYY J,}«,(W )(I_E) iy

; K ; K
33) ye= s (l;v? — ;--) i, G5 e ( — 'ﬂ)
) 2 I, e A b Y

Ka?
Fir a=a ist y=1, =zfa12(! %) und demnach

y o Kat [J 2
‘ 1 e e
< b 2-}11‘ (J2 1)(! d )

Danach wird, wenn man in Gl. 82 u. 33 1,=£ setzt, fur daa
Trigerende B

: oKD Kb? KPP Kb (J

34) °_§.}§§+le1,( 1)“ 4 f“m‘*‘m(ﬁ“l)'
Wesentlich einfacher gestaltet sich und einer allgemeineren

‘Anwendung fihig ist die Ermittelung der Biegungslinie, bezw. der

grofsten Durchbiegung eines Stabes mit sich sprungweise &nderndem

Querschnitt aus der Momentenfliche auf Grund der Gleichungen 4

oder 5 8¢ 115 u. 116, Andert sich das Trigheitsmoment des Stabquer-

schnittes plotzlich von einem Wert J, auf einen solchen J,, so dafs

?" = n, 50 gilt auf der einen Seite des betr. Querschnittes die Gleichung

2
F,:§ g P&
= e d d . AL 1 TPy | .
e e auf der andern y 5 %5 7 Multipliziert man die

rechte Seite der letzteren Gleichung im Zihler und Nenner mit =
und setzt im Nenner J,-n = J;, so wird nichts geindert und es
Fen§ Fpné

ist dann Y= i e j?= vir ]'.'L' Anstatt der Anderung des Tﬁg-

heitsmomentes von J; auf —J~ = .J, erfihrt die Momentenfliche eine

reciproke Anderung von F, auf n- I, welche durch eine.entsprechende
Anderung der Hohen w in n-u zu bewirken ist. In gleicher Weise
lassen sich etwaige weitere plotzliche Anderungen des Trigheits-
momentes durch entsprechende reciproke Anderung der Hohe der
Momentenfliche ersetzen. Letztere erscheint also fiir den vorliegenden
Zweck auf dasselbe Tidigheitsmoment reduziert.

In dem oben durch Rechnung behandelten Belastungsfalle Fig. 100
stellt die Momentenfliche ein Dreieck von Grundlinie / und der Hohe K7
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dar. (Fig. 101.) Auf der Strecke » erscheint die Hohe der Momenten-
fincho im Verhaltnis L= vergrosert,
2

Der Inhalt der Momentenfliche ist S :
(7 : | el
Fy= g o5 <L ({1_ - 1) und ihr ﬁ;:,};' i 127

: 2 2\, ; Ry
statisches Moment in Bezug auf das freie f ;ﬁﬂw
Triigerende m.}!f b}‘ Q'B(%")

o B umt gf i K} (ﬁ 1) L™
sy 8.\,

und daher nach Gl. 3 S. 1156
Ki? K (.;,
a=shE T2 E
wie in Gl 34.
In dhnlicher Woise lassen sich auch verwickeltere Fille behandeln.

KB | Kb (Jl .8 1)

A 1) wd S E T ITE\%

e¢) Aufsere Kriifte, Biegungsmomente und Querkriifte stabfirmig
gerader Balken mit statisch unbestimmter Unterstiitzung.

1. Der prismatische Balken auf drei Statgen.

Hier mdoge zunfichst angenommen werden, dafs der Balken eine
gleichmifsig verteilte Belastung p f. d. Langeneinheit trage, die
Stitzen in gleicher Entfernung stehen (I‘lg 102), die Mittelsiiitze
aber um ein Mafs ¢ gegen die Endstiitzen
gesenkt sei. Da fiir das dufsere Gleich-
gewicht nur senkrechte Krifte in einer
Ebene, niimlich die Belastang und die
Sthitzkriifte, in Frage kommen, so stehen
nur zwei Gleichgewichtsbedingungen, bezw. zwei Gleichungen fiir die
Bestimmung der drei unbekannten Stiitzdricke zur Verfiigung.
Die Unterstiitzung ist also cinfach statisch unbestimmt und es kann
die Ermittelung der Stitzkrifte nur unter Heranziehung der Biegung
des Balkens bezw. seiner Biegungslinie geschehen. Letztere nimmt
im_allgemeinen die aus Fig. 103 ersichtliche Form an und hat. iiber
der Mittelstiitze wagerechte Richtung. Wird der Balken hier in
dieser Richtung festgebalten und eine der Endstiitzen, etwa A, be-
seitigt, so senkt sich das linksseitige Triigerende nach S. 118 GI. 9
unter der Wirkung der verteilten Last gegen die Mittelstitze um
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pl! : ’
ein Mafs q.”' und gegen ihre Anfangslage um ein solches AA'=

A4 ¢. Der

Stiitzdruck A hat
die Wirkung das
Trigerende um
dieses Mafs auf-
wiirts zn biegen
und in seiner
Anfangslage zu
erhalten. Als
Einzelkraft ver-
mag A nach S
118 Gl 7 dem
bei O festgehal-
tenen Balken an
seinem freien

3
Ende eine Aufwiirtsbiegung 3-% beizubringen. Es mufs daher die
Gleichung bestehen

g L. TG ibt si
Ad) =g+ =57 Daraus ergibt sich
JE.
A= “ pl+ - 2 —-"E und wegen der Symmetrie auch
T s gpz+3'”" :

Aus der Nullgleichheit der Summe der senkrechten

Krifte folgt ferner
b 6JEc

=2pl—A— B=-4pl o

Der zweite Summand in dem Ausdruck fiir 4 und B stellt
den Anteil beider Statzkriifte dar, welcher den in der Hohe der
Mittelstiitze wagerecht und unbelastet ruhenden Triiger an seinen
Enden um das Mafs ¢ aufwirts zu biegen vermag und das zweite
(negative) Glied im Ausdruck fir €' driickt die Kraft-aus, welche
bei ¢ angreifend dem unbelasteten Triger von der Linge 2 / in
seiner Mitte bei ¢ um das Mafs ¢ durchzubiegen im stande ist
(vergl. GL 11 8. 118). Der Einflufs von ¢ auf die Stiitzkrifte ist
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also vollig unabhingig von der Belastung des Balkens und wirde
bei jeder anderen Belastnng derselbe sein. Fiir ¢ =0 wird

1a) A=B--§pt und C=g'pl.

Lifst man ¢ allmihlich grofser werden, so werden auch die
Stitzkrifte 4 und B immer grofser

und ¢ immer kleiner. Fir einen be- < R 406 L
stimmten Wert von ¢ wird ¢ = 0 und
die ganze Last geht auf die Stiitzen A

&
und B iber; der Triger verhilt sich,
wie ein zweifach gestitater. (Vergl. Fig. 104)

Setzt man C=--i—)-p£—-b‘?f'-'_0, so erhdlt man den ent-
LS i
sprechenden Wert ¢ -: 4T E und damit werden

-+ g 8JE b plt
A=B=gpl+ == or- i = pl.
Lt man ¢ negativ werdeu. hebt die Mittelstiitze gegan die End-
stiitzen, so wird 4 =B = ‘?—pt—%f—"u und €= - p!+bJL‘ .
4
Fiir einen bestimmten Wert von ¢ = i L wird nun A =B=10

8JE
()JL pl

und C=—pl+4 —55— 5 =2pl. Fig. 105.
C

8- JE
Der Balkan ruht allem auf der Mittel-

stiitze. (Vergl. Fig. 105.)
Das Biegungsmoment in einem
‘Abstande @ von A ist

9) - M,=Am—£§f.

& A

Aus der in Gl 2 erhaltenen Beziehung zwischen M, und a lafst
gsich, wenn A nach Gl. 1 bekannt geworden ist, die Momentenfliche

wie folgt entwickeln: Fiigt man auf der rechten Seite +13-;—f und

.l hinzu, so Wwird

: pz p!
M.: —2-“—-'.?;')—' .‘L‘( 2 —--.*'l).

Das erste Glied driickt die Ordinaten einer Parabel in Bezug auf
die Sehne A4, =1 (Fig. 103a) aus und entspricht der Momentenfliche
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eines gleichformig belasteten Balkens auf zwei Stitzen. (Vergl.
S. 101 Gl 3 Fig. 83.) Das zweite Glied stellt die Ordinaten einer
geraden Linie 4,C, dar. In der Differenz beider erhalten wir die
Ordinaten der Momentenfliche. Sie sind in den Punkten N, und N,
gleich Null, beiderseits derselben grifser und zwischen ihnen kleiner
als Null. Zu einer gleichen, nur in der Form etwas abweichenden
Darstellung gelangt man, wenn man den Balken als auf den End-
stiitzen A und B ruhend und den aus Gl. 1 bekannten Stiitzdruck ¢ .
als negative, aufwirts gerichtete Einzellast ansieht. Die Momenten-
fliche ergibt sich dann aus der Differenz einer Parabel von der

Sehne 27 und der Pfeilhohe P( Y Ao G Droliok Yok def Crunat

R F
linie 2/ und der Hohe _{pi- 5 Ches -é’p!‘-‘. Beide Darstellungsweisen

lassen erkennen, dafs beiderseits zwischen den Stiitzen und iiber der
Mittelstiitze das Biegungsmoment jeo einen absoluten Grofstwert
besitzt und in Punkten V| und N, gleich Null wird. Die Grofst-
werte zwischen den Stiitzen, wo M, sich stetig dndert, sind
analytische Maxima und lassen sich in bekannter Weise ermitteln.

Far%ﬂ? =A—par=0 wird 2, = g und wenn man diesen
@ p

Wert in Gl 2 einsetzt 42

Mopos =+,
3) 2p

Die Entfernungen der Punkte », und N, von 4 und B ergeben
sich aus der Gleichung M,=Aa2— &;3 =0 zu @y= LA 2.
Fiir #==1 erreicht das Biegungsmoment seinen negativen Grofstwert
1) M A P;,

Meae 0. M, erscheinen nach Gl. 3 u. 4 von 4 und somit nach
Gl. 1 auch von ¢ abhiingig. Fir die Anwendung ist die Frage von
Interesse, fir welchen Wert von ¢ der positive und negative Grofst-
wert des Biegungsmomentes absolut genommen einander gleich werden.

2Die Gleichsetzung der beziiglichen Werte der Gl. 3 u. 4 ergibt

A
2b=—(AI—E‘—X-7) und daraus 4= (V' 2—1)pl=0414pl.

Diesen Wert far A in die erste der Gl. 1 eingefihrt und fir ¢ gelost,
erhiilt man
0,013 pl
) Cm —t,
JE

Keck, Elastizitdtslehre, 9
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Ersetzt man in Gl 3 u. 4 A durch 0414 p/, so wird
6) Moo= (—M,) = 0,086 pl2.

Ohne jede Senkung der Mittelstitze (tiir ¢ =0) wird nach Gl. 1
A=B=3%spl und C=3%1p/ und damit nach Gl. 3 u. 4

2 9
7) an.r-_—';i 12 h"=0(l| l’lg I.lnd
yl? 2
8) M, = gp!‘ —3—2-- -’-’;’ = — 0,125 pl°.

Das Moment @iber der Mittelstiitze M, ist danach bei gleicher
Hohenlage aller drei Stdtzen genau so grofs, wie das grofste Moment
eines Triigers auf zwei Endstiitzen von der Stiitzweite / und gleich-
formiger Belastung p.

Die grifste Spannung o', die bei einem Balkenquerschnitt vom Wider-
standsmoment W iiber der Mittelstiitze eintreten wiirde, ist im Falle e==0

c'-——%ﬁ L :‘f! und die Spannung o' die im Falle c=9~'{?—g~‘

— gleiches positives und negatives Griofstmoment, Momentenausgleich —

sowohl fiber der Mittelstiitze als an der Stelle des Maximalmomentes entstohcu

el Ml- Mm} ﬂoﬂl?’_‘m
wiirde o = e = <) das Verhiltnis beider demnach - per -==1,0,

Die Spannung o' betriigt also bei derselben Belastung im Falle des Momenten-
ausgleichs durch Senkung der Mittelstitze nur 'I_Iis ==rot 0,; der Spannung o'

fitr die Lage der Stitzen in gleicher Hohe. Un':éukehrt wiirde bei derselben

zyliissigen Spannung o die Tragfibigkeit im Falle des Momentenausgleichs
15 mal so grofs sein.

Das Mafs der Senkung ¢, das cine so erhebliche Wirkung im Gefolge
hat, ist verhiltnismiifsig sehr gering. « Beispielsweise wiirde ein dreifach ge-

stitzter X-Balken von 80em Hohe, J= 9800em* und ‘_: w50, Jamtiem unl
einer gleichfrmigen Belastung p == 3000 kg pr. Id, m filr den Momentenausgleich

" 3 0,013+ 30 - 400} : ; vl .
eine Senkung (Gl 5) c¢= 5000000 W—G,M”ﬂ, d. i. rund 800 der Stiitz
weite 1 ==400em erfordern. Die Spannung wiirde betragen

; , 02530 400%
u) ohne Momentenausgleich o' = TS e 9208t
. 008630 400%
. b) mit o a m-—cj—-!—-—u=b3-llt.

Wir erkennen hierans, dafs der dreifach gestiitzte Balken hinsichtlich der
eintretenden grofsten Randspannung o sehr empfindlich ist gegeniiber der Hohen-
lage der Stiltzen gegeneinander und die genaueste Verlegung erfordert, wenn die
rechnungsmiifsige Spannung innegehalten werden soll. Eine Ungenavigkeit in
der Hohenlage von 1'/4 %00 der Stiitzweite hat bereits die oben berechnete Span-
nungsverschiedenheit im Gefolge und diese Unsicherheit ist allen Balken mit
statisch unbestimmter Unterstittzung eigen.  Aus Sicherheitsriicksichten tut man

daher gut, von der Anwendung derartiger Balkem nur den vorsichtigsten
Gebrauch zu machen,
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Die Querkraft im Abstande » von der Endstﬁtze A ist
9) Qe=A—p-.x.

x

Sie stimmt iiberein mit dem auf S, 120 fir —f—';— abgeleiteten Aus-

drucke und wird geometrisch durch die Ordinaten einer geraden
Linie A,C;, bezw. C;B, dargestellt. In den Abstinden 2, -

und 7 von A, also in den Querschnitten, fiir welche M, seine absolute}:a
Grofstwerte annimmt, ist die Querkraft gleich Null, bezw. sie wechselt
ihr Vorzeichen. Thre absoluten Grofstwerte finden sich links und
rechts unmittelbar neben der Mittelstiitze. Fir ¢ =0 (Stiitzen in
gleicher Hohe) ist hier nach Gl 9

L ]
9u) Q= (d—pl)=-+ (3 pl—pl) =+ 3 pl=Os2pl

H
und fir ¢= 00}?.’ (Momentenausgleich) ist

9b) Q=1 (A—pl)=+ (0414 pl — pl) = 4 0586 pl.

Um nun zu dem Falle allgemeinster Belastung des Balkens
auf drei Stiitzen zu gelangen, setzen wir zunéichst eine Einzellast P in
beliebiger Lage, Fig. 106.
hier im links-
seitigen Triiger-

felde voraus.
(Fig. 106.) Die
Stiitzkraft B
mufs dabei ab-
wirts gerichtet,
negativ sein;
denn sie hat das
rechtsseitige
Triigerende nie-
derzuhalten, weil
es sich sonst von
der Stiitze ab-
heben und in der
Richtung der
Tangente an die
Biegungslinie bei €' frei und gerade uberragen, der Balken zu einem
solchen auf zwei Stiitzen werden wirde. Die Stiitzen sollen in
9.
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gleicher Hohe angenommen und der von der Belastung unabhiingige
Einflufs einer Senkung ¢ der Mittelstiitze soll nach den Ausfihrungen
auf 8. 127 u. 128 beurteilt werden.

Wir denken uns den Balken bei ' in der Richtung A'CB’
seiner Biegungslinie unter dem Winkel w festgehalten, bezw. ein-
gespannt und die Stiitze A beseitigt. Dann senkt sich nach S. 118
lJl. 7 der Last.angnﬁ'spunkt D unter Wirkung von P gegen die

'langonte A'C um ;= i und das Trigerstick DA stellt sich

BIE

] — 2)2
gegen A'C in die Neigung « = 4 (-;j;)
punkt A des Balkens nach A" und es wird
I‘_’_]'(l-—u)s (I—u)? } P(l—u)?
JEL 3t o v =+l + 8TF (204 u).
Der Statzdruck 4 hat die Wirkung, das Triigerende um dieses Mals
wieder aufwiirts, also in seine Anfangslage zuriick zu biegen. Daraus

ergibt sich die Gleichung
Al3 P(l—u)?
TR e ).

Ebenso mufs der abwirts gerichtete Stitzdruck B das Trigerende B
von B' nach B, d.i. um ein Mafs BB'=[-w abwirts blegen kdnnen,
BI?

also die Gleich fillen -— =
o die Gleichung erfiillen STE lw.

Aus beiden Gleichungen entsteht durch Abziehen
P
A—B= —2—(1 l) (2 - ) und die Momenten-
gleichung in Bemg auf ¢ liefert

o :
A+ B= 5 (2-— 2 _l") . Aufserdem mufs sein
AY-B+C=P und man erhilt

Dabei gelangt der End-

"
AAd"=wl+s+auv=wl+

o anEar)
=Pu uwd
1) B 1‘(?—??)
I P
12 Oms (gt
) 4(6 231)

geb gner Senkung der Mittelstitze um ¢ wiirde sich 4 und B um je
¢ 6e
) 12 vergrofsern und Cum *TJ- - verkleinern (vgl. GL. 1 8.127), wobei

zu bemerken ist, dafs, da B abwirts gerichtet, negativ ist, sein Absolut-
wert durch ¢ in vorliegendem Falle eine Verkleinerung erfahren wiirde.
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Nachdem so die Statzkrifte gefunden sind, kann die Ermittelung
des Biegungsmomentes und der Querkraft far irgend einen Quer-
schnitt in bekannter Weise geschehen.

Zu der Momentenfliche Fig. 106,a gelangt man anf folgende
Weise. Man betrachtet den Balken als anf zwei Stiitzen 4 und C
ruhend und von Lasten P und B ergriffen. Der Last P entspricht

dann das Dreieck A,C, ), mit der Hohe !l(iz:i‘-) als Momenten-

filiche und der Last B das Dreieck 4, B, ¢, mit der Hohe

b Pllu o

4\l I®
bewerten, beide heben sich beziiglich der Fliche 4, N auf, so dafs
als Endergebnis die positive Fliche A, N71), und die negative
B,C,NC; mit dem Momentennullpunkt N gewonnen wird.

Wirken mehrere Einzellasten auf den Balken ein, so sind ihre
Beitriige zu den Stiitzkriften nach den Gleichungen 10, 11 u. 12
einzeln zu ermitteln und zu summieren.

' Handelt es sich um eine gesetzmifsig verteilte stetige Last p
far die Lingeneinheit (Fig. 106 ), so kann man den auf ein Lingen-
teilchen dw entfallenden Lastenteil p-du
als Einzéllast ansehen und auf ihn die Fig. 106c.
Gleichungen 10, 11 u. 12 anwenden. Der B

durch denselben in A erzeugte Stitzdruck 4F== 4 B

). Ersteres ist positiv, letzteres negativ zu

L S du
ist B prdu ( " ua) .
da=P {4 -57 + %)
Erstreckt sich die Belastung von u=u; bis w=u,, so ist der
Gesamtstiitzdruck “Ed, : i
_\pdu(, v “_,)
A 4(4 ')l+£3'

L |
Ist p =/(«) bekannt, so kann die Ausfhrung der Integration
in iiblicher Weise geschehen. Fiir eine gleichmifsig verteilte Last
(p konstant) wird

2 L P |
1) A= ‘a—l (4 i T“‘— —gtf-f%—?'— + ; - i u'-) und ebenso

L Sl iyt )

MY Ty 3T gl |
5 .=P_§( ul—w?  wi—w’)
15) € 4 3 B 57 )
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Fiir ;= 0, w, =1 Belastung des ganzen linken Triigerfeldes wird

‘ 7 l b T
16) Ami-sp?. B-a:---—%5 und C'=-8pl. Die volle
Belastung des rechtsseitizen Balkenfeldes wiirde ebenso ergeben
R LN =21
16a) A 16’ B 16 und € SP H

die volle Belastung des ganzen Trigers mithin A=f3=-gpl.

IR

C= 2. HPE 4

Ist der ganze Triger gleichmifsig mit ¢ und aufserdem das
linke Feld mit p belastet, so wird
.-}

& 3 1 _p! ) )

pl, wie weiter oben bereits gefunden.

2. Der einseitig wagerecht eingespannte und am
freien Ende unterstiitzte prismatische Balken.

Ist der Balken, wie hier zuniichst angenommen werden mdoge,
gleichmifsig belastet, so ldfst sich seine Behandlung ohne Weiteres
auf den unter 1 besprochenen dreifach gestiitzten Balken mit gleich-
mifsiger Belastung zuriickfihren. Da die
Richtung der Biegungslinie des letzteren
bei symmetrischer Anordnung fiber der
Mittelstiitze wagerecht ist, so kann man
sich die eine Triigerhilfte, beispielsweise :
die linksseitige in dieser Richtung, fest -
eingespannt denken, ohne dafs das
Biegungsmoment, die Querkraft
und somit anch die Biegungs- und
Spannungsverhiiltnisse der rechts-
seitigen Triigerhilfte irgend eine
Anderung erfahren. (Fig. 107 u.
108.)

Die Stiitzdriicke A und B er-
geben sich aus Gl 1 8. 127 fir
e=0 zn

Fig. 107.

_ 3
1) A== -pz ud B=gpl

a-
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und wenn die Stitze B gegen diejenige bei 4 und ¢ erhdht wird
8 : A JE
1a) A =§)pl—3—-‘%. und B= Bp_z+5 -4
Das Biegungsmoment im Abstande » von B ist nach G1. 2'S. 128

2) M,= Bz~ t—f— Es erreicht im

Abstande ==% seinen positiven Grﬁﬁztwel‘t

3) M...,,_jf (vergl. G1. 3 S.129) und im Be-
festigungsquerschnitt fir = ¢ (Gl. 2) seinen negativen Grofstwert
4) M, = Bl — f—’;

Fiir ¢ =0 wird
3a) Moz = 1:2'8 pl? und
4a) M=— ”?‘”

Far =" (Momentenusgleich vergl. G1. 5 8. 129) wird
Mo =(—M,) = 6.035;;.!2 Fig. 109

ERRS RESES

(vergl. GL. 6 S. 130).

, Wir lassen jetzt eine
Einzellast P im Abstande «
von B auf den Balken ein-
wirken. (Fig. 109.) Ohne
die Stiitze bei B wiirde das
freie Triigerende sich um

Pl —u)? P(l—u)?

BTE U
gegen die Wagerechte durch
A herabsenken. Der Stiitz-
druck B vermag dasselbe in
seine Lage zuriickzubiegen
und darin zu erhalten. Daraus

i By

folgt BB _ PU—w? PQ—w’ and somit
3JE = " 3JE 2. JE
. P % u®
5) B=L(e—s%+%)
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und aus der Nullgleichheit der s;;lkrschten Krafte
el e, S "3)
6) A=1F 13—2(.51—-—’5.

Nachdem 4 und B bekannt geworden, lifst sich das Biegungs-
moment fiir jeden Querschnitt in bekannter Weise ermitteln.

Die Momentenfliche ergibt sich wie folgt: Auf den bei A ein-
gespannten Balken wirken die Krifte P und 2 biegend ein, und
zwar erstere abwilrts, negativ, letztere aufwirts, positiv. Der Kraft P
entspricht das Dreieck 4,D,0C,, der Kraft B das Dreieck 4,B,C,
als Momentenfliche. Die Zusammenfiigung beider, erstere negativ,
letztere positiv genommen, ergibt die Momentenfliche B, D,N¢C,(,
mit dem Momenten-Nullpunkte N. Der Grofswert des Momentes
an der Einspannungsstelle, das sog. Einspannungsmoment, ist

Pu u?
7 M =Bl—P(l—w)=—F 1__?_,)
und im Angriffsquarschmtt der Kraft bei D
Pu 3u u
R T )

Greifen glaichzeitig mehrere Einzellasten an, so lassen sich deren
Beitriige zu A, B, M, u.s.w. mit Hilfe der Gleichungen 5, 6, 7 u.s. w.
einzeln berechnen und summieren. Auch fiir eine beliebige verteilte
Last lassen sich die Gleichungen 5—7 benutzen, wenn man, wie
unter 1 8. 133 P=du-p setzt und die entaprechende Differenzial-
gleichung wie dort 10st.

Der hier besprocheno Belastungsfall ist wie der dreifach gestiitzte Triiger
einfach statisch unbestimmt.

Als unbekannte mechanische Werte kommen fiir das diufsere Gleichgewicht
hier aufser den Stitzdriicken bei A und B das Einspannungsmoment B, bei
A in Betracht, denen, da es sich um Parallelkriifte in ciner Ebene handelt,
nur zwei Gleichgewichtsbedingungen gegeniiberstehen. Die Entstehung des
Einspannungsmomentes M, hat man sich wie folgt zu erkliren: Man denkt
sich den Balken zuniichst in A4 und B als zweifach gestiitzten Triiger frei
anfliegen; dann wird seine Biegungslinie '
bei A um einen Winkel a gegen die * Fig. 110.
Wagerechte geneigt sein (Fig. 110).
Lifst man nun auf das Balkenstiick
links von A ein linksdrehendes all-
miihlich grofser werdendes Moment M,
einwirken, so wird bei einer bestimmten
Grofse desselben die Biegungslinie im
Punkt A wa.geracht. Das gleiche Moment antsteht in A, wenn man das
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dort tiberragende Balkenstick durch Belastang in die wagerechte Richtung
- zwingt, d. h. dasselbe wagerecht einspannt.

3. Der an beiden Enden fest eingespannte Balken.

Fir das aufsere Gleichgewicht kommen aufser der als gegeben
anzusehenden Belastung dio beiderseitigen Stitzdriicke 4 und B u‘nd
die beiden Einspannungsmomente Af, und M, (Fig. 111), also vier
unbekannte mechanischo Werte in Frage, denmen, da es sich um

Fig. 111.

‘_ s F

Parallelkriifte in einer Ebene handelt, nur zwei Gleichgewichts-
bedingungen gegeniiberstehen, so dafs der Zustand des Balkens ein
zweifach statisch unbestimmter ist,

Wir machen zuniichst die Annahme, dafs die Einspannung des
Balkens beiderseits in gleicher Hohe und unter gleichen Richtungs-
winkeln @ gegen die Wagerechte erfolgt und der Balken gleichmifsig
mit p fir die Lingeneinheit belastet ist. (Fig. 111.) Bei der dann
herrschenden volligen Symmetrie milssen sowohl die beiderseitigen

Einspannungsmomente A, und M, als auch die Stitzkrifte einander
gleich sein. Letztere sind demnach

1) A=Bm%.
Das Biegungsmoment im Abstande # von A ist
2?
2) Mo=do—bo —p B2 (1—a)— M, |
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und fir die Biegungslinie in Bezug auf das aus Fig. 111 ersichtliche
Achsenkreuz gilt die Gleichung

9) @y M, bk [p lo— a? _M]
e P T R 5 > M &
Die Integration liefert '
: dy 1:Fp(lat o v
0 =755 - :;‘) -] + €.
JFilr @ = 0 wird 51{ = ¢ und demnach '= w.
, . (18 7
Fir @ = ; wird ::—: =), also = — 3% . (22—4— - Lu;,L) + w
und daraus
T Y
9) M, = I;; & LAY ’JE. Mit w=0 (wager. Einsp.)
pl:
r] 3) J'I] = ‘1_2' .

Damit sind sowohl die Einspannungsmomente als die Stitzkrifte
bekannt und nach GI. 2 lagst sich auch fir jeden Querschnitt das
Biegungsmoment ./, berechnen. Die Momentenfliche ergibt sich

ohne weiteres aus Gl. 2. Das erste positive Glied %{l —a) wird
geometrisch durch eine Parabel mit der Sehne 7 und der Pfeilhshe
0 [ *

}R" und das zweite, negative, durch ein Rechteck von der Linge

und der Hohe M, ausgedriickt. Aus der Zusammenfiigung, bezw.
der Differon beider entsteht die wirkliche Momentenfliiche Fig. 111, a,
deren mittlerer Teil positiv ist und deren seitliche Teile negativ sind.

-Die Gleichungen 5 u. Ha lassen sich auch ohne Integration
unmittelbar aus der Momentenfliche ersehen. Die Richtungen der

Biegungslinie in A und B weichen niimlich um 2 & voneinander
ab und nach GL 3 8. 115 mufs sein

: 8
woraus durch Auflosung fir A1, Gl 5 entsteht.
Das grofste Moment in der Balkenmitte wird nach Gl 2

fiir x=:—j

2
G) -umq; - EB'!’ —M |

9 2 4
JE20=F, = t:‘f'?i —Jf,l="i—f—)———.u,{,
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und fiir w = 0 (wagerechte Einspa.nnung) unter Beachtung der G1. 5

ﬁa A M, u=£_:.__£{3___pl'*'
) R T Y|

Die Vemchiedgnhait der positiven up

Mo, und M, wie sie fir wagerechte Einspannung aus GI. 5a u. 6a
ersichtlich ist, 1afst sich durch einen bestimmten Wert fir w aus-

gleichen. Die Bedingung M,..= M, fahyt gemifs Gl 6 zu

12
» Muoe= M= £ g~ My, woraus sich ergibt

?) Mmrl.r=Ml ==j_:,§.;-
Diesem Momentenausgleich entspricht nach GI. 5 ein Winkel

3 3
G (BT S L e L L
24 2 /JE. \24 16 2/JE 96JE
Die Durchbiegung in der Triigermitte erhiilt man entweder durch woitere
Integration der Gleichung 4 8. 138, oder mit Hilfe der GL 8 S. 115 in dem
statischen Moment der Momentenfliche der #ufseren Trigerhiilfte in Bezug
auf das Triigerende A (vergl. Fig. 111,5) zu
L T Y A T 1 5 M,
f"ﬁ‘(ﬁ%"ﬁi?‘?'?”‘)zJT:(W”"‘_ﬁ"‘)'
Fil hte Ei nu = N 2 g g L2005
r wagerechte WKinspannung M, i3 wird [ TR
d i. '/s der Durchbiegung des beiderseits frei aufliegenden Balkens (GL. 25 8. 123).

d negativen Grofstwerte

Fiir den Momentenausgleich Ml=?;-:; wird f= ﬁ%ﬁ
’ ) 4 Iy

Der hier besprochene Unterstiitzungsfall eines prismatischen
Balkens durch beiderseitige Einspannung ist far die unmittelbare
Anwendung von verhdltnismifsig geringer Tragweite, weil eine
Einspannung in genau wagerechter oder sonst bestimmter Richtung
praktischen Schwierigkeiten begegnet. Die Ergebnisse lassen sich
aber fir andere wichtige Untersuchungen mit Vorteil verwenden.
Es soll daher in folgendem noch der allgemeine Fall einer beider-
seitigen Einspannung in verschiedener Hohe und Neigung, sowie mit
beliebiger Belastung erdrtert werden.

Wir betrachten den Balken zuniichst unbelastet, in den Stitz-
punkten A und B nur gegen Verschiebung, d.h. drehbar festgehalten,
und an den Enden von Momenten ¥, und M, mit entgegengesetztem
Drehungssinn  érgriffen. (Fig. 112)) Stehen beide Momente nicht
miteinander im Gleichgewicht, ist beispielsweise M, > M,, so milssen
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an den Stitzpunkten entgegengesetzt gleiche Stiitzkrifte 4, und B,

(d. b. ein Kriiftepaar) auftreten, welche das Gleichgewicht herstellen,
8o dafs M,—M,—A,l=0, also

9) A =—B =
Bei der ge-
machten An- Fig. 112.
nahme

M, > M, ist
A, aufwiirts,
B, abwiirts
gerichtet. An
einer beliebi-
- gen  Schnitt-
stelle ist dann
das Biegungs-
moment

10) My=A, -x—M =M, (?-1)-;%’—"5.
Die geometrische Darstellung dieses durchweg negativen Momentes
ist geradlinig, daher durch zwei Punkte bestimmt. Fir = 0 ist
M=—M, uwnd fir x=! M,=—M,. Die durchweg negative
Momentenfliiche ist also ein Trapez; man hat die Endmomente als
Ordinaten aufzutragen und durch eine Gerade zu verbinden.

Die Querkraft ist fiir alle Querschnitte

o Oty = 2ty

M, —M,

wird.

Unter der Wirk'ung der negativ angenommenen Momente M,
und M, entsteht eine konkav, nach unten gerichtete Krimmung
des Balkens und die Biegungslinie schliefst in den Endpunkten
desselben gewisse Winkel @, und w, mit der Wagerechten ein.
Diese Winkel stehen daher zu den Momenten M, und M, in bestimmter
Beziehung, zu der man wie folgt gelangt:

Der Punkt A, der Biegungslinie hat von der Tangente 4,8,
in B, den Abstand AyA; und ebenso der Punkt B, von der
Tangente 4,B, den Abstand B, B, und zwar ist bei den aus der
Figur ersichtlichen Winkelbezeichnungen .

Agdy=(wy—p)1 und ByB,=(w,+p)l,
kleine Winkel @ und £ vorausgesetzt.
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Nach Gl 3 8. 115 ist nun
(g = B)l-d- E=Fy+& und (0+B)l-JE= F,.¢,,
worin ¥, den Inhalt der trapezfdrmigen Momentenfliche und &, und &,
die Abstiinde des Schwerpunktes derselben von 4, und B, bezeichnen.

Denkt man sich das Trapez in zwei Dreiecke zerlegt (siehe Fig. 112),
g0 erhiilt man

ﬂ@=§w%h$mu=%@m+mynmumm
12) 2 (@y— ) JE= ‘; (M, +2M) i
13) - U (w, -l-ﬁ)JE=i':' (2M, 4+ M,).

Die Gleichungen 12 und 13 driicken allgemein die Beziehungen
aus zwischen den Neigungswinkeln @, und w, der Biegungslinie in
den Stftzpunkten A, und B, und den Momenten M, und. M, daselbgt.
Tritt nun za den letzteren noch eine heliebige Belastung des Balkens'
hinzu, so addieren sich die Wirkungen beider sowohl hinsichtlich
der Stiitzkrifte als der Biegungsmomente M, und der Querkrifte ..
Sind A’ und B' die durch die Belastung hervorgerufenen Anteile

der Stiitzkrifte, 4 und B die Gesamtstitzkrifte, so wird nnter
Beachtung der Gleichung 9

A=A+ A=A+

l
14)
Bep i Bp Mozl

Ist ferner ¥ die aus der Belastung 'sich ergebende posilive
Momentenfliche und sind &' und §" die Schwerpunktsabstinde
derselben von den Stiitzpunkten 4 und B, so ist die Gesamtmomenten-
flach

P Fagem F'—F,=F—i"!—*-2iﬁ-z (Fig. 113)

und die statischen Momente derselben in Bezug auf die Statzpunkte
Aund B e BOH.
F'§'—F-§=F"§ —"(—i(aul-l-'?'ﬂg)-

w1} " "] (] " z‘z
F'.§"'—F§y=F"§ “""5(24“1‘*'1“2)-
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An Stelle der Gleichungen 12 u. 13 treten fiir den belasteten Triger
15) U+ P)JE=F".¢_ E(;{M,-}-2 M),

. 16) E(r-;,-—-ﬁ)JE=F'-§"_%:(2 M, +M)).

Fig. 113,

Denkt man sich nun die Balkenenden in den unter Zusammen-
'wirkung der positiven Momente der Belastung und der negativen
Momente A, und M, entstandenen Neigungen w, und w, festgehalten
oder eingespannt, so hat die Einspannung die Momente A, und M,
zu leisten,

Nach Gl. 15 u. 16 lassen sich, wenn w,, &,, £ und " bekannt
bezw. in bekannter Weise ermittelt sind, die Einspannungsmomente
M, und M, und dann mit Hilfe der Gl. 14 auch die Stiitzkriifte
<1 und B berechnen. Damit ist die Frage des #ufseren Gleichgewichts
gelost.

Das Biegungsmoment in beliebigem Abstande vom Stiitzpunkt .1
ergibt sich unter Beachtung der Gleichung 10 zu

17) M.=M,/—M, (1-) -7 .

worin das erste Glied M, das positive Biegungsmoment des beider-
seits frei aufliegenden Trigers, das zweite und dritte Glied die
negativen Beitrige der Einspannungsmomente darstellen.

Fir die Querkraft ¢, erhilt man mit Beachtung der GI. 11

18) ‘2: —_ Q.r"i" - _'z' % 1

worin wieder @’ die Querkraft des beiderseits frei aufliegenden Balkens
bezeichnet.
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Besteht die Belastung beispiclsweise aus einer Einzellast P (Fig. 114),
so ist ' ein Dreieck von der Grundlinie ! und der Hohe P-;ah. Ferner ist

=_+q( ) adi und E"mgiﬁ F‘._—_-M. Fiir beidersocits

3 8. * 2
Fiz. 114.

wagerechte Einspanning und gleiche Hoheplage der Stitzen wird aufserdem
w,=w;=0 und #=0. Nach GL 15 u. 16 wird dann

0=P_“P_,jM}___‘(M"+2M’) und
O wi—? —1(2M, M, und daraus
Pal? Pa'l
T { ] Mx = I" .

P.ab
Im Angriffsquerschnitt der Last fir z=u wird M,' = ]
Gl 17 das Biegungsmoment

__P.ab  P.ab? a P.a'h a Pab a=+b‘
mZt Bl o) B 4 P oy
Nach Gl 14 werden die Stittzdriicke |
_Pb , P.ad b—ﬂ)
A o AR 3

B'_"'"'a" (P —bid-ab).

M, =

und somit nach

U’—-ﬂ"i-db}.

Fiir den Lastangriff in der Balkenmitte a*-b-.. 3 wird M, = M,—-—~

und ebenso M, = PT‘I, A=B= g . Fiir eine Einzellast in der Balkenmitto
ist also bei wagerechter Eivspannung Momentenausgleich vorhanden.

Wirken gloichzeitig mehrere Einzellasten P, in beliebigen Abstinden

, @, und b, vou A und B, so uummlemn gich deren Beitriige zu dem Ein-

spannungsmomente. Es wird M, = --‘—‘ X Ppanbn® und M, =i SPyaniby.

Nachdem M, und M, danach bekannt geworden sind, lassen sich die Stiitz-

kriifte A und B, sowie das Biegungsmoment M, und die Querkraft @, nach
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Gl 14, 17 u. 18 bestimmen. Bei stetiger Belastung p auf beliebiger Strecke
von xr=a, bis z=ua, sieht man p-da als Einzellast an, Es wird dann,
wenn man in obigen Summen P, =p-de, b= und a,=1— x setat.

xy b
M:"_—I’s.“":“_'“’)d"’ md My=p\(l—2a)z.da.

vim x)

4. Prismatischer Balken auf beliebig vielen Stiitzen.
r (Fig. 115,)

Der unter 1 behandelte prismatische Triger auf drei Stiitzen

wurde als einfach statisch unbestimmt erkannt, weil zur Bestimmung

der das dufsere Gleichgewicht gegeniiber der senkrechten Belastung

Fig. 115,

Ji
,I'1

herstellenden drei unbekannten Stitzkriften nur zwei Gleichgewichts-
bedingungen, bezw. zwei Bestimmungsgleichungen zur Verfigung
standen (Nullgleichheit der Summe aller senkrechter Krifte und .
desgleichen der Summe aller ihrer Momente). Jede hinzutretende
weitere Stiitze bringt in die zu behandelnde Aufgabe des dufseren
Gleichgewichts eine neue unbekannte Stitzkraft. Bei » Trigerfeldern,
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»

also » 1 Stiitzen, und ebensoviel unbekannten Stiitzkriften stehen
zur Bestimmung der letzteren wiedernm nur zwei Gleichungen zur
Verfiigung, es fehlen also »— 1 Gleichungen, die aus der Biegungs-
lehre gewonnen werden mfssen; der Triger ist somit (»—1)-fach
statisch unbestimmt. Sind die Stiitzkriifte alle bekannt geworden,
g0 lifst sich aus diesen und den Lasten das Biegungsmoment fiir
jeden Querschnitt des Balkens in fiblicher Weise bestimmen. Aunch
in den Querschnitten senkrecht iber den Stiitzen ergeben sich im
allgemeinen bestimmte Biegungsmomente, die sog. ,Stiitzmomente®,
welche, wie man leicht erkennt, nur fiber den beiden Endstiitzen
gleich Null sind. Im ganzen sind demnach » —1 Stitzmomente
vorhanden. Denkt man sich den Balken iiber allen (r—1) Zwischen-
stitzen senkrecht durchschnitten (Fig. 115,5), so verschwinden damit
alle (»—1) Stiitzmomente und der Balken zerfillt in » zweifach
gestiitzte, also statisch bestimmte Einzeltriger. Die Zahl der Zwischen-
stittzen, bezw. Stiitzmomente driickt also den Grad der statischen
Unbestimmtheit des Balkens aus. Die Stiitzmomente werden von
den auf den Zwischenstiitzen zusammentretenden Einzeltrigern gegen-
seitig aufeinander ausgeiibt (Fig. 115,¢) und kdnnen daber fiir das
Gleichgewicht jedes Einzeltriigers als fufsere mechaniscRe Werte
angesehen werden (Fig. 115,¢). Sind sie ermittelt, so lassen sich
nach Gl. 14 S. 141 auch die Stiitzkrifte leicht bestimmen und die
Frage des fufseren Gleichgewichts kann als geldst, bezw. auf die
rein statischen Gleichgewichtsbedingungen zurfickgefihrt angesehen
werden. In folgendem mdge dieser von dem franzdsischen Ingenieur
Clapeyron zuerst eingeschlagene Weg verfolgt und die Stiitzmomente
als Unbekannte zuniichst ermittelt werden.

Einzufiihrende Bezeichnungen. (Fig. 115.)

Die Stfitzen werden mit 0, 1, 2 ... n—1, n, n+1 ...
und die einzelnen Stiitzweiten mit f,, & . .. Z, . .. bezeichnet.
Die Verbindungsgerade je zweier benachbarter Stiitzen schliefse
mit der Wagerechten die Neigungswinkel £, f; . . . f, . . . und
die Richtung der Biegungslinie iiber den Stiitzen mit der Wage-
rechten die Winkel w,, @, . .. @, ... ein. Die Stitzmomente
(iber den Endstiitzen gleich Null) seien fiber den Zwischenstiitzen
M, M, ... M,...und zwar in Ubereinstimmung mit den Aus-
fihrungen auf 8. 92 (oben) positiv gedacht, wenn die Biegungslinie

Keck, Elastiziiitslebre. 10,
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fiber den Stfitzen ihre konkave Seite nach oben kehrt, negativ in
dem (meist eintretenden) entgegengesetzten Falle,

Die Endstitzkrifte seien 4 und B, die Zwischenstiitzkrifte
Cyy €y ... C... Das nte Trigerfeld wird danach linksseits
von der n—1ten, rechtsseits von der mnten Stiitze begrenzt und an
den Enden von den Stitzmomenten M,_, und M, ergriffen. Die
Richtung der Biegungslinie schliefst dort mit der Wagerechten die
Winkel w,—, bezw. w, ein und die Verbindungsgerade der Stiitzen
ist unter dem Winkel f, gegen die Wagerechte geneigt. Das
nte Trigerfeld konnen wir uns daher als linksseits unter dem
Winkel @,—; und rechtsseits unter dem Winkel w, eingespannt und
die Stitzmomente A7, _, und M, als Einspannungsmomente wirkend
denken.

Wenden wir dann Gleichung 16 S. 149 anf das nte Triigerfeld
an, indem wir vertauschen w; mit w,—y, / mit Z,, f mit £,, F' mit
F,, &" mit §&",.- M, mit M,_, und M, mit M,, so wird

1.2
l) ln (wn-—l‘_ﬁu} 'JE 11; '::: :‘ (2 ﬂf.;.q.-l-ﬂf,,)
und ebenso fiir das n-1te Trigerfeld
2,‘ tn-HcUu ﬂu+l)l’15‘= 1'".|.1 *nhll"' Ltl (2 ﬂf"+.nf.,+1]

Durch Abziehen beider Gleichungen und entspracheuda Ordnung
erhilt man

1 -0

(ﬁ)"_l__m”).]E= (ﬁ"'—ﬁ”H}‘JE _i., "n .H.fl = __“Fu +1* bu-H
3) !u fn-H

1
T ‘6“ (2 }Hn—-izu +‘1!u un _ 2£mH)-' ﬂfﬂ-flzu-}—l) .

Auf der linken Seite der Gleichung 3 stellt die Differenz
Wy— —w, den Winkel a, dar, welchen die Tangenten der Biegungs-
linie fiber der n—1ten und nten Stitze miteinander einschliefsen,

und nach Gl 8 & 116 dst
4) a,.-JE:(m.._I—-w,.)JE=_‘,,'-—%(M,.-.—i-M..).

Die Gleichsetzung der Werte aus Gleichung 3 u. 4 ergibt nach
entsprechender Ordnung und wenn man 7,— ¢, = §&,' setzt

; M:-tlﬂ T 2-”’::(&1 +ln+l) +Ml+1la
) _GF, L '

6 Fosrbiyy
A z:l. B+ 6IE(Buy—Ba).

L1




IVe. Aufsere Kriifte, Biegungsmomente w. g1, stat. wnbest. Balken. 147

Die ersten beiden Glieder der rechten Seite allein sind direkt
von der Belastung abhingig.

Befindet sich in jedem Felde eine Einzellast P, in Abstinden
a, bezw. b, von den Stitzen, so ists P, ein Dreieck von der Hohe

P ,;I“ n bn
7% (Fig. 114), daher F,— {)-; i der Abstand des Schwer-
punktu von der Stiitze n—1
' In 1 {n n n
S e (§ - a,.) = ———+5—5 y, mithin
6 }':1'.‘5n’ bn .
= =Py an(ly,+a,). In gleicher Weise erhilt man

G -f'n Sn “u
_*f:‘_-}l-:-il % ‘PHI f el b"‘HUn+l + buyy) .
Damit geht Gleichung I ﬁber in

II) Mn—!Iu+2ﬂfu(ln+lu+l)+ﬂ1,.+|-l,,+‘

b,
mPﬂ I ﬂ,, (1,,"‘“") + nepel* l"+1 TS | (I:h}'[-'- bn+l)
" n41

+ 6JE(f.p1—p).

Bei mehreren Lasten in jedem Felde wiirde jede zu dem be- .

treffenden Gliede in G II ihren Beitrag liefern und “die ersten
beiden Glieder der rechten Seite wiirden dann werden:

?I- 2 Py-b, an(ly+a,), bezw.

1 129 “:})n-l-t,' bu—|~l * @y U-n-|-l +- bn-H )'
Bei gleichmiifsig verteilter Belastung ganzer Felder mit p,

f. d. Lingeneinheit wird 7, eine Parabelfiiche der Pfeilhohe I—'%E—i.
dnher Fym 5 1,008 110,03, g1 g ;. folglich
ii;'i-ﬂ = /4 p.l,* und Gleichung I wird

Mo\l + 20, (1, + L)+ Mol

P”I’ 4 ‘bn+l zu-H + 6 JF(ﬁm}-l ﬁu)
Sind Einzellasten und stetige Belastang ganzer Felder gleichzeitig
vorhanden, so hat man den Gliedern mit P, in GI. II diejenigen
mit p, in GL III hinzuzufigen.

Das letzte Glied in den Gl. I—III hingt nur von der gegen-
seitigen Hohenlage der Stfitzen ab und verschwindet, wenn diese in
einer Geraden liegen, f,4,=f, ist. Die rechten Seiten der Gl I,
10*

111)
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II und III enthalten gegebene Grofsen, die linken Seiten dagegen
die unbekannten Stiitzmomente. Die zur Bestimmung der im ganzen
»— 1 unbekannten Stiitzmomente erforderlichen Gleichungen bekomm#
man, wenn man der Reihe nach in den GL I, II oder IIl n=1,
n=2 bis n=r—1 selzt.

Sind so die Stitzmomente bekannt geworden, so erhilt man
die Stiitzkrifte wie folgt: Auf der nten Stiitze entsteht lediglich
infolge der Stiitzmomente nach G1.9 8. 140 aus dem nten Trigerfelde

herriihrend (Fig. 115,¢) die Kraft %:M"-“—‘ und aus dem ‘n -+ 1ten
Trigerfelde die Kraft g%i—"--“. im ganzen also die Kraft
41
My—Mos | Ma— Moty Mo\ (1 1 ) Mo
I STl L v s

Hinzn kommt infolge der Belastung des nten und n+ 1ten Triigerfeldes
als Einzeltriiger eine in bekannter Weise zu ermittelnde Stitzkraft ;'
(Vergl. Fig. 115,0.) Die Gesamtstiittzkraft der nten Stiitze ist daher

2 M 1 1 M,
~ O 1, 1) My
1v) C.=C, 7 +M, ( Y + lw) T

Das erste auf €' folgende Glied ist die Entlastung des Punktes u infolge
des Stiitzmomentes boi n—1, das dritte diejenige durch das Moment bei n+-1,
das zweite die Lntlastung der Punkte n—1 und n-1 infolge des Stiitz-
momentes M,, welche eine «Mehrbelastung des Punktes m um den gleichen
Betrag bedingt.

Fiir die Endstiitzen (n = 0) ist sowohl M,_, als M, gleich Null
und M, = M,; somit

M,
1Va) A=A' -iz—-'— wenn unter .4’ der Stitz-
1

druck der Endstiitze des einfachen Einzeltrigers im ersten, bezw.
letzten Felde verstanden -ist.

In den in GL IV u. IVa berechneten Statzkriften kommen
positive und negative Glieder, bezw. Beitriige vor; je nachdem die
ersteren oder die letzteren fiberwiegen, fallen die Stiitzkrifte selbst
positiv oder negativ aus. Das Auftreten negativer Stitzkrifte setzt
stark nngleichmifsige Belastung der Einzelfelder voraus.

Das Bieguogsmoment an beliebiger Stelle ist nach Gl. 17 8. 142

V) M. =M,—M,,_, (l—lﬁ) — yff. (Vergl. Fig. 115,d.)
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In Fig. 116 ist die der Gl. V entsprechende Moment.fmﬂache
fiir einen funffach gestiitzten Balken in schematischer Wewe dar-
gestellt. Sie ergibt sich aus den der Belastung der Einzelfelder
entsprechenden positiven Beitrigen 4,D,C, C,DyC; U. 8. W und
aus den durch die Stitzmomente hervorgerufenen negativen An-
teilen A,C\E,, C E E,C, u. s w., welche entstehen, wenn man

Fig. 116.

O, E,=M,, C3E,= M, u.s. w. macht und die Punkte E\E,E;
u. s. w. geradlinig verbindet. Der schraffierte Unterschied beider
ist die wirkliche Momentenfliche, die, je nachdem der positive oder
negative Anteil fiberwiegt, positiv oder negativ ist. Bei N}, Ny, Ny
u. 8. w. finden sich sog. Momenten-Nullpunkte.

Fiir die Querkraft an beliebiger Stelle erhalten wir nach Gl 18
S, 142 M
VIJ Qct: ;"!‘ ‘l}l""‘:} =,

Die Gleichungen I—VI, die sog. Clapeyron'schen Grund-
gleichungen, setzen uns in den Stand, fir jede beliebige Belastung
eines n fach gestitzten prismatischen Trigers alle in Frage kommenden
mechanischen Werte, Biegungsmomente, Querkrifte u.s. w. zu
berechnen.

Anwendungen.
Beispiel I: Ein X-Triiger vom Querschnitt h==30, b==14, h,==26 und
b =13 em (vergl. 8.85), dessen J==12500¢m* und W==833¢cm’, ruht auf drei
gleich hohen Stiitzen in symmetrischer Avordnung mit !==5,0m Stiitzweite
und triigt eine gleichmifsig verteilte Last von p==2000%¢ f.d. 1fd. m. Dabei
entsteht nach Gl 8 8. 130 fiber der Mittelstiitze ein Moment
20-500°

1
Ml=—£sL=—-—§--—~—"—325000mhl

und in der Entfernung %l:l!!?,u. em von den Endstiitzen ein Grofstmoment

Mo =(5 1) :2p=rd 351600 em/ig.

Die entsprechenden Randspannungen berechnen sich zu g, =%=62353q:0
351600

s =422s. Im Abstande 2.%.1=s75e- von den Endstitsen
ist M, =0 und o, =0.

=T50at
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Der Grofstwert der Querkraft findet sich beiderseits unmittelbar neben
der Mittelstitzo und betrigt nach GL 9a S. 181 Q=+ g ql=6250%.
Infolge Senkung der Mittelstiitze um

0 mpl‘ 0,012+ 20 - 5004

. J-E "~ 12500-2000000
wird nach Gl 6 8. 130

M, =M, =+ 0,00 pl2=+ 0,6 - 20 - 500 =+ 430000 oWy .
Mo, liegt jetzt im Abstande 0,414 1==0,04-500=207cm und der Momenten-
nullpunkt 2207 =414 cm von der Endstitze. Ferner ist

430000
By = S16at,

Kommt durch Ungenavigkeit in der Ausfihrung oder durch Nachgicbigkeit
der Endstitzen die Mittelstitze um o= =5mn Gber dic erstere su

== ()65 cm

ﬂlmﬂauﬂ

1000
liegen, so wird der Stitzdruck
_ 8, 3:08- JE 3 12500-2000000 .
und iiber der Mittelstiitze
)
M= (Al a2 %} == 3450. 500 — 22- 5°° — 875000 em/xg
M, 875000

WOraUS 0, = g = —gau— == 1050 s, also 300 ¢ grifser als beabsichtigt.

Beispiel 2: Die Belastung des Balkens in Beispiel 1 bestehe aus einer
stiindigen Last (Eigengowicht) g==1000%¢ f. d. Ifd. m und einer beweglichen
(Verkehrs-) Last p==1000%¢. Letztere sei nur im linksseitigen Balkenfelde
vorhanden. Dann wird nach Gl 17 8, 134

A=-g—-yl+’hey¢=%-lo.n-500+—7--10,n-500=4062 kg,

]
M=Al—(p i—g)%--‘iﬂﬂﬁ 500 — 22 ;00 == — 4690060 e/ig ,
A 40823

M o und somit auch a,,,. wird alio grofser wie bei voller Belastung beider
Balkenfelder, wahmnd M, und o, ihro Grofstwerte bei voller Belastung an-
nehmen,

Beispiel 3: Der Balken Beispiel 1 trage eine stiindige verteilte Last g
f.d.1fd. m und eine Einzellast P= 5000 k& bewege sich iber ihn hinweg. Es
sollen die eintretenden Grifstwerte des Stiitzmomentes M, und des Maximal-
momentes M,,. zwischen den Stiitzen und die grofsten Randspannungen
ermittelt worden. :

Der Boitrag M, der verteilten Last zum Stitzmoment M, ist

2 . 2
M= 3-85-—- Y :00 == 312500 em /iy, :

Der Beitrag Mp, der Einzellast P im Abstande w von der Endstiitze 4

lifst sich am einfachsten durch den von ihr in der rechtsseitigen Endstitze B
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erzeugten abwﬁrts gerichtetcn Stiitzdruck Hp ausdriicken. Nach G 11 8, 182

Pl
ist Bp-—--— T—-—; und daher Mp, = Bp-l=~ r-(— l') Mp, ist
also von u abhiingig und wird nach _d._'a{?.i_=n‘ fiir u=———!———5£9- =
du V3

200 em zu einem Maximum, das sich berechnmet zu Mp = P‘(—, )-.
50 29

400( 290 — '-;—691 ] == 241500 ¢m/ye, Der Grifstwert des Gesamtstiittzmomentes
ist daher M, == M, - Mp, =312 500 4 241500 =554 000 e/

Da M. zwiuchen den Stittzen liegt, wie sich aus einer Betrachtung der
Momentenflichen Fig. 106 8. 131 u. Fig. 103 8. 127 leicht erkennen lifst, im
Angriffsquerschnitt der Einzellast P, ist mit deren Abstande « von der End-
stiitze A veriinderlich und erreicht fiir eine bestimmte Lage \fon P seinen
Grofstwert, Der Beitrag der verteilten Last zn M,,,, ist gleich -Agla — !‘.}5
und derjenige der Eiuzellast P gleich Ap-u d. i, unter Buchtnng der GL 10

8. 132 anch gleich 2 (4—-.) — 4+ _li)’ im ganzfn also

gu(l’.l Pou
Mooy =2 (8 o) 4 B2 (452 1 5).
Zur Ermittelung des Grbfstwartes von M, sotzen wir
d Mu«u ) P 10-u 4 l“)
La=g(grree)+ Tl -0y
worans sich mit g=10 lt, P=15000¥% und !==500cm ergibt u==2050cm,
Der Grifstwert von M,,, ist somit

M =272 (3, 500 - - 905 4 2%

= 691 000::-;.,.
Die Querkraft erreicht ihre absoluten Grofstwerte beiderseits unmittelbar
neben der Mittelstiitze, wio eine Betrachtung der Fig. 106 8, 181 leicht erkennen

lifst. Der Beitrag dor verteilten Last g zu derselben ist gleich i%yl und

derjenige der Einzellast P links von der Mittelstitze gleich A, —P und
rechts derselben gleich Bp. Im ganzen ist rechts der Mittelstitze Quer =

%gi {- Bp und links derselben Q= — (%gH-P—AP).
' Die” den Grofstwert des Stitzmomentes M, erzeugende Laststellung

0 290°
= 200¢m ergibt nach 8. 132 GL 10 ein Ap=5—T—( - g——g%-l-w

angns
5000(290 390 )=.4Bl*s. Daraune folgt ein

=500+ 5008

5000205 ( 5 305 205')

1620 % und ein BV_\.‘.‘ 56— 500° __
Quar= ; 210500 + 481 = 3606 ¥¢ wnd ein Quin= —(%—IU-SO{)-}-.SUDO—]B‘ZG)
= — 6505 k.

In gleicher Weise fithrt die Laststellung fiir M, (u==205em) zu einem

Quox = 8553 % und Q¢ = — 5602 ke,
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Unabhiingig von den Momenten M, und M, entsteht die iiberhaupt
grifste Querkraft in den Querschnitten links und rechts unmittelbar neben der
Mittelstiitze, wenn die Last P die Querschnitte trifft. Es ist dann rechts und

links der Mittelstﬂt:o Omac =+ ( . gl + P) + 8125 k8.

Beispiel 4: Ein Balken ljlmr-
all gleichen Querschnitts
liege auf 5 Stiitzen in gleicher
Hohe (Fig. 117), so dals &, 44— f,
in GL I-—1III 8. 146 u. 147 durchweg
verschwindet. Die Feldweiten seien

L=4m; l=6n,

ly==4m; [ ,=6m,
Im ersten und letzten Felde befinde
sich keine Last, im zweiten Felde
eine Einzellast Py=4+%in dem Ab-
stande @, =2m vom Pugkte 1, im
dritten Felde eine Last P, =8t in
der Mitte. Drei Stittzenmomente
M,, M, und M, sind zu berechnen,
man hat daher Gleichung II 3 mal
anzawenden, fir n=1, n=2,
n=3.

n=1 gibt: 0+2M(4+ﬁ)+,u, s=0+._——4(6+4),
n=e2: M6+ 3M,(6+4)+ M, 4=__= (s+2)+—9(4+2}

n=38: M-4+2M, (4+6}+0—-—.2(~i+9)+°
Diese Gleichungen liefern :
' M, = 1peumt; M, = 3 120 mt; Mlsl,“"mtl

Die einfachen Auflagerdriicke sind:
4=0; C'=% O'=5); C=4; B'=0.
Nach Gl IVa ist dann
1,5448

= — = t,
A=0 1 0,s882

Nach GL IV ist ferner:
G=2Ys— 0 + Lo 5+ 4 ) - B =2 44

ebenso: (q=5lfa—...‘.;.'.'£+3 (G ‘)_..“m == B0,
ebenso: 0"=4_lﬂ+| ( 6)_0____3 s by
endlich : B=l‘j—l"""1 = — 0t

6
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Als Probe gilt: —A —B+444-8=C,4-C, 4 C;. (Selbstverstindlich hiitte
man die letzten beiden Auflagerdriicke Cy und B nach Berechnung der anderen
auch mittels der Gleichgewichts-Bedingungen finden kinnen.)

Da A und B (wegen des Fehlens der Lasten in den Endfeldern) negativ
pind, miissen an den Balkenenden abwiirts gerichtete Stittzkrifte tiitig sein,
welche den Balken niederhalten; andernfalls wiirden die beiden Enden sich
ohne jede Kriimmung schriig in die Hohe strecken, und es wiirde dann ein
Balken auf nur 8 Stiitzen vorliegen.

In Fig. 117,¢ sind die Momente M, dargestellt. In den Endfeldern
sind die einfachen Momente Null, die Momentenflichen schrumpfen zur Achse
zusammen. Fir die Mittelfelder entstehen die Dreiecke D, ¥, D, und D, ¥, D,
als einfache Momentenflichen; die Hohen derselben sind 5'/s bezw 8mi, Auf
den Auflager-Senkrechten sind nun, ebenfalls nach oben, die berochneten
Stiitzenmomente aufgetragen und deren Endpunkte durch eine gebrochene
Linie verbunden. Daraus entstehen die schraffierten Darstellungen von M,
Wo die Ordinaten der Momentenfliche Null sind, liegen Momenten-Nullpunkte,
denen Wendepunkte der Biegungslinio (Fig. 117,b) entsprechen. Die Neigungen
der Biegungslinie tiber den Stiitzen lassen sich nach Gl. 4 (8. 146) berechnen.
Werden die Momenten-Ordinaten siimtlich von einer geraden Achse aus abge-
tragen, so entsteht Fig. 117,d. Die grofsten negativen Momente sind dio
Stiitzenmomente, die grofsten positiven liegen an den Laststellen, das iiberhaupt
grifste unter der Last 8t; es betriigt

, 8 — 12 (M, + M,) = 5,003 mt,

Die Querkraft @, (Fig. 117,¢) ist am linken Auflager gleich dem Aui-
lagerdruck A, mithin wie dieser negativ; sie iindert sich nicht, solange die
Momentenlinie in dersclben Geraden verliiuft. Bei nach rechts steigender
Momentenlinie (d) ist @, > 0 und umgekehrt. Den Knicken der Momenten-
linie an den Angriffsstellen der Einzelkriifte entsprechen plotaliche Anderungen
von @Q,, und zwar immer um die Grifse jener Einzelkraft; jede aufwiirts
gerichtete Kraft vergrifsert ¢,, und umgekehrt. Sonach wird rechts von der
Stiitze 1: Q.= A 4 O, = — 0,302 4 2,081 == 2,900 t; die weiteron @, ergeben
sich in gleicher Weise; an der Stiitze 4 wird @Q,= ~B=0umt,

Beispiel 6: Ein Triiger auf 4 Stlitzen, die in einer Geraden
liegen (Fig. 118), sei in allen 8 Feldern mit derselben Last p gleichmiifsig
belastet; die Weite der Mitteldffoung sei I, die der Seitentffnungen je [,.
Dann ist wegen der symmetrischen Anordnung M, = M, , ‘mithin nur M, nach
GL III (mit m==1) zu bestimmen:

042 M, (I +L)+ Ml ="/pl,*+ /s pl,°.

Dies gibt M=2 W41
Sl W A
a=p=2h M, o p@ 4 tpt) -4
1

(nach der Gleichung der senkrechten Kriifte). Der klareren Ubersicht wegen
seien nun gleiche Weiten 7 angenommen: dann wird
M =wpl?; A=*‘hopl; C="Yupl.
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Die einfachen Momentenflichen sind Parabeln vom Parameter 1/, und
der Pfeilhshe '/s pI?; das Trapez der Stiitzenmomente bestimmt mit den
Parabeln die wahren Momente M, (Fig. 118,¢),
die, (Fig. 118,d) von einer Achse aus ab-
getragen, wiederum Parabeln von demselben
Parameter, nur mit verschobenen Scheiteln
ergeben,

An beliebiger Schnittstelle des ersten
Feldes ist die Querkraft Q,=A—pua,
Die Darstellung davon (Fig. 118,¢) ist eine
Gerade mit dem Gefiille p f. d. Lingeneinheit,
und fiir die anderen Felder ergeben sich
ebenfalls gerade Linien mit einem Gefille
== der Belastung. Im ersten Felde ist an
der Stiitze 0 die Querkraft = A ="4/10pl,
geht bel x=14/10] durch Null ins Negative
und hat an der Stiitze 1 den Wert —*10pl,
wo daon plotelich eine Vergrifserung um € ="/wopl, 4. h. auf + %npl
eintritt. ' Wo @,==0, hat M, analytische Maxima, wo @, sprungweise aus
+ in — fibergeht (oder umgekehrt), hat M, relativ grofste Werte, die keine
analytische Maxima (mit der Abgeleiteten = 0) sind, sondern die nur von eciner
Unstetigkeit der Momenten-Funktion herriihren,

I Endfelde ist M,=Ax—'1px®; diese Funktion -erreicht fir
i
== ;—: (hier = */10l) den Wert A, = %‘I’ (hier = %100 pl?). Die Stelle

dieses Grofstwertes liegt in der Mitte zwischen 2 Momenten - Nullpunkten.
Bei @ =="%0l geht M, ins Negative und wiichst nun schoell bis zum Stiitzen-
momente M, ="/iopl®. Dann pimmt im Mittelfelde das negative Moment
wieder ab, geht durch Null und erreicht in der Mitte einen Grofstwert,
welcher sich ohne weiteres zu AM,="/spl* — M,="/wpl?* ergibf. Dann
wiederholt sich alles symmetrisch. Den Momenten-Nullpunkten eontsprechen
wiederum die Wendepunkte der Biegungslinie, Fiir die Neigungen derselben
fiber den Sthtzen liefert GL 1 8. 146 A

EJw,="%0pl®; EJw =—1pl?,

An den Mittelstitzen treffen grifstes -Monient und grifste Qnarkraft in
ungiivstiger Weise zusammen. Die verhiiltnismiifsiz grifsten Momente sind
sehr ungleich; sie verhalten sich wie 8:10:25. Eino bessere Ausgleichung
ist zu erreichen durch Verschiebung der beiden Mittelstiitzen nach aufsen und
nach unten; dnrch erstere wiichst hesonders A, unter Vermindernng der beiden
anderen Momente, und durch letztere wir(& der Auflagerdruck € vermindert,

Fig. 118.

A vergrifsert und damit auch M., = ?—
Verkleinerung von M, und Vergrifserung von M,. Durch diese beiden
Stiitzenverschiebungen hat man es in der Hand, zwischen den Momenten jedes

beliebige Verhiltnis zu erreichen.

vergrifsert unter gleichzeitigor
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Beispiel 6: T'rﬁger auf sehr vielen Stiitzen. Ist die Zahl der
Stitzen in gleichen Hohen und Abstinden sehr grofs bei derselben Belastung
mit p in den Feldern, so werden diejenigen Felder, welche weit von den Enden
entfernt sind, sich nicht wesentlich voneinander unterscheiden. Die Biegungs-
linie wird dann Gber den Stitzen nahezn wagerecht sein und jedes Feld sich
wie ein beiderseits wagerecht eingespannter Balken verhalten, Nach S. 138
sind daun die Stiitzenmomente M,='/izpl*, die Momente in den Mitten
M,="[2pl*. Die Auflagerdriicke sind C=pl.

Sind die Felder abwechselnd unbelastet und mit p belastet (Fig. 119),
s0 ist die Anordnung symmetrisch zor Mitte cines belasteten Feldes und
ebenso eines unbelasteten Feldes. Die Stiitzen-
momente M, sind daher iiberall gleich, u. zw. Fig. 1.,
milssen sie halb so grofs sein wie bei Belastung Ryt T
siimtlicher Felder; denn bei voller Belastung
ist die Anordnung auch zu einer beliebigen Stiitze symmetrisch, es tragen
daher zu dem Momente dieser Stiitzen die Belastungen zweier Felder, die
symmetrisch zueinander liegen, gleichviel bei, und wenn man von zwei solchen
Feldern eins entlastet, so wird M, halb so grofs. Demnach ist M,="/as pl*
und My="spl*—"'|upl*=" e pl® Die Grilse M, behiilt das. Moment lings
eines unbelasteten Feldes bei, und die Querkraft ist auf dieser Strecke Null.
Die Auflagerdriicke sind aus dem gleichen Grunde, wie beziiglich der Stiitzen-
momente erliutert, halb so grofs wie bei voller Belastung, d. h. C=="'/s pl.
Fiir die Neigung der Biegungslinie iiber eine ‘Etﬂt:o findet man leicht
EJw =" Ml.

f) Aufsere Kriifte, Biegungsmomente und Querkriifte bei stindiger
und beweglicher Belastung; Einflufslinien,

1. Allgemeine Methode der Einflufslinie.

Bisher haben wir die Belastung der betrachteten geraden Stabe
oder Balken als ,stindig*, d. h. davernd oder ruhend vorausgesetut.
In vielen Fillen der Anwendung, insbesondere bei Briickentrigern,
hat man indes neben der aus dem Eigengewicht des Balkens selbst
der Fahrbahn u. s.-w. bestehenden .stindigen“ Last auch mit sog.
»beweglichen“ Lasten — Verkahrslast, Menschengedringe, Fuhrwerke
W 8. w. — zu rechnen. FErst aus dem Zusainmenwirken beider ergeben
sich sowohl die das dufsere Gleichgewicht bedingenden grofsten
Stiitzkrafte, als auch die fir die Bestimmung der Querschnitts-
abmessungen der Balken mafsgebenden Grofstwerte der Biegungs-

momente und Querkrifte. Ein sehr dbersichtliches und meist anch.
L]
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recht bequemes Mittel sowohl zur allgemeinen Beurteilung als zur
Berechnung des Einflusses der beweglichen Lasten auf irgend eine
der in Frage kommenden statischen Werte (Stiitzkraft, Biegungs-
moment u. s. w.) bietet die Methode der sog. Einflufslinien. Sie
ergibt sich aus folgender Uberlegung: Der von irgend einer Last P
in beliebiger Lage auf einem unterstitzten Triger zu einem jener
statischen Werte, der hier allgemein mit Z*) bezeichnet werden
mbge, gelieferte Beitrag ist verhdltnisgleich der Grifse von P.
Liefert eine Last 1 einen Beitrag 7, so ergibt P einen solchen
Z=P-7n. Es ist also 7 der Einflufs der Last 1 auf den Wert Z.
Denkt man sich nun die Last 1 fiber den Triger hinweg bewegt
und in jeder Lage ihren Beitrag # zu Z ermittelt, als Ordinate von
einer Basis oder Nullinie A B (Fig. 120,a) aus aufgetragen und
die Endpunkte der
Ordinaten mit- el

einander verbun- ' 5
den, so entsteht C
die sog. Einflufs- (a)
linie ADNCRB. |
Die von ihr und 4
der Basis einge- D
schlossene Fliche
heifst die Einflufs-

"(b)

fliche. Wie leicht | )
begreiflich, kann | )
der Einflufs  der | : —

Last 1 unter Um- [ g 2 nin o

gtinden auch
gleich Null oder negativ werden, die Einflufslinie die Nullinie
schneiden. Der Schnittpunkt & trennt dann Bereiche positiven und
negativen Kinflusses und man nennt ihn daher Belastungsscheide.
Ist die Einflufslinie bekannt, so erhalt man den Beitrag irgend
einer Last P, in beliebiger Lage zu dem Werte Z, in dem Produkte
aus der Last und der mit ihr in derselben Senkrechten gelegenen
Einflufsordinate 7, Z=17,-P,, Bej dem gleichzeitigen Vorhanden-
sein mehrerer Einzellasten P, P,, P, u.s. w., denen die Einflufs-

*) Vergl. Muller-Breslay, Graph, Statik der Baukonstr. 8. 115.
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ordinaten 7),, 7, 7j; u. s. w. entsprechen, summieren sich die Beitrige
der Einzellasten. Es wird
Z=n. P4y Pp—13-Py+ . . .= 2Py (Fig. 120,b),

wobei die Vorzeichen der Einflufsordinaten 7 zu beriicksichtigen sind.
Handelt es sich um eine gleichmifsig verteilte Last p f. d. Lingen-
einheit, so kann man den auf ein Lingenelement dx entfallenden
Lastanteil p-da als Einzellast ansehen und sein Beitrag zu Z ist
dZ=p-da-n. Krstreckt sich die verteilte Last p auf eine be-
stimmte Strecke des Trigers (Fig. 120,¢) von 2= bis 2=a,

w3
Fig. 120, so erhilt man durch Integration Z= p»(q-d.t'za pF.

Der Integralwert stellt den der belasteten Strecke u:{t.aprachenden
Teil # der Einflufsfliche (in der Figur schraffiert) dar. Trstreckt
gich die Last p iiber den ganzen Triger, bezw. gleichzeitig tiber
positive und negative Einflufsgebiete, und sind F und F_ die
entsprechenden Teile der Einflufsfliche, so wird Z=p(F,—F_).
Kommt bewegliche Last in Frage, so entsteht der Grofstwert
von Z, wenn sich nur im positiven (Fig. 120,d), der Kleinstwert,
wenn sich nur im negativen Einflufsgebiete (Fig. 120,¢) bewegliche
Last befindet. Bei Einzellasten von verschiedener Grofse sind bei
Ermittelung der Grofst- und Kleinstwerte von Z die grofsten Lasten
in dem Bereiche der absolut grofsten Einflufkordinaten zu plazieren.
Kommt neben einer den Triiger in seiner ganzen Liinge bedeckenden
stindigen verteilten Last g eine bewegliche Last p in Betracht, so
entsteht der Grofstwert von Z, wenn der Triger nur im Bereiche
des positiven Einflusses voll mit p belastet ist. Er wird dann
Zmaz=g(Fy—F_) + p-F4. und im entgegengesetzten Falle
Zgin=9(Fy.—F_) — F_-p. (Vergl. Fig. 120,d u. ¢
Es soll hier noch unter- Fig. 121.
schieden werden, ob die Last el
unmittelbar auf den Triger
einwirkt, ihn also in jedem
Punkte treffen kann, oder durch
Zwischentrager auf bestimmte
Punkte, sog. ,Knotenpunkte*,
fibertragen wird. (Fig. 121.)
Ist die Einflufslinie fiir
unmittelbare Belastung bekannt, so gelangt man zu derjenigen fiir
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mittelbare Belastung wie folgt: Die zur Erzeugung der Einflufslinie
iiber dem Triger bewegte Last 1 befinde sich zwischen den um /4
voneinander entfernten Knotenpunkten m und » im Abstande z von »,

bezw. @, von m (Fig. 121). Dann verteilt sich die Last 1 durch
den Zwischentriger mit : f auf den Knotenpunkt » und mit E’-A—l
auf den Punkt ». Sind 7, und %, die Einflufsordinate fir unmittel-
bare Belastung bei s und n, so ist der Einflufs 5 der Last 1 in
der angenommenen Lage auf den Wert Z
y = 2 1) 8 Un = 11‘.-;} +tjf-:;,..
Y AT T B A

Dies ist die Gleichung der wirklichen Einflufslinie zwischen den
Knotenpunkten m und =, die, weil 7 und @ linear voneinander
abhiingen, eine gerade Linie ist. Fiir x, =4 ist 7=7, und fir
a=A 9=1,; die Gerade ergibt sich also als Verbindung der
Punkte m; und »,.

Die Einflufslinie fiir mittelbare BeTastung ist also
ein Sehnenvieleck (in der Figur punktiert) derjenigen
fir unmittelbare Belastung, dessen Eckpunkte unter
den Knotenpunkten des Trigers liegen.

2. Anwendung auf den einfachen Triger mit zwei
Stitzen (Fig. 122)

Es soll zunichst die Einflufslinie fiir das Biegungsmoment A,

und die Grofstwerte desselben Fig. 122.
in einem beliebigen Quer- Yy
schoitte ¢¢ im Abstandewvon A & e e—r—
der Endstitze A ermittelt 4] S -
werden. Eine im verander- | amsmeannds T b TR, »
lichen Abstande u von B 5 i st 5 ’/ir:
(Pig.122,q) befindliche Last 1~ %21~ Ty Tt )
erzeugt in A einen Stiitz- B o P '

g 1_” X D:.I E:[ Erj
druck A =1- 7 und daher in i‘ ““D {

' | !
' ein Moment - 44! H— :'BI
) fg=dw=7a, (@) T iy
worin @ vorliufig konstant, 4 - B i‘“

7) die mit der Bewegung der
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Last, d. h. mit «, verinderliche Einflufsordinate derselben ist. Die .
lineare Gl. 1 ist die Gleichung der geraden Einflufslinie des Momentes
in C fiir die Strecke B(' des Balkens.

Mit 4, B, als Grundlinie (Abscissenachse) der Einflufsordinaten
und B, als Koordinaten-Nullpunkt=ist fir « =0 % =0, und fir
u==1 n=g. Die Einflufslinie geht also durch B, und ihre Rich-
tung sthneidet die durch A, gehende Senkrechte im Abstande
Ay Ay =ua Qiber A,. Gleichung 1 gilt aber nur, solange die Last 1
rechts von ¢¢ sich befindet, d. h. fir die Balkenstrecke B¢, und
B,C, ist die fir diese gilltige Einflufslinie. Denkt man sich jetzt
ebenso die Last 1 links vom Querschnilt ¢¢ in Bewegung von A
nach C, so entsteht in vdllig gleicher Weise die Einflufslinie 4,0,
fir die Balkenstrecke 4 (', die auf der Senkrechten durch B, die
Strecke B, B, =, abschneidet. Die Einflufslinie des Momentes
in ¢ fir den ganzen Balken wird somit durch den gebrochenen
Linienzug 4, B, daggestellt. Das Dreieck A,(' B, ist die Einflufs-
fliche. Die Einflufsordinaten sind' fiberall positiv, von beiden Seiten
nach dem betrachteten Querschnitt ¢¢ gleichmiig anwachsend.
Soll daher eine gegebene bewegliche Lastengruppe, etwa die Rad-
driicke einer Lokomotive oder eines Wagens ein moglichst grofses A,
erzeugen, so miissen die Lasten in tunlichster Niihe des betreffenden
Querschnittes und zwar die schwersten Lasten demselben am nichsten
gebracht werden. Aufserdem miissen tunlichst viele Lasten auf-
gebracht, der Triger ,voll“ belastet werden. Es wird dann

2) M, = Py+Pyypp+. . . = 2Py,
wenn 7, 7, w.s. w. die den Stellungen der Lasten P,, P, u.s. w.
entsprechenden Einflufsordinaten sind.

Die ganze Einflufsflache ist F = AL ). und far ver-

2 2
teilte Last p daher das Grofstmoment
3) Manar == (Vorgl. auch §.101 G 3)
Bei verinderlichem » besteht zwischen 21, und parabolische

2
Abhiingigkeit. Fiir die Trigermitte .r=—;~ ist Muox= P ;

Fir mittelbare Belastung Fig. 122,b erleidet die Einflufslinie
die durch Punktierung angedeutete Verainderung und nimmt die

Form des zweifach gebrochenen Linienzuges A,7), %, B, an.
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Die Einflufslinie der Querkraft (Fig. 123) ergibt sich wie folgt:
Die Querkraft, welche eine Last 1 im Abstande u von der rechis-
seitigen Stitze in beliebigem Querschnitte ¢¢ links der Last erzeugt,
ist gleich der links=

seitigen Statzkraft. - Fig. 123. ; 8
=3 .i * ! t 4 u ‘;
IR G5 4 A o 3 B
Gl 4 ist die Glei- . e e 2
chung der Ein- A;*——-’———;*—; 1 > @)

-flufslinie der Quer-
kraft aof der
Strecke BC  des
Balkens.  Uber-
schreitet die Last 1
in ihrer Bewegung
von der Stiitze B
nach 4 den Quer-
schnitt ¢¢, so fin-
dert sich die in
G1.4 ausgedriickte
Querkraft insofern,
als der Triigerteil
links vom Schnitt
aulser von der auf-
wiirts gerichteten

' Stutzkraft% auch

noch von der ab-
wiirts gerichteten Last 1 selbst ergriffen wird. Es wird nun fir die
Balkenstrecke 4 ¢

"

4a) ol el Die der GI. 4 ent-

sprechende Gerade geht durch B, und ihre Richtung schneidet,
da fir wu=1 5=1 (Krafteinheit). die Senkrechte durch A4, im

Abstande A Jja-——?)“‘—'=1 iiber 4,, und die der Gleichung 4a

entsprechende Gerade geht durch B, und ihre Richtung schneidet,
da fir u=0 2= —1, die Senkrechte durch B, im Abstande
B, By=1n=1 unter B,. Der gebrochene Linienzug 4,C\C,B,,
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dessen Zweige A,C, und C, B, einander parallel sind, ist die Einflufs~
linie der Querkraft.

Da }—' stety ein echter Bruch, sind die Einflufsordinaten links

von t¢ gemifs Gl. 4a negativ.

Fir die Benutzung der Einflufslinie zur Bestimmung der Quer-
kraft fiir eine beliebige Belastung, insbesondere des Grofstwertes der
Querkraft, gilt das auf S. 156 u. 157 allgemein und aof 8. 159
speziell fir das Biegungsmoment Gesagte.

Dar positive Anteil der. Emﬂul‘sﬂﬁclm ist nach Fig. 123,a

Fy=- }!_l und der negative. F'_= ;” Wird der zunichst gewichts-
los gedachte Balken einmal im positiven und ein anderes Mal im
negativen Einflufsbereiche mit einer gleichmiifsig verteilten Last p
belegt, so wird im ersten Falle

pray? . :
b) 232 Qp,,,,,= 27 im zweiten

l
R

5 a) Q}"mln l o '

Dabei ist, wie ersichtlich, @,,,.. gleich der linksseitigen Stiitzkraft
fir eine volle Belastung mit p rechtsseits von ¢¢, und @, die
rechtsseitige Stiitzkraft fiir volle Belastung linksseits von ¢¢.
Denken wir uns jetzt den Querschnitt ¢¢ verschiebbar, @ verfinder-
lich, so zeigen die Gl'eichungen b u ba “2,...,., und Qpmin in para-
bolischer Abhingigkeit von 2, bezw. 2. Die erstere Parabel hat
in der geometrischen Darstellung Fig. 125, ihren Scheitel in B,
die zweite in A.

Die Zeichnung derselben, beispielsweise der eratmm 14fst sich

bequem wie folgt bewirken: Man mache A 4, = -g—l , verbinde B

mit A,, bringe ¢¢ in I zum Schnitt mit B A,, ziehe durch D
wagerecht D E und verbinde £ mit B. Dann ist der Schnittpunkt #
von £ B und ¢t ein Punkt der Parabel und FG = Qp mas; denn es ist
P L @ l-ay @& pay?
FG=AE-2 =DG- T =44, 3 ek R i
Hat der Balken aufser der beweglichen Last p noch in ganzer
Linge die stindige gleichmifsige Last ¢ f d. Lingeneinheit za
tragen, so entstehen die absoluten Grbl‘stworte der Querkraft, wenn

die bewegliche Last p sich entweder fiber das Trigerstick rechts
Koek, Elastizititalohre, 11



\
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von tt (Fig. 123,c) oder links vop ¢4 (Fig. 123,d) erstreckt. Im
Abstande 2 von A wird im ersten Falle

2 .
Qemas=Fyp+g(Fy—F_)= m”;’ b+ (@2 —a?)
und im zweiten Falle 3

2
chi’lmF— "P +,'7(F+_-P1-..) =—'—“{;il + %({U:!_ﬂﬂ).
Mit #,+2=1 und @ =1—a,, bezw. @, = Yoz entsteht

px,? I
6) Q.Hmu- - “;z"z_‘ + a (ml_ 2) y

6a) Q;m..='-—%;!;~!-—-g(m—-%).

Links der Balkenmitte sind béide Glieder der GL 6 positiv, rechts
derselben wird das zweite negativ und dort, wo rechts der Balken-
mitte das negative zweite Glied dem positiv ersten gleich wird,

wechselt Q... sein Vorzeichen, ist @,,...= P%?’f +g (,19__ ‘:) =0,

Die Losung fir a; ergibt "= .L;'-(__.l +V1-+§)_

Ebenso sind rechts der Balkenmitte beide Glieder der Gl. 6a
negativ, wihrend links dgrselben das zweite positiv wird und fir

m=.ro=z%(—1+]/ 1+{; ) beide sich aufheben, @, wi, =0 wird.

Fiir gleiche Werte von @, und « sind die Absolutwerte von Q...
und Q.mis einander gleich.

Das zweite Glied der Gl. 6 u. 6a wird geometrisch je durch
eine gerade Linie dargestellt (vergl. 8. 100 u, 101* Gl 2, Fig. 83).
Legen wir diese mit der Parabel des ersten Gliedes an eine Gerade
A B so zusammen, dafs sich die gleichsinnigen Beitriige von p und ¢
addieren, die mit entgegengesetzten Vorzeichen subtrahieren, so
entsteht die Maximalquerkraftfliche A4, 4,NB,B bezw. Minimal-
querkraftfiiche AA4,N,B,B. Links von N, treten nur positive,
rechts von N nur negative Querkrifte auf; zwischen N und N, auf
der Strecke v ergeben sich, je nachdem der Balken nur rechts odgr
nur links von dem betreffenden Querschnitte bewegliche Last p trigt,
positive oder negative Querkraft.
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Fir £ =1 wird %= 2,9=0411, v=1—2.0411=0,81,

r

9 ) wird om0 =0961, v=0281,
p 2 \

.-;’T=i wird 20=2,0=0311, v=0381.

Fiir mittelbare Belastung erfihrt die Einflufslinie der Querkraft
nach 8. 157 die aus Fig. 124 ersichtliche Veriinderung und nimmt
die Form des Linienzuges 4,0, D, B, an, wobei zu bemerken ist,

B

dafs fir alle zwischen zwei Knotéenpunkten €' und D denkbaren
Querschnitte dieselbe Einflufslinie und daher auch die gleiche

Querkraft gilt. Bei der aus der Figur ersichtlichen Bezeichnung
wird jetzt

F+=.zr-£)—’2-,1-;-‘~=%; und daher
L P
7) : me-F+'P=£§j*-

Da in symmetrisch gelegenen Querschnitten die Absolutwerte von
. 11*
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@pmae Und Q. Wechselweise einander gleich sind (vergl. S. 162),
80 soll hier von einer besonderen Ermittelung des letzteren Wertes
abgesehen werden.

In #dhnlicher Weise wie fiir unmittelbare Belastung lifst sich

(pmaz konstruieren (Fig. 124,5). Man mache wieder 4 A4, gleich ’—’25 L

verbinde B mit A,, ziehe durch ), eine Senkrechte bis zum Schnitt
E mit A,B, ferner durch £ die Wagerechte I F, verbinde F
mit B und ziehe durch N eine Senkrechte bis zum Schnitt G mit

FB, dann ist GH=Q,,,,.,.,. denn es ist

Py o 0 BEE 8P
GH=AF —LJ{, '1"11 9 1.7 57 "

Diese Querkraft g:lt fir das ganze Balkenfeld 2 und wird durch
die Wagerechte 2' dargestellt. Die der beweglichen Last p ent-
sprechende Maximalquerkraftfliche wird in Fig. 124,0 durch die
Stufenlinie 1'-2'-3'-4'-5' dargestellt. Im rechtsseitigen Endfelde
ist z==0 und daher auch @Q,,..=0. Eine neben der beweglichen
etwz vorhandene stindige gleichmifsige Belastung ¢ (Eigengewicht)
geht an jedem Knotenpunkte als Einzellast g4 in den Balken fiber,
die ihr entsprechende Querkraftfliche ist daher (in Ubereinstimmung
mit Fig. 81 8. 96) die aus Fig. 124,) ersichtliche Stufenlinie
1"-2"-3"-4"-5" mit der Stufenhdhe gA.

Fiigt man die der beweglichen Last-p antsprechende Maximal-
querkraftfliiche 1'-2'-3'-4'-5' und die Querkraftfidche 1"-2"-3"-4"-5"
an der A B Fig.124,b zusammen, so dafs sich gleichsinnige Beitrige
addieren, ungleichsinnige subtrahieren, so entsteht die gchraffierte
maximale Gesamtquerkraftfliche.

3. Der dreifach gestiitzte Triger.
Einflufslinie fiir das Stiitzenmoment M,. Bei der in Fig. 125

dargestellten Belastungsart ist - Fig. 125,
der rechtsseitige, abwirts ge- ! 1
richtete Auflagerdruck (nach = 3{, B
S. 132, Gl. 11): N |
i i >y
4 \! ‘33}' G ,g{—-n_\ -
daher das Stitzenmoment : ;*‘ ‘"} 65
Pl u w{l—u i
.ﬂf.’l = .BI.-’T (T Ts') P ‘_—__-a I .
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Es empfiehlt sich wegen der weiteren Anwendungen, nicht fir A
-selbst, sondern fiir !/; M, die Einflufslinie zu zeichnen. Lassen wir
daher P=1 werden, so entsteht

B AR R B E

l 41 & 472 U
Die Darstellung dieses Wertes kann leicht konstruiert werden, denn
der erste Faktor "'(i; % bedeutet bei verinderlichem w eine

Parabel von der Spannweite ! und der Pfeilhdhe '/is. Die
Ordinaten dieser Parabel missen dann noch in dem Verhiltnisse
(!4 u):1 vergrdfsert werden, um die Ordinaten der Einflufslinie
von M,:l darzustellen. Zu dem Ende projiziert man die Parabel-
Ordinate wagerecht nach A, E, trigt links von A, eine Strecke
A, L=1 ab und zieht durch L und F eine Gerade, deren Ver-
lingerung auf der Richtung der urspriinglichen Parabel-Ordinate
das Stiick #HJ= M, :! bestimmt.

Die Einflufslinie far A7, :/ hat noch folgende kennzeichnende

3 :
Eigenschaften: Aus ihrer Gleichung :;=~4-ll~ (u-—-%—) (GL. 1) folgt

) T dy 1 ( ___) e
durch Differentiation ?-J_'W 1—3 7 Flir =0 ist
di 1 day _ 1
du = 4l T B sy di né-l—=_—2“f

Die Tangenten an dle Endpunkte der Kurve schneiden daher auf
den Auflager-Senkrechten die Stficke '/+ bezw. !/2 ab. Fir

= dr 1
=1:V3=05771 wi AR ithi 20,
u=1{0:}V 3=0,5771 wird e 0, mithin 2, Vs

Die so erhaltene Einflufsfliche nennt man wohl auch die M,-
Fliche mit dem Multiplikator u=1, d. h. die Ordinaten der
Figur geben, mit / multipliziert, den Einflufs einer Last Eins auf
das Moment M,. M, :1! bedeutet eine Kraft; als Einheit fir die
Ordinaten 7 ist daher die Kraft- oder Lasteinheit zu wahlen.

Aunf die Einflufslinie der statisch unbestimmten Grofse M,
lassen sich alle ferner in Frage kommenden Einflufslinien zuriick-
fahren, so dafs die Zeichnung welterar krummer Linien nicht mehr

== (),0062.

- erforderlich wird.

Einflufslinie fir M, Gegeniiber einem einfachen Triiger von
der Spannweite 4 C'={ bringt das Stitzenmoment M, eine Ver-
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minderung des Auflagerdruckes 4 um M, :7 daher eine Verminde-

rung des” Biegungsmomentes A7, an beliebiger Stelle um —MTL.—.-:

hervor (nach Gl IVa, S-148). Ist also das ,einfache Moment“
M, so wird das wirkliche Moment

a’!‘ = M; —_— .‘Il;l

iT.

Um nun 3, :7 unmittelbar benutzen zu konnen, mufs man 2 als
Multiplikator absondern und erhilt
2) Mo ( 220,
2 l

Die Einfluslinie fir das einfache Moment M, ist (nach
Fig. 122 8. 158) ein Dreieck, zu dessen Auftragung die Strecke z
(gleich der Abscisse der Schnittstelle) auf der linksseitigen Auf-
lagersenkrechten abgeschnitten wird. Um nun M.:2z zu erhalten,
wie jetzt notig ist, braucht man nur statt der Strecke = die Last-
einheit aufmtragen und im @brigen nach Fig. 122 za verfahren.
Um nun nach Gl 2 den Wert M,:7 leicht abziehen zu kdnnen,
trigt man die Einflufslinie far M.:z
nach derselben Seite mit der M,-Linie Fig. 126.
auf; der Unterschied der Ordinaten :
stellt dann, mit dem Multiplikator z
vervielfacht, die Einflufsflache far /|
M, dar (Fig. 126). Denkt man sich
im Felde C'B auch einen -einfachen Yk
Triger, so hat eine Belastung desselben @™ 73
auf das einfache Moment M, des o L gl s
linksseitigen Trigers keinen Einflufs. '
Zieht man von dem Einflufse =0 den Wert M,:7 ab, so entsteht

M, =2 (—- g:—‘*), die Einflufsfliche fir A/, wird daher im rechts-

seitigen Felde einfach durch die A/ -Linie begrenzt, deren Ordinaten
negativ zu nehmen sind. Positive Einflu(sflichen sjnd in Fig. 126
senkrecht schraffiert, negative wagerecht; danach ist unter den
Verhaltnissen der Figur im linken Felde durchweg positiver Einflufs.
Wird aber = grofser, nihert sich die Schnittstelle mehr der Mittel-
stiitze, so riickt der Punkt D), auf derselben Geraden 2 C bleibend,
nach € hin, und A D dreht sich, flacher werdend um A, \‘vahrend
die Figur im iibrigen unverindert bleibt. Bei einer bestimmten

B
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Lage F des Schnittes wird dann .1 /) in der Lage A D, die Kurve
AC im Punkte A berithren und bei noch weiter gehender Ver-
schiebung des Schnittes die Kurve A schneiden, wodurch die
Einflufsverhiiltnisse geiindert werden.

Ist fir die Grenzlage F des Schnittes

A F=u,, so ist nach der Figur _ Fig. 127,
l Ly I"‘—"J‘“ II\‘.I
) = — - I e ] %
Dy ¥ o= i oder NS
3) xo="451. ' :

Diese Stelle /' in der Mittellinie des Trigers

heifst Festpunkt. | = e
Fir eine Lage des Schnittes zwischen =" "% o

dem Festpunkte und der Mittelstiitze (Fig.127)
wird die Kurve A (' von der Geraden A1)
in G geschnitten. Hat 7 die Koordinaten w, und y;, so wird nach
der Fig. 127 und nach GI. 1:

1 1 1 Uy
¥p il ) g == _”("n—" ,e;)=
daraus ergibt sich

4) ‘:":V;;—4i. ;

Jetzt sind von w=0 bis u=1u, die Einflisse negativ, von u=1,

bis u==1{ positiv, lings des rechten Feldes wieder negativ. _
Nachdem so die, die Grofstwerte der Momente A, in den einzelnen

Querschnitten herbeifihrenden Laststellungen mit Hilfe der Einflufs-

linie bekannt geworden sind, lassen sich die Zahlwerte jener Momente

selbst entweder auf Grund der Einflufsflichen oder von den nach

S. 133 zn ermittelnden Stitzkriften ausgehend in bekannter Weise
berechnen.

Binflulslinie der Querkraft. Wie oben erwihnt, vermindert
sich der Auflagerdruck A infolge des Stitzmomentes M, um i!_:_l.

gegeniiber demjenigen des einfachen Triigers. Dasselbe gilt fir die
Querkraft. s ist also

ey M,

Q=0 — £|

worin (), die ,einfache Querkraft*. Hiernach hat man von den
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Einflufs-Ordinaten far @, (s. Fig. 123, 8.160) nur die Ordinaten der
Fliche M,:! abzuzichen und erhalt in Fig. 128 die Einflufsfliche
fir Q..

Um @, e zu erhalten, mufs man Fig. 128,
die Strecke vom Schnitte bis zur Mitte
belasten. Eine zwischenliegende Einflufs-
ordinate hat die Grdfse

1 1 : z
1}=T(l——-n)—-IF(n-—%)

o u ud
MR A

47 "4’

und es wird

b 2% li'_)
¢ g S g 98

Bei Belastung beider Felder mit p wird Q.=%spl—puz;
diesen Werf mufs Q. i + Qe mar haben, so dafs sich
N LN (.4 éx_’__li‘) i

Qs min=—"7 (4+2 g ergibt.

Bei gleichzeitiger Beriicksichtigung der stindigen Last g wird
dann
K ﬂ(? 4z , b 2 lx‘)
B  Qewmy(di—a)s2(l e, 58 212
= --3-»..._ )_.2._{(1 512 1.‘17‘)
6) Q‘-in 9(8!' a i Z+-§I_3_I£T !

Die fiberhaupt vorkommenden grofsten Querkrifte an den
Statzen ergeben sich nach dieser Rechnung

fir =0 70 Qumes="¥sgl+"16pl;
Qemin="/8gl—"hepl;
fir =1 20 Qsmox=—"/8gl
Qe min=—3/8 gl —*[spl.
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g) Aufsere Kriifte, Biegungsmomente und Querkrifte fir mehrfach
gestiitzte Triiger mit Gelenken. Gerber'sche Triiger.,

1. Anordnung der Gerber'schen Triger.

Wie 8. 144 dargelegt, ist ein Triger auf n Stitzen n—2-fach
gtatisch unbestimmt, so dafs » —2 Elastizitits-Gleichungen zu seiner
Berechnung erforderlich sind. Diese werden entbehrlich, wenn man
im Verlaufe des Triigers n—2 reibungslose Gelenke anbringt; an
jeder solchen Stelle ist dann der Biegungswiderstand Null, also auch
das Biegungsmoment gleich Null, so dafs n—2 neue Gleich-
gewichtsbedingungen entstehen, der Triger also statisch bestimmt
wird. Fir die Ausfihrung des Trigers ist ein wirkliches Gelenk
meist nicht .notig, sondern es geniigt in der Regel eine einfache
Auflagerung des einen Trigerteiles auf das Ende des anderen. Es
mufs an der betreffenden Stelle eine Querkraft, nicht aber ein Moment
fibertragen werden konnen. Zweckmifsig wird die Anordnung so
getroffen, dafs die an der Gelenkstelle auftretende Querkraft stets
in demselben Sinne wirkt, weil dann eben eine einfache Auflagerung
hinreicht. Diese Bedingung wird erfillt, wenn auf ein mit Gelenken
versehenes Trigerfeld stets ein solches ohne Gelenke folgt; auch darf
die Zahl der Gelenke in einem Felde hochstens zwei betragen.

Solche Triger sind zuerst von dem Fig. 129.
bayrischen Ingenieur Gerber ausge- cD
fuhrt worden. Ay e .

Bei 3 Stiitzen ist ein Gelenk an- Fig. 130.
zuwenden (Fig. 129). Bei 4 Statzen D, 1L C
konnen die erforderlichen 2 Gelenke 4 ¢ ¢ ¢ b ° p
beide im Mittelfelde (Fig. 130), oder Fig. 131.
je eins in jedem Seitenfelde (Fig. 131) G CyD,

angeordnet sein. An diesen Trigern
sind 4 Teile zu unterscheiden:

1. Der einfache Triger a, bei welchem die Momentennullpunkte
an den EndenYiegen. Ob derselbe an einem Ende auf einem Pfeiler
rubt (wie bei B in Fig. 129, bei 4 und B in Fig. 131), oder sich
an beiden Enden auf anschliefsende Trigerteile stitzt, ist fur seine
Berechnung gleichgtltig; er verhdlt sich in dieser Beziehung ganz
wie ein gewdhnlicher einfacher Triger auf 2 Endstitzen und wird
nur durch Lasten beeinflufst, die an ibm selbst angreifen.

Qos - Sy
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9. Das Kragstiick 4 bildet die Verlingerung eines Trigers auf
9 Stiitzen, ist mit diesem steif verbunden und trigt an seinem Ende
mittels Gelenkes oder gleichwertizer Anordnung den einfachen Balken a.
In den Figuren sind C D), €, D, CyD), solche Kragsticke.

3. Das Balkenstiick ¢ mit einem anschliefsenden Kragsticke
ruht cinerseits auf einem Endauflager und ist fiber der anderen
festen Stiitze mit dem Kragstiick » zu einem steifen Korper ver-
bunden. Dieses Stiick wird daher nicht nur durch eigene Lasten,
sondern auch durch diejenigen der anschliefsenden Teile « und b
beeinflufst. AC in Fig. 129, AC, und B¢ in Fig. 130 sind solche
Balken ¢ mit einem anschliesenden Kragstiicke.

4. Das Balkenstiick ¢ mit zwei anschliefsenden Kragstiicken »
ruht auf 2 festen Mittelstiitzen, ist @iber beiden mit Kragstiicken b
steif verbunden und wird daher auch durch Lasten der beiderseits
anschliefsenden Teile 4 und « beeinflutst. Ein Trigerstick d ist
¢, in Fig. 131.

Will man die Zahl der Felder weiter vermehren, so kann man
in Fig. 130 bei B ein Kragstiick b anschliefsen und anf dieses
wieder einen einfachen Triger a stiitzen; oder man entfernt in
Fig. 131 die feste Statze B und legt das Stiick a« = D, B auf ein
Kragstick » mit anschliefsendem Triger ¢, der auf 2 Stiitzen ruht.
So fortfabrend, kann man aus den Teilen a, b, ¢ und d Triger auf
beliebig vielen Stiitzen zusammensetzen.

2. Aufsere Krifte; grofste und kleinste Momente
und Querkrifte.

Fiir den einfachen Triigerteil « gilt das auf S. 158—164 Ent-
wickelte, nur ist durchweg 7 mit @ zu vertauschen.

Bei gleichmifsigen Delastungen g und g + p = ¢ ist
1) IM.\-ma..c‘= -qx(ﬂ« x),

\ M i = Yo g (@a—wx), das fiberhaupt grofste Moment
2) M, = 'sqa?, P
Ersetzt man in Gl 6 u. 6a S.162 2, durch /—a bezw. 0 —a
und p durch g—g, so wird
(a—x)? w?

lQ.rmn.r-([ Sa —-—g?d,

(a ..l',?)2 . 0%
lQrmiu—-ﬂ z“ qrz—d-,

3)
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Das Kragstiick b, in Fig. 132 durch ') dargestellt. Fihrt
man durch dasselbe einen Schnitt £¢ in dem Abstande @ vom
Gelenke 2 und lifst eine Last Eins vom Schnitt aus nach rechts
wandern, u. zw. zuniichst bis zum Gelenke

D, so wichst das Moment der Last in F";' A%

Bezug auf die Schniftstelle, also das Py s
Biegungsmoment A,, von Null an i t*"” B
in gleichem Verhiltnisse mit ihrem Ab- T il E
stande vom Schnitt und erreicht den Wert M‘ﬂgﬁ’
1-@, wenn die Last bis D gelangt ist. 'r;'-

Dies wird durch die Einflulinie 7',  qu-#ticks 00 i

dargestellt. Rickt die Last fiber ) hinaus
nach rechts, so wirkt sie auf das Kragstick nur noch mittelbar,
indem sie an diesem einen Gelenkdruck 1) erzeugt, der das Moment
Da liefert. Dieser Gelenkdruck nimmt aber, wihrend die Last
von /) nach B wandert, gleichmifsig bis auf Null ab, daher mufs
das Moment ebenfalls gleichmiifsig abnehmen, und man erhdlt hier-
nach die weitere Einflufslinie 72, /2,. Das Biegungsmoment M, an
einer Schnittstelle des Kragstiickes ist aber immer so beschaffen,
dafs die entsprechende Biegungslinie ilire erhabene Seite nach oben
kehrt, wir bezeichnen es daher als negativ. Dieses negative Moment
wird moglichst grofs bei voller Belastung der Strecken x und a.
Beim Vorhandensein von Einzellasten miifsten die schwersten der-
selben in der Nihe des Gelenkes Z) angebracht werden, weil hier
die Einflufs-Ordinaten am grofsten sind, Bei gleichmifsiger Last
¢ oder ¢ bekommt man die Momente einfach durch Multiplikation
dieser Werte mit der Einflufliche,
Daher wird

4) Memin=—"12Qx (@ +x); Mypar=—"01gx(a+ x).
Das dem Zahlenwerte nach grifste Moment am Kragstiicke
findet sich (fiir w=10) fiber der Mittelstitze C; es betrigt
) M,="2qb(a+b).
Die Querkraft @, an der Schnittstelle ¢¢, welche durch eine
wandernde Lasteinheit hervorgebracht wird, ist nach der Gleichung
der senkrechten Krifte gleich Eins, solange die Last zwischen dem

Schnitt und dem Gelenke 2 liegt, wird aber gleich dem Gelenk-
drucke 77, sobald die Last auf den Trigerteil « riickt, vermindert
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gich also mit diesem nach B hin gleichmifsig bis auf Null. Hiermit
steht die Einflufsfliche fir @, fest (s. Fig. 132) und es wird

6) Q:ma:=qolﬂu+ :B); Q..-.um-=9(’/:a+a=).

Das Trigerstiick ¢ mit einem anschliefsenden Krag-
sticke, in Fig. 133 mit AC bezeichnet. Der Teil ¢ wird durch
Lasten, die an ihm selbst auftreten, genau so beeinflufst, wie ein
einfacher Triager auf 2 Stitzen, da das
ngétnck b und der Teil a, solange
sie unbelastet sind, keine Wirkung tiben.

Einflufsfliche fiir den Auf-
lagerdruck A. Innerhalb des Feldes
¢ ergibt sich die Linie A4,C, als Ein-
flufslinie fir A. Schreitet die Last
nun iiber die Stiitze €' hin nach rechts,
so erfibrt dadurch A keine unstetige
Anderung; zur Bestimmung von A dient
nach wis vor die Momentengleichung T
zwischen 4 und der Last in Bezug auf T, Fl Dby
den Punkt C, es erfihrt nur das Moment
der Last und damit auch A einen Zeichenwechsel. Daher ist die
Gerade 4,C, bis ), zu verlingern. Am Gelenk aber tritt eine
Anderung des’ Gesetzes ein, weil bei weiterem Fortschreiten die
Last nur noch mit dem Anteile 1) auf A einwirkt; daraus erglht
sich die Fortsetzung 1, B, der Einflufslinie.

Die Ordinate bei D, ist '/c-b. Es wird

¢ ba4b) E_( gb(a—l-b))

7) G o & o Y
L q b(a+b)
/-'-miu q ) (1——"9——"?‘—).

Einflufsfliche fir das Moment an einer Schnittstelle ¢t.
Innerhalb des Feldes ¢ ergibt sich die Einflufslinie nach dem
Friheren zu A,7,C,. Aus denselben Griinden, wie vorstehend in
Bezug auf A erliutert, und weil eine Last rechts vom Schnitte zu
dem Momente A7, stets den Beitrag A .o liefert, ergibt sich, dafs
die Einflufslinie 7,¢, bis 1), einfach zu verlingern ist und dann

mit einem Knick von 7, nach B, sich fortsetzt. Die Ordinate
von D, ist @/e-b.
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Hiernach wird dann

Ma: max = x__(c;w“)' i { b"‘”_—-———(a n b)

) . 2 c '

Mo g O o 2Bl b)Y

2 2 c

Den grofsten Wert M,, welchen das positive Moment am
Trigerteile ¢ Gberhaupt erreicht, konnte man finden, indem man
M, uax nach @ auf seinen Grofstwert untersuchte. Einfacher gelangt
man aber zum Ziele, wenn man bedenkt, dafs Af,,. wieder von

der Form A.,—'/2qa? ist, dessen Grofstwert 5—2 Nimmt man
nun A avs Gl 7 fir A,.., so wird o

R LI LICEL Y,
9 M=l o)

Eintlufsfliche fiir die Querkraft an der Schnittstelle ¢t
Innerhalb der Strecke ¢ ergibt sich far @, die Einflufslinie A,7",7%C;,
die sich dann, fibereinstimmend mit derjenigen fiir den Auflager-
druck, nach Dy und B, fortsetzt. Es wird dann

(c—-.:c)?- x?  b(a+b)

10) Qemer =055 (55 + 256 ).
(e —)? b(a+tb)

Qemin=yg 2‘6"‘“(2.: e

Das Triigerstiick @ mit beiderseits anschliefsenden Krag
stiicken, in Fig. 134 mit C,C,
bezeichnet. Auch der Teil d
wird durch Lasten, die an ihm
selbst angreifen, ebenso beein-
flufst, wie ein einfacher Triger
auf 2 Stiitzen.

Binflufsfliche fir don
Auflagerdruck €. Die Linie e [—
C,'Cy’ ist selbstverstandlich. und } LT :
ebenso wie beim Trigersticke , | . Finn,..ﬁ'z by

eh A A O Fi. s
¢ ergibt sich die Fortsetzung 7 D;
C, D,' B,:aus denselben Griinden
mufs aber auch nach links die Gerade C‘, ¢' bis D Welhrgehen.

Fig. 134
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um dann nach- 4, abzufallen. Die Ordinate von 1)’ ist i’-lgf.
Es wird dann
O+d)y(a+b+a) b(a+b)

; Cj mae = 2d 7 —-2-&—- .
i » @+d)(@+b+d)  b(a+b)
L min =4 29d e | 2d .

Die Einflufsfliche fir das Moment an der Schnitt-
stelle ¢¢ ergibt sich nach den beziiglich des Tragerstiickes ¢ ge-
zogenen Schliissen, wie in Fig. 134 gezeichnet. Die Ordinate des

Punktes D" wird 4=
Danach erhdlt man

.b, diejenige des Punktes D, aber %.g,.

I .ﬂfx max = F(in)- l{ (_azﬂ) '
12)
| My S ). . g A D)

Da die letzten Glieder der rechten Seiten von = unabhingig, der
Grofstwert von 2o (d — ) aber (fir @ =12d) "/sd? ist, so wird
das in der Mitte von 4 aunftretende grofste positive Moment:
13) . M,="'/sqd?—")2gb(a+b).

Die Einflufsfliche fiir die Querkraft @, in Fig. 134
bedarf ebenfalls keiner niiheren Begriindung mehr. Die Ordinaten
der Punkte D" und D' sind Y/a-b. Man erhilt leicht

;! b b .
14) Qemesma (L +HGED) — o (5 + 262D,
oo s ) (2 e

3. Einteilung der Spannweite, Momentenausgleich.

Die vorstehenden Entwickelungen liefern fir alle Stellen die
grofsten und kleinsten Momente und Querkrifte, wenn aufser den
Lasten die einzelnen Lingen a, b, ¢ und d gegeben sind. Ist aber
nur die ganze zu iberspannende Weite und die Zahl der Zwischen-
stiitzen gegeben, so hat man beziiglich der Verhiltnisse zwischen
_den Lingen der einzelnen Teile innerhalb gewisser Grenzen freie
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Wahl. Es mdge nun hier wieder, wie in fritheren Fillen (vergl.
S. 98, 129 u. 139), die Bedingung gestellt werden, dafs durch Aus-
gleichung der in den einzelnen Teilen auftretenden grofsten Momente
das fiberhaupt vorkommende grofste Moment moglichst vermindert
werde. Es mufs dann gleichzeitig stattfinden:
My=M,; My=M; M,=M,.
Zuniichst liefern dann Gl 2 und 5:

V2qb(a+b)==1fsqa*, mithin
{3 T b(a+b)="1a® und
16) b=al(V 1 —12)=027a.
Sodann wird nach Gl 2 u. 9:

c(l_gﬂf_i_’{)_')=,,,

g, et
oder wegen Gl 15

na

e 4
¢ & =ac und
g 4

17) c=-,‘§-(| +V1_-_|-"g)

Schliefslich gibt die Verbindung der Gl. 2 und 13 mit Berfick-
sichtigung von Gl. 15:

18) fl=aV1 i
Ul §

Wichtiger als die Ausgleichung der Momente ist aber die
Vermeidung negativer Auflagerdrficke. Durch starke
Belastung der Strecke C'B in Fig. 133 konnte der Triger bei A
vor der Stiitze abgehoben werden. Soll died nicht erfolgen, so
mufs A, >0, oder nach Gl, 7

st b(rH )
gl e

= (; oder

19) b(u-b)<= il ¢ sein.

Um zu erfahren, in welchen Fillen die Bedingungen fiir die
Momenten-Ausgleichung mit dieser Standsicherheits-Bedingung in
Uberewstimmung sind, fihrt man die Werte der G1. 15 und 17 in
die Bedingung 19 ein und erhilt

1’(1+]/1+”)':_=-1
g g
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Durch Probieren ergibt sich hieraus

20) | % =02,

Ist diese Bedingung erfullt, so werden die Gleichungen 16 und 17
fir Ausgleichung der Momente Verhiltnisse liefern, die ein Auf-
kippen des Trigers nicht befiirchten lassen.

Auch das Trigerstick d kann, wenn auch weniger leicht,
durch starke Belastung der Strecke C, B (Fig. 134) von der Sthtze
C, abgehoben werden. Damit dies nicht erfolge, mufs Cjmin= 0,
also nach Gleichung 11 ;

21) g+ay(a+b+d)y=qb(a+b)
sein. Die Ausgleich-Bedingungen 15, 16, 18 sind hiermit in Uber-
einstimmung, wenn

22) % >0,09.

Anwendungen.

Beispiel 1: Gelenktriiger auf 8 Stiitzen. Wendet man die in
den Gl 16 und 17, 8. 175 gegebenen Verhiiltnisse an so wird die Weite des
linksseitigen Feldes

h=o=g (1+VT+7),

die des rechtsseitigen Feldes

h=a+4b=1pna (Fig. 135).
Diese Weiten sind einander nur gleich fiir ¢/g==1, fiir alle anderen Fille ist
h>1,.

Ist eine solche Ungleichheit der Feldweiten nicht zuliissig, wird viel-
mehr @+ b=c¢ als Bedingung gestellt, so mufs dafiir eine der Bedingungen
M,==M, und M,==M, unerfullt bleiben. Wiirde man nun etwa M, = M, bei-
behalten, so erhielte man M, im allgemeinen griéfser als M, und A, so
dafs der Zweck: die Herabminderung des grofsten Momentes, nicht erreicht
sein wiirde. Ebensowenig liefort die Gleichsetzung von M, und M, ein be-
friédigendes Ergebnis. Brauchbar ist aber die Bedingung M,=M,, und man
erhilt, wenn man bedenkt, dals a - b==¢ sein mufs

- c=b(1 +V1+9/q).
Da ¢ gegeben ist, so steht hiernach b und auch a=c¢— b fest,

Man findet, dafs dieses auch der Bedingung 19 ‘(8. 175) gegen Auf-
kippen genfigt, sobald ¢/, == 0,5 (libereinstimmend mit 20).

Ist die gesamte Weite beider Felder L und ¢/¢==0,, so kinnen ohne
Gefahr des Aufkippens die Ausgleichungs-Bedingungen benutzt werden.
Man erhiilt &

b==0p0 a, mithin [,=a-+b=1p0a; i,=c=‘,~‘m(l -l-lfl,a)=l,ma.

Fig. 135.
=T a8
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Daher ist die Gesamtweite L=2,s10a oder a=0, L; b=0,00L; c=0,s0L.
Bei diesen Verhilltnissen sind die grofsten Momente M,, M, und M, einander
gleich und am einfachsten nach
My='sqa*="[saq L} O ?==0,143- /2 ¢ I*

zu berechnen. Bei der Wahl zweier ecinfachen Triger von der Weite /2 L
wire das grofste Moment '/s2gqL? gewesen; die hier gewihlte Anordnung
ermbglicht aber eine Verminderung des grifsten Moments um 25,1%.

Ist eine gleiche Weite der Fclder Bedingung, so kann man nach Gl. 23
e=b(14+V 1) '=4,mb, also b=0gmsc und a==0j0¢c wihlen. Dio
beiden grofsten Momente werden dann

My=My="1qb(a+b)="/agc-0pmsc=0m "fsgc?=0,n"naqL?,

Daneben wird M,="/aqa*==0y30-"/s2q L*. Die Verminderung des grifsten
Momentes betriigt jetzt also nur 19°o gegeniiber einfachen Triigern.

Beispiel 2: Gelenktriger auf 4 Stitzen. Bei 4 Stitzen gibt
die Ausgleichung der Momente keine Veranlassung zu unsymmetrischer Anlage.
Nach den Fig. 130 u, 181 8, 169 sind
2 verschiedene Anordnungen mdglich. Legt Fig. 136.
man die Gelenke in das Mittelfeld (Fig. 186) < ¢ % a 4 o *
so wird jedes Seitenfeld I,=¢, das Mittel- .
fold ;,=a+2b. Zur Ausgleichung der Momente fihren:

L=c=0/,(1+V1+0/); h=1Iuua.

Ist wieder ¢/;==0,;, so wird I,=¢==1,n2a, mithin das Verhiltnis der
Feldweiten -

v=1:l, =l lua=1,1,

Die Gesamtweite ist L=(l,n2- L4 lg)a=38ema und a=0puL;
folglich \
b=0,001 L; l,==e¢=0p08L; l,==0,38 L,
Das grifste Moment wird M, = M,=M,="/sqa’=0gpmn-fiaq L}, also um
32,5 °/o geringer als bei Einzeltriigern.

Legt man aber die Gelenke in die Endfelder (Fig. 134, 8. 173), so wird
lLi=a+4b; l,=d, Zur Ausgleichung der Momente fithren

b=0pma; L=1lana; !,=d=a]fl +7/q.

Ist wieder ¢/,==0,p, so ist nach Formel 22 (8. 176) die Ausgleichung

der Homen:ae zullissig. Es wird
Lh=lama; Lh=a ]fl,s= lpna;

hier ergibt sich also die Mitteloffnung nur wenig grofser als die Seiten-
dffoungen (bei kleinem ¢/, kann sie sogar etwas kleiner werden als letztere).
Die Gesamtweite, ist L= (1,007 + 1,234 4 1 ,901) a=B,essa; da diese Verhiltnis-
zah] dieselbe ist wie im vorigen Beispiele, so mufs auch das grofste Moment
wieder 0,678-'/12q L* sein,

Kook, Elastizithtalshre. 12
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h) Beziehungen zwischen Biegungsmoment, Querkraft, Belastung
und Biegungslinie.

Ein wagerechter Balken sei nach irgend einem Verteilungs-
gesetz p==/(2) iiber seine Liinge lotrecht belastet, worin p die im
allgemeinen verinderliche Belastung f.d. Lingeneinheit,  die wage-
rechte Entfernung von einem Festpunkte, etwa einer der Stitzen
bedeutet. Schneidet man aus dem Balken ein Lingenteilchen dz
heraus (Fig. 137), so wirkt an der einen (linksseitigen) Schnittfliche
ein dem Biegungsmomente M gleiches Widerstands-
moment und ein der Querkraft @ gleicher Schub-
widerstand. An dem anderen (rechtsseitigen) Schnitte
treten entsprechend das Widerstandsmoment M+ d M P
und der Schubwiderstand @+ d@ auf, wobei wir . M1 dM
beziigl. der Vorzeichen auf 8. 92 verweisen. Die in e ds
den Schnittebenen wirkenden Moment- und Schub- e
krifte miissen mit dem auf das Balkenelement ent- B
fallenden Lastanteil p-da sich das Gleichgewicht halten. Die
Momenten-Gleichung in Bezug auf O liefert dann unter Vernach-
lissigung des unendlich Kleinen hdherer Ordnung '/2p-da-da,

daM
()= —_—
i Re

Aus der Gleichung der senkrechten Kriifte aber folgt

;. e e da:m
#) et 7l 7 1

Die Querkraft ist daher die erste Abgeleitete des
Biegungsmomentes (nach x genommen), die Belastung
der Lingeneinheit, mit negativen Zeichen gesetzt, die
erste Abgeleitete der Querkraft oder die zweite Ab-
geleitete des Momentes. An einer Stelle, wo die Querkraft
Null, hat das Moment einen grofsten oder kleinsten Wert.

Nach Gl 3, 8. 87 ist mit Riicksicht auf die daran geschlossene
Bemerkung
d2
EJ fi.:i‘::t M; demnach wird nun

: o i dy - aQ
l’) .J (?;{'3 = = Q Illld E',;f_;:j" = —.- ;’I-J: =-P.
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Withrend die Grundgleichung der Biegungslinie in dem Vor-
hergehenden nur benutzt wurde, um fiir eine gegebene Belastungsart
die Biegungslinie zu entwickeln, kann nun nach Gl. 3 auch um-
gekehrt aus der Gleichung der Biegungslinie das entsprechende
Belastungsgesetz p = (x) abgeleitet werden.

Ist beispielsweise die Biegungslinie A.B (Fig. 138) eines zweifach ge-
stiitzten Balkens durch die Gleichung gegeben:

F ) )
e 121-:.}(10: 3 +301
so ergibt sich durch Differenziation

d_y » (:c:‘ S J) i i
EJ iz —1\31 la +'10l , ferner | ! s,
g = 'M
o et (3__21&)———(1::*5_):#31, .
dz? !
4
somit KJ = = (I ix_‘_)= — @, und schliefslich E.J -g-g =p f:: =p,

Die Belutnng ist daher eine von links nach rechts gleichmiifsig bis auf p,
zunchmende.

Fiir a:=-ii—q—=l],mml ist @=0, mithin M am grﬁl’st-at'l, u. zw. wird

Mipase= 0805 p, 1*=0,1381 Pl, wenn die Gesamtlast '/ap, I=P gesetzt wird.
(Bei gleichmiifsiger Belastung wiire Muee== 0,12 Pl gewesen.) Die
grofste Durchbiegung liegt bei 0,m933 7, nor wenig rechts von der Mitte, und
o8 betrigt FJ ymas== 0000824 p, I* = 0013068 PI’. Die "Durchbiegung in der
Mitte wirﬁ natiirlich genan so grofs wie bei gleichmilsiger Belastung.

PP Py
niimlich .- 184 BT == 0,0130208 - Jg o hur wenig kleiner als Ymar.

i) Beziehung zwischen der Querkraft und den durch sie hervor-
gerufenen Schubspannungen, Verteilung der letztern iiber den
Stabquerschnitt.

Die Gleichungen 1 u. 2 8. 90 stellen die Bedinglfngen fir
das Gleichgewicht zwischen den dufsern senkrecht zur Stabachse
wirkenden Kriften und den durch sie in einem beliebigen Quer-
schnitt hervorgerufenen Spannkriften in allgemeiner Form dar.
Gl. 2 ermdglicht zugleich die Berechnung der im Stabquerschnitt
herrschenden grofsten Normalspannungen o (Randspannungen) aus
dem auf das abgeschnittene Stabende wirkenden Moment M der
dufsern Krifte, wihrend Gl. 1 nur die Gleichheit der Mittelkraft Q
der letztern, der sogen. Querkraft und der Mittelkraft 7' der durch
sie im Querschnitt hervorgerufenen Schubspannkrifte, also des vom

12
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Querschnitt geleisteten Gesamtschubwiderstandes ausdriickt, die Ver-
teilung desselben fiber die Querschnittsfliche, die Bestimmung der
Schubspannungen in den einzelnen Querschnittspunkten aber offen
latst. Wir wollen jetzt das Gesetz dieser Verteilung ableiten. Da
nach der gemachten Annahme 8. 80 u. 89 die Kraftebene den
Querschnitt in einer Symmetrielinie der Hauptachse O Z schneidet
(Fig. 139), so mufs die gesamte Querkraft
@ in O Z liegen. Der Angriff der dufsern
Kriifte sei derart, dafs unterhalb der Bie-
gungsachse Zugspannung und oberhalb der-
selben Druckspannung herrscht. In einem
Abstande : von der Achse sei die Quer-
schnittsbreite w, so dafs ein wagerechter
Flachenstreifen die Grdfie dF'=wd: hat. Ist die Spannung an

dieser Stelle o,, an der Unterkante o', so wird d.=:—,z und die
Normalkraft an dem Flachenstmifen

1) dN::a,dF—-—— -dFz ——-dF:.

Die gesamte Normalkraft, welche auf den endlichen Teil A BCD
des Querschnitts kommt, ist demnach

¢! !

2) ;\::-ﬁj‘:i Fesom \dF =3 i

Hierin bedeutet S, das statische Moment des Querschnittsteiles
ABCD in Bezug auf die Biegungsachse.

Betrachtet man den ganzen Querschnittsteil auf der einen Seite
der Biegungsachse, den wir kurz die Querschnittshillfte nennen
wollen, 80 sei deren statisches Moment S; dann ist die gesamte
anhaﬂ'. an der einen Halfte
Die gesamte Druckkraft ist ehenso grc;fs (vergl. 8. 83),r das statische
Moment beider Querschnittshilften von gleicher absoluter Grofse.

Das Gesetz fiber die Verteilung der Normalspannungen steht
hiernach und nach den Ausfihrungen unter IlIa bei gegebenem
Querschnitte vollig fest.

Schneidet man nun von dem Langentellchen da des Stabes
~ durch einen wagerechten Schnitt (wir denken uns die Mittellinie des
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Stabes wagerecht; die Kraftebene senkrecht) ein Stiick von der Hohe
¢'—: ab (Fig. 140) und betrachtet von den an ihm wirkenden
Kriften nur die wagerechten, so sind dies

die Normalkrifte N, und N, + seiner partiellen He
Zunahme nach a, sowie die Schubspannkraft ['_ ]

an dem wagerechten Schnitte, von der wir
annehmen wollen, dafs sie sich quer fiber die
wagerechte Schnittfliche gleichmilfsig verteils, A

so dafs sie gleich 7,-(w-da) ist, wenn man “WJAJ_N?‘%N* dx
unter 7, die Schubkraft f. d. Flicheneinheit, die
Schubspannung versteht.*) Es ist folglich, da sich die entgegengesetat

gerichteten Krafte N; aufheben, 7, w-da =‘T?N da die Schub-
spannkraft auf die Linge da des wagerecw:l Schoittes und die-
jenige fir die Langeneinheit 7,-w= 5‘]:3 . Weil aber nach Gl. 2

N, = ‘—?S,. so wird, wenn der Qﬁemchnitt. gich nicht mit » Andert,

wenn wenigstens S.:.J gleich bleibt, 9N,=-§5~9M. oder, weil nach
S. 178 GL. 1 M =Q3x

S,
4) bl e

Fiir z=0, d. h. fir einen wagerechten Schnitt lings der Achse

des Stabes, sei die Querschnittsbreite wu. die Schubspannung 7,
dann ist
S

b) To wu=Qj.

Da das statische Moment S der einen Querschnittshilfte
grofser ist als S, fir einen anderen Querschnittsteil, und fir :=¢
oder z=—¢" S.,=0 ist, so ist die wagerechte Schubkraft fir die
Langeneinheit in der Biegungsachse am grodfsten und nimmt nach
oben und unten bis anf Null ab.

Wie sich die Schubspannung 7, mit z dndert, hingt von
der Verinderlichkeit der Querschnittsbreite ab.

*) Die angenommene gleichmilfsige Verteilung der Schubspannung in der
Querrichtung trifft nur bei allmihlicher Anderung der Querschnittsbreite genau
zu, an Stellen sprungsweiser Anderung dagegen nicht (vergl die Ausf. S. 184).
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Fiir ein Rechteck @ A (Fig. 141) ist das statische Moment
des schraffierten Teiles

0 42 Fig. 141,
il s J“"'="2(‘ ) o
weil aber J= /s Fe? und w=d, 80 wird
3 2\*™

Hw=-3 %d(l—-—g) oder
6) T, = 2 ? (1—5,). und fir :=0:
5 30
l) T’O= 2};.

In Gl. 6 steht die Schubspannung 7, und der Abstand : von
der Biegungsachse in .ra.bolischer Abhiingigkeit voneinander.

Von dem Auftreten dieser wagerechten Schubspannung r, kann man
sich leicht eine Vorstellung machen, wenn man einen Holzbalken von recht-
eckigem Querschnitte betrachtet, der auf 2 Stiitzen liegt und in der Mitte die
Last P triigt. Die Hohe & betrage das Doppelte der Breite d, das Wider-
standsmoment des Querschnittes ist dann */sd® In der oberen Bn.lkanhﬂlfto
werden die Liingsfasern verkiirzt, in der unteren ver-

lingert. Zertrenut man aber den Balken durch einen Fig. 142,
wagerechten Schnitt in 2 Hillften (Fig. 142), so hat |

man 2 Balken, die, aufeinander gelegt, sich in die Last 2\“ gt i 1
teilen; jede Hiilfte hat nun ihre besondere neutrale *—— N

Faser, und an der Trennungsfliche beriihren sich eine

gezogene und eine gedriickte Faser, die mithin verschiedene Linge haben
mitsgen, so dafs die Endflichen der Balken nicht mehr in gleicher Flucht
liegen. Der Unterschied rithrt daher, dafs an der Trennungsfliche die vorher
vorhanden gewesene Schubspannung 7, nicht mehr auftreten kann. Die Trag-
fihigkeit ist durch die Auftrennung vermindert worden, denn das Widerstands-
moment einer Querschnittshiilfte ist '/sd? beider Hilften zusammen '/sd?
d. h. halb so grofs wie beim ungetrennten Balken, und ebenso ist die Trag- .
fihigkeit auf die Hilfte vermindert.

Die in der Querschnittsebene auftretenden Schubspannungen v
sind in den einzelnen Querschnittspunkten im allgemeinen nach
Richtung und Grdfse verschieden.

Fiir Punkte a, und @, des Querschnittes (Flg 143), welche der
Staboberfliche angehdren, in der Schubspannung nicht herrscht,
konnen sie nach den Ausfibrungen auf 8. 72 u. 73 nur tangential
zam Querschnittsumfange gerichtet sein und in der Symmetrieachse
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(Z- Achse Fig. 143) missen sie in die Richtung derselben fallen.
Denkt man sich 7 in irgend einem Punkte « in Seitenspannungen
7, und 7.' senkrecht zur Y- und Z-Achse zerlegt, so mufs nach
S. 72 u. 73 7,/ gleich der in der anschliefsenden, den Querschnitt

in aa senkrecht schneidenden wagerechten Schnittebene herrschenden
Schubspannung

7, sein und gegen Fig. 143,
ayay gleichen
Richtungssinn

haben,  Danach

gilt Gleichung 4 T

auch fir die im ’

Querschnitt tati-

gen senkrechten ahY
Schubspannun- ‘

gen 7, und stellt

das Verteilungs-
gesetz derselben

iiber den Quer- o

schnitt dar. Die iZ
wagerechten

Schubspannungen 7, nehmen von a, bezw. a, nach der Z-Achse hin

allmahlich bis auf Null ab. Unter der sehr wahrscheinlichen Voraus-

setzung, dafs diese Abnahme im linearen Verhiltnis mit dem Abstande

» von der Kraftlinie (Z-Achse) stattfindet, schneiden sich die

Richtungen aller Spannungen t in Punkten « einer Parallelen a,a,

sur Biegungsachse (Y -Achse) in einem Punkte O der Z-Achse,

durch den also auch die Tangenten in «, und a, gehen miissen.
Die wagerechten Schubspannungen beiderseits der Z-Achse

heben sich gegenseitig ‘anf und die senkrechten halten der Quer-

kraft @ das Gleichgewicht. Bei Querschnittsformen, welche seitlich

durch Parallelen zur Z- Achse begrenzt sind, liegt der Schnittpunkt O

ing unendlicher Ferne und alle Schubspannungen 7 sind senkrecht

(|| der Z=Achse), 7,’ ist durchweg gleich Null. Bei sprungweiser

Anderung der Querschnittsbreite, wie sie der T-Querschnitt aufweist,

bat (Fig. 144) die Schubspannung = in den wagerechten Begrenzungs-

linien a@c und bd wagerechte Richtung, die senkrechten Seiten-

spannungen 7,’ sind hier also gleich Null, wihrend sie nach Gl. 4
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“in der in der gleichen Geraden liegenden Strecke ¢d von Null
wesentlich verschiedene Werte aufweisen. Da sie bei allmihlicher
Aufwirtsverschiebung der Linie ab nur stetig anwachsen, so kdnnen
gie anch in einer der abd
unendlich nahen Linie a,b,

nicht gleichmikig verteilt, fmsal
miissen vielmehr auf der L—r...c_.'._d'_.b_ A AG e N
Strecke ¢;d, noch erheblich ] BT

grofser sein. Die auf der

Fig. 144.

Annahme gleichmifsiger Ver- _ % _ _ > e i JI-
teilung der Schubspannungen Z | .f
in wagerechten Geraden be- ﬁ:d: |
ruhende Gleichung 4 verliert af .. Y

also im Flansch eines T-Trii- | [k Lt
gers und dhnlichen Gliedetn e fy —— >

profilierter auf Biegung be- :

anspruchter Stabe ihre Giiltigkeit. Wie wir Sogleich an einem
Beispiele nachweisen werden, ist indes die Anteilnahme des Flansches
an der Leistung des Schubwiderstandes 7', bezw. an der Ubertragung
der Querkraft @ nur ein fufserst geringer, so dafs es sich nicht
lohnt, der Verteilung der Schubspannungen in derartigen Gliedern
weiter nachzugehen. — Wie oben erwihnt, mufs die Summe aller
senkrechten Schubspannkiifte mit der Querkraft @ im Gleichgewicht.
stehen.

Auf ein Hohenteilchen d: des Querschnittes kommt nun die

Schubkraft 7,wdz, und es mufs daher die gesamte Querkraft
(;;wd: sein.

Trigt man die nach Gl. 4 fir verschiedene Abstinde : be-
rechneten 7,w rechtwinklig zur Trigerhthe auf, so erhilt man ein
Schaubild fir die Verteilung der Querkraft fiber die Hohe des
Balkenquerschnittes und es ist der Inhalt der umschlossenen Flacye

Jrywed:=@Q.

Bei rechteckigem Querschnitt (Fig. 145) ist die Darstel-
lung von :

r,w-—w"/a%(l— -'—)

[
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eine Parabel mit wagerechter Achse und der Pfeilhohe /2 %?— Der
(1

Flicheninhalt der Parabel ergibt, wie es sein

Fig. 145,
mufs, %3 ?;-3/9-%-=Q. gpiic _’_h
Die Darstellung der Schubspannung 7, ; e I; ' "ry'iv‘\l
selbst ist wiederum eine Parabel, jedoch von ; ' “'S;‘*f
der Pfeilhdhe - 8.9 Die Schubspannung ist vl e < s

2F' <ds>
daher in der Mitte der Hohe 1'/2mal so grofs,

als wenn @ sich gleichmifsig dber den Querschnitt ¥ verteilte.
Bei einem I-Querschnitt (Fig. 144) wirkt in einem Flichen-

teilchen aF=p,d: des Steges ein senkrechter Schubwiderstand

8) dT=17,bds= Q- _._S; dz.

Bei den aus der Figur ersichtlichen Bwemhnungcm ist

v—— .. 4,1
9) S —.b (h 8;11 )—l—-}}lchl 44-‘_
Durch Einsetzung dieses Wertes fir S, in Gl. 8 und Integration
zwischen den Grenzen —{:5‘ und '—g—'L erhillt man den auf den Steg
entfallenden Anteil des Schubwiderstandes
' 2 2
10) ?,= g‘%"{b‘(ﬁ"—hlz)"fqg’f‘ 3‘ bl fi|n}

Mit be==120m p =12 J =30 und A =26 wir
J=11182°"" und daher nach Gl. 10
T Q { 9(30? 312,96 4 2..1.2.9 3}mn
T,= 8.11189 12(302—26?) 2(;-{-3 1,226 04 Q.
Nur der Rest des Schubwiderstandes von 0,06 @ ist also von den
Flanschen zu leisten.
Nach Gl 4 u 9 ist die Schubspannung im Abstande z von
der Biegungsachse.
B Qu . :
1)  f=— e PN (=N + b, (02 —422) }.
Sie steht also auch hier in parabolischer Abhingigkeit von =z
Fiir :=0 wird 7,=0,0325-Q und
" :—{;‘ " 7 =10,025+ Q.
Die die Verteilang der Schubspannung im Steg darstellande'
Fliiche efghi (Fig. 144) besteht aus dem Rechteck efgi und der

-

| o
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Parabel ghi und der vom Steg geleisteten Schubwiderstand ist gleich
der Fliche efghi, multipliziert mit der Stegdecke b,

T,=26: (0.025 + 3 -0.007.':)- 1,2 =rot 0,94 Q (wie oben).

Wie fir obiges Beispiel ziffermifsiz nachgewiesen, so findet
auch bei allen #hnlich gebildeten Stabquerschnitten, bei welchen in
gewisser Entfernung von der Biegungsachse angehiufte Stoffmengen
(Gurtungen) durch einen verhiltnismafsig dfinnen Steg miteinander
verbunden werden, die Ubertragung der Querkraft in der Haupt-
sache durch den Steg statt. Setzt man an Stelle des durch Gl 4,
bezw. die Fliche «fghi ausgedriickten Verteilungsgesetzes eine
gleichmifsige Verteilung der Schubkraft fiber den Steg voraus, so
ergibt sich die entsprechende mittlere Schubspannung zu
e

by b,
_aus welcher Gleichung, wenn 7,, als zuldssige Schubspannung gegeben
ist, die erforderliche Stegdicke b, sich bestimmen lafst.
Fiir obiges Beispiel wird
T, = (e
- 1%
also ziemlich genan so grofs, als die durch genaue Rechnung ermittelte
grofste Schubspannung 7.

Tm

= 0,032 @,

Anwendungen.

Beispiel 1. Ein holzerner Balken von der Hohe fi= 20em, der Breite
d=12¢m und der freien Liinge !==400¢m kann bei einer zuliissigen Rand-
gpannung o==1003t in seiner Mitte eine Last von 800k tragen. Die Quer-
kraft ist damn fiir die beiden Balkenhilften in jedem Querschnitt linksseits
+ 400k und rechtsseits — 400 g (vergl. Fig. 80). Die Schubspannung in der
wagerechten Mittelebens (neutralen Schicht) ist daher nach GL 7

8.0 8400
RET.HT 5 N
Wire der Balken nur I==100em lang, so kinnte er bei gleicher Rand-
spannung o==1005t eine Einzellast von 4 -800==3200%s tragen, hiitte eine
durchweg gleiche Querkraft ¢==1600%¢ aufzunehmen und eine Schubspannung °
r,==4+2,n= 108t guszuhalten.

Die Schubspannungen sind also bei verhiiltnismiifsig lingern und daher
schwiicher belasteten Balken weniger erheblich, als bei kiirzern stiirker be-
lasteten Balkén gleichen Querschnittes,

oty
=g,

b
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Bei doppelter Hohe des 100 em langen Baikens i=40cm wiirde seine Trag-
fihigkeit bei gleicher Randspannung o das Vierfache d. i, 4.3200==12800%g,
die Querkraft 6400 %¢ und die Schubspannung r,=4:10=40st betragen. Eine
solche Schubspannung vermag sclbst das widerstandsfihigste Holz nicht auf-
zunehmen und es wiirde bei der bezeichneten Belastung mit Sicherheit Zer-
storung durch Abscheerung eintreten. v

Beispiel 2. Legt man zwei Balken von 400¢m Liinge, 12¢em Breite und
20em Hohe ohne Verbindung aufeinander, so kann bei o=100st jeder von
ihnen eine Last von 800%g, beide zusammen kinnen also 2.800=1600%¢ in
der Mitte tragen, withrend in der Mittelebene jedes der Balken eine Schub-
spannung t,=2'/2at herrscht.

Btellt man eine solche Verbindung beider Balken her, dals sie in ihrer
Beriihrungsebene unverschiebbar gegen einander werden, was durch eine ,Ver-
zahnung* oder ,Verdibelung” (Fig. 46) zu erreichen ist (,verzahnter" oder

Fig. 146,

.T..‘ .lL‘ T (a) [

| |

| ; | ; | | — :
= i T ;e B 3

Fian

A < : .L"’) ala. s

i W | | [ 1 B

g I ’/I/:\—r\lj\l\-lﬂ 'h
& - - - "

Jverdiibelter” Balken), so wirken beide Balken zusammen wie ein einziger. Sie

12-100-407 , _ 39001¢

6400

zu tragen, Die Schubspannung in ihrer Berithrungsebene betrigh
3 Q 3 1600

NS F TR
und der Schubwiderstand fiir 1em Liinge des Balken t,-12 =05.12=060%kg.
Die Kraft, mit welcher die Berithrungsfliichen der Zihne oder Diibel gegen-
einander geprefst werden, berechnet sich, wenn £ ihre Entfernung ist, zu
t-1o-d=1t-5-12=60¢ und daraus, wenn & die Tiefe der Nuten bezw. Zithne
toty-d -
ist, die entstehende Druckspanning a=%jr={°. Fiir t=20om und
20-5
g=3om wird o= . o 33,88,

vermdgen jetzt in ihrer Mitte eine Einzellast von P=

Beispiel 3: Vernietung eines Blechbalkens. Damit der nach
Mafsgabe des Querschnittes Fig. 23 8. 20 aus einzeln prismatischen Stiiben
susammengesetzte Blochbalken (vergl. Beispiel 9 8, 110) in der Tat wie ein
Balken wirke, mttssen die einzelnen Teile gegenseitig vllig unverschiebbar
miteinander verbunden sein. Die die Verbindung herstellenden Niete haben dabei
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den erforderlichen Schubwiderstand zu leisten. Insbesondere kommen hierbei
die die Verbindung der in Fig. 147 sehraffierten sog. Gurtung mit dem nicht
schraffierten Stege herstellenden wagerechten Niete a in Betracht. Der fiir
diese Verbindung erforderliche Schubwiderstand ist nach Gl 4 8. 181 f. d.

Liingeneinheit gleich Q—JSJ. wenn S, das statische Moment des Gurtquer-

schnittes allein, J das Triigheitsmoment des ganzes Querschnittes und @ die
an  betreflender Btelle

herrschende  Querkraft Fig. 147, Batkenmirte
bezeichnet. Ist ¢ die ¥ '
Entfernung zweier Niete
(die sogen. Nietteilung)
(Fig. 147), so ist der von
einem Niet zu leistende
Schubwiderstand gleich
-t—%-ﬂ Die Niete sind
peweischerig und kin-
nen, wenn d ihr Durch-
messer, T, die zulissige
durchschnittliche Scherspannung des Niotquerschnittos ist, einen Schubwiderstand
2.¢w.dt7,, w.d?

1 — .)'r"‘ leisten. Es mufs daher die Gleichung bestehen

t-Q-8, =dr, medtry,J

7 vl 9 und daraus t——-—§§—‘5’—
Der Balken Beispiel 9 8, 110 hat unmittelbar neben dem Auflager eine
Querkraft Q=g-2£-——.‘25000*s aufzonehmen.  Sein Querschnitt besteht hier

nur aus dem 1em starken Steg und den 4-Stiick 8 X 8 X 1em? starken Gurtungs-

winkeln (Fig. 147). Es ist nach 8. 111 J=J;=191167em* und nach der

Figur 8,=895.2:-84-84,5-2.7=1115. Mit d=2em und r,,=0,s-c=8008t
__3y4-25.800. 91167

il b g 0000, 1 o

Im Abstande 2,74m von der Endstiitze ist
Q=ﬂ§',_g,,..q=2,m..r,ooa= 11300k ,

8y=89,8-2(8 —2) + 3,3 (20 — 4) - 41,65 = 8160 em?,

J=W.1= 6250435 = 270000 em*

8,14+ 22. 800 - 270000

g "= T TT300 - 3160 .
Diese lediglich durch die Leistung des erforderlichen Schubwiderstandes

bedingte Nietentfornung wird aus praktischen Rbicksichten zur Erzielung deés

notwendigen dichten Zusammenschlusses der verbundenen Teile erheblich
kleiner, vielleicht auf etwa 15cm herabzumindern sein.

=§8¢em,
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Derselbe Balken kann bei der in Beispiel 9 8. 110 angenommenen Rand-
spannung von eo== 10008t beiderseits im Abstande 100cm von den Stiitzen
(vergl. Fig. 148) je eine Einzellast

5 .
Pe= B—-—i"?oénm =62500k8 tragen.

Dabei weist die Querkraft @ zwischen Stiitze und Kraftangriff den kon-
stanten Wert P==62500% und zwischen den Lasten den Wert Null auf,
Das Biegungsmoment -wiichst beiderseits von den Stiitzen bis zum Lastangriff
geradlinig von Null auf 623500-100==6250000¢m/xg an. In der Nihe der
Stiitze geniigt der Querschnitt

ohne Kopfplatte, nur aus Steg i 2
und Winkeleisen bestehend. Bis £1 | A
zur Stelle des Lastangriffs muls [ — :
stufenweise eine Verstirkung mit  «pe—— 80 )
drei Lamellen bis zusammen —
3,scm Stiirke erfolgen, die zwischen I\i M:R{00 LA
den Lasten unverindert bleiben E ' AN
kann. (Vergl. die Momentenfliiche - o
Fig. 148, R+ iy AT
Danach erfordert die Lei-
stung des erforderlichen Schub- }HP

widerstandes in der Nihe der
Stiitzen, so weit der Querschnitt nur aus Steg und Winkeleisen besteht, mit
d=2em und 7, =800, eine Nietentfernung
‘=E'd'-r.v' = 8,4-22.800-91167 O S
2.9 8, 2.62500-1115
und in der Nihe des Lastangriffes zwischen diesen und den Stiitzen, wo der
Querschnitt seine volle Ausbildung erhalten muls

3,14-22.800- 270000
=3 63500.3160 "™

Zwisclien den beiden Lasten, wo die Querkraft @ =0 und sich danach
eine Vietteilung t = o0 orgeben wiirde, ist diese nach praktischen Gesichts-
punkten zu withlen, Wird die fiir den Teil des Balkens zwischen Stntu und
Last errechnete Entfernung von Gpem bezw. 6,88 o™ ans pmktischan Griinden
fiir zu gering gehalten, so milssen stiirkere. Niete varwnndt werden. Mit
‘@ =25 em wiirde sich ¢ zu rund 10 em berechnen.

k) Normalspannungen an wagerechten Schnitten eines durch
senkrechte Belastung auf Biegung beanspruchten Stabes.

Je nach der Art, in welcher die Belastung in den belasteten
Balken Qibergeht, finden auch in wagerechten Schnitten "desselben
Normalspannungen o, statt. Ruht die Last beispielsweise auf der
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oberen Begrenzungsfliche des Balkens (Fig. 149,a), s0 erzeugt sie,
wie leicht ersichtlich,. Druckspan- e Fig. 149,
nungen, hiingt sie an der Unterfliche
(Fig. 149,b), so ergeben sich Zug- ||
spannungen, wird sie endlich in einer
gewissen Verteilung zwischen Ober-
und Unterkante, etwa seitlich in den
Balken, iibergefithrt (Fig. 149,¢), so
hingt die in wagerechten Schnitten 7T
entstehende Spannung o, von dieser
Verteilung ab.

Wir setzen zunfichst eine beliebige Verteilung der Last ¢
f. d. Lingeneinheit iber die Trégerhdhe voraus. Wird nun von dem
Lingenteilchen (da) des Trigers mit der Last ¢-dx durch einen
wagerechten Schnitt wieder ein Stick von der
Hohe ¢ — : abgeschnitten (Fig. 150), so mdge Fig. 150.
auf dieses ein Teil ¢.da der Gesamtlast ¢da- PR
entfallen. Nur die senkrechten Krifte an 1y
diesem Stiicke sollen jetzt betrachtet werden. "’3_‘“(_’_

An dem linken Querschnitte wirkt derjenige q% -
Q+d

b c

— B

lg—

-— a— a— —

\Teil Q. der gesamten Querkraft @, welcher dem

Hohenteile ¢'— : entspricht; an dem rechten v
< ¢ 3 s i
Querschnitte wirkt demnach Q,+-ﬁ¢!m; an

dem wagerechten Schnitte tritt die Kraft o.wda auf. Das Gleich-
gewicht verlangt 190

ﬂ:w='q,+ -5;.

e

Nun ist aber @.= \T,wd:, r,w=-(£

JSII

v

. o
also Q.= 5Sd: und S.dz-Q.——.

= 0@ Q1
3&1‘ aﬂ” J,ss d”

(wegen Gl 2, S. 178, und unter Annahme gleich bleibenden Quer-
schnitts). Daher wird

1) : Q.

<
g
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Das Verhiltnis @,;  ist aus der Darstellung der Werte 7, w (Fig. 150)
zu erkennen,

Lige etwa die ganze Last ¢ auf dem Triger, so wire ¢ =0,
und man erhielte

in diesem Falle ist o, durchweg Druckspannung, die Lingsfasern
werden durch die Last aufeinander geprefst. An der Oberkante ist
Q.= @, mithin 6,w=—¢ (unmittelbarer Einflufs der Last q).
Nach unten hin nimmt der Druck allmfhlich bis auf Null ab.

Hinge dagegen die Last ¢ unten an dem Triger, so wire
¢-=q, und .man erhielte

o mg(i=2),

es ist nun o, eine Zugspannung, die an der Oberkante Null ist und
nach unten allmihlich bis auf 4/w zunimmt.

Eine bestimmte Verteilung der Last iiber die Hohe gibt es,
fir welche o. durchweg gleich Null ist. Die Bedingung dafiir wiirde
nach GL 1 sein:

q: _ @,
2) o
d. h. die Normalspannung o, an wagerechten Schnitten
verschwindet, wenn die Last sich nach demselben Ge-
gsetze fiber die Trigerhdhe verteilt wie die Quer-
kraft @.%) -

In der Anwendung wird man von den hier abgeleiteten Regeln
zur Berechnung der Spannungen o, nur selten Gebrauch machen.
Man erkennt aus ihnen aber das Wesen dieser durch den unmittel-
baren Lastangriff erzeugten Spannung und kommt damit in die
Lage, die Grofse derselben durch geeignete Anordnung auf ein solches
Mafs zurfickzufiihren, dafs eine rechnerische Wiirdigung nicht mehr
erforderlich ist.

Bei dinnwandigen hohen Triigern wird nun @ nabezu allein
und ziemlich gleichmifsig von der Mittelwand aufgenommen; will
man die etwa oben liegende Last nun auch ziemlich gleichmifsig

*) Vgl. A. Hanel, Die inneren Kriifte rechtwinklig belasteter Balken
und die Berechuung eiserner I - Balken; Zeitschrift des Arch.- und Ing.-Vereins
f. d. Kinigreich Hannover 1861, S, 138,
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iiber die Hohe der Wand iibertragen, so mufs man diese mit senk-
rechten Rippen versehen, welche die Lasten oben aufnehmen und
allmahlich an die Trigerwand abgeben. Besondere Bedeutung ge-
winnt diese Anordnung, wenn es sich um den Angriff konzentrierter
Lasten oder Krifte handelt, wie beispielsweise auch der Statzkrifte
eines beliebig belasteten Triigers.

1) Hauptspannungen und Anstrengungen in irgend einem Pnukte
eines gebogenen Stabes.

Nachdem unter IITa, IVa, h, i und k die Regeln zur Ermitte-
lung der, an beliebiger Stelle eines auf Biegung beanspruchten Stabes
in einem senkrecht zur Stabachse gerichteten oder wagerechten
Schnitte auftretenden Normal- und Schubspannungen abgeleitet sind,
liegt die Frage nahe, ob nicht in irgend einem gegen die Wagerechte
geneigten Schnitte noch grofsere als die in jenen Regeln ermittelten
Spannungen auftreten konnen. Um diese Frage fiir die fir die An-
wendung wichtigen Querschnittsformen zu beantworten, denken wir
uns aus dem gebogenen Balken an beliebiger Stelle ein unendlich
kleines rechtwinklig dreiseitiges Prisma so herausgeschnitten, dafs
die Katheten- und Hypothenusenrechtecke abed, acfd und befe
(Fig. 151) senkrecht zur Kraftebene des Balkens und erstere Flichen
aufserdem senkrecht bezw. parallel zar Stabachse gerichtet sind.
In diesen rechteckigen Flichen wirken Fig. 151.
dann parallel zur Kraftebene die aus
der Fig. 151 ersichtlichen Spannungen b
und die ihnen entsprechenden Spann- 9% |
kriifte miissen sich das Gleichgewicht
halten. Ytz

Bei der den blshengen Betrach- '
tungen zu Grunde liegenden Angriffsart
der Aufseren Kriifte in einer senkrechten Symmetrieebene des Stabes
und bei den fir die Anwendung in Frage kommenden meist aus
Rechtecken zusammengesetzten Balkenquerschnitten kdnnen etwaige
Normal- oder Schubspannungen in den lotrechten Schnittfliichen ab¢
and def, sowie iberhaupt Spannungen senkrecht zur Kraftebene
praktisch nur von geringem Belang sein und daher aufser Acht
bleiben.
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Auch das Eigengewicht des Prismas ist als unendlich klein
hoherer Ordnung auf das Gleichgewicht desselben ohne Einflufs.
Ist der Inhalt der Hypotenusenfliche d 7, so ist derjenige der wage-
rechten Kathetenfliche d ¥.cos« und der der lotrechten d Fsina.
Die in letzteren wirkenden Spannungen a,, ¢, und 7, konnen als
nach den bisherigen Betrachtungen bekannt angesehen werden. Die
in der Hypotenusenfliche wirkende unbekannte Spannung p ist im
allgemeinen schiefwinklig gegen diese Fliche gerichtet. Denken wir
sie uns zerlegt in eine Normalspannung ¢ und in eine Tangential-
oder Schubspannung 7, so driicken sich die miteinander im Gleich-
gewicht stehenden Spannkrifte in den drei Schnittflichen wie folgt aus:

1. in der wagerechten Fliche o.-d F-cosa und t,-d F-cosu,

2. ,, o lotrechten 2 O, dF-sina und 7,-d F-sina,
3. » « geneigten w 0dF und 7-dF.
Wie die unter 1 bis 3 genannten

Spannkrifte, so stehen auch die ihnen Fig. 152.

verhiltnisgleichen Krifte miteinander
im Gleichgewicht, die entstehen, wenn
man jede der ersteren durch J 7' teilt.
So gelangen wir zu den aus Fig. 152
ersichtlichen Kriiften. Zerlegen wir
jetzt die in den lot- und wagerechten
Flichen ab und ae wirkenden Kriifte
in Seitenkriifte parallel dén Richtungen
von ¢ und 7 und setzen die Summen beider je gleich Null, so ergeben
sich die Gleichungen

1) O = Op- 8% a + .- o8’ a + 2 7, 8in o+ cos «,

2) " T = (0. — G4)sin - c0s% + T, - (cos? & — sin’ @),

Die Spannungen ¢,, 0., 7,, 0 und t haben wir uns wegen der
Unendlichkleinheit des Prismas in einem Punkte wifkend su denken.
In beiden Gleichungen erscheinen die Spannungen ¢ und = als
Funktionen von dem “Neigungswinkel « der beliebig geneigten
Schnittebene h¢. Beide Spannungen nehmen fiir bestimmte Werte
von a ihre Grofst- und Kleinstwerte an. Wir wollen hier nur
diejenigen fiir ¢ untersuchen. Durch Differenziation der GIl. 1 und
unter Beachtung der Gl. 2 gelangt man zu der Beziehung

%) :_:=23i““‘°°3“(6,—0.)+2(cos’a-—sin’u)t,.=2r_

Keck, Elastizithtalehre, 13
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Mit ::: wird also auch 7 gleich Null. Wir erkennen daraus, dafs

fir denselben Winkel «, fiir welchen ¢ seinen Grofst- und Kleinst=
‘wert annimmt, v verschwindet. Jene Grofst- und Kleinstwerte von
o nennen wir die an der Schnittstelle « herrschenden Haupt-

spannungen und bezeichnen sie mit 6, und 6,. Durch Nullsetzung
da

von - ergibt sich fiir den Winkel «
—2T
4) tgla= a_'_r_;_' (Vergl. die GL 1 u. 5 S. 32 u. 33.)

Unter Bunutiung der Gl. 4 erhalten wir nach den Regeln der
Goniometrie aus Gleichung 1

Ox -+ 0O "{1——0
5) ()] x a_ l o £

Sy S e —) +1,% (Vergl. GL 7 S. 34.)

Der Gl 4 entsprechen zwei Winkel 2a, welche um 1809,
bezw. zwei Winkel o, welche um 90° voneinander verschieden sind.
Dem einen entspricht die Hauptspannung 6,, dem andern diejenige
0,, beide Hauptspannungen treten also in zueinander senkrechten
Schnittflichen auf. Nach S. 62 ergeben sich daher die ent-
sprechenden Materialanstrengungen zu

0, 0,r+ﬁ:.["l‘—'1) m+1 / r,,.——-
o Seal o= a i Tt T l( : ‘I'Tyr
6) :
G, n.r"“'r) {l’l’i 1) "l'-{-l / (j,_.(j. T =
8, = 0y— m 2 o ’“ ' l '__. 41, 3%

In dem meist vorliegenden Falle 6.=0 wird nach Gl. £

3
4a) e, tg?a-—————---:r’f und nach GL 5

Ha) r',—- -1_' [.;J'i"}‘ und mit =4

63) =_‘_ ( j_ J ]/{ ﬂ \}+ r“-.

Aus Gl 5a ergibt sich, dafs, wenn ¢,>0, stets auch 6, =0,
also positiv, aber 0, < 0 also negativ ist.

|
2
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In der neutralen Schicht ist g,=0, und nach Gl 4a tg2a=co,
Qa=490°, a= - 45° Im grifsten Abstande e, bezw. ¢, von derselben
ist nach Gl 4 8. 181 r==0, also 2a==0 oder 180° und a==0 oder 90°,
Die Richtungen der Hanptspannungen schneiden beide die neutrale Schicht
unter 459, die Faserrichtung im grifsten Abstande e, und e, von derselben
aber unter 90° bezw. 00,

Denkt man sich einen Fig. 153.

Punkt von der neutralen

Schicht aus nach beiden

Seiten einmal stets in der g
allmihlich wechselnden 45,

Richtung der einen Haupt- ¢

spannung, sodann in der- Lqﬁv

jenigen der andern bis zur

Aufsenkante des Balkens fortschreitend so beschreibt er zwei Scharen krummer

Linien, die sog. ,8pannungstrajoktorien® (Fig. 153), welche sich unter

90° schneiden.

Verfolgt man nach Gl. 2 die Richtougen der grifsten und kleinsten
Schobspannungen, so gelangt man zu den Trajektorien der Schubspannungen.

Es mag hier-kurz darauf hingewiesen werden, dafs im Bau mancher
tierischer Knochen (Schenkel-, Fersenknochen u. s. w.), deren Dienstleistung im
Organismus eine In'annpruchnnhma auf Biegung mit sich bringt, eine Stoff-
anlagerung nach fhnlichen Linien stattfindet.*)

Denken wir uns das rechtwinklig dreiseitige Prisma (Fig. 151 u. 152)
jetzt so aus dem Stabe herausgeschnitten, dafs die Kathetenseiten in die
Richtung der Hauptspannungen o z
und o, fallen, so bleiben nur die Fig. 154,
aus Fig. 154 ersichtlichen Krifte !
am Prisma wirksam, Die zur be
im  allgemeinen  schiefwinklige
Spannung p ist gleich der umge-
kehrten Mittelkraft von o, sina
und ¢,cos 2. Bezogen auf ein in
der Richtung @b und ae gedach-
tes Achsenkreuz X Z erscheinen
asine=a und eo,co8a=z als
Koordinaten des Endpunktes der

die Spannung p darstellenden
Strecke und man hat

s & £
sina=-— und cosa=-",
ay " a,

*) Auf diese interessante Tatsache hat der Anatom H. v. Meyer in
Ziirich zuerst hingewiesen, wiihrend dem um die Entwicklung der Statik
hochverdienten Prof. Culmann daselbst die statische Wiirdigung derselben
zu verdanken ist

13*
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Die Quadratur und Addition beider Gleichungen liefert
&? £
o' o
mit den Halbachsen o, und oy, welche man die ,Spannungsellipse®
nennt. Die Spannung p in heliebig gerichteter Schnittebene erscheint als -
Fahrstrahl (Radiusvektor) der Spannungsellipse. Die Richtung von p fiir

einen gegebenen Neigungswinkel a der Schmttobaue erhalten wir durch die
Gleichung

=1 d.:e Gleichung einer Ellipso

P o e

Mit den Hauptspannungen o, und o, ist danach auvch die Spannungsellipse
hekannt und man kann mwit Hiilfe derselben die Spannnngsvorhiiltnlsso in
beliebig gerichteter Schnittebene beurteilen.

Fir alle Punkte der neutralen Schicht ist o, =0 also ¢, =oa, =1, die
Spannungsellipse also ein Kreis, Fiir Punkte in den Aufsenkanten ist r=10
also oy =0, und o,=0; die Spannungsellipse schrumpft zn einer Geraden
zusammen.

Wirkt anf den Stab nur eine Querkraft und kein Moment,
welcher Fall z. B. bei Nietverbindungen annihernd vorliegt, wenn die
Nieten im Vergleich zu ihrem Durchmesser eine gewisse Liange nicht

iiberschreiten, so wird 6,=0, 0, =0,=r, s,=82=:|:-3-'r und
unter Beachtung der Gl. 4 S. 181 bei kreisformigem Querschnitt

-

mit J= 'I 4 und §, = %-r“ in Bezug auf die zur Querkraft senk-
rechte Mittellinie

b
81 =g= 1

wenn F den Inhalt der Querschnittsfliche bezeichnet. -
Die im Querschnitte herrschende durchschnittliche Schub-

spannung ist r,=—%-(varg1. S. 69). Zwischen der grofsten Stoff-

anstrengung s und der mittleren Schubspannung 7,, besteht daher
die Beziehung 7, =0,6-s. Ist s danach die zulissige Anstrengung,
bezw. die zulissige Normalspannung, so ist die zuldssige mittlere
Schubspannung bei kreisformigem Querschnitt eines auf reine Ab-
scheerung beanspruchten Stabes gleich 0,6-s.

Bei Nietverbindungen nimmt man indes in Ubereinstimmung
mit der vorliegenden Erfahrung und inshesondere mit ausgefihrten
Versuchen 7,, = 0,8 ¢ bezw. 0,80 s an, wobei der zwischen den zu-
sammengenieteten Toilen entstehende Reibungswiderstand immerhin
in gewissem Grade mit in Betracht kommt (vergl. 8. 75).



IVi. Hauptspannungen und Anstrengungen. 197

Anwendungen.

Beispiel 1: Der auf drei gleich hohen Stiitzen ruhende T - Balken
Beispiel 1 8. 149 hat bei der dort angenommenen Belastung unmittelbar neben
der Mittelstiitze eine Querkraft @ == 6250%¢ aufzunehmen. Dabei entsteht in
der neutralen Schicht und senkrecht zu derselben eine Scheerspannung

3,
. _Q-S 6250 - (2 14:144-13 2 S
LA R 1,0-12 500 o
und im Anschlfls des Bteges an don Flansch, d.i. im Abstande z==13 ¢m"

in wagerechtem und lotrechtem Behnitt r, = 62500__2121!;1001_4 = 196, Die
L)

Normalspannung an dieser Stelle ist o= 75{:;3 =650t und nach GL 5a

L]
die Hauptspannungen a, 30 ~+ V (?)' 41962 = j‘_ ggg:t Daraus ergibt

sich die grifste Msterlnlnnstrengnng
§="T00- '—5;9 = T12s0%;
also goringer als die Randspannung o= 750st.

Wird die Stiitzweite aof die Hilfte = 2,50m verringert, so kaon der
Balken bei o= 7508t f. d. Liingeneinheit eine Last

W:.0:8 833:750-8

== = = k == . " . .
P 7i @50)7 80k f. d. em ==8000k¢ f. d. 1fd m_tmgen
Dabei ist dio grofste Quorkeaft Q=2 pl= -+ 8000 -2 = 12500,

To=4768t, 7,=392s¢ und die Hauptspannungen im Anschlufs des Steges
an den Flansch

650 650\* o9 - 885t =L
’:“TiP(T) g T Lol

Jotzt ist also die Anstrengung an dieser Stelle grifser als die Randspannung
a="T508t,

ﬁeinplel 2: Der Blechbalken Beisp. 8 8.187 u.f. erfilhrt bei einer Belastung
mit zwei Einzellasten P==62500%, welche beiderseits in Abstinden gleich
1om von den Stiitzen angreifen (Fig. 148), im Querschnitt des Lastangriffs
eine Randspannung o==10008t und hat dort eine Querkraft == 62500k
aufzunchmen, Untor der Wirkung der letzteren entsteht im Abstande 51&1011

34,0m von der Biegungsachse (vergl. Fig. 147) die Schourspa.nnnng n=.

Hier goht die volle Normalkraft N der Gurtung in den Steg fiber, fiir S, ist
also das statische Moment der Gurtung, S. 188 zu 3160em® berechnet, ein-

25008160
zufithren. Mit b== lom ynd J== 270 000 om* wird T 6—02%—60-36- 7308t
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Die Normalspannung ist an der fraglichen Stelle c.m%’.'..]ooo=soon A
3

¥

- 12858t D

-t SO0 E‘l",)' =
daher die Hauptspannungen ¢: s j—_]/( 3 +7800 =" 4358t

entspricht eine grifste Anstrengung des Stoffes von
s=a,+ :?: 1235-}-5;—5_: 1344 at,

Dies ist also fiir die vorliegende Belastungsart erheblich grofser als die Rand-
spannung o. Wird sie nach den vorliegenden Umstiinden night fiir zuldssig
gehalten, so mufs der Steg stiirker gewiihlt werden.

m)_ Biegungsspannungen in Stiiben, deren Stoffe dem Hooke'schen
Gesetz nicht folgen.

Die unter I1Ia entwickelten Beziehungen zwischen den Biegungs-
spannungen und Biegungsmomenten stabformiger Korper stitzen sich
auf das Hooke'sche Gesetz, die Verhiltnisgleichheit zwischen den
Normalspannungen in einem Stabquerschnitte und den mit ihnen
eintretenden Dehnungen. Wie auf S. 53 ausgefithrt, erfilllen gewisse
Stoffe in ihrem elastischen Verhalten dieses Gesetz nicht, oder nur
anndhernd. Auch ist fiir diese ein anderes allgemein giiltiges Gesetz
der Abhiingigkeit der Spannungen von den Dehnungen in analytischer
Form nicht bekannt. Fiir die wichtigeren der in Frage kommenden
Stofie sind indes durch Versuche namentlich von C. Bach einander
entsprechende Spannungs- und Dehnungswerte ermittelt worden, durch
deren Benutzung die tatsiichlich auch fir diese Stoffe bestehende
Abhingigkeit zwischen Spannungen und Dehnungen in Form der
sog. Dehnungslinie (vergl. ¥ig. 49 8. 52) geometrisch dargestellt
werden kann,

Von dem in solcher Form als bekannt angenommenen Dehrmungs-
gesetz ausgehend, soll in folgendem zuniichst eine '

graphische Untersuchung der Biegungsspannungen
in geraden Stiiben
stattfinden. Wir machen dabei wieder die mit der Erfahrung nahezu
iibereinstimmende Annahme, dafs vor der Biegung ebene Stabquer-
schnitte auch nach eingetretener elastischer Kriimmung des Stabes noch
eben sind. Die Dehnungen & in den einzelnen Querschnittspunkten
.sind dann verhiltnisgleich den Adbstinden y der letzteren von der
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Spannungsnullinie (Biegungsachse) und man kann diese durch jene
und umgekehrt ausdriicken. Ist &, die Dehnung im Abstande y==1
von der Nullinie, so ist diejenige im Abstande y e=g¢;-y und mit
£, als Lingeneinheit £=y. Das Verteilungsgesetz der Normal-
spannungen ¢ dber den Querschnitt eines gebogenen Stabes, das
Anwachsen derselben mit dem Abstande y von der Nullinie lifst
sich daher gleichfalls durch ein entsprechendes Stiick der Dehnungs-
linie ausdriicken. Denkt man sich danach in jedem Querschnitts-
punkte die dort herrschende Spannung unter’ Berficksichtigung ihres
Vorzeichens als Ordinate rechtwinklig zur Querschnittsebene auf-
getragen, so er- Fig. 155.
fillen die posi-

tiven und
negativen Span- 0o
nungswerte je
in ihrer Ge-
samtheit wieder
einen sog. Span-
nungskeil (vgl.
S.81 u. 82), der
aber jetzt nur
auf einer Seite
eben, auf der
andern dagegen nach der Dehnungsllme gekriimmt ist (vgl. Fig. 155).
Die Schneiden beider Keile treffen in der Nullinie zusammen und
ihre Rauminhelte stellen die Summe aller im Querschnitt tatigen
Zug- bezw. Druckspannkrifte dar. Beide miissen wegen der Null-
gleichheit der Summe der wagerechten Kriifte einander entgegen-
gesetzt gleich sein. Das fihrt zn der Gleichung

Irt

"'"i
g‘ddF=SmU4 oder 50:£1-‘=0 (vergl. GL. 1 8. 83). Ist w

v — ey

die-etwa mit y verinderliche Querschnittsbreite, also d F'=w-dy,
so folgt

e [}
1) \w-dy-o=g.w-dy-o,
v 0 L]

wodurch die Lage der Nullinie im Querschnitt bestimmt ist. Die fir
das Gleichgewicht erforderliche Gleichheit des Angriffsmomentes A
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der #Aufsern Kriifte und des Widerstandsmomentes der innern
Spannkrifte bedingt die Gleichung

q L
2) M= g‘u.r-dy-a-y +\w-dy-o0-y.
(2] [N
Da indes die Abhingigkeit zwischen ¢ und y fir die hier in Frage

kommenden Stoffe in analytischer Form nicht bekannt ist, lassen sich
die GL 1 u. 2 im allgemeinen nicht 18sen. Unter Benutzung der

Fig. 156,

Dehnungslinie 5,05, (Fig. 156) lassen sich indes auf graphischem
Wege mit Hilfe der Gl 1 u. 2 die Normalspannungen aus dem
Biegungsmoment herleiten. Hinsichtlich der Querschnittsform wollen
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wir uns hier auf die in der Anwendung hauptsiichlich vorkommenden
Fille beschriinken, wo der Querschnitt ein Rechteck oder ans Recht-
ecken symmetrisch zusammengesetzt ist. Setzen wir zuniichst ein
einfaches Rechteck von der Breite b voraus und beachten, dafs

y= Ei-. also dy=‘i—j, so gehen die Gl. 1 u. 2 dber in

gy L
3) (a-de= gc«de und
[AN] e 0
b € &y
4) M=—.‘,((.a-de-s-[- a-ds-s).
g €" Vo 0

worin & und & die den BAufsersten Faserabstinden ¢, und ¢,
entsprechenden Dehnungen sind.

Die Integralwerte der Gleichung 3 stellen die Flicheninhalte
der von der Dehnungslinie, der £-Achse und den den Dehnungs-
Abscissen & und & entsprechenden Spannungsordinaten o, und
0, ecingeschlossenen Teile Oa,b, und Oayb, der Dehnungsfliche
dar (vergl. Fig. 156). Aus der danach in GL 3 ausgedriickten
Flachengleichheit ergeben sich ohne weiteres zusammengehorige
Worte von & und & bezw. 0, und o,. Ist beispielsweise die
grofste Zugspannung (Randspannung) o, und damit aus der Dehnungs-
linie auch & bekannt, so ist &, bezw. 0, 8o zu bestimmen, dafs
jene Flichengleichheit eintritt.

Die Integralwerte der Gleichung 4 drficken die statischen
Momente der Flichen Oa, b, und Oayb,y in Bezug auf die o-Achse
aus, Zeichnet man zu den Flichen mit der Polweite J eine Seillinie
8,058, und schneiden die Tangenten in den Endpunkten s, und s,
derselben auf der o-Achse die Strecke « ab (Fig. 156), so ist

tL31 &y
5) ga-de-£+§o-d3-s=3-¢c.
0 ]

a_a SRR
Bedenkt man ferner, dafs e und R T e 3

£ ==e¢ &, s0 erhilt man

B) 81=h-
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Mit Gl 6 ist die Lage der Nullinie im Querschnitt bekannt und
unter Beachtung der Gl 5 u. 7 nimmt Gl 4 die Form an

2 bh?
(&, + &)?

Gleichung 8 kann nach Belieben bei gegebener Randspannung o,
oder 6, und damit bekannten Dehnungen & und & zur Berechnung
der Querschnittsabmessungen » oder A und umgekehrt benutzt, oder
bei gegebenem Stabquerschnitt und Randspannung zur Berechnung
des zulissigen . Angriffsmomentes, bezw. der Belastung des Balkens
benutzt werden. .

Die Anwendung der entwickelten Regeln gestaltet sich wie
folgt: Aus der fiir einen bestimmten Stoff gegebenen Dehnungs-
linie berechnet man ein fiir allemal die den einzelnen Dehnungs-
abscissen entsprechenden Dehnungsflichen, trigt diese als Ordinaten
von einer Basis O k aus auf, so dafs beispielsweise die Fliche
Oa,; by durch die Ordinate Z und die Fliche Oayb, durch die
Ordinate 1) ausgedriickt wird. Die Dehnungsflichen bezw. die sie
darstellenden Ordinaten Z und 2 sind verhiiltnisgleich der Summe
der in den betr. Teilen des Querschnitts tdtigen Zug- und Druck-
spannkriifte. Sie haben daher die Bedeutung von Kriiften, und die
entstehenden Linien O, 7, bezw. O,/, wollen wir aus diesem Grunde
die Z- bezw. D-Linie nennen. Ist nun in einem bestimmten
Einzelfalle beispielsweise die zulissige grofste Zugspannung (Rand-
spannung) o, gegeben und damit auch die Randdehnung &, bekannt,
so zieht man durch den der Abscisse & entsprechenden Punkt 7,
der Z-Linie eine Parallele zur e-Achse bis zum Schnitt 7, mit der
D-Linie. Zieht man ferner durch f, eine Parallele zur o-Achse,
so schneidet diese auf der £-Achse die zu ¢ gehorige Randdehnung
£, ab und gleichzeitig erhdlt man in dem Abschnitt a,b, die ent-
sprechende Randspannung o,. Ist endlich s O,s, die zu der
Dehnungsfliche gezeichnete Seillinie, anf welcher die Punkte s,
und s, mit ihren Abscissen £ und &, bekannt geworden sind, so
sind die Tangenten & 4, und ¢,/4, an die Seillinie in s, und s, die
die Dehnungsflichen O, b, bezw. Oayb, einschliefsenden Seilecks-
seiten. Sie sind parallel dem Polstrahl O;i und schneiden aunf der
o-Achse die Strecke %, h,=wu ab, welche im gleichen Mafsstabe,
wie die Dehnungen zu messen ist. Damit steht der Anwendung

8) H-w.
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der Gl. 8 auf beliebige Belastungsfille und Querschnittsabmessungen
nichts mehr entgegen.

Ist der Querschnitt Fig. 157.
nicht ein einfaches Recht- L @
¢— ben.by—r
eck, sondern aus mehreren 1
Rechtecken symmetrisch : Ih, 1
zusammengesetzt, also etwa s T s
1

ein T- oder T-Querschnitt ep by v Yo

(Fig. 157), so indert sich

die Breite w (Gl 1 u 2) l h Y
in sprungweiser Abstufung; W I : ]
gie ist nur fir bestimmte l J' hy l
Hohenerstreckungen  kon- —np—— = —nbh—v

stant.  Entsprechend den -
einzelnen Breitenstufen nehmen Gl 1 u. 2 die Form an

Y1 € "W ey v
9) b go-dy-l-bj‘mdy:b, o-:fy+b50-dy,
] " o /]

ey

"1 ]
10) M=b15 a-dy-y+b 50 dy- y+h \a-dy-y-l—bF:i-dy-y.
L2 ,’J

Mit r;=£ und dy= E. und wenn man —;f--—nsetzt,geheu beide
o 1
G]elchungen fiber in

' 4 8y ae'!
11) ja-de+5n-o-ds=-ja-ds+
0 0

L]
gln-ad.e und

o ogh

¢ 8 e’ &y

12) 3!-=—b—‘5[50-dsos +5n-a-¢is-s+ so-de-£+ gn-a-de.e].

£y 0 Py Jo et
In dem zweiten Integralwert auf beiden Seiten der Gl. 11 sowie
im zweiten und vierten Integralwert der Gl. 12 erscheint die
Spannungsordinate ¢ mit » multipliziert, was, da n> 1, eine ent-
sprechende Vergrofserung derselben zwischen den Dehnungsabscissen
€ und & bezw. & und &' bedeutet.

Fihrt man diese Multiplikation aus, so tritt an Stelle der
Debnungslinie die Linie Og,d, ¢, bezw. Ogydyc, (Fig. 158) und
durch die Gleichheit der von diesen umschlossenen, durch die
Integralwerte der Gl. 11 ausgedriickten Flichen ist wieder die ver-
hilltnismifsige Lage der Nullinie im Querschnitt bestimmt. Zeichnet
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“man zu den Flichen Oa, b c;dyg, und Oaybycodyg, eine Seillinie

miv der Polweite F, so erhiilt man das Moment der innern Spann-
2,

krifte, wie beim einfachen Rechteck zu M =H}%. und GI. 8

Jifst sich ohne weiteres auch hier anwenden. i

Im Falle der Fig. 1567,b (L-formiger Querschnitt) tritt an Stelle
der beiden Integralwerte der rechten Seite der Gl. 9 u. 11 je ein
einziger Integralwert zwischen den Grenzen o und ¢, und ebenso
werden die dritten und vierten Glieder der Gl. 10 u. 12 durch je
eines ersetzt. In Fig. 158 tritt an Stelle der Linie Ogydye, die
Linie Ob,.

Ein derart gegliederter, d. h. aus Rechtecken zusammengesetzter
Stabquerschnitt ldfst sich stets so gestalten, dafs beide Rand-
spannungen o, und 0y, bezw. die Randdehnungen & und & be-’
stimmte, etwa vorgeschriebene Werte annehmen. Durch eine solche
Annahme sind die Punkte «, und a, (Fig. 158) festgelegt und es
lassen -sich nun die Punkte ¢, d, und c,dy so bestimmen, dafs die
Gleichheit der Flichen Oa,bye¢,dg; und Oaybyeydyg, eintritt,
wobei dann allerdings die Symmetrie des Querschnittes (Fig. 157,a)
in Bezug auf seine wagerechte Schwerpunktsachse aufhort.

Handelt es sich beispielsweise um einen T-Querschnitt und
entsprechen die Flichen O¢ g, =2, und Oayby= 1D dem recht-
eckigen Steg, so mufs die dem Flansch entsprechende Fliche
ay ¢y dy ¢y, = Zy die Bedingung erfillen Z,= D — Z,. Ferner ist
&—& N
8 +6 h

(Fig. 157 u. 158) und, wenn das Verhiltnis %’- gegeben,
auch & —¢'= (cl+£2};;—: bekannt. Sieht man die Fliche a,¢,d,; ¢

als Trapez an, so mufs dessen mittlere Hohe n.0" = 4 ) sein.
1
Mit n 6" ist anch n=;—’ bekannt und bei gegebenem Angriffs-
1
moment M kann die erforderliche Querschnittshdhe % aus Gl 8
bestimmt werden,

—_—

Analytisches Niherungsverfahren.

Durch das oben dargelegte graphische Verfahren lassen sich ‘
die Biegungsspannungen in einem Stabe aus beliebigem Stoff, dessen
Dehnungsgesetz in Form der Dehnungslinie bekannt ist, mit der
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gewiinschten Genauigkeit aus dem den Stab ergreifenden Biegungs-
moment herleiten. Fiir manche Zwecke der Anwendung bietet
jedoch die analytische Behandlung des Gegenstandes gewisse Vor-
teile. Da indes, wie erwithnt, das Dehnungsgesetz fir die hier
fragl. Stoffe in genauer analytischer Form nicht bekannt ist, so
miissen wir uns mit einer Anndherungsform begniigen. Ein solches
Gesetz &= 7 (0) 1afst sich mit einer in vielen Filllen der Anwendung
hinreichenden Anniiherung aus der wirklichen Dehnungslinie, d. h.
aus zusammengehorigen Versuchswerten.von & und o fir das hier
nur in Frage kommende Spannungsgebiet innerhalb der Elastizitits-
grenze herleiten. Nach C. Bach ergibt z B. die Potenzfunktion
g==a-.0" worin « und n vom Stoff abhiingige Konstanten sind,
. befriedigende Ubereinstimmung mit den wirklichen Dehnungs- und
Spannungsverhiltnissen. Wir wollen indes aus den auf S. 53 dar-
gelegten ‘Griinden, insbesondere um die analytischen Beziehungen
zwischen Biegungsmoment und Biegungsspannungen in tunlichst ein-
facher fiir die Anwendung brauchbarer Form zu erhalten, fiir das
mit o und & verinderliche Verhiltnis

%-JE in den hauptsichlich in Fig. 159.

Frage kommenden Spannungsgebieten
beiderseits nahe der Nullinie konstante
Mittelwerte %, und Z, annehmen,
bezw. die Dehnungslinie beiderseits
der o-Achse durch eine sich ihr
moglichst genau anschliefsende Gerade
ersetzen (vergl. Fig. 1569). Damit
gelangen wir zu einer Erweiterung des
Hooke'schen Gesetzes mit verschie-
denen Elastizitatszahlen %, fir Zug-
und ¥, fir Druckspannungen.*)
Sind o, und 0, die Randspannungen fiir Zug und Druck, ¢
und ¢, die fnfsersten Faserabstinde von der Biegungsachse (Null-
linie) (Fig. 160), so ist die Spannung o im Abstande y von der-

*) Vergl. G. Barkhausen, Die Verbundkorper aus Mortel und Eisen
im Bauwesen, Zeitschr. f. Architektur u. Ingenieurwesen, Jahrg. 1901 8, 134
u. 1902 8. 246, und G. Lang, Der Schornsteinbau, Heft I 8. 127, Hannover,
Helwings Verlag.
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selben auf der Zugsmte 0= —* :, Y und auf der Druckseite o-=92.y_
1 I.'Q

Fig. 160.

€ mw —>

o (— i —M
T,‘ SN AT Yy
R S —— ﬂ-r T'&F g. -i ‘dy L.
G Jk _/
! k
[

i
Setzt man diese Werte fir o an betreffender Stelle in die Gl 1
und 2 ein, so folgt

G “
13) -L w: y dyno— g‘w-_u-dy und
4 ¢
U
14) M==— w-y e dJ+-—- gw»y’-dy.
@ Jo

§ . e 8 E_! e By
Nun ist 6, =¢'E, und 6,= &, also 2=22. 2
1 G | - 2E2! 61 & Fl e, E
)

und wenn wir % = m.setzen, (:—= m-g—'-. Hiermit gehen die Gl.
1 2
13 und 14 dber in :

€ L
15) 51u-y-dy= slm-w-y-dy und
J0 0
16) M=5}[fw vy + fmow-y? dy:l
1] Jo

In Gl 15 und 16 sind die Queraohmttsbrelten w im Verhfiltnis
m= % verfindert, gleichsam auf dasselbe Elastizitdtsmafs 7, reduziert.

Die lnéegralwerte in Gl 15 driicken die statischen Momente der
Teile des so reduzierten Querschnitts beiderseits der Biegungsachse
aus, diese geht also durch den Schwerpunkt des reduzierten Quer-
schnittes. Die Integralwerte der Gl. 16 driicken in ihrer Summe
das Trigheitsmoment des reduzierten Querschuitts in Bezug auf die
Biegungsachse aus. Bezeichnen wir dasselbe mit .J,, so schreibt
sich Gl. 16 ;

17) M2

€,

=61'W11
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9

woffir man mit ! = % (sieche oben) auch schreiben kann

('l ﬂl.'('-l
17a) ' M= iﬁ_—:lf:=og-13g.
Die Gleichungen 17 und 17a stimmen in ihrer Form genau mit den
Gl. 3 und 3a S. 87 fiberein. Fig. 161.

Fiir das einfache Rechteck als Stab- o, ARD Y )
querschnitt (Fig. 161) ergibt die Inte- L
gration der Gl. 15 und 16 . ¢

o

18) ey i=m-e,?, -_"mr“ e
19) Jy= L) (¢4 meyd). v
, 3 l

Mit ¢, + ¢ =% wird nach Gl. 18 e Y =

20) e = A A LI G —h—f—

“14Vm 141V m
Diese Werte fiir ¢, ¢, und J, in GL 17 und 19 eingesetzt, folgt

bt Vom
21 M= 8 —— ——.—‘—-—)*:ﬂ'."’-
) AT +Vm e
Die Verbiltniszabhl m = ;: fillt. je nach dem in Frage
“

kommenden Spannungsgebiet verschieden aus. ~ Fiir ganz kleine
Spannungen nihert sie sich bei allen Stoffen Uem Wert 1 und
wiichst dann mit den Spannungen. Fiir Zementmortel oder Beton
schwankt m bei m#tleren Spannungen zwischen 1,5 und 2.

In Fig. 161 stelien die punktierten Linien oberhalb der Biegungs-
achse den reduzierten Querschnitt dar, und man kann danach die
Gleichungen 18 und 19 unmittelbar der Figur entnehmen. Die Gleich-

setzung der statischen Momente beider Querschnittshitlften ergibt

mebeey 2 =bre 5, d i GL 18] Das Trigheitsmoment eines

Rechteck; in Bezug auf eine Seite ist nach G1. 1 8. 11 und GL. 1 8. 15

ﬁ_)” (h‘-‘ kﬂ) R
. J""F(z Ble i) =

Die beiden Querschnittshilften Fig. 2161 liefern daher zum Trigheits-
2 BN |
moment J die Beitrige m-fb»c,-%'L und E—%i wie in Gl 19,
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In fast gleich einfacher Weise lassen® sich auch mit+ Hilfe
des ,reduzierten Querschnittes“ die Trigheitsmomente J,

fir aus Recht- (b) Fig. 162. (a)
ecken zusammen- < miby>, — %3 o,
gesetzte  Quer-  AF *I’ Y E ST . I
schnitte  bilden.  , | SIS it
Dies moge hier | | [ %) l 2 -._,_l:"'ﬂ!l,::l._._. o
z. B. fur einen .-l_.l. e Lt : T
T- Querschnitt Te b ¢
zuerst in  der ! l

¢ by gl

Anordnung Fig.
162,a und sodann
in derjenigen Fig. 162,b geschehen.

Fiir die Lage der Biegungsachse (Nullinie) im Querschnitt
ergibt sich im ersten Falle die Gleichung

e St

22a) —]- =m {b Iy (h-—p —-%-) + I.’__U‘_T%"M} und i_m zweiten
), (e,—hy)? ; SRR
22h) b (el—%'-)-k’ (""2}“) Sl (‘; ol

Das Trigheitsmoment wird im ersten Falle
938) J, == [b(h—el)" (b=b,)-(h—e -h,)“]+—~ und im zweiten

23b) J,= 33,, PR R e —31; ') ((—Mm)*

Sind die Abmessungen b, %, b, und %, des Querschnitts gegeben,
o lafst sich aus den Gl. 22a oder b der Lbstand ¢, und damit aus
Gl. 23a oder 23b das Trigheitsmoment JJ, berechnen.

Die Gliederung eines derartigen aus mehreren Rechtecken be-
stehenden Stabquerschnittes ermdglicht auch, ihn so zu gestalten,
dafs beide Randspannungen o, und o, bestimmte vorgeschriebene

Werte annehmen. Bezeichnet man das Verhiltnis beider % = q,

) p— I.
g0 ist nach 8. 207 L SR m = k=4 -m==oa und daraus
0y € €
24) e m+h :
m+4a

Nach GL 17 ist ferner fir die Querschnittsanordnung Fig. 162,
95) - M :w;%{m-bl (h—e)+ beey3— (b —by) (e — by ) ).

Keck, Elastizithtalebre. 14
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In Gleichung 25" steht das Angrifsmoment M der dunfseren
Kriifte mit der Randspannung o, und den 5 Querschnittsmafsen b, &,
by, hy und ¢, in Beziehung. Letztere haben aufserdem noch den
Gl 22 u. 24 zu geniigen. Ist daher M und o, bekannt, so kann
man von den 5 Querschnittsmafsen noch 2 frei withlen; die drei
anderen sind dann durch die Gleichungen 22, 24 u. 25 bestimmt.

2 Anwendungen.

Fir ecine Betonart seien folgende zusammengehirige Spannungs- und
Dehnungswerte durch Versuche bekannt#geworden:

e 000028, Opoors, Owo012s, Opo17s, Opozss, 00215, 000828,

ain st 45, 10, 4y, 165, 18,5, 19,5, 20,55
ferner:

€ — O,00085, —0,00075, =0,0015, ~—0,00135, — O,00235, — 0009,

ain® —5;s, — 15 — 23 — 31, — 389, — 406,

Fiir die Aufzeichnung der Dehnungslinie, welche in Fig. 156 annithernd
mafsstiiblich geschehen ist, mége als Mafsstab fiir die Dehnungen 0,0001 = 1 mwm
und fiir die Spannungen 2at=1mm gawihlt werden, Die Ausrechnung der
den einzelnen Dehnungsabscissen = entsprechenden Dehnungsflichen, bezw.
Z- und D -Werte, wobei die Abscissen in Millimetern, die Spannungsordinaten
in ihren wirklichen Zahlwerten in Rechnung gestellt sind, ergibt fiir

£==30 10 15 20 25 30
Z= 223 5 147, 230 8225 420
D= 27s 102s 220 3775 5750 807s.

Fiir die Zeichnung der Z- und I)-Linie mégen die Ordinaten Z und D;
welche die Bedeutung von Kriften haben (vergl. 8. 202), der Mafsstab
20 Einheiten = | mm gewiihlt und die entsprechende Seillinie s, 0,8, mit der
Polweite 1= 500 gezeichnet werden.

Beispiel 1: Ein an seinen Enden frei gestiitzter Balken von 200 cm Stiitz-
weite und rechteckigem Querschnitt von b==50¢m Breite hat f. d. 1fd. in 8000 k¢
d.i. f d. 1fd. em 30% zu tragen; welche Hihe & mufs or erhalten, wenn die
Randspannung o nacheinander zu 20, 18 und 168t angenommen wird ?

a) Graphische Lisung: Aus der in oben gonanuten Mafsstiben aus-'
gefihrten Zeichnung erhiilt man

fir o 8 &y iy Rty Y
0. —~ 80 9 8. 51 27
18 — 22 17 28a 39 13
168t — 15 12 23a 27 4
Nach 8. 202 u. GL 8 ist M=L" —pht. —2% _ 11nd daraus
8 (e +ey)*

h=1-(e,+ &) ]/m%;ﬁ=2oo (e +s2)-'|/8—_5“_—‘};‘_—u .



IV m. Biegungssp. in Stiben, deren Stoff’ d. Hooke’schen Ges. nicht folgt, 911

30
Danach wird fiir o =20t h=200.51-V§W_940m,

' ]/ 30 .
o =I18s }=200.39. mm:?h,ﬂ’m,
: ]/ 30
o=10s h=200.27. Bm-50-500-4,n =38la0m,

Wie man sich leicht tiberzeugt, sind diese Ergebnisse villig unabhiingig
von der Wahl des Mafsstabes fiir die Dehnungen, Spannungen und Z- und
D-Werte; nur ist zu beachten, dafs die Polweite H mit den Z- und D-
Worten in gleichem Mafsstabe, der Abschnitt wu aber im Mafsstabe der
Dehnungon gemessen wird.

" b) Analytische Lisung: Nach 8. 208 und der Nitherungsgleichung 21 ist
plt bR Vom

8 4 Vm
Mit m=2, b=>50em, |==200¢em und p=30ks f. d. Ifd em wird
30: -,u
h= QOGIXB O T 7 und daraus fiir

oy =208t h=273om, g =188t h=20a0m, g =16at J=58em,

Die durch das rechnerische Niiherungsvorfahren ermittelten Hohen fiber-
treflen danach die durch das genaue Verfahren erziclten Ergebnisse fir die
hheren Spannungen von 18 und 208t um etwa 10%. In Wirklichkeit werden
also bei den durch Anniiherung errechneten Hohen die Spannungen in der der
Rechnung zu Grunde gelegten Hohe nicht eintreten und es erscheint daher
zuliissig, bei Anwendnng des Nitherungsverfahirens eine otwas hohere Spannung
zu Grunde zu legen. Das Mafs derselben lifst sich fir ein bestimmt be-
grenztes Spannungsgebiet durch eine einmalige Kontrollrechnung nach dem
genauen Verfahren leicht feststollen. In obigem Beispiel witrde fiir o, =24t
die Rechnung h==24,s und o, =218t Ji=27%em ergchen.

Fiir Gebiete kleinerer Spannungen wird auch der Wert m kleiner (vergl.
die beztigl. Bemerkung 8. 208),

1 pl*  bh?
Nach dem Hooke'schen Gesetze mit m==1 wlirde = 'a
« b
h=1. ]/_,___._ und fir \
a=208 h=30¢em, g =I8nt h=3]g0m, o,=168¢ h=330cm,

Beispiel 2: Ein Betonbalken mit L-formigem Querschnitt (Fig. 157,b,
162,b) aus dem gleichen Stoff wie in Beispiel 1 von l==400em, §==500cm,
s0ll bei- den Randspannungen o, =18 und a,==45 eine verteilte Last p==30%¢
f. d. 1d. em tragen. Welche Hohen h und h, und welche Breite b, mufs er

erlialtan, wenn h, =3: angenommen wird ?

14*
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a) Graphische Lésung: Aus der Dehnungslinie erhalten wir die den
Spannungsordinaten ¢,==18 und a,=45 eutsprechenden Dehnungsabscissen
g, =22 und e,==27, also & -+ e,==49. Aus der Verhiiltnisgleichheit zwischen
den Querschnittshohen und den entsprechenden Dehnungsabsciesen folgt

:+:, == Ao g —¢ =070

Dem rechteckigen Steg entsprechen die Dehnungsflichen 0 ¢, g, = Z, =120
bezw. 0 a, b, == D =640 und dem Flansch die trapezformige Fliche ¢,a,¢,d, = Z,.
Aus der Gleichheit der Fliichen beiderseits der o-Achse folgt

FlL ¢,a,¢,dy=2,=D — Z, =640 — 120 =520.
Die Breite der Fl. ¢, a,¢,d, ist oben zn e —&'=9, ermittelt; ihre mittlere

=0

[
Hohe n-o"" (siche Figur) ist dahor n-o"'==—22 =50 — 53at, Nach der
=Hwe
Figur ist o= 16,184, rolguch‘n=%=s,a. Die Breite b, des Steges ist
mithin b, = ;‘}—2_“=|5»um Nach der Figur ist ferner =42 und
zufolge GL 8 8. 202
oS P pats st v Ll TR S
et LT o v - il ]/3-15—500-42.5_67'“’"'
b) Analytische Lisung: Nach Gl 24 wird mit m=2 und
o i & o0 o e (s
e TR R g 2+2, iy s

Diese Werte und aus den Daten der Aufgabe b==50em h, =r%l in GL 22b
eingesetzt, erhiilt man b, = l3,0em, Nach GL 25 wird

M=%i=-~-{mb, (h— )+ bed — (b—by) (e, — b))

-+ 50 - 0,45 — 36,4 - 0,2 }._—-ar, 6,3 h?,

]/3 S Ay .'T_“*m“

Mit oy =218t wird h=G67scm wie unter a.
Die Schubspannung in der neutralen Schicht unmittelbar neben den

_ Q8 __ Qmbe® 0
Endstﬂtse:n ist r..._-bl v A5t s T 7Y 6000 '___2-6,u-67,s_'6'“ und

die St-oﬂ’matnnjung 8==63+4 Eél =Tant,

und daraus h==1.

n) Biegungsspannungen in stabfirmigen Verbundkdrpern.
Unter einem stabformigen Verbundkdrper wollen wir hier einen
aus stofflich verschiedenen, prismatischen Lingsteilen zusammen-
gesetzten Stab verstehen, dessen Teile unverschiebbar, d. h. so mit-
einander verbunden sind, dafs sie bei eintretender Biegung in den
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gegenseitigen Beriihrungsflichen gleiche Dehnungen erfahren. Die
Anordnung der verbundenen Teile im Stabquerschnitt soll, wie dieser
selbst, hier symmetrisch zur Kraftebene vorausgesetzt werden.

Derartige Verbundbalken kommen mit Vorteil da zur An-
wendung, wo ein dem Angriff eines Biegungsmomentes ausgesetzter
Homogenbalken (Balken aus einerlei Stoff) die dabei auftretenden
Zugspannungen mit erheblich geringerer Sicherheit aufzunehmen
vermag, als die Druckspannungen, so dafs der Bruch desselben
darch Zerreifsen an der konvex gekrimmten Seite erfolgen wiirde.
In Betracht kommen hier hauptsiichlich Balken oder Platten aus
Beton oder Mortel, in welche im Bereich der anftretenden grdisten
Zugspannungen Einlagen aus Stabeisen von meist rundem oder
quadratischem, zuweilen auch rechteckigem Querschnitt eingebettet
werden, um die Zugspannungen im Einhiillungsstoff in gewiinschtem
Mafse zu vermindern oder ganz zu ersetzen.

Wir wollen die in folgendem abzuleitenden Regeln auf Stibe
von rechteckigen oder aus Rechtecken zusammengesetzten Quer-
schnitten beschrinken und wieder die Annahme machen, dais ein
vor der Biegung ebener Stabquerschnitt auch nach derselben noch
eben sei. Dann sind die Dehnungen in den einzelnen Punkten des
Stabquerschnittes, einerlei welchem der verbundenen Teile sie an-
gehoren, verhiiltnisgleich ihrem Abstande von der Nullinie.

Der umbhillende Korper mdge in folgendem kurz die ,Um-
hitllung* und der eingebettete die ,Einlage“ genannt werden.
Der Querschnitt der Einlage soll in seiner Hohenerstreckung senk-
recht zur Biegungsachse im Vergleich zu den Abmessungen der

Fig. 163.

gl | e
T 1
s
Iy
.“r&
l T e i}:—_—J

Umhillung als sehr klein vorausgesetzt werden, so dafs die Span-
* nungen o, der Einlage als diber deren Querschnitt F, gleichmiifsig
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verteilt gelten kdnnen und die von ihr im Gleichgewicht der innern
und Aufsern Krifte zu leistende Spannkraft gleich #,.0, gesetat
werden kann (vergl. Fig. 163).

Die Nullgleichheit der Summe der Krifte in der Richtung
der Stabachse fiihrt dann zu der Gleichung

= i
1) 5w 6:dy+ 0, F,= glw og-dy

und die Momentengleichung in Bezug auf die Blegungaachse lautet

ey

2) M"-\w dy-y-0+ 0 F,- ‘l/.+5w +dy-y-o.

Wir eetzen nun zundichst sowohl den Querschnitt des ganzen
Verbundstabes, als den der Einlage als einfache Rechtecke mit der
gemeinsamen Breite b voraus und bezeichnen die Hohe, bezw. Stirke
der Einlage mit s, so dafs w=2b und F,=1b-s wird. Dann folgt

ey

3) \a rdy + 0,8 = 6 -dy und

e
4) M.:b[\a cydy 40, 8 Yt 0 ydy |.
Ist &, wieder die Dehnung im Ahata.nda 1 von der Biegungs-
{
achse, also y=££_ und a’y=;—.€; ferner &, und & die Rand-
0

0
dehnungen, so nehmen, wenn man diese Werte einsetzt, die Gl. 3
und 4 die Form an :

a8y &y
b) ‘0 d£+0.'8'€o=jlo-ds und
3 'l‘i
6) M=_Ua & de+ 0, 8-y 82+ s""‘f'dﬁ]-
vo

" Unter s-& haben wir die anf den Mafsstab der Dehnungen
reduzierte Stirke der Einlage und unter y,-g&, die Dehnung der-
selben zu verstehen (vergl. Fig. 164). Bezeichnet man erstere mit
d und letztere mit &, so gehen GL 5 u. 6 dber in

7) g.;l de+ 0, 0=5?-ds and
8) .U=—~[gd £-d8.+0.-é-£,+5;-£-ds].

In Fig. 164 stellt b, Ob, die Dehnungslinie der Umhiillung,
Oc diejenige der Einlage dar. Durch Gleichung 7 ist wieder die -



Fig. 164.

IVn, Biegungsspannungen in stabfirmigen Verbundkirpern.
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Lage der Biegungsachse im Querschnitt bestimmt. Die beiden
Integralwerte der Gl. 7 driicken die Dehnungsfliche der Umhiillung
und das Produkt o,-0 die der Einlage aus. Stellt man erstere
beiderseits der o-Achse wieder durch die sog. Z- und .-Linie

ey oy

dar, deren Ordinaten Z=\o-dc und J)=(o-de gind und be-
zeichnet 0,0 mit Z,, so wird nach GL 7

9) Z+Z,=D.

In GL. 9 kann man zwei der drei Grofsen frei wihlen und
nur die dritte mufs dann einen bestimmten Wert erhalten. Verlangt
man z B, dafs die Randspannungen o, und 0,, bezw. die Rand-
dehnungen & und &, gegebene Werte annehmen, so sind damit
Z und D festgelegt und Z, mufs nun gleichfalls einen bestimmten
Wert erhalten. Man .erhilt Z,, indem man durch f, (Fig. 164)
eine Parallele zur O, k zieht, in der Strecke f, /., =ii'. Mit Z, ist
auch der erforderliche Querschnitt der Einlage bestimmt. Nach
GL 9 wird ndmlich '

10) Z,=0,0=1D—Z und daraus
11) A Lioed

i)
Nun ist aber s= ;— und zufolge der Beziehung
0

b _a_&te I 2
& e i auch ¢ a ; daher
¢ Lo = D—Z
12) . 1‘:-—’) 8—“{’-!1.";‘(5]:{'_5:;:_).

Der Klammerwert der Gl. 8 stellt wieder das statische Moment -
der Dehnungsflichen der Umhillung und der Einlage in Bezug auf
die o-Achse dar, das man mit Hilfe der Seillinie s, 0,s, (Fig. 164)
von der Polweite /7 zu M- erhilt. In dem Abschnitt 4,h,, welchen
die dem Polstrahl O,i parallelen #ufsern Seilseiten /,s¢, und s /.
auf der o-Achse abschneiden, entsprechen die Strecken «, und u,
den Zug- und Druckkriften der Umhallung, v, der Zugkraft der

Einlage. Mit g=17F ""‘”’* wird dalier nach GI. 8

2
13) M=___b"_.11-u.

(& + &)*
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Die Gleichungen 12 u. 13 kdnnen nun nach Belieben zur Be-
rechnung der Querschnittsabmessungen ¥,, b oder A benutzt werden.

Der Querschnitt der Einlage kann unbeschadet der Richtigkeit
obiger Entwicklung in beliebiger Weise kreisformig, quadratisch
oder rechteckig gestaltet werden, wenn nur die Voraussetzung erfallt
- bleibt, dafs ‘die *Abmessung derselben normal zur Biegungsachse
verhiiltnismifsig klein ist. Trifft diese V:)raussetzung nicht zu, so
hat man die Verinderlichkeit der Spannungen o, im Querschnitt
der Einlage zu berficksichtigen und an Stelle der Glieder F,-a, in
GlL 1 und F,-0,-y, in Gl. 2 treten dann entsprechende Integral-
werte, deren Entwicklung und graphische Bewertung keinerlei
Schwierigkeiten bieten, hier aber nicht weiter verfolgt werden soll.

Verbundstibe, deren Querschnitte aus mehreren Rechtecken in
symmetrischer Anordnung bestehen, lassen sich unter Berficksichti-
gung des auf 8. 203 gesagten in #hnlicher Weise behandeln.

Das verschiedene elastische Verhalten des Eisens als Einlage
und des Betons als Umhillung bringt es mit sich, dafs, wenn der
Beton an der Zugseite bereits der Bruchgefahr nahe, das Eisen im
Verhilltnis zu seiner Festigkeit erst schwach gespannt ist. Mufs
daher aus wirtschaftlichen Griinden auf eine tunlichste Ausnutzung
der Festigkeit der Eiseneinlage Wert gelegt werden, so lifst es
sich nicht umgehen, die Betonumhiilllung soweit zn spannen, dafs
mit ihrem Bruch im Bereich der Zugspannungen zu rechnen ist.
Fir diesen in der Anwendung sehr hiufig vorkommenden Fall ist
zu untersuchen, ob nach Eintritt eines solchen Bruches die Trag-
gicherheit des Verbundstabes noch fortbesteht, bezw. welches Mafs
die Druckspannung o, des Betons oder die Zugspannung o, des
Eisens erreichen. Die oben abgeleiteten Regeln lassen sich auch
hierzu ohne weiteres benutzen.

Mit dem Verschwinden des Zugwiderstandes der Umbhiillung
kommen die denselben entsprechenden Glieder in Gl. 1 bis 13 zum
Fortfall. Der Zweig Ob, der Dehnungslinie (Fig. 164) ist als mit
der &-Achse zusammenfallend anzusehen, weil o an der Zugseite
durchweg Null ist. Ebenso fallt die Z-Linie mit der Basis O,k
zusammen; nach Gl 9 mufs jetzt Z,= D und nach Gl 12

g bh D
Y08+ &)
gewisse Verschiebung im Querschnitt.

gsein. Die Nullinie erfihrt im allgemeinen eine
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Um die gewiinschte Ausnutzung der Eiseneinlage zu erreichen,
ist dieselbe so anzuordnen, dafs die Spannungsordinate ¢, ihrer
Dehnungslinie in Fig. 164 die entsprechende Linge erhilt. Die Seil-
linie nimmt jetzt den Verlauf s,0,s, und der Abschnitt w=~h, 4,
der Aufsern Seiten auf der o-Achse besteht jetzt aus den Strecken
uy und w,, der Druckkraft der Umhillung und der Zugkraft der
Einlage entsprechend.

Im fibrigen bleibt das Verfahren vdllig ungeindert. Die Rand-
dehnung &, der Umhiillung behdlt in Gl. 13 die gleiche Bedeutung
wie bisher.

Scheidet damit die Fig. 165.

Zugspannung  {iberhaupt Sl e

9 do |
als sicherer Summand aus o ;
dem Gleichgewicht der e \&

¥
)

dufsern und innern Krifte
aus, so empfiehlt es sich ,
meist - auch nicht mehr, % 3|
den Stabquerschnitt voll ._._ifLE!. [.'_'_'.___..f“ef s :::i
rechteckig zu gestalten. e 4 o
Die nun zum grofsen Teil 4c
als unwirksam anzusehen-

den Stoffmengen an der Zugseite der Biegungsachse konnen bis auf
einen zur Aufnahme der Eiseneinlage und Leistung des Schubwider-
standes erforderlichen Steg erspart werden. Vergl. Fig. 165.

Analytisches Niherungsverfahren.

Um zu einem fiir die Anwendung bequemen und vielfach hin-
reichend genauen Anniherungsverfahren zu gelangen, filhren wir
wieder fir die Gebiete der Zug- und Druckspannungen der Um-
hiilllang verschiedene Elastizititszahlen X, und E, ein, bezeichnen dle

Elastizitdtszahl der Einlage mit %, und benennen 2- mit m und 1
I ]

mit ». « Damit lassen sich die Randspannung @, und die Spannung o,
der Einlage wie folgt durch die Rundspannung a, ausdriicken: Die

Randdehnung &, an der Zugseite ist & = E' daher diejenige an
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der Druckseite 82“'& gy = 22 und an der Stelle der Einlage

"1 e[ El
eo=lig = y‘iﬁ. Somit ist
€ € }'41
14) 62=82E!=012.-E1)_—_-01.?n.e_2 und
el }41 (]
144a) a’—-a.oE.EalJ‘._g‘_‘,=.g’,-.y_’.

4 Iy Ll

Die Spannung o der Umhillung in beliebigem Abstande von
der Biegungsachse ist an der Zugseite o= i(;g' und an der Druck-

1
'Y
QY

geite o= = m--— y. Vergleiche Fig. 166. Damit nehmen die
Gleichungen 1 und 2 8. 214 die Form an |
ey L ]
15) jur-y-(f;r;+F,-:--y,== mew+y+dy und
16) M=—1[Sw Wdy+ Foryd + ”: w'y"'d.!l]

In den GL 15 und 16 erscheinen die Querschnlttsbrelteu w auf
der Druckseite mit m, und die Querschnittsfliche ¥, der Einlage

mit » multipliziert. Denken Fig. 166.
wir uns diese Flicheniinde- s ., X -
rung wirklich aunsgefihrt, > ¥
so driickt Gl 15 aus, dafs <—p — ¢
die Biegungsachse mit der

Schwerpunktsachse des |
‘solchermafsen reduzierten ) 1
Querschnitts zusammenfillt, Gele j:"' o .:__é"
und der Klammerwert der : ~L/r 2
@Gl. 16 stellt das Trigheits- ‘ Lo

moment J, desselben dar.

Fir das einfache Rechteck ist der reduzierte Querschnitt in
Fig. 166 in punktierten Linien angedeutet. Sowohl aus dieser Figur
wie durch Integration der Gl 15 und 16 mit w =5 (konstant)
erhiilt man

bey?
17) S b e y,=”—-l-§3—~ und
Jr
18) M= :I (bﬂg + Fyope U. b M) = a, ;—-:-_gl.wl_
1



220  Zaeiter Abschnitt. Elastizitdt und Festigkeit gerader Stibe,

Ersetzt man in Gl. 18 —:—'-— gemiifs Gl. 14 u. 14a einmal durch
i

a 2 o
2~ und ein anderes mal durch ——,
m ey rYe

so folgt

a,
. oI = v W,
Y.

188) Moy moyW, und 18b) M=
mey

Sind o, und o, oder ihr Verhiltnis 53, das wir mit « bezeichnen

|
wollen, vorgeschrieben, so wird nach G1. 14 ,? -=mi—" =m U‘—T—f"'—) =0
1 1 |
mh ha o
und daraus ¢, = e BN h—e = P Ist ferner, wie in

der Anwendung iblich, fir die Entfernung der Einlage von der

niichsten Aufsenkante der Umhilllung ein der Querschnittshthe &

‘verhilltnisgleiches Mafs -/ festgesetzt, so ergibt sich

mh m— f(m + a)

m+a_ﬁh=h m+a e
Die obigen Werte fir ¢, ¢, und y, in die Gl 17 u. 18 ein-

gesetzt, folgt

o =y,+ ph, also y.=e—ph=

bhm a2 —m

20) M=W,0,= ;(:’—i%)—g {m'*‘ -+ % (a®—m) [m—p(m + a) )+ as} :

Mit m=1 und =1 wird

. b i . Fig. 167.

F,=0 und M= ‘B"’uwmm — mb _—-}'

erwarten. F,; ) ) !
Firden T-Querschnitt wollen L bl

.n_...__e‘

wir die den Gleichungen 19 u. 20 Ko aad
entsprechenden Gleichungen dem % T F

[— b.l_'

]
1)
{

by | n

reduzierten Querschnitt Fig. 167 4 —_i'f_ I - P
entnehmen: In Bezug auf die .L l—[_ij[ 37 e s
Schwerpunktsachse nn, die zu- /

gleich Biegungsachse ist, erhilt 33'5"

man die Momentengleichung

2 \ 2
21) t% rFoy =mbhy (h—-r‘l—-—;—‘) -[-mb,(h—e,—hl) ‘

/
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Das Spannungsmoment wird

; Sy be,? mb m(b -b,)
99\ Me—n lr ) 4 D
22) M a,q fl[ 3 +rFeyl+ 3( ¢)’~ (h—e,=hy) ]

Beide Gleichungen unterscheiden sich von den GI. 22a, u. 23a
S.209 nur durch den Hinzutritt des der Einlage entsprechenden

7 X : $ a. h—e
Gliedes. Setzen wir wieder wie oben -E"- =m :

__ mh m—pBm+a) .
a'_m+h und y,=h o AR gind ferner «, 4, m und g

= a, also
L]

fir den vorliegenden Stoff bekannt und ist auch das Angriffsmoment
M der dufseren Krifte in bekannter Weise ermittelt, so kann man
von den 5 Querschnittsgrdfsen b, A, b,. h; und F, drei, etwa b, b,
und A, frei wihlen und die beiden andern, etwa % und ¥,, aus den
Gl. 21 u. 22 berechnen.

Liafst man nun wieder in Ricksicht auf die Unsicherheit des
Zugwiderstandes der Umhillung diesen fiir das Gleichgewicht zwischen
" den dufseren und inneren Kriften aufser acht, g0 kommen die dem-
selben entsprechenden Glieder in Gl. 15—22 in Fortfall. Setzt man
E, E, X,

b = B, =, und vertauscht gemifs

GL14 2 mit —™ g0 gehen die GI. 15 u. 16 fiber in
Pl rﬂ'ez

weiterhin jetzt 2:m =

ey

23) Fory yd= sw y-dy und
24) M= —;2— [7 Foyl+ w-yg-dy],

2 (1]
woraus fir den rechteckigen Querschnitt folgt

2
28) -; ry Fy y,=b_— und
20 M= 2 [rpoyar 2] = 2[00+ 2 =
2

In Gleichung 25 und 26 ist der Querschmtt der Emlage mit
dem Verhiltnis E, = r, multipliziert und dadurch gleichsam mit

der Umhiillung auf die gleiche Elastizititszahl £, reduziert (vergl.
Fig. 165). Die Biegungsachse ist zugleich wieder Schwerpunktsachse
des so reduzierten Querschnitts und die Gl. 25, sowie der Wert J,
lassen sich unmittelbar ans der Figur entnehmen.
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Sind @, und ., oder ibr Verhiltnis =g, vorgeschrieben,

o 2

80 wird - = t"!:'-=—y~' ry=oa, und wenn der Abstand der

0'2 EE '1‘22 eg

Einlage von der Aufsenkante wieder gleich f-A angenommen wird,
Ye=h—ph—ea="h(1—p)—e, und

h(1—B)—ey _ ;—‘, woraus folgt
1

. e
; A (1—58) heoy (1—p)
oM .= wmd 28) L ye=
Mit diesen Werten fiir ¢, und y, ergibt sich aus Gl 25

bh », (1—p) :
29) Fo= B --El--rl T a und aus Gl 26

bh? (1—f)
30) N +f)2 Bay+27,).
Fiir den T-Querschnitt erhdilt man unter Beachtung der Gl. 21—24
) . By [bh, (e, )+b,(‘*ﬂ &Y ] una
. = _[‘ Gy T 823 (b b])(&—h,)*‘
J?) M— €2-62=83 ?"Fn yﬂ + 3 3 ]

Gleichung 31 und der Ausdruck fir J, in Gl. 32 lassen sich
wieder unmittelbar aus dem reduzierten Querschnitt Fig. 167 ent-
nehmen, wenn man den Teil des Steges unterhalb der Biegungsachse
fortlifst.

Mit Hilfe der GL 27 u. 28 und 31 u. 32 lifst sich die Be-
rechnung der Querschnittsabmessungen in bekannter Weise ausfiihren.
Eine Einfithrung der allgemeinen Ausdriicke fiir ¢, und w, in
GL 31 u. 32 fihrt zu umstdndlichen Ausdriicken und mag daher
hier unterbleiben.

Anwendungen.

Beispiel 1: Ein Eisen-Betonbalken von rechteckigem Querschnitt, 50¢m
Breite und 200¢m Stitzwoeite hat eine vorteilte Belastung p == 30%« f. d.1fd. em
zu tragen, wobei die Zugspannung o, des Betons 18st, die Druckspannung a,
desselben 458t betragen soll. Die Eiseneinlago soll um Fh=0,.h von der
Zugkante des Betons abstehen. Welche Hohe & mufs der Balken erhalten?
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a) Graphische Lisnng: Stellt man wieder die Dehnungen im Mafsstabe
0,0001==1mm_ die Spannungen des Betons in 2st==]mm_  dicjenigén der Eisen-
einlage 10st=1mm und endlich die Z- und D-Ordinaten in 20 Einheiten
=] mo dar, wie in Fig. 164 annfhernd mafsstiiblich geschehen, und zeichnet
die Seillinie mit einer Polweite H==500, so erhiilt man folgendes:

Den Spannungsordinaten o, und o, entsprechen Dehnungsabscissen e, =22
und g, =27Tmm, also & 4 e,=—=49. Ferner wird e,=¢ — F§ (8.4 &)
=22 — 0,49 =17,1m und demnach g,==342s, Aus der Zeichnung erhiilt
man D=610, Z—280, also Z,=D — Z=1360. Ferner wird der Ab-
schnitt ki, by ==w=43mwm, Nach GL 13 ist

pi' bh*- H-u
{ + 5)*

]ﬂ 30
h=1. (31 !‘1} VE;—L{—‘——QOO 49 - mmlﬂ,‘fom.

Nach Gleichung 12 wird ferner
v _an  D—Z _ 50-183-860
2 el S s by ¥ )
Die Biegungsachse liegt im Abstande e, =
der Aufsenkante der Zugseite,

und darans

==20,a0m¥,

‘72
ch===.181=8m¢cm von

"' %3

-
b) Analytische Lisung: Nimmt man fir die vorliegenden Stoffe
L J

B, 45
m:ﬁ-:‘z und 1'—?-‘——-25 so wird mit F==0; und a—.:—:-=%-— o
. 50-h-2 208 — 2
nach GL 19 Y= 3 25_@_}_2’5) T, @55 ]—l,uh.
Nach Gl. 20 w:rd
' 500t
M=%—=—+3 i {g + (h1-9}|_2-0;{2+2n)]+2.81.—.-.435m
also h—-:]/a—ﬁ—&_gon. %nls,a
und 17, = l‘u 180 ==22sem?,  Die Biegungsachse ergibt sich im Abstande
S s M h 2-18,0__8 3
Y mta At e

Beispiel 2: Bei Berechnung des in Beispiel 1 bezeichneten Balkens soll
bei gleichbleibender Druckspannung o, == 458t der Zugwiderstand des Betons
unberficksichtigt bleiben und die Eisencinlage so angeordnet werden, dafs ihre
Spannung o, = 7508t und ihr Abstand von der Aufsenkante der Zugseite
gleich f#-h=0,-h wird. Nach der nahezu mafsstiblich gezeichneten Fig. 164
entspricht diesem Spannungswert eine Dehnung e, == 37,5 mm, wodurch die ver-
hiilltnismiifsige Lage der Eiseneinlage im Querschnitt bestimmt ist. Aus dem
Beileck ergibt sich mit H=500% w==hyh,/=70. Fir ¢ + ¢, erhill man

e+ &, =27+3?,a=72 ’ »
| — 5 1— 0, 3
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Damit wird et
80+ 200* bh? 50« h?*- 50
T e —r e e — und h=20sem
M= 3 {‘|+ o7 < H-u 791 v
.. bh-D  50-204-640 ,
e e W T
Die Biegungeachse liegt im Abstande By et + s IHF’ 20,8 == 13 om
von der konvexen Aufsenkante. Die Nﬁhemngsgleichung 30 ergibt mit

r 9 %1%
n=_=3=12 ud S e i g

80-200° _ 45.50.h* (1—0,) (3167 +2-12;5)
Vipah (12,5 F 16,7)

Fiir den Querschnitt der Einlage erhiilt man nach Gl. 20

50925 < 12,3 (1 —0p)
2 16,7 (125 4 16,7)

Beispiel #: Ein Eisen-Betonbalken von T-formigem Querschnitt (Fig. 167)
und 400em Stiibzweite hat f. d. Ifd. em eine- Last p =30k zu tragen. Die
Randspannung des Betons soll g, = 188, 4, =458t betragen. Die Dicke b,
des Steges werde zu 10em, die Breite des Flansches b zu 50cem und die Hohe

dessolben W, =028 h angenommen. Die Hohe h des Balkens und der Quer-
schnitt der Eiseneinlage sollen ermittelt werden.

Nachdem sich in Beispiel 1 u. 2 hinreichende Ubereinstimmung zwischen
dem analytischen An.nﬁherung'sverfnhroh und der genauen graphischen Methode
ergeben hat, soll bei vorliegendem Beispiel nur ersteres angewandt werden.

Mit m=2, B=0,h, r=25 und '“=?=%=2° wird
1

M= und daraus h= 225 cm,

Fe= =13‘l°’m’

&= m+“ fl—--—h =04sh und Y= — 00 h=0mh,

Damit erhiilt man Gl 21 F,_ Leh und pach Gl 22 wird
30 -400% 18 - b
=—'*3——=m{10'91“3+3-?5-1,1-0,35'+3-50-0,u"——2-40-0,30“}

und daraus h=d4lsem J 4. 4] 5=50cm?,
Ohne Riicksicht anf den Zugwiderstand des Betons wird nach GL 27, 28 u. 31

wmit a,=7508, r, =12 und a, = ST = 16,1
LTl Iﬂ,n-O,n ol 16,7+ 0.0
eg=h —-—12,.-'_'6‘1-—0,!!&’]' ya=h-i-§::-m=0’uh und

1 h = ?
F'=W [50 S (0y3885 — 025 k) 4 10 Mﬁ!ﬁﬂ] =00k,

Damit erhiilt man nach GL 32
30 -400* _ um
-y 3 0w 12" 128 00- 0,00 4 50. 0,38 — 40 L0t} =45 6,0,

WOoraus h=45°ﬂ und = 0y50- 45 =223 om?,

'



Va. Spannungen durch Krifte in einer Symmeiricebene des Stabes. 225

Die Schubspannung r, in der neutralen Schicht dicht neben den Endstittzen wird

__Q"5r= QY- Foery, - Omh0poh- 125 060
L. Jd 7 b,-s,a.m-o‘mh“q' 10 Gyo - 0,38 47 —'*“

0,126 - 6000 e
= e O 1 Fig. 168.

und daraus die Stoffanstrengung
g== 1671, =218t, Letztere tritt

ule Zuganstrengung unter 45° gegen \\—}Q\ _// //_-/’
die neutrale Schicht nach der Triger- v
mitte zun abwiirts geneigt auf Um

-
gie zn vermindern, empfiehlt es sich, :

auch in der bezeichmeten Richtung einige Eisen einzuleg’ﬁu, wie in Fig. 168
angedentet.  Die rechtwinklig dazu wirkende Druckanstrengung von gleicher
Grifse ist ungefihrlich.

'V. Normal-, Bjegungs- und Schubspannungen durch
beliebige Krdfte in einer Ebene mit der Stabachse.

a) Spannungen durch beliebige Kriifte in einer Symmetrieebene
des Stabes.
Der Stab A BCD (Fig. 169) befinde sich unter der Wirkung
der ihn angreifenden Aufseren Krifte im Gleichgewicht und die Mittel-

Fig. 169.

e €7

*-{—!-#-l
«— o’-—.l "_Gj

kraft 2 der Kriifte linksseits einer Schnittebene ¢¢ schliefse mit der
Stabachse den Winkel ¢ ein. Der Stabquerschnitt sei von beliebiger
Keck, Elastizititalehre. 15
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Form, aber symmetrisch zur Kraftebene bezw. Kraftlinie. (Vergl.
8. 80.)

thagen wir die Kraft 2 in ihrem Schnittpunkte « mit der
Stabachse in zwei Seitenkiifte V normal und  parallel zur Schnitt-
ebene ¢7, so ist
1) Ne=R.cosp und Q= R:sin ¢.

Die Kraft .V in der Stabachge wirkend, erzeugl im Querschnitt
die iiberall gleiche Normalspannung
2) n=‘} 2 ?_q—fp (vergl. GL. 1 8. 49),
welche positiv oder negativ, d. h. eine Zug- oder 'Druckspannung
ist, je nachdem —90° <@ < 4 90° oder 90°<<@ <2700 ist.
Die Kraft @ erzeugt im Querschnitt ¢¢ Biegungs- und Schub-
gpannungen. KErstere verteilen sich, wenn das Material des Stabes
dem Hooke'schen Gesetze folgt, wie hier angenommen werden moge,
nach linearem Gesetze fiber den Querschnitt, d. h. sie wachsen ver-
hilltnisgleich mit dem Abstande : von der Biegungsachse, sie erfiillen
beiderseits derselben je einen Spannungskeil oed, und oeyd,
Fig. 169. (Vergl. S. 81 Fig. 74.)

Die dem Biegungsmoment M = @-a entsprechenden grifsten
Randspannungen ¢, und 6," sind nach Gl 3 u. 3a 8. 84

) Q-
0'=-=—— und 0, =
: J, L ]/'l
und die Spannung o. an beliebiger Stelle im Abstande : von der
Biegungsachse

3) O, 0 — -~ 2 e

Beziehen wir den Stab auf ein dreiachsig rechtwinkliges
Coordinatenkreuz, dessen .\"- Achse mit der Stabachse und dessen
Z-Achse mit der Kraftlinie zusammenfillt und setzen dabei die
positive Richtung der Z-Achse nach der (konvex gekriimmten)
Zugseite gekehrt voraus, so stimmt das Vorzeichen von o. mit dam-
jenigen von : iiberein.

Die im Querschnitt infolge der Querkraft @ = R.sina auf-
tretenden Schubspannungen lassen sich nach den Darlegungen
S. 179—189 bheurteilen und sollen daher hier nieht weiter unter-
gucht werden.
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Aus dem Zusammenwirken der fir alle Querschnittspunkte
gleichen reinen Normalspannung -%'r (GI. 2) und der reinen Biegungs-

spannungen (Gl 3) erhalten wir nach dem Grundsatze von der
Summierung der Wirkungen fiir einen Querschnittspunkt im Ab-

stande z von der y-Achse (Schwerpunktsachse des Querschnittes)
die Gesamtspannung

N Qux=

4) O oy i 5
Nimmt man die Zerlegung der Kraft 2 im Schnittpunkte »
mit der Querschnittsebene ¢¢ vor, so ergibt sich aus der Figur

2= —"_ und daher

tge
Q-m=R-ﬂm=R-cosw-zu=N»:,. und damit nach GI. 4
tgp

N Nz
41a) 0=— Ry

Das Biegungsmoment M = Q-2 erscheint in Gl. 4a durch die
Normalkraft N ausgedrfickt, deren Angriff im Abstande z, vom
Querschnittsschwerpunkte S (also exzentrisch) erfolgt.

Fiir die entstehenden Spannungen o ist es nun ersichtlich, einerlei
ob das Biegungsmoment durch die Kraft @ rechtwinklig zur Stab-
achse mit dem Hebelsarm @, oder durch die Kraft N parallel der-
selben mit dem Hebelsarm 2, oder durch irgend ein Kriftepaar
entsteht; mafsgebend ist allein seine Grofse M und sein Drehungssinn.

Denken wir uns z B. irgend eine Normalkraft N zunichst in
der Stabachse, also nmormal zum Querschnitt im Schwerpunkt &
desselben wirkend, so erzeugt sie ausschiefslich die Normal-

spannung }A—r . Verschiebt man sie um ein Mafs z, parallel zu ihrer

Anfangslage im Sinne der Figur nach unten oder oben, so entspricht
das (Keck, Mechanik I, 3. Aufl. S.135) der Hinzufiigung eines
positiven oder negativen Momentes M = N.:,. Die durch die

urspriinglich zentrische Normalkraft N erzengten Spannungen g

>

addieren sich zu den durch das Moment A hervorgerufenen i"-}"

und wir erhalten allgemein
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Je nach dem Vorzeichen von N, M und : fallen die beiden
- Glieder der G1. 4b positiv oder negativ, gleichsinnig oder ungleich-
sinnig aus. Ist, wie in der Figur angenommen, N positiv, d. h. eine
Zugkraft, und z, gleichfalls. positiv, also auch M positiv, so sind fir
positive = beide Glieder der GL. 5 positiv, fiir negative z dagegen das
zweite negativ, d. h. im absoluten Sinne findet auf der Zugseite der
Biegungsachse eine Addition und auf der Druckseite eine Subtraktion
der Normal- und Biegungsspannungen statt. Mit NV als Druckkraft
wiirde das Verhiltnis sich gerade umgekehrt gestalten. Immer aber
findet nach G1. 4a, wenn Normal- und Biegungsspannungen ausschliefs-
lich von einer positiven oder negativen Normalkraft V erzeugt werden,
absolut genommen auf derjenigen Seite der Schwerpunktsachse des
Querschnittes, auf welcher .V angreift, eine Addition und aunf der
entgegengesetzten Seite eine Subtraktion der Spannungen statt.

Setzen wir in Gl 4a u. 4b einmal :=¢ und ein anderes Mal
2= —¢y, 50 erhalten wir die Randspannungen

N ilVas, N M
5 . = — —_— —_—
) o=+ =7 Ty~ F e T und
i N Nz N d
6) s n o N M

F olleg - B ol

Sieht man die nach Gl 4 fir die einzelnen Querschnittspunkte
ausgerechneten Spannungen als Ordinaten senkrecht zur Querschnitts-
ebene an, so erscheint die Gleichung selbst als Gleichung einer Ebene
parallel der ¥-Achse, der sog. ,Spannungsebene“. Querschnitts-
punkte von gleichem :z, also auf einer Parallelen zur Y-Achse
liegend, weisen gleiche Spannungen o auf. In der Schnittlinie der
Spannungs- und Querschuittsebene sind die Spannungen gleich Null;
sie ist die Spannungsnullinie. Die Gleichung derselben erhalt man
aus Gl 42 mit 0=0
7 ~ it a?

H=—

n ]
*Zn n

worin « die grofse Halbachse der Zentralellipse des Querschnittes
bezeichnet. (Vergl. S. 34) Die Nullinie geht also in dem hier
vorausgesetzten Angriff der #ufsern Krifte im allgemeinen nicht
durch den Querschnittsschwerpunkt, verliuft vielmehr im Abstande 2,
parallel zur Y- Achse (Schwerpunktsachse). Dieser Abstand lifst sich
auch leicht geometrisch konstruieren, indem man (Fig. 169) Sy =«
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macht, ¢ mit &, dem Schnittpunkte der Kraftrichtung mit der Quer-
schnittsebene verbindet, und gn senkrecht* gb zieht. Diese Kon-
struktion wie Gleichung 7 lassen leicht erkennen, dafs die Nullinie
nn und der Kraftangriffspunkt & stets auf verschiedenen Seiten des
Schwerpunktes S liegen.

Bei der vorausgesetzten Symmetrie des Stabquerschnittes in
Bezug auf die Kraftebene wird diese von der Spannungsebene senk-
recht geschnitten, Gleichung 4 kann als Gleichung der Schnittlinie
¢y g (Fig. 169) und diese selbst als geometrischer Ausdruck der

Spannungen o angesehen werden, Zieht man im Abstande i;, von der
Z-Achse zu derselben eine Parallele, so stellt diese die in allen

Querschnittspunkten gleiche Normalspannung Vi dar, wiihrend die aus

dem Biegungsmomente N::, = Q-a = M sich ergebenden Spannungen
durch die Keilflichen ¢;od, und cq0d,, letztere negativ gedacht,
ausgedriickt erscheinen. Die Addition der Normal- und Biegungs-
spannungen auf der Seite des Kraftangriffspunktes b (in der Figur
unterhalb der Stabachse) und die Subtraktion auf der Gegenseite
fibren zu den die Gesamtspannungen ausdriickenden Keilflichen
ne fy und neyfy.  Im allgemeinen erfiillen also auch in diesem
Falle die Gesamtspannungen zwei Spannungskeile mit entgegen-
gesetztem Spannungssinn. Eine Betrachtung der Fig. 169,a uv. 169,56
lifst indes erkennen, dafs, je nachdem die aus der Biegungsspannung
gich ergebende Randspannung auf der Gegenseite des Kraftangriffs-

punktes b a, -::;— wird, der Punkt » unterbalb oder oberhalb f,

liegt, oder mit diesem Punkte zusammenfallt, bezw. die Nullinie nn
innerhalb oder aufserhalb des Querschnittes liegt oder denselben
tangiert. In letzterem Falle (Fig. 169, «) entsteht nur ein Spannungs-
keil, alle Spannungen sind unter sich und mit der Normalkraft N
gleichsinnig. Dasselbe gilt, wenn die Nullinie aufserhalb des Quer-
schnittes liegt; der 8pannungskorper erscheint aber dann als Differenz
zweier Keile, als abgestumpfter Keil (Fig. 169,0).

Denkt man sich nun, um zu untersuchen, wie die Spannungs-
verhiltnisse mit der Richtung der Mittelkraft 2 sich indern, diese
am ijhren Schnittpunkt « mit der Stabachse allmihlich gedreht,
8o dafs ihr Richtungswinkel ¢ stetig von O bis 360° wiichst, so
bewegen sich die Punkte b und n auf der Z-Achse und zwar in
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der positiven Richtung derselben so, dafs wechselweise & durch die
Unendlichkeit und gleichzeitig die Nullinie durch den Schwerpunkt S
des Querschnittes sich bewegt und umgekehrt, wenn » durch den
Schwerpunkt 8, die Nullinie durch die Unendlichkeit geht; fir
2o=oco ist nach GlL. 7 2,=0, fir :,=0 X = oo,

In der Grenzlage fir ¢ =0 wird
N=cosOR=R, Q@Q=s8inOR=0, :,=atg0=0, z,=o0.

Der Kraftangriff erfolgt in Ubereinstimmung mit dem unter I
S. 49 behandelten Falle zentrisch, d. h. im Schwerpunkte S des Quer-
schnittes; die Nullinie riickt in unendliche Ferne. In Gleichung 4
verschwindet mit ¢ =0 bezw. z,=0 das dem Biegungsmomente
M= Q-2= Nz, entsprechende zweite Glied und Gl. 4a geht @iber
in Gl. 1 S. 49; es entsteht nur Zugspannung.

Mit =909 oder =270° wird N=0, Q=R, z,=00; 2,=0.
Der Kraftangriff geht fiber in dem unter [V behandelten Falle
(Krifte senkrecht zur Stabachse); die Nullinie geht durch den
Schwerpunkt S. In Gl 4, 5 v. 6 verschwindet das erste der reinen
Normalspannung entsprechende Glied; sie gehen iiber in Gl 3 u. 3a

jZ—;, Oy = — —%. Im Querschnitt herrscht
jetzt nur Biegungs- und Schubspannung.

Der Grenzfall ¢ =180 unterscheidet sich von dem @ = O nur
dadurch, dafs N ==cos I80°R= —R, also eine Druckkraft wird,
und die jetzt im Querschnitt herrschende reine Normalspannung
Druckspannung ist.

Bei einer Drehung der Kraft # um ihren Schnittpunkt b mit
der Querschnittsehene wird fiir @ =900 oder 270° N=0 und
@=0, also auch M =@ -2=0. FEs verschwinden beide Glieder
der Gl 4—6. Der Kraftangriff geht dber in den unter II S. 69
behandelten Fall reiner Schubspannung.

Besondere Beachtung verdient der Grenzfall, wo die Nullinie
oben oder unten den Querschnitt berihrt, 2o gleich ¢, oder gleich
— ¢o wird. Die dafiir aus G]. 7 sich ergebenden Werte fir 2, nennt
man die Kernweiten des Querschnittes in Bezug auf die Y- Achse;
wir wollen sie mit &, und k, bezeichnen. Man erhilt

8. 84; es wird o, =

A _i p— a? o g
8) k=4 R, und ky= T und daraus

9) Jo=WM=hF uwd J/y=Wy=kF,
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wobei, da &y, ko, W) und ¥, absolute Grdfsen sind, Vorzeichen aufser

Acht bleiben. Mit den Werten far J/e, und J/, aus Gl 9 nehmen
Gl 5 und 6 die Form an

: o+ N[k -}*z,,)
IU = — _l—
)'i 1 1‘1 + }1 J\l 1‘,( Ll llnd
N2 k. )
ll helolli oy 3 ’ n .
-) g At ' Ty F( B

Die in GL. 8 u. 9 hest,lmmten Kernweiten sind, wie ersichtlich,
vom Kraftangriff unabhiingige reine Querschnittsgrofsen. Aus Gl 10
erkennen wir, dafs die Randspannung o, auf der Seite des Kraft-
angriffes stets gleichsinnig ist mit N; Gleichung 11 zeigt, dafs die
Spannung o, auf der entgegengesetzten Seite des Kraftangriffs nur
solange gleichsinnig ist mit A, als -, <k,. Bis zu diesem Grenz-
werte ky von z, sind also die beiderseitigen Randspannungen und
folglich alle Spannungen ¢ im Querschnitt gleichsinnig mit N.
Tritt der Kraftangrifispunkt » auf die andere Seite des Schwer-
punktes S, wird z, negativ, so kehren sich die Vorzeichen der
zweiten Glieder in Gl 10 u. 11 um und man erkennt leicht, dafs
jetzt fir z,< k, alle Spannungen o mit N gleichsinnig sind. Fir alle
Kraftangriffe, bei denen der Angriffspunkt b beiderseits des Schwer~
punktes S innerhalb der Kernweiten verbleibt, sind die Spannungen o
gleichsinnig mit NV, d. h. es erzengt eine Druckkraft N nur Druck-,
eine Zugkraft V nur Zugspannungen. Uberschreitet der Kraftangriffs-
punkt b nach der einen oder anderen Seite die Kernweite, wird absolut
genommen z, >k, oder z, >k, so treten entgegengesetzte Spannungen
ein, deren Gebiete durch die Spannungsnullinien getrennt werden.

Ict der Querschnitt in Bezug auf die ¥-Achse symmetrisch,
¢ = ¢y, 80 wird auch k, =k, (Gl. 8) und es wird
: _ N, Nz N(ktz Fig. 170.
1) oqmytpRef(iRE) G,

Die in Gl 10 — 12 berechneten Rand-
spannungen lassen sich leicht auch wie folgt
geometrisch konstruieren:

Ist &, und &, nach Gl 8 bekannt, so
macht man (Fig. 170) Sk, =k, und Sky=k,, %
errichtet in S gegen die Kraftlinie ( ¥~Achse)

ein Lot SO = —: , zieht durch &, u. O und &, u. O je eine Gerade,
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welche ein in b gegen die Kraftlinie errichtetes Lot in %, und 4,
schneiden. s ist dann b Ay =0, und bhy=0,. Der Beweis ergibt
sich aus der Ahnlichkeit der entstehenden Dreiecke.

Fiir den rechteckigen Qur!mch-uitt_ wird nach Gl 8

b-h? h £
ky=ky= —————-=— und fiir den kreisférmigen
h G
12:b D —
2
i
Tr r
: h=k=———=—
' d:mertr 4

Fig. 170 lifst die Veriinderlichkeit der Randspannungen ¢, und o, mit z,
besonders fibersichtlich erkennen. Solange z,> ky, d. h. der Punkt b unter
k, liegt, ist der Richtungssinn von o, gegen die Z-Achse entgegengesetzl
demjenigen von o,. Bewegt sich b gegen den Schwerpunkt S, so tritt beim
Uberschreiten des Punkts k, a, auf die linke Beite der Z- Achse, geht durch
Null und dndert damit seinen Richtungssivn, Fillt b mit S zusammen, so
wird #,=a,, alle Spannungen im Querschnitt werden einander gleich und
wenn b den Punkt k, fiberschreitet, geht o, durch Null, lindert seinen
Richtungssinn.

Wesentlich anders gestalten sich die Gleichgewichtsverhiltnisse
zwischen den dunfseren und inneren Kriften, wenn durch die Festigkeits-
eigenschaften des Stoffes

der Ausschluls von Zugspaunungen

bedingt ist. In diesem Falle ist daher eine besondere Untersuchung
der Spannungsverhiltnisse erforderlich.

Das Gleichgewicht der Krifte in der Richtung der Stabachse
bedingt allgemein, dafs die angreifende dufsere Normalkraft N ent-
gegengesetzt gleich sei der Mittelkraft der inneren Normalspannkraft
Jo:dF und mit dieser in eine gerade Linie falle. Im Falle der

Fig. 169 bestehen die inneren Spannkriifte aus einem durch den
Spannungskeil ne¢,/, dargestellten positiven Anteil Z= j‘;;F
und einem durch den Keil nc,/, ausgedriickten negativen Anteil
D= ::T;F. Es mufs also sein N=Z—0 und je nach dem

0
NZO0ist ZZD. Die Mittelkraft der Spannkrifte Z und D,
d. h. aller im Querschnitt auftretender Spannkrifte, mufs wie N
durch den Punkt & gehen, den man daher den ,Spannungs-
mittelpunkt“ nennt. In allen Fillen nun, wo, wie oben ange-
nommen, der ergriffene Korper Spannkrifte Z und 7 verschiedenen

g T e
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Richtungssinnes zu leisten vermag, kann der Angriffspunkt der
Mittelkraft derselben, der Spannungsmittelpunkt, aufserhalb des
Querschnittes liegen, kdnnen die Spannkrifte Z und 2 einer Normal-
kraft N mit einem ideellen Angriffspunkte » aufserhalb des Quer-
schnittes das Gleichgewicht halten.

(Gewisse Stoffe, wie namentlich Mauerwerk, kdnnen einen unter
allen Umstinden sicheren Zugwiderstand nicht leisten und man
hat daher, wenn ein sicheres Gleichgewicht zwischen den dufseren
und inneren Kriften verlangt wird, die Zugspannkrifte aus der
Rechnung auszuschalten. Dann versteht es sich zuniichst von selbst,
dafs auch die angreifende Normalkraft N .nur eine Druckkraft sein
darf, dafs in Fig. 169 der Winkel « zwischen 90° und 270° liegen
mufs. Auch mufs die angreifende Normalkraft N jetzt entgegen-
gesetzt gleich sein der widerstehenden Druckspannkraft 2 und mit
ihr in einer Geraden liegen, bezw. durch denselben Querschnitts-
punkt b gehen In Fig. 169 verschwindet der fiir eine Druckkraft N
~den Zugwiderstand darstellende Spannungskeil ne,d, und der jetzt
verbleibende einzige Spannungskeil n ¢ d, Andert seine Form so, dafs
sein Schwerpunkt, durch den der Druckwiderstand 7> gerichtet ist,
auf die Richtung von N fillt, N durch den Schwerpunkt des
Spannungskeiles geht. '

Die Nullinie, die mit dem Verschwinden des Zugwiderstandes
eine gewisse Ver- Fig. 171.
schiebung erfibrt,

(@)

trennt jetzt den 8 : sl

Querschnitt in re= N —/D n_/ r i
einen wirksamen G ?_ i T 2 T
Teil nf, und einen I ge L|ulo
unwirksamen =/, R i
(Fig. 171).  Auf o b e
ihre Bestimmung o ¢

mufs daher der
erste Schritt bei
Beurteilung der
entstehenden Span-
nungsverhiiltnisse gerichtet sein.

Die Nullgleichheit der zum Querschnitt senkrachten Krifte,
der angreifenden Kraft N und der widerstehenden Normalspann-
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krifte fihrt zu der Gleichung N= (d F.¢ und mit g=g's 3
wird :

e '

_q..’ 1 0'l
13) N = ((flf #=8—",

wenn man den Integralwert, der das statische Moment der wirksamen
Fliche in Bezug auf die zu ermittelnde Nullinie darstellt, mit S
bezeichnet.

Ist ferner :,, der Abstand der Nullinie nn von dem bekannten
Spannungsmittelpunkte b, so bedingt das Drehungaglexchgewwht aller

Krifte in Bezug auf nn die Momentenglelchung Nezy— \a dF=0

,-u

und, wenn man wieder o=a,'- -~ getzt, N.z, — - \d.]-‘_;-— 0.
e

Bezeichnet man den Integmlwert, das Trighmt.smoment des wirk-
samen Querschnittes, in Bezug auf nn mit J und 18st die Gleichung
fir z, auf, so folgt unter Beachtung der GIl. 13 und der Fig. 171

J
14) Im=e—{= TS; '
worin ¢ den als bekannt anzusehenden Abstand des Spannungsmittel-
punktes » von der Querschnittsaufsenkante bezeichnet.

Um mit Hilfe der Gl. 14 die Nullinie bezw. deren Abstand ¢
von der Querschnittsaufsenkante zu bestimmen, mufs man die Grofsen
J und S durch ¢ ausdriicken, was indes analytisch nur bei einigen
regelmiifsig geformten Querschnitten ohne weiteres mdglich ist.
Ist nach Gl 14 ¢ und 8 bekannt, so erbilt man nach Gl. 13 die
eintretende grofste Spannung
15) et

1 g .

Es mdge nun fdr einige regelmifsige Querschnittsformen die

Nullinie und die eintretende grofste Spannung ¢, ermittelt werden.

1. Das Rechteck. (Fig. 172)

Bei dem voraunsgesetzten symmetrischen Kraftangriff ist auch
der wirksame Teil desselben ein Rechteck von der Breite » und der
zunfichst unbeknnnten the ¢ die Nullinie ist senkrecht zur Kraft-

linie. Es wird J= —3. S= ’—’-_-c- also %n 3 ¢ und nach Gl 14
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'y . 9 2
e=-‘§,+t=§e+t. Somit ¢= 3¢ S-—b(s") ~—— und nach

2

N-3i-2 2 iv Ti 172

/ — g' act

GL 16 g'= 9522 331

Zu dem gleichen Ergebnis kommt man ERREd
iibrigens auch durch die folgende Uberlegung:
Da die Nullinie den wirksamen Querschnitt be-
grenzt, 8o mufs nach 8. 230 der Kraftangriffs-

punkt b in der Kernweite, d. i. —(‘) vom Schwer-

- >-Zpy=21 >

punkte desselben liegen, also £ von der Quer-
y - h

©
oh l

schnittskanto abstehen, d. h. es muls sein ¢ == ¢-

und e==3¢. Der Spannungskeil hat also die Breito b, die Linge ft und die

Hohe «'; sein Inhalt, die Summe aller Druckspannkrifte ._, ~a' muls

gleich N und daher wie vor a,' = —ET % sein.
2. Die Parabel.
Wird der wirksame Teil der Querschnittes von einer Parabel
begrenzt und ist ¥ sein Flacheninhalt, so findet man leicht

J=.—8—01“'¢(’2; S=—g~F.e Fig. 1?3-
35 D ! ~pa
mithin
4 3
zn""S‘ﬂ?G und f=77 e,
a1 em-;-t,
I O -
Sy A e

3. Der Halbkreis.

Ist der Querschnitt des Stabes ein Kreis vom Radius » und
der wirksame Teil desselben gy Halbkreis, so ist

n F.r? b
e e S=2". 7 und es mufs sein |
3 3 n
m=1g "Tt=059r und t=041r,

g, = 2,36 N
F
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Kreisabschnitte als wirksame Flichen lassen sich, wenn ihre
Pfeilhdhe nur verhdltnismilfsig klein ist, als Parabeln behandeln. —

Fiir jede beliebigen Querschnittsformen symmetrisch zur Kraft-
ebene, bezw. Kraftlinie lifst sich die Lage der den wirksamen Teil
des Querschnittes begrenzenden Nullinie und die eintretende grofste
Druckspannung leicht wie folgt graphisch bestimmen (vergl. Fig. 171a):

Man zeichnet mit beliebiger Polweite F zu der Querschnitts-
fliche eine Seillinie A 73, indem man die Flichenelemente als Krifte
senkrecht zur Kraftlinie wirkend ansieht, zieht durch den Angriffs-
punkt » der Druckkraft N eine Gerade senkrecht zur Kraftlinie » S
bis zum Schnittpunkt ¢ mit der Tangente der Seillinie in A4,
ferner von € aus die Gerade CD) so, dafs die Fliche ACF gleich
wird Fliche D EG .

Dann mufs die Nullinie nn durch den Punkt D gehen. Da
sie aufserdem bei der vorausgesetzten Symmetrie des Kraftangriffs
nur senkrecht zur Kraftlinie (Z-Achse) gerichtet sein kann, so ist
sie damit festgelegt. Zum Beweise hat man nach Gl 13 den Ab-

stand :,.=-—'§ . Nach 8. 25 ist ferner das Trigheitsmoment J gleich

dem Produkt aus der doppelten Polweite und dem Flicheninhalt
F; des Seilliniendreiecks AF D, also J=2.H-F,. Aus der
Konstruktion aber folgt Fl- AF D= FI.-ACDF und daher auch
Flmit-é—;-, also J=H-u-:'. Ferner ist das statische Moment S
der wirksamen Fliche in Bezug auf die Nullinie nn S=u-H,

demnach :..-=-'§=j{:}}z ==:'" und dahgr ist die durch D senk-

recht zur Kraftlinie gezogene Gerade die wirkliche Nullinie.

S N-e N-.¢ :
Die Randspannung 6.'=‘Te -ILI-T: erhiilt man, indem man

auf der zur Z-Achse Parallelen nf, ni=1w macht, in i das Lot

*
dk= ;f errichtet und von » aus durch % die Gerade ne, zieht;

dann ist 6,'=f,¢;, denn es ist 0;':%=e:u1 also al'-%-;‘;.
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Anwendungen,

Beispiel 1: Ein aus zwei [- Eisen (Fig. 174) bestehender, an dem einen
Ende bei B drehbar fest, am andern dreh- und wagerecht verschiebbar ge-
lagerter Balken von 2m Liinge werde in der Mitte seiner Achse bei C ver-
mittelst einer unter 80° geneigten Zugstange von einer Kraft 18000 kg ergriffen.

Fig. 174. .
.5t :
93'@ 22l @——15,5‘
} ot

18‘

Die eintretenden grifsten Randspannungen o, und a, sollen berechnet werden.
Die Zerlegung der angreifenden Kraft in eine lot- und wagerechte Seitenkraft ergibt
fiir erstere 18000 - sin 30° = 9000 k& und fir letztere 18000 - cos 30°%=15500 ¥z .

Erstere Kraft ruft in den Stiitzpunkten 4 und B senkrechte Stitzkriifte

von je §9§Q=4500 kg, letztere in der festen Stiitze bei B eine wagerechte

Stiitzkraft von 15500 k¢ hervor. Auf den Querschnitt bei € wirkt also an
“der Balkenhiilfte BC ein Biegungsmoment M= 4500 - 100 = 450000 cm/y, und
eine zentrische Normalkraft N=15500%. Das Widerstandsmoment des

Balkenquerschnittes sei bekannt W= '—: =900 em?®, Der Reinquerschnitt gleich

100em?.  Damit ist nach GL 5 v. 6 8. 228
N N M M 15500 15500 450000 450000 =+ 655 ﬂ
SR T 100 — 900 —345,

Bestiinde dar Balken aus Gufseisen, so wiirde die Druckspannung gegen-
iiber grofserer Zugspannung unvorteilhaft sein. Ordnet man in solchem Falle
die feste Stiitze in 4 an, so wiirde der wagerechte Widerstand jetzt- hier auf-
treten, N negativ, eine Druckkraft werden und man erhiilt jetzt
N M 15500 , 450000 __ - 345t

d = — —— —_—————

1 J/, 100 — 900 — —655,,° Fig. 175.

Beispiel 2: Wird der Balken Beispiel | als
Krahnausleger von 4,0m Liinge und um 60° gegen
die Wagerechte geneigt gedacht (Fig, 175), so erhilt

fl'

man fir eine Last von 8000 kg == — 2600 k&
Q= 1500 k¢, also
N, M 2600 1500-400 _ 4 641t
. S0 ) do00s W :
ASFII, T TImE s —68,

Beispiel 3: Eine 4 m hohe Mauer hat seitlich
einen Winddrock von 100% f d. m? auszuhalten.
Welche Stirke mufs die Mauer erhalten, wenn die
grilste Zugspannuig in der Grundfuge nicht mehr als o, =2t betragen soll
und die Dichte 7 des Mauerwerks zu 2000 ¥¢/m® angenommen wird.
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Bei gleichmiifsiger Verteilung des Winddrucks tiber die Mauerhdhe haben
wir uns dessen Mittelkraft Fiz 176
@Q in der Mitte angreifend g '
zu denken. A (a)
Wir betrachten ein — 047
Mauerstiick von der Liinge :0'2! et
1m, Fir dieses ist
Q= 400 ¥g, (b)
Das Mauergewicht stellt
eine den Querschnitt der
Grundfuge augreifende
negative Normalkraft dar
und betriigt fiir 1 m Liinge
Ne=—4.2-y=- 8000z,
Das  Moment des
Winddruckes in Bezug auf
die Grundfuge erzeugt in
der linken Hillfte (Fig. 176)
Druck-, in der rechten Zug-
spannungen mit den ;
Grofstwerten bei A und T
B, die negative Normal- el £, ]
kraft N, das Mauer- |
gewicht, fiberall gleiche ]
Druckspannungen. Die
Zugspannung o, bei B ist daher nach Gl 6
Y 8000z , 400-2-6 4800
ur,=—-17+ji;=_ Sl +H~l_xl—_—8000+ :
Mit o, = 2 st = 20000 kg/m* wird danach

4800
2000048000

Dabel ist F=0 =" und J/,=9L-1,o_0mns und die bei A

entstehende Druckspannung berechnet sich nach Gl 5 zu
0,01 - 42000 , 4002
=l = ¥ = .
i + T 36000 ¥g/ms = 3,08t
Soll die Zugspannung o, bei B gleich Null sein, also fiberhaupt solche
in der Fuge nicht auftreten, so erhiilt man die erforderliche Mauerstiirke

L ]/ 4800 0

0+ 8000
In letzterem Falle mufs, nach 8. 230, die Mittelkraft aus @ und N die

Grundfoge im Abstande gleich der Kernweite, d. i. nach 8. 232 ?': von ihrem

Schwerpunkt S schneiden. ~Man kann daher in diesem Falle die erforderliche
Mauerstiirke anch aus der Ahnlichkeit der Dreiecke OSK und O C N bestimmen.

= 41 m
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Aus der Proportion %=—;‘?) ergibt sich mit KS-——-%-, 08S=12p,
NO=N=4-2:2000% und NC=@Q =400k wie oben a=0mm, Die
Druckspannung bei A er{l,mlten wir jetzt am einfachsten, indem wir den Inhalt
des Spannungskeiles ﬂig—ﬁ: gleich dem Mauergewicht N = 0,78+ 4 - 2000 setzen

20 oy == 16000 kit/ma2 = 1,68, d. i. doppelt so grofs, als wenn seitlich Wind-
druck nicht vorhanden wiire, die Mauer nur der Wirkung ihres Gewichts
unterliige.

Liifst man die unsichere Zugspannung aufser Acht und verlangt nur,
dals cine gewisse Druckspannung etwa o' ==4 8 nicht fiberschritten werde, so
erhiilt man die dann erforderliche Mauerstirke @ wie folgt: Nach Gl 15 S. 235

ist ol= %br und im besondern fiir das Rechteck arl':-g_%.
Im vorliegenden Falle ist N=4.2.y==8000z, ¢=4K=%_xs,
: ., OCN 2.400 2:.400 1 @ 1
Kh:..- h- e - 3 — g
OF: N0~ o000s 105", 0 Muh e g,
Mit diesen Werten wird o,'= %-&M und daraus fir b=1,om
F—13 .
< o =4 0t =40000%8/m? x=0p2m, Dabei wird nach obigem
t=--—:§’~-— ia_—{-'—‘;mmt O,01m und die Nullinie liegt e=38t=0mm von 4,
die wirksame Fliiche . Fig. 177,
ist gleich rot 0,40 der
Gesamtgrundfliiche.

Bei dieser geringen
Mauerstiirke hat may
dann beim Eintritt
des der Rechnung
zu Grunde liegenden
Winddruckesmit einer
Offnung  der Grund-
fuge bei B, einem
Lisen des Mauerkir-
pers von dem Funda-
ment zn rechnen.

Die in den ein-
zelnen Fillen ein-
tretende Verteilung
der Spannungen in
der Grundfuge ist in
Fig. 1764, b, und ¢
dnrgestellt. <

Beispiel 4: Ein im Grundrifs 8 m langer und 2,0 m breiter, an den Enden
halbkreisférmig abgerundeter Briickenpfeiler (Fig. 177), wird in seiner Mittel-
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ebene bei b im Abstande gleich 2= von seiner Achse vou einer (infolge seit-

lichen Winddrucks) unter 80° geneigten Kraft R=400t getroffen. Die

Randspannungen a; und @, in der Grundfuge, sowie die ohne Beriicksichtigung

der Zugspannungen auftretende grofste Druckspannung o' ist zu bestimmen.
Das Trigheitsmoment des Querschnittes berechnet sich zu

R L 5 s,

algo :{ = 73‘“

== m? -
2 1 18,2

Die Zerlegung der Kraft R ergibt eine Normalkraft N= — 394% und
eine Querkraft @ =84,st. Die Schubspannungen bleiben hier wie in Beispiel 1—3
anfser acht.
Nach Gleichung 5 und 6 8. 228 wird mit F'=15,4m*
N N3,
d=__§_9}__394-2=—69.nt}n-=-—6.a ut
1T T BT Be 4 17 Ym=t1,,
Bei Aufserachtlassung von Zugspannungen nehme die alsdann eintretende
Nullinie die Lage nn (Fig. 177) ein. Es ist dann in Be:ug auf dieselbe
S e=1).3, w1 (4 1)1%. =

d'

und mit 5, =2m, N= —304¢t,

3  mrpod e R -I- (e—-O,ua)' nnd
— 1. =
S=_(f__;_}_g+x21 « (e — 0,878)
e—1)0-2 , w10 (4 1)h 1t
3 ( 3) ’;4 _(i'; ﬁ_f’f *2 + (e — 0,6m)?
y=—t—l=t—20=—_= i .
. (6—2!-)—-—2 0,578)
Die Losung fiir e ergibt e=>5,7m. Damit wird
e b 14
5= (5,7 21) 2+ﬂ'21‘(5“_0,a“']=30"ml
und demnach die Randspannung
e Yo B0 A T

S 40,

b) Spannungen durch Kriifte in einer beliebigen Ebene
mit der Stabachse.

Wir setzen wieder Gleichgewicht der fufseren Krifte an dem
Stabe 4 BCD (Fig. 178) voraus und denken uns die etwa links
von der Schnittebene ¢¢ angreifenden Krafte durch ihre Mittelkraft R
ersetzt. Diese schneide die Ebene des Querschnittes in b und werde
hier in ihre Seitenkraft N normal zur guerschnittaehane und @ in
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der Richtung derselben zerlegt. /V erzeugt im Querschnitt Normal-
(Zug- oder Druck-) und Biegungsspannungen (vergl. 8. 227), @ Schub-
spannungen. [Erstere sollen hier untersucht werden.

Fig. 178,

t
n
A QJ\ ‘z_g_;rm— "0
b"’—i? | /0
- ””” / l!"
e e i _____
1
_____ i
B D
et g

Denken wir sie uns in den einzelnen Querschnittspunkten als
Ordinaten senkrecht zur Schnittebene aufgetragen, so erfiillen ihre
Endpunkte eine Ebene (vergl. 8. 228), deren Gleichung in Bezug
auf ein dreiachsiges, mit zwei Achsen A" und ¥ in die Schnittebene
fallendes Koordinatenkreuz, im allgemeinen lantet:

1) o=a-+ba+cy.

Darin sind @, & und ¢ Konstanten, @ und y die im allgemeinen
schiefwinkligen Koordinaten irgend eines Querschnittspunktes, in
welchen o die Normalspannung ausdriickt. Das Koordinatenkreuz

¢ werde so angenommen, dafs der Nullpunkt in den Schwerpunkt S
des Querschnitts fallt und die Achsen X" und ¥ einander zugeordnet
sind (vergl. 8. 13). Das Gleichgewicht der #ufseren und inneren
Krifte am abgeschnittenen Stabteil links vom Schnitt erfordert nun,
dafs die Summe aller Krifte senkrecht zur Schnittebene, sowie die
Summen ibrer Momente in Bezug auf die Achsen X" und Y je
gleich Null sei. Das fiihrt bei den aus Fig. 178 ersichtlichen Be-
zeichnungen zu den drei Gleichungen

2) N— fo-d F=0,
3) Neay— fa-dF-2=0,
4) Neyy—Jo-d F-y=0.

Kook, Elastizititslehre,
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Setzt man ¢ in der Form der Gl 1 ein, go folgt

b) N—f(a+bx+cy)dF=0,
6) Neay—fla+ba+cy)a-d F=0,
7) Neya—S(a+ba +cy)y-d F=0.

Bei der weiteren Entwickelung der Gl. 5—7 entstehen u. a. die
Einzelintegrale fz-d ¥, fy.d F und Jay-dF. Da der gemachten
Annahme zufolge die Achsen X" und ¥ Schwerpunktsachsen des
Querschnittes und einander zugeordnet sind, so wird jeder dieser
Integralwerte gleich Null. Damit erhilt man aus Gl 5

N=a -fdF=a-F, d.i. a= —2—:;
ans GIO.B N'ﬂ‘n=f1-‘f¢‘2d1“=b'-}yq alsob=N‘;,m" bt

b
? N-
aus GL. 7 N.y,=c- fy?dF=c-J,, also c-=—J-3—!i‘

T

worin J, und J, die Trigheitsmomente der Querschnittsfiiche in
Bezug auf die ¥- und X'-Achse bezeichnen (vergl. S. 9). Mit
obigen Werten fir a, b und ¢ nimmt Gl. 1 die Form an

N Nxwax N-yu,y
5 : : F+ Jy +__-]m "8

Die Einzelbeitrige zu der Spannung o in Gl 8 kénnen wir uns
wie folgt entstanden denken: FEine im Schwerpunkte S des Quer-

schnitts angreifende Normalkraft V erzeugt die in allen Querschnitts-
punkten gleiche Spannung ‘;, Lafst man eine Parallelverschiebung

der Kraft in der Richtung der .X'-Achse um die Strecke z, ein-
treten, so entspricht das dem Hinzufiigen eines Momentes N,
und die dadurch in Punkten mit der Abscisse o erzeugte Biegungs-
spannung ‘wird durch das zweite Glied der Gl. 8 ausgedriickt.
Ebenso entsteht durch eine weitere Parallelverschiebung von N in
der Richtung, bezw. parallel zur Y-Achse um die Strecke v, das
Moment N-y, und in Punkten mit der Ordinaten y die durch das
dritte Glied der Gl. 8 ausgedriickte Biegungsspannung.

Fir die Wirkung der Momente N-a, und N-y, ist es wieder
einerlei, ob sie durch eine Normalkraft V oder in irgend einer andern
Weise entstanden sind. Lediglich ihre Grofse und ihr Drehungs-
sinn sind fir ihre Wirkung bestimmend. Bezeichnet man daher
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N:a; drehend um die ¥-Achse allgemein mit 21,, N.y, drehend
um die X'-Achse mit M,, so nimmt Gl. 8 die Form an

AL _‘Y __‘yh'""" -M.»'y
8a) ‘U—F‘i' T == T .

Gleichung 8 u. 8a stellen das Verteilungsgesetz der Normal-
spannungen fiber den Querschnitt in allgemeinster Form dar. Sie
umfassen ebensowohl mit A, und M, gleich Null den Fall reiner
Zug- und Druckspannung, als mit N =0 den Fall reiner Biegungs-
bezw. Biegungs- und Schubspannung.

Aus dem vollig gleichartigen Vorkommen der Koordinaten
@y W und y, . ¥ in Gl 8 erkennen wir, dafs die Spannung o,
welche eine im Punkte y,», (b)) angreifende Normal-
kraft N in irgend einem Punkte ay erzeugt, ebenso
grofs ist wie diejenige, welche durch die gleiche im
Punkte #y angreifende Normalkraft im Punkte X5 Yn
entstehen wiirde. \

Einen klaren Uberblick tiber die Verteilung der Normal-
spannungen fiber den Querschnitt erhalten wir wieder durch die
Kenntnis der Spannungsnullinie, deren Gleichung sich mit 6=0
aus Gl 8 ergibt. Es wird, wenn man noch mit N dividiert

_ 1L ava , yuy
9) 0-—*}7+—.};—+ ¥
Die Luge der Nullinie ist also allein abhingig von der Lage des
Angriffspunktes der Kraft N, aber vollig unabhingfg von deren
Grofse. Wir erhalten sie am einfachsten durch Bestimmung der

Stiicke @, und ,, welche sie auf den Koordinatenachsen abschneidet.
Nach Gl. 9 werden fiir

y=0[.ru=—}{;' =-——£‘~‘1; und fiir
10) % !
=0 Yo=— }T‘:E}_ = — y— (\'arg]. GL T S 228) unter

a, u. b, die zugeordneten Halbachsen der Zentralellipse verstanden.

Gl. 10 driickt die schon in GL 7 S. 228 fir einen symme-
trischen Kraftangriff bekannt gewordene Beziehung zwischen dem
Kraftangriffspunkte und der Nullinie allgemein fir jede beliebige
Richtung der Kraftebene bezw. Kraftlinie » S aus. Bewegt sich der
Kraftangriffspunkt & durch die Unendlichkeit, so geht die Nullinie
durch den Schwerpunkt und umgekehrt. 2, u. z, und y, u. ya.

16
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stehen in gleicher geometrischer Beziehung wie z, u. 2, in Fig. 169
S. 225. Die Richtungsziffer der Nullinie erhdlt man aus Gl. 10 zu

Yo % b

dl) . e
Die Richtung der Nullinie steht also in ganz be~-
stimmter Abhidngigkeit von derjenigen der Kraftlinie.
Ist das Achsenkreuz 'Y so gelegt, dafs der Angriffspunkt b der
Kraft N auf die Y=-Achse fillt, so wird 2, =0, und nach GL 11
gﬂ = (), die Nullinie parallel der X-Achse. Fillt b auf die .X~Achse,

(U]

wird y,=0, so wird % =00 die Nullinie wird parallel der Y-Achse.

Es ist nun immer mbgtiich. das Achsenkreuz X'Y so zu wihlen, dafs
der Kraftangriffspunkt » auf eine der Achsen, also die Kraftlinie mit
dieser zusammenfillt. Die Nullinie ist dann also stets parallel
der anderen Achse, und da die Achsen als einander zugeordnet ange-
nommen sind, erhalten wir den Satz: Die Kraftlinie und die
Nullinie weisen stets einander zugeordnete Richtungen auf.
Bei dem unter Va behandelten Falle symmetrischen Kraftangriffs
kreuzen beide sich rechtwinklig und fallen mit den Querschnitts-
hauptachsen zusammen.

Fig. 178,a gibt eine geometrische Darstellung der Spannungs-
verteilung und zeigt, dafs im Querschnittsschwerpunkte S, also fir

4

=0 und »=0, nach Gl. 8 stets die Spannung % herrscht, ein

Umstand, der, wenn die Nullinie bekannt ist, ohne weiteres zur
Zeichnung der Spannungskeile und zur Bestimmung der Rand-
spannungen o; und 0, benutzt werden kann.

Will man die Gl. 8—11 in ihrer Form unveriindert auf recht-
winklige Achsen beziehen, so kdnnen dies nur die Hauptachsen des
Querschnitts als einziges rechtwinkliges zugeordnetes Achsenpaar sein.
In vielen Fillen, wie bei allen symmetrischen Querschnitten, wo
die Hauptachsen ohne weiteres erkennbar sind, wird man sich stets
mit Vorteil ihrer bedienen. Bei gewissen anderen Querschnittsformen,
wie-Dreiecken, Parallelogrammen u.s.w., wo schiefwinklige zugeordnete
Achsen direkt erkennbar sind, kann ihre Benutzung vorteilhaft sein.
Sind zugeordnete Achsen fiberhaupt nicht direkt erkennbar, so hat
man solche nach S. 30 u. f zu ermitteln und wird dann meistens
die Benutzung der Hauptachsen vorziehen.
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In vielen Fillen ist es zweckmiifsig, das Achsenkreuz so zu
wihlen, dafs eine der Achsen, z. B. die Y- Achse, mit der Kraftlinie
zusammenfillt (Fig. 179). In Gleichung 8 wird dann @, =0 und
sie. geht diber in

: N  N:oysw
92 = — et il X
12) a 7 T bezw.
N . My
2 = — + —,
129) % F I

Die Gleichungen 12 stimmen der Form nach genau mit Gl. 4
8. 227 tberein und alle beziiglich der Lage der Nullinie und der

’ Fig. 179,

e e | . . e s - e e e e o e . . e i

Verteilung der Normalspannungen im Querschnitt aus diesen ge-
zogenen Schllisse (vergl. S. 228 u. 229) lassen sich auch aus Gl. 12
ziehen, Fir die Nullinie erhalten wir die Gleichung

13) Yol g wm mdy

worin a, zugeordnete Halbachse der Zentralellipse ist. Die Null-
linie ist also, wie weiter oben bereits erwihnt, eine Parallele zur
AX-Achse und besitzt demnach eine der Kraftlinie (Y-Achse)
zugeordnete Richtung. Fir N=0 also y,=oo (reine Biegung)
wird y,=0; die Nullinie geht durch den Schwerpunkt; sie ist eine
der Kraftlinie zugeordnete Schwerpunktsachse (vergl. S. 81) und ihr
Begriff ist damit fir beliebige, auch nicht symmetrische Querschnitts-

formen verallgemeinert. *
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Fiir die finfsersten Faserahstande y=2¢ und y = — ¢, erhalten
wir die Randspannungen Nyan N M
14) i F+""r/e T R
Noolys SN M
F  Jie, F Jefe,’

In den bisherigen Betrachtungen sind die Koordinaten @ und y
aller Querschnittspunkte bezw. @, und y, des Angriffspunktes der
Normalkraft IV als in der Richtung parallel zu den Achsen gemessen
angenommen; in den GI. 3 u.4 u.s. w. erscheinen in den Momenten
N-ay, 0-d F-@ u.s. w. die Hebelsarme im allgemeinen schiefwinklig
zu den Momentenachsen X" und Y. Man f{iberzeugt sich indes
leicht, dafs das Ergebnis durch eine schief- oder rechtwinklige
Richtung derselben nicht beeinflufst wird.

Wird es z B. in einem gegebenen Falle fiir zweckmifsiger
gehalten,” sie rechtwinklig zu den etwa schiefwinkligen Achsen zu

messen, so kann man jederzeit in den Gl. 8—14 2 mit - und

J. sin
y mit 81 ﬁ J. mit :;; u. 8. w. vertauschen (vergl. S. 14 u. f),
wenn £ den Koordmatenwmkal bezeichnet.

Multipliziert man beispielsweise das zweite Glied der Gl. 12
im Zihler und Nenner mit sin?f, so erhilt man

_£+ N :yy,+sin f-y sin p

ﬂ?-=

J.8in?f » 4. i
AY *-\" n,.'Hr

15). 0=+ _i‘jr Yr  (vergl. Fig. 179a), bezw.
N M. .y

15a) 0w 5 e , Wobei 70 bemerken ist, dafs

J“'J
das Moment M, = M,-sin B, rechtwinklig zur X-Achse drehend,
als eines der Seitenmomente anzusehen ist, welche entstehen, wenn
man das Moment A, in der Richtung der .X-Achse und senkrecht
dazu in Einzelmomente zerlegt. (Vergl. Keck, Mech. I, 3. Aufl, 8. 134.)
Mit y,=¢,, und y, = — e, erhillt man

N N-‘y,,r N M.r,.

BT Tole, X Tafes

.1_\{ N‘Uﬂ, N I S

'TF Jole, = F T o

16)
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Verschwindet in Gl. 14 —16 die Normalkraft .V, indem sie in

« unendliche Ferne riickt, also den Wert eines Kriftepaares von dem
Moment M, annimmt, so bleibt nur die dem zweiten Gliede ent-
sprechende Biegungsspannung iiber. Die Nullinie geht nach Gl 13
mit y,=o0 und y,=0 durch den Schwerpunkt des Querschnittes.

Anwendungen,

Beispiel 1: Der Briickenpfeilar Beispiel 4 8. 239 wird, otwa durch das
Zusammenwirken einer Bremskraft in der Liingsrichtung der Brilcke und einer
Windkraft quer zu derselben mit dem Gewichte des Pfeilors und dem von
ihm aufzunehmenden Briickengewicht, von einer Mittelkraft I getroffen, welche
die Grundfuge im Punkt b mit de® Koordinaten z, = 0,20 und y,=20m
schneidet (Fig, 180). Die Zerlegung derselben in eine Tangentinl- und eine

Fig. 180.

Normalkraft moge letatore zu N= — 594t ergeben. Der Pfeilerquerschnitt
ist F=15um?, J =Tdoom¢ J —4gsm¢ Damit wird nach Gl 8
o=(— 26 — 10,16 y — 16,4 + &) t'm?
und die Nullinie schneidet auf der X-Achse
200

Ly =— luﬁ_,i-__ — lgam
und auf der ¥Y-Achse y,=— %:.‘T‘: ==—2am ab. Die Randspannungen in
L}
den der Nullinie entferntest gelegenen Punkten %, und E, mit den Koordinaten
o=+ 0, y=+38ssm berechnen sich somit zu
8,13 it — T at
26,! K + 2“ " i

Beispiel 2: Der in Beispiel 1 8,237 behandelte, im Querschnitt JC-férmige
Stab werde aulser von der dort bezeichneten Kraft von 18000%g die in der

0, = — 26,0 F 10,16 B0 16,4+ 000 = (;

E]
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Stabmitte sngreift und unter 30° gegen die wagerechte Stabachse geneigt ist,
an gleicher Stelle noch von einer wagerechten Kraft senkrecht zur Stabachse in _
einer (rbfse von 2000kg ergriffen

(Fig. 181). Das in Beispiel 1 8. 237 Fig. 181.

berechnete Biegungsmoment von
450000 em/xg hat jetzt im Sinne
der Gl 8a die Bedeutung M,.
Dazu kommt noch infolge der hinzu-
tretenden wagerechten Kraft von
2000 k8 ein Moment

2000 - 200

My, === 100000 em/sg
Die Normalkraft ist wie dort
N=+4 15500 kz.

Die Trigheitsmomente in Bezug auf
die beiden Symmetrieachsen des
Querschnittes seien ermittelt zu
Jy=J = 125560 em*,
J, = J = 2525 em?
ebenso die Querschnittsfliiche zu J"=100em?, Damit ist nach Gleichung 8a

(15500 , 450000y moouo-x]‘ :
o oot —ragpie f==grar=—] ¥ upd. fOr

£ r I + 1090 at
g=H1lem, y=+14em, o‘:= 155 + 500+ 485 = _ g9 b
Die Gleichung der Nullinie nn wird mit o ==0,0=155 -36 y + 396 und

darans y,=4mem, g = dorem,

Beispiel 3: Ein im Querschnitt _[™-formiger Balken von den in Beispiel 5
8. 45 bezeichneten Abmessungen ruhe mit einer Stiitzweite von l==2m =200cm
an den Enden frei auf und trage eine verteilte Last ¢ =300k f. d. m =3k
f.d.em, In vorliegendem Falle ist also N=—=0, und es entstehen deshall
nach Gleichung 8 nur Biegungsspannungen. Nach GL 4 8. 101 ist das grilste

Biegungsmoment in der Kraftebene M -— 1—?300—‘ == 15000 em/kg. Wir beziehen

den Querschnitt zuniichst auf seine Hauptachsen, welche nach Beispiel 5 8, 45
mit der lotrecht gedachten Kraftlinie (¥-Achse Fig. 44 8. 46) Winkel « von
66° 13" bezw. 23° 47" einschliefsen. Die Haupttriigheitsmomente sind dort zu
Jy=281em* und J,=9225cm* herechnet, Um Gleichung 8a anzuwenden,
zerlegen wir das in der Kraftebene wirkende Biegungsmoment M nach den
Richtungen der Hauptachse in Seitenmomente (vergl. Fig. 182)

My =M, = M- gin 66°13' = 15000 - 0,00 = 13800 ow/xg und

M= M, == M cos 66°13" = 15000 - 0,0 = 6000 em/x
und erhalten nach Gleichung 8a mit N -—=0

M-y, Myex,  13800.y, , 60002,
e g R g o

o=
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Man itberzeugt sich leicht, dafs in den Querschnittspunkten Z) und F,
mit den auf die Hauptachsen bezogenen Koordinaten & =+ 2asscm und
y, =+ 4uem die grifsten Spannungen o, und o, auftreten. Diese werden

13809 - 4,43 , 6000 - 2,56 e
a;=_-I: Bt g5, =120 H60=148i5n.

Wenn die Hauptachsen und Haupttriigheitsmomente noch nicht bekannt
gind, kann es zweckmiifsiger sein, den Querschnitt anf ein zugeordnetes Achsen-
kreuz zu beziehen,
dessen eine Achse Fig. 182.

(Y - Achse) Fig. 182 .
mit der Kraftlinie
zusammenfillt, Fiir E} T
die Richtung der /
zugeordneten Achse, /
in diesem Falle der
Biegungsachse (X,), Y
erhalten wir npach )
Gl.4 8. 43, indem wir, /
da die Kraftlinienicht e,
die X- sondern die o
Y-Achse ist, J, mit
J, vertauschen, i
tg Ay = ((?f_ 3 L/
In Belspiel 5 §. 45 //
wurde ermittelt 4
J, = 238 em* / ,-"
J, =65 om*, 7 o
Cpy =95 em*, / / x
daher ¥ l 2
tga,=gg=—-0,m, <
ay =34°20'.

Wir benutzen nun Gleichung 15a mit rechtwinklig zur X,-Achse
(Biegungsachse nn) gemessenen Ordinaten y, und bezeichnen das Biegungs-
moment in Bezug auf die Biegungsachse an mit MM, dds Trigheitsmoment
mit J,.

Nach Gleichung 1 8. 32 erhfilt man mit a = a, = 34°30'

J, == 008" 84°20' . J,, - sin? 34920’ . J, —sin 2- 34°20" - G,
== 0,810% - 65 4~ 0,804% - 288 — 0,9m « 95 == 52 em*,

Das senkrecht zur Biegungsachse (Nullinie) ##» drehende Moment erhalten
wir zu My== M sin a, == 15000 - 0,064 = 8460 em/xy und daher o« fiir einen
Querschnittspunkt mit der Ordinate y, nach Gleichung 15a mit N—o

8460 -y,
. R Eg

TFir die der Nullinie fernstgelegenen Punkte ¥ und F, ist



on()  Zweiter Abschnitt. Elastizitit und Festigkeit gerader Stdbe.

yp=-t3uem und daher o = 846(;2' L 835st, fast genau wie oben.
2

Die Bestimmung der Biegungsachse nn und des Triigheitsmomentes J, kann
in bequemer Weise auch mit Hilfe des Mohr'schen Kreises (Fig. 36 bis 39)
geschehen, Die Biegungsachse erhiilt die Richtung S 7' (Fig. 182) und das
Triigheitsmoment J, in Bezug auf dieselbe wird gleich dem Lote T'w anf die
Tangente wv in v (Fig. 182).

¢) Kern eines Querschnittes.

1. Allgemeine Begriffserklirung.

Das Gesetz fir die Verteilung der Normalspannungen im Quer-

schoitte eines von beliebigen dufseren Kriften ergriffenen Stabes
Nozgyerw | N ‘Yn'Y
T
v F]
bezogen auf ein in der Querschnittsebene gelegenes zugeordnetes
Achsenkreuz XY, ermittelt, worin N die im Querschnitt tatige
Normalkraft der Aufseren Krifte bezeichnet. Wurde das zugeordnete
Achsenkreuz so gewihlt, dafs eine seiner Achsen, etwa die .X~Achse,
mit der Kraftlinie zusammen fiel, 2, =0 wurde, so verschwand
das zweite Glied und man erhielt die Gleichung 0= iY?V-L‘—.
die in der Form genan mit Gl 4 8. 227 far symmetnschen Kraft-
angriff Gbereinstimmt. Fir die Spannungsnullinie ergab sich in
2
Ubereinstimmung mit G1.7 8.228 mit 6=0 y,= -«-%‘— =— %‘— -
Denjenigen Wert & von z,, fir welchen nach GIl. 8 S 230 z,=¢
(bezw. =g, odar =e¢,;) wurde, nannten wir die Kernweite. Wir
wollen jetzt, wie “dort fiir symmetrische Querschnittsform und Kraft-
angriff, allgemein diejenige Entfernung v, des Kraftangriffspunktes
b vom Schwerpunkte S des Quersphnittes, fiir welche die Nullinie
den Querschnitt beriihrt, y, = ¢ wird (Fig. 183), die Kernweite nennen
und mit % bezeichnen, wiihrend dem Kraftangriffspunkte b in dieser

Lage als Kernpunkt die 2Be;zaichnung K zukommen soll. Danach ist

allgemein k= efIF= E:'.—, unter J das Trigheitsmoment des Quer-

schnitts in Bezug auf die der Kraftlinie K'S zugeordnete Schwer-
achse »,n, fir im allgemeinen schiefwinklige Koordinaten, und
unter @, die zugeordnete Halbachse der Zentralellipse verstanden.
Lassen wir jetzt die Nullinie nn (Fig. 183) im Sinne des Pfeiles 1

ist S. 242 in Form der Gleichung a=%+
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den Querschnitt umrollen, so entspricht jeder Lage derselben eine
zugeordnete Richtung SK und auf derselben eine bestimmte Lage
des Punktes K, der im Sinne des Pfeiles 2 fortschreitend eine
Linie, die sogen. ,Kernlinie“, beschreibt. Einer ganzen Umrollung

Fig. 183.

des Querschnittes durch die Nullinie n~ entspricht ein ganzer
Umlauf des Kernpunktes A" der geschlossenen Kernlinie. Den von
der Kernlinie umschlossenen Teil des Querschnittes nennen wir den
+Kern“ desselben. Konkav gekrimmte Teile des (Querschnitts-
umfanges oder gerade Seiten an einspringenden Winkel werden
beim Umrollen der Nullinie nicht tangiert. Vergl. Fig. 183 die
Linie n;n,. :

Liegt danach der Angriffspunkt einer Normalkraft /V an irgend
einer Stelle auf der Wernlinie, dem Kernumfange des Querschnitts,
so berithrt die Nullinie den Querschnitt und {iberall innerhalb des-
selben herrscht mit der Normalkraft A gleichsinnige Spannung,
welche verhilltnisgleich mit der Entfernung von der Nullinie zu-
nimmt und in ihrer Gesamtheit einen Spannungskeil bildet (vergl.
Fig. 169a). Bewegt sich der Kraftangriffspunkt » vom Kernumfange
nach dem Schwerpunkte des Querschnittes, so riickt die Nullinie
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vom Querschnittsumfange ab in die unendliche Ferne, die Spannungen
bleiben durchweg gleichsinnig mit der Normalkraft N, erfiillen in
ibrer (Gesamtheit einen abgestumpften Keil (vergl. Fig. 169,b), dessen
Keilflichen mehr und mehr, und in dem Augenblicke vdllig parallel
werden (gleichmifsige Spannungsverteilung), wo der Kraftangriffs-
punkt b mit dem Schwerpunkt S zusammenfillt. Tritt der Kraft-
angrifispunkt & aus dem Kern heraus, so schneidet die Nullinie
den Querschnitt, beiderseits derselben entstehen zueinander ungleich-
sinnige Normalspannungen, je in ihrer Gesamtheit einen Spannungskeil
bildend (vergl. Fig. 169 und 178), wobei die Spannungen auf der
Seite der Normalkraft dieser gleichsinnig sind.

2. Bestimmung des Kernes durch Zeichnung.
Fiir eine zeichnerische Bestimmung des Kernes bieten die
a,® $

Gl 10 8. 243 y, = — z

Die dem zu Grunde geleg“t.en zugeordneten Achsenpaare entsprechenden

i v ‘;1 den erforderliohen Anhalt.

Halbachsen der Zentralellipse erbalten  wir zu a, (=V'—;’,’) und
b, (=V -';,—") (vergl. 8. 36) als mittlere Proportionalen zwischen den
Koordinaten y, bezw. 2, des Kraftangriffspunktes & und dem Ab-
schnitte v, bezw. @,, welche die Nullinie anf den Koordinatenachsen
abschneidet (vergl. Fig. 178). Danach lifst sich bei gegebener
Nullinie der zugehdrige Kraftangriffspunkt leicht bestimmen und
umgekehrt. Man kann dabei den Querschnitt auf ein beliebiges
zugeordnetes Achsenpaar beziehen; hier mige er, wie meist @blich,
auf seine Schwerpunktshauptachsen I, 77 (Fig. 184) bezogen werden.
Die Zentralellipse des Querschnitts habe die aus der Figur ersicht-
liche Lage. =nn sei die gegebene Nullinie, zu welcher der Kraft-
angriffs- bezw. Kernpunkt K zu bestimmen ist. Wir machen
AS=a senkrecht zur Hauptachse // und BS=10 senkrecht zur
Hauptachse 7, verbinden 4 mit ¢ und B mit 2 und ziehen
ACLAC uwd BD L BD. Damn sind ¢\S=y, und D,S=ux,
die Koordinaten des Kraftangriffspunktes &, der damit gefunden ist.
Die fiir die Zeichnung des Kernes wichtigen Punkte 4 und B wollen
wir als ,Festpunkte“ bezeichnen. Berfthrt die Nullinie nn den
Querschnitt, so ist K ein Kernpunkt. In gleicher Weise lifst sich
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eine beliebige Anzahl von Punkten der Kernlinie und damit also

diese selbst bestimmen. Durch das umgekehrte Verfahren lifst sich

ohne weiteres auch zu gegebenen Kraftangriffspunkien K die zuge-

horige Nullinie und damit die Umhillungslinie des Kernes bestimmen.

Da jede in K angreifende Kraft in allen Punkten X, der

Geraden nn die Spannung Null erzeugt, so bringt nach dem
Fig. 184,

.auf 8. 243 ausgesprochenen Satze auch jede in irgend einem
Punkte K, der Geraden nn angreifende Normalkraft in K die
Spannung Null hervor. Die dem Punkte K, als Kraftangriffs-
punkt entsprechende Nullinie mufs also durch K gehen. Bewegt
sich K, auf der Geraden nn, so entspricht jeder Lage desselben
bezw. jeder Richtung der Kraftlinie K,S eine bestimmte Richtung
der Nullinie, diese schwingt dann also gleichzeitiz um den Punkt
K, beschreibt einen Strahlenbiischel mit dem Mittelpunkt X,
Umgekehrt, ist n,n, die einem bestimmten Punkte &, der Linie nn
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zukommende Nullinie, so bringt jede in irgend einem Punkve
K der Geraden n;n, angreifende Kraft in X, die Normalspannung
Null hervor, bewegt A als Angriffspunkt sich auf der Geraden n;n,,
so schwingt die Nullinie nn um den Punkt K,. Ist daher K,
etwa Eckpunkt eines vieleckigen Querschnitts, so ist nyn, die dem-
selben entsprechende Kernseite; ist die Nullinie »nn zugleich Seite
des Querschnitts, so ist der zugehdrige Angriffspunkt K Eckpunkt
des Kernes. Jedem Eckpunkte eines vieleckigen Quer-
schnitts entspricht also eine geradlinige Begrenzung
"des Kerns, eine Kernseite und jeder Seite des Quer-
schnitts ein Eckpunkt des Kerns. Schwingt die Null-
linie um die Eckpunkte 1, 2, 3 ... (Fig. 186-—-188) eines
Querschnitts, so beschreibt der ihr entsprechende An-
griffspunkt K die zugehdrigen Kernseiten I', 11, III'.
Umgekehrt, jedem Eck- oder Umfangapunkta des
Querschnitts als Kraftangriffspunkt entspncht eine
den Kern beriihrende Gerade bezw. eine Kernseite als
Nullinie. Bewegt sich der Angriffspunkt K, auf einer
Seite des Querschnitts, bezw. auf seinem etwa ge-
krimmten Umfange, so schwingt die Nullinie um den
ihr entsprechenden Eckpunkt des Kerns bezw. sie um-
rollt den Kern des Querschnitts.
Daraus ergeben sich zwei in ihrer Anwendung von einander
unabhiingige Regeln zur Bestimmung des Kerns, niimlich
1. Man bestimmt nach Anleitung der Fig. 184 fir
eine hinreichende Anzahl von den Querschnitt
» berfihrenden Nullinien, bei geradlinig begrenzten
Querschnitten fiir jede Querschnittsseite (aus-
schliefslich jedoch der an etwa einspringenden
Winkeln gelegenen) je den zugehdrigen Kraft-
angriffspunkt oder X
2. man bestimmt durch Umkehrung des Verfahrens
Fig. 184 fir eine hinreichende Zahl von Um-
fangspunkten des Querschnittes, bei geradlinig
begrenzten Querschnitten fiir jeden Eckpunkt
(ausschliefslich der Scheitelpunkte etwa ein-
springender Winkel) als Kraftangriffspunkt
die zugehdrige Nullinie.
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Fallen bei Anwendung der zuerst genannten Regel fiir irgend
eine Lage der Nullinie die Schnittpunkte € und 2 der Nullinie nn
mit den Achsen nicht auf die Zeichenfliche, so kann man sich die

Nullinie auf einen Bruchteil etwa l! ihrer Entfernung vom Schwer-
7

punkte S parallel an diesen herangerfickt denken, so dafs auch die

Schnittpunkte ¢ und D in die Entfernung %§ und {%‘E von S

riicken. Die entsprechenden Abschnitte €\S und D,S auf der
Gegenseite der Achsen fallen dann »mal so grofs aus und sind
daher gleich den nfachen Koordinaten des der wirklichen Nillinie
entsprechenden Kernpunkles K; man erhdlt somit diese selbst zu

C 8
y.=—:'— und op=——.

Indem die Nullinie #,%n, (Fig. 184) von der Lage #,'n,' in die Lage
a,''my"" schwingt, beschreibt der zugehorige Angriffspunkt K, das begrenzte
Stiick CD der dem Punkte X entsprechenden Nullinie; macht »,n, eine ganze
Umdrehung um K, so beschreibt K, die unbegrenzte Gerade nn als Nullinie,
 Schwingt nyn, durch die Richtung KS, so durchschreitet K, die Unendlich-

keit. Ebenso verhiilt es sich mit der Bewegung des Punktes K auf der
Geraden #,7,, wenn die Nullinie #n sich um K dreht.

3. Bestimmwung des Kernes durch Rechnung.

Die Anwendung des zuvor erliuterten Verfahrens zur zeich-
nerischen Bestimmung des Kernes setzt die vorherige Ermittelung
eines zugeordneten Achsenpaares, etwa der Hauptachsen, und der
darauf bezogenen Trigheitsmomente, bezw. der entsprechenden
Halbachsen « und » der Zentralellipse voraus. In nachstehendem
wollen wir, von einem beliebigen bequem gelegenen rechtwinkligen
Achsenkreuz ausgehend, ein rechnerisches Verfabren zur Bestimmung
des Kernes herleiten,

In Fig. 185 sei K ein der Nullinie nn entsprechender Kern-

punkt. Dann ist bei den aus der Fig. ersichtlichen Bezeichnungen
nach 8. 250

1) " Ju

T Fee
" wenn unter J,.das auf die der Nullinie nn parallele Schwerachse
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n,n, bezogene Trigheitsmoment des Querschnittes fir schiefwinklig
(parallel der Kraftlinie
kk) gemessene Koordi-
naten verstanden wird.
Ist nun A"Y irgend ein
rechtwinkliges Achsen-
kreuz und schliefsen die
einander  zugeordneten
Schwerachsen k% und
n,n, mit der A-Achse
die Winkel o« und =,
ein, so ist mach Gl 1
S. 32 das Trigheits-
moment J, in Bezug
auf die n,n, fiir recht-
winklig gemessene Ab-
stinde

2) J,,,=cos'-'a..-J,+sinﬁa,-J,—2(?-sina,. CO8 oy

worin J,, J, und C die Flachenmomente zweiter Ordnung des
Querschnittes in Bezug auf das Achsenkrenz XY gind. Das
Trigheitsmoment J/,, fir schiefwinklige Koordinaten im Achsenkreuz

nyny, kk erhidlt man nach 8. 14 zu
Ju,  c08?a,+J, +sin?a,-J, — 2 Csina,cosa,
Lo sin’f 8in? (@ — %)

3)

008 &4, (J* €08 %, — C'8in a,) —8in a4, (C cos «,, — J, 8in «,))
= gin? (ﬂk — 'xu) 1

Zwischen den Naigungsw'inkeln a, und «, des zugeordneten
Achsenpaares u,n, und kk besteht nach Gl. 3 S. 43, wenn man
o, mit a,, o mit % vertauscht, die Beziehung

sin dz Jy— SELQ__ J e cos o, — C'-sina,

4) g =, T O—J,tga, Ccosa—J,sina,

Unter Beachtung der Gl 4 ldfst gich GL. 3 in die Form bringen

J . J, cosa,— C-sina,
_ ———
%) "7 SN (o — @y ) $IN %
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 8ind nun a; und y, die rechtwinkligen Koordinaten des Kern-
punktes K, » und y diejenigen irgend eines Punktes P der Null-
linie, so erhilt man aus der Figur leicht

. { yp=—1rk-sina; und
6)
ap=—k+CcO3 a;;
ferner y == esina;+ @ - tg a,— e cos o~ tg 2, und daher
4+ €08 ty— @ SiN %,

7 sin (o — )
Aus Gleichung 1, 5, 6 und 7 ergibt sich
k| J;-—C!ga,.. _ 1 C—-Jdy tga.
8 w=—z Y—wtgan’ F F y—wiga, "

Fiir Winkel «,=900 erscheinen die Koordinaten », und a,
in der unbestimmten Form £2.  Fir diesen Fall bringt man
Gl. 8 durch Division im Zihler und Nenner mit tg , auf die Form

1 Jeocotga,—C 1 Ceotga,— J:u

89) ¥e=—F Yooty o

Die Gleichungen 8 ermdglichen fiir eine beliebige durch ihren
Richtangswinkel ‘¢, und die Koordinaten eines ihrer Punkte ge-
gebene Nullinie den zugehorigen Kernpunkt zu bestimmen. In

&

den Grenzfillen 2#,=0 und «,=90° werden '?ﬂ=_-j‘{.’—' und
@ I bezw e d ;=—-—'{~ :
IS y’ L e e F.a®
Um fiir einen gegebenen Punkt K, des Querschnittsumfanges
die zugehdrige Kernseite »,n; zu bestimmen, sehen wir diese als zum
Kraftangrifispunkt K, gehorige Nullinie an und berechnen die
Abschnitte 2, und ., welche sie auf den Achsen X und Y ab-
schneidet. Vertauscht man in den Gl. 8 die Koordinaten y, und
ay mit den gegebenen Koordinaten v, und z;, des Umfangspunktes
K, und a, mit a,, so erscheinen » und y als laufende Koordinaten
der zugehdrigen Kernseite. Fiir = () erhilt man aus der ersten Gl. 8

1 J,—Ctgan,

Yo=—t und fiir y=10 aus der zweiten G
9) F Uy . .

R/ A b

TSI IR T

Keok, Elastizitiialahre, bl k
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Nun ist nach GL 3 8. 47, wenn man «, mit a, und «

s __JJ_C'tgah ‘Ih
mit o, vertauscht, tg el o T tea und da tge, = =
J;' &gy — Cl‘[

ky

tg on = T Damit nehmen die Gl 9 die Form an
1 C—Jd.dy
Tfo'—"—FC a‘:;q--Jy 'ykl
1) L O Tady

4. Kerne hiufiger vorkommender einfacher
Querschnitte.

Der Kreis: Je zwei sich rechtwinklig schneidende Mittel-

punktsachsen sind Hauptachsen. Nach S. 265 Gl 1 ist k=f‘% ;
gt

Fir alle Achsrichtungen ist J =—1——, F=gm.9?, e=p. Der
Kern ist also ein Kreis von Radius k=§.

Der Kreisring: Bs sei der Aufsere Radius 2, der innere ».
Dann ist fiir alle Achsrichtungen

k_____:{_= AR —2") - Rihat

Foo &n(R—7)R 4R

Fiir »==0 (Vollkreis) wird wie vor k=?. Mit wachsendem
» wiichst auch % und erreicht seinen Grofstwert fiir » = R (unendlich
diinner Ring); es wird dann k=—§.‘_ﬂFﬂr den Kreisring ist also

R k<£. Fig. 186.
g =rs 2 &
Das Rechteck (Fig. 186): Die den Seiten
als Nullinien entsprechenden 4 Kernpunkte" ok

K, K, u.s. w. liegen auf den rechtwinklig zu
den Seiten gerichteten Schwerachsen, welche

Hauptachsen sind. Der Kern ist ein Parallelo- A‘:f; e
gramm. Die Kernweiten in beiden Richtungen

3 d
B G J dh h 7

Fe 12-d-h-h2 6 wod ke=1oan-diz 6
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Die Richtungsziffer der Kernseiten ist gleich ky: ky= % 16 =h:d;
sie sind also parallel den Diagonalen.

Das Dreieck (Fig. 187): Jede Verbindungslinie (CD) eines
Eckpunktes mit der Mitte der gegeniiberliegenden Seite (A B) bildet

thit der dieser Seite parallelen Schwerpunkts- Fig. 187.
achse ein zugeordnetes Achsenpaar. Der der C
Seite 4 B als Nullinie entsprechende Kern- '.
punkt K, mufs also auf der C'D liegen. \ia
Den Abstand desselben vom Schwerpunkte S, . L g o3
. . . K‘, -
die Kernweite &, , erhalten wir zu &, = oot Ky \ \,
- D -

worin J das Trigheitsmoment in Bezug auf

FP?
die zur A4 B parallelen Schwerpunktsachse, nach 8.21 J=J,= 13"

l=0CD und e=%l ist.  Daraus folgt k1=Z Da somit

b'To
DKl=e+k,=é£+é=% ist, so liegt K, in der Mitte von
CD. In gleicher Weise erhdlt man die den Seiten BC und 4
entsprechenden Kernpunkte K, und X,.

I-Querschnitt (Fig. 188): Die den Querschnitt umrollende
Nullinie schwingt um die vier Aufseren Eckpunkte; jedem derselben
entspricht eine Kernseite; der Kern ist ein symmetrisches i 138,
Viereck, ein Parallelogramm und die Kernweiten sind r—’__'

= J;\ .r”
Fhfo ~ Fedjg”
Mlt ]&”3’0‘“' d=l4°m| Jf=12500cm', J];=9170m‘
und F=82" wird k;=10,2" und kg=1,6°",

Pfeilerquerschnitt (Fig. 189): Die Nullinie dreht
sich um die Eckpunkte 1 —8; jedem derselben entspricht eine Kern-
seite. Der Kern ist ein symmetrisches Achteck. Die Symmetrie-

kg und k¢=

- .43 9, .93
achsen sind Hauptachsen. KEs ist J,=.J,;= %+£—%ﬁ:’f&=ﬁm'
.93 .13
und J,=Ju-=2 4 +2 ! =157, Fa@n®,

Mg |
Die den Querschnittsseiten I und ¥ sowie 77/ und IV als
Nullinien entsprechenden Kernpunkte 1' und 5 bezw. 3' und 7'

17*
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liegen auf den Hauptachsen. Fir erstere erhalt man aus Gl &
mit 0—0, o, =0, tg a,=0 und Y= i2,0 die Ordinate

i Yg. 189,
y,m.,.(l—;.gm“.;i},m' und fiir letztere ?Ig \

aus Gl 8a mit «,=900, cotga,=0, 24 7 8
x=-+10m die Abscisse : / : :T,;

Fiir- den der Nullinie I7 entsprechenden
Kernpunkt 2' erhalten wir aus Gl. 8

- ]
mit tga, = ii-— 2 und (fir Punkt 1)

y=2" 2=—05" die Koordinaten

1 6
s 2—(—05-" 2) i

und _ y
1 — 15

vy=—z (.—H“—F?—(— 0—5—5)) =4 0,166™,
In gleicher Weise erhilt man fir die Nullinien IV, VI und

VIII die Kernpunkte 4', 6' und 8' mit den absolut genommen

gleichen Koordinaten. Fiir die dem Eckpunkte 1 mit den Koordinaten

y=2" und @= — 05" entsprechende Kernseite 7' erhilt man

nach Gl. 10 die Abschnitte auf den Koordinatenachsen

I(O—J,_-_J,__ - Livm0 05™ und
F . e i

g T e
& F .O—J_,"T'h (] 0,5 v

_["- Querschnitt (Fig. 190): Die Nullinie schwingt um die Eck-
punkte 1, 2, 3, 4, 5 und 6; der Kern ist ein unregelmifsiges Sechseck.

In Bezug ein rechtwinkliges Achsenkrenz XY ist in Beispiel 5
8.405 fiir den dort angenommenen Querschnitt ermittelt ./, = 238 en,
J,=065", C=954 F=164"".

Fiir dle Seite I als Nullinie ist «,=0, tgra,=0. Mlt & =0
und y=>5°" folgt aus Gl. 8

- 1 238—0 3

3!1-'=“-i—6;“"-T'————2,9 A
05

i SR g
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Fir die Seite 17 ist t.ga,.==a%==2,15 und demnach mit

y=0>0°" p=—(04°" die Koordinaten 'des zugehdrigen Kernpunktes
1 238—95.2,15

= —_—— - == — om
T [ T VRO b e i
1- 95—65:2,15 .
'rkz_fﬁ.i'b—(-—o,d,-zw)n+O'4' s
Fig. 190.
Y

“ em —l
d 5 b §

3
L— 43 gy 4

Fir die Seite I77 ist a,=909, cotga,=0 und nach GL Sa
"mit y=—5", p=—4qp0om

.1 —95
= —m°*z‘ﬁ—=+ 1,28 om
1 —65

= — et Ie = +086°m,

Far die den Seiten 7V— V7 entsprechenden Kernpunkte er-
geben sich absolut gleiche Koordinaten mit entgegengesetzten
Vorzeichen.

Es mogen hier noch die Abschnitte y, und a, berechnet werden,

welche die dem Eckpunkte 1 entsprechende Kernseite auf den
Koordinatenachsen abschneidet.
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Mit y.,=:’)‘“ und @y, =—0,4° wird nach Gl. 10
1 95°—238:65
Yo="164 —95-04—6b-5

1

=—1,08" und

By = — m'm—_—(}'ﬁgum .
~ Unsymmetrischer Pfeilerquerschnitt (Fig. 191): Die Schwer-
punktshauptachsen des Querschnitts und die halben Achsen a« und
b der Zentralellipse seien nach dem im ersten Abschnitt S. 30—38
entwickelten Regeln bereits ermittelt.

Die Bestimmung des Kernes soll durch Zeichnung geschehen.
Wir machen AS=a und BS=0> und bestimmen nach Anleitung
der Fig. 184 (Regel 1 8, 264) fir die Seiten I und 11 die Kern-
punkte 1' und 3', ebenso fiir die Seiten I/ und V" die Kernpunkte
2' und 5. Da hierbei die Schnittpunkte der Seiten I/ und ¥ mit
der Hauptachse J nicht auf das Zeichenblatt fallen, so sind die
Seiten in die halbe Entfernung von S parallel verschoben und in

dieser Lage mit g und —g bezeichnet (vergl. 8. 255 n—2l.

Da dies Verfahren bei der mit der Hauptachse /7 fast parallelen
Seite 7V nicht wohl anwendbar ist, 8o bestimmt man zweckmifsig
nach der Regel 2 8. 254 zu den Querschnittseckpunkten 3 und 4
die Kernseiten //I' und 1V'. Diese bestimmen dann den Kern-
punkt 4' und missen, wenn die Zeichnung genau ausgefallen ist,
durch die schon bestimmten Kernpunkt‘e 3" und &' gehen.

b, Benutzung des Kernes zur Bestimmung der
Normalspannungen.

Nach Gl. 12 8. 2565 ist die durch eine in einem Querschnitts-
punkte b angreifende Normalkraft IV in irgend einem Querschnitts-
punkte erzengte Normalspannung o= %-{- N':';"—-g, darin bedeutet
un die Ordinate des Kraftangriffspunktes b, y diejenige des Punktes,
in welchem die Spanvung o auftritt, bezogen auf ein zugeordnetes
Achsenkreuz, dessen Y-Achse mit der Kraftlinie » S zusammenfallt,
und J, das Trigheitsmoment des Querschnittes in Bezug auf die
X Achse fir parallel den Achsen gemessene Koordinaten.
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Fig. 191.
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Fiir y=¢ und y=—,, ergoben sich die Randspannungen
A\ N Yn \ N AN &0
AT + =/e BTF T I €3 .

Nach den Auaf!lhrungen auf S. 230 und S. 250 besteht nun
zwischen den Kernweiten in der Richtung der Kraftlinie ( ¥-Achse),
den #ufsersten Faserabstinden e, und e;, dem Triigheitsmoment J
und der Querschnittsfliche #* die Beziehung

4 . :
ky s F= - und kff"'%‘%‘ (vergl. Fig. 192).
1 2

‘Die Widerstandsmomente in der Richtung der Kraftlinie sind

also W=k JF und W,=kF. Damit erhilt man die Rand-
spannungen zu

N Nva_ N kl+:un) :
[ e
) SN Neys _@(kQﬁy,‘)
S RSE AN e et

Wie in Fig. 170 fir symmetrischen Querschnitt und Kraft-
angriff, so lassen sich hier die Randspannungen o, und o, fir be-
liebige Querschnittsform und Kraftangriff durch Zeichnung er-

mitteln, indem man wie dort SO=% and 4 der Krafilinie b8

macht, von den Kernpunkten 1 und 2 in der Richtung der Kraft-
linie aus durch O gerade Linien zieht, welche eine in » zur Kraft-
linie S Senkrechte in %, und %, schneiden. In bh; =g, und



Ve, Kern vines Querschnittes. 26D

bhy=o0, (Fig. 192) erhdlt man die Randspannungen. Fir die
Ausfihrung dieser Spahnungsermittelung ist ersichtlich nur die
Kenntnis des Kerns und die Lage des Kraftangrifispunktes & er-
forderlich.

Die Produkte N-:(k;+w,) und N-:(k,—y,) nennt man die
»,Kernmomente“ der dufseren Kriifte in Bezug auf den Quer-
schnitt. Bezeichnet man sie mit A, und A7, so schreibt sich Gl.

. [ nI j‘fh 1‘!‘1

12) ki~ Wy
l M, M,
Oy o ety
1‘: 'kf ”2

worin, ]0 nachdem y, <k, M,, =0 ist und die Randspannungen
6, und o, gleichsinnig oder ungleichsinnig sind. Mit y,=—k,
und mit y.=k, wird g, bezw. 0, gleich Null, die Spannung im
ganzen Querschnitt gleichsinnig. .

Bezeichnet man das in der Kraftebene wirkende Moment
N:y, der Aufseren Krifte mit M, so nimmt Gl 12 die Form an

| N oM N M
X BT F Bk
39) N |
O o .|. R
=5 || A Lo N
Mit N'=0 entsteht reine Biegung und wird
0 e
L= PR,
14) 1 ] |
i B
W, Fk'

Die Form #'-k, in welcher das Widerstandsmoment des Stab-
querschnittes hier auftritt, lifst die Abhingigkeit desselben von
der Kernweite und damit von der Richtung der Kraftlinie erkennen
und man konnte aus der Kernlinie durch einfache Multiplikation
der verschiedenen Kernweiten (Fahrstrahlen der verschiedenen
Kernpunkte) mit der Querschnittsfliche leicht eine W-Linie oder
IW-Fliche ableiten. Wir wollen indes hier nur vermerken, dafs
der Kern die Ermittelung des Widerstandsmomentes und damit des
Biegungswiderstandes in der Richtung einer beliebigen Kraftlinie,
bzw. fir eine beliebige Angriffsebene der fufseren Krifte in der
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Form ¥-k in bequemster Weise ermdglicht und dafs der Biegungs-
‘widerstand fiir diejenige Richtung der Kraftlinie seinen Grofst- und
Kleinstwert annimmt, fiir welche die Kernweite k zu einem Maximum
oder Minimum wird.

Man erkennt daraus z, B, leicht, dafs ein rechteckiger Stabquerschnitt
in der Richtung rechtwinklig zu seinen Diagonalen den kleinsten und in der
Richtung seiner Hohe den grifsten Biegungswiderstand zu leisten vermag.

In Beispiel 3 S.248 war fiir ecinen im Querschnitt _[~-férmigen Balken
auf zwei Stlitzen von 200em Weite das Biegungsmoment in der Mittelebene
des Steges fir eine gleichmiifsige Belastung von 8 kg f. d. em zu 15000 em/yg
berechnet. Fiir die dort angenommenen Querschnittsabmessungen wurde auf
8. 262 die Kernweite in der Richtung des Biegungsmomentes zn 1,0 ¢m er-
mittelt, withrend die Querschnittsfliiche F'= 16,4 ¢m* betrug. Dem entspricht
ein Widerstandsmoment We== 16,4+ l,08==17,7em*, Daraus ergibt sich bei fast
villiger Ubereinstimmung mit Beispiel 3 8, 248 eine Randspannung

M 15000
L oy b | Pkl

d) Wirkung von Druckkriiften aufserhalb des Kernes bei stab-
formigen Korpern ohne Zugfestigkeit.

Wie auf 8. 231 u. 8. 252 dargelegt, ruft jede aufserhalb des
Kernes angreifende Normal- oder Lingskraft in einem Querschnitte
nicht nur Spannungen in ihrem Sinne, sondern auch im entgegen-
gesetzten Richtungssinne wach; eine Druckkraft erzeugt also auch
Zugspannungen. Kann der Korper solche nicht aufnehmen, so wird
ein Teil des Querschnitts unwirksam; wirksamer uud unwirksamer
Teil desselben werden durch eine Nullinie getrennt, deren Lage die
Bedingung erfillen mufs, dafs die Mittelkraft der entstehenden
Druckspannkrifte in die Richtungslinie der angreifenden Kraft fillt,
diese durch den Schwerpunkt des Druckspannungskeiles geht, dessen
Schneide die Nullinie bildet.

Bei symmetrischem Stabquerschnitt und symmetrischem Kraft-
angriff ist die Richtung der Nullinie, weil senkrecht zur Kraftlinie,
bekannt und ihre Lage, sowie die eintretenden Spannungen lassen
sich nach den Darlegungen S. 233 beurteilen. Sind Querschnitts-
form und Kraftangriff nicht symmetrisch sondern beliebig, so ge-
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staltet sich die Ermittelung der Nullinie unld der Spannungs-
verteilung im wirksamen Teil des Querschnittes wie folgt:

1. Analytisches Verfahren. .
AN (Fig. 193) sei die gegebene oder versuchsweise ange-
nommene Nullinie, und der wirksame Teil des Querschnittes, bezw.

der Spannungskeil, liege rechts derselben, Wir Fig. 193.
beziehen die Krifte auf ein beliebiges Koordi- N

natenkreuz in der Querschnittsebene, dessen -/'{-"'

Y-Achse mit der Nullinie zusammenfillt. / ek

Die Mittelkraft .V aller Spannkrifte mufs i -*u*'T
gleich der angreifenden Kraft sein; das ergibt ‘ .»;-" ,!_J‘
die Gleichung k e
1) N=f6-dF. AV X
Sind ferner @, und y, die Koordinaten des durch die Nullinie
festgelegten Spannungsmittelpunktes b, dann miissen in Bezug anf
die beiden Koordinatenachsen die Momentengleichungen bestehen

’ 4\"~.1',,, =_|‘G- dF-a
2) | . N-yae=fa-dF-y.
Ist o' die Randspannung im grdfsten Abstande ¢ von der Null-
linie, so ist die Spannung ¢ in einem Abstande z von derselben

o=2".2, und daher nach GL1u?2
¢

(o '
3) N = ﬂl Jaed F=q]-°s'
4) Nova=2l. faF tul.7,
¢ @
r al' . oy G' g
5) A\”'yn=';"J(fj-.r!-gin_;-.(.”'

worin S das stat. Moment, J das Triigheitsmoment des wirksamen
Querschnittes in Bezug auf die Nullinie sind und €., das Zentrifugal-

moment desselben in Bezug auf das gewdhlte Achsenkreuz ist.
Aus Gl 3, 4 u. b folgt #un

R i
6) 0 P

) =O‘I.J=J
7 ™ N S =
8) 3,,,.=‘.’l.'_0_'.£=.9_=£

e N 8
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Fillt der nun durch seine Koordinaten z,, und w, bekannt ge-
wordene Spannungsmittelpunkt 5, mit dem Angriffspunkte b der
Kraft zusammen, so ist die versuchsweise angenommene Nullinie
die wirklich eintretende und die Randspannung ,’ kann nach Gl. 6
berechnet werden.

Findet eine solche Ubereinstimmung nicht statt, so mufs eine
verinderte Annahme fiir die Nullinie gemacht und die Unter-
suchung wiederholt werden.

Analytisch gestaltet sich danach die Ermittelung der wirk-
lichen Nullinie und der grofsten Randspannung o', wenn Quer-
schnitt und Kraftangriff unsymmetrisch sind, im allgemeinen um-
stindlich. Nur in dem Falle, wo bei einem vieleckigen Querschnitte
die Nullinie NN, (Fig. 194) ein Dreieck B NN, abschneidet,
kommt man einfacher zum Ziele. Der Spannungs-
mittelpunkt ist stets als der der Nullinie ent-
sprechende Kernpunkt des wirksamen Querschnittes
anzusehen. In Fig. 194 mufs daher b auf der
Mitte der Schwerlinie 4 B des Dreiecks liegen
und daher, wie leicht ersichtlich, u = 249:’ und
t=%‘}- sein, Man kann daher aus dgr gegebenen

Lage des Kraftangriffspunktes b die Lage der Nullinie leicht be-
stimmen, indem man BN, =44 u. BN=4¢ macht. Der Span-
nungskeil hat jetzt die Form einer dreiseitigen Pyramide von der
Grundfiiche N BN, und der in B stattfindenden Randspannung
o, als Hohe. Ist daher ¥ die Fliche des Dreiecks, so mufs

Fig. 104.

; F-o T 178
sein N=—-5-- und daraws o' = e Ist Fig. 195.
« der Winkel NBN,, so wird e =
F = f—"—"‘—iﬂ-‘i(: 8:u+t-sina und somit ) /' T
’ e N o k| r au
G =:l---—---.—--. Mit 2=909 (Fig. 195) | / b |l
8 wu-t-sina / ot!
i a0 e

8 u-t’
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2. Graphisches Verfahren (Fig. 196).

In allen Fillen, wo die rechnerische Bestimmung der Nullinie
und der Spannungen zu einer aufserbalb des Kernes angreifenden
Druckkraft Schwierigkeiten macht, fibrt das auf 8. 236 fiir sym-
metrischen Querschnitt und Kraftangriff erlduterte graphische Ver-
fahren nach einer entsprechenden Verallgemeinerung auch fiir be-
liebige Querschnittsformen und Kraftangriffe bequemer zum Ziele.

Bei symmetrischem Kraftangriff war die Richtung der Null-
linie als senkrecht zur Symmetrieachse des Querschnittes von vorn-
herein sicher erkennbar, bei unsymmetrischem Kraftangriff ist dies
im allgemeinen nicht der Fall, man hat vielmehr zunichst eine
Richtung »'n' der Nullinie versuchsweise anzunehmen und danach
deren Lage zu bestimmen. Dies kann dann genau wie in Fig. 171
8. 236 geschehen, indem man zu dem Querschnitt in solcher Aus-
dehnung eine Seillinie, bezw. ein Seileck A ¥ B zeichnet, dafs der
voraussichtlich wirksame Teil desselben sicher einbegriffen ist. Zu
diesem Zwecke zerlegt man den Querschnitt in kleine, der ange-
nommenen Nullinienrichtung «'n' parallele Flichenstreifen 4 7,
AF,.... und sieht diese als Krifte parallel der »'n’ wirkend an.
1-2-3.....10-11 ist das entsprechende Krafteck, O der Pol,
H die Polweite. Zieht man nun durch den gegebenen Kraft-
angriffspunkt 4, der zugleich Spannungsmittelpunkt sein mufs, eine
Parallele zur angenommenen Nullinienrichtung »'»’ bis zum Schnitt-
punkte ' mit der ersten Seilecksseite I, bezw. mit der Tangente an
die Seillinie in .4 und von (' aus eine Gerade (' so, dafs Fl. ACE
= Fl: D EG wird, so mufs die Nullinie nn durch 2 gehen und
ist damit gefunden, vorausgesetzt jedoch, dafs die angenommene
Richtung »'n' derselben richtig war. Zum Beweise fir die dann
auch richtige Lage der gefundenen Nullinie n» haben wir bei den
aus der Fig. ersichtlichen Bezeichnﬁngen, das Trigheitsmoment des
wirksamen Querschnittes in Bezng auf nn nach 8. 24

J=2HFLAEGDF=2HF.CDF=2H" ';"
und das statische Moment S= H.«. Danach ist gemifs Gl. 7
i i =i ) Howary =5
PR H-u '
Die durch die Zeichnung gefundene Entfernung x;, der Nullinie nn
vom gegebenen Spannungsmittelpunkte » und damit die Lage der-
selben ist also fir die angenommene Richtung zutreffend.

= H- u-a,,
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Es bleibt nun noch zu untersuchen, ob diese Richtung selbst
richtig gegriffen war. Zutreffenden Falls mufs der der gefundenen
Nullinie entsprechende Spannungsmittelpunkt &, mit dem gegebenen
wirklichen Spannungsmittelpunkte b, welche nach obigem beide auf der
Geraden Cb liegen, genau zusammenfallen, die Mittelkraft N aller
Spannkrifte durch b gehen. Die auf die Flichenteile 4%,, 4F,

u. 8, w. wirkenden Spannkriifte berechnen sich zu 4 N, = a,’-‘%‘—-ﬂﬂ.

AN.‘,=al'-"’—;,’—-.cl.lf‘2 w.s.w. Verlingert man die Seiten des Seil-

ecks I, II, I1IT....IX bis zum Schnitt mit der Nullinie nn, so
entstehen auf derselben die Abschnitte 1'-2', 2'-3",...,8'-9’
und es ist ersichtlich das statische Moment 2,-4F, =1-2".H,
@y 4Fy=2'-3'-H u.s. w. Danach ist 4N, =al'—£:—r-1'-2',

4 N, =-al'-~‘;i-2'—3‘ u. 8. w. Die Spannkrifte 4N,, AN, ....dNy
werden also aus den Abschnitten 1'-2', 2'-3" u. s. w. erhalten

durch Multiplikation mit derselben Konstanten a,'- {—f Sehen wir

diese Konstante als Krafteinheit an, so erscheinen die Krifte 4 N,
AN, u.s. w. je durch einen der Abschnitte 1'-2', 2'-3' ... 8'-90'
ausgedriickt und man kann den Streckenzug 1'-2'-5',...9" als
ein den Kriiften entsprechendes Krafteck ansehen. Denkt man sich
nun die einander parallelen Krifte 4 N,, 4AN,.... um ihre An-
griffspunkte S;, S, u. s w. (Schwerpunkte der Fl. 4F,, 4F,....)
einmal parallel der Nullinie »n und ein anderes unter irgend einen
geeigneten Winkel « (etwa 45°) gegen dieselbe gedreht und in
beiden Lagen ein Seileck zu den Kriften gezeichnet, so erhidlt man
dadurch in bekannter Weise den Angriffspunkt b, ihrer Mittelkraft,
den der Nullinie nn entsprec®nden Spannungsmittelpunkt. Da
indes die Gerade »C als geometrischer Ort des Punktes b, durch
Zeichnung der Seillinie 4 ¢ D schon bekannt geworden ist, so hat
man nur noch notig, das zweite der vorgenannten Seilecke I', 11+,
III'. ... zu zeichnen.

Das geschieht am bequemsten, indem man nach Wahl eines
beliebigen Poles O' die den Polstrahlen I', II', III'.... ent-
sprechenden Seilecksseiten I, II', III'.... um den gleichen
Winkel « (siche Fig.) gegen die Polstrahlen dreht, als die Krafte
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AN,, 4N, ... gegen die Richtung der Nullinie nn gedreht wurden.
Eive Parallele zu dieser zweiten Kraftrichtung durch den Schnitt-
unkt L der #ufseren Seilecksseiten /' und 7.X" schneidet die Gerade
bC in b;, dem der angenommenen Nullinie entSprechenden Spannungs-
mittelpunkte. Fillt dieser wie in der Figur mit dem wirklichen
Spannungsmittelpunkte (Kraftangriffspunkte) & zusammen, so ist auch
die angenommene Nullinienrichtung n'»’ richtig und die durch Zeich-
nung erhaltene Nullinie nn die wirkliche. Weicht », in seiner
Lage auf der Geraden b(' wesentlich von b ab, so hat man eine
etwas verinderte Nullinienrichtung anzunehmen und die Konstruktion
2u wiederholen, bis ein befriedigendes Zusammenfallen von &; mit
b erreicht ist. Eine geringe Abweichung hat auf die Bestimmung
der Randspannung o, keinen wesentlichen Einflufs und kann meist
in Kauf genommen werden. Wihlt man, wie es meist ratsam, die
Richtung der Nullinie zunichst in Ubereinstimmung mit derjenigen
Nullinie »,'n,’, wie sie unter Annahme von Zugspannungen der
Kraftlinie S entspricht, s0 kommt man der wirklichen Richtung
meist ziemlich nahe. In welchem Sinne bei erforderlich werdender
Korrektur die Drehung der zuerst angenommenen Richtung der
Nullinie zu erfolgen hat, erkennt man leicht aus der vorhandenen
Abweichung der Punkte b, und &. Ein Verfahren, die erforderliche
Korrektur der Richtung von vornherein schiirfer auszufiihren, enthilt
Miller-Breslan, Graph. Statik I 3. Aufl. S. 90.

Ist die wirkliche Nullinie so mit befriedigender Genauigkeit
gefunden, so bestimmt sich die Randspannang o' in genau gleicher
Weise wie in Fig. 171. Man macht ni=w, dazu senkrecht

ik=% und zieht durch n und %k die Gerade n¢ bis zum Schnitt
mit der in / Senkrechten zur n/; dann ist f¢c =a,".

Fig. 196 stellt den Pfeilerquerschnitt aus Beispiel 1 8. 247 dar; »,'n,’
ist die dem dort gegebenen Lastangriffspunkte b beim Vorhandensein von
Zugspannungen entsprechenden Nullinie.

_ Die zuniichstige Benutzung dieser Richtung filhrte zu der Nullinie n,n,
und zu dem ihr entsprechenden Spannungsmittelpunkt b’. REine Anderung
der anfinglichen Richtung von n,'n,’ in '’ ergibt die Nullinie nn und den
mit b so gut wie genau zusammenfallenden Spannungsmittelpunkt by,

Im Krafteck sind die Flichenteile 4 F auf eine gemeinsame Basis von
2m reduziert und die Polweite H ist zu 5 m® angenommen. Die mafsstibliche
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Aufzeichnung ergibt u=38,m und e=3psm. Der Normalkraft N=3941t

N 394

entspricht ein - i =788 k8/ms=="Tss8 und man erhiilt eine grofste Druck-

spannung ‘
i $aE 7 8- ‘\,ah

e
—_l . — =rot 9 nt,
]1 ﬂ ui,l !

¢) Einflufs der Forminderungen auf die Normalspaunung.

Bei Ableitung der Regeln zur Bestimmung der Normal-.
spannungen o aus der sie erzeugenden Normal- oder Langskraft N
der dufsern Krifte (Gl. 8 S. 242 u, Gl 12 8. 245) ist der Einflufs
der durch die letztern hervorgerufenen Forminderungen auf die
Spannungen o nicht berficksithtigt, Lage und Richtung der an-
greifenden Kriifte als unverinderlich angenommen. Tatsichlich
findet mit dem Eintritt der Spannungen eine elastische Form-
inderung und damit eine gewisse Verschiebung und Richtungs-
inderung der angreifenden Krafte in Bezug auf die Stabquerschnitte,
in welchen die Spannungen bestimmt werden sollen, statt und es
bleibt noch zu untersuchen, welchen Einflufs diese Vorginge auf
die Normalspannungen haben. Vorweg mag bemerkt werden, dafs
der Einflus bei im Vergleich zu ihren Querschnittsabmessungen
verhiltnismifsig kurzen Stiben in vielen Fillen der Anwendung als
unerheblich aufser Acht bleiben kann, bei lingeren Stﬁben aber
unter Umstinden Beriicksichtigung fordert.

Die eintretenden Forminderungen bestehen im allgemeinen

L. in einer Gleitung (Parallelverschiebung der Querschnitte)
infolge der wirkenden Querkraft (Q = R-sing S. 226),

2. in einer Dehnung infolge der wirkenden Normal- oder
Lingskraftl (N= R-cos@ 8. 242) und

3. in einer Biegung infolge des Biegungsmomentes (1, bezw.
N-y, und N-az, S. 242),

Der Einflufs der unter 1 und 2 genannten Forminderungen
ist in den meist vorkommenden Fillen der Anwendung unerheblich,
verschwindend und soll hier daher nicht weiter verfolgt, die Unter-
suchung vielmebr allein auf den Einflufs der Biegung infolge einer
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der Stabachse parallelen und in irgend einem Abstande von derselben
“wirkenden #iufsern Normal- oder Liingskraft beschrinkt werden.*)
Wir setzen hier demnach als einzige fufsere Krifte zwei ent-
gegengesetzt gleiche, etwa in den Endquerschnitten des Stabes in
irgend einem Abstande ¢ von seiner Achse angreifende Normal-
oder Lingskrifte .V voraus. Der Stabquerschnitt werde zunfichst
symmetrisch zur Kraftlinie und zu seinen Hauptachsen angenommen
(Fig. 197).
Die Stabachse nimmt infolge Fig. 197,
des herrschenden Momentes bei den
gemachten Annahmen eine ebene o N n
Kriimmung an und die Biegungs- A e N
linie soll auf ein in ihrer Ebene
gelegenes rechiwinkliges Achsen-
kreuz X' Z bezogen werden, das die
aus der Figur ersichtliche Lage hat.
Der Hebelsarm der Kraft N
in Bezug auf die Schwerpunkte der
einzelnen Stabquerschnitte ist gleich
der verfinderlichen Ordinate 2, der
Biegungslinie. Ist diese also be-
kannt, so lassen sich die Spannung-
verhiltnisse in den einzelnen Stab-
querschnitten nach den Ausfithrungen
unter «, b und ¢ leicht ermittelp.
Nach G. 4a S. 227 ist in einem be-
“liebigen Querschnittspunkte
6=£+N-:n-: Y4
F J .
- und fiir ¢ = ¢ die Randspannungen
N N
ey = Te
Ist N positiv, eine Zugkraft (Fig. 197 «), so nehmen die Ordi-
naten z, von den Stabenden nach der Mitte hin ab und damit bei
prismatischer Stabform auch die Randspannungen. Der an den
*) Die Biegung infolge einer zur Stabachse senkrechten Kraft ist in den

meisten Fillen der Anwendung (kleine Durchbiegung) auf die Berechnung der
Spannungen ohne wesentlichen Einflufs (vergl. 8. 81).

Keck, Elastizititslehre. 18

|
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i
£
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Stabenden auftretende Grofstwert der letztern ist also eben so grofs
als er ohne Beriicksichtigung der Biegung in allen Stabquerschnitten
sein wiirde. Dieser Belastungsfall durch eine exzentrische Zugkraft
erfordert daher fiir die Anwendung eine weitere ‘Untersuchung nicht
und wollen wir ihn deshalb hier ausscheiden.

Ist &V dagegen negativ, eine Druckkraft (Fig. 1972), so nimmt
2, nach der Stabmitte hin zu; die Randspannungen o, und o,
stimmen nur in den Endquerschnitten mit den ohne Berficksichti-
gung der Biegung sich ergebenden fiberein, werden aber nach der
Stabmitte hin mehr oder weniger erheblich grofser als diese und
die Kenntnis der in der Stabmitte auftretenden Grdfstwerte ist
daher von Wichtigkeit.

Firr die Biegungslinie gilt, abgesehen von der eintretenden
geringen Verkﬁrzung des Stabes, die S. 87 abgeleitete Grund-

(I 2n J[
gleichung i = TR
N 1
Mit H-=—1? z, wird, wenn man TE=3A setzt,
1) d n — Zn -

da®~
oder, beiderseits mit oz, multipliziert,

_—

und daraus durch Integration
2\? 2

da
Fir d"" = (0, d. i. in der Stabmitte, nimmt z, seinen Grofstwert an.
Bezeichnen wir diesen mit «, so wird 0-=—,_(£;- und wir erhalten
nach Einsetzung dieses Wertes und entsprechender Ordnung
dzy, da : s :
2) T = -, Die weitere Integration liefert
3) arcsin =" =L 4+ ¢ oder
X a r

4 .’:=.-(£"_ )=.-£. 2 6inC.
) - =sin 1P‘+C', sin cosq+cosr gin ¢}
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Fir a=0 wird aﬁ§=0. cos§=l und 2, nimmt seinen

Kleinstwert ¢ an; o wird -~ =sin¢j. Fir 2=7 wird gleichfalls
z,==¢ und daher nach Gl. 4
¢ l
A
cos 0] ﬂ——‘-'—""':--t—"—--ﬂw-&--tg._;‘.
Blﬂ;

Die Gleichung der Biegungslinie lantet daher

5) -—-sin— ver tg‘ +cos_ ‘e,

Daraus folgt fir die Stabmitte mit m=i dio grofste Aus-
biegung :

6) a==c¢- Bm : tgz + ¢ cos- L o

l 2
o und mit i 4

k]
2 1JE
Bei der Ausrechnung des Wertes fir « kann man mit ge-

niigender Anndherung den cos-Wert des Nenners durch die ersten
beiden Glieder der cos-Reihe ersetzen, so dafs

! 1 (1 "E?)"‘ BN
9 mg=1—p() g =155 mn
Die grdfsten Randspannungen in der Stabmitte ergeben sich zu
9) | g, = N e S

Lina holzerne Siinle von qundntiu:hem Querschnitt 25/25 em und einer
Liinge !==500¢m, wird in ihren Endquerschnitten je von einer Druckkraft
N=—10000*& so ergriffen, dafs ¢==10c¢m wird.

7)

Damit wird
a= 2 = 10 = 10 =£=lﬂ,n em qund
10000 80 Oem
oox 260« ].ﬁ c0s 250 - |/ 136000 - 25°
__(mooo + 10,48-10000) _ — 57,58t
G e 9 - 25 ) 4 2ae
Filr l=10m= 1000 wird a==12,s em und
(wooo 4 125:10000) _ — G4 at
e bt WPy 1 T R e L

15*
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Ohne Beriicksichitigung der Biegung in beiden Fillen
A, (IDOOO + 10-10000)  — b4,unt
A=TNTEY ST 950 )T 4 osam’

Es mag hier noch bemerkt werden, dafs bei kleinen Exzentrititen
¢ fiir den Kraftangriff und bei langen Stiben die Beurteilung der
Tragsicherheit eines Stabes vielfach zutreffender nach den weiter
unten abzuleitenden Regeln fir die Zerknickung beurteilt wird als
nach Gl. 9. REine Vergleichsrechnung hat gegebenen Falls zu ent-
scheiden (vergl. Beispiel 2 8. 277 u. 289).

Ist der Stabquerschnitt nicht symmetrisch in Bezug auf die
Kraftebene (Fig. 198), so ist nach den Ausfihrungen unter b (S. 245)
auch die Spannungsnullinie oder

die Biegungsachse der einzelnen YRR
Querschnitte nicht senkrecht zur s L)
Kraftlinie, die Ausbiegung er- AL |
folgt nicht in der Kraftebene, "'8 i /,-’
sondern die Ebene der Biegungs- vy

linie ist senkrecht zur Nullinie AP
gerichtet, welche letztere eine der g 2 "“:‘:

Kraftlinie zugeordnete Richtung P

aufweist. =, ist senkrecht zu der b

der Nullinie parallelen Schwer- < G

achse n,n, 2u messen und auf g |

diese auch das Trigheitsmoment ./ N i

zu beziehen, so dafs in Gl 9 b. k

J mit J, zu vertauschen ' ist.
Fiir die Randspannungen o, und o, hat man jetzt aufserdem im
allgemeinen zwei verschiedene Abstinde ¢, und ¢; zu unterscheiden,
beide gleichfalls senkrecht zur n,n, gemessen.

Es wird dann fiir die Stabmitte

10) ¢ 8in @,

gy T ) R e ———
COSE.V_N__
2 Jnr'.E

alm£+a'N

und

11)

— —

.I" I;::‘ '
N aN

Oy =—

F Tl
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Ein 2,00m langes ungleichschenkliges Winkeleisen 10XC15)(1,scm stark
(Fig. 198) wird im Punkte b im Abstande c¢=15c¢m von seinem Schwerpunkte,
parallel dem lingeren Schenkel gemessen, von einer Normalkraft N = -— 5000 g
(Druckkraft) ergriffen; welche grifsten Spannungen o, und 4, treten ein?
Die Rochnung ergibt J,=830em!, J —=205em*, (, =275em! F=—35qscn
und fir die RlehtnngJ der der Y—Achw als Kraftlinie zogeordneten Schwer-
achse n,n, ts°n=(; 2,3:=I,on, n =47% Nach Gl 1 8. 32 wird
J,,=385em',  Aus Gl 10 folgt

e 5 5in 479 _5.0m __ 5:-0m i
200 = 8000 ©08'0m -coslsesy ot
27 | 3352000000

Ferner ist e,=6em, ¢, =D5aem also

____ (5000 , 3, 5000 _(@_3’,. 5030)_
i _(3_5"£E+ 385/6,1 TR 1Y) ) bt

Die Sicherheit des Winkeleisens gegen Zerdriicken ist also bei einer
Festigkeit des Stoffes von 3500 st eine W_E /afache. Bestinde der Stab

)=-—537l‘ wnd o=

aus Gufseisen mit einer Druckfestigkeit von 70008t und einer Zugfestigkeit

von 13008, so wiirde die Sicherheit gegen Zerdriicken eine %‘%::l”&cho

und gegen Zerreifsen nur eine %—mnd 9fache sein; trotzdem der Stab von
einer Druckkraft ergriffen ist, wiirde seine Zerstorung durch Zerreifsen er-

folgen. .In Wirklichkeit ist wegen der eintretenden Knickwirkung die Sicher-
heit gegen Bruch erheblich geringer (vergl. Beispiel 4 8. 289),

f) Zentrische Druckbelastung; Kuickung.

Wird bei der unter e behandelten Angriffsart eines Stabes
durch eine negative Lingskraft (Druckkraft) parallel der Achse des-
selben im Abstande ¢ von dieser ¢ =0, so geht der Kraftangriff
in einen zentrischen @iber (Fig. 199). In G 7 S, 275 wird, solange
der Nenner des Bruches auf der rechten Seite grdfser als Null ist,
mit ¢ auch a gleich Null. Theoretisch liegt demnach ein Anlafs
zum Ausbiegen des Stabes nicht vor und man miifste erwarten,
dafs bei hinreichender Steigerung der achsialen Druckkraft' eine
Zerstorung durch Zerdrficken erfolgen wiirde. Infolge unvermeid-
licher Ungenauigkeiten im Kraftangriff, oder geringer Ungleich-
mifsigkeit des Stoffes, aus dem der Stab besteht, tritt indes er-
fahrungsgemils, wenn seine Linge im Vergleich zu seinen Quer-
schnittsabmessungen ein gewisses Mafs {iberschreitet, bei hinreichender
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Grofse der Kraft N seitliche Ausbiegung, Knickung ein (vgl. S. 51),
die sich auch theoretisch wie folgt erklirt: Erreicht nimlich die
.Druckkrait N ein solches Mafs, dafs in Gl 6 u. 7

cosi=cos£-V—£=0

2r 2 YJE

wird, so vermag sie dem Stabe jede Ausbiegung o
beizubringen, denn mit ¢=0 wird nach GL.7 0-a=0,
was der Forderung der Gleichung geniigt. Einer
solchen Kraft gegeniiber befindet sich der Stab auch
bei vollig gleichmifsigem Stoff und genau zentrischem
Kraftangriff beziiglich der Aufhebung der dufsern und
innern Krifte im unsichern, labilen Gleichgewicht
und jede noch so kleine Abweichung von dem ge-
dachten genauen Zustande fihrt zu einer mehr
oder weniger plotzlichen Ausbiegung. Die Kenntnis
der kleinsten Druckkraft N, welche solche herbei-
zufibren vermag, erhilt man aus der Bedingung

Fig. 199.

o8 ;— =0, di cos-"— =1, der zufolge
ar r

l
[ — = oder
.

1) 7
l P sein mufs.

Ll
Setzt man ;-EV.}—E (vergl, 8.274) in GL 1 ein und 19st fir N

auf, so folgt s R T T
Eine solche Achsialkraft N, und natirlich auch jede grofsere, ver-
mag danach dem Stabe jede beliebige Aushiegung a beizubringen,
ihn also auch zu brechen, zu zerknicken.

Uber die Bedeutung der Zahl n gibt die Biegungslinie, bezw.
deren Gleichung Auskunft, die wir aus Gl. 4 8. 274 mit c=0 wie

folgt erhalten: Fiir 2 =0 wird z,=c¢=0, sin%=0, cos—f= 1

daher sinCy =0, 0;=0 und cosC;=1. Als Gleichung der
Biegungslinie fir achsialen Kraftangriff ergibt sich somit unter
Beachtung der GI. 1

W :
2) “a=@'8In —==gq+8in
r

9

anrx

‘ L
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deren geometrischer. Ausdruck im allgemeinen eine Wellenlinie ist;
denn alle Punkte derselben, fiir welche ;r sich um 27 bezw. 2n 7,

also die Abscisse @ um 2rx bezw. 2 nrxr unterscheidet, I
weisen gleiche Ordinaten :, und gleiche Richtung der
Biegungslinie auf. Das Mafs 2 »& bezeichnet also die
Linge einer ganzen und »x4 dasjenige einer halben Welle
(Fig. 200).

Weil nun nach Gl | /=nr-w=n-4, so ist n die
Zahl der halben Wellen, welche in der Biegungs- oder
Knicklinie vorkommen. Sie ist, wie leicht ersichtlich, ab-
hingig von der Art, wie der Stab eingebaut oder fest-
gehalten ist (Fig. 201). FEr wird immer so knicken, dafs die
kleinstmdgliche Zahl von halben Wellen entsteht, denn je kleiner »,
um 80 kleiner ist nach GL I der Knickwider-
stand, d. h. der dufserste Widerstand, welchen Fig. 201.
der Stab seiner Knickung entgegen zu setzen
vermag.

Ist der Stab daher nur an seinen Enden
drehbar festgehalten, so wird er in einer halben
Welle knicken; es ist n=1 ;

SRR

Ne=EJ5;.
Ist er auch in seiner Mitte bei ¢’ drehbar festgehalten, so knmickt
er nach zwei halben Wellen; es ist n=2

EJn®
.V=4-—?E,~“. :

In vier gleich weit voneinander entfernten Punkten festgehalten,
entstehen drei halbe 'Wellen; es wird n =3 und

y N s 9 EJn?

52

Der Knickwiderstand eines Stabes in einer bestimmten Richtung
ist nach Gl I verhiltnisgleich dem Trigheitsmoment des Quer-
schnittes in Bezug auf eine Achse senkrecht zu dieser Richtung.
Er ist also wie dieses im allgemeinen mit der Richtung der betr.
Querschnittsachse verdnderlich und am kleinsten in der Richtung
rechtwinklig zur Hauptachse 7/, fir welche das kleinste Haupt-
trigheitsmoment ./, in Frage kommt. Dieses ist daher bei An-
wendung der GI. I zu benutzen. Ist die Zentralellipse des Stab-

ig. 200,

1
|

L]

b

A
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querschnittes ein Kreis, so ist der Knickwiderstand nach allen
Richtungen derselbe.

Das Ergebnis der vorstehenden Untersuchung, wonach eine Kraft

-'—I—f}—— aber plotzlich jede beliebige

Ausbiegung a herbeizufithren, also den Stab auch zu knicken vermag, stimmt
mit ausgefiihrten Versuchen nicht ganz fiberein. Eine schiirfere Untersuchung
der Biegungslinie, bei welcher man statt der Annitherungsgleichung der

N<JE=® noch keine, eine solche N =

Biegungslinie ::—,H_*Fﬁ die genauvere Gl. 1’ 4 .;‘; verwendet (siehe
Grashof, Theorie der Elastizitit und Festigkeit) j’fﬁhrl; deon auch nach einer
umstiindlicheren Rechnung zu der etwas befriedigenderen Losung, dafs, sobald

die Druckkraft den Wert '”}—3‘—— erreicht hat, die Ausbiegung noch nicht

;]

jede beliebige Grofse annehmen kann, sondern zuniichst nuch Null Ibleibt und

erst mit einer gewissen kleinen Uberschreitung des Wertes eine und

I.l

zwar dann ganz bestimmte Grifse a erreicht. Wendet man aber die
schiirfere Gleichung auf bestimmte Fille an, so ergibt sich, dafs die Ver-
grifsernng vou N bei Stiben von verhiiltnismiilsig grofser Liinge nur sehr
gering zu sein brnucht um eine unzuliissig grofse Durchbiegung hervorzu-

bringen. N=JEZ 7; ist daher auch nach der schiirferen Rochnung wenigstens
anniherungsweise als die zerknickende Kraft, der Knickwiderstand zu be-
zeichnen. Die genauere Untersuchung in diesem Sinne fihrt danach fir
die Anwendung zu keiner wesentlich besseren Losung, als die hier gegebene

Entwicklung und ist aus diesem Grunde hier nicht mitgeteilt.

Die Gleichung fir den Knickwiderstand mit » = 1

v SO i
I) N="Ff—=EF-n 5

wurde von Euler entwickelt und wird nach ihm als die Euler’sche
Formel bezeichnet. Darin ist i der kleinste Triigheitshalbmesser
des Querschnittes.

Aus dem Knickwiderstande ' (Gl 1,) erhalt man die Knick-
festigkeit, d. h. die im Augenblicke der Zerstorung im Bruch-
querschnitte herrschende mittlere Druckspannung

-
3) -D.t""'F 2y OB —g— »

Wie weit man sich mit der Belastung eines Stabes durch eine
Achsialkraft dem dufsersten Knickwiderstande, bezw. mit der ein-
tretenden mittleren Knickspannung der Knickfestigkeit nahern darf,
hingt von der Wichtigkeit des zu erfillenden Zweckes, von der
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Art des Bauverbandes, in welchen der Stab eingebaut ist u.s. w.
ab und ist im wesentlichen Sache der Erfahrung. Bei ruhenden
Bauverbinden pflegt man bei Verwendung von Schmiedeisen etwa
1/5, bei Gufseisen /¢ und bei Holz /10 des dufsersten Knickwider-
standes als zuldssige Belastung zu wiihlen.

Je kleiner die freie Linge ! des Stabes von bestimmtem Quer-
schnitt ist, desto grofser berechnet sich nach Gl. I, sein Knick-
widerstand. Fiir einen gewissen Grenzwert der Linge ! wird
dieser gleich dem einfachen Druckwiderstande bei angenommener
gleichmifsiger Verteilung der Druckspannungen iiber den Stabquer-
schnitt. Jener Grenzwert der Linge mifste also als die dufserste
Grenze der Anwendbarkeit der Euler'schen Formel angesehen
werden, denn fir kleinere Lingen wiirde der Knickwiderstand den
Druckwiderstand iibersteigen und dieser letztere daher fiir die Be-
urteilung der Tragsicherheit des Stabes mafsgebend werden miissen.

Der genannte Grenzwert der Linge ! ergibt sich aus der
Gleichsetzung des Druck- und des Knickwiderstandes, bezw. eines
gleichen, dem verlangten Sicherheitsgrade entsprechenden Bruch-
teiles von beiden.

nJE L igs
g =% EFu
festigkeit des Stoffes bezeichnet (vergl. S.55). Die Losung far / ergibt

[ E l E
l=m.i- D oder ?_n']/b'
Fiir Schmiedeisen mit D}_:- 35600 und E=2000000* wird
beispielsweise

Man erhiilt #'- D=

, worin ) die Druck-

l 2000000
1_3'“ 3500 =1T5;
fir Holz mit =500 und £ = 120000
: IR 0N
=7 LM=49.

1

Je nachdem fir Schmiedeisen -i.—?;:T.’) und fir Holz %349

ist, wirde danach die Tragfihigkeit des Stabes in achsialer
Richtung nach der Euler'schen Formel oder nach den Regeln der
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Druckfestigkeit zu beurteilen sein. Es erscheint nun aber aus-
geschlossen, dafs eben innerhalb jener Lingengrenze schon eine
gleichmifsige Verteilung der Druckspannungen iiber den Querschnitt
stattfindet und eben auferhalb derselben bereits eine Verteilung
nach dem reinen Biegungsgesetz unter volliger Vernachlissigung
der reinen Druckspannungen vorausgesetzt werden kann. Vielmehr
mufs fir ein gewisses Ubergangsgebiet beiderseits der oben er-

mittelten Grenze fir das Verhiltnis T ein Zusammenwirken der

Biegungs- und Druckspannkrifte im Gleichgewicht zwischen der
Achsialkraft N und den inneren Spannkriften vorausgesetzt werden,
d. h. inf Augenblick der Zerstorung werden die grofsten Spannungen
im Bruchquerschnitt durch die Gleichung

V.
%) __+1 ca-e

bestimmt.

Je weiter das Liingenverbiltnis % sich nach unten von obigem

Grenzwerte entfernt, je mehr wird der Anteil des ersten Gliedes,
je weiter es denselben nach oben iiberschreitet, der Anteil des zweiten
Gliedes zur Entstehung der Spannung ¢ und zum Bruch beitragen.

Von diesen Erwiigungen ausgehend, ist unter Benutzung der
Euler'schen Formel die Formel von Schwarz und Rankine ent-
standen. * Nach der Euler'schen Formel ist der Knickwiderstand

~ FEJna? N N ae
J\ = — i = — 1
J’ und nach Gl. 4 ‘71 F+ r

hierin zundchst das Glied 7 80 wird N = g._f. Beide Werte fiir
e a

. Vernachlissigt man

N werden gle:chhedeutend wenn man unter 0; die Druckfestigkeit
D versteht. Die Gleichsetzung ergibt

. b) u-el——--];,%-t’.

Diesen Ausdruck fir ae, kdnnte man an betreffender Stelle in
Gl. 4 einfihren. Da indes die Gl 4 sowohl als die Euler'sche
Formel auf Grund des nur innerhalb der Proportionalititsgrenze
giiltigen Hooke'schen Gesetzes abgeleitot ist, bleiben sie fir den
der Bruchgrenze entsprechenden Wert 7) (Gl. 5) nicht ohne weiteres

mehr giilltig. Wir setzen daher Toqi=o und erhalten ae, = 12,

worin nun « eine durch hesondere Versuche zu ermittelnde
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Erfabrungszahl ist. Damit wird nach Gl 4 die durch die achsiale
Druckkraft IV erzeugte Druckspannung

N Neal! N a-
”) a=F+ =g =Fl+%)-

Im Augenblicke des Bruches wird o, gleich der einfachen
Druckfestigkeit 72 des Stoffes und man erhalt die Knickfestigkeit
(vergl. 8. 280) zu

6) o L A
b2 (Z)’
l 'i' ai\—
] 1
PRSI 1
Fii hRLLY, g
r Schmiedeisen kann « 10000°
fir Gufseisen und Holz a=;)610-—0 gesetzt werden.

Prof. Schwarz (in Hannover und Berlir) und Prof. Rankine
(in Glasgow) haben unabhingig von einander Gl. II aufgestellt.
Nach den Darlegungen auf S. 282 bietet Gl II in dem Grenz-

gebiet, wo die Gefahr des Zerknickens mit wachsendem % allmihlich

grofser wird, als die des Zerdriickens, gewisse Vorteile, namentlich
den, dafs die Biegungs- und Druckspannungen in einer dem Wesen
der Spannungsvorgiinge im allgemeinen wohl entsprechenden Weise
nebeneinander berficksichtigt werden.

Neuere Versuche, namentlich von Bauschinger, C. Bach und
v. Tetmajer haben indes ergeben, dafs das in G. II gegebene Gesetz
der Abhingigkeit zwischen den Spannungen ¢ und dem Lingen-

verhiiltnis »f:, insbesondere fiir grofse Werte des letztern, mit der

Wirklichkeit nicht befriedigend tibereinstimmt. Die Ableitung der
Gl. II befriedigt auch insofern nicht, als sie von der Annahme aus-
geht, daf die Zerstorung stets durch die mit N gleichsinnige
Spannung o, , also eine Druckspannung erfolgt, was bei grofsen

Werten von —i_—, wenn es sich um Stoffe von erheblich geringerer
Zug- als Druckfestigkeit handelt, wie Gufseisen, nicht zutrifft.

Die Versuche von v. Tetmajer haben gezeigt, dafs die
Euler'sche Formel fir folgende Werte von % einen mit der Wirk-
lichkeit befriedigend fibereinstimmenden Knickwiderstand ergibt.

=r
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1. Fir Schweifseisen %:» Y125
2, , Flufseisen -E:b 105.
3. , Gufseisen %::- 80.

4, ,, lufttrocknes Holz %>100.

Far unterhalb dieser Grenzwerte gelegene Liingenverhiltnisse
hat v. Tetmajer aus seinen Versuchen fir die Knickfestigkeit obiger
Stoffe folgende empirische Formeln abgeleitet:

1. Fiir Schweii‘seisen bei %=10—112

D= (3030 — 12,9 %) o

2. Fiir Flufseisen bei -g-=10—-105
Z at
Dy=(3100—11,4%)",

111) !
3. Fiir Gufseisen bei ?=5—-80

l . g! at
D,..=(7760-—1201.- +0,.;a(?) ) :

4. Fiir lufttrockenes Holz bei %= 1,8—100

I at

Dk-(293_1,943-) :
Der Knickwiderstand, bezw. die Tragkraft N ist in allen
Fillen N=F"D,. Bei Ermittelung der Querschnittsabmessungen
ist die zulissige mittlere Spannung gleich % zu wihlen, worin

der Sicherheitsziffer m fiir die einzelnen Stoffe die weiter oben
genannten Zahlwerte beizulegen sind. Der erforderliche Querschnitt

: N-m

Rechnet man nach den Gleichungen I, II und III z B. far
Schweifseisen und Gufseisen fir verschiedene Werte von é die
Knickfestigkeit 1), in * aus, so erhilt man die aus folgender
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Tabelle ersichtlichen Festigkeitszahlen, wobei der GI. II eine ein-
fache Druckfestigkeit fir Schweifseisen 70 =3500*, fir Gufseisen
D=7000" zu Grunde gelegt ist.

; ” Knickfestigkeit D, in at
¢ Nach Euler ; Nach 8chwarz |[Nach v.Tetmajer
ii at | at at
A. Fiir Schweiflseisen.

10 - | - I 3460 2900
20 | - 3365 2772
5 | —_" 2500 2385
g 8100 2125 1988
90 2170 1940 1870
100 1950 1750 1740
112 1580 1550 1585
150 850 1080 -
200 495 700 -

B. Fiir Gufseisen.

5 ] . 6975 7174
20 | — G481 5572
B o 1667 3085
50 1547 3070 1552
100 990 2334 i
150 400 1270 —
200 248 778 —

Danach stimmen - die Ergebnisse der Schwarz-Rankine'schen
Formel II bei Schweifseisen fiir mittlere Lingenverhiltnisse %

einigermafsen mit denjenigen nach der Euler'schen Gl I und mit
den neneren Versuchsergebnissen iiberein, weichen aber fir Gufs-
eisen von beiden sehr erheblich ab, was seinen Grund darin haben

diirfte, dafs fiir mittlere und grofsere Werte von % bei Gufseisen

die Zerstdrung durch zunichstige Uberwindung der Zugfestigkeit,
nicht aber, wie die Schwarze'sche Gl. voraussetzt, der Druck-
fostigkeit erfolgt. 2 ;

Verschiedene Fiille der Inansprachnahme auf Zerknicken.
In den vorstehenden Entwickelungen wurde vorausgesetzt, dafs die
Druckkrifte N genau in den Schwerpunkten der Endflichen
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angriffen, so dafs an diesen Stellen das Moment Null war. In der
Wirklichkeit wird dies nur dann annfhernd zutreffen, wenn die
Ubertragung der Druckkrifte auf den Stab mit Hiilfe von Spitzen,
Gelenken oder wenigstens abgerundeten Endflichen erfolgt, die dem
Stabe eine bestimmte Richtung seiner Enden nicht aufzwingen.

Ein solcher Stab (Fig. 202) wird in seiner Mitte zu der
urspriinglichen Achsenrichtung parallel bleiben, sich also in seiner
einen (oberen) Hilfte ebenso verhalten wie ein an Fig. 202.
dem einen (unteren) Ende fest eingespannter oder
mit breiter Fliche unterstiitzter Stab, der am Vai ?
anderen (oberen) freien Ende belastet ist. Bei 5‘ f
einem Stabe letzterer Art von der freien Linge | &
+ {; darf mithin zar Berechnung der Tragfihigkeit
nicht diese Linge 7, fir / in die Formeln I bis III
eingefiihrt werden, sondern es ist in jenen
Gleichungen 7=21/, zu setzen, so dafs beispielsweise nach Euler

; : EJxn® .
die zerknickende Kraft N= 3 sein wiirde, zu welchem Er-

gebnis man auch gelangt, wenn tl;an in GL I die Zahl n der halben
Wellen gleich /2 setzt.

Ist der Stab von der Linge /, aber an beiden Enden fest
eingespannt oder mit breiten Flichen aufgelagert (Fig. 203), so
ist eine seitliche Ausbiegung nur mittels zweier Fig. 203,
Wendepunkte 72 und % in der Biegungslinie .
mdglich. Das Mittelstick DE zwischen den
Wendepunkten entspricht einer halben Wellen- i
lange, wihrend AD und BE je ein Viertel r Hy
Wellenlinge darstellen. Da nun die GI. I, Il und |
11T sich aof den Grundfall beziehen, wo der Stab {25
gsich nach einer halben Welle biegt, so ist 1=1/21,
in die Formeln einzusetzen. Die zerknickende

“ 2
Kraft wirde mit n=2 nach GL. I N=4EJY.

B sein; dieser Fall

ist daher gﬁ_tm;tiger als der Grundfall.
Ist der Stab an dem einen (unteren) Ende eingespannt, an
dem anderen aber so gehalten, dafs er hier eine beliebige Neigung

annehmen, sich aber nicht aus der urspriinglichen Achse entfernen
kann (Fig. 204), so ist zu dieser Fithrung eine besondere seitliche
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Kraft erforderlich. Die Biegung bedingt* einen Wendepunkt C.
Man kann diesen Fall in #hnlicher Weise besonders entwickeln wie
den Grundfall (s. Grashof, Theorie der Elastizitit Fig. 204,

und Festigkeit, 2. Aufl,, S. 166; Winkler, Lehre
von der Elastizitit und Festigkeit, S. 181), doch
wollen wir uns hier daranf beschrinken, das Er-
gebnis anzufahren, dafs die zerknickende Kraft etwa
72

F

N=2EJ

wird. Man kann hiernach auch auf diesen Fall die Grundformeln
I, II und III anwenden, nur mufs als Grundlinge / die Strecke

BC= Ti-'§=0.70? {, eingefihrt werden. (Der Wendepunkt C liegt

etwas tiefer als der untere Drittelpunkt.) Die Tragfihigkeit ist in
diesem Falle doppelt so grofs wie in dem Grundfalle.

Hiufig passen die gegebenen Umstdnde eines gedriickten
Stabes auf keinen der besprochenen Fille mit geniigender Ge-
nauigkeit. Stfitzt sich z. B. ein Stab von der Linge 7, mit eben
bearbeiteten Enden gegen feste Flichen, so sind die Enden weder
ganz frei, noch auch als unwandelbar eingespannt zu betrachten.
BEs wird also die Grandlinge zwischen den beiden Wendepunkten
=121, aber auch 7<=/, sein. In solchen und anderen nicht-
ganz sicheren Fillen ist es ratsam, mit der ungiinstigeren Annahme
I==1, zu rechnen und die (vielleicht) giinstige Wirkung der ebenen
Endflichen lieber zu vernachldssigen.

Ist ein Stab nach allen Richtungen in gleichem Mafse frei
oder in gleichem Mafse fest eingespannt, so kommt nur das kleinste
Trigheitsmoment des Querschnittes fir die Widerstandsfihigkeit
gegen Zerknicken in Frage (vergl. S. 279). 1In solchen Fillen sind
diejenigen Querschnittsformen vorteilhaft, fir welche die Zentral-
ellipse ein Krgis wird; es ist dann nach allen Richtungen gleiche
Steifigkeit vorhanden; eine Vergrdfserung der Steifigkeit nach nur
einer Richtung wire offenbar unzweckmifsig. Kreis, Quadrat,
Kreisring, hohles Quadrat, kreuzformiger Querschnitt n. dgl. ergeben
gsich hiernach als geeignete Querschnittsformen.
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Anwendungen.

Beispiel 1: Eine gufseiserne Siiule von H,0m Hohe soll mit 60000 kg
achsial belastet werden. Der Querschnitt sei ein Kreisring. Die Siinle soll
unten mit ebener Fliiche anfruhen, oben drehbar, aber durch das Gebiilk in
ihrer Achrsrichtung gefibrt sein. Man wiirde demnach hier als Grundlinge

nur f=i/.g% zu rechpen brauchen, doch soll auf diesen giinstigen, aber nicht

hinreichend “sichern Einflufs keine Rilcksicht genommen, vielmehr 7==>500cm
gesetzt werden, Die Sicherheitsziffer mioge gleich 6 genommen werden.

Sind D und d der iiufsere und innere Durchmesser, so ist

J Dt d?
o | - | | - P ) . e St
J=(D 11]64 F=(D 11)4, Oy o e
Benutzen wir zuniichst die Euler'sche Formel und nehmen nach 8. 284
@i fache Sicherheit an, so ist als zerknickende Kraft N=6-60000 zu nehmen,
= 2

and man erhilt 6-60000=1000000 P HIT _Eo ittels dioser
(leichung kann selbstverstindlich nur eime Unbekannte bestimmt werden.
Wir nehmen daher willkiirlich etwa D==1/20l==25em an und lidsen die
Gleichung nach d auf, was d==21,3em ergibt. Daraus erhiilt man den Quer-
schnitt F==135a'm und mittlere Knickspannung g-—ﬁ-—-—-—': 3,? 0—444 at,

Rechnen wir nun zom Vergleiche mit der Schwarz-Rankine'schen

Formel, mit der zuliissigen Druckspannung a,=$=1167 at, so wird

60 000 ( 1 500%16 1 0
1167 = o d’} 5000 (D" + @) + 1). Legt man auch hier I)==2j em
zu Grunde, so liefort die Gleichung d==220em und die mittlere Druck-
gpannung (Knickspannung) wird ﬁ: Gg: ?0 = 680 at,

Nach der v. Tetmajer schen Formel GL IIT, erhilt man bei sechs-
D
facher Sicherheit — - {L < (D? — d?) = 60 000, d. i.

6

500 - 4 5000 18) 1 ®o ry o
und daraus mit D=25em d=20scm, Die mittlere Druckspannung wird
60000 _ 400

150
Die Ergebnisse nach Enler und v. Tetmajer sﬁmman noch be-
friedigend iiberein, dasjenige nach Schwarz weicht jedoch in unzulissigem
Mafse ab,

(7760 —120.

Beispiel 2: Ein 2, ¢em langer Winkeleisenstab aus Flufseisen vom Quer-
schnitt 10> 10 3¢ 12em ist an seinen Enden drehbar festgehalten. Die
znliissige achsinle Belastung desselben bei fimffacher Sicherheit soll berechnet
werden.
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Das kleinste Triigheitsmoment ist

Jy=286pem!' F=—2927cm? ;.._V...—__ 1,05 cm
In Gl I ist n=1 und daher
1 =*JE 1 =x*.86,2-2000000
Newg o —pr—sm o —tars = 4550 k.
Die mittlere Druckspannung wird %50=_,00h Ds, ?:: =128, so0
erhiilt man nach Gl II mit a —__-_E@
N 3500 - 22,1‘ — 5000 ¥.
6(I+ 128 )
10 000

Da 1',:: 105, liegt der Fall aufserhalb des Anwendungsgebietes der

v. Tetmajer'schen Formeln und es kann daher eine vergleichsweise Roch-
nung nach diesen nicht in Frage kommen.

Beispiel 3: Das ungleichschenklige Winkeleisen 8. 276 hat ein kloinstes
Triigheitsmoment J, == 30 em* und hei der Liinge I==200¢m einer angreifenden
Achsialkraft gegeniiber nach Euler einen Knickwiderstand

x*+ 30 . 2 000 000
N——-—-——mo, = 14800 k.

Die 8. 277 angenommene Druckkraft von 5000 % wiirde danach selbst bei
achsialem Angriff nur mit einer rot 3fachen und bei Gufseisen nur mit einer
rot 1'/2fachen Sicherheit aufgenommen werden konnen. Man erkennt daraus,
dafs bei kleinen Exzentrizititen ¢ fiir den Kraftangriff die Tragsicherheit cines
Stabes vielfach zutreffender nach den Regeln fir die Zerknickung beurteilt wird.
(Vergl. 8. 277.)

Beispiel 4: Die achsiale Tragfiihigkeit ecines holzernen Pfostens von
6om Liinge und quadratischem Querschnitt von 25¢m Seite soll mit zehn-
facher Sicherheit bonehn:t werden, i g

Es ist i’—%—%—ﬂ also 1=Tem und——--ﬂ——as Danach
berechnet sich mit K= 120000at ypd der einfachen Dmckfutlgkeit D =500
die Knickfestigkeit

X,
1. Nach Euler D=7 gf'_o‘l_-no-t
2. , Schwarz D= '_50'3"'{%_‘_'“210“
("*’5'000

8. , v.Tetmajer 1), =293 — 1483 ==1310u,
Daraus folgt die zulissige Belastung ]7{)

1. Nach Eunler N=25.95. == 10 600 k.

2. 4 Bohwars N.—_~25.25.2‘%}=|:}muk:.
3 4 v.Tetmajer N=25.25. E!--S’UO‘I

Keck, Elastizitatslehre. 19
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Dabei ist zu bemerken, dafs das Liingenverhiiltnis %:83 bereits aulser-
halb, d. h. unter der durch die v. Tetmajer'schen Versuche ermittelten
Grenze fir die Giltigkeit der Euler’schen Formel -: = 100 liegt, und die

Anwendung dieser Formel danach also hier zu grosse Werte liefert. Ersichtlich
zu hoch erscheint das Rechnungsergebnis nach der Schwarz'schen Formel.

VI. Drehungsspannungen, Drehungen.

a) Reine Drehungsspannungen.

Ein gerader Stab befinde sich unter der Wirkung dufserer Krifte
im Gleichgewicht und die beiderseits einer Schnittebene ¢¢ an-
greifenden Krifte bilden je ein Kriftepaar, dessen Drehungsebene
rechtwinklig zur Stabachse also parallel der Querschnittsebene ge-
richtet ist (vergl. Fig. 8 S. 7). Das Gleichgewicht jedes der beiden
durch den Schnitt getrennten Stabteile fordert dann, dafs die in
der Schnittebene auftretenden Spannkvifte in ihrer Gesamtheit
gleichfalls ein dem angreifenden &ufseren entgegengesetzt gleiches,
also in der Schnittebene liegendes Kriftepaar bilden. Ein solches
kann nur durch Tangential- oder Schubspannkrifte entstehen, nur
golche konnen also durch den bezeichneten Angriff der H#ufseren
Krifte in der Schnittebene hervorgerufen werden. Mit denselben
tritt eine elastische Gleitung der Teilchen beiderseits unmittelbar
neben der Schnittebene gegeneinander, eine gegenseitige' Drehung
oder Verdrehung benachbarter Querschnittsebenen und damit .eine
Verdrehung oder Torsion des ganzen Stabes ein, soweit er der be-
zeichneten Wirkung unterliegt. Die auftretenden Schubspannungen
werden daher in diesem Falle Drehungs- oder Torsionsspannungen
genannt.

1. Stab von kreisfdrmigem oder kreisringférmigem
Querschnitt.

Der Stab habe fiberall gleichen Querschnitt, also zylindrische
Form und das um die Stabachse drehende Kriftepaar greife am
Ende des Stabes an (Fig. 205). Durch Versuche ist festgestellt,
dafs Halbmesser eines Querschnittes auch nach eingetretener Drehung
noch geradlinig sind. Daraus folgt, dafs die Gleitung in der
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Achse bei O (Fig. 206) Null ist und verhltnisgleich mit dem
Abstande © von O nach aufSen Fig. 205.
zunimmt. Da nun nach G 2 8.70

%
2 ra ( C
9
d. b. die Gleitung verhiltnisgleich AT g
mit der Schubspannung ist, so 7
mufs auch die Schubspannung e

mit o verhiltnisgleich sein. Be-

zeichnet man daher diejenige am

Aufseren Umfange im Abstande 2 mit r und die im Abstande o
eintretende: mit 7,, so ist Fig. 206.

2) T &

_ o R
Fiir eine diinne Ringfliche von der Dicke ®
do, dem Halbmesser o und der Fliche d F, in

welcher durchweg die gleiche Schubspannung 7,
herrscht, ist daher unter Beachtung der Gl. 2 die Schubspannkraft,
der Schubwiderstand
IT=dF -t,=dF —.o.
[ (F 'l‘, dF 7 0
Dem entspricht ein widerstehendes Spannungsmoment
dMn-= ;éth- &i?.

Durch Integration erhilt man das insgesamt widerstehende
Spannungsmoment, und die Gleichheit desselben mit dem Moment
M des nngreifenden Aufseren Krﬂftepaareg fithrt zu der G}eichung

o T R
M= R 'S;fFQ?.

Darin ist der Integralwert das polare Trigheitsmoment J,-
(vergl. 8. 10) und es wird

3) M'_—‘:;E'J,,.
Ifrach Gl 28 8. 22 ist fiur den kreisformigen Querschnitt

J, 5 #2' und daher far den volizylindrischen Stab

3a), My 5 R

19
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Fiir den kreisringformigen Querschnitt ist nach Gl. 30 8. 22
J,.=‘-'25-(w—-r1), also fir den hohlzylindrischen Stab

T R —pt
_"2_'“_.'}‘_"—-

Der Winkel 9, um welchen sich ein Querschnitt gegen einen
um [/ davon enifernten verdreht, heifst der Verdrehungswinkel.
Die Berechnung desselben ergibt sich wie folgt: Infolge der Ver-
drehung nimmt eine urspriinglich gerade Zylinderseite A B (Fig. 205)
die Form AC einer sehr steilen Schraubenlinie an. Der Winkel
7, welchen diese mit der Geraden 4 B einschliefst, ist die der
Schubspannung 7 der Aufseren Mantelfliche entsprechende Gleitung;
daher wird der Drehungsbogen BC=yI. Weil aber auch
BC'= R0, 80 wird y-l=R-1, also unter Beachtung der Gl.1u.3

S S ) PR 4.
4) e Yo Y e 7
Fiir den vollzylindrischen Stab wird

3b) M=

4a) 0= (;3:[;4 und fiir hohlzylindrische

y E?(R‘ —rf) &

Die Gleichungen 3 lassen sich nach Beliohen zur Berechnung
des Drehungsmomentes M, das von einem Stabe bei gegebener
zulissiger Schubspannung = aufgenommen werden kann, oder zur
Bestimmung der durch irgend ein Drehungsmoment erzeugten Schub-
spannung v, oder endlich zur Berechnung der Querschnittsabmessungen
benutzen, welche der Stab bei gegebenem Drehungsmoment M und
gegebener zuldssigen Schubspannung 7 erhalten mufs.

2. Stab mit rechteckigem Quersthnitt.

So einfach die Ableitung der durch die @Gleichungen 3 u. 4
ausgedriickten analytischen Beziehungen zwischen dem Drehungs-
moment M, der grifsten Schubspannung = und dem Verdrebungs-
winkel @ fiir einen voll- oder hohlzylindrischen Stab sich gestaltete,
so verwickelt fallen die beziiglichen Entwicklungen bei Stiben von
anderen Querschuittsformen aus. Ergab sich beim kreis- oder
kreisringformigen Querschnitt, dafs die durch ein Drehungsmoment

L ]
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in einem solchen hervorgerufenen Schubspannungen fiir jedes Flachen-
teilchen rechtwinklig zum Mittelpunktsfahrstrahl desselben gerichtet
waren, so weisen die Schubspannungen in Stiben mit rechteckigem
Querschnitt im allgemeinen davon abweichende Richtungen auf.

In irgend einem Punkte P eines rechteckigen Querschnitts mit
den Koordinaten # und y herrscht im allgemeinen eine Schubspannung,
deren Richtung von vornherein nicht ohne weiteres bestimmt zu
fibersehen ist, die sich aber stets in zwei Seitenspannungen 7, und =,
rechtwinklig zu den Seiten des Querschnittes, bezw. zu den Achsen
eines rechtwinkligen Koordinatenkreuzes X Y zerlegen lassen (Fig.207).
Mit der Lage von P fndert sich auch die Grofse dieser Seiten-
schubspannungen v, und 7,, und aus dem auf S. 72 nachgewiesenen
Satze, wonach die an irgend einer Stelle
innerhalb eines Korpers in zwei zu-
einander senkrechten Ebenen normal zu . I"’ o
deren Daurchschnittslinien auftretenden
Schubspannungen einander gleich sind

» f.,__._f___
und gegen jene Durchschnittslinie I i 'x]
T a

Fig. 207.

~

gleichen Richtungssinn haben, folgt, _+L__L__ _,; i |
dafs 7, (ar alle auf den Seiten 4D R 7 il
und BC liegenden Querschnittspunkte, 4
und 7. fir alle anf AB und DC I !
liegenden Punkte Null sein mufs, weil j —t

in den die Querschnittsebene in A B,
BC, CD und DA rechtwinklig schneidenden Aufsenflichen des Stabes
Schubspannungen nicht herrschen kdnnen. Daraus folgt das auf
den ersten Blick fiberraschende Ergebnis, dafs in den Eckpunkien
A, B, ¢ und D des Querschnitts sowohl 7, als auch 7, gleich
Null und in ihnen daher keinerlei Schubspannung vorhanden ist.
Von der tatsichlichen Richtigkeit dieses Schlusses kann man
sich leicht auch durch einen einfachen Versuch fiberzeugen. Versieht.
man die Oberfliche des Stabes vor der Verdrehung mit einem Netz
von Quadraten, so zeigt sich, dafs diese bei der Verdrehung sich
im allgemeinen in Rhomben verwandeln und dafs sie nur an den
Kanten 4, B, ¢ und D ihre urspringliche Form beibehalten haben.
Die Abweichung der Rhomben von den Quadraten, bezw. die ein-
getretene Winkelinderung oder Gleitung ermdglicht auch einen
Schlufs auf die Verdnderlichkeit der Grdfse der Spannungen 7, in
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der Richtung der Seiten A 72 und C'B, bezw. 7, in der Richtung
der Seiten A B und € 72, denn Gleitungen und Schubspannungen
sind verhiltnisgleich.

Ausgefihrte bezigliche Versuche haben ergeben,  dafs die
Gleitungen und Schubspannungen in den Punkten 2 uvnd &' des
Querschnittsumfangs am grofsten sind, welche der Stabachse am
nichsten liegen, in den Mittelpunkten F und 2/ der kurzen Seiten
also weniger stark ausfallen. Die Schubspannnngen 7 in den Mitten
E und ¢ der langen Seiten stehen zu denjenigen 7, in den Mitten
F und 77 der kurzen Seiten in folgender Beziehung !

T h
Das Gesetz der Zunahme der Spannungen r, und 7, in den Seiten
A D und BC bezw. A B und €' D von den Eckpunkten 4, B, ¢'und D
nach den Mitten kann nach den vorliegenden Versuchen, insbesondere
von C. Bach, und in Uheremst:mmung mit den Ausfihrungen auf
8.182 u. f. fiber Verteilung der Schubspannungen als ein parabolisches
angenommen werden.

Durch Versuche ist ferner festgestellt, dafs die Hauptachsen
(X und Y) des Querschnittes wihrend der Ve:drehung gerade und
zueinander rechtwinklig bleiben. Die erstire Tatsache gestattet
den Schlufs, dafs die Gleitungen und Schuuspannungen in Puankten
der Hauptachsen senkrecht zu diesen von innen nach aufsen
verhltnisgleich mit dem Abstande vom Schwerpunkte zunehmen.
Macht man die hiernach wahrscheirliche Annahme, dafs
1. die Spannung 7, verhiltnisgleich ist mit » und ebenso
t, verhiltnisgleich mit y,
2. die Spannung 7, in parabolischer AbLingigkeit von y und
7, in parabolischer Abhingigkeit von « steht,
so erhélt man zwischen den grofsten Spannungen T und 7, in den
Punkten % und H bezw. & und F und den Spannungen v, und v,
in einem beliebigen Punkte P (2, y) folgende Beziehungen:

JFiir die Spannung :’ eines Puanktes der Seite A7) mit der

Ordinate y wird yg:(g) =7-7':7 und daraus

mefitf)
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und ebenso fiir einen Punkt der Seite €' mit der Abszisse a»
unter Beachtung der GIl. 1 :
; 42°\ __d 427
3) f =Tl(l_ (i’)—r h(l—_tig_)'
Ferner wird r.:t'=z:d/2 und

7,:7'=y:M/2 oder unter Beachtung der G.2u.3

: 222_ 2.?,'( 43;'-'
4] T,=T --‘dv =T _d 1—-—};5—-)
3 ey 2y-d 4z?
b) =" "}T‘“=T'—Er( __dT)

Auf ein Flichenteilchen dF bei P wirken nun die Schub-
spannkrifte 7.-d F bezw. v, -d F und diese liefern zu dem inneren
widerstehenden Spannungsmomente in Bezug auf die Achse O
einen Beitrag dMy=(ts @+, y)dF.

Das Drehungsgleichgewicht der inneren und dufseren Krifte
bedingt danach die Gleichung

M= f(t,,x +71,-y)d F
oder unter Beachtung der Gl 4 und 5

M=2t-g‘{; (1-—5.3!_)4_}%3,:(1_%)}(2}1

4
=27 {Wdﬁ‘m"‘ ’”5.1:_; :IF+}2§VdFy2 k'fd 2yt dF}.

Jatd F=J,, [fy’dF=J, sind die Haupttrigheitsmomente
des Querschnitts und es ist

- d dRP 5L hd®
lir v =pn=g=1 =2
Endhch ist noch zu ldsen
SAF-2 y’=fda 2t dy-y.
Ein wagerechter Flichenstreifen von der konstanten Breite dy

liefert zu dem Integralwerte den Beitrag
L]

.+z -
d?
dy - y*- w9d1:=dy.y9.—

und die ganze Fliche ergibt A
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Danach wird

o o]
M=ribs — a3

L R e

lﬁ-ds-hs }_ ' uI-‘)' 4ng .
s K e 7

. L S : _4 J|
6) _M=-§ FampwiaCimey und ebenso M—B—r,-m, oder
- (8 Ma. 3 Mk

) B e R

Da J,>J,, so ist t=7,. Die durch ein Drehungs-
moment in einem Stabe von rechteckigem Querschnitt
hervorgerufene Drehungsspannung ist also in den
Punkten am grofsten, welche der Stabachse am nichsten

liegen, nimlich im Abstande ‘;: Fiir die Drehungsfestigkeit

ist nicht wie beim zylindrischen Stabe das polare Trigheitsmoment,
sondern das-kleinste Haupttrigheitsmoment mafsgebend.

Der Verdrehungswinkel ¥ eines Stabes von rechteckigem Quer-
schnitte wire nach der im Querschnittspunkte E (Fig. 207) herr-
schenden Spannung 7 und der daraus folganden GIe:tung y=r10

G Y y 4. h. mittels Gl 13, S. 69, z P A Jj zu erwarten, nach
der im Punkte H herrschenden Spannung 7, = v 4 aher 7
n !l _3M
G ; h 4G Jl

In Wirklichkeit verdrehen sich die beiden Symmetrieachsen des
Querschnitts anndhernd um das arithmetische Mittel dieser beiden
Werte, d. h. es ist ungefihr

3 ML (1 1
9 d= Tt )

Die beiden Symmetrieachsen bleiben zueinander rechtwinklig;
die dibrigen vom Mittelpunkte aus gezogenen Radien verdrehen sich
um verschiedene Winkel und treten aus der urspriinglichen Quer-
schnittsebene heraus, so dafs diese in eine krumme Fliche iiber-
geht. Bessere Ubereinstimmung mit Bauschinger's Versuchen
(Civilingenieur 1881, 8. 115 u. f.) ergibt sich noch, wenn man
38 = 0,375 mit 03 vartauscht. also setzt:

¥ et R



VIa. Reine Drehungsspannungen. 297

Nach Einfibrung von M = -gr (Gl. 13) wird hieraus

9  9=08g (1+J'-’)=-o,s%3(1+ﬁ).

Fiir Stibe mit aus Rechtecken zusammengesetzten Querschnitten
ist die theoretische Entwickelung von Regeln zur Berachnung der
Schubspannungen aus dem Drehungsmoment in fir die Anwendnng
brauchbarer Form bislang nicht gelingen. C. Bach hat indes aus
vom ihm angestellten eingehenden Versuchen Formeln hergeleitet
und in seinem Werke Elastizitit und Festigkeit mitgeteilt, worauf
hier verwiesen werden moge.

Anwendungen,

Beispiel 1: Auf einor Maschinenwelle (I'ig. 208) befinden sich zwei Zahn-
riider im Abstande I=250cm voneinander. Am Umfange des rechtsseitigen
vom Halbmesser = 40 ¢m
wirke eine Kraft K ==1000 kg Fig. 208.

Dadurch entsteht ein Dreh- ! =

moment M == 40 000 cmkg, o
welches durch ein gleiches [ Y|
Widerstandsmoment am an- 4oem
deren Zahnrade aufgehoben R Ay ,.-‘,0,__”______}_-,_: )

werden moge. Die zuliissige
Schubspannung moge mit Richsicht auf mbgliche Unregelmiifsigkeiten der
Bewegung nur zu t == 2008 angenommen werden, dann gilt fiir den erforder-
lichen Wellenhalbmesser »
200-Yar* s =40000 oder »r=5cm,
Die elastische Verdrehung der beiden Zahnrider gegen einander betrigt (GI. 4)
200 250 1

= 300000 5 —80°

oder in Graden 0943,

Beispiel 2: Bei einem Quadrate von der Seite d als Querschnitt ist

M—: FI:: 21'dr—~0!ad 3r; :
beim Kreise vom Durchmesser d.
Fr
M-...-)—r—- Fdr= l—ﬁd’x-r-(),id'_r.

Bei gleichem Querschuitt F' ist also der Kreis, bei gleicher Breite (Durch-
messer = Quadratseite) das Quadrat gegen M widerstandsfihiger.
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b) Dreh- und Biegungsspannungen.

In vielen Fillen der Anwendung treten neben den reinen
Drehungsspannungen gleichzeitig Biegungsspannnungen auf, und aus
dem Zusammenwirken beider, die ihrem Wesen nach Schub- und
Normalspannungen sind, ergeben sich nach S. 194 Gl 5 und 6 die
Hauptspannungen und Materialanstrengungen.

1. Stab von kreisfdrmigem und kreisringfdrmigem
Querschnitt.

Ist fir irgend einen Stabquerschnitt 3/, das Biegung-, M, das
Drehungsmoment, so ist nach Gl. 3 8 84 die ontstehende grofste

Biegungsspannung (Randspannung) 6 = M MR ivachGLS

J/e J
{ M, R
8. 201 die grofste Drehungsspannung 7 = A Da nach 8. 22

Gl. 27 J,=2J, so erhalten wir nach S. 194 GI. 5a die entstehenden
Hauptspannungen :

a MR /]I R\E, [MaR)?
0, =—+ TR el ) 47, i
: 2*-]/()"' 2J+V(2J)+(2J)‘d"’

1) 0:=

LotV 3055 302,
Nach Gl. 6a 8. 194 ergibt sich daraus die grofste Material-
anstrengung
G ;
%) 8=a — 42 ;f}r{iﬂb"' VM»"'-I-Md’}a

4
worin fir den Vollzylinder J =—4§— und fiir den Hoblzylinder
m(R¥— 1)

J= 7i

zu setzen ist.

2. Stab mit rechteckigem Querschnitt

Hier ist zu beachten, dafs die grofste Biegungsspannung davon
abhingt, gegen welche Querschnittsachse rechtwinklig das gegebene
Biegungsmoment wirkt. Wir wollen uns hier zunichst auf die beiden
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in der Anwendung meist vorliegenden Hauptfille beschriinken, wo
das Biegungsmoment in den Richtungen der Hauptachsen des Quer-
schnitts wirkt. Am ungiinstigsten wird der Stab beansprucht, am
grofsten fallen die Stoffanstrengungen aus, wenn das Biegungs-
moment in der Richtung der Hauptachse 77 wirkt, weil
dann sowohl fir die grofsten Biegungs- als Drehungsspannungen das
kleinste Triigheitsmoment in Frage kommt.

; W Mvd
Es wird dann nach Gl. 3 S. 84 erstere o=——=""t"
Tofe . 2J3
und nach Gl. 7 S.296 r=-;';’; v‘"}' % - Nabh Gl ba 8 404 arkalton
2

wir die Hauptspannungen zu

M,-d V M,-d \? 3M,,-d)? :
o + Q' HevG
gl R (2-2-J2)+(8 Tk

d e
3) =15 {,u; +V M + (10 g
und daraus die grofste Stoffanstrengung in der Mitte der langen
Querschnittsseiten g

o e s i),
Wirkt das Biegungsmoment in der Richtung der
Hauptachse 7, so erhilt man die Hauptspannung und grofte Stoff-
anstrengung in der Mitte der kurzen Querschnittsseiten, indem man
in GL 3 w. 4 J, mitg/, und die Querschnittsbreite ¢ mit der Hohe &
vertauscht. Es ist indes nicht in allen Fillen sicher, dafs bei dieser
Richtung des Biegungsmomentes in der Mitte der kurzen Querschnitts-
seite die iiberhaupt grofste Anstrengung auftritt. Jedenfalls aber ist
der Punkt, in welchem diese herrscht, auf dem Querschnittsumfange
zn suchen. Umschreiten wir diesen, so treffen wir im allgemeinen
sechs Punkte, in denen die Stoffanstrengung zu einem relativen
Maximum wird. Zwei derselben erkennt man leicht als in der
Mitte dei kvrzen Seiten liegend, wihrend die vier andern sich in
symmetricche - Lage auf den langen Seiten befinden. In welchen
von diesen Punkten der absolute Grofstwert der Anstrengungen
entsteht, hiiagt von dem Verhilltnis der Breite des Querschnittes zn
seiner Hohe und von dem Verhiltnis des Biegungs- zum Drehungs-



300  Zweiter Abschnitt. Elastizitdt und Festigkeit gerader Stibe,
moment ab, In irgend einem Punkte der langen Seite mit der
Ordinate y herrscht nimlich die Biegungsspannung

a, "E'_y_=Mb'y
Vv TRIR J,

und nach Gl 2 die Schubspannung

g 4y’)_§.£fﬂ( _4y
g ’(1"‘7.5""8 g oy At

Daraus erhilt man die Hauptspannungen

_%. (fg)’ 2
a=2Tf\2)*"

und die grofste Stoffanstrengung

LI i) ({’z)' 2.
§ 8 o‘,-|—4V 9 + 72,

oder, wenn man die obigen Werte fir o, und 7' einsctzt

SM-y b (‘M.-y)'* 3 M,,-d)’( 4_.,2)2
A _— — - ——— —_ — —
b)vi smpret T 137, +(8 L)

Hierin erscheint also s als Funktion von y und wird fir zwei
Werte von y zu einem Maximum. Die Bestimmung desselben mit

Hilfe der Gleichung gﬁ'= 0 fallt indes sehr umstindlich aus

und fihrt zu einer fiir die Anwendung, etwa zur Berechnung der
Querschnittsabmessungen brauchbaren allgemeinen Gleichung nicht.
Man hat daher gegebenenfalls Querachnittsabm@ungen versuchsweise
anzunehmen oder unter vorliufiger Benutzung der GI. 4 zu berechnen
und dann riickwiirts nach Gl. 5 fiir verschiedene Werte von y die
eintretenden grofsten Anstrengungen s zu berechnen und danach
deren Zulissigkeit zu beurteilen, bezw. eine entsprechende Quer-
schnittsvergrofserung vorzunehmen.

Wirkt das Biegungsmoment in beliebiger von den Querschnitts-
hauptachsen abweichender Richtung so Jifst sich fir jeden Punkt
eines Querschnitts nach GI. 8 8. 242 u. f. die dort herrschende Normal-
spannung und nach Gl 2 u. 3 8. 294 u. 205 die Schubspannung
und aus beiden die Anstrengung bestimmen. Es soll darauf indes
hier nieht niiher eingegangen werden.
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Anwendungen.

Der Zapfen A der Kurbelwelle Fig. 209 wird rechtwinklig zur Achse
des im Querschnitt rechteckigen Kurbelschaftes durch cine Kraft K== 10000 k¢
ergriffen. Dabei entstehen im Kurbelschaft Dreh- und Biagungupmnum;en.
Das Verdrehungsmoment M, ist fir alle Querschnitte des Schaftes konstant
und bei den aus der Fig. ersichtlichen Lingenmalsen

. My=13.10000= 130000 em/xg.
Das Biegungsmoment ist im Querschnitt t¢ gleich Null und wiichst ver-
hiiltnisgleich mit dem Abstande von t¢. Der Schaft soll eine annihernde

Fig. 209.

Form von gleichem Widerstande erhalten und mufs daher in seinen Quer-
schnitteabmessungen vom Schnitt ¢¢ bis ¢'""¢"""" allmiihlich anwachsen. Die
grofste Stoffanstrengung soll 8008t nicht tberschreiten. Wir wilhlen die
Dicke d durchweg konstant gleich 8em und wollen die veriinderliche Hihe
bestimmen. Denken wir uns den Qnerschnitt nach dem Gesetz seiner Hohenzu-
bezw. Abnahme bis zu den Schnitten ¢¢ und £ """ einfach rechteckig fort-
gesetzt, so ergibt sich fiir den ideellen Querschnitt ¢'''¢""" das Biegungsmoment
My = 1000050 == 500000 em/gz. Setzen wir aufserdem in Gl 4 8. 299
§ =800, d=8em und, da da.: Biegungsmoment in der Richtung der Haupt-

achse I wirkt, J,=Jl=8—i'$- und vertauschen d mit &, so erhalten wir

durch Auflésung der Gl 4 fir &

3
e ]/a aoo{.; r"""‘3“’“'1' V’sooooo-.;-(“ 130000)=1_29m
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Fir den Querschnitt im Abstande gleich 40em yon t¢ wird M 4010000
und also

i 3 (38 5 )
h —-]/m 1—4--400 000 + T-V‘wonom + (150 - |3ouun;t’ = 20 om,

Fir den Mittelquerschnitt M, ==25-10000 also

= b [1 5 e ‘_ %
"—}/3—.30014 + 260 000 +- - -/'250000% + (1,5 - 180000)*) = 16 sem,

Im Abstande gleich 10em yon ¢t Mb-= 1010000 und

}/a 800“ 100000+ <V 100000% + (1,5 - 130000)41 12,9em,

In dem idecllen Schaftquerschnitt t¢ ist M, =0, hier kommt also nur das

Verdrehungsmoment in Frage, Die stirkste Schubspannung tritt in der IunFern

Querschnittsseite auf. In Gl 4 verschwindet M, und es ist J, = 5:4 =

g et
Damit wird :
3 5 :
h=m T 1 130000 = 14‘|CIII_

Es bleibt noch festzustellen, ob die vorliufig stillschweigend gemachte
Annahme, dafs die absolut stiirkste Anstrengung in des Mitte der kurzen
Querschnittsseite liegen wiirde, tatsiichlich zutrifft. Wir erkennen, dafs dies
in dem Querschnitt ¢ sicher nicht der Fall ist; denn hier ergibt Gl. 5
fiir die Mitte der lingern Seite (h==124) mit y = 0 (Biegungsspannung Null)

5 8 Mq:d 5 3 130000.8-12

P e e B e Pt ey i it ind b Sl BB 1
R AITTIET T B & ke

In einiger Entfernung von der Mitte der liugern Seite fir kleine Werte von

y wiirde. GL 5 noch griofsere Anstrengungen ergeben. Eine Vermehrung der
Querschnittshéhe ist im Querschnitt ¢' ¢ also erforderlich.

Wir wollen jetzt mit Hilfe der Gl. 5 die Anstrengung in den lingern
Seiten des Querschnittes 1"'t¢" von der errechmeten Hohe h=1Gpcm

.R3
nither untersuchen. Mit J,= 18’;28 =T00em* u, J; - lm. = 3000 em*,

My=25-10000, M,;=130000 erhalten wir
fiir y.—__(}m 8 =694t
y=l¢ll 3=720al‘
y=2em =725,
y=3em g=T07a,

Das relative Maximum der Anstrengung in der lingern Seite liegt danach
otwa bel y=20em_ ist aber mit s=7258 kleiner, als die der Berechnung
der Querschnittshohe zu Grunde gelegte Anstrengung s == 800 st in der Mitte
der kurzen Seite. Die hier errechnete Hohe ist also hinreichend, und dasselbe
ergibt sich fir die in den Querschnitten /¢ und ' t"" errechnete Hohen.



VIb. Dreh- und Biegungsspannungen. 308

Die Auftragung der errechneten Hohen ergibt cine von der Geraden
nur wenjg abweichende Linie, Hilt man daher die in den Schnitten ¢¢ und
¢"" ¢ cerrechneten Hohen fest und withlt eine gerade Verbindung der ent-
sprechendon Punkte, so ergibt sich fir die zwischenliegenden Querschnitte
cine geringe Verstirkung, die auch fiir den Schnitt ##' geniigen dorfte. Mit
Hiilfe der GL 5 ist dies leicht zu kontrollieren.

Es soll noch der Durchmesser der Welle im Schnitt ¢°¢° berechnet
werden. Fiir diesen ist M, ==29.10000 und M, ==50.10000 em/xg. Daher

nach GL 2 S. 208 mit J="" f‘

und &= 800 at

]
= Lo i S emmm———
B Vﬂ-SOO{{ 290000 + -1 290000:4.500000:}:9“.,
d. i. der Durchmesser D) == 18 cm,
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Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der Buchstaben.

Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der in
den Formeln benutzten Buchstaben unter Hinweis
~auf die erkldrenden Stellen des Buches.

A Stitz- oder Auflagerdruck des
linken Endauflagers (8. 93).

B desgl. des. rechten Endauflagers
(8. 98), wium

O Auflagerdrnck einer Mittelstiitze
(8. 126), 25 -°

C,y Centrifugalmoment einer Fliche
in Bezug auf ein Achsenkreuz zy
(8. 10).

Oentrifugalmoment einer Fliche
fir rechtwinkliz gemessene
Abstiinde # und y in Bezug
auf ein schiefwinkliges Achsen-
kreuz (8. 14).

D Druckfestigkeit eines Stoffes (8. 52
u. 55).
D Mittelkraft aller Druckspannkriifte
in einem Querschnitte (8. 232).
D, Knickfestigkeit eines Stabes
(8. 280).
E Elastizititszahl eines Stoffes (8.50).
F Querschnittsfliche eines Stabes
oder Balkens (8. 49 u. 226).
F,, ¥,, F,, Flicheninhalte der Seil-
liniendreiecke bei der zeichne-
rischen Bestimmung derFliichen-
momente zweiter Ordnung nach
Mohr (8. 28).
Fy Momentenfliiche (8. 115).
G Gleitzahl (8. 70).

1
Cey,

H Polweite in einem Krafteck fiir
die Zeichnung eines Seilecks
(8. 94, 95),

J, J,, J, Achsiale Trigheitsmomente
einer Fliche (8. 9).

Je,s Jy, Trigheitsmomente einer
Fliche fiir rechtwinklig ge-
messene Abstinde @ und y in
Bezug auf ein aehiefwinkllgu
Achsenkrenz (8. 14).

J, u. J, Haupttriigheitsmomente einer
Fliiche (8. 32).

J,, Polares Triigheitsmoment einer
Fliiche (8. 10).

K Kraft (8. 49).

K Kernpunkt (8. 252).

L Gesamte Triigerlinge (8. 176).

M Angriffs- oder Biegungsmoment
(8. 84).

M, M, ... M, Stitzmomente (S, 145).
N Liingskraft, Normalkraft fiir einen
Querschnitt (8. 226, 241).

P Einzellast eines Balkens (8. 94).
@ Querkraft in Bezug auf einen Stab-

oder Balkenquerschnitt (8. 226,
241),

S8, statisches Moment eines Quer-
schnittsteiles auf der einen Seite
der Nullinie in Bezug auf diese
(8. 180).



Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der Buchstaben,

" Tangential- oder Schubwiderstand
in einem Querschnitte (8. 90).

W Widerstandsmoment eines Quer-
schnittes (8. 84).

Z Mittelkraft aller Zugspannkriifte
in einem Querschnitte (8. 232).

« grofse Halbachse der Triigheits-
und Centralellipse Haunpttriig-
heitshalbmesser (8. 84). °

a, gugeordneter Halbmesser der
Centralellipse (8. 35).

a Abstand einer Last vom linkeit
Indauflager (8. 93, 96).

a Stiick eines Gerbertrigers (8. 169).

a grofste Ordinate der Bieguurgs-
linie eines von einer Lings-
kraft N ergriffenen Stabes in
Bezug auf die Richtungslinie der
Kraft als Abscissenachse (8.273).

b kleine Halbachse der Trigheits-
und Centralellipse (S. 34).

b, zugeordnete Halbachse derCentral-
ollipse (S. 35).

b Abstand einer Last vom rechten
Endanflager (8. 93, 96).

b Stiick eines Gerbertriigers (8. 169).

b Breite eines rechteckigen oder aus
Rechitecken gebildeten Quer-
schnitts (8. 15, 16, 85),

¢ Senkang der Mittelstiitze eihes

dreifach  gestiitzten Balkens
(8. 126).

¢ Exzentrizitiit einer Liingskraft N
(8. 273). 5

. d BStiick eines Gerbertriigers (S. 169).

d Elastizitiitsgrenze fitr Druck(8.52).

d Breite eines Rechtecks (8. 258).

¢ Abstand der am stiirksten ge-
spannten Stelle im Querschnitt
eines gebigenen Stabes von
der Biegungsachse (8. 83).

¢ Breite des wirksamen Teiles eines
Querschnittes (8. 288).

f Durchbiegung  eines
(8. 117).

Balkens
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¢ stiindige Belastung fiir die Liingen-
einheit (8. 161).

h Héhe eines rechteckigen oder aus
Rechtecken gebildeten Stab-
querschnittes (8. 85, 238).

i Triigheitshalbmesser (8. 10).

k Kernweite (8. 230, 250).

m I Querelastizititszahl (8. 61).

m Verhiiltnis der mittleren Elastizi-
tiitszahlen fiir Zug und Druek
eines dem Ho ok e'schon Gesetz
nicht folgenden Stoffes (8. 207).

n Verhiiltnis verschiedener Breiten
eines Querschnitts (8. 208).

n Sicherheitsmafls gegen Bruch
(8, 56),

n 7Zahl der halben Wellen hei einem
knickenden Stabe (Fuler'sche
Formel) (8. 279)0x

p Belastung der Liingeneinheit eines
Balkens, inbesondere bewegliche
Belastung (8. 93 u. 157).

q volle Belastung der Liingeneinheit
eines Balkens (8. 170).

r Htlfsgréfse (Knickfestigkeit)

(8. 274, 278),
s Anstrengung (S. 60, 62, 194),
¢ Btiirke der Kopfplatte eines Blech-

balkens (8. 20). 2
g Stirke dor Einlage bei Verbund-
Talken (8. 214).

¢ Abstand einer Druckkraft N von
der Kante R eines Stabquer-
schnittes (8. 233).
w veriinderliche lotrechte Héle siner
graphisch ermittelten Momenten-
fliiche (8. 94, 96).
w Abstand einer lLast vom linken
Auflager (8. 131).
2 Abscisse ecines beliebigen Quer-
schnittspunktes (8. 9, 11, 241)
2, Abscisse dos Angrifispunktes einer -
Normalkraft in einen Stab-
querschnitt (8, 241).
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¥ Ordinate eines beliebigen Quer-

schnittspunktes (S. 9, 11, 241).
¥n Ordinate des Angriffspunktes einer

Normalkraft in einem Stab-

querschnitt (8. 241).

z Abstand eines beliebigen Quer-
schnittspunktes von der Schwer-
achse (8. 180, 225).

# Elastizititsgrenze fir Zug (8.°51).

£, .Abstand des Angriffspunktes einer
Normalkraft von der Schwer-
achse eines symmetrischen Stab-
querschnittes (8. 225).

a Biegungswinkel (S. 114).

a Knickziffer (8. 283).

a Verhiiltnis der Randspannungen -

in einem Verbundbalken (8. 220).

a, Neigungswinkel der Nullinie
(8. 256).

a; Neigungswinkel der Kraftlinie
(S. 256).

£ Verhiiltdiszahl fiir die Entfernung
der Einlage in einem Verbund-
balken von dessen Aufsenkante
(8. 220).

Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der Buchstaben,

& Neigungswinkel der Verbindungs-
graden benachbarten Stiitz-
punkte eines Balkens (8. 145).

7 Gleitung (8. 70).

r Dichtigkeit des Maunerwerks
(8. 237).

e Dehnung (8. 50).

n Einflulsordinate (8. 156).

A Liinge eines 'I'rigerfeldes bei
mittelbarer Belastung (8. 158).

# Multiplikator einer Einflufsfliiche
(8. 158).

& Abscisse des Schwerpunktes der
Momentenfliche Fy (8. 140,
142).

p Kriimmungsradius der Biegungs-
linie (8. 86).

o Normalspannung (Zug-oder Druck-
spannung) (8. 49, 51, 225 1, 241),

9, o, Hauptspannungen (8, 192),
9, a, Randspannungen (8. 82, 84 u. 86).

t Schubspannung (8. 69, 179).

7, wagerechte und lotrechte Schub-
spannung in der Achse eines
Balkens (8. 181).
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Verzeichnis und Bedeutung der in den Formeln
benutzten Buchstaben — im Band 2 dieses Werkes.

A Auflagerdruck des linken Endauflagers (8. 209);
» lotrechter Kimpferdruck am linksseitigen Auflager eines Bogentriigers
(8. 71);
B Auflagerdruck des rechten Endauflagers (8. 209);
lotrechter Kiimpferdruck am rechten Auflager eines Bogentriigers (8.71);
Centrifugalmoment einer Bogenlinie (8. 139);
Spannkraft in einer Strebe (Diagonalen) eines Fachwerks (8. 281);
aktiver Erddruck gegen eine Wand (8. 380);
passiver Erddruck oder Erdwiderstand (8. 383);
Gesamtdruck in einer Fuge eines Gewdlbes (8. 193);
" Querschnittsfliche eines Stabes oder Bogentriigers (8. 87, 70);
Querschnitt des Bandes eines Bogens (S. 105);
F(u)="fs(e"+4 e—"*) (zur Kettenlinie) (S. 171);
G Gleitziffer (8. 17);
«» stiindige Knotenpunktslast=(8. 297);
« Gewicht einer Stiitzmauer (8. 403);
H wagerechte Seitenkraft in einem Triigergurt (S. 211);
» Horizontalschub eines Bogentriigers oder Gewdlbes (S. 72, 98, 136, 184);
. wagerechte Spannkraft im Scheitel einer Ketten- oder Drucklinie (8. 166);
M Biegungsmement (S. 14);
M, Scheitelmoment eines Bogentriigers oder Gewdlbes (8. 154, 195);
M, und M, Einspannungsmomente eines Bogentriigers oder Gewdlbes
(8. 186, 195); ' :
M, Kernmoment (8. 70);
N
0
P
P’I
Q
S

w8 mas

=~

Liingskraft, Normalkraft fiir einen Querschnitt (8. 35);
Spannkraft im Obergurt eines Triigers (8. 207, 218);

* Binzellast (8. 67) besonders auch bewegliche Einzellast (8. 82, 98);

Bezeichnung einer Gruppe von Kriiften P, , P,, usw. (8. 339);
Querkraft in eipem Schnitte (8. 16, 70); y
Spannkraft eines Stabes bezw. einer Ketten- oder Drucklinie an be-
liebiger Stelle (8. 166, 224);

8" Spannkraft eines Fachwerkstabes infolge einer Last Eins in bestimmter
Richtung (8. 341);

S, Spannkraft eines Stabes in einem statisch unbestimmten Fachwerk, das
durch Beseitigung Uberzihliger Stitzwiderstinde oder Stibe statisch
bestimmt gemacht ist (8. 864);



/ Spannkraft im Untergurt eines Trigers (8. 207, 218);

Spannkraft in einem Stindér (einer Vertikalen) eines Fachwerks (8. 218);
und W, Widerlager- (Kimpfer-) Driicke eines Bogentrigers oder Ge-
wolbes (S. 67, 72, 99);

wagerechte Spannkraft an beliebiger Stelle einer Drucklinie fiir Erd-
belastung (8. 201);

statisch unbestimmte Grofse (S. 364).

Wandscheerkraft eines Triigers (8. 208);

und 2, ionere und fufsere Formiinderungsarbeit (8. 11);

und ﬂlr innere und idufsere Verschiecbungsarbeit (8. 11);

diejenige Strecke der linken Auflager-Lotrechten eines Triigers, welche
zwischen den Gurtrichtungen einer Schuittstelle liegt (8. 208, 258, 286);
diejenige Strocke der rechten Auflagerlotrechten eines Triigers, welche
zwischon den Gurtrichtungen einer Schnittstelle liegt (8. 208, 258, 286);
Hohe des Spannungsmittelpunktes der Scheitelfuge eines Bogentrigers
oder Gewdlbes tiber der Mitte der Fuge (8. 155, 196);

Scherfestigkeit (Kohiision) eines Erdkbrpers (8. 155, 196);

Linge einer Fachwerkstrebe (8. 285, 295);

unters Stiirke einer Stiitzmaver (8. 403);

Gewdlbestiirke an beliebiger Stelle (8. 193);

Gewdlbestiirke im Scheitel (8. 192);

GewOlbestirke am Kampfer (8. 194) bezw. an derjenigen Stelle eines
Erddruckgewdlbes, wo die Mittellinie lotrecht steht (8. 205);
Bogenteilchen einer Kurve - (Mittellinie eines Stabes oder Bogen-
triigers) (8. 51, 100);

Kontingenz- oder Zentriwinkel eines Bogenteilchens ds (8. 51, 100);
Abstand der am stiirksten gespannten Stelle eines Querschnittes von
der Biegungsachse (8. 69);

» Hohe des Angriffspunktes des Erddrncks fiber der Unterkante der

e

o
hy

by,

Wand (8. 382, 898);

Pfeilhihe eines Bogens oder Gewdlbes (8. 72, 192);

stiindige Belastung der Lingeneinheit (8. 85);

Triigerhohe an irgend einer Stelle (8. 208, 257);

Hohe einer Stitawand (8. 380);

freie lotrechte Standhdhe eines Erdkorpers (8. 385);
Uberhthung eines Erdkorpers (8. 390); .
Triigerhthe in der Mitte einer Spannweite (8. 211, 283, 289);

k=2D:h* beim Erddruck (8. 382, 392);

k

I
n

b

vom Querschnitt abhiingige Zahl bei Berechnung der Normnlaplnnnngen
in krummen Stiiben (8. 87);

Spannweite eines Bogentriigers oder Gewdlbes (8. 72, 97, 192);
Anzahl der Knotenpunkte eines Fachwerks (8. 220);

Bolastung der Lingeneinheit besonders bewegliche Belastung (8. 81);

Pq U py fdufserer und innerer Druck auf eine Gefifswand (8. 59);

P

Erddruck auf die Hoheneinbeit einer Wand (8. 382);
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g Belastung eines Erdkorpers fir die Flicheneinheit des Grundrisses

(S. 402);

Gewicht der Bogeneinheit einer Kette (S. 168);

Krimmungshalbmesser im Scheitel einer Ketten- oder Dmckﬁ:l& (8. 187);

Anzahl der Stiibe eines Fachwerks (8. 220);

Liinge cines Fachwerkstabes (8. 333);

Temperaturzunahme eines Bogens (8. 104);

t, und ¢, Tiefe des an den Kdmpfern wirkenden Seitenschubes H eines
Bogentrigers oder Gewblbes unter den Mitten der Kimpforfugen
(8. 145, 195):

u=a:r Hilfsgrofse (Kettenlinis) (8. 171);

w Abstand des Schnittpunktes der Gurtrichtungen (an einer Schnittstelle
eines Triigers) von der linken Auflager-Lotrechten (8. 208, 258);

» verinderliche Breite eines Querschnittes (8. 14);

¥, Belastungshéhe im Scheitel (bei wagerechter Belastungslinie) (8. 176);
£ Ordinate der Kiimpferdrucklinie eines Bogentrigers (8. 120, 148);
» DBelastungshthe einer Ketten- oder Drucklinie (8. 166);
#, Belastungshthe im Scheitel einer Ketten- oder Drucklinie (8. 167);
dds Vergrofserung des Bogenteilchens ds (8. 19);
dde Vergrofserung des Konmngonz- oder Centriwinkels eines Bogen-
teilchens (8. 19);
4h Einflufs der Belastung eines Erdkdrpers auf den Erddruck (8. 402);
41 Vergrifserung der Spannweite I eines Bogentriigers (S. 100);
ds Verliingerung eines Stabes von der Linge s (S. 833);
« Neigongswinkel ecines Bogens oder einer Drucklinie am Kimpfer
(S. 118, 194);
» Neignngswinkel der Stitzwand eines Erdkérpers (8. 390);
r Dichtigkeit (Gewicht von 1¢bm) eines Erdkérpers (8. 380);
1 Dichtigkeit des Mauerwerks (8. 192, 403);
¢ Neigungswinkel einer Strebe D) eines Fachwerks (8. 235);
» unbestimmte Abweichung des Erddruckes D von der Normalen zur
- Wand (8. 397);
» olastische Verschichung eines Punktes eines von Kriften ergriffenen
Korpers oder eines ebenen Fachwerkes (S. 13, 20, 334);
2 a clastische Verschiebung eines Punktes a infolge einer in ihm angreifen-
den dinfsern Kraft Eins in der Richtung derselben (8. 337);
dq, elastische Verschiebung eines Punktes a in der Richtung einer in ihm
angreifenden Kraft infolge einer in einem Punkte b angreifenden Kraft
Eins (8. 837);
¢ Dehnung (8. 86);
» Wiirmedehnung (8, 104);
c=¢-+ 2 ¢ Hilfsgrifse (Erddruck) (8. 390);
" & Kleine Verhiiltniszahl, welche die Einwirkung der Verkiirzung der
Mittellinie eines Bogens oder Gewdlbes, sowie der Verlingerung der
Spannstange eines Bogens darstellt (S. 117, 144, 185, 193);
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Einflufs-Ordinate (8. 106, 146, 257);

Neigungswinkel eines kreisférmigen Bogens an einer Laststelle (8. 118),
Neiggngswinkel einer Ketten- oder Drucklinie an beliebiger Stelle
(8. 166);

Neigungswinkel der Gleitebene eines Erdkirpers (S. 380);
Neigungswinkel zweier benachbarter Stibe eines Stabzuges gegeneinander
(8. 850);

Linge eines Faches im Fachwerke (8. 289);

Neigungswinkel des Untergurts eines Triigers (S. 206, 218);
Kriimmungshalbmesser eines einfach gekriimmten Stabes (8. 85);
Krimmungshalbmesser einer Ketten- oder Drucklinie an beliebiger
Stelle (8. 167);

y @, Radial-, Tangential- und Achsialspannungen in Gefhl‘awﬁnden.
Richmngswinkel (8. 50);

Natiirlicher Boschungswinkel eines Erdkorpers (8. 378);

f\nderung des Richtungswinkels der Stiibe eines Stabzuges (8, 350)-
Neigungswinkel des Obergurts eines Triigers (8. 206, 228).
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