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Vorwort.

Als gegen Ende des Jahres 1897 die KFrage an den Unter-
zeichneten herantrat, ob er die Herausgabe dieses nunmehr vor-
liegenden Bandes der Henmmourz'schen Vorlesungen ithernehmen
wolle, konnte er nicht voraussehen, dafs in den niichsten Jahren —
eines ausgenommen — ihm zuerst in Greifswald, dann hier ab-
norme amtliche Schwierigkeiten bevorstehen wiirden; sonst wiirde
er im Interesse eines schnelleren Erscheinens der ,Wiirmetheorie%,
allerdings mit schmerzlichem Bedauern, darauf verzichtet haben, an
diesem Werke der Dankbarkeit mitzuarbeiten.

Zur Verfigung standen dem Herausgeber zuniichst das Notiz-
buch des Meisters vom Sommer 1890 und die stenographische Nach-
schrift (siche Vorrede zu Band V) vom Sommer 1898: dann noch
Hefte, die er selbst als Zuhorer zu Anfang der achtziger Jahre
mitgeschrieben und ausgearbeitet hatte, und zwar von der fiinf-
stiindigen Winter-Vorlesung , Einfiihrung in die theoretische Physike,
in welcher der Wiirmetheorie ein erheblicher Raum gewithrt wurde.
In verschiedenen Semestern, ja sogar in verschiedenen Stunden des-
selben Semesters pflegte HruamowLrz verschiedene Betrachtungsweisen
derselben Frage zu bringen; jede originell; wenn es nicht zweck-
miifsig schien, den Zusammenhang der einen Darstellungsweise
durch eine andere zu unterbrechen, ist letztere in kleinerem Druck
eingeschoben, was auch mit manchen gelegentlichen vom Hauptwege
abzweigenden Abstechern geschehen ist. Vielfach lagen fiir die Be-
arbeitung nur Andeutungen vor; wo solche aber in einigermafsen
bestimmter Form ausgesprochen waren, sind sie stets verfolgt und
ausgefithrt worden. Sprach doch auch Hrrmmornrz selbst wieder-
holt bei solchen Andeutungen sein Bedauern iiber die Knappheit
der ihm zur Verfugung stehenden Zeit aus. In ganz besonderem
Mafse gilt das fiir die Entwickelung des Begriffs der freien Energie
und seine Anwendungen, unter ihnen eine vollstindige Theorie der
Losungen. Heramorrz hatte sie am Schlufs des Semesters gebracht,
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nach den Theoricen der molecularen Wirmebewegung; der Heraus-
geber hat sich in diesem Punkte eine grolsere Umstellung erlaubt
und die Binfihrung der freien Energie sogleich der Ableitung und
Erliuterung des Entropie-Begriffs folgen lassen, damit die Unab-
hiingigkeit von der Atomistik auch in der @ulseren Anordnung her-
vortrete. In der Ausdrucksweise sind Eigenthitmlichkeiten des Meisters
beibehalten worden: ich glaube, mancher andere seiner Schiller wird
sie mit Vergniigen wiedererkennen. In Bezug auf die hinzugefiigten
Litteraturnachweise mufs ausdriicklich abgelehnt werden, dafs sie
auch nur einigermafsen vollstiindig wiiren; es sollten nur die eigenen
Arbeiten Heummonrz', diejenigen, auf welche er selbst hingewiesen
hat, und welche sich an das von ihm Gesagte ankniipfen, erwithnt
werden.

Auf die Verdienste von Jurrus Roperr Mayer, die HELMBEOLTZ
ja bekanntlich wiederholt selbst anerkannt, die er sogar Dritten
gegeniiber vertheidigt hat, ausfithrlich einzugehen, bot sich ihm
bei der streng systematischen Entwickelung des ersten Hauptsatzes
der mechanischen Wiirmetheorie in der Vorlesung nicht geniigend
(elegenheit; es sei hier auf die treffende Darlegung in Lo
Kox16sBERGER'S soeben erschienener Hermmornrz-Biographie (Band I
Seite 88—92) verwiesen. Biner der grofsten Vorziige der Darstellungs-
weise des Meisters war die lebendige Veranschaulichung der abge-
leiteten Formeln, die niemals toter Buchstabe blieben; vielfach fithrte
er auch umgekehrt zuerst die Schlufsfolgerungen in Worten soweit
bis zu bestimmten Grofsenbeziehungen, dals es nur des Ausdruckes
der letzteren durch die Begriffsschrift der Analysis bedurfte, um
die Formel, anstatt des Resultates in Worten, zu gewinnen. Diesen
wesentlichen Vorzug herauszuarbeiten und hervorzuheben hat sich
der Herausgeber ganz besonders angelegen sein lassen.

An verschiedenen Stellen verdanke ich kleine Zusiitze dem
Rathe von Collegen, so dem des Herrn Coll. Drroke auf Seite 20,
138/189, 236; des Herrn Coll. Korrum auf Seite 142 und 278; des
Herrn Coll. Praxck auf Seite 880, Auf die weitaus meisten der ,,Be-
vichtigungen® (Seite 418 u. 419) hat Herr Coll. Winn. FrussNer mich
freundlichst anfmerksam gemacht. Herr Dr, Max Seppiaé hat mich
beim Lesen der Correcturen in dankenswerthester Weise unterstiitat.

Marburg i. H, im Februar 1903,

Franz Richarz.
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Reine Wiarmelehre.
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Grundlagen.

Erates Kapitel.
Ueber die Temperatur.

§ 1. Kennzeichen der ,,Warmheit* eines Kd&rpers, ungleicher
und gleicher Temperatur verschiedener K&rper.

Die Theorie der Wiirme bietet gegenitber den anderen Kapiteln
der Physik manches Eigenthiimliche, bedingt durch die vollige Ver-
schiedenheit der Anschauungen vom Wesen der Wiirme in fritherer
und jetziger Zeit. Die #ltere Ansicht entsprang lediglich aus der
niichstliegenden Krfahrung, nach welcher die Wiirme Einfluls hat
auf die Empfindung, die ein berithrter Korper in uns hervor-
ruft. Wir finden, dafs Korper verschiedene Stufen der ,, Warmheit“
annehmen kdnnen: wir wollen diesen Namen wiihlen, da das Wort
»Wilrme“ einen quantitativ bestimmten anderen physikalischen Sinn
bekommen hat. Durch das Gefiihl fir ,Warmheit® oder fur die
Intensitiit des Wiirmezustandes, oder fiir ,Temperatur® erkennen
wir die Aenderung, dafs ein kalter Korper wirmer wird, und er-
kennen auch, dafs die Ursache dieser Aenderung von einem Korper
auf den anderen iibergehen kann. Wir finden dann weiter, dals
ein Korper, der uns wiirmer erscheint, auch in manchen objectiven
physikalischen Eigenschaften sich #ndert, und zwar auch in solchen,
deren Veriinderungen wir der Grofse nach messen konnen, Das auf-
fallendste und allgemeinste Phiinomen dieser Art ist eine Volumen-
veriinderung, fast stets in dem Sinne, dafs das Volumen eines
Korpers wiichst, wenn er gesteigerte Empfindung der Warmheit giebt,
bei unveriinderten sonstigen Bedingungen, zu welchen namentlich

H. v. Hetaowovrz, Theoret. Physik. Bd. VL 1



2 ERSTER THEIL. ERSTER ABSCHNITT, § 1

der Druck gehort. (Nur einige wenige Korper ziehen sich innerhalb
gewisser enger Temperaturgrenzen bei Erwiirmung zusammen.)

Die Volumenveriinderungen kdnnen nun unabhiingig von der
Empfindung objectiv constatirt und ihrem Betrage nach gemessen
werden; an dem Volumen eines Korpers kdnnen wir zuniichst ob-
jectiv erkennen, ob er zu verschiedenen Zeiten wiederholt einen be-
stimmten Grad der Warmheit besitzt. Weiter finden wir auch, dals
ein Korper, welcher bei Erwirmung unter constantem Druck sich
ausdehnt, andererseits, wenn man ihn an dieser Ausdehnung ver-
hindert, gesteigerten Druck zeigt. Diese Druckerhthung ist eben-
falls sehr geeignet als Kennzeichen fiir die Temperaturhthe ein und
desselben Korpers zu dienen, Kndlich sehen wir, dafs bei Aenderungen
der Temperatur auch solche des Aggregatzustandes eintreten:
Uebergang ans dem festen in den fliissigen und aus diesem in den
gasformigen Zustand, und umgekehrt. Diese Uebergiinge finden fitr
eine bestimmte Substanz, wenn man die #Hufseren Umstiinde un-
geiindert hiilt, immer bei gleichzeitig constant bleibender Warmheit
statt, so dafls auch sie dazu dienen kinnen, objectiv bei wiederholter
Erwiirmung immer wieder das Erreichen einer bestimmten Tempe-
ratur bei einem Kborper zu erkennen. Ks sei bemerkt, dafs aus-
nahmsweise diese Uebergiinge verzigert werden kdnnen, indem Zu-
stiinde labilen Gleichgewichts eintreten; z B. kann Abkithlung ciner
Fliissigkeit bis unter die normale Erstarrungstemperatur vorkommen.
Kommt die Fliissigkeit dann in Beriihrung mit einem Krystalle der-
selben Substanz — und wenn er auch nur von mikroskopischer
Grofse ist — so erstarrt sie sofort. Kine solche Verzigerung des
Erstarrens bei Abkithlung kann daher vermieden werden, wenn man
dafur Sorge triigt, dafls Krystalle derselben Substanz vorhanden sind.
Man hat sich daraus die Regel gebildet, nur dann mit Sicherheit
das Vorhandensein der Uebergangstemperatur anzunehmen, wenn
gleichzeitig fester und fliissiger Aggregatzustand nebeneinander ver-
treten sind. Auch der Niederschlag von Diampfen, der Uebergang
aus dem gasformigen in den fliissigen Zustand bei Abkiihlung, kann
sich verzbgern; diese Verzigerung kann u. a. vermieden werden,
wenn Contactkérper vorhanden sind (Staub), an denen die ersten
erzeugten Tropfen adhiiriren, welche Contactkirper in diesem Falle
nicht aus derselben Substanz zn bestehen brauchen.?)

') Ueber andere Ursachen, welche die verzigerte Condensation von
Diimpfen auslisen, siche Roserr v. Hetsmorrz, Wip. Ann. 82, p. 1, 1887; und
d. anschlielsenden Arbeiten ebenda 40, p. 168, 1800; 59, p. 592, 1806 u, a.
Vgl. auch diese Vorlesung § 78, A. d. H.



§1 KENNZEICHEN DER WARMHEIT EINES KORPERS. 3

Volumeniinderungen, Verinderungen des Druckes und des
Aggregatzustandes haben im Wesentlichen seit alter Zeit die Grund-
lage fiir die Untersuchung der Wiirmeerscheinungen gebildet. Wir
konnen aber sagen, dafs aufser diesen fast alle diejenigen Eigenschaften,
welche verschiedenartigen Korpern in verschiedenem Grade oder in
verschiedener Weise zukommen, auch durch Temperaturiinderungen
beeinflufst werden. So die Elasticitit fester Korper; die Winkel,
unter welchen die Flichen eines Krystalls an einander stolsen; die
magnetischen und dielektrischen Kigenschaften der Korper; ihr
Leitungsvermdgen fir galvanische Strome und fir Wiirme; ihre
optischen Constanten u. s. w,

An solchen mefsbaren Verinderungen kénnen wir erkennen, ob
ein und derselbe Kdrper eine gleiche Temperatur, wie diejenige,
die er zu einer bestimmten Zeit einmal hatte, zu einer spiiteren
Zeit wieder erlangt.

Unsere niichste Aufgabe wird nun sein, gleiche Temperaturen
verschiedener Korper als gleich wieder zu erkennen. Ob dies
Verlangen fiberhaupt einen Sinn hat, ist nicht von vornherein selbst-
verstitndlich,

Wenn wir zwei Korper in einer bestimmten Beziehung als gleich
anerkennen wollen, so verlangen wir damit, dafs in dieser Beziehung
die heobachteten Thatsachen dem Axiom geniigen: ,Wenn zwei
Grofsen einer dritten gleich sind, so sind sie unter sich gleich.“
Es muls dasselbe Kennzeichen, dasselbe Merkmal, dasselbe Ver-
halten, durch welches wir ein Verhiltnifs der (Fleichheit zwischen
einem ersten und zweiten, sowie zwischen einem ersten und dritten
Korper erkennen, nach derselben Vergleichsmethode auch zwischen
dem zweiten und dritten Korper Gleichheit ergeben. Dies Verhalten
mufs ausnahmslos als zutreffend befunden werden; es ist die Defi-
nition eines Verhaltens, welches wir als Gleichheit in gewisser Hin-
sicht bezeichnen. Diese Bezeichnung beruht also auf ganz bestimmten
Beobachtungen und ist nichts weniger als abstract.

Wenn wir drei Cirkel haben und ihre Spitzen in solche Stel-
lungen bringen, dafs die Spitzen des ersten gleich weit von einander
entfernt sind oder sich congruent berithren konnen mit denen des
zweiten, und andererseits sich auch congruent berithren kinnen mit
denen des dritten, so wissen wir erfahrungsmiilsig, dals dann auch
die Spitzenpaare des zweiten und dritten Cirkels sich congruent be-
rithren konnen; dies beweist, dafs wir von einer Gleichheit der Ent-
fernungen zwischen den beiden Spitzen bei diesen Cirkeln sprechen

1
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und sie durch congruente Berilhrung prifen kionnen. — Ob zwei
Korper gleiches Gewicht haben, erkennen wir daran, dafs eine richtig
eingerichtete Wage im Gleichgewicht bleibt, wenn wir die beiden
Korper auf ihre Wagschalen legen. Die beiden Korper kinnen
ibrigens sehr verschieden sein, aus verschiedenen Substanzen in
verschiedenen Aggregatzustiinden bestehen; nur in Bezug auf die
besonderere Kigenschaft des Gewichts, die sich allein auf die Wirkung
der Schwerkraft bezieht, nennen wir sie gleich. Dazu sind wir be-
rechtigt, weil wir aus langer Erfahrung und aufserordentlich vielen
zu der grofsten Genaunigkeit der Priifung getriebenen Versuchen
wissen: Wenn an einer richtigen Wage sich ein Paar von Korpern a
und b als gleich an Gewicht erwiesen hat, und ebenso ein zweites
Paar a und ¢, dann erweisen sich auch b und ¢ als gleich in Bezug
auf ihr Gewicht. In diesem Falle kann das aus unzihligen Beob-
achtungen als zutreffend befundene Kennzeichen der Gleichheit
umgekehrt auch benutzt werden zur Priifung der Methode, durch
welche wir die Gleichheit constatiren, also zur Priifang, ob eine
bestimmte Wage richtig d. h. im Stande ist, Gleichheit von Gewichten
in der zu Anfang angegebenen Weise zu constatiren. Ist eine
falsche, ungleicharmige Wage im Gleichgewicht, wenn a und b auf
ihren beiden Schalen liegen, und auch wenn wir ¢ statt 5 auflegen,
80 ist sie nicht mehr im Gleichgewicht, wenn wir dann « wegnehmen,
und durch b ersetzen, obwohl » und ¢ gleich sind. In diesem Falle
wiirde das zuvor als zutreffend erkannte Axiom die Unrichtigkeit
des Apparates erweisen,

Folgendes Beispiel zeigt eine Wirkung, die nicht als Kennzeichen
von Gleichheit henutzt werden kann. Betrachten wir eine Reihe von
vollkommen gleich beschaffenen und geformten Stahlstiiben, alle genau
in derselben Weise zu Magneten gemacht. Wir nehmen an, es sei
uns bekannt, dafs sich Pole anziehen kénnen; dagegen hiitten wir noch
nicht erkannt, dals sich Pole auch abstofsen kénnen; wir halten also alle
Pole fur gleich. Wir wollen versuchen, die gegenseitige gleichgrofse
Anziehung der Pole als Kennzeichen der Gleichheit fiir sie anzu-
sehen und priifen, ob unser Axiom anwendbar ist. Wir finden: ein
Pol a zeht irgend einen, b, der anderen Pole in bestimmter Ent-
fernung mit einer gewissen Kraft an, ebenso einen Pol ¢ eines
dritten Stabes; dann aber finden wir weiter, dafs sich nicht auch &
und ¢ mit derselben Kraft anziehen, sondern dafs sie sich abstofsen.
Also ist das Axiom nicht anwendbar. In der That sind auch nicht
alle drei Pole gleich, sondern nur die Pole » und ¢; der Pol « ist
ein ihnen entgegengesetzter. — Ebensowenig kann das Aufeinander-



§ 1L TEMPERATUREN VERSCHIEDENER KORPER, b

passen der Oberflichen von Korpern als Kennzeichen der Gleichheit
der korperlichen Grenzfliche benutzt werden, wie man aus folgendem
erkennt: wenn eine concave Oberfliiche eines Korpers auf die con-
vexe eines anderen pafst, und ebenso auf eine zweite, dann passen
doch die beiden convexen Oberflichen nicht auf einander. Man
darf also nicht auf Grund des Aufeinanderpassens zweier Korper-
oberflichen von ihrer Gleichheit sprechen.

Fiir die Temperatur kann man nun in der That Gleichheit
constatiren durch Untersuchung, ob Wirmegleichgewicht zwischen
zwei unabhiing von einander erwiirmten Kdrpern existirt. Gleiche
Temperatur haben Korper, deren Temperaturgrad durch engste Be-
rihrung mit einander nicht geiindert wird, Diesen Zustand nennen
wir Wiirmegleichgewicht. Ist dagegen Wiirmeaustausch vorhanden,
80 mnennen wir denjenigen Korper, welcher Wirme abgiebt, den
wilrmeren; und denjenigen, welcher Witrme aufnimmt, den kithleren.
Wir diirfen den Zustand des Wiirmegleichgewichts als Kennzeichen
filr Gleichheit der Temperatur nur dann betrachten, wenn wir uns
iiberzeugt haben, dals zwei Korper, von denen jeder mit demselben
dritten in Wirmegleichgewicht ist, auch unter einander keine Wirme
austauschen. Als den gemeinsamen Vergleichskirper wiihlt man ge-
wohnlich einen solchen, an dem sichtbare Aenderungen als Folge
von denen der Temperatur eintreten: ein Thermometer. Wir
bringen es mit dem einen Korper 4 in Berithrung und warten, bis
beispielsweise die Quecksilbersiiule des Thermometers stillsteht, d. h.
Wiirmegleichgewicht mit 4 eingetreten ist. Mit demselben Thermo-
meter priifen wir, ob bei demselben Volumen der Quecksilbersiiule
Gleichgewicht mit einem zweiten Korper B vorhanden ist. Ist dies
der Fall, dann sind, wie die Erfabrung lehrt, auch 4 und B unter
einander im Temperaturgleichgewicht. Damit haben wir also ein
Kennzeichen gefunden, welches der Bedingung entspricht, dals iiber-
haupt von Gleichheit der Temperatur zwischen verschiedenen Korpern
die Rede sein kann,

Es ist keineswegs von vornherein klar, dafs man von Gleich-
heit der Temperatur sprechen kann, unabhiingig von der Verschieden-
heit der Vorgiinge, welche die betreffende Temperatur hervorgebracht
haben kinnen. Z. B. kann die Erwiirmung durch Berithrang mit
einer Flamme, oder auch durch Absorption einer Strahlung hervor-
gerufen werden. Im letzteren Falle kinnen die absorbirten Strahlen
von ganz verschiedenen Stellen des Spektrums herrithren, d. h. ganz
verschiedene Wellenliinge und im Uebrigen ganz verschiedene physi-
kalische Wirkung haben. In Bezug auf die Temperatur dagegen zeigt
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gich kein Unterschied, der abhiingig wiire von der besonderen Her-
kunft der Wiirme, die dem Korper mitgetheilt ist. Haben wir durch
gie einen bestimmten Temperaturgrad erreicht, so sind auch alle
anderen Zustiinde, die wir physikalisch untersuchen kinnen, voll-
kommen dieselben; sie sind einzig und allein abhiingig von dem
Grade der Temperatur, wie ihn das Thermometer anzeigt, mit dem
wir also eine vollkommen ausreichende Definition des Wiirme-
zustandes des Korpers haben.

In dem einfachen Umstande, dals die fritheren Physiker von
(leichheit der T'emperatur reden und diesen Begriff consequent in
fortdauernder Uebereinstimmung mit den beobachteten Thatsachen
durchfithren konnten, liegt schon eine grofse Reihe von thatsiich-
lichen Beobachtungen verborgen, von denen man nie geredet hat,
weil sie sich einfach immer bestitigten. Was in diesem Falle be-
sonders deutlich hervortritt, sieht man auch in vielen anderen Ge-
bieten der empirischen Wissenschaften und auch in den nicht wissen-
schaftlich umfalsten alltiiglichen Beobachtungen. Wenn man nicht
den Quellen und dem vollstindigen Sinne einer Definition und
Namengebung nachgeht, dann findet man sehr hilufig nicht die
eigentliche Fiille von Thatsachen, die ihr zu Grunde liegen. Das
liegt aber in dem Verfahren unserer Sprachbildung; denn es hat
keinen Zweck, sich Namen und Worte zu bilden fiir Dinge und
Begriffe, von denen man nicht hiiufig und zwar in iibereinstimmen-
der Weise zu sprechen hat. Deswegen liegen in unserer Sprach-
bildung viele Naturbeobachtungen des alltiiglichen Lebens verborgen.
Wer nicht bemerkt, auf welche Weise solche Begriffe in die Sprache
hineingekommen sind, glaubt dann, der Begriff, wie er im Geiste
des Menschen existirt, regiere die Welt.

§ 2, Messung der Temperatur. Principien der
Thermometrie.

Fiir eine Messung der Temperatur, wie jeder Grofse, geniigt es
nun aber noch nicht, dals wir Entscheidung fiber Gleichheit oder
Ungleichheit geben konnen, sondern wir miissen auch eine Methode
finden, vermge deren wir Temperaturen als solche melsbar zahlen-
miifsig angeben konnen. Das ist dasselbe wie die Zuriickfithrung der
Beziehung zweier Temperaturen auf einen Additionsprozefs, da wir ja
die Temperatur eines wiirmeren Kérpers angeben wollen als zusammen-
gesetzt aus der Temperatur eines killteren und einer bestimmten
Temperaturdifferenz. Dafs in der That ein physikalischer Prozefs,
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der als Addition betrachtet werden kann, jeder Messung zu Grunde
liegt, zeigt z B. das Verfahren bei einer Wiigung; man setzt das
Gewicht eines Korpers gleich der Summe der Gewichte auf der
anderen Wagschale, und fiir diese Summe gelten alle Regeln der
Addition: die Unabhiingigkeit von der Reihenfolge und die Moglich-
keit, irgend eine Gruppe von zweien der Gewichte zu ersetzen durch
eines, welches gleich ist ihrer Summe. Unseren bisherigen Begriffs-
bestimmungen fir die Temperatur fehlt noch die Angabe einer
Methode, bei welcher verschiedene auf einanderfolgende Erwiirmungen
eine Temperaturerhthung hervorbringen, die unabhiingig von der
Reihenfolge und gruppenweisen Zusammenfassung der einzelnen
Temperatursteigerungen zahlenmiifsig gleich ist deren Summe.

An einem ,Thermometer zur Mossung solcher Wirkungen
milssen Temperaturschwankungen gut bestimmbare Veriinderungen
hervorrufen, welch’ letztere im Uebrigen aber sohr verschiedener
Art sein konnen. Nur mufs man noch von dem thermometrischen
Korper verlangen, dals er, nachdem die Temperaturiinderung voritber-
gegangen ist, auch wieder in den friheren Zustand zurfickkehrt, so
dafs keine Aenderungen in seinem Zustande stattfinden, welche un-
abhiingig sind von der augenblicklichen Temperatur.

Seit langer Zeit benutzt man mit Vorliebe das Quecksilber
als thermometrische Substanz und mifst seine thermische Ausdehnung
in einer (lasrohre. Dafs es deren Winde nicht benetzt, ist ein
Vorzug vor anderen Flissigkeiten, bei welchen der an den Rohren-
winden haftende Theil die Angaben unsicher machen kann. Wie
alle Flissigkeiten hat es vor den festen Korpern den Vortheil, dafs
sicher auf Wiederherstellung der inneren Structur nach voraufge-
gangenen Erwirmungen zu rechnen ist. Die Ausdehnung des Queck-
silbers ist nur klein; damit sie gut sichtbar werde, lifst man eine
grofsere in einer Glaskugel befindliche Menge sich in eine ange-
schmolzene enge Rohre hinein ausdehnen. Diese Rohre mulfs nun
mit einer Scale fir den Stand des Quecksilbers versehen werden,
und hierzu ist die erste Aufgabe, zwei feste Punkte anzugeben, um
nachher zwischen ihnen theilen zu kionnen. Bekanntlich benutzt
man als solche meist den Gefrierpunkt und den Siedepunkt des
Wassers; Temperaturen, die man leicht und sicher immer wieder
herstellen kann. Dabei mufs das Wasser rein sein, da geliste Sub-
stanzen jene beiden Grenztemperaturen beeinflussen; und ans dem-
selben Grunde mufs der Druck entsprechen dem als normal be-
trachteten Barometerdruck von 760 mm Quecksilber, genommen bei
0° und bei der als normal betrachteten irdischen Schwere auf
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Meeresniveau in einer geographischen Breite von 45° Die wechselnde
Grofse des Atmosphirendruckes dndert zwar den Schmelzpunkt nur
sehr wenig; sehr stark aber den Punkt des Siedens. Denn dieses
findet statt, wenn die Spannung des Dampfes durch Erwiirmung
gleich geworden ist dem Luftdruck, abgesehen von der Moglichkeit,
dafs nur der erste Anfang des Siedens etwas verzbgert werden kann
durch eine zu starke Adhiision reinen Wassers an sehr reine Gefiifs-
wiinde.

Auf der an der Riohre angebrachten Scale teilt man nun weiter
den Abstand der beiden Fundamentalpunkte, den ,Fundamental-
abstand® in hundert gleiche Theile. Ist die Rihre an allen Stellen
gleich weit, so liegen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Theil-
strichen gleiche Volumenabschnitte von ihr. Ob sie iiberall gleich
weit ist, kann man durch Hin- und Herschieben eines abgeltsten
Quecksilberfadens controliren, und wenn jenes, wie gewihnlich, nicht
der Fall ist, die an den Theilstrichen anzubringenden Correctionen
berechnen. Diese Operation nennt man das Calibriren des Thermo-
meters. Wenn nun beim Erwiirmen das Quecksilber um eine gleiche
Anzahl von (corrigirten) Theilstrichen steigt, so nimmt sein Volumen
um gleichviel zu. (Wir werden nachher sehen, inwiefern dies einer
kleinen Berichtigung bedarf). Man betrachtet dann als Temperatur
eine Grifse, welche in derselben Weise proportional zunimmt wie
das Volumen des Quecksilbers, so dafs man die Zahlen, welche die
so definirten Temperaturgrade angeben, unmittelbar an den Theil-
strichen der Scale anbringen kann. Aulser den obengenannten Vor-
ziigen hat Quecksilber auch noch den, dafs es verhiiltnifsmiilsig leicht
sich zu sehr hoher Reinheit bringen lilst, so dafs man sicher ist,
immer wieder eine Substanz zu erhalten, die sich in iiberein-
stimmender Weise ausdehnt. In Folge dessen zeigen verschiedene
Quecksilberthermometer, nach bestimmten Methoden hergestellt und
nach den gegebenen Vorschriften getheilt, von einander nur sehr
kleine Abweichungen in ihren Angaben, so dafs die einzelnen Thermo-
meter nicht einzeln, Jedes mit Jedem, verglichen zu werden brauchen.
Darauf beruht im Wesentlichen die Industrie unserer Thermometer-
verfertigung.

Zwei Griinde stehen dem Erreichen voller Uebereinstimmung
bei Quecksilberthermometern entgegen.

Erstens: man nimmt nicht die reine Ausdehnung des Queck-
silbers wahr, sondern nur die Differenz zwischen der stirkeren Aus-
debnung des Quecksilbers und der des (Glases. Nun haben aber
verschiedene Glasarten verschiedene chemische Zusammensetzung
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und darum auch verschiedene Ausdehnung; diese ist aucl’ nicht fiir
eine einzelne (ilassorte bei allen Temperaturen derselbe Bruchtheil
von der Ausdehnung des Quecksilbers. Ks ist also der Gang der
Ausdehnung des Glases ein etwas anderer als der des Quecksilbers,
und zwar weicht der Gang fiir die eine Glassorte in der einen Weise,
fir eine andere in anderer Weise von dem des Quecksilbers ab.
Z. B. kann die Ausdehnung einer Glassorte bei niedrigeren Tem-
peraturen ein grifserer Bruchtheil von der des Quecksilbers sein als
bei hoheren; bei einer anderen Glassorte kann es umgekehrt sein.
Hierdurch entstehen Unterschiede in den Scalen verschiedener Thermo-
meter, sodass Kinstellung auf dieselbe Ziffer nicht genau derselben
Temperatur entspricht. Die Temperaturen Null und Hundert Grad
stimmen natiirlich bei allen richtig hergestellten Thermometern
iiberein; aber die weiteren Punkte der Scale sind durch die Theilung
des Fundamentalabstandes gewonnen, und wenn der Gang der Aus-
dehnung des Glases bei zwei Thermometern verschieden ist, so ent-
sprechen die zwischenliegenden Grade bei beiden nicht derselben
Ausdehnung des Quecksilbers. Man bekommt dadurch Abweichungen
in den Angaben, die sich namentlich in der Gegend von 50° am
stiirksten entwickeln; und bei Forsetzung der Scale unter 0° und
besonders tiber 100° hinaus entstehen so noch viel grossere, mit
steigender Temperatur immer hoher und hoher werdende Ab-
weichungen. Uebrigens kann man doch auch die Ausdehnung des
Quecksilbers und anderer Fliissigkeiten befreit von der Ausdehnung
des Gefiifses ermitteln, z. B. durch Vergleichung des specifischen
Gewichtes zweier verschieden erwiirmter Siiulen in communicirenden.
Rohren.

Noch viel einflufsreicher ist zweitens die sogenannte thermische
Nachwirkung des Glases. Ks hat sich niimlich gezeigt, dafs Glas
ebenso wie eine Reihe von Metallen z B. Zink nach einer Erwiirmung
oder Abkithlung erst nach verhiiltnifsmiilsig langer Zeit wieder in
sein urspriingliches Volumen zuriickgeht, so dass z B. unmittelbar
nach einer KErhitzung der Eispunkt ein anderer als vorher ist.
Wesentlich diese thermische Nachwirkung vereitelt die Erreichung
eines hoheren Grades von Sicherheit der thermometrischen Messungen
als etwa bis auf !/, Grad. HKine Genauigkeit von '/, - Grad ist
zwar von einigen Beobachtern angestrebt worden; aber es sieht nur
in seltenen Fiillen so aus, als ob dieses Ziel erreicht wire. In
neuerer Zeit hat die Glasfabrikation ganz besondere Aufmerksamkeit
darauf verwendet, Glasfliisse zusammenzusetzen, welche méglichst
frei sein sollen von thermischer Nachwirkung; in dieser Beziehung
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war zuerst vortheilhaft bekannt ein Pariser Hartglas (,verre dur®)
von Tonyeror und neuerdings das Jenaer ,Normalglas® aus der
Sonorr'schen Glashiitte.

Von einem Theil dieser Beeintriichtigungen der Genauigkeit
kann man sich frei machen, wenn man andere thermometrische
Korper wihlt, niimlich die Gase. Deren Ausdehnung (bei gleich-
bleibendem Druck) ist aufserordentlich viel grifser als die des Queck-
silbers, so dafs ihr gegeniiber die Ausdehnung des Glases und die
von ihr herrithrende Unsicherheit viel mehr verschwindet als gegen-
iiber der Ausdehnung des Quecksilbers. Man geht daher bei genauen
Untersuchungen zuriick auf Gasthermometer, und vergleicht die
Scale der Quecksilberthermometer sorgfiltig mit der Scale der Gas-
thermometer. Deren Anwendung ist aber viel mithsamer; denn man
mufs bei der Gasmasse, welche man der Krwirmung unterwirft
gleichzeitig stets den Druck genau bestimmen. Das erfordert baro-
metrische Bestimmung des #ufseren Luftdruckes, und manometrische
des Ueberdruckes, welcher auf die eingeschlossene thermometrische
Gasmasse von der abschliefsenden Quecksilbersiiule ausgeiitbt wird.
Die Gasthermometer haben aber auch noch insofern einen gewissen
Vorzug, als ihre Angaben fir verschiedene Gase, wenn man nur
nicht in die Nihe ihres Condensationspunktes kommt, fast genau
{ibereinstimmen. Man hat also in ihnen eine Klasse von Korpern
von besonders regelmiifsigem Verhalten, welche aulserordentlich nahe
iibereinstimmende Scalen geben. Aus diesen Griinden hat man ins-
besondere die schwer condensirbaren (Gase, wie namentlich den
“ Wasserstoff und den Stickstoff, als normale Thermometersubstanzen
gowiihlt.

Statt durch Messung der Ausdehnung bestimmt man die thermo-
metrische Scale bei Gasen gewdhnlich durch die Steigerung des
Druckes bei Erwiirmung, withrend das Volumen des Gases constant
gehalten wird. Beide Definitionen der Scale stimmen fast voll-
kommen iiberein. Hat man zuvor nach der gewdhnlichen Regel aus
der Volumenvergrofserung eines Gases bei constantem Druck die
Crrsius’sche Scale definirt, so findet man auch, wenn man diese
Scale jetzt auf die Drucksteigerung bei unveriindertem Volumen
anwendet, dals diese mit weit reichender Genanigkeit der Tempe-
ratursteigerung proportional verliuft. s sei bei einer solchen
Messung p, der Anfangsdruck bei der Temperatur ; in Celsius-
graden; p, der Druck bei der Temperatur #,; dann findet man:

Po=p-[1 + (@ — 3],
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wo « eine Constante ist (Spannungscoefficient), die fur die verschie-
denen Gase nur aufserordentlich kleine und fast zweifelhafte Unter-
schiede zeigt, solange man hinreichend weit von dem Condensations-
punkte entfernt bleibt; und welche Constante aufserordentlich nahe
denselben Werth hat in dem analogen Ausdruck fiir die Volumen-
vergroferung (Ausdehnungscoefficient). Nimmt man als &, die Tem-
peratur des schmelzenden Kises, so ist bei der Celsiusscale (und
auch bei der Réaumurschen) &, = 0, und mit kleiner Umformung
wird:

P,=p ¢ (% L 19‘1:) L]
P, « ist eine Constante, die gleich P gesetzt werde; also:
1
P°=P.('E-+19'ﬂ).

Wenn diese Formel, welche das Gay-Lussac'sche Gesetz, iiber-
tragen auf die thermische Druckiinderung, ausdriickt, bis zu den
niedrigsten Temperaturen angewandt werden darf, so folgt, dals

bei &, = ——1‘; der Druck des Gases gleich Null werden wiirde.

Dieses — 1; ist ungefiihr gleich — 278 Celsiusgraden; diese Tem-

peratur, bei welcher der Druck des Gases vollstiindig verschwinden
wiirde, wiire eine ideale Grenze; man nennt sie den absoluten
Nullpunkt des Gasthermometers. Krreicht ist diese Temperatur
experimentell nicht, so sehr auch die Physiker Fortschritte ge-
macht haben in der Erreichung niedriger Temperaturen. Die von
jenem ,absoluten Nullpunkt an gerechnete Zahl der Celsiusgrade,

also (—:‘— + '9.,) , nennt man die absolute Temperatur des Gasthermo-

meters. Ks darf aber nicht vergessen werden, dafs die so festgesetzte
Temperaturscale mit einer gewissen Willkiir von besonderen Kigen-
schaften besonders geeigneter Korper, nicht aber von dem Wesen
der Wiirme, hergeleitet ist. Wir konnten daher auch jede beliebige
Function der so festgesetzten Temperatur ebenso gut als Temperatur
wiihlen, wozu aber keine Veranlassung vorliegt; denn unsere Ueber-
einkunft ist nach besonders zweckmiifsigen Regeln getroffen worden.
Krst spiiter (aus dem 2. Hauptsatze der mechanischen Wirmetheorie)
werden wir ein von der Natur der Wiirme selbst gegebenes Mafs
der Temperatur finden (§ 57).

Die (Gasgesetze lassen sich bei Kinfuhrung der absoluten Tem-
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1 . » . . 7
peratur (E + l‘)’c), die wir mit @ bezeichnen wollen, in vereinfachter

Form zusammenfassen. Ks wird zuniichst der Druck p bei der abso-
luten Temperatur @
p= P.O.

Nur fiir unveriindert gehaltenes Volumen ist P eine Constante. Liifst
man aber bei unveriinderter Temperatur das Volumen abnehmen,
comprimirt man das Gas, so witchst nach BoyLe und Mariorre der
Druck umgekehrt proportional dem Volumen ¥, so dalfs also P gleich-
zusetzen ist einer von Volumen und Temperatur unabhiingigen Con-
stanten A dividirt durch ¥, und wir dadurch bekommen:

p. V= R.(‘).

Mit grofser Annitherung trifft diese Gleichung fiir alle gasférmigen
Korper zu, mit um so weitergehender Anniiherung, je geringer ihre
Dichtigkeit und je hoher ihre Temperatur ist, je weiter diese Grofsen
also auch von denjenigen Werthen entfernt sind, bei denen Ver-
fliissigung des betreffenden Gases eintreten wiirde.

Wenn wir nach Festsetzung unserer Scale die Volumina irgend
welcher Korper in ihrer Abhiingigkeit von der Temperatur ausdriicken
wollen, so konnen wir sie uns in einer Taxrow'schen Reihe nach
Potenzen der Temperatur entwickelt denken:

v=vu+v'.a?o+%.u?c’+ Gty

wo v, v ... der erste, zweite .... Differentialquotient des Vo-
lumens nach der Temperatur sind, und #, die Temperatur in Celsius-
graden des Gasthermometers von einer beliehigen Temperatur %,
an gerechnet, fir welch' letztere das Volumen gleich v, ist. Fiir
kleine Temperatursteigerungen &, konnen fast immer die quadra-
tischen und hoheren Glieder der Reihe vernachliissigt werden. Bei
den Gasen ist fiir beliebige &, nach der Definition der Scale
v’y v ... = Null. Aber es zeigt sich auch fir grofsere Temperatur-
differenzen bei manchen anderen Substanzen aufser den Gasen, eine
80 schnelle Convergenz der Reihe, dals der lineare Ausdruck geniigt.
Beim Quecksiber ist dies wenigstens sehr nahe der Fall, und wenn
man zwei verschiedene Substanzen hat, fiir welche dies nahezu zu-
trifit, so gilt fir die eine v = v, + v, und fiir das Volumen der
anderen w = w, + w' &, so dals man ibereinstimmend die Tem-

peratur darstellen kann durch:
v — v, w—w,

l‘} = ==

e v w'
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Insofern dies also erlaubt ist, kann man auch andere thermo-
metrische Korper anwenden; auch andere Kigenschaften, welche sich
mit der Temperatur linear iéindern, kann man benutzen als Mittel
zur Messung der Temperatur, Zum mindesten innerhalb kleiner
Temperaturintervalle sind daher sehr viele Kigenschaften thermo-
metrisch brauchbar, z. B. der elektrische Widerstand (Bolometer)
oder die elektromotorische Kraft einer thermoelektrischen Kette.
Villig ausgeschlossen sind aber solche Eigenschaften, welche im be-
treflenden Temperaturintervalle ein Minimum oder Maximum haben,
in dessen Nihe das lineare Glied in der Tayrowr'schen Reihe sehr
klein wird und das quadratische nicht vernachlissigt werden darf.
Dies wiire z. B. der Fall fir das Volumen des Wassers zwischen 0
und 10° welches bei 4° ein Minimum hat, so dafs »* dann ver-
schwindet, withrend man ¢ von 0 bis 4°% wenn man nicht das qua-
dratische Glied hinzunimmt, kleine negative, von 4 bis 10° kleine
positive Werthe geben miisste, die aber schunell wechseln. Eine lineare
Annitherungsformel ist also in diesem Intervall nicht brauchbar;
stellt man aber das Volumen durch einen Ausdruck zweiten Grades
dar, so findet man # aus dem Volumen durch eine quadratische
Gleichung, unzuliissiger Weise also zweideutig.

Zweites Kapitel.

Ueber die Wiirmemenge,

§ 8. Quantitiit des Wiirmestoffes; Wirmecapacitiit;
specifische Wirme.

Wir miissen nun weiter herauszufinden suchen, was die Ursache
des veriinderten Verhaltens eines Kérpers im erwiirmten gegeniiber
dem killteren Zustand ist. Da sehen wir zuniichst einen gewissen
Grad der Bestiindigkeit einer Erwirmung; es dauert immer eine
Weile, bis der Korper wieder kithl wird, bis der Zustand hiherer
» Warmheit“ aus ihm verschwindet. Bei aufmerksamerer Untersuchung
finden wir, dafs gleichzeitig die ihn unmittelbar beriithrenden Kérper
wirmer werden. Ebenso zeigt sich, dafs ein kalter Kérper, in eine
wirmere Umgebung gebracht, selbst an Warmheit gewinnt, die er den
ihn berithrenden Korpern entzieht. Bei der Abkithlung eines warmen
Korpers tritt also keine Vernichtung des Agens ein, welches die
Wiirmeerscheinungen hervorgebracht hat, sondern nur ein Uebergang.
Das erwiirmende Agens hat eine gewisse Bestiindigkeit seiner Existenz;
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verhiilt sich aber so, als ob es das Bestreben habe, sich auszubreiten
in seiner Umgebung und iiberzugehen auf die benachbarten kithleren
Korper. Dieses Ausbreitungsbestreben kann aber immer nur gehen
bis zum Ausgleich der Tempereraturen der sich beriihrenden Korper.
Alle diese Phiinomene fithren dazu, die Frage aufzuwerfen: ist das
nicht ein Agens, was da die Wirmeerscheinungen hervorbringt,
welches unzerstérbar ist und in unveriinderlicher Quantitit weiter
besteht, aber iberfliefsen kann vom wiirmeren Korper zum kilteren?
Das ist die einfachste und naheliegendste Hypothese. Die iilteren
Physiker nahmen kurzweg an, dafs ein solches stoffliches Wiirme-
agens existire, welches in erwiirmten Korpern condensirter ange-
sammelt sei, in killteren in geringerer Dichtigkeit, so dafs der Ueber-
gang gleichsam ein Ausgleich von Druckunterschieden war. Der
Wiirmestoff mufste feiner sein als jede stoffliche Materie, als jedes
(Gas, da Gase nicht durch Metalle, Glas u.s. w. hindurch dringen
konnen, wiithrend der Wirmestoff durch alle Substanzen in voll-
kommen zusammenhiingendem Zustande hindurch zu gehen die
Fithigkeit hatte. Sonst sollte dieser Stoff nicht direct wahrnehmbar
gein, insbesondere sollte er unwigbar sein. Vielleicht, kann man
sagen, war es ein Gliick, dafs die ilteren Physiker noch nicht hin-
reichend feine Wagen hatten, um etwa Versuche zu machen, diesen
Wiirmestoff zu wiigen. Sie wiiren dann unzweifelhaft zu der Ansicht
gekommen, dafs er negative Schwere habe. Denn ein warmer Korper,
auf eine sehr empfindliche Wage gesetzt, hat scheinbar ein leichteres
Gewicht, als ihm wirklich zukommt, was durch die aufsteigenden
Luftstréme bedingt ist, welche er um sich herum in dem Raum der
Wage hervorruft.?)

Im Wesentlichen war schon in der alten chemischen Theorie
von Scupere das Phlogiston der Vertreter dessen, was nachher
Wiirmestoff genannt wurde. Fiir Scurere waren die reinen Metalle
Verbindungen der Metalloxyde, deren Sauerstoff er noch nicht kannte,
mit Phlogiston. Die Verbindung mit Phlogiston gab den reducirten
Metallen die Brennbarkeit, und da der Erwerb dieser Eigenschaft
mit Gewichtsabnahme verbunden war, mufste das Phlogiston mit
negativer Schwere begabt sein. Beim Verbrennen scheidet nach
Sourere das Phlogiston, der Feuerstoff, aus, geht auf andere Korper
iiber und erwirmt sie: ganz so wie vom Wirmestoff anzunehmen.?)

") Vgl. die Anmerkung auf Seite 55 des 19. Jahrgangs der Zeitschrift fiir
Instrumentenkunde; Februarheft 1899. A.d H.

%) Die Phlogistontheorie geht wohl noch ein halbes Jahrhundert weiter
guriick bis auf Staun (1728). A.d H
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Zuniichst war es nun eine natiirliche Annahme, dafs bei einer
gleichartigen, durch alle ihre Theile gleichmiifsig erwiirmten Substanz
in jeder (Gewichtseinheit das gleiche Quantum zugefiihrten Wiirme-
stoffs stecke; oder mit anderen Worten, dafs die Menge Wiirme-
stoffes, welche zu einer gewissen Erwiirmung einer gegebenen Sub-
stanz ndthig ist, der Menge m der Substanz proportional sei. Weiter
setzte man voraus, dafs die bei einer Erwiirmung zugefithrte Wiirme-
menge proportional sei der Temperaturerhthung, wenigstens wenn
letztere klein war, so dafs die Kigenschaften des Korpers sich nur
wenig durch sie éinderten. Endlich konnte die Wiirmemenge auch
noch von der Natur der Substanz abhiingen. KEs war nicht nothig,
dafs zu gleichen Temperatursteigerungen von einer Anfangstemperatur
%, auf eine Endtemperatur &, gleich grofser Gewichte verschie-
dener Stoffe dieselben Wiirmequanta nothig waren. Der Pro-
portionalitiitsfactor ¢, mit welchem Temperaturerhbhung (%, — )
und Menge m zu multipliciren ist, damit man die zugefihrte Wirme-
menge @ erhillt, ist von der Natur des Kirpers abhiingig; es ist
seine Capacitiitsconstante filr Wirme. Ks wird also bei diesen

Bezeichnungen:
Q= -m.(l_'}‘l - a‘}u).c. U)

Die Kinheiten fiir ¢ und @ sind zuniichst noch unbestimmt. Man
kann fir irgend einen Korper einen willkiirlichen Werth von ¢ fest-
setzen; als diesen Korper hat man wieder das stets in gleicher
Reinheit leicht zu gewinnende Wasser gewithlt und seine specifische
Wiirmecapacitiit ¢ gleich 1 gesetzt. Beschriinkt man die Temperatur-
erhbhung (%, — %) auf einen Grad, und erwiirmt man die Massen-
einheit (m = 1) Wasser, so mufs man wegen der Festsetzung ¢ = 1
auch @ =1 setzen, d. h. als Einheit der Wiirmemenge ist dann
diejenige zu betrachten, welche der Masseneinheit Wasser zuzu-
fihren ist, um die Erwiirmung von einem Grad hervor zu bringen.’)
Nach franzisischem Vorgange nennt man diese Wirmeeinheit ,,Calorie®.
Als Masseneinheit nimmt man dabei entweder 1 g oder 1 kg, und
mufs entsprechend unterscheiden zwischen der ,kleinen und der
»8rofsen” Calorie. Dann ist die specifische Wirmecapacitiit, oder,
wie man kiirzer sagt, die ,specifische Wirme* irgend eines
anderen Stoffes diejenige Wirmemenge, oder diejenige Anzahl von
Calorien, welche nothig ist, um 1 g (bezw. 1 kg) dieses anderen
Stoffes zu erwiirmen um 1°

Hatte man zwei verschiedene Korper, einen wirmeren und einen

") Vergleiche hierzu die Anmerkung auf Seite 17.
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killteren, die mit einander in Berithrung kamen, und fand also
wirklich Austausch eines stofflichen und in seiner Quantitit unver-
tinderlichen Agens statt, so mufste der Verlust des wiirmeren Korpers
an Wiirmemenge gleich sein dem Gewinn des kilteren. Hieraus
ergiebt sich dann, dafs der eine Korper in einem gewissen Ver-
hitltnifs an Temperatur gewinnt, was der andere an ihr verliert,
wobei es aber nicht blofs auf ihre Massen ankommt, sondern auch
auf das Verhiiltnifs ibrer specifischen Wiirmen. Haben schliefslich
beide dieselbe Endtemperatur #, und hat der zweite, sich abkiihlende,
Korper die Masse m', Anfangstemperatur &' (> ), die specifische
Wiirme ¢, so giebt die Identitit des Wiirmequantums, welches dem
ersten zugefilhrt wird, dem zweiten verloren geht, die Gleichung:
m., (;‘)‘1 _— ﬂ'u) o=m. (r‘)"n - !?'l).c’
oder:
o = m "_’\:1 — t(f‘o

e m W,—=%"

(2)

In dieser Weise wilrde man aus Beobachtung der rechts stehen-
den Grofsen fir zwei Korper das Verhiiltnifs der specifischen Wiirme-
capacitiiten nach der sogenannten Mischungsmethode finden, auch
ohne Festsetzung einer willkiirlichen Kinheit; ebenso wie man aus
Wiigungen und Volumenmessungen auch das Verhitltnifs von speci-
fischen Gewichten finden kann, bevor man eine Einheit gewithlt hat.
Beiderlei specifische Constanten sind auch insofern vergleichbar, als
es sich beide Mal um Dichtigkeitsverhiiltnisse in verschiedenen
Korpern handelt, einmal der ponderablen Materie, einmal des Wiirme-
stoffes (die Menge des letzteren bezogen auf gleiche Temperatur-
erhthung ausgehend von einer Temperatur, fiir welche der Wiirme-
inhalt gleich Null ist).

Die gemachten Voraussetzungen lassen sich nun sogleich in der
Weise controliren, dafs man durch Versuche mit einem ersten
und einem zweiten Korper fir sie das Verhiiltnils ¢'/e bestimmt;
dann durch Versuche mit demselben ersten und einem dritten
das Verhiiltnifs ¢’/e; endlich durch Versuche mit dem zweiten und
dem dritten das Verhiiltnifs ¢/¢”. Dann mufs sich ergeben:

dle

7o
Ferner miissen Versuche mit verschiedenen Wirmequellen bei sonst
gleichen Bedingungen stets zu denselben ‘Werthen der specifischen
Wiirmecapacitiiten fir dieselben Korper fihren, und haben auch dazu
gefithrt.

*

gleich dem direct bestimmten %.
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Die Erfahrung hat gezeigt, dafs die durch vorstehende Betrach-
tungen eingefiihrten Verhiltnilszahlen, die specifischen Wiirmen, in
der That feste Werthe haben fiir kleine Gebiete der Versuchstempera-~
turen %, &, #,. Nimmtman ein solches kleines Temperaturgebiet
aber einmal in Gegenden von hoher, ein andermal in Gegenden nied-
riger Temperatur, so findet man, dafs die Werthe der ¢ sich im
Allgemeinen etwas mit der Temperatur iindern. Es bleibt also die
Gleichung (1) nur richtig, wenn (%, — ,) sehr klein ist, gleich d,
so dafs anch die zuzufihrende Wiirmemenge nur klein ist, gleich
d Q, und wir miissen schreiben:

AdQ =m.c.d?, (3)

wo nun ¢ innerhalb enger Temperaturgrenzen als constant betrachtet
werden darf, im Allgemeinen aber nur anniihernd unabhingig von
der Temperatur, vielmehr streng genommen Function derselben ist,
Gerade beim Wasser ist die Veriinderlichkeit der specifischen Wiirme
ziemlich auffallend und verursacht eine Complication in der Definition
der Calorie.’)

Mit den entwickelten Voraussetzungen unter Hinzunahme dieser
Modification stimmten, wie gesagt, die Untersuchungen der specifi-
schen Wirme bei Wiirmeaustausch stets iiberein, soweit sie von
den ilteren Physikern durchgefithrt warden und durchgefithrt werden
konnten. Sie beschriinkten sich eben wesentlich auf solche Fiille,
wo man es nur zu thun hatte mit dem freiwillig erfolgenden Ueber-
gang der Wiirme von witrmeren zu kiilteren Korpern, wiithrend keine
anderweitigen Arbeitsleistungen von den warmen Korpern erfordert
werden, Wenn letzteres aber der Fall ist, so kann man die Wiirme,
wie wir spiiter sehen werden, nicht mehr als materielles Agens be-
trachten; es #indern sich fiir solche Fiille auch wesentlich die Werthe
der Verhilltnifszahlen der specifischen Wirme.

§ 4. Latentwerden des Wiirmestoffs bei Aenderungen des
Aggregatzustandes.

Es kam bei weiterer Ausdehnung der Betrachtungen iiber
den Wirmestoff die merkwiirdige Erscheinung der sogenannten la-
tenten Wiirme bei Aenderungen des Aggregatzustandes in Betracht,
die eine Ausnahme fiir die Unzerstdrbarkeit der Wirme, soweit sie

") Biehe hieriiber das Referat iiber die Wiirmeeinheit von E, Warnunra,
anf der Miinchener Naturforscherversamml. erstattet. Leipzig, bei Joh. Ambr
Barth. 1900,

H, v. Hrusmorrz, Theoret, Physik. Bd. VL 2



18 ERSTER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. §4.

durch das Thermometer nachweishar war, darbot. Brachte man
z. B. einen warmen Korper in Berithrung mit Eis von 0°% so
fand man, dass es nicht gelingt das Eis iiber 0° zu erwiirmen,
sondern das Kis schmolz zum Theil (wenn in geniigender Menge
vorhanden) zu Wasser von 0° der warme Korper kiihlte sich
auch auf 0° ab, so dafs die ganze von ihm abgegebene Wiirme-
menge, wie es schien, spurlos verschwand. Ebenso zeigte sich bei
Wasser von 100° dem man durch eine Flamme fortwithrend Wiirme
zuftihrt, dafs es in einem offenen Gefifse nicht iiber 100° erwiirmt
werden konnte, jedoch durch Sieden theilweiser Uebergang in Dampf
eintrat, der aber auch nicht wirmer als 100° war. Indessen er-
kannte man auch bald, dafs, wenn man das Schmelzwasser von 0°
in Kis von 0° zurtickverwandeln wollte, man ihm Wiirme entziehen
mufste, und zwar konnte man die ganze vorher beim Schmelzen
verschwundene Wiirmemenge jetzt wieder dem Wasser entziehen.
Auch wenn man Dampf von 100° hineinleitete in Kiithlrohren, in
welchen er sich in Wasser von 100° verwandelte, so gab er dabei
an die Kithlrohren Wiirme ab; und zwar dieselben betriichtlichen
Mengen, die dem Wasser beim Verdampfen zuzufithren waren, wie
das bei industriellen und hiuslichen Heizungsapparaten neuerdings
vielfach benutzt wird. Aus diesen Beobachtungen schlofs man, dafs
beim Schmelzen und Verdampfen der Wiirmestoff nicht verloren ginge,
dafs er aber in eigenthitmlicher Weise durch die ponderable Masse,
in der er verweilte, so gebunden wurde, dafs er unfithlbar wurde
fir Thermometer und die menschliche Haut; man bezeichnete die
Wirme in diesem Zustande als latente Wirme. Sie war nicht ver-
nichtet; denn bei der entgegengesetzten Aggregatzustandsiinderung
kam sie wieder zum Vorschein, Je nach dem Aggregatzustande
dachte man sich verschiedene Quanta des hypothetischen Wirme-
stoffes als gleichsam mit zur Constitution des betreffenden ponde-
rablen Korpers gehorig, so dafs also Wasser betrachtet wurde als
Kis von 0° verbunden mit einer gewissen itberschiissigen Quantitiit
Wiirmestoffes, eine Verbindung, die man sich einer chemischen sehr
dhnlich dachte. Ebenso konnte man innerhalb gewisser Grenzen
wenigstens die Wasserdiimpfe betrachten als Verbindung des Wassers
mit einem noch gréfseren Quantum Wiirmestoff.

In letzterem Falle hiitte man dann beriicksichtigen miissen, dals
der Siedepunkt erheblich abhiingig ist vom Druck, und dafs mit der
Siedetemperatur zugleich auch die latente Wiirme des Dampfes
vom Druck abhiingig ist, wie man in folgender Weise erkennt. Der
Wiirmeinhalt der Masseneinheit Dampf von der Temperatur & ist
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jedenfalls um ein bestimmtes Wiirmequantum grofser als derjenige
derselben Masse im fliissigen Zustande bei der niedrigeren Tempe-
ratur %, Einmal kann ich nun die Fliissigkeit bei %, verdampfen,
wozu die latente Wirme L, erforderlich ist, und dann den Dampf
von %, bis « erwiirmen; ein anderes Mal kann ich zuerst (unter
gleichzeitiger Verhinderung des Verdampfens) die Fliissigkeit von
1}, bis & erwiirmen und sie dann erst verdampfen, wozu Ly, erforderlich
sei. Die Vermehrung des Wiirmeinhaltes ist in beiden Fillen (wenn
sonst keine Wirkungen der Wiirme geleistet werden) dieselbe; daraus
folgt, wenn ich mit ¢ die specifische Wirme der Fliissigkeit, mit ¢
die des Dampfes bezeichne:

Ly + ¢ (F — %) = e(F =)+ Ly
oder:
L = Le + (¢ — ¢).(F — I‘}'U)

und da nun im Allgemeinen keineswegs ¢’ = ¢, d. h. da die specif.
Wiirmen von Flissigkeit und Dampf im Allgemeinen verschieden
sind, muls auch L= L, sein. Die latente Wirme wiire also ab-
hiingig von der Siedetemperatur und mit dieser vom Druck.

Die Quantitit der latenten Wirme konnte durch dieselben
calorimetrischen Methoden gefunden werden wie das Verhiiltnifs von
specifischen Wiirmen nach Gleichung (2). Durch solche Mischungs-
versuche von Eis mit warmem Wasser fand man, wie viel Calorieen
einem Gramm KEis von 0° zugefithrt werden mufsten, um es in
Wasser von 0° zu verwandeln. Es war nun weiterhin eine wesent-
liche Verbesserung der Calorimetrie, diese Wiirmemenge sozusagen
als neue secundiire Einheit zu wihlen, und ein Wirmequantum
zu messen durch die Menge Eis, die es zum Schmelzen bringen
konnte. Das hat schon Larrace versucht mittels seines Eiscalori-
meters bei Bestimmung der Wirmeentwicklung durch Verbrennung.
In vollkommenerer Weise ist dieses Princip neuerdings von RoBErT
Bunsen ausgefithrt worden. Seine Methode hat zu viel genaueren
und sichereren Messungen gefithrt, als die #lteren Mischungmethoden,
bei denen es schwer ist zu verhindern, dals nicht anderweite Wiirme-
mengen durch Zuleitung oder Ableitung diejenige verfilschen, welche
man messen will. Auch ein Dampfealorimeter ist von Bunsen gebaut
worden, welches die latente Wiirme des Dampfes benutzt als secun-
diire Einheit fir die Messung anderer Wiirmemengen; es ist aller-
dings nicht so scharf, und so bequem zu gebrauchen, wie sein Bis-
calorimeter.

Die Erscheinung des Latentwerdens von Wirme findet sich

ge
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nicht blofs beim Schmelzen und Sieden, sondern auch bei Aende-
rungen des krystallinischen Gefiiges (allotrope Modificationen); ebenso
wenn ein festes Salz sich auflost in einer Fliissigkeit, z. B. Wasser,
und bewirkt dann eine Abkithlung, vorausgesetzt, dafs keine sehr
energische chemische Verwandtschaft zwischen Salz und Wasser
sich geltend macht. Auch wenn mit dem Eintritt einer chemischen
Verbindung zwischen verschiedenartigen Substanzen Aggregatzustands-
iinderungen verkniipft sind, so sind das Vorgiinge, welche unter den-
gelben Gesichtspunkten betrachtet werden kdnnen wie Aenderungen
der latenten Wirme. So gelangt man auch zu der Vorstellung,
dafs Metalle, die sich unter der Einwirkung von elektrischen Strémen
in einer Sture auflosen, dals auch diese ein gewisses Quantum
latenter Wiirme aufnehmen miissen beim Uebergang in den neuen
Zustand. Bisher sind diese Uebergiinge meist noch nicht unter den
Begriff der latenten Wiirme gestellt worden; die Beziehungen, fir
welche es passend ist, sie in dieser Weise zu betrachten, werden erst
spiiter zu entwickeln sein. (Vgl. § 66).

§ 5. Der Wiirmestofl' bei chemischen Processen.

Weiter fiigte sich in den Vorstellungskreis vom Wesen der
Wiirme als eines materiellen Tmponderabile auch die Erzeugung von
Wiirme durch chemische Processe, insoweit bei solchen nicht Arbeit
anderer Art geliefert oder vernichtet wird. Aus den Erfahrungen
des tiiglichen Lebens ist Jedem bekannt, dafs viele chemische Pro-
cesse, namentlich alle diejenigen, welche unter dem Kinflusse einer
energischen Verwandtschaft vor sich gehen, mit gleichzeitiger Wiirme-
entwickelung verbunden sind, die meist um so grofser ist, je gieriger
die Substanzen sich zn verbinden streben. In dieser Weise ent-
wickeln wir uns die grofsten zu praktischen Zwecken ausgebeuteten
Wiirmemengen, nimlich durch Verbrennungsprocesse. Nicht jede
chemische Wiirmeerzeugung ist mit Feuer- und Lichterscheinungen
verbunden; ohne solche finden z. B. starke Erhitzungen statt bei der
Verbindung von concentrirter Schwefelsiiure, Kalihydrat, gebranntem
Kalk mit Wasser, zu welchem diese Substanzen eine energische Ver-
wandtschaft haben. Auf chemischen Processen beruht auch ein Theil
der Wiirme, welche sich im Innern des Erdkorpers findet,') und

1) In Steinkohlengruben findet sich hiiufig durch langsame Oxydation ein-
geschlossenen Eisenkieses starke lokale Wilrmeerzeugung, die bis zur ,Selbst-
entziindung® der Kohle steigen kann. In den unteritalienischen Schwefelgruben
herrseht erhihte Temperatur in Folge einer Art spontanen Hilttenprocesses in
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schliefslich sogar die Wiirme unseres eigenen Korpers. Ks giebt
aber auch chemische Processe, und zwar solche, welche bei Be-
rithrung der betreffenden Korper zwischen ihnen von selbst und ohne
weitere Unterstiitzung vor sich gehen, bei welchen im Gegensatze
zu den bisher erwithnten Vorgiingen Wiirmemengen gebunden werden.
Meistens geht bei diesen Fillen einer der reagirenden Korper aus
dem festen in den fliissigen, oder aus diesem in den gasfOrmigen
Aggregatzustand iiber; man kann dann annehmen, dafs das Wiirme-
quantum, welches durch die Aggregatzustandséinderung latent wird,
grofser ist als dasjenige, welches durch die chemische Verbindung
an und fir sich entwickelt werden kann. So bei den Kiilte-
mischungen.

Urspriinglich wurden nun auch diese Phiinomene theoretisch
unter die Voraussetzung von der stofflichen Natur des Wiirmeagens
gobracht. Deren Durchfithrbarkeit bei der chemischen Wiirmeent-
wickelung lifst sich zuriickfithren auf die Vorstellung, das jedes
chemische Element und jede Verbindung nothwendig ein bestimmtes
Quantum des Wiirmestoffes gleichsam in chemischer Bindung enthilt,
welches festgehalten wird, solange nicht (entweder der Aggregat-
zustand oder) der Zustand chemischer Bindung wechselt. Zwel
Korper mit grofser chemischer Verwandtschaft geben bei ihrer Ver-
einigung einen Theil ihres Wiirmestoffes ab, es bleibt ein geringeres
Quantum in der Verbindung zuriick, welches bei noch weiteren Ver-
bindungen moglicher Weise auch noch frei gegeben werden und
ausscheiden kann.

War diese Anschauung zuliissig, so mulste es fiir die Menge
an Wirme, welche bei einem bestimmten chemischen Vorgang ent-
wickelt werden kann, ganz allein ankommen: erstens auf das Quantum
und den Zustand der Korper, welche vor dem Eintritt der chemischen
Verbindung vorhanden sind und in diese eingehen; und zweitens
auf die Endprodukte und den Zustand, in welchem sie sich bilden.
Dem Anfangszustand entspricht ein gewisses constitutionell ge-
bundenes Witrmequantum, dem Endzustand ebenfalls. Was zwischen
Anfangs- und Endzustinden liegt, durch welche Zwischenstadien
die Verbindungen hindurchgehen, die Art, Form und Schnelligkeit
des Ueberganges mufs ohne allen Einfluls auf das Quantum an

dem Gestein, welehes aus bituminsem Material und Gyps besteht: der gediegene
Schwefel gelbst ist das Product dieses Processes; den Gebieten des Schwefel-
vorkommens entspringen hiiufig warme Quellen, Auch mdge noch die auf lang-
samer Oxydation beruhende abnorme Wiirme der Asphaltgruben von Lobsann
im Elsals erwiilint werden,’ A d H.
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Wiirmestoff sein, welches bei dem Processe disponibel wird und ab-
gegeben werden kann. Dies hat sich in der That mit grofser Ge-
nauigkeit und bei einer ins Ungeheure gewachsenen Zahl von Fillen
bestitigt. Man pflegt bei der Angabe der chemischen Wiirmeent-
wickelung oder , Wirmetdnung* die zu verbindenden Korper im
Anfang auf dieselbe Temperatur zu bringen, und auf ebendieselbe
auch die Endproducte, so dafs man unabhiingig ist von dem Ueber-
schuls oder Mangel an Wirmeinhalt, welcher einer hiheren bezw.
niedrigeren Temperatur entspricht.

Am schlagendsten zeigt sich der Sinn dieses Gesetzes vielleicht
durch die iiber die physiologische Wiirmeerzeugung angestellten Ver-
suche. Man kann Nahrungsmittel einmal im Feuer verbrennen und
die dabei erzeugte Verbrennungswiirme bestimmen, wenn diese der
Hauptsache nach kohlenstoff-, wasserstoff- und stickstoffhaltigen Sub-
stanzen zu Kohlensiiure und Wasser verbrannt werden, withrend noch
freier Stickstoff gebildet wird. Im thierischen Korper findet nun
auch eine theilweise Verbrennung der Nahrungsmittel statt, ver-
hiiltnifsmiifsig sehr langsam und iiber eine grofse Menge verschieden-
artiger Organe vertheilt; die nur unvollstindig verbrannten Reste
und die stickstoffhaltigen Substanzen werden in den Auswurfstoffen
ausgeschieden. Man kann nun die im thierischen Korper durch eine
gewisse Menge von Nahrungsmitteln physiologisch erzeugte Wirme-
menge bestimmen, kann dann die Excremente verbrennen zu Kohlen-
siure, Wasser (unter Abscheidung von freiem Stickstoff) und die
Verbrennungswiirme ebenfalls bestimmen; dann erhiilt man dieselbe
Summe, wie wenn dasselbe Quantum an Nahrungsmitteln, in dem-
selben Zustande von Dichtigkeit, Aggregatzustand, chemischer Ver-
bindung direct zu denselben Endproducten verbrannt wird.

Die Schwierigkeiten, die ganze Menge der verschiedenartigen
Nahrungsmittel zu bestimmen und die Auswurfstoffe vollstiindig zu
gewinnen, verhindert, dafs man bei diesem Versuch die Hulserste
Genauigkeit erreicht; dies ist aber der Fall bei unzihligen rein
chemischen Processen, so complicirt sie auch sein mogen. Man
kann z B. ausgehend von gegebenen #Hquivalenten Mengen Zink,
Sauerstoff, Wasserstoff, Schwefelsiiure (verdiinnt mit viel Wasser)
einmal den Sauerstof mit dem Wasserstoff zu Wasser verbinden,
mit diesem die Schwefelsiiure noch weiter verdiinnen, und dann in
ihr das Zink auflosen (wobei Wasserstoff wieder entweicht); ein
anderes Mal zuerst das Zink oxydieren und dies Zinkoxyd in der
verdiinnten Schwefelsiiure 16sen; beide Male ist die Wiirmeténung
dieselbe. Diese Forderung, welche aus der Voraussetzung hergeleitet
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werden mufs, dafs wir es in jeder chemischen Verbindung mit einer
ihr in bestimmtem Verhiltnifs unveriinderlich zukommenden Ver-
einignng mit dem hypothetischen Wirmestoff zu thun haben, be-
stitigt sich also in der That.

In allen bisher angefiihrten verschiedenartigen Thatsachen stiels
man noch auf keinen Widerspruch gegen die Hypothese des Wiirme-
stoffes als einer imponderablen Substanz. Wie dies Gebiet von den
iilteren Physikern unter dieser Annahme behandelt wurde, so kann
es auch immer noch behandelt werden, Die alte Anschauung ver-
sagt erst bei Processen, bei welchen auf Kosten des Wirmeagens
auch andere Arten von Arbeitsleistungen hervorgebracht werden,
indem z B. die betreffenden Korper ihr Volumen #indern und dabei
einen Druck fiiberwinden, oder indem wir die chemischen Processe
zur Erzeugung arbeitsfithiger galvanischer Strome benutzen. Solche
Processe wollen wir aber zuniichst von der Betrachtung ausschliefsen.

Zweiter Abschnitt.
Wiirmeleitung.
Erstes Kapitel.
Aufstellung der zu erfiilllenden Gleichungen.

§ 6. Der Wiirmestrom, seine Componenten, seine Dichtigkeit
und seine Intensitit.

Wir wollen nun, unsere Vorstellungen auf den Uebergang der
Wiirme von einem Korper zum anderen anwendend, diesen mathe-
matisch auszudriicken suchen, Das Resultat dieses Ueberganges ist,
wie wir gesehen haben, immer Ausgleichung der Temperaturdiffe-
renzen, und das mufs auch fir die analytische Formulirung der
Ausgangspunkt sein. Von den Arten des Wiirmeiiberganges soll
zuniichst die Leitung betrachtet werden. Ihre Theorie ist namentlich
von Fourier ausgearbeitet worden; er hat wichtige und interessante
Methoden entwickelt, um die verschiedenen Vertheilungen der Wiirme,
welche withrend der Leitung in verschiedenen Augenblicken eintreten,
kennen zu lernen. Uebrigens hat schon Isaac Newron die ersten
Axiome fiir eine Theorie der Wirmeleitung aufgestellt.
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Wenn wir die Bewegung einer stofflichen Substanz beschreiben,
so fassen wir einzelne materielle Punkte ins Auge, welche withrend
der Fortbewegung identisch bleiben; die aufeinander folgenden Orte
in der wechselnden Zeit bilden die Bahn eines materiellen Theilchens;
in jedem Augenblick kommt ihm eine bestimmte Geschwindigkeit
zu. Wenn nun auch die Vorstellung der Wiirme als eines sub-
stantiellen Agens in vieler Hinsicht zutrifft, so fragt es sich doch,
ob wir von einer Fortleitung von einzelnen Theilchen dieses Agens
reden diirfen. Dazu haben wir in der That keine Berechtigung;
denn wir haben kein Mittel, um einzelne » Wiirmepunkte“ als solche
einzeln zu erkennen und in ihrer Bewegung zu verfolgen; es hat
also auch keinen Sinn, von einer Geschwindigkeit der Wiirme-
theilchen zu sprechen, da wir iiberhaupt nicht wissen, ob solche
existiren. Auch das wird uns den Schlufs nahe legen, dafs die
Wiirme wahrscheinlich tiberhaupt kein stoffliches Agens ist, wenn
sie auch in einem bestimmten Thatsachenbereich sich wie eine un-
zerstdrbare Substanz verhilt. Uebrigens befinden wir uns auch
gewissen anderen physikalischen Agentien, z. B. der Elektricitiit
gegeniiber in &hnlicher Lage; auch bei ihr wiire es eine unbegriindete
Hypothese, wenn wir an ihre Forthewegung im galvanischen Strome
die gewbhnlichen Begriffe anlegen wollten, wie wir sie bei pon-
derablen Korpern brauchen. Bei solchen Agentien, wie es die Wiirme
und die Elektricitit sind, konnen wir sinnlich nur erkennen, dafs in
einer bestimmten Zeit durch eine bestimmte Fliche im Innern eines
Korpers oder durch die Trennungsfliche zweier Korper hindurch
ein gewisses Quantum des Agens hindurchgegangen ist. Das ist das
einzige Phiinomen, welches wir verfolgen konnen, und insofern nur
konuen wir davon reden, dals diese Agentien strémen.

Bei einem Wiirmestrom durch eine physisch gegebene kleine
Fliche, konnen wir fragen, welches Wirmequantum wird durch ein
willkiirlich grofses Element dw der kleinen Fliche hindurch von
einer Seite auf die andere Seite withrend eines beliebigen Zeit-
elementes d¢ hindurchgegangen sein. Diese Menge wird der Grofse
des Flichenelementes dw und der Dauer des Zeitelementes d¢ pro-
portional sein; denn der Strom kann durch eine kleine Fliche,
von welcher dw ein Element ist, hindurch als gleichmiifsig verbreitet
und withrend d¢ als ungeiindert betrachtet werden. Aufserdem wird
nun aber noch an ein und derselben Stelle bei ungeiinderter Grifse
der Fliiche das hindurchtretende Wiirmequantum abhiingen von ihrer
Richtung. Den von ihr abhlingigen Factor in dem Werthe jenes
Quantums wollen wir ¢, nennen, wo » die Normale auf dw bedeutet,
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durch deren Richtung die von dw bestimmt ist; dann ist das
Quantum also gleich: ¢,.dw.dt. Es lifst sich nun zeigen, dafs g,
als die in die Richtung » fallende Componente einer Resultante
aufgefalst werden kann, ganz wie bei der Geschwindigkeit eines
Massenpunktes. Wir denken uns ein rechtwinkliges Coordinaten-
system; an irgend einer Stelle drei Ebenen parallel den Coordinaten-
ebenen, und unendlich nahe dem Schnittpunkt jener drei Ebenen
eine sie schneidende vierte Ebene, so dafs von der rechtwinkligen
Ecke ein kleines Tetraeder abgegrenzt wird. Die auf der schriigen
vierten Ebene abgeschnittene Fliiche sei das obige dw. Das kleine
Tetraeder liege von d @ aus nach der Seite der positiven Coordinaten-
richtungen hin. Die rechtwinkligen drei anderen Dreiecke sind
gleich den Projectionen von d auf die Coordinatenebenen, also ihr
Fliicheninhalt gleich d @ multiplicirt mit dem Cosinus des Winkels,
den die Ebene von dw mit der betreffenden Coordinatenebene bildet.
Dieser Cosinus ist nun gleich dem Cosinus des Winkels, den die
Normale auf d® mit der Normalen auf jener Coordinatenebene bildet,

}

Fig. 1.

wenn wenigstens dieser Winkel ein spitzer ist. Ob dies der Fall
ist, hiingt von der Festsetzung tiber die Richtung der Normalen ah,
welche ja auf jeder Fliiche nach deren einer oder anderen Seite hin
genommen werden kann, Wir nehmen » auf do nach dem Inneren
des kleinen Tetraeders hin gerichtet (Fig. 1) Als Richtung der
Normalen auf der y-z-Ebene nehmen wir die der positiven a-Rich-
tung parallele, und entspsechend fir die anderen Coordinaten-
ebenen. Die Flicheninhalte der drei rechtwinkligen Dreiecke
werden dann
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parallel der y-x-Ebene: dw.cos (nx)
5 » #x-z-KEbene: dw.cos(ny)
= » @-y-Ebene: dw.cos(nx)

Ferner denken wir uns die Wiirme durch dw in das Innere des
Tetraeders eintreten, durch die drei rechtwinkligen Dreiecke aus-
treten. Analog dem Ausdrucke ¢, .dw.dt fiir das wiihrend d¢ durch
dw hindurchtretende Wiirmequantum tritt dann in derselben Zeit
durch diejenige der Tetraederseiten, welche

parallel ist der y-2-Ebene, das Quantum: ¢, .dw cos(nz)dt
z w g *c-Kbene, , s, q,-d ® cos (ny)dt
» »w » 2y-Ebene, ,, 5 q,-dw cos(nx)dt

Insgesammt tritt also withrend d¢ in das Innere des Tetraeders mehr
ein als aus ihm heraus das Wiirmequantum:

(4, — 4.+ c08 (n @) — g,.c08(ny) — g,.co8(nz)] .dw.dt,

oder in der Zeiteinheit (den Wiirmestrom withrend ihr ungeiindert
fortgesetzt gedacht):

(¢, — 9,08 (nz) — g, .c08(ny) — q,.c08(nz)].dw

Diese Vermehrung des Wiirmeinhaltes des kleinen Tetraeders kann
bei der selbstverstiindlichen Voraussetzung einer stets endlichen
Wiirmedichtigkeit!) nur unendlich klein sein von derselben Grolsen-
ordnung wie das Volumen des kleinen Tetraeders, also yon 3. Ordnung;
da aber dw nur von 2. Ordnung unendlich klein ist, mufs der
Klammerausdruck von 1. Ordnung unendlich klein sein, niimlich von
derselben Ordnung, wie die Kanten des kleinen Tetraeders. Lalst
man dessen rechtwinklige Ecke in die Fliche d @ hineinriicken, so
bleibt die Richtung der Fliichen und die Bedeutung der ¢ ungeiindert
und der Klammerausdruck wird gleich Null:

@y = Q- CO8(n2) + g,.c08(ny) + g,. 008 (nz) (4)

Das ist der Zusammenhang des Factors ¢ fiir eine Fliche von be-
liebiger Normalenrichtung » mit den besonderen Werthen, die er
annimmt fiir drei Flichen an derselben Stelle des Korpers, aber
mit Normalenrichtungen parallel der a-, der y-, der z-Axe. Die
Gleichung (4) sagt aus, dafs ¢, aufgefalst werden kann als die in

!) Unendlich grofse Wirmedichtigkeit wiirde unendlich hohe Temperatur
bedeuten.
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die Richtung von n fallende Componente einer Resultante, deren
Componenten nach den drei Coordinatenrichtungen g¢,, ¢,, ¢, sind.
Denn wenn ich mir ¢, als Strecke in der z-Richtung, und ent-
sprechend ¢, ¢, vom selben Punkt aus in der y- bezw. z-Richtung
abgetragen denke, und die aus ihnen nach den Regeln der Zusammen-
setzung von gerichteten Strecken gebildete Resultante mit ¢, und ihre
Richtung als die r-Richtung bezeichne, so ist

q, = g, CO8 (ry2), 9 =q- cos(ry), ¢,=4q,.008 (r, %) ()
Diese Werthe in (4) eingesetzt, giebt
g, = q, cos (r ). cos (n 2) + ¢, . co8 (ry) . cos (n y) + ¢,. cos (r %) . cos (na)

oder:
q, = q,+CO8 (rn) (6)

Also erscheint ¢, als die Projection von g, auf die n-Richtung
oder kann als die in letztere Richtung fallende Componente von ¢,
angesehen werden. Der Zusammenhang zwischen g¢,, g,, 9, g, einer-
seits und g, andererseits ist also den Gleichungen (5) und (6) zu
Folge sowohl nach Grofse wie Richtung derselbe, wie zwischen den
Componenten der Geschwindigkeit eines Massenpunktes und deren
Resultante. Daher nennt man g,, ¢, ¢, die in die Richtungen der
Coordinatenaxen fallenden Componenten des Wiirmestromes, g, die
resultirende Stromung und » deren Richtung.

Nun hingen die Factoren ¢, in der Weise zusammen mit der
Wiirmemenge, welche wiithrend d¢ durch d @ hindurchtritt, dafs diese
gleich ¢, .dw.dt ist. Steht dw senkrecht auf der Richtung r der
resultirenden Stromung, so hat gegeniiber allen anderen Stellungen
von dw jene Wirmemenge den grofsten Werth und ist gleich ¢,.dw.df,
oder fiir die Zeiteinheit gedacht, gleich ¢,.dw. Daraus ist ersichtlich,
dafs ¢,.dw dem entspricht, was man Stromintensitiit nennt, und ¢,
der Stromdichtigkeit. Steht dw schriig gegen die Richtung r der
resultirenden Stromung, so ist das withrend d ¢ durchtretende Wiirme-
quantum gleich ¢, .cos(nr)dw.dt. Denselben Werth erhiilt man,
wenn die in die Richtung von » fallende Componente der in Wirklich-
keit schriig durch dw hindurchfliefsenden Gesammtstrémung, also
wenn g, .cos(nr) als die Grofse einer senkrecht durch d m hindurch-
tretenden Stromung aufgefafst wird. Letztere Auffassung ist von
Wichtigkeit fir die folgende Ableitung.
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§ 7. Zusammenhang von Wirmestrom und Temperatur.

Wir wollen jetzt das Gesetz aufstellen, nach welchem sich
durch einen Wirmestrom die Temperatur eines Klementarvolumens
innerhalb eines Korpers iéindert. Wir denken uns dieses als recht-
winkliges Parallelepipedon, dessen Kanten den Coordinatenaxen
parallel sind und die Lingen dz, dy, dx haben. Zu seiner Kr-
wiirmung um eine kleine Temperatursteigerung d ist eine Wiirme-
menge d () erforderlich gleich dem Producte aus d mit der Wiirme-
capacitiit des Volumenelementes, welch’ letztere wiederum gleich ist
der specifischen Wiirmecapacitit ¢ der Substanz multiplicirt mit der
Masse des Elementarvolumens. Ist die Masse der Substanz gleich-
milfsig vertheilt (homogen), und ihre Dichtigkeit gleich &, so ist

dQ = s.c.dudydx.dd

Verstehen wir unter d die Temperaturiinderung im Zeitelement
dt, so wird:
d ¢

dQ=s.c.da;dyda:o—é—t—-dt, (7)
wo der partielle Differentialquotient zu schreiben ist, weil ¢ aufser
von ¢ auch noch von den Coordinaten abhiingt, letztere Abhiingig-
keit fiir das ruhende Volumenelement aber nicht in Betracht kommt,
Obigen Werth von ¢ Q haben wir gleich zu setzen dem Ueberschuls
der in das kleine Parallelepiped einstrémenden Wiirme iiber die
ausstromende. Der resultirende Wiirmestrom ist in irgend einer
Richtung zu den Flichen des Parallelepipeds geneigt; statt seiner
betrachten wir die durch die einzelnen Fliichen senkrecht ein- bezw.
austretenden Componenten gemiils dem Schlulssatze des vorigen
Paragraphen. Durch die untere der rechteckigen Fliichen dady
(die Coordinatenaxen wie in Figur 1 gedacht) stréme Wiirme ein;
die in der Richtung der positiven x withrend d¢ einstrdmend gedachte
Menge ist: g,.dxzdy.dt. Die durch die obere der Flichen da dy
in der positiven x-Richtung ausstromende Wirmemenge braucht
nicht gleich zu sein jener einstrbmenden. Die Strdmung kann am
Orte der oberen Fliche dichter oder diinner sein, als an dem der
unteren; es kann also ¢, zwischen beiden Flichen seinen Werth
iindern. In der oberen Fliche hat » einen um d« grofseren Werth;
es wird daher bei Vernachlissigung hoherer Potenzen von dz,
wenn ¢, fir die untere Fliche gilt, an der oberen statt dessen zu
setzen sein:
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dq,
Q. + “6”;5‘ dx

und es tritt also withrend d¢ durch die obere Fliche dzdy in der
+2-Richtung aus die Wiirmemenge:

dq,
(q=+ ax—dx)dm.dy.dt
Fiir die Stromung durch dieses Flichenpaar ergiebt sich also eine
Vermehrung des Wirmeinhalts gleich der durch die untere Fliche
einstrdmenden minus der durch die obere ausstrbmenden Menge,
also gleich

dq,
--—a—;-d:r..dzdy.dt

Ganz entsprechend findet man fiir die Vermehrung in Folge der
Strémung durch das Flichenpaar parallel der y-z-Kbene

d
——it de, .di
5z do.dydx.d

und durch das Flichenpaar parallel der z-z-Ebene:

94, _
Insgesammt ist also die Zunahme d Q des Wirmequantums in dem
Volumenelement durch die Stromung:

dg, , Oq, , Ogq, .
dQ=— e s + ?;- -+ s dodydzdt (8)
Die Gleichsetzung der Ausdriicke (7) und (8) liefert:
dq, dq,  dg, 0
E_.’.W.{-—a-;m-—i.c.“é? (9)

Diese erste Gleichung, welche wir gewonnen haben, sagt aus, dafs
die Anhiiufung von Wiirme stets und fiiberall gleich ist dem Ueber-
schufs der zustrdmenden iiber die abfliefsende Wiirme. Sie ist
analog der ,Continuitiitsgleichung® der Hydrodynamik.

Die weiteren (leichungen, die wir zu bilden haben — es sind
ihrer noch drei —, miissen aussagen, dafs Wirmebewegungen nur
da vorkommen, wo Temperaturunterschiede vorhanden sind, und
in ihrer Richtung diesen entsprechen. Die Temperaturunterschiede
zwischen zwei sehr nahen Punkten sind jedenfalls nur klein, und
deshalb kann die Stirke der Stromung den kleinen Temperatur-
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unterschieden einfach proportional gesetzt werden. Wenn ferner
ein Temperaturgefiille nur in der z-Richtung vorhanden ist, so kann
auch nur in fihr ein Wiirmestrom stattfinden, nicht aber in der y-
oder z-Richtung, in welch’ letzterer dann Punkte von gleicher Tem-
peratur neben einander liegen. Wenn nun allgemeiner auch in der
y- und z-Richtung Temperaturunterschiede herrschen, so ist anzu-
nehmen, dafs die in eine Richtung fallende Componente des Wiirme-
stroms dem Temperaturgefillle in derselben einen Richtung pro-
portional ist. Letzteres ist nun z B. fir die z-Richtung wiederum
proportional dem partiellen Differentialquotienten von J nach a.
Der Wiirmestrom fliefst in Richtung der abnehmenden Temperatur;
bezeichnet also % einen positiven Proportionalitiitsfactor, so werden
wir zu setzen haben:
0 1% a9 019

Tots G T Myt B S Nl s

Qy ===k
Das so eingefithrte k ist der Wirmeleitungscoefficient, der fiir ver-
schiedene Substanzen verschiedene Werte hat. Seine Bedeutung ist
anschaulich erkennbar, wenn man annimmt, dafs % nur von einer
Coordinate, etwa von z abhlingig und zwar eine lineare Function
von ihm sei, so dafs d/dz constant ist. Dann fliefst die Wiirme
nur in der z-Richtung, und die Stirke des Stromes ist {iberall die-
gelbe. Denken wir uns einen Wiirfel, dessen Kanten parallel den
Coordinatenaxen und gleich der Liingeneinheit sind. Dann hat
d#|dz den Werth 1, wenn die beiden auf der z-Richtung senk-
rechten Flichen eine Temperaturdifferenz von 1° gegen einander
haben. Die Wirmemenge, welche in der Zeiteinheit durch eine
dieser Flichen hindurchstromt, ist allgemein (abgesehen vom Vor-

i

zeichen) gleich k. %l—; Also folgt: das ,absolute Wiirmeleitungs-

vermdgen® k ist gleich der Wiirmemenge, die in der Zeiteinheit
durch eine Seite eines Wiirfels stromt, dessen Kante = 1, wenn die
in der Stromrichtung einander gegeniiberliegenden Seiten einen
Temperaturunterschied von 1° haben.

Man macht gewdhnlich mit Newrox die Annahme, dafls & von
der Temperatur unabhiingig sei, was fiir kleine Temperaturbereiche
jedenfalls erlaubt ist, nicht aber fir grofsere. Wenn wir die Ab-
hiingigkeit des k& von der Temperatur berficksichtigen wollten, so
kinnten wir setzen k = . (7), wo I nun von  unabhiingig wiire;
die Temperaturfunction ¢ (¢#) kénnen wir uns aber auch als Differen-
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tialquotienten einer anderen /(%) denken, so dafs & = t.(df(#)/d %)
wird. An Stelle der Gleichungen (10) treten dann:
19 0%
="""49 0z

——1.979) Ak §0.8100)
———*f-—gé—: 4, t. 3y %

u. 8. w. oder:

=1, 91
o

d

Da nun, wie wir im zweiten Paragraphen sahen, auch irgend eine
eindeutige Function der dort schliefslich festgesetzten Temperatur als
solche definirt werden konnte, ist keine fundamentale Aenderung
der Gleichungen (10) durch vorstehende Verallgemeinerung einge-
treten. Im Folgenden wollen wir uns immerhin Newrox’s Annahme
der Constanz von k aneignen.

Die Gleichungen (10) erlauben noch eine sehr anschauliche
Schlufsfolgerung. Wir wollen uns Fliichen & = const denken; fir
jeden Wert der Constante erhalten wir eine andere Fliche; fiir
alle moglichen Werthe der Constante erhalten wir eine Flichen-
schar; keine Fliche durchschneidet eine andere; denn das wiirde
die Absurditiit bedeuten, dafs an der Durchschnittsstelle i = const,
und auch = const, wire, die Temperatur also zwei Werthe hiitte. Die
Fliichen + = const nennt man: Isothermen. Wenn f(z, y, 2) = const
die Gleichung einer Fliche ist, so gilt fiir die Cosinus der Winkel,
den die Normale » auf der Fliche an einer Stelle mit den Coordi-
natenrichtungen bildet, die Doppelgleichung:

. { _of of of
cos (v, ) : cos (v, y) : cos (¥, 7) = 5 0y T
Fiir eine Normale auf einer Isothermenfliche ist also:

’ ; o dd 09
cos (v, @) : cos (v, y): cos (v, z) = B Oy DX

Aus den Gleichungen (10) folgt weiter:

0 & 0 g

Oz 0y 0z =4y
Nach den Gleichungen (5) ist:

9+ 9,9, = CO8(r,2): CO8(r,y): CO8 (r, %)
Also wird:
€08 (v, ) : 08 (¥, %) : €08 (¥, %) = €08 (r, z): cO8 (r, y): 08 (r, 7),

woraus folgt, dafs die Richtungen von r und » iibereinstimmen;
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d. h. der resultirende Wirmestrom steht iiberall senkrecht auf den
isothermen Fliichen.

Weiter ist noch zu bemerken, dafs die Gleichungen (10) in der
Form aufgestellt sind, wie sie fiir isotrope Medien gelten. Bei
krystallinischen Medien aulser denen des reguliren Systems wiirde
zum Mindesten darauf Riicksicht zu nehmen sein, dals die Wiirme-
leitungsfithigkeit % fiir verschiedene Richtungen, also auch fiir die
@-, y- und z-Richtung verschiedene Werthe haben kann. Zur Ver-
meidung der daraus erwachsenden grofsen Verwicklungen unserer
Theorie beschriinke ich meine Darstellung auf den Fall von iso-
tropen Medien.

Fithren wir nun die drei Gleichungen (10) in (9) ein, so werden
die ¢ eliminirt, und wir bekommen:

d [, 8% d [, 0% 0 [,09 g
E ";ﬂ)+a§(’"a‘g)+a;(’"a;)=”—a?' an

k, & und ¢ sollen gegebene Functionen der Coordinaten sein, wenn
gie fiberhaupt von ihnen abhiingen, so dafs allein # als unbekannte
zu suchende Function der Coordinaten und der Zeit vorkommt., Die
abgeleitete partielle Differentialgleichung fiir & ist allen weiteren
Untersuchungen iiber die Wirmeleitung zu Grunde zu legen; sie
giebt das Gesetz an, nach dem die Temperatur sich dem Raume
und der Zeit nach indert.

§ B. Ueber die ,Art* oder ,,Dimension” der vorkommenden
Grdfsen. s

Wir wollen uns noch dariiber klar werden, inwieweit sich die
vorkommenden Grofsen in absolutem Malse messen lassen. Alle
Grofsen, welche man tiberhaupt physikalisch vollstindig bestimmen
kann, lassen sich zuriickfiihren auf die absoluten Malseinheiten der
Liinge, der Zeit und der Masse. Als solche werden in wissenschaft-
lichen Untersuchungen gewthnlich benutzt Centimeter, Gramm und
die Secunde mittlerer Sonnenzeit. In derselben Weise, wie die
Einheit einer abgeleiteten Grifse zusammengesetzt ist aus jenen
drei Grundeinheiten, ist auch die Grofsenart oder die ,Dimension®
dieser Grifse zusammengesetzt aus Liinge L, Zeit 7 und Masse A
Nach der begrifflichen Fassung soll nun ¢,.dw.dt¢ eine Wiirme-
menge bezeichnen, Allgemein sind die Differentiale physikalischer
Grofsen immer von derselben Grofsenart, wie die endlichen Werthe
derselben Art; denn die Kleinheit ist dabei gleichgiiltig, s ist



§8. ART ODER DIMENSION DER VORKOMMENDEN GROSSEN. 88

also dw eine Fliche, oder das Quadrat einer Liinge, und di ist
eine Zeit. Solche Aussagen itber die Grbfsenart pflegt man in der
Weise als Formeln zu schreiben, dafs man sowohl die abgeleitete
Grifse, wie auch die Grundeinheiten in der Potenz, in welcher sie
vorkommen, in eckige Klammern einschliefst. Ks ist also: [dw] = [L]
und [d¢] = [T] und folglich:
[ Wiirmemenge]
%) = =

Von einer Wiirmemenge haben wir gesehen, dals sie gewonnen wird
durch das Product einer Masse mit ihrer specifischen Capacitiit
und mit ihrer Temperatursteigerung. Die Grolsenart des Productes
einer specifischen Capacitit ¢ mit einer Temperatur ¢ kénnen wir
noch nicht weiter zuriickfithren auf absolutes Mals; dazu wirden
wir erst spiter im Stande sein. Wir erhalten daher fir die Com-
ponenten des Wiirmestromes folgende Zusammensetzung von Grofsen:

o M. [0-9]
] = "rn.

Die Gleichungen (10) werden wir weiter benutzen kbnnen, um das
Wesen der Leitungsfithigkeit k herauszufinden; sie ergeben:

[K]. E‘E L _[%'j[?f%l oder [K] = [3].[e])

Die Gleichung (11), welche das Gesetz der Wiirmeleitung zusammen-
falste, denke ich mir durch ¢ dividirt. Wenn &k constant ist, tritt
es vor die Differentiationszeichen; und die beiden Grofsen kommen
nur in der Verbindung k/¢ vor. Deren Grifsenart ist nach dem

Vorhergehenden:

[!‘] AL T

e] [£]-[7]
Die Natur des in der Wirmeleitungsgleichung auftretenden Quo-
tienten k/c lilst sich also vollstindig auf absolutes Mals zuriick-
fithren; und ebenso selbstverstiindlich dieser Quotient noch dividirt

durch die Dichtigkeit &, also durch den Quotienten einer Masse
durch ein Volumen?):

k
') Der Quotient L der unter der obigen Voraussetzung als einheitliche

Constante in der Differentialgleichung (11) auftritt, wird ,Temperaturleit-
vermigen® genannt. AydaiH,
H. v. Hetaworrz, Theorel. Physik. Bd. VI 8
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[_£]=_ﬂﬂ_.[f-"]
¢.6& [(L].[T] [M]
[L*] _ Fliche ;

T[T T Zew

(Wenn % nicht constant ist, treten noch Verbindungen von der
Form g—il ¢ aunf, deren Dimension [_L.E‘J]"_r[]ﬁ wird.)

Durch solche Betrachtungen, welche aus den urspriinglichen
Gleichungen eines Problems hervorgehen, mufs man die Art der
Grifsen finden, mit welchen man jedesmal zu thun hat; diese ist
immer zu beriicksichtigen, sobald man zu eigentlichen physikalischen
Messungen iibergeht und die Theorie auf solche anwendet, wie wir
auch noch weiterhin sehen werden.

§ 9. Verhalten der Wirmestrdomung an der Berlihrungs-
fliche zweier Wirmeleiter.

Es fragt sich zuniichst, ob und unter welcher Bedingung die
Differentialgleichung (11) auch den Verlauf der Temperatur be-
schreibt an Stellen, wo zwei Korper von verschiedenem Leitungs-
vermigen aneinanderstofsen.

Ein Resultat ergiebt sich dann schon aus der blofsen Be-
trachtung der Form der Differentialgleichung, Wenn sie analytisch
einen Sinn haben soll — und das mufs sie immer; denn sie hat
Ja einen einfachen physikalischen Sinn — milssen die vorkommen-
den Differentiationen mdglich sein. & wird im Allgemeinen immer
sich continuirlich i#ndern. Allerdings kann man von Anfangs-
momenten ausgehen, bei welchen an Grenzstellen jithe Temperatur-
spritnge vorkommen; z. B. kann man zwei getrennte Korper vorher
auf ganz verschiedene Temperaturen und erst in einem gegebenen
Moment in Berithrung mit einander bringen. Indessen ver-
schwindet dann unmittelbar nach der Berithrung der jihe Sprung
und geht sofort iiber in einen zwar sehr schnellen Abfall der Tem-
peratur, der aber doch immerhin continuirlich ist und die Bildung
des ersten Differentialquotienten von ¢ erlaubt. Das geniigt aber

noch nicht; es miissen zur Giltigkeit von (11) auch noch die Producte

0 : o . : 8
k-—a? u. s, w. differentiirbar sein. Wenn wir nun zwei zusammen-

haftende Korper von verschiedenem Leitungsvermigen betrachten,
8o ist & an der Grenze discontinuirlich. Wir denken uns voriiber-
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gehend, fir die augenblickliche Betrachtung, die y-x-Ebene parallel
der Grenzfliche, oder, wenn letztere gekriimmt ist, parallel ihrer
Tangentialebene an der betrachteten Stelle. In deren Niihe ist dann
k nach y und x continuirlich, nach z aber beim Durchgang durch
die Grenzfliche selbst discontinuirlich. Die z-Richtung ist dann die
Richtung der Normale auf der Grenzfliche, und soll deshalb als
N-Richtung bezeichnet werden, auf welcher ein Liingenelement d N’
dem dz entspricht. Damit nun 6% (.t—??—) 6{2\' (k g-;-) auch
beim Durchgang durch die Grenzfliche, trotz der Discontinuitiit von
% einen Sinn behiilt, muls kg ¥
lich nahe der Grenzfliiche auf ihren beiden 2
Seiten denselben Werth haben. Ich denke mir

nun die Normalenrichtung, wie es gewohnlich ¥
geschieht, in einem betrachteten Korper jedes- :

mal von der Grenzfliche aus nach seinem

Innern hin gerichtet, und denke mir N jedes-

mal in dieser Richtung wachsend. Dann hat

fir den Korper 1 mit der Leitungsfiihigkeit &, Fig. 2.

die Normale N, auf der Beriihrungsfliche

an derselben Stelle entgegengesetzte Richtung wie die Normale N, fiir
den anderen Korper 2 mit der Leitungsfithigkeit k, (Fig. 2). Unser

obiges Resultat, dafs k%—'; (wo N seine Richtung nicht wechselte)

continuirlich bleiben, oder unend-

beim Durchgang durch die Grenzfliche continuirlich bleibt, kann
daher auch in den Formen geschrieben werden, dafs auf beiden
Seiten der Grenzfliiche sein muls:

ad a d a9
klm knaN oder: klaN +k’a-N.'—0 (12)

Diese Bedingung fiir den Wiirmestrom an solchen Stellen, wo
verschiedene Koérper sich gegenseitig beriihren, geht auch unmittelbar
aus unseren Vorstellungen ttber das Stromen der Wirme hervor,
Die Wiirmemenge, welche aus dem einen Kdrper nach der Grenz-
fliche hinfliefst, mufs gleich sein derjenigen, welche auf der anderen
Seite abfliefst. Denn die Grenzfliche als ein geometrisches Gebilde
vom Volumen Null hat keine von Null verschiedene endliche Capa-
citiit fiir Wiirme. Wiire daher der Zustrom zu ihr aus dem einen
Korper grifser oder kleiner als der Abstrom in den anderen, so
miifste momentan eine unendlich grofse Temperatursteigerung bezw.

3*
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Abkithlung in der Grenzfliche eintreten. Das muls physikalisch als
unmoglich bezeichnet werden. Nehmen wir an — was aber gleich-
giiltig ist — der Zustrom geschehe vom Korper 1 her; dann flielst
die Wiirme der Richtung von N, entgegen, und die Stirke des Zu-
stromes ist also gleich — ¢, (bezogen auf die Fliichen- und die
Zeiteinheit),. Der Abflufs nach dem Korper 2 hin geschieht in
Richtung von N,, und seine Stirke ist daher gleich + ¢, . Es
muls also sein:
= Oy, = T O,

Denke mir nun wieder voriibergehend die z-Richtung senkrecht
zur Grenzfliche, so ist nach den Gleichungen (10):

0 a1

q,.,,=—k,--3—N—l, qN,=—~k,-a—N’,

so dafs wir auch so zu der Gleichung (12) kommen. Die Erfillung
von (12) bedeutet also, dafs in der Grenzfliche keine Anhiiufung
von Wiirme stattfindet. Dann gilt aber die ,Continuitiits“-Glei-
chung (9) ungestdrt auch fiber solche Berithrungsfliichen hinweg, und
da (11) aus (9) hervorging, giebt also (12) die Bedingung an fiir die
Giltigkeit von (11) auch beim Durchgang durch Flichen, in welchen
zwei verschieden leitende Kérper zusammenstofsen; beide zusammen
konnen dann als ein leitendes System betrachtet werden.’)

§ 10. Zeitliche Anfangsbedingungen und korperliche
Grenzbedingungen.

Zur Vervollstindigung der Grundlagen ist nun noch hinzu-
zufiigen, dafs durch die partielle Differentialgleichung (11) allein
noch nicht  als Function von z, y, » und ¢ bestimmt ist. Viel-
mehr kann in den einzelnen Fiilllen der Temperaturverlauf noch
aufserordentlich verschieden sein, je nach dem gegebenen Anfangs-
zustand, und je nach den Bedingungen fiir die Grenzfliichen des betrach-

) Aus der Gleichung (12) folgt ein Brechungsgesetz fiir die Isothermen
ithnlich wie Kmomnorr aus der analogen Gleichung fiir strimende Elektricitiit
ein Brechungsgesetz fiir deren Stromlinien abgeleitet hat. (Vorlesungen ilber
Elektricitit u, Magnetismus 8, 128)) Methoden zur Sichtbarmachung dieser Iso-
thermenbrechung und ihre Benutzung zum Vergleich von Wiirmeleitfihig-
keiten, siche Wiep. Ann. 64, p. 95, 1898: W. Voiar mit Benutzung von Elaidin-
silure; mit Benutzung von Kupfer-Quecksilberjodid: Sitz.-Ber, d. Naturforsch.
Ges, zu Marburg, 1902, 25. Juni; Naturw. Rdsch. 17, Nr, 88, 18, S8eptember 1902.

A. d H.
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teten Korpers. Damit « bestimmt sei, muls erstens die Temperatur-
vertheilung im Innern des Korpers fiir den ersten Zeitaugenblick,
von welchem ab wir die Wirmebewegung berechnen wollen, als
Function der Coordinaten bekannt sein. Je nach den vorher-
gehenden fufseren Kinwirkungen kinnen darin ja die grifsten Ver-
schiedenheiten herrschen. Damit ist aber der weitere Verlauf der
Temperaturen an jeder Stelle noch nicht festgelegt; sondern es
mufs zweitens noch angegeben sein, ob dem betrachteten Korper an
seinen Grenzflichen Wiirmemengen zugefithrt oder entzogen werden,
oder ob er seine Wirme durch Ausstrahlung verliert, oder unter
welchen anderen Bedingungen seine Grenzflichen stehen. Dann erst
ist durch (11)  in seiner Abhiingigkeit von Ort und Zeit gegeben.
Die Differentialgleichung allein beschreibt zwar den Ablauf der
Temperaturiinderungen, aber insofern unbestimmt, als die Lisungen
Jedem beliebigen Anfangszustand und allen moglichen Grenzverhiilt-
nissen anpalsbar sein mitssen. Mit den wichtigsten Fiillen der kdrper-
lichen Grenzbedingungen wollen wir uns nun zuniichst befassen.

Ks kann als Bedingung gestellt sein, dals fir gewisse Teile der
Oberfliche die Temperatur constant erhalten wird, z B. durch
Bespiilung mit Wasser von bestimmter Temperatur. Oder aber,
€8 kann auch allgemeiner die Temperatur an der Oberfliche kiinst-
lich gleich einer gegebenen Function der Coordinaten und der
Zeit erhalten werden. Hierzu ist vorliufig weiter nichts zu bemerken.

Grenzbedingung fiir einen wichtigen Fall ist die, dafs die Ober-
fliche des betrachteten Korpers oder Korpersystems Wiirmestrahlen
aussendet gegen eine in der Entfernung ihr gegeniiberstehende
Fliche. In Bezug auf die Strahlung begniigt man sich in der
Regel mit der zuerst von NEwroN gemachten Annahme, dafs ihre
Intensitit proportional sei dem Unterschiede der Temperaturen der
beiden einander zustrahlenden Fliichen., Diese Annahme, welche
der fiir die Wiirmeleitung zu Grunde gelegten vollig analog ist,
pafst aber nur fir kleine Temperaturunterschiede. Wir schliefsen
uns ihr aber an, und setzen also, wenn & die Temperatur der
strahlenden Oberfliiche, bezw. eines bestimmten Kliichenelementes
derselben, &, die constante der gegentiberstehenden bestrahlten
Hille ist, die ausgestrahlte Wiirmemenge proportional (4 — ).
Sie wird ferner ceteris paribus der Ausdehnung der Fliche und
der Zeit proportional sein. Die vom Flichenelement d o withrend
dt ausgestrahlte Wiirmemenge setzen wir mithin gleich:

ho(@ —@).do.dt,
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wo k ein Proportionalitiitsfactor ist, den wir die Strahlungsconstante
der gegebenen Oberfliche nennen konnen. In derselben Zeit stromt
dem Flichenelement dw aus dem Innern des Korpers zu die

Wirmemenge:
0.9

— gy d0.dt = k--a}.dm.dt,

wo N wieder nach dem Innern hin wachsend gedacht ist. Aus
denselben Griinden wie vorhin mufs nun die der Grenzfliche zu-

fliefsende Wiirmemenge gleich sein der abgegebenen, so dals fiir
diesen Fall sich die Grenzbedingung ergiebt:

k. g-% = h(% — ) (18)

Von derselben Form wiirde die Grenzbedingung sein, wenn — etwa

durch lebhaftes Umrithren einer den Korper berithrenden Fliissigkeit

— die Temperatur der Umgebung constant auf &, erhalten wird,

und ein endlicher Temperaturiiberschufs der Grenzfliche des Korpers

gegen seine Umgebung als moglich angesehen wird. Der Factor h
bedeutet dann die ,fufsere“ Wiirmeleitungsfithigkeit.

Eine besonders einfache Form nimmt die Grenzgleichung (183)

an, sobald %, constant ist, und festgesetzt wird, dafs das variable

von , aus gerechnet werde, so dafs &, =0 zu setzen ist. Hs

wird dann

kg—ﬁ =h. 9 (18a)
Durch diese Festsetzung des Nullpunktes wird in allen anderen vor-
kommenden Ausdriicken nichts geiindert, da sie alle nicht die Tempe-
ratur selbst, sondern nur ihre Differentialquotienten enthalten,

Die Gleichung (18) oder (13a) gilt fiir diese wichtigen Fiille
der Grenzverhiiltnisse, Aber wir werden auch auf Probleme stofsen,
in denen noch ganz andere Bedingungen gegeben sind; z B. kann
die Grenzfliche gleichzeitig eine Zufithrungsstelle fiir Wiirmemengen
sein, die in der Nachbarschaft erzeugt und dem betrachteten Korper
zugefithrt werden. An solchen Stellen ist der Abflufs an Wiirme
in das Innere des Korpers hinein gleich der gegebenen von aufsen
zugefihrten Menge. Letztere kann an verschiedenen Punkten der
Oberfliche und auch zu verschiedenen Zeiten verschieden sein, ist
also eine Function ¢ der Coordinaten und der Zeit. In analoger
Weise, wie (13) hergeleitet wurde, folgt daher jetzt fiir solche Zu-
fuhrstellen:
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0
km =gy %1 (14)

Ein Specialfall wiirde sein, dals weder Strahlung noch ander-
weitige Wiirmeentziehung oder Zufuhr an der Oberfliiche stattfindet.
Aus (13) und (14) folgt dann iibereinstimmend:

d o
o ="

wie auch aus (12) folgen wiirde, wenn der betrachtete Kdorper an
einen anderen vom Leitungsvermdgen k, = 0 anstofst. d/0 N =0
bedeutet, dafs gy = 0 ist: es fliefst keine Wiirme aus dem Innern
zur Grenzfliiche hin,

Zweites Kapitel.

Ueber die Moglichkeit, aus bekannten Lisungen neue zn
gewinnen,

§ 11. Superposition der Lisungen homogener linearer
Differentialgleichungen.

Fiir die Losungen der Differentialgleichung (11) ist von besonderer
Wichtigkeit, dafs sie homogen und linear ist. Unter homogenen
linearen Differentialgleichungen versteht man solche, in denen jedes
einzelne der additiv mit einander verbundenen Glieder entweder die
zu suchende Function (hier %) selbst oder einen ihrer Differential-
quotienten einmal und nur einmal als Factor enthiilt. Dies ist der
Fall in der Differentialgleichung (11), in der Uebergangsbedingung
(12) und auch in der Grenzgleichung (13a). Wenn unter geiinderten
physikalischen Bedingungen in einer der Grenzgleichungen anstatt
(18a) Glieder sich hinzufiigen, welche frei sind von &, aber die un-
abhiingigen Variablen z, 4, #, ¢ oder bekannte Functionen von ihnen
enthalten konnen, wie in (14), so wirden wir die Gleichung noch
als lineare bezeichnen, aber nicht mehr als homogene.

In der theoretischen Physik sind eigentlich breit entwickelt nur
diejenigen Gebiete, welche auf lineare Differentialgleichungen zuriick-
gefithrt werden konnen; Differentialgleichungen von hoherem Grade
werden nur sehr selten behandelt und kiénnen nur ausnahmsweise
auf ihre Integrale gepriift werden. In Folge dessen spielt eine
wichtige im Folgenden auseinandergesetzte gemeinsame Eigenschaft
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der linearen Gleichungen auch eine hervorragende Rolle in fast
siimmtlichen physikalischen Untersuchungen.

Wenn wir eine der moglichen Losungen der Differential-
gleichung (11) haben, die wir mit %, bezeichnen wollen, so kinnen
wir sie zuniichst mit einer Constanten A, multipliciren; dann ist
A, &, ebenfalls wieder eine Lisung. Denn, denke ich mir (11) hin-
geschrieben fiir die specielle Function &, von z, y, » und ¢ und
denke mir dann alle Glieder mit 4, multiplicirt, so kann letzteres
unter die Differentiationszeichen gezogen werden, und ich habe

0 [ 049\ 0 [, 04
Ejaé(k_az_')+ 'ﬁ"y'("” [’iy )
0 [, 04, 04y

+?9:(" )

(15)

% .} 6:

Hier steht 4, ¢, an Stelle des allgemeinen « in (11), ist also eine
Lisung dieser Differentialgleichung. Finden wir eine andere Lisung
— ich will sie ¢, nennen —, so konnen wir auch sie mit einer
anderen Constanten A, multipliciren, dann ist in derselben Weise:

d aA |9' 0 6A
e L R ol
0 aA rJ* 64‘! i, (16)
g5 (Fg Y =0 TR

Addiren wir die beiden Gleichungen (156) und (16), so kann man
Glied fiir Glied addiren, und die Summe folgendermafsen schreiben:

a_‘?_[k..a__(f‘l,i?_:aj'_‘q,a‘? ):I + == [ 6(‘1 ‘96"" 4y )]

w y ]

B [ 04y O, + 4y« L/ Lo +4,0) [ (D
0x ﬁx : EH

Dies ist wiederum eine Gleichung von demselben Schema wie (11),
aber genommen fiir (4, &, + 4,,), welcher Ausdruck also ebenfalls
der Differentialgleichung (11) geniigt. Daraus ergiebt sich die Regel:
Wenn wir fir eine lineare homogene Differentialgleichung mehrere
ihr geniigende Functionen der unabhiingigen Variabeln gefunden
haben, so knnen wir jede mit einer beliebigen Constanten multipli-
ciren, und diese Kinzelproducte zu einander addiren (oder subtra~
hiren); dann ist die Summe wieder Lisung der Differentialgleichung,
Das gilt nicht nur fiir zwei, sondern fiir beliebig viele einzelne
Losungen: jeder aus ihnen homogen und linear zusammengesetzte
Ausdruck > (4, ) ist eine neue Function, welche der gegebenen
a
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Gleichung geniigt. Man bezeichnet im Allgemeinen einen solchen
Vorgang, welcher als die algebraische Summe zweier ihm gleich-
artiger Einzelvorgiinge betrachtet werden kann, als deren Super-
position. Alle Bewegungen, Verinderungen, Vorgiinge, welche in der
Physik dargestellt werden konnen durch die Losung von linearen
homogenen Differentialgleichungen, haben die Kigenschaft mit ein-
ander gemein, dals verschiedene Losungen, entsprechend ver-
schiedenen Veriinderungen, sich additiv ,superponiren®, zu einander
figen konnen. Dabei kbnnen wir es zu thun haben nur mit einer
Intensitiitsgrofse, die in einem Punkte einen bestimmten Werth hat,
wie die Temperatur; oder auch mit einer gerichteten Grifse, der an
jeder Stelle aufser Intensitiit noch eine bestimmte Richtung zukommt,
Letzterer Fall liegt uns hier ebenfalls vor, wie wir sogleich erkennen
werden,

Der einfachste Fall von solchen Grofsen, welche vollstindig
erst durch Intensitit und Richtung charakterisirt werden, sind schon
gerichtete Strecken, also Liingen, die etwa Verschiebungen eines
materiellen Punktes bezeichnen. Mehrere solche nacheinander ein-
tretende Verschiebungen desselben Punktes setzen sich zusammen
zu einer Gesammtverschiebung nach dem Gesetze der geometrischen
Addition, indem jede Binzelverschiebung ihre urspriingliche Liinge
und Richtung bewahrt und ihre Enden aneinander gesetzt werden.
(Parallelogramm der Verschiebungen.) Die Resultante, welche aus
dieser Construction hervorgeht und die Anfangslage des betrachteten
Punktes mit seiner Endlage verbindet, kann betrachtet werden als
eine (Gesammtbewegung, in der mnoch alle einzelnen Bewegungen
ungestért durch die iibrigen vorhanden sind, sowie in einer Summe
noch die einzelnen Glieder vorhanden sind, jedes mit unveriinderter
Einzelgrifse. Nach demselben Gesetze der geometrischen Addition
setzen sich die Wege eines materiellen Punktes withrend gehr kurzer
Zeit, also Geschwindigkeiten, zu einer Resultante zusammen; dann
auch Beschleunigungen (Parallelogramm der Geschwindigkeiten, der
Beschleunigungen); ebenso auch die Geschwindigkeiten von Drehungen
um bestimmt gerichtete Axen. Analytisch findet dies seinen Aus-
druck darin, dafs die Projectionen der Resultante auf drei
rechtwinklige Coordinatenaxen gleich sind der algebraischen
Summe der Projectionen der Einzelstrecken auf dieselben
Axen.

Das bezeichnet man als die Superposition von Bewegungen,
welche einzeln vor sich gehen kinnen, zu einer Gesammtbewegung.

In analoger Weise fiigen sich einzelne Zustandsiinderungen bei
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Problemen, die auf die Losung linearer homogener Differential-
gleichungen zuriickgefithrt werden kénnen, durch Superposition zu
einer Gesammtiinderung zusammen, wie wir dies in den Gleichungen
(15), (16) und (17) gesehen haben. Und zwar sahen wir dies bereits
fiir die blofse Intensitiitsgrifse, die Temperatur; indem die Einzel-
fille in (15) & = 4, ; in (16) " = 4,:%,; die Superposition
beider in (17) & = 4, &, + 4,, waren. Die Superposition gilt
aber auch fiir die gerichtete Grifse, den Wiirmestrom. Dessen Com-
ponenten sind im Falle von Gleichung (15):
o9 a 4 019

Q:_—ka_z Qy k_aJ ‘I::—k—a‘_x-,

im Falle von Gleichung (16):

- a9 . 99", 99"
a=_k6m3 ql,:_kay? qa':_'kaxs

im Falle von Gleichung (17):
a 0!!! i a '9'rn & a (rh‘l
gx __kax 7y ——Lay q' '__Laz

und da 4" = 9 4+ 4", so sind auch:

% =% +a, 94 =9 +9" ¢"=9¢ +g¢
das heilst: die Componenten der zusammengesetzten Wiirmestrémung
nach den Coordinatenrichtungen sind gleich der algebraischen Summe
der Componenten der beiden einzelnen Strémungen; es findet also
einfache Superposition statt, Wirmestromungen kann man mithin
geometrisch addiren wie gerichtete Strecken.

Die Superponirbarkeit von Lésungen %, die durch die Differential-
gleichung (11) der Wiirmeleitung immer erlaubt ist, bleibt auch
durch die korperlichen Grenzbedingungen ungestort, so lange
diese linear und homogen in Bezug auf ¢ und seine Differential-
quotienten sind, wie (13a). Es lassen sich dann auch die Gleichungen
wie (18a) fiir # = 4, ¥, und fir & = 4,9, addiren und geben
eine von derselben Form fiir 9" = & + &,

Es ist verhiltnifsmiifsig sehr viel einfacher, dergleichen physi-
kalische Probleme zu behandeln, bei deren Ltsungen Superposition
gilt, als wenn das Hinzukommen neuer Einzelvorginge die bereits
vorhandenen stort, so dafs sich die einzelnen nicht unveriindert zu-
sammensetzen. Dies sieht man sogleich ein, wenn man bedenkt,
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dafs man Losungen der Differentialgleichung (11) sucht, welche nicht
nur bestimmten korperlichen Grenzbedingungen, sondern auch ge-
gebenen Anfangszustiinden entsprechen. Eine partielle Lisung
9 giebt fiir die Ausgangszeit eine bestimmte anfiingliche Temperatur-
vertheilung; eine andere Lisung " giebt eine andere Anfangsver-
theilung u. s. f. Eine durch Superposition der einzelnen Losungen
erhaltene neue Lisung 9" = & + " giebt auch fiir die Anfangszeit
eine Vertheilung der Temperatur, bei welcher diese an jedem Ort
gleich der Summe der beiden Werthe ist, die sie in den Kinzel-
fiillen hatte. Die allgemeinste Superposition > 4, &, partieller
a

Lisungen lifst sich also einer aufserordentlich grofsen Mannigfaltig-
keit von Anfangszustinden anpassen. Wir kinnen sogar kurzweg
sagen: bei solchen Aufgaben, wo wir die partiellen Losungen fiir
eine geniigende Anzahl von Kinzelfillen finden konnen, kann die
vollstindige Losung fir jeden willkiirlich gegebenen Anfangszustand
angegeben werden. Diese Behauptung werden wir spiiter mehrfach
bewahrheiten.

§ 12. Die Grenzbedingungen seien nicht homogen.

In denjenigen Fillen, wie z B.in denen von Gleichung (14), wo
die Grenzbedingungen nicht homogen sind, gilt auch in Bezug auf
diese nicht mehr die directe Superponirbarkeit mehrerer Lisungen.
Es sei ¢ eine Lisung der Differentialgleichung (11), welche zugleich
einem gegebenen System der Wirmezufithrung, also der aus (14)
fir den vorliegenden speciellen Fall hervorgehenden Gleichung:

AR (18)
genfigt,

Fiir eine andere Anordnung und Stirke der Wirmezufiihrung
sel " eine Losung, so dafls

0

i)

k'aiv = (@ y 2 1) (19)

Die Addition beider Gleichungen giebt fiir & = & 4 &" die neue
Gleichung: i
09"
ke =% +% (20)
Die Summe & der Einzellosungen entspricht also einer ge-
inderten Aufgabe, niimlich der, dafs die Wirmezufiihrung von aufsen
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nach Stiirke und Vertheilung die Summe derjenigen ist, welche in
den beiden Einzelfillen stattgefunden haben. Wenn also im ersten
Falle allein einer bestimmten Stelle der Grenze Wiirme zugefiihrt
wird, im zweiten allein einer anderen bestimmten Stelle, so giebt
die Summe die Temperaturvertheilung, wenn beiden Stellen der
Grenze jene Wirmemengen gleichzeitig zugefithrt werden.

Besonders wichtig ist noch die Combination von Fillen, bei
deren einem in der Grenzbedingung ein nicht homogenes Glied vor-
kommt, wie in (18); wiihrend letzteres bei dem anderen Falle fehlt,
in (19) also ¢, = 0 gesetzt wird, so dals kg :_r = 0 wird, welche
Bedingung auch aus (12) fiir k, = 0 oder aus (13) fiir » = 0 hervor-
gehen wiirde. Es ist dann " eine Lisung der Differentialgleichung
(11) unter Hinzutritt homogener korperlicher Grenzbedingungen,
so dals ich, wenn ich mehrere Lisungen " finde, diese unbeschriinkt
superponiren kann. Die Addition der Gleichung (18) und der jetat
an Stelle von (19) tretenden

92 =0 (19a)
giebt statt (20):
a,—}fﬂ'
ken =h@y 5 (202)

so dafs die Summe " jetzt derselben #Hulseren Wiirmezufuhr ent-

spricht, wie die Einzelldsung . Haben wir daher eine einzige

Losung % fiir die Differentialgleichung (11) und die nicht-homogene

Gleichung (18) gefunden, so konnen wir dazu addiren eine Super-

position > 4, . Iy aller uns bekannten Losungen fir (11) und die
a

homogene @leichung (19a), welche aus jener dadurch hervorgeht,
dals das nicht-homogene Glied gleich Null gesetzt wird. [Umgekehrt
lifst sich ja auch leicht einsehen, dafs zwei Losungen " und %,
von (11) und derselben nicht-homogenen (leichung (18) sich nur
unterscheiden kdnnen um Functionen, welche eine Losung der homo-
genen Gleichung (19a) bilden. Denn die Subtraction der beiden

Gleichungen:
- 89 3,
ban = hgw = o
a {l}' ] ’ . 0,07
giebt k —— ‘DT“_ =0, wo also (' — ,) entspricht dem " in

(19a).] Auf diese Weise gewinnen wir auch sehr viel vollstindigere
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Lisungen der nicht homogenen Gleichung fiir dieselbe durch ¢,
gegebene Huflsere Wirmezufuhr, Das Entsprechende gilt fibrigens
ganz allgemein fiir die Vervollstindigung der Lisungen von nicht-
homogenen linearen Differentialgleichungen., Ks ist meist sehr viel
leichter, Losungen fiir die homogenen Gleichungen zu finden; wir
werden suchen miissen, ihrer moglichst viele zu gewinnen; auf dem
eben angegebenen Wege kommen wir dann in vielen Fillen auch
fir die bei vorgeschriebener Wiirmezufuhr nicht-homogenen Glei-
chungen dazu, derartig verallgemeinerte Liosungen zu finden, dals
sie jedem miglichen gegebenen zeitlichen Anfangszustand angepalst
werden konnen.

§ 13. Complexe Losungen.

Ich will noch auf einen Kunstgrifi aufmerksam machen, welcher
das Aufsuchen der allen Bedingungen geniigenden Losung hiufig er-
leichtert. Bei der Superposition zweier Losungen einer homogenen
linearen Differentialgleichung %, und &, zu 4, &, + 4, &, konnen
wir den einen der constanten Factoren imaginir nehmen, und
schreiben i. 4, statt 4,; die superponirte Lsung " = 4, &, + i 4,
ist dann complex. Die Gleichung (17) zerfillt dann in die beiden
Gleichungen (15) und (16), aus denen sie hervorgegangen ist. Gehen
wir von reellen Losungen aus, so wiire also durch ihre complexe
Zusammensetzung weiter nichts gewonnen. Finden wir aber direct
eine complexe Losung, so haben wir in ihr sogleich zwei reelle
Losungen, indem der reelle Theil fiir sich allein eine Ldsung sein
mufs, und ebenso der imaginiire (bei welchem der Factor i wegzu-
lassen ist). Durch reelle Superposition der beiden reellen Losungen
haben wir dann auch wieder eine allgemeinere reelle Losung, Derselbe
Kunstgriff lisst sich bei nicht-homogenen Gleichungen ebenfalls mit
Nthen anwenden. Multiplicire ich z B. (19) mit der imaginiiren
Finheit, und addire es zu (18), so resultirt:

o + i :
( 6_N'—) =0 +1,

k

Daraus folgt, dafs bei einer complexen Lisung einer nicht-homo-
genen Gleichung der reelle Theil dem Falle entspricht, das der reelle
Theil ¢, des nicht-homogenen Gliedes zur homogenen Gleichung
%lmzugatreten ist; dem Falle des Hinzutritts des imaginiiren Gliedes
iy entspricht der imaginiire Theil der Losung. Dies wiirden immer-
hin schon Vortheile der Einfithrung complexer Grofsen sein; es ist
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aber auch noch zu bemerken, dafs durch das Operiren mit diesen
in sehr vielen Fillen die Rechnungen erheblich leichter werden.
Wenn wir z B, wie es in der That hiiufig vorkommt, eine Lodsung

haben ¢, = irgend welchen Factoren x cosf(z, ¥ z, f), wo das
Argument des cosinus eine Function von z, y, %, ¢ ist; und eine

weitere Lisung #, = denselben Factoren X sin desselben Arguments,
so wird die complexe Lisung:

i, + i, = denselben Factoren X ¢*/=mv.=0

Bei den trigonometrischen Functionen kommt man nun vom
sinus durch Differenziren auf den cosinus, beim nochmaligen Differen-
ziren wieder auf den sinus, In (11) und den Grenzgleichungen mulfs
man dann mit diesen beiden verschiedenen Functionen neben einander
rechnen; das liifst sich ja natiirlich durchfithren; aber sehr viel ein-
facher wird die Behandlung bei der Exponentialfunction mit imagi-
niirem Exponenten. Da bleibt diese in allen Differentialquotienten
bestehen und es treten nur noch Factoren zu ihr hinzu.

Soviel iiber die Lehre von der Superposition.

Drittes Kapitel.
Allgemeine Eigenschaften der Losungen des Problems.

§ 14. Der Green’sche Satz

Um gewisse wesentliche Kigenschaften aller Losungen des
Wiirmeleitungsproblems abzuleiten, will ich nun einen Satz beweisen,
der in fast allen Zweigen der theoretischen Physik immer wieder
gebraucht wird. Wenn er daher auch jedem geliinfig sein wird, der
schon ein anderes Gebiet dieser kennt, so will ich ihn doch wegen
seiner Wichtigkeit und allgemeinen Anwendbarkeit auch hier wieder
entwickeln. Hs ist der sogenannte Grerx'sche Satz. Kr giebt fir
Producte von Differentialquotienten zweier Functionen der Coordi-
naten eine Methode partieller Integration nach denselben, und zwar
fiir einen beliebig begrenzten Raum.

Bs seien @ und V zwei Functionen von wyz. Wir stellen
uns die Aufgabe, das Integral zu bilden:

fff%((b.l’).d:cdydx (21)
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ausgedehnt iiber einen Raum, der von einer beliebig unregel-
miifsigen Fliche (F in Fig. 8) nach allen Seiten hin begrenzt ist.
Die Integration nach z allein ge-

nommen erstreckt sich parallel ( .
der a-Richtung, bei festgehaltenen 5 X
Werthen von » und #, iber ein A\
Prisma von itberall gleichem Quer- drile

schnitt dydx (in der Figur ist die ¥

Axe ,y, 2% als der Durchschnitt 4/

der yz-Ebene mit der Ebene der o
Zeichnung zu denken). Die Inte-

gration nach « liifst sich unmittel-

bar ausfithren; und wenn wir den A F
kleinsten Werth von «, soweit das Fig. 8.

unendlich diinne Prisma innerhalb §
des betrachteten Raumes liegt, mit #, bezeichnen, den gréfsten
mit z,, so wird:

dy dx }9@ (D. VYdz = B. V. dydx (22)
@ =

wo @Vﬁdie Differenz der Werthe von @.V fiir die obere und

%
untere Integrationsgrenze bedeutet. Fiir die Ausfithrung der Inte-
gration ist nun aber voraus zu setzen, dafs an allen Stellen des

Integrationsintervalles ‘—%; (®. V) endlich und stetig (und eindeutig

siche unten S. 51) sei, oder hichstens in der Weise unendlich fiir
irgend eine Stelle, dals das Integral nach # doch noch endlich wird.
Es wiirden z B. gebrochene negative Potenzen, deren Exponent
also kleiner ist als 1, wie etwa 1/)/(z — a) zwar fir ¢ = a unend-

lich werden; aber trotzdem f LT 2V (@ — a) fir « = a nicht
V(@ —a)

unendlich werden. Solche an einzelnen Punkten ,integrirbar un-
endliche* Functionen sind also auch fir -(%— (®. V) zuliissig; fiir sie

behiilt doch das Integral ®. ¥V seinen Sinn.

Der prismatische Raum, iiber welchen die Integration nach = aus-
gedehnt ist, wird oben und unten durch unendlich kleine Flichenstiicke
begrenzt. Bezeichnen wir mit dw allgemein ein Element der Ober-
fliiche * des hetrachteten Raumes, so konnen wir die Endfliichen des
Prismas (d w),, und (d w),, nennen. Auf eine der yz-Ebenen parallele
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Ebene projicirt geben sowohl die obere wie die untere Endfliiche die
Grifse des Querschnittes dydx. Es ist also jedesmal das Product
von dw multiplicirt mit dem cos des immer als spitzer zn nehmenden
Winkels, den dw mit dem Querschnitt des Prismas bildet, gleich dy dx.
Dieser Winkel ist gleich demjenigen, welchen die Normale N auf
dw bildet mit der Normalen auf dem Querschnitt dy dz, voraus-
gesetzt, dafs letzterer Winkel der beiden Normalen ebenso wie jener
der beiden Flichen ein spitzer ist. Ob dies der Fall ist, hiingt
davon ab, ob man die Normalen nach der einen oder der andern
Seite ihrer Fliche gerichtet nimmt. Nimmt man ihre Richtung so,
dals der Winkel jener beiden Normalen nicht ein spitzer, sondern
ein stumpfer ist, so ist er dem Winkel der beiden Fliichen nicht
gleich, sondern erginzt sich mit ihm zu 180°% Als die Normale auf
dem Querschnitt dy dz nehmen wir nun die positive z-Richtung.
Die Normale N auf dw denken wir uns jedesmal nach dem Innern
des betrachteten Korpers gerichtet; diese Festsetzung ist fiir die
physikalischen Verhiiltnisse die zweckmiilsigere, da wir spiiter unter
@ und V Functionen verstehen werden, die im Innern des Korpers
eine bestimmte Bedeutung haben. Bei diesen Festsetzungen ist der
Winkel (z, N) am unteren Ende des Prismas, bei z,, ein spitzer;
am oberen dagegen, bei z,, ein stumpfer,

Bei z, wird daher: dw.cos (z, N)=dy.dx
n Ty w ¢ —dw.cos (&, N)=dy.dz
und weiter:

G- V-dy-dx = [ — O V-da-cos (5, N)] — [ V-dw-cos (g, N)).

£ =3 =1y

Die beiden Elemente dw, welche der Mantel des Prismas aus

der Oberfliiche des betrachteten Korpers ausschneidet, liefern also

jedes in (22) den Beitrag (— ®. Vcos(z, N).dw). Wenn wir nun

wieder auf (21) zuriickkommen wollen, so milssen wir noch nach

allen fiir den Korper in Betracht kommenden Werthen von y und z

integriren, oder iiber alle unendlich diinnen Prismen, in welche der

durch Schnitte parallel zur z-Axe zerlegt werden kann. Jedes Korper

Prisma liefert dann durch (22) einen Beitrag durch ein Flichen-

element auf der Oberseite, und durch ein anderes auf der Unter-

seite. Alle Prismen zusammen liefern daher alle Flichenelemente
sowohl der Ober- wie der Unterseite, so dals wir erhalten:

fffa‘?; (D.V).dzdydx = —f(b.V.cos(z,N).dw
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Dabei ist die Integration auf der rechten Seite als einfache ge-
schrieben, da das Oberfliichenelement als ein Differential d ¢ ge-
schrieben ist; letzteres ist aber ein Differential zweiter Ordnung
und die Integration ihrem Wesen nach eine doppelte.

Bei den wichtigsten Anwendungen dieser Formel nimmt man
die Function ¥ selbst schon als Differentialquotienten einer anderen
Function an, die wir ¥ nennen wollen; und zwar wiirde man

zuniichst einmal in dem bisher betrachteten Falle ¥V = ‘Z—!: setzen

konnen. Schreiben wir zugleich statt des bisher als parallelepipedisch
angenommenen Raumelements, welches auch jede beliebige andere
Form haben kann, also statt dz dy d % allgemeiner dz, und schreiben
entsprechend die Integration iiber den Raum kurz als einfache,
obwohl sie ihrem Wesen nach eine dreifache ist, so wird:

d ow ow
f—a;(‘b'—a—'z—)d‘r=qu"a—m'-coa(x,m-dﬂ’ (23&)-

Man wiirde auch V = ?:-— oder = %ii setzen kénnen und dann

durch die analogen Operationen auch bekommen:

8 ,p.é’la'f al f ow
f_tﬁ( _ay_).dr._— o —gy—.cOB(%N).dm (28D)

ow a¥
fTa(?; ((D-—a-x—).dr = _ffb--&-x—.eos(a-,ﬁ’)-dw (23¢)

und durch Addition dieser drei Gleichungen:

[é] o 0 oy d ow
f“" {B‘?(Q" 'a’x') + W(‘”"S‘!}‘) +‘a7(""w)]

ow ow ow }
=— | O, A el K . COB(%,

f dw {—_ﬁé‘x . o8 (z, N) + 37 008 (y, N) + 5 (%, N)
Nennen wir nun d ' ein unendlich kleines Stick auf der Normalen N
von. dem Flichenelement d o aus gerechnet, und dz, dy, dz die
Projectionen von ¢ N auf die Coordinatenaxen, so ist:

da dy . dz
cos (z, =I5 cos(y,N)_a---N-, co8 (%, N) = TN

Betrachten wir ferner die Aenderung von ¥, wenn wir von de
ausgehend auf der Normalen um d N fortschreiten, so ist diese:
H. V. HELsitorrz, Theoret. Physik. Bd, VI. 4
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aw 0¥ dx oW dy oW dx

F ety R et Lkl e
mithin:

—6‘—— cos (z, N) + “_qi cos (y, N) + coa(z, N) = —g—lfr

und die zuletzt abgeleitete Gleichung fiir das Raum- und das Ober-
fliichenintegral wird:

o oy 0 o
f“"'az (“’ 6x)+ 3y (“" 3y )

o [ ow ow
T (“"_')}=_f e v

Auf der linken Seite der Gleichung kénnen die Differentiationen der
Producte ausgefiihrt werden:

0 (0¥ a [, 0W d ow o ow
ﬁ( 69:)+ dy (‘L oy ) < 6'9{(“’ 6‘:&)5 dz Ou

oD ¥ oW oW oy 6‘“!1' oy

+ay‘ay+a,~.'ax @- (d.«ra"'aJ Bz’)

0* ar..
Die Operation ( 52 ~ 4+ TP + 6 3 ) bezeichnet man kurz mit 4.,

bei Einfihrung dieses Zeichens wird also schliefslich:

ob oW oD oW oD oW
d oA e 13 St Se2 il - A A
f'ax be "oy Oy O ax}

ow
+fdt‘pndw=—fdm-anw

Die Gleichung (24a) oder (24b) pflegt man den GrErN'schen Satz
Zu nennen.

Nach Aufstellung der Gleichung (22) haben wir bereits bemerkt,

(24a)

(241)

dafs sie nur gilt, wenn -(.?—x (@.7) in dem ganzen betrachteten

Raume endlich, oder hochstens integrirbar unendlich und stetig
ist. Nach Binfuhrung von W ist dasselbe also fiir - ( . %_':_)
und die beiden analogen Differentialausdriicke nach y und 2 zu

verlangen. Man denke sich nun, wie bei Ableitung des GrErN'schen
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Satzes in der Form (24b), die Differentiationen an @ und & ¥lo x
getrennt ausgefiihrt. KEs miissen dann auch die dabei auftretenden
Operationen moglich sein. Es mufs also zuniichst @ endlich und
stetig sein und an jeder Stelle bestimmte Differentialquotienten
haben, welche ihrerseits integrirbar unendlich sein diirfen; ferner
miissen die ersten Differentialquotienten g—x-w uw 8. f. endlich, stetig
und noch einmal differenzirbar sein, damit 4% einen bestimmten
angebbaren Werth hat, der endlich oder hichstens wiedernm inte-
grirbar unendlich ist.

Is ist aber noch auf eine weitere bisher stillschweigend gemachte
Voraussetzung aufmerksam zu machen. Nach Addition der drei
Gleichungen (23 a, b, ¢) wurden die Werthe von ® je fitr denselben
Ort als gleich betrachtet, einerlei aus welcher der drei Gleichungen
der Werth herrithrt; dies ist z B. vorausgesetzt, wenn in der
unmittelbar aus jener Addition hervorgehenden Gleichung auf der
linken Seite @ als gemeinsamer Factor herausgezogen ist. Dasselbe
ist fiir jeden der ersten Differentialquotienten von ¥ einzeln genommen
stillschweigend geschehen. Wir haben damit die Voraussetzung
gemacht, dafs @ und die Differentialquotienten von ¥ eindeutige
Functionen der Coordinaten sind. In der Wirmelehre werden wir
zwar kaum auf Fille stofsen, in denen dies nicht erfillt wiire.
Aber in der Lehre von den elektrischen und anderen Erscheinungen
kommt der Fall vor, dafs die in Betracht zu ziehenden Functionen
mehrdeutig sind. Das sind dann solche Fille, in denen physikalisch
eindeutige Definition nur den Differentialquotienten der vorkommenden
Functionen zukommt, z B. den Kraftcomponenten beim Potential.
Die Function selbst, die durch Integration der eindeutigen Differentiale
gefunden werden mufs, kann sich dann vieldeutig ergeben, wie z B.
gewisse eindeutige algebraische Differentiale zu den vieldeutigen
cyklometrischen Functionen als Integralen fithren. In solchen Fiillen
Wire nicht ausgeschlossen, dafs man bei den im Gremss'chen Satz
"?rkomwenden Integrationen ausgehend von Werthen, welche fiir
einen Ort eines Volumenelements dr gegeben sein mogen, zu
verschiedenen Werthen der Function fir ein und dasselbe Ober-
flichenelement d o gelangt, je nach dem Wege, auf welchem man
€8 erreicht, das heifst: je nachdem man zuerst die Integration
nach z, oder zuerst die nach ¥, oder die nach x» ausfihrt. Solche
Fille kommen allerdings in der Wirmelehre nicht in Betracht, wo

(im Gegensatz zum Potential) die Temperatur immer eine eindeutige
Funetion ist.

4'
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Schreiben wir den Grerx'schen Satz in der Form:

aw ow adg ow oW oW
f‘“ 0T a'y""a'37+‘a;?"‘a'x“}

= —fdr.fb..{l‘!’—-‘/‘dm.‘b—g—%-

(24¢)

und vertauscht man die beiden Functionen @ und % mit einander,
so #ndert die linke Seite der vorstehenden Gleichung ihren Werth
nicht, da sie symmetrisch nach ihnen ist. Also findert auch die
rechte Seite durch diese Vertauschung ihren Werth nicht, und man
erhiilt:

fdr.fb.A'P+ dm.w.—g-?f=ﬁzr.w.dqa+ dm.lﬂ.g% (20)
Indessen, wenn wir bisher voraussetzen mulsten, dafs ¢ und die
ersten Differentialquotienten von ¥ eindeutig, endlich und differen-
zirbar seien, kehrt sich mit der Vertauschung von @ und ¥ auch
diese Bedingung um, so dafs fiir die aus (24a) durch den Tausch
entstehende Gleichung zu verlangen ist, dafs ¥ und die ersten
Differentialquotienten von @ in demselben Raume eindeutig, endlich
und differenzirbar seien. Die aus der Combination beider Fille
folgende Gleichung (25) gilt daher nur, wenn sowohl @ als ¥ und
ihre ersten Differentialquotienten eindeutig, endlich und differenzirbar
sind. Dadurch sind also diese Functionen in ihrem Wesen gewissen
Einschriinkungen unterworfen.

Sollten Stellen in unserem Raume vorkommen, in denen die
Werthe von @ und ¥ selbst, oder ihre ersten Differentialquotienten
Spriinge machen, so kann fiber solche Stellen nicht ohne Weiteres
hinweg integrirt werden: vielmehr mufs an ihnen eine Grenze fir die
Integration gebildet werden, und das Verhalten an einer solchen
Grepze besonders untersucht werden,

§ 15. Constanz der Wirmemenge.

Aus dem Greex'schen Satze lassen sich gewisse Kigenschaften
der Temperaturverhiiltnisse bei der Wiirmestrémung herleiten. Bei
dieser Anwendung haben wir es in der Temperatur ¢ und in dem
Wiirmeleitungsvermogen & zu thun mit Functionen, von welchen wir
in vielen Fillen annehmen konnen, dals sie in gegebenen Riumen,
in gegebenen Kborpern den fiur @ und ¥ vorgeschriebenen Be-
dingungen genfiigen.
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Wenn wir Zufuhr- oder Entziehungs-Punkte oder -Linien fiir die
Wiirme annehmen wollen, so wiirde in solchen der sonst endliche
Wiirmestrom sich unendlich dicht zusammendriingen; er wiirde auch
in solchen Punkten oder den Punkten solcher Linien nach allen
Seiten hin gerichtet sein; es werden inihnen also die den Componenten
a¢ 04
dz’ 9y’
g‘: unendlich grofs und unbestimmt werden. Solche Punkte und
Linien diirfen also nicht im Innern eines Raumes liegen, auf den
wir den Greex’schen Satz mit der Temperatur und ihren Ableitungen
als @ oder ¥ anwenden wollen. Wir miissen sie viel mehr von
einem solchen Raume absondern durch kleine, sie umschliefsende
Kugeln oder Cylinder, deren Fliichen dann Oberfliichen des betrachteten
Raumes werden, und durch die hindurch dann der Zu- und Abstrom
mit endlicher Dichtigkeit und an jeder Stelle eindeutig bestimmter
Richtung vor sich geht.

An den Grenzen zweier Medien von verschiedenem Leitungs-
vermogen & bleibt, wie wir in § 9 sahen, die Gleichung (11) giiltig
(wenn noch die durch (12) ausgedriickte Bedingung erfillt ist). In
den folgenden Anwendungen kommt nun k wenn es differenzirt
wird, nur in derselben Verbindung wie in der linken Seite von (11)
vor, fiir welche dann jedesmal die rechte Seite eingesetzt wird, was
auch unberithrt von der Discontinuitit von % an solchen Grenz-
fliichen geschehen kann. Die Unstiitigkeit des nicht differenzirten k
hat dann in den auftretenden Integralen nur eine Teilung des
Integrationsgebietes fiir die Teile mit verschiedenem k zur Folge;
im Uebrigen gelten die folgenden Ableitungen aber mithin ungefindert
auch, wenn das System aus Korpern von verschiedenem Leitvermigen
Zusammengesetzt ist.

des Wiirmestroms proportionalen Differentialquotienten

Die Differentialgleichung (11) der Wirmeleitung war:
4] ( 6:‘:‘) d ( 6‘.‘#) 0 (‘6#) - a9

%% \*ow) t 3y e \"em T T

y

Diese Gleichung denken wir uns mit dem Volumenelement dz
multiplicirt und tiber einen bestimmten begrenzten Korper oder
Korpertheil integrirt. Der auf der linken Seite auftretende Ausdruck
wird identisch mit der linken Seite von (24a), wenn in ihr ® =k
und ¥ = & gesetst wird, Ks lifst sich also auch auf die linke
Seite von (11) die durch den Greex'schen Satz gegebene Umformung
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in ein Integral tiber die Oberfliche des betrachteten Kborpers
anwenden, und wir erhalten:

a9 a9
‘-‘fdﬂ‘).k.a—ﬁ_—'fdraﬁnﬂ—amt— (26)

Nach den Erbrterungen, welche den Gleichungen (10) zu Grunde
liegen, hat die Wirmestrémung senkrecht durch d w nach dem Innern
des Korpers hin den Wert:
a i
o=~k 5N
Dies mit d w multiplicirt ist also die durch dw in der Zeiteinheit
eintretende Wirmemenge, und das auf der linken Seite von (26)
stehende Integral bedeutet die gesammte durch die Oberfliche des
betrachteten Korpers von aufsen her eintretende Wirmemenge
(bezogen auf die Zeiteinheit) Auf der rechten Seite ist s.dz die

Masse des Volumenelementes und diese multiplicirt mit o.%—? ist

die zur Erwirmung des Massenelementes in der Zeiteinheit ge-
brauchte Wiirmemenge; das Integral ist also die Zunahme des Ge-
sammtwiirmeinhalts des Korpers, ebenfalls bezogen auf die Zeitein-
heit. Gleichung (26) spricht mithin den Satz aus, dafs Vermehrung
der in einem Korper oder Korpertheile enthaltenen Wiirmemenge
nur dadurch stattfinden kann, dafs solche durch die ihn begrenzende
Oberfliiche eintritt. Das ist uns nichts Neues; aber dals wir es als
Folgerung finden, bestitigt uns die Richtigkeit unserer Voraus-
setzungen, niimlich der Betrachtungen iiber die Wirmestrdmung
durch einzelne Flichenelemente und durch Volumenelemente im
Innern einer Substanz, von welchen ausgehend wir das in Gleichung
(11) aufgestellte Gesetz der Wiirmeleitung gewonnen haben.

§ 16. Satz von der Ausgleichung der Unterschiede,

Eine zweite Anwendung des Grern’schen Satzes wird uns zu
einem weiteren allgemeinen Gesetze fihren. In der Gleichung (24 a)

L

nehmen wir die Function @ =k 66—‘: und ¥ = ; dann lautet sie:

o 09 a9 d _6:‘»‘ 09 d o9 o9
f“'lﬁ("ﬂ'aﬁ)*a@(’"a—z'%)*&(*ﬁ?'a—x”

6]?. 6!9‘
= —fdm-k‘a—‘ .B-TV
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Hieraus folgt:
f {6:‘:‘ e 09 *%  ad 6’{}‘
dr.k

9z 0zt Gy dydt Gz 9ot
09(8 [, 0%\ , 8 [,08 , 8 (89
" —f‘“- at |a'; (" "gg) + 3y ("a) +3x (";ﬁ)}

a9 oo
“fdm'k?;"i'aﬁ

Auf der linken Seite ist zuniichst die Klammer gleich:

14 { Q_&"+(§rff’ 0%\

291 6‘::) ay) tlax
da % zwar an verschiedenen Stellen des Raumes verschiedene Werthe
haben kann, an jeder einzelnen Stelle aber einen constanten Werth
haben soll, von der Zeit ¢ also unabhiingig ist, darf dann weiter die

Differentiation nach ¢ auf der linken Seite vor das Integralzeichen
genommen werden. In dem ersten Integral auf der rechten Seite

wird die geschweifte Klammer wieder gleich &.c. %'—f, und es
wird also:

1 @ 0:\? 0.\? d9\2

20t dr'k{(af) +(6’y) +(’6‘7)}
0\? a9 o
='"f""""('a_:) ‘f““""m'zﬁ

Wir nehmen nun an, dafs wir einmal einen Korper haben, fiir
0
oN
gegen den Rand hin stattfindet; dies bedeutet, wie wir wissen, dals
an der ganzen Oberfliche ¢, = 0 ist, oder nirgends Wirme aus ihr
austritt oder durch sie zufliefst. Dann verschwindet das zweite
Integral auf der rechten Seite, und es bleibt:

| o\ [0\ ad\?
“mf“"‘-“éﬂ +(35) * (a%) ]
= -—fd'r.&.o (%f;)’

‘ X . ao\?
In dem rechts noch iibrig bleibenden Integral sind & ¢ und o

nothwendig positiv; also wird die ganze rechte Seite negativ. Der

(27)

dessen ganze Oberfliiche

= ( ist, oder kein Temperaturabfall

(28)
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Differentialquotient des auf der linken Seite stehenden Integrals
nach der Zeit mufs im betrachteten Falle negativ sein; auch auf
der linken Seite stehen unter dem Integralzeichen lauter positive
Grofsen; mithin mufs der absolute Werth des Integrals fortwiihrend
abnehmen. In Folge dessen kann nun zwar an einzelnen Stellen
voritbergehend die Grifse {(6 '}) 4 (§ﬁ)’ -+ (Qﬁ 2I zunehmen; das
oz dy 0x :
Integral aber mufs abnehmen. Dessen Bedeutung lifst sich folgender-
mafsen veranschaulichen. Wenn die Richtung des resultirenden W&rme-
stroms wie frither mit » bezeichnet wird, folgt aus ¢,* + 9+ ¢2=4q2

auch:
”6&? (6‘;‘}’ .I‘)'ng(al?'s
gz) T ga-—y) g (zﬂ B faT-J
01%/dr kann ,Temperaturgradient” in Richtung des resultirenden

Wiirmestroms genannt werden. Wenn % als constant angesehen
und vor das Integrationszeichen genommen wiirde, und wenn die

ganze Gleichung durch das constante Volumen f dr des betrachteten
Korpers dividirt wird, wiirde auf der linken Seite auftreten:

Jerllge) + (3] + ol W/

oder der Mittelwerth des Quadrates des obigen Temperaturgradienten
fir den ganzen Korper, Dieser Werth, oder allgemeiner das Integral
auf der linken Seite von Gleichung (28) nimmt also fortschreitend
ab, wenn die einmal in dem Korper vorhandene, anfangs beliebig
unregelmiifsig in seinem Innern vertheilte Wiirmemenge in ihm
eingeschlossen bleibt und auch keine neue zugefithrt wird. Dabei
kinnen, wie wir allgemein sahen, verschiedene Stellen verschiedenes
Leitungsvermigen haben. Im Ganzen werden die urspriinglich
vorhandenen oOrtlichen Unterschiede der Temperatur kleiner und
kleiner, so dals die Temperatur sich immer mehr ausgleicht, und
schliefslich itberhaupt keine Temperaturiinderungen mehr vorhanden
sein werden. Dieser Ausgleich ist ein charakteristisches Zeichen der
Wiirmebewegung, wie wir zuniichst fiir die Leitung erkennen.

Ein analoges Resultat kénnen wir weiter auch ableiten, wenn
der Kérper Wiirme abgiebt bezw. aufnimmt durch Strahlung seiner
Grenzflichen gegen umgebende Hiillen von einer Temperatur  q,
die niedriger bezw. hoher ist als diejenige , welche an der Stelle
des Oberfliichenelementes dw herrscht. Fiir solche Fille gilt die
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Grenzbedingung (18), oder wenn %, als Nullpunkt gewihlt wird
(13 a):

0
ON
Dies wiire alsdann in das letzte Integral von (27) einzusetzen; der
Strich fiber # kann dabei weggelassen werden, da es selbstver-
stiindlich ist, dals in dem Integral der Werth von ¢ fiir die Stelle
von dw zu nehmen ist. Js wird mithin:

ad 09 % a1 h 0 a3
fdﬂ}-k.—a—"a—N= dm.k.: —a—‘ =fdm.—2—-a-t (I}J

und da % sich zwar von Stelle zu Stelle ifindern kann, aber nicht
an derselben Stelle mit der Zeit éindern soll, darf die Differentiation
nach ¢ vor das Integralzeichen gesetzt werden. Aus (27) wird dem-
nach in diesem Falle:

b forl T B2 ) freno]

= —fdr.s.c (%‘?)

Die rechte Seite ist, wie wir schon gesehen haben, negativ. Also
nimmt die links in die eckige Klammer eingeschlossene Grifse fort
dauernd ab. Diese ist die Summe von lediglich positiven Grofsen;
sie umfafst jetzt — multiplicirt mit positiven constanten Factoren —
die Quadrate simmtlicher Temperaturverschiedenheiten im Innern
und die Quadrate der Temperaturverschiedenheiten der Oberfliche
gegen die als Nullpunkt gewihlte constante Temperatur der fufseren
Umgebung. In Uebereinstimmung mit der Erfahrung ergiebt sich
also, dafs auch hier eine Ruhe und ein Endzustand immer nur in
dem Sinne eintreten kann, dafs die Temperaturunterschiede zwischen
verschiedenen Theilen des eingeschlossenen Systems durch Leitung
und auch zwischen ihm und seiner Umgebung durch Einstrahlung
oder Ausstrahlung immer mehr verschwinden, vorausgesetzt, dals
natlirlich die fiufsere bestrahlte oder strahlende Hiille ihre Temperatur
unveriindert beibehiilt.

k = h.

(29)

§ 17. Eindeutigkeit der Lisungen.

Die vorhin gewonnene Gleichung (27) kann man noch weiter
benutzen um zu untersuchen, ob die Wirmebewegung in einem
gegebenen leitenden System eindeutig bestimmt ist durch die
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Differentialgleichung (11), dem gegebenen Anfangszustand, und die
gegebenen Grenzbedingungen gemiifs (13), (13a), (14) oder indem die
Temperaturen an der Oberfliche gegeben sind. — Ks seien fiirs Krste
gegeben die Wiirmeabfliisse und -Zuflisse an den korperlichen
Grenzen wie in Gleichung (14). Angenommen, fiir diese und fiir den
gegebenen Anfangszustand hiitten wir zwei Ldsungen & und 4 der
Differentialgleichung (11). Dann wissen wir zuniichst, dals auch
(# — ") eine Losung von (11) ist. Da ferner beide dasselbe (14)
befriedigen, ist
kg—':—, = @(ny%?) und k% =@y 31

also:

8 — 9
oN

v

=0

Das heilst: # = (% — ") wiirde dem Falle ¢ = 0 entsprechen, dafs
niimlich keinerlei Abgabe oder Zufuhr von Wiirme durch die
Oberfliiche stattfindet. Da ferner ¢ und " beide fiir denselben
Anfangszustand gelten sollen, sind zur Anfangszeit ¢ = " und also

&=ﬂ&“—$j=0ﬂui=0

und zwar fir alle Punkte des betrachteten Korpers. Wir wollen
pun die Gleichung (27) anwenden auf dies = (% — &”). Dann
verschwindet das letzte Integral auf der rechten Seite wegen
030 N = 0, es resultirt die Gleichung (28), und es muls, wie frither
gezeigt, das links stehende Integral

ad\* a9\2 ad\*
Je 52) +(53) * (& }

fortschreitend abnehmen, wenn es sich itberhaupt veriindert. Nun
ist 9 = (¥ — &) fiir ¢ =0 im ganzen betrachteten Korper iiberall
gleich Null, also auch seine Differentialquotienten nach den Coordinaten,
und es verschwindet auch das vorstehende Integral zur Zeit ¢ = 0.

Das Integral ist eine Summe von Quadraten, multiplicirt mit
den ihrem Wesen nach positiven Factoren % und dz; es kann also
fiberhaupt nur positiv oder gleich Null sein, niemals aber negativ.
Zur Zeit t = 0 ist es gleich Null und kann, wenn es sich iiberhaupt
veriindert, nur kleiner werden; daraus folgt, dafs das Integral immer
gleich Null bleibt. Ks mufs also auch das allein noch auf der

09

2
rechten Seite von (28) iibrig gebliebene f dr.&.c (~6—t) dauernd
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gleich Null sein, und da auch dieses die Summe von Quadraten

(%‘?)“ mit den positiven Factoren ¢.c.dz ist, welch letztere selbst
von Null verschieden sind, folgt, dals %'—:r fiir alle Volumenelemente
dr immer gleich Null sein mufs. % = (#' — &) behiilt also seinen
Werth bei, und da es zur Anfangszeit verschwindet, verschwindet
es immer und an allen Stellen. Stets und tiberall ist also & = &,
oder diese beiden Lisungen sind identisch. KEs ist also keine zweite
Losung & moglich, welche von der ersten ¢ verschieden wiire.
Durch den Anfangszustand der Temperatur im ganzen Leitersystem
und die Ein- bezw. Ausstrémung der Wirme fiir die Oberfliiche ist
also der ganze Ablauf der Leitung vollstiindig eindeutig bestimmt.

Ganz analog wird der Beweis der Eindeutigkeit fiir den Fall,
dafs die Temperatur an der Oberfliche vorgeschriebene Werthe haben
soll, entweder constante, oder nach Ort und Zeit in gegebener
Weise veriinderliche. Es mogen & und & wieder zwei Losungen
der Differentialgleichung (11), dieser Grenzbedingungen und eines
gegebenen Anfangszustandes sein, Dann ist 9 = & — 9" eine
Losung der Differentialgleichung fiir den Fall, dafs an der Ober-
fliche iiberall danernd % = 0 sein solle, da ja & und % beide an
der Oberfliche denselben gegebenen Functionen gleich sein miissen.
a1 -0
E e il
und bei Anwendung von (27) auf dieses & = (" — #") verschwindet
nun das zweite Integral auf der rechten Seite aus diesem Grunde.
Es resultirt wieder (28), und die weiteren Schlufsfolgerungen bleiben
Wie sie waren.

Ein dritter Fall wiire, dafs fir die Oberfliche Strahlung gegen
eine fufsere Umgebung von bestimmter Temperatur ¢, gegeben ist,
S0 dafs die Grenzgleichung (18) gilt. Wir nehmen wieder an, wir
hiitten zwei Lisungen ¢ und " gefunden, welche beide demselben

*Qinfaﬂgszuatand und denselben Grenzbedingungen geniigen, so dals
also:

Dann ist fiir dieses ¢ auch an der ganzen Oberfliiche stets

L 99"
ko =h(# — @) und ka—'N— =h(d -3,
Dann ist?)
ka_(%_;_‘ﬂ =h.(F — &)

e —

') Dabei kann auch &, fir die Umgebung an verschiedenen Stellen der
Oberfliiche verschiedene Werthe haben; z B. kann die eine Seite einer unend-
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und es wiire & = (# — ") eine Losung fiir den Anfangszustand: % = 0
zur Zeit t =0 an allen Stellen; und fir Ausstrahlung der Ober-
fliche gemifs der Gleichung:

kg—:z,= h.
also entsprechend dem Falle der Ausstrahlung gegen Umgebung
von der fiiberall gleichen Temperatur Null.

Diese Gleichung ist auch die der Herleitung von (29) zu Grunde
liegende Voraussetzung; letztere kann also auf unser jetziges
angewendet werden. Es ergeben sich weiter die analogen Schliisse
wie vorhin; die in die eckige Klammer eingeschlossene Grifse auf
der linken Seite von (29) kann, wenn sie sich iberhaupt veriindert,
nur abnehmen; zur Zeit ¢ =0 ist ¢ fiberall gleich Null; mithin
verschwindet die eckige Klammer zur Zeit ¢ = 0, und also auch
immer. Folglich wird auch wie vorhin die rechte Seite gleich Null,
und es muls §#/d¢ fir alle dz verschwinden. Also bleibt « iiberall
und stets gleich Null, oder die beiden Losungen %' uud #” kinnen
sich nicht von einander unterscheiden,?)

Dasselbe Resultat gilt schliefslich, wenn fiir einzelne Stellen
der Oberfliiche die Wiirmezu- oder -abfuhr, fiir einzelne die Temperatur,
fur andere Stellen Strahlung gegeben ist. In Gleichung (27) ver-
schwinden dann fiir & = (% — ") digjenigen Theile des rechts-
stehenden Oberfliichenintegrals, welche sich auf die Stellen mit
gegebenem Wilrmezuflufs oder mit gegebener Temperatur beziehen;
die anderen Stellen, an welchen Strahlung nach aulsen stattfindet,
treten in das Oberfliichenintegral der linken Seite von (29) ein,
so dafls an unseren Schliissen nichts geiindert wird.

Diese eindeutige Bestimmtheit ist sehr wichtig. Ich habe schon
frither darauf aufmerksam gemacht, dafls fiir gegebene Grenz-

lichen Platte von eciner Umgebung hiiherer Temperatur bestrahlt werden; die
andere Seite gegen Umgebung von niedrigerer Temperatur ausstrahlen.
A. d. H.
) In diesem Falle liifst sich auch folgendermalsen schliefsen. Nachdem
man erkannt hat, dafs die eckige Klammer auf der linken Seite von (20) immer
gleich Null ist, sieht man, dals also

dit a9 &
immer é;"ﬁ'g-;=0 fir alle dr,

& = 0 fiir alle d .

Aus Letzterem combinirt mit Ersterem folgt, dafs berall immer & = 0 ist.
A, d. H.
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bedingungen, aber unbestimmten Anfangszustand im Allgemeinen
unendlich viele Losungen miglich sind, welche verschiedenen Anfangs-
zustinden entsprechen wiirden. Wenn wir verschiedene solche
particuliire Integrale gefunden haben, miissen wir diese so zu einem
allgemeineren Integral zusammenzusetzen suchen (bei nicht homogenen
Grenzhedingungen in der auf Seite 44 aus einander gesetzten Weise),
dafs wir letzteres auch noch jedem gegebenen Anfangszustande
anpassen konnen. Wenn das gelungen ist, so wissen wir nach dem
Vorigen: es giebt nothwendig nur dieses einzige Integral, welches
im vorliegenden Falle den Gang der Temperatur darstellt. Dadurch
ist also dieses kiinftig anzuwendende Verfahren gerechtfertigt, durch
welches wir zu Ldsungen fiir gegebenen Anfangszustand und gegebene
Grenzbedingungen gelangen konnen.

§ 18. Besondere Form der Siitze fiir stationdre Stromungen.

Nun will ich noch einige Sitze hinzufiigen, die sich auf
stationiire Strdmungen beziehen. Wenn bei irgend einem leitenden
System die Einstromung der Wiirme an den einen Stellen, die Aus-
stromung an anderen gleichmiifsig eine geniigende Zeit hindurch
unterhalten wird, so tritt ein ,stationiirer Zustand ein, bei welchem
zwar die verschiedenen Punkte des Korpers verschiedene Temperatur
haben, die Temperatur an jedem Punkt aber dauernd dieselbe bleibt.
In solchen Fillen ist also « nur Function der Coordinaten, nicht
auch der Zeit. Es wird dann 6 &/0t = 0; d#/dz, 040y, 0F[0x
werden ebenfalls von der Zeit unabhiingig, so dafs in Gleichung (27)
von vornherein alle Glieder einzeln verschwinden und Nichts aus
ihr gefolgert werden kann. Ks bleibt aber zuniichst der allgemeine
Satz, der sich auf Ein- und Austritt der Wirmemengen durch die
Oberfliche bezieht und durch die Gleichung (26) ausgedriickt wurde.
Wird in ihr 6/6t =0, so bleibt

a9
fdw.ka—ﬁ=0 (30)

oder in Worten: bei einer stationdiren Wirmestrémung muls die
(algebraische) Gesammtsumme der durch die Oberfliche einflie[senden
Wiirme gleich Null sein, oder es mufs fortdauernd ebenso viel Wiirme
einstrdmen als abstromt.

Auch die Eindeutigkeit der Losung bei gegebenem Zu- und
Abflufs lifst sich zeigen, und zwar einfacher als sie sich im all-
gemeinen Falle durch die jetzt versagende Gleichung (27) beweisen
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lies,. Wenn wir niimlich im Green'schen Satz in der Form von
Gleichung (24a) einsetzen:

O=1k.% und ¥ =%
80 wird:

I A ]

-~ [aw.k852

und wenn die Differentiationen der Producte auf der linken Seite
zum Theil ausgefithrt werden:

Joe e (52) + (G2) + (52)')
R

—fdm.k.ﬁ'ﬁ

Die geschweifte Klammer in dem ersten Integral der rechten Seite
ist wieder nach (11) gleich ¢.£.69/d¢, und wir erhalten zuniichst
allgemein:

Jenifoe) + (o) + (52"}
fdru‘}ca— -—fd fu?“———-

Bei stationiirer Strémung wird aber d.9/dt gleich Null, und es
bleibt nur:

Joei(G2) + (5) +(52) | = - [aor0 3% @

Sind nun die zu- und abgefithrten Wirmemengen gegeben wie in
Gleichung (14), und sind % und & zwei Losungen, so ist wieder

a & d 9"
ka3 = und auch ko =9

Nehmen wir analog § 17 & in (81) gleich % — ", so entspricht
dieses ¢ der Grenzbedingung:
GV
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und es mufs mit der rechten Seite von (31) auch die linke ver-
schwinden. Sie kann dies als Summe von lauter Quadraten multiplicirt
mit wesentlich positiven Factoren nur, indem die g{} ; c?'? ; b

' Oy’ 0z
einzeln fiir alle dz verschwinden, d. h. «% muls im ganzen Korper
denselben Werth haben, oder die beiden Liésungen % und % kinnen
sich nur um eine Constante unterscheiden. Die Temperatarvertheilung
ist also bestimmt bis auf eine willkiirliche Constante, deren Hinzu-
tritt als Summand in der That nichts iindert an der Stérung, die
nur von den Differentialquotienten der Temperatur abhiingt.
Werthe der letzteren selbst, wie sie in den fritheren Problemen
durch den gegebenen Anfangszustand bestimmt waren, sind fiir die
stationiire Stromung bei vorgeschriebenem Zu- und Abflufs zuniichst
nicht gegeben. Ist aber noch der Werth der Temperatur fiir einen
einzigen Punkt des Kirpers festgegeben, so muls fiir diesen Punkt,
und damit auch fiir alle anderen, die Constante verschwinden, um
welche sich die beiden Losungen % und " unterscheiden konnen.
Dann giebt es keine zwei verschiedenen Lisungen fiir die stationiire
Stromung im Innern des Leiters.

Dasselbe gilt auch, wenn zweitens die Temperatur an der Ober-
fliche gegeben ist, bei einem stationiiren Zustande als Function der
Coordinaten allein. Wenn dann % und 9" zwei Lisungen sind,
die beide an der Oberfliiche dieser gegebenen Function der Coordinaten
gleich sind, ist % = 4 — 4" an der ganzen Oberfliche gleich Null,
und die rechte Seite von (31) verschwindet aus diesem Grunde. Ks
folgt dann, wie soeben zuniichst, dafs % und & sich nur durch
eine Constante unterscheiden konnen; dann aber, da sie an der
Oberfliche gleich sein milssen, dafls diese Constante verschwindet,
dafs also die Losung vollig bestimmt ist.

Ebenso verhiillt es sich auch, wenn drittens bei stationiirer
Stromung die Wirmezufuhr oder -Abgabe durch Ein- oder Aus-
strahlung geschieht. Fiir zwei Losungen & und &” wire dann
nach (13):

o9 a9

kg =0 @ =9 wd kg =k = 3,))

) Vergl. die Anmerkung auf Seite 59. Wenn ein stationiirer Wiirmestrom
nur durch Ein- und Ausstrahlung erhalten werden soll, mufs sogar &, fiir die
Umgebung an verschiedenen Theilen der Oberfliche des betrachteten Kérpers
verschiedene Werthe haben, wie in dem an jener Stelle angefithrten Beispiele,

A. d. H.
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und fiir & = & — 4" also (wie Gleichung 18a);

6;9 -
Dies in die rechte Seite von (31) eingefithrt, giebt [ihnlich wie

bei (29)]:

foeal(82] (53] 32 o freronm0

Auch hier haben wir die Summe von Quadraten multiplicirt mit
positiven Factoren. Es miissen daher %g, 3'9 ALS — und jetzt auch
i selbst fir alle d r verschwinden; es ist also an a.llen Orten % = 9",
Hier ist aber auch wieder durch die Strahlung eine Bedingung fiir
Temperaturen selbst hinzugetreten, niimlich durch die gegebenen v
80 dafs auch hier keine additive Constante willkiirlich bleibt.

Ist endlich fiir einige Stellen der Oberfliche die zugefiihrte
Wiirmemenge oder die Temperatur gegeben, fir andere Stellen
Strahlung, so verschwindet fiir die Differenz & = (% — &) zweier
Losungen der von dem gegebenen Zuflufs oder den gegebenen
Temperaturen herrithrende Theil der rechten Seite von (31); der Theil
der Oberfliiche mit Strahlung giebt einen Beitrag, der als das zweite
Integral in (82) auftritt, aus welcher Gleichung dann derselbe
Beweis der Eindeutigkeit der Lisung hervorgeht.

Viertes Kapitel.
§ 19. Stationiire Strdmungen in unbegrenzten Krpern. H

Die in den vorigen Kapiteln abgeleiteten allgemeinen Kigen-
schaften der Wiirmeleitung werden uns niiher vor Augen treten,
wenn wir jetzt zur Betrachtung bestimmter Einzelfiille iibergehen.

Das allgemeine Gesetz der Leitung, die Differentialgleichung (11),
vereinfacht sich, wenn wir & nicht nur wie bisher als von der Zeit,
sondern auch als von den Coordinaten unabhiingig annehmen, und
wenn wir, wie auf Seite 50, das Operationszeichen 4 einfithren; es

wird dann:

GRS
k-dl‘}':ﬂosa -a‘t- (33}

') Nach dem Notizbuch ausgearbeitet, A . H.
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Zuniichst wollen wir die betrachteten homogenen Korper von vorn-
herein als unbegrenzt ansehen, und bei jeder einzelnen Losung
von (33), die wir finden, nachtriiglich zusehen, welche Flichen wir
uns fiir die Ein- bezw. Ausstromung der Wiirme den Korper be-
grenzend denken konnen oder miissen. Und zwar wollen wir dieses
Verfahren einschlagen bei Fiillen von stationiiren Wiirmestrémungen,
bei welchen also die Temperatur nur Function der Coordinaten,

nicht der Zeit ist. Es wird dann %L;} = 0 und aus (33) wird einfach

49 =0 (84)

Die Functionen, welche dieser Gleichung geniigen, geben Scharen
von isothermen Fliichen; die einer Reihe von bestimmten Temperaturen
entsprechenden Isothermen-Flichen behalten ihre Lage bei den
stationiiren Stromungen dauernd bei. Bei jeder Losung von (84),
die wir finden, kinnen zuniichst etwa irgend zwei isotherme Fliichen
als Oberfliche eines zwischen ihnen liegenden Korpers gedacht
werden, fiir welchen vorgeschrieben ist, dafs die eine Oberfliiche auf
der constanten hoheren Temperatur erhalten wird und Einstrémungs-
fliche ist, wiihrend die andere bestindig auf der niedrigeren
Temperatur erhalten wird und Ausstromungsfliiche ist.

Eine erste Gruppe von Functionen, welche der Differential-
gleichung (34) geniigen, sind alle linearen Functionen der Coordinaten,
da deren zweite Ableitungen einzeln verschwinden. Nimmt man
an, dals % nur Function einer Coordinate, etwa von 2, sei, so wird

aus (34) einfach q = 0, woraus durch zweimalige Integration:

dax
W =Ax 4+ B (36)

Dies bedeutet, dals die isothermen Fiichen Ebenen sind senkrecht
auf der z-Axe; dafs die Temperatur (bei positivem 4) von grofseren
zu kleineren z-Werthen filllt; dafs der Temperaturabfall oder der
Werth von (d&[dx) tiberall derselbe ist; dals also auch die Dichtig-
keit des tiberall parallel zur z-Axe gerichteten Wiirmestroms allent-
halben dieselbe Grifse hat: ein Fall, wie er z. B. bei der anschau-
lichen Interpretation der Bedeutung des Wiirmeleitungsvermogens i
auf Seite 830 angenommen wurde. Dabei gilt nun, wie man nach-
triiglich sieht, die Losung (35) auch fiir den Fall, dafs man nicht
einen unendlichen Korper hat, sondern einen cylindrischen von
beliebiger Querschnittsform, dessen Mantelfliche parallel der az-Axe
ist, und umgeben von wiirmeundurchliissigem Material; denn (35)
H. v. Hemuoraz, Theoret, Physik, Bd, VI, b
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erfiillt ja die Bedingung, dafs durch eine solche Grenzfliche keine
Witrme hindurchtritt, vielmehr die Wiirmestromung an ihr iiberall
lings derselben verliuft. Der Cylinder kann ferner begrenzt sein
von zwei senkrechten Endebenen als isothermen Fliichen, deren eine
die Zufuhr- die andere die Ableitungstliiche der Wiirme bildet.
Die willkiirlichen Constanten 4 und B der (leichung (35) sind dann
etwa durch die gegebenen Temperaturen der beiden Endebenen
bestimmt, deren eine z. B. bestindig auf 100°, die andere auf 0°
erhalten wird.

Verliinft der Wirmestrom in einer zu den Coordinatenaxen
schriigen Richtung, so ist die allgemeinste Form des dem Wesen
nach gleichen Falles

O =AdAx+ By+ Cx 4 D

Andere Lissungen von (84) sind die Aunsdriicke (#* — ), (y* — 2%,
(¥* — 2%, wie man sogleich erkennt. Von ihnen bedeutet z B.

& = o — y?

wie aus der Vergegenwiirtigung der isothermen Flichen hervorgeht,
eine Strdmung die tiberall parallel der z-y-Ebene verliuft, von
positiv und negativ unendlichen Werthen des 2 ausgeht und nach
solchen des y hingerichtet ist. Das liefse sich beispielshalber ver-
wirklichen bei einer sehr grofsen quadratischen Siule, bei welcher
das eine Paar gegeniiberliegender Flichen auf einer hoheren, das
andere Paar aunf einer niedrigeren Temperatur erhalten wird;
wenn man die Schnittlinie der Diagonalfliichen der Siiule als 2-Axe
wiihlt, so entspricht die Temperaturvertheilung in ihrer Niihe dem
obigen #, oder vielmehr allgemeiner dem Ausdrucke:

&:A(x’—y’)—i—ﬂ

Durch blofse Drehung der zy-Axen um 45° findet man aus der
Losung (#* — 4% als andere Form derselben, dals auch & = a2y, und
ebenso y~x und xz die Gleichung (34) befriedigen.')

Von besonderem Interesse ist der Fall, dals % nur Function
ist des Abstandes p von einer gegebenen Geraden, etwa der z-Axe.
Die zu ihr coaxialen Kreis-Cylinder sind dann Isothermen; die

') Die aus den Isothermen & = A (2*— *) 4 I durch Drehung um 45° heryor-
gehende congruente Hyperbelschaar giebt die zu ihnen gehdrigen Stromlinien an,
Zu letzteren gehiren anch die Coordinatenaxen selbst. In diesen kann die
Platte daher zerschnitten gedacht werden; die Strdmung liuft die rechtwinkligen
Ecken aug, die dann Begrenzung je eines der Plattenstiicke bilden, A, d. H.



§19. STATIONARE STROMUNGEN IN UNBEGRENZTEN KORPERN. 67

Wiirmestromung geschieht radial; und zwar, wenn die inneren
Jylinderflichen der hoheren Temperatur entsprechen, von innen
nach aufsen. Die Stromlinien verlaufen alle in Kbenen senkrecht
zur z-Axe; durch diese Ebenen tritt also keine Wiirme hindurch;
jede solche Ebene kann daher als Begrenzung gegen einen Nicht-
leiter der Wiirme gewiihlt werden; nimmt man zwei solche Ebenen
zn Grenzflichen, so hat man das dem obigen analoge Problem fiir
eine zuniichst in zwei Dimensionen unendliche Platte: von der a-Axe
ausgehende radiale Stromung. Die partielle Differentialgleichung (34)
mufs in unserem Falle in eine totale fiir «* = f (p) iibergehen, wo
0o 0o
o =a+4y* woraus ¢ e - und ¢ 3y =y folgt.
Es wird dann
6.‘r_d.‘f ap_df} A
Gz do Ox do o
0% a9 o di 1 dd 2
dz* d{:". 0* T do ) o dp ' o*
und ebenso:
ay ad ¥ 4 1 dd
6yt " de* ¢ Tde e T e e
0* 9
g =0
Also:
(P 19‘ 2 d i i’ 1 dg W 1 dif
A= T de Tde e T et o de

_ 1 a3 d@) _1d [ di
0 e do* " do| odo pdp

und an Stelle von (34) tritt also in diesem Falle

d d
el [ Tic iy IS 36
do (9 d 9) ' B
Woraus durch Integration:
d
—— = —A
(4 do
d I‘)' A
do i n s
;_?‘.-:C—AIO,‘.{Q (381])
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A und C sind willkiirliche Constunten. Wenn die Strémung von
innen nach aufsen gerichtet sein soll, mufs A positiv sein. Durch
4 ist, wie aus (36a) ersichtlich, der Werth von d:#/dr, also des
Temperaturgefiilles und damit derjenige der Stromdichtigkeit bestimmt,
In der z-Axe, also fiir p = 0, wird die Richtung des Wirmestroms
(yradial“) unbestimmt, seine Dichtigkeit unendlich grofs. Der Wiirme-
strom wiirde aus der z-Axe nach allen Richtungen hin heraus-
dringen. Das ist physikalisch unmdoglich; wir denken uns daher
aus dem Korper einen (kleinen) Kreiscylinder um die 2-Axe aus-
gespart; dann geschieht die Wiirmezufuhr aus dem Innern dieses
Hohleylinders her, etwa indem seine Wiinde auf constanter erhthter
Temperatur erhalten werden, oder indem sich in seinem Innern ein
galvanisch geglithter Draht befindet. Ist im letzteren Falle die
pro Secunde erzeugte Wiirmemenge bekannt, so ist damit die
Intensitit des Wirmestroms und die Constante 4 gegeben. Die
Constante € bleibt in dem letzten Falle zuniichst willkiirlich, ent-
sprechend den allgemeinen Bemerkungen iiber stationiire Probleme
auf Seite 63. Wenn aber fiir irgend einen anderen Cylinder vom
Radius ¢ = R, welcher die #ufsere Abflufsfliiche der Wiirme bildet,
die constante Temperatur gegeben ist, etwa indem die Oberfliiche
dieses Cylinders durch ein Bad auf einer bestimmten niedrigeren
Temperatur erhalten wird, so ist damit auch die Constante ¢
gegeben.

Der betrachtete Fall regt weiter an zu der Annahme, dafls &
nur Function sei des Abstandes » von einem gegebenen Punkte,
etwa dem Anfangspunkte der Coordinaten, so dafs Kugelflichen um
ihn die Isothermen sind. In diesem Falle ist

r=adtyt 2

a._'f _dd |z a9 a2 dd 1 d& o
da  dr r da?* ~ dr* 2 " dr r dr %
und ebenso:

d* - [IARY X y? ri_r?‘ . _1_ dd P

dy “dr At G T T ar e
E’_ﬁ'_ﬂf}?’dzs tit?‘ 1 dd 2*
PP T = BB T
Also
gg =T B0 _do 1 _ad 2 4o
H T T i T R P
L[ a9 d&) 1 a9
r(”if—a d?)-ir'_d}-’_' @7
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und an Stelle von (34) tritt jetat:
2
LR
woraus durch Integration:
d(rd)
dr
r.d=0r+ 4

19‘=0+§ (373)

c

An diese Lisung wiirden sich die entsprechenden Ueberlegungen
ankniipfen wie an (36a); sie brauchen nicht mehr im KEinzelnen
ausgefithrt zu werden.

Aus den angefithrten speciellen Losungen der Differential-
gleichung 4 & = 0 kinnen wir sogleich allgemeinere ableiten durch
lineare Superposition derselben; jede solche ist, wie wir wissen,
ebenfalls wieder eine Losung. In dieser Weise erhélt man z B.
die Losungen fir eine Einstromungs- und eine Ausstrdmungsstelle
in einer unendlichen Platte, oder in einem dreidimensionalen
Leiter u, s. w.

Fiinftes Kapitel,
Wirmeleitung in Stitben von begrenzter Linge.

§ 20, Differentialgleichung bei Berlicksichtigung der seitlichen
Wiirmeabgabe.

Wir wenden uns jetzt zur Behandlung von Stromungen, die im
Allgemeinen nicht stationtir sind, wobei aber gelegentlich auch
wieder stationiire Stromungen zur Besprechung kommen. Die ein-
fachsten der folgenden Fille sind das Mittel gewesen, die Werthe
des Wiirmeleitungsvermdgens fiir verschiedene Korper mit einander
zu vergleichen und weiterhin auch sie nach Ziffern zu ermitteln.

Den Ausgangspunkt soll wieder die Differentialgleichung der
Wiirmeleitung in der vereinfachten Form (33) bilden:

0
k.Ab‘=c.a.a—3 (83)

Wir wollen zuniichst annehmen, dafs die Wirmebewegung nur nach
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einer Richtung hin geschieht, als welche die z-Richtung genommen
werde. Das kommt vor in ausgedehnten Massen, denen von einer
Seite her Wiirme zugeleitet wird, wie z B. dem Krdboden durch
die Sonnenstrahlen. In solchen Fiillen ist also ¢ von y und %
unabhiingig, und die Differentialgleichung wird:

2
'%3—=0.5%—?— (38)
Achnlich wird auch die Wirmebewegung in einem cylindrischen
Stabe sein, dessen Dicke gegen die Liinge verschwindet. Wenn er
5o diinn ist, dafs wir innerhalb eines Querschnitts keine Temperatur-
unterschiede zu untersuchen brauchen, kdnnen wir ¢ als nur in der
Liingsrichtung variabel betrachten, Streng genommen ist dies nicht
richtig; denn der Wiirmeverlust durch Ausstrablung der Mantel-
fliche bewirkt, dafs das Innere des Stabes etwas wirmer ist, als
die oberfliichlichen Schichten., Die dadurch verursachten kleinen
Temperaturunterschiede sollen aber vernachliissigt werden, so dals
bei Verlegung der z-Richtung in die Liingsrichtung des Stabes
aufser von ¢ nur Function von z ist. Die Wirmemenge, welche
durch den Mantel nach aulsen abgegeben wird, darf aber nicht
vernachliissigt werden; denn sie ist bei diinnen Stiiben mit relativ
grolser Oberfliche im Allgemeinen von derselben Grifsenordnung,
wie die in der Liingsrichtung des Stabes durch den kleinen Quer-
schnitt flielsenden Mengen, — Multiplicirt man die Gleichung (38)
mit dem Volumenelement dz:

k%’g dr=c.s.%’—:dr (38a)
so bedeutet die rechte Seite den Zuwachs von dz an Wiirmeinhalt
withrend der Zeiteinheit. Die linke Seite giebt an, inwiefern dieser
Zuwachs durch die in der az-Richtung stattfindende Stromung ver-
ursacht wird. Als d= nehmen wir ein Stiick des Stabes zwischen
zwei sehr nahe benachbarten Querschnitten; wenn ¢ deren fiberall
gleiche Flichengriofse ist, und da der Abstand der beiden Quer-

schnitte, so wird
dr =q.dw

Die Mantelfliiche dieses Volumenelementes ist gleich p.da, wenn p
die Peripherie des Stabquerschnitts bezeichnet, welcher iibrigens
nicht nothwendig kreisformig zu sein braucht. Die Umgebung,
gegen welche der Stab strahlt, habe die Temperatur % ; dann
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strahlt von der Mantelfliche des Volumenelementes in der Zeiteinheit
— analog wie bei Ableitung der Gleichung (13) — die Wiirme-
menge k.(& — ¢).p.de aus. Da die Temperatur eines ganzen
Querschnitts als gleich betrachtet wird, kann statt  einfach die
Temperatur. an der betreffenden Stelle des Stabes gesetzt werden.
Die dem Volumenelement dz durch Strahlung verloren gehende
Wiirmemenge ist in (34a) auf der linken Seite als negativer Zuwachs
hinzuzufiigen, so dafs wir erhalten:

0% 0

k. a8 qodw —h(—).p.de=c.8. —(.:}-'tb.q.dsr;

oder nach Division durch da:

vy | s o
k.q (:;—2:; —hop(d—3)=q.c.8. %‘—3

Dies wiire die Differentialgleichung fiir die Wiirmeleitung in einem
diinnen Stabe unter den angegebenen Verhiiltnissen. Die Gleichung,
welche in dieser Form durch das constante,  nicht enthaltende
Glied %.p., nicht homogen ist, kann homogen gemacht werden,
wenn wir wie in (18a) die Temperatur der Umgebung als Nullpunkt
der Skala nehmen, also ¢, =0 setzen, wovon die Werthe der
Differentialquotienten unberithrt bleiben:

a* 9 . d
fk--q--ams—ft.p.l)‘::q,c,g..a.‘ (39)

Betrachten wir aufser der Leitangsfihigkeit & auch das Strahlungs-
verméigen % und die specifische Wiirme ¢ als Constante, so ist dies
eine lineare homogene Differentialgleichung mit constanten Coeffi-
cienten. Integrale derselben findet man immer, wenn man die
gesuchte abhiingige Variable gleichsetzt einer Constanten multiplicirt
mit einer Kxponentialfunction der unabhiingigen Variablen. Wir
haben zwei unabhiingige Variable, » und ¢; in Bezug auf beide
muls & die angegebene Form haben, so dafs es also dem Product
zweier Exponentialfunctionen gleich zu setzen ist:
G s AR R (40)
Um die Werthe von # und / zu finden, muls die fiir  aufgestellte
Function eingesetzt werden in die Differentialgleichung (39), welche
dann ergiebt:
k.g.d*.Ae

nt+le t+lz nt+le

--h.p:l.u“ =gq.0.86.nde
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Alle Glieder enthalten den gemeinsamen Factor 4.¢"' """ = 9
welchen wir wegheben kinnen:
k.gl*—h.p=q.c.e.n (41)

Nur diese eine Gleichung zwischen ¢ und » mufs erfiillt sein; dann
ist & eine Losung der Differentialgleichung, Es giebt also unendlich
viele Werthepaare fiir » und 7, und ihnen entsprechende Losungen ,
welche auch superponirt werden konnen. Fiir ein bestimmtes
Problem sind aber jedesmal aulser der Differentialgleichung auch
noch die Grenzbedingungen zu erfiillen; die dadurch beschriinkte
specielle Liosung des Problems mufs immerhin bei nicht-stationiiren
Fillen noch so allgemein sein, dafs sie auch noch gegebenen
Anfangszustiinden angepafst werden kann.

§ 21. Stationdire Strdmung. Versuche von G. Wiedemann
und Franz.

Wir wollen zuerst nach denjenigen Fiillen fragen, in denen die
Bewegung stationiir ist. Das tritt z B. ein bei einer hiiufig aus-
gefiihrten Versuchsanordnung, bei welcher ein langer Stab umgeben
ist von einer Hiille 77 (Figur 4), die durch Abkithlung etwa mit Kis

/4
2
sN\—2____ D
[ 7 £y
_—/I“J — a4
F/3

Fig. 4.

fortdauernd auf einer Temperatur von 0° gehalten wird, wiithrend
gleichzeitig das herausragende Ende 7 des Stabes durch kochendes
Wasser in einem Gefiifse (7 bestindig auf 100° erwirmt wird. Dann
entsteht ein Wirmestrom vom erhitzten Ende % des Stabes aus
nach dem anderen weit entfernten Ende hin. Es mufs schliefslich
ein stationiirer Zustand der Temperaturvertheilung eintreten, wenn
die angegebenen Bedingungen gleichmiifsig ungelindert erhalten
bleiben. Dann wird ¢ von der Zeit unabhiingig sein; in (39) ver-
schwindet die rechte Seite, und aus der partiellen Differentialgleichung
wird eine totale:
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3
S hp.8=0 (42)

k'qfa:

In deren Integral (40) ist n = 0 zu setzen:

G =A4.6'% (43)
Aus (41) wird dann:
koql®*—=h.p=0
oder
-k L
=)/

Da alle Grifsen unter dem Wurzelzeichen ihrer Natur nach positiv
sind, wird reell; spiter werden wir Fille kennen lernen, in welchen
es imaginir und auch complex wird, Wir finden also zwei Werthe
fir I, und also auch nach (43) zwei Losungen, in denen die
Constante 4 verschiedene Werthe haben kann:

9y = 4, VAT und 9 = A, .6” VPR

Die Superposition beider Losungen & = &, + , enthiilt zwei will-
kiirliche Constanten 4, und 4,, ist also das allgemeine Integral
von (42). %, stellt eine mit wachsendem x immer hoher steigende,
&, eine fallende Temperatur dar. Zihlen wir die Liinge # von der
Stelle ab, von welcher an in unserem speciellen Falle Wiirmeabgabe
durch Ausstrahlung beginnt (siehe Figur), so dafs die wachsenden 2
mit der Richtung des Wiirmestroms iibereinstimmen, so mufs die
Temperatur in dieser Richtung abfallen und mufs schliefslich bei
hinreichender Liinge des Stabes, also bei grofsen Werthen von z,
bis auf die Temperatur Null der umgebenden Hiille herabsinken.
Diesem Temperaturverlauf entspricht &,. [, wiirde den Fall dar-
stellen, dafs nur das andere Ende des Stabes erwiirmt wiirde, und
dals er sich in der negativen z-Richtung weithin erstreckt; in
dieser Richtung strémt dann auch die Wiirme und die Temperatur
fiele dorthin ab bis auf Null. Die Superposition & = &, + , wiirde
dem entsprechen, dafs beide Enden des Stabes gleichzeitig erwiirmt
werden.] Fiir unseren Versuch haben wir also:

Fassen wir zwei Stellen des Stabes ins Auge, fiir welche z = @,
bezw, = @, ist, so sind die Temperaturen an diesen Stellen:

5w dicg™ VPP Gy = Ao *nVirke
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Dann ist das Verhiiltni(s dieser beiden Temperaturen:

7, (@u = =0 .Vipjka
G- (44)

1

(#, — @) ist die zwischen den beiden Punkten liegende Stabliinge.
Schreitet man auf dem Stabe (,in arithmetischer Proportion®) um
gleiche Lingen (v, — ) fort, so filllt jedesmal die 'l‘emp(.ratur in
demselben Verhiltnifs (,in geometrischer Proportion) & ::  ab.
Dieser Gang der Temperatur, dargestellt durch eine ]i.vpouentlal-
function, ist durch Messungen bestitigt, welche leicht angestellt
werden konnen durch Anlegen kleiner Thermoelemente an ver-
schiedene Stellen des Stabes,

Durch solche Messungen kann man auch den Werth des
Exponenten in der Gleichung (44) ermitteln, welcher hierzu zweck-
milfsiger die Form gegeben wird:

log &, — log ¥, = (x, — ). Vkp/l.,r;

E_ -z fp (45)
h log &, — log q

Der Abstand (z,, — «), die Temperaturen &, und ¢, die Peripherie p
und die Fliche ¢ des Stabquerschnitts lassen sich in jedem Falle
messen. [Das Verhiiltnils p/g wird fiir einen kreisformigen Quer-
schnitt = 2ra/r®x = 2/r] Man kann also durch solche Versuche
das auf der linken Seite der Gleichung stehende Verhiiltnifs k/k fiir
einen gegebenen Stab bestimmen. Versuche an verschiedenen Stiiben
liefern nicht ohne weiteres das Verhiiltnils der Werthe des Leitungs-
vermogensk, da fiir jeden derselben im Allgemeinen auch das Strahlungs-
vermdgen % einen anderen Werth haben kann. G. WikpemaNy und
R. Franz') haben in der Weise bewirkt, dafls % (bei gleichen
Temperaturunterschieden gegen die Umgebung) fiir Stihe aus ver-
schiedenen Substanzen denselben Werth hat, dafs sie die Stibe von
ganz gleicher Grofse und Gestalt herstellten und ihnen allen
strahlende Oberfliichen von gleicher Art gaben durch Versilbern.
Die sehr diinne Silberschicht kam fiir die Wirmeleitung im Innern
nicht in Betracht. Fir einen Stab aus der Substanz ¢ ergab dann
die Anwendung von (45) auf ihre mit grofser Genauigkeit aus-
gefihrten Versuche das Verhiiltnils % «/h; fir einen anderen aus der
Substanz ﬂ das Verhiltnils %;/A; und die Division beider Werthe

') G. Wikpemaxy und R. Fraxz, Pogg. Ann, d. Physik u. Ch., Bd. 89; 1858,

oder:
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dann das Verhiiltnifs k,/ks. Durch solche Beobachtungen erhielten
G. Wiepemany und Franz das relative Verhiiltnifs der Leitungs-
fahigkeiten verschiedener Substanzen.

§ 22, Letztes Ausklingen einer anfinglichen Erwirmung.
Versuche von F. Neumann.

Wir wollen weiter den Verlauf der Temperatur in dem Stabe
ermitteln bei Zustinden, die nicht stationiir sind, sondern von der
Zeit abhingen. Wir nehmen an, dafs nach einer voraufgegangenen
Wiirmezufuhr solche weiterhin nicht mehr stattfinde; dann wird
schliefslich die Temperatur des ganzen Stabes gleich derjenigen der
Hiille werden; dieser Temperatur wird sich diejenige an allen
Punkten des Stabes asymptotisch nithern; = in (40) muls also negativ
sein. Denn positives » wilrde eine mit wachsender Zeit unbegrenzt
wachsende Temperatur bedeuten. Da ferner die iufsere Wiirme-
abgabe (das Strahlungsvermigen) % in Wirklichkeit immer klein ist,
stofsen wir damit auf einen Fall, in welchem aus (41) negatives /*
folgt. Ks wird also ! imaginiir = i 2, und die in ¢ nach (40) auf-
tretende Exponentialfunction der Coordinate z wird:

o = o*" = cos (Aa) + isin (A2) (46)
Durch die Ueberlegungen von § 18 ist uns bekannt, dafs wir solche
complexe Losungen nicht zu scheuen brauchen; der reelle und der
imaginiire Theil einzeln geben uns dann gleich zwei Integrale.

Der von der Zeit abhiingige Temperaturzustand, den wir
betrachten wollen, tritt auf bei einer von Franz Nuumann (der
filtere Nrumasn, Physiker in Konigsberg + 1895) angegebenen
Methode, welche nicht blofs relative, sondern auch absolute Werthe
der Leitungsvermogen zu ermitteln zulilst. Kr benutate cylindrische
Stithe von endlicher Liinge, deren Oberfliche irgend welche nur
constant bleibende Beschaffenheit hatte. Kin solcher Stab wird
aufgehéingt an zwei moglichst diinnen und die Wirme moglichst
wenig leitenden Fiiden, oder auf derartige Unterlagen gestiitzt, und
rhineingel:ura.::zh’c. in einen Raum, dessen Wiinde auf constanter
Temperatur gehalten werden. Diese wird wieder zum Nullpunkt
der Skale gewiihlt. Im Anfang wird der Stab in irgend welcher
Weise erwiirmt, etwa dadurch, dafs das eine Ende in eine Flamme
%liueingeha.lten wird. Die anfiinglichen schroffen Temperaturdifferenzen
nnerhalb des Stabes werden sich dann alimiihlich mildern und
gleichzeitig auch insgesammt Wirmeverlust durch Strahlung gegen
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die Umgebung eintreten. Hierbei ist zu bemerken, dafs bei sehr
dilnnen Stiiben der Strahlungsverlust an Wiirme durch die kleinen
Endflichen unmerklich ist. Mit geniigender Anniiherung’) kann
dann der Fall so behandelt werden, als ob Wiirmeverlust durch die
Endflichen nicht stattfinde. Allgemein ist, wie wir bei Ableitung
der Gleichung (13) gesehen haben, der Wiirmeverlust durch eine
Oberfliiche proportional dem Temperaturabfall im Innern gegen die
Oberfliiche hin; in Bezug anf die Endflichen stimmt letztere Richtung
mit der z-Richtung tiberein. Also wird der Wiirmeverlust durch

die Endfliichen in unserem Falle proportional %—!:, und da er ver-

schwindend klein ist, miissen wir an beiden Enden des Stabes
dauernd:

d o

9z ="
setzen, und nach solchen Liésungen suchen, welche dies erfiillen.
Hierzu fithren wir zuniichst in den Werth von (40) fir & gemiifs

(46) die fiir 7 =142 an Stelle von ¢ = tretenden Functionen cos (A=)
oder sin (Az) ein. Nehmen wir fiir die beiden Enden des Stabes z = 0

und z = L, so ist wegen gg = 0 fiir = 0 nur der cos (Az) brauch-
bar, nicht der sin (42), und es wird also zuniichst specieller:

F=A.¢"" cos A (47)

Aber auch noch fiir = L muls %g = () sein, woraus

sin(AL) =0
oder:
_am

idooTs 2

folgt, wo a irgend eine ganze Zahl ist, und L gemiils seiner
Definition die Liinge des Stabes. Indem wir fiir a mit Null beginnend
die Reihe der ganzen Zahlen setzen, bekommen wir eine Reihe von
Werthen 2,, mit welchen wir in (41) eingehend die zugehorigen
Werthe von n erhalten:

') Die genaue Theorie siche z B. in Kmomnorr's Vorlesungen iiber die
Theorie der Wiirme, herausgegeben von M. Puaxck, p. 85. A, d H.
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also:
h.p
"o T q.c.t
h.p k «*
e i
] E adn?
R " JN Il

Die Superposition der entsprechenden einzelnen Losungen & ist
dann:
9 =n§ Aa.en“: cos (E;-‘- ) (48)
a=0 4
Die n, sind alle negativ, d. h. mit der Zeit nehmen alle Glieder
ab, um fiir ¢ = oo alle einzeln gleich Null zu werden; schliefslich
wird also & =0, d. h. der Stab nimmt die als Nullpunkt ange-
nommene Temperatur der umgebenden Hillle an. Je