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Yorwort zur ersten Auflage.

Der vorliegende zweite Band der , Vortrige iiber Mechanik®
behandelt die Mechanik der elastisch-festen und der fliissigen Karper-
Der Inhalt des Buches weicht von dem Lehrgang an der Technischen
Hochschule zu Hannover etwas ab; es wird ndmlich im Sommer
des ersten Studienjabres auBer der Mechanik elastisch-fester Korper
noch das Gleichgewicht fliissiger Korper etwa in der Be-
handlungsweise des Buches erledigt, von der Bewegung fliissiger
Korper konnen aber in der fiir das erste Studienjahr verfigbaren
Zeit nur die einfachsten Fille vorgetragen werden, und die ein-
gehendere Behandlung erfolgt dann erst im Sommer des zweiten
Studienjahres. Bei der Bearbeitung des Buches habe ich aber
vorgezogen, die Mechanik flissiger (und auch gasformiger) Korper
im Zusammenhange durchzufithren.

Auch in diesem Bande wurde auf die Beigabe zahlreicher voll-
stindig durchgerechneter Beispiele besonderer Wert gelegt; denn
den Studierenden der Technischen Hochschule wird die Mechanik,
wenigstens soweit sie im ersten Jahre vorkommt, nur zum Zwecke
der Anwendung gelehrt, und nur an gut gewihlten Ubungsaufgaben
kann der Studierénde diejenige Sicherheit erwerben, die erforderlich
ist, wenn er nicht in den spiteren Studienjahren bei der Berechnung
seiner Entwirfe in Schwierigkeiten geraten und kostbare Zeit ver-
lieren soll. Den Fehlern, die von den Anfingern am hilufigsten
begangen werden, muf} schon vom ersten Studienjahr an mit allen-
Mitteln vorgebeugt werden. Die Keuntnis dieser besonders hiiufigen
Fehler kann man natrlich nur gewinnen und ihnen entgegen-
arbeiten, wenn man in besonderen Ubungsstunden einfache Zahlen-
aufgaben rechnen lifit und daneben mit den Professoren derjenigen
Ficher, die sich aunf die Mechanik stitzen, stets in Fiihlung bleibt



1V Vorwort.

und den auf das Fach beziiglichen Wiinschen und Ratschligen
derselben nach Moglichkeit entgegenkommt.

Bei der Abfassung dieses Teiles wurden besonders folgende
Werke benutzt: Lehrbiicher der technischen Mechanik und der
Ingenieur-Mechanik von A. Ritter; Elastizitit und Festigkeit von
C. Bach; Hydromechanik von M. Rihlmann; Theoretische Maschinen-
lehre von F. Grashof, 1. Band; Mechanik von Jul. Weisbach und
die Berichte desselben Verfassers iiber seine Untersuchungen aus
~ dem Gebiete der Hydraulik. Der Berechnung des Winddrucks und
des Luftwiderstandes wurden die neuesten wertvollen Versuche von
v. LoeBl zugrunde gelegt.

Zur Brleichterung der Ubersicht und des Verstindnisses der
Formeln ist auch diesem Teil ein alphabetisches Verzeichnis der
benutzten Buchstabenbezeichnungen und ein alphabetisches Inhalts-
verzeichnis beigefiigt.

Haunover, im Okftober 1897.
Keck.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Da8 schon nach drei Jahren eine 2. Auflage erforderlich wurde,
zeugt fir die Nitzlichkeit des Buches, Leider ist dessen Verfasser,
kurz nachdem er die Neubearbeitung dieses II. Teiles in Angriff
genommen hatte, ganz unerwartet infolge eimes Schlaganfalles
gestorben. .

Da wir durch unsere kollegialen Beziehungen zu dem Verfasser
iiber die Art der Bearbeitung seiner Mechanik unterrichtet sinds
haben wir es iibernommen, diesen II Teil, unter Benutzung der
im Nachlasse vorgefundenen Notizen, im Sinne des Verstorbenen
so zu bearbeiten, dall diese 2. Auflage noch als sein eigenes Werk
anzusehen ist, — und zwar Gbernahm Lang: die erste Abteilung
~Mechanik der elastisch-fosten Korper“ und Arnold: die zweite
Abteilung ,Mechanik der fliissigen Korper* — wobei Geh. Reg-Rat



Yorwort. :

Abteilung, und Professor Liang die Durchsicht der Punkte 7 bis 10
in Abschnitt B der zweiten Abteilung unterstitate.

Durch die Vollendung der 2. Auflage der Keckschen
.Vortrige iber Mechanik“ hoffen wir auch den Wiinschen der
Studierenden unserer Hochschule zu entsprechen.

So moge denn dieselbe dazn beitragen, das /ndenken des zu
friih geschiedenen bedeutenden Ingenieurs und hochgeschitzten
Lehrers in Ehren zu halten.

Haunnover, im Mirz 1901.

G. Lang, H. Arnold,

Professor. Professor und Geh. Reg.-Mat,

Vorwort zur dritten Auflage.

Der hiermit in seiner dritten Auflage zur Ausgabe gelangende
2. Band der ,Vortrige fiber Mechanik“, dessen Durchsicht und
Bearbeitung ich wie s. Z. die des ersten Bandes iibernommen habe,
hat gegeniiber den ersten heiden Auflagen nur geringe Anderungen
und Ergiinzungen erfahren. Diese Beschrinkung wurde fiir geboten
erachtet, einerseits, weil die vom Verfasser getroffene Umgrenzung
des Gesamtwerkes, die dem Zwecke desselben entsprechend sich
bewiihrt hat, tunlichst nicht dberschritten werden, sollte, und
andererseits, weil der Gegenstand des Abschnittes A der ersten
Abteilung dieses Bandes, ,Gleichgewicht elastisch-fester Korper*,
bei dem in erster Linie eine Erweiterung hitte in Frage kommen
konnen, ausfihrlicher in der inzwischen von mir bearbeiteten
2, Auflage der ,Elastizititslehre* behandelt worden ist.

Eine Erginzung hat der iiber Knickfestigkeit handelnde Punkt
(A Ziffer 6) gefunden; u. a. durch Hinzufigung der auf Grund
neuerer Versuche aufgestellten v. Tetmajerschen Formeln.



Vi Vorwort.

Im Abschnitt ,Gleichgewicht fliissiger Korper sind als Beispiel

Gleichgewichtsregeln fir frei schwimmende Taucherglocken ent-
wickelt.

Im dbrigen muBl dieser Band auch in seiner neuen Auflage
noch vollig als das Werk seines Urhebers gelten.

Hannover, im September 1908.

L. Hotopp.



Vorwort zur vierten Auflage.

Die infolge Teilnahme der studierenden Jugend am Kriege
eingetretene Verzdgerung im Absatz dieses Buches, wie der wissen-
schaftlichen Literatur iiberhaupt, ist nach Beendigung desselben
und lebhafterer Wiederaufnahme des Lebrbetriebes an den Hoch-
schulen alsbald ausgeglichen, so dafl eine schuelle Riumung des
aufliegenden Satzes eingetreten und eine beschleunigte Neuauflage
auch dieses Bandes der ,Vortrige iber Mechanik® erforderlich
geworden ist. Die hiermit zur Ausgabe gelangende 4. Auflage weist
neben unwesentlichen Anderungen nur insofern kleine Erginzungen
gogen die vorige auf, als in dem Abschnitte iiber das Gleichgewicht
fiissiger Korper die ,Kraftiibertragung durch Druckwasser®
eingehender behandelt und der ,Hydrostatische Gewichts-
aunsgleich® als neues Beispiel hinzugefigt ist.

Hannover, im November 1919,

L. Hotopp.
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Erste Abteilung.

Mechanik der elastisch-festen Korper,

Einleitung.

Nichtstarre Korper und Massengruppen.
Elastisch-feste Korper.

Einen festen Korper denken wir uns aus kleinsten Teilen
(Massenpunkten, Molekiilen 6der Molekiilgruppen) zusammengosetat,
die so miteinander verbunden sind, daf} sie gegenseitiz Krifte
aufeinander ausiiben konnen. Diese Krifte zwischen den einzelnen
Massenpunkten eines und desselben Korpers heiflen innere Krifte,
im Gegensatz zu den dfufleren Kridften, welche von anderen
Korpern herrithren und (mit Ausnahme der Massenkrifte S. 9) auf
den Umfang des betrachteten Korpers einwirken.

Die Moglichkeit, Kriifte mit verschiedenen Angriffspunkten an
einem Korper zusammenzusetzen und zu zerlegen, d. h. durch andere
ohne Abiinderung der Bewegung des Korpers zu ersetzen, ist im
1. Teile dieses Buches nur fir vollig starre Korper bewiesen.
Tiir diese benutzten wir (1. Teil, 8. 102) den Erfahrungssrundsatz,
dafl zwei gleiche, in derselben Richtungslinie wirkende irafte ent-
gegengegetzten Sinnes sich in ihrer Wirkung auf die Bewegung
eines starren Korpers aufheben; daraus folgte die Zulissigkeit der
Verschiebung des Angriffspunktes einer Kraft lings ihrer Richtungs-
linie. Auf diese Betrachtungen griindete sich die Lehre von der
Zusammensetzung der Krifte zu einer Hinzelkraft und einem Krifte-
paare (1, Teil 8. 143), sowie die Lehre vom Gleichgewicht und -
den sechs Bedingungen fir dasselbe (1. Teil, 4. Aufl, S. 178).

Eine Verlegung des Angriffspunktes einer dufleren Kraft hat
stets Anderungen der inneren Krifte des Korpers zur Folge. Auf
diese kommt es aber in der Mechanik starrer Kirper nicht an, weil
starren Korpern eine unbegrenzte Festigkeit beigelegt wird, und weil
mit dem Auftreten innerer Kriifte keine Forminderungen und daher

Kock, Mechanik, I 4. Aufl, 1
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2 Erste Abteilung. Mechanik elastisch-fester Korper.

keine sichtbaren Wirkungen verbunden sind. Anders ist es mit
Korpern oder Massengruppen, welche nicht starr sind, Sind z B. zwei
Massenpunkte 4 und B, deren Masse
je =1 ist, durch eine starre Linie ver-

buden (Fig. 1) und wirken in 4 und J—@——E«——@—‘»
B die beiden in der Richtungslinie A B B

liegenden Kriifte von 2 und 5% mit dem Sinne nach links bezw.
rechts, so bringen diese an der starren Massengruppe eine Be-

2 schleunigung 8:2 = 1,6™/,e+ hervor (1. Teil, 4. Aufl, 8. 33 u. 169).

Daraus bestimmt sich die Spannkraft S der starren Linie, denn am
Punkte B muB 5—S=1:15 am Punkte A ebenso S—2
= 1.1 sein. Aus beiden folgt die Zugkraft S=3,6%. Verlegt
man die Kraft 2% von 4 nach B (Fig. 2),

so daB nun in B eine Kraft von 3% wirkt, g %, 3
so findert sich dadurch in dem sichtbaren 3 ;
Verhalten der Massengruppe nichts; die Be- 4 B

schleunigung bleibt 3:2 == 1,6™/,xs nach rechts, Es wird nun aber
die Zugkraft S der Verbindungsgeraden 1,6*. FEine Verlegung '
der Kraft 5% (Fig. 1) von B nach A bedingt, wie man leicht er-
kennt, das Auftreten einer inmeren Druckkraft S= 1,6* in der
Verbindungsgeraden.

Sind die beiden Masseneinheiten 4 und B aber nachgiebig,
etwa durch eine elastische Feder (Fig. 3), miteinander verbunden,
die vor dem Auftreten der duferen Krifte e
vollig ohne Spannkraft war, so wird mit G 5
dem Beginne der Wirkung der #duBeren "—O"N‘N‘G—'
Krifte eine Verlingerung der Feder und A 2
erst in Verbindung damit das Auftreten einer veriinderlichen Spann-
kraft S erfolgen. Im ersten Augenblick ist die Spannkraft noch
Null; somit erfihrt B eine Beschleunigung == 5™/, nach rechts,
A eine solche von 2%/« nach links. Mit diesen Beschleunigungen
gehen die Massenpunkte auseinander, und mit der Verlingerung
der Verbindungsgeraden entsteht dann eine, je nach der Stirke der
Feder mehr oder weniger schnell anwachsende A
Zugkraft S in derselben. In dem Augenblicke, s 4 O
wo S=1% geworden ist, hat B die Be- M
schleunigung = 4™/, nach rechts, A eine 4 B

solche von 1%/, nach links. Wirde man die Kraft = 5% von
/
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B nach A verlegen (Fig. 4), so erfihre A zu Anfang eine Be-
schleunigung == 3™/,a+ nach rechts, B keine Beschleunigung; A
wiirde nach B hingedriingt, so dafl die Feder zusammengedriickt
und zur AuBerung einer verinderlichen, gegen beide Massenpunkte
gerichteten Druckkraft veranlalt wiirde. In dem Augenblicke, wo
die Druckkraft S = 1%, hitte B die Beschleunigung = 1"/.x+ nach
rechts, A die Beschleunigung = 2™/.,. ebenfalls nach rechts; A
wiirde also noch nach B hingedringt. Erst wenn die Druckkraft
S auf 1,5% angewachsen ist, baben ‘beide Punkte die iiberein-
stimmende Beschleunigung == 1,6"/4x+ Wie bei starrer Verbindung.
Man erkennt hieraus, daB eine Verlegung der einen Kraft von B
nach A4 in der Bewegung der Punkte eine Anderung hervorbringt,
daB also eine Zusammensetzung der beiden Krifte. d. h. ihre Er-
setzung durch eine einzige Kraft, nicht zulissig ist.

Es gibt auch Massengruppen, deren Punkte einer Vergrife-
rung des Abstandes voneinander keinen Widerstand entgegen-
setzen. Dies ist z. B. annihernd der Fall bei fliissigen Korpern.
Diese lassen sich ohne nennenswerten Widerstand voneinander
trennen. Man kann sich solehe Massengruppen grobsinnlich vor-
stellen durch einzelne Kugeln ohne Verbindung, Jede derselben
wird nur durch die an ihr angreifenden &uBeren Krifte beschleunigt.
Gleiche Krifte an 4 und B (nach Fig. b)

angebracht, bewirken beschleunigte Trennung Fig. 5.
der Punkte, aber keineswegs Gleichgewicht. ..._6 r\’:}.--
Gleiche Zugkriifte, an den Enden einer % 3

biegsamen, aberundehnbaren Kette angebracht,
heben sich auf, wihrend bei einer Umkehrung der Krifte zu Druck-
kriiften ein Zusammenballen der Kette zn einem Kniiuel, also keinen-
falls Gleichgewicht der urspriinglich ausgestreckten Kette, entsteht.
Dennoch sind die Lehren von der Zusammensetzung und dem
(Gleichgewichte der duBeren Kriifte an starren Korpern auch fir
nicht starre Korper und Massengruppen von grofler Bedeutung,
weil der Satz von d’Alembert (1. Teil, 4. Aufl,, 8. 169) und der
Satz von der Bewegung des Schwerpunktes (1. Teil, 4. Aufl,, S. 172)
nicht allein fiir starre Korper, sondern allgemein fiir jede beliebige
Massengruppe gelten. Fiigt man also zu den #uBeren Kriften [ K]
einer Massengruppe die Gruppe der Triigheitswiderstinde [Er-
ginzungskrifte] [—mp] hinzu (1. Teil, 8. 170), so geniigen diese
1*
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Kriftegruppen zusammen den Gleichgewichtshedingungen starrer
Korper. Der Schwerpunkt einer beliebigen Massengruppe aber be-
wegt sich so, als ob die gesamte Masse in ihm zu einem Punkte
vereinigt wire und simtliche AuBeren Krifte, parallel verschoben,
an ihm angriffen. In den Fillen der Figuren 1—4 hat der Schwer-
punkt der Gruppe der beiden Massenpunkte fbereinstimmend die
Beschleunigung 1,5™/,exs nach rechts.

Eine beliebige Massengruppe ist im Gleichgewichte,
wenn jeder einzelne Punkt derselben rubt oder eine gleichformig
geradlinige Bewegung ausfihrt, d. h. wenn an jedem einzelnen
Massenpunkte die Beschleunigung gleich Null ist. Dann fallen die
Trigheitswiderstinde simtlich fort, und es miissen die dufBeren
Krifte der Massengruppe allein den Glei¢hgewichtsbedingungen
starrer Korper geniigen. Hiernach gelten die Gleichgewichts-
bedingungen starrer Korper (1. Teil, 4. Aufl, S. 178) in
unverinderter Weise auch fiir das Gleichgewicht nicht
starrer Korper oder beliebiger Massengruppen.

Die festen Korper sind nicht starr, vielmehr erfahren sie unter
Einwirkung #uferer Kriifte Forminderungen, die bei genfigendem
Anwachsen der Kriifte zur Zerstorung des Zusammenhanges filhren
konnen. Solange #uBlere Krifte auf einen elastisch-festen Korper
nicht einwirken, nehmen seine kleinsten Teile eine gewisse Normal-
oder Grundstellung gegeneinander ein. Mit dem Angriff fuflerer
Krifte tritt eine Anderung dieser Grundstellung ein, welche eine
Formiinderung zur Folge hat, und gleichzeitig werden im Innern
des Korpers Kriifte wachgerufen, welche gich der Forminderung
widersetzen, die Molekille in ihre Grundstellung zuriickzufiihren
streben. Beseitigt man die ,dufBeren Krifte“ so verschwinden
auch diese sogen. ,inneren Krafte“ wieder und, sofern erstere
ein bestimmtes MaB nicht dberschritten hatten, nimmt der Kdrper
nach ihrer Beseitigung mehr oder weniger genau seine urspriingliche
Form wieder an. Diese Eigenschaft fester Korper nennt
man ihre ,Elastizitit®,

Die inneren, den Zusammenhang seiner Teile und die Form des
Korpers verteidigenden Spannkriifte vermdgen sich mit den auf
Formiéinderung und Zerstorung gerichteten fufleren Kriften bis zu
einer gewissen Grenze im Gleichgewicht zu erhalten. Wird diese
Grenze von letzteren iberschritten, so erfolgt der Bruch des
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Korpers. Das HochstmaB der inneren Krifte, d. h. den duBersten
Widerstand, den ein Korper seinem Bruche entgegenzusetzen ver-
mag, nennt man seine ,,Festigkeit',

Aufgabe der Mechanik elastisch-fester Kdorper ist die
Ermittelung derinneren Spannungen undder Forménderung,
welche an einem Korper durch fiullere Kriifte hervorgebracht werden.

Zug- und Druckelastizitiit. Der einfachste Fall der elastischen
Formiinderung ist die Verlingerung eines geraden prismatischen Stabes
durch eine in der Mittellinie des Stabes wirkende Zugkraft. Ist I die
Liinge des Stabes, F' sein Querschnitt (beide im ungespannten Zustande
gemessen), und wirken an den Endflichen, genau in der Mittellinie
des Stabes, gleiche Zugkrifte K Fig. 6.

(Fig. 6), deren Grifle aber zuniichst K b <
ganz allmdhlich, von Null beginnend, i
anwachsen soll, so kann man in den meisten Fillen annehmen,
daf) sich die Kraft K annibernd gleichmifig iber den Querschnitt
I verteilt, so dafy

1) 0=

F

die auf die Flichenecinheit kommende Zugkraft ist. Diese Grifle o
heilt die Zngspammung. Threm Auftreten entspricht eine gewisse
Verliingerung 41 des Stabes. (Das Zeichen 4 dient zur Bezeichnung
kleiner Anderungen, so auch derjenigen Formiinderungen, die mit der
Anspannung der festen Korper verbunden sind.) Solange die Spannung o
eine gewisse, von der Art des Stoffes abhingige Grenze nicht iiber-
schreitet, nimmt der Stab nach Beseitigung der Spannung ziemlich
genau seine urspriingliche Liinge wieder an. Diesen Grenzwert der
Spannung ¢ nennt man die Elastizititsgrenze; ihren Zahlwert wollen
wir mit # bezeichnen. Annfhernd bis zu derselben Grenze kann
man auch fir die meisten technisch wichtigen Stoffe Spannung und
Verlingerung verbiiltnisgleich annehmen.

Der Quotient :, das Verlingerungsverhilltnis, oder die auf die
Lingeneinheit kommende Verlingerung heilt die Dehmung (spezi-
fische Verlingerung) & und man kann jene Proportionalitiit schreiben:
2) 2 Al o

— = ==

L n’
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Die Grofle E ist von dem Stoffe abhingig und heiflt
ElastizitiitsmaB (Elastizititsmodul). Fir eine Spannung o = 1
wird die Dehnung €=1—1“,. Mithin ist das Elastizititsmall E

der reziproke Wert der Dehnung fiir eine Spannung
o=1. Weil 41 und ! gleichartige Groflen (Liingengrdfen) sind,
80 ist ihr Verhiltnis, die Dehnung &, eine unbekannte Verhiltnis-
zahl; daher miissen ¢ und ¥ (in GL 2) ebenfalls gleichartige Grifen
sein, d. h. F hat die Bedeutung einer Spannung fir die Flichen-
einheit. Fir 0= F wird e=1 und 4/=1. Daher kann man
auch sagen: das Elastizititsmal ¥ ist diejenige Spannung, unter
deren Einflusse der Stab sich um seine urspriingliche Linge, d. h.
auf das Doppelte seiner urspriinglichen Linge dehnen wiirde, wenn
der Stoff bei einer solchen Dehnung noch vollkommen -elastisch
bliebe. In Wirklichkeit trifft letztere Voraussetzung hichstens bei
Kautschuk zu; andere Stoffe ertragen eine so bedeutende Dehnung
bei weitem nicht.

Die in GL 2 ausgedriickte Proportionalitit zwischen Dehnung
und Spannung wurde von dem englischen Physiker Rob. Hooke
(geb. 1635, gest. 1703) im Jahre 1679 in die Mechanik eingefiihrt
und heifit darnach das Hookesche Gesetz

Uberschreitet die Spannung o die Elastizititsgrenze 2, so
wiichst die Forminderung schneller als die Spannung, auch nimmt
der Stab mit dem Verschwinden der Spannung nicht genau wieder
die urspriingliche Linge an; er hat vielmehr eine bleibende
Verlingerung erfahren, er verhilt sich nicht mehr vollkommen
elastisch. Bei weiterer Zunahme der Spannung tritt schlieflich
ein Zerreilen des Stabes ein. Diejenige Spannung, bei der dies
erfolgt, heifit”die Zugfestigkeit und soll mit Z bezeichnet werden.

Kehren die Krifte K ihre Pfeilrichtung um, so werden sie zu
Druckkriiften (Fig. 7) und erteilen dem Stabe, falls seine Linge
nicht bedeutend im Verhilltnisse zu den Querschnittsabmessungen
ist, eine gleichmiflige Druckspannung
K Fig. 7.
el v Er——&
mit deren Auftreten eine Verkiirzung ver-
bunden ist. (Bei groferer Linge: erfolgh eine seitliche Ausbiegung -
mit verwickelteren Verhiiltnissen, die unter ,Knickfestigkeit” (S. 64)

1a) g==
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behandelt werden.) Innerhalb gewisser Grenzen kann die fir Ver-
lingerung gegebene Gl. 2 auch fiir die Verkiirzung durch Druck
benutzt werden; es ist

22) Al o

T = f == -}—P.
Darin ist dann 41 eine negative Verlingerung, & eine negative
Dehnung, o ecine negative Spannung. (Es ist allgemein blich,
Druckspannungen als negative, Zugspannungen als positive Span-
nungen zu bezeichnen.) Zug- und Druckspannungen falt man in
der gemeinsamen Bezeichnung Lingsspannung (Normalspannung)
zusammen, Das Elastizititsmal F kann man fir Zug und Druck
gleich grofl annehmen. Der-

jenige Spannungswert, bis kg5

su  welchem die Verkir- et 0
zung noch der Gleichung 2a

folgt, ist die Elastizitits- Z
grenze fir Druck; sie v

werde mit d bezeichnet. Die e
Druckspannung, bei der die 1 +&
Zerstorung erfolgt, ist die d
Druckfestigkeit D. D

Trigt man die zusam-
mengehdrigen  Spannungen
und Dehnungen, wie sie sich
bei Versuchen ergeben, als Ordinaten und Abszissen auf, so erhilt
man eine Schaulinie (Fig. 8), die Dehnungslinie, die fiir
Schmiedeeisen ungefihr die Form HG A BC hat. Innerhalb des
mittleren geraden Teiles G A B gelten die Gleichungen 2 und 2a.

Mit dem Auftreten der Zuogspannungen sind neben den besprochenen
Liingsdehnungen auch noch Einschniirangen (Verminderung des Querschnittes)
verbunden, Ebenso sind die durch Druck entstehenden Verkiirzungen in der
Liingsrichtung von Stauchungen (Querschnittsvergrilerungen) begleitet. Dieso
Erscheinungen haben fiir die erste Einfihrung in das Verhalten der elastischen
Kérper keine besondere Wichtigkeit, finden aber in den Vortrigen fiber
Elastizitiitslehre (Keck-Hotopp) gebiihrende Beriicksichtigung,

Diejenige Grenze, bis zu welcher die Dehnungen mit den Spannungen
wieder verschwinden, wurde vorstehend Elastizititsgrenze genannt und zugleich
als Grenze bezeichnet, bis zu welcher beide verhiiltnisgleich sind. In Wirk-
lichkeit weicht das Verhalten der Korper von diesem ideellen Bilde mehr
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oder weniger ab, insofern jene beiden Grenzen nicht zusammenfallen. Hilt
man sich strenger an die Wirklichkeit, so bezeichnet man zweckmiiBig die
erstere Grenze als Proportionalitiitsgrenze, die zweite als Elastizitits-
grenze, Uber diese Verhilltnisse ist u. a. nachzulesen in 0. Bacohs , Elastizitit
und Festigkeit®. Das genannte Buch enthiilt auch Mitteilungen {iber den Ein-
fluB der Zeit anf die Forminderung und das Verschwinden derselben, itber die
sog. elastische Nachwirkung, auf welche wir hier nicht eingshen wollen.

Was die MaBeinheiten anlangt, so behalten wir fir die
Krifte das Kilogramm bei, wie im ersten Teile. Als Langen-
einheit benutzen wir in der Mechanik der -elastischen Korper
aweckmiBig nicht das Meter, weil Elastizitits- und Festigkeitsgrenzen
fir das Quadratmeter unbequem grofle Zahlen ergeben. Vielmehr
withlen wir meist das Zentimeter zur Kinheit. Bei Stiben von
verhiltnismiillig groflen Querschnittsabmessungen, wie Mauerpfeilern,
ist zur Vermeidung unbequem grofier Querschnittszahlen das Meter
als Liingeneinheit und die Tonne als Krafteinheit zu benutzen. Im
Maschinenban wird auch vielfach nach Millimetern gerechnet. Um-
rechnungen von Zentimetern auf Millimeter oder auf Meter sind so
einfach, dafl es nur geringer Aufmerksamkeit bedarf, sich in dieser
Beziehung vor Fehlern zu schiitzen. Freilich mufl man sidh zur
Regel machen, in einem gegebenen Falle simtliche MaBe,
also neben den Querschnitten besonders auch die
Lingen, durch dieselbe Einheit auszudriicken. In dieser
Beziehung machen Anfinger hiufig Fehler. Der Zahl, welche eine
Spannung ausdriicken soll, ist die zugrunde gelegte Kraft- und
Flicheneinheit hinznzufiigen. Fine Spannung von 700%¢/me (d. h.
700% fir das Quadratzentimeter) ist gleichbedeutend mit 7 %/y,.,
gowie mit 7000000 */,s oder 7000/ ;

Die freie Luft ibt auf die von ihr berithrten Korper einen
Druck aus, welcher auf 1™* in der Hohe des Meeresspiegels bei
mittlerem Barometerstand etwa 10333 %, mithin auf 1°°' etwa
1,0383% betriigt. Da der Luftdruck mit zunehmender Hohe kleiner
wird, so ist auch leicht eine Hohe zu finden (etwa 264 ™ iiber dem
Meere), in welcher der Luftdruck im Mittel 1%/, betrigt, und
man hat es zweckmiiBig gefunden, fiir diesen Druck die Bezeich-
nung Atmesphiire (1*) im Maschinenwesen allgemein einzufiihren.
Diese Bezeichnung empfiehlt sich aunch fiir die Spannungseinheit
(1 ¥8/gms == 1), wir driicken also die Werte 0, #, d, Z, D und E

1
i | >
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fn Atmosphiren (der Kiirze wogen einfach ,at* gesprochen und
geschrieben) aus, mit der Bedeutung: ein Kilogramm fiir 1" ent-
sprechend 10t fir 1™ i

Die fiir eine Stofigattung geltenden FElastizitits- und Festig-
keitszahlen E, 2, d, Z und D sind natiirlich je nach der Giite des
gerade vorliegenden Korpers schwankend. In folgender Tabelle
geben wir einige Mittelwerte fir die in den Beispielen vor-
kommenden Fille.

Elastizitiits- und Festigkeitszahlen in 2t

e e e ——————

Elastizitits- | poogioveit | Blastizitits-
VA gl.eml‘;nu:k Zug | Druck BAY
i o Z D i

CaEsiel Lt dagt S ok 600 | 1600 | 1300 | 7000 1 000 000
T R 1600 | 1600 | 8500 | 3500 | 2000000
0 R S 3000 4 8000 | 5000 | 6000 | 2200 000
OnBstahl 0 i e 4500 | 4500 | 7000 | 8000 [ 2200000
HATE S o | e, R 250 170 800 500 100 000
e T ERAR SR AP0 e f 840 | 1450 | 340 | 1450 1 000 000
Kantachuk e ovayssiuRay 20 e 30 — | 10

Fiir Gubeisen, natiirliche und kiinstliche Steine sowie Kantschuk
scheint J mit ¢ zu wechseln; auch fohlt fiir diese Stoffo eine strenge Elasti-
zitiitsgrenze. Fiir Holz wird hiufig 2= 100000 gesetzt. Beoi Glas fallen
Elastizitits- und Festigkeitsgrenzo zusammen, d. h. Glas bleibt bis zur Zer-
storung vollkommen elastisch. Bekanntlich kommen ja beim Glase bleibende
Forminderungen, z. B. Verbiegungen, in kaltem Zustand nicht vor.

Die Kriifte, welche auf einen Korper oder einen Teil des-
selben wirken, unterscheidet man in Massenkriifte und Fliichenkriifte.
Unter erstoren versteht man solche, die unmittelbar auf die Massen-
teilchen ibertragen werden und auch der Masse verhiltnisgleich
sind; dazu gehoren die Schwerkrifte, auch magnetische und elektrische
Krifte, sowie die der Beschleunigung entgegenwirkenden sogen. Trig-
heitswiderstinde [Erginzungskrifte] (—mp, —mrw?) (3. 1. Teil,
4. Aufl, 8. 83, 94 u. 170). Die Flichenkriifte werden durch unmittel-
bare Berithrung mittels der Flichen iibertragen und sind von der
Form: FlichengroBe mal Kraft fir die Flicheneinheit. Zu diesen
gohiren namentlich die inneren Krifte fester und flissiger Korper.
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A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper.

1. Allgemeines.

Ein elastisch-fester Korper ist im Gleichgewichte, wenn seine
gimtlichen Punkte sich im Gleichgewichte befinden, und dies ver-
langt, wie bei starren Korpern, dal der Korper entweder ruht
oder eine gleichformige geradlinige Bewegung ausfiibrt; auch darf
der Korper keine Forminderungen mehr erfahren, vielmehr muf}
die den inneren Spannungen entsprechende Form bereits vor-
handen sein.

Ein solcher Gleichgewichtszustand liegt vor, wenn nach S. 4
die #uBeren Krifte des Korpers den Gleichgewichtsbedingungen fiir
starre Korper geniigen. Diese Gleichgewichtsbedingungen werden
auch zur Ermittelung der inneren Spannkriifte benutzt, indem
man durch den Korper einen Schnitt fihrt und fir einen der er-
haltenen Abschnitte die Gleichgewichtsbedingungen aufstellt. Denn
es muB ja, wenn der ganze Korper sich im Gleichgewichte be-
findet, auch jeder Teil desselben im Gleichgewichte sein. Bei
dieser Untersuching mufB8 man an der Schnittstelle den vorherigen
Zusammenhang durch Spannkrifte ersetzen, die man daher auch
als ,Schnittkriifte“ bezeichnet hat. Die zwei Abschnitte, in welche
der Korper durch den Schnitt zerlegt ist, besitzen gleiche Schnitt-
flichen, und an jedem Flichenteilchen der einen Schnittfliche wirken
Spannkrifte, die gleich groB, aber entgegengesetzt gerichtet sind,
wie' bei dem entsprechenden Flichenteilchen der Schuittfliche
des anderen Korperabschnittes. Diese Spannkriifte, die fir den
unzertrennten Korper innere Krifte bedeuten, gelten fiir die Be-
trachtung eines” Korperabschnittes als dufBere Krifte und sind in
den Gleichgewichtsgleichungen mit aufzufihren.

Das Gleichgewicht ist nur mdglich, wenn der Korper durch
die #uBeren Krifte nicht zerstdrt wird, d. h. wenn die Spannung
die Grenze der Festigkeit an keiner Stelle erreicht. Soll ein
Korper aber dauernd im Gleichgewichte bleiben, so darf seine Span-
- nung nirgends die Elastizititsgrenze tiberschreiten. Es wiirden
sonst bleibende Forminderungen entstehen, die gewdhnlich nicht
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zulissig sind. In den meisten Fillen der Anwendung ist die Be-
lastung eines Korpers mehr oder weniger verinderlich. Die Er-
fahrung lehrt, daB, wenn ein Korper hiufig iiber die Elastizitits-
grenze hinaus belastet wird, die Formﬂnderungen allmihlich wachsen
und endlich zur Zerstorung fiihren.

Bei der Berechnung der ,zuliigsigen Belastung® eines
Korpers oder der erforderlichen Abmessungen bei gegebener Belastung
darf man aber noch nicht einmal die Spannung an der Elastizitiits-
grenze zugrunde legen, sondern muf als zulissige Spannung
einen kleineren Wert einfiihren, der meist nur aus der Erfahrung
gewonnen werden kann. Einerseits sind nimlich die Stoffe der Korper
der Abnutzung, dem Rosten, der Fiulnis u. dgl. unterworfen und
erleiden deshalb Einbufe an ihrer Festigkeit. Sodann aber sind
die Teile eines Bauwerkes oder einer Maschine hiufig Erschiitte-
rungen und Stoflen ausgesetat, welche Schwingungen der elastischen
Korper zur Folge haben. Derartige Schwingungsbewegungen sind
nun stets ungleichformig, bedeuten daher Abweichungen vom Gleich-
gewichtszustande.  Viele Maschinenteile fiihren auch planmiBig
beschleunigte Bewegungen aus. Die Spannungen, die in solchen
Korpern wirklich auftreten, lassen sich hiufig nur sehr schwer
ermitteln. Man fithrt daher eine Berechnung unter Annahme des
Gleichgewichts (eine statische Berechnung) aus, welche die Span-
nungen kleiner angibt, als sie wirklich sind, welche also bei
Zugrundelegung der Elastizititsgrenze als zulissiger Spannung zu
geringe Querschnittsabmessungen liefern wiirde. Den auf diese
Weise entstehenden Fehler kann man dadurch wieder ausgleichen,
daB man als die in die Rechnung einzufihrende Spannung o nicht
die Flastizititsgrenze, sondern nur den nten Teil derselben annimmt.
Die Zahl » nennt man daon die Sicherheit gegen Uberschreitung
der Elastizititsgrenze. Wiire die auf soleche nfach kleinere Spannung
gegriindete Rechnung richtig, so wirde tatsichlich nur '/, der
Spannung an der Elastizititsgrenze erreicht werden. In Wirklich-
keit aber bezeichnet die Zahll '/, nur den Grad der Genauigkeit
der Rechnungsgrundlagen fiir eine Gruppe von Fillen. Die Zahl n
ist durch die Erfahrung an die Hand gegeben und betriigt je nach
der Art des Bau- und Maschinenteiles 1,6, 2, 2,5, 3, 4 u. dgl
Rechnet man mit diesen Sicherheitsverhiiltnissen, so kann man
annehmen, daB die wirkliche Spannung im ungiinstigsten Falle
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bis nahe an die Elastizititsgrenze herantreten wird. Je genauer
man einen Fall zu berechnen vermag, desto mehr kann sich die
Zahl n der Einheit ndbhern. So pflegt man fir Bauverbinde aus
Stabeisen, dessen Spannung an der Elastizititsgrenze etwa 1600 *
betriigt, je nachdem es sich um einen mehr oder weniger stoBfreien
Angriff der #uBeren Krifte (vorwiegend ruhende oder bewegliche
Belastung) handelt, 800 bis 1200* oder ausnahmsweise noch mehr
als zulissige Spannung o eipzufithren, indem man annimmt, daf
die wahren Spannungen 1'/s bis 2 mal so grof} ausfallen werden,
wie die durch statische Berechnung gefundenen. In der Wahl
dieser kleinen Spannung ¢ liegt also keineswegs eine iibermiiflige
Angstlichkeit, die als Verschwendung getadelt werden konnte, sondern
eine durch die Erfahrung als notwendig erkannte, gebotene Vorsicht,
wenn man dem fraglichen Bauwerk einen langjihrigen Bestand
sichern und allzu umstiindliche genauere Rechnungen vermeiden will.

Wie groB die zulissige Spannung bei den verschiedenen Bau-
und Maschinenteilen und den entsprechenden Stoffen gewihlt werden
darf, gehdrt weniger in den Rahmen der Mechanik, als in den der
Lehre von den Bauverbiinden und Maschinenteilen,

Beispiel 1: Eine Stange aus Stabeisen von 2m Linge und £ emx 10 em
=20 em* Querschnitt kann bei o==7003t zulissiger Spannung eine Zugkraft
von 20:700==14000% aufnehmen. Die entsprechende Dehnung betrigt
£==700:2000000 % =7 : 20000 == 0,00085. Will man die Verlingerung 41 in ¢m
haben, so driicke man die Liinge ? in Zentimetern == 200¢m gus, nm zu erhalten

dl=1+e==200-0,0008 == 0,07 cm ,

Bis zur Elastizititsgrenze wiirde der Stab durch eine Zugkraft K ==20-1600
= 32000 k& gespannt werden mit einer Verlingerung 41== 0,07 - 16/; = 0,10 em,
Zum Zerreiflen wiirde eine Kraft von 20 . 8500 = 70000 ¥¢ erforderlich sein.

Beispiel 2: Eine urspriinglich spannungslose runde Eisenstange von 2 om
Durchmesser wird an den Enden festgehalten und sodann um 20° C. abgekiihlt,
Wiire die Stange frei, so wiirde sie bel einer Aunsdehnungsziffer von /soo00
f. 1° ¢, eine verhilltnismibige Verkiirzung =20:80000==1:4000 erfahren.
Diese Verkiirzung muB, da die Enden festgehalten sind, durch eine gleichgroBe
elastische Dehnung des Stabes e=1:4000 wieder ausgeglichen ,werden.
Daraus entsteht eine Spannung

o= Ee=2000000: 4000 = 500 at
und eine Spannkraft K == ¢3'=500. 7 = 1570 ke,
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2. Zugfestigkeit hdngender Stan'gen. Druckfestigkeit
stehender Sdulen.

Bei lotrecht hiingenden, oben befestigten Stangen wird die
Spannung o vom REigengewichte beeinfluft. Wirkt an der Stange
(Fig. 9) von fiberall gleichem Querschnitt 7' unten eine Zugkraft K
so wird die Stange erst im Gleichgewichte sein konnen, nachdem
eine gewisse Verlingerung stattgefunden hat, die fiir die Rechnung
aber ohne Wichtigkeit ist. Durchschneidet man die Stange in dem
Abstande # vom unteren Ende und bringt an der Schnittstelle die
Spannkraft 6 F an, so missen K, o F und das Gewicht G des
unteren Stangenteiles im Gleichgewicht sein, Ist

Fig. 9.
die Dichte des Stoffes, so wird G = y Fa, mithin e
6F=K-+yFx, oder X
K
Y Omip I [] fo
Die stiirkste Spannung findet sich am oberen | [ l
Ende, also fiw z=1: -I (62
¢ K :
2) =5+l lx

Die Verlingerung kann, weil die Spannung o veriinderlich ist,
nur durch Integration gefunden werden. An der beliebigen Schnitt-
stelle betrigt die Deboung & =o0:FE; daher die elastische Ver-
lingerung des Teiles dz nach Gl 2 8, 5

dio=-Ldag 7 ¢

E~——
und die Verlﬂngarung der ganzen Stange
1 K
Al—-I;I daw= L'FH_ v A x ~dw, woraus
. ! (K »i
3) Lot z+2ﬂ= ¥Fta

Bei mifigen Lﬁngeu kann das zweite Glied vernachlissigt werden.

Beispiel 1: An einem Bergwerksgestiinge von I==200m =20 000¢m Lingo
(Stabeisen) wirke unten eine Zugkraft K ==40000 kg, * Wegen der Hewegung
des Gestiinges moge die zulissige Spannung nur o, == 4008t betragen ditrfen,
Es soll der erforderliche Querschnitt #' berechnet werden. Wenn 1 m* Stab-
eisen 7800 kg wiogh, so ist fiir Zentimeter y=="7800:100 == 0,00 zu setzen.

\

Biblioteka
Pol. Wrodi.

n
—
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Nun wird nach Gleichung 2
400 == 40 000 -+ 0,007 - 20000 ¥, also
40000
F=00—156
Die Verlingerung betriigt (Gleichung 3)
__40000-20000 , 0,0078-20000% " %
4l= 5500000164 T 5-3000000" — 2 + Ome=2Ssen.
Am unteren Ende betriigt die Spannung nur
R RO000,
a',,__.-j-.__——-—wd———.Alﬂﬂ %
Die Festigkeit wird daher nur ungleichmiiBig ausgenutzt und zwar um so
ungleicher, je linger die Stange.

Soll die Festigkeit eines Gestinges vollig ausgenutzt werden,
s0 muB der Querschnitt nach oben hin zunehmen. Das Gesetz fir
die Verinderlichkeit des Querschnittes eines
Gestinges iberall gleicher Sicherheit

= 164 em®,

Fig. 10,

findet man nach Fig. 10. Am unteren Ende (FedF)
wirke eine Kraft K; diese verlangt bei einer :{E ok
iiberall gleichen Spannung ¢ einen Querschnitt oF
Fy= K:0. In der Hthe  sei der Querschnitt
F, mithin die Spannkraft 0 F'. Fiir das Stiick G
von der Linge 2 gilt dann die Gleichgewichts-
bedingung

6F=G+ K. K

Hierin ist das Gewicht G der Stablinge » unbekannt. Die
Aufgabe wird aber loshar, wenn man obige Gleichung auf beiden
Seiten nach @ differentiiert. o und XK sind unveriinderlich; ¥ indert
gich um dF, G um d @, u. zw. ist d G das Gewicht einer Scheibe
von der Hohe dz, d. h. dG =y Fdz. Mithin wird

0dF=pF.dz.

Behufs der Integration dieser Gleichung muB man die Verinder-
lichen trennen, d. h. dF' und F auf der linken Seite vereinigen,

wilirend da anf der rechten bloibt, also % = 2 da. Das gibt

InF=2 2+ C. Fir2=0mub F= F, sein, mithin In, F, = C.
Durch Abziehen folgt: -

F
In. (?0) = %w und
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r
1) F_s2
I

Nimmt man von beiden Seiten die Briggischen Logarithmen,

80 wird
T b 7

b) lggF-;-—loge 5% 0,434;:::.

Wegen der Gleichheit der Spannung ist auch die Dehnung
fiberall dieselbe, daher die Verlingerung Al=1lo:E.

Beispiel 2: Fiir ein Gestiinge von derselben Linge und Belastung wie
S. 13 wird bel einer ganz gleichen Spannung o== 40084, ¥, — jppem*, Es
ist 7: o= 0,007 : 400 = 0,0000195, woftir wir rund 0,00002 setzen, Fgr

@== 5000cm wird 1og1.§j1-_-o,m—0,1, FI:;=1-1W. F=110p,
0

fir @==10000 em wird log;' =0,484. 0,2, £=1:“1' F=122.;
n

Fy
fiir £ =15000cm wird log£=0m-03 -‘E=1,sb, F=185:
Fu ) " FIJ '
fiir ==20000em wird log~1-':=0 484 04, £=1.4ﬂ; F=140cm*
Fl) (] Fo ;
Die Verlingerung wird
Al=20000'400

~3000000- =4 (gegen 3,22 8, 14),

Leicht ergibt sich hiernach anch das Gewicht G des Gestiinges, weil die
Spannkraft an dem oberen Querschnitte von 149 em® den Wert 400.149
== 59600 ¥ hat, der gleich G -~ 40000 *& sein muB. Daher wird G = 19600 kg,
withrend das Gestiinge fiberall gleichen Querschnitts (S. 13)

164 0,008 20000== 25584 k¢ wiegt,

Alles fir die Zugfestigkeit Gesagte gilt sinngemi auch fiir
die Druckfestigkeit, aber nur fir Stibe, bei denen keine Knickgefahr
eintritt (vgl. S. 64).

Beispiel 3: Wie hoch darf ein prismatischer Steinpfeiler, der nur durch
sein eigenes Gewicht belastet ist, werden, wenn 1m* 2000 kg wiegt und die
Spannung nicht tiber 20 8t betragen soll? Ist die Hohe @em, die Grundfliche
F in om® gusgedriickt, so wird, da y==0,002 fir 1em*, (as Gesamtgewicht

, G=yFr=000 Fz
und die ebenso groBe Spannkraft an der Grundfliiche K =20 F'; mithin wird,
unabhiingig! von der Grife des Querschnitts F,
a=10000cm=100m,

Der Querschnitt muB so groB gemacht werden, daB die Gefahr einer
seitlichen Aushbiegung nicht entsteht. Die hierdurch bedingte Querschnittsform
hiingt aber von manchen Umstinden ab, die sich nicht simtlich rechnungs-
miBig verfolgen lassen.
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3. Schub- oder Scherfestigkeit.

Ist ein Korper fest eingespannt und wird auf den vorspringenden
Teil (Zapfen) mittels eines scherblattartigen Korpers eine Kraft K
ausgeiibt (Fig. 11), so hat diese das Bestreben, den vorspringenden
Zapfen von dem linksseitigen Teile des Korpers im Sinne der
Kraft abzuschieben oder abzuscheren. Der Widerstand gegen Ab-
scherung ist annihernd verhiltnisgleich der abzuscherenden Fliche F'
und bei Eisen 0,6 bis O8mal so grofl wie der gegen
ZerreiBen oder gegen Zerdriicken, wenn man von diesen
Widerstinden den kleineren einfiihrt. Dementsprechend
wihlt man die zuliissige Scherbelastung bei Eisen nur
=06 bis 08 von der zulissigen Zug- oder Druck-
belastung; bei Holz lings der Fasern nur = /s bis /s.

Wirkt die Kraft nicht dicht an der Anhaftungsfliche,
sondern in einem geringen Abstande / davon, so ist mit den Schub-
spannungen, die wir fir die Flicheneinheit mit 7= (fangential
wirkend) bezeichnen wollen, eine Forminderung verbunden, welche darin
besteht, daB die zur Anhaftungsfliche urspriinglich rechtwinkligen
Geraden sich um den Winkel » schiefwinklig stellen
(Fig. 12), so daB das Rechteck A BCD in das  Fig. 12
Rhomboid A B, C, D iibergeht. Dieser Winkel »
heilt die Gleitung, indem man sich vorstellt, daB
die einzelnen Querschichten | A D aneinander entlang
gleiten. Die Gleitung » hat eine iihnliche Bedentung
wie die Dehnung & bei der Wirkung von Zug- und
Druckspannungen, Wie &= 0: F, so ist
1) Y=1:G.
also auch verhiltnisgleich mit der Spannung z. G ist wie F eine
von dem Stoff abhiingige Grofe, die auch mit E in einfacher
Beziehung steht; es ist nimlich fir isotrope Korper etwa

G=04F

anzunehmen, u. zw. heit G- das GleitmaB oder der Gleitmodul.
Die Beziehungen zwischen Schubspannungen und Lingsspannungen
nebst den entsprechenden Forminderungen werden eingehender be-

handelt in Keck, Vortriige iiber Elastizititslehre.

Gl 1, welche dem Hookeschen Gesefze fiir Liingsspannungen (8. 6) ent-
spricht, wurde 1837 von dom franzdsischen Ingenieur de Baint-Vénant
(geb. 1797, gest. 1886) angegeben.

Fig. 11.
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Die Scherfestigkeit kommt besonders bei den Nietverbindungen
in Frage. Will man zwei Stibe, in denen Lingszugkriifte K wirken
sollen, in der einfachsten Weise durch Niete verbinden, so, versieht
man jeden Stab mit einem zylindrischen Loche, legt sie so auf-
einander, daB die Locher zusammenfallen und zieht einen Nietbolzen
vom Durchmesser ¢ hin-

durch (Fig. 13). Sollte e 18
: g K T
nun die Vernietung durch I O s

Wirkung der Kritfte A zer- ~K
stort werden, so miilite die
in der Beriihrungsebene der Stibe liegende Querschnittfliiche abd,
deren Grdfle F' = 1/4q2x ist, abgeschert werden. Man kann daher
gefzen : KmrF=t--@1—{-‘.
Die Schubspannungen verteilen sich nicht gleichmiig fiber die
Abscherungsfliche; = ist also nur eine mittlere Schibspannung.
Die Erfahrung lehrt aber, daB man in Berficksichtigung der tat-
stichlich bestehenden UngleichmaBigkeit der Verteilung der Span-
nungen fiber die Querschnittsflichen und anderer hier nicht weiter
zu besprechender Nebenerscheinungen (vergl. Keck-Hotopp,
Vortrige iiber Elastizititslehre, Bd. 1, S. 179), bei guten Nieten
7= (0,80 setzen darf, wenn ¢ die kleinere der zuldssigen Lings-
spannungen bedeutet. Ist fir Stabeisen o= 1000*, so kann
T = 800 gesetzt werden.
Fiir d =2 und 7= 560" wird K = 1760%.

Sollen die zu verbindenden Stibe in gleicher Flucht liegen,
so legt man auf beide eine
sog. Lasche und verbindet Fig. 14,
diese mit beiden Staben -—I_[ﬁ:#?:l——‘—'
(Pig. 14). Die Dbeiden ~F S S | K
Niete liefern aber keine
grofere Festigkeit als das eine Niet in Fig. 13. Jeder Nietbolzen
hat die Kraft K fir Fig. 10.
gich allein aufzuneh-
men. Giinstiger ist = W x
der Fall, wenn man ~—
die zu verbindenden Stibe bleiderseits mit Laschen versicht,
also die sog. doppelte Verlaschung anwendet (Fig. 15). In

Keek-Hotopp, Mechanik, 11, 4. Aufl, B

(

.
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diesem Falle widersteht jedes Niet gleichzeitig mit der Scherfestigkeit
zweier Querschnitte; z. B. ab und ¢d. Denn um den linksseitigen
Stab aus der Verlaschung herauszureilen, mull das linksseitige Niet
an beiden Berfthrungsflichen zwischen dem Stabe und den Laschen
abgeschert werden; fiir den Fall der Zerstorung wirde dann der
mittlere Teil des Nietholzens in dem herausgerissenen Stabe, seine
duBeren Teile in den Laschen verbleiben. Ein solcher Nietbolzen,
der mit der Festigkeit zweier Querschnittsfliichen
widersteht, heiBt ein zweischnittiges Niet. Fig. 16.
Fir Fig. 15 gilt also die Gleichung
K=2.t.ya*xn,

Die Scherfestigkeit kommt auch in Frage
bei dem Kraftaufwande zum DurchstoBen, Durch-
lochen oder Durchpunzen eines Stabes oder einer
Platte, behufs Herstellung (Stanzen) von Niet-
l1ochern. Es wird dann durch Maschinenkraft der
Stahlstempel S (Fig. 16) niedergedriickt, so dafl
er den zylindrischen Korper abe d aus dem Stabe
oder der Platte herausdringt. Ist die Lingsfestigkeit der Platte
Z=D =38500", so ist die Scherfestigkeit 0,8- 8500 = 2800 *,
Um ein Loch von d = 2°® Durchmesser durch die % = 2™ dicke
Platte zu driicken, ist, weil die zylindrische Trennungsfliche
dah=2-x-2, die Kraft

K = 4 .2800 = 35186 *¢ erforderlich.
Genauvere Untersuchungen zeigen, daB bei dem Widerstande der Niete

wie auch beim Stanzen von Léchern noch verwickeltere Spannungsvorgiinge
aoftreten, auf dio hier nicht eingegangen werden kann.

4. Biegungsfestigkeit.

a) Grundgleichungen.
Ein Stab sei an dem ecinen (linken) Ende (Fig. 17) in einer

Wand oder dergl. unwandelbar befestigt Fig. 17.
(eingespannt); am Hulleren Ende wirke [ D_F

eine Kraft K, welche die Lingenachse o

des Stabes (d. h. die Verbindungsgrade

der Schwerpunkte der Querschuitte) || = ¢ # :
rechtwinklig schneidet. Die durch K Ky

und die Lingepachse bestimmte Ebene sei fir den Stab oder

——
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Balken eine Symmetrie-Ebene; die Symmetrierichtung der

Querschnitte sei hierzu rechtwinklig.
Die Erfabrung lehrt, dal der Stab
unter der Last K sich biegt; zwei
urspriinglich  parallele  Querschnitte
CD und EF im Abstande dz von-
einander verdrehen sich gegeneinander
und schneiden sich in der Achse O
rechtwinklig zur Bildebene (Fig. 18).
Die oberen Schichten des Stabes haben
sich verliingert, die unteren sich ver-
kiirzt. Die Verlingerung sowobl als

auch die Verkiirzung der Faserschichten -

nehmen nach dem Innern des Stabes
zun ab und gehen in einer Schicht
A G N B, die keinerlei Liingenfinderung
erleidet und deshalb als yheutrale
Schicht* bezeichnet wird, ineinander
fiber. Es wird vorausgesetst, daB die
Querschnitte ¢ D und EF eben und
. rechtwinklig zur neutralen Schicht
geblieben sind.*) Die einzelnen Schichten
erfabren im Zusammenhange mit den
Lingeniinderungen Zug- und Druck-
spannungen, die innerhalb der Elasti-
zititsgrenze den Dehnungen verhiltnis-
gleich sind.  Zeichnet man das
Lingenteilchen CDFE des Stabes
besonders heraus (Fig. 19) und legt
durch N eine Ebene JK|CD, so
stellen die Keile zwischen EF und JK
die Lingeninderungen der einzelnen
Schichten des Stabteilchens dar. Da
nun die Schichten urspriinglich die

Fig. 18.

*) Dies ist die ,Hypothese von Jakob Bernoulli®, v. J. 1706;
s. a 8. 43; gio wurde von Navier als Ausgangspunkt der Biegungslehre
1821 in die technische Mechanik eingefihrt und heiBt daher wohl auch die

yNaviersche Hypothese*.

o
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iibereinstimmende Linge G N = dz hatten, so sind die Dehnungen,
folglich auch die Spannungen der einzelnen Schichten, verhiltnis-
gleich dem Abstande u derselben von der neutralen Schicht. Ist
daher o die Spannung im Abstand w, ¢' die Spannung der fuBersten
Schicht im Abstand ¢ von der neutralen, so gilt

c
1) =
Zugleich ist wegen der Ahnlichkeit der Dreiocke J F'N und G N O
JF:GN=JN:GO.

JEF:G N ist aber (=J F:DJ) die Dehnung ¢': E der obersten
Schicht. Setzt man G O = o, so geht die letzte Gleichung iiber in
d:i=¢:0 oder

He'

2) e==2.

Durch Gl 1 sind die Spannungen an den verschiedenen Stellen
eines Querschnitts auf diejenige am oberen Rande zuriickgefiihrt;
es kommt nun darauf an, o' aus der gegebenen Kraft K zu er-
mitteln. Dazu dienen die Gleichgewichtsbedingungen. Betrachtet
man das Stiick rechts vom Schnitt Z F in Fig. 18,
so mufl dieses den Gleichgewichtsbedingungen ge-
niigen, wobei angenommen wird, daB die Kraft K
ihre urspriingliche (lotrechte) Richtung beibehalt
und im Punkte B angreift (Fig. 20). Da man die
Form des gebogenen Balkens zuniichst nicht kennt,
so ist auch die Richtung der am Schnitt £ F auf-
tretenden Spannkrifte unbekannt. Weil aber in den meisten Fillen
der Wirklichkeit die innerhalb der Elastizititsgrenze liegende
Biegung nur gering Fig. 21,
ist, so vernachlissigen
wir die Forminderung Q’KT
bei der Aufstellung E
der Gleichgewichts-
bedingungen und neh- B v
men die Lage und
Richtung der einzelnen =
Kriifte so, wie sie am Ky
ungebogenen Balken sich ergeben wirde. In Fig. 21 stellt also

Fig. 20.
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der linke Teil das Stiick des Balkens oder Stabes dar, welches im
Gleichgewichte sein soll. Der rechte Teil zeigt den Querschnitt selbst.

Nehmen wir aus dem Querschnitt im Abstand % von der
neutralen Schicht NN einen Flichenstreifen d F' heraus, so wirkt an
diesem die Spannkraft ¢+ d I, weil an ihm durchweg die Spannung 6
auftritt. Derartige Spannkrifte kommen fiber die ganze Querschnitts-
hohe vor, sind oben Zug-, unten Druckkrifte, und ihre Summe muBl
Null sein, weil sie die einzigen wagerechten Kriifte sind, die am be-
trachteten Balkenstficke (jetzt als duBere Kriifte) auftreten, also eine
Summe = Null ergeben missen. Wir haben also: fodF =0,
Setzt man nun fir o nach Gleichung 1, S. 20 den Wert
0=wu+0':¢, 50 ergibt sich, da o' und ¢ von w nicht abhiingig sind,

d
?SdF-uzo, also JdF'-u=0.

Dies bedeutet (1. Teil, 4. Aufl, S. 164), daB die Gerade NN
im Querschnitt, von welchor aus die Abstinde u gemessen sind,
durch den Schwerpunkt der Querschnittsfigur gehen muB. Die
Gerade NN, in welcher die neutrale Schicht einen Querschnitt
schneidet, heiBt die neutrale Achse oder die Spannungsnullinie
(weil an ihr die Spannung o = 0 ist) oder kiirzer die Nullinie
des Querschnitts. Die Gleichung der wagerechten Krifte bedingt
also, daf die Nullinie durch den Schwerpunkt des
Querschnitts geht. Die Mittellinie ' des Stabes liegt in der
neutralen Schicht desselben.

Die Gleichung der lotrechten Krifte ist aber in Fig. 21 erst
erfillt, wenn die Kraft K durch eine gleiche, aufwirts gerichtete
Kraft aunfgehoben wird. Die Kraft K hat auBer der Biegung des
Balkens auch das Bestreben, das

abgeschnittene Stiick lings des Fig. 22.

Schnittes npach unten zu ver- a-4K
gchieben; dem setzt sich an der &

Querschnittsfliche ein  Schub- ’34
widerstand, eine sog. innere 5
Querkraft @ = K, entgegen.

Die aus @ sich -ergebenden KY

Schubspannungen sind in den
einfacheren Fillen, wie sie in diesem Buche nur behandelt werden
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gollen, unbedeutend, weshalb wir uns um diese Querkraft @ hier
nicht weiter kitmmern werden. In Keck-Hotopp, Vortrige iber
Elastizitatslehre, Teil I, 2. Aufl,, 8. 179, findet man die nitheren
Untersuchungen fiber die Verteilung des Schubwiderstandes, bzw.
der Querkraft iiber die Querschnittsebene,

Von der Notwendigkeit des Schub- oder Scherwiderstandes Q=K
kann man sich auch noch mittels der Fig. 22 fiberzeugen.

Fithrt man im Abstand @ vom freien Ende einen Schnitt und riickt den
Abschnitt von der Liinge 2 ein wenig nach rechts, so kann man die gesamte
Zugkraft oberhalb der Nullinie und die gesamte Druckkraft unterhalb derselben
durch die Spannkriifte S zweler wagerechter Gelenkstangen ersetzen. Hierdurch
sind aber die beiden Abschnitte noch nicht steif miteinander verbunden; die
Golenkstangen verhindern zwar eine Drehung des rechtsseitigen Teils (innerhalb
der Zeichenebene), nicht aber eine Parallelverschiebung nach unten; hierzu ist
noch eine nach oben gerichtete Querkraft @ = K erforderlich.

In der Gleichung der Momente in bezug auf die Nullinie NN
(Fig. 21) haben wir dann K-2 als duBeres Moment; die innere
Spannkraft 6. d F' eines Querschnittsteilchens hat den Hebelarm wu,
daher muBl 0 = K.2— f0-d F-u oder nach Gl 1, S. 20

%5&F-u==x-x setn,

Die linke Seite dieser Gleichung ist die Momentensumme der
an einem Querschnitt auftretenden inneren Spannkrifte oder das
Spannungsmoment, wihrend die rechte Seite das Moment der
dufleren biegenden Kraft in bezug auf die Nullinie des Querschnitts
ist. Dieses heillt das Biegungsmoment und wird mit I be-
zeichnet. fd F-u? bedeutet nach 1. Teil, 4. Aufl, S. 332 das
geometrischeTriagheitsmomentdesQuerschnitts in bezug
auf die Nullinie. Die Momentengleichung nimmt dann die Form an:

3) g'-,J= .

Die durch die Richtungslinie der Kraft K und die Mittellinie
des Stabes bestimmte Ebene, welche der Voraussetzung zufolge eine
Symmetrieebene des Stabes sein soll, heiflt die Biegungsebene,
weil die Mittellinie des Stabes auch nach der Biegung in ihr ver-
bleibt. In diesem Falle steht die Nullinie rechtwinklig
zur Biegungsebene.
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Treten in der Biegungsebene mehrere, zur Mittellinie des Stabes
rechtwinklige Kriifte zugleich auf (Fig. 28), so indert sich dadurch
pichts Wesentliches. An irgendeiner

Schnittstelle ¢ D verteilen sich die Fg' % %
Zug- und Druckspannungen wiederum T ey J 1
nach dem Gesetze der GL 1 (8. 20), o ‘
go daB die linke Seite der GL 3 i

(' —:t—-m_-,.....,,,
dieselbe Form O_;g bekommt. Die | 1A !

Querkraft @ an der Schniftstelle wird nunmehr entgegengesetzt der
algebraischen Summe der rechts vom Schnitte liegenden iuBeren
Kriifte:

Q=K—K + K,=2K.

Das Biegungsmoment aber wird M = Ko — K, », + K, ,
= & K2, wobei sich das Summenzeichen 2 beidemal auf die Strecke
vom Querschnitt bis zum rechtsseitigen Ende des Stabes erstreckt.
Man kann dann sagen:

1. Die Querkraft Q des Querschnitts ist gleich|
der Summe der am abgeschnittenen Stick des Stabes
wirkenden (lotrechten duBeren) Krifte K.

2. Das Biegungsmoment M ist die Momentensumme '
der am abgeschnittenen Stiicke des Stabes wirkenden
iuBeren Kriifte in bezug auf die Nullinie des Schnittes.

Nennt man die stirkste Druckspannung am unteren Rande o”
und den Abstand von der Nullinie ¢, so ist wegen der GL 1 (8. 20)

O" e!!
4) ==5,
mithin kann nach Gl 3 auch geschrieben werden
5) O T=1.

o' und ¢" heiflen die Randspannungen des Querschnitts.
a
Die linke Seite der Gl 3: e_"J' das sog. Spannungsmoment,

enthiilt einen physikalischen Faktor o', wiithrend der andere Faktor
J:¢ nur von der Form und Grofe des Querschnitts abhingt. Diesen

Faktor g——-ﬁﬂ' nennt man kurz das Widerstandsmoment des
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Querschnitts, u. zw. fir die Zugspannung o', withrend E{ ebenso

das Widerstandsmoment 28" des Querschnitts fiir die Druckspannung
¢” ist. In den meisten Fillen der Anwendung liegt der Schwer-
punkt des Querschnitts und damit die Nullinie in halber Hohe;
dann ist ¢ = ¢, woflir wir dann einfach ¢ setzen, ebenso ' = 30"
= %8. Es werden dann die Randspannungen o' = ¢” (wofiir wir ¢
schreiben), und man hat
Biegungsmoment M

Widerstandsmoment 28 °

Das geometrische Triigheitsmoment einer Fliiche ist vom vierten
Grade (™), das Widerstandsmoment also vom dritten Grade ("°).

Randspannung o =

b) Widerstandsmomente verschiedener Querschnitte.

Fiir viele Iille, namentlich fiir Holzbalken, ist der recht-
eckige Querschnitt (Fig. 24) angezeigt. Bei diesem liegt die
Nullinie in der Mitte; das Triigheitsmoment ist

Fi _d-x® -+ Fig 24

(uach j B Teil, 4, Atlﬂ., S. 322]. J=T§“—"'E'u "t
mithin ist, wegen e 12k, das Widerstands- L
moment des Rechtecks ;'

e > L.¥
¥ _J_Fh_ aw / et -—>]
6) it S K gl Tt RO

Da nun der Aufwand an Stoff durch den Querschnitt 7' bedingt
wird, so sind die Widerstandsmomente von Rechtecken gleichen
Inhalts ihren Hohen % verhiltnisgleich. Daher empfiehlt es sich,
Balkep, von denen man bestimmt annehmen kann, daB sie stets
nur in lotrechtem Sinne belastet werden, hochkantig zu stellen und
h gegen d moglichst grol zu nehmen. Eine obere Grenze fir das
zuliissige Verhiiltnis 3 ergibt sich aus der geringen Scherfestigkeit
des Holzes (vgl. Keck-Hotopp, Elastizititslehre).

Piir d=12, h==24 ist W="/s-12.242=1152; legt man denselben
Balken aber flach, so ist d==24, h=12 und W=1/s.24.12%=0576,
d. h, halb so groB wie vorher, dementsprechend ist auch die Tragfihigkeit
nar halb so groB.
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Bei gogebener Hohe % = 2e liefert ein Flichenteil d F' im
Abstand « von der Nullinie zum Widerstandsmomente den Beitrag
dF.u:e. Die Flichenteile in der Nithe der
Nullinie geben daher nur wenig Beitrag; mithin ¥
ist es bei der yamendung von Eisen, wo man o
in der Wahl der Form nicht sehr beschrinkt
ist, vorteilhaft, diese Flichenteile fortzunehmen -
und in moglichst weitem Abstande von der Null-
linie anzubringen. Vom hochkantigen Rechteck 1 : -
ABCD (Fig. 25) gelangt man dann durch Ver- e

legung der Flichenteile @ nach @, zu dem I-formigen Querschnitte.
Bevor diese Form gewalzt wurde, hatte man schon Eisen der Form T,
die man T-Eisen nannte: indem man sodann die T-Form als die Vereinigung

gweier T-Eisen (I] ansah, filhrte man dafir den Namen Doppel-T-Eisen
ein, verwendet dafir aber in der Schrift stets das Zeichen: T-Eisen.

Znr Berechnung des Trigheitsmoments kann der T-Querschnitt
(Fig. 26) als Unterschied zweier Rechtecke d4 und d, k, behandelt
werden, wenn man die Stirke der

Fig. 25.

zur Verbindung der #uBeren Teile Fig. 26, Fig. 27.

dienenden Mittelwand = d — d, setat. mmtl-— —a

Daher ist ey el v

N J=Yu@d-B—d-h? o Ml

und weil e= a2 h: i A
_ T _LaK—d b S

R T :

Die gleiche Formel gilt auch fir das hohle Rechteck (Fig. 27).
" Soll der Stab oder Balken gegen wagerechte Kriifte ebenso
widerstandsfihiz sein wie gegen lotrechte, so ist das Quadrat
oder noch besser das hohle Quadrat (Fig. 28) angezeigh; fir
das volle Quadrat wird

Pt Yig. 28. N Tig, 29,
9 QB o J-__ hao {8 }‘lg.‘ ,A__.__...g‘.‘...-
] i ; - El ? w 1*
far das hohle Quadrat wird ,', A L‘i‘:‘“‘"“ _____ |
Ry J__l M=t ':I e A [ TR b T o
10} 20w S g
X »d <

Ziehtmaninsolchem Falle .
Querschnitte ohne Hohlungen vor, um den Farbenanstrich (als Schutz
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gegen Rost) leicht erneuern zu konnmen, so kommt der kreuz-
formige Querschnitt (Fig. 29) in Frage. Hierfir wird

= 15 @B+ hed—dY),

indem man erst den Beitrag der lotrechten Rippe anschreibt, dann
den der wagerechten Rippe voll hinzufiigt und den Beitrag des

(hierbei doppelt gerechneten) Quadrates d- d abzieht. Es wird dann
3 A
1) EB—fldJ‘+};‘d

Fir gleichen Widerstand nach allen Richtungen eignen sich
der Kreis und der Kreisring.
Fiir den Kreis vom Halbmesser » ist (1. Teil, 4. Aufl,, S. 322)
Tt x

12) =T=T und
37
18) ET.
Fiir den Kreisring von den Halbmessern R und r ist
1
R
15H) - R

Bei den bis jetzt betrachteten Querschnittsformen war die
Nullinie eine Symmetrieachse, daher ¢ = ¢’ und auch o = 0",
d. h. die Zug- und die Druckspannung in den #Auflersten Lagen,
die sog. ,Randspannungen* sind hierbei s
von gleicher Grofle. Bei GuBeisen, wo F_li o
die Spannungen an der Elastizititsgrenze #:d [———
sich verhalten wie 3:8, ist es angemessen, X
den Querschnitt so anzuordnen, dal die Sicher- 2
heit in der gezogenen Randschicht ebenso grof3 i?-—
wird wie in der gedriickten, daf also o :0”
= 3:8, also auch ¢':¢" = 3:8. Das fithrt auf o |4,
unsymmetrische Formen, von denen wir beispiels-
weise den T-Querschnitt (Fig. 30) betrachten wollen. Die breite
Seite (der Flansch) kommt hierbei nach der gezogenen (konvexen)
Seite des gebogenen Stabes.

1}

M,

s.-m

[)
(7]
~ b

]
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Sind 2, und x, die Abstinde der Teilschwerpunkte S, und S,
der Rechtecke d-h und d,+%, vom Gesamtschwerpunkte S, so ist
d-hewy=d hyx und 2, + 2y = Ya(k 4+ h)); daraus

__El'hl(h‘*'k;)_ _ d-h(h4Ry)
O Y1 71T N et (O T A

Das Trigheitsmoment in bezug auf die Nullinie wird daunn
als Summe der Beitriige der beiden Rechtecke

J: ]llzd'}ls + d"l'xls + lllﬂdl'hla'{' dl ‘h1°$22|

wofir man (nach Keck-Hotopp, Elastizititslehre, 2. Aufl,, Bd. I,
8. 18, Gl 28) auch schreiben kann

16)

dhedyhy (h+ h,)"'

s 1 2 ] [ 3
17) J_l_z(d h +dl hl )+d'h-t-dlhl\ 2

Die zwei Widerstandsmomente
18) W =dJ:e und W'=J:¢"
verhalten sich demnach wie ¢':¢.

¢) Darstellung der Veriinderlichkeit des Biegungsmomentes.

Fiir Balken oder Stibe fiberall gleichen Querschnitts ist auch
98 fiberall gleich, mithin die stirkste Spannung o an verschiedenen
Schnitten verhilltnisgleich mit dem .
Biegungsmomente. Die Verinder-
lichkeit des letzteren pflegt man
bildlich darzustellen.

Wird der eingespannte Balken
(Fig. 81) am freien Ende von einer >
Last K ergriffen, so ist fir einen be- i

Fig. 31.

l” -
liehigen Schnitt im Abstand 2 von 4 7 A
K.o ,
K das Biegungsmoment I, = K 2. Kl /

Trigt man diese Werte I, als g
Ordinaten zn den entsprechenden -

# auf und verbindet die Endpunkte durch eine Linie, so schliefdt
diese mit den Koordinaten die sogenannte Momentenfliche ein.
Im vorliegenden Fall wird die Verbindungslinie der Endpunkte dar-
gestellt durch die Gerade C' B, und A C B ist die Momentenfliche.
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Das groBte Moment liegt daher an der Einspannungsstelle; es

betriigt:
?R, =K.[.

Beispiel: Fiir einen Holzbalken von rechteckigem Querschnitte sei
1=2m=2000em d==12em } =24 cm; fir Holz ist wegen der Spannungen an
der Elastizititsgrenze, die fiir Zug bei 250, fiir Druck bei 170 at liegt, die
letztere mabBgebend; wiihlt man etwas mehr als zweifache Sicherheit, indem |
man als zulissige Spannung o= 76 st (<< /2. 170) einfithrt, so gilt fiir die zu-
lissige Belastung K am freien Ende — vorerst unter Vernachliissigung des
Eigengewichts des Balkens, vgl. 8. 30 — die Gleichung

o W=K-'1,
mithin, da nach 8, 24, GL 6, W==1/s-12.24* = 1152 ist,
K="T5-1162:200=482%.
Soll ein runder Schmiedeeisenstab bei 700 st stirkster Spannung

dieselbe Last tragen, so gilt nach 8. 26, Gl 13, fiir seinen Halbmesser r die
Gleichung

432 . 200 =700 "Tw » Woraus r==0,4cm,

Ist der Stab oder Balken gleichmiBig fber seine Linge
belastet mit p fiir die Liingeneinheit
(Fig. 32), und fihrt man einen Schnitt Pig. 82,
im Abstand z vom Ende, so hat die
Gesamtlast der Strecke z die Grofe
p-x, sie kann als Mittelkraft im Ab-
stand '/az vom Schnitte vereinigt ge-
dacht werden; somit wird

M=p-2-Yazg=1ap-2°.

Die Darstellung davon ist eine Parabel
mit lotrechter Achse, die am freien
Ende des Stabes liegt. Der Para-
meter ist 1:p.

Greift am freien Ende des
Stabes ein Kriiftepaar vom
Momente K-a (Fig. 33) an, so
ist fir jeden Schnitt des Stabes
das Biegungsmoment M = K - a,
weil nach 1. Teil, 4. Aufl, S. 119
ein Kriiftepaar in bezug auf jeden Punkt seiner Ebene das gleiche
Moment hat. In diesem Fall ist die Momentenfliche ein Rechteck.

1Ka
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Greift das Kriftepaar K.a wie in Fig. 34 an, so wird fir

einen Schnitt zwischen B und C Fig. 84.

das Biegungsmoment K.z nur K

von der einen der beiden Krifte A
K goliefert. Fir einen Schnitt C o
zwischen 4 und C aber liegen

beide Krifte K an dem abge- K

schnittenen Stiicke und bilden

ein’ Kriiftepaar N = K-a. Die 'EKG e
Momentenfliche hat daher die

unten in Fig., 34 gezeichnete Form.

d) Balken auf zwei Stiitzen mit einer Einzellast.

Fin Balken rubt mit seinen Enden auf zwei Stitzen, deren Ab-
stand 7 sei (Stitzweite I, Fig. 35); er sei in den Entfernungen a
und b von den Stiitzen durch ein Gewicht P belastet, wodurch an
den Auflagern Widerstinde 4 und B

entstehen, die man als ,Auflagerdriicke* - i

oder als ,Stitzendriicke* bezeichmet. Sie $4 _#P Ps)B

ergeben sich sehr einfach (nach 1. Teil,

4, Aufl, 8. 123), indem man die Mo-

mentengleichung in bezug suf B bezw.  [srlt e

A aufstellt. _ Al AB

BEs wird ) [ oS
4=P7; B=P3. ov | atn
s . A5

Unter Einwirkung der Krafte P, 4
und B mull der Balken im gebogenen
Zustand im Gleichgewichte sein. Nach
8. 20 vernachlissigen wir aber die Bie-
gung bei der Aufstellung der Gleichgewichtshedingungen. Fihren
wir im Abstand # von A einen Schnitt, so miissen beide Teile
des Balkens im Gleichgewichte sein. Welches der beiden Stiicke
wir betrachten, ist fir das Ergebnis gleichgiiltig; der Einfachheit
wegen wihlt man meist dasjenige, an dem die wenigsten Kriifte
vorkommen, in vorliegendem Falle das linksseitige, welches in der
Figur besonders heransgezeichnet ist und an welchem nur der Stitzen-



|
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druck A als fuflere Kraft wirkt. Die Kraft 4 verlangt eine innere
Querkraft @ = A (abwiirts); diese bildet mit A4 ein Kriftepaar;
das Biegungsmoment M = A.z, mit dem Sinne rechtsherum,
ruft ein entgegengesetzt drehendes Spannungsmoment hervor. In
dem Balken liegen also die gezogenen Schichten unten, da angen-
seheinlich die Durchbiegung nach unten erfolgt, und die gezogenen
Teile des Stabes (Balkens) stets auf der konvexen Seite der
Biegung liegen. (Ein guBeiserner Balken unsymmetrischen Quer-
schnitts miiBte jotzt unten liegenden Flansch haben _| .)

Die Formel It = Aa:::P-:ix fir das Moment gilt nur fiir
Schnitte links von der Last. Sobald der Schnitt fiber die Belastungs-
gtelle hinausriickt; kommt pldtzlich die Last P links vom Schnitte
zn liegen, wodurch sich eine Unstetigkeit in der Veriinderlichkeit
des Momentes ergibt. Fiir einen Schnitt rechts von der Last (im
Abstand z, von B) betrachtet man einfacher das Stick rechts vom

Schnitte. Dann wird It = Ba, = Pga.-,. Die Momente werden
l

wie S. 27 fiir beide Seiten des Balkens durch Gerade dargestellt.
Far die Belastungsstelle selbst (x = a; @, =1b) ergibt sich von
beiden Seiten der iibereinstimmende Wert

Pab \
1) M=
als das grofite Moment. Als Momentenfliche erhilt man daher
jetzt das Dreieck 4, ¢, B, unten in Fig. 35. Zur Bestimmung
dieses Dreiecks braucht man nur den linksseitigen Auflagerdruck
A = P+b:l mit dem Hebelarm @ zu multiplizieren, um das Moment
an der Belastungsstelle und damit den Punkt O, der Momenten-
fliche zu erbalten.

Liegt die Last in der Mitte, so ist a= b= "/al und

2) M, =1/ PL;
diese Formel braucht man aber fiir die Anwendung nicht aus der
allgemeinen Gleichung 1 abzuleiten, sondern sie kann unmittelbar
aus der Fig. 35 abgelesen werden. Der Auflagerdruck ist far
diesen Fall offenbar auf beiden Seiten je = '/2 P, sein Abstand
von der Last (der Balkenmitte) /2l, also M= A .2=12 P2l
== l/‘.P Z.
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Beispiel 1: Es sollon die Querschnittsabmessungen eines Holzbalkens
bestimmt werden, der bei 8m=300em Spannweite und*:70s' zulissiger
Spannung eine Last von 2000%k in der Mitte zu tragen hat. Es muB

i - h? .
mﬁ}:f‘;_l’ 4 b 75 x 3-B% _ 2000800

B Sttt

6 4

also d-h®=12000 em* gein, Setzt man nun etwa noch das

Verhilltnis ‘h: d =2 fest, so wird 4*=24000, mithin
h=28am; d=14,4°m,

Beispiel £: Ein Balken, dessen Querschnitt in Fig. 36
gegeben, liege auf zwei Stiitzen in 4 m Abstand. Es soll fir
eine stiirkste Spannung o= 700t die zulissige Einzellast in
der Mitto berschnet werden, Die MaBe in Fig. 36 sind em,
(Wirde man versiiumen, die Spannweite von 4m in 400 em umzuwandeln, so
erhielte man die Tragfihigkeit 100 mal zu groB; dieser Fehler kommt er-
fabtungsmiiBig bei Anfingern hiiufig vor) Das Triigheitsmoment des Quer-
schnittes ist in bezug auf die Querachse

=1/, (10,6 243 — 9,78 . 21 88%) = 4287 em*;
B = 4287 : 12 =357 em",

Mithin P—‘4‘195’=700-35? oder P== 2499 .

¢) Balken auf zwei Stiitzen mit mehreren Einzellasten,

Fir mehrere Einzellasten (Fig. 37) eignet sich besonders das
zeichnerische Verfahren, namentlich fir die Herleitung.

Im 1. Teil, 4. Aufl,, S. 113 u. 117 warde gezeigt, wie man die
Mittelkraft R paralleler Krifte, hier der gegebenen Lasten, finden

kann. Man setzt die Lasten Fig. 87.
P,, P,, Pynach beliebigem AT Bl B B ‘[B
Mafstabe zu einem Kraft- r . l

eck J M zusammen, withlt
einen beliebigen Pol O und
zeichnet in einem beliebigen
Punkte 4, der linksseitigen
Anuflagerlotrechten be-
ginnend, ein  Seileck
A, DEF B,, welches dio
rechtsseitige Auflagerlot~
rechte in B, schneidet.
Durch den Schnittpunkt S
der Verlingerungen der #ufersten Seilecksseiten 4, D und B, F
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geht dann die Mittelkraft R der Lasten. Um nun die Auflager-
driicke 4 und B so zu bestimmen, dafl sie R das Gleichgewicht
halten, hat man (pach 1. Teil, 4. Aufl,, 8. 123 u 129) nur zu
A, By, der Schlufilinie des Seilecks, einen Parallelstrahl 07
im Krafteck zu ziehen, dann ist 7' der Teilpunkt der Lasten; es
ist 7'J der Auflagerdruck 4, M7 der Auflagerdruck B.

Will man nun fiir einen beliebigen, etwa zwischen P, und P,
liegenden Schnitt N das Biegungsmoment bestimmen, so hat man
zu bedenken, daf das Biegungsmoment die Summe der Momente
der beiden Krifte 4 und P, (links vom Schnitt) in bezug auf N
ist. Zu diesen beiden Kriiften findet man aber leicht die Mittelkraft
Q=A4—P =TK im Krafteck mit dem Sinne aufwirts. Die
Lage wird bestimmt durch den Schpittpunkt der einschlieBenden
Seileckseiten. Die einschlieBenden Polstrahlen sind O 7' und O K,
die hierzu parallelen Seiten des Seilecks sind B, 4, und E D,
welche sich in U schneiden. Nach dem Satze der Momente (1. Teil,
4. Aufl, 8. 104) kann fiir die Momentensumme von 4 und P, das
Moment ihrer Mittelkraft @ gesetzt werden, d. h. es ist

!TR e Q'£ .

Nun ist das Dreiock UN, Nyco OT K. Nennt man den recht-
winkligen Abstand des Poles O von der Lastlinie J M den Pol-
abstand H, so gilt in den &hnlichen Dreiecken, dall die wage-
rechten und lotrechten Abmessungen einander verhiltnisgleich sind.
Oder #: Ny N, = H: K T', mithin, wenn man N, N, = u setzt und
KT mit @ vertauscht:

Ziu=H:Q, oder Q-s=H-u.
Es kann also das Biegungsmoment M = Q-2 auch durch
M = H.wu ersetzt werden.

Darin ist H der Polabstand des Kraftecks, d. h. eine beliehig
gewihlte Kraft, w die lotrechte Ordinate des Seilecks, von der
SchluBlinie aus gemessen, w. zw. im gleichen MaBstabe, nach
welchem die Balkenlinge aufgetragen wurde.

I; Hiernach kann das Seileck 4, D EF B, als Momenten-
r fliche benutzt werden. Man braucht dessen Ordinaten nur mit

lder Kraft H zu multiplizieren. Fiir die Anwendung empfiehlt es
sich, als willkiirliche KraftgroBe H einen runden Wert za wihlen.
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Weil nun die Momentenfliche bei der Wirkung von Einzellasten
ein Vieleck ist, so muB das fiberhaupt grofite Biegungsmoment, das
an dem Balken auftritt, stets

an einem Eckpunkte des Viel- Fig. 38.
ecks, d. h. unter einer Last,
vork‘ommen £ b % B
' I, iy AR, s
Sind nur zwei Lasten [ ¥ ]
P, und P, auf dem Balken - o
(Fig. 38), so fithrt dieRechnung A iy N

rascher zum Ziele, als vor-
stehende zeichnerische Behandlung.

Die Auflagerdriicke werden:
A— b[+P262 B— ﬂ'l+P3a?

l l
An der Last P, wird dann das Biegemoment
oo P,a,b, +P3albg
an der Last P, aber
Piayby, , Pyayb
M = B, & 1‘;1 2 4 25;2 -4

Jedes dieser Momente besteht aus zwei voneinander unab-
hingigen Beitrigen, von je einer der Lasten herriihrend, und da
die Beziehungen fiir die Momente durch Einzellasten rein gerad-
linige sind, so muf diese Eigenschaft, die wir fiir die Momente an
den Laststellen gefunden haben, auch fir jeden anderen Schnitt
gelten, wovon man sich auch leicht unmittelbar iiberzeugen kann.
Bringt also irgendeine an bestimmter Stelle eines Balkens liegende
Last an irgendeinem Schnitte des Balkens ein Moment IR’ hervor,
80 bildet dieses Moment ' auch die Vergrdfierung des Gesamt-
moments des Balkens an demselben Schnitte, wenn jene Last zu
anderen schon vorhandenen Lasten hinzutritt. Dieselbe Beziehung
gilt also auch fiir die inneren Spannungen. Beim Vorhandensein
mehrerer Lasten ist die Spannung an irgendeiner Stelle des Balkens
die algebraische Summe der Spannungen, die an der betreffenden
Stelle von jeder einzelnen Last far sich allein hervorgebracht werden
wiirde. Spiiter werden wir noch sehen, qas Entsprechendes auch

Kock-Hotopp, Mechauik, IL 4. Aufl, ' 3
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beziiglich der Formiinderung gilt. Dies Verhalten wird die Uber-
einanderlagerung oder Summierung der Wirkungen

genaunt.
Beispiel : Bedenten in
Fig. 39 die Liingenzahlen Fig. 39.
Zentimeter, die Kriifte- A 1500
zahlen Kilogramme, und A \ 13

soll das gréBte Moment Ho

und danach die stiirkste «100-» le---=-B00---~
Spannung des Balkens vom  jeceeefoomnn- 500

Querschnitte 20 x30 em be- '

rechnet weorden, so braucht \

man die Momente nur fir

die beiden Laststellen zu ———

ermitteln, da ausschlieBlich
an diesen das griBte Moment zu suchen ist. Es ist
A=2000- 207 + 1500 - 220 — 2200 s
500 500 .
B=P, + P,— A=2385600 — 2200 =1300 k¢,
Das Moment an der linksseitigen Last ist
M, == 2200 - 100 = 220 000 em‘ki 3
das andere M, == 1300 - 200 == 260000 emkg ,

Letzteres ist mithin das griBere. Leicht kann man die so bestimmte
Momentenfliche auch durch Zeichnung finden, wenn man z B. als Lingen-
maBstab 1:060 wihlt, die Krifte im MaBstabe 1000 kg==2cm auftrigt und
den Polabstand H = 2000 kg =4 em benutzt. Die Ordinaten des Seilecks sind
dann suf dem Lingenmafistabe zu messen. Das Widerstandsmoment des
Querschnitts ist

20-80°_ g000m*, mithin

6
a== 260000 : 3000 = 86%(s at,

Uber den EinfluB des Eigengewichtes s. 8. 36.

Trigt ein Stab oder Balken auf zwei Stiitzen zwei gleiche
Lasten P in symmetrischer Lage, wobei
jede Last um a von dem niichsten Auf- Pig. 40.
lager absteht (Fig. 40), so muf} jeder
Stiitzendruck = P sein. An einer Last~
stelle ist dann das Biegemoment
M, = P-a, und die Momentenfliche
ein Trapez; zwischen den beiden Last-
stellen hat das Moment durchweg den
gleichen Wert P.a, und die Lénge des Stabes ist ganz ohne
EinfluB auf das groBte Moment. Auch wenn die Lasten P, und P,

Pa
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verschieden sind und keine symmetrische Lage haben, kann bei
einem bestimmten GroBenverhiltnis und bestimmter Lage beider
in allen Schnitten zwischen ihnen das Biegemoment den gleichen
Wert haben,

Wire in obigem Beispiel die linksseitige Last statt 2000%
gleich 3000, so wirde A = 3000% und B= 1500* und
wie I, je gleich 300000 ™* werden.

Solche Belastungsart kommt vor bei Fig. 41.
jeder Wagenachse. Bei der Achse eines
Straflenfuhrwerks (Fig. 41) liefern ot
die aulen liegenden Rider die aufwirts r
gerichteten Gegendriicke, wiihrend die
Lasten P durch Federn auf die Achse iiber- [ 1
tragen werden. Bei den Eisenbahn- b
wagenachsen (Fig. 42) liegen die Achs- P
lager, welche die Lasten iibertragen, an
den Enden, die Riider aber, welche den T t
Gegendruck leisten, dazwischen; deshalb
biegt sich solche Achse in der Mitte nach oben durch. Der Fall
der Fig. 40 kommt auch vor bei den Quertrigern eiserner ein-
gleisiger Eisenbahnbriicken. Die Fig. 42.

Lasten P werden durch die
Schienen iibertragen; der Quer-
triiger stiitzt sich mit seinen
Enden auf die beiden Haupt- I
triger der Briicke. In allen p
diesen Filllen ist anzustreben,

den Abstand a mdglichst klein

zu machen, damit das grofite Moment P-a klein werde.

f) Balken aunf zwei Stiitzen mit gleichmiiBig verteilter Last.

Eine gleichmiBig verteilte Belastung erfilirt jeder Balken schon

. durch sein Eigengewicht. Bei der Berechnung wird ein Balken

an und fiir sich als gewichtslos betrachtet und sein Eigengewicht

wie eine fremde Last bebandelt. In vielen Fillen ist das Eigen-

gewicht so unbedeutend gegeniiber den sonstigen Lasten, dafi es
vernachliissigt werden darf, wie bisher geschehen ist.
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36 Erste Abteilung. A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper.

Ist p die Belastung der Liingeneinheit, ¢ die Spannweite
(Fig. 48), so wird jeder Auflagerdruck */ap-1; fiir eine Schnittstelle
im Abstand #z von dem Auflager ist dann das Moment

_plz z_ pa(l—2)
b i AT o T i

Eine Funktion, in der das Verinderliche in der Form 2 (I —x)
erscheint, wird (nach 1. Teil, 4. Aufl, S. 228) dargestellt durch
ein Parabelsegment, welches die
Weite ! symmetrisch tiberspannt.

Das grofite Moment ergibt A= pl
gich fir die Mitte, z = /al, zu

¥ -
2) !’ﬂlmu = ~“8—' . (<0 ‘,"p:n

Die Parabel hat den Para-
meter V/,. Setzt man die Ge- A
samtlast des Balkens pl= P,

80 wird Mpe = s P1. Liogt w

die Last als Einzelgewicht in der e

Mitte, so ist nach S. 30 das grofite Moment '/a Pl  Verteilt
man also die Last gleichmiilig iiber den ganzen Triiger, so ver-
mindert sich das grofite Moment auf die Hilfte, d. h. ein Balken
kann doppelt soviel Last tragen, wenn dieselbe gleich-
milig verteilt ist, als wenn sie in der Mitte ver-
einigt wiire.

Solche gleichmiBige Belastung kommt vor bei den StraBenbriicken mit
unmittelbar aufliegender Fahrbahn, Die ungiinstigste Belastung wird hiinfig
durch sog. Menschengedriinge gebildet, wobei die ganze Brilckenbahn mit
Menschen erfillt ist. Bei Eisenbahnbriicken ist
die Beldstung freilich keine gleichmiiBig verteilte, Fig. 44.
weil die stark belasteten Lokomotivrider die
Britckenbahn in einzelnen Punkten berithren, die
auch keineswegs sich in gleichen Abstinden be-
finden. Gleichwohl werden auch Eisenbahnbriicken
oft, wenigstens annitherungsweise, auf gleichmiBige
Belastung berechnet. Wir wollen nun ermitteln, :
welche gleichmiiBige Last ein Briickentriger von
10m = 1000 em Spannweite bei gegebenem Quer- -_l
gchnitte erfahren darf. Der Balken oder Triiger
bekomme eoine Hohe =11 der Weite, d. h. A=1m==100¢m, und werde
als sog. Blechtriiger ausgebildet, da man so groBe Triiger nicht gut mehr

Fig. 43.
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aus einem Stiick walzen kann. Man sucht den Querschnitt des Balkens
der T-Form zu nihern (Fig. 45). Die lotrechte Wand moge 1em stark,
96 em hoch sein. Darauf und darunter legt man sog. Gurten aus Flacheisen,
die hier 25em Breite und 2em Dicke erhalten mogen. Um aber dieso drei,
e¢ino T-Form bildenden Teile fest miteinander zu verbinden, verwendet man sog,
Winkeleisen in der Form der Fig. 44, welche zum Zu- Fig. 4b.
sammennieten rechtwinklig aneinander stoBender Platten
dienen. Der Querschnitt des hier zu verwendenden —;_—_i%
Winkeleisens sci durch dio MaBe Som, Sem und 1,0em [ 77 8812
bestimmt; bei der Bezeichnung schreibt man diese i
kennzeichnenden MaBe wie Faktoren hintereinander |
(L8-8-1,2em), womit aber selbstverstindlich keine i g 1
Multiplikation angedeutet werden soll. Die lotrechten
Schenkel der beiden Winkeleisen werden mit der lot- 2
rechten Wand, die wagerechten mit den Gurten durch &
Niete verbunden. Die Niete bedingen Nietlicher von
2,2 em Durchmesser, deren Querschnitt bei der Berechnung
des Triigheitsmomentes abgezogen werden muB. Die lot-
rechten und wagerechten Niete fallen nicht in den
gleichen Querschnitt; daher brauchen wir nur die lot-
rechten Locher abzuziehen. Hiernach ergibt sich fir -
die Berechnung des Triigheitsmomentes J der Querschnitt Fig. 45. Der An-
satz macht sich verhilltnismiiBig bequem, wenn man ' die einzelnen Teile als
Differenzen von Rechtecken ansieht.

100

i i

[!EJ

Die Mittelwand bildet ein volles Rechteck von 1em Breite,
96 em Hohe und dem Trigheitsmomente . . . . . 1h3-1-96° = 73728,

Die lotrechten Schenkel denken wir uns bis zu den Gurten
reichend und aneinander geschoben; von dem Rechteck von 2,4em
Breite und 96 em Hohe denken wir uns ein solches von 80 em Hihe
abgezogen; mithin ist der Beitrag . . . . %1224 (96% — 80%) = 74 b47.

Von jedem wagerechten Schenkel bleibt dann noch 8 — 1,2
— 2,2=4,6m Breite mit den Hohen 96 bezw. 93,6 em  mithin ist
ol Beeran o 5% 0 0 il VAT R 13- 0,2 (96° — 9fe%) = 49 611.

Die Gurten endlich liefern . . 112 (25 — 4,4) (100% — 969) = 197 870.

Das gesamto Triigheitsmoment ist 895 766 m*,
Das Widerstandsmoment demnach

B =395 766 : 50 = 7915 em*

Ist p die zulissige Belastung auf 1em Linge, o= 7008t die zuliissige

10002
Spannung, so wird p—é——==7916-700, mithin p==44; die zuliissigo Go-

samtlast p 1 einschlieBlich des eigenen Gewichts ist also 44000 kg .



38 Erste Abteilung. A. Gleichgewicht elastisch-fester Kirper.

g) Balken auf zwei Stiitzen mit gleichmiBiger Belastung
und mit Einzellasten.

Bei dem Zusammenwirken einer Einzellast mit stetiger Be-
lastung addieren sich die fiir jeden Einzelfall bestimmten Momente.
Man vereinigt sie am einfachsten, indem man die Momentenflichen
der beiden Einzelfille nach verschiedenen Seiten von der Achse
A, B, (Fig. 46) auftrigt; die
Summe beider Ordinaten, d. h.
der lotrechte Abstand der Be-  feooaeeee e s Bt
grenzungslinien  beider  Mo- I - i I
mentenflichen gibt damn das . F———
Biegemoment M. Die Figur )1
lilt ohne weiteres erkennen,
daB, wenn a>b, das grofte % - » B
Moment nicht auf der Strecke b
liegen kann; dénn von B, bis
nach der Stelle C' der Einzellast wachsen beide Momentenordinaten.
Geht man {iber ¢ hinaus weiter nach links, so nimmt die obere
Ordinate ab, die untere zu. Das grofite Moment liegt also ent-
weder im Punkte C, oder zwischen € und der Mitte. Sind die
Momentenflichen genau gezeichnet, so kann man das grofite Moment
leicht abgreifen. Allgemein findet man es durch Rechnung in
folgender Weise:

Fiir irgendeinen Schnitt der Strecke @ (im Abstand 2 von A)
ist das Moment
1) M= Az—"2pa®.
Diese Funktion erreicht einen GroBtwert fiir
dM:de = A—pz =0, d h fir

. A
2) $=.1:lx};~,
Da nun A-=%£+P%, g0 ist
_1., P
3) -'51'—2'1‘?.

also z, >1/2l.

/



4g. Balken mit gleichmiiBiger Last und mit Einzellasten. 39

Setzt man den Wert der Gl 2 in Gl 1 ein, so entsteht

AN A oA
4 Moga = — === —,
) p 2p 2p
Diese GroBle ist aber nur giltig, solange z, < a, weil rechts
von C die Momentengleichung 1 nicht mehr gilt.

Gl. 4 ist also nur benutzbar fﬁrAﬁa d. h. fir 4 <pa oder

Pb l
Ist die Bedingung 5 nicht erfilllt, so gibt es fiir M kein
analytisches Maximum (mit einer Abgeleiteten = Null), sondern

einen grofiten absoluten Wert bei # = a, nimlich

6) Mm, = Aa—%—ab(%—}*—?).
Beispiel: Es sel 1=500cm; a=300em; b=200em; P=100%k;
p=2%/cm. Dann ist p.Yal==5600%; P-b:1=40%s; also A4 ==D540kg;
P;‘°=40-300=12000mkz,
P 2.5000

== (2500 emkg ,

B e B
40
Nach Gl 3 ist @ =260 + =270 em;
da dies < @, so gibt es ein

2
g i o i RO 970 s 72000 oy .

2p 4
Ist aber unter sonst gleichen Verhiiltnissen P == 1000 kg, go wird
Pl 005 4= 900%; T5° =400 300 =120 000 em,

2y = 260 4 200 = 450

da dies > a, so findet sich das grifte Moment an der Btolle der Eingzellast
und betrigt nach Gl 6:
0, =300 - 200 (1 4 2000

1+ 500

Durch Aufzeichnen der Momentenflichen und Abgreifen mit dem Zirkel
erkennt man ebenfalls leicht die Stelle des groBten Momentes,

) == 180000 emkg ,



40 Erste Abteilung. A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper.

Sind zwei gleiche, symmetrisch liegende Lasten P
nebst einer gleichformig ver- Pig. 47.
teilten Last p vorhanden (Fig.47),
$0 liefern die Einzellasten ein
Trapez von der Hohe Pa, die (I
gleichformig verteilte. Last er- i B :
gibt eine Parabel von der Pfeil- {
hthe /s pl? als Momentenfliche.
Das groBte Moment liegt dann \4_/
in der Mitte und hat den Wert .
v Muas = Pa 4+ Yspl2.

-

T T e

h) Balken iiberall gleicher Sicherheit.

Bei einem prismatischen Balken ist die stirkste Spannung o
eines Querschnitts verhilltnisgleich mit dem Biegemomente; ist
letzteres also veriinderlich, so wird die Festigkeit nur ungleich-
milllig ausgenutzt. Soll die stirkste Spannung ¢ in sidmtlichen
Querschnitten des Stabes die gleiche sein, so mufl das Widerstands-
moment I jedes Querschnittes verhiltnisgleich mit seinem Biege-
moment M sein. Ist I, das Biege-

~moment an einer bestimmten Stelle (etwa Fig. 48,
das grofite), 2, das Widerstandsmoment ’ 5
an dieser Stelle, so muf} sein: - =
1) W : W, = M:M, . SN

/e
Ist der Balken eingespannt (Fig. 48)

und am freien Ende durch K belastet, so ist Tt : M, = 2 :1, mithin
mufl dann fir iibérall gleiche Sicherheit
B o
2) W, =
Je pach der Wahl der Querschnittsform sind aber unendlich
viele Losungen der Aufgabe moglich. Hier soll nur der recht-
eckige und der Kreisquerschnitt behandelt werden.

sein.

1. Rechteckiger Querschnitt.

An beliebiger Stelle sei die Breite des Querschnitts = u, seine
Hohe = v; fiir @ =1 werde u=d und v=h; dann ist MW = Yeu-v?;

i



4 h. Balken fiberall gleicher Sicherheit. 41

I, = /e d- A%, mithin nach Gl 2

. v?

d-h?

Nun kann man aber hierfir sehr verschiedene Balkenformen
erhalten, je mnach den weiteren
Forderungen, die man stellt; es
mdgen hier drei solche Fille be-
sprochen werden:

3) ==%.

) Bei fiberall gleicher
Breite u=d wird

4) vi:ht=2z:1.

Trigt man von der Mitte aus
1/ap nach oben und nach unten hin
auf, so ergibt sich ein parabolischer
Aufri C D B (Fig. 49). Die Neigung der Parabel an beliebiger
Stelle ist tg@ = Yadv:dz. Fir z=1 sei ¢ =a. Nach Gl 4
wird

?
2v-dv=h—f—w. mithin

dv
g o e =
S 7 Loy & s

Fiir # =1 wird v=~h und daher tga =}I%‘ Legt man also

in ¢, B und D Beriihrungsgeraden an die Parabel, so bekommt
man das Trapez CEF D, wobei EF=h—2ltga=1/sCD. Bei
fiberall gleichem Querschnitte d.% ist der Rauminhalt des Balkens
d-h-1, bei der parabolischen Begrenzung */sd-h-1, wihrend die
UmschlieBungsform €' K F D den Inhalt */sd-h-1 hat. Die para-
bolische Form geniigt wohl fiir die Zug- und Druckspannungen,
nicht aber fiir die Schubspannungen. Denn auch an dem Ende B,
wo der Querschnitt = O ist, herrscht eine Querkraft K, die eine
gewisse Querschnittsfliche verlangt. Daher darf man in Wirklich-
keit der parabolischen Form am freien Ende nicht ganz folgen.
Insofern ist die trapezfdrmige UmschlieBung besser als die
Parabelgestalt.

\



42 Erste Abteilung. A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper.

p) Gibt man dem Balken iiberall gleiche Hihe v=47,
Fig. b0,

80 wird aus GL 3:
5) u:d=uw:l,
d. h. der Grundrifl wird nunmehr ein
Dreieck (Fig. 50), der Rauminhalt */2d-A-1
Diese Form ist also giinstiger als die
parabolische; fibrigens war ja von vorn-
herein zu erwarten, dal es vorteilhafter
ist, die Hohe_ iiberall mdglichst grof3
zu halten. Auch hier darf in Wirklich-
keit die Breite am freien Ende nicht
ganz bis auf Null abnehmen.

) Sollen die Rechteck-Querschuitte einander durchweg dhnlich
bleiben, d. h. wu:v=d:h, so wird aus Gl 3:
6) { viht=2:1 und

wW:dd=z:1. : Fig. 61.

Trigt man hiernach die Hohen
und Breiten auf (Fig. 51), so erhilt
man (vergl. 1. Teil, 4. Aufl,, S. 231)
als Begrenzungen im Aufril und
Grundril Zweige von kubischen Pa-
rabeln.

Fir den Aufrif gilt

3
3v’dv=h ?.1:’ mithin
1dv h?

und die Neigung der Tangente im Punkt C (Fig. 51) (z=1; v=h)

h
tg a= H .
Legt man um die kubischen Parabeln geradlinige Umschlieffungs-
formen, so wird die Hohe und Breite am freien Ende %/sh bezw. */sd.

II. Kreisformiger Querschnitt.
Der Halbmesser an belichiger Stelle sei v, an der Einspannungs-
stelle #, so wird nach GL 2: Yavda:Yardmx=ua:l, oder v3:¢?
=u:l. Diese Gleichung entspricht der Gl 6. Die Form des
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Stabes oder Balkens wird also ein Umdrehungskorper, dessen
Meridianlinie ein Zweig einer kubischen Parabel ist.

~ Diese Formen von Balken iiberall gleicher Sicherheit gelten
in allen Fillen, in denen das Biegungsmoment sich nach geradlinigem
Gesetz Andert, also auch, wenn
ein Balken auf zwei Stiitzen eine Fig. b2.
Einzellast triigt. Geniigt dann
an der Laststelle ein rechteckiger g
Querschnitt d-k, und soll die
Breite iberall gleich sein, so /"‘A
erhdlt man (Fig. 52) leicht die _
UmschlieBungsform, wenn man P
an beiden Auflagern die Hohe v
=1/2h macht. In diese lassen
sich die Parabeln leicht einzeichnen. Die Unstetigkeit der Momenten-
fliche an der Belastungsstelle (s. Fig. 35, S. 29) hat zur Folge,
daB auch die Begrenzung der Balkenform hier Knicke zeigt.

Bei gleichbleibender Hohe
wiirde der Balken im Grundrif}
die Form der Fig. 53 (aus zwei 4 P 4
Dreiecken bestehend) erhalten,

Bei kreisformigem Quer-
schnitte wiirde dieUmschlieBungs- 4
form an den Auflagern */ar als
Halbmesser zeigen. Dies findet
Anwendung bei Achsen, die durch
dag Gewicht eines schweren Rades
belastet sind.

Auch fiir gleichformig belastete Balken auf zwei Stiitzen lassen
sich leicht Formen gleicher Sicherheit entwickeln. Bei rechteckigem
Querschnitte iiberall gleicher Breite wird der Aufri8 eine Ellipse.

Fig. 53.

5. Biegelinie.

Die Linie, nach der sich die urspriinglich gerade Achse des
Stabes oder Balkens kriimmt, heiBt die Biegelinie. In Fig. 19
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(8. 19) ist O der Kriimmungsmittelpunkt der Biegelinie fiir die
Stelle G derselben. GemiB Gl 2, S, 20 ist demnach
Ee

1) e
der Kriimmungshalbmesser an einer Stelle, auf welche sich ¢
und o' beziehen. Da K (vgl. S. 9) meist bedeutend grofler als o,
so folgt aus dieser Gleichung, dafl} fir die meisten Fille der An-
wendung der Kriimmungshalbmesser verhiltnismiflig grofl, die
Krimmung 1:o daher klein ausfillt, was fir das Weitere von
Wichtigkeit ist und durch folgende Beispiele erhiirtet werden soll:
Bei Stabeisen wird ¢ hdochstens 1000*, mithin E: o' = 2000
und o = 2000¢' oder fir ¢ =1*/ah, 0= 1000A; an allen Stellen,
_an denen o kleiner ist, wird o noch grofler. Ein I-Triiger von
0,2™ Hohe biegt sich also nach Kriimmungshalbmessern von min-
destens 200™. Tiir Holz ist ¢’ hichstens 100, mithin o = 1200 ¢’
=600k, d. h. ebenfalls recht groB. An den Stellen, wo die
Biegungsspannung Null, ist ¢ = oo oder die Kriimmung = 0.

Mit o' =Me':J (GL 3, 8. 22) geht GL 1 iiber in
: EJ 1 M
3’ EOw g

Diese Gleichung rithrt von Jakob Bernoulli (geb. 27. Dezember 1654
zu Basel, gest, am 16. August 1705 daselbst) her; vgl. auch 8. 19 FuBnote.

Nach den Lehren der analytischen Geometrie ist aber
@y
1 B8 e

i dy\' I’
[1+(a2) |
Setzt man nun diese zwei Ausdriicke fiir % einander gleich und

beachtet, daf} %}- eine Funktion von « ist, so ergibt sich eine

Gleichung, in welcher die erste und die zweite Abgeleitete der
Gleichung der Biegelinie vorkommen. FEine solche Gleichung
heiflt Differentialgleichung: sie ist in dem vorliegenden Falle meist
nicht in geschlossener Form losbar. Fiir die gewdhnlichen Fille
der Anwendung ist aber daraus eine Anniherungsgleichung von ge-
niigender Genauigkeit abzuleiten. Lt sich die z-Achse so legen,

-_a
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daB sie mit der Mjttellinie 4 B des ungebogenen Stabes entweder
parallel ist, oder nur einen sehr kleinen Winkel @ bildet (Fig. 54),
80 wird auch die Neigung der meist

nur schwach gekriimmten Biegelinie 4 ¢ Fig. b4,

gegen die z-Achse, d. h. dy:dz, durch- X
weg nur klein sein. Daher kann man l :—E%
4 dy 2 i Y

in solchen Fiillen 1+(~d—x) mit der

Einheit vertauschen. Wirde z. B, der grofite Wert von dy:da
= (0,1 (entsprechend einem Winkel « =69, so wirde doch

2
14 (%) hochstens 1 - 0,01, worin man 0,01 gegen 1 vernach-

lissigen kann. Gl 2 (S. 44) liefert nimlich nicht sehr genaue
Werte filr die Biegelinie, weil darin z B. der Einflull der Schub-
spannungen nicht berficksichtigt ist; auch kennt man die Zahl E
fir einen vorliegenden Balken meist nicht auf 1°o genau. Die
sehr runden Zahlen der Tabelle (S. 9) lassen schon darauf schliefen,
daf} sie nur Mittelwerte sein kdnnen, von denen die wahren Zahlen
zuweilen nicht unbetrichtlich abweichen. Solch grofie Werte von
dy:dx, wie vorstehend angenommen, nimlich 0,1, kommen aber
bei guten Bautriigern selten vor; man kann also unbedenklich
1 _dy
o da?
3)

setzen; dann wird

ay M

dx* EJ’
Diese im Jahre 1826 von Navier, dem Begriinder der wissen-
schaftlichen Elastizititslehre (geb. 1785 zu Dijon, gest. 1836 zu
Paris), angegebene Gleichung fihrt in den einfacheren Fillen nach

einmaliger Integration zu dy:da und nach nochmaliger Integration
zu y = f(z), der Gleichung der Biegelinie.

At solchen Stellen, wo das Moment It = 0, ist auch f 5=0
(wenn J = 0), d. h. die Biegelinie hat dort einen Wendepunkt,
ihre Kriimmung ist Null.

Die Spannung o' ist stets endlich; solange nnn die Tragarhbhe

und damit auch ¢ =0, bleibt nach Gl 1 auch - E 9 andhch
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d’y

;" demnach kann auch T2l nicht unendlich gro8 werden. Die Nei-

gung % der Biegungslinie &ndert sich daher immer stetig, nicht

: plotzlich, es sind in keiner Stelle der Linie zwei Tangenten mdglich,
'~ die Biggungslinie kann nirgends einen Knick haben.

a) Einseitig eingespannter prismatischer Stab oder Balken.

Ein prismatischer Stab oder Balken sei an der linken Seite
unwandelbar eingespannt, u. zw., der Allgemeinheit wegen, nicht
vollig wagerecht, sondern mit einer kleinen Neigung w abwirts
(Fig. 55); der Balken sei gleichmiiflig mit p fiir die Lingeneinheit
der Horizontalprojektion und
am Ende durch eine Kraft K Fig. bb.
lotrecht belastet. In dem -
unteren Teile der Fig. 55 ist
die Kurve A B die Biege-

linie, 4 X wagerecht, A4 ¥ lot- .
recht nach unten. Die Bie- s v N
gung sei so gering angenommen, : ;
dafl die wagerechte Liinge P 'l,
des Stabes auch im gebogenen  § 5

Zustande noch =1 gesetat
werden kann. Fiir einen Punkt P (z,y) der Biegelinie ist das
Biegemoment, wenn man das Stiick rechts von P betrachtet,

2
W= K (- )+N L.
Dann wird, wenn man in Gl 3 alle Gheder mit F.J -dz mul-
tipliziert,

FJd

dz
Integriert man beide Seiten der Glelchung. so entsteht

4) EJES—EIK(Zx—§)+‘—}—’(l‘*‘m-lx*—l—;£s)+0.

Die Integrationskonstante €' muf} so bestimmt werden, daf} fiir
2 =0 auch dy:dz = w wird (entsprechend der Einspannung und

= K(!—a:)dx-;— (P—2lx + aY)da.
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indem man tgw mit @ vertauscht). Daraus folgt EJw=C.
Fiir das Nelgungsvarh.lltms tga=a am freien Ende, also fir 2 =1,
ergibt sich EJa="2 KU+ spl® 4+ EJw, somit

. . KB B
i PRI ey T

Multipliziert man aber Gl. 4 mit d2 und integriert wiederum,

so ergibt sich als Gleichung der Biegelinie
EJy= K(2lz’—="/e2®) + Yap (2 Ba?—1/3l 2% + Y122?)
+EJowz+ C,.

Da fiir # =0 auch y =0 sein mufl, weil der Anfangspunkt
der Koordinaten in der Biegelinie liegt, so wird C, =0. Be-
zeichnet man die Ordinate des Endpunktes B der Biegelinie
(fir z = 1) mit f, so wird

EJf=""s KPP+ splt+ EJwl, mithin
. K3 plt
2 T=387 T 8ET

Aus den GL 5 und 6 erkennen wir, dal auch beziiglich der
Neigungen und der Ordinaten der Biegelinie die Wirkungen der
einzelnen Ursachen (X, p und w) sich unabhingig voneinander
summieren, wie S. 33 fiir die Biegemomente gezeigt wurde. (Es
gilt dies aber nur, solange man bei der Aufstellung des Biege-
momentes die. Durchbiegung vernachlissigen darf) Ist der Stab
wagerecht eingespannt und nur durch K belastet (smd also
w==0 und p= 0), so wird
K1? A K3
2EJ’ 3EJT/

ist er nur glewhmnl?ng belastet (@ = O und K 0), so wird

L bR L

%) c=gms I=sms"
Ist der Stab gar nicht belastet, aber schrig emgespannt, 80

ist (selbstverstandhch] M=0; 1l:0=0 und

a=w; f=wl.

+wl.

) 0= Gam=

Vor weiterer Anwendung der KErgebnisse moge noch die
biegende Wirkung eines Kriftepaares 9 untersucht
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werden, das am freien Ende des wagerecht eingespannten Stabes
wirkt (Fig. 56).

/ d? :
Bs ist EJR-%:E'JI; ! Fig. 66.
0 ﬂ-— 1 L) !,
EJdm—Eﬂla:-l—let. C=0; 4
, Mmi !
9) . ﬂ-—-E;j.
10) = EJy=YeMa?+ C, (mit C, =0);
mee
1) I=3my

Um diese Werte fiir « und f wiirden sich die in GL 5 und 6
gegebenen vergrofern, wenn in Fig. 56 noch das Kriftepaar I
am freien Ende hinzugefiigt wiirde. Gl. 10 bedeutet eine Parabel
EJ

m
etwas genauere Gleichung ¢ = %J(S. 44) wiirde fiir unveriinderliches

vom Parameter ——als Biegelinie fir das Kriftepaar Fig. 56. Die

I ein unverinderliches ©, d. h. eine kreisformige Biegelinie
?

ergeben. Die Vertauschung von é— mit g—x% hat also denselben

Erfolg, wie die Vertauschung eines Kreises von grofiem Halbmesser

¢ mit einer Parabel vom Parameter o.

Die einzelnen REinflisse von K, p, M und @ auf « und f
stellen wir (nach A. Ritter, Technische Mechanik) wegen der
hiiufigen Anwendbarkeit zusammen wie folgt:

e ————— .

Binflull von auf a auf
K Ko KV
2EJ SEJ

p pl? pl*
6EJ SEJ
n e o
EJ 2EJ

@ @ lw
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In den auf p beziiglichen Gliedern erscheint ! mit einem um 1 héheren
Exponenten als in den mit K behafteten, weil p noch keine Kraft ist, sondern
erst durch Multiplikation mit eciner Liinge zu einer Kraft wird. In dem
Biegungsmomente war K mit einer linearen Grife multipliziert; durch die
beiden Integrationen verwandelte sich diese lineare GriBe in eine GriBe zweiten
und dritten Grades. Daraus erkliiren sich die Exponenten von 1 in den Formeln.
Diese Bemerkungen erleichtern das sichere Einpriigen der Tabellenwerte S. 48l

Beispiel: Ein Balkontriiger rage aus einer Hauswand anf } = 2m =200 em |

wagerecht hervor (Fig. 57). Am freien Ende befinde sich eine Rinzellast
K= 200%, und auBerdem seien pl=200%¢ gleichmiBig fiber dio Balkenlinge !
verteilt. Wie groB sind die stdrkste Spannung ¢ und die Durchbiegung f des
hilzernen Balkens vom Querschnitte d =12 ¢m | h=200om fiir = 120000 at?

Das grifite Moment tritt an Fig. 57,
der Wand auf und betrigt

R = 200 - 200 - 200 « 100

= 60000 emkg; “a0em

das Widerstandsmoment ist 120m

W =1/5.12 . 202=800 ew*, daher veooks
o=60000:800 =758, lrzaokv

Das Triigheitsmoment ist J =28 10 = 8000 em* | daher
KXt . plt 200 - 2008 200 - 2009
I=g&st 8Es = 5-120000- 8000 + §-120000 - 8000
==(),76 em = 1/263 der Liinge.

In vielen Fillen der Anwendung wirken die einzelnen Ursachen
einander entgegen (indem vielleicht K aufwiirts, p abwiirts gerichtet
ist), dann hat man die einzelnen Einflisse mit teilweise entgegen-
gesoetzten Vorzeichen sinngemif} zu verbinden.

h) Prismatischer Balken auf zwei Stiitzen.

Triigt ein prismatischer Balken auf zwei Stiitzen in der Mitte
eine REinzellast (Fig. 58), so mufl die Biegelinie zu einer Lot-
rechten durch die' Mitte sym- ]
metrisch, d. h. in der Mitte Fig. 58.
bei € wagerecht sein. Fir
die Spannungen und Form- )
inderungen ist es nun gleich- s
giltig, durch welche Mittel
die wagerechte Richtung bei
C erzwungen wird — ob durch
den Zusammenhang mit einer anderen Hilfte, oder durch feste

 Keok-Hotopp, Mechanik. IL 4. Aufl, 4
.

£

[} ]
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H0 Erste Abteilung. A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper.

Einspannung. Daher kann man die rechtsseitige Hilfte C' B ansehen,
als bei €' aus einer einspannenden Wand wagerecht um */al her-

vorragend und am freien Ende durch eine Kraft /2 P aufwirts

gebogen, infolgedessen der Punkt B um 7 hoher liegt als der

Purkt C. Man kan daber fur / die Grundformel oo/~ (8. 47)

anwenden, nur mufl man K mit Y/ P, ! mit ‘/sl vertauschen.
Dann wird

PO LT

T 8RBT TASEJ’

Ebenso gilt fir die Neigung « (am Ende) die Formel %—:}, also
R P

REJ  16EJ’
Fiir Zahlenrechnungen ist es in solchen Fillen meist bequemer,

die stirkste Spannung ¢ einzufiihren. Fir diese gilt nach S. 23
und 30:

13)

J LRl Pl o

—8'— -1'1 also z:j,= -

Hiormit wird aus GL 12 wnd 13: f= 28
. 12F e

iiberall Verhilltnisse gleichartiger Grofen zu haben:

o

, oder, um

14) iyt 0¥

3 12 E e | fir eine Einzellast P
¥ 1 o6 1 | in der Trigermitte.
i T ws

Finen gleichmiiflig iber die ganze Linge belasteten Balken
Fig. 59.

(Fig. 59) kann man ansehen
als bei € wagerecht ein-
gespannt, im Abstand /2
durch eine Einzelkraft apl
aufwiirts gebogen und durch
eine gleichmifige Belastung p
abwilrts gebogen. Dann wird

mittels richtiger Anwendung der Tabelle auf S. 48:

16 f_llnpl-‘/sls__p-lhal‘_ b __P_E
) T SEJ 384 EJ
i ?-t\_’ XN

N8 T J’:..J
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17) s L LA UL X Gl
2EJ SEJ 24 EJ’
Fir die stirkste Spannung gilt wieder nach S. 23 und 36:

J

_pl* ®
0 = %= setzt man also %’—j-:-g in die Gl 16 und 17 ein,
g0 wird
18) .08 U l
‘48 K e | fir gleichformig verteilte
I Last p.

19 = — —

) & 3 F e

Die Gleichungen 14 und 18 konnen auch mit Vorteil benutst
werden, um die Randspannung ¢ aus der gemessenen Durchbiegung f
ohne genaue Kenntnis der Querschnittsform zu bestimmen; nur
mufl das Maf e, meist die halbe Trigerhthe, bekannt sein.

Beispiel: Sind die Verhilltnisse so gewihlt, daB o==7008,6 E=
2000000 at; !:L-—-?(}, 80 wird im Falle der Einzellast (Gl 14 und 15):

ety B8 B e b e

Im Falle der gleichmiifigen Belastung ergeben die G 18 und 19:

1,
e b —— = =0
, BT T L e oo U501y
r R
T W00 10 =

Bei gleichen stiirksten Spannungen und gleicher Spannweite verhalten
sich hiernach die Durchbiegungen infolge gleichformiger Belastung, bezw, einer
Einzellast zueinander wie 5:4==1,8:1. Das steht in Ubereinstimmung mit der
Tatsache, daB die Momentenfliichen in beiden Fiillen gleiche Pfeilhithe haben, die
eine aber parabolisch, die andere dreieckig gestaltet ist. Die aus dem Inhalte
dor Momentenflichen abgeleiteten Mittelwerte der Momente sind also ¥/s bezw.
1/ Mmaz, verhalten sich demnach wie 4:3=188:1, Last pl ist=2P.

Bei sehr dtmnwandigen T-Triigern wird die Durchbiegung wegen des
Auftratans der Gleitung durch die Schubspannungen etwas griBer.
ht
¢) Biegung von einseitig eingespannten Balken fiberall gleicher
Sicherheit.

Die Krimmung der Biegelinio ist allgemein -;- = 64
(GL 1). Setzt man nun die Querschnittshthe an beliebiger Stelle =,
4#
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und e=1/av, so wird, wenn jetzt die Randspannung ¢ in allen
Querschnitten gleich grof} sein soll,

o R |
) 250 v
a) Wird dem Balken iberall gleicher Sicherheit auch fiberall
gleiche Hohe v= /A gegoben, so wird nach GL 20 auch g iiberall

gleich, d. h. die Biegelinie ein Kreishogen vom Halbmesser };‘:;

(wie in dem besonderen Falle der Fig. 56, S, 48), wofiir man auch
eine Parabel setzen kann.
Die Durchbiegung findet man am einfachsten, indem man in

1  d*y
GL 20 fir -5 = d_:t:_’
Einspannung ergibt sich dann auf dhnlichem Wege wie 8. 48:
Edy- 1. FEdy

setzt und zweimal integriert. Bei wagerechter

20da? " h' 2odu" 5+ O mit O=0;
é%y h+61 mit €, = 0; Ef f:,
-§= ]’f% oder, wegen 0= %!115,
wenn M, und J, sich auf irgendeinen, z. B. den Befestigungs-
querschnitt, beziehen: £ =§m%'¢i;;' Fig. 60.

Erfolgt z B. die Biegung durch eine
am dufleren Ende wirkende Kraft K, so
ist M, = K1 und

K
21 f._-: D T
) ST,

Die Durchbiegung ist also wegen der
dreieckigen Zuschirfung im Grundrisse
(Fig. 50) 1'/amal so grofl wie bei prismatischen Balken (G 7, 8. 47).

A) Ist die Hohe v nach parabolischem Gesetze verdinderlich
(Fig. 49), so tritt an Stelle der GL 4 S, 41 mit den Bezeichnungen
der Fig. 60 die folgende:
v2:h? = (l—a):l und GL 20 geht iber in

Edy_Vi "
E_&dxz g o s 2
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Multipliziert man mit dz = —d(—=z), so wird nach der ersten
Integration

5 il s oV 0
bei wagerechter Einspannung ist fir 2 =0 auch 3 -_0 daher
C=——z; das gibt
h Edy 1
Nochmalige Integration liefert
%%-Fs 2+ 2V 10—2)"+ G,
wobei O, =—-§39, weil fir z =0 auch y=0 ist.
y=[ fiir x =1 gibt sodann
[-—ili ode ere o’—lc_z_.&_o
el B ¥ S Rkl S Sl T
2 K13
) 5 A

In diesem Falle wird also (wegen der nach dem Ende ab-
nehmenden Hohe) die Durchbiegung

Fig. 61.
doppelt so grof wie bei prismatischen A g %
Balken (vgl. S. 47). --a—>k

») Eine kreisformige Biegung nach A ok

einem Halbmesser
Ek LJ. {7_{1
ﬂ]tl K'G
(vergl. S. 48) wnrd auch bei einem durch ein Kriftepaar Ka be-
lasteten Balken von der Form der Fig. 61 eintreten. Setzt man
dafir eine Parabel vom Parameter ¢, so wird die Durchbiegung
des Endpunktes B werden
' L 3
=36~ 2EJ,"
wenn J; das Trigheitsmoment des Einspannungsquerschnittes.
Ist h=2em g=7008t, F=20000000t, go wird der Kritmmungs-

2000 000—'—2= 2857 em =287 m,

halbmesser =706
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d) Prismatischer, an dem einen Ende wagerecht eingespannter, am

anderen Ende unterstiitzter, gleichmiiBig belasteter Balken.

Der Balken rage bei A (Fig. 62) aus der einspannenden Wand
. hervor; der Endpunkt B liege genau in der Richtungslinie der
Verlingerung des eingespannten Teiles.
Dann ist, wie wir sehen werden, der
Auflagerdruck B mit alleiniger Hilfe
der Gleichgewichtsbedingungen nicht zu
bestimmen, somit sind denn auch Biege-
momente und Spannungen unbestimmt.
Der Gleichgewichtszustand des Balkens ist statisch unbestimmt.
(Vergl. Bd. 1, 4. Aufl, S. 180 u. f) In solchen Fallen fithren nun
die Ergebnisse der Biegelehre zur Losung.

Um uns von der Unbestimmtheit der Aufgabe zu iiberzeugen,
milssen wir uns zuerst die Wirkung der Einspannung klar machen,
indem wir uns zuniichst bei A den oberen Teil der einspannenden
Wand fortdenken. Dann findet sich (Fig. 63) bei A nur eine unter-
stiitzende Kante; der Balken ist ein einfacher Triiger auf zwei
Stitzen, biegt sich in der Mitte
um die Grofe f nach GL 16 Fig. 63.

(S. 50) durch und hat an beiden
Enden eine Neigung « nach Gl 17
(S. 51) gegen die Wagerechte.
Lit man nun aber an dem
links von A befindlichen Balken-
stiick ein links herum drehendes Kriftepaar I, wirken, welches
gich, von Null beginnend, allmihlich vergrifert, so wird dieses
Balkenstiick mehr und mehr niedergedriickt, und bei einer bestimmten
GroBe von My wird die Biegelinie bei A genau wagerecht sein.
Man kann daraus schlieBen, dafl die wagerecht einspannende Wand
auler dem Auflagerdruck A auch noch ein Einspannungs-
moment I, auf den Balken ausiibt. Fir das Gleichgewicht
eines Balkens, an dem neben Kriiftepaaren nur lotrechte, nicht
schriige Krifte wirken, lassen sich nicht mehr als zwei voneinander
unabhingige Gleichgewichtsgleichungen aufstellen, da zu der Gleichung
der wagerechten Kriifte sich keine Glieder ergeben. Zar Be-
'stimmung der drei Unbekannten, nimlich der Auflagerkrifte 4 und B

Fig. 62.
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sowie des Momentes M, (Fig. 64), hat man also nur zwei Gleich-!
gewichtsbedingungen zur Verfigung; die fohlende dritte Gleichung
mufl aus der Biegelehre ent-
nommen werden. Man nennt
dahér Aufgaben der hier vor-
liegenden Art, bei welchen nur
leine (statische) Gleichgewichts-
bedingung fehlt: ein fach statisch
! unbestimmt. Die dritte Gleichung
" ergibt sich in unserm Falle sehr
einfach. Die Kraft B wiirde den
Endpunkt des bei 4 wagerecht
eingespannten, unbelasteten Stabes nach S. 48 in die Hdhe biegen

Wire die Stitze B nicht vorhanden, so wiirde die

.

Fig. 64.

gt
SEJ’
i
8 F T nach abwirts biegen. Da in
Wirklichkeit der Endpunkt B in gleicher Hohe mit A liegt, so
heben sich beide Durchbiegungen gegenseitig auf; es wird

BI®  plt

Belastung den Endpunkt um

15 el gl
1) B=%pl=0,37sp£; somit
2) A=5spl und M, =p.1-Yal—3fspl-1=2[spl? /

P

und zwar ist M, nach links drehend.

Diese Werte gelten aber nur, wenn die an die Biegelinie bei |
A gelegte Tangente genau durch den Punkt B geht, man hat *
dann vollkommene Einspannung, die freilich in Wirklichkeit nie
genau vorkommt; geringe Abweichungen von dieser Bedingung
haben groflen EinfluB auf die Auflagerkrifte. Weiteres siehe
Elastizititslehre Keck-Hotopp, Bd. 1.

In einem Abstande # von B ist das Biegemoment
3) M=Bz—Yapa?=3splz—"2pa?

Figt man '/spl2z mit 4+ und — hinzu, so kann man auch
schreiben:

M=Yapla—Yapa?—jsplz

4) . =Yepa(l—az)—Yspla.
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Das erste Glied der rechten Seite entspricht (nach Gl. 1 8. 36)
einem auf beiden Seiten gestiitzten (nicht eingespannten) Balken;
die entsprechende Momentenfliche ist eine Parabel 4, C, B, (Fig. 64)
von der Pfeilhohe /s p12. Das zweite Glied wird durch die Gerade
A, B, dargestellt, wenn A, A,='/spl® Von den Ordinaten der
Parabel mufl man diejenigen der Geraden abziehen, um I zn er- .
halten. Die lotrechte Schraffierung stellt die Momentenfliche dar
und zeigt die Veriinderlichkeit des Momentes.

Von B, (wo I = 0) beginnend, nimmt das Moment zuniichst
zu, erreicht an der Stelle D,, wo die Parabel || der Geraden A, B,
ist, ein analytisches Maximum ..., nimmt dann wieder ab, wird
bei N,, wo Parabel und Gerade sich schneiden, zu Null, geht dann
ins Negative iiber und erreicht den grofiten negativen Wert
My = —1spl? an der Einspannungsstelle.

B und N sind Momentennullpunkte. Im folgenden sollen-
bei Balken mit wechselnder Biegung die nach unten biegenden
Momente, wie beim Balken auf zwei Stiitzen (S. 36), als positive,
die nach oben biegenden Momente als negative bezeichnet werden.

Die Funktion von der Form M = Baz—1apa? erreicht, wie
schon 8. 38 gefunden (dort war A statt B gesetzt), das Maximum

2
Moy — B 5, fir a1 = B,

das gibt fir B=3/3pl
H) Muaz = 1283)3 und «; =%/l (Punkt D; Fig. G4).

Setzt man Bz—Yapa?=0, so erhilt man die Momentennull-
punkte und zwar fir z=0 (Punkt B,) und fir z= %B—— 34l
(Punkt N,).

Es findet sich also M., mitten zwischen den beiden Momenten-
Nullpunkten. Einem Momente == 0 entspricht bei einem Balken,
dessen Querschnitt ein Trigheitsmoment J>= 0 hat, die Kriimmung
=0, und der Kriimmungshalbmesser ©=oo der Biegelinie.
N, entspricht daher einem Wendepunkte N der Biege-
linie. Rechts von N kehrt die Biegelinie ihre konvexe Seite
-nach unten ——, wie bei einem Balken auf zwei Stiitzen; links



b d. Einerseits eingespannter, andererseits unterstiitzter Balken. 57

von N ist die Kriimmung — und damit auch das Moment ent-
gegengesetzt, also negativ; vgl. S, 56.

Solche Querschnitte, an denen der Absolutwert des Biege-
moments grofler ist als zu beiden Seiten daneben, heiBen gefihr-
liche Querschnitte. Hier gibt es deren zwei, nimlich D und 4.
Beide sind aber nicht in gleichem Mafe gefibrlich; denn die Absolut-
werte ihrer Momente °/128pl* und s pl?(= *®/128 p1?) verhalten
sich wie 9:16. Das absolut gréfite Moment herrscht also an
der Einspannungsstelle und ist dort negativ, sein Zahlenwert aber
ebenso grof}, als wenn der Balken an beiden Enden einfach gestiitzt
wiire; das grofite Moment hat sich daher infolge der Einspannung
nicht vermindert, sondern nur von der Mitte nach dem Ende A
verschoben und den Drehsinn veriindert.

Eine Verminderung des griften Momentes (und damit
auch des erforderlichen Balkenquerschnitts, oder aber eine Ver-
mehrung der Tragfihigkeit des vorhandenen Querschnitts) 146t sich
daher erreichen, wenn man die Stitze B um ein gewisses Maf}
nach oben schiebt. Durch dieses Aufwirtshiegen vergrifiert man
den Stiitzendruck B; infolgedessen wird in M (Gl 3, S. bb)
das positive Glied vergrofert, hierdurch das bisher kleinere Moment
Moyas vergrofiert und der absolute Wert des negaliven Momentes
M, vermindert. Man erkennt dies deutlicher, wenn man zu dem
allgemeinen Ausdrucke fiir It (Gl 3), der von der Hohenlage des
Punktes B noch unabhiingig ist, M= Ba—'/2pa?, die Grolle
Yaplz mit + und — hinzufiigt, dann hat man: M= Br—eplz
+Yaplz—"/2pa® oder
6) M= Yap2(l—a)— (Jepl— B)a.

Darin bezeichnet wieder das erste Glied der rechten Seite die
unverinderte Parabel 4, C, B, (Fig. 64), wihrend das letzte Glied
wiederum durch eine Gerade dargestellt wird, deren Endordinate
A, A, nun aber = (Yapl— B)l, d. h. von B abhiingig ist, und
zwar bedeutet 4, A, wiederum den absoluten Wert 9, des Ein-
spannungsmomentes. Man hat also

7) M =—(Yapl—DB)l.
Die giinstigste Momentenfliche, d. h. diejenige, in welcher das

absolut griBte Moment so klein wie moglich ist, kann man zu-
nichst zeichnerisch durch Probieren finden, indem man die
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Gerade B, A, solange um B, dreht, bis die beiden lotrecht ge-
messenen Abstiinde zwischen der Geraden und der Parabel, welche
die Werte Myas und M, darstellen, gleich geworden sind. Eine
giinstigere Momentenfliche ist nicht mehr denkbar, denn jede Ande-
rung der Richtung von B, 4, wiirde wohl das eine der beiden M-
mente verkleinern, das andere aber vergriflern. Hier, wie in den
meisten derartigen Fillen, wo mehrere gefihrliche Querschnitte vor-
handen sind, kommt es also darauf an, die Momente dieser
Querschnitte auszugleichen, wenn man den gilinstigsten Zu-
stand herbeifihren will. Hat man die Ausgleichung zeichnerisch
gefunden, so braucht man nur 4, 4,=('/2pl— B)l zu setzen und
hat dawmit B bestimmt. — Der Weg der Rechnung be'diugt,

dafd man das analytische Maximum von I (nach 8. 56) 27 dem

Absolutwert von I, , d. h. ——-—BE, gleichsetzt.  Diese quadra-

tische Gleichung liefert die herden Lisungen B=pl(—1V?2),
von denen hier nur der positive Wert, nimlich

8) B=pl(—1+4 1,414) = 0,414 p1 s

g
in Betracht kommen kann; der negative Wert wiirde ja 9p sehr

gro machen. Man erhilt also jetzt einen um = 0,089p1 groferen
Auflagerdruck, als nach GL 1. Da nun fir diesen Auflagerdruck
B=0d14pl die Momente M,.. und D, gleich werden, so be-
rechnet man den Wert beider am einfachsten aus dem Absolut~
wert von T =Yapl?— Bl = p12(0,5—0,414) = 0,086p1%. Dem
Auflagerdrucke B = 0,414 p1 entspricht daher ein iiberhaupt grifites
Moment

9) Mose = — My = 0,086 p 1%,

wihrend fir B=3/spl sich M, =—Yspl?=—0126p1* ergab.
Der Absolutwert des grofiten
Momentes ist also bei gegebener
Balkenlinge und Last im Ver-
hiltnis von 125 auf 86 vermin-
dert, somit die Tragfihigkeit auf
das 125:86=1,45fache gestiegen.
Um nun diejenige Hebung f des Punktes B gegen die Einspannungs-
stelle 4 zu finden, welche dieser Verbesserung entspricht, bringt

Fig. 66,

R HPJ."\"'Q’T r'u:'“,,"\l‘f'" ¢
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He. Balken auf drei Stiitzen, 51!

man an die Biegelinie die Kraft B=0414p1 (Fig. 65) und
bekommt durch denselben Gedankengang, der auf S. 55 zur Be-
stimmung von B fir f= 0 fiihrte, jetzt

‘ i 2L 52 L b (0,414 1)
RN BB BI\® B

R R ) b

10) = O,OISEJ.

Um die verhiltnismiBlige Grofle dieser Hebung einigermafen
iibersehen zu konnen, filhren wir wieder die stirkte Spannung o
ein, indem wir bedenken, dall das grofite Moment jetzt 0,086p1*

PR AL pi? o g
betriigt und dieses = g sein muB, so daB TG Fihrt
man dies in GL 10 ein, so wird

; Lk gl
11) ] »—-O,lﬁlﬁe.

Setzt man wieder, wie in anderen Beispielen (S. 51)
0="T00; E=2000000; ¥,= 20,
80 wird % =0,001057, d. h. rund /1000, Eine Hebung der Stitze B

um /1000 der Spannweite ¢ geniigt also schon, um die Tragfihigkeit
des Balkens auf das 1,45fache zu erhdhen. Von diesem gilinstigen
Ergebnisse wiirde man gewil mit Vorteil Gebrauch machen, wenn
man sicher wiire, den erstrebten Zustand des Balkens genau erreichen
und auf die Dauer erhalten zu kdnnen. Wenn man aber die Mittel
erwiigt, die man zu einer derartigz genauen Auflagerung eines
Balkens anwenden miiite, so @iberzeugt man sich leicht, daBl eine
Balkenanordnung, deren Spannungszustand von solchen Feinbeiten
abhiingt, trotz der Moglichkeit, rechnungsmiflig sehr giinstige Ver-
hitlltnisse zu liefern, wenig Vertrauen verdient, da durch geringe
Abweichungen von der gewiinschten Stiitzenlage eine starke Ver-
groBerung der Momente eintreten kann, ohne dall man es wahr-
zunehmen vermag. Dies ist ein Ubelstand, der den meisten statisch
unbestimmten Anordnungen anhaftet

¢) Prismatischer, gleichformig belasteter Balken auf
drei Stiitzen,
Wir betrachten hier nur den Fall, dafl die Zwischenstiitze
gleiche Entfernung 7 von den beiden Endstiitzen hat. Fiir einen
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solchen Balken (Fig. 66) kann man nur die beiden Gleichgewichts-
gleichungen aufstellen:
1) A+ C+ B=2pl Fig. 66.
und (in bezug auf C):
2 2

a1-2- 4 22 pio oder
2) A= B.

Die noch fehlende dritte Gleichung muf3 wieder der Biegelinie
entnommen werden; die Anordnung ist einfach statisch un-
bestimmt. Bei dieser dritten Gleichung

kommt es nun wieder wesentlich auf 44 Fig. 67. B
die gegenseitige Hohenlage der Stiitzen
an. Deshalb machen wir gleich von

Anfang an die Annahme, die Mittel-
stiitze C liege um ¢ unter der Ver- Fig. 68.
" bindungsgeraden der Endstiitzen, wobei c

dann ¢ beliebig %0 gesetzt werden
kann. Geht man mit der Mittelstiitze
weit genug herunter, so wird der Balken
sich schlieBlich nur auf die Enden
stiitzen (Fig. 67), so daB 4= B=pl und =0 wird. - Schiebt
man dagegen den Punkt C' weit genug in die Hohe (Fig. 68), so
wird der Balken

sich  schlieBlich Hig. 0.

von A und B ganz 44
abheben und nur
auf C schweben,
es wird C'=2pl,
und A=B=0
sein. Die Biege-
linie muf} in diesen
drei Fillen zur

lotrechten Mittel- ; ;
inie symmetrisch, d. h. in der Mitte wagerecht sein (Fig. 69), da

bei gleichformiger Belastung und gleicher Stiitzweite ¢ kein f]rum'l
zur Unsymmetrie vorhanden ist. Wenn man gich nun, wie bei
Fig. 58 (S. 49) die linke Halfte wagerecht cingespannt denkt, so
gleicht die rechtsseitige Halfte C B in Fig. 69 der Fig. 65 (8. 58)
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Die siimtlichen Untersuchungen von §. 57—59 lassen sich daher
hier verwerten. Es wird mit ¢ statt f

Bl i
=5ps wEs M
3 'lEJ
3) B= 8 rl+ c—-A und nach Gl 1
10 6HJe
) [Pty i
4) O= 8 pl 75

Die Momentenfliiche erhilt fiir die rechtsseitige Hilfte dieselbe
Form wie in Fig. 64 (8. 55); die linksseitige Hilfte ist dazu' sym-
metrisch. W, wird hier das Moment fiber der Mittelstiitze, also
nach GL 7 S. 57.

b) M =C, Cy=—(Yapl—B)l.

Den Nullpunkten N, und N, entsprechen wieder Wendepunkte
der Biegelinie. Zwischen den Wendepunkten kehrt die Biegelinie
die konvexe Seite nach oben (die Zugspannungen liegen oben),
auflerbalb derselben ist es umgekehrt. Mitten zwischen B, und N,
liegt ein positives Maximalmoment, das nach S. 56 betrilgt:

) B3
(’) mmu ony '2_}'3:
ebenso zwischen A4, und Nj,.

Fiir ¢=0 sind alle Stiitzen in glaicher Héhenlage, daher

=3/spl; M, =—"/spl? und nach GL 5 8. 56: Myae = Y108 p12
Emo Senkung der Mittelstitze um ¢ vergroflert B, vergrofert
M,.ae und verkleinert gleichzeitig den Absolutwert von IN,.

Die ginstigste Anordnung fir den Balken wird wieder

durch Ausgleichung der Momente M,.. und M, erreicht. Dies
verlangt nach GL 8 (8. 58)

7 B=0414pl, i
was nach GL 10 und 11 (8. 59) durch

pl? al
8) - z 0013EJ—0151L,
erreicht wird. Die grofiten Momente stellen sich dann auf
9) ; mmu gty m] - 0‘0861)13‘

wihrend bei Stiitzen in gleicher Flucht MM, = —0,126p12 sein
wiirde.
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Sollen endlich die Stitzendriicke gleich groB werden, also
A= B=C=*%3pl, so ergibt GL 3 oder 4

& »?
I 0,0972 - EJ

Die Stiitzensenkung ¢ ist also dann 7,48 mal so groB, wie fiir gleiche
Biegemomente.

10)

Beispiel: Ein Holzbalken von 21==10m= 1000cm Linge, im Querschnitte
15em breit und 16em hoch, werde von drei Arbeitern getragen, welche den
Balken in den Punkten A, € und B stiitzen. Es soll die Gewichtsverteilung
berechnet werden fiir verschiedene Hohenlagen der tragenden Schultern, Der
Balken hat 10.0,16.0,15==0,24m" Inhalt. Wiegt 1m* 600k, so wird das
Gesamtgewicht 2pl=144kg, also p=0,144¥g/c,. Es ist J=112 15.167
=5120em¢; FW=5120:8=640¢en*; F==100000st, J==500em, pl=72%¢,

somit wird ‘s B_-— 72+3EJ‘

GEJe
lﬂ

Fehlt die Mittelstiitze, so wird A= B="72%; die Durchbiegung in der
Mitte ergibt sich dann fiir (=0 zn

e=90:2458=36em,

Hiilt der mittlere Arbeiter also seine Schulter um dies MaB niedriger
als die beiden anderen, so bekommt er gar keine Last. In diesem Falle ist
das grobte Moment in der Mitte

s p(20)2=2/ap12==1/2-72.500 = 18 000 cmkg
und die Spannung a=18000: 640=28,1at,

Sollen alle drei Schultern gleich stark tragen, soll A==B=C="/s-144
=48 kg sein, so muB die mittlers Schulter um c=4—812_'—92-z=1,7°9““ tiefer

L}
liegen als die anderen. In diesem Falle wird nach Gl. 6, bezw. 5, Mmax
= 4{?:“=8000 T, == — (% 72— 48)500 =4 6000, d. h. T, wird jetat
abenfal’ls positiv, so daB ein Wendepunkt nicht vorkommt. Die stiirkste
Spannung in diesem Zustande ist 8000:640=12,5at,

Die Spannung wird am kleinsten fir Ymas=—M,, d. h. nach GL 8 fiir
pl*_ 0,018.0,144-500
EJ~ 100000-5120
Dabei ist A=—=B=0414pl=298%; (C=144—2.208=—844%, so daB
die mittlere Schulter jetat erheblich mehr belastet ist. Das grofte Moment
wird 0,086 p22=23096, die Spannung 3096:640=4,8st, — Fiir gleiche Hohen-
lage der Schultern, d. h. ¢==0, wird A==B=27kg; =90%; das groBte
Moment M, ==2/spl®, d. h. s so groB wie fir C==0, also IM,=4500,
a=T7n, — Dagegen wird A=B=0 und C=144k ﬂlr c=—27:12,20

=274 12,80¢;

- A
c 8 72

=90 —2488¢c.

e=0,018 ==(),2080m
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=-—220cem_ d, h. wenn' die mittlere Schulter um 2,20em hoher liegt als die
anderen. Das groBte Moment wird nun =% p1*—0, d. h. ebenso groB
wie fir C=0, niimlich 18000 mit o==28,11¢,

Die Spannung schwankt also in diesen betrachteten Fillen zwischen 48
und 28,1at, Dem entsprochen freilich, weil ein biegsamer Holzbalken ange-
nommen war, auch ziemlich betriichtliche Hohenverschiebungen; fiir einen
steiferen Eisentriiger wiirden ithnliche Spannungsunterschiede durch viel ge-
ringere Verschiebungen bewirkt werden, Kurze Balken auf mehr als zwei
Stfitzen sind hiernach sehr empfindlich gegen Hhenverschiebungen einzelner
Stiitzpunkte und deshalb nur mit Vorsicht zu verwenden.

Soll eine Balkenbriicke mit zwei Offnungen gebaut werden, so
hat man die Wahl, ob man (Fig. 70) Balken verwenden will, die
iiher beide Offnungen durchgehen,

oder ob man auf dem Mittelpfeiler Fig. 70.
nebeneinander zwei Auflager an- ][
bringen und die Balken dort unter- _ull ﬂ r
brechen will (Fig. 71). Letzterer

Fall hat den Vorzug, statisch be- Fig. 71.

stimmt zu sein; wenn einer der I
Pfeiler sich etwas senkt, so werden _!Ll ?'] Tﬂ_
dadurch die Briickenbalken nicht .

in Spannung geraten, vielmehr werden sie widerstandslos dem

Pfeiler folgen.

Mit der statisch bestimmten Auflagerung eines Triigers auf zwei Stiitzen
hiingt auch ein Verfahren zusammen, das Gewicht eines sehr langen, anf einem
zweinchsigen Wagen befestigten Dampfkessels zu bestimmen, ohne dafBl eine
zur Anfnahme des ganzen Wagens hinreichende Briickenwage verfiigbar ist.
Man fithrt in diesem Falle mit
der einen Achse auf die Wage Fig. 72.

(Fig. 72) und ermittelt die Last
A, verfihrt dann mit der an- 1

deren Achse B in derselben 5

Weise und erhiilt in der Summe
A+ B das Gesamtgewicht P YP

des belnsteton Wagens. Fiir

die Zuliissigkeit dieses Ver-

fahrens ist nur erforderlich, daB

die Fahrbahn zu beiden Seiten der Wage nicht gar za unecben sel, damit sich
der wagerechte Abstand der Schwerpunktslotrechten von den Achsen nicht
merklich &indere. Bei der Vorwendung eines dreiachsigen Wagens wiirde dieses
Vorgehen nicht brauchbar sein, weil es hochst unwahrscheinlich ist, daB die
Achse, nachdem sie die Wage verlassen hat, noch dieselbe Last triigt wie bei

% ,1.' =
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ihrer Stellung auf der Wage, da ja die Plattform der letzteren im belasteten
Zustand stets federnd etwas nachgibt,
Bei dieser Gelegenheit mige noch ein Verfahren angegeben werden, wie

man das Gewicht eines Liingenmeters von einer Eisenbahnschiene oder einem.

gewalzten Triiger bestimmen kann, wenn die vorhandene Wage zur Wiigung
des ganzen Stabes nicht ausreicht, der Stab aber auch nicht zerschnitten
werden soll, Ks sei ! die Liinge des ganzen Stabes oder Balkens. Von dem
rechtsseitigen Ende aus messe man eine Liinge==1m ab (Fig. 78) und bringe
unter der Mitte B dieser Linge eine schneidenartige Stiitze an, In der Mitte 4
der tibrighleibenden Liinge (I — 1m) werde in gleicher Weise eine Schneide 4
angebracht., Der Schwerpunkt der ganzen Schiene liegt dann um *fam, die
Schneide B um /21 von der Schneide 4 entfernt; der Stiitzendruck B wird
daher

e 0;"=$‘ Fig. 73.

]

: AB
d. h. gleich dem gesuchten Ge- =

wicht von einem Liingenmeter der I&i ldﬂ-j
Schiene. Dieses Gewicht kann A ¢ 1B

man ermitteln, indem man die 1——%—121
FP i

Schneide B auf die Briicke einer 1
Wage stiitzt. — Zur Erklirung

diene noch folgendes: Denkt man sich die Schiene bei € durchschnitten, so
befindet sich der rechtsseitige Abschnitt auf der Schneide B im (wenn auch
unsicheren) Gleichgewichte, ebonso der lange Abschnitt auf der Schneide A.
Verbindet man die Teile nun an der Schnittstelle ¢ miteinander, so treten
in der Verbindung keine Spannkrifte auf; ebensowenig wird dies daher in
der ungetrennten Schiene vorkommen. Die Schneide B triigt also nur das
abgemessene (aber nicht abgetrennte) Schienenstiick von 1m Liinge. (Dieses
Beispiel gehirt eigentlich nicht zur Biegelehre, sondern in Teil 1, 8. Anfl.
8. 186.)

6. Knickfestigkeit.

? i A
Wird ein urspriinglich vollig gerader und gleichmiBiger Stab

an den Enden durch Druckkrifte K belastet (Fig. 74), die genau
in die Mittellinie des Stabes fallen, so ist nur eine geradlinige
Verkiirzung des Stabes moglich. Dies zeigt sich auch in Wirk-
lichkeit, solange die Linge des Stabes im Verhiltuis zu seiner
Querschnitthreite nicht erheblich ist. Bei groferer Linge aber ist
mit der Wirkung der Kriifte K, sobald diese in ihrer Grofle eine
gewisse Grenze iberschreiten, erfahrungsgemilll eine seitliche Aus-
biegung verbunden. Bei allmihlichem Anwachsen der Krifte K
behillt der Stab bis zu einer gewissen Grofle der Krifte genaf
seine gerade Form. Uberschreiten die Krifte jenen Grenzwert, so



6. Knickfostigkelt. " 8b

tritt ziemlich plotzlich eine Zerstorung durch gleichzeitige Zusammen-
driickung und Biegung ein, ein Vorgang, den man als ,Knickung®
bezeichnet.

Was die Entstehung dieses eigenartigen Formiinderungs- und Zerstorungs-
vorganges anlangt, so ist die erste Ursache derselben darin zu suchen, dal
die eingangs genannten Bedingungen der villigen Geradlinigkeit und Gleich-
miiBigkeit des Stabes und des genauen Zusammenfallens der Druckkriifte
praktisch mit voller Schiirfe nicht erfilllbar sind. Aber auch diese Moglichkeit
vorausgesetzt, wiirde, wenn das Liingenverhiiltnis des Stabes zum Querschnitt
und die Druckkriifte gewisse Grenzen fiberschreiten, letztere mit den durch
sie hervorgerufenen gleichmiiBig ber alle Stabquerschnitte verteilten Druck-
spannungen, auch wenn diese weit innerhalb der Druckfestigkeit bleiben, nur
in unsicherem (labilem) Gleichgewicht sein kinnen, derart, dafl jede durch
irgendeine zufiillige vorfibergehende Ursache (Erdrihnung usw.) entstandene
noch so kleine Ausbiegung des Stabes eine mehr oder weniger plétzlich ein-
tretende villige Ausbiegung bis zum Bruch des Stabes im Gefolge haben
wiirde, In dieser Plotzlichkeit des Ausbiegens und Brechens liegt so recht
eigentlich das Wesen des Knickens.

Um die im Stabe auftretenden Spannungen zu verfolgen, mige
hier zuniichst angenommen werden, der Stab habe sich um ein ge-
wisses Mafl gebogen und befinde sich im Gleichgewichte; seine
Spannungen seien noch innerhalb der Elastizititsgrenze. Die beiden
Kriifte K sollen in ihrer urspriinglichen Richtung und Lage ver-
blichen sein (Fig. 75). Fithrt man an irgendeiner Stelle, WO
die Ausbiegung gleich y ist, einen Querschnitt durch den ' Stab
und betrachtet das Stiick unterhalb :
des Schuittes (Fig. 76), so miissen an Fig- 74 Fig. .
dem Schnitte innere Krifte auftreten, x|
die der bei 4 angreifenden Kraft K das [
Gleichgowicht halten. Wegen der (e-
ringfigigkeit der Biegung innerhalb der
Elastizititsgrenze kann man den Schnitt

Fig. 6.
als rechtwinklig zur Richtung von K
annehmen. Die Richtungslinie von K
geht um y an dem Schwerpunkte der
Querschnittfigar vorbei. Zur Erleichte- g
rung der Spannungsberechnung denken H‘x y, X

wir uns an einem Punkte des unteren
Stabteils zwei mit K gleiche und parallele, aber einander entgegen-

gesetzte Krifte so hinzugefigt, daB sie durch den Schwerpunkt
Keck-Hotopp, Mechanik, IL 4. Aufl. )
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der Querschnittfigur gehen; hierdurch wird an dem Gleichgewichts-
zustande nichts gedindert. Die urspriinglich gegebene und die
entgegengesetzt hinzugefiigte Kraft K bilden ein Kriftepaar vom
Momente K-y, welches an der rechten, konkaven Seite eine
Druckspannung o= K-g»c hervorbringt. Die zweite hinzugefiigte
Kraft K aber ist eine durch den Schwerpunkt des Schnittes gehende
Druckkraft und erzeugt eine gleichmiiig iiber die Schnittfliche

verteilte Druckspannung %— ‘Diese vereinigt sich mit der aus

dem Biegemomente hervorgehenden Druckspannung zu der an
dem Schnitt diberhaupt vorkommenden groBten Druckspannung
| 0" = -—KF g}f
Nennt man f die stdrkste Durchbiegung, welche in der Mitte
der Liinge 7 auftreten muf}, so wird die iberhaupt groBte an dem
Stabe vorkommende Spannung die Druckspannung ¢”, deren abso-
luter Wert x Ef ~
M e
1) 0 n 7 -+ 5
IJ'J Man konnte erwarten, dafl die unbekannte Durchbiegung f mit
'|Hilfe der Gleichung der Biegelinie zu ermitteln sein wiirde; doch
gelingt ein derartiger Versuch nicht in befriedigender Weise, wie
in Keck-Hotopp, Vortrige fiber Elastizititslehre, ausfiihrlich
entwickelt wird. Der Grund des Miflerfolges liegt in dem Umstande,
| dal} die Biegung nur eine Folge zufidlliger Ursachen ist, deren
|\GI‘DBG nicht zahlenmiBig fest,gteht. sondern nur aus der Erfahrung
li,und den Umstiinden eines bestimmten Falles ermittelt werden kann.
Bei den Belastungsfillen Fig. 58 und 59 (GL 14, 8. 50 und
Gl 18, 8. 51) haben wir die Durchbiegung f eines Stabes auf
die Form

Fam i ) L baol?
“10Ee "™ BE.

gebracht, und auf dbnliche Form 1iBt sie sich auch in den ein-
fachen, in der Tabelle auf S. 48 behandelten Fillen bringen; nur

hat die Ziffer vor % in jedem Fall ihren besonderen Wert. Daher

konnen wir auch bei der jetzt vorliegenden Aufgabe mit einiger
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Berechtigung fe verhiltnisgleich mit %, also etwa nach Schwarz
und Rankine

fe=al® setzen.

Da bei einem nachgiebigen, wenig steifen Stoffe eine starke
Durchbiegung eher erwartet werden darf als bei einem verhiltnis-
mifBig starren Korper, so ist die Ziffer « eine in erster Linie von
dem Material abhiingige Verhiiltniszahl, und zwar darf der Erfahrung
zufolge mit einer gewissen Anniiherung etwa gesetzt werden: fiir
Stabeisen « = 0,0001, fiir GufBeisen und Holz « = 0,0002. Natiirlich
sind dies nur rohe Mittelwerte; eingehendere Versuche haben ge-
zeigt, daBl o nicht ausschlieBlich nur von dem Stoffe, sondern auch
noch, allerdings in nicht ganz einfacher Weise, von dem Lingen-
verhiiltnis abhiingt.

Hiernach wird dann aus GL 1:
Lae 1 als
o= K(5+27).

Da der Stab die Freiheit hat, sich nach irgendeiner Richtung
auszubiegen, so mufl man fiir. vorstehende Gleichung den ungiinstig-
sten Fall, d. h. fiir J den kleinstmdglichsten Wert annehmen.
Ist der Querschnitt z. B. ein Rechteck, d die kleinere, % die groBere
Seite, 80 ist J =112k d? zu setzen, in bezug auf die zur Kante A
parallele Schwerpunktsachse. In der Richtung der kleineren Seite d
ist dann die Ausbiegung zu erwarten. Fithrt man noch den zu J
gehorigen kleinstmoglichen Triigheitshalbmesser i ein, indem man
J= I"i? gotzt, so wird

A 2
2) 0"=f‘}_{'(l+a£?)' oder’ auali, it ”‘=(1+“i_’)
3) F=Z.p wi B=ZI,

o n

Der Klammerausdruck # wird fir /=0 zu Eins und wichst
mit zunehmender Stablinge. Ist 6" die zulissige Druckspannung,
80 wirde K:0" der bei einer Berechnung auf reine Druckfestig-
keit Brfordegrliclae Querschnitt sein. Der Zerknickungsfaktor

l
ﬂ=1+af‘.—,- gibt an, in welchem Verhilltnisse der Querschnitt

wegen der Moglichkeit des Zerknickens vergrifiert werden muf).
5'



b ¥ oaigl ok AR i
L AEL -

.._...,‘ | :__1_._.__,
e T N ey . e Y= ey, S gt i .

68 Erste Abteilung. A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper,

Die Formel Gl 2 ist von Prof. Schwarz (Hannover und
Berlin) und unabhiingig von diesem Forscher auch von Professor
Rankine (Glasgow) aufgestellt.

Neuere Versuche, inshesondere von v. Tetmajer haben indes ergeben,
daB die Schwarz-Rankinesche Formel (Gl. 2) nicht fir alle Liingen-
verhiiltnisse und namentlich nicht fiir Stoffe, deren Zugfestigkeit wesentlich
geringer ist als ihre Druckfestigkeit, befriedigend mit dem wirklichen Knick-

vorgange libereinstimmt. (Vergl, Keck-Hotop p, Elastizititslohre, I. Teil,
8. 283.)

:
Wiihrend niimlich die in GL 2 berechnete Druckspannung o' = %(1 +a %5 )

an der konkav gekriimmten Seite des der Knickung ausgesetzten Stabes
eintritt, wirkt gleichzeitig in der HuBersten Faser an der konvex gekriimmten
Seite, wo die griéBte von der Biegung herriihrende Zugspannung mit der

gleichmiBig fiber den Querschnitt verteilten Druckspannung % zusammenfillt,
im ganzen eine Zugspannung

4) c’=%(a:7:—l).

In einer guBeisernen Siiule von 800 em Linge, 20 em fuBerem und 16 cm
innerem Durchmesser, also mit einem Querschnitt von F'= 113 em* J = 4637 cm*
und =1 4637:113 =6,4em erzeugt eine zentrische Last von 44000 Xkg eine
groBte Druekspannung o' == 1600 st wobei nach G1. 1 eine Ausbiegung f=1,28 cm
und nach Gl 4 gleichzeitig eine grobite Zugspannung

44 000 800\*

Tﬁ"m(ﬁ) —1 =8

entstehen wiirde. Bei dem hier vorliegenden Lingenverhiltnis der Siiule hat
also in dem Augenblicke, wo infolge seitlicher Ausbiegung die Druckspannung
bis zur Elastizititsgrenze (1600st) angewachsen ist, die Zugspannung diese
Grenze (600 8t) bereits weit iiberschritten, und die Zerstorung der Siule wird
daher durch ZerreiBen und nicht, wie bei Entwicklung der Schwarz-
Rankineschen Formel angenommen, durch Zerdriicken erfolgen. Wiire die
Siiule bei gleichem Querschnitt nur 670 em lang, so wiirde sie nach GL 2 durch
eine Last von 56500 kg eine gréfte Druckspannung von

=115 (o () +1] =000

und nach Gl. 4 gleichzoitig eine griBte Zugspannung

ses00 .1 Ly
J — —— —_— == ."
113 " Lgooo \Ga) —L1="50

erfahren, also sowohl gegen die Elastizitiitsgrenze fiir Druck als fir Zug die
gleiche Sicherheit ,eins* aufweisen. Fir verhiltnismiiBig kiirzere Siiulen

4) o=
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wiirde die Sicherheit gegen Zug griBer sein, die Zerstérung also durch Zer-
driicken erfolgen wie in der Schwarz-Rankineschen Formel angenommen;
fiir verhiiltnismiiBig lingere Siinlen indes wiirde entgegon jener Annahme die
Knickung zuerst, ein ZerreiBen der Fasern an der konvexen Seite zur Folge
haben. Darin liegt ein Mangel der sounst in ihrem Bau die Beziehung zwischen
den fuBeren und inneren Kriiften beim Knickvorgange zutreffend ausdriickenden
Schwarz-Rankineschen Formel. Die Bohebung desselben konnte etwa
in der Weise geschehen, daB fiir diejenigen Fiille, in welchen das Verhiiltnis
1:1 die Grenze tiberschreitet, bei der die Zerstorung anfiingt durch ZerreiBen
zu erfolgen, ein besonderer Wert der Ziffer « auf Grund der Gl. 4 durch
Versuche ermittelt wiirde.

Nach den Versuchen von v. Tetmajer ist die Kraft K,
welche einen prismatischen Stab zum Knicken bringt, bezw. der
duferste Widerstand, welchen der Stab dem Knicken entgegenzysetzen
vermag,

a) Fir Schweifleisen bei Lingenverhiltnissen von %=10
bis £ =112
L]
K= F.(3030—129).

b) Fiir Flufeisen bei 3-.= 10 bis _F.: 1056
i i

5 K==F-(3100—11,4%).

¢) Fir GuBeisen bej .?_:5 bis _?=30

i i

4 l\?
K= F. 7760 — 120> 3 (=

F [mo 1204 + 0 (%) ]

d) Fiir lufttrockenes Hol; pei £_= 1,8 bis £= 100
v 1

| K=F.(293—1,94%).

Fir grofere Werte des Lingenyerhaltnisses % als die in den
Formeln 5 angegebenen gilt nael gen v. Tetmajerschen Ver-

suchen fir den Knickwiderstang gio von Euler entwickelte und

nach ihm benannte Gleichung (vergl. Keck-Hotopp, Elastizitits-
lehre, 1. Teil, S. 280)

6) K.nJE
e
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Von den in GL 5 und 6 berechneten #ulersten Knickwider-
stinden ist bei der Anwendung auf Bauverbinde nur % als

#Zulissige Belastung“ zu wihlen, wenn n die den obwaltenden
Verhiltnissen zu entnehmende Sicherheitsziffer bezeichnet. (Vergl.
W i

Bei einem auf Knicken beanspruchten Stabe mufl die Quer-
schnittsform zweckmiiBlig so gewihlt werden, dall bei gegebener
Fliche F' das Quadrat des kleinsten Triigheitshalbmessers i mog-
lichst groB werde. Man mufl den Quer-
schnitt so anordnen, dal zwei zueinander
rechtwinklige Symmetrieachsen gleich grofles
Trigheitsmoment liefern. Jede Abweichung
von dieser Form wiirde wobl in einer 11
Richtung die Steifigkeit vergroflern, aber
ohne entsprechenden Nutzen fir die Steifig- A
keit in anderer Richtung. Von allen recht~ |le——p——s
eckigen Querschnitten verdient also das
Quadrat den Vorzug. Der Kreis kommt bei den natiirlichen
Baumstimmen zur Anwendung. Bei Verwendung von Eisen wird
man hohlen Querschnittsformen (Ring, hohlem Quadrat) und ge-
rippten Formen, z B. dem Kreuzquerschnitte mit gleichen Rippen
(Fig. 77) den Vorzug geben; doch ist letzterer Querschnitt nicht
8o glnstig, weil er bei gleichem Flicheninhalt ein viel kleineres J
hat, als obige Hohlquerschnitte.

Die Zerknickungslinge 7 ist abhiingig von der Art der
Befestigung der Stabenden und wird nur bei reibungsloser Spitzen-
lagerung gleich der Stablinge selbst. Hieriiber und hinsichtlich
einer Reihe anderer Entwicklungen iiber Knickfestigkeit vergleiche
man Keck-Hotopp, Vortrige fiber Elastizititslehre. 1. Teil.

Fig. 717,

Beispiele: Fiir einen Schmiedeeisenstab von 100em Liinge, dessen Quer-
schuitt ein Quadrat von 2em Seite, ist 12==22:12, und der Zerknickungs-
faktor

1
n=1 +0,mm-1—g-2—-12=4.

Bei 7008t zulissiger Druckspannung, d. i. etwa b facher Sicherheit, wird

daher nach Gl. 2 die zuliissige Belastung

K=2%.700:4=T700kg,
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Nach Gl 6 berechnet sich der fiuBerste Knickwiderstand des Stabes zu
4 2-2% 2000000 '
SR LT 1002
2670
Sop = Sefachen Sicherheit zu tragen.

== 20670 kg. Er vermag also die Last 700 kg mit einer

Fiir einen kreuzfdérmigen Querschnitt (Fig. 77) ist nach 8. 25

: 8
T=1pane (1 + g—,—%,)

d
F=2d-h—a=d-h(2—%). |
Bei der Berechnung von i* und # kann man (im Hinblick auf die Un-
sicherheit des Wertes #) wegen der Kleinheit von d :h dieses Glied und noch
mehr seine hoheren Potenzen gegen 1 vernachliissigen und hat dann angenihert

J d-h® h? e

===,
F 12.2d4-h 24

zl
n= 1 + a4 h—'.
Fir Schmiedeeisen und 1==20h ist n=1-+4 09 oder rund n=2
(Aufrundungen sind bei der Berechnung von n sehr angebracht). Ist dann
z. B. d=2pom, h=20, also }=400¢m, so wird
F=2.25.20—25"=03mcm"
und mit o' == 700 ergibt sich die zulissige Belastung

KEE'E?:L‘“ = 32813 kg,

Ist der Stab aus GuBeisen, so wird « doppelt so groB, daher fiir
obigen Kreuzquerschnitt
n=1-4190=202, rund 3,
Nimmt man wiederum o' == 700, so wird

x=ﬂ“—'f‘a—'“ -1 970 ks, —

Nach Gl. 6 ist fiir den vorliegenden Stab mit 2= 10000008t der iiuBerste
Knickwiderstand
2,6-20% 1000000

e e
Rent 2o o = 104000 ks,

Die Last von 21875 wiirde der guBeiserne Stab hiernach also mit einer
104000 : 21 875 == 4,8fachen Sicherheit zu tragen imstande sein.

Ein weiteres Zahlenbeispiel s. S. 83/84.

7. Verdrehungsfestigkeit (Torsionsfestigkeit).

a) Stab von kreisformigem und kreisringformigem Querschnitte.

Greifen an beiden Enden eines Zylinders gleiche Kriiftepaare
von entgegengesetztem Drehsinn an, deren Ebenen rechtwinklig zur

- 43
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72 Ersto Abteilung. A, Gleichgewicht elastisch-foster Korper,

Zylinderachse sind, so heben sich diese Paare am starren Korper
bekanntlich ohne weiteres auf (1. Teil, 2. Aufl, S. 108); fir den
elastisch-festen Korper gilt dies
aber nur unter der Voraus-
setzung, dafl seine Widerstands-
fihigkeit hinreicht und auch
dann erst, nachdem eine ent-
sprechende Forminderung statt-
gefunden hat. Diese Formiinde- 2% t/

rung besteht in einer Verdrehung;

die einzelnen Querschnittebenen

verdrehen sich derartig gegen-

einander, dafl die urspriinglich

geraden Zylinderseiten (2 B. 4 B) in sehr steile Schraubenlinien
(z. B. AC) tibergehen. (In Fig. 78 ist day linksseitige Ende des
Zylinders festgehalten gedacht) Die Verdrehyngen der Querschnitte
gegeneinander sind als Gleitungen der einzelnen Querschnittsteile
aufzufassen, mit denen das Auftreten entsprechender Schubspannungen
verbunden ist. Versuche haben ferner gezeigt, dall Halbmesser
eines Querschnitts auch nach der Forminderung noch geradlinig
sind. Daraus folgt, dal die Gleitung in der Achse bei O (Fig. 79)
Null ist und verhiltnisgleich mit dem Abstande'© von O nach
auffen zunimmt, Da nun nach GL 1, 8. 16

Fig. 78.

1) y=-;—.

d. h. die Gleitung verhiltnisgleich mit der Schubspannung ist, so
muB auch die Schubspannung mit ¢ verhiltnisgleich sein. Nennt
man also die Schubspannung in den Abstiinden o

und » von der Mitte 7, bezw. 7, so ist (ihnlich Fig. 79.
wie fiir die Biegespannungen Gl 1, S. 19)

2) ToiT=0t¥r,

Nimmt man aus dem kreisformigen Quer-
schnitt einen diinnen Ring Halbmesser o und
von der Fliche d F hewali, so tritt an diesem
durchweg die gleiche Schubspannung 7, in tangentialer Richtung,
d. h, rechtwinklig zum Halbmesser ¢ auf; das gibt fir die

e,
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Ringfliche d F eine gesamte innere Tangentialkraft d '- 7y, welche
in bezug auf die Zylinderachse ein Spannungsmoment

; dM=1p-dF:.p liefert.
Dies ist das der weiteren Verdrehung entgegenwirkende Moment
des Ringes. Summiert man iber den ganzen Querschnitt, so ist
das gesamte Spannungsmoment mit Rilcksicht auf GL 2

T
= . 02
M= "dF.e*,

welches dem verdrehenden Kriftepaare gleich sein mufl, Wir kdnnen
daher, M unmittelbar als das Verdrehungsmoment bezeichnen. Der
Wert fd F-p® bedeutet nach (1. Teil, 2, Aufl, 8. 274) das polare
Trigheitsmoment J;, des Querschnittes in bezug auf die
Achse O des Stabes. Sonach wird

3) Sdy=m.

Diese Formel ist dhnlich gestaltet wie die GL 3, 8. 22, fir
die Biegespannung. Nur kommt hier das polare Trigheits-
moment in Frage.

Der Winkel #, um den sich der eine Querschnitt gegen einen
um ! davon entfernten verdreht, heiflt der Verdrehungswinkel.
Die Berechnung desselben folgt leicht aus Fig. 78. Die Abweichung
der Schraubenlinie A ¢ von der Geraden .4 B ist die der Schub-
spannung 7 der fufleren Mantelfliche entsprechende Gleitung; daher
wird der Verdrehungsbogen B C = y1. Weil aber auch BC = r9,
80 wird »9 =yl oder

4) 9=

(entsprechend Gl. 9, 8. 46).

Diese Gleichungen gelten fir kreis- und kreisringformige Quer-
schnitte. Fiir Vollkreise ist (nach 1. Teil, 2. Aufl, 8. 274)
Jo="/2arim, womit Gl. 3 fibergeht in:

TtV arda =M.
Fiir einen Ring von den Halbmessern R und r ist
Jy=a(R*—rYx,

Die Formeln 2-—4 sind nicht nur fiir den ruhenden Zylinder,

sondern auch fiir den gleichformig um seine Achse sich drehenden

| T~

-
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Zylinder verwendbar, weil die dieser Drehung entsprechenden Er-
ginzungskrifte (Zentrifugalkriifte) in den einzelnen Teilen des Korpers
nur (meist unbedeutende) Zugspannungen hervorrufen.

Beispiel: Anf einer Maschinenwelle (Fig. 80) befinden sich zwel Zahn-
ritlder im Abstand ! == 260 om voneinander, Am Umfange des rechtsseitigen vom
Halbmesser ==40¢m wirke ;
eine Kraft K = 1000 %, i R
Dadurch entsteht ein Dreh-
moment P == 40 000 emkg |
welches durch ein gleiches
widerstehendes Moment am \ 40 1
anderen Zahnrade aufge- 2 LA
hoben wertden mige. Die
zuliissige Schubspannung mbge mit Rficksicht auf migliche Unregelmiifig-
keiten der Bewegung nur zu r==200st angenommen werden, dann gilt fir
den erforderlichen Wellenhalbmesser r

200+Yar®x=40000 oder rund r==0em,

Die elastische Verdrohung der beiden Zahnrider gogenoinluder betriigt (Gl 4)
mit G = 0,4 K =800000 fiur Stabeisen

200 250 1
0::————-—-—:8—-1],

800000 5

oder in Graden 0°43',

b) Stab von rechteckigem Querschnitte.

So einfach die Drehungsfestigkeit eines zylindrischén Stabes
zu berechnen war, so verwickelt werden die Verhilltnisse bei Stiben
anderer Querschnittsform. Ein far diese Untersuchung wichtiges
Ergebnis folgt aus einer Eigenschaft der Schubspannungen an einem
wiirfelformigen Korper. Denkt man sich aus einem Korper, der
durch schiebende, parallel der Bildebene
wirkende Krifte angegriffen ist, einen Wiirfel Fig. 81.
von der Seite = 1 herausgeschnitten (Fig. 81) /A
und nimmt an, dall an der oberen Fliche '
DC eine wagerecht nach rechts gerichtete
Schubspannung * auftritt, der an 4 B eine
gleiche nach links gerichtete entgegenwirkt, so 4 B
fordert das Gleichgewicht gegen Drehung,
dafl dieses Kriiftepaar durch ein gleiches entgegengesetstes auf-
gehoben werde. Die ersten beiden Schubspannungen v bedingen
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also das Auftreten von Schubspannungen gleicher Grofle an den
Flichen 4 D und BC (Fig. 82), also den Satz:

An den vier zu einer Ebene rechtwinkligen Seiten-
flichen eines rechtwinkligen Parallelepipedes treten
in den Richtungen paralle] zu jener Ebene stets gleiche
Schubspannungen auf

Gehort pun die Seitenfliche A D etwa der freien Mantelfliche
eines auf Drehung beanspruchten Kdrpers an, so kann an dieser
keine rechtwinklig zur Mantelfliche ge-
richtete Schubspannung auftreten, und damit
wird auch die in 4B rechtwinklig zu
der Mantelfliiche gerichtete Schubspannung
Null. Hiernach miissen an einem solchen
Korper die am fAufleren Rande eines Quer-
schnitts auftretenden Schubspannungen not~
wendig parallel der Begrenzung des
Querschnittes sein. Ist aber A BC D (Fig. 83)
der rechteckige Querschnitt des Stabes mit den Seiten 4 B=1b,
BC =h, wobei h=b, so kann an einer Kante, z. B. bei D, gar
keine Schubspannung auftreten, weil sowohl die zu 4 D, wie auch
die zu CD rechtwinklige Schubspannung verschwinden mufl. Es
folgt also das auf den ersten Blick iiberraschende Ergebnis, dal
die von der Achse des Stabes am weitesten entfernten Querschnitts-
teile an den vier Ecken spannungslos sind.

Uber die Verdnderlichkeit der lings
des Randes eines Querschnittes auf- Fig. 83.
tretenden Schubspannungen gibt die
Grofle der Gleitung an den verschie-
denen Stellen der Mantelfliche des
Stabes Auskunft (siehe C. Bach,
Elastizitit und Festigkeit).  Versieht
man die Mantelfliche des Stabes mit

Fig. 82.

einem Netze von Quadraten und | -f—
beobachtet diese, nachdem die Ver- & ]
drehung stattgefunden hat, so findet nieig et FESEL

F B
man, dafl die Quadrate sich im allge- N

meinen in Rhomben verwandelt haben. Die Abweichung der Rhomben
von den Quadraten kennzeichuet unmittelbar die Gleitung an den
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verschiedenen Stellen. Dabei bestatigt sich zuniichst, daB an den
Kanten A BCD die Figuren quadratisch geblieben sind. Ferner
ergibt sich, dafl die Gleitungen in denjenigen Punkten F und G
des Umfanges, welche der Achse am niichsten liegen, am stirksten
sind, withrend sie in den Mittelpunkten ¥ und H der kurzen Seiten
zwar auch einen Grif3twert erreichen, der aber hinter dem bei E und
zuriickbleibt, Die Spannungen sind mit den Gleitungen verhiiltnis-
gleich. Sind 7 und 7, die Schubspannungen an den Punkten X
und M, so kann man diese den Entfernungen von der Achse
umgekehrt proportional annehmen, d. h.

H) TR DN,

Lings der Seitenfliche 4 D mufl die Spannung nach einem
stetigen Gesetze sich Andern; das einfachste der hier wahrschein-
lichsten Gesetze ist das parabolische, das man durch die fiber der
Sehne A D stehende Parabel darstellen kann, wenn man die Werte z’
rechtwinklig zu ihrer Richtung als Ordinaten zu ihren Angriffs-
punkten auftrigt. Nimmt man diese parabolische Verteilung der
Schubspannung iiber der Mantelfliiche als giiltig an, so wird fiir
die Spannung 7' im Abstand y von der Mitte:

y2:Yah?=(r—1'):t oder

6) r’=r(1—%— .
Ebenso wird in einem Abstand z von der Mitte A der
kiirzeren Seite die Spannung

2
7 T =1 (1_%), oder wegen Gl 5:

3 b 4z
8) 'lz'z(l‘—b;)'

Von X bis O und von H bis O mufl die Spannung bis auf
Null abnehmen, und es steht nichts im Wege, dafiir ein gerad-
liniges Gesetz anzunehmen.

Betrachtet man nun einen beliebigen Punkt P des Querschnitts
mit den Koordinaten # und y, so kann man die dort herrschende
Spannung zerlegen in 7, und 7, rechtwinklig zu @ und y. Man
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kann dann mit ziemlicher Wahrscheinlichkeit annehmen, daB 7., und
7, in geradliniger Beziehung zu t' bezw. ', stehen, d. h.

9) T,:T' =z:'2b und
10) 7,:ty=y:'/3h, oder
27 4y?
11) r,=Tx(1-—Ty2—) und
b 422
wmaefunfi-48)

Leicht tiberzeugt man sich, daB auch an keinem Punkte P im Innern
des Querschnitts die Spannung grioBer als die Randspannung = in den Punkten
E und G werden kann. An der Stelle P ist niimlich die Gesamtspannung

PR )
Setzen wir den Wert unter dem letzten Wurzelzeichen = U?, so ist, weil
(1_1"%’;)'51 und f’-f-:—.y’-c:l,
U<+ (1 --5--,—')’, d h ci;r'+ 1 -3-5"5—'+1%?-', oder
U’<I—%+%‘f—‘, d. h. -:1—4—;'}.3(1 —"b—"’,').

Die GriBe nuf der rechten Seite ist aber jedenfalls <1, mithin ist U
¢in echter Bruch, d. h.

Vet s

Es muB nun noch die stirkste Schubspannung = auf das Ver-
drehungsmoment 9 zuriickgefihrt werden. Dies geschieht mittels
der Momentengleichung wie folgt:

An einem Flichenteilchen d F'=dz-dy bei P wirken die
inneren Krifte 7,.-d F und 7,+dF und liefern in bezug auf die

Achse O des Stabes das innere Moment (r,z + 7,y)d F. Daher
gilt far das Verdrehungsmoment

M= f(taz + 1,9) dF oder
—oe {2 (1 _4y%) b 42
w2 (] (155 + v (1-4%) }ar
-grll 14 b 4
2'{bde'3”—;j§;.de-z’y’ + s aF -y =y ar a:"'!f’}-
Nun ist fdF.4?=.J, das Trigheitsmoment in bezug auf die
Achse OH; fdF.y?= J, das Trigheitsmoment fir die Achse 0 E;



78 Erste Abteilung. A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper.

wird aber fd F-y’mlbhs noch mit % multipliziert, so entsteht

daraus }%SdF»y?-—-ﬁbﬁh— —~dJy. Endlich ist noch zu ldsen

JIF -2y = fdz-dy-z*y*.

Ein wagerechter Flichenstreifen liefert hierzu den Beitrag
+2 3
y’dyjzﬂ dg= 2y3dy5‘ tdg=y?dy 5 15
T

die ganze Fliche also den Wert

b3 h3
by 2=__ 2
.S.JF’ Y 5” =12.13"

Setzt man diese Werte oben ein, so entsteht:

m-—r{bJs lﬁ_ifflﬂ{%% 4J,} J,(l__i)

7 144 | 3% YT
13) %:—g‘r%g:i 1;:’%, g «F.b und ebenso
g31=§rl7‘£;;, oder
14) r=_g.@__;m4’5i§:_’;; rl=_g_%?=45bm’:,, d. h.:

Bei einem auf seine Drehungsfestigkeit bean-
spruchten Stabe von rechteckigem Querschnitte tritt
die stirkste Schubspannung v an denjenigen Punkten
der Umfangslinie auf, welche der Stabachse am
nichsten liegen, néimlich in dem Abstand Yab Fiir
die Drehungsfestigkeit ist dasauf die lingere Mittel-
linie bezogene (kleinere) Trigheitsmoment Jy = /1243
mafigebend.

Beispiele: 1. Ist dor Querschnitt ein Quadrat von der Seite d, so wird
gn=-g—Fdr=5,mF'h r=0m2d%r;
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2. beim Kreise vom Durchmesser d wird

ﬂ]t::.._.?-r=%1’f‘d'r=0,mF'h'r=0,ld'r-

Bei gleichem Querschnitt 7' fist also der Kreis, bei gleicher Breite
(Durchmesser = Quadratseite) das Quadrat gegen M widerstandsfihiger.

Der Verdrehungswinkel 9 eines Stabes von rechteckigem Quer-
schnitte wire nach der im Querschnittspunkte £ (Fig. 83) herr-
schanden Spannung = und der daraus folgenden Gleitung y =17:G

m o d 1/ 5 d. h. mittels GL 14, S. 78 m 2%—3— zu erwarten, nach
2
der im Punkte I herrschenden Spannung 7, =r% aber zu
T 3 Mi

Gah~ 4GJ;
In Wirklichkeit verdrehen sich die beiden Symmetrieachsen des

Querschnitts annihernd um das arithmetische Mittel dieser beiden
Werte, d. h. es ist ungefihr

1y L e

Die beiden Symmetrieachsen bleiben zueinander rechtwinklig;
die dibrigen vom Mittelpunkte aus gezogenen Radien verdrehen sich
um verschiedene Winkel und treten aus der urspriinglichen Quer-
schuittebene heraus, so dafl diese in eine krumme Fliche fiber«
geht.  Bessere Ubereinstimmung mit Bauschingers Versuchen
(Zivilingenieur 1881, 8. 115 u. f) ergibt sich noch, wenn man
3 = 0,875 (in Gl 15) mit 0,3 vertauscht, also setat:

M1 1
B w08 A% (J2+J);.

Nach Einfihrung von I =—‘t’ 2 (GL. 13) wird hieraus

16) T’=018'§5(1 +’TT) =0!8" (1 + ;,2]

8. Einfache Fachwerkbalken auf zwei Stiitzen.
a) Art der Berechnung der Spannkriifte.

An Stelle der S. 24 und 30 behandelten Balken, die entweder
aus einem Stiicke bestanden, oder, wenn auch aus Teilen zusammen-
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gesetzt, doch einen moglichst stetig zusammenhiingenden Korper
bildeten (8. 36), kann man auch gegliederte Stabanordnungen ver-
wenden, zu deren Grundgedanken schon die Betrachtung der Gelenk-
stangen-Verbindungen (1. Teil, 4. Aufl, 8. 215) gefiihrt hatte; es
gind dies die einfachen Fachwerke.

Ein einfaches Fachwerk besteht meist in einer
Aneinanderreihung (Verbindung) von Gelenkstangen-
Dreiecken, von denen je zwei benachharte eine Seite
gemeinsam haben. Wir bebandeln im folgenden nur dieses
einfache Dreiecksfachwerk.

Wird ein Fachwerk auf Stiitzen gelegt, deren eine nur in einer
bestimmten (lotrechten) Richtung Widerstinde leisten kann, so
bildet es einen Fachwerkbalken oder Fachwerktriiger (Fig. 84).

Eine Stange, welche durch zwei reibungslose Gelenke mit
anderen verbunden ist, erfihrt, wenn die #ulleren Krifte nur in
diesen Gelenkpunkten angreifen (nach
1. Teil, 4. Aufl., S. 219), eine Spann- Fig. 84.
kraft, deren Richtungslinie in die Ver-
bindungsgerade der beiden Gelenkpunkte - "}
filllt. Ist diese Verbindungsgerade dann /
zugleich die Mittellinie des Stabes, so
wird letzterer nur auf reinen Zug oder
Druck beansprucht, wobei sich die Spannung in giinstigster Weise
gleichmiBig tiber den ganzen Stab verteilt. Die gedriickten Stibe
miissen freilich auf Knickfestigkeit berechnet werden. DBei einem
Fachwerke mit reibungslosen Gelenken und mit Kraftangriff in den
Gelenkpunkten liegen somit die inneren Spannkriifte der Stdbe nach
Richtung und Lage fest, nur ihre Grifie mufl noch ermittelt werden.

Besteht die Belastung nicht von vornberein aus Kriften, die
durch die Gelenkpunkte
gehen, soll z. B. ein Fach- Fig. 85.
werktriger eine Briicken- 44 P B
bahn tragen, die durch
Menschengedriinge gleich-
miflig belastet wird, so
ordnet man besondere
Zwischenbalken an, welche
die unmittelbare Belastung aufnehmen und auf Gelenkpunkte des

7

v .bl
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Pachwerks iibertragen. Diese Zwischenbalken, welche in Fig. 85
oberhalb des Fachwerks gezeichnet sind, wiewohl sie hiufig nicht
in dieser Hohe liegen, werden, wenn sie auch in Wirklichkeit meist
miteinander in Verbindung stehen, doch fiir die Rechnung stets
als einfache, nur von Gelenkpunkt zu Gelenkpunkt durchgehende
kleine Balkenstiicke behandelt. Sind diese Zwischenbalken von
iibereinstimmender Liinge 42 und auf die Lingeneinheit mit p be-
lastet, so erfihrt der belastete Gelenkpunkt einen Druck P=pAZ.
Diese Kriifte P erzeugen die Stabspannungen des Fachwerks, wobei
die Zwischenbalken nicht mehr in Betracht kommen.

Die Gelenkpunkte heiBen auch Knotenpunkte oder Knoten
des Fachwerks. In solchen Knoten miissen auch die Widerstinde 4
und B der Auflager angreifen, damit die Stibe keine Biege-
momente erleiden. Eine derartige Anbringung der Auflager an
den fiufersten Enden, wie in Fig. 85, erscheint dem Anfinger wohl
zuweilen nicht geniigend sicher; jedoch ist zu bemerken, daf} die
hier benutzten Figuren nur das Netz der Mittellinien des Fachwerks
geben, bei der korperlichen Ausbildung des Balkens wird derartig
verfahren, daB zu Bedenken dieser Art kein Grund mehr vorliegt,
dal aber die Auflagerkrifte dennoch durch die Endknoten gehen.

Die Stabe, welche das Fachwerk oben und unten begrenzen,
heiffen seine Gurten (Obergurt bezw. Untergurt) mit den Spann-
kriiften O und U, die dazwischen angebrachten Stibe allgemein
Wandglieder (weil sie eine volle Blechwand zwischen den Gurten
ersetzen); lotrechte Wandglieder heilen Stinder (Pfosten, Ver-
tikalen) mit den Spannkriiften ¥V, schrig gerichtete Wandglieder
werden Streben oder Diagonalen genannt mit den Spannkriiften D.
Es ist ratsam, diese Krifte in der Figur als Zugkrifte einzufthren.
Liefert dann die Rechnung positive Werte fiir diese Krifte, so
treten in Wirklichkeit Zugkrifte auf; liefert sie negative
Werte, so bedeutet dies Druckkrifte.

Die Berechnung der Auflagerdriicke 4 und B geschieht ganz
80 wie bei vollen Balken auf zwei Stiitzen mittels der Momenten-
gleichungen, da nach 8. 4 auch fiir beliebige steif verbundene
Korpergruppen die Gleichgewichtsbedingungen starrer Korper Giltig-
keit haben.

Zur Auffindung der einzelnen Stabkrifte zerlegt man durch
einen Schnitt das Fachwerk in zwei Teile, bringt an den Schnittstellen

Keck-Hotopp, Mechanik, II. 4. Aufl, : 6
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der Stibe die Spannkrifte derselben als #uBlere Krifte an und stellt
fir einen der beiden Teile, z. B. fiir den linksseitigen (Fig. 86),
die Gleichgewichtsbedingungen auf.  Bei
Kriiften in der Ebene kann man drei von-
einander unabhiingige Gleichungen anschreiben,
kann also fiir einen Schnitt auch drei Spann-
kriifte, die nicht durch einen Punkt gehen,
daraus berechnen. Bei dem einfachen Dreiecks-
fachwerke kann man sdmtliche Stibe durch
Schnitte treffen, die im ganzen nicht mehr
als drei Stibe von unbekannter Spannung durchschneiden, so daf
deren Spannkrifte statisch bestimmbar sind.

Bei der Anwendung der drei Gleichgewichtsbedingungen in
der urspriinglichen Form (Gleichung der wagerechten Krilfte,
Gleichung der lotrechten Krilfte, Gleichung der Momente fiir irgend-
einen Punkt), auf einen Fall, wie er z B. in Fig. 86 vorliegt,
wilrden in jeder der drei Gleichungen die drei Unbekannten O, D
und 7 vorkommen. Zweckmiiflig ist es wie auch schon in anderen
Fiillen (1. Teil, 4. Aufl, S. 125 u. 126) geschehen, die Rechnung
8o einzurichten, dal man fiir jede Unbekannte nur eine Gleichung
bekommt. Dies wird in solchen Fillen, wo O, D und U7 verschiedene
Richtungen haben, erreicht, wenn man nur Momenten gleichungen
anschreibt und zum Drehpunkte jedesmal den Schnittpunkt derjenigen
beiden Stibe withlt, deren Spannkraft vorliufig nicht verlangt wird.
Dies ist der Grundgedanke des Verfahrens von A. Ritter (Zeitschrift
des Architekten- u. Ing.-Vereins zu Hannover 1861, S. 412). Zur
Berechnung der Spaonkraft O (Fig. 86) stellt man fiir die am links-
seitigen Trigerstiicke wirkenden Krifte die Momentengleichung in
bezug auf den Schnittpunkt K von D und U auf; dann kommen
D und U in dieser Gleichung nicht vor, weil sie beide das Moment
Null haben, und man hat fir O eine einzige Gleichung ersten Grades.

Fig. 86.

Viollig reine Fachwerkstriiger, d. h. solche, welche nur an den Knoten-
punkten belastet sind, gibt es eigentlich nicht, weil stets noch das Eigen-
gewicht der Stibe als gleichformig verteilte Last auf alle wagerecht oder
schriigliegenden Stibe biegend einwirkt. Doch sind diese Biegespannungen
meist so gering, daB sie vernachliissigt werden konnen. Man beriicksichtigt
das Eigengewicht der Stibe dadurch, daB man dasselbe je zur Hiilfte auf ihre
Enden tbertragen devkt, und kann daun Briicken und Dachtriiger als reine
Fachwerke behandeln.
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b) Dachtriiger,

auch Dachbinder oder Dachstiihle genannt. Die Dachdeckung
(Dachhaut) wird durch ihr Eigengewicht, sowie durch Schnee- und
Winddruck belastet, die alle als gleichformig verteilte Lasten
wirken. Damit nun die Dachtriiger nur in den Knotenpunkten be-
lastet werden, legt man fiiber die Knotenpunkte Quertriiger, so-
genannte Pfetten (ihnlich den Zwischentrigern in Fig. 85), und
diese Pfetten nehmen die Dachlast entweder unmittelbar auf oder
durch Vermittlung sogenannter Sparren, so dafll die meisten
Dachtriiger als reine Dreiecksfachwerke zn berechnen sind.

Beispiel 1: Berochnung der Spannkriifte eines belgischen
Dachtrigers von 16m Spannweite. Die Anordnung des Trigers zeigt
Fig. 87a. Im Grundrisse (Fig. 87b) mbgen die Triiger 4, B, und A, B, um
A, A,=4m voneinander abstehen. Die Spannweite werde durch Pfetten,
die fiber den Knotenpunkten de¥ Obergurts liegen, in acht gleiche Teile von
2m geteilt. Da die gleichmiBige Belastung des Grundrisses der Dachfliiche

Fig. 87.

e

e

By

A —

sich gleichmiig Uber die Pfotten verteilt, und da die Pfetten fir die Be-

rechnung als Einzeltriiger (nur von Dachtriiger zu Dachtriiger reichend) an-

gesehon werden, 80 erkennt man leicht, daB ein beliebiger Knoten G des

Obergurts die Last zu tragen hat, welche auf das im Grundrisse punktierte
G*
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Rechteck von 2mx4m=8m" entfillt, Rechnet man als Gesamtlast (ein-
schlieBlich Schnee- und Winddruck) 180k fir 1m* Grondfliche, so ergibt
sich als Last jedes Knotens des Obergurts P==180.8=1440%. Die halb
so groBe Belastung, welche auf die Endpunkte 4 und B kommt, beeinflut
wohl den Druck auf die stiitzenden Wiinde, bringt aber, weil sie unmittelbar
auf die Stiitzpunkte tibertragen wird, in den Fachwerkstiiben keine Spannkraft
hervor und bleibt deshalb bei der Berechnung der Stabkriifte am besten ganz
auller Betracht. Hiernach befinden sich auf dem Triiger sieben gleiche
Laston P in gleichen Abstiinden, so daB jeder Auflagerdruck A= B="/s P
wird. Es ist zweckmiiBig, die Knotenlast im Laufe der Rechnung noch all-
gemein mit P zo bezeichnen. Am Schlusse kann dann dafiir der Zahlenwert
1440 ¥¢ eingefithrt werden.

Die beiden Gurte sind durch Stibe, rechtwinklig zum Obergurt, mit-
einander verbunden, deren Spannkriifte wir, wenn sie auch nicht lotrecht
stohen, doch mit ¥V bezeichnen wollen. Die Spannkriifte der dazwischen ein-
golegten Strebon mbgen D heiBlen,

Der Obergurt habe eine Neigung tga==0,5 gegen die Wagerechte; das
gibt a=126°34'; sin a =0,447; cos a==0894; sec a==1,119; dann ist der
Abstand zwoier Lastpunkte, welcher wagerecht gemessen 2m betriigt, in der
Richtung des Obergurts A F==2 . 1,110 =2 208 m,

Der Untergurt habe eine Neigung tg #==1'/s gegen die Wagerechte;
dies gibt F==9928'; sin F==0,1645; cos F==0,9864; sec f=1,014. Der Winkel
y==IH AF zwischen beiden Gurten betriigt hiernach 17°6' mit sin y==0,204;
cos y==0,0568; sec y=1,048; tg y= 0507,

Hieraus bestimmt sich FHF = A K . tg y = 2,288 . 0,8076 == 0,683 ™, mithin
GH=2.0088=18%m und JK ==3.0,688 = 2,004m,

Fir die Teile des Untergurts gilt dann: A F'= A4 Fsec y=2,238- 1,048
=28um,

Die Ermitte- . Fig. 88.
lung der Spann-
kriifte soll an dem
dritten Fache von
links, G J K H, ge-
zoigt werden. Fithrt
man einen Schnitt

durch dasselbe,
wolcher das Ober-
gurtstiick G J, die
Strebe H J und das
Untergurtstiick HK
trifft, so betrachtet
man das links vom
Schnitte  verblei-
bende Stick (Fig.
88), bringt an den Schnittstellen die als Zugkrifte gedachten Spanukrifte
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Oy, D, und U; an und stellt fir das Gleichgewicht des linksseitigen Ab-
schnittes drei Momentengleichungen auf.

Zur Berechnung von U dient der Schuittpunkt J von O, und D, als
Drohpunkte, Dann ist JM L AK der Hebelarm von U, und zwar ist
JM=JK cos p==2,084. 0,958 = 1,978m, Der wagerechte Abstand der Knoten-
punkte des Obergurts betrigt 2m, daher ist 2=6mw, withrend die Lasten
bei E und G die Hebelarme 4 bezw. 2m haben. Es ist empfehlenswert, beim
Aufschreiben der Momentengleichungen eine bestimmte Reihenfolge fest-
zusetzen, um sich vor Auslassungen zu bewahren, Wir schreiben stets zuerst
das Moment der gesnchten Spannkraft, dann dasjenige des Aunflagerdracks und
schlieBlich diejenigen der am betrachteten Triigerstiicke vorhandenen Lasten,
n. zw. die rechtsdrehenden Momente mit positivem, die linksdrehenden mit
negativem Vorzeichen, also

O==— U, 1,098+ 35 P-6 —P.4—P.2,
woraus man leicht U,=- T,00 P
findet; das positive Zeichen bedentet eine Zugkraft,

Zur Berechnung von O, dient der Schnittpunkt H von U; und D, als
Drehpunkt. Es ist AH =2 AF=4082, Der wagerocchte Abstand @' des
Drehpunktes vom linksseitigen Auflager ist dann

@' == 4,082 - cos F=4,082 - (,0864 == 4 62m,
der Hebelarm von O, aber G H == 1,87%; mithin
0=0,-176--36P. 462 —P.0062 —P.262 und darans
0, =—940P, also Druckkraft,

Zur Berechnung von D, dient der Punkt A4 als Drehpunkt. Fiillt man
von A eine Winkelrechte AN auf die Richtung von D,, so ist AN=AJ
sing, Nunist AJ=3AE=074; tge=GH:GJ=GH: AK=1,70:2,7288
== 0,616, dem ein Wert sin e==0,524 entspricht, mithin

A N=6714-0p24=3p17,
Dann wird, weil der Auflagerdruck den Hebelarm Null hat:
0=—D,-3174+P-24 P-4,
mithin | D,=1708P, also Zugkraft.

Zur Berechnung der Spannkraft ¥, in dem Stiinder G'H muf man einen

Schnitt fithren, der aufler diesen Stinder nur noch zwei Stiibe trifft. Dieser
Bedingung gentigt ein schriiger, etwa in der Richtung der Streben gefithrter
Schnitt durch Oy und U;, wenn wir
der Ktirze wegen die Stibe mit den Fig. 89.
Buchstaben ihrer Spannkriifte bezeichnen. :
Es entsteht dann ein linksseitiger Ab-
schnitt nach Fig. 89. Als Drehpunkt
ist wiederum A zu wiihlen. V, hat
den Hobelarm A G=447, und man
hat die Momentengleichung

0=V, 4416 P-2-4 P-4
und daraus V,==—184P (Druckkraft).

In gleicher Weise, wie hier fir die Gruppe U, 0y, D, und ¥V, gezeigt,
hat man die Berechnung der fibrigen Spannkrifte der linksseitigen Hilfto des
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Trigers durchzufihren; die Spannkrifte der rechten sind dann der linken
symmetrisch, solange Trigerform und Belastung symmetrisch sind.

Fithrt man schlieBlich P=1440%g ein, so wird Uy==10944ke; O;==
— 18536k ; D, =4 2458kg; V,=-—1930%s. Die Abmessungen dieser
Stibe ergeben sich nun wie folgt: Will man die Stibe aus Schmiedeeisen
herstellen, so erfordert, bei 700t zuliissiger Spannung, U; einen Querschnitt
von 10944:700=1563em* 1), einen solchen von 2458:700=351em"*  dabei
ist die Querschnittform gleichghiltig, doch sind

‘noch Zuschlige fir Nietschwiichung erforderlich. Fig. 90.

Bei den (gedriickten Teilen aber, die auf Knick-
festigkeit zu berechnen sind, ist auch die Linge
und die Querschnittform von EinfluB.

Der Stab O; hat eine Linge [==223gem, Ef,s
Es werde gebildet aus zwei ungleichschenkligen e
Winkeleisen 10.6,5-10m, Fig, 90 zeigh die zwei
Winkeleisen eng zusammengestellt. Das kleinste
J erhillt man dann fiir die lotrechte Symmetrie-
achse, niimlich J,=189,07¢m*. Zur bequemern StoB-
verbindung pflegt man aber die beiden L Eisen um mindestens 1,5¢m aus-
einanderzuriicken; dann wird fiir die lotrechte Mittellinie

9.85% 1.145% 10.1,9 S
J= 12+ TR T = 283,4om*,

Es ist nun noch zu untersuchen, ob nicht fir die wagerechte Schwer-
punktsachse ein noch kleineres J sich ergibt. Hierzu kann Fig. 90 unmittel-
bar benutzt werden, da das Auseinanderrficken auf dieses J keinen Einflufl
hat. Teilt man den Querschnitt des einen Winkeleisens durch eine lotrechte
Gerade in die beiden Flichenteile 55 und 10em*, deren Schwerpunkte um
4,5em in lotrechtom Sinne voneinander abstehen, so ist nach 1. Teil, 4. Aufl,
8. 319, GL 28 das Triigheitsmoment des einen Winkeleisens in bezug auf eino
wagerechte Schwerpunktmchae

6,610

_—— . i 5 1175 a
J“125'° l'+12 1-10 +M+10

Fiir beide Winkeleisen zusammen wird daher J,==2.155,6=311,2; dem-
nach ergibt die Mittelachse das kleinste Trigheitsmoment J,=2834, und
das Qndut des kleinsten Triigheitshalbmessers wird daher

13 =dy: F'=288,4:30,0=9,15 em’,

$ . ==808; 1=_"—2-§'£=74m"

win i B0
1
()= s,
Die zuliissige Druckbelastung des Stabes in der Lingsrichtung ist daher
nach Schwarz-Rankine Gl. 2, B. 67
K Fo 31,0700
= TSN L
i 5476
(l % “_=) '+ To000

il

—
+o
e

H
i
i
-

- 4,6%= 1565 0cm*,

=14030.
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Gegeniiber einer wirklichen Druckkraft von 13536% ist also geniigende
Sicherheit vorhanden. Ein Zuschlag fir Nietschwiichung ist nicht erforderlich.

Der Stinder ¥, von 137,6em Linge werde in fhnlicher Weise aus zwel
Winkeleisen 6:4.06em gebildet. Diese zwei Winkeleisen sind ebenfalls um
1,5em guseinandergerfickt; dann gibt hier aber die wagerechte Schwer-
punktsachse das kleinste Triigheitsmoment Jy==40,72, F=— 1123, daher
kloinstes i==1,0; 1:i="72,4 und
11,28 . 700

72,4
' 10000

Diese zuliissige Druckbelastung ist, gegeniiber der wirklichen Belastung
mit 1930 kg, reichlich groB; man wird aber wegen der Nietverbindungen einen
kleineren Querschnitt nicht withlen. X

Hiunfig wird man fiir O, ebenfalls etwas grillere Abmessungen wiihlen,
als oben berochnet wurde, niimlich immer dann, wenn die Liinge des Obergurts
vom Auflager bis zum First die iibliche Linge der Walzeisenstiibe nicht fiber-
schreitet. Der kleine Mehraufwand an Eisen wird dann reichlich ausgeglichen
durch die Ersparnis an StoBverbindungen. In diesem Fall ist die groBte
Obergurtspannung maBgebend fiir die Abmessungen seines Querschnitts, und
diese findet sich in O,.

 Zur Bestimmung von 0, und U/, sind drei Wege moglich: Entweder legt
man einen Schnitt um Knotenpunkt 4, wie in Fig. 92, und kann dann O,
und U, zeichnerisch wie in Fig. 91b, oder zweitens durch Anschreiben der zwei

K== ==H170%g.

Fig. 91.

Projektionsgleichungen fiir lotrechte und wagerechte Krifte ermitteln; drittens
aber liBt sich auch hier das Rittersche Momentenverfahren anwenden: Um

i s . SEB
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U, zu finden, lege man den Schnitt durch U;, ¥, und O, (Fig 93) und hat
dann fir den Momentenpunkt K (Fig. 88) U,-EFcosy=4-2, also
U’“(T.Tniz-ﬁTb’m= 10,66 P=156340k¢. Um O, zu finden, lege man den Schnitt
durch O,, V,, D, und U, und den Momentenpunkt in den Schnitt der drei
Stibe V,, D, und U, (Fig. 91), so daB alle drei das Moment Null liefern.
Dann ist, nach Fig. 88, O, EF=A (2 E Fsina) =385 P- 2,007, somit
0, =% — 11,18 P= 168904
!m ;

Bei dor obigen Berechnung der Spannkriifte war die Ermittelung der
Stablingen und Hebelarme die zeitraubendste Arbeit. In den meisten
Fillen wird man diese Lingen aus einer genauen Zeéichnung
des Triigernetzes abgreifen und dadurch viel Zeit ersparen
konnen. Es ist nicht zu empfehlen, bei derartigen Rechnungen eine weit-
gehende ziffermiiBige Genauigkeit anzustreben. Deon bei der schlieBlichen
Bestimmung der Stabquerschnitte richtet man sich nach den vorhandenen
Eisensorten und muB daher meist doch aofrunden. Auvech kommen bei der
Ausfithrung ebenso leicht kleine Fehler vor, wie beim Abgreifen von einer
Zoichnung. Endlich aber ist die ganze Berechnung unter Annahme eines
Gleichgewichtszustandes doch nur eine Aunnitherung, mit der man die wirk-
lichen Spannungen keineswegs genau ermitteln kann, Hiitte man in den obigen
Zahlenrechnungen die Hebelarme anf Dezimeter abgerundet, so wiirden sich die
Spannkriifte U;=s10800ks; 0,= — 13168%g; D,=2469 kg; V,= — 1920%g
ergeben haben; die Eisenstirken wiirden eine Anderung nicht zu erfahren
brauchen.

Am schnellsten ergeben sich die Spannkriifte solcher einfach geformten
Dachtriiger mittels eines rein zeichnerisch hergestellten Krifteplanes
(Fig. 91b). Bezeichnet man, wio auf 8, 82 die Knotenlast mit P, so ist der
Auflagerdruck A==85P. Diese 8'/s Lasten P sind durch 7'I'=A dar-
gestellt, mit den Teilen FJ=JK=KIL=P und .
L7T="/:P. Man mub nun mit den Schnitten im Fig. 92.
ersten Fache am Auflager A beginnen, indem man
(Fig. 92) O, und U, durchschneidet, dann miissen A,
0, und U, im Gleichgewichte sein, also ein ge-
schlossenes Krafteck bilden. Zieht man durch T

ig. 91b) eine Parallele zom Untergurtstab U,, durch F eine Parallele
gum Obergurtstab O,, so schneiden sich beide in M; TFM ist das go-
schlossene Kraftock, mithin ist F'M die GroBe von O,, M 7T die GriBe von (788
beide nach dem Mafstabe gemessen, in welchem P=FJ ist. In dem Kraft-
ock 7'F M mussen die Kriifte tibereinstimmenden Umfahrungssinn haben. Da
nun die Pfeilspitze des Auflagerdrucks 4 von 7' nach F weist, so mub O,
von F' nach M, U, von M nach 7' weisen. Diesem entsprechend sind die
Pfeile bei O, und U, angebracht. Ubertrigt man diese Pfeilrichtungen nun
nach Fig. 92 an die Schnittstellen, so erkennt man, daB O, eine Druck-, U,
eine Zugkraft ist.
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Nachdem so die Spannkriifte des ersten Faches bestimmt sind, fiihrt man
einen weiteren Schnitt, doch so, daB nur zwei neue unbekannte Spannkrifte
auftreten. Man legt daher den Schnitt durch den Fig. 93
soeben behandelten Stab U; und auBerdem durch Epse
¥, und O, (Fig. 98). Dann milssen die neuen unbe- | 0,
kannten Kriifte ¥, und O, den bekannten: U, A4, '

P, das Gleichgewicht halten, also mit ihnen wieder 4 {l

ein geschlossenes Kraftock bilden. Wir betrachten M /%

(Fig. 91b) als Anfangspunkt mit M I'=U,, T'F= A,

FJ==P, zichen von J aus oine Parallele zu O,, von M aus eine Parallele
tu V,, welche beiden sich in N schneiden, Dann ist J N==0,, NM=V,.
Der Umfahrungssinn ist: M T FJNM. Uber-

triigt man die so bestimmten Pfeilrichtungen, Fig. 94.

von 0, und ¥, an die Schuittstellen in Fig, 93,
50 erkennt man beide als Druckkriifte.

Den niichsten Schnitt fiihrt man nun zweck-
miiBig durch O, nnd auBerdem durch D; und
U, (Fig. 94). Die bekannten Teile des jotzt zu
benutzenden Kraftecks sind A= TF, P=FJ,
0,=JN. Zwischen die Punkte N und 7 sind nun die neuen Krifte D; und
U, einzulegen. Eine von 7' aus gezogene Parallele zo U, fillt mit 7'M
zusammen, N Q| D, bestimmt daher den Punkt @, und es ist NQ=D,,
@ I'==U,; beide erkennt man als Zugkrifte,

Die der Reihe nach zu fihrenden Schnitte sind im Zickzack derartig
anzuordnen, daB joder meue Schnitt ein vorher schon untersuchtes Gurtstiick
nochmals trifft und auBerdem zwei neue Stibe, Hiernach setzt sich der leicht
verstiindliche Kriifteplan (Fig. 91b) fort. Zu beachten ist nur, daf U, U,
und U, teilweise aufeinander fallen, d. h. verschiedens Anfangspunkte, aber
den gemeinsamen Endpunkt 7' haben. Die Druckkrifte sind im Kriifteplane
durch Doppellinien hervorgchoben.

Weiteres fiber Kriiftepliine fir Fachwerk findet sich in Keck-Hotopp,
~ Vortriige fiber Elastizititslehre, Teil IT, 8, 242 u, ff., sowie in Keck, Graphische
Statik, 8. 66 u. I |

Beispiel 2: Berechnung der Spannkriifte eines Wiegmann-
schen Dachtrigers®) von 16m Spannweite (Fig. 95). Die Berechnung der
Spannkrifte 0, U,, V;, 0,, D, und U, erfolgt ganz in derselben Weise wie
beim belgischen Dachtriiger, und wenn, wie wir annehmen wollen, die Nei-
gungen von O, 0,, U, und U, dieselben sind wie bei jenem (Fig. 87), so werden

*) Dieser Dachtriiger wird in vielen, aber nur dentschen Lehrbfichern als
sPolonceantriiger bezeichnet, obgleich ihn der Deutsche Wiegmann
1836 erfunden und seine Berechnung 1837 gezeigt hat. Polonceau hat
allerdings ohne Kenntuis hiervon, den einfachsten Fall des Wiegmann-
triigers, also ohne die Wandglieder ¥, D, D, und V, der Fig. 95 und ohne
Berechnung, zuerst gebaut 1839, Die Anordoung (Fig. 95) wird in manchen
deuntschen Lehrbiichern als ,doppelter Polonceau® bezeichnet.
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bei gleichen Lasten P auch die Spannkrifte fir die genannten Stiibe dieselben
gein. Fir die Berechnung der Stabe V,, Oy, Dy, D, und V; gelingt es aber
nicht, von oben bis unten einen Schnitt so zu fihren, daB derselbe nur drei

Fig. 95.

Stiitbe zerschneidet; vielmehr ist die Zahl der vom Schnitte getroffenen Stiibe
eine groBere. Gleichwohl sind die Spannkrifte auch dieses Triigers in leichter
Weise zu finden; nur muB der Vorgang eftwas abgelindert werden.

Man logt zuniichst einen Schnitt s, 8, durch O,, D, und U und withlt
den Schnittpunkt € der beiden ersteren zum Drehpunkte, Der Hebelarm
von U, liBt sich leicht abgreifen oder berechnen und betrigt (auf Grand
der Bemerkung 8. 88 nach Dezimetern abgerundet) 3,2m.  Danny gilt:
O=—U,-32+38pP.8—P.2—P:-4—P-6, also U;==bP.

O, und D, findet man in gleicher Weise, indem man den Schnittpunkt
von D, und U; bezw, von Og und U, zum Drehpunkte withlt.

Nun fihrt man einen Schnitt 8,8, durch O,, D,, D, und U;. Weil U,
schon berechnet ist, treten an diesem Schnitte nun drei unbekannte Spann-
krifte auf. Um beispielsweise 1), zu berechnen, benutzt man den Schnittpunkt
C von Oy und D, als Drehpunkt und behandelt die schon bekannte Spann-
kraft U in der Momentengleichung wie eine gegebone Kraft. Der Hebelarm
von D, wird 1,8, und es gilt:

0=—D, 13— U,-82+85P-8—P.4—P.6, somit
Dy=184P.

Fiir die Berechnung von O, dient der Schnittpunkt von D, und D, als
Drehpunkt; ebenso fir D, der Schnittpunkt von D, und 0.

An dem Schnitte s,8, kommen die Spannkrifte O,, D,, V¥, und U, vor,
von denen jetzt nur noch ¥, unbekannt ist; withlt man A zum Drehpunkte, so
verschwinden Oy und U, aus der Momentengleichung, und die schon bekannte
Spannkraft D, wird wie eine gegebene Kraft behandelt,

Ein schriiger Schnitt durch O,, V,, D, und U; und die Wahl des Punktes
C zum Drehpunkte wiirde nun auch die einzige noch fehlende Spannkraft V,
ergeben; jedoch erkennt man im voraus, daB V,, ebenso wie V,, gleich
~— Pcos a gein muB. Filhrt man nimlich um den oberen Endpunkt ven V¥,
einen kreisformigen Schnitt, so trennt man dadurch das in Fig. 96 besonders
gezeichnete Stiick aus dem Triiger heraus. Dieses muf unter Einwirkung der
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Krifte P, 0,, O, und V, im Gleichgewichte sein. Zerlegt man aber P nach
der Richtung von ¥, und rechtwinklig dazn in
Peos a bezw. Psin a, so mubl in ersterer Rich-
tung stattfinden:
Peosa+Vy=0 oder
Vy=—P cos a.

(Fiir V) gilt dieselbe Figur.) Nach diesen An-
gaben kann es dem Leser keine Schwierigkeiten )
machen, die siimtlichen Spannkriifte der linken 0Oy -
Hiilfte des Wiegmannschen Dachtriigers zahlen- = 'V
miilig auszurechnen. — Dem Anfiinger ist o
dringend zu raten, nach Fihrung eines Schnittes das links davon befindliche
Trigerstiick jedesmal mit den daran auftretenden Kriften besonders aufzu-
zoichnen, weil dadurch die sichere Aufstellung der Momentengleichung sehr
erleichtert wird,

Fig. 96.

¢) Ungiinstigste Belastungsart.

In den vorstehend berechneten Beispielen wurde nur eine
bestimmte Belastungsart vorausgesetzt; es wurde angenommen, daBl
jeder Belastungspunkt eine Last P trage, die aus der stirksten
iiberhaupt vorkommenden Belastung der Dachfliche abgeleitet ist.
Diese Voraussetzung trifft fir die zwei eben behandelten Dachtriger
zu, wie S. 93 /94 sich erweisen wird. Fiir anders gestaltete Fachwerke
trifft sie aber nicht allgemein zu, vielmehr wird sich zeigen, daf
in manchen Stiben des Fachwerks die Entlastung gewisser Knoten-
punkte eine VergriBerung der Spannkrifte herbeifiihren kann.

Es mufl deshalb unterschieden werden zwischen der stindigen
Belastung, die von dem KEigengewichte des Bauwerks und aller
damit fest verbundenen Teile herrithrt, und der heweglichen
Belastung, die bei Dachtriigern ans dem Gewichte einer Schneelage
und dem Drucke des Windes, bei Briickentrigern ans dem Gewichte
der die Briickenbahn befahrenden Lokomotiven, Wagen u. dergl
oder von dem Gewichte der auf der Briicke Platz findenden
Menschen (Menschengedriinge) und Tiere besteht. Beide Arten
von Belastungen sollen anniiherungsweise als gleichformig verteilt
angesehen werden; die stindige Last werde mit g, die bewegliche
Last mit p fiir die Lingeneinheit des Trigers bezeichnet, so daf,
wenn der wagerechte Abstand der Lastpunkte = A ist, die stiindige
Knotenlast G = g4, die bewegliche Knotenlast P =pa wird.
Die Lasten G' sind stets vorhanden, die Lasten P kinnen auch
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fehlen. Jede Knotenlast kann daher entweder nur aus @, oder
aus G + P bestehen,

Um nun bei einem Fachwerktriger auf zwei Endstiitzen die
Einwirkung beweglicher Lasten auf die an irgendeinem Schnitt ss
auftretenden Spannkriifte zu erkennen, denken wir uns irgendeinen
Knotenpunkt links
bezw. rechts vom Fig. 97.

Schnitte mit einer
beliebigen Last P
bezw. P, versehen
(Fig. 97). Diese &
beiden Lasten tre-
ten in den Mo~
mentengleichun-
gen, die man etwa
fir das links vom
Schnitte liegende Triigerstiick aufstellt, in verschiedener Weise
auf: beide liefern einen Beitrag zu dem Auflagerdruck 4 und
haben hierdurch mittelbar Einflul auf die Spannkriifte des Schnittes;
die linksseitige Last P gehort aber zu den am betrachteten Triiger-
stiicke wirkenden Kriiften und erscheint als solche auch noch un-
mittelbar in der Momentengleichung, wihrend dies fiir P, nicht
zutrifit.  Aus diesem Grunde miissen Lasten links und rechts vom
Schnitte scharf auseinandergehalten werden. Die beliebigen Knoten-
lasten P und P, zu beiden Seiten des Schnittes seien um % und w,
vom linken bezw. rechten Auflager entfernt. Dann ist der links-
seitige Auflagerdruck

1Y A= P"'—_zﬁ+P,I—~P-—P +P'“'

Zur Berechnung der Spannkraft O im Obergurt dient der
Punkt K des Untergurtes im Abstand z von der linksseitigen
Auflagerlotrechton als Drehpunkt, und es gilt die Momenten-
gleichung

O0=0r+ Az—P(z—u)

oder nach Gl. 1:
—Or=Pz—P3;—a:+P1 “to— Pz + Pu,
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woraus sich
— Or=Pu (l—i;) + Py, -}5

ergibt. Da nun =1 ist, so haben die beiden Glieder der rechten
Seite fibereinstimmende Vorzeichen. Zu der Druckkraft — O in
irgendeinem Teile des Obergurtes tragen also Lasten links und
rechts vom Schnitt in dbereinstimmender Weise bei. Gleiches
findet man leicht beziiglich der Zugkraft U im Untergurte. Man
hat daher den Satz:

Die Druckkrifte im Obergurt und die Zugkrifte
im Untergurt werden am grofiten, wenn alle Last-
punkte moglichst stark belastet sind.

Fiir die Strebe D liegt der Drehpunkt Z im Schnittpunkte
der Richtungen der vom Schnitte mitgetroffenen Gurtstiicke. Die
Momentengleichung lautet:

0= Dt— Aw+ P(w -+ u), mithin

D= Pw-——-—?;—uw+

=-—Pu(l+-!l—v)+Plﬂl%.

%&W—Pw—-Pu

Hiernach liefern die Lasten P und P, zu D Beitriige von
entgegengesetztem Vorzeichen. FEine Last rechts vom Schnitt
erzeugt in der Strebe Zugkraft und umgekehrt. Belastungen links
und rechts vom Schnitte vermindern sich also gegenseitig in ihrer
Wirkung. Soll nun die Zugkraft in den Streben so grofl wie
mdglich werden, so muff man die Lasten von positivem Einflusse,
d. h. die rechtsseitigen, moglichst grol machen, und umgekehrt,
Rechts vom Schnitte wird man daher die Lastpunkte durchweg mit
stindiger und beweglicher G + P, links vom Schnitte nur mit
gtiindiger Last G versehen. — Die Druckkraft in den Streben
wird am grofiten bei entgegengesetzter Belastung, d. h. wenn links
vom Schnitte volle Lasten G+ P, rechts nur stindige Lasten G
wirken. Solche Anordnung der Lasten nennen wir einseitige
Belastungen. Dies gilt fiir eine von links nach rechts fallende
Strebe; fiir eine nach rechts ansteigende Strebe ist alles ent-
gegengesetzt, weil das Moment einer solchen Strebe entgegen-
gesetzten Drehsinn zeigt.

1
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Liegt der Schnitt niher an dem rechtsseitigen Auflager, so
kann der Drehpunkt L rechts von der Spannweite liegen. Dies
indert aber, wie man leicht findet, nichts an den vorstehenden Er-
gebnissen; diese bleiben gilltig, so lange der Drehpunkt auBer-
halb der Spannweite 4 B liegt.

Anders verhilt sich die Sache, wenn der Drehpunkt L fiir
eine Strebe innerhalb der Spannweite liegt (Fig. 98). Dann ist

=—Dt+ Aw+ P(u—w),
oder mit Benutzung von GL 1:
Y N 3.

D= Pw—Ttv 7

= Pu (1 --17”) + P w, '%"

w4 Pu—Pw

Weil bei der jetzt angenommenen Lage von L die Linge w
stets <1 ist, so werden in der letzten Gleichung beide Glieder der
rechten- Seite positiv, so daf nun, wie bei den Gurtstiiben, Lasten
links und rechts vom Schnitte Wirkungen von {ibereinstimmendem
Vorzeichen hervorbringen. ODb +eine bestimmte Last in einer be-
stimmten Strebe gerade Zug oder Druck erzeugt, ist zunichst von
geringerer Wichtigkeit, als die Entscheidung der Frage, ob ein
Stab auf volle oder auf einseitige Belastung berechnet werden
mufl. Im letzteren ‘Falle sind dann in der Regel zwei Belastungs-
fille zu untersuchen: in dem einen befindet sich bewegliche

Fig. 98.

Belastung nur auf der linken Seite, im anderen nur auf der rechten
Seite. Fiir die Stinder, die nur besondere Fille von Streben sind,
gelten dieselben Gesetze.

Bei den meisten Fachwerkformen liegt der fir die Wandglieder
(Streben und Stinder) malgebende Drehpunkt auBerhalb der
Spannweite; der andere Fall kommt seltener vor.
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Daher hat man den Satz:

Die Spanukr&fte der Wandglieder eines einfachen
Fachwerktrigers auf zwei Endstitzen sind, wenn der
mafBgebende Drehpunkt auBerhalb der Spannweite liegt,
auf einseitige Belastung (das eine Mal rechts, das
andere Mal links vom Schnitte) zu berechnen; wenn
aber der Drehpunkt zwischen die Auflagerlotrechten
fallt, so mufB die Berechnung (wie bei den Gurten) fiir
volle Belastung erfolgen.

Fillt der Drehpunkt in die linksseitige Auflagerlotrechte, so
ist dies ein Grenzfall, der nach Belieben zu der einen oder anderen
Gruppe von Fillen gerechnet werden kann. Man wiirde hiernach
die betreffonde Strebe auf einseitige oder
auch auf volle Belastung berechnen diirfen.
Beide Berechnungen fithren niéimlich zu
dem gleichen Ergebnisse. Irgendeine
Last P, rechts vom Schnitt wirkt auf
den linksseitigen Abschnitt nur mittelbar
durch seinen Beitrag zu dem Auflagerdruck A ein (s. 8. 92). Da
aber der Auflagerdruck 4 in bezug auf den in seiner Richtungs-
linie liegenden Drehpunkt das Moment Null hat, so haben rechts-
seitige Lasten auf die betreffende Strebe I iiberhaupt keinen Einflufl
(Fig. 99); eine einseitige Belastung links vom Schnitte hat deshalb
dieselbe Wirkung, wie eine volle Belastung; und da die Rechnung
mit voller Belastung bequemer ist, so kann man diese, die fiir die
Gurtkrifte maBgebend war, auch fiir Stinder und Streben verwenden.
Die fiir volle Belastung durchgefiilhrte Berechnung der in Fig. 87,
S. 83 und Fig. 95, S. 90 dargestellten Dachtriiger war daher richtig.
Fir die Streben des Mittelfaches aber mufite volle Belastung
angenommen werden, weil fiir diese der Drehpunkt zwischen den
Auflagerlotrechten liegt. — Uber schiefe Belastungen durch:
Winddruck s. Keck, Graphische Statik, 8. 71.

Fig. 99.

d) Parabolischer Fachwerktriger.

; Beispiel: Parabolischor Fachwerktriiger von !=24m Spann-
weite und A, =3m Hihe in der Mitte. Der Obergurt sei gerade, der Unter-
gurt einer Parabel eingeschrieben. Die Spannweite sei durch Stinder in sechs
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gleiche Fache von der Liinge l=d4m geteilt (Fig. 100). Fir die Stinder-
hohen h gilt dann die Parabelgleichung (s. 1. Teil, 4. Aufl., B, 228, Gl b)
4h,
h= l" z(l—a),
wenn @ der Abstand eines
Stinders von einem Auf- Ia-.m---u{

lager. ‘\N:\
Fir @=4 8 12

Fig. 100.

wird h=1%s 2%y 3. o
Fir jeden der finf Lastpunkte des Obergurts sei die stindige Last
G=2000%=2¢t, die bewegliche P= Fig. 101.

10000*=10%. Es sollen beispiclsweise , ,
die Spannkriifte dd mweiten Faches be- e “,___..,.lﬂ‘

rechnet werden (Fig. 101). Fiir die Gurt- : 8 et
kriifte ist volle Belastung aller Last- A
punkte mit 24 10==12t anzunehmen; %
dann wird der Auflagerdruck 4=="%/y.12 K

==30t, Fir den Obergurt O, ist K der
Drehpunkt und hy==2%/sm der Hebelarm; die Momentengleichung ergibt daher

0=0,-%/s+A4-8=12.4, woraus

0' =—T2t "
Das Neigungsverhiltnis dos zweiten Stickes U, des Untergurts gegen
die Wagerechte (Fig. 102) ist Fig. 102.
{bg-—hl):‘=lf‘=t€,| Ad l'.t
dann ist cos y==09701, secv=1081, |  ___gm--=- xi
Der Drehpunkt fir U, ist K', N T
der Hebelarm daher h, cos »; die Mo- e ky

mentengleichung lantet: i
O=—U, %3 cos v A-4; also
Uy=T2:c08y=T72.p00v="T4,881,

Fir die Strébe D, liegt der Drehpunkt L links von der Spannweito

(Fig. 103), u. zw, weil die Neigung von U, d. h. tg v=="/s, um 4 b, =6%/s =LK'

links von K', oder um 2%/3m Fig. 103,

links von 4. lst & der Nei-

gungswinkel von D,, so gilt

dafir tgd="n,:4="2/s und
gin #==05546. Der Hebelarm

von D, wird
r=LK,  sind=2360m.
Dio 8trebe ist auf zwei verschie-

dene Belastungsarten zu be-
rechnen: Bei einseitigor Belas- *
tung rechts vom Schnitte tragen simtliche Lastpunkte die stindige Last
G =2+, wihrend nur dic Punkte 2 bis b (Fig. 100) mit beweglicher Last




T Mk TN Y

8 d. Parabolischer Fachwerktriiger. 97

P-=10t, bedeckt sind. Erstere liefern zn A den Beitrag 5/s- 2=51t, letztere
den Beitrag

(Me+ 2o +3/s 4 4/s) 10=16%/3t, so dal
A=D) + 16%/s=1212/3t
wird, Die Momentengleichung fiir L ergibt
0=D, 3,601 — A -2% 4 G- 6%, woraus
Dy =12,02¢,
Bei einseitigor Belastung links vom Schnitt wird
A'=D0 4 10-5/6=13"/at; daher Momentengleichung:
0=D,'- 3,601 — A"+ 2%/3 4 (G + P)- 6*/s, woraus
D'=—120t,

Die Strebe D, erfilhrt also, wenn die Lastengruppe P sich iiber den

Triger bowegt, Spannkriifte, die zwischen einer Zugkraft von 12,02¢ und einer
Druckkraft von derselben GriBe schwanken.

Die gleichen Belastungsarten gelten auch fiir den Stinder ¥, (Fig. 104).
Der Drehpunkt L liegt um wﬁ—-.h,iia=32w links von ¥,, um 24m links
von A. Daher gilt fir rechtsseitige ](hlutung:
0=—V,82—A:2+4 G.28 mit 4=21%st, wie bei D,,
also V,=—145t%.
Fiir linksseitige Belastung:
=V, 82— A" 244 (G+P)- 28 mit A'=13/st, wie bei D,,
also V' =0pt. :
Die Spannkraft des Stiinders schwankt demnach zwischen 05% Zug und
14,5¢ Druck.

Dieses Boispiel des parabolischen Triigers ist besonders geeignet, zu
zeigen, welchen Fehler man begehen wiirde, wenn man die Wandglieder nur

Fig. 104,

auf volle Belastung berechnete. Es wiire dann A=30%, und es wiirde nach
Fig. 103, yenn man darin die Einzellast G durch G 4 P=12 ersetat,
0==D, - 3,607 — 80 -2%/s 4 12 6%/s, daher
D, =0; und nach Fig. 104
0=—V,-82—80-24 4 12-28, daher
Vo=—12¢%,
Koeok-Hotopp, Mechanik, IT, 4. Aufl. 7
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Fiir volle Belastung ist also die Strebe D, spannungslos, und das gleiche
gilt fir simtliche Streben des parabolischen Trigers. Im 1. Teil, 4. Aufl,,
8. 230, wurde schon gezeigt, daB der parabolische Triiger ohne Streben fiir
volle Belastung im Gleichgewicht ist, daB daher diese Stibe nur durch eine
ungleichmiiBige Belastung bedingt werden. Demgemiil werden nun die vor-
handenen Streben bei voller Belastung spannungslos; auch haben dann die
Stiinder nur die Knotenlasten von oben nach den Knotenpunkten des ge-
knickten Untergurtes zu fibertragen; daraus erklirt sich der obige Wert
Vy=—12¢ fiir volle Belastung, den man in gleicher Weise fiir siimtliche

Stinder findet. Nach 1. Tell, 4. Aufl,, S. 227, ist H=’38i; =”—;}-;i die

wagerechte Spannkraft einer solchen Stangenverbindung; dies gibt hier, wo

auf 4m Liinge 12¢t, auf {=24m also 72t kommen:

i 72.24
8.3

Dieser Wert gilt fiir die Druckkriifte in simtlichen Stilben des Obergurtes

und ist zngleich die wagerochte Seitenkraft der Zugkriifte im Untergurte.

e) Parallelfachwerktriiger.

Beispiel: Triiger mit parallelen Gurten von I==24m Spann-
weite und h==3m Triigerhéhe (Fig. 105). Die Spannweite sei wiederum
durch Stiinder in 6 Fache von 2==4m Liinge geteilt; auch mbgen die Lasten
(GGF==2t, P==10t, diesolben sein wie im vorigen Beispielo, und nur am
Obergurt angreifen,

Fiir die Berechnung der Gurten ist volle Belastung stimtlicher Lnst-
punkte apzonehmen, und Fig. 105. -
zwar sind die Endpunkte | o d ¢
des Obergurtes je mit b . ¢ .
der halben Last eines »
Faches, d.h. mit 1t bezw. Y - " i ' {-
bt zu belasten. Dann 3 U K A —>
ist A==3.12=364 A

Fir 0, ist X der Drehpunkt, und man findet aus der Momentengleichung

0=0,-83+(4—6)-8—12.4:
O,=—64¢.
Fir U, ist K' der Drehpunkt, und man findet aus
3 O=— U,*8+4 (4A—06)4:

=172t

U, =404, Fig. 106.
Ubrigens braucht man bei einem derartigen ' 3%
Parallelfachwerke mit Streben, die nach der Mitte AV
hin abfallen, nur die Spannkriifte desObergurtes
zu berechnen und kann danach diejenigen des U
Untergurtes ohne weiteres angeben. Fithrt man 1

niimlich durch den Triiger einen Schnitt in der
Richtung der Streben (Fig. 106), so muf nach der Gleichung der wagerechten
Kriifte O + U==0, mithin U/==— 0 sein, d. h. in einem Parallelfachwerke
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mit Stindern haben zwei Stiibe des Ober- und Untergurtes,
welche zwischen zwei Nachbarstreben liegen, gleiche, aber
entgegengesetzte Spannkraft; mithinist O,=~U,; 0,=—U; u. 8.1,

Da der Schnittpunkt der Gurten in unendlicher Ferne liegt, so ver-
wendet man fiir die Berechnung der Wandglieder eines Paralleltriigers an
Stelle der Momentengleichung zweckmiiBig die
Gleichung der lotrechten Kriifte. In dieser Fig. 107
kommen die Gurtkriifte, weil sie wagerecht sind, it ot
nicht vor; mithin erreicht man dasselbe, was sonst i £ X 7
mit der Momentengleichung erzielt wurde, niimlich :
daB man fir die gesnchte Epannkraft nur eine H Dy
einzige Gleichung aufzustellen braucht. A lﬂ.ﬁud’

Ordnet man zur Berechnung von D, zuniichst
cine Belastung rechts vom Schnitt an, so wird der linke Auflagerdruck leicht
2u 222/st gefunden (nfimlich die stiindige Last (1t) des Endknotenpunktes
mehr als auf 8. 97 zur Berechnung von D,). Ist ¢ der Neigungswinkel der
Strebe gegen die Wagerechte, so ist D) sind die lotrechte Seitenkraft von
D,, und man erhiilt (Fig. 107) aus

O0=D,sind—A+1+42:
D,sin d=19%/st und,

D,=138278"%.
Fiir einseitige Belastung livks vom Schoitt ist A'==19'/st; und aus
() = Dy sin d— A’ + 6 4 12 findet man leicht
Dysind=1/st; Dyj=22%,
Die Spannkraft der Strebe D), schwankt also zwischen den Zugkriiften 2,22
und 32,7 ¢; Druckkraft erfihrt sis nicht, ebensowenig
D,, wohl aber D,; letzteres gibt AnlaB zn sogen. Fig. 408.
G e g enstreben, worauf hier nicht weiter eingegangen
werden soll.

Die » Bpannkriifte der Stiinder lassen sich beim
Parallelfachwerk auf die der Streben zuriickfthren, o9 WS
Fiihrt man niimlich um einen Knoten des unbelasteten
Gurtes (hier also des unteren) einen kreisformigen Schnitt (Fig. 108) und
wendet auf den herausgeschnittenen Teil die Gleichung der lotrechten Kriifte
an, 8o kommen in dieser nur ¥ und D vor, und es muf

V4 Dsind=0 oder V=-—Dsind sein.

Am Knotenpunkte K des Untergurtes (Fig. 105) treffen D, und V, zu-
ssmmen, mithin wird V,=— D, sin 0=—19%/st; Vj=—1"at. Der
Stinder ¥, erfihrt also eine Druckkraft, die zwischen 1'/s und 19%/st
schwankt.

Greifen die Lasten am Untergurt an, so iindern sich die Spannungen
in den Streben und in den Stiindern.

Eine eingehendere Behandlung erfahren die Fachwerke in Keck-Hotopp,
Vortriige iiber Elastizititslehre, Teil 11, 8. 242, und iber Graphische Statik.

weil tg d==2/1, sind=0.8,

T
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B. Elastisch-feste Korper in Beschleunigungs-
zustinden.

1. Beschleunigte Verschiebung elastisch-fester Karper.

Finem geraden Stabe werde durch eine im Schwerpunkte der
vorderen Stirnfliche angreifende Zugkraft K eine Beschleunigung p
erteilt (Fig. 109), Hierdurch entstehen Spannungen und Form-
inderungen (elastische Verlingerungen).. Es wird die Annahme
gemacht, die Formiinderungen seien bereits derartig eingetreten,
dafl gegenseitize Bewegungen der einzelnen Punkte des Stabes
nicht mehr erfolgen, daf} vielmehr alle

Teile fbercinstimmende Geschwindig- e R

keit und Beschleunigung haben. Dann g g
miissen an dem ganzen Stabe, sowie ;-'--m---» Tk
an jedem abgeschnittenen Teile des- | ‘_""L."""’i

selben nach S. 3 die Erginzungskrifte Mzp

[—mp] den wirklichen Kriften das \l‘\ «
Gleichgewicht halten, und es muf} der
Stab sich bei der Bewegung wie ein starrer Korper verhalten.

Nach dem Satze von der Beschleunigung des Schwerpunktss (1. Teil,
4, Aufl,, 8. 173) ist

p-—g, wobei M=—9-F-I

die Masse des ganzen Stabes bedeutet; ! ist die Linge, F die
Querschnittfliche, » das Gewicht der Raumeinheit des Stabes,
g die Erdbeschleunigung,

Macht man auch hier die Voraussetzung, daB die an einem
Querschnitt auftretende* Spannkraft sich gleichmaBig fiber dessen
Fliche F verteile, so ist die Spannung an der Angriffsstelle der
Kraft K 2

1) S }‘11{1 gl.?’=?3-‘;—?.

Will man 6, in Atmosphiiren (*¢/,,:) erhalten, so driicke man

? hi " aus, und es ist dann » das Gewicht eines Kubikzentimeters
in k&,

»
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Ist 0 die Spannung eines Querschnittes im Abstand z vom
freien Ende, M, die Masse des Abschnittes von der Linge @, so

muB 6 F= .M.p=§Fa:p sein, mithin
P

2 =y~ x.

) *%

 Diese mit @ verhiilltnisgleich sich dndernde Spannung ist in
Fig. 109 dargestellt. Hierbei ist die Einwirkung der Schwere nicht
beriicksichtigt, vielmehr angenommen, dafll die

Verschiebung etwa auf einer wagerechten, glatten Fig. 110,
Unterlage erfolge. : X

Es mbge nun die in lotrechter Richtung T P
befindliche Stange der Schwere unterliegen und
durch eine oben angreifende Zugkraft K eine 4 » /

Beschleunigung p lotrecht aufwirts erfahren
(Fig. 110). Dann ist die gesamte wirkliche Kraft
in der Richtung aufwirts K— Mg= K—yp F'l; E
die gesamte Erginzungskraft mit dem Sinne ab-

wirts wird Mp= %’ Flp, mithin

K=M(g+p)=yFI(1+ ﬁ)
und die Spannung am oberen Ende

3) 01=71(1+§).

Nach dem unteren Ende des Stabes vermindert sich die
Spannung ¢ wiederum nach geradlinigem Gesetze bis auf Null,

Ist die Beschleunigung p des Stabes abwirts, K aber wie
vorhin aufwirts gerichtet, mithin p<g, so kehrt in den vor-
stehenden Formeln p sein Vorzeichen um, es wird

K=y Fl (1—-*3),

0, = I(l—f)
- g
und im Abstand z vom unteren Ende
4) o= z( -2).
i g

e
Ak
h‘,i-,«.l



102 Erste Abt. B. Elastisch-feste Kirper in Beschleunigungszustinden.

Fir p =g mit K=0, d. h. fir einen frei fallenden Stab, wird
0=0, d. h. ein frei fallender Stab ist spannungslos.

Dies gilt freilich nur unter der Voraussetzung, daB sich in der Stauge
keine von der Herstellung durch GieBon, Schmieden, Walzen, Ziehen (Draht-
ziehen), Driicken u. dergl. herriihrende Spannungen vorfinden, die man auch
wohl falsche Spannungen nennt, und die selbst dann vorhanden sein kbnnen,
wenn der Stab diuBeren Kriiften villig entzogen ist. In einem mit derartigen
Spannungen behafteten Stabe tritt beim frelen Falle derselbe Spannungs-
zustand ein, als ob er von fiuBeren Kriiften frei wire; an jedem Querschnitt
ist die gesamte Spannkraft Null, doch kénnen an der Schnittfliche dann
gleichwohl innere Zugkriifte und in ihrer Summe ebenso groBe Druckkeifte
vorkommen. Solche Horstellungsspannungen lassen sich durch Ausglithen und
langsames Abkiihlen fast ganz beseitigen, Genauer lautet daher der obige
Satz: Jeder frei (ohne Luftwiderstand) fallende Kiérper, auch
wenn er nicht die Form eines geraden Stabes hat, ist span-
nungslos, abgesehen von etwanigen Herstellungsspannungen.
Die Herstellungsspannungen sind in der Regel im Innern des Korpers Zug-,
in der Niihe der Oberfliche aber Druckspannungen.

Wird einem prismatischen Stabe durch eine in seiner Mitte
angreifende, rechtwinklig zur Stabrichtung wirkende Kraft K eine
Verschiebungsbeschleunigung p erteilt (Fig. 111), so entstehen
Biegespannungen. Unter der Voraussetzang, daB die diesen Span-
nungen entsprechenden Durchbiegungen bereits eingetreten seien,
daf} also Forménderungen nicht mehr

vorkommen, haben simtliche Massen- Fig. 111.

teilchen des Stabes die gleiche Be- o 1K
schleunigung p. Die Ergiinzungs-

krifte [—mp], welche mit K im W/‘r—* —
Gleichgewichte sein miissen, bilden | LB e

eine gleichmilig f{iber die Linge

verteilte Belastung. Ist ' der Querschnitt des Stabes,  wiederam
das Gewicht der Korpereinheit, so kommt auf die Lﬂnganeinheit
das Gewicht y F, die Masse 7/g I, die Erginzungskraft » F'p:g
(dlem Sinne der Beschleunigung p entgegengesetzt). An einer
Schnittstelle im Abstande # vom freien Ende entsteht dann, wenn
wir zuniichst den biegenden Einfluf} des Eigengewichts des Stabes
vernachlissigen, ein Biegemoment

Sy X
ﬂ]l—yF!}-i)—.
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Das grofite Moment findet sich in der Angriffsstelle der Kraft K
mit z==1/al zu

=ypll
b) TMesae ngS.

Ist die Beschleunigung lotrecht aufwirts gerichtet und
wirkt auch die Schwere auf den Stab, so ist, wie auf S. 101 statt

p:g nunmehr 1 +_§ einzufithren. Ist W= J:e das Widerstands-
moment des Stabquerschnitts, so wird die stirkste Spannung
_ Mees . »F I”( go_)
0= B0 1 “sh
Mit y F'l = P (Gewicht des Stabes) wird
Pl ( p)
=g\ T
Ist der Querschnitt ein Kreis vom Halbmesser », so wird
W=1/4r7 und

2 o= grsli+5) = (1+4).

2r97 2r

Beispiel: Ein nahezu zylindrischer Baum von 12m Liinge und 0,1m
Halbmesser soll mittels eines in seiner Mitte befestigten Seiles anf ein Bau-
gerfist gezogen werden. Das Hinaufziehen erfolge aber nicht gleichmiiBig,
gondern mit einer Beschleunigung p=='/ag. Ein Kubikmeter des Holzes
wiege 600k, dann ergibt sich, wenn man diese Zahlen in Gl 6 einfihrt, die
Spannung natiirlich in Xg/m#, niimlich
600 . 122

2.0,
oder, da 1at==1kr/oms»=10000kg/i» ist (vgl. 8. 8),
a=06480t,

Will man o unmittelbar in ot erhalten, so muB man y als Gewicht
eines Kubikzentimeters = 600: 100%, 1==1200em , y=10em ginfihren. Die
Formel gilt anch, wenn bei etwaigem Hinablassen eine Verzigerung p, viel-
leicht durch Bremsung der Windevorrichtung, cintritt. Fiir gleichmiBige Be-
wegung (p=0) wird die Spannung nur */s. 64,8 ==432at,

g ==

- 1,6 =648 000,

2. GleichmiBige Drehung um eine feste Achse,

Bei gleichmiiBiger Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit o
(Fig. 112) erfibrt ein Massenteilchen m im Abstande 2 von der
Drehachse die Zentripetalbeschleunigung 2@? (1. Teil, 4. Aufl,
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S. 93); dem entspricht als Erginzungskraft die Zentrifugalkraft m # w?.
Fithrt man im Abstand z von
der Drehachse einen Schnitt,

bezeichnet die entsprechende 7 ____. i e s ro?
Querschnittfiiche mit F, die ’@' ) e
daran auftretende Spannung b
mit o, so mull die innere
Spannkraft ¢F den Zentri-
fugalkriiften des Stabteiles
zwischen der Schnittstelle und dem freien Ende das Gleichgewicht
halten, oder es muf} sein

”: 2y wh

1) cF=wme= w?M,z,,
wenn M, die Masse des abgeschnittenen Stabteiles, #, den Abstand
seines Schwerpunktes von der Drebachse bedeutet. Sind Form und
Massenverteilung des Stabes bekannt, so kann man fiir jede Schnitt-
stelle o berechnen.

Ein prismatischer Stab von der Linge 7 und dem Quer-
schnitt F' ergibt hiernach

M,=yF(Ql—=z):9, #=1"2(l+2) und

}(I-{-:J:)_ﬂ_l”——m’
92758 w9 $

Fiihrt man dann die Umfangsgeschwindigkeit c=lw des
Stabes ein, so wird

¢? T
2 o= 35 (1~7)

2
a=ﬂ(1—z
g

2
worin %g} die der Umfangsgeschwindigkeit entsprechende Geschwin-
digkeitshohe bedeutet. Diese Spannung wird am grofiten fiir
#=0, d. h. dicht an der Achse, nimlich

c?
v ool g

Dieselbe Spannung erfihrt an der Aufhingestelle ein lotrecht
herabhiingender prismatischer Stab oder Draht von der Dichte y,
2

wenn seine Linge = ;—q ist.
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Beispiel: Bei welcher sekundlichen Umfangsgeschwindigkeit erhilt ein
um seinen Endpunkt sich drehender prismatischer Schmiedeisenstab eine
Spannung yon 700st? 1m' Schmiedeisen wiegt 7800k =py. Da hier ¢

‘in /s, verlangt wird, so missen auch o, y und g auf Meter bezogen werden,

Dann ist o=="7000000 X&/ns und nach GI. 3 ,“5—7m000= rund 900m,

y 7800

also c—-133m)’|.k_
Will man mit o==700%8/em* rechnen, so mull man y=000m, dem
(tewichte eines Kubikzentimeters und g==981cm/sexs setzen, dann wird

2
ch_g"‘ []Ttl::a ==00000cm; ¢==13300em /gy,
Ein Bleistab von der Dichte y==11400%/n+ und einer Zugfostigkeit

b 13800
= 1308t erreicht diese Grenze der Festigkeit bei %:%ﬁ—q =114m

und ¢==47 m,"ltk.

Ein Ring vom Halbmesser », der mit der Geschwindigkeit ¢
gleichmiifig umliuft (Fig. 118), erfihrt ebenfalls Spannungen.
Schneidet man aus dem
Ringe ein Teilchen B

vom Mittelpunkts- \

winkel da heraus und

nimmt an, dafl sich aF

die Spannkraft gleich- \(7/4: +>4
miflig iber den Quer-

schnitt 7' des Ringes

verteile (was bei ge-

ringer Wandstiirke zuliissig ist), so entstehen an den Schnittstellen
die Spanukrifte 6 F', welche mit der Zentrifugalkraft m.r.w?=

2
% im Gleichgewicht sein miissen. Dann folgt aus dem Krafteck

2
20Fain§2—a=aF-da=m—:- und, weil
m=Zr-da-F,
g
c
O=) —= —_—
4) 79 ?’2‘?

d. i. das Doppelte von 0,.,, in GL 3 fir den geraden Stab.

s vl e KT AN

-~

AR T L N YT L Sl e (T 1
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Beispiel: Soll ein dilnner Schmiedeisenring auf die Spannung ¢="700at

g c* a 7000000
gebracht werden, so ist dazu eine Geschwindigkeitshthe 5y =37 2-7800

=450m, also eine Umfangsgeschwindigkeit
e=)2g. 459 = 94 m/yex,

erforderlich. Diese Umfangsgeschwindigkeit darf von einem schmiedeisernen
Schwungrade nicht fibersohritten werden, wenn o==700 st als zuliissige Span-
nungsgrenze angenommen wird. Ein Bleiring gelangt schon bei ¢ =47 Vi
== 47 . 0,707 = 83 m/gek. (vgl. das vorige Beispiel) an die Grenze der Festigkeit.

Spannungen der Ringe eines Mithlsteines. Kinen Miihlstein
pflegt man aus einzelnen Stiicken zusammenzukitten, da es schwer
hiilt, bei einem natiirlichen Steine solcher Grifle die wilnschens-
werte Gleichmifigkeit
des Gefiiges zu erzielen.
Die Zugfestigkeit des zu-
sammengesetzten Steines
geniigt nun aber nicht,
um bei schneller Dre-
hung den Zusammen-
hang zu sichern; er
wird daher durch um-
gelegteEisenringevor
dem Zerreilen bewahrt.
Der Miihlstein habe den
Halbmesser », die Hohe %, die Dichte y,; es sei F' der Gesamt-
querschnitt der Ringe, » die Dichte derselben. Bei der Berechnung
der Ringspannungen setzen wir voraus, dal die Festigkeit des
Steines unerheblich sei, daB also der Zusammenhalt nur durch die
Ringe gesichert wird. Die Spannung o der Ringe riithrt mit dem

Fig. 114.

Betrage g, = y%’(Gl. 4) von der eigenen Masse her: nun mufl auch

noch der Betrag o,, der durch die Masse des Steines bedingt ist,
berechnet werden. Trennt man aus dem Stein einen Ausschnitt vom
Mittelpunktswinkel da ab, so entspricht einem unendlich kleinen
Ringteilchen vom Halbmesser ¢ eine Zentrifugalkraft dm o w?
mithin dem ganzen Ausschnitt eine solche von der Grofle

Al !d
w?o Xdm, worin o,=*/ar; .ldm=‘%1rTu h=m (Masse des

Ausschnittes).
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Die Zentrifugalkraft wird daher
b ’.2 da

2
% o Lrol
m Qo &’ v figrw

WL

= 3 el
sie muB von den Spannkriften o, ' im Gleichgewichte gehalten
werden. Dies fihrt mittels eines éhnlichen Kraftecks wie in Fig. 113
zu der Gleichung

o,F-da:.-mgum*:%h'garc”, WOraus

o__&kr 9
1 g 8F-"9

so daB die Giesamtspannung der Ringe wird

. h
°=°1+02='cy—(}'+7|§_;;?)-

Fiir den erforderlichen Ringquerschnitt ergibt sich dann

Fe LB hrci :
8 go—yc?

Beispiel: Soll fiir einen Mithlstein von 07m Halbmesser und 0,8m Hohe
der Querschnitt der Ringe in em® berechnet werden, so beziehen wir siimt-
liche Zahlen auf em, getzen =70, h=230, y, =00024, y=0,08 (rund),
g="981, die sekundliche Umfangsgeschwindigkeit ¢=9m =900cm, die zu-
lissige Spannung der Eisenringe o==200 (so gering, weil ein Maschinenteil
vorliegt, der nicht in fortwiihrender gleichmiiBiger Bewegung ist, sondern
bald ruht, bald umlioft, so daB auch die Spannung und somit die elastische
Dehnung hiiufigem Wechsol unterworfen ist. Auch kommen noch Spannungen
durch die Widerstinde des Mahlgutes hinzu, die nicht genau angebbar sind.)
Man erhillt daher:

P 1 0,0024-30-70.9002

3 981200 — 0,008, 9007
Dieser Gesamtquerschnitt ist auf mehrere, zweckmiifig angeordnete Ringe zu
verteilen.

= 7'3 om?

3. Ungleichformige Drehung um eine feste Achse.

Die Drehachse moge mittels eines Vierkantes dem Stab eine
Winkelbeschleunigung & (Fig. 115) etwa links herum erteilen;
dann hat ein Massenteilchen m im Abstande 2 von der Achse
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aufler der von der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit w her-
rithrenden Zentripetalbeschleunigung ¢ w? noch eine Umfangsbeschleu-
nigung z¢&. Als Ergiinzungs-

kraft tritt daher aufler der Fig. 115.
JZentrifugalkraft noch eine

&
Kraft me e auf, welche recht- ® —y
winklig zur Stabrichtung — ( W
in Fig. 1156 abwiirts — ge- WBEIAE &
richtet ist. Die Spannkriifte : _j?ﬁmm -
einer  Schnittstelle haben "F‘Eﬁ_ B

daher nicht nur einer Liings-

kraft, sondern auch quer ge-

richteten Kriiften das Gleichgewicht zu halten; letztere verursachen
ein Biegemoment und rufen an der Schnittfliche ein Spannungs-
moment hervor. Die Zentrifugalkrifte bedingen eine iiber die
Schuittfliche gleichmiiflig verteilte Spannung o;, welche nach
GL 1, S. 104 zu berechnen ist. Ist o, die stirkste Biege-
spannung an der Schnittstelle, und ist 2B das Widerstandsmoment
der Querschnittfigur, so ist 0,30 das Spannungsmoment. Zum
Biegemomente fir Querschnitt z liefert das eine Massenteilchen m
den Beitrag m s &(s—g). Dies ist von 2=z bis #=1zu integrieren.
Daher wird

s
0, W=M= ejnw(.e—z] :
Darin ist m = gF.d 2, wenn I, der Querschnitt im Abstande #
von der Drehachse,
Gehen wir nun wieder zu einem prismatischen Stabe mit

F.= F und mit m=§F-d: iiber, so wird

it _Zep(ie_ P
aﬂB—-geF({z —xz}d:-geF 3 Y

v

Fiihrt man die Umfangsgeschwindigkeit ¢=lw und die Umfangs-
beschleunigung p=le ein, so wird

o=at o=yl (1=5) + 5"~
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Der gefihrliche Querschnitt liegt (wie bei gleichformiger Drehung)
dicht an der Achse mit z =0, und es wird
fc’ + 2T
l2q ErUN

Beispiel: Solchen Spannungen sind besonders Degenklingen ausgesetzt,
wenn ihnen durch die Hand des Fechters eine heftige Drehbeschleunigung in
der Richtung quer zur Schiirfo erteilt wird. Nimmt man den Querschnitt
anniihernd als Rechteck, die Breite b==160cm  die Dicke d == 04 cm, die Linge
=90 em an, so wird =1/ F'd, Die Spannung o, ist in solchen Fiillen
unbedeutend, da die einzelnen Bewegungen viel zu kurze Dauer haben, als daB
bedeutende Umfangsgoeschwindigkeiten ¢ entstehen kinnten. Es sind hier

nur die Umfangsbeschleunigungen wichtig. Wir sefzen daher
a 9, 2
SAOp pIrI ?’E‘:‘I b2 90_%’4!-7

g 3 g d g 04 g
Bs eorfordort dies (nach 1. Teil, 4, Aufl., 8. 326) ein Kraftmoment der Hand

1 1 1p £
m=¢J=—§~ﬂf!’l,=-§-le=-§—i—rf’l':l?,m:—;cmkg.

Onon

Ist in einem besonderen Falle p=>5g, so wird die stirkste Spannung
a=16200t, das Kraftmoment der Hand I = 64,8 cmkg, Daraus erklirt es
gich, daB bel einem golibten Fechter, der ein groBeres I zu leisten vermag,
die Klinge durch einen Lufthieb zerbrechen kann, wozu auch noch der hier
nicht berficksichtigte Lnftwiderstand beitrigt.

C. Forméinderungsarbeit elastisch-fester
Korper.

Wiihrend unter B die infolge der beschleunigten Bewegung
auftretenden Spannungen und Spannungsmomente berechnet wurden,
gollen nun die Vorginge beim Entstehen der Spannungen und
Formiinderungen untersucht werden. Es kommt hierbei vor allem
auf die Bestimmung der bei der Formiinderung von den &ufleren und

* inneren Kriften verrichteten Arbeit, der sog. Forminderungs-

arbeit, an.

1. Arbeit bei der Verldngerung und Verkiirzung
gerader Stébe.

Ein prismatischer Stab von der Linge 7 und dem Querschnitt '
sei an dem einen Ende (links in Fig. 116) befestigt; am anderen
freien Ende wirke eine im Schwerpunkte der Endfiiche angreifende
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Zngkraft K. Diese Kraft soll aber der Grofle nach nicht gleich-
bleibend sein, sondern sie soll langsam und stetig von Null bis zu
einem Werte P so anwachsen,

daBl sie stets mit den in den o

einzelnen  Stabquerschnitten  p=-=-—-- v “"J,_M
auftretenden  Zugspannungen . 24 Jdx

im Gleichgewicht bleibt, also . e
die eintretende elastische Ver- s
lingerung des Stabes ohne eine t P

nennenswerte  Ansammlung
von Arbeitsvermigen in ihm erfolgt. Dem beliebigen Zwischen-
werte K der veriinderlichen Kraft entspreche eine Verlingerung z,
mithin ein Verlingerungsverhilltnis oder eine Dehnung &, =g:1
(s. 8. 7), wihrend

dem Endwerte P Fig. 117,

der Kraft eine - v
Verliingerung 41, 12
alsoeineDehnung

e=Al:l zuge- z

hiore. Bei einer A ﬁ _
unendlich kleinen Ehcar J’i
Zunahme  der . e |
Verlingerung = ¥

um d z verrichtet
K die Arbeit #

dW=K-dg. Setzt man nun K= Fo,, P= Fo, so wird auch

dﬂI = Fﬂ,z : dE.
und die Gesamtarbeit bei der Verlingerung Al=1l¢:

1) A= Fi(o, de,.
0

Diese Beziehung zwischen o, und &, wird mittels der Dehnungs-
linie (s. S. 7) zum Ausdrucke gebracht. Hat diese fiir den vor-
liegenden Korper die Form HG A B C (Fig. 117), wobei die von A
aus gemessenen Abszissen die Dehnungen &, die zugehirigen
Ordinaten aber die Spannungen o, bedeuten, so wird der Ausdruck
Oy+dég, in der letzten Gleichung durch den schraffierten Flichen-
streifen der Dehnungslinie (Fig. 117) dargestellt; sein Integral
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ergibt daher die ganze Fliche von A bis zu dem Endwert 6= AL
der erzeugten Dehnung, d. h. die Fliche AJ L, so daBl die zur
Verlingerung um Al=l¢ erforderliche Arbeit wird:

2) U=F.1-AJ L.
Ist die Dehnungslinie bekannt, so kann man die Fliche 4 J L stets
ermitteln.

Fiir die weiteren Entwickelungen nehmen wir
ein gleichbleibendes Verhidltnis zwischen Spannung
und Dehnung an, setzen also voraus, daB die
Spannung 2 an der Elastizitits- oder Propor- Fig. 118.
tionalititsgrenze nicht dberschritten werde (vgl J
S, 6). Dann ist AJL ein Dreieck von der ¢
Fliche */ace (Fig. 118), so dafl !

3) =1 Floe=1a P-Al $ 4
wird, wofiir man wegen £= 0:F auch schreiben kann

Flo?
Bezeichnet man den Rauminhalt F'! des Stabes mit ¥V, so

wird noch einfacher
Vao?
5) : A= 3E
Dies ist die Arbeit, welche erforderlich ist, um einen prisma-
tischen Stab vom Rauminhalte ¥ aus dem spannungslosen Zustand
langsam in den Zustand einer iiberall gleichen Spannung o zu ver-
setzen.

Am leichtesten zu merken ist die Fig. 119.
Form %A=1/a P-4l, d. h. gleich dem
Inhalt des Dreiecks in Fig. 116, unten;
/3 P ist die mittlere Kraft, 47 der Weg
des Angriffspunktes.

Bei Gl 5 ist zunichst auffillig, dal
die Verlingerungsarbeit nicht von dem Querschnitt und der Linge
des Stabes im einzelnen, sondern nur von seinem Inhalte ¥ abhiingt,
daB also ein langer Stab von kleinem Querschnitte dieselbe Arbeit
zur Erzeugung der Spannung & erfordert, wie ein kurzer dicker Stab
(Fig. 119), wenn beide nur gleichen Rauminhalt haben. Es erklirt
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gich dies (abgesehen von der vorstehenden Ableitung) daraus, dafl
die Arbeit ein Produkt aus dem Wege 41 =10: F und dem Mittel-
werte der gleichmillig von O bis P anwachsenden Kraft, d. h.
g P=1/930 F ist. Bei dem diinnen, langen Stabe ist /2 P ver-
hilltnismiifig klein, 47 aber grof; bei dem dicken Stabe dagegen
ist 1/ P grofl und 47 entsprechend kleiner, so dall das Produkt
in beiden Fillen den gleichen Wert erhiilt.

Wendet man auf diesen Vorgang der langsamen Verlingerung
das allgemeine Gesetz der Arbeit (1. Teil, 4. Aufl, 8. 174, Gl 1) an:
2Vaomut—ame?= 2N, + 2U;,
so ist die Zunahme des Arbeitsvermdgens= Null zu setzen, da
weder zu Anfang noch zu Ende eine nennenswerte Geschwindig-
keit vorhanden ist. Daher mufl die Summe der fufleren und der
inneren Arbeiten Null sein. Da nun die Arbeit der Aufleren Kraft

2
W= ?VGE gefunden wurde, so muf} die Arbeit der inneren Spann-
krifte

Vo? I g §
6) ﬁ;—-—-.z-E==—-~2—Al seln.

Kehrt der Stab aus dem Zustande der Spannung o langsam
in den spannungslosen Zustand zuriick, so hat die Richtung der
Bewegung des Angrifispunktes der Zugkraft entgegengesetzten Sinn

im Vergleiche mit dem Sinne der Kraft, mithin kehrt sich das

2
Vorzeichen von A, um, es wird A= -—--g%,—; zugleich wird
dann A=+ Fat,
y R

Wird ein Stab durch eine allmihlich anwachsende Druck-
kraft um 47 verkiirzt, so verrichtet die Kraft eine positive Arbeit,
weil bei der Verkiirzung eine Bewegung des Stabendes im Sinne
der Druckkraft erfolgt. Diese Arbeit berechnet man in gleicher
ngEf. Die
Ubereinstimmung ergibt sich auch schon daraus, daf} die Ver-
tauschung der Zugspannung -+ ¢ mit der Druckspannung —o
in 62 keine Anderung herbeifihrt. Man hat also den Satz:

Wird ein Stab vom spannungslosen Zustand aus
durch eine von O bis P anwachsende Zug- oder Druck-

Weise wie die Arbeit der Verlingerung zu A= -+
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kraft innerhalb der Elastizitdtsgrenze allmihlich ver-
lingert bezw. verkiirzt, so ist in beiden Fillen die
duflere Arbeit positiv, die innere negativ; fir die
Rickkehrin den spannungslosen Zustand gilt das Ent-
gegengesetzte. Der absolute Wert dieser Arbeiten ist

V o? : .
7) E"E, wobei O'—-j.,:.

Es ist niitzlich, die Verlingerungs- und Verkiirzungsarbeit,
welche prismatische Stibe aus verschiedenem Stoff innerhalb der
Elastizititsgrenze ertragen konnen, vergleichend zusammenzustellen.
Man bezieht diese Arbeiten zweckmilig auf 1°™ Rauminhalt, hat

_also mit V=1 nur 51‘, T berechnen, wobei 0= 2 bezw. d (Span-
nungen an der Elastizititsgrenze) zu setzen ist. Auf Grund der
Zahlenwerte der Tabelle S.'9 ergeben sich dann folgende Arbeits-
werte in ©o%8/gp ,

Formiinderangsarbeit o%: 2 & bis zur Elastizititsgrenze fiir 1 em',

Stoff ﬁ_\forl!iugerungsarbeit Verkﬂr:ungsarb.eit._
GuBelsen . . .+ . - : -1—0%%03 =08 | & T%% =18
Stabeisen . . . . . —% % = (,64 % E%.%.?O—;—m == (,64
GB35 o % % =46 % % — 46
Holz 0 e A WN % % = (0,216 -12— —1—3—3%%6— = 0,10
G R %%=0@58 %i%o%ig%o’ 1,05
Kautschuk . .. . }2— —21%2— =20

Hierbei ist zu beachton, daB GubBstahl 7 mal soviel Arbeit ertragen kann
wie Stabeisen, withrend seine Elastizititsgrenze noch nicht 3 (genauer 4500: 1600)
mal so hoch liegt. Wo es sich daher um die Aufoahme von Arbeiten
handelt, kann der kostspielige GuBstahl vorteilhafter sein als Stabeisen.

. Klﬂk-Botnp,.Iuhulk IL 4. Aufl, 8
)
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und seine elastische Verlingerung betrigt 4110=-—g
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Holz ergibt griBere Verlingerungsarbeit als GuBeisen; es ist in dieser Be-
ziohung der kleine Wert von F, d. h. die griBere Nachgiebigkeit von Nutzen.
In erheblichem MaBe giinstig ist dieser Umstand beim Kautschuk, Dieser
Stoff ist bei gleichem Rauminhalte dem GuBstahl etwa 4,8 mal tberlegen.
Kautschuk wiirde daher fiir Federanordnungen, bei denen es sich um die Auf-
nahme von Arbeit handelt, der vorteilhafteste Stoff sein, wenn er eine gréBlere
Dauer hiitte. In fritherer Zeit hat man bei den Eisenbahnfuhrwerken die
Kautschukfedern in groBem Umfange verwendet, hat aber gefunden, daf
Kantschuk seine guten Eigenschaften zu bald verliert. Guter Kauntschuk kann
froilich im spannungslosen Zustande unter gewissen hier nicht weiter zu be-
sprechenden Umstéinden 80 Jahre lang gut elastisch bleiben; im gespannten
Zustande aber wird er bald briichig und hart.

a) Einwirkung plotzlicher Belastung. Hingt ein Korper vom
Gowichte @ ruhend am unteren Ende eines lotrechten, oben be-
festigten Stabes vom Querschnitt F' und der Linge 7, so herrscht
in dem Stabe, dessen Eigengewicht wir vernachlissigen, die Spannung

8) 60=Q:F'

l

Wird aber der zu Anfang in geeigneter Weise unterstiitzte
Korper mit dem unteren Ende des spannungslosen Stabes ver-
bunden und dann seiner Unterstiitzung plotzlich beraubt, so iibt der
Stab im niichsten Augenblicke noch keine Kraft auf den Korper
aus, weil er noch die Liinge /! des spannungslosen Zustandes hat.
Der Korper steht also anfinglich unter alleiniger Wirkung der
Schwere und wird eine lotrechte Bewegung mit der Fallbeschleu-
nigung beginnen (Fig. 120, linke Seite).  Hierbei erfihrt der Stab
eine zunehmende Verlingerung, also auch eine wachsende Spannkraft,
die dem Gewichte @ entgegenwirkt. Aber erst, wenn der Korper

um die Grofle di,= gesunken ist, hat die Spannkraft die

Q1
GroBe ) erreicht, so dal in diesem Augenblicke die Beschleunigung
des Korpers Null betriigt. Da bis hierher die Bewegung eine be-
schleunigte war, so wird der Korper eine gewisse Geschwindigkeit ¢
erlangt haben, die erst bei weiterer Verlingerung des Stabes, bei
weiterem Anwachsen seiner Spannkraft, allmihlich zu Null gemacht
werden kann. Der Stab wird also eine grofite Verlingerung
41> 41;, daher auch eine stirkste Spannung o> 0, erfahren.
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Diese Werte 47 und o lassen sich mittels des Satzes der Arbeit
herechnen.

Zu Anfang hatte der Korper die Geschwindigkeit Null, das
gleiche findet statt in dem Augen-
blicke der stirksten Verlingerung Fig. 120.
der Stange (Fig. 120, rechte Seite);
denn wenn im niichsten Zeitteilchen
dt die Weglinge ds Null betragen
soll, so muBl v=ds:dt=Null
gein, In dem Verlaufe der Abwiirts-
bewegung ist daher die gosamte
Anderung des Arbeitsvermdgens des
Korpers Null, somit auch die ge-
samte Arbeit. Nun verrichtet das
Gewicht @ die Arbeit Q-41, dar-
gestellt durch ein Rechteck. Die
Arbeit der inneren Kriifte aber be-
triigt, wenn der Stab vollkommen -elastisch bleibt, lings eines

2
Weges 41 (nach GL 6, S. 112): —K-O—— P 41, dargestellt

durch ein Dreieck, in welchem P den (groften) Fndwart der Spann-
kraft, d. h. o' bedeutet. Die absoluten Werte beider Arbeiten,
d. h. die Inhalte der beiden Figuren, milssen einander gleich sein,
damit die Arbeitssumme Null werde. Also wird

soFAl=QAl, oder
9) 0=2Q:F=20, und ebenso
10) di=24Il,. !

In der tiefsten Lage betrigt die Spannkraft des Stabes
0F=2Q; der Korper steht dann einen Augenblick unter Ein-
wirkung einer aufwiirts gerichteten Mittelkraft 2Q— Q= @
und erfihrt dadurch eine aufwirls gerichtete Beschleunigung g.
Diese Spannkraft wird so lange fiber die Schwere das Ubergewicht
haben, bis wieder die Gleichgewichtslage erreicht ist. Der Korper
wird aber erst wieder die Geschwindigkeit Null haben, wenn er
um h gestiegen ist, wenn die positive Arbeit des sich verkiirzenden

|
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Korpers gleich dem absoluten Werte der negativen Arbeit der

Schwere, wenn also

V o?
eE- 9

geworden ist, setzt man hierin V=FI, 6=2Q:F ein, so

entsteht =2 -FQ{': =241,=41, d. h. der Korper kommt auf die
urspriingliche Hohe zuriick, und nun kehren die Vorginge der ersten
Auf- und Niederbewegung fortgesetzt wieder, Eine solche, in
gleicher Weise zwischen zwei Orten hin- und hergehende Bewegung

nennt man eine Schwingung. Wir haben daher den Satz:

Wird ein elastischer Stab plotzlich der vollen
Einwirkung eines Gewichtes unterworfen, so erfihrt
er dadurch eine stirkste Spannung, welche das Doppelte
der Gleichgewichtsspannung betrigt. Der an dem
Stabe hingende Kdrper fiihrt zwischen der hdchsten
und tiefsten Lage Schwingungen aus, u. zw. um die
Gleichgewichtslage als Mitte. Diese Schwingungen werden
durech Luftwiderstand und dadurch, daf der Stab sich nicht voll-
kommen elastisch wverhiilt, allmiblich kleiner, und Stab und
Korper gehen endlich in die Ruhe- oder Gleichgewichtslage iber.
Die duBere (somit auch die innere) Arbeit, welche zu ver-
richten ist, um den Korper @ erstmals aus der Ruhelage durch
plotzliche Entfernung seiner Stitzung in die tiefste Lage zu
bringen, betrigt das Vierfache wie bei langsamer, bis zu @ zu-
nehmender Belastung des Stabes. Wahrend ndmlich nach 8. 110
e=1/2Q 41 war, wird jetzt

ll) ﬂg=0-41= ..... =__:____.,=___mh

wobei aber o und 47 doppelt so groB sind, wie bei GL 5 und 6
8. 111/112.

Die verinderliche, auf den Korper wirkende Gesamtkraft
bringt man am deutlichsten zur Anschauung, wenn man die beiden
Arbeitsflichen Q-A! und 0-F-41:2 der Fig. 120 mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen ineinander schiebt, so daf man den Unter-
gchied der beiden Kriifte unmittelbar abmessen kann., Man erhalt
dann Fig. 121, welche im oberen Teil nach abwirts gerichtete,

/
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positive, im unteren Teil nach aufwirts gerichtete, also
negative Krifte zeigt; in der Mitte ist die Gesamtkraft gleich
Null. Der positive Teil dieser Darstellung
der in jeder Lage wirkenden Gesamtkraft ist
lotrecht, der negative Teil wagerecht geschrafit.
Derartige Fille plotzlicher Belastung
kommen in der Anwendung sehr hiufig vor.
Und dieser Umstand ist einer der Griinde da-
fir, dafl man (s. S. 11) bei einer statischen
Berechnung die zuliissige Spannung o, erheblich kleiner als die
Spannung an der Elastizititsgrenze wihlt. Wird z B. der Quer-
schnitt 7' des Stabes unter Apnahme des Gleichgewichts fir eine
Spannung 0,52, also F'= @:0,6# berechnet, so wird bei plotzlicher
Belastung die wahre Spannung =z (Elastizititsgrenze) werden.

Fig, 121.

Will man ein kleines Gewicht an einen Kautschukfaden, oder ein groBes
an eine Hiingestange, eine Kette, einen Kran derartig anhingen, daB in den
genannten elastischen Korpern die stiirkste Spannung nicht erheblich griBer
als die Gleichgewichtsspannung werde, so darf man dem Korper die anfling-
liche Unterstiitzung nicht plitzlich nehmen, sondern muf die unterstiitzenden
Vorrichtungen (bei einem kleinen Gewichte vielleicht die Hand, bei einem
griferen die Windevorrichtung) nur langsam senken, Dabei wird dann das
Gewicht des Korpers allmiihlich auf den Faden, die Stange oder Kette fiber-
tragen, withrend die Stiitzvorrichtung in demselben MaBe entlastet wird,
Auf diese Weise erfihrt der Korper keine nennenswerte Geschwindigkeit und
wird in dem Augenblicke, wo die Spannkraft des Fadens,
der Stange oder Ketto gleich dem Gewichte des Kdrpers Fig. 122.
geworden ist, seine Senkung beenden und im Gleich-
gewichte verbleiben. Bei verhiltnismiiBig groBen Lasten
ist dieses Verfahren schwer anzuwenden, deshalb darf
man bei der Berechnung von Hingestangen, Ketten,
Kranen u. dergl. auf diesen giinstigen Umstand nicht
sicher rechnen und wird daher die zuliissige Spannung
(fir ruhende Last) entsprechend klein anzusetzen haben.

Die Gleichgewichtsspannung 6, wird in noch
stdrkerem Grad berschritten, wenn der Korper
in dem Augenblicke, wo er auf den spannungs-

schwindigkeit ¢ im Sinne der Verlingerung der
Stange hat, indem er, etwa mittels einer Bohrung
an dem Stabe gleitend, von einer Hohe % auf einen Vorsprung am
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unteren Stabende herabfillt (Fig. 122). Ist 47 die grolite Ver-
langerung des Stabes, so hat nach deren Entstehung der fallende
Korper seine tiefste Lage und die Geschwindigkeit Null erreicht;
die Anderung des Arbeitsvermdgens zwischen der hochsten und
tiefsten Lage des Korpers ist also wiederum gleich Null. Da der
Korper um h + 41 sinkt, so ergibt sich statt GL 11

¥V ot

12) 5 5= Q-+4D),
oder, mit 4] = EE!:
¥ o Qol
b Aeh e B
Diese Gleichung gibt, nach o aufgelost:
'VQH? 2QhE

oder, wenn man V= Fl Q: F=6¢,1 also Q V=0,:1 setzt,

13) a_.o,,+Va,, +20£,z

(Ein negatives Zeichen vor dem Wurzelausdrucke hat fiir die vor-

liegende Aufgabe keine Bedeutung, da es sich nur um einen positiven
Wert o handeln kann.)

Beispiel: Der Eisenstab habe F'={ cm* Querschnitt und 7==5m =500 cm
Liinge, der Korper @ habe 100 % Gewicht und nar h==10 em Fallhthe; dann
ist die Gleichgewichtsspannung o, =25st, d. h. ganz unerheblich. Da-
gogen wird Pt s j

=25 + V625 42000 000 = 1439 at,
Infolge der Fallhohe von 10em entsteht also eine im Vergleiche mit der
Ruhospannung sehr erhebliche Anstrongung des Stabes. Die entsprechendes

Verliingorung betriigt
1439 . 500

2000000
ist also gegen Ji==10cm unerheblich,

Man erkennt hieraus, daf fir die meisten Fille 47 gegen A
vernachliissigt werden darf; dann vereinfacht sich GL 12 zu

2
14) Rl 314

Adl=a == 0,86 em |

2 E
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und anstatt GL 13 hat man geniigend genau
15) o= V2 0Oy {;- E.

In obigem Zahlenbeispiel ergibt Gl. 16 —:o== 14148 (statt 1439 at),

Diese Formel gilt fast genau auch fir die Spannung eines an seinem oberen
Ende befestigten, Im langen Seiles (Fig. 123), mit dessen unterem Ende ein
Korper vom Gewichte @ verbunden ist, falls
das Seil zn Anfang nicht gerade gestreckt,
sondern derartig schlaff ist, daB der vorher
anderweitig unterstiitzt gewesene, dann aber
losgelassene Korper die Hohe h durchfallen
muf, bis das Seil straff wird.

Endlich findet Gl 156 auch Anwendung
fur die Berechnung der Spannung des Seiles
einer Dampfwinde, wenn ein Kbrper vom
Gewichte @ mit dem anfinglich schlaffen
Seile verbunden, die Winde nun aber der-
artig in Gang gesetzt wird, daB das Seil in
dem Augenblicke, wo es straff wird, sich mit
einer Geschwindigkeit ¢ bewegt. Bezeichnet
man die dieser Geschwindigkeit entsprechende
Geschwindigkeitshthe ¢*: 2 g mit h, so muB
die Arbeit @A, welche nitig ist, um der
Last @ die Geschwindigkeit ¢ des Seiles
mitzuteilen, durch die Formiinderungsarbeit
des Seiles von der Winde auf die Last tiber-
tragen werden. Man sieht daraus, wie leicht bei unvorsichtigem Betriebe der
Winde Seilrisse entstehen konnon. e¢==2m/s )k, gibt h==0g04m==20,4cm,
was fiir Q=100% und l==5m, F==8em* Querschnitt bedingt, wenn die
Elastizititsgrenze nicht fiberschritten werden soll.

b) Stab mit sprungweise veriinderlichem Querschnitte.

Der Stab moge auf eine Linge !, den Querschnitt F, auf
eine Linge I, den groBeren Querschnitt F, haben (Fig. 124).
Bringt man ihn dann in #dhn-

g Fig. 124.
licher Weise, wie auf S. 110 be-
schrieben, durch eine allmihlich ¥
anwachsende Zugkraft in Span- f; g

nung, so wird im Querschnitt I, f/uoe—dg———"
die Spannung 0, , im Querschnitt
F, die Spannung o, aunftreten,
zwischen denen die Beziehung besteht o, F, = o, F}, mithin
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F, n
wenn man F, = n F, setst. Bei der Erzeugung dieser Spannungen
mufl die wirkende Zugkraft eine Arbeit verrichten, welche nach
GL 5, 8. 111 betriigt:

V ﬂ’ VQ 622
=TT E
oder, auf o, und I, zuriickgefiihrt:
; ¥ l )
16) A= 2EF’(I‘+n

Fir die Sicherheit des Stabes im Gleichgewichtszustande
kommt nur der kleinste Querschnitt in Frage. Der Rauminhalt
(Fo—F))1,, den der vorliegende Stab mehr enthiilt als ein solcher
mit dberall gleichem Querschnitt ¥\, ist fir den Ruhezustand
eine Verschwendung. Fir die mogliche Arbeitsleistung ist diese
Verschwendung an Stoff aber sogar schiidlich; denn ein Stab von
der Linge I, 4 I, und dem einheitlichen Querschnitt F; nimmt bis
zar Spannung o, eine Arbeit auf

17) ° == F, G +b).

Da n>1, so ist ¥, :::-91, d. h. der Stab von gleichmifliger
Stirke ertrigt, bis er auf eine Spannung o, kommt, eine groBere
Arbeit als der ungleichmiBig starke Stab von groBerer Stoff-
menge. Gegen Arbeitswirkung verstirkt wird daher der un-
gleichmiflige Stab durch Fortnahme des fir den Ruhezustand nur
Uberfliissigen. (Nach A. Ritter, Technische Mechanik.)

Diese Betrachtungen finden Anwendung auf einen Stab vom
Querschnitt F,, der auf eine ge-

ringe Liinge I, eingekerbt ist, d. h. Fig. 125.

durch Einsigen, Einschneiden oder J i 5

auf irgend andere Weise eine © I g [y
Schwichung auf die Querschnitt- El f .

grofe F, erfahren hat (Fig. 125).
Es ist dann [/, gegen I, zu vernachlissigen, und wenn man Z, als
Gesamtlinge nunmehr ! nennt, geht Gl 16 dber in:

18) Y=L L7
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withrend fir den gluichmaﬁig auf den Querschnitt F, gebrachten Stab
19 A = wa

) 2 F i g 2E'n
wird,*so dafB U A=

Die Widerstandsfihigkeit eines Stabes gegen Arbeit wird durch
Einsigen auf halben Querschnitt auf /4 vermindert; man kann sie
aber auf /2 des urspriinglichen Wertes wieder erhohen, wenn man
durch Wegnahme der Hilfte des Stoffes in zweckmilBiger Weise
iiberall den gleichen Querschnitt F, = 1/s %, herstellt. Noch mehr-
fach wird sich das Ergebnis zeigen, daf Korper iberall
gleicher Sicherheit hinsichtlich der Arbeitsleistung
iiberraschend vorteilhaft sind. Der innere Grund liegt
darin, daf} der zulissige Endwert P der Zugkraft durch F) be-
dingt ist, dafl der @ibermiBig grofle Querschnitt F, aber die Ver-
lingerung 41 vermindert, wodurch auch das Produkt */2 P-41=1U
eine Verminderung erfihrt. GroBe Forminderungen sind fir die
Aufnahme von Arbeit vorteilhaft. Thre Verminderung durch einzelne
geschwiichte Stellen wirkt sehr nachteilig. Bei Ankertauen und
Ankerketten, die das Arbeitsvermogen bewegter Schiffe durch die
Arbeit ihrer Spannkrifte zu vernichten haben, sind Fehlstellen
besonders verhiingnisvoll.

2. Biegearbeit.

a) Prismatischer Stab.

Ein prismatischer, hei A (Fig. 126) wagerecht eingespannter
Stab werde am freien
Ende durch eine von
Null ab allmihlich bis

{4 B
auf P anwachsende : : oV 1
Kraft gebogen. « sei s A & J’
die Biegung am freien !
Ende fiir einen be- Pl B

liebigen  Zwischen-

wert K der Kraft; g

f die Durchbiegung, welche dem Endwerte P der Kraft entspricht.
Da nun nach GL 7, 8 47:

e
Tt % % )
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d. h. K mit z verhiltnisgleich, so ist die Beziehung zwischen beiden
GroBen wiederum ein Dreieck B, C; D, mit B, €, =f, C, D, = P.
Das Arbeitsteilchen von K ist K-dg, gleich einem Flichenstreifen
des Dreiecks, die Gesamtarbeit daher gleich dem Inhalte des ganzen
Dreiecks, d. h.

1) =12 Pf;

es ist wieder !/a P der Mittelwert der verinderlichen Kraft, / die
Weglinge., Weil nun

¢ S L
i I=3m3
/ P23
80 wird zunichst U= ]
und weil ferner Pl= ai:—, so ergibt sich
1J1 a?
3) U= 6 e B’

wobei o die stirkste Biegespannung ist, J und e die bekannte
Bedeutung (S. 23) haben. Setzt man J= F'i? (s. 8. 67), wo i der
Triigheitshalbmesser, so entsteht

1
H—#Ft I‘ oder

V2 o"'

4 =g

wenn wiederum F1l= V den Rauminhalt des Stabes bedeutet.
Das Verhiltnis é:e ist nur von der Form, nicht aber
von der GroBe des Querschnitts abhdngig. Mithin ist
bei bestimmter Querschnittsform

die zur FErzeugung einer be- Fig. 127,

stimmten Biegespannung ¢ er-  tee-ooooooooee oL S >

forderliche Arbeit nur noch s ¢
von dem Rauminhalte V des :
Stabes abhdngig. Mag also ein p

Stab mit rechteckigem Quer-

schnitte lang oder kurz sein, mag er hochkantig oder flachliegend
befestigt sein — bei gleichem Rauminhalte wird die einer be-
stimmten Spannung o entsprechende Biegearbeit in allen diesen
Fillen die gleiche sein.
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Die Giltigkeit der Gl 4 ist auch nicht auf die Befestigungsart
nach Fig. 126 beschrinkt, vielmehr ergibt sich der gleiche
Wert, wenn man den Stab an beiden Enden unter-
gtitzt und in der Mitte belastet (Fig. 127, 8. 122). Es ist
nimlich wiederum 9 = /2 Pf; setzt man hierin nach Gl 12, S. 48 ©

3
Py 1"%7 fut €3=(mm=ﬂﬂ-a=)"

g0 ‘entsteht Gl 3.

Aus denselben Griinden, die auf S, 112 entwickelt wurden,
ist W= —U die Arbeit der inneren Spannkrifte des gebogenen
Stabes. Ebenso kehrt sich, wenn die Riickkehr zum s'pannungslosen
Zustande erfolgt, das Zeichen von %A und somit auch dasjenige von
A; um.

Hinsichtlich der Einwirkung einer plotzlichen Belastung ergibt
gich in Ahnlicher Weise, wie auf 8. 114—116 entwickelt wurde, daf3
die stirkste Spannung das Doppelte der Gleichgewichtsspannung
betrigt, und dal der Stab Schwingungen um die Gleichgewichts-
lage als Mitte ausfihren wird.

Fiir rechteckigen Querschnitt ist J==1/12 F'A? (S. 24), mithin
i?=11ah?, e?=14h?, i*:¢*=1:3, folglich ergibt Gl 4

Fir Kkreisformigen Querschnitt ist J=14Fr? (8. 26),
i2=1/4r?, e?=r?, daher

6) "=

—
e )

Die Biegearbeit ergibt sich in diesen beiden Fiillen (Gl 5 und 6)
nur zu /o bezw. '/is der Arbeit bei der Lingeninderung (8. 111,
Gl 5). Es erklirt sich dies folgendermalien: Bei der Verlingerung herrscht
an allen Stellen aller Querschnitte die gleiche Spannung o, mithin wird
bel einem gezogenen Stabe die Festigkeit bis zu dem gewlinschten Grade
vollstiindig ausgenutzt, withrend beim gebogenen Stabe die stiirkste Spannung
nur in dem einen Querschnitte, wo das Moment den griBten Wert erreicht,
‘vorkommt, sich in der Liingsrichtung jedoch bis auf Null vermindert. Aber
auch in dem Querschnitte des griBten Momentes kommt die stiirkste Spannung
nur im groBten Abstande von der Nullinie vor und nimmt nach dieser hin
ebenfalls auf Null ab, Die Ausnutzung der Festigkeit ist daher bei dem ge-
bogenen Stabe rechteckigen Querschnitts eine recht unginstige. Beim Stabe
kreisformigen Querschnitts ist sie freilich noch etwas ungtinstiger, weil bei
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diesem die stiirkste Spannung im gefiihrlichen Querschnitte nur an den beiden
fufersten Punkten (oben und unten) vorkommt, beim rechteckigen Quer-
sohnitte aber doch wenigstens fiber zwei geraden Linien (Oberkante und
Unterkante des Querschnitts) sich erstreckt.

Der EinfluB einer Verschwichung ergibt sich in dihnlicher Weise wio
beim gezogenen Stabe, ist aber noch erheblicher als dort, wenn die Einkerbung
an den Stellen der stiirksten Spannung

(oben und unten) erfolgt. Fiir einen 8tab Fig. 128.
von rechteckigem Querschnitt ist
W=7 7. Wird dor Stab in der vL
pil | B l
Mitte (Fig. 128) oben und unten ein- 'y Tk x

gekerbt, so daB von der Hohe h nur

der Teil h, widerstandsfithig bleibt, das Widerstandsmoment also von /o d A?

suf /s dh® abnimmt, so wird die stirkste Spannung an der Einkerbung
=d }?Z Weil nun ¥V und auch die Spannungsverhiiltnisse des Stabes, ab-

gosehen von der Einkerbung, dieselben geblieben sind, so kann statt Gl O

geschrieben werden

o V a® bt

0 =g

Wird also durch Einkerbung in der Mitte h; =08 h, so ist h*= 0,01 A%, also

vermindert sich die der Spannung &, entsprechende Biegungsarbeit auf das

0,41 fache derjenigen, welche am ungeschwiichten Stab der gleichen gribiten

Spannung entspricht.

Von diesem Umstande wird z. B. in Eisenhiitten vielfache Anwendung
gemacht, wenn man Eisenstiibe durch das Arbeitsvermdgen von Hammerschliigen
zerbrechen will. Man kerbt den Stab an der gewiinschten Bruchstelle mittels
eines sog. SchrotmeiBels ein, wonach dann der hohlgelegte Stab unter dem
Hammerschlage verhiiltnismiiBig leicht zerbricht.

b) Stab fiiberall gleicher Sicherheit und gleicher Hihe.

Das Ende eines wagerecht eingespannten Stabes von der Hohe 4
werde allmihlich bis zum Wert P belastet (Fig. 129); dann er-
hilt der Stab bei fiberall gleicher Sicherheit dreieckige Grundrif-
form (vergl. 8. 42). Seine Durchbiegung wird nach S. 52, Gl 21

=_I. geine Biegungsarbeit wird daher nach 8. 122, GL 1

2EJ’
Pf BV ol ;
2 =1EJ da nun Pl=g¢ .0 50 wird

1Jid 1. .48ad

U=
it v b e Ve

A
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Jetat ist aber, wegen der Zuscharfung, der Rauminhalt V=1/2 FI,
oder 1= 2V, und weil wieder i*:¢%= 1:3, so erhilt man

8) N = 5 = g ik Fig. 129.

d. h. 3mal so grofl wie bei einem
Stab von gleichem Rauminhalt V,
aber mit dberall gleichem Quer-
schnitte; denn beim Stabe gleicher
Sicherheit tritt die stirkste Span-
nung ¢ nicht nur in zwei geraden
Querlinien von der Linge d, sondern lings der ganzem oberen und
unteren Fliiche auf.

Ein prismatischer Stab vom Rauminhalte V=1-d-h kann

! " ! l-d-h o :
nach Gl 5 eine Biegearbeit A = T ) sufnehmen. Wird

derselbe unter Fortnahme der Raummenge /27 zu einem Stabe
gleicher Sicherheit umgewandelt, so #ndert dies an seiner Trag-
fihigkeit im Gleichgewichtszustande nichts. Seine Arbeitsfithig-
keit aber wird nun, weil sein Rauminhalt 1/al.d-} ist,

vd+h od
9, = 3___1“2 A 5= g 9. Fig. 130.
Die Fortnahme der Raummenge /2 V'
hat also die Widerstandsfihigkeit gegen
Arbeit auf das 1'/afache vergrofert

(vergl. den gesperrt gedruckten Satz auf

<h

8. 121)

Auch diese Beziehungen lassen sich /:
ohne weiteres auf einen Stab von der ST
Linge ! mit zwei Endstiitzen ausdehnen,
ganz wie S. 122. Der Grundril des
Stabes erhiilt dann dieselbe Form, wie
bei nachstehend zu besprechender Fig. 130.

Beispiel: Eine Kugel von Q==10% Ge-

wicht, die sich mit ¢==4m/y Geschwindigkeit "LJ
bewegt, soll durch eine Gubstahlfeder fberall ]
gleicher, Sicherheit aufgefangen werden (Fig. 130). Welche Abmessungen

mull die Feder erhalten, wenn sie bis zur Elastizititsgrenze (4500 at) gespannt
werden soll?
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Es muB nach dem Satze der Arbeit

6F . c*
V=-;TQQ—§ sein,

Fiir GuBstahl ist nach der Tabelle (8. 113)

c:2E=4gs,
wenn man nach Zentimetern rechnet. Nun ist die Geschwindigkeitshthe
c'.l 4’
h= éﬂg‘:ﬁ:mnd U,sn.-—_-Bl]m »
daher Ve afl-—lag 80 == 522 ew?,

Wiihlt man vielleicht die Spannweite 7= 100 em, die Dicke h=1em
so mufl fir die groBite Breite d die Gleichung gelten 100.1.3/a d =522,
mithin d = 1044 em, An den Enden verlangt die Sicherheit gegen Abscherung
und die sichere Auflagerung eine kleine Abweichung von der ideellen Rauten-
form. Das Gewicht der federnden Platte betriigt etwa 4X&. Die Masse der-
selben wurde bei der bisherigen Betrachtung gegenfiber der Masse der Kugel
vernachliissigt. Der dabei begangene Fehler kann erst anf Grund der Lehre
vom StoBe (S. 138) beurteilt werden. Ohne Riicksicht anf diesen Umstand
wirde man zu dem Schlusse kommen, daB die Federplatte beim Zuriick-
schwingen die Kugel mit der Geschwindigkeit ¢ wieder forttreiben werde; in
Wirklichkeit fillt die Geschwindigkeit des Rilcklaufs geringer aus.

¢) Tragfedern der Fuhrwerke (Biegefedern).

Die Federn, welche die Wagenkasten der Fuhrwerke tragen,
haben den Zweck, die Erschiitterungen zu vermindern, welche durch
Unregelmiiigkeiten der Fahrbahn

verursacht werden. Fillt ein Fuhr- Fig. 131.

werk ohne Federn (Fig. 131), ——-——

dessen Gewicht = @ ist, in eine ]V

Vertiefung 4, so mufl die Arbeit :

der Schwere (& beim Aufschlagen
auf den Boden der Vertiefung
durch die Arbeit des Widerstandes
der Fahrbahn, sowie der lot-
rechten Krifte, mit denen die
einzelnen Teile des Fuhrwerks aufeinander driicken, aufgehoben
werden. Ist nun der Boden wenig nachgiebig, sind die Rider und
das ganze Fuhrwerk sehr steif gebaut, so dall nur geringe Form-
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inderungen entstehen, so werden jene Krifte, deren Arbeit = QA
sein muB, infolge ihrer geringen Weglingen sehr groB. Daraus
ontsteht eine Ortliche Zerstorung der Fahrbahn und eine starke An-
spannung der tragenden Teile des Fuhrwerkes; auch wird durch den
harten Aufschlag, d. i. die starke Verzdgerung, welche auf die Fall-
beschleunigung folgt, die Locke-

rung der Verbindungen (Schrauben, Fig. 132,

Niigel) erleichtert.

Wird zwischen Achse und
Wagenkasten eine biegsame Feder
I eingeschaltet (Fig. 132), so wird
beim Hinunterfallen nur noch die
(geringere) Masse der Rider und
der Achse hart aufschlagen. Der
Wagenkasten mit der Last wird
dagegen lings einer grofleren Weglinge aufgefangen, weil die Feder
nach dem Aufschlagen der Rider sich durchbiegt und durch ihre
Biegearbeit die Arbeit der Schwere aufzebrt. Infolge der betriicht~
lichen VergroBerung des lotrechten Weges des Wagenkastens nach
dem Aufschlagen der Rider wird nun die Grofie der verzigernden
Kraft so erheblich vermindert, dafl an Stelle des zerstirenden,
unangenehm fiihlbaren und lirmenden StoBes eine sanfte lotrechte
Schwingung entsteht. Gute Federn schonen also die Fahrbahn und
das Fuhrwerk, sowie die Nerven der beteiligten Menschen. Die
zaweilen benutzten Kautschukreifen sind eine Fortsetzung dieser
Bestrebungen, indem durch sie auch der Stofl der Rider und Achsen
zu einem elastischen gemacht wird.

Die Tragfedern haben eine zweifache Aufgabe: sie miissen das
Gewicht des Wagenkastens im Gleichgewichtszustande tragen, wobei
sie eine Spannung o erfahren, und miissen ferner im stande sein,
bei einer bis zur Elastizitiitsgrenze wachsenden Spannung eine Arbeit
zu leisten, welche die Stofle, die durch die UnregelmiBigkeiten
der Fahrbalm ohne die Wirkung der Federn entstehen wiirden, in
elastische Schwingungen umwandelt. Die Arbeit der Lingen-
inderung, welche nach S. 123 eine giinstige Ausnutzung des Stoffes
erlauben wirde, ist bei Stahlfedern nicht gut zu verwerten, weil
die Lingeninderung zu gering ausfallt. Die Verkiirzungsarbeit von
Kautschukbldcken hat man bei Stralenbahnfuhrwerken frither
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benutzt, aber aus den S, 114 angefihrten Griinden aufgeben miissen.
Daher verwendet man die Biegearbeit des Stahles, bei der eine
betriichtliche Forminderung mdoglich ist. Hierzu eignet sich nun
nach 8. 125 die Balkenform iberall gleicher Hohe mit gleich-
miflig verinder-
licher Breite, d.h. of
die Dreiecks- e

feder, beson-
ders gut.

Eine solche
Feder ist ge-
wohnlich in der
Mitte unterstiitat
und an beiden '
Enden durch gleiche Lasten belastet; wegen der vollkommen sym-
metrischen Anordnung betrachten wir zuniichst nur die eine Hillfte,
die an dem einen Ende als wagerecht eingespannt betrachtet werden
werden kann (Fig. 133). Fiir den Ruhezustand gilt

r

J J d-h?
1) 6'F=2°°_}T“OT_'P£‘
Mit der Ruhelast ist nach 8. 52 eine Durchbiegung
Pl g l2
% I=3%3=Fn

verbunden. Diese Gleichgewichtsbiegung f ist fiir spitere Arbeits-
leistung nicht mehr zu verwerten, denn sie entsteht ebenso wie
die Spannung ¢ schon bei dem Aufbringen der Last. Nur der

Spannungsspielraum yon ¢ bis zur Elastizititsgrenze 2 mit dem
3 g

Arbeitswerte %LE_“ nach GL 8, 8. 125 ist noch fiir die Ver-

nichtung der StoBe verfigbar. Dabei vergrofiert sich die Biegung
auf f,={f-#:0, der am Ende auftretende Biegewiderstand auf
P, = P.z:0. Die noch auszunutzende Biegearboit

Pfi—Pf_Va—a
3) Ty

wird in der Fig. 138 rechts durch das schraffierte Trapez dargestellt.

.-:f‘.‘
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Welchen Anforderungen die Feder zu geniigen hat, ist vor-
wiegend durch die Erfahrung ermittelt worden, und diese hat man
in der Weise zum Ausdruck gebracht, daf} eine einem bestimmten
Zwecke angemessene Feder eine gewisse Liange / haben mufl, unter
der Ruhelast P nur bis zu einer gewissen Spannung ¢ beansprucht
werden darf, und daf mit der Ruhelast eine bestimmte Durch-
biegung f verbunden sein mufl. Die Werte P und f bedingen
dann nicht allein die Arbeit */2 Pf bis zur Belastung mit P, sondern
auch zugleich, weil man #:o kennt, die noch weiter verfiighare
Arbeit (nach GL 3).

Man kimmert sich also bei der Berechnung der Feder nicht
unmittelbar um die ihr zuzumutende Arbeitsleistung, sondern bringt
diese (zur Vereinfachung der Aufgabe) nur mittelbar durch die
der Ruhelast entsprechende Biegung /' zum Ausdrucke. Jedoch ist,
hiermit die Fibigkeit der Feder, die Last zu tragen und dariiber
hinaus noch Arbeit zn leisten, vollkommen gekennzeichnef.

Die Querschnitthohe bestimmt sich aus Gl 2 zu

4) A ?1
die Breite hiernach aus GL 1 zu

6 Pl
% S

Der Rauminhalt Ve==1/3d.h.1 ergibt sich dahoer, wie es nach GL 8,

8. 125, auch sein muB, zu HP(;I':—.

Beispiel: Es seien gegeben:
P=1900%; f=D5em; qa=4500at,
E=26000008; ?=60cm, Dann wird nach Gl 4 und 5:

b dBOD B8
= 3500000 5 — 0
6:1900- 60

dea

0010 — 0"

Eine Feder von so groBer Breite d ist fur die Anwendung nicht gesignet.'
Sie wird daher in solcher Weise umgestaltet, daB einoe znsammengesetzte
Feder von geringerer Breite entsteht, die aber die gleiche Tragfihigkeit und
Biegsamkeit hat wie die soeben berechnete. Man teilt die Federplatte nach
Fig. 134 in eine gerade Anzahl 2m (z. B. 8) parallele Streifen, vereinigt je

Keaek-Hotopp, Mechanik, 1L 4. Aufl, 9
L]
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zwei mit gleichen Ziffern bezeichnete Teile zu einem Stiick und legt die so
erhaltenen  Streifen
nach Fig. 135 auf- Fig. 134, Fig. 130.
einander, wobei man
guniichst tber dem
Ende jedes Streifens
ein Klitzchen ange-
bracht denkt, so daf
die elnzelnen Streifen
nur dort Kriifte auf-
einander ausiiben
kinnen. Diese Kriifte
werden mit K, , K,,
K, bezeichnet,

Fig. 186 zeigt die untere Ansicht der Feder, deren Breito —ﬂ- betriigt. Die

unterste Schicht 4 B von der Linge -:‘- biegt sich bei B um

I 1\®
) fa"_*‘.:aﬁ(‘z‘{) )
n

weil der Breite !/n,d ein Trigheitsmoment /»J entspricht. Die darfiber
liegende Schicht muB bei B die gleiche Durchbiegung f, zeigen, weil die
zwischengelegten Klotzchen gleiche Biegung erzwingen. An dieser Schicht
greift (Fig. 137) bei O die Kraft X, ,

bei B die Kraft X, an. Figt man Pig. 137.

in B zwei gleiche entgegengesetzte
K, hinzn, so bilden die gegebene
Kraft K, bei C und die bei B ent-
gegengesetzt hinzugefiigte ein Kriifte-
paar M=K, - */ul, welches dem von
D bis B prismatischen Stabe nach

K 1 fl
8. 48 bei B eine Biegung um 2—3{_—{7":’_-, ortoilt. AuBerdem wirkt bei B nach

abwiirts die Kraft K,—K;, die nach 8, 47 bei B eine Biegung (X, — Xy) C/n ) i

SE[,T
erzengt. Setzt man die Summe beider Biegungen gleich f; (GL 6), so e:ht.aht
~K2-!+£3!—%—’=—K2—!,d.h.K,=K,. :
In gleichor Weise erhilt man K,= K, und K, =P; d. h. die an den
Klotzchen tibertragenen Kriifte sind simtlich gleich der Last P, Die oberste
Lage bildet (Fig. 138) einen Balken fiberall gleichor Sicherheit, dessen Spannung
':P-‘Inu=£!_e=?1h
Vad oS
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dieselbe ist wie diejenige der Platte (s. GL 1, B. 128); sie biegt sich zufolge
8. b3, Fig. 61 nach einem Kreisbogen vom

Halbmesser Fig. 138,
Eh__ 2500000-18
P T T
und die Durchbiegung des freien Endes
betrigt
SR 0
=3 "E%

wie bei der Platte (Gl 2, 8. 128), Von den ibrigen Lagen gilt d&hnliches.
Werden die Klotzchen auf die Hohe Null vermindert, so iindert sich in der
Wirkung der Federlagen nichts Wesentliches. Setzt man diese Schichtenfeder
an der gedachten i

Einspannungsstelle Fig. 139.

mit einer symmetrisch
gestollten zusammen
(Fig. 139), so ent-
steht eine an beiden
Enden je mit P be-
lastete Tragfeder, die sich bei A auf ein Achslager stiitzt. DaB man an den
freien Inden gecignete Anordnungen trifft, um die Last P sicher auflagern
zu konnen, und daB man aus ZweckmiBigkeitsgriinden den einzelnen Lagen
schon im spannungslosen Zustande eine Kriimmung gibt, hat auf die Wirkung
keinen erheblichen EinfluB,

Der Einfachheit wegen haben wir eine Feder von nur vier Schichten
dargestellt. In der Ausfiihrung withlt man statt dessen vielleicht 10 Schichten
von je 9ecm Breite.

Kommt in der Fahrbahn eine Vertiefung um A vor, in die das Rad
hineinfdllt, und vermehrt sich dabei die Durchbiegung der Feder um f, — f,
so verrichtet dioc Schwere eine Arbeit P (A -+ f, —f). Wird hierbei die Foder
bis zur Elastizititsgrenze beansprucht, so ist nach Gl 3 (8. 128):

Ph+fi—1 = (P, f, — P[).
Bei gutem Federstahl kann man die Elastizititsgrenze etwa zu #==8000 an-
nehmen, Dann wird wegen f==Dbem:
8000
fl =5'a—5-ﬁ-0—5' },78=8,9°n;
B\ == 1900 - I‘Ts == 3380 kg 3 somit

s Bl = PEH—T)
R

=1'50|n,

Um diese Hohe nur darf die Achse fallen, damit die Feder nicht fiber die
Elastizititsgrenze hinaus beansprucht werde. Bei holprigen Wegen muf man
daher ¢ kleiner annehmen.

e

B, T B, - L L
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3. Verdiehungsarbeit.

Wirkt am freien Ende eines am anderen Ende befestigten
Stabes von Zylinderform (Fig. 78, S. 72) ein von O bis M stetig
anwachsendes Verdrehungsmoment, entspricht dem Endwerte It ein
Verdrehungswinkel 9, einem beliebigen Zwischenwerte IR' der Ver-
drehungswinkel ¢, so ist fir eine Zunahme dieses Winkels um d¢
die Arbeit (nach 1. Teil, 4. Aufl, S. 268)

dA=Mde.

Weil nun nach 8. 73, GL. 4 N’ mit ¢ verhiltnisgleich wilchst,
s0 wird wie in den frilheren Ahnlichen Fillen die Gesamtarbeit
1) =1/ J.

Setzt man die Werte I und ¥ aus Gl 3 und 4, S. 73, ein,
niimlich

_ 1
m W ¥ d ol i 4 GJQ

wobei 7 die stdrkste Schubspannung bedeutet, so wird

1 2 J,yl

s 2G

oder, wenn man J, = F'i,? und 1=V setzt,

¥ ‘03
2) ﬂ == —2“ ‘a‘ ;‘1- . |
Da nun fir kreisformigen Querschnitt i,? = */a»?, so entsteht

Ve
9 it by B2

Fir rechteckigen Querschnitt von den Seiten b und A (mit
b=Hh) war (S. 78, GL 13)
2

M= o7 F-b
und nach 8. 79, Gl 16

9= oa—-”—(1+z,)

Daher wird

1(-; Fl(l-{- ) oder

4 ok "'Trﬁ( h’)
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I ginstigsten Falle, fir &=/, gibt dies
5) U= g
56 G'
im ungiinstigsten Falle aber, fir b:4 = 0:
" s G
o T

Um die Verdrehungsarbeit mit der Verlingerungsarbeit ver-
gleichen zu konnen, bedenke man, daB nach S. 78 bei gleicher
Sicherheit etwa 7=0,80 zu setzen, dall ferner G = 04 E ist,

: 1? a?
dann wird v e I‘GE'
Fiir den Vollzylinder ergibt sich nach GL 3
o?
7 A = 0,4 V-Eu.

d. h. 4/ der Verlingerungsarbeit (vergl. S. 111, GL 5). Bei einem
Hohlzylinder von geringer Wandstirke | ist annihernd i,=rv,
daher (nach Gl 2)

V a?

8) A= —2— —G’ = 08V,

also noch erheblich giinstiger als bei der Verlingerung. Die
Drehungsarbeit eines Hohlzylinders ist hiernach die giinstigste Art,
unter der ein Stab Arbeit aufzunehmen vermag.

Verdrehungsfedern.

Gerade Verdrehungsfedern werden wohl als Tirschliefer
an eisernen Pforten benutzt. Wihlt man einen Stahlstab mit
quadratischem Querschnitte von b= 04° Seite und = 120°"
Linge, so ertrigt derselbe bei einer zuliissigen Schubspannung
7 ==3600* ein Drehmoment (nach 8. 78, Gl 13)

= %—-36%-0,4’ = p] emkg
welchies, wenn die Tirklinke 50°™ von der Drehachse entfernt ist,
durch einen Kraftaufwand von 51:50 = rund 1* zum Offnen der
Pforte dberwunden wird. Der Winkel ¥, um den die Tir gedreht
werden darf, betriigt nach S. 79 mit G = 0,4 E = 880000+

L ORBBO0 e % 2-180
0_—g80000-.}00-2—~mud_., d. h =

= 115 Grad.
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Gewundene Verdrehungsfedern dienen in feiner Aus-
fibrung als Federwagen, in groBerem MaBstabe als Tragfedern bei
StraBenbahnfuhrwerken und als Bufferfedern
bei Eisenbahnfubrwerken. Fig. 140 stellt Fig. 140.
in Ansicht und Grundrifl einen nach einem
Kreise vom Halbmesser R gekriimmten
Stab dar, der bei A fest eingespaunt, bei
B und B, je mit einem nach dem Mittel-
punkte fihrenden steifen Arme von der
Linge R versehen ist; an den Enden dieser
beiden Arme wirke je eine rechtwinklig
zur Ebene des Kreises stehende Kraft P.
Die Kraft P iibt dann auf alle Querschnitte
des gewundenen Stabstiicks ein Verdrehungs-
moment P R aus und erzeugt an einem
Bogenteilchen ds einen Verdrehungswinkel
di, der aus Gl 4, 8. 73 bezw. Gl 16,
8. 79 folgt, wenn man ! mit ds vertauscht.
Boi einem Mittelpunktswinkel « des Ringes
hat man ¢ mit R« zu vertauschen, um
den gesamten Verdrehungswinkel @ zu er-
halten, und R¥ ist dann angenihert die Verschiebung CC, =/
des Angrifispunktes der Kraft P, solange es sich um kleine
handelt, da daon auch die Verbiegung
der Arme BC und B, C, vernachlissigt Fig. 141.
werden darf. P

Bei einer zylindrischen Schrauben-
feder von » freiliegenden Windungen -
(Fig. 141) hat man entsprechend ¢ mit
2nx R zu vertauschen. Hiernach gilt fir

eine Feder, deren Querschnitt ein Kreis _
vom Halbmesser », nach S. 130: R

3
9) Mm= PR—F—:{[' "2'”, und damit

_P2nxR? 4nRd B’
R B At 7k L el
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Bei der Benutzung solcher Federn zu Wagen und Kraft-
messern bedingt die Verhiltnisgleichheit von f und 2 eine gleich-
miillige Teilung.

Fir eine Feder von rechteckigem Querschnitt b-A ist nach
Gl 13 und 16, S. 78 und 79

1) mmPR=§-rhb’;
- o (T AR b?
12) f=RO=16--"% (.1+F)'

Eine kegelférmige Schrauben-
feder (Fig 142) bildet im Grundrisse
eine Spirale. Fiir einen Punkt @
im Abstande o von der Achse ist
das Moment Ppo, wechselnd von
PR, bis PR,. Ein Bogenteilchen
ds gibt einen Verdrehungswinkel

%ds=—— i?—@-dtp
{wenn ¢ der Verdrehungswinkel fiir
eine Liinge I ist) und eine Verschie-
bung des Angriffspunktes von P um

)
df=0 '-‘ o-de.
Die Gesamtverschiebung ist also

l inw
f= —fﬂg?-dqu.
tJo ‘

Man kann annehmen, daB o sich nach cinem Geradlinion-
gesetz indert, d. h.

By s 2 Ry — R
R,—R, 2nn A0 Ag = By 2nm Wy
____Ea:_f_ﬂ
do= | T A oder
2nm
dp= — it adinl
@ Rﬂ—"Rl 9
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Fir eine Feder von kreisfdrmigem Querschnitte (Halb-
messer ) gilt fir die stirkste Spannung = die Gleichung

2\ 2P R,
ll}) tM-l == ra:r o
Ferner ist nach 8. 73, Gl 4:
g
= A !, daher
A L (e
G Jy; R,— R, 2 2G Jy(R,— R,))
Pnn :
14 e 24: 3

Fir eine Feder von rechteckigem Querschnitte (b-h mit

b=h) gilt fir die stirkste Spannung v die Gl. 14, S. 78,
8 J, 3 P-Ry+b
3 O | B, L Yy
10) PR,= 3 T b daher Ty i
und fir die Verschiebung erhilt man, wenn # aus Gl 15, 8. 79

mit 0,3 statt % eingesetzt wird,

16) f=018 11(’;—"(-'-},; A —};) (R,‘—' + Rﬁ) (Iz, EY Rl).

Derartige Federn (Wickelfedern) sind als Bufferfedern der Eisen-
bahnwagen gebriiuchlich.

Beispiel: Fir die bylindrischo Schranbentragfeder eines StraBenbahn-
wagens sei JR==8 em  der Querschnitt ein Kreis vom Halbmesser r==1cm
die zulissige Schubspannung r==3600st; G==10000008t; n=8. Dann
ist die zuldssigo Belastung nach GI, 9

3600+ 1. x
P= 378 =707k,
die entsprechende Zusammendriickung nach Gl. 10
3600
f=ma-8-x-64=11,6°ﬂ .

Die denkbar leichteste Meotallfeder wiirde eine aue einer dimnwandigen
Rohre gewundene zylindrische Schraubenfeder sein.
Woeiteros Uber Berechnung der Federn gibt z. B, Kirseh in Ztschr. d.

Ver. dtsch. Ing. 1898, 8. 429,

SchluBbemerkung: Bei simtlichen vorstehenden Unter-
suchungen fiber Formiinderungsarbeit und ihre Anwendung wurde
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die Masse des elastischen Korpers vernachlissigt. Auf Grund dicser
Vernachlissigung war es zuldssig, die fir eine langsam stelige
Formidnderung hergeleitete Arbeit auch auf Fille anzuwenden, bei
denen die Forminderung mit einer gewissen Plotzlichkeit erfolgt.
Die Beriicksichtigung der Masse des elastischen Korpers und der
Beschleunigung seiner einzelnen Teile erschwert die Ldsung der-
artiger Aufgaben in solchem Grade, daB man sich fiir die meisten
Fille der vorstehend entwickelten Gleichungen bedienen wird; jedoch
darf man nicht iibersehen, daB das Ergebnis der Rechnung nur
anndhernd richtig sein kann.

Eine pldtzliche Belastung, jedoch ohne StoB, hat stets
Schwingungen zur Folge, bei denen die stirkste Spannung das
Doppelte der Gleichgewichtsspannung betrigt. Dieses Ergebnis
findet auch Anwendung auf die verschiedenen Fille der Be-
schleunigungszustinde elastischer Korper. Auf 8. 100 wurde aus-
drficklich vorausgesetzt, dafl simtliche Teile des Korpers iiberein-
stimmende Bewegung haben. Der Korper befindet sich dann in
scheinbarer Ruhe in bezug auf einen Raum, der dieselbe Bewegung
ausfihrt. War der Korper vorher spannungslos, und treten die
Kriifte, die den Beschleunigungszustand herbeifihren, plotzlich auf,
80 wird pur der Schwerpunkt des Korpers diejenige Beschleuniguny p
haben, welche S. 100 u. f. fiir seine simtlichen Teile vorausgesetrt
war. Die einzelnen Teile aber werden um die scheinbare Gleich-
gewichtslage Schwingungen aunsfiihren, bei denen die Spannungen
auf das Doppelte der auf 8. 100 u. fl. berechneten Werte anwachsen
konnen.

Da die Forminderungen elastisch-fester Korper innerhalb der
lilastizititsgrenze den  Belastungen verhiltnisgleich sind, so kaon
die Messung der Forminderung zur Bestimmung der Belastung
benutzt werden. Aus diesem Grunde finden Biege- und Verdrehunys-
federn ausgedehnte Anwendung bei Kraft- und Gewichts-
messern (Federwagen, Federmanometer, Dynamometer und dgl.).
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D. Stofs elastisch-fester Korper.

Treten zwei Korper wihrend der Bewegung miteinander in
Berithrung, und haben sie an der Beriihrungsstelle verschiedene
Geschwindigkeit, so werden sie im allgemeinen gegenseitig auf
ihre Bewegung einwirken, d. h. gegenseitige Krifte aufeinander
ausiiben. Die hiermit zusammenhingenden Bewegungserscheinungen
nennt man Stofl. Die Richtungslinie des gegenseitizgen Normal-
drucks zwischen den Korpern heifit die StoBlinie. Geht die
StoBlinie durch die Schwerpunkte beider Korper, so heilit der
StoB zentral, sonst exzentrisch, Bewegen sich beide Korper
rein fortschreitend, und zwar in der Richtung der StoBlinie, so
heiflt der Stofl ein gerader.

1. Gerader zentraler StoB.

Der stoflende Korper habe die Masse M und im Augenblicke
des Zusammentreffens die Geschwindigkeit ¢, der getroffene Korper
von der Masse M, die kleinere Geschwindigkeit ¢, (Fig. 143). Die
Korper fiben nun an der Beriihrungsstelle gegenseitige gleiche
Normalkriifte N aufeinander aus und
driicken sich gegenseitig zusammen,
bis der Abstand der Schwerpunkte S
und S, beider Korper den kleinsten
Wert erreicht hat. Bis zu diesem
Augenblicke hat sich die Kraft N, von
Null beginnend, stetig vergroBert.
Diese Erscheinungen bilden den ersten
Abschnitt der StoBdauer.  Danach :
erfolgt dann im zweiten Abschnitte des StoBes eine Wieder-
ausdehnung der Korper, wobei die Schwerpunkte sich wieder von-
einander entfernen. In dem Augenblicke der stirksteni Formiinderung,
welcher zwischen beiden Abschnitten des Stofles liegt, haben die
Schwerpunkte aufgehort, sich zu ndhern und beginnen, sich von-
einander zu entfernen. In diesem Zeitpunkt ist also die scheinbare
(relative) Geschwindigkeit der beiden Schwerpunkte gegeneinander
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Null, d. h. beide haben eine gemeinsame Geschwindigkeit w. Im
zweiten Abschnitte wirkt die Kraft im allgemeinen noch fort, ver-
zdgert M noch weiter bis auf die Geschwindigkeit v und beschleunigt
gleichzeitig M, bis zur Geschwindigkeit v,. Mit dem Eintritte
dieser Geschwindigkeiten mag die gegenseitige Einwirkung (N)
aufhoren und damit auch der Stofl beendet sein.

Es kommt darauf an, aus den Geschwindigkeiten ¢ und ¢
vor dem Stofe die Geschwindigkeiten » und v, nach dem Stofle
zu ermitteln.

In den Figuren sind die Geschwindigkeiten vor dem StoBe mit vollen
Linien, die Geschwindigkeiten im Augenblicke dor stirksten Forminderung
gostrichelt, die Geschwindigkeiten nach dem Stofle strichpunktiert gozeichnet.

Sehr einfach ist die Bestimmung der gemeinschaftlichen Ge-
schwindigkeit w im Augenblicke der stirksten Formiinderung. Die
Verzogerung p des Schwerpunktes der stofenden Masse M und die
Beschleunigung p, des Schwerpunktes der gestolenen Masse M, sind

Lol o5l
Rl A e
1) pipy= M :M,

d. b. umgekehrt wie die Massen. Die Geschwindigkeitsiinderungen
von S bezw. S, withrend eines Zeitteilchens sind p-d¢ und p, dt¢
und stehen in demselben Verhiiltnisse A, : M. Da dieses Verhiltnis
ganz unabhiingig von der sehr verinderlichen Grofle der Kraft N
ist, so miissen in demselben unverfinderlichen Verhiltnis auch die
Geschwindigkeitsinderungen der beiden Massen fiir jeden beliebigen
Teil des Stofes, sowie auch fiir die ganze Stofidauer stehen.
Daher fir den ersten Abschnitt des Stoles:

ihr Verhiiltnis

o—u_ 2,
2} “_—6'1 1 .ﬂ?'
fiir den zweiten Abschnitt:

s b, A ﬂl',
5 o,—u M’

fir den ganzen StoB:
4) g—p M [
v —6¢ M
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Aus GL 2 findet man leicht die Upbekannte

‘_l.{f_t_“ﬁ ]
M+ M

Hieraus ergeben sich die Geschwindigkeitsinderungen der
beiden Massen im ersten Abschnitte des StoBes, wenn man in c—u
und w—¢; den Wert von w nach Gl 5 einsetzt und moglichst
zusammenzieht, zu

b) H o=

6) ¢—t= c—M und

c—cl
”A_{l—-
M

7) M0 =
5 1

Diese Vorgiinge im ersten Abschnitte des Stofles sind von der
Beschaffenheit der Korper und von der Heftigkeit des StoBes ganz
unabhiingig. Anders ist es mit den Vorgiingen im zweiten Ab-
schnitte; diese lassen sich nicht mehr mit gleicher Schirfe be-
stimmen, da sie wesentlich von dem Grade des elastischen Ver-
haltens der Korper abhiingig sind, zu dessen Kennzeichnung eine
Erfahrungsgrofe eingefiihrt werden muB. Die Geschwindigkeits-
inderung w—vp der Masse M wihrend des zweiten Abschnittes
werde nimlich auf die Geschwindigkeitsinderung ¢—u derselben
Magse im ersten Abschnitte bezogen durch die Festsetzung

i “_‘ﬂ:k(c'_u).

Dieses selbe Verhiltnis gilt dann wegen Gl 2 und 3 auch far die
Masse M,, d. h.
v, —u=k(u—e¢).

Die Verhiltniszahl & heilt der Kodffizient der StoBelastizitit,
woflir wir kiirzer StoBziffer sagen. Wenn die Geschwindigkeits-
abnahme der Masse M im zweiten Abschnitte & mal so grof} ist
wie im ersten, 8o mul} sie withrend beider Abschnitte das (1 + k)
fache derjenigen des ersten Abschnittes betragen, daher

R c—v=(c—u)(1+ %)
und ebenso die Geschwindigkeitszunahme yon M,:
9) 0, ¢ = (u—e)(1+k),
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oder m\it Hilfe der Gl 6 und 7:

c—c¢
10 c—v= L1+ &
) 14--4-{( + k)
M,
11) t’l‘"cl=f‘:§:(l+k)-
Y

c—¢, ist der Geschwindigkeitsunterschied der beiden Massen
beim Zusammentreffen; wir wollen ihn kurz die Stofgeschwindig-
keit nennen. Von dieser ist die Heftigkeit des Stoles abhiingig.
Die Nenner in GL 10 und 11 hahen die Form 1 - Verhiiltnis der
beiden Massen, wobei diejenige Masse zuerst geschrieben wird, um
deren Geschwindigkeit es sich gerade handelt.

Far die Grofle k ergibt sich noch eine andere Bedeutung,
wenn man die Gl. 8 und 9 zusammenzihlt; es entsteht dann
c—v+ v —¢ = (c—e)(1+k) oder
v,—v=(c—¢)k, daher ist

18) "k e 9o _ Geschwindigkeitsunterschied nach dem Stofie
c—e¢, Geschwindigkeitsunterschied vor dem Stofe

Vergleicht man das gesamte Arbeitsvermdgen heider Massen
vor dem Stofie mit demjenigen nach dem Stofle, so ergibt sich
im allgemeinen ein Unterschied, der sogen. iuflere Arbeits-
verlust A, ; es ist

W, = Y2 (Mc? + M, ¢,*— Mv?— M, v,?)
oder anders geordnet
2U, = M(c*— ) — M, (v,2—¢,?
= M(c—v)(c + v)— M, (v; —e,) (v, + ¢,).
Weil nun nach Gl 4: M, (v,—¢;)= M(¢c—v) ist, so wird auch
29, = M{c-—v){c+ v—(v; + ) } = M(c—v) {c—-cl —(v,—0)}.
Setzt wan hierin die Beziehung v, —v=(¢c—¢,)k (GL 12) ein,

80 wird 2%, = M(¢c—v) (¢—¢,) (1 —1%), und es entsteht schlieBlich,
wenn man noch nach Gl 10 ¢—o auf ¢—e¢; zuriickfihrt:
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sty A
Aq = 1,'5@——9'1(1 —k% oder
ol T AT
M,
’ MM.I__ _(_E— cl)l LT
13) | !.=M+Mi 5 (1—&9.

a) Festsetzung der StoBziffer . -

1. Verhalten sich die Korper beim Stole vollkommen
elastisch, 'so werden sie nach Beendigung des Stofles keine
bleibende Forminderung zeigen. Die negative Arbeit der inneren
Spannkriifte bei der Zusammendriickung wird dann durch die
positive Arbeit bei der Riickkebr in den spannungslosen Zustand
vollstindig aufgehoben. Da nun, wenn man beide Massen als eine
Gruppe auffaBt, N eine innere Kraft ist und #uBlere Krifte nicht
vorhanden sind, so muf} das Arbeitsvermdgen nach dem StoBe
dieselbe Grofle haben wie vor dem Stofle. Es bedingt dies, daf
in GL 13 1—%k*=0, mithin k=1 werde. Beim vollkommen
elastischen Stof ist also die StoBziffer k=1, Ein
Arbeitsverlust tritt nicht ein.

2. Der Gegensatz hierzu ist, daB die Korper beim Stofle
sich gar nicht elastisch, sondern vielmehr vollkommen bilda}m
oder plastisch verhalten, dall sie nach dem Eintreten der stirksten
Formiinderung gar kein Bestreben haben, zur urspriinglichen Form
suriickzukehren. In diesem Falle kommt der zweite Abschnitt des
StoBes gar nicht zustande; es ist sonach k= 0; die Geschwindig-
keiten » und v, werden beide == w, d. h. die beiden Korper gehen
nach/ dem Stofle mit gleicher Geschwindigkeit u weiter. In
diesem Falle besteht die Arbeitsverrichtung nur in der negativen
Zusammendriickungsarbeit, die den Verlust an Arbeitsvermdgen
hervorruft: -

_ . umM (c—c).
14) ﬂ.—M+ij o,

man erhiillt diesen Wert, indem man in GL 13 k= 0 setzt. Also:
beim vollkommen unelastischen Stofl ist die StoB-
ziffer k=0.




~ sufithrende Masse M, nicht gleich der Masse
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3. Streng genommen gibt es weder einen vollkommen elastischen
noch einen vollkommen unelastischen Stof; vielmehr sind die
wirklichen Stofle unvollkommen elastisch, und es liegt %
zwischen O und 1. Ob ein Stofl mehr oder weniger elastisch aus-
fallt, hingt nicht allein von der Beschaffenheit der Korper ab,
sondern auch ven der Heftigkeit des Stofes, von der StoB-
geschwindigkeit ¢—e¢,. Die Stofiziffer nithert sich um $o mehr
der Kinheit, jo elastischer die Korper sind (Elfenbein, Glas, Kaut-
schuk), und je geringer die Heftigkeit des Stofles ist; sie nihert
sich um so mehr der Null, je bildsamer die Korper sind (Wachs,
Blei, ungebrannter Ton), und je heftiger der StoB erfolgt.

Fir einen gegebenen Fall kann man die Stofziffer & durch
Versuche ermitteln. Auf einen festen Boden (Fig. 144) legt man
eine Platte aus bestimmtem Stoffe, 1At eine

Kugel M von ebenfalls bestimmtem Stoffe Fig. 144,
aus einer Hohe A herabfallen und beobachtet, DM
bis zu welcher Hohe A, sie wieder empor- £

gpringt. Um auf diesen Fall die Gl 10 und
11 anwenden zu knnen, muf} man zunichst Ao &
beachten, dafl die in diese Gleichungen ein-

‘---.r-—-’

der Platte ist, dall vielmehr die Platte, 3 lOI
weil sie auf dem unnachgiebigen Erdboden l |
gelagert ist, fir den StoB gewissermafien

mit der ganzen Erde zusammen eine Masse M, bildet, so dafl
M,: M = oo oder M: M, =0 zn setzen ist. In allen Fillen, wo
ein durch einen StoB getroffener Korper in irgendeiner Weise
unbeweglich” gemacht ist, kommt dieser Umstand dadurch zum
Ausdrucke, dal man M : M, = O setzt, weil nur hierdurch in Gl. 11

_die Geschwindigkeitsinderung », —¢; zu Null gemacht wird.

Da die Platte die Geschwindigkeit ¢; = 0 hatte, so wird (G1. 10)
c—v=c(l+k=c+0ck,
also v=-—ck. Nun ist ¢=1V2gh; das negative Zeichen von

¢k bedeutet, daB die Geschwindigkeit nach dem Stofle aufwirts
gerichtet ist. Es wird v gemessen durch die Steighthe

=2l
Iy 2g_k2g K h,
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mithin ist

15) g V %‘

Fiir vollkommen elastischen Stofl miBte 4 =k werden; fiir =0
wird h =0. Die Ergebnisse eines solchen Versuches konnen
natiirlich nur auf solche Fiille angewandt werden, wo dieselben
Stoffe vorliegen wie beim Versuch und auch die Stofigeschwindigkeit
c—ec, etwa=) 2gh ist. Der Luftwiderstand ist fir kleine ¢ zu
vernachlissigen.

Fiir Geschwindigkeiten, wie sie auf dem Billard vorkommen, ist bei

, Elfenbein k==*/s. Fir geringe Geschwindigkeiten ist bei Glas k=1'%/u,
fir Stahl und Kork */s. Fiir Holz ist bei etwa 0,4m Fallhthe k==1/s.

b) Unelastischer StoB.
Fir k=0 haben beide Korper nach dem Stofie die gemein-
schaftliche Geschwindigkeit

. Mec+ Mo,
6 = = = e ———
19 o R T
und einen Verlust an Arbeitsvermdgen (Gl 13, S. 142)
: MM, (c—¢)

9, =
L, gyl 2% A

Bewegen sich die beiden Korper gegeneinander (Fig. 145),
so vertausche man ¢, mit —¢,; dann wird

18) v=p=u=totdia Fig, 165.
M+ M, /’ -
16)<73 My miartala g . D
v M+ M| 2 .

Sind noch beide Massen und deren Ge- K_/
schwindigkeiten einander gleich, so wird LT
v=y,=0 und S din D —

¢ ¢
20‘ 91., = _2" '}2’"’ =2 _2_ '

d. h. in diesem Falle geht das gesamte durch die Geschwindig-
keiten der Korper bedingte Arbeitsvermogen fiir die duflere Bewegung
verloren. Freilich verschwindet das Arbeitsvermdgen nicht spurlos,
vielmehr wird es zum groBten Teile, wie die Arbeitsverluste durch
Reibung (1. Teil, 4. Aufl, S. 314) in Wirme, zum kleineren Teil
in Schallschwingungen umgewandelt.
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¢) Anwendung des StoBes; Einrammen von Pfiihlen.

Da die Geschwindigkeitsinderungen beim StoBe sehr schnell
erfolgen, so wird die entsprechende Kraft N hiufig sehr groB. Die
technische Verwendung des Stofles hat meist den Zweck, mit ver-
gleichsweise einfachen Mitteln grofle Krifte auszuiiben, z B. beim
Eintreiben von Niigeln und Pfihlen, beim Schmieden u. dgl. Man
konnte ja einen Nagel auch durch Belastung ins Holz eindriicken;
jedoch wire dies zu umstindlich und daher unzweckmiBig; die
zum Eindriicken erforderliche Kraft lafit sich mittels eines Hammer-
schlages in einfachster Weise hervorbringen.

Beim Eintreiben von Nigeln und dem Einrammen von Pfihlen
gind die Verhiltnisse so beschaffen, dal man den Stofl als an-
nihernd unelastisch (k= 0) annehmen kann. Auch hat der ge-
troffene Korper M, vor dem Stofle die Geschwindigkeit ¢, = 0;
daher wird

Me
M+ M,'

der Verlust an (duflerem) Arbeitsvermogen
MM, ¢ Mc 1

21) V=0, =ym==

29) et e o bk g
M,

Bei lotaterer Schreibweise von 9, ist /2 M¢? das vor dem StoBe
vorhandene Arbeitsvermdgen; der zugehdrige Faktor ist die Ver-
hiiltniszahl, welche angibt, der wievielte Teil des urspriinglichen
Arbeitsvermdgens verloren geht. Wiihrend der sehr kurzen Stofi-
dauer erfolgt noch keine erhebliche Bewegung der Masse M,; nach
dem Stofle aber gehen die Massen M und M, mit der gemeinsamen
Geschwindigkeit « weiter; der ibnen verbliehene Rest an #uflerem
Arbeitsvermdgen
23) i A et s, S

g 2

M
wird nun dazu verwendet, den Widerstand W, der sich dem
Eindringen des Nagels oder Pfahles entgegensetzt, lings eines
Weges &, der Eindringungstiefe, zu fiberwinden. Hiernach ist %,
gewissermaflen die Nutzarbeit des Stofes, withrend /a M ¢? durch
Keck-Hotopp, Mechanik. IL 4 Aufl 10




T e I, R T b

146 Erste Abteilung. D, BtoB elastisch-fester Kirper.

Arbeitsaufwand erzeugt werden muflte. Man kann daher bei StoBen
die das Eintreiben eines Nagels oder Pfahles zum Zwecke haben,
U :(Y/aMe?) den Wirkungsgrad des Stofles

1
24) h= M,

1452

nennen. Dieser wird um so grofler, je kleiner M,: M, oder je
groer M:M, ist. Es muBl daher der treibende Korper
moglichst schwer im Verhiltnisse zum getriebenen
Korper sein. Wirde der Hammer nur ebenso schwer sein wie
der einzutreibende Nagel, so wire 7, nur 0,5, d. h. von der zum
Hammerschlag aufgewandten Muskelarbeit wiirde nur die Hilfte
nutzbar, withrend die andere Hilfte in schitdlicher Weise unter Er-
zeugung von Wirme und Schall dem Nagelkopfe bleibende Form-
inderungen erteilen wiirde,

Beim Pfahlrammen 1ift man einen Ramm- Fig. 146,
klotz vom Gewicht Q = Mg aus einer Hohe A
auf den Kopf des Pfahles vom Gewichte Q, = M, g Q
herabfallen (Fig. 146). Die zu je einem Heben ¥

des Rammklotzes aufgewandte Arbeit Q7% setzt
sich beim Fallen in #ufleres Arbeitsvermdgen
/s Mc? um; davon geht der Teil U, fir den
Zweck verloren; mit dem Reste, der nach Gl 23
betrigt

Qll.= Q h- '_'—1_'_- ¥
149
Q
werden beide Korper nach dem StoBe sich ab-
wilrts bewegen. Ist & die Weglinge dieser Weiter- w

hewegung, so verrichtet die Schwere noch die
Arbeit (Q + Q,)s, wihrend der Widerstand W des Erdreiches die
Arbeit — W s leistet. Sonach ist

25) Ws=(Q+ Qs+ Qh—1—

o
I+Q

Hieraus kano man W berechnen, wenn s beobachtet wurde.



1¢. Anwendung des StoBes. 147

Beispiel: Ist Q=1200%, @, =600k, h-—80em und s=0pcm,
g0 wird
W 0,6 == 18000, -} 120105' 80

=900 + 64000, daher
W=129800 kg,

Dus Glied (@ + Q,) s hat so unbedeutenden Einflub, daB man genau genug

26) Ws=0Qh -—I—Q- setzen kann, also
1+ Q"'

W =128 000 kg.

. Bis =n diesem Werte diirfte die Belastung des Pfahles steigen, ohne daB der

Pfabl einsiinke. Da aber vorstehende Rechnung ziemlich roh jst, so wiihlt
man, um sicher zu gehen, als zuliissige Belastung nur einen Bruchteil
des nach GL 26 berechneten Wertes von W,

Beriicksichtigung der Elastizitit des Pfahles.
Nach den Gleichungen 25 und 26 wiirde jeder Schlag von noch so
geringer Fallhohe A eine gewisse, wenn auch kleine Eindringungs-
tiefe s des Pfahles zur Folge haben, da erst fir 2= 0 auch s=0
wird. Dies trifft aber in Wirklichkeit nicht zu. Bis zu
einem gewissen Grenzwerte A, der Fallhthe des Ramm-
klotzes entsteht gar keine Eindringung des Pfahles, sondern
er wird nur elastisch zusammengepreBt, worauf er sich
dann wieder ausdehnt. Soll sich niimlich der Pfahl vom
Querschnitt 7' und der Linge ! durch Einwirkung von
oben unter Uberwindung des Widerstandes W abwirts be-
wegen, so mufl an dem unteren KEnde des Pfahles eine
Spannung 6= W: F' hervorgebracht sein, und man kann
mit einiger Wahrscheinlichkeit annehmen, daB nahezu der
ganze Pfahl auf diese Spannung gebracht werden mufl, bevor er
einsinkan wird (Fig. 147). Dazu ist aber nacl; S. 112 eine Arbeit

Fig. 147,

r

K = erforderlich, Diese muf3 man von dem Arbeitsvermdgen des
Pfahles und des Rammklotzes abziehen, und erst der Rest ist
= Ws zu setzen. Mithin wird, weil V= FI,

Qh W2
2 W.s:-:l 0. 2EF
T

10%
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Die unwirksame Fallhthe k, erhidlt man, wenn man s =0 und
h = h, setzt, d. h.

Qha__ W2
28) 1.G T AEF
Q

Von der Hohe %A wird also nur h-—h, wirksam. Dieser Einflufy
wird besonders bei langen Pfiihlen bedeutend.

Beispiel: Ist wioderum @==1200ks, @, ==600%, h==80em, Pfahl-
dicke d =30 om, F'==700cm', §==10m == 1000en, F==1200008t, §==0,5em,

80 wird
1200 - 80 W11000

15 2.120000- 700"
Dies gibt rund W==70000%e, wovon man etwa '/ bis /s, d. h. 7000 bis
14000 k¢, als sicher zulissige Belastung des Pfahles nehmen kann. Fiir die
1200+ h, _ 70000?-1000
15  2-120000 - 700
Mit Berioksichtigung dieses Umstandes wird dann der Wirkungsgrad der
Ramme (statt nach Gl 24) nur sein:
_QB-h) 1 _Q(h—h)_ 80—36_
% Qh 1+% (Q+Ql}h—ﬁ 1|5'80 PR

W-U.b:

nnwirksame Fallhthe wird

mit h,==eotwa 36em.

Durch VergroBerung von h wiirde derselbe erhoht werden.

Die Anwendung vorstehender, fiir die Beurteilung der Tragfiihigkeit ein-
gerammter Pfihle nicht wohl zn entbehrender Formeln hat wegen der Ver-
schiedenheit der in Frage kommenden Bodenverhiiltnisse mit Vorsicht zu
geschehen, indem man z B. die errechnete Tragfiihigkeit, soweit moglich,
bei einzelnen Pfihlen durch eine Probebelastung nachpriift,

d) Himmer zum Schmieden oder Nieten.

Wiihrend beim Eintreiben von Nigeln, Pfihlen u. dgl. die fiir
die #duflere Bewegung verlorengehende Arbeit ,, welche unter
Erwirmung eine bleibende Forminderung erzeugt, als uner-
wiinschter Verlust zu bezeichnen ist, besteht beim Schmieden
oder Nieten in diesem duleren Arbeitsverlust gerade das Niitzliche.
Der Wirkungsgrad hierfiir ist nach GL 24 (S. 146)

A, 1

") R

i
14 M,

Dieser wird grofl, wenn M, : M grof} wird, d. h. wenn die getroffene
Masse grof ist im Verhilltnisse zur stoflenden Masse. Zu diesem

Zwecke logt man das Schmiedestiick auf ecinen schweren AmboB

i
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und unterstiitzt diesen durch einen noch schwereren Korper, die
Chabotte, welche beim Dampfhiimmern tief in den Erdboden reicht.
AmboB und Chabotte bilden dann in bezug auf die Wirkung des
Stofes mit dem Schmiedestiick eine einzige Masse M,. Ist z B.
M,=10M, so wird =1:11=091, d. h. es werden 919/,
der aufgewandten Arbeit zur Forminderung verwandt, wihrend 9°/,
der Arbeit die Chabotte allmiihlich tiefer in den Erdboden eintreiben.

Beim Nieten mufl das Niet durch einen mdglichst schweren
Vorhalthammer von der Masse M, gegen Fortbewegung durch
den Schlag des Niethammers tunlichst geschiitzt werden.

¢) Biegung durch den StoB eines Kirpers.

Dieser Fall wurde auf 8. 123 unter der Voraussetzung be-
handelt, daB die Masse des getroffenen, auf Biegung beanspruchten
Korpers vernachlissigt werden konne. Soll diese Masse dagegen
berficksichtigt werden, so kann man die Auafgabe in folgender Weise
behandeln. Die bisherigen Gleichungen fiir den Stol setzen voraus,
daf} simtliche Punkte des gestoflenen Korpers sich im Augen-
blicke der stirksten Zusammenpressung mit dibereinstimmender Geo-
schwindigkeit « weiter bewegten.

Wird aber ein an beiden Enden Fig. 148,

unterstiitzter Stab von der Masse
M, in seiner Mitte durch eine
mit der Geschwindigkeit ¢ da-
gegen stoflende Masse M getroffen
(Fig. 148), s0 wird der Stab sich
biegen, und die Geschwindigkeiten seiner einzelnen Punkte werden
in jedem Augenblick untereinander verschieden sein; an den Auf-
lagern bleiben die Geschwindigkeiten Null, wihrend sie nach der
Mitte hin zunehmen. Fir das Verhiltnis der Geschwindigkeiten
der einzelnen Punkte gibt das Verhiltnis der Ordinaten der be-
treffenden Stellen einen Anhalt. Da die Weglingen y und [ in
gleichen Zeiten durchlaufen werden, so mfissen die Geschwindigkeiten
und ebenso auch die Beschleunigungen p, und p, der Punkte P

und ' sich verhalten wie y:f, d. h. es ist
1

Pr=‘P1%-
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Nach dem Satze von der Bewegung des Schwerpunktes (1. Teil,
4. Aufl, S. 172) ist
Emp,=2Y,
Darin bedeutet 2'Y die Summe simtlicher &uBeren Krifte der
Richtung der p,. In irgendeinem Augenblicke withrend des Stoles
wirkt nun an dem getroffenen Stabe im Sinne der p, die Kraft
N—2 A (Fig. 149), mithin wird
Zmp,= %).‘my =N—-24.

Darin ist m die Masse eines Lingenteilchens, d. h. bei iberall
gleichem Querschnitte, den

wir hier annehmen wollen, Fig. 149,
m= ;;' F.dz. 4 X 4

Daher entsteht

o .
L Ffydg=N—2A.
fo Jydz

W

Man konnte nun y:f aus der Gleichung der Biegelinie fiir
den Fall einer ruhigen Belastung ableiten. Da es aber zweifelhaft
ist, ob die verschiedenen Biegelinien, die in den verschiedenen
Augenblicken des Stofles sich bilden, dieselbe Form haben wie die-
jenige der rubenden Last, so nehmen wir der Einfachheit wegen
die Biegelinie fir den Stofl als Parabel an. Dann wird fydz
= %31, mithin

2

» ‘i‘;‘Fl‘;"= N—2A4, oder,
weil y Fll= M, g ist,
P1-§M| = N—24.
Fiir den stoflenden Korper ist M p = N, mithin
: p.g-M,sz—-ﬂA.

Es ist nun nicht etwa wie im Gleichgewichtszustande 2.4 = N;
vielmehr ist 2 A erheblich kleiner als N, Ist der Stol sehr heftig,
80 pflanzt sich seine Wirkung nicht einmal bis zu den Stitzpunkten
fort; es bleibt (unter Vernachlissigung der Schwere) A = 0; der
Druck N wirkt nur auBerordentlich kurze Zeit, wichst dabei zu
einem verhiltnismaBig groflen Wert und hringt an dem Stah eine
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nur Ortliche zerstorende Wirkung hervor, wie man z. B. mit einer
Gewehrkugel versuchen kann. In solchem Fall ist von der Aus-
bildung einer Biegelinie keine Rede. Aber auch bei weniger
heftigem Stofle kann doch meist 2 4 gegeniiber N vernachlissigt
werden, so dal
pipp="2sM: M ist

Vergleicht man diese Formel mit GL 1, 8. 139, so findet man,
dafl an Stelle von M, nunmehr */s M, getreten ist. Es folgt dann
in gleicher Weise wie dort fir die Geschwindigkeit des StoBpunktes
im Augenblicke der stirksten Forminderung (mit ¢, = Null)
Mo
M+2s M’
wihrend der Punkt P eine Geschwindigkeit

1) u=

: %= Y hat.

f
Nehmen wir den StoB, wie es in solchen Fillen meistens ge-
schieht, als unelastisch an, so ist das gesamte Arbeitsvermigen
beider Korper nach dem StoBe
< YaMu? + Ya Zmu?,

wofiir sich in #dhnlicher Weise w;e oben mit m=-ﬂ-§l-da:

(M+ r”.ly"da:)

ergibt. Nun ist /2 fyda-y das statische Moment der Parabel-
fliche in bezug auf die Sehne, =?%/sf1-%/5f (1. Teil, 4. Aufl.,
8. 161), mithin fy*daz=%1s5f?1; also wird das Arbeitsvermigen

i
2) ?(M + 815 M,)

oder, wenn man den obigen Wert fiir w (Gl 1) einsetzt und be-
denkt, daB das Arbeitsvermogen in Biegearbeit umgewandelt wird,
nach GL 4 S. 122

8 M,
Me? l+15M ‘l-"'o'“:,2

3) 5 (1 zM.) EEa

3 M

Die Umstindlichkeit dieser Formel steht nicht im Verhiiltnisse
zur Sicherheit ihrer Grundlagen. Innerhalb ziemlich weiter Grenzen
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(M, : M = )10bis 10) kann man dafir anndherungsweise einfacher
schreiben
4) Mot Aoy e Vi g

2 &) 6 Ee"

Beispiel: Auf die Mitte einer Bohle von 1m Spannweite, 24 em Breite,
Hem Stirke (Fig. 150) falle ein Gewicht von 60 ¥. Wie groB darf die Fall-
hohe A sein, damit dio Bohle nicht fiber 170 st gespannt werde? Wiegt 1cbm
Holz 600%, so wird das Ge-

wicht der Bohle Fig. 150.
@ =1-0,24:005.600="72ke,
Es wird /s Mc'=Qh.
Die obigen Gleichungen WA
gelten fir einen StoB in wage- 6? = ?1
rechter Richtung, bei dem die ke 100 >

Schwere keine Arbeit verrichtet,
Beim lotrecht abwiirts erfolgenden 8toB aber verrichtet die Schwere cine
Arbeit, withrend die Bohle sich um f durchbiegt. Das Gewicht @ leistet die
Arbeit Qf, das Gewicht @, der Bohle aber */s Q,-f, weil ein beliebiges
Teilchen der Bohle nur um y sinkt (vgl. 8. 149, Fig. 148). Nun betrigt die
Durchbiegung der Bohle bei o==170st nach 8, 50, Gl 14:

£ o170 L1000

=13 180000 25 — %™

daher wird nach GL 4 (mit ®:e'=1/, vgl. 8. 122)

b0 h 2 12000 170*
R P (50-+ 370 ) =S5~ 20000
-+ 0. -
60
oder h==3em,
Im Ruheznstande entspricht der Belastung mit 50 k¢ nur eine Spannung
50100 - 6
b7 i 5 L onkes e

und schon durch einen Fall der Last von 3em Hohe steigt die Spannung anf
das 18,6 fache. Hiernach ist es begreiflich, dall man die in Gleichgewichts-
berechnungen einzusetzenden S8pannungen oft nur sehr gering annehmen darf,
wenn StoBe der Last zu erwarten sind.

f) Vollkommen elastischer StoB.

Je Kkleiner die StoBgeschwindigkeit ¢—¢, und je elastischer
die Korper sind, um so mehr wird sich & dem Wert 1 nidhern
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Fir k= 1 wird nach GL 10/11, S. 141

l’ c__v:‘ j:.EL.: Ul_cl—_—2_f..._-._o_[._’
e 4
M, M

Sind die Massen einander gleich, wie es bei Billardkugeln
annihernd zutrifft (Fig. 1561), so wird
c—v=c—¢, 4 h v=g¢,
o—c=¢—¢, dh v==0¢;
d. h. es vertauschen die Massen ihre Geschwindigkeiten. Sind die
Kugeln im Aussehen nicht verschieden, so sieht man die Wirkung
des Stofles kaum. Denn mit der Geschwindigkeit e,
die vorher die eine Kugel hatte, bewegt sich auch

nach dem StoB eine Kugel weiter, ebenso mit der @
(leschwindigkeit ¢, die andere, gerade wie wenn sich

Fig. 161,

die Kugeln durchdrungen hitten. B AN T
Dieser Fall findet auch Anwendung auf Eisen-  —» —e

bahnwagen, wenn dieselben beim Verschieben mit

geringer Stoflgeschwindigkeit aufeinander treffen; denn bei geringer

Heftigkeit des Stofes verhalten sich die Bufferfedern ziemlich elastisch.

Bei ungleichen Massen sind die Gl 1 anzuwenden, Fig. 162.

StoBt ein Korper gegen eine ruhende und un-

bewegliche  elastische Wand (Fig. 152), so muld (wie s

S. 143) M, : M = oo gesetzt werden. Dann wird O
- Je i b

- 1+0°

Der Korper wird also mit der gleichen Geschwindigkeit von der

Wand zuriickgeworfen, mit der er dieselbe traf.

c—v d. h. v=—c¢. .

2. StoB sich drehender Kdrper.

Zwei Korper drehen sich um feste Parallelachsen 4 und A, und
trefien derartig zusammen, daB zwischen ihnen ein gegenseitiger
Druck N auftritt, der rechtwinklig zu der Ebene beider Drehachsen
steht und diese Ebene in P schneidet (Fig. 153). Dann ist P der
StoBpunkt; er sei von 4 und A, um a bezw. @, entfernt. Die
Umfangsgeschwindigkeiten beider Korper am StoBpunkte mogen ¢
bezw. ¢, betragen. Diese Geschwindigkeiten sind der Unterscheidung



154 Erste Abteilung. D. StoB elastisch-fester Korper.

wegen auf dem Drehungskreise angedeutet, ebenso die Geschwindig-
keiten v und », nach dem StoB (an der rechten Seite der Figur).
Der Druck N erteilt der stoflenden Masse eine im Stofpunkte

gemessene Umfangsverzogerung p = g und

der gestoBenen Masse an derselben Stelle

eine Umfangsbeschleunigung p, = i‘! , wenn
1

# und p, die auf den StoBpunkt bezogenen
Massen der beiden Korper sind (1. Teil,
4. Aufl, 8. 317). Hiernach ist

1) Dip =K 4.

Diese Gleichung entspricht der Gl 1,
8. 139, fiir den geraden zentralen Stof freier
Korper; nur treten an die Stelle der wahren
Massen M, und M hier die auf P bezogenen
Massen ¢, und x, welche den Bedingungen
J=pa*, Jy=pu a?® geniigen, wenn J und J, die Trigheits-
momente der Korper in bezug auf die Drehachsen sind. Hiernach
ergeben sich auch fiir die Geschwindigkeitsinderungen wiihrend des
Stofles die Gleichungen in derselben Weise
wie GL 10 und 11, S. 141, wenn man auch in Fig. 154,
diesen M und M, mit u und g, vertauscht;
niimlich

9 c—v= (1 + &),
Ll A2
My

3  e—o="—(l+k)
1 4=
I

Ist der stoBende Korper aber ein freier Korper, der sich
in der Richtung der StoBlinie fortschreitend bewegt und dessen
Schwerpunkt auf der StoBlinie liegt (Fig. 154), so gelten obige
Gleichungen mit der Abinderung, daB fir x wieder die wahre
Masse M eintritt.
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Ballistisches Pendel.

Diese Vorrichtung hat Ahnlichkeit mit Fig. 156 und ist in
friherer Zeit benutzt worden, um aus der Bewegung des Pendels
nach dem StoBe die Geschwindigkeit ¢ des dagegen abgefeuerten
Geschosses M zu berechnen. Diese Binrichtung ist ein so vorziig-
liches Beispiel zu den eben behandelten Vorgingen, dal sie hier
besprochen werden soll, wiewohl
gie jetzt in der Anwendung durch
vollkommenere Vorrichtungen er-
getzt ist.

Das Pendel hat an der Stelle,
gegen die das Greschofl abgefeuert
wird, einen vorn offenen, eisernen
Kasten, der mit trockenem Ton,
weichem Holz u. dgl. gefiillt ist,
so dafl das Geschof3 darin stecken
bleibt und der Stof} als unelastisch
(k= 0) angesehen werden kann. Vor dem Stof} ist das Pendel in Rube.
Daher wird nach GL 2 und 3, S. 154 oder nach GL 5, 8. 140

Me
4) Uhﬂ.*u——ﬂ—-{:—#—l'.
Bei der Drehbewegung des Pendels nach dem Stofle mdge dasselbe
einen Winkel « beschreiben, bis es seine Geschwindigkeit verloren
hat und zuriickschwingt. Ist nun sein Schwerpunkt S, um ¢, von
der Drehachse entfernt, so hebt sich dieser bei der Drehung um

h=¢ (1—cos«). Dann ist nach dem Satze der Arbeit

2
b) (M + ) t;;-=[M.qrasl—+-M,gel)(l-—cmm);

die linke Seite ist das Arbeitsvermdgen von Pendel und Geschol
nach dem Stofe, die rechte Seite der absolute Wert der Arbeit
der Schwerkraft beim Ausschlage des Pendels.

Bei der Ausfihrung mufite das Pendel stets sehr schwer sein
im Verhiiltnisse zum Geschosse, so dall M gegen M, und x, zu
vernachlissigen ist. Zur Vereinfachung der Formeln empfiehlt es
sich, schon jetzt diese Vernachlassigung vorzunehmen. Dann wird
aus GL 4 und 5:

6) M2e? =2 M, p ge (1 — cosa).
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Die auf den Abstand a, bezogene Masse u, kann nun ebenfalls
durch einen Versuch ermittelt werden, indem man das Pendel
schwingen laBt und seine Schwingungsdauer ¢ beobachtet. Fir
diese gilt (nach 1. Teil, 4. Aufl, S. 328)

1 J| . #ag
im ) Sl o el
M,ge M, ge

Die Einfihrung dieses Wertes in Gl 6 liefert
M,c,=2M1’g’e,'*‘t9 (1—cos a)
a®a? 3
Setzt man nun noch, um Wurzelausdriicke zu vermeiden,

” o .
1 —cosa = 2sin?—., so0 wird

2
. agtM, e

= 2g8in — =2
o Bm? M o

Beispiel: Es soi M, =500 M, ¢ = 1,6%k; M, ¢, kann nach 1, Teil, 4. Aufl.,
8. 829, Fig. 390 gemessen werden; es sei e, =—2,2m. Der untere Zeiger des
Pendels bewegt sich in einem geschlitzten Gradbogen, der vor dem Versuche
mit Talg ausgestrichen wurde, s0 daB man, wenn das Pendel wieder zur Ruhe
gekommen ist, « bequem ablesen kann; es sei a==18°, Die Stelle, wo das
Geschob eingedrungen, sei um @, ==272m von der Drehachse entfernt. Dann wird

c=2sin9- 901 2 500. 22 _g37um,
n ()

= |

3. Exzentrischer StoB.

Die Masse M stoBe derartig gegen die Masse M,, daf der
Stoffdruck N wohl durch den Schwerpunkt S von M, nicht aber
durch den Schwerpunkt S, von M, gehe, sondern
von diesem einen Abstand @, habe (Fig. 156).
Dann wird M, durch N eine Winkelbeschleunigung
erfahren; aus diesem Grunde wollen wir an-
nehmen, dafl M, vor dem Stofle schon eine
Drehbewegung habe. Eine Achse durch §,,
rechtwinklig zur Bildebene, sei fir M, eine freie
Achse; um diese drehe sich der Korper vor dem
StoBe mit einer Winkelgeschwindigkeit w,. Die
Bildebene sei eine Ebene £, welche durch den
Schwerpunkt S, rechtwinklig zu jener Achse S, gelegt ist; in

Fig. 166.
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ihr befinde sich der StoBpunkt P und auch der StoBdruck N.
Der Korper M, habe vor dem StoBe noch eine Verschiebungs-
geschwindigkeit ¢, parallel mit N. Fir den Korper M sei der
Stof gerade und zentral; seine Geschwindigkeit sei, wie frither, c.

Der leichteren Vorstellung wegen denken wir uns den Korper M,
starr und nur M elastisch, Der Punkt P des gestoflenen Korpers
hat vor dem StoBe die Geschwindigkeit

g=0+a.

Im ersten Abschnitte des StoBes wird sich der Punkt S dem
Punkte P nihern, im zweiten sich wieder von ihm entfernen. Im
Augenblicke der )
stirksten Zusam- Fig. 167.

menpressung
haben P und S
gleiche Geschwin-
digkeit w. In
diesem Zeitpunkte
habe M, die Ver-
schiebungsge-
schwindigkeit wu, ,
die Winkel-
geschwindigket @,, so daB w = u, + a, ¢, sein Ifluﬂ- Na.ch dem
StoBe habe M die Geschwindigkeit », M, die Verschiebungs-
goschwindigkeit v, , die Winkelgeschwindigkeit v, die Geschv{fmdlg*
keit am StoBpunkte v, =1v, + v, . In Fig 157 sind die Ge-
schwindigkeitszustinde in diesen drei Zeitpunkten dm:gestellt
In irgendeinem Augenblicke des Stofes hat M die Verzogerung

N

1) == "ﬁ ]

der Schwerpunkt S, (nach 1.Teil, 4. Aufl., 8.213) die Beschleunigung
N

2]' p], — "‘"B"d"l L]

M, (nach 1. Teil, 4. Aufl, S. 325 mit Y=Na) die Winkel-
beschleunigung

N
3 &y = ~—m
) g
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(wenn J; = pya;,* das Trigheitsmoment der Masse M, in bezug
auf die Schwerpunktsachse S, ist). Der Punkt P der Masse M,
hat somit die Gesamtbeschleunigung

Licy A
n p‘l a4 & Ml "
Hieraus ergeben sich die Verhiltnisse

Py =M: M,
P08 =pu: M,
i 3 i 1
+_
ppl (Ml )

Ebenso wie diese Beschleunigungen missen sich auch die ent-
sprechenden Geschwindigkeitsinderungen im ersten Abschnitte des
Stofles verhalten. Also

4) (c—u):(uy—¢) = M,: M
b) le—w:iay(py—w)=p,: M,
- PR Y ok S
0 (o= (=) = 3 (37 + 2)-
Gleichung 6 liefert unmittelbar
M
(M M)+ ¢
! i und danach wird
R et =
M,
0"—0:
7 C— U=
g e
My,

In Verbindung mit Gl. 4 entsteht dann

c—0

% - STk S R T
e [ Eifrewn? |

1+ + ™

withrend Gl 5 und 7 ergeben
c—cl

9) ay (py — @) =
i 1+8+4 “"
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Die Geschwindigkeitsiinderungen innerhalb der ganzen Dauer
des StoBles erhdlt man nun, indem man die des ersten Abschnittes
noch mit 1 -+ %k multipliziert. Daher

10) C—V=——a—3 (1 4+ k),

11) )—¢ = _M_l " (LR,

c—C
12) a,(yu,—c,)l):_..__‘wl 1 i
L+ 3t

Das Bildungsgesetz dieser Gleichungen 1012 ist fast ebenso einfach wie
das der Gleichungen fiir den geraden zentralen StoB (8. 141). Es kommen
hier drei Geschwindigkeitsinderungen in Frage: die der stofenden Masse M,
die des Schwerpunktes der gestoBonen Masse M, und die Anderung der Um-
fangsgeschwindigkeit der Drehung um die Schwerpunktachse S, , gemessen am
StoBpunkte, wobei g, als trige Masse auftritt. Die rechten Seiten der
Gleichungen enthalten tbereinstimmend im Z#hler die Stoﬂgeschwmdigkalt
¢—e¢, und den Faktor 1 -+ k. Die Nenner erhalten also Summanden 1 und
wwei Verhiltnisse unter den Massen M, M, und g,. Diese Verhiltnisse
gind derartig geordnet, daf stets diejenige Masse, um deren Geschwindigkeit
sich’s gerade handelt, in diesem Verhiiltnisse den Zihler bildet, wihrend die
boiden anderen Massen die Nenner darstellen. Wenn man in diesem Sinne
die entstehenden Gleichungen fiberblickt, kann man sie leicht aus dem Kopfe
anschreiben.

—— (1 +K).

Mittelpunkt des StoBes.

Ein beliebiger, zwischen S, und P im Abstand z von S
befindlicher Punkt @ der Masse M, (Fig. 158)

. 158,
erfihrt eine gesamte Tangentialbeschleunigung p., e ¢
welche sich aus der Verschiebungsbeschleunigung o
p, und der Drehungsbeschleunigung z &, zusammen- ic
setzt; es ist p,=p, +x &, oder nach GL 2und 3, [ !

8. 167: “ S P | Bt
L-a

Pa= ( 1 ‘“l—al)
Zwigschen P und S; mt Pa=>Py; in §; ist
Pa=p,, wihhrend die Punkte der iiber S, hinaus verlingerten
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Geraden PS, einem negativen z entsprechen, so dal} p, <<p, wird.
Fiir einen Punkt C heben sich die Beschleunigungen p, und €S, - ¢,
gerade auf, wenn nimlich

08, = %‘-‘-‘, mithin

1
Hy Gy o'+ Moa?
CP= M—‘ + Gy = —*“—m‘; <= 18t
Da nun u,a,® das Trigheitsmoment far die Schwerpunktsachse,
so ist der Zihler der letzten Gleichung das Trigheitsmoment .J,,
in bezug auf eine Achse P, rechtwinklig zur Bildebene, wihrend
der Nenner das statische Moment fir dieselbe Achse darstellt.
Somit ist (1. Teil, 4. Aufl, S. 328)
Jp

1%

die Schwingungslinge fiir den an der Achse P als Pendel auf-
gehiingten Korper oder wegen der Vertauschbarkeit von Drehachse
und Schwingungsachse auch fir ein bei €' aunfgehiingtes Pendel mit
der Schwingungsachse P. Simtliche Punkte der rechtwinklig zur
Bildebene durch C' gelegten Geraden erfahren {ibereinstimmend die
Beschleunigung Null. War die Masse M, nun vor dem Stofl in
Ruhe, so werden die Punkte der Geraden C auch durch den Stol)
nicht aus der Ruhe gebracht werden, wiihrend alle anderen Punkte
in Beschleunigung geraten. Befestigh man daher den Korper an
der Achse C, so wird diese durch einen StoB3 bei P keine Ein-
wirkung erfahren. Aus diesem Grunde nennt man C die un-
empfindliche Achse und P den Mittelpunkt des Stofles
in bezug auf die Achse €. Dabei wurde vorausgesetzt, dafll die
rechtwinklig zur Bildebene, d. h. parallel mit C liegende Schwer-
punktsachse 8,, eine freie Achse sei (1. Teil, 4. Aufl, 8. 338)
und dafl P in der zu dieser Achse rechtwinkligen Schwerpunkts-
ebene liege.

~ Diese Beziehung ist wichtig fir Korper, welche um Achsen
drehbar sind und durch den Stoff von Daumen oder dergl. bewegt
werden sollen (Aufwerfhimmer); greift der Daumen im Mittelpunkte
des StoBes an, so wird die Achse durch den Stoll nicht beeinfluflt.
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Auch bei Werkzeugen, die durch einen Schlag getroffen, oder
mit denen Schlige ausgeiibt werden, ist es vorteilhaft, die fiihrende
Hand bei dem ,Unempfindlichkeitspunkt C angreifen zu lassen,
wenn bei P der Schlag erfolgt, damit die Hand keine Erschiitterung
(Prellung) empfinde.  Hiernach sind die Lingen der Stiele der
Schlagwerkzeuge su bemessen.

Beispiel: Der gestoBene Korper sei ein gerader Stab; zu dem im unteren
Viertelpunkte gegebonen StoBpunkte P soll die unempfindliche Achse C gesucht
werden. Es wird nach Gl. 13

i Jp M, Yuhkt+ }I'IQM-_..'?_“ Fig. 1569.
e M, -1/ah T gia “x -

d. h. C liegt um ("/1a—'/s) h="/ah fiber i
der Stabmitte S, .

FaBt man die Stange Lei ¢ mit der
Hand, so wird ein bei P gefithrter StoB
der Hand nicht fihlbar werden. Das °f]
Gleiche gilt, wenn man den Stab bei P 4
orfaBt und der Schlag hei C' erfolgt. ; >

Es sollen nun auch die Geschwindig- -
keitsinderangen berechnet werden, welche ¥ 10
entstehen, wenn gegen die rohende Stange
bei P eine kugelfsrmige Masse M mit der Geschwindigkeit ¢ stoBt. Der
StoB werde als unelastisch und die Masse M gleich der Masse M, voraus-
gesctzt. Dann ist

|
|
Q

By P
o

P—7

kﬂo‘ “’1:0‘
C:=0, M],:M,
=0, m="4 M,
und nach den GL 10—12 (8. 159)
c—ov= £w~=-ic° o-——j—c
1+1+_4:-;_ i 11
e 4
D) e Em e O
{£195 8
4
¢ 3
T A
o e

Da die Umfangsgeschwindigkeiten der Drehung an den verschiedenen
Stellen mit dem Abstande @ vom Schwerpunkte verhitltnisgleich, so ist die
Darstellung der Gesamtgeschwindigkeiten eine Gerade. Triigt man in P
und S, die Geschwindigkeiten » und b, durch Ordinaten 7 und 4 anf (Big. 168),
g0 ergibt sich eine Gerade, die die Stange in dem Unempfindlichkeitspunkte €
schneidet.

Keck-Hotopp, Mechanik, II. 4. Aufl. 11
]
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4. Schiefer zentraler Stol.

Die Schwerpunkte der beiden Korper mdogen im Augenblicke
des Zusammentreflens Geschwindigkeiten ¢ und ¢, haben, die mit
der durch beide Schwerpunkte gehenden Stofilinie die Winkel a
und «, bilden (Fig. 160). Man kann die Geschwindigkeiten zerlegen
in ccosa und ¢ cosa, nach der Richtung der Stolllinie und ¢ sina
bezw. ¢, sin, rechtwinklig dazu. Dann werden die Geschwindigkeits-
inderungen in der Richtung der
StoBlinie, die unter Einwirkung des
Stoflidruckes N entstehen, vollig
nach den Regeln des geraden zen-
tralen Stofles zu beurteilen sein,
In der Richtung rechtwinklig zur
StoBlinie wird zwischen den Kugeln
in Wirklichkeit ein Reibungswider-
stand auftreten, dessen Berlick-
sichtigung die Aufgabe zemlich
verwickelt macht. Wir wollen
jedoch hier diese Reibung vernachlassigen, bezw. die Korper als
vollig glatt betrachten. Unter dieser Voraussetzung tritt dann
rechtwinklig zur Stoflinie keine Kraft auf, so dall die Seiten-
geschwindigkeiten ¢ sina und ¢, sina, unveriindert verbleiben. Nennt
man v und v, die Geschwindigkeiten nach dem Stofle mit den
Neigungswinkeln f# und f, gegen die StoBlinie, so wird nunmehr
nach GL 10 und 11, 8. 141

Fig. 160.

€ COS & — ¢y CO8 )

1) ccosa—uvcos f = (14 %),
1+ o
M, Fig. 161,
2) v, o8 f, — ¢, coaa,=m(l+m.
1+ 24
M
3) vsin fi= ¢sina,
4) vy 8in fy = ¢ 8ina, .
StoB gegen eine ruhende Kugel .
War M, zu Anfang in Ruhe, d. b ¢;,=0

(Fig. 161), so wird
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ccosa—uveos f = Lm__%(l +5),

1+ M_l_

cCos a
=1+ k),
; _%_( + k)
M

v, c08 f;, =

vsin B = ¢sina,

R vy8infy =0, also f;=0, und
vy =uv,c084,. Die getroffene Kugel bewegt sich nach dem StoB
in der Richtung der gemeinschaftlichen Normalen
der Beriihrungsstelle. Haben die Kugeln gleiche Fig. 162.
Massen, ist also M == M,, so wird

b) veos fi=1accosa(l—k),

6) v8inf= ¢sina, daher
e 2182

?) tn Py l—k‘

8) vy=13accosa(l+K).

Bei unelastischem StoBe wird k=0, daher tgf=2tga. Ist
(Fig. 162) AB=¢, 2L BAC=ua, AC=ccosa,

80 wird, wenn man 4 D= DC macht, D B=v, Fig. 163.
DC = v, nach Richtung und Grofle. '

Bei vollkommen elastischem Stofle aber
wird k= 1, daher v-cos f=0, f= 90 v=¢sina,
vy=ccosa; Fig. 163 ergibt daher v=CB,
v;=AC, nach Grofe und Richtung. Beide
Kugeln bewegen sich also nach dem Stofe unter rechtem Winkel
auseinander,

StoB einer Kugel Fig. 165.
gegen eine feste Wand. Fig. 164.
Mit ¢;=0 und M, =00
geht Gl. 1 fiber in:
¢ cosa—v o8 A=ccosa(l+k)

oder:
v 008 ff = —¢cos a - k; ferner
vsin f=csina,

mithin tg (— ) = &%
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Fiir unelastischen Stof} ergibt sich (mit k= 0) vcos f# =0,
also —p=90° und v=¢sina, d. h. die Seitengeschwindigkeit,
rechtwinklig zur Wand, geht verloren, es bleibt nur die Seiten-
geschwindigkeit in der Richtung der Wand erhalten (Fig. 164).

Fir elastischen StoB wird (mit A= 1): vcosf= —ccosz
und —f = a, daher v= —¢, d. h. die Kugel wird von der festen
Wand ohne Verlust an Geschwindigkeit so zuriickgeworfen, wie ein
Lichtstrahl von einem Spiegel (Fig. 165); Ausfall- und Einfallwinkel
sind einander gleich. ;

5. Einige besondere Fille des StoBes.

Es mogen hier noch einige Fille des Stofles betrachtet werden,
auf welche die entwickelten Formeln scheinbar nicht, oder nicht
unmittelbar passen, die aber doch durch #hnliche Betrachtungen,
wie sie im vorstehenden zur Anwendung
gelangten, zur Losung gefiihrt werden Fig. 166.
konnen. ' s -

1. Ein fortschreitender Stab 0
stoflt gegen einfestes Hindernis.
Ein Stab von der Linge A& bewege sich
mit der tberall gleichen Geschwindig- 4 s
keit w und treffe im unteren Viertel- 2‘
punkte P auf eine unwandelbar befestigte p .-”"/*

-3

Querstange (Fig. 166). Es soll die
Bewegung des Stabes nach dem Stof}
untersucht werden.

Die Querstange ist wegen ihrer Unbeweglichkeit als eine un-
endlich groBe Masse aufzufassen. Die Gleichungen 11 und 12,
8. 159, sind auf diesen Fall anwendbar; man hat darin

=0, ¢y=w, ¢=1w,
w=0, M=o, u="*M,
zu setzen und erhilt fiir unelastischen StoB (k= 0) '

iyt et
Pt s 2

vy =31 w;

ey PR
“1%“-1—_*_—%= —3¥1w;
vy =0+ @y, =rw—rw=0.
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Neben der Btange sind die Geschwindigkeiten als Vielfache von
/7w dargestellt.

Man kann diese Aufgabe auch losen, indem man die Bewegung
des Stabes auffalt als scheinbare Ruhe in bezug auf einen mit
der Geschwindigkeit w fortschreitenden Raum. Die Masse M = o®
bewegt sich dann mit der Geschwindigkeit w gegen den ruhenden
Stab. Mit den hiernach erhaltenen Geschwindigkeiten hat man
dann die Geschwindigkeit w des Raumes in geeigneter Weise wieder
zu verbinden.

2. Ein fortschreitend gleitender Wiirfel stofit mit

gseiner vorderen unteren Kante gegen ein Hindernis
(Fig. 167). Der Korper mufl dann eine
Drehung um die Kante A ausfiihren; diese Fig. 167,
hetrachten wir aber als das Ergebnis einer -
Verschiebung des Schwerpunktes mit der
Geschwindigkeit » rechtwinklig zu 48
(Fig: 168) und einer Drehung um die zur
Bildebene rechtwinklige Schwerpunkts- AN,
achse S mit der Winkelgeschwindigkeit w , 5
wodurch mit »@ = v der Punkt 4 die Ge- ST
schwindigkeit Null bekommt. Wir zer-
legen v in die Seitengeschwindigkeiten », und v,, die hier offenbar
gleich sein miissen. Da nun die Geschwindigkeit v, durch den Stof
neu entsteht, so mull neben der Kraft N,
auch noch eine Kraft N, auftreten (Fig. 167). Eig. 168.
Das Gewicht des Wirfels wird gegeniiber
den Kriiften N, und N, vernachlissigt. Die
Wiirfelkante sei d=2e¢. Das Trigheits- |
moment des Wirfels in bezug auf die = 27
Achse S findet man (nach 1. Teil, 4. Aufl,,
S. 822) leicht zu

Yo Md?=*s Me?,

also ist die auf den Abstand e bezogene Masse 4= /s M.
Wiihrend des Stofles erfihrt der Schwerpunkt des Wirfels eine
Beschleunigung

Al

N N
=75 wd pp=-
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im Sinne dieser Krifte; die Winkelbeschleunigung ist (nach 1. Teil,
4, Aufl,, S. 000)
ﬂ]_l _ N e—Ny-e
Tueet
und daher die Umfangsbeschleunigung im Abstand e von S
_N—N,_ 3 N, — Nz
Diese Beschleunigungen stehen in den Verhiltnissen
Prip2= Ny: Ny,
Piee=2Ny:3(N,—N,).
Da der Punkt B aber in lotrechter Richtung die Beschleunigung
py—ee erfihrt, welche (anndhernd) = O sein mufl, so ergibt sich
2N, =3(N,—N,), d. h. N,=23/sN,. Hiernach wird
PPy =0:3, py=ee.
Setzt man nun an Stelle der Beschleunigungen die entsprechenden
Geschwindigkeitsinderungen, so erhilt man _
(G"’fﬁ)'vg =528, :
oder weil nach Fig. 168 v, = v, sein muf,
vy=v=3%c=cw; v=roV2.
Das Arbeitsvermdgen nach dem Stofle betragt
A, =Ya(Mv?+ ue? w?) = a M (20,2 + 3fsvy?)
= 1fs M c?-3/s.

Soll der Wiirfel pach dem Stofle sich itberschlagen, nicht
wieder zuriickfallen, so muf} %A, = Arbeit der Schwere beim volligen
Aufkippen sein, d. h.

s Mo? 3 = Mge(V" —1) oder
o
—2"6 z 1,1 e.

3. Wirkung von Fiaden statt einer Beriithrung der
Korper. Sind die Korper durch einen anfangs schlaffen Faden
verbunden, so werden in dem Augen- Fig. 169.
blicke, wo der Faden straff wird, durch o ¥ %
seine Spannkraft dhnliche Wirkungen auf O/\/\O
die Korper ausgeiibt, wie bei unmittel- 5o p
barer Berithrung durch Stof. Daher gelten ~ * .
in dem Falle der Fig. 169 fir v und », die Gleichungen 10 und 11
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S. 159. Ist der Faden mit einem Korper M in Verbindung, am
anderen Ende aber unwandelbar befestigt, so wirkt die Befestigung
wie eine feste Wand (M, = o0). Fiir unelastischen Faden ist
k=0, fiir vollkommen elastischen Faden &= 1 zu setzen.

Beispiel: Ein Korper bewegt sich fortschreitend mit der Geschwindigkeit ¢
auf einer Geraden (Fig. 170). Ein undehnbarer Faden von der Liinge 1 sei
mit dem Kérper verbunden und bei A4 in
cinem Abstand 057 von der Geraden be- Fig. 170,
festigt. In dem Augenblicke, wo der Faden
straff wird, vernichtet seine Spannkraft die
Seitengeschwindigkeit ccos «, so daf sich
der Korper nun mit der Geschwindigkeit
csina==0p8¢ in einer Kreislinie mit dem
Mittelpunkt A weiterbewegt. Der Faden
wirkt im Augenblicke des Straffwerdens ebenso, als ob der Kirper bei C un-
elastisch gegen eine feste Wand stieBle, welche zn I==A C rechtwinklig ist.

Jedes ruckweise Anziehon mittels eines undehnbaren Seiles ist mib einom
Arbeitsverluste verbunden,

P g



168 Zweite Abteilung. Mochanik flissiger Korper.

Zweite Abtellung.
Mechanik der fliissigen Korper.

Allgemeine Eigenschaften der fliissigen Kdrper;
tropfbar-fliissige und gasformig-fliissige
Kirper.

Ein fester Korper hat im spannungslosen Zustand eine be-
stimmte Form, und jeder Anderung derselben setzen sich innere
Widerstandskrifte entgegen. Ein fllissiger Korper aber setzt
weder einer Trennung noch einer Verschiebung seiner Teile einen
merklichen Widerstand entgegen; es kommen in ihm Zug- und
Schubspannungen nicht vor, auch besteht zwischen den einzelnen
Teilen des fliissigen Korpers keine merkliche Reibung., Wohl aber
zeigen die fliissigen Korper einen Widerstand gegen Verkleine-
rung des Rauminhaltes, ihre einzelnen Teile vermdgen daher
Druckkrifte auszuiiben und aufzunehmen.

Die flissigen Korper zerfallen in tropfbar-fliissige und gas-
formig-flissige. Ein tropfbar-fliissiger Kborper hat, wenn er
der Einwirkung fulerer Krifte entzogen ist, einen bestimmten end-
lichen Rauminhalt, ohne das Bestreben, sich auszudehnen. Ein
gasformiger Korper aber hat im allgemeinen das Bestreben, sich
unbegrenzt auszudehnen und kann nur durch duflere Druckkriifte
auf einen endlichen Rauminhalt beschriinkt werden.

Ein verschiedenes Verhalten zeigen die beiden Arten flissiger
Korper gegeniiber einer VergrdBerung der dulleren Druckkrifte.
Ein tropfbar-flissiger Korper erleidet dabei eine nur sehr kleine
Verminderung seines Rauminhaltes, so daB man ihn als einen
Korper von unverinderlichem Rauminhalt, also auch von

\
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unverdnderlicher Dichte anschen kann. DBei einem gas-
formigen Korper aber hat eine merkliche VergroBerung der
dufleren Druckkrifte auch eine merkliche Zusammendriickung zur
Folge, Rauminhalt und Dichte sind durchaus ver-
dnderlich.

Der Satz d’Alemberts (1. Teil, 4. Aufl,, 8.169), wonach die Gruppe
der fdufleren Krifte [K] und die Gruppe der den Beschleuni-
gungen p der einzelnen Teilchen entsprechenden Trigheitswider-
stinde |—m p] zusammen den Gleich-
gewichtsbedingungen  starrer  Korper Fig. 171.
unterworfen sind, gilt auch fir fliissige
Korper.

Trennt man einen flissigen Korper
(Fig. 171) durch eine Schnittfliche zy
in zwei Teile, so werden letztere lings
der Schnittfliche gegenseitiz Normal-
driicke aufeinander ausiiben. Auf ein
Flichenteilchen d F' komme die Druck-
kraft d.D, dann ist

e ar
der Flissigkeitsdruck fiir die Flacheneinheit. Es laft
gich zeigen, daB dieser Druck p in einem Punkte A des Korpers
(Fig. 172) in bezug auf alle durch
diesen Punkt gelegten Schnittebenen die- Fig. 172.
selbe Grofle hat, oder dafl in einem
Punkt einer Flissigkeit der
Druck fiir die Fldcheneinheit
nach allen Richtungen derselbe ist.

Man lege durch den Punkt A zwei
Ebenen ¥ und ¥,, die den Winkel «
miteinander bilden. Im Abstande dz
von A fiige man noch eine dritte zu E
rechtwinklige Ebene F' I hinzu. Dann :
wird dadurch ein dreiseitiges Prisma herausgeschnitten; die Bild-
ebene und eine dazu im Abstande dy parallel gelegte Ebene trennen
davon ein Teilchen (Fig. 173) ab, dessen drei bei B rechtwinklig
zueinander stehende Kanten dz, dy und des sind.  An der
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Fliche 4 B von der Grofe dz-dy herrsche ein Einheitsdruck p, ,
also eine Druckkraft p,-da-dy, ebenso an der Fliche BC ein
Einheitsdruck p,, eine Druckkraft p,dy-d= und an der Fliche 4 C
ein Einheitsdruck p, eine Druckkraft
p-dy-ds. (Die Druckkrifte an den Fig. 173.
beiden der Bildebene parallelen Schnitt-
ebenen kommen nicht in Betracht, da wir
nur die Seitenkrifte in den Richtungen
dz und dz untersuchen wollen,)) Diese
Druckkrifte sind unendlich klein zweiter
Ordoung; der Rauminhalt des Prismas
mit ‘/adzdyde und zugleich Mafle und
Gewicht desselben sind aber unendlich
klein dritter Ordnung, das Gewicht verschwindet daher gegen die
Druckkriifte und kann auf deren Beziehung zueinander nicht ein-
wirken. Hat das Fliissigkeitsteilchen eine Beschleunigung ¢, so
bleibt auch seine Erginzungskraft —m¢ als unendlich klein drittor
Ordnung aufer Betracht; daher missen die Druckkrifte fiir sich
allein den Gleichgewichtsbedingungen genfigen. Da nun p mit' p,
den Winkel a bildet, so entstehen die Bedingungen:

pdydssina = p,dydz

pdydscosa=p dzdy,
und weil d2 = dssina, da = dscosa ist, ergibt sich
1) pP=p=p.
Drebt man die im Punkte 4 (Kig. 172) rechiwinklig zur Bildebene
stehende Kante dy um A B, so bekommt das Prisma eine andere
Richtung, die Ebene F'F aber mit dem Einheitsdrucke p, behilt
ibre Lage. LiBt man schlieBlich do zu Null werden, so ist F'F'
eine ebenfalls durch A gehende Ebene, und es gilt dann, dafl der
Einheitsdruck im Punkt A4 in bezug auf eine ganz beliebig gewihlte:
durch den Punkt A4 gelegte Ebene E, dieselbo Grofle hat, wie der
Einheitsdruck in bezug anf die Ebene F' von bestimmter Richtung.
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A. Gleichgewicht fliissiger Korper.

Man bezeichnet einen fliissigen Korper als im Gleichgewichte
befindlich, wenn secine simtlichen Teilchen entweder in wirklicher
Ruhe sind, oder doch in scheinbarer Ruhe in bezug auf einen
gleichformig geradlinig fortschreitenden Raum, womit also eine
gegenseitige Bewegung der Fliissigkeitsteilchen, d. h. eine Form-
inderung des Korpers ausgeschlossen ist. Sémtliche Teilchen haben
ibereinstimmend die Beschleunigung Null, somit verschwinden
simtliche Ergnzungskrifte [— mp], und es missen die &uBeren
Krifte denselben Bedingungen geniigen, wie fiir das Gleichgewicht
eines starren Korpers, d. h. man kann sich jeden beliebigen Teil
eines flissigen Korpers, fir dessen Gleichgewicht man die Be-
dingungen sucht, in einen starren Korper verwandelt denken, wobei
aber die anzubringenden Krifte den Eigenschaften fliissiger Korper
entsprechen miissen.

1. Gleichgewicht fliissiger Korper ohne Einwirkung
der Schwere.

Ist ein im Gleichgewichte befindlicher tropfbar-flissiger oder
gasformiger Korper ringsum von Gefiflwinden umschlossen, die
auf ihn Druckkriifte ausiiben,
so hat das Eigengewicht des
fliissigen Korpers aunf seine
Druckverhiiltnisse in vielen
Fillen der Anwendung einen
so unbedeutenden Einfluf, dafl
es der Vereinfachung wegen
geraten ist, diesen Rinflu
ganz zu vernachlissigen.

In dem GefiiBe (Fig. 174)
befinde sich Flissigkeit im Gleichgewicht. Um eine Beziehung
zwischen den Einheitsdriicken p, und p bei A und B zu finden,
denken wir uns ein von A nach B reichendes gerades Prisma vom
Querschnitte d I erstarrt. Das umgebende Wasser @bt auf alle
Flichen rechtwinklige Druckkrifte aus, u. zw. auf die Endflichen

Fig. 174.
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die Kriifte p, d F' beaw. pd F'. Bilden wir die Gleichung der Kriifte-
summe in der Richtung 4 B, so kommen dabei die Druckkrifte
gegen die Seitenflichen des Prismas nicht in Betracht, und da bei
Vernachlissigung des FEigengewichts keine Massenkrifte wirken
(vgl. 8. 170), so wird einfach

pdF=pdF, d. h p =p.
Da nun A4 und B beliebig gelegene Punkte des fliissigen Korpers
sind, so gilt, mit Riicksicht anf 8. 170, der Satz:

In einem fliissigen Korper, der ohne Einwirkung
von Massenkriften im Gleichgewicht ist, hat der Ein-
heitsdruck an allen Stellen im Innern und an der Ober-
fliche und nach allen Richtungen gleiche Grofie. Statt
des Wortes Kinheitsdruck, d. h. Druck auf die Flicheneinheit, soll
kiinftig kirzer Druck gesagt werden, withrend die auf irgendeine
Flichengrofe kommende Kraft mit dem Worte Druckkraft be-
zeichnet werden moge; in &hnlicher Weise wurden in der Mechanik
elastisch-fester Korper die Worte Spannung und Spannkraft unter-
schieden. Man nennt diesen Druck auch wohlhydrostatisehen Druck.

a) Druckkrifte eines fliissigen Kérpers gegen verschiebbare Kolben.

An einem Gefille (Fig, 175) seien zylindrische Ansatzrihren
angebracht, welche von genau passenden, aber reibungslos beweglich

Fig. 175.

. gedachten Kolben abgeschlossen werden, Wird durch irgendwelche

Druckkraft gegen einen Kolben in dem flissigen Korper ein Druck p
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erzeugt und soll der fliissige Korper im Gleichgewichte verbleiben, so
mufl p fiberall gleich sein. Sind F und F, die Querschnittfiichen
der Kolben 4 und B, so bekommt der Kolben A eine Druck-
kraft p ', der Kolben B eine Druckkraft p¥,. Die Druck-
krifte auf die Kolben verhalten sich also wie die
Querschnittflichen der Kolben, und ebenso grofle, aber
nach dem Innern des Gefilles gerichtete Krifte K= pF und
K, = pF, missen von aullen auf die Kolben wirken.

Ist der Kolben € an der der Fliissigkeil zugekehrten Seite von
einer krummen Fliche begrenzt, so hat der Umstand, daB diese
groBer ist als die rechtwinklige Querschnittfliche des Kolbens und
des Ansatzrohres keinen Einflull auf die Grofle der wirksamen
Kolbenkraft, wie folgende Uberlegung zeigt: Betrachten wir die
Mittellinie des Rohres als 2-Achse, so moge die Druckkraft gegen
ein Flichenteilchen d F' mit der z-Richtung den Winkel « bilden,
Es 1iBt sich p-dF' zerlegen in eine Seitenkraft p-dF.cosa in
der z-Richtung, und in eine dazu rechtwinklige. Die letztere driickt
den Kolben gegen die Wand der Ansatzrthre und wird durch
deren Festigkeit aufgehoben. Wirksam gegen den Kolben, d. h. eine
mogliche Bewegung anstrebend, ist nur die Seitenkraft p - d F'. cosa.
Derselbe Winkel «, den die Normale zu dF mit der 2-Richtung
bildet, findet sich auch zwischen der Fliche d F und der yz-Ebene,
die rechtwinklig zur Achsenrichtung des Rohres steht. Daher ist
dF':cosa die rechtwinklige Projektion von dF auf die Querschnitt-
ebene des Rohres, oder, wie man auch sagen kann, die recht-
winklige Projektion in der @-Richtung; wir bezeichnen dieselbe mit
dF,=dF-cosa. Die gesamte Endfliche des Kolbens liefert daher
einen wirksamen Druck

K-=P.den==P'Fn
wenn F, die rechtwinklige Querschnittfliche der Rohre oder die
darauf rechtwinklige Projektion der Endfliche des Kolbens ist,
wobei die Projektionsrichtung in die Achsenrichtung der Rohre fallt.

Auch wenn der Kolben, wie bei [, sich im Innern des Gefifles
erweitert und iber den zylindrischen Teil hinausragt, wird dadurch
seine wirksame Kraft nicht geiindert. Ein Flichenteilchen d F' dieses
iiberstehenden Teiles liefert in der z-Richtung eine Seitenkraft
pdF-cosa=p-dF,. Die projizierenden Linien, welche in der
Richtung des Ansatzrohres von dem Umfange des Flichenteilchens d F'
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ausgehen, treffen die Oberfliche der Kolbenerweiterung aber noch
einmal und schneiden aus ihr ein Flichenteilchen d F' heraus, welches
eine Druckkraft p-dF’' und eine Seitenkraft in der Richtung des
Robres p-dF'-cosa'= p-dF, erfibhrt. Diese Seitenkraft ist der
von dF gelieferten gleich und entgegengesetzt und hebt sich damit
auf. In gleicher Weise liefern simtliche der Flissigkeit ausgesetzte
Oberflichenteile des Kolbens, die beim rechtwinkligen Projizieren
in der Lingenrichtung des Ansatzrohres paarweise aufeinander fallen,
keinen Beitrag zur wirksamen Kolbenkraft. Es bleibt als wirksame
Druckfliche des IKolbens nur dessen rechtwinklige Querschnitt-
fliche ¥, mit der wirksamen Kolbenkraft

1) K,=p.F,
iibrig, auch geht K, durch den Schwerpunkt von F,, gerade so,

als ob der Kolben dem Wasser eine rechtwinklige Querschnitt-
fliche F, als Endfliche zukehrte. !

b) Kraftibertragang durch Druckwasser.

Wenn einer von den in Fig. 175 angedeuteten Kolben, etwa
der mit A bezeichnete, unter verschwindend geringer Vergrdferung
der auf ihn wirkenden idufleren Gleichgewichtskraft K langsam
gegen das Innere des Gefifles um ein Mall sx vorgetrieben wiirde,
so miifite unter der Voraussetzung, daB die Fillung aus einer tropf-
baren, also raumbestindigen Flissigkeit besteht, einer der iibrigen
Kolben, etwa der Kolben B um ein solches Mal} sg, zuriickweichen,
daf3 der Gesamtirauminhalt unverfndert bleibt; es miillte die Be-
dingung erfiillt sein
I) F'SxﬁFl'Sx,.

Unter der weiteren Annahme, daB das Gleichgewicht durch diesen
Vorgang nicht wesentlich gestort wird, mufl ferner sein

K F
o A
Aus beiden Gleichungen folgt, wenn man sie zusammen multipliziert,
nach entsprechender Ordnung
3) (K, sx): (K-sx)=1.
Der Quotient linksseits Gl. 3 driickt das Verhiltnis der Arbeits-
mengen aus, welche die Kriifte K und K, im positiven und nega-
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tiven Sinne bei der Verschiebung des Flissigkeitskdrpers leisten,
Bei der zunidchst vorausgesetzten volligen Reibungslosigkeit der Ver-
schiebung sind nach Gl. 3 beide Arbeitsmengen, die am Kolben A
aufgewandte K-sx und die am Kolben B wiedergewonnene K - sx,
einander vollig gleich. Dieser Vorgang einer vollkommenen Arbeits-
fibertragung vom Kolben A nach dem Kolben B wiirde auch dann
noch vollig derselbe bleiben, wenn die zylindrischen Riume, in denen
beide Kolben sich verschieben, anstatt durch das zwischenliegende
Gefafl durch eine eingefiigte

Rohrleitung verbunden wiiren Fig. 176. f
(vgl. Fig. 176).

Nun besteht zwar die
Maoglichkeit, die Kolben so
genau einzupassen, dal} sie
bei dichtem Schlufl wenig-
stens nabezu reibungslos be-
weglich ' bleiben. In den
meisten Fillen der Anwen-
dung ist jedoch die Ein-
figung einer sogen. Dichtung,
etwa eines Ringes aus Leder von -formigem Querschnitt, erforderlich,
wie solche in der in Fig. 176 dargestellten Wasserdruckpresse und
in Fig. 177 skizziert ist. Die in den (-formigen
Hoblraum des , Lederstulps“ hineintretende Fliissig-
keit prefit dessen Schenkel mit dem in ihr herr-
schenden Druck p nach innen gegen die Kolben
ond pach aullen an die Zylinderwand, wodurch
der erforderliche dichte Schlufl erreicht wird,
gleichzeitig aber auch eine der Verschiebung der
Kolben entgegenwirkende Reibung entsteht. Die
Kraft K, die den Kolben A vorwiirtsschiebt, hat
jetzt neben der entgegenwirkenden Druckkraft der
Fliissigkeit auch noch die aus der Dichtung ent-
stehende Reibung zu fiberwinden. Bei der Hohe A des Dichtungs-
ringes ist die Druckkraft, die dessen innere Schenkel gegen den
Kolben preBt, gleich #-d-h-p und mit f als Reibungsziffer der
Kolbenoberfliche gegen den Lederstulp der Reibungswiderstand in
achsialer Richtung 7’=a-d-h-p-f. Die zum Vortreiben des Kolbens
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176 Zweito Abteilung. A. Gleichgewicht flussiger Korper.

erforderliche Kolbenkraft muf3 daher sein
4) R K=£:_d_ﬂup-|—Jt-d‘)l‘}ﬁf:—:‘—r-d!p(l-f—;‘—é-f).
4 4 d

An dem von der Flassigkeit zuriickgetriobenen Kolben B wirkt der
Reibungswiderstand gleichsinnig mit der widerstehenden Kolben-

kraft K,. Fir diesen ,getriebenen* Kolben gilt daher die
Gleichung

od? .d’! 4}
VIR Klmi“f"g—“dxhn .Pf=“_1!_£(1__‘.i_:i.f).

Da man fir das Verbiltnis 4:d bezw. k,:d, fir verschiedene
Kolben etwa denselben Wert annehmen kann und auch kein AnlaB
vorliegt, die Reibungsziffer f fir den einen Kolben anders wie fir
den andern anzunehmen, so kaon man fiberhaupt das zweite Glied
in den Klammern rechtsseits der Gleichungen (4 und 5) 4hf:d
= 4}, [:d, durch einen Erfahrungswert & ausdriicken. Damit erhalt
man fir den ,treibenden Kolben“

4a) K=§-d=p(1+e)
und fiir den ,getriebenen®

. eql 3
Ha) K,=f-§-‘--p(l—-s).

Die Gl 1 zwischen den Kolbenquerschnitten und den Kolbenwegen
bleibt auch jetzt noch giiltig. Aus ihr folgt

Sk, F d?
G o = F 43
and durch Division der Gleichungen 4a und 5a
9 K _ a9
e d (1 + ¢
Die Multiplikation der Gleichungen 6 und 7 liefert
8) $;m+ Ky 1—&  Nutzarbeit

sxK ~ 14¢  Arbeitsaufwand "
wobei man unter 7 den Wirkungsgrad der Einrichtung versteht.

Unter der Voraussetzung mittlerer Verhiltnisse kann man an-

nehmen L S f-=--1-16; dann wird &==0,05, und nach

GL7 K,: K=1rd. 0,90-d,?:d? nach GL8 = rd. 0,90; 10 v. H.



1 b. Kraftiibertragung dureh Druckwasser, I i

des Arbeitsaufwandes gehen durch Reibung verloren. Soll am
Kolben B ein Widerstand K, = 10* tiberwunden werden und ist
d:dy= 0,10, so mul} die am Kolben A4 angreifende Kraft

KL (d), ..!9_ I N kg
= 000'\@) = 090 0,10? = rd. O,111'= 111

sein. Bei einer Druckwasserkraftanlage pflegen gleichzeitig mehrere
Arbeitszylinder B in Benutzung zu sein. Um dann einen Ausgleich
swischen den durch die Prepumpe A erzeugten und in den Arbeits-
zylindern B verbrauchtem Druckwasser herbeizufiihren, pflegt man
zwischen beide einen Druckwassersammler, d. i. einen dritten mit
einem verschieblichen Kolben verschlossenen Zylinders C einzufiigen.
Der Kolben dieses Zylinders wird dann mit einem solchen Gewicht @
belastet, dafl bei seinem Niedergange der gewiinschte ,Betriebs-
druck“ p entsteht (vgl. Fig. 178). Das dazu erforderliche Be-

Fig. 178.
v ¢
|
i
]
\ A2
.I Druckwasser-
o sammler
Arbeitszylinder
K|
Bal

J'L. “

lastungsgewicht berechnet sich nach GL 4a zu |
9) =T & p(l+e).
Mit p =50, dy= 30 und &= 0,05 wird

Q= 3;4 302. 50+ (1,06) = rd. 37000% = 37°,

Kook-Hotopp, Mechanik. 1L 4. dufl. ) 12

AL e o~ o S
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Steigt beim Ansammeln von Druckwasser in € durch den Betrieb
der Pumpe A der Kolben in C mit seinem Belastungsgewicht @,
so erhdht sich der Druck von p auf ein Mall p,, fiir das jetzt die
Gleichung gilt

10) Q=3 dp (1—0),
Aus GL 9 und 10 folgt

l1+¢

11) p‘-—P'i'::"é.
Ist behpialswaiso p= 50" angenommen, so wird mit & =0;5,
=50 El)"g';_ rd. b6*., Um den Kolben € zum Steigen zu

hnngan, muf} die Prefipumpe 4 den Druck p, erzeugen; die auf-
zuwendende Kolbenkraft X mufl dempach sein unter Beachtung
der GL (11)

’ S SN (1 + &)
12) K i at-p (14 ¢ T
Mit d= 10" p= 50", £= 0,00 wird

1,06?%
P 0 y o —_— = Hk
K= "-.10%50- 0,05 rd. 45560 ks,

Um mit dem Kolben des Arbeitszylinders B einen Widerstand K,
zu iiberwinden, mufl er nach Gl. Ha einen Durchmesser erhalten
von der Grofe i
: x LK

Fir Ky = 100%, p= 50" und &= 0,056, wird

=V 4:700000 _ ;' soien.

3,14 50 - 0,95
Durch die Zwischenfigung des Druckwassersammlers C ist der
Wirkungsgrad der Kraftibertragung verringert. Fiir die einander
entsprechenden Arheitswege der Kolben A4 und B gilt noch die
(il. 6; die GL 7 lautet jetzt aber unter Beachtung der Gl 12

K, dl‘ (1—2)?

o = @ (150
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und durch Multiplikation der GL 6 mit Gl 14 folgt
ol (Lol
1) SRl Y 57 i

95\2
Mit £ = 0,06 wird r;=(£fﬁ) =rd. 0,82.

¢) Hydrostatischer Gewichtsausgleich.

Ein solcher kann mit Vorteil angewandt werden, wenn es auf
die periodische Hebung und Senkung irgendeines schweren Korpers
von konstantem Ge- Fig. 179.

wicht @, etwa einer Hyadrostatischer i

oder dhnliches an- p
kommt (vgl. Iig. 179).
Der Kolben eines Zy-
linders A trage das
Gewicht @ wund sei
mit einem zweiten Zy-
linder B durch eine
Robrleitung verbunden,
dessen Kolben durch
ein Gegengewicht P
belastet ist. Beide Zy- ' P,
linder wie die sie verbindende Rohrleitung seien zwischen den
abschlieflenden Kolben mit Wasser gefilllt.

Das Gegengewicht P, wie eine an diesem angreifende, wechsel-
weise auf- oder abwiirts gerichtete Kraft K sollen nun so bestimmt
werden, dafl} die beabsichtigte gleichmifige, langsame Auf- und
Abwirtshewegung des Gewichtes ¢ zustande kommt. Beim Steigen
des Kolbens A mit dem Gewichte Q gilt fiir das Gleichgewicht
des ersteren die Gleichung

1) Q=F-dp(1—e).

Fiir das Gleichgewicht des nun sinkenden Kolbens B mit dem
Gegengewicht P und der jetzt abwirts gerichteten Kraft K gilt
die Gleichung

2) P+ K=§-a3-pu+e).

M
3
.
£
-
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180 Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht flissiger Korper.

Aus beiden Gleichungen erhilt man nach Beseitigung von p und
entsprechender Ordnung

B
erd jetzt die Kraft K aufwirts gerichtet, der Kolben B zum
Stclgcn und der Kolben 4 zum Sinken gebracht, so tritt im Gefil-
system ein anderer Druck p, ein. Die Gleichgewichtsbedingungen
fir beide' Kolben lauten jetst

.d?

1) Q=" p(1+a),
&2
5) P—K="10p (1—0),
woraus folgt
) P_K“Q(d) 1+¢ ,
Die Losung der Gleichungen 3 und 6 fir P und K liefert
14¢&
L Yoo ( ) S
3 2¢

y: K=Q'(_) 1—&’

Mit dy:d=1 und =006 wird P=1006Q und K=0,100Q.

d) Druckkraft auf ein beliebiges Stiick der Gefiibwand.

Soll das Gesamtergebnis der Druckkrifte auf ein Stick BC D
(Fig. 180) der Wandung eines GefiiBles, in dem der Druck p herrscht,
bestimmt werden, so bedenke man,
daf} ein Flichenteilchen die Druck-
kraft p-d F erfihrt, die mit drei
rechtwinkligen Achsen die Winkel
a, f, y bilden mdge. Dann be-
kommt man gerade so, als ob BC D
die Endfliche eines in der z-Richtung
verschiebbaren Kolbens wiire, in
dieser Achsenrichtung eine gesamte
Kraft
1) .D.=p)—‘dF'CUﬂﬂ=P'Fl|
ebenso in den beiden anderen Achsenrichtungen i
2) D,=pZdF-cosfp=p-F,,

D,=p2dF.cos8y=p.F,.

Fig. 180,
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Darin bezeichnen F,, F, und F, die Projektionen der gedriickten
Flichen auf die yz-, die zz- und die zy-Ebene, oder die recht-
winkligen Projektionen in den Richtungen der z-, der y- und der
#-Achse, wobei die etwa paarweise aufeinander

fallenden Projektionen von Flichenteilchen fort- Fig. 181,
zulassen sind. Die Seitenkrifte gehen durch die 4
Schwerpunkte der entsprechenden Projektions-

flichen F,, F, und F, hindurch und werden

gich im allgemeinen nicht zu einer Einzelkraft
zusammensetzen lassen, sondern danehen noch

ein Achsenmoment liefern. Gehort die Fliche

freilich einer Kugel an, so gehen die einzelnen

Krifte p.dF simtlich durch deren Mittelpunkt und liefern eine
durch denselben Punkt gehende Einzelkraft. '

Auch noch in_solchen Fillen, wo die Begrenzungslinie des
Flichenstiickes eine ebene Kurve ist, lassen sich die Druckkrifte
ru einer Einzelkraft 1) zusammensetzen. Legt man dann pimlich
die y#-Ebene in die Ebene dieser Kurve (Fig. 181), so heben sich
heim Projizieren in der y- und in der #-Richtung die Flichen
gegenseitig auf, weil sie simtlich paarweise aufeinander fallen. Es
ist Fy= F,=0, daher auch D,= D,=0, mithin der Gesamtdruck
1) D= D,=pF,.

Darin ist F, die ebene Flache der Umgrenzungslinie, und D geht
durch deren Schwerpunkt.

¢) Wandstiirke von Geffifen 'und Réhren.

Wird ein kugelformiges Gefif (Fig. 182) vom Halbmesser »
und der Wandstirke & nach einem grofiten Kreise durchschnitten, so
iibt die darin befindliche Fliissig~ Fig. 182
keit, bei einem Drucke p fir T y

die Flacheneinheit, auf die eine
Halbkugelfliiche eine Kraft D
aus, welche nach vorstehender

(1. 4, mit F,= r?x, sein mul:
D=prin.

Diese Kraft mufB8 durch die

Spanukrifte der ringfdrmigen

Schoittfliche im Gleichgewichte gehalten werden.
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Hinsichtlich der Spannungen in der Wand werde hier die
vereinfachte Annahme gemacht, daB sie sich gleichmiBig dber
die Dicke o verteilen und
iiberall den Wert o haben.
Da nun die Schnittfliche
= 2ymd ist, so wird:

Fig. 183.
odl d

: : .._;-:====£=i$=i

Qrﬂ-a-(}:p.r?n’ oder l:l"
1) rpr PR b LGN Se”
90 % R fm & ST M M

Eine zylindrische
Rahre (Fig. 183) vom Halb-
messer r, der Wandstirke 0,
dem innern Drucke p, der Linge I erfihrt die stirksten Spaonungen
an irgendeiner durch ihve Achse gelegten Schnittebene. Fiir die
gesamte Druckkraft gegen die eine Hilfte ist die Fliche F,=2rl
mafigebend mit D= 2prl. Unter der auch hier gemachten Vor-
aussetzung Gberall gleicher Spannung o (vgl. weiter unten) ergibt
gsich an jeder der beiden Schnittflichen die Spannkraft 6-d.7, daher

odl

wird 20:0-1=2p.r.1, und
2) | d=rZ,

d. h. doppelt so grof wie beim kugelfsrmigen Gefifle.

Gl 2 ist wahrscheinlich zuerst von Mariotte angegeben worden.

Die Formeln 1 und 2 geben fir kleine Werte von p so
geringe Wandstirken, wie sie aus Griinden der Herstellung und
Handhabung nicht zuliissig sind. Daher fiigt man jenen noch einen
Zusatzwert +¢ bei, der sich nur nach Ausfihrungsriicksichten
bestimmt. Bei GefiBen und Rohren aus Gufeisen betrigt etwa
3) =01 ™,

Beispiel: Soll ein guleisornes Wasserleitungsrohr von r - 20w gauf
einen inneren Druck p==10st berechnet werden, und wihlt man wegen der

in einer Wasserleitung unvermeidlichen Stéfle die Spannung o nur == 2508t, o
wird nach Gl. 2 und 8

d=20- 0-{— 07=1p0em,

Giltigkeitsgrenze fiir GL. 1 bis 8, Diese Formeln gelton nur fir
kleine Werte von p:o. Fir groiere Driicke, wie sie bei den Zylindern von
Wassardruckpressen und besonders bei Kanonenrohren vorkommen, ist die Vor-
aussetzung {iberall gleicher Bpannung selbst anniherungsweise nicht mehr zu-
treflond, vielmehr ergeben genauere Rechnungen, dall die Spannung an
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der Innenseite des Rohres stets gréBor ist als an den fibrigen
Stellen. Kanonenrohre erleiden denn auch die ersten Risse stets an der
Innenwandung, und man untersucht sie daraufhin mittels eines Spiegels, um
gio rechtzeitiz auller Gebrauch setzen zu kinnen. :

Die genane Berechnung derartiger zylindrischer Gefiifle fiir hiheren Innen-
und AuBendruck findet sich in Keck-Hotopp, Elastizitiitslehre, 11. Teil 8. 58.

Bemerkung. Die bisherigen Entwicklungen galten (mit Aus-
nahme der Regeln fir die Kraftiibertragung durch Druckwasser)
vereint fiir tropfbare und gasformige Korper. Da bei den weiteren
Betrachtungen aber auch die Schwere zu berficksichtigen ist, und
zwischen den tropfbaren und gasformigen Korpern der wesentliche
Unterschied besteht, dal erstere eine unveriinderliche, letztere aber
eine sehr verinderliche Dichte haben, so missen weiterhin die
tropfbaren und die gasformigen Korper getrennt behandelt werdep.
Wir wollen zuniichst die tropfbaren Korper, die nach S. 167 als
nicht zusammendriickbar betrachtet werden konnen, besprechen.

2. Gleichgewicht tropfbar-fliissiger Korper unter
Einwirkung der Schwere.
a) Wasserspiegel. Druck in der Fliissigkeit.

Soll die in einem oben offenen Gefifle befindliche Flitssigkeit
unter Einwirkung der Schwere, als einziger Massenkraft, im Gleich-
gewichte sein, so mufl die obere freie Fliche, der Wasserspiegel,
eine wagerechte Ebene bilden, d. h. rechtwinklig zu der herrschenden
Massenkraft stehen. ‘

Um dies zu heweisen, nehmen wir zuniichst den Gleichgewichts-
zustand bei ' beliebiger noch unbestimmter Oberfliche A B (Fig. 184)
an. Von einem beliebigen
Punkte P im Innern aus-
gehend, umgrenzen wir
ein Wasserprisma P @,
von der Linge ! und der
Neigung 2 gegen die
Wagerechte. Der Quer-
schnitt des Prismas sei
d I', sein Gewicht y-d I 1,
Ist p der Druck im Punkte P, so wirkt hier eine Langskraft p.d I
auf das Prisma. Depkt man sich das Prisma erstarrt, und die

Fig. 184, Fig. 184 a.

- Tl =
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184 Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht flissiger Kéorper.

umgebende Fliissigkeit ihrerseits auch, wobei aber an den Langfliichen,
entsprechend der Natur der fliissigen Korper, nur Normaldriicke
auftreten konnen, so liefert das Gewicht y.dF.l in der Lings-
richtung des Prismas gemifl der Zerlegung (Fig. 184 a) die Seiten-
kraft »-d F'-1-sin a, und wenn die Oberfliche keinen Druck erfihrt, mufd
pdF=py.dF.l-sina

sein, Wird der Hohenunterschied der beiden Punkte P und Q,
d. h. Isina = ¢z gesetzt, so folgt

1) p=y%.

Wenn man nun von P aus nach einem anderen Punkte Q,
der Oberfliche ein Prisma P, abtrennt, so erhiilt man fiir dessen
Gleichgewicht ebenso p, = »#,. Da sich die Flassigkeit im Gleich-
gewicht befinden soll, mufl nach S. 169 der Druck im Punkte P
nach allen Richtungen P @Q, PQ, ... derselbe, somit p=p, und
daher auch 2= ¢, sein; d. h. die Hohe der verschiedenen Punkte
der Oberfliche tiber der Wagerechten, die durch irgendeinen Punkt
im Innern der Fliissigkeit gezogen wird, mufl die gleiche sein, der
Wasserspiegel mull also eine wagerechte Ebene bilden.

Gl 1 enthilt das Gesetz des Druckes fiir eine im Gleichgewichte
befindliche Fliissigkeit unter Einwirkung der Schwere. Eine Flussig-
keitssiiule von der Grundfliche = 1™ und der Hohe = #™ hat ein
Gewicht »2, wenn » das Gewicht von 1™' bedeutet, und bringt
dadurch den Druck p= y# hervor. Man nennt deshalb auch 5= p:y
die auf eine Fliissigkeit von der Dichte p bezogene Druckhohe.

Ist x. B. 7 in t/m» ausgedriickt, so erhillt man p in t/ws und 2=p:y
in m, Um p in s aunszudriicken, ist aber /10 des Wertes p zu mehmen.
Einer Druckhthe von zm entspricht daher ein Druck von - £ t/me =="/10 - 25,

Eine wagerechte Ebene im Innern der Fliissigkeit hat an allen
Stellen dieselbe Tiefo unter dem Wasserspiegel, ist daher cine
Flache iberall gleichen Druckes, Fig. 185.
cine sog. Niveau-Fliche.

\ [
Aufeine wagerechte Bodenfliche(Fig.185) \——————7 |
verteilt sich der Druck gleichmifig. Ein
Bodenstick 4B von der Fliche F in der s
v Lo

Tiefe h unter dem Wasserspiegel erfihrt eine
Druckkraft D, die durch den Schwerpunkt
der Fliche F' hindurchgeht. Diese Kraft ist
unabhingig von der Form des GefiBes und der Menge des Wassers

\
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in demselben, und nur abhiingig von der Hohenlage des Wasser-
spiegels. Mittels ecines engen Rohres (Fig. 186), welches sich an
die Decke eines Gefifles anschliefit, kann
man, wenn man Gefifl und Rohr mit Wasser
fillt, gegen den Boden A4 B vom Flichen- 4y~ 1%
inhalt F' eine Druckkraft D=y - F-h,
d. h. gleich dem Gewichte eines Wasser-
kdrpers A BB, 4,, ausiiben. Die Decke C'
des Gefifles erfihrt dagegen eine aufwirts
gerichtete Druckkraft D, = dem Gewichte 12 |
eines Wasserprismas, das, iiber der Decke 4

stehend, bis zur Hohe A, B, reicht. Der Druck D; hat das Be-
streben, Decke und Seitenwinde des GefiBles von der Bodenwand
nach oben hin abzureifen. Die Mittelkraft von D und D, ist dann
das Gewicht der wirklich vorhandenen Wassermenge.

Ist (Fig. 187) der Wasserspiegel von dem Flicheninhalte F
nicht frei, sondern wird auf ihn, vielleicht mittels eines Kolbens,
cine Kraft K dbertragen, entsprechend
einem Drucke p,= K : F' und einer Druck-
hohe hy= py:», so kann man, weil es
fir die Wirkung einer Kraft gleichgiiltig
ist, ob sie durch einen Kolben oder durch
das Gewicht einer Wassermasse erzeugt
wird, die Wirkuog des Kolbens auch er-
setzen durch Hoherlegung des Wasser-
spiegels um die Grofle A,. Man denkt
gich also die wahre Oberfliche A B mit
dem darauf lastenden Kolben ersetzt durch
die ideelle freie Oberfliche 4,5, und
kann alle Druckverhiltnisse im Gefil auf diese beziehen. In
ciner Tiefe # unter 4 B herrscht dann ein Druck p =y (s + A).

Fig. 186.

R B e .

b) Druckkraft gegen eine ebene Seitenwand. Druckmittelpunkt.
Das ebene Wandstick G E (Fig. 188) erfihrt iiber seine ganze

Fliche F parallele Druckkrifte, die stetig, aber ungleichmiifig

verteilt sind. Auf ein Flichenteilchen dF in der Tiefe : unter

dem Wasserspiegel kommt die Kraft

1) dD=y.dF-.z2,

PR ————
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mithin wird die gesamte Druckkraft D =y YdF.#, wofir man
pach der Lehre vom Schwerpunkte (1. Teil, 4. Aufl, S. 154, Gl 6)
schreiben kann

2) D=) Fg,,

wenn 2, die Tiefe des Schwerpunktes S von / unter dem Wasser-
gspiegel bedeutet. Die Druckhdhe 2, des
Schwerpunktes von F ist also die
mittlere Druckhdhe fiir die ganze
Fliche, nach welcher die Grofle der ge-
samten Druckkraft ) berechnet werden kann.

Verteilten sich die Krifte gleichmi Big
iber F', so ginge die Mittelkraft D durch
den Schwerpunkt S der Fliche, da aber der Druck p mit der Tiefe 2
zunimmt, so mufl D tiefer liegen als der Schwerpunkt S der Fliche.

Derjenige Punkt €, in welchem die Druckkraft I die Fliche ¥
schoeidet, heillt Druckmittelpunkt.

Um ihn zu finden, benutzen wir Fig. 189. In der Seiten-
wand A BE ist ein Flichenstiick #' abgegrenzt. Der Wasserspiegel
schneide die Wand in der wagerechten Geraden A4 X; rechtwinklig
dazu liegt in der Fliche die
Achse AY, welche mit der Lot- F"K-I:BQ-
rechten den Winkel « hilde. Ein L
Flichenteilchen dF habe die
Koordinaten z und y, dann ist
geine lotrechte Tiefe unter Wasser
g=ycosa. Ebenso gilt fir die
lotrechte Tiefe &, des Schwer-
punktes S unter Wasser, wenn y,

-geine parallel mit 4 Y gemessene
Ordinate ist,

= Y, 008,
Der gesuchte Druckmittelpunkt €
habe die Koordinaten z,, und y,..
Es mufl nun nach 1. Teil, 4. Aufl,
8.105, in bezug anf irgendeine Achse das Moment der Mittelkraft D
gleich der Momentensumme der Finzelkrifte d D) sein. Dies glht
fir die Achse AX t Dy, = fdD-y oder wit Hilfe von GL 1 und 2:
yFy cosa-ym=pcosafdF y*.

Fig. 188,
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Da nun fdFy* das Trigheitsmoment J, der Fliche F' in
bezug auf die Wasserspiegelachse 4 X bedeutet, Fy, aber das
statische Moment S, deraelban Fliche anf dieselbe Achse. 30 wird
JAF-y ~ S
3) Ym = w-— e B
Dies ist (1. Teil, 4. Aufl, S. 328) die Schwmguugsll’mge der
Fliche F', falls sie als eine materielle Fliche um die Achse 4 X
als Pendel schwingend gedacht wird.
Fir die Achse AY ergibt sich -
Da,= fdD-z oder
Fy-yyco8any,=ycosafdF -zy. .
JAdF-zy ist aber das Zentrifugalmoment C,, der Fliche F (1. Teil,
4. Aufl,, 8. 337) somit
ey JAF-2y

4 Wy = —— = e |
) m=g T,

Die Lage des Druckmittelpunktes C ist durch die GL 3 und 4
bestimmt; der Winkel « kommt darin nicht vor; wenn sich
daher die Seitenwand um die Wasserspiegelachse 4 X
draf;t. so behidlt der Druckmittelpunkt C in ihr seine
Lage bei. Wir nehmen doher im folgenden den Winkel «= 0 an,
betrachten also die Seitenwand als lotrecht, so daB dann 2=y wird.

Legt man durch den Schwerpunkt S (Fig. 190) eine wagerechte
Achse und nennt v den rechtwinkligen Abstand des Druckmittel-
punktes €' von der Schwerpunktachse, so ergibt sich aus Gl. 3, weil
J.=Js+ Fy,? (1. Teil, 4. Aufl, S. 317)

& ik -F!Ios_ i o : Fig. 190,
yo"|“1? Fy, -Pyu+ym

b) also v=~——o.,

Erleidet nun der Wasserspiegel “cine
Parallelverschiebung nach oben, so bleibt Js
unverindert; mit zunchmendem y, wird
aber o kleiner und kleiner; fir y,= o»
wird v=0, Dies ist auch selbstver-
stindlich, da, wenn die Fliiche in unendlicher Tiefe liegt, die Druck-
~ verteilung an ihr als gleichmifig angesehen werden kann,

Die Lage der AY war bisher beliebig. Ist diese Achse eine
Symmetrieachse fiir die Figur 7', so wird C=fdF.z2y=0
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(1. Teil, 4. Aufl., S. 337) und damit auch z.= 0. Es liegt dann
der Druckmittelpunkt auf dieser Symmetrieachse.

¢) Druckkraft gegen eine rechteckige Seitenwand.

Fir das Rechteck (Fig. 191) ist (1. Teil, 4. Aufl, S.;320)

Js= 112 F'A*, daher nach Gl. 5, S. 187
A2

Der Druckmittelpunkt liegt auf der lotrechten Mittellinie des
Rechtecks. Wird y, = oo, 80 wird v=0;
rickt der Wasserspiegel aber abwirts, Fig. 191.
und zwar so weit, dafl er die Oberkante ———
des Rechtecks trifft, 8o ist Yomin= /2h, - !
dafir wird vm.e=*/sh, d. h. der Druck-
mittelpunkt liegt dann bei C, im
anteren Drittelpunkte der lot-
rechten Mittellinie der Flidche.
Wasserspiegel und Druckmittelpunkt bes
wegen sich hiernach stets in demselben
Sinne; beide nach oben oder beide nach e
unten. Wiahrend aber der Wasserspiegel
von der Oberkante des Rechteckes bis zu y, == oo nach oben riickt,
verschiebt sich der Druckmittelpunkt C' dieser Wandfliche nur um
'/sh von der tiefsten Lage nach ihrem Schwerpunkte.

Beispiel: d==1m k6 h-==3m 6 gy, =2m gibt F'=3n"; ist y das Ge-
wicht von 1m* Wasser == 1000 ¥, so wird D ==1000-38-2==6000 k&, und

T S ———
=L
Qe
|
!
-

B SR e
adbnns | 5 S AT A Fig. 192,
Selbsttitige Klappe. w
Das Verhalten des Druckmittel- mﬁ_________

punktes bei steigendem Wasser-

spiegel kann benutzt werden ! Py
fir eine Klappe, die sich selbst- ',"
titig offnet, sobald der Wasser- ==
spiegel eine bestimmte Hohen- D/
lsge fiberschreitet, indem man é,

durch den zu der Grenzlage W
des Wasserspiegels gehodrigen
Druckmittelpunkt C (Fig. 192)
eine wagerechte Drehachse fir die rechtwinklige Klappe legt. Solange der

Wasserspiegel unterhalb W verbleibt, bleibt auch die Druckkraft D unterhalb :
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der Achse € und driickt die Klappe gegen die obere und untere Anschlag-
fliche. Uborschreitet der Wasserstand aber die Grenze W, so riickt D in die
punktierte Lage oberhalb C, offnet dis Klappe und liBt das Wasser abflieBon.

d) Druck gegen eine ebene Manerfliche oder Bohlwand.

Ist die Mauer A B CE (Fig. 193) auf der rechten Seite bis
zur Oberkante mit Wasser in Beriihrung und betrachtet man ein
Langenstiick der Mauer = 1™, ﬂ
rechtwinklig sur Bildebene, so e Pk 'J:
hahen wir als gedriickte Fliche s !
ein Rechteck von der Breite 1 und |
der Hohe A; der Wasserspiegel
geht durch die Oberkante der
Druckfliche, daher geht D (nach
S. 188) durch den unteren Drittel- '
punkt der lotrechten Mittellinie v
der Fliche. In einer Tiefe 2 be-
trigt die auf die Einheit der Hohe
kommende Kraft p=yz. Setzt
man y= 1% so wird p=¢ und die Darstellung des verinder-
lichen p erfolgt durch eine unter 45° geneigte Gerade BG. Die
Druckkraft auf ein Hohenteilchen dz ist daher

dD=zdz,

und gleich dem wagerechten Flichenstreifen des gleichschenklig
rechtwinkligen Dreiecks 4 BG. Die Gesamtkraft D wird dargestellt .
durch die Fliche des Dreiecks '/ah* und greift in der Hohe des ‘
Schwerpunktes dieser Fliche an.

= Yayh? liefert in bezug auf die AuBenkante F der Mauer
das Umsturzmoment 13

1) N D Vah="1Ysypw, =/, g h -

wiihrend bei einer Dichte », des Mauerwerks das Sta.ndalchorhmts-

moment (1. Teil, 4. Aufl,, S. 214)

2) G-rad=ay @*h

betragt. Die Sicherheit der Mauer gegen Kanten erfordert:
Yoy, d*h=>Ysyh3 oder

e e
&

=
N
i
i
$
SR ST

.,

F

d 1y
et T
3) A 3 1
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Der Verschiebung der Mauer durch D= 1'/a.y-k? setut sich
die Reibung f- G =f.p,-d-h entgegen (f= Reibungsziffer), mithin
muf} auch sein: y

frhd-h=>aph? d h -

d 1 »

AT
~ Hat das Mauerwerk keine erhebliche Zugfestigkeit und soll
ein Offnen der Fugen vermieden werden, so mufl die
Mittelkraft aus D und G die untere Fuge 4 E in einem Y& 19_‘:;
Punkte schneiden, der nicht aullerhalb des mittleren ;
Drittels der Mauerstirke A F = d liegt. (Den Beweis .}
hierfiir s. Keck, Vortrige iiber Elastizititslehre, 1. Teil,
S. 231). Soll der Angriffspunkt dieser Mittelkraft ge-
rade an der Grenze des mittleren Drittels, d. h. um
1/sd von der Mitte entfernt liegen, so muf nach Fig. 194
die Beziehung stattfinden:

Ysd:Ysh=tga= D:G, oder

4)

!
1
|
. 1

d
€

5) %xVK_
; M1 :
Beispiel: Fir y, = 2y und f==0,6 geben die Gleichungen
3) a=>nhVs, oder d=>0,41h;
4) d > 043h; 5
b) d=0,7h.

Die letztere Bedingung erfordert also eine bedentende Stiirke.

Eine Bohlenwand (Fig. 195) stiitze sich gegen wagerechte
Balken, sog. Riegel, die, auf eine Spannweite ! freiliegend, sich
wiederum gegen lotrechte Pfihle legen. Pie mit Bohlen iiber-
deckten Riegel werden gleichmiflig iiber ihre Linge belastet; es
soll fiir einen um & unter Wasser liegenden Riegel F' die Be-
lastung ¢ fiir die Lingeneinheit ermittelt werden.

Die beiden benachbarten Riegel migen von dem betrachteten um
a, und a, abstehen. Hinsichtlich der Kraftiibertragung denken wir uns
die Bohlen an jedem Riegel durchschnitten; sie wirken dann als statisch
bestimmte Triger auf zwei Stiitzen. Fir das Bohlenstick CF = a,
von der Liinge Eins, rechtwinklig zur AufriBfigur, bildet die noch
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mit » multiplizierte Trapezfliche CDEF die Belastungsfigur. Man
kann diese ansehen als Unterschied des Rechtecks CGEF und des
Dreiecks DG E. Ersteres, von dem Inhalte za,, bringt nach dem
Riegel bei F' den Auflager-

druck Y2y za,, letzteres, Fig. 195.

vom Inhalte '/2a,?, wirkt "4“":,3’5- OW.

nur zu einem Drittel i %

auf ¥, u. zw. entlastend, T +| BB C_N\D a, G

d. h. mit — /sy a,®. Fir | dy \j‘—"

das Bohlenstiick F'H ist EIA N - A

FEJH die Belastungs- dly ....'i&
figur, deren Inhalt in die W [THyy ,
beiden Teile zerfillt za, P; 4

+ 2ay®. Hierans ergibt
gich fir das Bohlenstick
FH bei F ein Auflager-
. druck Y2y za, + Yoy as®.

Daher kommt auf die
Lingeneinheit des Riegels
die Druckkraft

q='2yza,—*[oya’

>

e
[

-t lhyea +teya?, \
I q= Yoy (ay+ a){ s—"/s(ay—ay) }.
Sind die Riegel in gleichen Abstinden a, = a; = a, so wird
2) / g=yas.

Ist der untere Teil der Wand, von L beginnend, auch auf
der linken Seite (Fig. 105) mit Wasser in Berihrung, so fibt
dieses einen Druck aus, dessen Verteilung durch das Dreieck LM N
dargestellt wird. Dieser Gegendruck des Unterwassers (U. W.)
1Bt sich von dem Drucke des Oberwassers (O.W.) leicht ab-
ziechen, da LM N =J P@ ist. Unterhalb des Unterwasserspiegels
ist also der Uberdruck p = ph, wenn h der Hohenunterschied
der beiden Wasserspiegel ist, und es wird fir jeden unter U.W.
liegenden Riegel

3) g=pah.



Y

il he A . ST Tl 2 Tl

192 Zweite Abteilung. A. Gleichgowicht fliissiger Korper.

¢) Berechnung der Riegel des Stemmtores einer Schleuse.

Eine Schiffsschlense (Fig., 196) dient zum Heben eines Schiffes aus einer
Kanalhaltung mit dem Wasserstand U7 W. in eine andere mit héherem Wassor-
stande O. W., oder zum Senken eines Schiffes von O W. bis U. W. S8ie besteht
aus den Obertoren 7\ und den Untertoren 7' mit einer dazwischenliegenden
Kammer K, welche durch verschlieBbare Kaniile %, und % mit O W. oder
U.W. verbunden werden kann,

Soll ein Schiff (Lage 1) aus U.W nach O.W. beférdert werden, so
schlieBt man die oberen Kanile k, und &ffnet die unteren k, wodurch der

Fig. 196, )
otd JERRLB ) A v Vimi o ARt R RS
0. L
: 3 J A ST £
28R e Py AL b S e
T e e v % T

G LA st acostgs ST AT
B e A I R v

Wasserstand in"'der Kammer K auf die Hohe von U.W. gesenkt wird; nun
kann man das Untertor 7' leicht Uffuen, da es von beiden Seiten gleichen
Wasserdruck hat, und das Schiff in die Kammer (Lage 2) ziehen. Dann
schlieBt man das Untertor 7' und die unteren Kanile k, offnet die oberen k,
wodurch Wasser in die Kammer einstromt, bis deren Wasserstand in gleicher
Hohe mit O.W. steht. Hierbei wird das schwimmende Schiff mit dem Wasser-
spiegel um h gehoben (Lage 3). Jetzt kann das Obertor 7| leicht gedffnet
und das Schiff aus der Kammer nach 0. W, (Lage 4) tibergefiihrt werden.

Die Tore sind zweifliigelig. Joder Fliigel dreht sich um eine lotrechte,
an oiner Seitenwand liegende Achse; seine Liinge ist etwas griBer als die
halbe Weite der Kammer, Beide Fligel fallen daher, wenn sie sich in der
Mitte der Schlense berlihren, nicht in dieselbe Ebene, sondern bilden mitein-
ander einen stumpfen, nach dem Oberwasser gekehrton Winkel. Der héhere
Wasserstand auf der 0. W.-Seite preBt daher die Fliigel selbsttitig zusammen;
die Fligel stommen sich gogeneinander und gegen die Seitenwiinde und heiBen
deshalb Stemmtore. Im Grundrisse der Fig. 196 sind die Tore im
geschlossenen Zustande ausgezogen, im offenen punktiert; die Kreisbogen
bezeiclmen die Drehungswege der Fliigelenden,
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Der Fligel eines holzernen Stemmtores (Fig. 197 Ans'lc'ht,
Fig. 198 GrundriB) hat nun hinsichtlich der Kraftleistung einige
Verwandtschaft mit einem
Fach der bei Fig. 195 be- Fig. 197.
sprochenen Bohlwand; nur
tritt  das  Aneinander-
stemmen neu hinzu. |#

Das Rahmenwerk be- r
gteht aus der Drehsiule
(Wendesiule)w, der Schlag- F—f—

Fig. 198
v

gliule s und den wagerechten . L
Riegeln », die an der

Oberwasserseite mit Bohlen =

bekleidet sind. Die Spann-

weite [ eines Riegels ist r

zu rechnen von der Achse
der Wendesiiule bis zur
Schleusenmitte. Seine Be-
lastung fiir die Lingeneinheit ist nach GL 2 oder 3 (S. 191) zu
bemessen. Die gegenseitige Druckkraft K, welche die unter dem
Winkel 180°—2a (Fig. 199) gegeneinander geprefiten Riegel
durch Vermittelung der Schlagsiulen aufeinander
ausfiben, mufl rechtwinklig zur lotrechten Mittel-
ebene der Schleuse sein. Auflerdem wirkt an den
Riegeln der Widerstand W der Wendesiule und
dic Last ¢i¢. Diese drei Krifte miissen sich im
Gleichgewichte halten, also durch einen Punkt gehen.
In bezug auf die Wendesiule wird Kisina= /5402,

l
ithi q
mithin K = 2_Si_—I]€l‘ und ebenso gIOB ist auch W‘

weil K und W symmetrisch zur Mitte des Riegels liegen.

Man kann nun (Fig. 200) K zerlegen in Kcosa und Ksina.
Letztere Seitenkraft, gleich '/2¢l, entspricht dem Auflagerdruck
eines einfachen Balkens mit der Belastung ¢, erzeugt mit ihr ein
groltes Biegemoment in der Mitte = Y/sql2, und eine Biege-
spannung

1) -0E 8 gl

0 = — = — =
VU1 sdb? T 4 db?!
Keek-Notopp, Mechanik, 1L & Aufl, 13
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wenn d die lotrechte, b die wagerechte Abmessung des recht-
winkligen Riegelquerschnitts ist.

Die Kraft K cosa= Y/aglcota soll fir den Fig. 200.
Riegel als einfache Druckkraft lings seiner Mittel-
linie angesehen werden, da wegen der meist
starken Querschnittsabmessungen der Riegel eine
erhebliche Ausbiegung derselben nicht anzunehmen
ist. Hiernach ergibt sich eine dberall gleiche
Druckspannung

’ lcota
2 =S5

Da die Biegungsspannung o, auf der 0. W.
Seite als Druck, auf der U.W.-Seite als Zug auftritt, so wird die
stirkste Spannung

3) =Fo=a,;l:a,=§q‘%(%—;—:tcota).

Beispiel: Fir eine Schleuse von 6,8m Weite soi tg a==1/s, I==32m
—=320em, h=2m, g=09m, d=20em, h==40cm, Dann ist fir jeden
unter U.W. liegenden Riegel (nach Gl 3, 8. 191)

q=1000-0,9" 2 == 1800 *&/m,

und q1==1800,3,2==0760 kg,
Um o in » zu erhalten, fihren wir d, b und ! in em ¢in, also nach Gl 3:
B0 (3820 \2
—7=3.30.40 (5_0' o G)“3"(12+ ekt
 und + o=138,6(12 — 6) =216 Zung.

Dio Spannungaverteilung im Querschnitte ist also eine sehr ungleichmiiBigo.

f) Druckmittelpunkt eines Dreiecks, eines Kreises,
eines Viertelkreises.

1. Dreieck. a) Grundlinie oben und parallel dem Wasser-
spiegel (Fig. 201). In diesem Falle gibt es im allgemeinen keine
Symmetrieachse, aber gleichwohl ist Gl 4 (8. 187) entbehrlich,
weil man leicht erkennt, dafll der Druckmittelpunkt auf der Mittel-
linie DE liegen mufl, da {ber jeden wagerechten Streifen des
Dreiecks eine gleichmiflige Kraftverteilung stattfindet, so daf} der
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Druckmittelpunkt jedes Streifens in seiner Mitte liegt. Eg handelt
sich also nur noch um die Grofle
Ji o T ARG h?
Fy, IBFy_n 18y,
(s. 1 Teil, 4. Aufl, * Fig. 201. Fig. 202.
8. 820). Sinkt der
Wasserspiegel bis an
die Oberkante des Ly
Dreiecks mit ¢ min i
= 13h, so wird
Vmas = 1/5 h, ' !

d. h. es liegt der v\
Druckmittelpunkt
dann in der Mitte der Mittellinie D E.

v=

gleicher Weise v= By Riickt aber

der Wasserspiegel bis zur Spitze herab, so,
18t Yomin = 2[/sh, daher vu..= /12h mit
¢ im unteren Viertelpunkte von E D.

2. Kreis, Es ist (Fig. 208)
J, r?

Q= o = ——

A Fy, 4y

POUr Yomn=7r Wird Omes=1/ar
(Punkt C,).

3. Viertelkreis. Um auch die Anwendung der Gl 4 (8. 187)
zu zeigen, withlen wir nun den Viertel-
kreis (Fig. 204), dessen Druckmittelpunkt
etwas mehr Rechnung erfordert, als die
obigen einfachen Beispiele.

Der Wasserspiegel liege parallel mit
dem oberen begrenzenden Halbmesser BC
in einer Hohe nr dariber. Der Schwer-
punkt der Halbkreisfliche liegt (nach
1. Teil, 4. Aufl,, 8. 159) um

4
g;r=sa=0,424r

18+

-~
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vom Mittelpunkte entfernt. In dem gleichen Abstande von BC
und BD mufl auch der Schwerpunkt der Viertelkreisfliche liegen.
Mithin ist

yo:a-l—nr=r(i+n).

Das Trigheitsmoment einer Kreisfliche in bezug auf einen
Durchmesser ist V/a Fyr?, wenn F, die Fliche des Kreises bedeutet.
Dazu liefern die 4 Viertelkreise je ein Viertel; sonach mufl das
Trigheitsmoment des Viertelkreises BC D in bezug auf BC gleich
Ys Fr? sein, wenn F=1/4F, die Fliche BCD bedeutet. Das
Trigheitsmoment J, in bezug auf die wagerechte Schwerpunkts-
achse._ ist sonach

s r(a)=rr(- )

Daher wird nach GL 5 (8. 187):

X 219,

1) Pl 8 L
_F‘yu_ 4 A

[k

Zur Ermittelung von ,, nach Gl 4 (S. 187) wollen wir vorerst
das Zentrifugalmoment C' berechnen. Es empfiehlt sich, dasselbe
auszudriicken durch das etwas bequemere Zentrifugalmoment Cy in
bezug auf BC und BD. Mit y=y, + nr wird

C= fdFzy=fdFz(y, + nr)
= [dFzy, + n rJ‘dF:n, somit

2) C= C£+ﬂfou—Cn+I

Ein Flichenteilchen dF = da-dy liefert zu €, den Beitrag
dz-dy-xy,. Simtliche Flichenteilchen des Streifens EG von
der Breite w baben ibereinstimmende y, und dy, liefern also
zusammen den Beitrag

nhay\ede= sy, -dy-u?,
0
mithin der ganze Viertelkreis
= ‘/nfyldy ‘ul.
0

\
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Hierin ist dy = dy,; ferner w?=»r?—y?, wodurch

r r
Cp=1/2 r’S!h dy,— 1/:5%’& h="srt, oder
o 0
2 T4

Cp= 5% " und damit
1 4 n) ;
: T T PRV
3) C=Fr (2”—}- 37 wird.
Nunmehr ergibt sich
1 4n
PRl W'2u 3:!_’_3-}-8';
4) = T A ~ 846nax
3n
oder, wenn in Zahler und Nenner durch n geteilt wird:
S 1
5) Za=1rg -
;“}"63

Fiir n = oo wird (nach Gl 1) v=0 und Gl 5 geht dber in
4
x.—" BT[’- = 0‘424"‘

d. h. Punkt C fillt mit S zusammen, wie es sein mufl (vgl. S. 187).
Tiir n =0 wird (nach GL 1)
o= (—3-3— i)r= 0,166, und nach Gl 4:
16 3xn ] ! !
Lo o= Er = (0,376 r;

8
(Punkt C in Fig. 204).

g) Druckkrifte gegen krumme Flichen.

Durch den freien Wasserspiegel sei die Ebene A4 XY gelegt
(Fig. 205), die 4 Z gehe lotrecht abwiirts. Ks sollen die Druck-
krifte des Wassers gegen die gekriimmte Fliche BEC (ctwa
Kugeloktant mit dem Mittelpunkte €)' bestimmt werden. Ein
Flichenteilehen d F' bei P in der Tiefe # unter dem Wasserspiegel
erfiihrt eine Druckkraft - d - 2, welche mit den Achsen die Winkel
@, f und & bilden moge. Durch rechtwinklige Zerlegung erhiilt man
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D, =7y dF-cosa-g=p 2-dFu

dDy=7y-dF.cosf.2 =y 2-dFy,

dD,=y-dF-co86-2=y-2-dF,,
worin dF,, dF,, dF, die recht-
winkligen Projektionen von d # in s 105,
der Richtung der z, der y bezw. #
bedeuten, Da die Projektion dF,
in derselben Tiefe 2z unter Wasser
liegt wie dF', so bedeutet d D,
auch die Druckkraft gegen die
Projektionsfiiche, demnach ist die
ganze Kraft in der z-Richtung

D,=rf2.dF,

die gesamte Druckkraft, die auf
die ebene Projektion F, = B, C,
der gekriimmten Fliche kommen
wirde und deren Grofle und Lage

nach 8. 185—197 zu bestimmen ist. Gleiches gilt beziiglich der
Seitenkraft

"
o
-

iyl

D,=yfs-dF,.

Dabei ist noch zu bemerken, dal diejenigen Flichen, welche beim
Projizieren in einer der beiden wagerechten
Richtungen paarweise aufeinanderfallen, Fig. 206.
picht mit in Betracht kommen. Dz
Anders verhiilt es sich mit der Seiten-
kraft d D;, weil beim Projizieren von d FF
auf eine beliebige wagerechte Ebene die b5
Hohenlage des Flichenteilchens d F' nicht
mit der seiner Projektion d F, iiberein-
stimmt. Wohl aber bedeutet y.2.dF.
das Gewicht derjenigen Flissigkeitssiule,
die vom Klichenteilchen dF bis zum
Wasserspiegel reicht. Daher ist auch

D. = T‘r' F dF'
das Gewicht der lotrecht aber der gedriickien Fliche stehenden
Wassermasse 4 BEG (Fig. 205) und geht durch deren Schwerpunkt.
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Ist jedoch die Fliche BCE (Fig. 206) so gestaltet, dall ein
Teil CE derselben schriig aufwiirts gerichtete Teildriicke er-
fihrt, so liefert diese zu I, einen aufwiirts gerichteten Beitrag D',
gleich und entgegengesetzt dem Gewichte eines gedachten Wasser-
kirpers CGHE, der von der Fliche CF bis zum Wasserspiegel
reichen wiirde, und durch dessen Schwerpunkt geht, wihrend der
Beitrag D, der Fliche BC wie vorhin bestimmt wird.

h) Riegel eines gekriimmten Schleusentores.

Die Riegel eines ebenen Schleusentores (8. 193) wurden sehr
ungleichmiifig gespannt. Geht man fiir grofiere Schleusenbreiten
zu eisernen Toren fiber, so kann man durch die Wahl gekriimmter
Riegel und Tore eine bessere
Ausnutzung der Festigkeit, d. h. Fig. 207.
eine gleichmiligere Spannung,
erreichen. Es soll die Bedingung
gesucht werden, unter welcher
ein Riegel in wagerechter Ebene
iiberall eine gleichmifig ber
den Querschnitt verteilte Druck-
kraft erfihrt.

Ist (Fig. 207) A B = ds ein
Teilchen des Riegels mit dem Kriimmungshalbmesser ¢ und dem
Mittelpunktswinkel dd, ferner ¢ die auf die Liangeneinheit kommende,
nach 8. 191 zu bemessende Belastung, so miissen nach obiger Be-
dingung an den Schnittstellen die zentrischen Druckspannkrifte S
und S+ dS auftreten. Das Gleichgewicht erfordert S= S+ dS,

d. h. dS=0, oder § iiberall gleich. TFerner ist gemifl dem
Krafteck in Fig. 207:

SsinY/ad® =1/aqds oder, wegen sind?d = d¥,
Sdd = qds = qod?d, daher
1) 8= qo.

qds

Da nun S fiberall gleich war, so muBl wegen der Unverinder-
lichkeit von ¢ auch ¢ iiber die ganze Linge des Riegels denselben
Wert haben, d. h. der Riegel mufl kreisformig sein.
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Zwischen den Wendesdulen 4 und B (Fig. 208) im Ab-
stande 2a sind nun verschiedene Kreishogen moglich. Fiir einen
Halbmesser ¢ und einen halben Mittelpunkts-
winkel a ist die Bogenlinge 4 C= pa, die
halbe Weite a = psina. Einer Spannkraft
S = qo entspricht ein Querschnitt F'=gqp:0,
wenn o die zulissige Spannung, daher ist der
Rauminhalt des Riegels eines Fligels
g - el Oyl g8 T
2) V= F,Qa—-—;g’u— Gagain’a'

Soll ¥ moglichst klein werden, so muf nach
der Regel vom Minimum

O==sin*a—a-2sinacosa oder
3) tga==2a sein.
Dieser Bedingung gentigt ein Winkel a =669 47’
mit sin a = 0,919; dafiir wird p==a:0919=1,088a, und

F=-q-pr= 1.ouaa2.
o a
Praktischen Gebrauch macht man von dieser Untersuchung nicht; sie ist
nur eine Ubungsaufgabe der angewandten Mathematik.

i) Gesamtdruck auf die GefiBwiinde. Auftrieb einer Flilssigkeit.

Befindet sich in einem oben offenen GefiBe (Fig. 209) ein
flissiger Korper im Gleichgewichte, so wirkt an der Flissigkeit
vom Rauminhalte V als Massenkraft das Gewicht G = p V lotrecht
abwirts, durch den Schwerpunkt S der
Flissigkeit gehend. Ist D der Gesamt- Fig. 209.
druck der Gefillwinde gegen die Flissig- | B
keit, d. h. die gesamte Oberflichenkraft, so
mufl D mit G im Gleichgewichte sein, also
D= G=pV lotrecht aufwirts durch
den Schwerpunkt der Flissigkeit gehen.
Der Gesamtdruck des fliissigen Korpers auf
die Gefillwinde ist nach dem Gesetze der
Wechselwirkung das Entgegengesetzte yon D,
d. b. nach GroBe, Richtung und Lage vollig
iibereinstimmend mit dem Gewichte G des flissigen Korpers. Der
Angriffspunkt von D fillt indes im allgemeinen nicht mit dem
Schwerpunkte des fliissigen Korpers zusammen. Seitendriicke D,
und 2, kommen hier nicht in betracht, weil beim Projizieren der
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gesamten inneren Oberflichen des GefiBes auf ecine lotrechte Ebene
die Teilchen paarweise aufeinanderfallen. Ist das Gefil z. B. von
prismatischer Form mit ebener wagerechter Bodenfliche, so erscheinen
die Druckkriifte gleichmiiBig iiber diese verteilt und ihre Mittelkraft D
geht durch den Schwerpunkt der Fliche.

Umgrenzen wir in einem grdferen, im Gleichgewichte befind-
lichen fliissigen Korper einen beliebigen Teil BCE (Fig. 210), so
milssen an diesem ebenfalls die gesamte Massenkraft G und der
Gesamtdruck A aller ihn umgebenden Fliissigkeits-
teilchen sich aufheben, d. h. es mul A= G =V,
aufwiirts gerichtet sein und durch den Schwer- ~— B
punkt des Korpers ¥V gehen. Vertauscht man
nun den Flassigkeitsteil B C E mit einem anderen
Korper, dessen Oberfliche genau mit der Um-
grenzung BCE ibereinstimmt, so bt die um- = c
gebende Flissigkeit auf den eingetauchten Korper
ganz dieselben Krifte aus, wie auf den etwa erstarrt gedachten
Teil BCE des flissigen Korpers, mithin ist der Gesamtdruck der
Fliissigkeit gegen einen in sie eingetauchten Korper
1) A=)V.

Diese Kraft heiBit der Auftrieb. Sie ist ganz unabhingig von der
Massenverteilung des eingetauchten Korpers, lediglich bedingt durch
den Fliissigkeitskorper, dessen Stelle der feste Korper einnimmt, also
durch die von dem festen Korper verdringte Flissigkeitsmenge.

Der Auftrieb einer Fliissigkeit gegen einen in
dieselbe eingetauchten Kdrper ist lotrecht aufwirts
gerichtet, gleich dem Gewichte der verdringten
Flussigkeitsmenge, geht durch deren Schwerpunkt,
hat diesen aber nicht zum Angriffspunkte.

Diese Regel gilt sowohl fir einen vollig, als auch fir einen
nur teilweise eingetauchten Korper. In letzterem Falle bedeutet V
den Rauminhalt des unter Wasser befindlichen Teiles des ein-
getauchten Korpers. Befindet sich der eingetauchte Korper ganz
unter Wasser und ist er nicht zusammendriickbar, so ist der Auf-
trieb upabhingig von der Tiefe des Korpers unter Wasser, weil
nach S. 169 die Dichte » unveriinderlich ist.

Sind das Gewicht des Korpers und sein Auftrieb einander gleich, so
befindet er sich hinsichtlich der lotrechton Kriifte im unentschiedenen Gleich-

Fig. 210,
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gewicht. Ist der Korper homogen, fillt sein Schwerpunkt mit dem des von

ihm verdringten Flissigkeitskérpers zusammen, so befindet er sich iiberhaupt

und in jeder Lage im unentschiedenen Gleichgewicht. Liegt bei einem nicht

homogenen Korper dessen Schwerpunkt lotrecht unter dem des verdriingten

Fliissigkeitskdrpers, 8o befindet er sich gegeniiber angreifenden Drehmomenten

in sicherem (stabilem) Gleichgewicht, d. h., er kehrt, nachdem etwa voriiber-

gehend ein Moment aunf ihn gewirkt und ihn

aus der bezeichneten Richtung gedreht hat, Fig. 211.

sich selbst fiberlassen, wieder in dieselbs zu- .

riick. Auftrieb und Gewicht bilden ein zuriiok- r

drehendes Kriiftepaar. Liegt dagegen der

Schwerpunkt des Kdrpers lotrecht fiber dem des .
&

verdriingten Flissigkeitskirpers, so befindet sich
der Korper beziiglich der von ihm eingenommenen
Richtung in unsicherem Gleichgewicht.

Hingt man einen Korper vom Gewichte G an eine gleich-
armige Wage (Fig. 211), so mufl an der anderen Seite derselben
ein gleiches Gewicht G angebracht werden, um den Korper im
Gleichgewichte zu halten. Ist aber (Fig. 212) der an der Wage
hiingende Kdrper vom Rauminhalte V Fig. 212,
ganz in eine Fliissigkeit von der =
Dichte  eingetaucht und ist sein
Gewicht @ groBer als der Auftrieb 4,
80 ist nur ein Gewicht @ nitig, um
dem jetzt noch vorhandenen abwirts
gerichteten Gewichte des Korpers
2) Q=G—4
das Gleichgewicht zu halten. Dieses Gewicht Q heilt das schein-
bare oder relative Gewicht des Korpers in bezug auf die Fliissigkeit.

Die Wigung eines Korpers im eingetauchten Zustande ersetzt
in manchen Fillen eine Bestimmung des Rauminhaltes. Kennt
man niimlich ¥, so ist damit auch der Auftrieh A = ;V=G—¢Q
gegeben. Ist es aber nicht tunlich, V' durch Messung zu be-
stimmen, so fithrt die Ermittelung des wahren und des scheinbaren
Gewichtes (G und @) zum Ziele, denn es ist
3) V=Air=(G—0Q)ir.

Damit hat man denn auch die mittlere D:chte 7, des eingetauchten
Korpers, niimlich G

4) iy §74 - ?"‘5':_*@— '
oder, wenn er homogen ist, seine wahre Dichte.
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Bekanntlich verwandte schon Archimedes (281—212 vor Chr.), der das
Wesen des Auftriches beim Daden erkannte, die doppelte Wiigung, um fost-
zustellen, wieviel Gold und wieviel Silber in der Krone des Hiero von
Syrakus enthalten sei. Ist ¥, die Raummenge Goldes von der Dichte r,, V,
die Raummenge Bilbers von der Dichte p, in der Krone, so ist deren wahres
Gowicht !

b) G=nV+nV.

Der Auftrieb des Wassers (Dichte ) ist A ==y (V, 4 V,), mithin das schein-
bare Gewicht

6) Q=G—r-(Vi+ V).

Dieso beiden Gleichungen 5 und 6 kinnen nach den Unbeksnnten V, und ¥,

aufgelist werden:

G(l-—-')-”-) +.’3Q

7) V, == — RRae i B A

6 gl ]

Um V, zu erhalten, braucht man in Gl. 7 nur die Indizes 1 und 2 miteinander
tu vertauschen.

Steht ein GofiB mit Wasser anf einer Wagschale und taucht man mit
dem Finger in das Wasser, so muB die Wagschale sich senken. Der Finger
erfihrt von dem Wasser einen Auftrieb 4, und dieselbe Kraft iibt der Finger
auf das Wasser und somit auf das GefiB nach unten aus. Ist V der einge-
tauchte Rauminhalt, ' der Querschnitt des GefiBes in der Hohe des Wasser-
spiegoels, so steigt ja auch das Wasser im Gefile wvm Jh ==V :F', dadurch
wilchst der lotrechte Druck auf das GefiiB vm yFdh=,V, d. h, genan um
den Auftrieb. Ahnlich t es, wenn man ein Stiick Holz oder einen Fisch auf
oder in das Wasser sotzt; der lotrechte Druck auf das Gefif ist dann, wenn
wieder Gleichgewicht herrscht, genau um das Gewicht des Holzes oder Fisches
gewachsen.

Eine Kraft K= Q= G—A=G—V, die einen unter Wasser
befindlichen Korper in der Schwebe hilt
(Fig. 213), geniigh auch, denselben langsam Fig. 213.
und gleichmiilig im Wasser aufwirts zu be-
wegen (bei schneller Bewegung entstehen Be-
wegungswiderstinde, die von der Geschwindig-
keit abhiingig sind). Auch wenn der Korper
auf dem Boden des Gefilles liegt, ihn aber
nur in einzelnen Punkten oder Linien, nicht

“in Flichen, beriihrt, wird eine aufwiirts ge-

richtete, die Grofle Q = G —yV nicht wesentlich iiberschreitende
Kraft K hinreichen, den Korper vom Boden empor zu heben.
Zweifelbaft kaun man aber fber die GroBe der zum Empor-
heben vom Boden erforderlichen Kraft K sein, wenn der Korper
den Boden des Gefifles mittels einer gréferen Fliche beriihrt.

o SRl L

A AT e Ly RS
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In dem Falle der Fig. 214 lastet auf der oberen Fliche des
Korpers eine Druckkraft y F'A, und es muf}
mindestens
8) K=G+7r-F:h
<ein, um den Korper vom Boden abzuheben,
wenn an der unteren Fliche des Korpers kein
Wasserdruck wirkt.

Letztere Apnahme wird aber in den
meisten Fillen nicht zutreffen. Befand sich
in dem GefiBe schon Wasser, bevor der Korper auf den Boden
gesenkt wurde, so wird unter ihm eine diinne Wasserschicht ver-
bleiben, die den Wasserdruck auf die untere Fliche tibertrigt, so
dafl nur

) =G@4+7y FPh—y- F.h=G—r-V
zum Heben erfurderhch ist.

Wird der Korper auf den Boden des leeren Gefifles gelegt
und dann erst mit Wasser fibergossen, so ist es doch leicht mdglich,
dafl infolge kleiner Unebenheiten, Poren u. dgl. an dem Korper
cder am Boden, Wasser unter den Korper dringt und Formel 9
gilltig bleibt. Nur in solchen Fillen, wo Kdrper und Boden ohne
Poren, sauber bearbeitet und trocken
aufeinander geschliffen sind, wird das
nachtriiglich eingegossene Wasser wahr-
scheinlich nicht unter den Korper dringen
konnen, so dall Formel 8 anzuwenden
wilre. i '

Derartige FErwigungen sind er-
forderlich, wenn es sich z. B. um die
Standsicherheit des Widerlagers einer
gowdlbten Briicke bandelt (Fig. 215).
Steht das Widerlager im Trocknen, so
hat man das wahre Gewicht G desselben mit dem Ixﬂmpferdrucke w
des Gewolbes (und dem etwaigen Erddrucke) zusammenzusetzen,
um daraus die fiir die Sicherheit des Widerlagers mafgebende
Mittelkraft R zu erbalten. Ist das Bauwerk aber dem Hoch-
wasser H« W ansgesetzt, so hat man zu erwiigen, ob es wahrscheinlich
ist, dall das Wasser in die Fugen oder unter die Grundfliche des

Fig. 214.

Fig. 216,
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Mauerwerks dringen kaun. In diesem Falle wiirde, wenn auch die
Hinterfillungserde vom Wasser durchzogen ist, der unter Wasser
befindliche Teil des Mauerwerks! nur mit seinem scheinbaren Ge-
wichte Q=G — V= (n—7V, d. h bei y, =27 nur mit der
Hilfte seines Gewichtes einzufithren sein.

Bei kiesigem Boden wird das Wasser wohl Wege finden, um,
wenn auch nicht sofort, doch mit der Zeit, unter dem Grundmauer-
werke mit seinem vollen Drucke zu wirken, wogegen auch eine das
Mauerwerk umschliefende Spundwand nicht schiitzen kann. Bei
felsigem Untergrunde diirfte es Ofter gelingen, das Mauerwerk mit
Zementmortel dem Felsen wasserdicht anzuschlieBen. Es hingt
somit von der Beschaffenheit des Untergrundes und der sorgfiltigen
Ausfithrung des Grundbaues ab, ob man im einzelnen Falle den
Wasserdruck auBer acht lassen darf.

k) Gleichgewicht schwimmender Korper.

Ist die mittlere Dichte 7, eines Korpers kleiner als die Dichte 7
des Wassers, so fillt sein scheinbares Gewicht Q=G — A4
= V—rV=(—rV negativ aus. Der Korper wird daher,
wenn er nicht durch eine be-
sondere abwiirts gerichtete Kraft Fig. 216,

K = () niedergehalten wird, sich
aus dem Wasser erheben, auf dem
Wagser schwimmen (Fig. 216)
und wird im Gleichgewichte
sein, wenn der Auftrieb y ¥V des
eingetauchten Teiles ¥, die
Wasserverdringung (kurz-
weg Verdringung oder De-
placement), sich mit dem wahren :

Gewichte G des Korpers im Gleichgewichte hilt. Dazu ist er-
forderlich, daB y¥V =G sei und da der Schwerpunkt S des
Korpers mit dem Schwerpunkt E der verdringten Wassermasse V,
beziehungsweise mit dem Angriffspunkte des Auftriebes in der-
selben Lotrechten liege. Die Gerade SE im Korper heiflt die
Schwimmachse, die zu ihr rechtwinklige Ebene BOC des
Korpers, welche im Gleichgewichte mit dem Wasserspiegel zu-
sammenfillt, wird die Schwimmebene genannt.
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Es soll nun die Sicherheit eines schwimmenden Schiffes gegen
Umkippen untersucht werden. Das Schiff ‘habe eine Symmetrie-
ebene, die durch die Schwimmachse SE geht.

Die Standsicherheit des Schiffes verlangt, dall, wenn infolge
eines efwa durch seitlichen Winddruck hervorgerufenen Kipp-~
momentes eine Schiefstellung des Schiffskdrpers erfolgt, sofort auch
ein auf Rickdrehung gerichtetes Standsicherheitsmoment entsteht,
das, mit der Schiefstellung anwachsend. dem Kippmoment gegen-
iiber in irgendeiner noch ertriglichen Lage des Schiffskdrpers
Gleichgewicht herstellt und nach dem Verschwinden des Kipp-
momentes den Korper wieder in seine normale Schwimmlage zuriick-
dreht. Bei richtiger Gestaltung des Schiffskdrpers entsteht das
erforderliche Standsicherheitsmoment dadurch, dall mit der Schief-
stellung des Korpers die nach Rauminhalt sich gleichbleibende
Verdringang ihre Form und Lage zu dem Korper so indert, daf
ihr Schwerpunkt £ aus der Lotrechten durch den Korperschwer-
punkt S nach der Richtung der Kippbewegung hin heraustritt,
etwa von K nach E, gelangt, das Gewicht des Schiffes und der
gleich groBle Auftrieb also ein Kriftepaar bilden.

Wir nehmen nun Schiefstellung um einen Winkel ¥ an und
setzen voraus, dafl in dieser Lage Gleichgewicht zwischen dem
Kippmoment 91 und dem Standsicherheitsmoment besteht, aus-
gedriickt durch die Gleichung ,

<t Fig. 217.
M=G.-SP=G-SMsin?d,
wofiir man, da ¢ klein ist,
auch schreiben kann
) M=G-SM-9.

Die Linge S M ist danach
fir die Standsicherheit des
Schiffes mafigebend. Sie kann
aus der Form desselben, der
Verdringung und dem Ab-
stande ES=e des Schwer-
punktes der letztern von dem
des Schiffskorpers mit Ladung wie folgt ermittelt werden:

Das aus einer Schiefstellung des Schiffes zuriickdrehende
Standsicherheitsmoment (GL 1) kann man sich auch dadurch ent-
standen denken, daB mit derselben ein Keilstick ¥, = D OB aus-
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taucht und ein gleich grofles HOC ecintaucht, links von O also
eine abwirts gekehrte und rechts eine gleich grofle aufwirts ge-
richtete Kraft, d. h. ein Kriftepaar mit dem (in bezug auf Fig. 217)
links drehenden Moment ¥, (2, 4 @) cos? wirksam wird. Diese
Wirkung tritt zu der des urspriinglichen Auftriebes, dessen Angriffspunkt
lotrecht durch B gerichtet ist und der mit dem Gewicht zusammen ein
Kriftepaar vom rechtsdrehenden Moment ES-sind-V=e¢-9.V
bildet. Das infolge der Schiefstellung entstandene riickdrehende
Standsicherheitsmoment driickt sich also mit cos?d = 1 auch aus
durch die Gleichung
2) M=V, (2 +2))—V-ed.

Aus GL 1 und 2 folgt, da @, =a; und G =V gesetst
werden kann,

3) SM: —_—R S e,

Die Grofe Vyz, ist von der Gestalt der Wasserlinie des Schiffes
(Fig. 218) abhiingig. Ist in einem Ab-
stande # von der Vorderkante die halbe
Breite in der Schwimmebene y, so liefert
ein Lingenteilchen d# zu V, einen Bei-
trag 'fey?+9-ds und zu V2 an-
nihernd einen Beitrag '/ey*-9.%/sy-dz
= ay? D-de, so dall
Viz, =30 fy* -ds

wird. Nun ist aber '/syds-y* das Triig-
heitsmoment des in Fig. 218 schraffierten
Teilchens der Schwimmfliche in bezng
auf ihre Lingenachse (1. Teil, 4, Aufl,
S. 819). Also ist das Trigheitsmoment der ganzen Schw:mmﬂache
in bezug amnganachse

4) 3=2fyP-ds, o dab

2V, ;=39 wird.
Fithrt man dies in GL 3 ein, so ergibt sich

b) SM=%—-—-¢. //

Die Linge SM ist hiernach bei kleinem Neigungswinkel ¥ von
diesern Winkel unabhiingig, d. h. der Punkt M hat auf der Schwimm-

Fig. 218,
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achse eine bestimmte Lage und wird, weil er, von £ aus betrachtet,
bei sicherem Gleichgewichte jenseits des Schwerpunktes S liegt,
auch als Krimmungsmittelpunkt der Bahnlinie EFE, angesehen
werden kann, die der Punkt X bei der Kippbewegung.des Schiffes
beschreibt, das Metazentrum (ueva= jenseits), und seine Hohe S M
fiber S die metazentrische Hohe génannt. Das Standsicherheits-
moment ist sonach

6) ‘JJ!=rV(--?,-— )o.

Ist der schwimmende Korper ein Prisma von der Linge [,
ist F' der Querschnitt der Verdridngung V= F1 und b die Breite
in der Schwimmebene, so wird J = /12153, daher

Xl
7) SM= BF
Die Linge SM ist jedoch nur fir geringe Neigungswinkel von
deren Grofe unabhiingig. Fir die stirkeren Bewegungen der See-
schiffe darf ein festes Metazentrum nicht angenommen werden.

Hat der Schwimmkdrper die Form eines liegenden Zylinders
oder einer Kugel, erhilt der eingetauchte Raum die Verdringung ¥V,
demnach die Gestalt eines Zylinder- oder Kugelabschnittes, so
findert eine Drehung die Form von V
gar nicht; es geht der Auftrieb Fig. 219.
stets durch die Achse des Zylinders
bezw. den Mittelpunkt der Kugel
(Fig. 219). Ist der Korper ein
Zylinder oder eine Kugel ({iberall
gleicher Dichte 7,, so fallen Schwer-
punkt S und Metazentrum M zu-
sammen; ein  derartiger Korper
schwimmt also in unentschiedenem
Gleichgewichte; er setzt einer Drehung keinen Widerstand entgegen
und kehrt auch nicht in die urspriingliche Lage zurfick, ist daher

€.

als Schiffsform unbrauchbar.

Fiir die Eintauchung eines Zylinders (Fig. 219) gilt die
Gleichung r?xy, = r*(a—'/2sin2a)y. Diese Gleichung lalt sich
nach a nur durch Probieren aufldsen, nach y,:y aber mit:

N _2a—sina
8) o
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Boll @ = 60°= /3 werden, so muf}
o %/3 w— 0,866

W 3 R

Fir einen homogenen Halbzylinder (Fig. 220) ist die meta-

= (0,195 gein.

entrische Hohe SM= 3 = (L. Teil, 4. Aufl, 8. 169). Die Ein-

tauchungstiefe ist bedingt durch
Yor?my, = 9r?(a— /28in2a)y oder
9) l.__=2a--sin2a.
T n

Soll jetzt = 60" werden, so mufl
nir=2:0,195= 0,39 sein, s

Fiir ein homogenes rechtwinkliges Parallelepiped (Fig. 221)
von der Hohe %, der Breite b, der

; ; : Fig. 221.
Dichte y, gilt fir die Eintauchungs- 5
tiefo 2 die Gleichung | i
reb=1pr,hb, d. h, T si Y i
7 £ E
10) e=h '; . -+ 2

Der Schwerpunkt S des Korpers liegt um Y/ek, der Schwerpunkt &
der Verdringung um '/az vom Boden entfernt, mithin ist

e=ES= z(h-—z)—-u- (1— -?-;)
Dann wird nach Gl 7 mit F'=bzg

3 2
SM__b____e__zl.__?;_ﬁ(l_fl)1

12b2 124 1, 2 b
(B2 —o(i-1)
11) SM= 12(?*’?’_6 1_?' 4
Damit SM >0 werde, d. h. ‘%tandsichorheit vorhanden sei, muf}
12) --~:>Vb n "1

und fir Holz mit y, =067
%::- VU-O,(?EZ: 1,2 sein.
Ist aber b= 84 (Fig. 222) und wiederum 7, = 0,67, 80 wird

S M= —"_—(64 —6.0,4)= 8.7h.

12\0,6
Kook-Hotopp, Mechanik. 1L 4. Aufl, 14
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Ein solcher floartiger Korper hat also eine grofle metazentrische
Hohe und bedeutende Standsicherheit. Jedoch gilt dies nur, so-
lange von den Oberkanten J und K keine unter Wasser, von den
Unterkanten N und L keine
iiher Wasser liegt. Bei Fig. 222.
stirkeren Neigungen, wie sie
in unruhigem Wasser leicht
vorkommen, ist die Stand-
sicherheit geringer.

Beineu gebauten Schiffen
wird die metazentrische
Hohe SM zuweilen durch
einen sog. Kréingungs-(d. h.
Neigungs-)Versuch (Fig. 223).
ermittelt. Das Schiff mdge an- I . 1X
finglich gerade geschwommen =l i
haben. Wird nun eine schwere
Last P etwa von B um die Entfernung z nach D verschoben, so
ist die Fortnahme von B gleich-
bedeutend mit der Anbringung Fig. 223.
einer dort aufwilrts gerichteten
Kraft P, withrend bei D eine
gleiche abwiirts gerichtete Kraft
auftritt. Die Verschiebung be-
wirkt demnach ein Kriftepaar
Pz. Entsteht dabei eine Schriig-
stellang um den Winkel 9, der
mittels eihes Lotes am Mast-
baum abgelesen werden kann, so
ist nach GL 1

3

ey

O
[

G-SM-9= P-z, mithin
Py
13) SM= 5.

Beispiel: Fir ein Seeschiff betrage die Verdriingung V= 10000 m'
dann ist, weil fir Seewasser y==1025 ¥g/ms, G==10250t., Wird eine schwere
Last (etwa ein Geschiitz) von P==20t und Gm seitwiirts verschoben und ent-
steht dadurch eine Neigung #==1/2%==0,0087, so folgt

20 b
SM = 15555 000

=lnm,



21 Tropfbar fitssige Korper in scheinbarer Ruhe. 211

Wie groB die metazentrische Hohe fiir Schiffe verschiedenen Zweckes sein
muB, ist lediglich durch Erfahrung festgestellt worden. Bei transatlantischen
Dampfern geniigt schon eine metazentrische Hohe von 08 m; Begelschiffe
wilssen wegen des Segeldruckes und Kriegsschiffe wegen des Abfeuerns der
Geschiitze eine groBe Standsicherheit (oder Steifigkeit) haben, daher etwa
SM=1m, Ein zu groBes Steifigkeits- oder Standsicherheitsmoment ist fir
die Festigkeit des Schiffes, welche dieses Moment aufnehmen muf, nicht vor-
teilhaft, hat auch starke Winkelbeschleunigungen und daher heftige, uuvan-
genchme Bewegungen zur Folge, wiithrend ein Schiff von geringer Steifigkeit
weniger angegriffen wird und sanftere, weniger schiidliche Bewegungen ausfihrt.

L) Tropfbar flissige Korper in scheinbarer Ruhe in bezug auf
ein beschleunigt fortschreitendes GefiiB.

Das Gefi) (Fig. 224) modge eine gleichbleibende Beschleunigung ¢
mit der Neigung « aufwirts haben. Soll nun eine Flissigkeit
darin in scheinbarer Ruhe verbleiben,
also nicht hin und her schwanken, so Fig. 224,
mul} an jedem Massenteilchen Gleich-
gewicht der Krifte herrschen, nachdem
die Erginzungskraft —mgq (1. Teil,
4. Aufl, 8. 90) hinzugefigt ist. Setzt
man nun die Schwere mg mit —mq
zusammen, so entsteht eine Mittel-
kraft m/k. Dies ist jetzt die gesamte
Massenkraft, welche mit den Ober-
flichenkriften im Gleichgewichte sein
muB. An die Stelle der -einzigen
Massenkraft mg im wirklichen Ruhezustande tritt nun in jeder
Beziehung mk. Der Wasserspiegel muBl daher jetzt
rechtwinklig zur Richtung von mk stehen.

Fir den Druck p in einem rechtwinkligen Abstande # vom

Wasserspiegel gilt p-dF=-;TdF- 2k, weil ein Prisma von der

Hohe ¢ und der Grundfliche dF die Masse %dF-s hat; also

1’ =L s,
p= ks

Ist g schrig nach unten gerichtet (Fig, 225), so kann % auch
wagerecht, der Wasserspiegel also lotrecht werden. Dazu ist er-
forderlich, daB gsina =g wird.

14#
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Bei lotrecht aufwiarts gerichtetem ¢ wird
k=g-+q; P=7(1+§')3- ’ Fig. 225.
Bei lotrecht abwirts gerichtetem ¢ wird
k=g—q; p= (1-—11-)3.
g—q p=Yy g

Fir ¢= g wird in diesem Falle
k=0 und p=0.

Wenn also ein Gefil mit Wasser im luftleeren Raume frei fillt,
so iibt das Wasser keinen Druck auf die Gefilwiinde aus. Lassen
wir deshalb das Gefil ganz fort, so dafl das Wasser im luftleeren
Raume frei fiillt, so ist auch jetzt unter den bisherigen Voraus-
setzungen das Wasser drucklos und ohne Bestreben, eine bestimmte
Form anzunehmen. In Wirklichkeit aber herrscht in dem Wasser
eine sog. Oberflichenspannung; diese hat das Bestreben, einen
Korper kleinster Oberfliche, d. h. eine Kugel, zu bilden; unter
ihrer Einwirkung entsteht die Bildung kugelformiger Tropfen.
Allerdings wiirde auch die gegenseitige Massenanziehung der
Teilchen eines fliissigen Korpers eine Tropfenbildung
herbeifiihren, doch ist diese (1. Teil, 4. Aufl, 8. 58) Fig. 226.
80 klein, daf} sie bei Korpern geringer Grolle gegen-
itber der Oberflichenspannung verschwindet. e g
Ist die Beschleunigung ¢>g¢g und lotrecht =
abwirts gerichtet, so hat jedes Teilchen das Be-
streben, mit der Beschleunigung k= ¢—g gegen die obere Flache
des Gefifles zn fallen (1. Teil, 4. Aufl,, S. 91). Scheinbare Ruhe
ist dann nur moglich bei oben befindlichem Boden und unten be-
findlichem wagerechten Wasserspiegel (Fig. £20).

o
&
-2

m) Tropfbar fliissige Kirper in gleichmiéiBiger Drehung

um eine Achse.

Setzt man ein Gefifl, in dem sich eine Flissigkeit befindot,
in Drehung um seine lotrechte Achse, so nimmt der flissige Korper
nicht sofort an der Drehung Teil. Beim Fehlen jedes Reibungs-
widerstandes zwischen Gefifl und Flissigkeit wiirde letztere durch
Drehung des Gefifies iberhaupt nicht mitgenommen werden, sondern
in Ruhe verbleiben. Da aber in Wirklichkeit eine gewisse Reibung
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stattfindet, so wird durch schnelle Drehung des Gefifles auch die
Fliissigkeit bald in nahezu die gleiche Drehgeschwindigkeit versetzt.
Die in einem ruhenden zylindrischen Gefifle befindliche Flissig-
keit kann aber auch durch eine mit Fliigeln versehene Welle, mittels
einer oben angebrachten Riemenscheibe, in gleichmidBiger Drehung
mit der Winkelgeschwindigkeit @ erhalten werden (Fig. 227). Dann
hat man an jedem Massenteilchen m zu der wirklichen Massenkraft
mg (nach 1. Teil, 4. Aufl, 8. 93) noch die Zentrifugalkraft mxw?
hinzuzafiigen (wenn z der Abstand
des Massenteilchens von der Achse Fig. 227.
ist), um die gesamte Massenkraft
mk zu erhalten. Letztere schlief3t
mit der Wagerechten einen Winkel
a ein, fir den gilt

g
1) tga= o 22

Liegt das Massenteilchen an der
Oberfliche und denkt man sich
die ftibrige Masse, aufler jenem
Teilchen, zu einem festen, vollig
glatten Korper erstarrt, so mufl die Fliche, damit das Teilchen
auf ibr in scheinbarer Ruhe verbleibe, rechtwinklig zu der Massen-
kraft mk stehen, d. h. jenen Winkel « mit der Lotrechten ein-
schlieBen. Da die Verhiltnisse fir alle Punkte einer wagerechten
Ebene, die in dem gleichen Abstande # von der Achse sich befinden,
dieselben sind, so mufl die Oberfliche eine Umdrehungsfliche secin,
deren Meridianlinie im Abstande # von der Achse eine Neigung a
gegen die Drehachse hat. Fir z=0 ist (nach GL 1) a= 909;
mit wachsendem z verkleinert sich @ und die Kurve wird steiler.
Legt man durch den Punkt 4, in welchem die Kurve die Dreh-
achse schneidet, ein Achsenkreuz, sind # und y die Koordinaten
eines Punktes P der Kurve, so ist das Neigungsverhiltnis der
Tangente im Punkte P gegen die Lotrechte AY

tga=dz:dy.
Verbindet man hiermit Gl. 1, so wird
w'xzdz = gdy oder
d(faw? %) = d(g-y).
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Sind nun die Differentiale zweier Groflen einander gleich, so unter-
scheiden sich die Groflen selbst um eine von den Veriinderlichen
unabhiingige GroBe C; mithin wird

2) Ysw?-g?=g-y+ C.

Die Grofle C ist abhiingig von der willkiirlichen Lage des
Anfangspunktes 4. Hier ist Punkt A4 so gelegt, dal er der
gesuchten Kurve angehdrt mit den Koordinaten z==0 und y=0.
Die allgemeine Gleichung 2 muBl also fir z =0 und y==0 giltig
bleiben. Daraus entsteht die Bedingung 0=0+ C, d. h. C= 0 und

29 w?g?
1= = B
3) 2= 3y oder %

Dies ist die Gleichung einer Parabel mit lotrechter Achse vom
Parameter g:w?, {ibereinstimmend mit der Form des sich drehenden
Armes (1. Teil, 4. Aufl, 8. 96, Fig. 90), auf dem ein Massenpunkt
an jeder Stelle in scheinbarer Ruhe verbleiben soll; die freie Ober-
fliche ist sonach ein Umdrehungsparaboloid. * Jo grofler @ ist,
desto kleiner wird der Parameter, desto steiler stellt sich die
Parabel in einem gewissen Abstande von der Achse. Da wz=v
die Umfangsgeschwindigkeit der Drehung an der Stelle P ist, so ist
die Hohe y dieses Punktes iiber dem tiefsten Punkt 4,
nach der zweiten Fassung der Gl 3, gleich der Ge-

D

2 S y
schwindigkeitshohe -;— der Drehgeschwindigkeit wz

des Punktes. Fig. 228.
Umn den Druck p an

mull gleich dem Gewichte

7:dF.2 des Prismas sein, wenn @ in der lotrech

irgendeinem Punkte @ der AD

, sich drehenden Flissigkeit zu
ermitteln, trennen wir (Fig. 228) g U
ein lotrechtes, von @ bis zur o 7 43 il e
Oberfliche reichendes Prisma h : -a.._..f.
heraus. An dessen Grund- _--——'Ifdi]'
fliche dF wirkt die Druck-
kraft p.-dF aufwirts; diese ;giw,,

ten Tiefe # unter
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der Oberfliche liegt. Die Zentrifugalkraft des Prismas kommt in
der Gleichung der lotrechten Krifte nicht vor, also ist

4) p=rs.

Fir iiberall gleiche & bekommt auch p fiberall denselben Wert.
Flichen gleichen Druckes haben also in allen Punkten gleiche lot-
rechte Tiefe unter der Oberfliche, d. h. dieselbe Form M N wie

die Oberfliche C.D; sie sind nur in lotrechtem Sinne dagegen
verschoben,

Liegt der tiefste Punkt A der Oberfliche um A iiber dem
Boden, so tritt der stirkste Druck im Gefile bei B auf und hat
die Grofe

o 2
5) n=r-B0=7(h+ %),
wenn » der Drehungshalbmesser von B oder C ist.

Beispiel: Ein zylindrisches Gefi8 (Fig. 229) von der Weite 2 K und der
Tiefe H sei urspringlich auf eine Hohe ¢ mit ruhender Fliissigkeit gefillt.
Wie groB muB die Drehungsgeschwindigkeit v—=w R
am Umfange werden, damit die Flissigkeit bis zum Fig. 229,
Rande steige?

Bildet sich bei der Drehung im Gefi ein voll-
stindiges Paraboloid als Oberfliche, liegt also der |
tiefste Punkt A des Paraboloides noch um A fiber dem
Boden, so ist, weil der Inhalt eines Paraboloides
(nach 1. Teil, 4. Aufl, 8. 166) halb so groB wie der
des umschrichenen Zylinders ist, die Flilssigkeitsmenge ;
im GefiBe ;;k_ A

Rix(H—s(H— W) = Y2 Ron (H + b); A
diese muB = R®*xe¢, also H - h=2¢ sein. Nach Fig. 230.
Gl 3 ist aber ! i

H—h= -.?:', mithin
29

1?' .
21i"=:~!r:+-2—£r oder

el

———— iy

LS
D

6) 2 e d(H )
== —c).
iy W
Gleichung6 giltnur, solange e="/aH. A

Fir e=1/3 H wird nimlich h=0, — War das

GefiB aber anfinglich weniger als zur Hilfte getillt, also ¢<<'/aH, so
kommt, wenn die Flissigkeit zum oberen Rande steigt, der untere Teil des
Paraboloids mit dem Punkte A nicht mebr zur Ausbildung. Der Flussigkeits-
kirper nimmt eine Querschnittsform an, wie sie in Fig. 230 links gezeichnet
ist, withrend die rechte Hilfte der Figur den Ruhezustand darstellt.

AR
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Nach Fig. 230 berechnet sich der Flussigkeitsinhalt zu Ve Rz H
—Y2aR¥z(H+h)+ar'n h= Rire. Wegen #%: R*=h: (H-+h) wird
R*H Rh RAp2
B -é_(Hq__ﬁ=R'c oder
H*=2¢(H 4 h), und

o?
well —=H4h ist,

29
-,- o e
) L ST

Fiir ¢ > /s H gilt Gl 6, fir e <*/aH GL 7, fir ¢ = /s H geben beide

Gleichungen tibereinstimmend -:-f;=H ;
]
Pur o= % gibt G 6: 5. = 2 H; der Punkt A (Fig. 220) bleibt
um h==1/y H fiber dem Boden.
: .
Fiir e=1/s H gibt Gl. 7: -;~§=-g—}f; der tiefste Punkt A4 des nach

unten fortgesetzten Paraboloides liegt (Fig. 230) um '/ H unter dem Boden;
forner wird r*: R?==1/,, oder r==057 R,

In den vorstehenden Beispielen wurde eine bestimmte Flissig-
keitsmenge in dem Gefifle angenommen, so dal das Steigen am
Umfang eine Senkung in der
Mitte zur Folge haben mufite.
Steht aber (Fig. 231) die Mitte
des Bodens des zylindrischen
Gefilles, in welchem das
Wasser durch  Fliigel in
Drehung um die lotrechte
Achse des GefiBes versetzt
wird (die Fligel sind in der
Figur fortgelassen), durch eine
Rohre mit einem grofleren
Gefifle in Verbindung, so
wird der Punkt 4 mit dem
Wasserspiegel BC in gleicher Hohe liegen miissen, wenn das
Wasser im Verbindungsrohr in Ruhe bleiben soll. Bei einer Um-
fangsgeschwindigkeit v des Wassers am Rande wird dann dessen

2
hochster Punkt D um 2= '2”_9 ither BC liegen, so dal3 die Vor-

richtung ein Mittel darstellt, Wasser zu heben. Bringt man etwas
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unterhalb D einen Uberlauf an, so hat man eine Art von Kreisel-
pumpe. Doch geniigt die Geschwindigkeit v="V2ge noch nicht
zn deren Betriebe, d. h. zur Bewegung des Wassers durch die Pumpe
hindurch, sondern nur zum Halten des Wassers im gehobenen Zu-
stande. Fiir den Betrieb, fiir wirkliche Wasserforderung, wirde
eine groflere Geschwindigkeit v erforderlich sein, deren Entwickelung
aber iiber den Rahmen dieses Buches hinausgeht.

In den Druckverhiiltnissen des fliissigen Korpers (Fig. 231)
wird nichts gedindert, wenn

"man bei EF eine Platte Fig. 232.
cinschiebt, sie mit dem Gefif3- L5 LA
mantel fest verbindet und den il 1

i
dariber befindlichen Teil des ,Jr
Gefiiles und der Fliissigkeit fort /
nimmt. KEs entsteht danuo eine
Vorrichtung (Fig. 252), bei welcher
der am Umfange herrschende
Druck sich dadurch bemerkbar
machen wird, dafl das Wasser
in einem seitlichen Rohre sich
bis D iiber das Unterwasser er-
heben wird, wenn v=1V 2g2 gemacht wird.

Der starke Druck, der sich durch grofe Umfangsgeschwindigkeit
erzeugen lilt, findet Anwendung
bei den Schleudermaschinen
(Zentrifugen), welche zum Aus-
pressen des Wassers aus nasser
Wiische, des Saftes aus Zuckerriiben-
brei u. dgl. benutzt werden. Bei
diesen Maschinen (Fig. 233) wird der
innere, mit durchldcherter Wandung
versehene Zylinder durch eine von
unten mit ihm verbundene Welle
in 80 schnelle Drehung gesetzt, dad
von der paraboloidischen Oberfliche
nur ein kleines, sehr steil ansteigen-
des Stiick zur Ausbildung gelangt. Als flissigen Korper wollen
wir uns Ribenmasse denken, welche den schraffierten ringfirmigen
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Korper bildet, der anniherungsweise als ein Ring von der Wand-
stirke R—r angesehen werden kann. Der drehbare Zylinder (die
Trommel) ist von einem festen Gehiuse umgeben, in welches der
Saft durch die Offoungen des Mantels eintritt. Der Druck an dem
Punkte P der Trommel betriigt

: wlr?  p?
weil (nach GL 3) h= 'Tg" - Eaﬁ_‘- 1st,
‘.,'J RI ._'rfl
i P=r% B

Ist b die Hohe der Trommel, so ist der stirkste Druck am unteren
Rande noch um /2 b groBer; doch ist dieser Unterschied unbedeutend.
Betriigt ferner das Gewicht der eingefiillllen Riibenmasse
Q =y (R*—»?) xb, so kann
ot
P= Rapzg
geschrieben werden oder, wenn man den Inhalt der ganzen Trommel
R*ab =V setut, auch
. Q v?
9 WL Sy
) sl 29
Der Druck p ist also mit der Ladung Q der Trommel
verhﬁltmsglelch

Beispiel: Fir eine Schleudermaschine sei R==05m, b=05m,6 die
Ladung Q==1C0%g, der Rauminbalt V=0p%x.05==080mm". Die Maschine
mache .1000 Umdrehungen in der Minute, dann ist ©==1/s-314 == 52,8 m/yqy
also 3 =140m und p= 1o0-. 140 =57 000 ¥6/mt = 5,7 8/ent =575, Dio.

Wsndung der Trommel mnb alao einen inneren Druck von b7 st aushnlte:l
Das Mantelblech erfiibrt eine Spannung o=, + oy, worin oy =2y, 3

(s. 8. 102, GL 4) durch die eigene Masse des Bleches, c,=p%(s. 8.177, Gl 2)

durch den inneren Druck p entsteht., Ist y,==7800)g/mr, d==Dbmm==() 006w

80 wird
=2+ 7800+ 140 =2 184 000

a,=57000-100 ==5700000
o= 7884 000 kg /um
oder a==T788st . Diese erhebliche Anspanpung macht o erklirlich, daB
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derartige Schlendermaschinen in fihnlicher Weise wie Dampfkessel einer sorg-
filtigen Uberwachung unterliegen; besonders muB mit Ricksicht auf Gl. 9
«ine Uberladung (zu groBes @) vermieden werden.

3. Gleichgewicht gasformiger Fliissigkeiten.

Wihrend tropfbar fliissige Korper nahezu unverinderlichen
Rauminhalt zeigen, ist der Rauminbalt der Gase in hohem Mafe
verinderlich. Wie man das Verhalten elastisch-fester Korper mit
Hilfe von Elastizititsgesetzen beurteilen konnte, so gibt es fiir
(ase einfache Gesetze, denen ihr duBleres Verhalten unterworfen ist.
Eine Anderung des Rauminhaltes eciner Gasmenge kann erfolgen
durch eine Anderung seiner Temperatur oder seines Druckes oder
auch beider zngleich; die Beziehung zwischen diesen Grdfen heifit
die Zustandsgleichuug.

‘Es empfiehlt sich, die allgemeinen Gesetze fiber die Raum-
dnderung auf eine bestimmte Menge eines Gases, niimlich auf 1%
zu beziehen. Der Rauminhalt, den 1% eines Gases in irgendeinem
Zustande einnimmt, heilt der Einheitsraum oder das spezifische
Volumen und wird mit » bezeichnet. Die Dichte, d. h. das
Gewicht von 1™, wird auch hier mit y bezeichnet. Da nun Dichte
mal Rauminhalt gleich dem Gewichte ist, so wird y-v das Gewicht
des Binheitsraumes v, d. h, yo= 1% sgein. Es besteht also die
Grundgleichung:

1) yo=1 oder v=1:y.

a) Der Boyle-Mariottesche Satz.

Bei gleichbleibender Temperatur dndert sich die
Dichte cines Gages verhiltnisgleich mit dem Drucke,
der Einheitsraum also umgekehrt verhiiltnisgleich mit
dem Drucke.

Beziehen sich niimlich Druck p,, Finheitsraum v, und Dichte
7, auf einen Anfangszustand und p, », 7 auf einen anderen Zustand

eines (Giases, so ist zufolge der Erfahrung
%) oy, )

Wi PR

oder es ist (nach GL 1) pv=—$- eine unveriinderliche Grofle, so-

L

lange die Temperatur unverindert erhalten wird.
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Dies Verhalten der Gase ist vom Englinder Boyle (geb. 1626
za Lismore in Irland, gest. 1691 zu London) im Jahre 1662 ent-
deckt, 1679 vou dem Franzosen Mariotte (geb. 1620 zu Bourgogne,
gest. zu Paris 1684), durch viele Versuche bestiitigt worden und
wird meist nach letzterem benannt.

Wird also ein Gas auf /s seines urspriinglichen Ranmes
zusammengedriickt, mithin seine Dichte um das Finffache ver-
groBert, 8o erhoht sich sein Druck ebenfalls auf das Finffache —
jedoch pur unter der Voraussetzung, daB das (las nachher dieselbe
Temperatur zeigt wie vorher.

In den meisten Fillen findet beim Zusammendriicken eine
Temperaturerhthung statt, iufolgedessen der Satz dann nicht giltig
ist. Nur wenn man durch besondere Vorkehrungen die Temperatur-
dnderung verhindert, darf der Satz zur Anwendung gebracht werden.

b) Druckverhilltnisse der Atmosphiire bei iiberall gleicher
Temperatur (0° C.). .
Die Atmosphiire bt auf alle mit ihr in Berthrung befind-
lichen Korper einen Druck aus, der in der Hohe des Meeresspiegels
im Mittel p, == 10333%/,, betrigt. Man kann sich
hiervon Qiberzeugen, wenn man (Fig. 234) einen Kolben Fig, 234.
in ecinem Zylinder vom Querschnitt F' bei gedffnetem Kap, ¥
Hahne & abwiirts schiebt, bis siimtliche Luft unter dem 7 ' 5
Kolben entfernt ist, und dann nach SchlieBung des
Hahnes den Kolben in die Hohe zu ziehen versucht. e
Es setzt sich dem, abgesehen von Reibungswiderstinden,
ein Widerstand K = p, F' entgegen, der nur von der Wirkung der
Luft auf die obere Kolbenfliche herrithren kann.
1™ Luft hat bei diesem Drucke p, und Fig. 236.
bei 09 C. ein Gewicht y, = 1,298%. ds 1P
Ebenso wie im Wasser mufl auch in der d?:
Luft der Druck nach oben hin abnehmen, aller
dings nach einem anderen Verhilltnisse, weil die l
Dichte der Luft verfinderlich ist. Betrachten P
wir eine Luftsiule von 1% Querschnitt, die
vom Meeresspiegel lotrecht in die Hohe sich “Tro
erstreckt. (Fig. 235), so kann man pach 8. 170
auch auf diese die Gleichgewichtsbedingungen fir starre Korper

k F'{—-»
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anwenden. Ist p der Luftdruck in einer Hohe z iiber dem Moeres-
spiegel, so wirken an der Luftsiule von der Hohe 2 die lotrechten
Krifte p,, p und das Gewicht G; die Seitendriicke kommen nicht
in Frage, wenn wir p berechnen wollen. Es ist demnach
1) p=p,—G.
Wire die Dichte dberall 75, so kinnte man G = y, 2 setzen; dies
ist aber hier nicht zuldssig, weil mit » auch y nach oben hin ab-
pimmt. Die Differentiation der GL 1 nach 2 gibt

dp _ L aaG

dz dz’
Nennt man y die Dichte der Luft in der Hohe 2, so ist dG das
Gewicht eines Hohenteilchens dz der Siule, daher dG = yde.
Hiernach wird
2) dp=—rds
Weil nun nach dem Boyleschen Satze (Gl 2, 8.219) r:ro=p:p,
ist, so folgt

dp =z - ﬁpdz, oder
Po

ap -—J0Gy.
p b
Die Integration dieser Gleichung ergibt:

L(p)=——tgz+ C.
Po

Nennt man p, und p, die Atmosphirendriicke in den Hohen 2,
und 2, iiber dem Meeresspiegel, so wird
I.(&)=—E 5y — #y) = L2 (g, —
Ps Pu( 1 2) Po( 2 —21),
oder der Hohenunterschied %= 2;—g#,, der dem Verhiltnisse
2, : p, entspricht:
3) h.—p”l.( )

Diese Formel kann znm barometrischen Hohenmessen benutzt
werden, freilich nur als erste Anniiherung, weil darin fiberall gleiche
Temperatur der Luftsiiule angenommen ist.

Fir 0° C. ist

Poire=10333: 1,293 = 7992 ™,
wofiir man mit geniigender Anniherung 8000“l schreiben darf.
Will man sich Briggischer Logarithmen bedienen, so hat man, weil
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999 Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht flissiger Korper,

der natiirliche Log. grofler ist als der Briggische, noch den Faktor
2,30259 == |, 10 hinzazufiigen und erhilt rund
4) h = 18400 (log p, — log p,).

Es ist fir die Anwendung dieser Gleichung nicht erforderlich,
daB die beiden Punkte, deren Hohenunterschied man ermitteln will,
in einer Lotrechten liegen. Die Gleichung
ist ebepso gut auf die Punkte 4 und B
(Fig. 236) anwendbar, wenn nur zwischen
beiden ein schriiges Luftprisma gleicher
Temperatur im Ruhestande sich befindet.
Der Luftdruck wird bekanntlich mittels
Barometers durch eine Quecksilbersiule
ausgedriickt. Da der Luftdruck mit jener 7
Siule verhiltnisgleich ist, so kann man
in dem Verhiltnisse p, :p, unmittelbar die Baromoter-Ableaungen
anstatt der Driicke benutzen.

Beispiel 13 Es sei p, ==749,0mm_ p, = 692,7mm Quecksilbersdule, dann ist

h==18400 (log 749,2 — log 692,7) =628 m
Bpiiter (8. 231) werden wir dasselbe Beispiel mit Ricksicht auf verschiedene
Temperaturen in A und B behandeln.

Beispiel 2: Auf Seite 8 wurde statt des Druckes von 1,088 kg/ems
==10883%/; fiir die Atmosphiire der rande Wert von 1k8/cm® == 10000 *g/mp»
cingefithrt. Es soll mittels der GL 4 berechnet worden, in welcher Hohe tiber
dem Meere dieser Druck bei 0° C. etwa stattfindet.

Hiernach ergibt sich

h==18400 (log 103833 — log 10000) =264 m
d. i. etwa die Hohe von Ilsenburg am FuBe des Brockens (s. 1. Teil, 4. Aufl.,
8. 100).

Zu einem Hohenunterschiede A== 100 ™ gehdrt nach GL 4 ein Wert

> S PR 11,0
_log(pz) 18400 0,005 434 8,

oder p, :p,=1,01269. In dem gleichen Verhiltnis &ndert sich
auch die Dichte, d. h. nur um etwa '/so. Man kann daher fir alle
Fiille, bei denen es nicht auf groBe Genauigkeit ankommt, fir Luft-
siiulen bis zu 100™ Hohe die Dichte als fiberall gleich betrachten.

Mit fiberall gleicher Dichto y==1,208 gerechnet, wirde auf 100m Hohe
ein Unterschied des Luftdrucks von 120,8%/ms sich ergeben; wenn also
p,=10333, so wirde p,==10204, und das Verhiiltnis p,:p,=1,01284, welches
von dem obigen genaueren Werte nur sehr wenig abweicht.

Fig. 236,




F\,FK PR
.l. .

8¢. Auftrieb der Luft. Luftballon, 2923

Dieso Ubereinstimmung hiingt auch damit zusammen, daB in der Reihe
- at
V4o =a)—F+F—+...

fir kleine z annihernd log (1 -} @) = @ ist, so daB, wenn also p,:p, nur wenig
von 1 verschieden ist,

L (En) Sy Ry
1 P P,
gesetzt werden kann. Damit geht, wenn man p, = p, setzt, GL. 3 Gber in

B PoPo— P Lo Ps (onoghernd).
Yo P ]

¢) Auftrieb der Luft. Luftballon.

In genan derselben Weise wie bei einem von Wasser umgebenen
Korper ergibt sich auch fiir die von der Luft umhillten Korper
ein Auftrieb der Luft, gleich und entgegengesetzt dem
Gewichte der verdriingten Luftmasse. Genau genommen,
mufl bei der Ermittelung des Gewichtes und des Schwerpunktes
der verdringten Luftmasse auf die Verinderlichkeit der Dichte
Rilcksicht genommen werden. Hat aber der verdriingende Korper
keine sehr grofie Hohenausdehnung, so kann man nach S. 222, fir
seinen Bereich, die Dichte 7 der Luft meist als iiberall gleich
ansehen und demgemifl den Auftrieb (wie auf 8. 201)

1) A=yV
getzen, wenn ¥ der Rauminhalt des Korpers ist.

Da die Dichte y der Luft mit der Hohe abnimmt, \Tird auch
der Auftrieb A mit zunehmender Hohe immer geringer.

Wiigt man also von Luft umgebene Korper (Fig. 237), so
wird, wenn der Zeiger der Wage auf Null steht, dadurch nicht
die Gleichheit der wahren Gewichte und

somit der Massen beider Korper, son- Fig. 237.

dern die Gleichheit der scheinbaren A

Gewichte (s. S. 202) bewiesen. Auf Qy Q
7Y 2]

der rechten Seite wirkt auf die Wage

Q =G, —7rV,, auf der linken Seite

Q=0—rV,. Ist V>V, so

mufl G,> G, sein, wenn @, = @, ist. Gy G,
Bringt man die Wage unter die

Glocke einer Luftpumpe und vermindert durch allmihliches Aus-

pumpen der Luft die Dichte y, so wird ¢, schneller zunehmen

b
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als Q,, der Korper von groflerem Rauminhalt und geringerer Dichte
also sinken.

Beispiel: Ein Kérper von Holz (yy == 750 ¥&/uw) werde in der Luft (y==181)
mit einem Gewichtsstiicke von Eisen (r, = 7500) so abgewogen, daB der Zeiger
der Wage auf Null zeigh. Welches ist das Verhiiltnis der beiden Massen?

Die Wage beweist
V, (7600 — 1,8) =¥, (750 — 1.3)
Daher ist
V,750 _ 7600— 1,
V, 7500 (760 —1,8) 10
In diesom Verhiltnis ist die Masse des Holzkirpers groBer als die des eisernen

Gewichtsstiickes,
Bel feinen Wiigungen mufl daher, besonders bei sohr leichten Korpern,

die augenblickliche Dichte der Luft beriicksichtigt werden.

= 1,00156 ,

Luftballon. Ist das Gewicht eines Korpers kleiner als der
Auftrieb der ihn umgebenden Luft, so tritt an die Stelle des schein-
baren Gewichtes eine Steigkraft K= yV-—-G. Bedeutet V
den Rauminhalt eines mit leichtem Gase von der Dichte 7' (bei
0° C. und mittlerem Atmosphirendrucke p,= 10 333 %/;,) gefilllten
Ballons, so wird, wenn das Gewicht der Gasfillung 7'V besonders
eingefithrt und G’ das Gewicht aller iibrigen Teile (Hiille, Tauwerk,
Gondel, Ausriistung, Besatzung, Ballast) ist, deren Rauminhalt
gegeniiber ¥V vernachliissigt werden darf, die Steigkraft bei der
Stellung dicht iiber dem Erdboden

2) Ky=V(r—r)—G'.

Beim Steigen nimmt der Druck und die Dichte der Luft ab. Wiire
der Ballon fest geschlossen und undehnbar, so wiirde die Dichte
des (Gases unveriindert erhalten. Es bliebe dann aber, wenn wir
iiberall gleiche Temperatur in der Luft annehmen, der innere Druck
so groB wie zu Anfang, d. h. grofler als der verminderte &uBere
Luftdruck in der erstiegenen Hohe. Einem solchen inneren Uber-
drucke darf man wegen der Gefahr des Zerreiflens den Ballon
nicht aussetzen. Deshalb wird an der Hille des Ballons ein
Sicherheitsventil angebracht, welches so eingerichtet ist, daB es
den Druck im Innern nicht erheblich tther den AuBendruck steigen
lift. Infolgedessen wird dann auch die Dichte des Gases sich in
gleichem Verhiltnisse mit dem #ufleren Druck dndern.
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Ist der Luftdruck am Boden p,, in einer Hohe A aber py, so
betriigt in dieser Hohe die Steigkraft noch:

P '
= )= =0,
3) K=V(—7) r 7

Die Steigkraft hort auf, wenn

Vir—r') P2 — @ oder
P
L e ]
. G’
geworden ist. Dem entspricht bei einer fiberall gleichen Temperatur
von 0" C. eine Steighohe (GL 4, S. 222)

o h = 18400 log (-[('%—rﬂ] .

Beispiel: Ein Ballon von 700m' Rauminhalt werde mit Leuchtgas von
der Dichte p'==045 gofiillt, Das Gewicht der Hiille, des Tauwerks, der
Gondel, der Ausriistung, des Ballastes und der Besatzung betrage G'=500kg ,
dann ergibt sich die Steigkraft tber dem Krdboden (Gl 2) zu

K,=1700 (1,20 — 0,48) — 500 =814 kg,
Diese Grofle hat die Spannkraft des Haltetaues, welches den Ballon am Boden
festhiilt. Die Steighthe des Ballons wird nach GL 4:

h= 18400 log V“'(;”

==18400 log 1,176 == 1295 m ,
Bei Fillong mit Wasserstoff (y'==000) wird K,==340%, h=4146m
(Vgl. a. 8. 232)

d) Satz von Gay-Lussac. Zustandsgleichung der
vollkommenen Gase.

Der Satz des franzosischen Physikers Gay-Lussac (geb. 1778
au Leonard, gest. 1850 zu Paris), aufgestellt im Jahre 1802, bezieht
sich auf die Ausdehnung der Gasef Fig, 236.
durch  Temperaturerhdhung  bei

gleichbleibendem Drucke. " 0
Wird 1% Gas von 0" C. Tem- , o2 0N " l v

peratur, vom Rauminhalte v, und b+ v

dem Drucke p, (Fig. 238a) auf e

" C. ubter gleichbleibender Kolben-
belastung, d. h. gleichbleibendem Drucke p, erwirmt, so erfolgt eine

Keck-Hotopp, Mechan'k, IL 4. Aufl, 15.
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.Qusdehnunq auf den Einheitsraum v, (Fig. 238, b) und es ist das
Ausdehnungsverhiltnis
1) u=%

=at oder v,=v,(l -+ af),
Uy

worin a, die Ausdehnungsziffer, nicht allein fir ein be-
stimmtes Gas unverdnderlich ist, sondern sogar fir alle Gase den-
selben Zahlenwert

a = (,003665 = 1:273
hat. Gl 1 ergibt den Satz von Gay-Lussac: Die Ausdeh-
nung eines Gases ist verhiiltnisgleich der Temperatur-
erhdohung.

Verstirkt man nun den Druck des Gases durch Erhohung der
Kolbenbelastung auf p, so wird der Einheitsraum sich auf v ver-
mindern (Fig. 236, ¢) und wenn man diese Anderung kiinstlich so
regelt, daB bei ihr keine Anderung der Temperatur des Gases er-
folgt, so gilt fir sie der Boylesche Satz
2) VI =Poip.

Verbindet man die Gl 1 und 2, so entsteht

1
po=pov, (1 + C‘t)=}’o‘*’u"'-(j‘“"|' f).
oder mit Einfihrung des Zahlenwertes fir «

e 20Y% gm.
pv=5ou (273 + ¢).

Bei einem bestimmten Drucke p, und einer Temperatur von
0° C. hat nun L* eines Gases einen bestimmten Raum v,, daher
ist povo:273 fr ein bestimmtes Gas eine gegebene Grifle, die
mit R bezeichnet wird, also

.y
3) R= %ﬁﬂ und demgemifl
4) pv= R(273 4 ¢).

Fir ¢= —273 wird die rechte Seite und somit pv=0. Da
der Raum von 1% Gas nicht wohl Null werden kann, so mufl p=0
werden; d. h. bei einer Temperatur von — 273° C. wiirde der Druck p
und somit das Ausdehnungsbestreben des Gases aufhoren, wenn
die Erfahrungssitze von Boyle und Gay-Lussac noch fir Wirme-

]
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,grade, die von den Temperaturen der Versuche so weit entfernt

liegen, giiltiy wiren. Diese Temperatur von —273° C. nennt man
den absoluten Nullpunkt und bezeichnet die nach Celsius-
graden von diesem Nullpunkt aus geziihlte Temperatur

5) T=2718+1

als die absolute Temperatur. Man erhilt die absolute Tempe-
ratur eines Korpers in Celsiusgraden, indem man zu seiner vom
Gefrierpunkte des Wassers aus gezihlten Temperatur ¢ in Celsius-
graden 273 hinzuzihlt. Dem Gefrierpunkte des Wassers ¢=0°
entspricht die absolute Temperatur 7'= 273°.

Mit Gl 5 erhilt nun GL 4 die iiberraschend einfache Form

6) pv=RT.

Diese Gleichung heiflt die Zustandsgleichung der Gase.
Sie gilt fiir die Gase ziemlich genau, so lange gich dieselben weit
vom Verfliissigungspunkte befinden, withrend in der Nidhe desselben
sich erhebliche Abweichungen zeigen. In den folgenden Anwendungen
auf Luft und andere Gase setzen wir eine vollkommene Gilltigkeit
der Gl 6 voraus und nennen die Gase in diesem Sinne vollkommene
(iase, indem wir uns vorstellen, das Gas sei unendlich weit von der
Verfliissigung entfernt.

Den Festwert R findet man, indem man GIl. 6 auf einen
bestimmten Zustand p, o, 7' anwendet. Da nun trockene atmo-
sphitrische  Laft bei ¢=00° C. oder 7'=273° und bei einem
Drucke p,= 10333 %/, eine Dichte p,== 1,203, daher einen
Einheitsraum v, = 1:1,298 hat, so wird fiir trockene Luft:

10833
~ 1,208-273
Fiir mittelfeuchte Luft ist R = 29,87,

»w Wasserdampl R = 46,95,
»» Kohlensiiure R=19p0.

= 20.97. '

Wird eine Luftmenge fest eingeschlossen, so dafl sie sich nicht
ausdehnen kann, so muf} » unveriindert bleiben. Erhoht man nun
die Temperatur, so mufl nach Gl 6 der Druck p verhiltnisgleich

der absoluten Temperatur 7' sich indern:
3 il

Pi—_ﬁ-'
16
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War zu Anfang 7', = 0+ 278, nachher 7'= 1004- 273 = 373, so wird

p 313

» 213

Hatte die Luft urspriinglich den Atmosphirendruck, so wird sie

nach Erhthung, der Temperatur um 100° einen Druck von 1,366
Atmosphiiren ausiiben. Hierauf berubt die HeiBluftmaschine.

Bleibt die Luftmenge aber einem gleichbleibenden Druck p

unterworfen, so wird sie bei einer Temperaturerhdhung sich aus-

dehnen, u. zw. wird nach Gl G der Einheitsraum » mit der absoluten

Temperatur 7' verhiltnisgleich sich &ndern:
v 1 by

L 'TI ]
Bei einer Temperaturerhdhung von O 4 273 auf 100 + 273 wird
also v auf das 1,366 fache wachsen. Betrug die Dichte urspriinglich
= 1,208, so wird sie abnehmen auf y = 1,293:1,366 = 0,9466.
Auf dieser Verdiinnung der Luft durch Erwiirmung beruht bekanntlich
der Luftballon von Mongolfier (1783), sowie das Aufsteigen warmer
Luft in kalter.

= 1,866.

e) Druckverhiiltnisse in der Afmosphiire bei gleichbleibender und
verfinderlicher Temperatur.

Der Grundgedanke davon ist schon auf S. 221 behandelt
worden. Die dort entwickelten Gleichungen setzen die iiberall gleiche
Temperatur von 0° C. voraus. Hier soll nun auch der Einfluff
irgendeiner konstanten und einer veréinderlichen Temperatur beriick-
gichtigt werden. Fiir ein Luftteilechen von der Hohe de galt die
Gleichgewichtsbedingung (8. 221, Gl. 2)

dp=—ydas;
getzt man darin nach Gl 1, S. 219 und Gl 6, S. 227
y= %-—- _R})Tf‘ so folgt
4
Bei gleichbleibender Temperatur 7' erhilt man durch Integration

der Gl 1, wenn man sie in die Form bringt,
dp __ _ 4z
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Ist in einer Hdhe 2= h,, p=p,, 50 wird

}
=In(@) + 7',
womit vorstehende Gleichung ibergeht in
: P A,
2) In (p ) =R
oder in Briggischen Loganthmen ausgedriickt und fir 2 —h, = h gesetat
3) h= (logpl —logp).

Diese Gleichung stellt das Gasetz der Verinderlichkeit des Druckes p
mit der Hohe % dar und kann zu genaueren barometrischen Hohen-
messungen benutzt werden. Mit R = 29,37 und log e = 0,4342 wird
4 h = 67,68 T(logp, —logp).
T'= 2139 d. i £=0" ergibt wieder wie 8. 222, Gl. 4
h = 18400 - (log p, — log p);
7'=288% d. i. ¢=15", liefert dagegen ein
h =19 500 (log p, —log p).
Eine bequemere Zahlenrechnung fiir & erhiilt man wie folgt:
Nach 8. 228 ist angenihert
’l=p1 =y
7
and wenn man p als die dem mittleren Dracke ngig entsprechende Dichte

der Luft ansieht, nach S. 228
o T
Swdi 7 2
Die Verbindung dieser beiden Gleichungen ergibt

4 h=2RT- 2oL _pgp p L2
2 o 1 ) s p;+p

Will man die Veriinderlichkeit der Temperatur 7' mit der Hohe
beriicksichtigen, so kann man mit Anndherung .
dafiir ein lineares Gesetz annehmen und mit . i*g'
Bezug auf Fig. 239 etwa setzen %
Vi

]
b) T, —T=rt(z—2); f"?"‘
¢ 7
darin bedentet f' L A
_n-1 } '

() T

die Temperaturabnahme nach oben auf 1™ Hohe.
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Nun wird nach Gl 5
aT
dl'=—rtdz, oder: dz*-—-—;_—-
Setzt man dies in GL 1 ein, so entsteht

dp 1dT
“ R T’

mithin, wenn man zwischen Llen Grenzen p, und p; bezw. 75 und T
integriert:

P 1 T
In . 1
7 ! (P.:) R"lu(Tz)'
oder nach Fig. 239 und Gl 6 und 7:
D1y i Inp, — —Inp,
ot ds Il T Bidyes Lyk: A —lnTn

Fir das Verhiltnis der natiirlichen Logarithmen kann man auch
das der Briggischen setzen, also

beonty logp, —logpy
) kot s T’"]l g T, —logTy"
Fir trockene Luft wurde auf 8. 227 der Festwert R = 29,27 er-
mittelt. Fiir feuchte Luft #ndert sich diese Zahl. Fir die Ver-
hiiltnisse Deutschlands kann man mittelfeuchte Luft annehmen, also
in obiger Formel R = 29,37 setzen.

Beriicksichtignug der Verlinderlichkeit der Schwere, Wihrend

in der Niibe der Erdoberfliche das Gewicht von
Fig. 240.

1" Luft y= —R—:ﬁ ist (8. 228), betrigt es in L

groBer Hohe (Fig. 240), wenn man seine Entfer :
nung vom Mittelpunkte der Erde 2 und den Erdhalb-

;)_

|
R LR - :
messer + nennt: » RT 5t (s. 1. Teil, 4. Auf, {- ?
S. 61). Daher wird aus Gl 1: ' E
S 0t ol dp_ _ 7 ds o
dp = RT 5 dz, oder e~ ety 2
b4 5 Ll o1 o021 o) .« S
e A (Pi)— R (‘1 ‘2) ~ RT 8.4
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Ist nun &, =r, 5,—2,=h, so folgt

iy § WAL 4 BB 1
ln(Pn) T RTrr+h | KRT e
r
h 2
9) = RTIn ~).
142 G

Der Vergleich mit GL 3 zeigt, dall die rechten Seiten fiberein-

stimmen, und dafl nur links % durch ——;!-T ersofat ist.
lA—
v
Wegen »= 6370000 weicht der letztere Wert meist von A
nicht wesentlich ab,

Beispiel 1: Es sei wio in dem Beispiel 1 auf 8. 222: am unteren Punkte
p,="T749,2mm | am oberen p,==6927mm  auBerdem aber die Temperatur

unten ¢,==144°, T1,=2874,
oben ¢,=1006°, 7,=2886; I\— I,=238;
dann wird nach GL b

h=2087 -'s,s

(gegen 628m fiir ¢,=1,=0),

Mit 7'=1/3(287,4 - 283,6) = 2856 liefort Gl. 4

h=67,68 . 2856 (log 749,28 — log 692,7) == 667 5m

also fast dasselbe wie vorstehend.

Gl. 48 liefert mit 7= (287,44 283,6) /s == 2855°

h==b5874- 285,80 %}gﬁgg_: = 658,0m,

d. h. etwa 1m zuviel, was aber bei der sonstigen Unsicherheit dieses MeB-
verfahrens nicht erheblich ist.

Aug GL 9 endlich wird in Verbindung mit dem Ergebnis nach Gl 4:

h W =6078, oder
!+ ga70000

657

A (1_%%) =6575, d.h.
h=06676m,
Ist ¢ ungefihr 10° C. und p ungefihr 760mm, so entspricht einor Ab-
nahme des Barometerstandes um 1mm Quecksilbersiiule, nach Gl 44, ein Hohon-
unterschied von rund 11m,

log 749,2 — log 6927
log 2874 — log 283,68

=06074m
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Beispiel 2: Steighohe eines Luftballons mit Riicksicht auf
die Verfinderlichkeit der Temperatur. Sind y, und ' die Dichten
der AuBenluft und der Fillung am Erdboden, wo der Drack und die Tempe-
ratur p, und 7} betragen und beziehen sich ry, ', p, und 7, anf die Grenze
der Steighthe h, so gilt fir letztere (nach 8. 224) die Bedingung

K=0 oder V(py—r)=@a"
Wir nehmen ap, daB im Ballon dieselbe Temperatur und derselbe Druck

herrsche wie auBen. Dann ist nach der Zustandsgleichung (8, 228) wegen
y==1:v, wenn R' den Festwert fir die Gasfillung bedentet,

—tL g e
TI'*"RTII N R'T.l'

» '

PR L ehalr: A
r!_RT\_" T R'T"

daher 3':“2’:'=(1‘1“"?'1')§:—ﬁ. und

T,
Vin—n)=Vn—n5 7=0
v 4y

2 YVin—n)1
oder iy F 7
Setzt man diesen Wert in Gl 7, so entsteht

o (L2105 g (5.

(N
Daraus folgt: log EEZ.I?;'_J'I') = log (-i;—") (il}_r - 1) oder
0 etz
Rr

Hierdurch ist das Verhiltnis der Temperaturen unten und an der Grenze
der Steighthe bestimmt, Kennt man nun die Temperaturabnahme r auf 1m®
Hohe, so ist

11} h=_z."_-:..£_

T

Fiir das Beispiel aof 8. 226 ist: V=700, y;=1,89, ' =04, Vin—n'
=588, G'==500. Nimmt man auf 100 Héhe eine Abnahme der Temperatur
um 035°, d. h. 7==0,008 an, so wird fir R=20m

I 1
Yo (_g;:)=_——ﬁ—200 hllog 176 und  Ty=0g2 7).
20,87

Botrigt nun die Temperatur unten 7,=283, so wird hiernach 7,==2754,

T, — T,==1,0°, mithin
h="1,0+200=1580m.
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Eine etwas unrichtige Schiitzung von r beeinfluft das Ergebnis der Rechnung
nur wenig, weil = sowohl in GL 10, als auch in GL 11 vorkommt. Mit r==0,006,
witd z. B. h=1608m, gegen h=15680m mit r==0,005.

Zur Erleichtorung der Berechnung dienen Jordans Barometrische
Hohentafeln. (Hannover 1806. Helwing.)

4. Gleichgewicht zwischen tropfbaren und gasformigen
Fliissigkeiten.

a) Barometer. Druckmesser.
Die Atmosphire fibt auf die Erdoberfliche in der Hohe des
Meeresspiegels einen Druck p, = 10333 */m aus (s. 8. 220), also
auch auf die Oberfliche einer ruhenden Fliissigkeit. Dieser Druck p,
kann durch das Gewicht einer Flissigkeitssiule von der Hdohe
ho = po:y ersetzt werden, worin y die Dichte der Flissigkeit ist.
Fiir Wasser ist y = 1000, daher \
j 10833
¢ 1000
d. h, eine Wassersiiule von 10,333 ™ Hohe driickt —I
ko

Fig. 241.
10,333 ™,

N |

durch ihr Gewicht ebenso stark wie die At~
mosphiire.

Wird in dem Gefille (Fig. 241) aus dem
rechtsseitigen, oben geschlosscnen Rohre die darin
befindliche Luft entfernt, so wird in dem luftleeren Yool i
Rohre der Wasserspiegel um A, = 10,333™ an- L
steigen und Gleichgewicht in der Fliissigkeit
herrschen, weil auf der linken freien Wasserfliche des Gefifles der
Atmosphirendruck p, lastet, welcher der Fliissigkeitssiiule A, das
(Gleichgewicht hiilt.

Besteht die Flissigkeit aus Quecksilber mit y = 13600, so wird
_ 10333
~ 13600
Dem mittleren Atmosphiirendruck am Meeresspiegel entspricht also
eine Quecksilbersiiule von 760 ™™ Hohe,

Jede Anderung des Luftdruckes gibt sich durch Anderung von g
/u erkennen. Darauf beruht das Barometer (von fagdg, schwer)

Der im Maschinenwesen eingefithrten Atmosphire von 10000/,
entsprechen 10000: 13600 = 0,735™ = 735™™ Quecksilbersiule,

hy = 0,76™ bei 0° C.
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Fir diec Wettersiule zu Hannover, welche 57 m fiber dem Moere lisgt,
berechuet sich bei Gberall gleicher Temperatur von 10° C. der Druck p, nach
@Gl 4, 8. 229, indem man darin h=07, T'= 283, p, =760 setzt; es wird

b7

log p,==log 760 — 70288

und p, == 7648 mm Quecksilbersinle

Draockmesser. (Manometer, von pavdg, diinn.) Wie man den
Atmosphiirendruck durch eine Flissigkeitssiule miflt, so kann man
auch die Pressungen anderer (tropfbarer oder gasformiger) Fliissig-
keiten durch damit im Gleichgewiehte hefindliche Fliissigkeitssiulen
messen und mit dem Atmosphirendrucke vergleichen.

Soll der Druck p des in dem Behilter B (Fig. 240) befindlichen
Dampfes oder Gases gemessen werden, so verbindet man mit dem
Behiilter einen oben bei A4 offenen Druckmesser. Dann wirkt bei 4 der
Atmosphirendruck p, und bei €, in einer Tiefo z unter dem Flilssig-
keitsspiegel bei 4, der Druck
P = po -+ vz, wenn » die Dichte
der MeBfliissigkeit ist. BEs folgt

Fig. 242,

1) P—py=7e |
und mit py =y h, T
9 P—Po_ % |

) Po ho Pt

p—po ist der Uberdruck im
Behiilter B gegen die Atmosphiire
und (p—pp):p, der in Atmo-
sphiiren ausgedriickte Uberdruck.

Jeder Atmosphire Uberdruck (10000%/s) entspricht eine
Quecksilbersiiule von 735™"; zum Messen von 10 Atmosphiren ist
daher eine Sfule von 7,85™ erforderlich. Derartige Druckmesser
eignen sich deshalb nur fiir feststehende, nicht fiir bewegliche
Dampfkessel. Bei letzteren benutzt man Federmanometer, die den
Druck aus der elastischen Formiinderung einer Gefillwand erkennen
lassen, Die Teilung solcher Federmanometer 146t sich aber nicht
berechnen, sondern mull vielmehr durch Vergleichung mit einem
offenren Quecksilber-Druckmesser gefunden werden. Das Quocksilber
befindet sich in einer Eisenrdhre; ein aufihm schwimmendes Hisen-
stiick ist durch eine itber ecine Rolle laufende Schnur mit einem in

N
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bequemer Hohe befindlichen Zeiger verbunden, so dal man Hebung
und Senkung des Quecksilberspiegels aus der Bewegung des Zeigers
zn erkennen vermag.

Fir geringen Uberdruck, wie er z B. in den Rohren fir
Leuchtgas herrscht, benutzt man Wasser als MefBflassigkeit und
driickt auch den Uberdruck nicht in **, sondern in ™ Wasser-

giule aus; 1™™ Wassersiule entspricht Atmosphiire, da

1000'0
1% mit 10™ Wassersﬁule gleichbedeutend ist; 25 ™ Wassersiule

1

100
Zum Messen von Driicken in Kondensatoren, Feuerziigen, Schorn-
steinen u. dgl, welche kleiner sind Fig. 243.
als der Atmosphirendruck, dienen
Minderdruck-Messer (Vakuum-
meter) (Fig. 243).  Hs ist
p -+ ya=p,, oder

po—p =& und mit p, = yhy

3) Yor=p X,

letzteres ist der Minderdruck in
Atmosphiren.

Zusammengesetzter Druckmesser geringerer Hohe. Die mehr-
fach auf und nieder gebogenen Rohren (Fig. 244) sind im unteren
Teile (unter 4B) mit Queck- Fig. 244.
gilber, im oberen Teile mit
einer leichteren Fliissigkeit, etwa
Wasser oder Glyzerin, gefillt.
Bei gleichen Driicken p, in beiden
oberen GefiBlen steht das Queck-
gilber in allen Rohren bis zu
der Wagerechten 4 B. Wiichst
der Druck aber auf der linken
Seite von p, auf p (Fig. 245),
withrend rechts der Atmosphiren-
drock p, wirksam bleibt, so
senkt sich bei B das Queck-
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silber um #, steigt daher bei C und sinkt bei D um das gleiche
MaB #, mufl also schlieBlich bei 4 dm = steigen, wenn die Rohren
iiberall gleiche Weite haben, weil
die Flissigkeiten nicht zusammen-
driickbar sind.

Die oberen Gefifle werden
hierbei also so weit vorausgesetat,
dafl ihre Flissigkeitsspiegel nicht
wesentlich schwanken. Die Dichte
der schwereren Fliissigkeit sei y,,
die der leichteren y.

s ist dann bei 4, der Druck
P = po-+ ya, bei D; der Druck
Pe=pPrt+2pns=py--yat2y2,
bei C) der Druck py=ps—2y2=po+ y(a—22)+ 274+, bei
B, der Druck p,=1p;+2y2=py+ y(a— 22+ 4+ und
schlieBlich der im oberen, linksseitigen Gefifle vorhandene Druck
p=ps—r(@a+ 22 =p,+ 4(y,—9) 2. Aus letzterem folgt der
Uberdruck in *:

b et/ FPRE, 11 Yk L LS (1 £ _1) LE

Po N ho nlh'
wenn hy diejenige Hohe der Flissigkeit mit der grofleren Dichte y,
ist, welche dem Atmosphirendruck p, entspricht. Man erkennt
leicht, daB, wenn statt 4 Rohren 2n Rohren in entsprechender
Weise hintereinander geschaltet sind,
1) 2=P 9y (1 — ") £ wird,
Po N/ h

Fiir », = 13600 (Quecksilber), y = 1000 (Wasser), h,= 735™"(1%)
ergibt sich

Fig. 245.

P—Po _ ( _J_)j_= o
e A T s = P
und mit 2n= 8§,
o= 2=Po g1 am,
\ pﬂ
hier erfordert also 1* nur 99 ™ Teilungshdhe der Quecksilbersiiule,
gegen 785 ™™ beim einfachen Druckmesser.
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b) Saugpumpe. Kreiselpumpe. Heber.
AB (Fig. 246) sei der Wasserspiegel eines Brunnens. 1In
eivem  zylindrischen Rohre, dessen
unteres Ende ins Wasser taucht, be-
findet sich ein beweglicher dicht
schliefender Kolben. Der Druck des A
Wassers im Brunnen und in dem unter- E
I

Fig. 246.
s

o | F===~=8,

halb des Kolbens befindlichen Teile des
Rohres ist am einfachsten zu berechnen,
wenn man sich in der Hohe A, fiber dem
wahren Wasserspiegel einen Wasser-
spiegel 4, B, denkt, auf den kein Atmo-
sphiirendruck wirkt. Ist durch das Spiel
der (in der Figur nicht gezeichneten)
Ventile — nach einer gewissen Zahl
von Kolbenhitben — die” Luft aus dem Robrteile unterhalb des
Kolbens entfernt, so herrscht hier, in der Hohe # iiber 4 B, also
in der Tiefe h,— 2 unter 4, B, ein Druck

1) P = y(ho-—2).
Befindet sich oberhalb des Kolbens noch kein Wasser, so wirkt dort

der Atmosphirendruck p,. Ist F' der Querschnitt der ROhre, so
ist an dem Kolhen eine aufwirts gerichtete Kraft

2) KE=(po—m) F=yF2 x
fiir den Ruhezustand, sowie fiir langsame gleichmiflige I 4
0

|
I
I
i
1
I
|
'
)
1
.

Fig. 247.

Aufwiirtsbewegung erforderlich, gerade so, als ob die
Wassersiiule von der Hohe 2 nicht unterhalb des

Kolbens von dem Atmosphiirendrucke in der Schwebe ey,
erhalten wiirde, sondern auf dem Kolben lastete. E
Die Gl 2 fir K gilt aber nur so lange, }

o

wie GL 1 fir p, einen positiven Wert ergibt, -.
d. h. fir #<%hy, oder so lange sich die untere '
Kolbenfliche hochstens um A, fiber dem Wasser- :
gpiegel A B befindet. Fir 2> h, wiirde nach ¥
GL 1 der Druck p, negativ. Negative Fliissig-
keitsdriicke gibt es aber nicht, da Flissigkeiten
keine nennenswerte Zugfestigkeit haben. Mithin
hirt bei wachsendem » die Giltigkeit der GL 1 mit 2=4h
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auf. Pir 2>h, bleibt der Druck unter dem Kolben Null, das
Wasser driickt nicht mehr gegen den Kolben, folgt ihm nicht mehr
bei seiner Aufwirtsbewegung, sondern verbleibt in der Hohe A,
itber dem Wasserspiegel des Brunnens stehen (Fig. 247), und unter
dem Kolben entsteht (abgesehen von der Verdampfung des Wassers)
ein druckloser Raum, so dafl nunmehr unveriinderlich K = y F'h,
bleibt. Das Aufsaugen einer Fliissigkeit ist daher nur
bis zu der dem Atmosphiirendrucke entsprechenden
Fliissigkeitshohe A, (bei Wasser bis etwa 10™) moglich.

Kreiselpumpe (Zentrifugalpumpe). Auf 8. 217 wurde gezeigt,
da3 Wasser durch schnelle Drehung um eine lotrechte Achse auf
eine Hohe # (Fig. 232) gehoben werden konnte und dafl} die er-
forderliche Umfangsgeschwindigkeit v="V 2g# sein misse. Bei
den zum Wasserfordern bestimmten Kreiselpumpen (Fig. 248) er-
folgt die Drehung meist um eine wagerechte Achse, die oberhalb

Pig. 248

des Unterwassers U. W. liegt, so dafl das Wasser auf eine gewisse
Hohe angesogen und dann weiter em porgedriickt wird. Es
1Bt sich zeigen, daB die Beziehung v=V 2g# auch bei dieser
Anordnung giiltig bleibt.
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Die wagerechte Drehachse liege um 4, fiber dem Unterwasser,
um h, unter dem Oberwasser.

Betrachtet man ein Teilchen m der in gleichmaBiger Drehung
begriffenen Wassermasse, welches auf dem wagerechten Halbmesser
im Abstand 2 von der Drehachse liegt, nennt dz seine Liinge in
der Richtung z, d F' den Querschpitt in lotrechter Ebene, so ist

die Erginzungskraft m-z. 0 = YaF.-dz-w-w?. Ist p der Druck

g
im Abstande z von der Achse, so wiichst dieser nach auBen auf
die Linge dz um dp. Daher mull sein

dp-dF:%-dFodx-z-w oder

dp = %--m?-x-da—.

Sind die Dricke fir # = » und 2 =0 bezw. p, und p,, so wird

/- gt 4 Vg '2'?; rlwt.
Nun ist
2= Po— Vi Pa=Po+ 7hy,
daher (mit rw =)
2
1 By <F Ry S
) 1 h? zg

oder wenn man den Hohenunterschied zwischen Unter- und Ober-
wasser hy -+ hy = h setut,
2) V= V2gh‘ Flg, 249-

wie 8. 217 gefunden. Mit dieser Ge- f;ﬁiﬁb

schwindigkeit » kann man das Wasser in
den Rohren im Ruhezustande erhalten,
so dafl es nicht herabsinkt. Zur Wasser-
forderung mufl v grofler werden.
Die Saughthe 4, mufl hierbei
kleiner sein, als A, (vgl. 8. 238).

Heber. Das Heberohr (Fig. 249)
tauche mit seinen unteren Enden in 2 Ge-
fille, deren Wasserspiegel um h = hy—hy
verschieden hoch liegen, wobei zuniichst
hy<<hy <<h, sein soll. Das Heberobr sei vollstindig mit Flissig-
keit gefiillt und bei 4 durch einen Schieber dicht geschlossen; dann

[l

- -—‘—"’E

I~
o
1

e ¥ N F
g
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wird die Flissigkeit des Hebers in Ruhe sein. An der linken
Seite des Schiebers herrscht ein Druck

=Pl =phg—h),
an der rechten Seite desselben ein Druck

P2 = po— Yhy == y(hg—hy);
der Schieber erfihrt daher einen Uberdruck
1) pr—p2= Py —hy) = yh
von links nach rechts, gerade so, wie es in dem punktiert ange-
deuteten, die Gefifle unmittelbar verbindenden Rohre der Fall sein
wiirde. Wird der Schieber im Heberrolir entfernt, so muf} also
Wasser von links nach rechts hiniiberflieBen.

Senkt man bei geschlossenem Schieber A das rechte Gefifl,
so dall hy = hy wird, wiihrend %, <<h, bleibt, so wird p, = 0 und
der Schieber erleidet von links den Uberdruck
2) p1=po— ¥ hy = y(hg—1ly),
der grofer ist, als nach Gl 1 und auch unveriindert bleibt, wenn
hy = hy wird, weil daon rechts vom Schieber ein luftleerer Rauin
entsteht. Demnach muf} in solchen Fillen Wasser durch den Heber
flielen, sobald der Schieber gedffnet wird. — Senkt man nun aber
das linke Gefal, so daBl A, = J, wird, withrend h, << h, bleibt, so
wird auch der Uberdruck p, = 0 und die Heberwirkung hort auf.
Die Saughohe % eines Hebers mufl daher ebenfalls
stets kleiner sein, als die dem Atmosphérendruck
entsprechende Flissigkeitshohe A, (s. S. 238).

¢) Taucherglocke.

Ein oben geschlossenes, unten offenes Gefify Fig. 250.
(Fig. 250), welches mit Luft gefillt ist, werde um
die Tiefo 2 im Wasser niedergesenkt; daon wird
Wasser von unten auf eine Hohe y in dem Gefiille

Po

Po
(der Glocke) emporsteigen und man wird aus =

A
e
der Hohe y auf die Tiefe ¢ schliefen konnen. I
Die Luft wird durch das eintretende l
Wasser von p, auf p zusammengedriickt, und <
wenn mun annimmt, dafl die Temperatur der by
P
y

Luft sich nicht indert, so gilt nach dem Boyle-
schen Satze (8. 219)

1) pipo==h:(h—y).
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Aullerdem ist aber (wegen der Tiefe 2 unter Wasser)

2) p=1po+7(#—y).

Hieraus folgt, mit po== phy:
_ h ho )
T T R ARSI b o TS e .

3) ;_h‘,(h_y 1)+ y(h_y+1 :

Beispiel: Soll das Wasser hichstens bis zur Mitte der Glocke steigen,
ist also y=='/ah, so darf die Senkungstiefe nach Gl. 8 nur

s=hy+sh
sein; zugleich wird der Druck in der Glocke p=2p,.

Soll der Glockenraum aber in beliebiger Tiefe z wasserfrei bleiben, s¢
muB y=0 und der Luftdruck in der Glocke nach Gl 2 stets p=p,--rs
=y (hy+2) sein, was durch Zufthrung kinstlich verdichteter Luft zu er-
mdglichen ist. (Tancherapparate, Druckluftgriindung.)

Wie die Grofle des Luftraums in der Taucherglocke, so ist
auch der Auftrich, der auf diese wirkt, von der Tiefe # abhiingig.
Nehwen wir an, dafl in irgendeiner Tiefe 2 der Auftrieb und das
Gewicht der Glocke einander gleich sind, die Glocke sich also
selbst {iberlassen hinsichtlich der lotrechten Kriifte im Gleichgewicht
befindet, so kann dicses nur ein unsicheres (labiles) sein. Wird
niimlich die Glocke etwa durch einen voriibergehenden lotrechten
Kraltangriffi nach auf- oder abwirts um ein geringes aus ihrer
Lage verschoben, so vergroflert oder verkleinert sich der Luftraum

und damit der Auftrieb und die Glocke steigt beschleunigt auf-
oder abwiirts.

Grofere Taucherglocken werden zuweilen lediglich durch Ver-
groflerung oder Verkleinerung des Luftraumes, d. h. durch Hinein-
pumpen oder Auslassen von Luft, auf- oder abwirts bewegt. Dabei
kann der beziiglich der lotrechten Kriifte unsichere Gleichgewichts-
zustand der Glocke eine Gefihrdung derselben und der etwa in
ihr befindlichen Personen mit sich bringen. Dieser Gefahr kann
man vorbeugen, wenn man den bei derart grofen Tancherglocken
fir den Ein- und Ausgang von Personen und das Ein- und Ans.
bringen von Sachen, Baumaterial usw. erforderlichen Schachtaufbau
(Fig. 260a) mit hinreichend groBem Querschnitt ausfihrt. Folgende
Betrachtung soll dariiber Aufschlufl geben:

Das sichere Gleichgewicht beziiglich der lotrechten Krifte
verlangt, dal die Glocke nebst Schachtaufbau so lange in einer
Keeok-Hotopp, Mechanik, II, 4 Aunfl 16
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bestimmten Tiefenlage # verharrt, als nicht durch Ein- und Aus-
lassen von Luft ein planmiBiges Steigen oder Sinken herbeigefihrt
wird. Ohne eine solche Vermehrung

oder Verminderung des Luftinhaltes Fig. 260a.

mufl die Glocke, wenn sie etwa
durch voriibergehenden Kraftangriff
im lotrechten Sinne um etwas aus
ihrer Lage bewegt wird, sich selbst
fiberlassen, dahin zuriickkehren, d. h.

es muf} einer jeden noch so kleinen %(f)
Aufwirtshewegung eine Auftriebs- = |
verminderung und jeder Abwiirts- p-
bewegung eine Auftriebsvermehrung

entgegenwirken. Das wird erreicht, l

wenn das Verhilltnis des #uferen
Schachtquerschnittes £ zum lichten (F)
Querschnitt F' der Glocke einen e e ]
bestimmten Kleinstwert nicht unter-
gchreitet.  Wichst nidmlich die
Tauchtiefe # um ds, so vermehrt sich die Wasserverdringung um
f+dz und der Auftrieb um f.-dz-y. Gleichzeitig tritt aber infolge
der elastischen Zusammendriickung der Luft in der Glocke eine
Auftriebsverminderung um dy+ F', und also im ganzen eine Auftriebs-
inderung um f-dez— F-dy ein, und zwar muf} diese nach obigem
grofer als Null sein. Daraus folgt die Bedingung

.
Y F>ds'

Zwischen dy und dz, die ersichtlich stets gleichsinnig im
Vorzeichen sind, besteht nach S. 240 die Beziehung
hot+z+de—y—dy__(h—y)F

hte—y  (h—y—dy)-F’
woraus folgt
5) ii_.y.=-__h.._._:.y—
dz h+h+s

Danach driickt sich die Bedingung fiir das in jeder Hohenlage

sichere Gleichgewicht der Glocke aus durch die Beziehung
; ' MR ok S
6) AR
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Den groften Wert nimmt das Verhilltnis £: F fir die hochste
in Frage kommende Lage der Taucherglocke, d. h. fir die kleinste
Tauchtiefe z an, und diese Lage ist daher mafigebend fir jenes

. Verbdlltnis, oder, wenn der erforderliche Querschnitt F' der Glocke

durch den Verwendungszweck gegeben ist, fiir den Schachtquerschnitt £

5. Gleichférmige Drehung gasformiger Kdrper
um eine Achse.

Fliigelgebliise.

Ein Flugelgeblise (Fig. 251) hat in seinem Wesen grofle
Ahnlichkeit mit der Kreiselpumpe (S. 238). An der Drehachse
herrsche durch freie Verbindung mit der Auflenluft der Druck p,,
am fufleren Umfange
betrage der Druck p,.
Fir ein Massenteil-
chen m im Abstande z
von der Achse gilt
wieder wie auf S, 239

Fig 261.

)@IT(

dp = gw’zd:r.

Fiir die weitere Be-

handlung ist jetzt nur
die Voranderlichkoit yon y zn beriicksichtigen. Nach dem Boyleschen

Satze ist p = po y , daher
o’ 2
iB =s ZQ —tizd.r .
P Po g
Integriert man zwischen den Grenzen p, (fir z = ») und p, (fir
z=0), 80 wird (mit wr = v)

._23 3 &,w re yo

1) ln(pl) Po 20 Po 29
Fiir 0° C. und p,: 7, = 8000™ (5. 221], erhillt man

v’
. o £ 1T I 0N
g ‘“( 8000 27"

16+
\
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Beispiel: Macht das Fligelrad von r==0pm in der Minute 800 Um-
8000827
60
schwindigkeitshthe von 90m; sonach wird

drehungen, so ist v== =41,89m/sex; dem entspricht eine Ge-

In (;:—:) =§gg_u == 001125, %-: = 1,018 und
py=(1 4 0,0n8)p, .

Der Druck in dem Flugelrade findert sich also nur um 00us oder etwa /s,

daher kaun auch die Dichte annihernd als gleichbleibend betrachtet werden,

so daB man fir die meisten Fille mit genigender Anniherung (in Uberein-

stimmung mit 8, 239) schreiben kann

o? Dy
s — Py=p, =, oder mit ='==8000
B —h=n73g m "
B -a
" 8000 2g°
2
.-”_1=1 + L b
P 8000 2g
py=(1+ 001)p, .
Es folgt dies anch aus Gl. 1, wenn man mit Ricksicht darauf, dal

5—’- nur wenig von der Einheit abweicht, In (g—‘) =In(l 4 2) annihernd ==z
1 1

=‘l";‘" setat (vgl. S. 228),
1

] =

o mit e==00®
AlS0 ml '2—'y=v-

L5

=1,012 und

Der Unterschied beider Werte fiir p, ist also sehr gering.
Mit dem angegebenen Fliigelgeblise erreicht man nur einen Uberdruck

11;[;[}0 =113 mm Wassersiiule.

von rund '/ss Atmosphiire, gemessen durch
Diesor Druck geniigt fiir Schmiedefouer.

6. Allgemeine Gleichgewichtsbedingung fiir Fliissigkeiten
von L. Euler.

Auf ein Massenteilchen m=zds:-dy-d: (Fig. 252) wirke

eine Massenkraft, welche in der Form R-m geschrieben und dadurch
schon als eine Massenkraft gekennzeichnet wird; R ist die Be-
schleunigung, welche das Teilchen durch die Kraft erfahren wiirde.
Der Druck betrage an der Stelle z, y, z, wo das Teilchen sich
befindet, p; dann ist :

1) P=f (zy ¥,y 2)

eine Funktion von z, y und z. da der Druck in der Flissigkeit
im allgemeinen von Punkt zu Punkt wechseln wird.
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Die Beschleunigung R der Massenkraft werde nach den
Achsenrichtungen in X, ¥, Z zerlegt; dann wirkt auf das Teilchen
in der z-Richtung die

Massenkraft X.m. An Fig. 252.

der linken Seitenfliche ds

von der GroBe dy-dz

wirkt die Oberflichen- o nX| +d_’-

kraft p-dy.dz. Beim pdy.dz y S e Liua?pd,)d,a,
Ubergange von der linken A .

nach der rechten Seiten- *

fliche éndert sich # um E Sl

dz, wihrend y und 2 b L St

dieselben bleiben; somit i/"

wiichst auch der Druck

%—E dz. Das Gleichgewicht des
Teilchens verlangt daher in der a-Richtung:

um das partielle Differential

X-m:%gdx-dy-dz oder
Lidnidy Byl deiy: ithi
Xg dax-dy-dz axda: dy-dz, mithin

? Xdz=5F da.
g oz
In gleicher Weise gilt fiir die anderen Achsenrichtungen

y ap
Yyay=%Lay,
g ey o

2 Zay=22a,.
[/} oz

Durch Zusammenzihlen der 3 Gleichungen entsteht auf der rechten
Seite das vollstandige Differential dp des Druckes, nimlich

2) ;_’(de-y Ydy= Zdz)=dp.

Sind ‘X, Y, Z als Funktionen von «, y, z gegeben, so fiihrt
die Integration der Gl. 2 zu dem Gleichgewichtsdrucke p (Gl 1).
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Vertauscht man aber in Gl 2 die rechte Seite dp mit Null, so
driickt (da » nicht Null sein kann)

3) (Xdaw+Ydy + Zdz)=0

die Bedingung aus, fiir solche Zusammenstellungen der Koordi-
naten z, y, z, welche einem gleichbleibenden Drucke p entsprechen.
Die hierdurch bezeichnelen Punkte in der Flissigkeit bilden eine
Fliche dberall gleichen Druckes oder eine Niveaufliche,
deren Gleichung durch Integration von GL 3 erhalten und

4) f(z, y, 2)= Const.

-

geschrieben werden kann. Die Funktion hat dieselbe Form wie in
Gl 1. Jedem anderen Werte der Const. entspricht eine andere
Niveaufliche mit einem anderen Drucke.
Die Niveauflichen stehen in einer Fig. 263.

einfachen Beziehung zur Richtung der

Massenkraft B-m. An einem Punkte P

innerhalb einer im Gleichgewichte be- Q
findlichen Flissigkeit (Fig. 253) bilde
R mit den Achsen die Richtungswinkel

et eg———

a, A, 8. P sei ein beliebiges Kurven- ] 45
teilchen ds, welches in einer durch P / /i
gelegten Niveaufliche liegen soll; 4

ds habe die Richtungswinkel a,, £,, 0,.
Dann gilt fir den Winkel 9 zwischen R und ds die Gleichung

cos # = cos a - cos a, + cos - cos By + cosd-cosd, *

Nun sind X,,Y, Z die Projektionen von R; dz, dy, dz die-
jenigen von ds auf die drei Achsen, mithin ist

Reosa= X; Rcosf=Y; Reosdo=Z;
dscosa; = dz; dscosf, = dy; dscosd =dz.

Daher wird
Rdscosd = Xda + Ydy + Zdz.

Weil nun fir Kurventeilchen innerhalb einer Niveaufliche die Gl 3
gilt, so muf

5) Rdscos?)=10, d. h #=90° sein.
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Oder:

Eine Niveaufliche steht in jedem ihrer Punkte
rechtwinklig zu der fiir den betreffenden Punkt gil-
tigen Massenkraft R-m.

Diese allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen sind von Leonhard
Euler (geb. zu Basel 1707, gest. zu Petersburg 1783) im Jahre 1755
en twickelt worden.

Aus vorstehendem Satze folgt unmittelbar, daBl, wenn die
Schwere die einzige Massenkraft ist, die Niveauflichen wage-
rechte Ebenen sind (S. 183).

Da die freie Oberfliche einer Fliissigkeit ebenfalls eine Niveau-

fliche ist, so finden auch die Entwickelungen iiber die Gestalt der
freien Oberfliche (8. 183/84) hier noch eine festere Begriindung.

B. Bewegung fliissiger Korper.

1. AusfluB des Wassers aus GefdBen.

Wird in der Seitenwand eines mit Wasser gefillten Gefifes
(Fig. 2564) bei A ecine kleine
Offoung frei gemacht, so entsteht
ein ausflieBender Wasserstrahl.
Die einzelnen - Wasserteilchen
fihren eine parabolische Wurf-
bewegung aus (1. Teil, 4. Aufl, 4w

8. 00). Ist w die wagerechte ' !
Geschwindigkeit, mit der ein . .
Wasserteilchen bei A das Ge- o

fill verliBlt, @ die Hohe von A

tiber dem Boden, ¢ die Zeit der Bewegung von A bis B, so wird
\

Fig. 254.
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unter Vernachlissigung des Luftwiderstandes a = /ag#?; b= wt,
mithin
1} "l',' = _Z'Eo
w g

so dall bei bekanntem « aus der Sprungweite b des Strahles die
AusflufigeschwindigBeit w berechnet werden kann.

War die Offoung geschlossen, demnach alles im Gefile befind-
liche Wasser in Ruhe, und macht man die Offoung plotzlich frei, so
wird die ganze im Gefille befindliche Wassermasse in Beschleunigung

_geraten; die Geschwindigkeit, mit der die einzelnen anfeinander

folgenden Wassertropfen aus der Offuung treten, ist nicht die gleiche,
sondern eine allmihlich waclsende; daher wichst auch die Sprung-
weite b. Jedoch lehrt die Erfahrung, dafy die Verdnderung von b
und w sehr schnell erfolgt, daf} sich schon nach sehr kurzer Zeit
(meist schon nach 1 Sekunde) eine bestimmte Sprungweite & und
somit eine bestimmte Geschwindigkeit w gebildet hat, die nun
unveriindert dieselbe bleibt, wenn der Wasserspiegel im Gefille
durch Zuflufl stets anf gleicher Hohe erhalten wird. Gleichzeitig
hiermit werden sich nun an allen Stellen des Gefifles dauernde
Bewegungs- und Druckverliiltnisse gebildet haben.

Diesen Zustand nennt man Beharrungszustand. In allen nach-
folgenden Untersuchungen nehmen wir an, dafl der Beharrungszustand
eingetreten sei und lassen die hiichst verwickelten Verhiiltnisse vor
dem Eintritte desselben, die meist noch nicht einmal 1 Sekunde
withren, anfler acht.

Zuniichst wird das Wasser als eine vollkommen reibungslose
Fliissigkeit angesehen, auch wird angenommen, dall das Gefil3 an
allen Stellen zwischen Wasserspiegel und Offoung von Wasser erfill
sei, also keine leeren Riume enthalte. (Unter welchen Bedingungen
letztere bei der Bewegung des Wassers vorkommen, wird spiter
erbriert.) Auch sollen plotzliche Querschnittsinderungen im Gefifl
vorliufig noch nicht angenommen werden.

a) Ideelle AusfluBgeschwindigkeit und AnsfluBmenge durch
eine Bodendffnung.

Das Wasser ergiefe sich (Fig. 255) durch eine in wagerechter
Ebene liegende Offaung DC = F. Das Gefi8 habe von der Mitte
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des Wasserspiegels bis zur Mitte der Ausflufoffoung eine Mittel-
linie und verenge sich nach der Offnung hin allméhlich. Dann
wird man annehmen konnen, dafl

die durch die Offoung F aus- Fig. 26b.
tretenden Wasserteilchen mit wo| | g
gleichen Geschwindigkeiten durch
den  Offoungsquerschnitt  hin-
durchgehen. Es tritt wihrend
eines Zeitteilchens d¢ ein pris-
matischer Wasserkorper F-w- dt
unten aus. Dessen Masse sei
das Massenteilchen

m=2L.F.w dt
1) £
=_92'F{_|'w"°dt-

Letzteres folgt daraus, weil das
gleiche Massenteichen m oben
verschwinden mufy; denn ist F,
der Querschnitt des Wasserspiegels, w, die Geschwindigkeit, mit
der er sinkt, so mufy offenbar Fy-wy-dé= F-w-dt sein.

Wir wollen nun den Satz der Arbeit (1. Teil, 4. Aufl,, S. 000)
auf die im Gefifle befindliche Wassermasse, u. zw. fiir ein Zeit-
teilchen d¢ anwenden. Hinsichtlich des Zuflusses im Wasserspiegel
werde angenommen, dafl der Spiegel zuerst wihrend der Zeit d¢
um wy-dt, d. h. von A B nach G E sinkt und dafl dann plotzlich
eine Wasserschicht 4 BFEG zum Ersatze wieder anfgebracht werde,
Der Wasserkorper G EC D, der zu Anfang und zu Ende des Zeit~
teilchens vorhanden war, habe die Masse M und wegen des Be-
harrungszustandes ein unverinderliches Arbeitsvermdigen F.

Die gesamte Wassermasse im’ Gefif} ist dann M -+ m, wovon m
sich zu Anfang oben vorfindet, nach der Zeit d¢ aber unten. Die-
selbe BStelle des Gefifles wird nacheinander von verschiedenen
Massenteilchen eingenommen, die an dieser Stelle stets die gleiche
Geschwindigkeit haben und nur durch andere vertauscht sind.

Zn Ende des Zeitteilchens dt ist das gesamte Arbeitsvermigen
der Wassermasse M - m oflenbar: B 4 'femw?, gu Anfang aber,

v
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wo die Masse m mit der Geschwindigkeit w, sich oben befand:
E+ Yfamw,?. Daher entsteht in dem Zeitteilchen d¢ eine Zu-
nahme an Arbeitsvermdgen

2) Yam (w? — wy?).
Diese mufBl der Arbeit aller wirkenden Krifte gleich sein.

Der Schwerpunkt S, von M liege um ¢ unter 4 B. Dann
gilt fiir die Tiefe y, des Schwerpunktes S von M + m zu Anfang
des Zeitteilchens d¢:

(M+m)y,= Me+m-2wdt,

da der Korper G EBA die Hohe wydt? hat. Nach der Zeit dt
liege der Schwerpunkt um y, 4 dy, unter 4 B, danu ist aue den-
selben Griinden

(M + m) (yo + dyg) = Me+ m(h + 2wdi),
weunn A die Hohe des Wasserspiegels diber der Offoung ist. Daher wird
(M + m)dyy = m(h + awdt —"|2w,d{)
und, wenn man rechts die unendlich kleinen Grdflen gegen A ver-

nachlissigt, (M + m)dy,=mh. Das Gewicht von M+ m ver-
richtet also in der Zeit df die Arbeit (1. Teil, 4. Aufl, S. 168)

3) : (M + m)gdy,=mgh.

Steht nun der Wasserspiegel unter einem Drucke p,, die Offnung
unter dem Drucke p, so verrichten die Krifte p,F, und pF
wihrend der Zeit d¢ die Arbeit

4) Pnanudt-pFwdt=mggﬁ—;-'-E

wegen der Bezichungen in GL 1.

Die Schwerkraft und die Driicke p, und p leisten daher
wihrend der Zeit df zusammen die Arbeit

5) mg (h it &;—f’).

Die Druckkrifte des Gefifles gegen die Wassermasse ver-
richten keine Arbeit, da sie Giberall rechtwinklig zur Bewegungs-
richtung stehen. Die inneren Krifte im Wasser leisten aber
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ebenfalls keine Arbeit, denn sie sind reine Normalkrifte, die einem
Gleiten keinen Widerstand entgegensetzen und nur bei einer Ande-
rung des Rauminhaltes Arbeit verrichten kdnnten.
Trennt man ndmlich an einer Stelle, wo der Druck p' Fig. 266.
herrscht, ein kleines Parallelepiped a.b.¢ heraus,
(Fig. 256), so verrichten die Druckkriifte, wenn @
die Seiten sich um da, db, de vergroflern, die b
Arheit -
—~p' (b-crdata-c-db+a-b-do).
Da aber V=a:b¢c und dV="b.c-da+a-¢c.db+ a-b-de isl,
wird die Arbeit der Druckkrifte
—p'dV=0,

weil bei Wasser d V= 0 ist.

Durch Gleichstellung der Werte GL 2 und GL 5 ergibt sich

2 2

I m(ig-—%-) mg(k-f-pn )1
welche als Grundgleichung aller Ausflubewegungen
gilt. Die linke Seite enthilt die Zunahme, welche das Arbeits-
vermogen der im GefdBe enthaltenen Wassermasse in der Zeit d¢
erleidet, die rechte Seite die gleichzeitig verrichtete Arbeit. Dabei
bezeichnet m das Massenteilchen, welches wihrend der Zeit d¢
unten ausstromt und gleichzeitig auch durch alle Querschnitte dos
Gefiiles hindurchgeht. Spater etwa zu beriicksichtigende Wider-
standsarbeiten oder Arbeitsverluste konnen in GL I leicht hinzu-
gefigt werden; aus diesem besonderen Grunde ist der gemeinsame
Faktor m noch nicht gestrichen worden.

Will man aber w berechnen, so bedenke man, dal nach GL 1

Fow, = Fw, daber wn=w-£ ist.
By
Damit entsteht nach GI. 1:

w? (1 —---F—) 2g(h 4 L—E) oder

p27)

28w
b 2%

6) 0 =
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Diese Geschwindigkeit bezeichnen wir als ideelle Ausflu-
geschwindigkeit, weil bei ihrer Berechnung die Reibung vernachlissigt
wurde; die wirkliche Geschwindigkeit ist kleiner (s. 8. 257). Hs
ist po—p der Druckunterschied zwischen Wasserspiegel und Offnung.
&’—;—E die entsprechende Wassersiule; diese tritt zu 4 hinzu und

bildet mit ihr die gesamte wirksame Druckhdhe.

In den weitaus meisten Fillen ist p = p,. Da es sich nun nicht
empfiehlt, wegen der selten vorkommenden Fille ungleicher Driicke

stets mit einer unbequemen Formel zu rechnen, wollen wir "l

Y
als mit in A steckend betrachten, so dafl in Zukunft 4 die ganze
wirksame Druckhohe bedeuten soll. Dann wird einfacher

1)

In den meisten Fillen ist auch die AusfluBoffoung F' klein, gegen
die Wasserspiegelfliche Fy, so daf in Gl. 7 die Grofle J?:H,®
gegen 1 vernachliissigt und einfach

8) w=V2gh
wesetzt werden kann,

In diesem Falle ist die ideelle Ausflullgeschwindigkeit
gleich der Fallgeschwindigkeit, welche einer Fallhhe
gleich der wirksamen
Druckhohe entspricht; % i o B
oder die Geschwindig-
keitshohe des Aus-
flusses ist dann gleich
der wirksamen Druck-
hahe h. '

Die vorstehenden For-
meln gelten auch noch fir
den Fall der Fig. 257,
wo der Strahl lotrecht auf-
wiirts austritt. Hierin liegt
auch eine einfache Prifung der Rechnung; denn der mit der
(teschwindigkeit w austretende Strahl miiite ohne Widerstinde die
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2
Hohe %=h erreichen, d. h. zur Hohe des Wasserspiegels 4 B

ansteigen. Reibung des Wassers im Gefifle
und Luftwiderstand auflerhalb desselben ver-
mindern aber die Steighohe,

Taucht das Gefil pach Fig. 2568 in ein
Unterwasser ein, so ist die Eintauchungstiefe
als eine Gegendruckhdhe aufzufassen, so dafl
als wirksame Druckhdhe nur der Hohenunter-
schied & der beiden Wasserspiegel gilt

Da in jedem Zeitteilchen d¢ eine Raum-
menge F.w-dt austritt, so ist die ideelle sekundliche Ausflufl-
menge in Raumeinheiten (™)

9) Q=F.w=FV2gh.

b) ldeelle AusfluBmenge durch eine Seitendffnung.

Befindet sich die Offoung in lotrechter Ebene, so gelten die
vorstehenden Gleichungen nur dann fir diesen Fall, wenn die
Offnung so geringe Hohenerstreckung hat
(Fig. 259), dafl wan fir alle Punkte der Fig. 209.

Offoung die gleiche AusfluBgeschwindig-

keit w annehmen darf, so dafl der aus-

flieBende Wasserkorper wiederum ein

Prisma bildet. Es paBt fir diesen Fall !

die Entwickelung der GL I (8. 251) voll- -
stindig, wenn man dabei die Hohe A

vom Wasserspiegel bis zum qchwerpunkte der Offoung rechnet.

Hat die Offnung aber eine
griBere Hohenerstreckung, so

ist die Annahme einer itberall R "‘:‘
gleichen Ausflufigeschwindig- \ s by
keit nicht mehr zuldssig. Man B |

Fig. 260.

denkt sich nun (Fig. 260) aus b P o \'%“
der Offoung F einen wage- v i
rechten Streifen von der Hohe \

dz, der Breite # und der

Fliche dF = z-dz, welcher um z unter dem Wasserspiegel liegt,
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herausgenommen, berechnet fiir diesen Streifen die AusfluB-
geschwindigkeit w=1"2gz und die sekundliche AusfluBmenge in
Raumeinheiten ()

dQ=dF -w=dF.V2gz.

Die Summation der Ausflumengen fiir die simtlichen Streifen der
Offoung gibt dann die gesamto AusfluBmenge

= H

1) Q=V2gfdFrVz=V2g (:r:V_ dz,
wenn Ober- und Unterkante der Offaung um % bezw. H unter dem
Wasserspiegel liegen. %

Die Geschwindigkeit w =V 2g2 1Bt sich durch eine Parabel
A BC mit lotrechter Achse und vom Parameter g darstellen. Die
sekundliche Wassermenge ist offenbar ein prismatischer Wasser-
kbrper, dessen Querschnitt die Ausflull-
Offnung, und dessen fdullere Begrenzung Fig. 261.
die parabolische Zylinderfliche B C, recht-
winklig zur Bildebene, ist.

Vereinfachung der Berechnung. Die
Integration der GL 1 ist nur moglich,
wenn die Form der Offaung gegeben, also
@ = f(z), bekannt ist. Liegt die Offuung
aber einigermafen tief unter dem Wasser-
spiegel, so 14t sich das Parabelstiick BC
annihernd mit einer Geraden vertauschen,
also eine mittlere Geschwindigkeit und eine mittlere Druckhdhe z,,
niimlich diejenige des Schwerpunktes S der Offoung (Fig. 261) ein--
fihren, wie folgende Betrachtung zeigt:

Dem Streifen dF in der Tiefo w unter dem Schwerpunkte
entspricht eine Druckhdhe z = 2, 4w, und eine Ausflullmenge

.|

=

-t
1

dQ=dFV2gz=dFV 29z + u)
AETEEL s
= aFV 25, (14 )
4y
oder, nach der binomischen Reihe

iQ= dFV.ngo{1+~"—*--'l-'“—’+-—. o

8 #3

o
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Ist nun die Hohe der Offoung H —h=<1/2z,, 80 wird, wenn der
Schwerpunkt ziemlich in der Mitte der Hoha liegt, der grofite

Wert von w=<?'/4zy, daher in diesem Fall — i. mithin das
dritte Glied der binomischen Reihe
1 uw? 1

Bl 128"
also so klein, da man es vernachldssigen kann. Benntzt man daher
von der binomischen Reihe nur die beiden ersten Glieder, so wird

1 dF-u
dQ= V.agzu{dF-l(- . } und

Q=V2gs {F +;— (dF-u}.
22,
Es ist aber in bezug auf den Schwerpunkt fdF-w =0, also
2) Q=FV 29z,

Diese von der Form der Offaung ganz unabhingige, daher sehr
bequeme Gleichung ist also anwendbar, wenn

3) UH—h)<s,,

d. h, wenn die Tiefe 2z, des Schwerpunktes der Offnung
unter dem Wasserspiegel, mindestens gleich der
doppelten Hohe der Offnung ist.

Beispiel: Ein prismatisches Gefif (Fig. 262) stehe auf wagerechtem
Boden und sei bis zu einer Hohe h mit Wasser gefillt. In welcher
Tiefe # unter dem Wasserspiogel muB eine kleine Offnung angebracht werden,
damit der Strahl moglichst groBe Sprungweite b habe?

Jo tiofer man die Offnung
legt, um so groBer wird w, l-f'lg. L
um so kleiner aber die Hihen-
entwickelung der Parabel, und
umgekehrt. Mit

2

w=})2gs ud a=h—zs
wird nach Gl 1, 8. 248:

b=2V(h—2)s.
Hierin sind # und h — 2 var-
tauschbar, Eine Offoung in der i e e TR
Tiefe 2=1/sh gibt also die- o4 R e
selbe Bprungweite wie eine solche in £==%/¢h. Seinen groBton Wert erreicht

T
r-—————————-gr--un
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aber b fir z="/sh. Denn (h—2s)2 ist der Inhalt eines Rechtecks vom
Umfange 2h. Ein Rechteck von gegebenem Umfange hat aber seinen griBiten
Inbalt, wenn es die Form eines Quadrats von der Seite '/sh besitzt; dann
ist F'=14h*=(h—2z)z, mithin s="/sh und bmse=h. Es entsteht dann
die Wurfparabel griBter Wurfweite (1. Teil, 4. Aufl, 8. 56), welche den Boden
unter 46° schoeidet,

Rechteckige Seitendffoung.  Mit unverdoderlichem z =15
(s. Fig. 260, S. 253) erhilt man nach GL 1 die ideelle Ausflu-
menge durch eine rechteckige Seitendffoung:

N
4) Q=Y 2g (s as= sV 29 {mrh—nw).
Ll

Reicht die Offnung bis zum Wasserspiegel, so hat man einen freien
Uberfall, und es wird mit #=0, dessen ideelle AusfluBmenge:

5) Q="2/sbV 29" =2sbHV 29 H.

Beispiel: Fir die Schiltzen- Fig. 263.
offoung eines Gerinnes (Fig. 263) sei
b=1m, h=14m, H=2m; dann
liefert GI. 4:

Q="%s-1-4,8{ 2,88 — 1,66 }
=346 0" [y .
Es ist in diesem Falle 2(H—h)
=18m < als z,=17m, daher

auch die Anniherungsformel G, 2,
anwendbar; sie ergibt:

s

————

RN S\,

Q= 0:“ 14,48 VI;T:S,(“ I"../lll i
der Unterschied beider Rechnungen ist also nur unerheblich.
(Uber die wirkliche AusfluBmenge dieses Zahlenbeispiels 5. 8. 260.)
Anmerkung. Man kaon die Annitherungsformel Gl 2: Q=FV gz,

auch fiber die Grenze der GL 3: 2(H—}) =2z, hinaus ohne wesentlichen
Fehler anwenden. Denn sogar fiir den freien Uberfall mit s,=="/s H ergibt sie

wiihrend die genaue Gl Db

liefert, so daB selbst in diesem &fuBerston Fallo der Unterschied nur 69/
betrigt.
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Trapezformige Seitentffnung. Nach Fig. 264 ist

2=b_a=h . Fig. 64.
a—b H—h' 'E' '
a—Db {( {
x.

Die genaue Gl 1 ergibt dann

e

= Ve (5= B W9 + 2S5 (K" | oder
6 Q= i“;f {wd (H— 'f-)+ﬂ—(H"' —m.

Diese Formel ist schon so verwickelt, daB man meist die An-
niherungsformel Gl 2 vorziehen wird.

¢) Wirkliche AusfluBgeschwindigkeit und AusfluBmenge.

Geschwindigkeitsziffer (Geschwindigkeitskotffizient). Die bis-
herigen Formeln wurden entwickelt unter der Annahme reibungs-
loser Flissigkeit. Fiir cine -kleine Offoung ergab sich danach die
ideelle Ausfluffgeschwindigkeit (Gl 8, 8. 252) zu

w=VY2gh.
Die wirkliche AusfluBgeschwindigkeit ist wegen der
Reibungswiderstinde, die im Gefil auftreten, kleiner und wird er-
halten, indem man den ideellen Wert noch mit einer Berichtigungs-
zahl, der sog. Geschwindigkeitsziffer ¢ (<< 1), multipliziert.
Dann ist in Wirklichkeit
1) w=gpV2gh.
Diese Geschwindigkeitsziffer @ weicht nur wenig von der Einheit
ab, betrigt bei kleiner Druckhdhe ¢ == 0,96, wiichst aber nach Ver-
suchen von Weisbach (Freiberg i. S.) mit zunehmender Druck-
hohe bis auf 0,99 an. Wir werden in den weiteren ' Beispielen
stets mit
2) ; @ =096 rechnen.
Keck-Hotopp, Mechanik, IL 4. Aufl, 17
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Einschniirung (Kontraktion). Ausfluziffer (AusfluBkoéffizient).
In einem GefiBe, dessen Winde sich nach der Ausfluioffinung hin
allmihlich zusammenziehen, wie Fig. 255 (S. 249), Fig. 257 (8. 252),
Fig. 269 (S. 253), flieBen die einzelnen Wasserteilchen in parallelen
Linien durch die Offoung und bilden sog. Stromlinien oder Wasser-
fiden, welche die Offoung rechtwinklig schneiden, so dal die
sekundliche AusfluBmenge Q = F'-w
als ein Prisma vom Querschnitte I
angesehen werden kann. Befindet sich
aber die Offoung in “einer ebenen
Wand (Fig. 265), so flieflen die Wasser-
teilchen in ganz verschiedenen Rich-
tungen der Offoung zu, wie in der
Figur durch Stromlinien angedeutet
ist. Diejenigen Teilchen, welche an
der Wand entlang strémen, konuen
ihre Bewegungsrichtung nicht plotz-
lich um 90° dndern (weil jeder Knick
lin der Bahnlinie eine unendlich groBe Normalbeschleunigung, d h.
unendlich groBle Krifte erfordern wiirde), sondern gehen in ge-
krimmten Baholinien um die Innenkante der Offaung herum. Erst
auflerhalb des Gefifles in einer gewissen Entfernung von dem
Offnungsquerschnitte F haben sich die Wasserfiiden wieder parallel
gelagert und bilden einen Strahlquerschnitt aF.

Diese Erscheinung heiflit die Einschniirung (Kontraktion)
des Strahles, und die GFofle @ (< 1), mit der man den OtTnungs-
querschnitt F' multiplizieren mufl, um den Querschnitt aF des
zusammengezogenen Strahles zu erhalten, heillt Einschniirungs-
ziffer (Kontraktionskoéffizient), ‘

Mit der wirklichen Geschwindigkeit w= @V 2gh (Gl 1) wird
daher die wirkliche AusfluBmenge:

3) Q=a-F-w=nun-¢ Flr’-m.

In dieser Gleichung kommt das Produkt z¢ zweier Berich-
tigungsziffern vor, das man zu einer Grofle

4) CHA=ae@
vereinigen kann, welche Ausflulziffer (Ausflukoéffizient) genannt

Fig. 265.
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wird, weil man die ideelle AnsfluBmenge Fl‘r2‘g£ GL 9 S. 253)
noch mit 2 multiplizieren mufl, um das wirkliche @ zu erhalten,
also die wirkliche AusfluBmopge:

D) Q:#-I"-Vgt;}_i.

Wiihrend die Geschwindigkeitsziffer @ nur wenig schwankt,
auch nur wenig von der Einheit abweicht, ist die Einschniirungs-
zifler « und somit auch die Aus-
fluBziffer = a@ von vielen Um-
stiinden abhingig, z. B. auch von
der Dicke und Beschaffenheit der
Wandung, in welche die Offaung
eingeschnitten ist. Bestimmte Er-
scheinungen treten auf, wenn die
Offoung sich in diinner Wand be-
findet oder wenn der Einflu} des
Offoungsrandes durch Znschiirfung
nach TFig. 266 npahezu beseitigt
ist. Befindet sich dann auBerdem
die Offoung verhiltnismiBig weit
von den Gefillwinden entfernt, so kann man fir diesen Grund-
fall der Einschniirung ziemlich bestimmt setzen:

Fig. 266,

6) o= 0,64 und u= 0,96-0,64 = 0,61.

Ist die Offoung ein Kreis vom Durchmesser 2, so erfolgt eine
Binschniirung des Strahls auf 1,6, u. zw. befindet sich diesclbe
im Abstande » von der Mindung (Fig. 266).

Uber die AusfluBziffern fiir rechteckige Seitentffnungen in
dtinner Wand haben die franzbsischen Artillerieoffiziere Poncelet
und Lesbros 1828 —1834 Versuche angestellt. (Ausfihrlichere
Angaben findet man in Rihlmanns Hydromechanik.) Dabei wurde
die Hohe h des Wasserspiegels fiber der Oberkante der Offnung in
einer solchen Entfernung von der Wand gemessen, wo der Spiegel
noch wagerecht war, withrend er nach der Wand zu sich etwas senkte.
Es kommt dabei wesentlich auf die GrdBe der kleineren Seite b der
Offoung an, gleichgiltig, ob dieselbe lotrecht oder wagerecht ge.
richtet ist. Einige Ergebnisse der Versuche enthilt folgende Tabelle :

: 17+
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AusflaBziffer x fiir rechtwinklige Seiteniffnungen in diinner Wand,

Hiohe h des Wasserspiegels p bei kleinster Seite der Offaung von:
iiber der ~

Oberkante der Offoung Q,06™ 01m 02»
0,10 0,631 0,615 0,600

0,16 0,631 0,616 0,600

0,20 0,630 0,617 0,601

0,30 0,630 0,618 0,602

0,40 0,629 0,618 0.603

0,560 0,628 0,617 (0,604

0,60 : 0,628 0,617 0,604

0,7 0,627 0,617 0,605

0,80 0,627 0,616 0,606

0,90 0,626 0,616 0,605

1,00 0,626 0,616 0,605

1,20 0,624 0,614 0,604

1,40 0,621 0,612 0,603

1,60 0,618 0,611 0,602

1,80 0,616 0,609 0,602

2,00 0,613 0,607 0,601

3,00 0,606 0,603 0,601

Mit diesen Ziffern u ist also die rechte Seite der Gl 4,
8. 266 noch zu multiplizieren, um die wirkliche Ausflulmenge
zu erhalten. Es wird damit:

0 Q= SubV2g{mn—ir).

Schiitzendfoungen. Befindet sich die Offoung nicht in dinner

Wand, wird sie vielmehr, wie bei Schiitzen, durch rechtwinklig
zugeschnittene Bretter gebildet, so kann man, wenn die Unterkante
der Offoung hoch fiber der Sohle liegt, =06, wenn sie mit
dieser in gleicher Hohe liegt u = 0,68 im Mittel setzen.

Fiir das Beispiel auf 8. 256 (Fig. 263) wirde also mit z==0,63 die
wirkliche sekundl. AusfluBmenge werden: @ ==0,08 - 3,456 =285 w*,

Unvollstiindige Einschniirung (partielle Kontraktion) findet
statt, wenn die Offoung an einem Teil ihres Umfanges von Wiinden
umschlossen wird (Fig. 267, Offoung II, IIT u 1V), so daB an
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diesen Stellen ein seiliches Zustrdmen und eine Ablenkung von
Wasserfiden nicht vorkommt, also die Ursache der Einschnirung
teilweise fortfillt. Der Strahl be-
kommt infolge und nach Art dieser Fig. 267.
UngleichmiBigkeit eine abweichende
Richtung, und die Ausfluziffer, also
auch die AusfluBmenge wird grofier.
Ist w der ganze Umfang der Offoung,
m-u derjenige Teil des Umfanges, an
welchem die Offoung von Wiinden ein-
gefallt ist, so ist nach Versuchen von
Bidone (1831) und Weisbach die
fiir solche Fille anzuwendende Ausflufl-
ziffer @, von der Grifle m abhingig.
Ist u, die Ausflubziffer unter sonst m
gleichen Verhiltnissen fir den Grund-
fall (daf die Offoung nach allen
Richtungen weit genug von den Gefifl- u
winden entfernt ist), d. h, fiir eine

Offoung I im Grundrisse (Fig. 267),
)

so gilt:
fir rechteckige Offnungen

8) Py e = o (1 + 0,165 m),
fir kreisformige Offoungen

9) My x = o (1 - 0,128 m).

Es wird daher:
far die Offnung 11 mit m = Y4
Mp = 1,039 ty;
fir die Offnung III mit m = /s
My == 1,078 1y
fir die Offoung IV mit m = 1/,
M= 1,082 .

Unvollkommene Einschniirung. Auch wenn die Wandungen
nicht ganz an den Rand der Offaung herantreten, sondern sich von
allen Seiten der Offuung nur nihern, kann eine Verminderung
der Kinschniirung entstehen. Fir den Grundfall war vorausgesetat,
dafl die Offoung von allen Winden verhiiltnismiBig weit entfernt,

!
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also binnenseits der Offnung ein groBer Querschnitt, und daher eine
geringe Geschwindigkeit vorhanden ist (Fig. 268). Verengt sich
aber das Gefil pach der Mindung zu, so daBl das Wasser der
Offoung mit groBerer Geschwindigkeit zustromt, so vermindert sich
der Einflufl der in der Quer-
richtung zuflieBenden Strom-
fiden und damit die Ein-
schniirung.

Ist I der Offtnungsquer-
schnitt (Fig. 269), F:n der
Querschnitt vor der Offoung
(worin n ein echter Bruch), so ist die Ausfluflziffer s, bei un-
vollkommener EBinschnlirung zuriickzufithren auf #, in dem
entsprechenden Grundfalle (mit n=0). Uber das Verhiltnis s, :
hat Weisbach (Freiberg in Sachsen) im Jahre 1842 Versuche an-
gestellt und deren Ergebnisse durch Potentialgleichungen dargestellt.

Fig. 268, Fig. 269,

Danach ist fiir kreisformige Offaungen

10) thur = tg [ 1 4 0,045 64 (14,82 — 1)]
fiir rechteckige Offoungen !
11) My = My [l '{‘ 0n076 (91‘!,_ I)]'

Dafiir kann man annithernd setzen
bei kreisformiger Offnung
12) Pk == Mgy (1 4 0,126n + 0,06n* + 0,4272%)
mit den Ergebnissen: '
n=01 02 03 04 O5 086 07 O8 09 10

’"7"0*-= 1,014 1,081 1,065 1,087 1,181 1,189 1,264 1,358 1,473 1,613;

I

bei rechteckiger Offaung
13) Uy, = fy (1 4 0,176n 4 0,06n° + 0,373n%)
mit den Ergebnissen:
n= 01 02 03 04 O56 06 07 08 09 10

r

=¥

= 1,019 1,040 1,068 1,104 1,149 1,207 1,279 1,369 1,478 1,608.



1 d. Widerstandshhen und Widerstandsziffern. 2063

Ausfluziffer 2 fiir rechteckige Uberfiille, Nach der ideellen
Uberfallmenge GL 5, S. 2566 ergibt sich die wirkliche Uber-

fallmenge

14) Q="2ubHV 2¢9H,
wenn x die AusfluBziffer, b die Breite des Uberfalles und H die
Hohe des ungesenkten Wasserspiegels fiber der Unterkante der

Offoung  bedeutet (Fig. 270).

Ziffer p gilt nach Versuchen der fran-
zosischen Artillerieoffiziere Poncelet und
Lesbros folgende Tabelle, wobei un
bemerken ist, dafl die Offoung sich in
diinner lotrechter Wand befand und dafd

Fiir

. |
die

die Hohe H in mindestens 1™ Abstand

‘von der Offuung gemessen wurde. Durch die Senkung des Wasser-

spiegels in der Nihe der Offaung wird der Strahlquerschoitt ver-
mindert; dieser Einflufl ist in der Zahl x wit beriicksichtigt.

AusfluBziffer 2 fiir rechieckize Uberfiille in diinner
lotrechter Wand,

fiir
- S b=0g2m Ju| b= 0,6

0,02™ 0,626

0,04 0,611

0,06 0,602 . 0,618
0,08 0,696

0,10 0,693 0,606
0,156 0,690 0,600
0,20 0,685 0,592
0,30 0,687
0,40 0,687
0,60 0,687
0,60 0,585

d) Widerstandshthen und Widerstandsziffern.
Auf. 8. 257 wurde die wirkliche AusfluBgeschwindigkeit

w= @V 2gh aus der ideellen

Vigh abgeleitet durch Multi-
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264 Zweite Abteilung. B. Bewegung flissiger Korper.

plikation der letzteren mit einer Geschwindigkeitsziffer @ <<1.
Mit Riicksicht darauf, daB bei der ideellen Ausflullbewegung die

wirksame Druckhohe A sich in eine gleiche Geschwindigkeitshohe
2

% umsetzte, kann man die Beziehung zwiscben den beiden Ge-

schwindigkeiten auch  so auffassen, daB bei der wirklichen
Geschwindigkeit w von der wirksamen DruckhShe A ein gewisser
Teil #, durch Reibung aufgezehrt und daher fir die Erzeugung von
Geschwindigkeit unwirksam gemacht wird. Man hat hiernach

w0?
h—z, = %9 oder
w!
I) h= 2—9 +‘ £y«
Da nun der Erfahrung zufolge
9g7 L G :
w=rszgh, also h= 7 29 ist, so wird
S ()
2) | 8y = 99\t 1).
Man setat
1
3) i 1=5§,

und bezeichnet §, als Widerstandsziffer fiir die Reibung
im GefiBe. Mit @= 09 (GL 2, S. 267) wird

4) gg - 01035.
Der durch Reibung verursachte Druckhdhenverlust

w’

5) #o == go%

heift die Widerstandshohe infolge der Reibung im GefiBe.

Mit diesem Werte wird nach Gl 1:
¢ w w?
8} h= '2_9 + gﬁ _2—3 1

worin die gesamte wirksame Druckhdhe % zerlegt erscheint, in den-

2
jenigen Teil %
keit w zur Verwertung kommt, und in die Widerstandshohe der

GefiBreibung & ¢ % ‘

, der zur Erzeugung der wirklichen Geschwindig-
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Daraus ergibt sich dann die wirkliche Geschwindigkeit

.
7) w—Vl iyl
die mit w= _qi_ifi?gh gleichbedeutend ist, da nach Gleichung 3
p=1:V1+¢, ist.

Die Benutzung der Widerstandshohen wird besonders niitzlich,
wenn man es mit einer verwickelteren Wasserbewegung zu tun hat,
bei der verschiedene Druckhohenverluste in Frage kommen.

¢) Druckhohenverlust infolge plitzlicher Querschnittsinderung.

a) Plotzliche Erweiternng. In einem Gefille (Fig. 271) sei
im Wasserspiegel der Querschnitt F,, die Geschwindigkeit w,; in
einer Zwischenwand befinde sich eine Off-
nung F,, welche eine Einschniirung auf
a, ', mit einer Geschwindigkeit w, ver-
ursacht; dann folge eine plotzliche Er-
weiterung des Geldfles auf F, mit einer
Geschwindigkeit w,; die Ausflusffnung
habe die Grofle F', der unterhalh der-
selben eingeschniirte Strahl den Quer-
schoitt «F mit der Geschwindigkeit w.
Seitlich des eingeschniirten Strahles a, I,
befindet sich Wasser, welches nur Wirbel-
bewegungen ausfithrt, an der regelmifig
gtromenden Bewegung aber nicht teil-
nimmt. Da withrend einer Zeiteinheit
durch alle Querschnitte die gleiche Wassermenge hindurchstromt,
0 mufl
1) Fowy = a, Fiw, = g1y = aFw
sein, und da a, F), <<F, ist, s0o mufl w, > w, sein. Is trifft somit
unterhalb der Zwischenwand das mit der Geschwindigkeit w, strowende
Wasser anf eine mit geringerer Geschwindigkeit w, vorausgehende
Wassermasse, wobei ein Verlust an Arbeitsvermdgen durch Stofi
verbunden ist.

In der Hauptgleichung I, 8. 251, war mg das wihrend eines
Zeitteilchens d¢ durch irgendeinen (d. h. jeden) Querschnitt
stromende Wassergewicht, mgh die wihrend derselben Zeit von
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dem Gewichte der gesamten im Gefifle befindlichen Wassermasse
verrichtete Arbeit. Im Anschlul an die betreffende Entwickelung
(S. 200) soll nun der withrend der Zeit d¢ durch Stofl herbeigefihrte
Verlust an Arbeitsvermdgen berechnet werden. Man stellt sich die
Sache so vor, als ob die Masse m wit der Geschwindigkeit w, auf
eine mit der Geschwindigkeit w, vorausgehende Masse M, stiele;
da nun Wasser nahezu unzusammendriickbar ist, so betrigt der
Verlust an Arbeitsvermdgen wihrend der Zeit d¢ nach Gl 13,
S. 142 mit k=0

m-M, (0, —w,)’

m -+ M, 2

¥ pers (1, _"WQ).

Wenn m gegen M, sehr klein ist, kann dafir e R

gschrieben werden; setzt man dies = mgs,, so ist #, der durch den
Stofl verursachte Druckhohenverlust, u. zw.
(w, —wy)*

2) ¥ = 30 1
der durch eine plotzliche Querschnittsvergroferung
erzougte Druckhohenverlust ist gleich der Geschwin-
digkeitshohe, welche der relativen StoBgeschwindig-
keit entspricht.

Will man hiernach die AusfluBgeschwindigkeit w fiir den
Fall der Fig. 271 berechnen, so zerlege man die wirksame Druck-
héhe h in ihre einzelnen Teile, wofiir sie verbraucht wird:
j:_s_.%“i ist der zur Erzeugung von Geschwindigkeit verwertete
29 29 4
Teil ; .‘;o‘* wird durch Relbung,

d. h.

Loina T duareh Stofs aufgezehrt,

29
Also ist
w! 10, w? | (w,—w,)?
b= — Pt G AT
b) T b TR 7 Rt
i £ Al " SO !
Nach Gl 1 ist nun wou—wF;-. w, z-.-wa—F-l, w,-—wF’,

o i oy 2 (1 _1_"}
mithin k-'—g{l F;+§o QF(.F. If‘,) , oder

2qh

._.-——— 2 s |
A }-gﬂ + 7 FJ(C[F Fg)

4) W=
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Befinden sich die Offnungen ¥, und F in dinner Wand, wie bei Fig. 271,
80 darf man meist a==a, = 0,64 setzen.

In dem Fallo der Fig. 272 dagegen wiire oy =1, a==064 2 setzen.
Wiirde die AusfluBsffoung F' durch allmiihliche Verengung wie in Fig. 266
(8. 249) gebildet, so hitte man auch a==1 zu setzen.

f) Plotzliche Verengung, wie bei B (Fig. 273), wiirde einen
Btofiverlust nicht
erzeugen,  wenn Fig. 272.
nicht dicht unter
derVerengung eine

Einschniirung und

gleich nachher
wieder eine Aus- v,

dehnung des F
Strahles auf den
GefiBquerschnitt
erfolgte. An der \ —)
Verengung bei B
ist zuniichst der Strahlquerschnitt «, F'; und die Geschwindigkeit w, ,
unmittelbar darunter aber F, bezw. w,, daher «;w, = 2 und der

Fig. 278,

el

——— i o e e e o e

ol c:.f

Stoliverlust
e _w?(1_ e et ot (L)
29  2¢\q 29 Fa? \gy
Sonach wird aus Gl 4
2gh T
5) W=V 2 - —
n a1
foeraces St Sl
&2+5+Ff&1)

SchlieBt sich an ein Gefid unten
vein  kurzes zylindrisches Ansatzrohr
(Fig. 274) ohne Abrundung oder Ab-
schriigung beim Anschlusse, so entsteht
beim Eintritt in das Rohr eine Strahl-
einschniirung auf aF mit sogleich fol-
gender Ausweitung auf den Querschunitt I,

Hier ist

2 2 a2 L et
8 ORI T SR ..
) T TR TR T
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ferner wy == wk: F, und w, = 1w:a; somit wird, wenn F, sehr groB
gegen F ist, und demnach w, = w-F: F,
vernachliissigt werden kann,

Fig. 275.

3 & 29h
ey

Mit &, = 0,085, a = 0,64 wird

RV R NGRS
iRy VWTJ.& =084V 2,

wogegen bei gut abgerundetem Ansatze (Fig. 275) w = 096V 29k
sein wiirde.

D, A

f) Ausfluf aus einer Bodenoffuung unter veriinderlicher
Druckhihe,

Die Formel w= ¢V 2gh gilt unter der Voraussetzung, daB
die Bodendffaung klein ist und dafl genfigender Zufluf} erfolgt, um
die Druckhthe unverinderlich zu erhalten, sowie unter der An-
nahme, dall der Beharrungszustand bereits eingetreten sei. Findet
der ZuflnB nun nicht in richtiger Menge oder gar nicht statf, so
dndert sich die Hohenlage des Wasserspiegels und damit die Druck-
hohe. Anniherungsweise verwendet man fiir die nun verinderliche
Ausflulgeschwindigkeit w dieselbe Gleichung wie far den Be-
harrungszustand, indem man mit verdnderlicher Druckhdbe # ein-
fach w=¢V 292, setat.

a) Allmiihliche Enfleernng ohne ZufluB. Zu Anfang, zur
Zeit t=0, sei F, der Wasserspiegel in der Hohe & ber der
Offoung F' (Fig. 276); nach ¢ Zeiteinheiten -
sei die Druckhthe auf 2 vermindert und
der Wasserspiegel von der Grofie F,: dann
ist die augenblickliche Ausfluigeschwindig-
keit w= @V 2g2, und withrend des nichsten
Zeitteilchens df die Ausflullmenge
1) dQ=urV2ge.dt.

Um_hieraus df als Differentialfunktion

von # finden zu konnen, bedenke man, daf
in dem Zeitteilchen d¢ der Wasserspiegel um dz sinkt, da} dieses

Fig. 276.

/
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d 2 aber mit negativem Zeichen zu schreiben ist, weil # mit wachsendem ¢
abnimmt. Der sinkende Wasserspiegel beschreibt in der Zeit d¢
den Raum —F,-de, und diese Grofle muBl = dQ sein. Aus

2) uFV2gedt= —F,dz wird dann
3) PPPERAN L
uRV 2gs
Daher ist zur Verinderung der Druckhohe von 4 auf 2 die Zeit
. A

A R i 8 T R R

,uFlfzg Vs uFV2yg Ve

A

erforderlich, weil den Zeitwerten ¢=0 und ¢=¢ bezw. die
Werte 2= h und 2= # entsprechen.

Entleerung eines prismatischen GefiiBes (Fig. 277). Mit
F,= F, wird nach Gl 4

Fn j“_, 2Fﬂ e W
b fe=——0 =g —0 _(V 5—V2)
: uFV 2g), A4Th
und fir véllige Entleerung mit z= 0
6) 1 2FVh

wFV 2g

. Multipliziert man nun in Zihler und Nenner mit V 4, so kann man
im Zihler den urspringlichen GefiBinhalt V= Fh, im Nenver
die dem anfinglichen Zustand entsprechende sekundliche Ausflufl-
menge Qo= uFV 2gh einfihren, und

erhiilt Fig. 277.

! % F
7) "-"-2*@—0. =X O

Beispiel: Fy==1m* 6 h=1m, 1*'«:0.03'—:—
=0001m*, g=0 und p=08 gibt V=1m*, e
Q, =0,0185 m* und =148k, — i—— e
Behielte die Druckhdhe den urspriing- Y P E
lichen Wert A, so wiirde der Ausflufl
einer dem GefiBinhalte V" gleichen Wassermenge die Zeit £ = V:Q),
erfordern; wegen der kleiner werdenden Druckhohe erfordert die
Entleerung also das Doppelte jener Zeit.

i. bein
N

T T
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Wasserahr mit zylindrischem GefiBe (Fig. 278). Ein Zylinder von
0p91m Weite und 1m Hohe habe im Boden eine kreisformige Offnung von
0,00em Durchmesser und gut abgerondetem kurzen Mundstiicke, so daB a==1
und g == a == 096 gosetzt werden kann, Die allmihliche Senkung des Wassor-
spiegels soll zar Zeitmessung benutzt werden. — Gl 5 wird in diesem Falle

2.0m* s
§ o e — =18 000() h —
R (Vh=Ve) (Vh—Ve)
Ist die urspriingliche Hohe des Wasserspiegels fiber Fig 278.
der Miindung h==1m, go wird fiir eine beliebige Zeit t

__q.m--—q-

]fx ==]— 18000° I

Hiernach kann man fir Werte von ¢, die je um +— i
'/a Stunde abnehmen, leicht 2 berechnen, |
t =1/ Stunde = 1800 sk gibt z==081m g—i
t=1 w ==8600%x = g=0684 :
t=1s =049 Ii‘_ﬂ ';’
t=2 : z=0,88 S B i.
t=2% £=029 24— E
fud s =00 el |
t=3, , £=0,00 34—
tend ., =004 L v

Fir die letzten Teile der Entleerung trifft Gbrigens Gl 6 nicht mehr
n (hat nur ideellen Wert), weil sich zuletzt um die Offoung ein Strudel und
in der Mitte der Offoung ein von Wasser nicht erfullter Trichter bildet, so
daB der AusfluB verlangsamt wird.

Entleerung eines trichterformigen GefiiBes. Das untere Ende
des kegelformigen Gefilles (Fig. 279) sei zu
einer Offoung F erweitert, die in der Hohe
der geometrischen Spitze des Kegels liegt.
g ist Fy=aln, Fy=rix, :r=g:h,
also F,=F,-2*:/* und (nach GL 4)

Fig. 279.

Fn Ylp
= sdz

8 uFV 29,

2 Fn (] »

hﬂ.._‘h : 18

T b urnVzg ( J :
fir 2= 0 wird dann mit ¥V = Ysr?xh und Q,= uFV 2gh:
9) t-=£-£= 1,2 L

b Qo [
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Fir die Entleerung eines halbkugelformigen oder halb-
ellipsoidischen (bis zum grofiten Querschnitte gefillten) Beckens
findet man

T 4
10 = ——= 14—
: 5% "G
fir die Entleerung eines paraboloidischen Gefifles
4V 14
11 t= =138,
: 5Q "

Die Gl. 7. 9 10 und 11 lassen erkennen, daB der Zahlenfaktor fir ein
prismatisches Gefif = 2, fiir jedes nach unten verengte (iefiB aber < 2 ist;
er nihert sich um so mehr der Einheit, je schneller sich das Gefil nach
unten verengt. Beim Beginne des Ausflusses sinkt niimlich der Wasserspiogel
schnell; mit abnehmender Druckhhe uud Geschwindigkeit geht aber der
weitere AusfluB langsamer von statten, u. zw. um so langsamer, je mehr das
GefiB nach unten verhiltnismiBig weit ist, so daB noch ziemlich viel Wasser
bei der geringen Geschwindigkeit ausflicBen mub.

GefiBform fiir gleichmiiBige Senkung des Wasserspiegels.
Die Geschwindigkeit, mit der der Wasser-
spiegel sinkt, ist nach Gl 3

: el L Y V2ge g2,
N A S R
soll v sich nicht indern, sondern gleich

dem Anfangswerte

o

tes g

_MFV2gh _ Q,
S Fy
bleiben, so mufl /
18) Va:Vh= F,:F, sein.

Soll die Innenfliche des Gefiles (Fig. 280) eine Umdrehungs-

fliche sein, so wird mit

Fo=2'z und 2*:02=Vz:Vh
14) . it =gk,
Dies ist die Gleichung der gesuchten Meridianlinie, die man eine
Parabel vierten Grades nennt. Eine bei 4 an die Meridianlinie
gelegte Tangente hat gegen die lotrechte Achse ein Neigungs-
verhiilltnis */ar:h. Der Inhalt des GefiiBles ist

O e xy? (- 2

Ve=n Yz‘d:: T");SOV' de= 35 Foh.

‘o

0 L L R

i ol N 5 i i o i o b el

wg A
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Die Geschwindigkeit des sinkenden Wasserspiegels betrigt v, = —gl’,
0
die (ideelle) Zeit der vollstindigen Entleerung ¢= -E'— = %’—1' '
oder, weil Fyh=3/aV ist: y ;
8V A
15 t=——=15—,
: 20~ " Q,

Ist die Meridianlinie der Innenwand eines GefiBes eine Parabel m ten
Grades mit @n :9n =2z: h, so ist das Neigungs-

verhiltnis einer bei A angelegten Tangente Fig. 281
gegen die Achse !/ur: h, der Inhalt des Gefiiles IR
6 LB
Y
die (ideelle) Zeit der Entleerung
442nV
17 e ———
) i+n Q
n =3 (Pig. 281) gibt
10V V
18 =11 .
’ B X Ml

Will man ein Gefil mit gleich-
formig sinkendem Wasserspiegel als
Wassernhr benutzen und fir die An-
bringung der Teilung eine ebene Wand
zur Verfiigang haben, so kann man die Ge-
filform auch derartig anordnen, dall die
wagerechten Querschnitte Rechtecke sind,
deren Linge durchweg == b, wihrend die
Breite 2 verinderlich ist. (Fig. 282.)
Dann mufl, wenn, die Breite am oberen
Rande 2a ist, (nach G1.13) #: h=b%2*:ba?
= 2%:a? sein. Bei dieser Anordnung folgt die halbe Breite « in
der einen Ansicht dem Gesetze einer gewdhnlichen (quadratischen)

Parabel mit V= */sFyh und ¢ =

3y
2Q

Dieses Gefiff hat also denselben Inhalt und dieselbe AusfluB-
zeit, wie das Umdrehungsgefil Fig. 280
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f) Ausflub unter veriinderlicher Druckhhe, bei Zuflub von
oben. Erfolgt ein ZufluB von ¢™/,. (Fig. 283), so besteht die Aus-
flumenge dQ = uFV 2gedt (GL 1),
wilhrend der Zeit dt, aus dem der Senkung
des Wasserspiegels F, um —dz ent-
sprechenden Wasserkdrper —F,dz und
dem Zuflusse gdt; sonach ist hier statt
Gl. 2 zu setzen:

;tFV'ifgz'dt =—F,dz+ qdi;

die Geschwindigkeit des sinkenden Wasser-
spicgels wird jetzt

Fig. 283.

[ =gy g:FV'ﬂ‘-g_z—q it
19) O S 7. » SOt
20) dp s i8S ond
uFV2ge—q
uFV2gz—q \uFV292—q
h ]
Fiir ¢in prismatisches Gefif mit F,= F, (Fig. 284) wird
h
1 . Pig. 284.
22) ¢= ;“!2-. %«d—” — !
KEY 29\ V= g
P 29 F kA
ez —— e A T
Behufs der Integration setze man i
A T K "-
;.tFV‘Jg a, Ve=y, » v

dann ist, wegen ¢ — 4 F'V 2ga, die GroBe a diejenige Druckhthe,
bei welcher die sekundl. Ausflumenge gerade gleich dem Zuflusse ¢
sein wiirde, und dz = 2ydy. Ferner schreibe man

of_vdy _ {Lﬂ
y—Va J y—Va

2\dy + 2V&5—d%= 2y +2Val(y—Va)
y—

Keok-Hotopp, Mechanik, 1. 4. Aufl 18
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=2Ves+42Val(Vs—Va), daher
. A AL g T s
23 O e z+v’a-1n.__.=},
: el Vv
In diesem Falle ist wegen des sekundlichen Zuflusses ¢ eine vollige
Entleerung des Gefifles unmdglich; denn fir #=a, d. h. fir
uF V2y:= q wird zwar nach GL 19 die Geschwindigkeit des sin-
kenden Wasserspiegels v = 0, zugleich wird aber auch fiir 2 = a in
Gl. 23 der Nenner des letzten Gliedes = 0, d. h. die Zeit ¢ = oc.

g) Ausflub ans einer Seitenéffuung bei verfinderlicher Druckhihe.

Vorstehende, fir den Ausfluff ans Bodendoffnungen entwickelte
Gleichungen fiir teilweise Entleerung
gelten anniihernd auch fir den Ausflufl
aus niedrigen Seitendffoungen, solange

der Wasserspiegel oberhalb der Offnung AR
verbleibt. } ook ALAIEE

. Fig. 285,

Wir betrachten nun einen rechteckigen B>
Kasten (Fig. 285) von der Grundfliche
F,, dersichohne Zuflufl zu erhalten,
durch einen rechteckigen Ausschnitt einer
Seitenwand entleéren moge. Zu Anfang 5

(£ = 0) stehe das Wasser um %, nach der
Zeit t um 2 iiber der Unterkante des Aus-
schnittes. 4 I3

Dann ist withrend des niichsten Zeit-

teilchens dt die Abflubmenge nach GL 14, 8. 263: dQ=

2subzdtV 2g2; andererseits ist: dQ = — Fode, somit

3 Fo dz.
] i dt‘-':_-_—“‘-‘f
) 2 yby.2g sV 2

und

2) e B Eey éf=_3£L(L_J_)
o 2upV 29\ waV29\Ve Val
h
#=0 verlangt {= oo . Hiernach ist also eine Entleerung bis zur

Unterkante des Einschnittes in endlicher Zeit nicht moglich, der
Wasserspiegel niibert sich nur asymptotisch der Unterkante.
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Beim Ausflusse durch eine Bodendffnung des Kastens ergab sich
fiar vollige Entleerung (GL 6, S. 269) cin endlicher Zeitwert. Der
Grand der Verschiedenheit beider Fiille/ ist folgender: Bei einer
Bodendffnung ist gegen das Ende des Ausflusses die Druckhohe
unendlich klein, die Offnung endlich, die sekundl. AusfluBmenge
unendlich klein; daher kann die unendlich kleine noch vorhandene
Wassermenge in endlicher Zeit ausflieBen,— Bei einer Seitendffnung
wird aber mit der Druckhdhe auch der Querschnitt des ausflielenden
Strahles unendlich klein, die sekundliche Ausflulmenge daher un-
endlich klein zweiter Ordnung, so daB zum Ausfliefen der unendlich
kleinen letzten Wassermenge eine unendlich groBle Zeit ndtig ist.
Ubrigens wird schon wibrend einer endlichen Zeit die @iber der
Unterkante der Offoung noch vorhandene Wasserschicht so diinn,
daf} sie tatsichlich nicht mehr fliefit.

Beispiel: Es sel die Grundfliche des GefiBes Fj==23m", die Breite des
Einschnittes b==0,1m, die urspriingliche Wasserhthe h=1m,6 p==04.

Dann wird
YRS B NS TR R TN i B
0,6-01-448\ V 2 Ve
Fir s=0,25m jst t=_733g0ek;

fiir s==001m jgt ¢ =9 -33,0 = 3005,1 sek
fiir 2=00001m ist ¢ == 99 33,0 = 335Gwek,

h) Ansgleichung des Wassers in Schlensenkammern.
Sind 2 Schleusenkammern (Fig. 286) mit den Grundflichen F,
und F, durch eine beiderseits unter Wasser liegende
Schatzendiffoung F ver-

bunden, so wird, wenn die Fig. 286.
Wasserstinde A B und CD 4 ___FK _;ID

der Kammern zu Anfang einen £ S% ,. G *
Hohenunterschied % hatten, R b_ly

o A
pach einer gewissen Zeit in ” i *

K
beiden Kammern sich ein c__-"]__r_\Lr;
Ausgleichswasserspiegel M N Iy
bilden, der von den urspriing- T

lichen Wasserspiegeln um z,

bezw. y, absteht. Nach ¢ Sekunden seien die beiden Wasserspiegel

EG und JK um 2 bezw. y vom Ansgleich entfernt; dann ist im
18+
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Zeitpunkt ¢ die wirksame Druckhdhe z -+ y, daher die Durchfluf}-
geschwindigkeit in der Schiitzendffnung

w=gpV2g9(@+y)
und die Durchﬂuﬁmengo withrend der Zeit dt

Nun ist offenbar wegen le—-F,y und Fyag= Fa4p,

1) z+y—y -«’L+1); h=zy+ yo= ([,+1)
1
ferner, weil in der Zeit d¢ die Tiefe sich um — dy dndert,

dQ = detV?gy(F + I)=—-F,dy, mithin
| —Fydy
pFV‘ngF’+1 Vy

Fir t =0 ist y=yp; fir {=1¢ ist y =0, wenn ¢ die Zéit
bis zur Ausgleichung bedeutet, also

Ve 7y
3) 4= F’F gt BN b EF’V? '
;zFl’:agVF;+1 #FV29V ’+1
1

oder wegen GL 1 mit y,=h: By - 1)
1

2) dt =

4) bt = 2f! ‘;‘h
ubV2g(3 +1)
1
und, mit V'A in Zahler und Nenner multipliziert:
5) Ko 2F.h

uFV 2gh (Fl + 1)
Multipliziert man in Zihler und Nenner mit F,:F,, so kann

man auch schreiben:

6) PR 2F, h

,uFV2gk( +£)‘
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Die ganze iberstrdmende Wassermenge betragt

V= Fﬂiu - fag 1F2h“'|

it §
7Tl

und da die sekundl. DurchfluBmenge zu Anfang

Q=n FVégh

war, 80 folgt aus GL 5 (wie in GL 7, 8. 269):
Y.

1 e ey

: %

Fir 2 gleich grofie Schleusenkammern wird mit F, = F,
die Qberstromende Wassermenge V= %—-F,h. und nach Gl 5:

PR L

 u-FV2gh'
Fillt sich eine Schleusenkammer aus einem ausgedehnten Ober-
wasser, fiir welches F| = oo

8)

zu setzen ist (Fig. 287), so Fig. 287.
wird V= F,h und nach G 5: Ah 2
2F,h b e 1)
9) = ——'—V-—':-—— s
wFV2gh b
also doppelt so grofl, wie
fir F, = F, (GL 8). J_—#_-___._
Ahnliches gilt bei der T v

Entleerung einer Schleusen-

kammer in ein ausgedehntes

Unterwasser, weil dann nur ¥, mit F, zu vertauschen ist.
Beispiel: Es sei (Fig. 286) F,=F,=400w", F=0pn', h=2m,

u==06, — Dann ist fir die Ausgleichung der Wasserspiegel y,="/sh==1m
also Ve=400w", Q,==0,6-0,5-448) 2=1s8m", und nach Gl 7 und 8:

t, = 426 k. = 7,1 mis.

Ist (nach Fig. 287) nur eine Schleusenkammer von derselben
GroBe wie in dem berechneten Beispiel vorhanden, so erfordert
eine Fillung aus dem Oberwasser nach GL 9 die doppel te Zeit
2¢, = 142™»  ebenso auch die Entleerung der Kammer nach dem
Unterwasser.
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Die Berechnung dieser Zeiten ist von Bedeutung fir die Be-
urteilung der Leistungsfihigkeit einer Schleuse.

i) Hydranlischer Druck.

Ist das in Fig. 288 dargestellte Gefd unten geschlossen, oben
dem Drucke p,, etwa dem Atmosphiirendruck ausgesetzt, so betrigt
in einem Querschnitte M N, der um y
unter dem Wasserspiegel liegt, der hy-
drostatlscho Druck nach S. 183

A
!
n=p +7y, v
wenn y das Gewicht der Korpereinheit +
(eines Kubikmeters) Wasser ist. Findet
aber eine Ausflulbewegung statt, so tritt
eine bedeutende Anderung in den Druck-
verhilltnissen ein. Der im Bewegungs-
zustande herrschende Druck wird der
hydrodynamische oder hydraulische
Driick genannt, und mdge mit p be-
zeichnet werden. Wir berechnen den-
gelben unter der Annahme, daB der Be- 4 (R
harrungszustand eingetreten sei, dafl also e 1IN gy
fir die Geschwindigkeiten und die Druck-
hohe GL I, S. 251 gelte, aber mit Beriicksichtigung der Widerstinde.
Fiir das ganze GefiB besteht daher die Beziehung

1) k+&’-}:2=w—!—~'~%—2+zu
darin soll z, die gesamte Widerstandshohe oder den gesamten .
Druckhohenverlust zwischen Wasserspiegel und Miindung bedeuten.
Sind (wie in Fig. 288) keine plotzlichen Querschuittsinderungen
vorhanden, so ist z»= 2, (GL 2, 8. 264), anderenfalls wiren noch
entsprechende 2, (Gl 2, S. 266) hinzuzufiigen.

Betrachtet man aber nur die Wassermenge zwischen 4 B und
MN, so ist w, die AusfluBgeschwindigkeit, p der Gegendruck;
nennt man dann z, die auf die Hohe y kommende Widerstandshohe,
8o wird, entsprechend der Gl 1:

' w=“-ls_ oder
2) y+ y 29 2,’+8v

Fig. 288,

R w, P |B

""-""_'."-"-"'""-""" e mm——————

L
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P (:e_o )_ w?_ wy?)
3) ; = y +y (29 B) .’) Zye

Mit p als hydraulischemn Druck ist p:y die hydraulische
Druckhohe bei M, wihrend (*-';— 4y) die hydrostatischo Druck-
hohe daselbst darstellt; man hat daher den Satz:

Beim HindurchflieBen des Wassers durch ein Gefil} ist nnter
der Voraussetzung, dafl der Beharrungszustand besteht und das
Gefill iiberall yon Wasser erfiillt ist, in irgendeinem Querschnitte,
die hydraulische Druckhdhe gleich der hydrostatischen,
vermindert nm die Differenz der Geschwindigkeits-
hohen an der betreffenden Stelle und im Wasserspiegel,
sowie aullerdem vermindert um die zwischen beiden
Stellen sich ergebende Widerstandshdhe.

Vernachlissigt man die Widerstandshthe z,, so kann man

wegen Fyw, = F\w, = a F'w auch schreiben

b (m )_!fn_’(&’_ )
4) » v +y 99 \F? 1
Ist an der Stelle M N (Fig. 288) der Querschnitt F, << F, so ist die
Differenz der Geschwindigkeitshdhen positiv, mithin die hydraulische
Druckhohe kleiner als die hydrostatische, n. zw. um so mehr, je
kleiner der Querschnitt F) ist. An den Stellen aber, wo F\> F,
ist, wird dementsprechend die hydraulische Druckhthe grofer als
die hydrostatische.

Dadurch also, da8 man die vorher geschlossene Offnung frei
macht, vermindert man den Druck auf die Gefillwinde in allen
den Querschnitten des Gefifles, die kleiner sind als der Wasser-
spiegelquerschnitt; wihrend man ihn in allen Querschnitten ver-
stiirkt, die grofer sind als der Wasserspiegelquerschuitt. Nur in
solchen Querschnitten, die mit dem Wasserspiegelquerschnitte
gleiche Grofe haben, entsteht durch Eintritt der Bewegung keine
Anderung des Druckes.

Sind die Querschnitte F' und F, klein gegen Fy und ist p = p,,
80 kann man w,? gegen w,? vernachlissigen, so daf}

(y._"'___wn’) 0! w S P

39 2g)

99 =9 T2V E?
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wird; wenn ferner an der Miindung keine nennenswerte Einschniirung
vorkommt, also « = 1 gesetzt werden kann, erhilt man nach Gl 3,
bei Vernachlissigung von gz, ,

& P ?’0 F!
) }’ +y— F1’ “
Eine Verkleinerung des Quarnchmttes F, kann eine bemerkenswerte
Verminderung des hydraulischen Druckes hervorbringen. Es kann
sogar p<<p,, d. h. der innere Druck kleiner als der duflere Luft-

druck werden, wenn
6 e I V
) y< 3 oder —-— < =

Durch eine bei F, in der Wand angebrachte Offnung wiirde in
diesem Falle nicht etwa Wasser heraus-
flieBen, sondern durch den @iberwiegen-
den Druck der #ufleren Atmosphire
Luft ins Innere des GefiBles hinein-
gedriickt oder, wie man dann zu sagen
pflegt, von dem stromenden Wasser an-
gesogen werden. Der UberschuBl des
iufleren Druckes gegen den inneren kann
durch einen etwa mit Wasser gefiillten
Minderdruckmesser (s. Fig. 243,
8. 235) kenntlich gemacht werden.

Wenn der iduBere Uberdruck die
Wassersiule « (Fig. 289) im Gleich-

gewichte halt‘ 8o ist b ;--—3,

also nach GL 5

I !
7 oder z+y=h??.

7) —z=y—h

Ist aber w+y<h?—,. 50 wird der #uBere Atmosphirendruck
1

das Wasser in dem seitlichen MeBrohr aufwiirts und in das Gefifl
driicken, oder der innere Minderdruck das Wasser aus dem kleinen
Nebengefi3 ansaugen und mit fortfihren, Dieses Ansaugen findet
statt, wenn

8 F, h

?"( x—_i*_-; ist.



1i. Hydraulischer Druck. 281

Auf diesem Verhalten beruht die Wirkungsweise des Saughebers
oder der Saugstrahlpumpe (Fig. 290). Das zum Betriebe dienende
Wasser flieit aus dem
Gerinne 4 abwirts durch Fig. 200.
eine Rohre, welche sich -
zu einer engen Diise F| T—
zusammenzieht. Diese wird l
von einem Gehfiuse um- v
schlossen, an welches sich ;
nach unten das Saugrohr,
nach links das Ausgufl- 2
rohr anschliefit. Denkt
man sich zundichst bei F)
eine Wand, welche von
dem Rande der Diise
nach der Wand des Aus-
guBrohres reicht, also das Saugrobr von letzterem trennt (in der
Figur punktiert), so hat man ein von A bis B reichendes Nurch-
fluBgefiB, in welchem F, eine enge Stelle bildet, so dafl dort ein
innerer Minderdruck entsteht. Denkt man sich nun das Saugrohr
voll Wasser, so wird, wenn die Bedingung der Gl 8 erfiillt ist, das
Wasser des Saugrohres gegen die gedachte AbschluBwand driicken,
also, wenn letztere nun fortgedacht wird, von dem Wasserstrahle
der Diise angesogen und nach B mitgenommen werden.

0=y
!

Diese Saugheber, bei depen nicht selten das Wasser einer
Wasserleitung als Kraftquelle dient, haben den Vorteil, keine beweg-
lichen Maschinenteile zu enthalten und deshalb keiner besonderen
Wartung zu bediirfen.

Nach GL 5 kann man durch fortgesetzte Verkleinerung des
Querschnittes F, die hydraulische Druckhohe selbst bis auf Null
vermindern; dies tritt ein, d. h. es wird p:y =0, wenn

9) EI;—.= g
ke

Macht man jedoch ¥, noch kleiner, als es der Gl. 9 entspricht,
so wiirde rechnungsmilig der hydraulische Druck negativ werden.
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Weil aber negative Driicke in vollkommen flissigen Korpern un-
mdglich sind, so hort fiir

N _h_
10 %‘-<|/ "
kY

die Giltigkeit der Gl 5 und damit auch die Giltigkeit der
Hauptgleichung I (8. 251) fir die AusfluBgeschwindigkeit, aus
welcher die Gleichung fir den hydraulischen
Druck entstand, auf. Innerhalb desjenigen
Gefiliteiles, der der Bedingung nach Gl 10
entspricht, pressen sich die Wasserteilchen
nicht gegen die Wandung, fillen daher das
Gefif3 nicht vollkommen aus, sondern fallen

Fig. 291.

An derjenigen Stelle des GefiBles, wo der
Druck p wieder positiv zu werden beginnt,
bildet sich ein neuer Wasserspiegel Q R
(Fig. 201). Man sagt in solchem Falle: ,die
Wassersinle reiit ab“. Denkt man sich
das GefiBl aus einem biegsamen Stoffe, etwa
Blei, so kann man durch Zusammendriicken
leicht einen so kleinen Querschnitt F, her-
vorbringen, dall diese Trennung stattfindet. Dadurch wird aber
zugleich die Ausflufmenge vermindert; denn an dem engen Quer-
schoitt F, ergibt sich jetzt, weil daselbst der Gegendruck Null
herrscht, eine Geschwindigkeit y

)

und sonach an der unteren Offnung die Geschwindigkeit

¢ Lae
diese ist aber <V 2gh, wenn die Bedingung der GL 10 erfallt ist.

Die Hauptgleichung I (8. 251) fir die ideelle Ausfluf}-
geschwindigkeit gilt demnach nur, wenn der nach Gl. 3 berechnete
Druck p an allen Stellen des Gefiles sich positiv ergibt.

v w=w,£‘-—£" _2_g;(y+‘—'$):
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Beispiel: SchlieBt sich an ein weites Gofil von 1m Wassertiefe scharf-
kantig ein lotrechtes Rohr von 12m Linge (Fig. 292), so gilt in einer Tiefe
y>1m fir den hydraulischen Druck p (GL b), wegen F) =F,

R A ] g B
SR ty Fig. 202,
S0 | o Po Po
also ist p—=0 [fir -y — 22
b > i y} r 4 i ‘:v..-— —

d. h. in diesem Falle, mit h==13m und ?’}—f =hy=10m,

(]
" e

fiir y':jam. Die Rohre wird daher mur in ibrer
unteren Liinge h— y="h,=10m mit Wasser aus-
gefillt; oben, wo das Rohr sich dem GefiB anschlieBt,
reibt die Wassersiiule ab. Beim Eintritt 'in das Rohr
wird die Geschwindigkeit

W =0V 291+ h) =006} 2g 11 =1410/5x,
die sekundl. Wassermenge, wegen der Einschniirnng am
scharfen Rande,

=064-141. F=90 F; ; :
Q 1. F .9031' R _L
daher ist am unteren Ende die wirkliche Ausflub- TR T
geschwindigkeit

— =

Sy

- -"'_—_-"h'.'
]
]

BRI Sy E Gt e

0= %: 9,02m /e,

k) Gesamtdruck ausstromenden Wassers anf die GefiiBwiinde.

Befindet sich das Waser in einem Gefil in Ruhe (Fig. 293),
80 heben sich die' Druckkrifte y F'A auf zwei einander gegeniiber
liegende parallele Wandflichenstiicke
auf. — Entfernt man aber das rechts- Fig. 293.

seitige Flichenstiick F', so wird nun ¥ }

die nach links gerichtete Kraft y F'h iR

nicht mehr aufgehoben; das Gefil ! 1
erfaibrt jetzt einen {berschiissigen ﬁrf—-’ R

Seitendruck nach links, withrend rechts
das Wasser auszustromen begiont. Mit der Aushildung des
Bebarrungszustandes der Ausflubewegung vergroBert sich, wie
gezeigt werden soll, der einseitige Druck fast auf das
Doppelte der hydrostatischen Druckkraft.

Zur Entwickelung benutzen wir ein Gefil (Fig. 294) mit einer
ziomlich bestimmt erkennbaren einfach gekrimmten Mittellinie;
diese sei oben lotrecht, bilde aber an der Mindung wmit der
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Lotrechten cinen Winkel 6. Man trenne aus der Wassermenge
des GefiBes einen Stromfaden heraus, der an der Offnung F' den
Querschnitt dF hat und alle
diejenigen Wasserteilchen
enthilt, welche demniichst in-
folge gegenseitiger Verdrin-
gung durch den Offnungsteil
d I ausflieBen werden. Die-

durch dF wihrend der Zeit
dt ausstromt, welche daher
gleichzeitig auch durch jeden
anderen  Querschnitt  des
Wasserfadens flieflen muf}, sei
das Massenteilchen

1) m=L.a-dF -w-dt.
q

Hierin ist w die mittlere Geschwindigkeit des AusfluBlstrahles.
Ein solches Massenteilchen des Stromfadens mit den Koordinaten
x und y habe die Geschwindigkeit w, die mit der Lotrechten den
Winkel # bilde. Die Seitengeschwindigkeiten des Massenteilchens
sind dann

d

RN dy _
ﬁ—“mﬂ und dt-—ucosﬂ.

die entsprechenden Beschleunigungen
d*z _ d(usind) L d*  d(ucosd)
at? dt T SRR | S
und die entsprechenden Erginzungskrifte (Trigheitswiderstinde)
m - d (usind) d m - d(ucosd)
dt dt. 1>,
mit dem Sinne nach links, bezw. nach oben,

Fir die ganze Masse des Stromfadens ergeben sich dann die
Erginzungskrifte

w, d

5 _ _’E H _— m e
Ry & e d‘ji(lt;amﬂ) bexw. d¥ = T i(ls;cos:?).
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Diese Erginzungskriifte bezeichnen wir noch als Differentiale, weil
die Masse des Stromfadens unendlich klein ist; m ist konstant,
weil es diejenige Masse bezeichnet, die in einem Zeitteilchen dt
durch jeden Querschnitt des Stromfadens geht; d¢ ist fir obige
Integrale auch konstant, weil die Integration sich iiber die Linge
des Stromfadens erstreckt, von der Zeit aber unabhiingig ist. m: dt
bedeutet nun die Masse, welche in jeder Sekunde durch jeden
Querschnitt des Stromfadens flieBt; nach Gl 1 ist
5= -’g’— a-dF w.

Fir die Integrale in Gl 2 gelten die unteren Grenzwerte: = w,
und 9 =0 im Wasserspiegel, die oberen: w=w und ¥=0 an
der Miindung. Bei Herstellung der unbestimmten Integrale
heben sich Integral- und Differentialzeichen auf; daher wird

dX = %-u- d.F - w(wsin d—0)

dY= %-a-dF-wl’wcosd—wu}.

Nehmen wir w, als sehr klein an, was fiir die meisten Fille zu-
trifft, so werden die Ergiinzungskrifte fir die ganze Wassermenge
im Gefil erhalten, indem man ¢ F' mit F' vertauscht, nimlich

X = _l.a.F.wﬂnsiﬂd,
3) y
y=_’g'_-a-F-w?-cosé-

Die Lage dieser beiden Kriifte hiingt von der Form des Gefifies
ab und hat gewdhnlich kein besonderes Interesse. An irgendeinem
Punkt angreifend gedacht, lassen sie sich zu einer Mittelkraft

4) R=VXQ+'??=~;—-«.F.w2
zusammensetzen, die mit der Lotrechten einen Winkel & bildet, mit
X
tge= g tgo.

Die gesamte Ergiinzungskraft R hat hiernach mit w gleiche Lage,
aber entgegengesetzten Richtungssinn. Mit ihr miissen die dufleren
Kriifte, die auf die Wassermasse im Gefifle wirken, im Gleich-
gewichte sein; es sind dies die Schwere M.g und der Druck der
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GefiBwinde gegen das Wasser, Nenot man H den wagerechten nach
rechts gerichteten, ¥ den lotrechten aufwirts gerichteten Druck
der Gefilwinde gegen das Wasser, so ist

H=X= ——aFw’sint),
) g

Ve=Mg—Y= .M-g% a Fu?cosd.

Nach dem Satze der Wechselwirkung (1. Teil, 4. Aufl., S. 35)
iibt das Wasser auf die GefiBwinde die Krifte H und V nach
links bezw. abwiirts aus. Bei geschlossener Miindung (w = 0) war
H=0, V= Mg; mithin kann man die Sache so ansehen, wie
wenn als Folge der Ausfluhewegung im Beharrungszustande zwei

Druckkrifte X und ¥ entsteben, die von dem stromenden Wasser

auf das Gefil ausgeiibt werden und zu den im Rubezustande
wirkenden Druckkriften hinzukommen. X hat entgegengesetzten
Sinn mit wsind, Y bildet eine Verminderung des Bodendruckes.
Die Gesamtkraft R, entgegengesetzten Sinnes mit w, heillt die
Reaktion des ausflieenden Wassers.

Man kann GL 4, wenn man Q = aFw als sekundl. AusfluB-
menge einfihrt, auch schreiben

6) R:%Qw.

Fig. 295.

Ferner ist auch
w:
7 Bz??.g.F.EB‘
und wenn man w®= @?.2gh einsetat,
8) R=2.y-a.F.-¢*h
=2.@.pu-y-F-h.

Findet (wie in Fig. 294) an der Miindung keine Einschniirung

statt, so ist = @, und weil @? nicht viel von der Einheit ab-
weicht, erreicht R fast das Doppelte der hydrostatischen
Druckkraft y F'h gegen die Mindung, wie S. 284 gesagt wurde.

Hat w wagerechte Richtung (Fig. 295), so wird, mit 6= 907,

R=2@-pu-y.F.h ebenfalls wagerecht.
Eine gleichformige Verschiebung des GefiBles dndert an den
Kriften nichts. Es wird w= @V 2gh die scheinbare (relative)

AusfluBgeschwindigkeit des Wassers in bezug auf das Gefi;
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macht man daher das Gefify leicht beweglich, so wird der Seiten-
druck R des ausflieBenden Wassers einen ebenso groBlen Wider-
stand fiberwinden kdnnen.

Beispiel: Aunf einem Eisenbahnwagen sei ein Wasserbehiilter angebracht,
der unten eine Seitendffoung mit guot abgerundetem Mundstiick von 0,12m
Durchmesser onthiilt. Dor Wasserspiogel liege um h=3m tiber der Offnung.
Das ausflieBende Wasser erzeugt gegen das Gefil und somit gegen den
Wagen, nach Gl 8, eine wagerechte Druckkraft =3 - lﬂﬂﬂ—t),u‘%-ﬁ,u‘-‘z
==rd. 68k, Ist fiir die Bewegung des Eisenbahnwagens die Widerstandsziffer
==1/1m (8. 1. Teil, 4. Aufl., 8. 302), so darf der Wagen ein Gesamtgewicht
== 170 - 63 == 10710 ¢ haben, wenn er durch den Wasserausflub in langsamer
Bewegung erhalten werden soll.

Vorstehendes Beispiel entspricht keinem wirklichen Gebrauche.

Tatsdchliche
Anwendung aber
findet der Wasser-
strahl, zum Be-
triebe von Schiffen,

sog. Strahl-

gchiffen oder

Reaktionsschiffen

(vgl. Ztschr. des
Vereins Deutscher
Ingenieure 1876
8. 6b). — Eine
durch eine Dampf-
maschine getriebene Kreiselpumpe K (Fig. 296) saugt durch eine
Offnung im Schiffshoden Wasser an und preBt dieses in Rohren,
aus denen es in wagerechter Richtung zur Ausstrdmung gelangt.
Der beim AusflieBen auf die Rohren und somit auf das Schiff
ausgeiibte Riickdruck dient zum Forttreiben des Schiffes. Beim
Vorwiirtsfahren (nach rechts) stromt das Wasser nach riickwirts
aus den Offoungen 4 und B. Durch Umstellung von Klappen ¥V
kaun man den Ausflu auch bei € und D bewirken, um das
Schiff zeitweise rlickwirts zu treiben. Ausflull bei A und D
bewirkt Rechtsdrehung, bei B und O Linksdrebung des Schiffes
ohne Zuhilfenahme des Steuers. Die hieraus ersichtliche gute
Steuerfihigkeit des Strahlschiffes hat zur Folge gehabt, daB
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diese Schiffsanordnung, welche sich fiir den gewdhnlichen Schiffs-
verkehr nicht vorteilhaft erwies, in neuerer Zeit fiir Rettungsboote
Anwendung gefunden hat (s. Génie civil, 11. September 1892,
S. 332 und 27, April 1895, 8. 407; Engineering, 11. Oktober 1895,
S. 411). Ausflurohre E und F (punktiert) geben die Moglichkeit,
auch in der Querrichtung Triebkriifte wirksam zu machen, was in
der Nithe eines hilfshediirftigen Schiffes von Wichtigkeit sein kann.

I) Druck eines Wassersirahles gegen ecine denselben
auffangende Fliche.

Trifftt ein Wasserstrahl mit der Geschwindigkeit w in der
Niihe der Miindung aunf eine feste Fliche (Fig. 297), so erfihrt der
Strahl eine Anderung seiner Form,
indem die einzelnen Stromfiden ab-
gelenkt werden; da nun zu jeder
GroBen- oder Richtungsinderung
der Geschwindigkeit eine Kraft er-
forderlich ist, so mufl die feste
Fliche auf den Wasserstrahl Kriifte
ausiiben.

Die Fliche sei zundchst recht-
winklig zu w, dann wird der Strahl
sich nach allen Seiten aof der Fliche
ausbreiten und wird nahezu einen Umdrehungskorper bilden, dessen
Achse in der Mittellinie des Strahles liegt. Die Abweichung, welcha
durch die Einwirkung der Schwere herbei- Fig. 208,
gefithrt wird, kann unter der Voraussetzung,
dal der Abstand zwischen der festen Fliche
und der Miindung klein ist, vernachlissigt
werden; dann darf man annehmen, daf} die
Wasserteilchen ihre Geschwindigkeit nur
der Richtung nach iindern. Dort, wo die o
Achse des Strahles die Fliche triftt, ent- |
stehen Wirbelbewegungen, die keine besondere Beachtung erfordern.

Ein Lingenteilchen eines Stromfadens (Fig. 298) habe wieder,
wie auf S, 284, die Masse

m= za-dF-wdt
)

Fig. 297.
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und die Koordinaten z und y, dann wird

§—€=wcos§, Ef—E=wain1‘?; .

dt dt
d'z _dweos?) dy _ d(wsind)
AT T BRI TSR L E
mit den Erginzungskriiften
d lwcos V) d (wsin #)
it d —m T

Letztere wird durch den Beitrag eines anderen Stromfadens,
der zum betrachteten symmetrisch ist, aufgehoben; die Ergiinzungs-
kraft in der a-Richtung wird fir den ganzen Stromfaden, wenn
derselbe eine gesamte Ablenkung O erfiihrt,

4 m ("¢ m m
dX= —Eiﬁl{wcos J) = —-‘ﬁw{com—-l)=ﬁw(l—cosd).

Darin ist &m? wieder die Wassermasse, welche sekundlich durch den

Querschnittsteil d F' stromt. Ist nun @ die sekundliche Wasser-
menge der ganzen Miindung in ™, die sekundliche Masse also
yQ:g, so wird die Erginzungskraft fir den ganzen Strahl

X=§—Qw(1—coat5)

mit dem Sinne nach rechts; ebenso groB, aber dem Strahl ent-
gegen gerichtet, ist die duBere Kraft, die die Fliche auf den Strahl
behufs der Ablenkung ausiibt,

Die Kraft D (Fig. 297), mit welcher der Strahl auf die Fliche wirkt,
stimmt nach dem Satze der Wechselwirkung mit X iiberein, ist also

1) :%-Q-w(l—coad).

Ist die Fliche eben und grofl genug, dall der Strall sich
vollig auf ihr auszubreiten vermag, so kann man 6= 90° an-
nehmen, und es wird dann

9) =ZQu,
d. h. ebenso groB wie (nach Gl. 6, S. 286) der Riickdruck des aus-

flieBenden Wassers auf das Gefifl. — Befestigt man daher die Platte
Keck-Hotopp, Mechauik, IT. 4, Aufl, 19
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an dem Gefifle, so geben der Riickdruck auf das Gefifl und der
Druck des Strahles gegen die Platte die Summe Null, so daf} das
Ganze, in wagerechtem Sinne leicht beweglich gemacht, nicht in
Bewegung geraten wird.

Der Druck D des im Beharrungszustande befindlichen Strahles
gegen die Platte (S. 288) ist also fast doppelt so groB wie der
Druck auf die Platte sein wiirde, wenn sie die Miindung verschldsse.

Wird der Strahl nach Fig. 299
gegen die Spitze eines Kegels gefiihrt, Fig. 299.
so ist in GL 1 fir O etwa der Neigungs-
winkel der Kegelseiten gegen die Achse
zu setzen.

Ist jedoch dem Strahl die hohle
Seite einer Umdrehungsfliche entgegen-
gestellt (Fig. 800), so hat man in Gl 1
cosd mit cos(r—0)=—cosd zu ver-
tauschen, weil die Stromfiden im ganzen
um (7— o) abgelenkt werden, und es ist

) D:—;-Qwu + c08 d).

Weicht aber die Fliche mit der Geschwindigkeit ¢ im Sinne
des Strahles aus, so ist in den vorstehenden Gleichungen an Stelle
von w selbstverstindlich die scheinbare (relative) Geschwindig-
keit (w-—¢) des Strahles in bezug auf die
Flache einzufihren; es wird in diesem Falle,
mit Q = a-F(w—¢), aus Gl. 1

Fig. 301.

4) D=-§—aF(w—c)2(l—cosé),

und, fir 6= 909, aus GL 2

b) D=~;T-aF{w—c)'*‘.

Ist die den Strahl auffangende, mit der Geschwindigkeit ¢ ([w)
ausweichende Ebene (Fig. 301) gegen die Richtungen von w und ¢ um
den Winkel & geneigt, so zerlegt man die scheinbare Geschwindigkeit
(w—¢) in die Seitengeschwindigkeiten (w — ¢)cose parallel der
Ebene und (w — ¢)sin € rechtwinklig dazu. Erstere hat, abgesehen
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von der Reibung, die wir vernachlissigen, keine Einwirkung auf
die Ebene, und letztere bewirkt, da vollkommene Fliissigkeiten nur
rechtwinklige Druckkriifte ausiiben, einen Normaldruck

6) D ?’; a- F(w—c)?sine.

m) L. Eulers Grundgleichungen fiir die BEewegung tropfbar-
fliissiger Kirper ohme Reibung,

Ein Punkt P (Fig. 302) des fliissigen Korpers, dessen Koordinaten
z, y, z sind, bewege sich wiihrend des Zeitteilchens d¢ nach P,;
projiziert man dann PP, = ds in der Richtung der drei Achsen,
so erbilt man die drei Projektionen

dz, dy und dz. Das Parallelepiped Fig. 302,
dieser drei Seiten enthalte das Massen- |
teilchen ' B

7 .
m=-"—dz-dy-dz.
g y

Die Geschwindigkeit desselben sei e
w= aa , zerlegt in ] 4
dt /7
LBy /
o P VY R S T TR Ty

Der bei der Bewegung herrschende (also hydraulische) Druck
im Punkt P werde p genannt. Dieser Druck p ist an einer Stelle P
nach allen Richtungen derselbe (vergl. S. 169), wechselt aber in
dem fliissigen Kdrper von Ort zu Ort und ist auch im allgemeinen
mit der Zeit verinderlich. Auf das Massenteilchen m wirke eine
Massenkraft m- R mit den Seitenkriften m- X, m.Y und m- Z.

In der Richtung der z-Achse wirkt auf das Massenteilchen m
auf der linken Seite des Parallelepipeds, mit dem Sinne nach rechts,
die Druckkraft p-dy.dz, auf der rechten Seite des Parallelepipeds,

wo der Druck auf die Flicheneinheit p-i—%'—:dz betriigt, mit dem

Sinne nach links, die Kraft (p+g£dz)dy-d:. Endlich wirkt

19
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nach rechts die Massenkraft m- X . Daher wird die Beschleunigung
in der 2-Richtung:
opdz-dy-dz

U0 o 0P :
= X %t = oder, weil

mm-g-dx-dy-dz ist,

dw, oy

- § B . ¥
Die Geschwindigkeit w in dem Punkte P des fliissigen Korpers
ist nun im allgemeiven eice Funktion von z, y, z und ¢, und
weil bei der Bewegung von P nach P, sich alle diese vier Grofen
andern, so ist dw, (in GL 1) ein totales Differential, mithin

d 10, aw,
" P o I o

1)

_‘_dw. ) 6u,

Hiernach wird aus Gl 1:

p dw,dz  dw,dy , dw,dz , dw,
g_a_x_=x-{'3‘5§£+dy dt+_3?3t+dr}
oder mit
do By g
P 7 St 1 e I | st

gop 0w, 0w, ow, , 6w.
2) ;"‘B—E—X—-{ a +w,a + W, oz dt

ebenso ergibt sich fiir die beiden anderen Achsenrichtungen:

g0 o 0wy 0%y, 0% 3%
AR et ok ekl Fou T |

gy _ 0w, . 0w . 0w  duwi
4) y o8 |Z — { o +$,a +w.as~l ot |

In den Raum des Parallelepipeds PP, tritt wihrend der
Zeit d¢ links durch den Querschnitt dy-d# mit der Geschwindig-
keit w, die Ra.ummange dy-dz-w,-dt ein, rechts aber wegen der

Geschwindigkeit w.+ P s 17 die Menge dy - d 2 (w. +_3_d ) dt
aus. Der Uberschul des Abflusses in der 2z-Richtung ist also:

dw
o L P
dy-dz 3% dz-d
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Ebenso betrigt der UberschuB des Abflusses in der y-Richtung:
dw,
da-ds- "a"fy— 'djlj'dt,

und in der z-Richtung:
dz-d g0s
T
Der Gesamtfiberschufl betriigt mithin:

dx-dy-ds-dt. (%u;' + 6w,+ ?z )

‘de-dt.

Unter der Annabme nun, dafl swh innerhalb des fliissigen
Korpers kein leerer Raum befinde und dafll die Flissigkeit nicht
zusammendriickbar sei, muB der das Massenteilchen enthaltende
Raum unverinderlich, d. h. vorstehender Gesamtiiberschufi Null
sein, oder

0w, dw, 0 w,
oz + dy r oz
Diese Gleichung heiBt die Kontinuitdtsgleichung.
Man kann letztere Gleichung auch noch in anderer Weise ableiton: Der

Rauminhalt des Massenteilchens m ist da-dy-ds; soll dieser mit der
Zeit sich nicht dndern, so muB
d(de-dy-dz)
5t --? oder
7) dy-ds‘i‘!’? tidwde %T’é’q—dz 3y ":“ =l
soin. Darin bedeutet ddz die Zuushme der Linge da withrend der Zeit dt.
Da nun die Geschwindigkeit in der z-Richtung im Punkte P mit den Koordi-

naton @, ¥, ¢ die GroBe ws, im Punkte P, aber die Grifle ws+ a—w'- dz hat,

H) =0.

]

s0 wuB sich die Kante dz wibrend der Zolt d¢ mn%—— dz-dt vergrbﬂam,

mithin ist obiges

adz=dw’-dz-dt-. ebenso
ox
Swy
s : d
ddy= 7] +dy-dt un
ows
adl‘-—‘—a‘;' ~deg-dt.

Hiernach wird aus Gl 7:

az-dy-as (% +a"” o) =0,

was ebenfalls zo Gl O fihrt,
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Die Gl. 2—7 sind die allgemeinen Gleichungen fiir die Be-
wegung reibungslosertropfbar-flissiger Kérper, welche
Leonhard Euler (s. S. 247) gleichfalls im Jahre 17565 aufgestellt hat.

Es soll nun angenommen werden, daB der Beharrungs-
zustand eingetreten sei, d. b, dafl an jeder Stelle des Gefilles
oder Raumes, in dem die Flissigkeit sich bewegt, die Geschwindig-
keit w und der Druck p von der Zeit unabhiingig, also nur
Funktionen von ,'y und 2 seien. “Ebenso sollen auch die Be-
schlennigungen X, Y und Z nur Funktionen des Ortes sein.

Multipliziert man GL 1 mit w,df=dz, so wird

Wedwe= X-dz — 1_6_pdz oder
y dz
d (we’) 9 9%
) Xdz - dzdz'
Ebenso gilt:
d0) _ yg,— 9 99
g Ydy y aydy und
dw?) _ ., g oy
9 = Zds -);—d.tdg.
Weil nun p eine f(z, y, 2), so ist

ap dp gp oo
g;dz +~§§dy + 3;‘“ =dp;

mithin ergibt die Addition obiger drei Gleichungen, mit
w'j = w" + w,’ '|l' w.ﬂ .

WY e i
a(%) = Xaz + Yay + zas L ay.

Ist nun an einer Stelle mit den Koordinaten @, Yo+ %o dfﬂ
Geschwindigkeit w, und der Druck p, vorhanden, so ergibt die

Integration
a mys
9 W% _\(Xaz+ Ydy + Zdo)— L (p—o)-
2 2 Vet Y

In dem bhesonderen Falle des Ruhezustandes ist w = wo» auch

geht der hydraulische Druck p iiber in den hydrostatiﬂc’”"_‘
Druck p, und man hat in Ubereinstimmung mit GL 2, 8. 246:

rys
0= ((Xdz+ Ydy + Zd#)-"g-(P—'Po)-

2 LR
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Hiernach kann man

zye
((Xd:c-i-l’dy + Zde) mit < (p—p,)
o 2y Ya 2 7.

vertauschen, wenn p und P, die hydrostatischen Driicke an
den Stellen z, y, ¢ und Z,, Yo, % sind, die den gegebenen
Massenkriften im Ruhezustand entsprechen. Durch deren FEin-
fihrung vereinfacht sich Gl 8 zu

w_w' _Pp—Po_P—W
29 29 4 R

Bezieht sich die Geschwindigkeit w, auf einen freien Wasser-

spiegel, so ist dort der hydraulische Druck p, gleich dem hydro-

statischen Drucke p,, mithin wird

w? — 1'.?23 = T_’L..__p oder

29 29 Y
2
9 1’_.__”_:(_“’__.3‘_’9_’),
) Wy 29 29

“Wir haben hiermit das Gesetz der hydraulischen Druck-
hohe (8. S. 279) auf anderem Wege erhalten.

: Ist noch die Schwere die einzig wirkende Massenkraft und

richtet man die positive y-Achse lotrecht abwirts, so ist

P =Po + yy also
A (2'1 ' )._(1'3._.“’0’)_

y —\y 197 \2g72
Hat man also ein GefiB, aus dem das Wasser durch eine um h
unter dem Wasserspiegel liegende Offnung mit der Geschwindig-
koit w ausstromt und herrscht an der Mindung ein Gegendruck p..,

80 ist auch der hydraulische Druck p dort = pa, und man erhiilt
fir y = h:

= (=35 55)

oder die bekannte Gleichung (8. 278)

w' _ wo’ _y o Pm
29 29_ y

An die Stelle der Kontinuitatsgleichung (Gl 5, 8. 293) tritt hier
F oWo = F w -
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2. Bewegung des Wassers in Rihren.

a) Leitungswiderstand in geraden zylindrischen Rohren.

Beim DurchflieBen einer lingeren Rohre vom Querschnitt F
zeigt sich ein besonderer Widerstand, ein besonderer Druckhdhen-
verlust oder eine Widerstandshohe # (s. S. 264). Dieser von der
Reibung herrfihrende Widerstand folgt wesentlich anderen Gesetzen
als der Reibungswiderstand fester Korper (L. Teil, 4. Aufl, S. 235).
Er ist nimlich unabhingig von dem Drucke des Wassers, nahezu

verhiltnisgleich mit der Beriihrungsfliche und mit dem Quadrate der
2
Geschwindigkeit w, also anch mit der Geschwindigkeitshthe g——

Ist w der innere Umfang des Rohrenquerschnittes, so beriihren sich
in einer Rohre von der Linge I das Wasser und die Wandung in
einer Fliche w-1. Der Reibungswiderstand W in der Rothre it
sich daher schreiben !

1) W= xul 2.
29
Um die entsprechende Widerstandshohe 2 zu finden, berechnen
wir (nach S. 265/66) die wihrend eines Zeitteilchens d¢ verrichtete
Widerstandsarbeit 4, und setzen
dA=mgya,

wobei m wieder diejenige Wassermasse bedeutet, welche wihrend der .

Zeit dt jeden Querschuitt durchstromt. Bei einer Geschwindigkeit w
ist w-dt der Gleitweg des Wassers in der Rohre wihrend der Zeit d ¢,
mithin dU = W.w-dt; ferner ist mg==y.F-w-d¢, daher wird

mg 29 y-F-w-dt’
2
2 .4 14
; TyFYy

Bezeichnet man mit f die Widerstandsziffer fir Wasser in

Robren beliebiger Querschnittsform und setzt x = y 8, so wird
l w?

3 RS, L

) e ﬂF:?g

Fiir zylindrische Rohren vom inneren Durchmesser d ist im be-

sonderen w=d.x, F=1/sd?x, mithin

%=3— und 2= f4

1t
d2g
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oder, wenn man fiir diesen besonders hiufigen Fall

4) 4f=2

setzt, und 4 als Widerstandsziffer zylindrischer Wasser-
leitungsrdhren hezeichnet,

I w?
5 = A=
) da2g°
Nach Dupuit kann als erste Anniherung angenommen werden:
6) A=0,08.

Eingehendere Versuche haben aber gezeigt, dafl A nicht nur
mit dem Grade der Rauhigkeit der inneren Rohrenfliiche sich findert,
sondern auch noch in gewisser Weise von der Rohrenweite d und
der Geschwindigkeit w abhiingt, daf} also die vorlidufig angegebene
Proportionalitit des Widerstandes W mit der Fliche -7 unl dem
Quadrate der Geschwindigkeit nicht genau zutrifft.

Nach ausgedehnten Versuchen des franzdsischen Ingenienrs
Darcy vom Jahre 1857 ist fiir neue eiserne oder bleierne Rohren
nach Fortlassung entbehrlicher Ziffern:

0.0005
7) A= (0, 2 4 ——&—) :
so daB Z nur von d und nicht auch von w abhingig wiire.

G. Hagen (Berlin) hat aus eigenen und Darcys Versuchen
eine Formel abgeleitet, die auf die Temperatur des Wassers Riick-
sicht nimmt. Es mdge hier nur der abgerundete Wert fiir eine
Temperatur von 10° Celsius angegeben werden:

8) 1'es 00856 4 200008
dw

Innerhalb der gewdhnlich vorkommenden Grenzen fir d und w
schwankt 4 nach GL 8 nur zwischen 0,024 und 0,027, so dafl man
(nach Grashof, Theoretische Maschinenlehre, 1. Bd., 8. 483), wenn
man wegen etwaiger Unreinigkeit der Rohren den Mittelwert noch
mit etwa 1,2 multipliziert, wieder zu 4 = 0,03 (GL 6) gelangt.

Fir Holzrdhren, wie sie im Gebirge noch vorkommen, pflegt
man etwa A= 0,036, fir Rohren, die durch feste Niederschlige
aug dem Wasser stark verunreinigt sind, A =004 zu setzen,
aulerdem im letzteren Fall noch eine Querschnittsverminderung zu
beriicksichtigen.
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Es sei noch erwahnt, daB der franz. Ing. Flamant (s. Annales
des ponts et chaussées 1892, Sept, S. 301)
m
Vdw
entwickelt hat, worin fir glatte Rohren aus Blei, Glas, Schmied-
eisen m = 0,0102 bis 0,0122, fir neue GuBeisenrohren m = 0,0145;
fir gebrauchte GuBeisenrdhren m = 0,0181 zu setzen ist.

Sind 2 GefiBe (Fig. 303) durch eine Rohre von der Weite d
der Linge ! und dem Querschnitt F' miteinander verbunden, do
ermittelt man die Geschwindigkeit w in der Rohre, indem man
(wie auf S. 266) die wirksame Druckhdhe in die einzelnen Teile

9) e

Fig. 303.

e e .

zerlegt, wozu sie verwendet wird. Dabei verfolgt man die Wasser-

bewegung vom Ober- bis zum Unterwasser, um keine Widerstands-

hohe zu {ibersehen. Das Unterwasser ist als Miindung zu betrachten,

daher ist an Stelle der beiden ersten Glieder der rechten Seite
2 1

von Gl 3, S.266 zu schreiben: %-—--‘—%—. An Widerstandshdhen

kommen in Betracht: zuerst der Reibungsverlust im |Olmrgal'!@ll."ua wit

2
gn-‘g—‘g-. godann der StoBverlust bei scharfkantigem Anschlusse der

— 2 '

Robre (S. 267) mit !ELQ'_I;EL' dann der Reibungsverlust in der
ferner der StoBverlust beim Ubertritte des
{‘w—"l%)’
;PR
endlich der Reibungsverlust im Untergefill, wie bei umgekehrter

! v
d 2g'
Wassers aus der engen Rohre in das Untergefill mit

Rohre mit 4-
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2
Bewegung, mit g‘n;i. Sonach wird

10) h=Pr-teing ""'2;‘""+ 18
| (w-; :g) + g w?
Um die verschiedenen Geschwmdigkmtan auf w zuriickzufithren,
setze man w,=%§, w.=w%. w,=%; dann wird
-3l

Ist nun, wie gewdhnlich, der Rohrenquerschnitt F' sehr klein
gegentiber ¥, und F,, so verschwinden die beiden ersten Glieder des
Klammerausdrucks, der vorletzte Summand wird = 1, und man erhiilt

2gh
% w=]/1+g(1 )g S LR
7, +(a—,—‘)+ d
Mit = 0,085 (s. 8. 264) und «, = 0,64 wird dann (rund)

13) W= __2.3_."_3.'

Beispiel: h=2m. l==20m 6 d—=01m und 2==008 gibt

w”]/ e+ U.u 2110—2'" ,
Q="1d.w=008w"
Den Einflug der Widerstinde zeigt der Vergleich von w mit )/ 2g-2==6,2m .

Soll die erforderliche Rohrenweite d bei gegeheuer

sekundl. Wassermenge @, gegebenen A und / berechnet werden, so
bedenke man, dal}

T L e [ 3 29h ¥
Q Y=
1644 q

ist, woraus sich
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1 ; Q
14) d== o (L6d + 40

ergibt. Man lost diese Gle:chung nach d auf, indem man vor-
linfig auf der rechten Seite das Glied 1,64 vernachldssigt, hiermit
einen Anndherungswert

: _ 1/16¢¥1
o 4 ""V n22gh
oder fir 4= 0,03 (Gl 6)

) o TN

erhillt, und diesen dann 2uf der rechten Seite der Gl. 14 einfiihrt.

Setzt man fir eine Leitung, die mit Sicherheit fiir lingere
Zeit, d. h. anch nachdem sich Niederschlige in den Rohren
festgesetzt haben, die Wassermenge Q liefern soll, in GL 15 aber
den Wert 4 =004 und, wegen der Verengung des Querschnittes,
54 Q statt Q, so erhdlt man

17) f?=0,35V2h—t

Beispiel: Eine Rohrleitung soll @ == 0,00 m*/sex liefern bei einer Liinge
{==100m und einer verfligharen Druckhthe h=2m. Wie groB mufl d sein?
Nach Gl 16 ist vorliufig

f
d=0 9,?.1._’_1‘_0_9..,— 0,104m ,

Hiermit wird ans G). 14
a,._l“ 00:

(1: 0,104 - 0,08 - 100)

und d==0,106m also nur uahr wenig groBer als der vorliufige Wert, so daB
schon GL 16 in den meisten Fillen gentigt. — Nach Gl 17 dagegen erhilt man
fir Rohren, in denen leicht Niederschlige entstehen kdnmen,

(J.m LR 100 DA

d=ﬂ'

b) Benutzung der Druckmesserrdhren (Piézometer).

Stromt Wasser durch ein Leitungsrohr wit der Geschwindig-
keit w, und bringt man an den Stellen 4 und B (Fig. 304) des
Leitungsrohres lotrechte Beobachtungsrdhren an, so wird in diesen
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das Wasser, dem hydraulischen Druck entsprechend, bis zu den
Hohen #, und z, sich erheben und in diesen Hohen in Ruhe ver-
bleiben. Solche Rohren heiflen deshalb Druckmesser oder”
Piézometer. (Letzlerer Name kommt von dem griechischen
Worte mélw = driicken.) Nach Gl 3, 8. 279 ist fiir die Stelle 4 ,
welche um y, unter dem Oberwasser liegt,

§ wl 2
o (B 4) (-8,

wenn #, die Summe der Widerstandshohen zwischen dem Oberwasser
und der Stelle A ist. — Ebenso gilt dann fir die Stelle B

_ (Po )_ w? Jﬂnﬁ)_
T3 (y+y"' (29 29

Zieht man von dieser Gleichung die vorige ab, so entsteht:

&y .

Xy =y =y Y —(5y—#,) oder
(Y2 — @) — (y — @) = (2 — 7).

Nun ist (y, —,) die Tiefe des Druckmesserstandes I) unter
dem Oberwasser,

(y, — @) die- g b4

jenige des Druck- :__!_tﬁz._i.'_:.:- - el

messerstandes C. ; {c f“-i_.. i

Der Unterschied "} 5": 7

beider gibt den LUl -]
Hohenunter- L

schied #=2,— 2, M"“-l— .....

der Druckmesser-
Wasserspiegel C und D. Es bedeutet aber #= 2, — 2, die auf die
Strecke A B =1 entfallende Widerstandshohe; mithin wird die
zwischen zwei Stellen 4 und B einer Rdihrenleitung
auftretende Widerstandshdohe unmittelbar gemeossen
durch den Hohenunterschied der Wasserspiegel der in
A und B angebrachten Druckmesserrdhren.

Zu berechnen ist diese Widerstandshohe fiir eine Rohrleitung
von der Laénge ! und dem Durchmesser d, nach GL 5, 8, 297:

2
,=gl£.

d2yg’
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Solche Druckmesser sind benutzt worden zur Ermittelung der
Ziffer A; aber auch zur Messung derjenigen Widerstandshdhen, die
in einer Rohrleitung durch Richtungsiinderungen, Abstellvorrichtungen
(Schieber, Hiihne, Ventile, Klappen) u. dgl. verursacht werden.

¢) Widerstand in Knierbhren und gekriimmten Rohren.

Erfihrt eine Rohre einen scharfen Knick um einen Winkel 26
(Fig. 805), wie solches bei Holzrohren vorkommt, so kann das
Wasser dieser plotzlichen Richtungs-
inderung nicht folgen; vielmebhr wird Fig. 805,
unmittelbar nach dem Knick eine
Finschnfirung und Wiederausbreitung
des Wasserquerschnitts erfolgen, was
nach 8. 267 einen StoBverlust erzeugt.
Versuche, welche Weisbach darfiber
angestellt hat, sind durch die Formel
1) &y = 0,94578in20 + 2,047sin4 0

2
zum Ausdrucke gebracht, wenn % die Widerstandshdhe bedeutet.

0=10° gibt &, = 0,046,
0= 209 & = (0,139,
0=30° , (G =0,364,
=40 , & =00,
=459 , & =098,
Fiir Kriimmer, deren Miltellinie nach einem Viertelkreise
vom Halbmesser o geformt ist, gilt mit derselben Bedeutung

2) §9—0131+1847(1/ )

1
Fﬂl’ L;_C_l = Oﬂ 0,3 0'4 015 013

wird §=0138 058 0,206 0204 0,440.

Entspricht die Kriimmung nicht einem Viertelkreise, sondern
cinem Mittelpunktswinkel von 0°, so setzt mén die Wider-

standshohe
3} 7= g’ — —
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d) Widerstand beim Durchgange durch Schieber, Hihne,
Drosselklappen und Ventile.
Diese Widerstinde beruhen simtlich auf Einschniirung des
Wasserquerschnitis. — Weisbachs Versuche vom
Jahre 1842 haben zu folgenden Ergebnissen gefiihrt.

Fig: 306,

Schieber in kreisformigem Rohre:

Ist K der Querschnitt des unverengten Rohres,
w ie Geschwindigkeit in demselben, F, der durch

2
den Schieber verengte Querschnitt, Q,-% die
Widerstandshohe, so ist nach (Fig. 306) bei

lfﬂ lls 3!8 ila Sla ./ﬂ ?/s

2 _
3=
F

r thae 0948 0,856 0,740 0609 0466 0,316 0,169
Ss= 007 02 08 208 65 170 978
Schieber im Rohre von rechteckigem it h
Querschnitte (Fig. 307):

:-F-Fl‘ao‘g 08 0,7 06 06 04 0,3 0,2 0,1

s = 0,09 0,39 0,95 2,08 4,02 8,12 17,8 44,6 193,

Hahn mit kreisférmiger Durchgangsoffnung

(Fig. 308):
Stellwinkel d = 10° 20° 30° 40° 50° g0° @5 820
}-;,1 = 0850 0,692 0535 0,38 0250 0,137 0,091 0

$3=020 156 547 173 526 206 486 oo.

thnmit.rachteckigerDurchgangauffnung(lc‘ig.zsos);
Stellwinkel =100 20° 30° 400 poo 670

F,
"‘Fl = 0,849 0687 052 0352 0,18 0
§3 = (0,31 1,84 6,16 20.7 968 oo,
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Drosselklappe in kreisférmigem Rohre (Fig. 309):
Fig. 309.

Stellwinkel 6= 10° 20° 30° 40° 50° 60° 700 90°
&=052 154 391 108 326 118 161 on.
Drosselklappe in rechteckigem Rohre (Fig. 309):
Stellwinkel & ==10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 90°
&=045 184 354 921 249 774 368 oo

Fir Kegelventile (Fig. 310) ist Fig. 310.  Fig. 311,

mit F, als kleinstem DurchfluBquerschnitt
| Y F_ ]!
&= (1,537 7 I} 1A

Klappenventile (Fig. 311) fir die
Offoung im Ventilsitz
F, =053 F,
und =70° 60° 50¢ 45° 40° 35° 30° 256° 20° 15°
L=11 32 65 95 14 20 80 42 @62 90.

e) Wasserleitung mit Verzweigung.

Von einem Hauptbehdlter A (Fig. 312) werden zwei Stellen B
und C mit Wasser ver-
sorgt. Von A bis D
fithre ein Hauptrohr von
der Lénge 7 und der
Weite d. Hier teile
sich das Rohr in die
Zweige von den Ab-
messungen I, d, und
lyy, dy. Zur Berechnung
der nach B und C
flieBenden Wassermengen @, und ¢, denke man sich an der Ver-
aweigungsstelle D ein Druckmesserrohr angebracht, dessen Wasser-
spipggel um 2 unter dem Oberwasser liegen mdge. Dann ist »
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die wirksame Druckhdhe von A bis D fir die Geschwindigkeit w;
unter Vernachlissigung der Krimmungswiderstinde wird nach
Gl 13, 8. 299: 2 I
w

Wenn der Ubergang aus dem Hauptrohr in die beiden Zweige
allindhlich erfolgt, und die Unterschiede der Geschwindigkeiten w, w,
und w, gering sind, kann man die hieraus entstehenden Druckhdhen-
verluste wegen ihrer Kleinheit vernachlissigen. Von D bis B ist
dann h—# die wirksame Druckhohe, welche zur Uberwindung der
Rohrenreibung und der GefiBreibung (s. S. 298) dient, daher

o2 38
2) hy—e= 39 +
ebenso ergibt sich fir die Zwelgleltung von D bis C:
I
3) h—s=21 (6 + 42).
Hierzu kommen noch die Glalchuugen der Wassermengen :
4) Q‘ + Q‘I = ———a 3
d ’:r
b) Ql = "'11_ w3
d,n
6) Q= T Wy .

In diesen sechs Gleichungen sind unbekannt: 2, w, w,, 1,
Q, und Q,; die Zahl der Unbekannten ist ebenso gro, wie die
Zahl der Gleichungen, die Aufgabe somit losbar. Man kann also
berechnen, wie viel Wasser nach B und C flieit.

Soll umgekehrt die Wasserleitung erst entworfen werden, so
hat man die Aufglibe, die Rohrendurchmesser d, 4, und d, so zu
bestimmen, dal sie nach B und C die verlangten Wassermengen
Q, und @, liefern. In den auch hier zu verwendenden Gleichungen
1 —6 sind aber jetzt sieben Grofien unbekannt, niimlich 2z, w, d,
w,, dy, wy und ds, d. h. die Aufgabe ist unbestimmt und nur 19s-
bar, wenn man fiir eine der GroBen einen Wert im voraus annimmt,
etwa w= 1™ bis 1,2™., Dall die Aufgabe verschiedene Ldsungen
zuliBt, erkennt man auch unmittelbar durch folgende Uberlegung :
Nehmen wir an, die Rohrenweiten d = 0,3™, d, = 02®, dy = 0,1™

Keck-Hotopp, Mechanik, IL & Auil 20
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geniigen den gestellten Bedingungen; wiirde man nun d vergrdfern,
vielleicht auf 0,4™, so wiirde jetzt, wenn d, und d, unverindert
blieben, nach B und C mehr Wasser flieBen als bisher; durch
entsprechende Verkleinerung von d, und d, wiirde man aber diesen
UberschuB wieder in Wegfall bringen konnen und erhielte somit
drei andere Weiten d', d', und d'y, die ebenfalls die Aufgabl Zu
erfallen vermdchten.

Fiir lange Rohrenleitungen kann man in GI. 1 den Summanden
1,6, in den Gl 2 und 3 den Summanden §, vernachlissigen und
erhilt statt der Gl 1—3:

1 w?

2 r=Aa%g
I, w?
8) h—= Zd,%'
: EATREIN Y
9) hy s—-ld) 5"

Wenn man nun zur Bestimmung der Rohrenweite die Ge-
schwindigkeit w im Hauptrohr annimmt, so ist nach GL 7 der
Wert # ermittelt, ebenso die Weite d des Hauptrohres nach Gl 4.
Da nun auch A —# und h, —# bekannt sind, so liefern Gl 5 u. 8:

16Q,*4l,
10 R U
ebenso Gl 6 und 9:

16Q,7 21,
1) Gy Vﬂ’i’g(’b—-sl

Vertanscht man, wegen voraussichtlicher Niederschliige in den
Rohren, in GL 10: @, mit */aQ, und setzt 4 =004, so bekommt
man f{ibereinstimmend mwit Gl. 17, 8. 300 .

12) dy = 0,35 ._.Ql_il_

ebenso aus Gl 11

13) dy = 0.34]/ Q'ly

Beispiel: Es soi @, =0,1m"/, Q,—D,ou;,_, 1==300m, l,==200m,
I,=500m, h ==12m, h,==6w; forner werde angenommen w==1= und
A==004 (wegen etwaiger Nioderschlige).

-~



21. Widerstand in kegelformigen Rihren. 307

Dann wird mit Q=% (@ + @y

x 1 b
nach Gl, 4: s =I-0,n=0,1s und d=0um,
- 5o oD LSS
nach Gl 7: :“o‘mﬂ_,ﬁé'}_l?um'
h.‘—"——-_
1.
sach Gl 12: dy = 0,86 ]/01—3“—“=0,m,
10,64
o P
nach Gl 13 : dy = 0,88 V”'—“""_"’_(-’?:o,m.

f) Widerstand in kegelformigen Rohren.

Verengt sich ein Rohr der Linge 1, von der (der Geschwindig-
keit w entsprechenden) Weite d kegelformig auf die Weite d,
(Fig. 318), so gelten fir die Weite y in einem Abstand z von der
weiteren Offnung die Beziehungen:

1) d-—y=d_d1¢ mit —dy= tﬁdz. und
i Iy
2) Wy = W ? .
Auf ein Langenteilchen dz kommt nach GL 9, B. 2
standshohe
dzw,? w? d!

as= —;—2-5:::133%‘!}_5
IS Al w? —5g
i d"""d. 2gd Y Y,
daher auf die ganze Liinge
Al w? 5"’
_ 2 Y e \y—rdy
= —d=a2" )}
All Efg(l _}_) odﬂr
=d—d 294

97 die Wider-

a
dt

oy
whila? _}
d

11—

R T e T e

E

LT S R a8

Vi el

- B
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Der lotzte Klammernausdruck gibt an, in welchem Verhaltnisse
der Widerstand sich vergroflert im Vergleiche mit einem zylin-
drischen Rohre von der Weite d und der Linge [,.

at 1

W A e

4) (4 1_..51)-11—!
d

heiBt die ideelle (vergroBerte) Linge des Mundstiicks fir den Rohr-
durchmesser d,

Beispiel: Es wird for -

75— und I=7pl,

L]

I

b
'”l % .‘.3.°i5.

fl

o= 0|
ﬁ-l:—

NN

I

fur 19’1 b und 1= 1954, .

g) Steighthe springender Strahlen.

Ein Strahl, der mit der Geschwindigkeit w, aus einer Mindung
lotrecht emporsteigt (Fig. 314), wirde im luftleeren Raum eine

2
Hohe h,=% erreichen. Infolge des Luftwiderstandes vermindert
gich die erreichbare Hohe auf

w,?
1) h, —q 29

Die: Ziffer u hiingt teils von der Form des Mundstﬁcks ab,
weil diese EinfluB darauf hat, ob der Strahl gut geschlossen bleibt
oder sich zerteilt; teils ist % auch noch von w,* abhingig.

Es soll hier auf das Verhalten der springenden Strahlen nicht
piher eingegangen, sondern nur angefihrt werden, dal man als
rohe Anniherung an Versuche von Weisbach

2
2) 7= 1-—0,01 _‘:;E_'-;_ setzen kann.

Beispiel: Von einem Behiilter (Fig. 314) fithre ein Rohr von 20m Linge
und 0,0om Weite zu einem lotrechten kegelférmigen Mundstiicke von 0,5m
Linge und 001m Weite; es soll die Steighdhe des Springstrahls berechnet

‘werden. Die wirksame Druckhohe sei 8m,

Nach Gl. 10 u Gl 11, 8. 209 wird, -mit w,==0 und sinngemiifer Fort-
lassung der beiden Jetzten Glieder, wenn in ? zugleich die ideelle (vergriBerte)

/

|
I
g
j
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Liinge des Mundstiicks (s. Gl 4, 8. 308) enthalten ist, die Geschwindigkeit in
der Hauptrdhre

BEN s calr )

W=
F* 1 1 s 1’
mtaat (-1 +i3
und die Geschwindigkeit des Springstrahls (mit & ==0,085, a, =064, i==0,08)
1 F 29"
Wy = e W= 5~

¥, F\* T
('ﬁ_'.) + 0,1 4 0,82 +0,mi

3

PP SR B
Sy NS 49
-

Da der Durchmesser des Mundstiicks d,~= 0,01m ist, wird fiir d,=0pd,

nach 8. 308: 1=20+475-015==2]125m
: 29-8 ah
alvo: i d l/w 08+ 0081066 "
2
Dann ist -:—;:2,&- und np=1—0086=097,
somit die Bteighthe By =0074-264=2p71m,

Der sekundliche Wasserverbranch ist
an‘m‘% - 7,2=0,000565 i-::i == 0585 T-l"t_ :

Verengt sich aber das Mundsttek auf d, 0,2 d =4 mm, so wird nach 8. 308:
1=204195-0,5 = 49m;

3 sy SRR ¢ R
also: W, =25 }/325 + 0,68 - 0,08 2450
w?

—é'!g- :?..‘.I.i und 1}=1-—-0,0'ﬂ, =0,u|
somit die Bteighthe hy=088.71=6,6m,

==1184W,

i e
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und der sekundliche Wasserverbrauch

Q_Otm ll,u_Ocmm?-—-“tler '

Die stiirkere Varcngung des Mundstiicks hat also die Sprunghﬁho erheblich
vergriBert, den Wasserverbrauch aber bedeutend vermindert.

3. Bewegung des Wassers in Kandlen und Fliissen.
a) Gleichformige Bewegung des Wassers in Kaniilen.

Soll die in einem offenen Kanal im Beharrungszustande
befindliche Wasserb ewegung gleichformig, also die Geschwindig-
keit w in allen Querschnitten die gleiche sein, so muB auch die
Sohle des Kanals iiberall dieselbe Neigung a und der vom Wasser
erfillte Querschnitt F fberall dieselbe GroBle und Form haben.
Bei berall gleicher Querschnittsform des Kanalbettes gibt sich
also die gleichformige Wasserbewegung durch eine iberall gleiche
Wassertiefe # im Lingenschnitte zu erkennen.

In einer ganz von Wasser erfilllten Rohre ist die Gleichformig-
keit oder Ungleichformigkeit der Bewegung allein dadurch bedingt,
ob der Rohrenquerschnitt dberall .
gleich ist oder nicht; ein oben offenes
Kanalbett kann aber vom Wasser
auf verschiedene Hohe erfiillt werden,
g0 daBl dessen Bewegung nur unter
bestimmten Bedingungen gleich-
formig erfolgen wird.

Nehmen wir den Widerstand W, den das Wasser bei seiner
Fortbewegung in einem offenen Kanal zu tiberwinden hat, einstweilen
wieder, wie bei den Rohren, proportional mit der Beriihrungsfliche
und mit der Geschwindigkeitshohe an, so ergibt sich, wenn man
(Fig. 315) einen Wasserkdrper vom Querschnitt #' und der Lénge !
betrachtet, und w der benetzte Umfang des Quemchmtta lst. in

Uberomstlmmung mit GL 1, 8. 296: W= kul -2~§

Fig. 316.

Wenn wegen der Kleinheit des Neigungswinkels a dessen
Sinus gleich dem Bogen gesetzt werden kann, ist die Seitenkraft
der Schwere: Mga.
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Da nun die Druckrifte P an den beiden Querschnitten 4 und B
sich offenbar aufheben, so muB bei gleichformiger Bewegung:

1) Mga=W,
oder ?Fia=uul—¥,—, sein.
29
Setzt man, wie auf 8. 296, x = y 8, so wird
2
2 o T
’ “=PFay

mit # als Widerstandsziffer der Wasserbewegung in
Kandlen. Wegen der maBigebenden Bedeutung des Quotienten
F:u hat man diesen besonders bezeichnet, und nennt

3} g:f
u

die mittlere hydraulische Tiefe oder den hydraulischen
Radius. Hiermit wird das fir gleichmiBige Bewegung notige
Gefiillverhiltnis
4) G=‘-£ 3011

r 29
oder die dem Gefifle « entspre\chenda Geschwindigkoit

i ]/ 2re,
Man pflegt gewdhnlich ol
b) V 29 ok

p
zu setzen, und schreibt demgemif
6) w=kY ra.

Ebenso wie bei der Bewegung des Wassers in Rohren ist auch
hier die Annahme fir W nicht genau zutreffend und deshalb auch f
und das daraus folgende % keine vollig konstante oder etwa nur
von der RegelmidBigkeit des Bettes abhangige Grofle.

Bei der Berechnung von Rohrenweiten hat die Verdnderlichkeit
von A=4p keine sehr groBe Wichtigkeit. Man muf} sich nur
hiiten, die Widerstinde zu unterschitzen, wihrend eine Uber-
schitzung zwar eine etwas reichlichere Rohrweite liefert, die aber
rumeist keine erheblichen Mehrkosten verursacht und die Leistungs-

R R

I At
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fihigkeit der Leitung fiir eine um so lingere Zeit sichert. Zudem
hat man in einer Rohrenleitung das Wasser mittels der
Abstellvorrichtungen stets in der Gewalt, in einem oben
offenen Kanal oder FluBl aber nicht.

Ist bei einem Kanal oder Flusse das Gefillverhiltnis « zu groB,
so entsteht eine Geschwindigkeit, die grofler ist, als beabsichtigt
oder erwartet war, infolge dessen kann mdglicherweise das Kanal-
oder FluBbett beschddigt und auch die Wassertiefe vielleicht fiir
etwaige Schiffahrt oder fiir Riicksichten der Landwirtschaft zu klein
werden, wihrend der entgegengesetzte Fall eine Uberschwemmung
herbeifihren kann. Da man das Wasser in Kandlen und
Flissen nur durch die Mittel der Wissenschaft be-
herrschen kann, bat man sich seit etwa 150 Jahren mit Auf-
wendung groBer Kosten bemiiht, fir die Ziffer k befriedigende
Gesetze aufzufinden.

Der ostfriesische Baubeamte Brahms erkannte zuerst 1753,
wie es moglich sei, dafl das Wasser beim AbwirtsflieBen eine
gleichformige Bewegung ausfiihren kdnne, und gelangte zu der
GL 6, indem er den Widerstand mit w?® verhiltnisgleich setzte.
Zu demselben Ergebnisse kam 17756 der franz. Ingenieur Chézy.
Eytelwein (geb. 1764, gest. 1848), der 21 Jahre an der Spitze
des preuflischen Bauwesens stand, bestimmte fiir die Ziffer & einen
Zahlenwert, der, in Metermall umgerechnet, auf

k=050
abgerundet werden kann.

Mit bedeuntenden Mitteln wurden danon 1850—60 in Nord-
amerika unter Leitung der Ingenieure Humphreys und Abbot
* umfassende Messungen im Mississippi und seinen Nebenfliissen an-
gestellt. Diese Fliisse verursachten nimlich fast alljihrlich ver-
heerende Uberschwemmungen, und zur Verbesserung der Wasser-
liufe bedurfte man vor allem der Kenntnis der Bewegungsgesetze.
Die von den amerikanischen Ingenieuren aufgestellte Formel ist
sehr verwickelt, sie lautet, auf Metermall bezogen:

7) w:{]/o,oozsm+V@g'75;;7';.’—o,oam ¥

0,933 F
V4 0457

mit m=

u+b‘
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wenn b die Breite des Wasserspiegels bedeutet. Humphreys und
Abbot glaubten nidmlich auch einen verzogernden Einflu der iber
dem Wasserspiegel befindlichen Luft annehmen zu sollen, weshalb
in der Hilfsgrofle », der Gesamtumfang % + & vorkommt.

Sehr umfassende Versuche wurden auch im Aufirage der
franzdsischen Regierung in den Jahren 1856—64 unter der Leitung
von Darcy und nach dessen Tode von Bazin angestellt. Diese
Versuche erstreckten sich auf Gerinne, Kanile und Fliisse der ver-
schiedensten Art. Bazin faite die Ergebnisse in die Formel zue

sammen :
ra

8) w= 5

=

m+—

-

oder, wenn man die Grundform der GL 6 beibehilt, also w =&V ya
setzt:

9) k= — e

fart

und wegen Gl 5 die Widerstandsziffer

10) I =§-,g=2g(m+%).

Hierin ist (dibereinstimmend mit GL 7, 8. 312) die Abhingigkeit
der Ziffer % bezw. f von der hydraulischen Tiefe » dargestellt,
wihrend m und » Zahlen bedeuten, die von der Beschaffenheit der
Kanalwinde, bezw. des FluBbettes abhiingen. Es gelten:
1. fir gehobeltes Holz oder Zement:
m = 0,00015; n = 0,0000045;
2. fiir ungehobeltes Holz, Quader oder Ziegel:
m = 0,00019; n = 0,0000133;
3, fir Bruchsteinmanerwerk :
m = 0,00024; n == 0,00006;
4. fir Erde:
m = 0,00028; n = 0,00036;
b. fiir groberes Geschiebe:
m = 0,00040; n = 0,00070;
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Diese Formeln sagen aus, der Widerstand sei wohl mit dem
Quadrate der Geschwindigkeit verhiltnisgleich, nicht aber einfach
mit der Grolle der Berithrungsfliche, sondern stehe zu dieser in
einer verwickelteren Beziehung.

Die Formeln von Humphreys und Abbot und die von Bazin
erginzen sich und schliefen sich auch gegenseitig aus. Erstere
ist aus den Messungen an groflen Strdmen gewonnen, in denen sich
das Wasser trotz des geringen Gefilles «, wegen der groBen Tiefe r,
mit groller Geschwindigkeit bewegt und palit auch nur fir solche,
withrend dagegen Bazins Formel sich auf kleinere Gewisser (r<<6m)
mit stirkerem Gefille bezieht.

Im Jahre 1864 haben sich nun die schweizerischen Ingenieure
Ganguillet und Kutter der Aufgabe unterzogen, die Ergebnisse
der Geschwindigkeitsmessungen in Nordamerika und in Frankreich
in eine einzige Formel von allgemeiverer Giiltigkeit zusammen-
zufassen. Danach ist, wenn man die Form w = &V ra beibehilt,

23 + — + 0*-—001 o~
11) k== .
),001 656
(8 + l—of.l“] 7

Hierin ist die Abbingigkeit der Ziffer £ vom Qefiille a, von
der hydraulischen Tiefe » und von der Rauhigkeit » des Bettes
dargestellt; man hat zu setzen:

1. fiir gehobeltes Holz oder Zement: n = 0,010;

2. fir ungehobeltes Holz: n = 0,012;

3. fir Quader oder Ziegel: n = 0,018;

4. fir Bruchsteine: n = 0,017;

5. far Erde: n = 0,025;

6. fir groberes Geschiebe oder Wasserpflanzen: n = 0,030.

Bei den meisten einschligigen Aufgaben des Wasserbaues
handelt es sich (besonders in Deutschland) um kleinere und mittlere



3a Gleichfdrmige Bewegung in Kanilen. 315

Wasserldufe, d. h. um Fille des Anwendungsgebietes der Bazinschen
Formel, welche zumeist auch wegen ihrer einfacheren Gestalt be-
vorzugt wird. _

Die Bazinsche Formel ergibt fir Kandle und Flisse in Erde
fir verschiedene Grdflen », die Werte & und f=2g:k%, wie
folgende Tabelle zeigt:

Werte & und 5 nach der Bazinschen Formel fiir
Kaniile und Fliisse in Erde.

r k A
0,1 16,3 0,0742
0,2 22,2 0,0397
0,3 26,3 0,0284
0,4 29,4 0,0226
- " 06 31,9 0,0192
0,6 340 00,0169
0,7 36,8 00158
0,8 31,3 0,0141
0,9 88,7 0,0131
1,0 39,8 0,0124
151 40,9 0,0117
12 41,8 0,0112
1,3 427 0,0108
14 43,4 0,0104
: 1.5 44,1 0,0101
{ 1.6 44,8 0,0098
1,7 45,4 0,0095
1,8 45,9 . 0,0093
1.9 46,4 0,0091
2,0 46,9 0,0089
2,6 48,8 0,0082 ;
30 50,2 0,0078
40 52,2 0,0072
5,0 53,56 (,0069
6,0 B4 - 10,0086

e o s TRl e T B )

P L s
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Beispiel 1: Ein Graben in Erde vom Querschnitte nach Fig. 316 hat ein °

Gefilllverhiiltnis a==0,000441. Bei dem Bdschungswinkel ¢==231° ist tg ¢ =108,
pec @ == 1,17, sin ¢ == 0,515, cosec ¢ ==1,042. Dann ist die mittlere Breite

0,9
T Y ey Fig. 316,

der Querschnitt
F=285.090=2p8m"

der benetzte Umfang wu=
1,86 - 2.0,9 . cosecp==48m
daher r= 2865 : 4,86 =0 p2em,

Nach Messungsergebnissen war die mittlere Geschwindigkeit w0 ==0467m,
Iis sollen damit die Ergebnisse der vorstehenden Formeln verglichen werden.
Ks ist

35

Vora =} 0p2-0000441=0,01527.

Nach Eytelwein wiire
k=50 und w==0p68m,

Nuch Humphreys und Abbot wiire

0,983 2,565
= et =0,0; ._--————_._Dm d == (568
. V 0,580 -+ 0,45 S T ¥ N h
Nach Bazin wiire
k= 1_..;:=32,l7 und w==0407m

Vo,cmaa + 0[':':—:3

Nach Ganguillet und Kutter wiire
0,001 55

23+ 40 + g2
k= o =3480 und w=0psmm,

(),00155 0,025
¥ (2a+00mu1) V[j“g

Hiernach schlieft sich die Bazinsche Formel dem Ergebnisse der
Messung am besten an, dann folgen die schweizerische und die amerikanische
Formel schon mit groBen Abweichungen, withrend die Eytelweinsche Formel
einen viel zu groBen Wert ergibt.

Beispiel 2: Die Elbe hatte bei Altengamm oherhalb Hamburg bei Hoch-
wasser im Mirz 1881 eine Wasserspiegelbreite b= 587,4m, einen benetzten
Umfung w==591,4m, einen Flicheninhalt F'==31327m' mithin ¢ =>5g0m,
Das Gefdllverhiiltnis betrug a== 0000162, Die mittlere Geschwindigkeit wurde
zu w==117m gemessen. Ks ist

Vra=V 550002 = 008888 .
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Nach Eytelwein wiire i

k=060 und w=l4m,

Nach Humphreys und Abbot wiire
.

m= =3880; r=
V 5,097 4 0,457 >ie

Nach Bazin wiire

a) fiir m==000028 und = ==0,000u5:

k=—-—-—1—._.-_—._:_" =538 und w==1psm,

0 00085
l? 0,00088 +4 ——— B
b) fir m==0,00040 und #n==0,00070:

l____:-=43.s und w=1gm,

0,00070
(1,000 40 -—
V i 5,20

3132,

RTGE Rt s o M K LU

k==

Nach Ganguillet und Kutter wiire
a) fiir n==0085:
0,00155

0"]+40+000015!
k='1_ ( Oum?;) 0085
+ B+ Goorss) Vum

(),00155
U‘!IJ'IM
Gmm) 0,090
(,000152 V‘Dm )

Auch in diesem Falle liefern die Formeln siimtlich zn groBe Ergebnisse;
am besten schlieBt gich der Messung wieder die Bazinsche Formel mit den
Worten unter b an, wilhrend die Werte unter a mit denen der schweizerischon
Formel gleiche Ergebnisse zeigen.

=538 und w==1psm,

b) fiir »n == 0,080:

2348384 ——

k= =464 und w=1p2m,

+ (25 .

In beiden Beispielen stimmen die Ergebnisse der Messung mit
denen der Formeln, selbst der am besten passenden, nicht befriedigend
iberein. — FEs hat eben jeder Kanal, jeder Bach, jeder Teil eines
Flusses seine besondere Eigentiimlichkeit, seinen besonderen Rauhig-
keitsgrad, d. h. seine besonderen Ziffern m und = (nach Bazin)
bezw. n (nach Ganguillet und Kutter), die der Wasserbautechniker,
der sich mit dem Gewiisser zu beschiftigen hat, entweder durch
Messungen feststellen oder nach dem Augenschein auf Grund
gonauerer Kenntnis anderer Wasserlaufe zunichst abschiitzen muB.

. &“ s et - :m_‘.}.:_)ha.‘_'._"_‘- s b o
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Die Eigentiimlichkeiten eines Flusses lassen sich nicht in allgemeine
Formeln mit feststehenden Widerstandsziffern zwiingen. Auch ist
zu bedenken, daB UnregelmiBigkeiten in der Bewegung des Wassers,
Wirbel u. dgl. hiufig die Messung erschweren und ihre Richtigkeit
beeintrichtigen, so dall zuweilen auch deren Ergebnisse von der
Wirklichkeit nicht unerheblich abweichen konnen. SchlieBlich aber
mufl betont werden, dafl die vorstehenden Formeln gich
nur auf eine dem Beharrungszustande entsprechende,
gleichformige Bewegung beziehen, d. h. an die Bedingung
geknlipt sind, dafl sich das Gefille des Flusses und der vom
Wasser eingenommene Querschnitt in Form und Grofle auf eine
gewisse Liinge des Flusses nicht erheblich &ndern. Diese Be-
dingung wird sehr hdufig nicht erfillt sein, und manche Abweichung
zwischen Messung und Formel wird man auf diesen Umstand
zuriickzufihren haben. Die Behandlung der dann vorhandenen
ungleichformigen Bewegung erfolgt weiter unten. — Besteht
kein Beharrungszustand, ist also die sekundliche Wassermenge @
eines Querschnitts veriinderlich, so treten besondere Erschwerungen
fur die Berechnung ein, welche hier nicht erdrtert werden kdnnen.

b) Querschnittsform kleinsten Widerstandes,

Hat ein Kanal den Zweck, einer Wasserkraftmaschine (Wasser-
rad oder Turbine) das Betriebswasser zuzufihren, so kommt es darauf
an, von dem ganzen zur Verfiigung stehenden Gefille fir den Zu-
leitungskanal mdglichst wenig zu verbrauchen, damit fir die Kraft-
maschine moglichst viel Gefille fibrig bleibe. Da nun nach Gl. 4,
S. 311 das erforderliche Gefillverhdltnis mit » = F:u umgekehrt
proportional ist, so wird diejenige Form des vom Wasser erfiillten
Kanalquerschnitts am giinstigsten sein, bei welcher » moglichst
grol, d. h. bei gegebener Querschoittsfliche F' der vom Wasser
benetzte Umfang w moglichst klein ist.

Da von allen Figuren gegebenen Flicheninhalts Pig. 817.°

der Kreis den geringsten Gesamtumfang hat, so
wird, weil bei einem Kanale nur der vom Wasser
benetzte Umfang in Frage kommt, der Halb-

kreis die Kanalform kleinsten Widerstandes sein
(Fig. 317), welche anniihernd fir den unteren Teil des Querschnitts
gemauerter Entwisserungskanile auch Anwendung findet.
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Fir rechteckige Querschnitte liefert das halbe Quadrat (Fig. 318)
den kleinsten Widerstand, da das ganze Quadrat von

allen Rechtecken gegebener Flache den kleinsten Fig. 318.
Umfang hat.
: b B y
Fir Kanile in Erde ist der Boschungswinkel ¢ Lt

der Seitenwinde durch die Beschaffenheit des Erd-
reichs bedingt; Sohlenbreite b und Wassertiefo ¢ (Fig. 319) gind so
zu wihlen, daB bei ge-

gebener Fliche F' der Fig. 819,

benetzte Umfang « mog-
lichst klein werde. Da
nun A E =t cot g ist,
g0 ist die mittlere Breite
= b+ t-cobp, daher

B

e e

1) F=t(b+ teotp)

und, weil 4 B = {:gin¢ ist, der benetzte Umfang
: ¢ 2t

2) u=ph- -y

Durch GL 1 ist die Sohlenbreite bedingt zu

b= E—-—tcottp; hiermit wird

. e 2t F 2—cos @
% u__t_—‘mt‘p_*'alw_ t T g
Damit nun u als £(#) ein Minimum werde, muf}

4 du F +2-—-cosq: R b

at. 8 sin ¢

5) | 3 -|/ F'sing
2—cos@

gein. ‘DaB dieser Wert « zu einem Minimum und nicht zu einem
Maximum macht, ist unmittelbar daraus ersichtlich, dal fir ¢=0
der Umfang « nach GL 3 unendlich grof wird.

Ein einfaches Verhiiltnis zwischen Sohlenbreite b und Wasser-
tiefe ¢ ergibt sich, wenn man aus GL 1 bildet

P b )
“'i—;'i-cottp '.1

—
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und diesen Wert in Gl 4 einsetzt; dann wird
2 —cosp

ot + cot p= i oder
P l—coatp o 28in*(‘ap) i b
t sin @ 2sint/a @08 /ap Iy
/]
6) . o=21g(/29).

Diese Gleichung bedeutet, dafl der vom Wasser erfiillte Quer-
schnitt ein, einem Halbkreise vom Halbmesser £ umschriebenes Trapez
sein mufl. Denn bei einem
solchen (Fig. 320) ist

2 GOH=¢,
2XG0C="e, d h

Yab

B (3).

ﬂbermnstlmmend mit Gl 6.

Fiir @ =90° entsteht wieder das halbe Quadrat (Fig. 318).

Die Rechnung fiihrt also darauf, dafl man sich der fiberhaupt
giinstigsten Halbkreisform so weit zu ndhern habe, wie die vor-
handenen. Bedingungen es zulassen.

Nach Fig. 320 ist ferner:

F=2(A\GOC+ACOD)=t-(GC+CD), d.h.

u

Also ist bei der giinstigsten Kanalform die mittlere hydraulische Tiefe
. A

8) r= —': ?

unabhiingig von ¢.
Somit wird nach der Bazinschen Formel

04 /ata
9 ke |/ i 2V‘jstm+ﬂ

oder das erforderliche Gefillverhiltnis
10) ¢=w9(2m+i’1)=we(ﬁ+i)_

t 2 r r?
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Beispiel: Ein Zuleitungskanal soll sekundlich @=2m" Wasser liefern;
die Geschwindigkeit werde, damit ecinerseits keine Beschiidigung der Kanal-
wiinde, andererseits keine Absetzung von Sinkstoffen erfolge, zu w=0,6m
gewiihlt, so daB J'=4m' werden muB. Es soll hiernach die Querschnitts-
form kleinsten Widerstandes bestimmt werden, unter Annahme eines Boschungs-
winkels ¢ =309,

GL 6 bestimmt -"— =2 . tg 150 == 0,686 .
: 4. 8in30°
Nach GL b wird t-—-V T cos 800 =188m,
also b=0,588-1,88 =0,71m,

Nach Gl. 8 ist. dann r==0,665 und nach Gl. 10 das erforderliche Gefillverhiiltnis
0,00028  0,00088 pis iy
a==0,2 (W -+ W) —o,mllllﬂ: 1:826.

GroBer Wert ist dieser Rechnung nicht beizulegen, da in Wirklichkeit
auch die ebenfalls von Breite und Tiefe abhiingigen Kosten des Kanals mit in
Frage kommen,

¢) Geschwindigkeiten in den verschiedenen Punkten eines
Querschnitts.

Im vorstehenden wurde die Bewegung des Wassers in einem
Kanale oder Flusse so aufgefaft, als ob die Wassermasse wie ein
starrer prismatischer Korper abwiirts glitte, als ob alle Teile dieses
Korpers die gleiche Geschwindigkeit w hétten. — In Wirklichkeit
ist dies nicht der Fall, vielmehr ist die Geschwindigkeit der Wasser-
teilchen an verschiedenen Stellen des Querschnitts eine verschiedene.
Infolge der Reibung werden die nahe den Wandungen befindlichen
Wasserteilchen zuriickgehalten und flielen langsamer als die
entfernteren, Im Wasserspiegel gibt sich bei Messungen ein
sog. Stromstrich zu erkennen, wo die Geschwindigkeit groBer
ist als zu beiden Seiten. — Auch haben die Messungen ergeben, dall
gelbst in jeder Lotrechten des Querschnitts die Geschwindigkeiten
von Punkt zu Punkt verschieden sind. Stellt man diese durch
wagerechte Ordinaten von der Lotrechten aus dar, so ergibt sich
eine Kurve, die sog. Geschwindigkeitskurve (Fig. 321). Diese
ist mit ziemlicher Wahrscheinlichkeit eine Parabel mit wagerechter
Achse. Wirde am Wasserspiegel gar kein Widerstand auftreten,
so miilte die Achse 4 B der Parabel wohl im Wasserspiegel liegen.

Kock-Hotopp, Mechanik. IL 4. Aufl, 21
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Bei ruhiger Luft bietet diese aber dem Wasser einen, wenn auch
geringen Widerstand, der bewirkt, da man die grofite Geschwindig-
keit o' einer Lotrechten etwas unter Wasser findet. Stromaufwirts
wehender Wind schiebt die Achse der
Parabel nach unten, stromabwirts wehen- Fig. 821.
der Wind nach oben. Die Hdhenlage
der Achse ist daher schwankend. Kennt
man die Geschwindigkeit » an drei ver- 4
schiedenen Stellen einer Lotrechten, so
ist damit die Parabel bestimmt, weil
man hieraus den Parameter der Parabel, ~
die Hohenlage ihrer Achse und den Ab-
stand 4 B= o' ihres Scheitels von der
Lotrechten berechnen kann.

Ist d F ein Teilchen der Querschnitts- “
fliche, v die zngehirige Geschwindigkeit,
80 ist d Q= d F'-v die zugehorige sekundliche Wassermenge, dar-
gestellt durch ein wagerechtes Prisma vom Querschnitte dF' und
der Linge v. — Denkt man sich zu allen Flichenteilchen die ent-
sprechende Geschwindigkeit rechtwinklig aufgetragen, so entsteht
ein Kdrper, dessen lotrechte in der Stromrichtung gefithrte Schnitte
die Geschwindigkeitsflichen (Fig. 321) sind und dessen Inhalt die
sekundliche Gesamtwassermenge @ darstellt. Verwandelt man
diesen Korper in ein gerade abgeschnittenes Prisma vom Quer-
schnitt 7, so ist seine Linge

1) Q

o

die mittlere Geschwindigkeit des Querschnitts, auf .

welche sich die Erdrterungen 8. 310321 durchweg beziehen.

Wert kann die Beziehung zwischen der grofiten Oberflichen-
geschwindigkeit vy mas im Stromstrich und der mittleren Geschwindig-
keit w des ganzen Querschnittes gewinnen, wenn es sich darum
handelt, aus der alleinigen Messung von v)m.. die Wassermenge @,
wenn auch nur roh, zu bestimmen. Die einfachste, wenn auch sehr
unverliBliche, derartige Formel ist

2) wm’flvgm,
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wihrend Bazin aus seinen Versuchen abgeleitet hat
3) 0= Ogmas— 14V ra,
oder, weil nach Gl. 6, 8. 811, Vra=w:Fk ist,

W = Vpmar " 14 ‘EE' N Oder

I
4) . w='—qﬂ—'-:“1—a="nmk+l4
14 ¥
Fiir Kanile in Erde gilt fiir verschiedene Werte von »:
r e G VR k r g __3?__
(Meter) Vomaa Kk-+14 (Meter) o - 1. J-T1A
0,1 0,537 1,2 0,749
0,2 . 0,613 1,3 0,753
0,3 0,663 1,4 0,756
0,4 0,678 1,6 0,762
35,0 0,695 18 0,766
0,6 0,709 2,0 0,770
0,7 0,719 2,5 0,717
0,8 0,727 3,0 0,782
0,9 0,734 4,0 0,788
1,0 0,740 5,0 0,792
1,1 0,746 6,0 0,795

Beispiel: In dem ersten Beispiel auf 8, 316 war r==0p20, und nach

Bazin k=327, daher wird

, P 32, 0
bt e . 7T F v

In dem zweiten Beispiele auf 8. 316/17 mit r==5,207 war nach Bazip
mit den Werten unter a: k==0538, daher wird

w: .—_—-._.E?..is_..._. 298
o bl Y P gl

d) Eintritt des Wassers in einen Kanal.

Soll aus einem Teiche oder sonstigen Wasserbehalter 7'
(Fig. 822) durch einen Ufereinschnitt 4 €' und einen anschlieBenden *
21
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Kanal cine sekundliche Wassermenge @ entnommen werden und
ist auf eine Linge ! ein Wasserspiegelgefille 4 verfigbar, so darf

man nicht etwa voraussetzen, dafl das Wasser im Kanal eine Tiefe
AC annehmen werde. Vielmehr wird ein Teil A, des Gefilles
beim Eintritte des Wassers in den Kanal dazu verbraucht, dem
Wasser, das im Teiche fast in Ruhe war, die Kanalgeschwindig-

wg
—, und erst der Rest h—#h,
29

dient zar Uberwindung der Reibung im Kanal und darf, wenn durch
ein gleichmiiBiges Kanalprofil eine gleichformige Bewegung erzielt
wird, gleichmiBig auf die Liinge ! verteilt werden. Da w noch
unbekannt ist, so kann man die Rechnung folgendermaﬁen durch-

fihren: Das ganze Gefille / zerlegt sich in & = 2}; und den Teil

keit w zu erteilen; es ist A=

ol = ﬁ}-ﬁ (s. GL 4, S, 311); es ist also

I w’ A
¥ he S = (18)-
) o/ 2

l+ﬂ';

W
Da fir gleichformige Bewegung T, % ist, ergibt sich auch:

I;=%(l+ﬂ—i-)=a(%+t), und

ph

1) : G—-—'—r—-i-—m.
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Beispiel: Aus einem Behillter soll mittels eines Kanales (Fig. 323) von
#im Sohlenbreite, 2m Tiefe und einem Boschungswinkel ¢ =—265° (tg ¢ =105,

Fig. 323.

sin ¢ = 0,447) Wasser entnommen werden. Auf /==5000m Liinge steht ein
Gefiille h=1m zur Verfiigung.

Es st FF=2.(6+4+4)=20m", u=06-+42-2:0072=14,05m,
r==20:149 =rund 1,8m, Dann wird nach Bazin (vergl 8. 313 und 315)
. 1,000 85 0,0106 1
“9=39(°'°°°“+ 18 181564  B5120°
Demnach ist a-1==0g7m das auf den Kanal zu verteilende Gefiille, withrend
hy=0028m zur Erzengung der Eintrittsgeschwindigkeit w - 0,08m/, dient.

Der Kanal wird daher sekundlich @Q==20.0,68==13,6m™" Wasser liefern.

)=u,mus und damit a=

¢) Ungleichformige Bewegung des Wassers in Flilssen
und Kaniilen.

Das iuBlere Kennzeichen einer im Beharrungszustande be-
findlichen ungleichformigen Wasserbewegung ist, dafl sich der
Wasserquerschnitt ' wohl an ein und derselben Stelle nicht
indert, aber an verschiedenen Stellen eine ungleiche Grofle zeigt.
Bei regelmiBiger Form des Wasserlaufes wird dann an verschie-
denen Stellen eines Lingenschuittes die Wassertiefe ¢ verschieden
grofl, also der Wasserspiegel
der Kanalsohle nicht parallel
sein.

Fig. 824,

Es 1Bt sich zeigen,
daB in diesem Falle das
Gefille der Oberfliche
das fir die Arbeit der
Schwere mafigebende,
wirksame Gefille ist.

Wir betrachten die zwischen den Schnitten 4 und B (Fig. 324)
befindliche Wassermenge, die nach einem Zeitteilchen die Lage
A, B, einnimmt. Es mige die an diesem Wasserkdrper wiihrend
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der Bewegung von 4 B nach A, B, verrichtete Arbeit der Schwere
und des Wasserdrucks berechnet werden. Ist der obere Quer-
schnitt F,, der untere F, und nennt man 4 4, = dz,, BB =dz,,
80 muB F, dz, = Fydz, sein. Die Arbeit der Schwere ist offen~
bar so anzusehen, als ob das Massenteilchen

m== z F,dz, = L4 F,dz
g 1%n g 2 A%y

aus der oberen Lage mit dem Schwerpunkt S, in die untere mit
dem Schwerpunkt S, geriickt sei; diese Arbeit ist dann

mg(h+ ys—y,).

Die Verteilung des Druckes fiber einen Querschnitt erfolgt
nahezu nach den Regeln fiir einen im Gleichgewichte befindlichen
Wasserkorper, da der nach S. 279 zu beurteilende vermindernde
Einflufl der Beschleunigung gewdhnlich auBerordentlich unbedeutend
ist. Dann treten am oberen und unteren Schnitte die Druckkrifte
yF,y, bezw. yF,y, auf, mit den Arbeiten yF,y dz, bezw
~—y Fyy,dz,, deren Arbeitssumme wegen mg = y F,dz, = y Fydz,
sich auch schreiben 1aBt: \

my (Y, —Ya)-

Addiert man diese zu’
obiger Arbeit der Schwer-
kraft, so entsteht als Ergebnis 4

mgh,
also eine Arbeit entsprechend
dem wirksamen Gefille A,
wie oben behauptet wurde.

Bei der ungleichférmigen Bewegung zerfillt das Gefille #
(Fig. 326) in einen Teil, der zur Geschwindigkeitsinderung “w,
in w, dient (s. S. 266), und in einen Teil zur Uberwindung der
Kanalwiderstinde (s. S. 311). ;

 Hat ‘man daher fir eine nicht sehr lange Strecke 2 eines
Wasserlaufes das Gefille # der Oberfliche, die Neigung « der
Sohle, die Wassertiefen #, und #, oben und unten gemessen, und
die diesen Wassertiefen entsprechenden Querschnittswerte F,, u,
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bezw. F,, g ermittelt, so ist, wenn u, F und w die verinderlichen
Werte der Kanalstrecke bedeuten,

Sind nun ¢, und £ nicht viel voneinander abweichend, so kanu
man in dem letzten Gliede fiir «, P und w die arithmetischen

Mittel setzen, d. h.
w=a(u + w); F="a2(F,+ Fo); w=Y2(w, + w,).
Bedenkt man noch, daB

Q=F w, = Fyw,, also wl=§;, w2=1%’ ist,
80 wird
=_Q_2___ Uy Uy Q Q ,_1_
Yy X 29F"’+ﬁ F 4R, +17‘§)
Q* (4 + u,) (F) + Fy)
29’{1?2 F|’+ﬂz 4FFy }
Hieraus ergibt sich die sekundliche Wassermenge
1) Q= V2gs
Vi 4+ ol BT
F‘;" Fl 4F]’Fg

Beispiel: In einem Wasserlaufe von dem Bettquerschnitte Fig. 323, 8. 325,
sei an einer Stelle die Wassertiefe 2m, an einer um 200m stromabwiirts ge-
legenen Stelle 1,05m; das Oharﬂnchangemkla betrage fiir diese Strecke Ojm,
Dann  berechnet slch th=140m, F =90mt; ¢ =—1472, F,=193n";

r——lml[lttel 393 —rund 1,88m,  daher £=0,0106; und
2g-0,
wkogtr: i T3 T T
9,67- 89,8
.st?,ii gov T 010108200 s o

Hiitte man nur den oberen Querschnitt F, berlicksichtigt und die
Bewegung als eine gleichmiBige mit dém Gefillverhiltnis a==0,1:200==0,0008
angesehen, so hiitte sich nach Bazin, 8. 308, mit r=1,8: k=429, also

w0=429)/1,83-0,0006= 1300 und Q== 201,100 = 22 18"
orgeben.
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Steht eine lingere Strecke des Wasserlaufes zur Verfigung, so
ist es ritlich, die Strecke in mehrere Teile zu zerlegen, in jedem
Teile die erforderlichen Messungen auszufithren und auf jeden Teil
die GL. 1 anzuwenden. Aus den so erhaltenen Werten fiir Q nimmt
man dann das arithmetische Mittel.

Ist aber das Gefille nicht fiir jeden einzelnen Teil, sondern
nur fir die ganze cingeteilte Strecke bekannt (Fig. 326), so kann

man auch nur eine einzige Gleichung aufstellen, in welche die
Summe der nach obiger Weise berechneten Widerstandshoheu der

einzelnen Teile eingefihrt wird; es ist dann

(1 _?) g w W
h-—(‘ 29)+-53F2g

29

A" i) 7. 3 . SR ok

= 29\7, F’+2ﬁxF_ﬁ?}
und danach

Vogh

A Ll o5 ey - ~ o e

Vrr:w—ﬁ‘i““fﬁ
darin bedeutet:

oA R (uy 4 uy) (Fy + Fy)

Ypog = bR
\ T"ﬂ?zﬂ 4F2=F3 ......

f) Stauhphe an Wehren und Briickenpfeilern.

Der Zweck eines Wehres ist, die Wasseroberfliche eines Baches
oder Flusses oberhalb des Wehres zu heben (anzustauen), um ent-
weder fir die FloBerei und die Schiffahrt geniigende Wassertiefe
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zu erbalten, oder aber das angestaute Wasser zur Bewiisserung der
angrenzenden Lindereien und zum Betrieb von Wasserkraftmaschinen
(Wasserrdder, Turbinen) zu benutzen. Es wird zameist ein Teil Q,
des angestauten Wassers mittels eines Betriebskanales abgeleitet,
so daB dann von der ganzen sekundlichen Wassermenge € des
Flusses nur @, = Q — @, fiber das Wehr fliefit.

' Das Wehr ist ein durch die ganze Breite des Flusses reichender
und fiber die FluBsohle sich erhebender dammartiger Einbau. Liegt
dessen Krone tiefer als die Wasseroberfliche unterhalb des Wehres, so
heifit dieses ein Grundwehr, im anderen Falle ein Uberfallwehr.

a) Grondwehr. Am Wehre sei der Durchflulquerschnitt zu
einem Rechtecke von der Breite b zusammengezogen (Fig. 527).
Die Wehrkrone liege um &, unter dem Unterwasser, dessen Tiefe

Fig. 827.

dicht unter dem Wehre ¢ betrage, und A, sei die Hohe des Wehr-
korpers, so daB A, + hy=¢ ist. Das Oberwasser sei durch den
Einbau des Wehres um die Stanhdhe H gehoben. Die Geschwin-
digkeit des ungestauten Wassers betrage w, die des gestauten
Wassers oberhalb des Wehres ¢. — Den Einflul der Zuflugeschwin-
digkeit ¢ auf die DurchfluBmenge beriicksichtigt man dadurch, daf

2
man das Oberwasser um die Geschwindigkeitshohe & = ;— gehoben

denkt. Da die Wehrkrone beiderseitig unter Wasser liegt, so teilt
man die Hohe der Durchfluffoffoung in zwei Teile, nfimlich H
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und k. Fior H betrachtet man den Durchflufl als einen Ausflufl
ins Freie, fiir A, als einen Ausflul unter Wasser.

Dann ist die sekundl. Durchflumenge fiir den oberen Teil
nach GL 7 S. 260:

1) Ql‘.=:§ﬂ|bv.2y{(}f+;'c]'fl—-k'h}‘

und fir den unteren Teil, weil alle Punkte desselben unter der
gemeinsamen Druckhohe H -k stehen:

2) = b V29 (H+F).
Fiir die gesamte Durchflumenge @, = @, + @," gilt also:
) Q= %#;5‘/ 29{ (H + kfs— k" } + uybhy V29 (H + k-

Nimmt man %/su, = 057 und p, = 0,62 an, so wird

Qi (H + k) — k'
4 h = : e o O S Rt
] ' ogebV 2g(H R O VEYE
und demgemifl

Diese Gleichungen sind nur giltig, solange sie fir A4, einen
Wert =0 ergeben. Andernfalls muB8 die Wehrkrone sich fber
das Unterwasser erheben, und man bekommt ein Uberfallwehr.
Zur vorlidufigen Untersuchung, ob das herzustellende Wehr ein
(Girandwehr  oder ‘ein
Uberfallwehr sein muf,
pflegt man h, = ¢, also
h, = 0 anzunehmen und
k zu vernachlissigen;
dann ergibt sich
6) Q= 0516 HV 29 H
als Bedingung fiir ein
Grundwehr bezw, Uber-
fallwehr.

f) Uberfallwehr (Fig. 328). Die Wehrkrone liegt iber dem
Unterwasser, der Wasserabflull erfolgt nur ins Freie. Nennt man

Fig. 328,
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die Strahldicke fiber dem Wehre A, so ist nach GL 1:

7) Q= 5 bV 2g{ (- kye—kn}, also
/=Q| -.l
§) s ;ub‘f2f:+k!| i

und demgemifl
9) hy= H+t—h

Beispiel: For oinen FluB sei w=1m/y  t=2m F=2¢4n' Q==24n',
Mittels eines Wehres soll ein Aufstau um H==0pm herbeigefithrt werden, das

Wehr soll 10m Breite erhalten, auch sollen oberhalb des Wehres 2m* ghga-
lsitet werden, so daB nur 22w {iber das Wehr flicBen.

Die Bedingung wird:
22> 0871005 2g. 05 =808,
d. h. es muB ein Grundwehr erbant werden.
Fiir die Geschwindigkeit ¢ oberhalb des Wehres gilt annihernd :

empit 22 _0m uod damit fir S ek e O0n .
T 405 24 29
Dann wird nach Gl. 4:
M= 22 0.8e'%s _M:‘aﬂ,im.

062-10) 2g-0p8 V 08
Der Weohrkirper muB also hy==¢t — h,==14m Hohe erhilten.
Bei Vernachlissigung von k wilrde sich A, ==0,67m ergeben.
Soll unter sonst gleich bleibenden Verhilltnissen eine Stauhthe H =2n
arreicht wordan, so wird Bedingnng 6:
22 <0p7-10-2) 2g.2=T1p,
d. h. das Wehr wird ein Uberfallwehr, Es ist nun

1-2 22

2+2 24=Ols und k==0,01m,

Gl 8 liefert:

22 1Y
{0 5104 ‘3 Omx'J-I — 0011 =00m,

Die Hohe des Wehrkirpers wird dann hy==2 4 2 — 00==3,1m,
Bei Vernachlissigung von k wiirde sich

22 Ys
h= (0 05710 4. “)! =0,01m eorgeben.

) Stau durch den Einbau von Briickenpfeilern. Werden
in einen FluB von der Breite B und der Tiofe ¢ (Fig. 329),
welcher mit der Geschwindigkeit w die sekundliche Wassermenge Q
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fihrt, Briickenpfeiler eingebaut, welche die Durchflubreite auf
die Grofle b einschrinken, so wird dadurch ein Anstau H ver-
ursacht. Es ist die fir ein Grundwehr abgeleitete Gl 3 zu benutzen,
wenn man die Hohe des Wehrkorpers gleich Null, also hy =0,
hy =t und zugleich Q, = Q setzt.

Dann wird

10) Q= ;j—ulblfzg{(}f+ K — )+ ua btV 29 (H + k),
mit
Tt et Wy
k=97 ‘“BEHIDH
Ist die zulissige Stauhihe H gegeben, so kann man aus obiger
Gleichung die erforderliche lichte Weite & berechnen, wenn man

noch, wegen ibereinstimmender DurchfluBverhaltnisse, u, = uy = u
setzt :

11) b= —— ‘«?2 ——.
uV2g {2 (H 4 by —2pn 4 oV H T B)

Die Auflosung der GL 10
nach H ist umstindlich.
Prof. Dr. Mchmke (Stutt-
gart) hat in der Zeitschrift
Civilingenieur 1889, S, 623,
angegeben, dafl, wenn man

Fig. 329.

Qs ==

BY2g
gL 1 b
adV2g" astby
setzt, die Anniiherungs- @?
gleichung B :
2 V fi—at | l
12) S H+t= .___f,.H 3 5
v ¥

benutzt werden kann.
Fir Pfeiler mit spitzen Vor- und Hinterkopfen kann u = 0,96,
fiir stumpf abgeschnittene Pfeiler x4 = 0,86 angenommen werden.
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Beispiel: Ein FluB fihre bei 2m Wassertiofe und 50m Breite 100w*
in der Sekunde, Auf welches MaB darf die Lichtweite eingeschriinkt werden,
wonn eine Stanhéhe H==002m zuliissig ist?

Es ist dann die Geschwindigkeit oberhalb der Pfeiler

100
== El-l-é-;o—a == 0,“ m gnd k= I'l,mm s
G 11 gibt:
h — ] 5 100‘) = == -’-’.5 m
0,96 4,48 {:‘i 0,071 — = 0,08% + 2]/'0,m}

Berechnot man hiernach Gl 12 mit den HilfsgriBen « und 5, so liefert
die linke Seite 2,018, die rechte Seite 2,016; der Unterschied ist also unbe-
dentend.

Bei gewdlbten Bricken sind vorstehende GL 10, 11 und 12
nur fir Wasserstinde bis zur Kampferhthe anwendbar; bei Ein.
tauchung der Briickengewdlbe ist die Niherungsgleichung

13) Q==u-F-V2g(+h
sinngemiB zu benutzen (s. GL 2, S. 2565 und das Beispiel S. 256).

g) Staukurve und Stauweite.

Will man erfahren, in welcher Weise der Stau oberhalb eines
Wehres allmiéihlich abnimmt, so benutzt man, in Voraussetzung
einer regelmifigen
Form des Wasser- Fig. 830,
laufos, fir die hier
slatttindende ver-
zogerte Bewegung,
den Rechnungsgang
der ungleich-
formigen Bewe-
gung des Wassers,
wie auf S. 327.

Unmittelbar oberbalb des Wehres (Fig. 330) betrigt die Tiefe
t,=t+ H,

welcher ein Querschnitt F,, ein benetzter Umfang u,, eine Ge-
schwindigkeit w, entspricht. Wihlt man weiter aufwirts eine
Tiefe #,, welche etwas kleiner ist als # und bezeichnet die ent-
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sprechenden Querschnittsgrofen mit F, und uy, die Geschwindig-
keit mit e,, so ist:
N it ) i
1) 2 (2y +ﬁl IF 29
oder - ; ) Q?
; @ ( ) (4 + wy) (Fy + Fy) @~
2) 8= Zg 7 1.,2 + bz, 4F 2 Fy? ETh
Ist « die Neigung der Sohle des Wasserlaufes, so muf} auch
3) g=ag, +th—t=az,—(t;—t) sein.
Vereinigt man diese Gleichung mit der vorstehenden und 10st nach
z, auf, so ergibt sich

% LYY TETILES AT

. 8gF*Fy?
als Abstand vom Wehre, in welchem die Wassertiefe #, vorhanden
ist. Hierdurch liegt der Punkt P, der Staukurve fest.

Man wihlt dann wiederam weiter aufwiirts eine etwas kleinere
Wassertiefe ¢, und sucht den zugehdrigen Abstand z, von der
Stelle mit der Wassertiefe ¢, indem man aus Gl 4 eine neue
Gleichung bildet, deren Indizes -durchweg um eine Einheit grofler
gind, und erhilt damit einen Punkt P, der Staukurve. Dieses
Verfahren wiire 8o lange fortzusetzen, bis man an die Staugrenze
mit ¢, = ¢ gelangt. Durch die Verbindung der einzelnen Punkte P
ist die Staukurve bestimmt.

L=g+o+..+2,—, liefert schlieBlich die gesnchte
Stauweite. Da diese theoretisch fir ¢, = ¢ im Unendlichen
liegt (s. S. 887), und es in der praktischen Anwendung nur auf die
Grenze der moch merkbaren Erhebung des Wasserspiegels an-
kommt, so begniigt man sich zumeist mit der Ermittelung der
praktischen Stauweite fir ¢, —¢=1°" bis etwa 3°™ (s. S. 343).

Beispiel: Das Bett eines Wasserlaufes habe einen trapezformigen Quer-
sohnitt nach Fig. 823, 8. 325, mit einem Boschungswinkel ¢ =265° (tg¢
=05, sin ==0,447). Die Neigung der 6m breiten Sohle betrage a==1:5000.
Bei der urspriinglich gleichmiiBigen Bewegung mige die Wassertiofe ¢t ==2m
gowosen sein; dem entspricht F'=—=20m*, wy==149m, r=18m= und mh

8. 816 f=00108, k=427, daher eine Geschwindigkeit 1w =427 ]/ 5—053
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==0,00m/yex und eine Wassermenge Q == 18,8 »"/yex. Durch ein Wehr mdge eine
Stauhthe H==0pm hervorgebracht sein, so daB die Wassertiefe oberhalb des
Wehres 25m betriigt (Fig. 331). Es soll zuniichst berechnet werden, in
welchem Abstand @, die 'Tiefe
24m ist?

Fiir t,==2m wird F,=27psn",
u,=1720m,

Fiir t,==2,4m wird F,=2b02m*,

u,==16,72m,
Fir diese Strecke ist dann
o S ::l - i:=1-“' und f,=00008. Hiernach folgt ans GL 4:
‘ Gttt (___‘ L
YT 19,82 \2b 0t 270
e : o =8b4,7m,
0,000 — 00008 - 38,85 - 53,48 138

8- 0.81-275%. 26,0
Nunmehr kann ermittelt werden, in welchem Abstande x, weiter ober-
halb die Tiefe 2,8m betrigt?

Betzt man ¢,=28m, o wird F,=248m", w,=1629m, r'=£l:{u£!
=16 und 5, = 0,0101,
Gl 4 ergibt X
1382 1 i
O — o | s o 2
) 2 %
e 19,62 (24,ns 25,0 ) = 1001 m,

0,0101 - 33,04 - 50,8 - 13,8*
89,81 - 24,88% 25 92?
In gleicher Weise bestimmt man die weiteren Punkte der Staukurve.

0,0002 —

Gleichung der Stankurve fiir einen rechteckigen Kanal von
groBer Breite und geringer Wassertiefe. Fiir diesen Fall lift

Fig. 832.

sich die Gleichung der Staukurve folgendermaBen entwickeln. Es sei
b die Breite und 7 die Tiefe des ungestauten Wassers, also b-f = Fy,
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ferner annihernd &= o, daher ¢= F,:b auch annibernd gleich
ro = Fy:u, (vergl. S. 311). H bedeute die Stauhdhe am Wehre
bei A (Fig. 332), y die Stanhdhe und w die mittlere Geschwindigkeit
im Abstand z vom Wehre; im weiteren Abstande dz sei die Stau-
hohe y + dy (wobei dy negativ), und die Geschwindigkeit w + dw-
Kommt auf die Strecke dz ein Hohenunterschied dz des Wasser-
spiegels und ein Gefille a-daz der Sohle, so ist nach Gl 1, S. 334:
w? (u + dw)? u w?
dz 5" % -l-ﬂ :
wdu u w’
ot} +B5 0
Ferner ist nach Fig. 332
de=dy + a-dz, also

2
dy + dz( —p ;, :;g) wiw oder
dy + wox

g

1) dg=— g i ¢

=Py F 2g
Aus dieser Gleichung kann dw entfernt werden; es ist

Wes ———— ; QW= — et == dy,

b+ bit+y?  t+y
l
mdl‘
Setzt man dies in GL 1 ein, so entsteht
40?

T gty W
Sy Tu w?
F Jg

Mit wachsendem z nimmt die Wassertiefe ¢ -+ y allmihlich
ab, die Geschwindigkeit w daher allmiihlich zu; somit verkleinern
sich auf der rechten Seite der Gl. 2 mit zunehmendem @ sowobl
der Zihler wie der Nenner. Wird der Nenner zu Null, wihrend
der Zihler noch grofler ist als Null, so geschieht dies fiir

u w?
a=ﬂ 29

" also: wdi = —

2) dg = —
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d. h. fir diejenige Stelle, wo die Bewegung des Wassers eine gleich-

formige ist (s. GL 2, S. 311); dort ist % =0, d. h. die Stau-

kurve hat sich dem ungestauten Wasser wieder angeschmiegt. Ks

bedeutet dies den gewohnlichen Fall, daB der Stau sich nach oben
hin pur allméhlich (ing Unendliche) verliert, weil die Staukurve
ihre konvexe Seite nach unten kehrt (Fig. 333).
Wird aber fiir irgendeine Stelle, in GL 2 der Zidhler zu

Null, wihrend der Nenner noch grofler ist als Null, so wird

d

:?g_ G0,
d. h. es steht an dieser Stelle (B, Fig. 334) der Wasserspiegel
(nahezn) lotrecht und bildet einen Wassersprung oder eine

Fig. 334.
B

\-J

Wasserschwelle. Dieser Fall wurde zuerst von dem Italiener
Bidone 1820, spiiter aber auch von Jul. Weishach (Freiberg in

Keck-Hotopp, Mechanik. 11 4. Aufl, 22
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Sachsen) in Kanilen mit groBem Gefillverhiltnisse beobachtet.
Es verschwindet also der Stau nicht allmihlich, sondern bei B
plotzlich, wenn daselbst
3) w _t+y

~29 2

oder die Geschwindigkeitshohe gleich der halben Wassertiefe, und
gleichzeitig

2> o st

Wegen Gl 3, und weil nnnahemd%=t+y ist, muB a>"1ap

sein, damit ein Wassersprung entstehe; dies bedingt, wenn im Mittel
p=0008 gesetzt wird, «= 0,004
= 1:260, d. h. ein ungewdhnlich Fig. 335.

grofles Gefillverhiltnis, F’F/"’F’"-vs—
Die Hohe des Sprunges lifit . ¢

sich nach Fig. 335 in folgender Weise &> ¢ 7 e

anniihernd berechnen: Es ist %’_‘

vt =1w,¢, ferner

v w?
und daraus
R (7R w,? '} (wn’)’
P S ool vl ol frea LY 0
# §37 L35 T i\ey

Aus dieser Gleichung folgt, in Ubereinstimmung mit GL 3,
daB ein Wassersprung mit #>¢ nur dann entsteht, wenn

Um nun die Form der Staukurve im einzelnen zu erfahren,
muBl man in GL 2 die Verinderlichen w, F' und % durch y aus-
driicken. Beziehen sich ¢, w,, Fy, u, auf das ungestaute, gleich-~
miBig flieBende Wasser, (! + ), w, F und « auf das gestaute

Wasser, so ist w?= w,’ (E——i%ii' ferner nach den cheln' der

gleichmiifigen Bewegung, wenn man wegen der groflen Breite
u = ug="b setzt (gemif S. 336),
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wna_"’-f“n_ﬂbt_a

29 Bw BY P
Sl

= —=——0, gonach mit -t-;=t+y

B

Hiermit wird aus Gl 2

¢t und

— —— == ] ——
F2g t+y°

- (t+yP—2%e
H) —adz=dy. _________..L.
t+y?—>¢

Behufs der Integration ist auf der rechten Seite eine Zerlegung
in Teilbriiche erforderlich, jedoch muf, weil der Zihler nach y
von demselben Grade ist wie der Nenner, durch teilweise Division
erreicht werden, daf der Zihler von geringerem Grade wird. Figt
man im Zihler (—¢#3 - #9) hinzu, so entsteht nach einmaliger Division :

2a
t’(l-——)l
(g_-[-‘;;}_f—_tij oder

‘3
ﬁ) —adm=dy+(1-—~ﬁ—)w————)~cﬁdy.

Weil (¢4 ypP—0=8t'y+ Bty yP=y@'+3ty+ y®) ist, so
kann der letzte Bruch geschrieben werden
‘3 ‘l
CFo =0 y@r 3ty +v)

Die Zerlegung dieser gebrochenen Funktion in Teilbriiche muB, weil die
Gleichung 81 4 8ty 4 y?= 0 imaginiire Wurzeln hat, in der Form geschehon:

RSP LT ORI PR o vl ARy
y@e F3ty+y) vy AP L3ty
Nach Fortschaffang der Nenner wird hieraus
L B—=300A4+3tAy+ Ay*+ Py +Qu.

Soll diese Gleichung fir jeden Wert von y bestehen, so mub zuniichst statt-
finden fiir y==0: *=3¢*4, d. h. A="/s¢t. Ebenso ergibt die erste Abge-

229

—ady= dy{l "
2a
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leitete der Gl 7 nach y: 0=31A4+424y4 2Py 4 Q und fir y=0:
Q=—3td=—1*. Die zweite Abgeleitete 0==2 4 - 2P gibt schlieBlich
=—A=—13t, Hiernach wird

I8 t1 Vsty -+ t*

._.__-—-.__.,_

vBE I3ty y) 3y 308ty + e

Nun kann man Gl 6 schrolben:

oS 20\, fldy' 1 2y46t \
8) ada=dy I—(l ﬁ)!{g?—gwwdy’

Das Differential des letzten Nenners ist aber (3¢ -+ 2y)dy, daher zer-
logen wir den letzten Zithler in 2y 43¢ und 3¢, um zu erhalten:

—ada=dy+(1—27)¢ {188 L1488+ 3ty 44

5 : BB G 30+ 3ty +yF
! .__L_ dy \
23043ty vy

Setzt man zur Integration des letsten Gliedes voriibergehend y==s 4 a, so
wird 82* 4 3ty 4y =36+ 3ts-}-3ta+2* + 2az -+ a*; sollen nun din
Glieder mit dem Faktor s verschwinden, so muB 3¢ 4-2a==0, d.h. a==—1/st;
z==y - %t sein. Dann wird 342 48ty -yt =3¢ — 'ht‘-}-'ht’-}-ﬁ
=%41* -+ s* und
Al ¢ dz ' ! 2s
SRy sy (e )

= ”3.:; d(arc t.g(;?]?.‘y—av +]fr3)) !

Die Integration der Gl 9 ergibt dann mit Benutzung ven Gl. 10:

10)

ax=—y -} (I-H-?:;-)t{-—- —.l_.luy+ —l-—ln(3¢’-l 3ty v
11)

arotg [—— L 3 | Const.
tyr (it i
Vereinigt man in dem Klammerausdrucke die beiden Logarithmen, indem nian
1 1 1 1
_...-..3—- lny;_:—__é_ lny’==+ -E In ‘y—’
gotzt, und fithrt zar Abkiirzung die !ioseichnnng

12) é ( -+ 3—4} 1)+-——arctg(%-§:- V-'l)=f(-%.)

ein (s. die Tabelle aof 8..342), so wird

13) u:=--y+(l-~—2§)t f(-%—)-!—(}onst.
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Weil nun der Abstand = vom Wehr aus gemessen ist, wo y= H, so wird
0=—H-+ (l - —-—)t f( ]—{-Comt

sonach schlieBlich durch Abziehen

0 ae=B—y+ {1=Zr( ) ().

Kommt oberhalb des Wehres kein Wassersprung vor, ist also

a <Y B und daher in GL 14 der Faktor (l-—-%)::- 0, so ergibt

sich fir y= 0, weil nach GL 12 fur- =0 die f( )-=m wird,

die Strecke z=oco; d. h. in diesem memt vorkommenden Falle
erstreckt sich die Wirkung des Staues nach oben hin ins Unendliche:
die Staukurve schmiegt sich nach oben hin dem ungestauten Wasser-
spiegel asymptotisch an. In diesem Falle hat Gl 14 unbeschriinkte
Gilltigkeit fir die Staukurve oberhalb des Wehres, d. h. fir y = H
(der Stauhdhe am Wehre).

Kommt aber wegen «>-!2f ein Wassersprung vor, steigt
also an einer Stelle das Wasser plotzlich von der Tiefe ¢ auf die
groBere Tiefe ¢ an, welche nach GL 4 zu berechnen ist, so gilt
Gl 14 nur von dem Wehr aufwirts bis zum Wassersprunge, dessen
Lage man mittels Gl 14 berechnen kaun, indem man y= ' —1{
setzt.

In dem Grenzfalle o = '/2f8, zwischen den beiden vorstehend

erorterten Fillen, wird in GL 14 der Faktor (1 — ?Ba_:) = (),

daher einfach
15) ag = H—y;

die Staulinie wird cine wage-
rechte Gerade BC (Fig. 336),
und geht in den ungestauten
Wasserspiegel nicht durch
allmihliche  Anschmiegung,
sondern mittels eines (ein
wenig abgerundeten) Knickes bei B iiber.
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Die Griéflen f(%). welche in die Gl 14 einzusetzen sind.
konnen aus folgender Tabelle entnommen werden:

Tabelle zur Berechnung der Staukurven.*)

y (Y y Yy
. ! ('ir) t f ("{)
0 o s 1,3866
0,01 2,3261 a 1,8267
0,02 2,0083 s 1,2539
0,03 1,9664 1a 1,1616
0,04 1,8738 /s 1,1060
005 | 1,8026 1 1,0887
0,06 1,7451 1,6 0,9890
0,07 1,6070 2 0,9632
0,08 1,6656 2,6 0,9482
0,00 1,6196 3 0,9884
0,10 1,68756 3,6 0,9817
0,13 1,b092 4 0,9270
s 1,4588 oo 0,9080

Die Berechnung der Tabellenwerte mige heispielsweise fir

4‘:— = % gezeigt werden.

Hierfiir ist nach GL 12:

f(-:—) —In('% 16484+ 1)+ lf_ mtg(V

!

6 P

Der Tangente 2,027 entspricht ecin Winkel von 63°43', ein Bogen

== 1,011198. Daher wird, weil log 61 = 1,785880 ist: :
£(8/a) == 0,085 1457 - 0,577 85 - 1,111 198 == 1,8967 ,

Beispiel 1: Die Breite eines nahezu rechtwinkligen Wasserlanfes sei

b=100m, die Tiefe des ungestauten Wassers t==2m k6 die Stauhthe am
Welire H==05m, das Gefillverhilltnis «==0,0002. Die mittlere Tiefe oberhalb

+|f1)

- 2802585 - log 61 < 0,557 35 are tg 2,0007,

*) Eine anderweite Tabelle zur bequemen Berechnung der Stauweiten
verbffentlicht Danckwerts in der Zeitschrift fiir Architektur und Ingenieur-
wesen Jahrgang 1003 8. 257.

2
-
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des Wehres betrigt (2 4 2,5) - 0,5 ==2,25m  daher ist im Mittel r ==226: 1046
=215m, das gibt rund #= 0,009 (vergl, 8. 315).

sl .H) Y, Y
is ist v e i f(-—— == 19207,
Ferner wird 1 — 2--? 1— &mﬂ=ﬂ.ﬂhf-u.
g 0,009
Setzt man nun y, =04m=02¢=1/st, so ergibt sich nach vorstehender

Tabelle f(0,2) = 13866, mithin nach GL 14:
== 5000 {0,5 — 0,4 +- 20,8556 (18806 — 1 8267) ) = 1072 m,

Da die Tabelle zwischen -'t-=u und v-‘-=(!,s:. 13 Werte enthiilt, so kano

man aus ihr 13 Puukte, also auBer dem soeben berechneten (z,, y,) noch 12,
leicht ableiten.

Bemerkung. Geringe Stauhthen, die nicht groBer sind, als die ge-
wohnlichen kleinen welligen Unebenheiten der Wasseroberfliiche, pflegt man
zumeist unbeachtet zu lassen, so daB sich dann statt der ideellen Stauweite
=oo eine endliche, etwa dem Werte y,==0,01¢ entsprechende, begrenzte
Stauweite z, ergibt (s. 8, 334).

Fiir vorstehendes Beispiel ergibt sich mit yn-llm 2==0,02m:

= 5000 {U,b — 0,02 - 1,0112 (2 8201 — 1,52«?}} =11950m,

Zwischen y, ==0,4 und y,==0,02m sollen hier nur noch y, == 0gm=0,1¢

und y,==00=005¢ berechnet werden. Daun ist
2, == 5000 {0,5 — 0,2 + 1,012 (1,587 — 1,8267) } = 3902w,
@, == 5000 {0,5 — 0,1 + 1,0112 (1,026 — 1,267) } == 6547 m.

Diese Stankurve ist in Fig. 333, 8. 337 gezeichnet; die Lingen sind in
1:200000, die Hohen in 1:100 dargestellt.

Beispiel 2: Ein gemauerter rechtockiger Kanal von b == 0,82 ™ Breite
habe eine Sohlenneizung a==0023. Es bewege sich darin Wasser gleich-
formig mit einer Wassertiefe ¢ ==0,064™ und einer sekundlichon Wassermenge
Q==0,08511m"; dann ist mit F'== 0,825 - 0,064 = 0,0208 '

w, == 0,0851 : 0,0208 == 1,688 m
w0, 2
I)F
d. h. bedeutend groBer als die halbe Wassertiefe; mithin ist als Folge einer
welter unten bewirkten Anfstauung ein Wassersprung zu erwarten. Fiir dessen
Hihe liefert GL 4:
t = 0,008 + V0,145 - 0,064 4 0,078* == 0,194,

In Wirklichkeit war nach der Messung Bidones, der an diesem Kanale

Versuche anstellte, t' = 0,189, was also gut tibereinstimmt.

Es werde fir die weitere Rechnung ' = 0,19, also die Stauhthe dort zu
Yo == 0,19 — 0,064 = 0,126 m angenommen.

=045m
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Die groBte Stauhbhe wurde zu H==0216™ gemessen. Dann kann man
die Entfernung a, des Sprunges von dem Orte der griBten Stauhihe nach
Gl. 14 berochnen. Es ist (gemiB 8. 339)

2a w' 016-2

i 126
et == 3 475 2 = et = rund 2
i 064

f (é:—) ==[(8,a5) wird durch Interpolation aus der Tabelle 8. 342 erhalten zu

0,001, mithin
0,028 &, == 0,216 — 0,126 — 3.5 - 0,064 (09682 — 0,0884)

und @, ==3,6m, withrend Bidones Messung etwa @, ==3,5m argab.

Fiir ";' =3 oder y, =092 wird
0,088 - , = 0,216 — 0,102 — 0 224 (0,9334 — 0,0884)
mit @, =1m,

Fiir y:::?,s oder w,==0,16 wird

0,028 2, == 0,216 — 0,16 — 0,224 (00482 — 0,0384)
mit x,=23m,
Dieser Wamrspruug ist in Fig. 334, 8. 337 gezeichnet; die Lingen sind
in 1:100, die Hohen in 1:20 dargestellt.

4. Druck strémenden Wassers gegen feste Kirper;
Widerstand des Wassers gegen bewegte Korper.

Bei scheinbarer (relativer) Ruhe des Wassers gegen einen in
dasselbe eingetauchten festen Korper heben sich die wagerechten
Seitenkriifte des Wasserdrucks
gegen den Korper auf.
Stromt aber das Wasser mit
einer  Geschwindigkeit w
gegen den ruhenden Korper
‘(Fig. 337), so werden die
einzelnen, ohne  Anwesen- A
heit des Korpers parallel — — -~

Fig. 337,

verlaufenden Stromfiden ge- poral GRS - @ E)
zwungen, den Korper zu um- e . O}

flieflen, sich in gekriimmten - o e e
Bahnen zu bewegen, wozu
Krifte erforderlich sind. Das Wasser staut sich an der Vorderseite um
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hy anf, wihrend an der Rickseite eine Vertiefung h, entsteht; es er-
folgt daher auf der Vorderseite eine Vergroferung, auf der Riickseite
eine Verminderung des Druckes gegeniiber dem Ruhezustande um
P, bezw. P,. Die Gesamtwirkung der Stromung besteht daher
in einer Kraft D im Sinne der Geschwindigkeit w, und zwar ist

1) D=P,4 P,.

Der Verlauf der Stromfiden ist theoretisch nicht festzustellen.
In Anlehnung aber an die Formel fir den Druck eines Wasser-
strahls gegen einen festen Korper (S. 288) kann man setzen:

PGy Par: P= P,
wenn » die Dichte der Fliissigkeit, F den groBiten Querschnitt des
eingetauchten Teiles des festen Korpers, rechtwinklig zur Geschwin-
digkeit w gemessen, und § eine von der Form des Korpers abhingige
Ziffer bedeuten. Fir ein Prisma mit ebenen, rechtwinklig zu w
stehenden Endfliichen kann mit einiger :
Wahrscheinlichkeit &, = 1 gesetzt, Fig. 833,

d. h. angenommen werden, dafl die T
Druckvermehrung P, an der Vorder- e~ “\
seite einer Druckhihe R
iy w? . -
1= 33 v ;
entspricht, wihrend &, von der Linge/ \/
des Prismas, in der Stromrichtung . — _ S SR

gemessen, abhiingig ist.

Bei einer diinnen Platte (Fig. 338) ist die Druckverminderung
an der Rickseite am stirksten; man setze etwa fiir

_.._I_
V‘

Die Gesamtmrkung der Strbmung auf einen pnsmatlschan
Korper kann also geschrieben werden:

=003 1 2 3 6

2) D=Ly FE‘E
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mit (== + §: es ist dann fir
1 : o g s
7o 0B i 2 A (]
S=18 146 195 1388 1.84.

Der Widerstand rubenden Wassers gegen prismatische, mit
der Geschwindigkeit w in der Richtung der Prismenachse bewegte
Korper ist ebenfalls nach den Gl 1—3 zu beurteilen. Es wiiren
dafiir sogar die gleichen Ziffern zu erwarten; aus noch unbekannten
Griinden ist aber die Ziffer &, kleiner, wiihrend &, ebenfalls = 1
gesotzt werden kann. KEs ist fir

l

=008 1 8 6
VF
SH=043 047 0410 0,10
S=148 137 130 1,10,

Hat die vom Wasser getroffene Platte (Fig. 339) selbst eine
Geschwindigkeit ¢, so kommt fir den Druck N gegen die Platte,
der bei Vernachlissigung
von Reibung und Adhision
nur rechtwinklig zur Platte
sein kann, die -scheinbare
(relative) Geschwindigkeit u —— A
des Wassers gegen die
Platte in Frage. Bildet
diese mit der Platte den
Winkel &, so hat die Seitengeschwindigkeit wcose des Wassers
parallel zur Platte
keinen Einfluf}; es
wird der Druck N
“nur durch die

Seitengeschwin-
digkeit usine
rechtwinklig  zur

Platte bedingt.
Ist wiederum F' die Grofe der Platte, so wird auf Grund der GI1. 2:
I
3) Ny B —go—

Ist ein prismatischer Korper (Fig. 340) vorn und hinten durch

je einen Keil mit lotrechten Seitenebenen und den halben Keil-

Fig. 339.

Fig. 340.
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winkeln & bezw. & zugeschiirft, so wird, weil die eine Fliche des
Vorderkeils die Grafle :

hat, der Normaldruck gegen diese

2sin g,
PR
/] = P ¥ i st ST T S5,
Nw=5t? Ising, 29

Diese Kraft kann man zerlegen in eine Querkraft H, die durch die
entgegengesetzte, von der anderen Keilflidche herrithrende, aufgehoben
wird, und in eine Lingskraft

4
Nsing, = §, ;'% g—f}sin’s, == 1ae P .

Weil die zweite Fliche des Vorderkeils eine ebenso grofle, gleich-
gerichtete Kraft liefert und beide zusammen die Druckvergrif:-
rung P, an der Vorderseite (infolge der Stromung) bilden, ist

4) P, = §|}’F¥—.{;sin'-’e, x

Gegeniiber Gl. 2 wird also durch den Faktor sin“e, die Ver-
minderung der Kraft P, durch die Zuschirfung der Vorder-
seite ausgedriickt.

Die Zuschirfung der Riickseite hat einen fhnlich verkleinernden
Binfluf auf die Kraft P,, so dafl man

H) P, = ga}’F% 8in“&, ,
mithin den Gesamtdruck des bewegten Wassers gegen den Korper

\2
6) D = (§ysin?&; + &, sin?&,) p F' gFg

setzen kann.
Fﬂr E‘ — 6‘2 = 460 “'ird I Ii-

1 2 w?
D=l +arF 5 =5 8rF g,

also bei —!'.—--—-6, mit = 11:

VF
— w.:
D= 0p5pF 3
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Wiirde unter sonst gleichen Umstinden & = 90°, der Korper alse
hinten nicht zugeschirft sein, so erhielte man
= (U,5+0,1)7F$-- = 067 F.zg
wihrend & = 90°, &, = 45° d. h. Zuschirfung nur am hin-
teren Ende,
o W w?
D=(1+ 0.055};»!«‘;2—9 = 1.065;»}."-29
liefern wiirde.

Sind Vorder- und Hinterfliche des Korpers gekriimmt, so
wendet man die vorstehenden Rechnungen auf ein als eben
betrachtetes Flichenteilchen an und findet den Gesamtdruck D
durch Integration,

Ist die Vorderfliche eine Ayllnderflache vom Halbmesser
r und der Hohe A, so wird (Fig. 341) fir ein Flichenteilchen
dF =ds-h derselben, welches mit w
den Winkel ¢ bildet und die Mittel- Fig. 341.
punktskoordinaten z und y hat:
7 AN = Gpap iy
29

oder, wenn man zur Abkiirzung
2

& y% =P, setzt:
dN = p,dFsin*d .
Die Seitenkraft in der Richtung von w
wird danon:
) d Py = p, d Fsin39
wihrend die andere Seitenkraft ¢ H ohne Bedeutung ist. Weil nun-

dF = h-ds, sind = f = gg und z? = r?—y? ist, so wird
s

AP, ok Z A d—ina
: 1 =P ;;dy=P;;,?(f—9) Y-

Fiir die halbzylindrische Vorderfiiche hat man y zwischen den
(irenzen y = ~r und y = + r oder doppelt von y =0 bis y = r
zu nehmen, mithin

ho(r b2
P,=2D,;‘;S(r’—- Yy =2p 7557
0



4. Druck strémonden Wassers gegen feste Korper. 349

Da nun die Querschnittsfliche des Korpers F = 2rh ist, so wird

S w?
9) Pi*’/iP;FE'}g‘hn'J"F"ﬁ'
d. h. es wird infolge der halbzylindrischen Abrundung der
Uberdruck P, gegeniiber dem auf eine ebene Flﬁcha. F (GL 2
auf ¥/s vorkleinert. — Fiir einen Vollzylinder (Fig. 342) ist dann au

der Riickseite ebenso der Minderdruck
9 Fig 342.
Py = g P F, wenn

]

Py = CZ_,y—t{'- hedentet,
29
daher der gesamte Druck

9 2
lﬁ) I’ . -‘.yp'.!u_ :

Ist die Vorderfliche des Korpers eine Halbkugelflich ¢

so wird, wie fir den Zylinder (GL 9)
d P, = p, d Fsin*.
Da nun & fiir alle Teile der Kugelzone @@, (Fig. 343) deu
gleichen Weort hat, so kann als d I sogleich die ganze Zone
dF = 2xyds = 2rndx

(wegen ds=r-dz:y) eingefihrt werden. Fig. 343.
Dann wird mit

’ X
gind = = ;
.

d Py = p,é}g—zﬁdz.

Dies gibt, far die Halbkugel zwischen
den Grenzen z = O und z = » integriert:

K

I)I = pl. ’.? stdx

11) ] g
E?}Pﬂ’“:‘gplpo

d. h. die halbkugelfsrmige Abrundung vermindert den Uber-
druck P, gegeniiber dem fiir eine ebene Fliche auf die Hilfte,
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Fiir eine Kugel ist dann an der Riickseite ebenso P, =1/3p, P,
daher der gesamte Druck

12) D—“DF-——-C F

Soll die Kraft D die Kugel in ruhendem Wasser mit der
Geschwindigkeit w gleichmilig bewegen, so wire (wenn man die fir
Prismen gefundenen Zahlen auch hier anwendet) nach 8. 346, mit

iR
VF V=
= 1,16 zu withlen. Hiermit wiirde dann

= 1,128,

D = IJ.:B}’F

withrend Versuche im Mittel die Ziffer 0, 54 statt 0,68 ergeben haben.

5. AusfluB der Gase aus GefdBen bei geringem

Uberdruck. s

Innerhalb eines groflen Gefifles (Fig. 344) befinde sich ein

Gas unter dem Drucke p, und der absoluten Temperatur 7); daon

ist dessen Dichte y, bezw. dessefi Einheitsraum ¢, (Gl 1, S. 219)
auf Grund der Zustandsgleichung

(Gl 6, 8. 227) bestimmt: Fig. 344.

l " % T R
“ A R = L
AuBerhalb des Geﬁlﬂes herrsche der |7 =gl
Druck p. Dann kann man, falls p,:p ]
nicht viel groBer als 1 ist, annehmen,

daB das aus einer kleinen Offnung F
stromende Gas beim Ausstromen den Druck p annimmt. Mit
dieser Druckverminderung ist nicht allein eine Verminderung der
Dichte, sondern auch eine Verminderung der Temperatur verbunden.
Bei nur geringem Unterschiede der Driicke p, und p mdge aber
die Dichteverminderung einstweilen unberiicksichtigt bleiben, also
angenommen werden, dafl das Gas mit der Dichte y, auch zum
Ausflusse gelange.

Unter dieser Annahme verschwindet der wesentliche Unter-
schied zwischen Gasen und tropfbar-fliissigen Korpern, und es kann
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nun wie fiir den Ausflul des Wassers auch fir den Ausfluf} der
Gase die Gl. 6, S. 251 angewandt werden, welche wegen der Klein-
heit der Offnung F lautet:

o= 2(h+222).

Der Druck p, nimmt wohl im Gefifle von oben nach unten
etwas zu, jedoch sehr unbedeutend. Bezeichuet man mit p, den
Druck des Gases in der Hohe der Ausfluéfinung, so ist in obiger
Gleichung % =0 zu setzen, die nicht unmittelbar zu messende
Dichte »; nach Gl 1 einzufiihren, und ehenso wie beim Ausflusse
von Wasser eine Geschwindigkeitsziffer @ hinzuzufigen, welche nach
Grashof (Theoretische Maschinenlehre, 1. Band, 8. 585) auf Grund

Weisbachscher Versuche zu etwa

2) @ =098
angenommen werden kann. Hiernach wird
p
3 / 20RT, —|.
) o= | 20 (1 Pl)

Bei der Berechnung der sekundlichen Ausflufimenge ist noch
w berficksichtigen, daB beim Ausflusse von Gasen, aus denselben
Griinden wie bei Wasser, im allgemeinen eine Einschnfirung vor-
kommt, daB der Strahlquerschnitt also = a F' zu setzen ist.

Bei kreisformiger Offnung in dinner Wand kann

2 == (,65,
mithin die AusfluBBziffer
o= a-p= 064
gesetzt werden.
Bei Gasen pflegt man die sekundliche AusfluBmenge in Kilo-
grammen auszudrficken, weil bei der Angabe nach Kubikmetern

stets noch die Dichte anflerdem anzugeben wire, um die Ausﬂuﬁ-
menge bestimmt zu kennzeichnen.

Die sekundlich ausflieBende Gewichtsmenge ist dann
G=ypa - F-w oder
4 i ( __31)
) RTI;!FV29RT, 1 Nk
Diese Gleichung gilt aber nur fir sehr geringen Uberdruck.
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Beispiel: Der AnBendruck p betrage 1st, entsprechend einer Queck-
silbergiiule von 735 mm (s, 8, 233). In einem GefiiBe befinde sich Luft von
t,=10% C, oder 7,==283° und einem Drucke p, =765 mm Quecksilbersiule.
In der GefiBwand befinde sich ein rundes Loch von 1em®-=— 00001 m* GriBe.
Es sollen die sekundliche Geschwindigkeit und Gewichtsmenge der aus-
stromenden Luft berechnet werden. Mit R==29% (s, 8. 227) und ¢ =09
wird nach Gl 3:

736

10 == 0,08 ]/29 . 29,27 283 (1 b W) =78 m/,.
Mit 10000 790 1.0

7" 99,97. 988 786
und 2= 0,85 ergibt sich nach Gl 4:
G = 12565 - 0,85 - 0,0001 - 78 = 0,00687 kg /4 .

6. Spezifische Wiarme; Zustandsdnderungen der Gase.

Die Tewperatur eines Korpers, also auch eines Gases, kann

man erhohen, indem man dem Korper, etwa mittels einer Heizung,

Wirme zufihrt. Die Menge der Wirme wird nach Wiirmeeinheiten
gemessen. — Unter einer Wiirmeeinheit (WE) versteht man in
der Technik diejenige Wirmemenge, welche ndtig ist, um 1%

Wasser unter 1°* Druck von 0° C. auf 1° C. zu erwiirmen. Die '

nach Wirmeeinheiten gemessene Wiirmemenge wird mit ¢ (Quantom)
bhezeichnet.

Die Anzahl der Wiirmeeinheiten, welche 1* irgendeines Stoffes
erfordert, um dessen Temperatur um 1° C. zu erhohén, heiflt die
spezifische Wiirme oder die Wiirmekapazitiit dieses Stoffes.

Die spezifische Wiirme eines Gases zeigt sich verschieden,
je nachdem das Gas bei der Wirmezuftihrung .

1. in einem Gefifle von unverinderlichem Raunminhalte v fost-
gehalten wird, oder aber / '

2. sich unter einem unveriinderlichen Drucke p (etwa dem
eines belasteten, reibungslosen Kolbens) auszudehnen vermag.

Die spezifische Wiarme fiir unveriinderliches spezifisches Volumen v,
also auch fiir unverinderliche Dichte p = 1:v (s. 8. 219), werde
mit ¢, diejenige fir unverinderlichen Druck p mit ¢, bezeichnet.
Beide sind fiir ein bestimmtes Gas feste Werte, unabhiingig von
der Temperatur,
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Die durch Versuche ermittelten Grofen ¢ und ¢, haben ergeben,
daf fir ein bestimmtes Gas stets c<<¢, ist. So ist z B. fr
atmosphiirische Luft ¢ = 0,1684; ¢, = 0,2375. — Man erklirt diese
Erscheinung daraus, daf8 bei der Temperaturerhthung unter gleich-
zeitiger Ausdehnung des Gases, etwa durch Verschiebung eines das
Gas abschlieBenden Kolbens, von dem Gase auf diesen Kolben eine
mechanische Arbeit iibertragen wird, daf also diese Ausdehnungs-
arbeit einen Teil der zugefilrten Wirmemenge erfordert, wihrend
der noch verbleibende Rest der zugefiihrten Wirmemenge zur Er-
hohung der Temperatur, d. h. zur Vermehrung des inneren Arbeits-
vermogens des Gases verwendet wird.

Befindet sich 1% (ias in einem Zylinder (Fig. 345) vom Quer-
schnitt F und fillt es in diesem eine Hohe z aus, so ist sein
Rauminhalt

p=F.g.
] . Fig. 345.
Das Gas fibt auf den Kolben eine Kraft
p - F aus. Bei einer Verschiebung des Kolbens e | -
um dz nach oben dbertrigt das Gas an den —
Kolben eine Arbeit - r |!
. ¥
dN=p - F-dz, i
oder mit F-dz = dv, AT )
1) dN=p-dv.

Dies ist die Ausdehnungsarbeit bei einer unendlich kleinen Ver-
groferung des spezifischen Volumens. Zwischen dieser Arbeit und
der auf sie verwendeten Wirmemenge d @ besteht nach den Lehren
der Physik ein festes Verhilltnis. Uberhaupt sind Wirme und
Arbeit gleichwertig. Mag Wirme @Q in Arbeit % umgewandelt
werden, wie bei der Dampfmaschine, der Heifiluft- und Gaskraft
maschine, oder mag #uBleres Arbeitsvermigen W in Wirme @
iibergehen, wie bei der Reibung oder beim Stofle (siche 1. Teil,
4. Aufl, S. 314 und S. 144), — immer bhesteht zwischen beiden
das feste Verhiltnis:
3) Q=4

Der TFestwert A heiBt der Warmewert der Arbeits-"
einheit, und bezeichnet die Anzahl der Wilrmeeinheiten, die durch
1 %% grzeugt werden konnen; — der reziproke Wert 1: 4 heiBt der

Keek-Hotopp, Mechanik. TL 4 Aufl. 23
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Arbeitswert der Wiarmeeinheit, und bezeichnet die Anzahl
der Meterkilogramme, die mit 1%* gleichwertig sind.

Messungen der verschiedensten Art haben ergeben:

{ we 1 :
L o g m
i oder 4_424 X

Der Wirmezustand oder innere Zustand eines Teilchens eines
Korpers, insbesondere eines Gases, ist bedingt durch seine Tempe-
ratur ¢, seinen Druck p und sein spezifisches Volumen v, von denen
aber zwei die dritte bestimmen, weil zwischen ihnen eine feste
Beziehung, die Zustandsgleichung ¢= f(p, v) besteht, welche
fir Gase mit 7'= 273 + ¢, nach S. 227 die einfache Form hat:

3) 4=

S W
4) T= B
R ist fir jedes Gas ein besonderer Festwert, ausgedriickt durch:
o Tt ST
R= T = 7

Wenn man verschiedene Gase auf gleiche Temperatur, z. B. den
Gefrierpunkt des Wassers #,= 0 oder 7, = 273°, und auf gleichen
Druck, z B. den Atmosphirendruck p, = 760™ Quecksilbersiule
bringt, so ist R verhiltnisgleich mit den diesem Zustande ent-
sprechenden spezifischen Volumen v,, oder umgekehrt verhiltnis-
gleich mit den entsprechenden Dichten p, der verschiedenen Gase.
Da unter dieser Voraussetzung fir trockene atmosphiirische Luft
(nach 8. 227) y,= 12082 und R = 29,27 ist, so ergibt sich fiir
Wasserstoff mit », = 0,089057 dessen Festwert zu:
29,27-1,2032
0,08957
Nach dem Vorstehenden, besonders nach Gl 4, bestimmen p
und o schon vollstindig den Warmezustand eines Gasteilchens.

Es soll nun die Wirmemenge berechnet werden, die man einem
Kilogramm Gas von iiberall gleichem Wirmezustande zufithren muf,
damit das Gas eine unendlich kleine Zustandsinderung erfahre. In
* Gl 4 erscheint 7' als Funktion der zwei Verdinderlichen p und v;
die teilweisen Differentiale sind somit
' or KX

5) ¥

Rie = 4226.

af e
dp und —a;dv—ﬁdo.
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Bei gleichzeitiger Anderung von p und v ist dann das vollstindige
Differential von 7'
v m_ _‘l}_ ’g
6) arT R dp + R dv.

In Fig. 846 ist eine unendlich kleine totale Zustandsinderung
angedeutet, welche durch Zufihrung der Warmemenge d@Q bewirkt

Fig. 846. Fig. 347,
prip prdp i
virdv v

laa,
aa laa,

vedv
wird. Diese kann in zwei aufeinanderfolgende partielle Anderungen
(Fig. 347) zerlegt werden. Die erste Anderung bei gleichbleibendem
Volumen v erfordere die Wirmemenge d @,; bei dieser indert sich 7'
nur partiell nach p um

a2

%-f; dp = -;g dp;
hierbei kommt die spezifische Wirme ¢ in Frage, und es ist nach
der Bedeutung von ¢ (S. 352)
dQ,=c%%dp=c%dp.

Die zweite Anderung bei dem nun gleichbleibenden Druck
p + dp erfordere die Wirmemenge d@,; fir diese gilt mit der
spezifischen Wirme ¢, , unter Vernachlissigung der unendlich kleinen
Grofle zweiter Ordnung,

dQy= c,%-f—dv=cl—%dv.
Die ganze erforderliche Warmemenge ist dann :
7) dQ=dQ1+dQ,=c%dp+c,-%dv.

Nach Gl 6 ist -;? dp=d T—-% dv, also kann man auch schreiben :

8) aq=c-ar+{e,—c)%au.

23



366 Zweite Abteilung. B. Bewegung fliissiger Korper.

Hierin bedeutet ¢-d 7 diejenige Wirmemenge, welche zur Er-
hohung der Temperatur verwendet wird, wihrend (e, --c):Rp- dv
diejenige  Wiirmemenge bezeichnet, die zur Ausdehnungsarbeit

dA = pdv ndtig ist. Daher ergibt sich c'—;—c als diejenige

Grifle 4 (Gl 2, S. 363), mit der die Arbeit d9 zu multiplizieren
ist, um die entsprechende, d. h. gleichwertige Wirmemenge dQ
zu liefern; also ist .

G ~—¢
9 = -1
) A

Fir jedes Gas steht ¢, und ¢ in einem bestimmten Verhiltnis
(s. S. 348), das man mit n bezeichnet, also wird mit

10) N,

c
Lot

Fiir Luft ist » = 1,405, fiir Sauerstofl n = 1,40, fiir Stickstoff, Wasser-

stofl’ und Kohlenoxyd » = 1,405, d. h. fiir diejenigen Gase, die unter

gewdhnlichen Umstinden weit von dem Flussigkeitszustande entfernt

sind, kann man ziemlich fibereinstimmend n = 1,41 (= 2) setzen.
Da fiir Luft (S. 363) ¢, = 0,287 und ¢ = 0,1684 ist, folgt mit

n =141 und R = 29,27 aus Gl 11:

_ 01684041
A= —29‘57— = rund

11) A=

1 e b
294 Miein Gl 3.
Nun kann Gl 8 auch geschrieben werden:
12) dQ=c-dlT+ A-p-dv=c-dT + A-d¥.

Hat ein Gas zu Anfang den Druck p,, den Einheitsraum v, ,
die absolute Temperatur 77 und gehen diese Werte auf irgend-
eine Weise fiber in p,, v, und 7%, so ist dazu eine Wirmezufiihrung

18)  Q=c(Ty—T)+ A\ pdv=c(Ty—T)) + 4.
erforderlich. Sind die Temperaturen zu Anfang und zu Ende gleich

(Ty=T,), so entspricht die zuzufiihrende Wirme genau der ge-
leisteten Ausdehnungsarbeit, d. h. man erhilt in diesem Falle
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@ = A-U in Wirmeeinheiten, indem man die in Meterkilogrammen
ausgedriickte Arbeit A durch 424 teilt. ,

‘ Die wihrend einer Zustandsinderung, d. h. einer Anderung der
Groflen p und v, von dem Gase geleistete Ausdehnungsarbeit A
und die zuzufithrende Wirmemenge @ hingen aber nicht nur von
den Anfangs- und Endwerten der Groflen p und » ab, sondern
werden noch im besonderen durch die

Art bedingt, in welcher die gleichzeitige i) Dy
Anderung von p und v vor sich geht, [

denn U = [pdv hat nur dann einen be- R
stimmten Wert, wenn p als Funktion c
von v bekannt ist.

Ist eine Gleichung zwischen p und v B P
gegeben, 8o ist dadurch p aufl » und 4L % v
somit, nach der Zustandsgleichung (GL 4), ,(----‘-7"-»----:3

auch 7' auf v zuriickgefithrt. Trigt man

(Fig. 348) v als Abszisse, p als Ordinate auf, so erhilt man als
Darstellung der Zustandsinderung die sog. Zustandskurve BC.
Die Arbeit 9 = [pdv wird dann gemessen durch die Fliche
BCDE der Zustandskurve.

Zustandséinderung bei gleichbleibender Temperatur (isother-
mische Zustandsiinderung). Wird der Vorgang so geregelt, daB
bei verinderlichem v die Temperatur 7' unveriindert == T bleibt,

s0 wird, weil anfinglich 7= % , AN

war und spiter 7' =‘-’;—; ist, P

14) p-v=p v, oder §=%' X
1

iibereinstimmend mit dem Boyle- by
Mariotteschen Satze (GL 2, S. 219), 5
der ja fir gleichbleibende Temperatur p
gilt. — Dies ist die Gleichung einer g (5 14
gleichseitigen Hyperbel, bezogen auf die sevin, Ry
Asymptoten; ihre Darstellung in Fig. 349

heiBit die isothermische Zustandskurve. Jedem Punkte p,,
v, der Ebene A PV entspricht ein bestimmter Wert p, v, = R7,.
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Fiir verschiedene Werte von 7', erhiilt man verschiedene
Zustandskurven. Denkt man sich die allgemeine Zustandsgleichung
prv= RT mit den 3 verinderlichen Koordinaten p, v und 7 so
dargestellt, dal die 7' lotrecht zur wagerechten Kbene der
pv(A PV) aufgetragen werden, so erhilt man die fiir jedes be-
stimmte Gas durch den Festwert R bestimmte Zustandsfliche.
Schneidet man diese Zustandsfliche durch wagerechte Ebenen in
den Hohen 7, 75, 7,..., so ergeben sich als Schnittlinien die
diesen Temperaturen entsprechenden isothermischen Zustands-
kurven. (Fig. 349.)

Die Ausdehnungsarbeit fiir 1*¢ eines Gases vom Rauminhalte
v, auf den Rauminhalt v, ist

9 :5 0o,

oder mit p = pl—v-t-’l

15) A=p 'U:S"?E =pvln (':%) '

n

wofiir man auch schreiben kann
b Y\ _ o Py
16)  A=pwv, In(vl)-—RT, ln(vl) plvlln(pa).

Diese Zustandsiinderung mit gleichbleibendem 7'= 7', wird
nur dann erfolgen, wenn fiir jede unendlich kleine Ausdehnung
dv dem Gase nur die der Arbeit d% = pdv entsprechende Wiirme-
menge d@ = A-d zugefithrt wird (nach Gl 12 mit d7 = 0).
Da d% = p-dv durch den schraffierten Flichenstreifen in Fig. 349
dargestellt erscheint, so ist ersichtlich, dafl bei gleichmiiBiger
Anderung von v die Wirmezufithrung zu Anfang stirker sein muf}
als spiiter.

Bei einer Zusammendrickung von v, auf », muf die
Arbeit U als Verdichtungsarbeit von auflen auf das Gas fibertragen
werden; in diesem Falle ist die Arbeit 2, welche der Gasdruck
auf den Kolben tbertrigt, und somit auch Q, negativ, d. h. es
muB dem Gase die Wirmemenge Q entzogen werden (etwa durch
Kiihlwasser).



6. Zustandsiinderung der Gase. 369

Beispiel: Ein Kilogramm Luft habe die Temperatur ¢,==10° oder
T,==283°, den Druck p,= 50000 kg/m+="53¢, also den Rauminhalt v, =R T\: p,
=0,16867m*, Bei der Ausdehnung auf v,=Dbv,, wobei unter Gleicherhaltung
der Temperatur T, == 17} der Druck auf p,=1/sp, abnimmt, wird nach GL 16
von dem Gase die Arbeit

9 == 50000 - 0,16567 In (5) — 13 328 mkg
geloistet, d, h. eigentlich nur @ibertragen, denn geliefort wird die Arbeit aus
der pach Gl, 2 zuznfihrenden Wiirmemenge
13323
O="pi

PreBt man das Gas wieder zusammen und entzieht fortwithrend soviel
Wiirme, daB die Temperatur stets ¢==10° verbleibt, so muf man die Arbeit
2 == 13823 mkg aufwenden, die aber in Form von Wiirme mit @Q=314WE
an das etwaige Kilhlwasser fibergeht

Zustandsiinderung bei gleichbleibendem Druck. Bei gleich-
bleibendem p = p, wird die Zustandskurve eine der v-Achse
parallele Gerade (Fig. 350), daher

=31, WE,

17) U=p, (v,—v)=R(Ty—1)). Fig. 860,
Die Temperaturinderung folgt der o
Gleichung
IRJ —2-1- = _1)_ g
TEw e

(Satz von Gay-Lussac, S. 226).
Somit wird nach Gl 13 die zuzufihrende Wirmemenge

Q=c(h—T)+ AR (Ty—1T\)=(T,— T, (c + AR),
oder wegen A = c—’—; (GL. 9):

19) Q=10 (1,—1),
und mit T= %’—J
20) Q=02 (m—u),

wie nach der Bedeutung von ¢, selbstverstiindlich ist.

Zustandsiinderung bei gleichbleibendem Raume, Diese wird

durch eine zur p-Achse parallele Gerade dargestellt (vgl. Fig. 350).
Es ist in diesem Falle

21) —g=§ und A=0.
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Nach Gl. 13 wird

v

22} Q=— C(Ta_}——'?'l):-c ‘Q{‘pz‘—f‘)”:
wie die Bedeutung von ¢ entspricht.

Zustandsiinderung ohne Zufithrung oder Entziehung von
Wiirme (adiabatische Zustandsiinderung). Denkt man sich das
Gas in einem Zylinder mit beweglichem Kolben befindlich, dessen
Wandungen fir Wirme undurchlissig sind, und den Kolben nach
auflen verschoben, 8o dindert sich unmittelbar v und als Folge davon
p und 7'. Diese Anderung heiflt nach dem Vorschlage des schotti-
schen Ingenieurs Professor Rankine (geb. 1820 zu Edinburg,
gest. 1872 zu Glasgow) adiabatische Zustandsinderung (von
adudparog = undurchdringlich), deren Bedingung also ist, dafl die
zugefithrte Wiirmemenge fiir jedes Zeitteilchen Null sei, d. h. nach
@L T

Vit s e bl o
n’Q_ﬂ-—cde-i—r., Rdﬂ.
Daraus wird mit ‘-2— =n
ap il o dol S B0 e
r ¢ v v
P v \"
23 — (‘—‘"_ .
) F ) v)

Diese Gleichung heiBt der Poissonsche Satz; — ihre Dar-
stellung gibt die adiabatische Zustandskurve. Wihrend
beim Boyleschen Satze (Gl 14) der Exponent der rechten Seite
= 1 ist, hat er hier den Wert n = 1,41.

Da nun p,v,= RT, und pv= R T, also L %—ﬂ ist, so
Py AN
wird fiir die Temperaturinderung
T ()7 (25
& L ) A\ ¢

Aus GL 13 ergibt sich mit @ = 0:
¢
25] Ele(T‘l_Tﬂ)'
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Bei der Ausdehnung des Gases wird fiir v, > v, , nach Gl. 24,
po<<p, und Ty <<T,; es folgt daher eine Temperaturabnahme;
die Ausdehnungsarbeit wird auf Kosten des inneren Arbeitsvermogens,
d. h. der Temperatur, verrichtet. Bei der Zusammendrickung
auf einen kleineren Raum erfolgt dagegen eine Erhdhung des
Druckes sowie der Temperatur. Die von auflen zur Zusammen-
driickung aufgewandte Arbeit setzt sich vollstindig in inneres
Arbeitsvermogen, Erhohung der Temperatur, um.

Beispiel 1: Ein Kilogramm Luft habe die Temperatur ¢, = 10° oder
1, ==2889, den Druck p, =50000%g/p, also den Rauminhalt v, =R 7, :p,
=0n567m', Bel einer adiabatischen Ausdehnung auf v,==8v, ver-

141
mindert sich der Druck nach Gl 23 anf p,==p, - (L) == 0,212 p, =10 625k /e ,

3

0,41
und die Temperatur nach Gl 24 auf T,= T’,'(%) =0,0878 T, = 1509,
ontsprechend #*=-—093°, Es entsteht also eine fberraschend grofle Ab-
l(ﬂhlung von 103° C. Die Ausdehnungsarbeit betriigt (G1. 25)

9 == 0,1684 - 424 - 103 == 7354 mky,

Bemerkung., Die unter Umstinden sehr bodentende Temperatur-
verminderung, welche Luft bei einer adinhnﬁnchen Druckverminderung erloidet,
kann zur Kiihlung von R dumen nur verwertet werden, wenn die Luft
unter Verrichtung von Arbeit in dem Zylinder ciner Kaltluftmaschine
den geringeren Druck angenommen hat.

Beispiel 2: Haite 1k Luft anfinglich den Druck p, == 10000 ¥¢/us, die
Temperatur ¢, = 156° oder 7, ==288° und den Rauminhalt v,, und wird diese

Luftmenge ohne Wirmeentziehung auf v, = 'fl,_ v, verdichtet, so wird

P: _p141=0907 daher p,=96700 k8 /it ,
B

II 3 .—hodi=198 daher I,=0567° oder $,=0284°,

1
Es entsteht also eine Wiirmeznnahme um 269° C,
(Zinn kommt bei 230° zum Schmelzen, Blei bei 330°.)
Die Zusammendriickungsarbeit ergibt sich zu

U = 0,1684 - 424 . 269 = 19 207 mkg

Die Bedingungen fiir eine adiabatische Zustandsinderung sind
anndhernd erfilll, wenn ohne besondere Vorkehrungen eine Raum-
dnderung schuell erfolgt. Dann ist keine Zeit zur Wirmemitteilung
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vorhanden; das Gas ist bei Leistung einer Arbeit auf sein eigenes
Arbeitsvermdgen, d. h. seine eigene Wirme angewiesen, und muf}
andererseits eine empfangene duBlere Arbeit in Wirme umsetzen.

(Geht eine Zustandsinderung aber in einem nicht besonders
geschiitzten diimnwandigen Metallgefifle sehr langsam vor sich, so
kann man annehmen, das eingeschlossene Gas habe stets annihernd
die Temperatur der ifuBleren Luft. Diese bewirkt dann die er-
forderliche Zufihrung oder Entziehung von Wirmemenge, also eine
isothermische Zustandsinderung.

7. AusfluB der Gase aus GefdBen.

In einem groflen Gefille (Fig. 351) befinde sich Gas von dem
Zustande p,, v,, 7,. Bei C finde aus der Offoung ¥ ein Ausflul}
mit der Geschwindig-

keit w statt. Der Zu- Fig. 351,
stand des (Gases in der
Oﬂ"nung sei p, v, T. 7

A ¥
Zur Erhaltung des Be- = > pe,Ty ﬂ@.
harrungszustandes ¥ [ D
denken wir uns die Riick-
wand des Gefilles durch AR

einen Kolben von der

GroBe I, ersetzt, der durch die Kraft p, - F| mit der sehr kleinen
Geschwindigkeit w, vorwirts bewegt wird, also in der Zeit d¢ um
A B=w,-dt vorriickt. Auch nehmen wir an der Offnung eine
Rohre von der Linge CD = w-dt an, in der ein Kolben unter
einer Gegenkraft p- F zurickweicht. Dann findet sich im Gefife -
zwischen 4 und B das Massenteilchen m von dem Gewichte

mg =y Fyw dt = E‘—:;-'it-
I
entsprechend demjenigen in der Rohre zwischen €' und D) mit
F.w dt

mg = )
v
Die Zunabme an Arbeitsvermogen in der Zeit d¢ betrigt, weil
2

a, sehr klein gegen w ist: E%‘i
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Die Krifte p,- F, und p- F leisten gleichzeitig die Arbeit:
p Fywydt—p-Fow-dt=mg(pv, —pv)=mg-R(Ty—1T).
In der Zeit d¢ erfihrt das Gasgewicht mg eine Temperatur-
verminderung 7, — 7', fiir welche man die Gleichungen der
adiabatischen Zustandsinderung (s. 8. 360) annehmen kann, also

1) -%— == (%)L}t -

Die dieser Temperaturverminderung entsprechende Wirmemenge

betrigt nach 8. 356 fir 1% des Gases ¢ (7,—T), fir das Ge-
wicht mg also mg-e(7,—7), und kommt dem Arbeitsvermdgen

der Ausstrimung zugute mit: mg—i—(?‘l —1).

Daher wird die Zunahme an Arbeitsvermogen:

"

muw-
5~ =mg-R(T, — 1)+ mg (T, ~ T),
and danach

u!

29=(T1-~T)(R+ 2).

Mit <= (@1 11, S 356) und Beracksichtigung dor
Gl, 1, ergibt sich also

R O
2) 20—(1’, T)Rn_-——l"'Rn—IT‘l_})T f

Die rechte Teite dieser Gleichung ist als die wirksame Druck-
hishe zu bezeichnen, welche sich bei Vernachlissigung der Reibung und
der sonstigen Widerstinde in die Geschwindigkeitshohe 2& umsetzt.

Die sekundliche Gewichtsmenge des ausstromenden Gases ist
nach 8. 3561 mit Beriicksichtigung der Widerstinde, wegen y = 1:v,

G=u-F- 2,
v

Fithrt man hierin fir w den Wert aus Gl 2, und nach Gl 23,
1
8. 360, v= 1, (%‘—)? ein, so wird

s o [




364 Zweite Abteilung. B. Bewegung fliissiger Korper,

Hiernach ist G* verhilltnisgleich mit

(2

ein Ausdruck, der zu einem Maximum wird, fiir

R (,__2__).:
4 2 n+1 &
Hiermit ergibt sich
. , S LE R
W G‘mn.r = 40N (—-——-—)n — | m———
: : V2 n+1\n+1 ) v,? '
g R.T i
worin auch 5 !l — %:— = ?{-'j—l gesetzt werden kuun.
Mit = 11“ s . == {'1?091 il b v 0|291 ) '_tl'_ = 544 und
n n n—1
n ;
e 0,686 wird
6) P _ 05266
b
und far Luft mit R = 29,27:
£ P
Gmaz= 1 F+0,3972 —=—
) 5 VT

Stellt man sich nun vor, der Druck im Gefifle bliebe un-
verindert p,, der AuBendruck p aber nehme ab, so wird nach
Gl. 1 auch die Temperatur 7' der ausstromenden Luft abnehmen
und nach Gl 2 die Geschwindigkeit w zunehmen. Da hierbei nach
GL 23, 8. 360, das Volumen v zunimmt, die Dichte y sich also
vermindert, so wird, trotz des Wachsens der sekundlich ausstromenden
Raummenge, das ausstromende Gewicht G' nur zunehmen, solange

: = 0,6266 ist. Bei noch weiterer Abnahme von p wird aber G
1 [} .
wieder kleiner, und nach Gl. 8 mifte fir p=0, d. h. fir die
Ausstrémung in einen leeren Raum, auch G = 0 werden.

In Wirklichkeit trift dies aber nicht zu; denn nach Gl 24,
S. 860, wiirde fiir p = 0 zugleich v = o (oder ¥ = 0), und 7= 0
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werden, und so weit reicht die Giiltigkeit der Zustandsgleichung
der Gase nicht; auch trifit die Annahme nicht zu, daB in dem-
jenigen Querschnitt, in welchem die Geschwindigkeit w herrscht,
der Druck des ausstromenden Gases gleich dem im AuBenraume
stattfindenden Drucke p sei; vielmehr herrscht dort ein Druck p' = p.

Uber diesen Druck p’ hat

Professor Fliegner in Zirich Fig, 862.
Versuche angestellt (s. Civil-
ingenieur 1874). Nimmt der
Druck p, im Gefifle, von
p, = p beginnend, allmihlich
zu, so ist anfangs p'=»p
(Fig. 3562), fir p, = 2p wird

' == (,6767p , und bleibt dann
fir noch weiter wachsendes p,
unverindert p' = 05767p, . Das Gesetz der Verinderlichkeit von p'
folgt also dem Zuge A BC. Fir die schwach gekriimmte Kurve 4 B
kann man annihernd eine Gerade A B setzen.

Hiernach wiire

8) p =p+ 015634(p, —p) glltig fiir p, =p bis p,=2p,
9) p = 0p767p, giltig fir p,>2p.

Zur Berechnung der Geschwindigkeit w» hat man sonach in
Gl 1 und 2, statt p den Druck p' aus Gl 8 oder GL 9 einzufihren.

Zugleich fand Fliegner, daB die Reibungswiderstinde in einem
grofen Gefile verschwindend klein sind, so daBl ¢ =1 und u ==
gesetzt werden kann. (Vergl 8. 351).

Die sekundlich ansflieBende Gewichtsmenge betrigt nach Fliegners
Versuchen:

fiir p, <<2p: G =a F.0,790 II’{P!T_P)‘I
1

10)

fir py>2p: G =aF 0395~ (vergl. GL 7),
VT,

worin p und p, in *¥/, einzusetzen sind.

'
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Beispiel: Wie anf 8. 362 sei: p="736mm und p, = 766 mm Quecksilber-
siule, d. h. p==735-13,6=9996 X/m» und p, = 765 - 13,6 ==10404 kg/us,
ferner T)==283°, und F'=0,0001»*; dann wird, wegen p, > 2p, nach Gl. 8:

p'=10059, somit -:-:-- == 0,9008 .
1
Aus GL 1 folgt, mit p' stath p: 0000w wnd T=2803%, also
1
(Ty— T)==28" Temperaturabnahme.

Es ergibt damit Gl 2:
w=)29.2097 844 2,8 ="T4,40/s0x

ghgen 78m/yex nach 8, 352,
Die sekundliche Gewichtsmenge ist nach Gl. 10 mit a==10,00:

9996 - 408

G = 0,65 - 0,0001 - 0,70 V—-g-s-g—- == (,0008 X&/50x

gogen 0,00887 kg/yex auf S, 362,

Bemerkung. Die Temperaturverminderung, welche Luft beim
freien Ausstromen aus cinem Gefile erfihrt, 1iBt sich nicht benutzen, —
Es wird nimlich die mit groBer Geschwindigkeit ausstrémende Luft in dem
AuBenraume, infolge von Reibung, schlieBlich wieder zur Ruhe kommen, und
dabei wird das der Geschwindigkeit entsprechende Arbeitsvermdgen wieder in
Wiirme umgesetzt.

8. Bewegung der Luft in Rdhren.

Die Luft erfihrt beim Durchstromen einer Rohre, infolge des
Reibungswiderstandes, eine Verminderung ihres Druckes um 4dp.

Wie bei der Ba;vagung des Wassers (S. 297) eine Wider~
standshohe z = 2-‘; ;9 eingefithrt wurde, so setzt man hier, wenn .
die Dichte der Luft bedeutet, dic Druckyverminderung

| w?
dp=y g=9h+——,
[ - ?. d 2g
Man kann dann auch, wegen y = ;1,-= EET’ schreiben :
P i w?
‘ P=xT4azg
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Nach Versuchen von Prof. Ledoux (Annales des mines 1892,
Nov., S. b41) betrigt im Mittel 4= 00179 oder abgerundet:

2) A= 0,018,

Beispiel: Eine Leitung von d == 0,25 = Weite und /== 1000m Liinge fihre
Luft von im Mittel 20° C. (7'==203°) mit einer Geschwindigkeit to== 6 m/yex,
ans einem Behiilter mit einem Drucke p, == 60000 ¥g/np+, in einen Tunnel zum
Betriebe von Bohrmaschinen. Der Druckverlust der Leitung ist nach Gl 1:

60 000 1000 6*
P= e 508 0" T 2g - A o/t
am Ende der Leitung betrigt der Druck also noch 59076 %&/ms.

Wenn man voraussetzt, daB infolge von Wirmeleitung durch
die Rohrenwand eine Temperaturverinderung der Luft nicht vor-
kommt, so ist mit der Druck-
abnahme der Luft eine Ver- Fig. 853.

: foe 4
groflerung ihres Einheitsraumes —

. : —n
) ) ity !
v verbunden. (Boylescher Satz.) ’,,’_'j,pr——a

Im Beharrungsrustande muB nun
sekundlich das gleiche Luftgewicht yFw=-F—;-‘E durch alle Quer-

schnitte der Rohren hindurchstromen. Gelten daher (Fig. 353)
Piy vy, w, fir den Anfang, py, vg, w, fir das Ende und p, v, w
fiir eine beliebige Stelle der Rohre, so ist:

w s 2_‘_ W Py,

w0, v 5
—=— und wegen — 0= 3
v g el i P

ferner nach GI. 1, weil p mit wachsendem z abnimmt,

2
_p adzut_ p 4, WPPC g
8 —lp= A T e, RT 43 P
Jas A p? w®
PAP=G RT 29 %"
SR Al p? w?
Tt B4 e
Dies gibt pi—pt=2 4 RT2g
1241w
=AY TRTdI2’
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Ist der Unterschied zwischen p, und p, gering, so kann man
fir den Wurzelausdruck die beiden ersten Glieder der binomischen
Reihe setzen, und erhiilt et

A 1wl
) 1’9—1’1(‘—??3"3;)'
dies stimmt, weil 4p = p,—p, ist, mit GL 1 iberein.

Streng genommen, mifite auch noch die zur Vergrillerung
der Geschwindigkeit erforderliche Druckhohe beriicksichtigt werden.
Dann erhilt man, weil einem negativen dp eine negative Druck-
hohe dz entspricht: —y-ds=—dp, und mit Beriicksichtigung
der GL 3:

4 2 2 -
-—ds:=--%g—c1p= ddz;gg d_g’; ).. oder wegen w= w, 1;-'.
dp 2P dzwtp? w? .dp P o
P=RT T Sg ot g PP RTS T
R A piwt,  wlp’dp
pdp-—RT ¥ 29‘“ gRT p und
% L p? w?® »n’w P
gl 2'e = ey 90 P17 0 B Wy (B
P =24 s TART 3 I”(p,)
g
Hieraus wird
2 2 1 ‘i
0 B it L (o2] 4 am(2).
; F12 29 RT. d 48 (pg

Bemerknng In GL 6 ist der letzte Summand in der Klammer gegen
den ersten meist verschwindend klein; so wird mit den Werten des Beispiols

*anf 8, 367

Bl At ) _
o rund 5= 1,07, In (p,) 0,007 ,
und der Klammerausdruck:

1000
ot £0,017) = (144 - 0,008) .

Bei Vernachliissigung der zweiten KlammergroBe tibergeht aber Gl 6
L L YN

Gl 4 liefert mit den Zahlen desselben Beispiels:

_ 2.0018 1000 6
2= 80000 1/ 1 — g5 o Tos
gogen p,==b59076%¢/us nach GI, 1.

Es geniigt daher fir die meisten Fille die einfache GI 1.

(2 + 0,018 «

= 59070 Xg/mr,
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9. Wirkung der Schornsteine.

Die Wirkung der Schornsteine beruht auf der Verminderung
der Dichte der Luft oder der Gase durch Erwdrmung. — Am
oberen Ende des Schornsteins (Fig. 3564) habe die AuBenluft den
Zustand p, v, T'. In dem Raume

ABCD sei durch Heizung oder dgl. < Fig. 354.
die Temperatur auf den Mittelwert 7 3 'f ad
gebracht.  Die Dichte y=1/o der el | s 4 A

duberen Luft gelte auf die Schorn- !
steinhdhe A als iiberall gleich (s. S. 222), !
dann ist nach Gl 18, 8. 369 auch im v .
Schornsteine der Kinheitsraum durch- T i

schuittlich », = o—?,j-‘,l. Der Druck der

duberen Luft in der Hohe A B be-
triigt dahey:

pt 2 .

Der Raum unterhalb A4 B stehe
mit der duBeren Luft in freier Ver-
bindung.

Bezeichnen wir, wie S. 362, mit mg das Luftgewicht, welches
in der Zeit dt durch jeden Querschnitt des Schornsteins geht, so ist

‘l)- mg = Jliﬂﬂ.f.‘ﬂzg;w-dt'
f)l v!

Die Zunahme an Arbeitsvermdgen wilhrend der Zeit d¢ betragt

] P |
(hnlich wie auf 8. 250): m%-- m %’, wovon aber m-?
wegen der Kleinheit von w, vernachlissigt werden kann.
Die Arbeit der Schwere ist in diesem Falle negativ: = —mgh,
weil die Masse m aufsteigt und oben aus dem Schornsteine tritt.

_Der Druck gegen A B leistet die Arbeit:

(p-l- ti:) Fyowy-dt= (p+ 9"“‘9'”1-

Keok-Totopp, Mechanik. I 4 Aufl 24
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und der Druek gegen C'D dagegen die Arbeit:

—p Fow-dt=—p-mg-v.
Daher ist

w? h
m?;:-umg-h-l-(p-{- ‘;-)mg.nl—pmg-', oder

ey b )=n(Fi—1)=
2) 20_};[” 1)=n(% 1)=h,.

Dies ist die der ideellen Austrittsgeschwindigkeit ont-
sprechende wirksame Saughthe oder Auftriebhdhe des
Schornsteins. Man kann sich von ihr leicht eine Vorstellung
machen: Betrachtet man eine Luftsiule von der Temperatur 7' und
der Hohe h (Fig. 355) und dehnt diese durch Erwirmung auf 7'

T g
der Hohe nach aus, so bekommt sie die Hohe h, = h—j,-.l-. Es ist

dann (h, —A) die wirksame Saughthe A,.
In Gl 2 sind die betrichtlichen Widerstinde unberiicksichtigt
gelassen, welche die Rauchgase auf ihrem Wege durch den Rost,
dis Feuerziige, den Zuleitungskanal (Fuchs) oy .
und den Schornstein selbst erleiden. Alle Fig. 358,
diese Widerstinde vermindern die ¥
wirksame Saughthe A, um eine Wider-
standshohe # (vergl. S. 264), so daB fir
die wirkliche Austrittsgeschwindig-
keit an Auftriebhdhe verbleibt: A
w!
2_9 ==
Fiir die Berechnung der Widerstands-
hG!ha #, als Teil der Geschwindigkeitshohe

;%, kommen folgende Widerstands-
ziffern in Betracht:
a) fir die Reibung im Schornstein, dessen Hohe k und dessen

Querschnitt gewdhnlich rund oder ein regelmiBiges Vieleck vom
h

Durchmesser d ist: i—a.
Fiir unberuBltes Maunerwerk betrigt die Reibungsziffer 4 = 0,08

und fir beruBtes Mauerwerk A= 0,04,

z,
]

o

3) h,-—-:=h(?;£wl)-—-;.

__________,________
e m—

c
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b) Fir die Zuleitungskanile, deren Liinge I und deren mittlerer
Querschnitt F' mit dem Umfange u'ist: f- ;—.I

Fir unberuBtes Mauerwerk betrigt §= 0,005 und fiir beruBtes
Mauerwerk f == 0,01.

¢) Bei Richtungsinderungen in den Feuerkandlen, die an den
Schornstein anschliefen, gelten nach Rietschel*):

fiir ein scharfes rechtwinkliges Knie: {= 1,5; filr ein abge-
rundetes rechtwinkliges Knie: { == 1,0; fiir ein Knie von 135°_/:
$=06; fir plotzliche Richtungsinderungen um 180%: (=15
bis 2,5,

d) Der Rost mit der Brennstoffschicht bietet den bedeutendsten
Widerstand mit: o= 6 bis 12, je nach der Art des Rostes und
des Brennstoffes.

Es ist somit die ganze Widerstandshohe

| W’( LI YRR B T )
4) § = ';2-'& /i d + ﬂ F } s !_ Q).
und daher schlieBlich nach Gl 3: /

5) (1+, +poght So+ o)= h-h(——-—l)

Hiernach kann far eine gegebene Schornsteinhthe A die Aus-
trittsgeschwindigkeit w der Rauchgase, oder umgekebrt fir eine
geforderte Austrittsgeschwindigkeit w (nicht unter 4™) die erforder-
liche Schornsteinhdhe % berechnet werden.

Beispiel: Ein zylindrischer Schornstein von h==30m H&he habe kreis-
{origen Querschnitt von d = 0,0m Weite. An den Schornstein schlieBen sich
30w Jange Feuerkaniile vom Querschnitt 1mx 0,8m, in denen zwei abgerundete
Umbiegungen von 180° (== 1,6) und ein scharfos rechtwinkliges Knie ({=1,5)
vorkommen. Die Widerstandsziffer des Rostes sei p==9. Die mittlere inuere-
Temperatur betrage 7, ==200-273==473°, die finBere 7'==104-273 = 283°,,
Es soll die Ausstromungsgeschwindigkeit berechnet werden.

Die wirkeame Saughthe betriigt nach GIl. 2:

473
h, =80 (_2_63_ l)—20 um,
die Widerstandshthe nach Gl 4, fir beruBtes Maverwark :
0D 30  001-2(1-+0.)-30 w?
4——5(0,0"@*‘ 0’ + 2. 15+1,5+9,0)-—18125

*) Vergl. G. Lang ,Der Schornsteinban*,
24>
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Daher wird nach Gl 5: % (1 -4 18,1) = 20,14 und

2 qllé.z_?'.'f . 4“ -

Im Sommer mit 7'=300° wird w=43m,

W=

10. Widerstand der Luft gegen bewegte fremde Kirper:
Druck des Windes gegen fremde Korper.

Wird eine ebene, etwa Kreisformige Fliche A B mit nie-
drigem Rand (Fig. 356) einem mit der Geschwindigkeit w recht-
winklig dagegen stromenden Wind ausgesetzt, so kann man nach Ver-
suchen von Oberingenienr Friedr. Ritter v.Loe 31
(siehe dessen Werk ,Die Luftwiderstands-Go-
setze®, Wien 1896) annehmen, dafl vor der
Platte eiu ruhender Luftkdrper, der sog. Stau-
hiigel ABC sich bildet. Die Seitenflichen
desselben bilden mit der Plattenebene an allen
Stellen Winkel von 90%—fg. Der Stauhiigel
hat bei kreisformiger Platte die Form eines
Kegels, bei quadratischer Platte die Form einer S
Pyramide, bei rechteckiger Platte diejenige }w
eines Walmdaches, kurz in allen Fillen die-
jenige Form, in welcher ein Sandkdrper mit dem Boschungswinkel
(Reibungswinkel) 90°— g auf der wagerecht liegenden Platte ver-
bleiben wiirde, wenn Sand in UbermaB darauf geschiittet wird, bis
«or nach allen Seiten abflieft.

v. Loefl] hat gefunden, daff der Winkel g = 459 ist.

An der Mantelfliche des ruhend gedachten Lufthiigels prallen die
bewegten Luftteilchen elastisch ab. Nach der Lehre vom schiefen
elastischen StoBe (s. 8. 163) prallen die Luftteilchen mit derselhen
Geschwindigkeit w ab, mit der sie dagegen strdmten, und zwar in einer
Richtung, die von der Rechtwinkligen zur Staubiigelfiiche um den
Winkel 90— £ abweicht. Fiir g==45Y prallen demnach die Luft-
teilchen parallel zur Platte von dem Stauhiigel ab. (Fig. 356.)

Der Druck, der bei diesem Abprallen auf den Stauhiigel aus-
geoiibt wird, 1iBt sich nach dem Satze von der Bewegung des
Schwerpunktes (1. Teil, 4. Aufl, 8. 172) berechnen.

Fig. 356.
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In einem Knierohre (Fig. 357) vom Querschnitte d F', dessen
Schenkel in der Richtung der zustrdomen-
den und abprallenden Luftteilchen liegen, Fig. 367.
hefinde sich eine Fliissigkeit, welche in ‘
der Rohre eine Linge ! einnimmt, mit
den Léingen z und /—z auf die beiden
Schenkel verteilt. Bezeichnet man den
rechtwinkligen Abstand des Schwerpunktes
dieser Flussigkeit von der Fliche AC
mit y,, S0 ist nach der Lehre vom
Schwerpunkte

=
y“.;=z._’)ainﬁ+1_1—x)--§i‘sinﬂ

= ainﬂ(x"-i- g—-f-?').

Die Differentiation dieser Gleichung ergibt
l-dy,=sinp(2z-dz—1-dz).

Schreitet aber die Flissigkeit in der Rohre mit der Geschwindig~
keit w fort, so ist wdt = — dz, mithin do = —w-dt, also

1 .%f__-,—smﬁ(‘za:w—-ho):

aus nochmaliger Differentiation folgt

l ‘f“‘?-— 2sinf-w* und danach

d’yn

"dF: —25dFsinﬁ-w’.

Bezeichnet man dla in jeder Sekunde durch einen Réhrenquerschnitt

stromende Fliissigkeitsmasse Edl"-u: mit m, so wird

1) ?d.FIé— msinfw.
g dt?
Die linke Seite der Gl 1 enthilt die Masse der gesamten
betrachteten Flissigkeit, multipliziert mit der Seitenbeschleunigung
ihres Schwerpunktes in der Richtung rechtwinklig zur Fliche A4 C.

Dies ist (nach 1. Teil, 4. Aufl, 8. 172) gleich der Summe aller



374 Zweite Abteilung. B. Bawegung flilssiger Korper.

duBeren Krifte in derselben Achsenrichtung, d. h. gleich dem
Widerstande dN der Rohre in der Richtung rechtwinklig zur
Fliche AC. Umgekehrt wird d N als Druck auf die Fliche 4
tibertragen.

Witrde die Rohre vom Querschnitte d F" sich geradlinig durch
die Fliche A C fortsetzen (Fig. 358), so wiirde sie ans dieser

Fliche ein Stiick ;:—n'F—‘ heransschueiden. Die Kraft 2m sin w0 (GL 1),

p
welche anf die Fliche ;‘1‘{;{1 kommt, erzeugt fir die Flicheneinheit
oinen Druck
2msin?f- w Pis o 8
9 - =2l o gintp.
) p iF 2" w?sin?

Dieser Druck herrscht an allen Stellen des in Ruhe befind-
lichen Stauhfigels; mithin fbertrigt der Staunhiigel auf die Platte
von der GrbBe F' (Fig. 358) eine Druckkraft

3) D= 2§sin’ﬁ-w’-l'.

Weil nun fiir den vorliegenden Fall 7==45° gefunden wurde, so
ist sin?#=1/2 und

4) D=’ Fuw,
g

Diese Iormel hat v. LoeB1 bei
seinen Versuchen bestitigt gefunden fiir
ebone Platten, die mit einem erhdhten
Rande umgeben sind, sowie auch fir
gekrimmte Flichen, z. B. halbe Hohl-
kugeln, deren hohle Seite dem Winde
zugekehrt ist.

Gl. 4 gibt den groBten miglichen
Winddruck auf eine Fliche, deren Projektion in der Richtung des
Windes die Grofle F' hat, und gilt auch fiir unebene Flichen,
wenn pur die I}nebenheiten nicht so stark hervortreten, daf sie
die Bildung des Stauhfigels beeintriichtigen. Der Rauhigkeits-
grad der Fliche wiirde daher hiehstens in der Nihe der Rander
BinfluB anf die GroBe des Winddrucks haben,
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Dagegen vermindert sich der Winddruck auf Flichen ohne
erhihte Rinder; v. LoeB] fand hierfir:

5) ﬂ:x-iF-u"'.

mit % = 0,83 fiir ebene Kreisflichen,
=088 . «  Quadratfliichen,

k=08 ., . Rechteckflichen vom Seitenverhiltnis 1:2
= 0,94

»n » » n n 134.

; Wird der Winddruck von der Fliche F' eines geraden, nicht
sehr langen, prismatischen Kodrpers, anstatt von einer
Platte F', aufgenommen, so bleibt Gl. 5 ebenfalls gilltig.

Eine Druckverminderung oder eine Saugwirkung an der Riick-
seite der Fliche hat v. LoeB] nicht gefunden; doch lassen genaue
hydro-dynamische Untersuchungen keinen Zweifel dariiber, daB eine
solche in gewissem Grade vorhanden ist. Zu einer endgiltigen
Klirung dieser Vorginge ist es indes bislang nocht nicht gekommen.

Drueck gegen schief gestellte Flichen. Bildet die Platte
mit der Windrichtung den Winkel 2, so entsteht nach v. Loellls
Versuchen ebenfalls ein Stauhiigel, dessen Neigungswinkel # gegen
die Windrichtung aber von a abhingt. Es hat sich ndmlich
gezeigt, daB Dei einer bestimmten Neigung a der Platte gegen die
Windrichtung (Fig. 369), die Neigung # der Seitenflichen des Stau-
hiigels gegen die Windrichtung ringsum zwar dieselbe ist, dall 2
aber mit @ zu- und abnimmt. Den beobachteten Werten geniigt
danach die Beziehung:

6) tg f = sina, Fig. 359.
so daB fiir

a=90° 3=45°
=000 Ge=4]*®
a= 35" B=30°
a=30" B8=26r*

- a= 0° fB= 0° wird.

Nach Gl 6 ist 4 leicht zeichnerisch zu ermitteln (Fig. 360).
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Ist nun F die GroBe der schief gestellten Fliche, so ist ihre
Projektion in der Richtung des Windes F'sin«. Wendet man
daher die Entwickelung (S. 373) auf diesen
Fall sinngemiB an, so ergibt sich fiir
den Druck p im Stauhiigel (Fig. 3569)
wiederum der Wert der Gl 2:

7) IJ"—Z w’-un“ﬁ

mithin  erhilt auch die Platte F' die
rechtwinklige Druckkraft

8) N= 2 " Fw'—'sin’ﬁ.
tg’f
Da nun sm'ﬁ' tg? feos® f= T+ g8
ist, so wird mit tgf = sina (GL 6):
_ o2 Fidsin’a
9 ol p D

v. LoeBl gelangt dagegen auf andere Weise zu der Formel:

10) N=§Fw’sina,
2-8in A
so daB sich die Werte lTﬁiﬁﬁ und sina« gegeniiberstehen.

Fiir verschiedene Winkel « lieforn diese Werte folgende
Ergebnisse : /
e et

2
Winkel 2L f sina
I + sin J
a= 90 v i i
a=60° 0,867 0,866
u=45H" 0,667 0,707
a=385° 0,494 0,574
a=3§0° 0,400 0,500
a==20° 0,210 ; 0,342
«=10° 0,069 0174
= 0° 0 . 0
|
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Hiernach ergibt GL 10 (v. LoeBl) durchweg grdBere Winddriicke
als GL 9.

Die Unterschiede sind bei kleinem Winkel 2 (unter 35°¢)
erheblich, dagegen bei groflerem Winkel 2 (iiber 35°) nur gering,
weghalb sich fir @ = 35° die Anwendung der einfacheren Gl. 10
(v. LoeBl) empfichlt.

Beispiel: Der Winddruck D gegen cinen Schornstein oder Pfoiler, dessen
GrundriB ein Quadrat von der Seite a und dessen Hohe h ist, bebriigt:

Pig. 362.

Fig. 361,

g b = h ol

1) wenn der Wind die eine Seitenfliche rechtwinklig trifft (Fig. 361)
nach GL 4:
D= T ahwt A
9

2) wenn der Wind in der Richtung der Diagonale, d. h. ,iber Eck woht
(Fig. 362), wobei jede der beiden getroffenen, schrigen Seitenflichen a - A nach
Gl 10 den Normaldruck N bekommt, und beide N die Mittelkraft D geben:

D=NV2="Tahw0pn -V 2=7T ahwt.
s [}
Der Winddruck ist danach also in beiden Fillen gleich groB.

Druck gegen eine kegelformige Fliche, Weht der Wind in
der Achsenrichtung des Kegels gegen dessen Spitze und ist « der
Winkel der Kegelseiten gegen die Achse
(Fig. 363), so biicet sich vor dem Kegel
ehenfalls ein Stuahiigel mit dem halben
Winkel # an der Spitze. Der Druck
in diesem St:akegel wird dann wie in
Gl 2 gefundey,

Fig. 363.

p= 2—Zw’sin'-’ﬂ.
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Nach GL 8 und GL 10 kann (wemn a > 35" ist) far ebene
Flichen 2sin?f = sina gesetzt werden, so daB

11) = Z ysina
q

wird. Ist nun F' die Grundfliche des Kegels, so entspricht einem

Teilchen ;‘:?12 der Mantelfliche eine Projektion d F' in der Grund-

fliche. Auf die Mantelfiiiche %‘F; kommt daon ein Normaldruck

dN=yp. 5‘]‘?;' der in der Windrichtung die Seitenkraft
dD=dNsina=p-dF

liefert. Sonach ist der gesamte Winddruck auf den Kegel, wenn
man die fir ebene Flichen geltende Gl 11 auf die Teilchen des
Kegelmantels anwendet,

12) ])=pF=§-Fw?aina.

Nach v. Loel31s Versuchen ist /) tatsichlich etwas kleiner,
nimlich

13) D= 083 —f; Fuw'sina. (Vergl. Gl 5.

Diese Formel gilt auch fiir ein zylindrisches Geschof mit
kegelformiger Zuspitzung, aber nur, wenn a > 356° ist (s. S. 377).
Fiir @ <<30" fihrt die obige Annahme, daB 2sin’f = sina
gesetzt werden kdone, zu dem widersinnigen Ergebnisse f= «,

Druek gegen eine Zylinderfliehe. Fir diesen Fall hat
v. LoeBl die Form des Stauhtigels nicht untersucht. Da aber
aus der Neigung 3 der Seitenfliche des Stauhfigels gegen die Wind-

richtung, der Druck im Stauhiigel nach Gl 2 zu p= 22 w?sin® 3

folgt und p an allen Stellen des Hiigels den gleichen Wert haben
muB, so muf auch die Neigung der Oberfliche des
Stauhiigels gegen die Windrichtung an allen Stellen
die gleiche sein.

Fiir einen Kreisaylinder vom Halbmesser » und von der Hohe A
mit lotrechter Achse stellt sich im Grundrisse der Stauhiigel
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oach Fig. 364 vor den Zylinder; derjenige Teil der Mantelfidche
des Zylinders, gegen welche der Stauhiigel driickt, hat in der
Windrichtung eine rechtwinklige

Projektion P,= A B-h= 2p-h Fig. 364.
=2rcosf-h= F-cos 4, wenn
F=2r.h den Achsenschnitt
des Zylinders bezcichnet. Es
wird dann die Druckkraft in der
Windrichtung nach GL 3

D=p:F,

14) =‘.’-i—w’ain’ﬁFcnsﬁ‘.

Die GroBe dieser Kraft hat
v. LoaBl zn
15) D=22 ap
3¢

gofunden (vgl. S. 549 fir den Druck stromenden Wassers), wonach

3 o b 2y

2 wlsin?feos A= =~ w® oder
r feos 3 5

sin?Feos i =1/y
wird. Dieser Gleichung entspricht rund
16) =48,
weil fiir diesen Winkel

sin? Acos B = /s 0,707 = (),3586
ist, was von !/s nur wenig abweicht.

Die Seitenflichen AF und BG, die von dem Winde un-
mittelbar getroffen werden, liefern zu D einen so geringen Beitray.
daB er fiir manche Zwecke vernachlissigt werden kann.

Ein Halbzylinder wiirde nach vorstehendem, wenn er mit
der krummen Fliche dem Winde entgegengestellt wird, gemify
Gl 15 nur etwa /g soviel Druckkraft erfabren, als wenn er (GL 4)
mit der ebenen Fliche dem Winde rechtwinklig zugekehrt ist. Doch
wiirde gerade in solchem Falle die Saugwirkung auf der Rilckseite
erheblich ins Gewicht fallen,
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380 Zweite Abteilung. B. Bewegung fliissiger Korper.

Drnek gegen eine Kugelfliiche. In diesem Falle bildet sich
vor der Kugel ein Staukegel, welcher im Grundriff der Fig. 364
entspricht, mit dem Drucke .

L S 2 P
p Zywsmﬁ,

die von diesem Drucke getroffene Kugelhaube A CB hat die
I'rojektionsfliche

bg=0"m=y9*cos*fa=F.co8p,
wenn ' die Fliche des Kugeldurchschnittes ist. Daher wird die
auf die Kugel ausgeiibte Windkraft

17) D=p.F, = 2; Fu?d- cos* .
Durch Versuche hat v. LoefB1 gefunden

18) D == 1 4 Fw?*, so daf
Jy

gin® Jcos® f= (li‘ also sin24= V%

wird, Dies gibt
19) B=27°22",
Die Schlankheit /dieses Kegels ist Giberraschend; J=4H" wiirde
D) = lj Y Fu? liefern, wie bei stromendem Wasser (S. 349).
«9

Beispiel 1: Fir eine ebene, dem Winde rechtwinklig entgegenstehende
Platte von der Fliche J'= Im* ist nach Gl. 4 der Winddruck p= ; wt,
Bei 10* C, Luftwiirme ergibt sich y== l,u-g’g == 1.9, ;: == 0,187, also rund
20) p==018.w.

Demnach wird fir:

miBigen Wind mit we= 5Sm: p= 3Jk/w.
frischen Wind ,, w=10m: p= 13
starken Wind ,, w=17m: p= 38
Sturm g Wwe=20m:. p== 81
Orkan 5 W==856m: p=159 ,,
stiirketen Orkan ,, w=560m: p=2320 , .

Bemerkung. Bei der Berechnung der Standsicherheit von Bauwerken
kommt in Frage, wel tea griBten Windstirken das Banwerk wahrscheinlich
susgesetzt sein wird, Als Mittelwert kann fir Deutschland
921) P == 150 kg/p»
angenommen ‘erden; in der Nihe ' 'r Meereskiiste kann der GroBtwert
aber auf das Doppelte bis p=1300%, , steigon’



10. Luftwiderstand. Winddruek. 381

Von erheblicher praktischer Tragweite ist jedoch der Umstand, dub
Windsté8e von besonders groBer Stirke nur von so kurzer Dauer zu sein
pflogen, daB sie aus diesem Grunde regelrecht konstruierten Bauwerken nicht
sohaden konnen. Beim Betriebe beweglicher Briicken braucht man aus gleichem
Grunde erfahrungsgemiB nur mit Windkriiften von hichstens 50 kg/ms zu rechnen,

Beispiel 2: Wie hoch darf eine hilzerne Siiule vou r==0,8m Halbmessar
sein, damit sie bei einem Winddrucke p == 160¥/us an der Grenze der Stand-
sicherheit sei (Fig. 363). Ks ist:

F=2r -h=06-h, Fig. 365. Fig. 366,
die Windkraft nach Gl 15
D= : 150 - 0,6 h,
das Gewicht der S&ule bei einer
Dichte p =750,
G=08"%-h 750,
Fir den Grenzzustand der Ruhe

ist (nach 1. Teil, 4. Aufl,, 8. 212)

D‘—;—-:-G-O,s, also

k=°'°G

-—j-j---: g.lﬂ-.

Beispiel 3: Eine Holzkugel vom Halbmesser y==02m und der Dichte
71==T60 sei an einem Faden aufgehingt (Fig. 366). Bei welcher Neigung «
des Fadens gegen die Lotrechte wird Gleichgewicht herrschen, wenn die
Kugel auBer ihrem Gewicht einen Winddruck Y == 200 kg/ps srfihrt?

Ks ist nach Gl 18

1
D=-:1— <200-0,2%x, forner G=750.% 0,997,

daher tga= D

& 8




382 Alphabetisches Verseichuis und Bedeutung der Buchstaben.

Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der in
den Formeln benutzten Buchstaben unter Hinweis
auf die erklarenden Seiten des Buches.

A Auflagerdruck der linken End-
stiitze. 29.
A Auftrieb der Luft, 223.

A Auftrieb des Wassers. 201,

A Wirmewert  der  Arbeitseinheit.
364,

B Auflagerdruck der rechten End-
stiitze. 20

(' Auflagerdruck der Mittelstiitze. 59,
D Druck eines Wasserstrahles 291,
D Druckfestigkeit. 7.

D Druck stromenden Wassers. 345.

I) Spannkraft einer Strebe eines
Fachwerkes. Bl.

D Winddrock, 374.

E ElastizititsmaB. 5.

F AusfluBoffoung. 248,

F mit Fliossigkeit erfullter Quer-
schnitt einer Rohre oder oines
Kanales, 296. 310.

B Quem]:mtt. cines Stabes. 6.

Ft Wuunﬁhgnlﬂnche eines GofiBos.

[o AND494

oA ﬁ"ﬁ "%, Wasserspisgelfiiche im

.Dbex-‘und Unterwasser bei ver-
“bundenen GefiBlen. 275,

G Ligengewicht eines KOrpers oder
Korperteiles. 14,

G Gleitmall, 18,

G, Gewicht der Nebenteile des Luft-
ballons. 224,

H Hiohe des Wasserspiogels Giber der
Unterkante einer Seiteniffoung.
2568,

H Polabstand des Kraftecks. 31.

H Stauhdhe. 328,

J Triigheitsmoment
schnitts. 22

J, polares Trigheitsmoment eines
Querschnitts. 72,

K juBere Kraft. 4.

M Masse eines Korpers. 99.

O Spaonkraft im Obergurt eines
Fachwerks. 80,

P Einzollast. 29,

Q Gewicht. 113.

@ Querkraft. 21.

Q scheinbares Gowicht eines vou
Flussigkeit umgebenen Kirpers.
202.

¢ sekundliche Ausflumenge in m*
258. 259,

@ Wiirmemenge. 353.

R Massenkraft der Huunalnhait
244,

R Reaktion ausflieBenden Wassers.
285,

R Ziffer der Zustandsgleichung der
Gase., 226, 3b64.

eines  Quer-



Alphabetisehes Verzeichnis und Bedeutung dor Buehstabon.

S innere Spannkraft. 2.
7' absolute Temperatur. 227,
T, absolute Temperatur des Gases in
einem Gefifie. 380,
T, absolate Temperatur in einem
Bchornstein, 369,
{7 Spannkraft im Untergurt eines
Fachwerks, 80.
V Rauminhalt eines Stabes. 110
V Spaunkraft eives Stinders eines
Fachwerks. 80,
W I; Wiirmeeinheit. 352,
X, Y, Z Massenkraft der Massen-
einheit., 245,
Z Tuglestigkeit. 6.

@ Abstand einer Last vom linken
Auflager eines Balkems. 29,

ot Atmosphiire = 1 k¥g/eme . 8.

h Abstand einer Last vom rechten
Auflager ocines Balkens. 29,

b Bodenbreite eines Kanals, 319.

b Breite eines Korpers. 209,

b DurchfluBbreite. 329, 332,

¢ Geschwindigkeit des zustrémenden
Wassers. 329, by

¢ und ¢, Geschwindigkeiten vor

dem StoBe. 188,

¢ Spezifische Wiirme bei unverinder-
lichem Rauminhalte, 362,

spozifische Wiirme bei gloi¢h-
bleibendem Drucke. 352.

em Zentimeter. 8.

Breite. 24.

Druckspannung an der Elastizitits-
grenze, 7.

Durchmesser eines Kolbens. 174,

Durchmesser eines Niotes. 17,

Rihrenweite. 296,

Abstand der am stirksten ge-
spannten Stelle ¢ ines Quer-
schnitts von der Nullinie. 19.

¢ Abstand des Schwerpunkts eines

Schiffes von dem Sehwerpunkte
seiner Verdringung, 206,

c

== -
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e, Abstand des Schwerpunkts von
der Drehachse. 164,
/" Durehbiegung. 46,
[ Reibungsziffer. 190,
¢ Fallbeschleunigung. 101,
h Hohe einer Kirpers. 209,
h Hohe oines Querschnitts, 24,
h Hihe des Wasserspisgels iibor der
Oberkante einer Seitentffnung. 251
h Schornsteinhthe, 369,
h wirksame Druckhthe, 252,
h, dem Atmosphirendruck gleich-
wertige Flissigkeitsaiule, 231,
b, Wehrhohe. 329,
i Triigheitshalbmesser. 66, 68,
k Geschwindigkeitshdhe des Zu-
flusses, 329,
k StoBziffer. 141. .
¥ Kilogramm. 8.
i /om* Kilogramm fiir 1 Quadratzenti-
meter. 8.
{ Liinge eines Stabes, eines Balkens.
4, 27.
I Rohrenlinge, 296.
41 elastische Verlingerung. 0.
m Massenteilchen., 244,
n=g¢:c. 356
n Knickungsfaktor. 66,
m , n Rauhigkeitsziffern. 813,
p Belastung der Liingeneinheit, 28
p Beschleunigung eines Korpers, 99.
p Druck an der Miindung eines Ge-
faBes. 250, 350,
p Flissigkeitsdruck fiir die Fliichen-
einheit. 168,
po Atmosphiirendruck. 283

po Druck am Wasserspiogel eines
Gefiiflos. 249,

py Druck des Gnses in einom Ge-
fie. 349,

p' Druck eines Gases an der Aus-
fluBmiindung. 365,

q Beschleunigung efnes GefiBes mit
Wasser. 211,
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em' Quadratzentimeter. 8.

r Halbmesser eines Kreises. 26.

r mittlere hydraulische Tiefe. 311.

¢ Hebelarm einer Strebenkraft. 91.
¢ Schwingungsdauer eines Pendels,
1566,

Temperatur, 225.

Wassertiefe. 318,

Zeit der Entleerung eines GefiBes,

269,
Zeit, der Fillang und Entleerung
von Schlensen, 276.

# Abstand siner Last vom linken
Auflager eines Triigers. 91
(Geschwindigkeit beim StoBe im
Augenblick der stirksten Form-

inderung. 138,

u lotrechte Ordinate des Seilecks, 32.

w verdinderliche Querschnittsbreite,
41,

w von der Fliissigkeit beriihrter Um-
fang des Réhren- oder Kanal-
querschnitts. 296, 310,

u, Abstand einer Last vom rechten
Auflager eines Trigers, 90,

¢ Einheitsraum (spez.Volumen), 219,

¢ veriinderliche Querschnittshdhe,
40,

v, Geschwindigkeit im Wasserspiegel
eines Flusses, 322,

v und v, Geschwindigkeiten nach
dem StoBe. 138.

s Abstand des Schnittpunktes der
Gurtrichtungen (an einerSchnitt-
stelle eines Triigers) von der
linken Auflagerlotrechten. 90,

w AusfluBgeschwindigkeit. 247

y Stauhthe, 335,

s Eintauchungstiefe. 209,

¢ Widerstandshohe von Réhren und
Kanillen. 296, 327,

¢ Zugspannung an der Elastizitkts-
grenze. 0.

5y Druckhihe des Schwerpunkis einer
Seiteniffnung. 264.

-~ = e

1
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Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der Buchstaben.

2 Ausdehnungsziffer der Gase. 227,

a Biegungswinkel. 44,

a Einschnfirungsziffer. 258, 351.

a Gefillverhiiltnis einer Kanal- oder
FluBstrecke. 310,

o Knickziffer. 65,

/ Widerstandsziffer yon Rohren und
Kaniillen. 206, 311.

7 Dichte eines Gnses. 219,

7 Dichte cines Kirpers, 99,

r Gleitung. 16,

e Dohnung. 5.

¢ Neigung einer Ebene gegen sinen
Wasserstrahl oder \asserstrom,
290, 346.

= Winkelbeschlounigung. 107, 156.

% Widerstandsziffer der Reibung des
Wassers im Gefilbe, 264,

» und %, Wirkungsgrad des Stolles.
145, 147

¢ Neigungswinkel. 210, -

# Verdrehungswinkel. 71,

A Liinge eines Faches im Fachwork.

79.

4 Widerstandsziffer kreisformiger
Rihren. 296, 3067,

« auf einen Abstand 2 bezogeue
Masse. 149,

o AusfluBziffer. 258, 861.

ppt AusfluBziffer bei unvollstindiger
Einschnfirung fiir kreisfGrmige

Offoung.  261.
upr desgl. fir rechteckige Offnung.
261,

sk AusfluBziffer bei unvollkommener
Einschniirung fr kreisformige
Offnung. 262,

pur desgl. fir rechteckige Offtung.

262,
p Kriimmungshalbmesser der Biege-
linie. 20, 43.

e Lingsspannung. 5, 6.
o und o stirkste Zug- und Druck-

spannung an einem Querschuitte.
28, 28.

-



Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der Buchstaben.

T Schubspannung. 16,

<« Boschungswinkel einer Kanalwand.,
819.

¢ Geschwindigkeitsziffer. 257, 3061,

¢, Winkelgeschwindigkeit nach dem
Stobe. 156.

® Eivpspannungswinkel. 45.

w Winkelgeschwindigkeit. 103, 213,

w, Winkelgeschwindigkeit vor dem
StoBe. 156,

9 Arbeit. 109,
3 geometrisches Triigheitsmoment
einer Schwimmfliche, 207,

38D

I Biegemoment. 22,

IR Standsicherheitsmoment. 206.

M Verdrehungsmoment 71.

M, Einspannungsmoment. 53,

8 Widerstandsmoment eines Quer-
schnitts. 23,

¢, Geschwindigkeit des Schwerpunkts
vor dem StoBe. 1566,

p hydraulischer Druck. 278,

p Winddruck auf 1m*, 374,

v, Geschwindigkeit des Schwerpunkts
nach dem StoBe. 156,

Keck-Hotopp, Mechanik. I1. 4 Aud



386 Alphabetisches Inhaltsverzeichnis.

Alphabetisches Inhaltsverzeichnis.

(Die Ziffern geben die Seitenzahlen an,)

Adiabatische Zustandsinderung. 860.
Arbeit 2 bei der Lingeninderung eines

Stabes. 100,
Arbeitswert derWiirmeeinheit 1/, 354,
Atmosphiire st als Spannungsmall. 8,
Atmosphiirendruck, Verinderlichkeit
desselben. 220,
Auftrieb der Luft. 223,
Auftrieb des Wassers, 201.
Ausdehnungsziffer « der Gase. 226,
Ausflof der Gase. 350, 362.
AusfluB des Wassers. 247,
AusfluBgeschwindigkeit w. 251
AusfluBmenge @ (sekundliche). 253
AusfluBziffar . 258,

Balken auf drei Stiitzen. 59.
Balken auf zwei Stiitzen, 29,
Balken fiberall gleicher Sicherheit. 39.
Ballistisches Pendel. 154,
Barometer. 233,
Barometrisches Hohenmessen, 221,228,
Bazins Formel. 318
Beharrungszustand, 248,
Belastung, plétzliche. 113,
Bewegung, beschlennigte,
fester Korper. 99,
Bewegung der Luft in Réhren. 366.
Bewegung des Wassers in Kanilen. 310.

slastisch-

Bewegung des Wassers in Rbhren. 29 6

Bewegung, ungleichférmige, des
Wassors. 320,

Biegung f. 46.

Biegearbeit. 120,

Biegefedern. 125,

Biegefestigkeit. 18.

Biegelinie. 43,

Biegemoment M. 22, 27, !
Biegespannung o, o', ¢'. 19, 22, 23
Boyle-Mariottescher Satz, 219,

Briickenpfeiler, Stau derselben. 331.

Dachtriiger. 82.

Dehnung . 5.

Dehinungslinie. 7.

Deplacoment s, Verdriingung.

Dichte  der Gase. 219,

Dreliung s. a, Verdrehung.

Drehung elastisch-fester Korper. 102,
106. )

Drehung fliissiger Kirper.

Drosselklappe, 304,

Druck D stromenden Wassors. 344,

Druckfestigkeit D. 7, 13. L,

Druckhthenverlust 2, infolge plote-
licher Querschnittsinderung, 266.

Druck, hydraulischer, p. 278,

Druck, hydrostatischer, p. 171

312,



Alphabetisches Inhaltsverzeichnis,

Druckkraft anf eine GefiilBwand. 180,
186,
Drockkraft rubenden Wassers gegen
krumme Flichen. 180, 299.
Druckmesser. 234,
Druckmesserréhren, 300,
Druckmittelpunkt. 185,
Druckspannung . 6.
Druckwassersammler. 177.
Eingupunnter, am Ende unterstitater
Balken. 53,
Einheitsranm ¢ der Gase.
Einschniirung (Kontraktion).
Einschnfirung, unvollkommene,
Einschnfirang, unvollstindige.
Elastizitit. 4.
Elastizititsgrenze fiir Zug und Druck,
s bezw. d. 6, 7.
lastizitits- und Festigkeitszahlen. 2.
Elastizititsmaf (-modul) K. 5,
Elastisch-feste Korper, 4.
Entleerung eines Gefiilles,
Erginzungskriifte. 9.
Bulers Gleichgewichtsbedingungen fiir
Flissigkeiten. 244.
Eulers Gleichungen fiir die Bewegung
von Flissigkeiton. 291.

219,
258,
261.
260,

268,

Fachwerkbalken, 78.
Federn. 120, 132.
Festigkeitszahlen. 8.

Fliiche gleichen Druckes, 170, 233,
Fliichenkriifte. 9.

Fliigelgeblise. 243.

Fliisse, Wasserbewegung in -n. 310

Fliissigkeiten, Mechanik der. 167,
Formindernngsarbeit. 105.

(iase, Gleichgewicht derselben.
Gase, Einheitsraum v derselben.
Gase, Zustandsgleichung, 227
Gay-Lussacscher Satz. 225,
Gebliise, Fligel-, 243,
GefiBwandstirke. 181,

219.
219,

387

Geschwindigkeitskurve, 322, |

Geschwindigkeitsziffer ¢ . 351,

Gostiinge fiberall gleicher Sicherheit.,
14.

Gewicht, scheinbares, in bezug auf
Wasser, 202,

(Gowichtsausgleich, hydrostatischer.
179.

Gleichgewicht der Gase. 219,

Gleichgewichtelastisch-foster Korper.9.

257.

Gleichgewicht flissiger Korper. 167
Gleitung . 16.

(Gleitmal G . 16.

Hiline, 303,

Heber. 241, Saugheber. 281,

Hihenmessen, barometrigches, 221, 228,
Isothermische Zustandsiinderung. 357,

Kaniile, Bewegung des Wassers in
Kaniilen, 310,

Kanalquerschnitt  kleinsten Wider-
standes. 318,

Klappe, selbsttitige. 188,
Knickfestigkeit, 63

Knickungsfaktor n. 66.

Knickziffer a. 65,

Kniershren, 302.

Kontraktion (Einschniirung). 258,

Kraftibertragung durch Druckwasser.
174, :

Kriifte, innere und duBere. 1, 9.

Kriifteplan eines Fachwerks. 87,

Kreiselpumpe. 288, .

Kropfrohren, 302,

Kithlung von Riumen. 361,

‘

Lochen. 13

Luftballon. 223, 232
Luft, Bewegung in Réhren.

" Luft, Dichte derselben. 220.
Luftwiderstand D, 372

366,
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Manométer. 234.

Mariottescher Satz. 219,

Massenkriifte. 9.

Metazentrum, 208,

Mittelpunkt des Stofes. 158,
Mittelpunkt des Wasserdrucks. 185,
Momentenfliche. 27.

Miihlstein, Spannung der Ringe um
einen. 105,

Nachwirkung, elastische. S.
Niveaufliche. 184, 246,
Nullinie. 21.

Parabeltriiger. 94,
Parabelfachwerktriger. 97.
Pendel, ballistisches. 154.
Pfihle, Einrammen derselben. 144.
Pfeiler, Stau derselben. 331,
Pitzometer. 300,

Poissons Satz. 360.

Presse, Wasserdruck-, 173,
Proportionalitiitsgrenze, 7.
Pumpe, Kreisel-. 238,
Pumpe, Saug-. 237.
Pumpe, Sangstrahl-. 281,
Punzen. 18,

Querkraft Q. 81,
Quertriiger oder Zwischenbalken. 35,
79.

Rammen. 144,

Reaktion ausflieBenden Wassers. 286,
Reaktionsschiff. 282,

Rihren, Bewegung der Luft in, 366.
Réhren, Bowegung des Wassers in. 296.
Réhren, Knie- und Kropf-. 302
Rohrenwandstiirke, 181,

Saogheher. 281,
Sangpumpe, 237,
Saugstrahlpumpe. 281,
Scherfestigkeit. 15.
Schieber. 303,

Alphabetisches Inhaltsverzeichnis.

Schleudermasehine, 217.

Schlensenkammern, Fillung und Ent-
leerung derselben. 275,

Schlensentore, Riegel derselben. 192,

Schornstein. 369,

Schubfestigkeit. 15.

Schubspannung =. 16.

Schwache Stellen. 119, 123

Schwimmachse. 205,

Schwimmende Korper. 205,

Seileck als Momentenfliche. 32,

Spezifisches Volumen v der Gase. 219,

Spezifische. Wiirme ¢ und ¢, . 352,

Springbrunnen. 309,

Springstrahl, 308,

Standsicherheit schwimmender Korper.
205,

Stangen. 15,

Statisch unbestimmte Aufgaben. 53,

— Nachteile derselben, 58,

Stauhihe. 328,

Stavkurve. 335,

Stauweite x,. 383, 341,

StoBbelastung, 113, 148,

Stob, elastischer. 1561,

Stol, exzentrischer. 1056.

StoB, gerader, zentraler.

StoBlinie. 137,

StoBmittelpunkt. 158.

StoB, schiefer. 161,

StoB sich drehender Korper. 152,

Stofl, nnelastischer. 143, z

StoBverlust. 266,

StoBziffer k. 141,

Strahlschiff. 287,

Stromendes Wasser, Druck desselben
344,

137,

Taucherglocke. 240

Temperatur, absolute, 7. 227

Torsion s. Verdrehung.

Triigerquerschnitt T. 26, 36,

Tragfedern. 115.

Triigheitsmoment eines Quersehnitts ./ .
22,



Alphabetisches IFhalhroneichnh.
H

Ventile. 3804,

Verdriingung V. 205,
Verdrehungsarbeit. 131.
Verdrehungsfestigkeit.® 70.
Verdrehungsfedern, 132,
Verdrehungswinkel 4. 71
Verliingerung, elastische, 41. 5.
Vernietung, 17,

Wageuachne. 34, 3b.

Wiigung eives langen Stabes. 63,

Wiigung eines zweiachsigenWagens, 62.

Wandstiirke, 281,
Wiirmeeinheit WE, 86,
Wilrmekapazitiit ¢ und ¢, . 362
Wiirmemenge Q. 3862

Wiirmewert A der Arbeitseinheit, 354.

Wiirme, spezifische, ¢ und ¢, . 3562
Wasserdruckpresse. 173,
Wasserleitung mit Verzweigung. 304.
Wasserschwelle. 337,

Wasserspiegel. 183, 211, 213

389

Wassersprung. 837.

Wasserstrahl, Druck eines, gegen ein:
Fliiche, 288,

Wasseruhr, 270,

Wehre. 328.

Widerstandsmoment W =dJ:e ecines
Querschnitts. 28,

Widerstandsziffer & fir Reibung des
Wassers im GefiiB, 203.

Wiegmannscher Dachtriiger. 85,

Winddruck D, 872,

Zontrifuge. 217,

Zugfestigkeit Z. 7, 18,

Zogspannung o, b,

Zustandsiinderung, adiabatische. 360.

Zustandsiinderung eines Gases. 3852,

Zustandsiinderung, isothermische. 357.

Zustandsgleichung der Gase. 227,
84b.

Zwischenbalken oder Quertriiger. 85,79,




Helwingsche Verlagsbuchhandlung in Hannover.
(Gegriindet vor 1606,)

In unserem Verlage erschienen folgende weiteren Werke von

Wilhelm Keck,

weil, Geh. Regierungsrat, Professor an der Technischen Hochschale in Hannover,

Vortrige iiber Mechanlk als Grundlage fur das Bau- und
Maschinenwesen.

Band 1: Mechanik starrer Kbrper. Fiinlte Auflage, bearbeitet von
Dr. Ludwig Hotopp. 1920. Mit 433 Holzschnitten. Preis
M. 19.20, gebunden M. 25.20,

Band 3: Allgemeine Mechanik, Zweite Anflage, bearbeitet von
Dr, Ludwig Hotopp. 1915. Mit 235 Holzschnitten. Preis
M. 1540, gebunden M. 21.60.

Vortrége iiber Elastizitéitslehre ais Grundlage for die Festig-
keiisbere(‘hnun% der Bauwerke. Zweite vermehrte Auflage, neu
bearbeitet von Dr, Ludwig Hotopp.

. Teil: Mit 209 Holzschnitten. Preis M. 11.20, gebunden M. 1250.
Il Teil: Mit 214 Holzschnitten. Preis M, 14—, gebunden M. 15.40,

s=—== Eine neue Auflage wird nicht vor 1921 erscheinen, ===

Fragen (iber die wichtigsten Gegenstdnde aus dem Gebiet der
Mechanik. 4. Auflage. Preis M. 0.70. A

\

Unter der Presse beﬁndet sich: ==

Vortrﬁg'e iiber Hebezeuge.

- Von *

Ludwig Klein,

Gehelmer Regicrungsrat, Professor an der Techn. Hochschule
in Hannover,

=——=——— Mit zahlreichen Abbildungen.
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