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ANALIZA ZALEZNOSCI W ODNIESIENIU
DO DANYCH REGIONALNYCH

Streszczenie: W artykule omowione zostalty wybrane metody analizy zaleznosci wystepuja-
ce w danych majacych charakter geograficzny. W pierwszej czesci przedstawiono miary
opisowe pozwalajace na stwierdzenie, czy w zbiorze danych wystgpuja zalezno$ci geogra-
ficzne, a wigc czy regiony sasiadujace ze soba maja wyzsze prawdopodobienstwo wystgpo-
wania podobnych wartosci cechy. W drugiej czgsci referatu zaprezentowano uogdlnione
mieszane modele liniowe oraz modele autoregresji warunkowej (CAR) dla danych regional-
nych.

Stowa kluczowe: miary korelacji przestrzennej, uogélnione mieszane modele liniowe,

rozktad warunkowy autoregresyjny.

1. Wstep

W artykule omoéwiono wybrane metody analizy zaleznosci wystepujace w danych
majacych charakter geograficzny. Poszukiwano zalezno$ci wynikajace z polozenia
regionéw geograficznych, a wigc zwiazane z ich bliskoscia lub sasiedztwem.
W pierwszej czgs$ci przedstawiono miary opisowe pozwalajace na stwierdzenie,
czy w zbiorze danych wystepuja zalezno$ci geograficzne, a wigc czy regiony
sasiadujace ze soba maja wyzsze prawdopodobienstwo wystgpowania podobnych
warto$ci cechy.

W drugiej czgsci pokazano uogolnione mieszane modele liniowe oraz modele
autoregresji warunkowej (CAR) dla danych regionalnych. Modele te wykorzystuja
podejscie bayesowskie. Ich podstawa jest wyjasnianie wartosci zmiennej regio-
nalnej na podstawie sasiedztwa poszczegolnych regiondéw geograficznych oraz na
podstawie dodatkowych zmiennych objasniajacych.
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2. Miary korelacji przestrzennej dla danych regionalnych

W przypadku wielu zbioréw danych obserwacje cechy skojarzone sa z pewnym
obszarem geograficznym (regionem). Celem analizy jest zbadanie, czy dane regio-
nalne sa przestrzennie skorelowane, a wigc np., czy wystgpuja pewne zwarte geo-
graficznie zespoly regionow, ktore maja charakterystyczne dla nich wartosci cechy.
Przyktady takich cech sa niewatpliwie dosy¢ liczne. Moga to by¢ dane klimatyczne
dotyczace opadow badz temperatur (zwiazane np. z wystgpowaniem zwartych
obszaréw wyzynnych i nizinnych), dane dotyczace poparcia kandydatow w wybo-
rach prezydenckich badz parlamentarnych (np. w Polsce podziat na czgs$¢ wschod-
nia i zachodnia kraju). W przypadku innych cech wystepowanie takiej zaleznos$ci
moze by¢ mniej oczywiste. Przyktadem moga by¢ dane o poziomie przestepczosci.

Do pomiaru korelacji przestrzennej stosuje si¢ dwa wspotczynniki: / Morana
oraz C Geary’ego (por. [Banerjee i in. 2003]). Kazdy z tych wskaznikow wymaga
okreslenia dla badanych regionow macierzy sasiedztwa W. Element W jest rowny 1,

jesli regiony o numerach i oraz j sasiaduja ze soba, a 0 w przeciwnym przypadku.
Elementy na glownej przekatnej sa rowne 0.

Macierz sasiedztwa dla powiatow wojewodztwa dolno$laskiego przedstawia
tab. 1. Zostanie ona wykorzystana do obliczenia wspotczynnikdbw Morana i
Geary’ego dla wybranych zbioréw danych.

Wspoétczynnik Morana obliczany jest na podstawie nastgpujacego wzoru:

n n

DWRACES)ICR)

I_ll]l

S Sy

i#]

b

gdzie: n — liczba regionow,
v; — warto$¢ cechy dla i-tego regionu.

Jego interpretacja jest podobna do standardowego wspotczynnika korelacji, ale
wspotczynnik niekoniecznie zawiera si¢ w przedziale [—1, 1]. Przy zalozeniu, ze
obserwacje sg niezalezne i o tym samym rozktadzie, ma on asymptotycznie rozktad
normalny.

Wspotczynnik C Geary’ego obliczany jest na podstawie nastgpujacego wzoru:

n n
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Tabela 1. Macierz sasiedztwa dla powiatow na Dolnym Slasku
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Zrbdto: opracowanie wilasne.

Wspodtczynnik ten zawsze przyjmuje wartosci dodatnie. Jest rowny 1, jesli
obserwacje sa niezalezne. Wartosci od 0 do 1 oznaczaja korelacje dodatnia,

natomiast wigksze od 1 korelacj¢ ujemna. Ma on rowniez asymptotycznie rozktad

normalny (przy zalozeniu niezaleznej probki).

Do testowania istotnosci wspotczynnikow C oraz [ zaleca sig stosowanie testu

wykorzystujacego metody Monte Carlo (por. [Banerjee i in. 2003]). Przy zatozeniu

5t

sci wspo

I4

prawdziwos$ci hipotezy zerowej o braku zalezno$ci regionalnej warto
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czynnikow begda niezmiennicze ze wzgledu na permutacje numerdow regionow.
Wyznaczenie wszystkich permutacji dla duzych wartosci n jest niemozliwe. Wy-
biera si¢ losowa probke, np. 1000 permutacji (z ktorych jedna bedzie zaobserwo-
wang proba), i porownuje zaobserwowang warto$¢ wspotczynnika /7 lub C z rozkla-
dem pozostatych 999 permutacji. Je$li zaobserwowana warto$¢ wspotczynnika 7
lub C jest wartoscia ekstremalna w stosunku do pozostalych 999 obliczonych na
podstawie wylosowanych permutacji, to odrzucana jest hipoteza o niezaleznoS$ci.
Metoda ta umozliwia takze obliczenie empirycznych p-wartosci (przez wyznacze-
nie odsetka permutacji o bardziej ekstremalnych wartosciach od zaobserwowane;j
na podstawie rzeczywistej proby).

Przeprowadzenie testow istotno$ci mozliwe jest w programie SPlus (w pakiecie
SpatialStats) lub w jezyku R (pakiet spdep).

Wskazniki korelacji przestrzennej zastosowane zostana do zbadania wystgpo-
wania zaleznosci dla danych powiatowych na Dolnym Slasku. Zbadana zostanie
zalezno$¢ w poziomie bezrobocia (rys. 1) oraz przestgpczosci przeciwko zyciu
i zdrowiu (rys. 2). Dane o poziomie bezrobocia pochodza z wrzesnia 2006 r.,
natomiast wskaznik przestgpczosci zmierzony zostat w 2004 r.

30,2
24,875
19,55
14,225
8,9

Rys. 1. Poziom bezrobocia w wojewodztwie dolno$laskim we wrzesniu 2006 .

Zrodto: opracowanie wlasne.
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,1,58000728410138
.1,30358416840279
.1,02716105270421
0,750737937005629
0,474314821307047

Rys. 2. Wskaznik przestgpczosci przeciwko zyciu i zdrowiu — 2004 r.

Zrodto: opracowanie wlasne.

Dla danych o bezrobociu uzyskane zostaly nast¢pujace wyniki:

1=0,23, p-wartos$¢ = 0,009671,
C=0,66, p-wartos¢ = 0,0077.

Obydwa wskazniki sugeruja zatem wystgpowanie dodatniej korelacji prze-
strzennej. Potwierdza to przeprowadzenie testu permutacyjnego, ktory daje w wy-
niku bardzo niskie p-warto$ci oznaczajace, ze nalezy przyjac¢ hipotezg o wystgpo-
waniu zalezno$ci przestrzennej. Mozna zatem stwierdzi¢, ze istnieja pewne zwarte
regionalne grupy powiatéw o podobnym poziomie bezrobocia.

W przypadku drugiego analizowanego zestawu danych (rys. 2) wyniki nie sa
juz tak jednoznaczne:

1=0,16, p-wartos¢ = 0,04150,
C=0,88, p-wartos¢ =0,2164.

Tylko jeden ze wskaznikow jest istotny statystycznie dla poziomu istotnosci
0,05. Mozna zatem przyjac, ze nie ma jednoznacznych dowoddéw wystgpowania
zalezno$ci przestrzennej.



Analiza zaleznosci w odniesieniu do danych regionalnych 89

3. Uogolnione mieszane modele liniowe

W uogolnionym modelu liniowym obserwacje Y; maja rozktad nalezacy do rodzi-
ny wyktadniczej o ggstosci (por. [Dey i in. 2000]):

S (ilno7)=h(vor)exp(r (v —v (n))),

gdzie: i (), w(-) sa to pewne ustalone funkcje, y jest parametrem rozproszenia,
a 7; jest to tzw. parametr kanoniczny. Zaklada si¢ ponadto, Ze:

g (771 ) = X;[B >
gdzie: x to wektor zmiennych objasniajacych, B — wektor parametrow, a g to tzw.
funkcja taczaca. W przypadku modelu mieszanego wystepuja dodatkowo tzw.
efekty losowe, a funkcja taczaca przybiera postac:
g(m)=xB+x,Z+¢,,

gdzie: Z to wektor efektow losowych, xy;, x,; to wektory zmiennych objasniaja-
cych zwiazanych z efektami stalymi i losowymi, a &; to sktadnik btedu. W przy-

padku analizy danych przestrzennych czgsto przyjmuje sig, ze wektor efektow
losowych ma tzw. rozktad warunkowy autoregresyjny. Wowczas

g(ni):X;FB+¢i+gia

gdzie wektor <1)=(¢1,¢2...,¢n) ma rozktad typu CAR, a bledy losowe &; sa

niezalezne i rowniez maja rozktad normalny.

Rozktad warunkowy autoregresyjny (CAR) stosowany jest do modelowania
danych regionalnych. Zaktada sig, ze obserwacja w i-tym regionie ma warunkowy
rozktad normalny o postaci:

¢i|¢j,j¢i~N(Zb”¢j,r[J, i=1,2,...,n.
j=1

Oznacza to, ze warto$¢ oczekiwana poziomu cechy w i-tym regionie jest
kombinacja liniowa poziomow cech z pozostalych regionow.

Mozna udowodni¢, ze rozktad taczny wektora @ = (¢1,¢2,...,¢n) dany bedzie

wzorem:
1 _
p(¢1,¢2,...,¢n)oc exp(_aq)TD 1 (I—B)Q)),

gdzie: B = [b,-j] , a D jest macierza diagonalna z elementami 71-2 na glownej przekat-

nej. Macierz wag B oraz macierz wariancji D wyznacza si¢ przez wprowadzenie
nastgpujacych warunkow:
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Wi 2 Wi
y 2 T _ y
bl] = , Ui = s Wiy = P .
i+ i+
PR
J=1

Przy tych zatozeniach:
1
p(¢19¢2=' --’¢,, ) o exp(—z—rzq)T (Dw — W)(Dj .

gdzie D, jest macierza diagonalng z elementami na przekatnej rownymi w;, . Jest
to gestos¢ rozktadu normalnego o wartosci oczekiwanej 0 i macierzy kowariancji

(D, -W) .

4. Analiza liczby przestgpstw w powiatach wojewodztwa
dolnoslaskiego za pomocg uogolnionego modelu mieszanego

Dokonana zostanie analiza przestrzenna liczby przestepstw przeciwko zyciu i zdro-
wiu w powiatach wojewodztwa dolnoslaskiego w 2004 r.

Celem analizy jest wyznaczenie ,,mapy ryzyka” przestgpczosci dla powiatow.
Zastosowany zostanie uogélniony model liniowy mieszany o nastgpujacej postaci:

¥, PolEe").

T
vi=x;B+oi+s,
gdzie: ¥; — liczba przestgpstw w powiecie i,
n; — liczba mieszkancow w powiecie i,

D Vi
2.
e¥i — wzgledne ryzyko popetnienia przestepstwa dla powiatu i,

T
B=[Bo A1 B2 B3]
X; = [1 x| Xo; x3l.] — wektor zmiennych objasniajacych: stopy bezrobocia,
wykrywalno$ci przestepstw, ogoélnego wskaznika
przestgpstw.

Ei:”i

— oczekiwana liczba przestgpstw w powiecie i,

Oznacza to, ze ryzyko przestgpczosci dla okreslonego powiatu jest wyznaczane
na podstawie nie tylko wskaznika przestgpczosci z danego powiatu, ale réwniez na
podstawie wskaznikow przestgpczosci z powiatow sasiednich oraz na podstawie
trzech dodatkowych zmiennych objasniajacych, ktore sa skorelowane ze wskazni-
kiem przestgpczosci. Taki sposdb estymacji ryzyka pozwala na osiagnigcie wigk-
szej doktadno$ci estymatordw, niz gdyby uzyte byty tylko dane o przestgpczosci
z danego powiatu.
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Tabela 2. Wskaznik przestepczosci dla powiatéw na Dolnym Slasku (liczba przestepstw na 1000 0sob)

Zrédto: http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/wroc/ASSETS _07p_03 01.pdf.

Powiat Wskaznik przestgpczosci Powiat Wskaznik przestgpczosci
Bolestawiecki 0,758107221 otawski 0,872342521
Dzierzoniowski 1,35348736 polkowicki 1,227917942
Glogowski 1,118249141 strzelinski 0,765610574
Gorowski 0,73643728 sredzki 1,078836485
Jaworski 1,108266137 Swidnicki 1,125230019
Jeleniogorski 1,14108568 trzebnicki 0,882291883
Kamiennogorski 0,961620651 walbrzyski 1,580007284
Klodzki 1,16670139 wolowski 0,861055108
Legnicki 0,94842693 wroctawski 0,532604436
Lubanski 1,308512309 zabkowicki 0,95896489
Lubinski 1,188219651 zgorzelecki 1,092494354
Lwowecki 0,474314821 zlotoryjski 1,151773296
Milicki 0,867420238 Wroctaw 0,757542419
Olesnicki 0,619968808

Bolestawiecki [0,7692
Dzierzoniowski |1,371
Glogowski 1,132
Gorowski 0,7414
Jaworski 1,118
Jeleniogorski  [1,157
Kamiennogorski [0,9689
Ktodzki 1,184
Legnicki 0,9617
Lubanski 1,326
Lubinski 1,204
Lwowecki 0,4719
Milicki 0,871
Olesnicki 0,6246
Otawski 0,8829
Polkowicki 1,239
Strzelinski 0,7674
Sredzki 1,092
Swidnicki 1,145
Trzebnicki 0,8902
Watbrzyski 1,604
Wotowski 0,87
Wroclawski 0,5363
Zabkowicki 0,9693
Zgorzelecki 1,105
Ztotoryjski 1,161
Wroctaw 0,769

1,604
1,320975
1,03795
0,754925
0,4719

Rys. 3. Mapa ryzyka przestepczosci dla powiatow na Dolnym Slasku

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Estymacja modelu w ujeciu bayesowskim wymaga okreslenia rozkltadow
a priori parametroéw modelu. W rozpatrywanym przyktadzie zastosowano nastgpu-
jace rozklady:
— wektor parametrow B — rozktad jednostajny (niewlasciwy),
—  wektor przestrzennych efektow losowych @ = (¢, 4,....,¢,) —rozklad CAR(z,),
— skladnik losowy ¢, ~N(0,1/7,),dlai=1,2,...,n,
— rozkladami a priori dla parametrow 7. i 7, sa nieinformacyjne rozklady
gamma.
Wyznaczenie rozktadow a posteriori przeprowadzono numerycznie przy uzy-

ciu algorytmu Gibbsa. Na ich podstawie wyznaczone zostaly estymatory pozio-
mow ryzyka dla poszczegdlnych powiatow. Dane te przedstawia rys. 3. Dane licz-

bowe okreslaja oszacowane wartoéci czynnika e¥i dla kazdego z powiatow. War-
tosci wigksze od 1 oznaczaja, ze wzgledne ryzyko (w stosunku do $redniej z catego
wojewddztwa) jest wigksze. Otrzymane rezultaty pozwalaja stwierdzi¢, ze naj-
wigksze ryzyko popetnienia przestgpstw ma miejsce w powiecie watbrzyskim, na-
tomiast najmniejsze w powiecie lwoéweckim.

5. Podsumowanie

Przedstawione w artykule metody analizy zalezno$ci przestrzennych moga zostaé
zastosowane rowniez w innych dziedzinach. Najwazniejszy obszar zastosowan to
niewatpliwie medycyna, gdzie przedmiotem zainteresowania moze by¢ przestrzen-
na analiza ryzyka zachorowan. Inny obszar zastosowan to ochrona §rodowiska
1 analiza przestrzennego poziomu zanieczyszczen.
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AREAL DATA DEPENDENCE ANALYSIS

Summary: The paper presents several applications of regional data analysis methods.
It introduces two descriptive measures of regional association: Moran’s C and Geary’s 1.
They are applied to measure regional association of unemployment and crime rates. In the
second part of the paper, generalized linear mixed models are applied to create a crime risk
map for the Lower Silesia region.
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