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 ANALIZA ZALEŻNOŚCI W ODNIESIENIU 
 DO DANYCH REGIONALNYCH 

Streszczenie: W artykule omówione zostały wybrane metody analizy zależności występują-
ce w danych mających charakter geograficzny. W pierwszej części przedstawiono miary 
opisowe pozwalające na stwierdzenie, czy w zbiorze danych występują zależności geogra-
ficzne, a więc czy regiony sąsiadujące ze sobą mają wyższe prawdopodobieństwo występo-
wania podobnych wartości cechy. W drugiej części referatu zaprezentowano uogólnione 
mieszane modele liniowe oraz modele autoregresji warunkowej (CAR) dla danych regional-
nych. 

Słowa kluczowe: miary korelacji przestrzennej, uogólnione mieszane modele liniowe, 
rozkład warunkowy autoregresyjny. 

1. Wstęp 

W artykule omówiono wybrane metody analizy zależności występujące w danych 
mających charakter geograficzny. Poszukiwano zależności wynikające z położenia 
regionów geograficznych, a więc związane z ich bliskością lub sąsiedztwem. 
W pierwszej części przedstawiono miary opisowe pozwalające na stwierdzenie, 
czy w zbiorze danych występują zależności geograficzne, a więc czy regiony 
sąsiadujące ze sobą mają wyższe prawdopodobieństwo występowania podobnych 
wartości cechy. 

W drugiej części pokazano uogólnione mieszane modele liniowe oraz modele 
autoregresji warunkowej (CAR) dla danych regionalnych. Modele te wykorzystują 
podejście bayesowskie. Ich podstawą jest wyjaśnianie wartości zmiennej regio-
nalnej na podstawie sąsiedztwa poszczególnych regionów geograficznych oraz na 
podstawie dodatkowych zmiennych objaśniających. 
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2. Miary korelacji przestrzennej dla danych regionalnych 

W przypadku wielu zbiorów danych obserwacje cechy skojarzone są z pewnym 
obszarem geograficznym (regionem). Celem analizy jest zbadanie, czy dane regio-
nalne są przestrzennie skorelowane, a więc np., czy występują pewne zwarte geo-
graficznie zespoły regionów, które mają charakterystyczne dla nich wartości cechy. 
Przykłady takich cech są niewątpliwie dosyć liczne. Mogą to być dane klimatyczne 
dotyczące opadów bądź temperatur (związane np. z występowaniem zwartych 
obszarów wyżynnych i nizinnych), dane dotyczące poparcia kandydatów w wybo-
rach prezydenckich bądź parlamentarnych (np. w Polsce podział na część wschod-
nią i zachodnią kraju). W przypadku innych cech występowanie takiej zależności 
może być mniej oczywiste. Przykładem mogą być dane o poziomie przestępczości. 
 Do pomiaru korelacji przestrzennej stosuje się dwa współczynniki: I Morana 
oraz C Geary’ego (por. [Banerjee i in. 2003]). Każdy z tych wskaźników wymaga 
określenia dla badanych regionów macierzy sąsiedztwa W. Element W  jest równy 1, 
jeśli regiony o numerach i oraz j sąsiadują ze sobą, a 0 w przeciwnym przypadku. 
Elementy na głównej przekątnej są równe 0. 

ij

Macierz sąsiedztwa dla powiatów województwa dolnośląskiego przedstawia 
tab. 1. Zostanie ona wykorzystana do obliczenia współczynników Morana i 
Geary’ego dla wybranych zbiorów danych. 

Współczynnik Morana obliczany jest na podstawie następującego wzoru: 
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gdzie: n – liczba regionów, 
  – wartość cechy dla i-tego regionu. yi

Jego interpretacja jest podobna do standardowego współczynnika korelacji, ale 
współczynnik niekoniecznie zawiera się w przedziale [–1, 1]. Przy założeniu, że 
obserwacje są niezależne i o tym samym rozkładzie, ma on asymptotycznie rozkład 
normalny. 

Współczynnik C Geary’ego obliczany jest na podstawie następującego wzoru: 
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Tabela 1. Macierz sąsiedztwa dla powiatów na Dolnym Śląsku 
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Bolesławiecki 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 
Dzierżoniowski 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 
Głogowski 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Górowski 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
Jaworski 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 
Jeleniogórski 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 
Kamiennogórski 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
Kłodzki 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 
Legnicki 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 
Lubański 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
Lubiński 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
Lwówecki 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
Milicki 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Oleśnicki 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
Oławski 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
Polkowicki 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Strzeliński 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 
Średzki 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 
Świdnicki 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 
Trzebnicki 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 
Wałbrzyski 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Wołowski 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Wrocławski 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
Ząbkowicki 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Zgorzelecki 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Złotoryjski 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Jelenia Góra 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Legnica 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Wrocław 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

Źródło: opracowanie własne. 

Współczynnik ten zawsze przyjmuje wartości dodatnie. Jest równy 1, jeśli 
obserwacje są niezależne. Wartości od 0 do 1 oznaczają korelację dodatnią, 
natomiast większe od 1 korelację ujemną. Ma on również asymptotycznie rozkład 
normalny (przy założeniu niezależnej próbki). 

Do testowania istotności współczynników C oraz I zaleca się stosowanie testu 
wykorzystującego metody Monte Carlo (por. [Banerjee i in. 2003]). Przy założeniu 
prawdziwości hipotezy zerowej o braku zależności regionalnej wartości współ-
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czynników będą niezmiennicze ze względu na permutacje numerów regionów. 
Wyznaczenie wszystkich permutacji dla dużych wartości n jest niemożliwe. Wy-
biera się losową próbkę, np. 1000 permutacji (z których jedna będzie zaobserwo-
waną próbą), i porównuje zaobserwowaną wartość współczynnika I lub C z rozkła-
dem pozostałych 999 permutacji. Jeśli zaobserwowana wartość współczynnika I 
lub C jest wartością ekstremalną w stosunku do pozostałych 999 obliczonych na 
podstawie wylosowanych permutacji, to odrzucana jest hipoteza o niezależności. 
Metoda ta umożliwia także obliczenie empirycznych p-wartości (przez wyznacze-
nie odsetka permutacji o bardziej ekstremalnych wartościach od zaobserwowanej 
na podstawie rzeczywistej próby). 

Przeprowadzenie testów istotności możliwe jest w programie SPlus (w pakiecie 
SpatialStats) lub w języku R (pakiet spdep). 

Wskaźniki korelacji przestrzennej zastosowane zostaną do zbadania występo-
wania zależności dla danych powiatowych na Dolnym Śląsku. Zbadana zostanie 
zależność w poziomie bezrobocia (rys. 1) oraz przestępczości przeciwko życiu 
i zdrowiu (rys. 2). Dane o poziomie bezrobocia pochodzą z września 2006 r., 

Poziom bezrobocia w Województwie Dolnośląskim we wrześniu 2006

8,9

14,225

19,55

24,875

30,2

 

natomiast wskaźnik przestępczości zmierzony został w 2004 r. 

30
24,8
19,
14,2
8

,2
75

55 
25

,9 

Rys. 1. Poziom bezrobocia w województwie dolnośląskim we wrześniu 2006 r. 

Źródło: opracowanie własne. 
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Przestępstwa przeciwko życiu i zdrowiu - 2004 r.

0,474314821307047

0,750737937005629

1,02716105270421

1,30358416840279

1,58000728410138

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1,58000728410138 
1,30358416840279  
1,02716105270421 
0,750737937005629  
0,474314821307047 

Rys. 2. Wskaźnik przestępczości przeciwko życiu i zdrowiu – 2004 r. 

Źródło: opracowanie własne. 

Dla danych o bezrobociu uzyskane zostały następujące wyniki: 

 I = 0,23,  p-wartość = 0,009671, 
 C = 0,66,  p-wartość = 0,0077. 

Obydwa wskaźniki sugerują zatem występowanie dodatniej korelacji prze-
strzennej. Potwierdza to przeprowadzenie testu permutacyjnego, który daje w wy-
niku bardzo niskie p-wartości oznaczające, że należy przyjąć hipotezę o występo-
waniu zależności przestrzennej. Można zatem stwierdzić, że istnieją pewne zwarte 
regionalne grupy powiatów o podobnym poziomie bezrobocia. 

W przypadku drugiego analizowanego zestawu danych (rys. 2) wyniki nie są 
już tak jednoznaczne: 

 I = 0,16,  p-wartość = 0,04150, 
 C = 0,88,  p-wartość = 0,2164. 

Tylko jeden ze wskaźników jest istotny statystycznie dla poziomu istotności 
0,05. Można zatem przyjąć, że nie ma jednoznacznych dowodów występowania 
zależności przestrzennej. 
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3. Uogólnione mieszane modele liniowe 

W uogólnionym modelu liniowym obserwacje Y  mają rozkład należący do rodzi-
ny wykładniczej o gęstości (por. [Dey i in. 2000]): 

i

 ( ) ( ) ( )( )( ), , expi i i i i if y h y yη γ γ γ η ψ η= − , 

gdzie: h  (⋅), ψ (⋅) są to pewne ustalone funkcje, γ jest parametrem rozproszenia, 
a ηi  jest to tzw. parametr kanoniczny. Zakłada się ponadto, że: 

 ( ) T
i ig η = βx , 

gdzie: x to wektor zmiennych objaśniających, β – wektor parametrów, a g to tzw. 
funkcja łącząca. W przypadku modelu mieszanego występują dodatkowo tzw. 
efekty losowe, a funkcja łącząca przybiera postać: 

 ( ) T T
1 2i i ig iη ε= + +x x Zβ , 

gdzie: Z to wektor efektów losowych, x , x  to wektory zmiennych objaśniają-
cych związanych z efektami stałymi i losowymi, a 

1i 2i
ε i to składnik błędu. W przy-

padku analizy danych przestrzennych często przyjmuje się, że wektor efektów 
losowych ma tzw. rozkład warunkowy autoregresyjny. Wówczas 

 ( ) T
i i ig iη φ ε= + +x β , 

gdzie wektor ( )1 2, , nφ φ φ= …Φ  ma rozkład typu CAR, a błędy losowe ε i  są 
niezależne i również mają rozkład normalny. 

Rozkład warunkowy autoregresyjny (CAR) stosowany jest do modelowania 
danych regionalnych. Zakłada się, że obserwacja w i-tym regionie ma warunkowy 
rozkład normalny o postaci: 
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Oznacza to, że wartość oczekiwana poziomu cechy w i-tym regionie jest 
kombinacją liniową poziomów cech z pozostałych regionów. 

Można udowodnić, że rozkład łączny wektora ( )1 2, , , nφ φ φ= …Φ  dany będzie 
wzorem: 

 ( ) ( )T 1
1 2

1, , , exp
2np φ φ φ −⎛ ⎞∝ − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
D I B… Φ Φ , 

gdzie: B = bij , a D jest macierzą diagonalną z elementami  na głównej przekąt-
nej. Macierz wag B oraz macierz wariancji D wyznacza się przez wprowadzenie 
następujących warunków: 

τ i
2
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Przy tych założeniach: 
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D W… . 

gdzie D  jest macierzą diagonalną z elementami na przekątnej równymi w . Jest 
to gęstość rozkładu normalnego o wartości oczekiwanej 0 i macierzy kowariancji 

. 

w

( )− W

i+

1
w

−D

4. Analiza liczby przestępstw w powiatach województwa 
 dolnośląskiego za pomocą uogólnionego modelu mieszanego 

Dokonana zostanie analiza przestrzenna liczby przestępstw przeciwko życiu i zdro-
wiu w powiatach województwa dolnośląskiego w 2004 r. 

Celem analizy jest wyznaczenie „mapy ryzyka” przestępczości dla powiatów. 
Zastosowany zostanie uogólniony model liniowy mieszany o następującej postaci: 

 ( ( )~ i
i i iY Po E eψψ , 

 ψ φ εi i i= + +xTβ i , 

gdzie: Y  – liczba przestępstw w powiecie i, i
  – liczba mieszkańców w powiecie i, ni

 E n
y
ni i

i

i
= ∑

∑
 – oczekiwana liczba przestępstw w powiecie i, 

 e iψ  – względne ryzyko popełnienia przestępstwa dla powiatu i, 
 β = β β β β0 1 2 3

T, 
 xi i ix x x= 1 1 2 3i  – wektor zmiennych objaśniających: stopy bezrobocia, 

wykrywalności przestępstw, ogólnego wskaźnika 
przestępstw. 

Oznacza to, że ryzyko przestępczości dla określonego powiatu jest wyznaczane 
na podstawie nie tylko wskaźnika przestępczości z danego powiatu, ale również na 
podstawie wskaźników przestępczości z powiatów sąsiednich oraz na podstawie 
trzech dodatkowych zmiennych objaśniających, które są skorelowane ze wskaźni-
kiem przestępczości. Taki sposób estymacji ryzyka pozwala na osiągnięcie więk-
szej dokładności estymatorów, niż gdyby użyte były tylko dane o przestępczości 
z danego powiatu. 
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Tabela 2. Wskaźnik przestępczości dla powiatów na Dolnym Śląsku (liczba przestępstw na 1000 osób) 

Powiat Wskaźnik przestępczości Powiat Wskaźnik przestępczości 
Bolesławiecki 0,758107221 oławski 0,872342521 
Dzier i polkożoniowsk 1,35348736 wicki 1,227917942 
Głogowski 1,118249141 strzeliński 0,765610574 
Górowski 0,73643728 średzki 1,078836485 
Jaworski 1,108266137 świdnicki 1,125230019 
Jeleniogórski 1,14108568 trzebnicki 0,882291883 
Kamiennogórski  0,961620651 wałbrzyski 1,580007284 
Kłodzki 1,16670139 wołowski 0,861055108 
Legnicki 0,94842693 wrocławski 0,532604436 
Lubański 1,308512309 ząbkowicki 0,95896489 
Lubiński 1,188219651 zgorzelecki 1,092494354 
Lwówecki 0,474314821 złotoryjski 1,151773296 
Milicki 0,867420238 Wrocław 0,757542419 
Oleśnicki  0,619968808   

Ź tp://www.stat.gov /wroc/ASSETS_07p_03_01.pdf. ródło: ht .pl/cps/rde/xbcr

Bolesławiecki 0,7692 Mapa ryzyka przestępstw przeciwko życiu i zdrowiu

0,4719

0,754925

1,03795

1,320975

1,604

 

Dzierżoniowski 1,371 
Głogowski 1,132 
Górowski 0,7414
Jaworski 1,118 
Jeleniogórski 1,157 
Kamiennogórski 0,9689
Kłodzki 1,184 
Legnicki 0,9617
Lubański 1,326 
Lubiński 1,204 
Lwówecki 0,4719
Milicki 0,871 
Oleśnicki 0,6246
Oławski 0,8829
Polkowicki 1,239 
Strzeliński 0,7674
Średzki 1,092 
Świdnicki 1,145 
Trzebnicki 0,8902
Wałbrzyski 1,604 
Wołowski 0,87 
Wrocławski 0,5363
Ząbkowicki 0,9693
Zgorzelecki 1,105 
Złotoryjski 1,161 
Wrocław 0,769 

Rys. 3. Map

1,604
1,320975

5 1,0379
0,754925
0,4719 

a ryz ępczości dla powiatów na Dolnym Śląsku 

Źródło: opracowanie własne. 
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Estymacja modelu w ujęciu bayesowskim wymaga określenia rozkładów 
elu. W rozpatrywanym przykładzie zastosowano następu-

– 

a priori parametrów mod
jące rozkłady: 

wektor parametrów β – rozkład jednostajny (niewłaściwy), 
– wektor przestrzennych efektów losowych ( )1 2, , , nφ φ φ= …Φ  – rozkład ( )cCAR τ , 
– składnik lo ( )~ 0,1sowy i h i n= 1 2, , ,… , N τ , dla ε
– rozkładami a priori dla parametrów i τ  są nieinτ c h formacyjne rozkłady 

gamma. 
Wyznaczenie roz a posteriori przeprowadzono numkładów erycznie przy uży-

dla poszczególnych powiatów. Dane te przedstawia rys. 3. Dane licz-
bow

ciu algorytmu Gibbsa. Na ich podstawie wyznaczone zostały estymatory pozio-
mów ryzyka 

e określają oszacowane wartości czynnika e iψ  dla każdego z powiatów. War-
tości większe od 1 oznaczają, że względne ryzyko (w stosunku do średniej z całego 
województwa) jest większe. Otrzymane rezultaty pozwalają stwierdzić, że naj-
większe ryzyko popełnienia przestępstw ma miejs e w powiecie wałbrzyskim, na-
tomiast najmniejsze w powiecie lwóweckim. 

5. Podsumowanie 

Przedstawione w artykule metody analizy za

c

leżności przestrzennych mogą zostać 
 innych dziedzinach. Najważniejszy obszar zastosowań to 
, gdzie przedmiotem zainteresowania może być przestrzen-

Banerjee S., Carlin B.P., Gelfand A.E., Hierarchical Modeling and Analysis for Spatial Data, 
all/CRC 2003. 

.K., Mallick B.K. (red.), Generalized Linear Models: A Bayesian Perspective, 
Marcel Dekker, New York 2000. 

Summary: The paper presents several applications of regional data analysis methods. 
It introduces two descriptive measures of regional association: Moran’s C and Geary’s I. 

ployment and crime rates. In the 
second part of the paper, generalized linear mixed models are applied to create a crime risk 

zastosowane również w
niewątpliwie medycyna
na analiza ryzyka zachorowań. Inny obszar zastosowań to ochrona środowiska 
i analiza przestrzennego poziomu zanieczyszczeń. 
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