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Vorrede.

Als kurz vor Pfingsten 1892 Heumuornrz dem Plane zustimmte,
seinen ganzen Cursus der ,Vorlesungen iiber theoretische Physik*
auf Grundlage besonders dazu nachgeschriebener Stenogramme zu
verdffentlichen, hatte er das fiir das Sommersemester angekiindigte
Colleg iiber ,die mathematischen Principien der Akustik“ schon
lingst begonnen. Um nun aber trotzdem mit der Ausfithrung des
Planes sofort beginnen zu kénnen, wurde fiir den Anfang (§§ 1 bis 29)
eine im Sommer 1881 gemachte Nachschrift des einen (A. K.) der
beiden Unterzeichneten zur Ausarbeitung benutat.

Eine Schwierigkeit bot dann noch der Umstand, dafs Hrrm-
HoLTZ in jenem Sommer-1881 den Inhalt dgrjétzigen §§ 30—34 nicht
vorgetragen hatte, und dalsy da,her die*erwithnte iltere Nachschrift
an die erst mit"§ 81 begmnenddﬁ !l'ﬁuen wortgetreuen Stenogramme,
die Herr Dr. Bruno Boncﬁbr aufmllm, nicht genau anschlofs.
Zur Ausfilllung dieser jm* sent.hchen (]m. Inhalt des § 80 um-
fassenden Liicke hat Henr ANTON. StmryE seine sehr ausfithrliche,
wenn auch nicht ganz wortliche stenographische Nachschrift bereit-
willigst zur Verfiigung gestellt, wofiir ihm an dieser Stelle herzlicher
Dank ausgesprochen sei.

Das Manuscript des ganzen ersten Theiles hat Henmmourz
noch vorgelegen und er hat bis zum § 29, also gerade in den nach
der ilteren Nachschrift ausgearbeiteten Abschnitten, den Text mehr-
fach geiindert und erweitert. Zu einer Durchsicht des siebenten
Abschnittes (§§ 80—384) hat er keine Zeit mehr gefunden, obschon
das betreffende Manuscript ihn Herbst 1893 auf der Reise nach
Chicago begleitet hat, wo er hoffte, withrend der Seefahrt die er-
forderliche Mufse zu finden.

Die ohnehin schon knappe Zeit des Sommersemesters wurde
noch weiter dadurch verkiirzt, dals Heummonrz wegen einer dienst-
lichen Reise die Vorlesungen bereits im Juli schliefsen mufste. Ks



VI VORREDE,

war ihm daher nicht mehr miglich, die Schallbewegung in Réhren
mit offenen Enden zu behandeln; er sprach aber sofort die Absicht
aus, diesen Theil bei der spiteren Verdffentlichung aus seiner
fritheren, den Gegenstand betreffenden Abhandlung') hinzuzufiigen.
Die unterzeichneten Herausgeber haben nun nach Henmuorrz Tode
diese Absicht ausgefithrt, indem sie das Vorgetragene soweit er-
giinzten, dafs jene Abhandlung angeschlossen werden konnte. Die
ersten Paragraphen derselben mufsten dabei fortbleiben, weil sie
eine unndthige Wiederholung abgegeben hiitten. Der Text der
iibrigen Paragraphen ist wirtlich abgedruckt und an den Gleichungen
sind nur wenige formelle Aenderungen vorgenommen worden, um
mit dem Vorausgehenden Uebereinstimmung herzustellen.

Berlin und Hannover, im Mai 1898,

Arthur Konig.
Carl Runge.

) Theorie der Luftschwingungen in RShren mit offenen Enden. Crerie's
Journ. f. reine u. angew. Mathematik. Bd. 57. 8. 1—72 (1859). — Abgedruckt
in ,,Wissenschaftliche Abhandlungen®. Bd. 1. S, 808882, Leipzig 1882, —
Eine neue Ausgabe dieser Abhandlung hat dann Hr, A, Waxeeriy in ,,Osr-
warp’s Klassiker der exakten Wissenschaften. No. 80. Leipzig 1896, ver-
anstaltet, wo auch einige im Original enthaltene Fehler verbessert sind. Diese
Ausgabe liegt unserem Abdruck zu Grunde.
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EINLEITUNG.

§ 1. Die Akustik und ihre Beziehung zum Ohr.

Die Akustik, rein physikalisch, d.h. nicht mit Riicksicht auf
physiologische Gesichtspunkte behandelt, ist die Lehre von den
Oscillationen mit verschwindend kleinen Amplituden, wie sie in
Korpern oder Korpersystemen entstehen, welche einer stabilen
Gleichgewichtslage nahe sind und sich unter dem Einflufs conser-
vativer Krifte bewegen, die sie in die genannte Lage zuriickzu-
fithren streben. Die Natur dieser Kriifte kann iibrigens sehr ver-
schieden sein; in der That beobachten wir in Korpern von allen
drei Aggregatzustiinden dergleichen Oscillationen.

Die Beziehung dieser Vorgiinge zum Ohr ist dadurch gegeben,
dafs dieses auf einen grofsen Theil derartiger Schwingungen
reagirt, und dafs wir durch das Ohr sehr leicht viel feinere Ver-
schiedenheiten derselben erkennen konnen, als durch die iibrigen
Sinnesorgane. Uebrigens gelten die Gesetze, die wir hier kennen
lernen werden, nicht blos filr horbare Schwingungen, sondern auch
fiir viel langsamere sichtbare Schwingungen grofser Massen.

Hinsichtlich der Reactionsweise des Ohres unterscheiden wir
zuniichst: Geriiusche und Klinge. Ein Geriusch ist auch seinem
sinnlichen Eindrucke nach fortdauernd wechselnd und unregel-
miifsig. Kin Klang giebt im Allgemeinen einen anhaltenden, gleich-
bleibenden Eindruck. Kine scharfe Grenze zu zichen, ist aber un-
moglich; oft genug mischen sich schwache Geriiusche auch musika-
lischen Klingen bei; so kbnnen wir z B. im Klang der Violine
zeitweilig auch das Kratzen des Bogens auf den Saiten bemerken.

Die Klinge werden durch das Ohr unterschieden nach der
Hohe, nach der Klangfarbe und nach der Intensitit Wir
werden spiiter (§ 8) sehen, wie diese Eigenschaften von den physi-
kalischen Vorgiingen bedingt werden.

H. v. Heumuwortz, Theoret, Physik, Bd. I11. 1



Erster Theil.

Theorie der kleinen Oscillationen discreter
Massenpunkte um eine Lage stabilen Gleichgewichtes.

Erster Abschnitt.

Die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes unter dem
Einflufs einer elastischen Kraft ohne Beriicksichtigung der
Reibung.

§ 2. Die Bewegungsgleichung und die Form der Bewegung.

Wir wollen die Annahme machen, dafs die Kraft, welche einen
Massenpunkt in seine Gleichgewichtslage zuriicktreibt und dadurch
die Oscillationen zu Stande kommen lifst, dem Gesetz der so-
genannten elastischen Kriifte folgt, d. h. dals sie proportional der
Grofse der Verschiebung aus der Gleichgewichtslage ist.

Der einfachste Fall liegt vor, wenn ein einzelner Punkt, dessen
Masse gleich m, in der Richtung der z-Axe aus der Gleichgewichts-
lage, die wir in dem Punkte z = 0 annehmen wollen, verschoben
worden ist. Dann ist die auftretende Kraft einmal in Folge der
iiber sie gemachten Annahme gleich — a*z, wo a® eine stets posi-
tive Grofse bezeichnen soll, und ferner ist sie nach dem NewToN'-

2
schen Kriftemaals auszudriicken durch m%f— Wir haben daher
d*x
o a*x (1)

zu setzen.

Das vollstindige Integral der Differentialgleichung (1) kann
man dadurch finden, dafs man einen Multiplicator fir sie sucht,
der beide Seiten derselben in Differentialquotienten nach der Zeit



§ 2. DIE BEWEGUNGSGLEICHUNG U. DIE FORM DER BEWEGUNG. 3

verwandelt. KEin solcher ist 3—? Dann liifst sie sich in die Form

bringen:
de d*z i dz
?ﬂ.ﬁ—i‘"a-‘t—’-- +a .I-‘(—i“t— =0
oder
d da\? $=
el o . - 1
e I:-}m (rHJ + da m] 0 (1a)

Die letztere Gleichung sagt aus, dafs die in die eckige Klammer
eingeschlossene Grofse nicht von der Zeit abhiingt. Da sie nun in
unserem Falle keine andere Veréinderliche enthiilt, ist sie constant
zu setzen. Ihren constanten Werth bezeichnen wir mit }a®4?; dann
ist also

im. (%?-Js + Jaa? = }a*ht (1b)

In dieser Form driickt die Gleichung das Gesetz von der
Constanz der Energie aus. Das erste Glied der linken Seite
ist der Werth der actuellen Energie der bewegten Masse, das
zweite mifst den noch vorhandenen Rest der potentiellen Energie,
deren Werth fiir das angenommene Wirkungsgesetz der elastischen
Kraft wir hier kennen lernen. Die charakteristische Eigenthiim-
lichkeit dieser Grofse ist die, dafs sie eine Function der Coordi-
naten ist, deren negativ nach einer der in ihr enthaltenen Coordi-
naten gebildeter Differentialquotient

- %[}a’x’] = —ay

die in Richtung der betreffenden Coordinate wirksame Kraftcompo-
nente giebt, 5
Gleichung (1b) ergiebt weiter:

dx 1 a

i:l_ yh? — o? __]fn:

oder indem wir nach ¢ integriren:

5.1 al
arc.sin (—| = C 4 —
Vi

oder

@ = h.sin [C+ %] (1c)

1‘
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Da ein Sinus eines reellen Winkels immer ein echter Bruch
ist, dessen Werthe zwischen + 1 und — 1 liegen, so liegt der
Werth von # immer zwischen + kh und — k. Zwischen diesen
beiden Punkten ist die Bewegung hin- und hergehend (oscillirend).
Die Grofse h heifst die Amplitude der Schwingung, der
wechselnde Werth von = die zeitweilige Elongation des schwin-
genden Punktes. Wiichst ¢ um die Grofse

so wiichst der Bogen um 27 und der Sinus bekommt wieder denselben
Werth, wie zu Anfang dieser Zeit; ebenso auch =z und %ii Also

wiederholen sich vollkommen gleiche Zustinde des bewegten Korpers,
nachdem einmal die Zeit 7 oder ein beliebiges ganzes Multiplum
derselben abgelaufen ist. Man nennt 7' die Schwingungsdauer
oder die Periode der oscillirenden Bewegung; der reciproke Werth
1 a

T 2xa)m
einheit. Den Werth der Periode und der Amplitude pflegt man
immer positiv zu nehmen, Schreibt man

ergiebt die Anzahl der Schwingungen in der Zeit-

:c=k.sin2n[~%,-+0], (1d)

0 bezeichnet man ¢ als die Phasenconstante. Diese Grolse
kann immer zwischen 0 und 1 angenommen werden, da es auf ein
Vielfaches von 27 in dem Argument des Sinus nicht ankommt; sie
giebt an, welcher Bruchtheil der Schwingungsperiode von dem
Augenblick ¢ = — ¢T des Durchgangs des Punktes m durch die
Gleichgewichtslage bis zum Zeitpunkt ¢ = 0 voriibergegangen ist.

Man kann die Gleichung (1) auch nach einer anderen Methode
integriren, indem man beachtet, dals diese Gleichung zu einer ge-
wissen Klasse von Differentialgleichungen gehort, die in der Physik
eine ausgedehnte Anwendung finden.

Man pflegt solche Gleichungen, in denen die unbekann-
ten veriinderlichen Grofsen selbst oder ihre Differential-
quotienten erster oder hoherer Ordnung, genommen nach
den unabhingigen Veriinderlichen, in jedem Gliede vor-
kommen, aber nur in erster Potenz und nicht in Producten
je zweier derselben, homogene lineare Differentialglei-
chungen zu nennen. Fir dieselben gelten folgende Sitze:
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1. Wenn wir zwei Losungen derselben Gleichung, z. B. & und &,
haben, beide als Function der unabhiingigen Variablen gegeben, so
ist jede homogene lineare Function von & und & ebenfalls eine
Losung. Denn setzen wir in die gegebene Differentialgleichung
einmal § und das andere Mal & ein, so ergiebt sich durch Ad-
dition der entstehenden Gleichungen, dafs auch (§, + &,) eine Losung
derselben Differentialgleichung ist. Weil ferner Multiplication von
dem Integral § mit irgend einem constanten Factor « oder f die
Differentialgleichung nicht ungiiltig macht, da der Factor aus dieser
sich wieder fortheben lifst, so sind auch «§ und g§, Losungen,
und mit Beriicksichtigung des eben Gesagten erhalten wir die all-
gemeine Lisung:

a‘:=t¢§1 +ﬁ£s'

Falls die geloste Differentialgleichung eine Bewegungsgleichung
ist, nennt man die durch die Losung «§ + B & = @ dargestellte
zusammengesetzte Bewegung eine Superposition (geometrische
Addition) der durch die Losungen « & und g §, dargestellten Kinzel-
bewegungen. Weil wir in dieser zusammengesetzten Bewegung jede
der componirenden Bewegungen als ungestort vorhanden betrachten
kimnen, so bezeichnet man dieses Princip auch wohl als das
Princip der ungestérten Superposition der Bewegungen. — Hs
darf bei der Bildung dieser homogenen linearen KFunction aus

mehreren Einzellosungen auch J/ — 1 als Factor in den Coefficienten
gebraucht werden. Denn da Gleichungen zwischen complexen
Grofsen nur erfiillt werden konnen, wenn sowohl die reellen wie
die imaginiiren Theile beider Seiten der Gleichung einander gleich
sind, so sagt eine solche Gleichung nichts anderes aus, als was man
schon bei ihrer Bildung wufste, dafs niimlich sowohl der reelle wie
der imaginiire Theil des Werthes eine Losung darstellt. Die Rech-
nung wird aber in vielen Fillen durch Kinfithrung imaginirer
Glieder viel kiirzer und bequemer.

2. Die Gleichung (1) ist nun offenbar eine solche homogene
lineare Differentialgleichung. Aber sie hat noch eine andere Eigen-
thitmlichkeit, welche eine besondere Integrationsmethode anwendbar
macht, sie hat niimlich constante Coefficienten ihrer Glieder.
Bei solchen homogenen linearen Differentialgleichungen mit con-
stanten Coefficienten kann man particuliive Integrale immer in der
Weise finden, dafs man die Unbekannte gleich setzt einer Con-
stanten, multiplicirt mit einer Exponentialfunction der unabhiingigen
Variabeln, bez. wenn deren mehrere sind, mit einer solchen
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Function, deren Exponent eine lineare Function der genannten
Variablen ist.

Setzen wir in die Gleichung (1) den Werth
o= ap!
ein, 8o ergiebt sich, da nunmehr

d*x

ap =P
ist,
‘?ﬂp’ = - a’
also
i
p=Hgs |/— -
m

Wir erhalten daher die beiden Einzellosungen

s “V':T' = C08§ (t I/%’_) — isin (‘ l/g)

Nach dem, was wir soeben iiber die Superposition der Kinzel-
bewegungen erfahren, ist die allgemeinste Liésung:

o=t i) [cos[t |/ | 5.0 V]
st U e 411
= 0= fin [t |/ 2] + @+ poost |/ )
el f ) s 0 2]

Da in dieser Losung nun der reelle Theil und der reelle Factor
des imaginiiren Theiles mit Riicksicht darauf, dafs e, #, y, & vollig
willkiirlich sind, ganz iibereinstimmende Form haben, so kiénnen
wir die allgemeine Losung schreiben:

z=F.sin(: l/a;)-l-G.cos(t l/“;) (4)

(2)
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Setzen wir nun
F =h.cose

G =h.sine

- a?
@ = h.sIn (! — ¢ (5)
m

iibereinstimmend mit dem, was wir oben in (1d) gefunden. Durch
die Combination der beiden particuliiren Integrale der Gleichungen (2)
gelingt es also auch hier, ein vollstiindiges Integral zu finden,
welches zwei willkiirliche Constanten enthiilt, # und G oder & und ¢,
iither welche man so verfigen kann, dals zur Zeit ¢ =0 der be-
wegte Punkt mit einer beliebig vorgeschriebenen Ablenkung und

so wird

Geschwindigkeit i:: seine Bewegung beginnt.

Wir fanden seine Schwingungszahl

Die hier beschriebene Bewegung ist, wie bemerkt, eine periodische,
deren Periode T nur von der Masse m des Punktes und der Grofse
der elastischen Kraft a® abhiingt. Sie wird einfache Schwingung
(oder Sinusschwingung, bez pendelartige Schwingung) ge-
nannt und lifst sich geometrisch so beschreiben:

Denken wir uns, dafs ein Punkt auf einem Kreise mit dem
Radius % mit gleichformiger Geschwindigkeit herumliuft, so ist die
Projection dieser Bewegung auf einen Durchmesser eine Sinus-
schwingung.

Wenn unter den hier gemachten Annahmen die Bewegung ein-
mal eingeleitet ist, so wird sie bis in die Unendlichkeit fortbestehen.
Unsere Ableitung setzt aber voraus, dafs keine die Bewegung hin-
dernden Kriifte vorhanden sind. In Wirklichkeit wird dieses nun
in aller Strenge nie der Fall sein, sondern es wird immer eine
Uebertragung der lebendigen Kraft an die Umgebung stattfinden
(durch Reibung u. s. w). Es kommen freilich viele Fille vor, wo
eine solche Form der Bewegung, wie wir sie hier abgeleitet haben,
sich mit sehr grofser Anniiherung vollzieht, weil die hindernd ein-
wirkenden Kriifte verschwindend klein sind gegeniiber der elastischen
Kraft, welche die Bewegung unterhilt.
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§ 3. Die Beziehung der Bewegungsform zu den Eigenschaften
des Klanges.

Von der Schwingungsdauner bez. der Schwingungszahl hiingt das
ab, was das Ohr als die Hohe des Tones empfindet, und zwar er-
geben sich fiir die harmonischen Intervalle einfache numerische Be-
ziehungen zwischen den Werthen der Schwingungszahlen. s wird
dieses schon von ARISTOTELES erwithnt, doch ist unbekannt, in
welcher Weise er zu dieser Kenntnils gekommen ist; PyrHAGoRAs
kannte nur das Verhiiltnifs der Saitenliingen zu den musikalischen
Intervallen.

Das Verhiiltnifs der Schwingungszahlen ist bei den verschiedenen
harmonischen Intervallen das folgende:

1:2 ., ., Octave
2:8 Quinte
3:4 Quarte
4:5 grofse Terz
b:6 kleine Terz
3:5 . . grolse Sext
5:8 . . kleine Sext.

s ist ersichtlich, dafs man mit der Octave, der Quinte und
der grofsen Terz alle anderen Intervalle unmittelbar oder mittelbar
bestimmen kann; denn es ist:

Quarte = Octave minus Quinte =

kleine Terz = Quinte minus grofse Terz =
= Octave minus kleine Terz

= Quarte plus grofse Terz }

kleine Sext = Octave minus grofse Terz = 5: 8,

w ot
=L B =~

grofse Sext {

Sobald also die Schwingungszahl fiir einen Ton festgesetzt ist,
sind die Schwingungszahlen aller anderen Téne ebenfalls gegeben,

ScuemLer war der Erste, der die Schwingungszahlen mit
einiger Genauigkeit vergleichen lehrte. Er benutste dazu eine
subjectiv-akustische Methode (Schwebungen), withrend spiiter Lagsa-
Jous eine optische Methode (die nach ihm benannten Schwingungs-
figuren) in Anwendung brachte,

Von Scuemsuer rithrt auch die erste Festlegung der absoluten
Schwingungszahl fiir einen bestimmten Ton her. Auf seinen Yor-
schlag nahm die deutsche Naturforscherversammlung im Jahre 1834
fir den sogenannten Kammerton o die Schwingungszahl 440 in
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der Secunde an. Durch den internationalen Musiker-Congrefs im
Jahre 1885 wurde diese Zahl auf 485 festgesetzt. Diese Zahlen
bedeuten hier die Anzahl ganzer Perioden, withrend deren der
schwingende Punkt einen ganzen Hin- und Hergang ausfihrt. Die
franzosischen Physiker rechnen meist nach halben Perioden, und
haben deshalb doppelt so grofse Schwingungszahlen. Diese Sitte
ist vom Uhrpendel hergenommen, welches bei jedem Durchgang
durch die Gleichgewichtslage, von rechts, wie von links kommend,
einen Schlag macht.

Die Schwingungszahlen der musikalisch verwendbaren Tine
liegen zwischen 40 und 4000 ganzen Schwingungen, fir das Ohr
wahrnehmbar sind allerdings auch noch Schwingungen mit kleinerer
und grifserer Schwingungszahl; aber eine scharfe Auffassung der
Intervalle ist bei ihnen nicht mehr miglich.

Die Sinusschwingungen sind nun nicht die einzigen der Zeit
nach periodischen Functionen, sondern es sind fiir jeden Werth
von 7' unendlich viele Formen periodischer Bewegung moglich. Sie
sind aber alle zusammensetzbar aus Sinusschwingungen, und ihre
Form ist die physikalische Grundlage fiir das, was das Ohr als
Klangfarbe auffafst. Das Ohr zerlegt in der Empfindung jede
periodische Bewegung, deren Schwingungszahl innerhalb der wahr-
nehmbaren Girenzen liegt, in nicht weiter zerleghare Sinusschwin-
gungen, die einfach empfunden werden. Die einfache pendelartige
Schwingung ist also die Grundform, auf welche alle anderen
Schwingungsformen, sowohl objectiv - mechanisch als subjectiv-
akustisch, reducirt werden kinnen.

Die oben (§ 2) gefundene Gleichung:

tm (ii—n—:)z + $ata2? = }ath? (1b)

giebt, wie dort schon bemerkt ist, die Werthe der Energie an. Das
erste (Glied der linken Seite stellt die lebendige Kraft oder die
actuelle Energie dar. Das zweite Glied giebt die Quantitiit der
Spannkriifte, die potentielle Energie an. Die wichtige mecha-
nische Bedeutung dieser Grofsen ist die, dals sie die unzerstirbaren
Arbeitswerthe der stattfindenden Bewegung angeben. Diese kinnen,
wie in der allgemeinen Dynamik gezeigt wird, nur dadurch ver-
dindert werden, dafs ifufsere Einwirkungen auf den schwingenden
Punkt stattfinden, die entweder ihm neue Arbeitsiiquivalente zu-
fiihren, oder ihm die vorhandenen entziehen kénnen. Von diesen
Arbeitswerthen des schwingenden Punktes hiingt nun itberhaupt der
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Arbeitswerth aller anderen Wirkungen ab, welche die schwingende
Masse auf andere Naturkorper ausiiben kann, unter anderen auf
unsere Sinnesorgane, und man pflegt deshalb diesen Arbeitswerth
}a®.h* vorzugsweise als Maals fiir die Intensitiit des Schalles zu
benutzen. Bezeichnen wir mit « die grofste Geschwindigkeit, welche
der schwingende Punkt annehmen kann, was offenbar im Punkt
x = 0 geschieht, so ist:

ba?h? = fmud, (6)
Die Intensitit kann also auch durch die beim Durchgang durch
die Gleichgewichtslage eintretende lebendige Kraft gemessen werden.

Zweiter Abschnitt.

Die Bewegungen eines beliebigen Systems von Massenpunkten
unter dem Einfluls conservativer Kriifte in der Niihe einer
stabilen Gleichgewichtslage.

§ 4. Die allgemeinen Eigenschaften des Systems.

Wir wollen jetzt dazu tibergehen, eine Reihe von Eigenthiim-
lichkeiten abzuleiten und nachzuweisen, welche in Systemen von
Massenpunkten vorhanden sind, die kleine Bewegungen in der Niihe
einer Lage ausfithren, in welcher sie unter anderen Umstiinden
auch in stabilem Gleichgewichte ruhen kinnten.

Wir nehmen ein beliebig aus Massenpunkten zusammengesetztes
mechanisches System an. Jeder Punkt sei bezogen auf ein recht-
winkliges Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt mit seiner Gleich-
gewichtslage zusammenfillt. Die Richtung der Coordinatenaxen
braucht fiir die verschiedenen Punkte nicht dieselbe zu sein. s
ist nicht nothwendig, dals dabei die drei Coordinaten jedes einzelnen
Punktes durch die Benennung unterschieden werden, und so wollen
wir sie durch s,, sy, sc W 8. w. fortlaufend durch das ganze System
ausdriicken. Die Massen der einzelnen Punkte seien mit mg, myg,
me U. 8, w. bezeichnet. Da nun aber jedem Punkte drei Coordinaten
und also auch drei Indices zukommen, so haben wir, wenn a, b, ¢
Indices sind, die demselben Punkte angehoren, m, = my = m, zu
setzen. KEs giebt im Allgemeinen also dreimal so viel Werthe s,
als my, doch kann ein Theil dadurch wegfallen, dals gewisse Punkte,



§ 4. SYSTEM VON MASSENPUNKTEN. 11

die Kriifte auf die fibrigen ausiiben, entweder ganz unbeweglich,
oder gezwungen sind, sich auf gewissen Ebenen oder Geraden zu
bewegen, die dann als Coordinatebenen oder Coordinataxen fiir die
Lage dieser Punkte zu brauchen sind. T

s ist die Bedingung gestellt worden, dafs die auf die Massen-
punkte einwirkenden Kriifte (Kriifte des Systems selbst und fulsere
Kriifte) conservativ sein sollen. Diese Bedingung sagt aus, dafs
jede Kraftcomponente S,, welche einen der Punkte, m,, in Richtung
einer der Coordinaten, s,, angreift, ihrer Grofse nach bestimmt
werde durch eine Gleichung von der Form

oW
e @

8y = —
wo @ als eine Function simmtlicher Coordinaten s, dargestellt
werden kann, welche aber nicht direct die Zeit ¢ enthalten darf.
Die mechanische Bedeutung dieser Funktion @ ist, dals sie den
Werth der Arbeit (potentiellen Energie) milst, die aufgewendet
werden mufs, um die simmtlichen Massenpunkte m, aus der Ruhe-
lage in die durch die Coordinaten s, bestimmte Lage zu bringen.

Bezeichnen wir mit d 4 die Arbeit, welche verwendet werden
mufs, um eine Verriickung aller m, um ds, zu Stande zu bringen
gegen die Wirkung seiner Kriifte S,, so ist diese

)
v dus (8)

Sa

dAd=—D5.ds = +Ea

Da @ nur von den s, abhiingen soll, stellt die letzte Summe die
ganze Aenderung des @ dar, und wir erhalten also

dd=dd. (8a)

Die durch die Gleichungen s, = 0 charakterisirte Lage soll
eine Ruhelage sein. Sie kann dies nur sein, wenn alle Bewegungs-
kriifte gleich Null sind, d. h. alle g:p = 0. Diese letztere Be-
a

dingung tritt ein, wenn in der Gleichgewichtslage die Function ®
ein Minimum oder ein Maximum oder auch ein sogenannter
Sattelwerth, ein Minimo-Maximum ist. Wir werden gleich sehen,
dals bei der Forderung, das Gleichgewicht solle stabil sein, nur die
Annahme eines Minimums zuliissig ist.
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§ b. Bildung der allgemeinen Bewegungsgleichungen flir
unser System,

Die Bewegungsgleichung der einzelnen Punkte erhiilt nun nach
Newron's Definition der Bewegungskraft die Form
d*s, 0w
i Sory ot P (9)

Wir haben so viele Gleichungen dieser Art, als veriinderliche Co-
ordinaten vorhanden sind. Multipliciren wir die Gleichung mit
ds

W"—, so erhalten wir:
dgs s, oW ds, ’
o s — | ep——§ — \]
"™ e Jes  at ' (92)
und wenn wir die Summe iiber das ganze System bilden:
= ds, d*s, 0D da.
e, Srra e b el llay 10
?ﬂm“ dt  de = s, di (39

Nun hiingt aber @ nur insofern von ¢ ab, als die einzelnen s, von ¢
abhiingen, so dals
SR T do
B R camer T

ist. Indem wir auch die linke Seite der Gleichung als vollstindiges
Differential umformen, ergiebt sich

ashulifl--st o

ifabnfiflesd-o oo

oder

also ist:

n‘{! Mg ( ) } + @ = Const. (11h)

Diese Gleichung spricht das Gesetz von der Constanz der
Energie aus; denn es ist das erste Glied der linken Seite gleich
der lebendigen Kraft, der actuellen Energie, und, wie wir schon
gesehen haben, ist @ gleich der potentiellen Energie des Systems.

Wenn in einer bestimmten Lage das Gleichgewicht stabil sein
soll, so muls in dieser @ immer kleiner sein, als in allen un-
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mittelbar benachbarten Lagen, weil dann bei einer kleinen Storung
der Ruhelage durch irgend einen kleinen Anstofs die dadurch er-
regte lebendige Kraft I, welche eine nothwendig positive Griflse
ist, um so kleiner werden mufs, je mehr sich das System aus der
Gleichgewichtslage entfernt, aber keinenfalls kleiner werden kann,
als Null. Daraus folgt, dafs auch die Zunahme von @ nicht itber
einen gewissen kleinen Betrag hinaus gehen kann, der durch die
Grofse des Anstofses bedingt ist. Wissen wir also, dals @ in der
Ruhelage ein Minimum ist, so kann das System bei keiner Art von
Verschiebung sich iiber die der Zunahme des @ entsprechenden
Grenzen hinaus entfernen.

Anders liegt es, wenn @ nicht fiir alle Combinationen von
Verschiebungen ein Minimum ist. Denn dann kann beim Verlassen
der Ruhelage die lebendige Kraft wachsen, und das System mit ge-
steigerter Gieschwindigkeit sich aus der Ruhelage entfernen. Solches
Gleichgewicht heifst labil.

§ 6. Beschrinkung in der Allgemeinheit der bisherigen
Annahmen.

Wir wollen nun hinsichtlich der Function @ die beschriinkende
Annahme machen, dafs @ in der Nachbarschaft der Gleichgewichts-
lage des Systems den allgemeinen Charakter einer Function habe,
die nach der Tayror'schen Reihe entwickelbar sei, bez. nach der
Modification dieser Reihe, die nach Mac Lauriy genannt ist und
die sich nur dadurch unterscheidet, dafs fiir den Ausgangspunkt
die unabhiingigen Variablen alle gleich Null gesetzt sind. s ist
dann:

R B 0> T TS L

wo die Summationen in der Weise auszufithren sind, dafs die In-
dices a und b unabhiingig von einander durch alle ganzzahligen
Werthe laufen.

Die Werthe der s, sollen nun so klein gewithlt werden, dals
wir die Glieder dritter Ordnung vernachliissigen konnen. Nun

sind aber fiir die Gleichgewichtslage die Werthe von gf)
a

gleich Null, und wir kionnen aufserdem, ohne die Allgemeinheit der
Losung zu beeintriichtigen,

alle

@, =0 (18)

0
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setzen, weil in den Bewegungsgleichungen nur Differentialquotienten
dieser Grofse vorkommen. Wir erhalten alsdann:

LR b3 PR PR

Da die hier vorkommenden zweiten Differentialquotienten alle fiir
einen unveriinderlichen Werth jeder Variablen, niimlich fir s, = 0
zu nehmen sind, so haben sie ebenfalls bestimmte constante Werthe,
und wir wollen die letzte Gleichung daher schreiben:

t}):%?%ﬁ{!’mb.sa.sb}, (15)

W
6’8“.675'

(14)

wobei zu beachten ist, dafs P, ;= Py , =

a = =0,
Bilden wir nun fiir ein bestimmtes a, das wir p nennen wollen,
die Kraftcomponente in der Richtung 8,y 80 ist
ow
e s
r

= —13{Boaf -1 3 {Bs.n) (16a)

oder, da wir den Sinn der letzten Summe nicht iindern, wenn wir
ihren durchgehenden Index b mit a bezeichnen:

(16)

8 = — g{ ). (161)
Da nun ferner
d®s
8, =m, 2 (17)

ist, so erhalten wir als Bewegungsgleichung fiir den Punkt p

ds

g == 3 {Prea)s (18)

welche wir nunmehr, um auf den gerade nither betrachteten Massen-
punkt auch wieder die fritheren laufenden Indices anwenden zu
konnen, schreiben wollen:

mg :i‘:n —;{Pa,h-sb}! (18a)

Dieser Bewegungsgleichungen sind im Allgemeinen dreimal so viel
vorhanden, als Massenpunkte in dem System. KEs ist oben schon
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darauf hingewiesen, dafs die Zahl der Gleichungen verringert wird,
wenn einzelne Punkte gezwungen sind, sich auf bestimmten Linien
oder Fliichen zu bewegen. Dann fehlen aber auch entsprechend viele
Unbekannte in den Gleichungen. Die Anzahl der veriinderlichen
Coordinaten wollen wir im Folgenden mit N bezeichnen.

& 7. Aufsuchung von Integralgleichungen.

Da die Bewegungsgleichungen alle homogen und linear sind
mit constanten Coefficienten, so werden sie erfiillt, indem

Sg = g0t (19)
gesetzt wird, Dann ist

m, . nt.a, = —-g{ﬂlb.an}
oder
Mg - N* . Gy +§{P¢_T,.ab} = 0. (20)

Aus diesem System von N Bedingungsgleichungen sind die Ver-
hiiltnisse der N Coefficienten a und aufserdem der Werth von n zu
bestimmen. Da dieselben homogen und linear in Bezug auf die @
sind, so wiirden sie fiir einen beliebig gewithlten Werth » im All-
gemeinen nur die Werthe a, = 0 zulassen. Ausnahmen hiervon
treten nur ein, wenn die Determinante der Coefficienten der a,
gleich Null wird, was durch Wahl bestimmter Werthe des » er-
reicht werden kann. Wenn diese Bedingung erfullt wird, ist eine
der Gleichungen Folge der anderen, und es sind also dann nur
noch (N — 1) Gleichungen vorhanden, aus denen (N — 1) Grofsen a
als Functionen der Nten bestimmt werden konnen. Die Gleichung,
welche die Determinante gleich Null setzt, kann man direct zur
Auffindung der Werthe von n? benutzen. Die Gleichungen sind:

(Pyy + myn%a, + P g.0y + P g0y + Py g0+ ... =0
Py, .0 + (Pyg + myn?)ay + Pyq.a4 + Ppyety+.coi= 0
Pyy- 0y + Pyy 0y + (Pyy + myn?)ay + Pyy o0y + .00 =0 L (21)
Py + Pyt + Pyguty + (Ppy +mgnt)ag+....=0

Wir erhalten also als Determinantengleichung:
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(Bt Pogs  Bigr P yvsaa
Foiv (Bs+myn®), Py, B,....
Fy.y Py (Fyy + mgn?), Pygeooo =0 (22)
Poir Pugy Py (Pd-c"f"";"')----

Die diagonalen Glieder enthalten alle n?, folglich ist die Glei-
chung, wenn wir N Coordinaten haben, Nten Grades nach #? und
giebt im Allgemeinen N Werthe von #%. Was die Art der Wurzeln
betrifft, so lifst sich zuniichst zeigen, dafs dieselben nicht positiv
reell sein konnen. Zu dem Ende beachte man, dafs, wenn n?
reell ist, alle Coefficienten der a, in den Gleichungen (20) reell
sind, und diese Gleichungen also auch nur reelle Verhiiltnifswerthe
zwischen den einzelnen a, ergeben konnen. KEs muss dann mog-
lich sein, die Gleichungen (20) durch lauter reelle Werthe der a,
zu befriedigen. Wenn man nun jede der Gleichungen mit dem-
Jenigen @, multiplicirt, das mit »* multiplicirt in dem ersten Gliede
derselben vorkommt, und sie alle addirt, so erhiilt man:

n?. S (mg a) = — gg[ﬂ'g.a,.at] (22a)

Wegen der Forderung, dafs das Gleichgewicht des Systems
stabil sein solle, miissen aber die schon in Gleichung (8) implicite
vorkommenden Coefficienten P,  von solcher Art sein, dafs sie, mit
allen moglichen reellen Werthen multiplicirt, die man den ver-
schiedenen Grofsen s, beilegt, immer einen positiven Werth des @
ergeben. [Ks ist dies bekanntlich der Fall, wenn die homogene
Function zweiten Grades, die den Werth des ® ausdriickt, in eine
Summe von Quadraten von homogenen linearen Functionen der Sq
verwandelt werden kann, welche Quadrate nur mit positiven Con-
stanten multiplicirt werden.

Daraus folgt, dafs die genannte Function auch nur positive
Werthe bekommen kann, wenn man den s, die Werthe a, giebt, wie
dies in der Gleichung (22a) geschehen ist. Da nun der Coefficient des »?
in dieser Gleichung ebenfalls eine Summe von Quadraten mit posi-
tiven Coefficienten bildet, und also nur positiv sein kann, so folgt:
Wenn die Wurzel #* der Gleichung (22) reell ist, so muls
sie negativ, d. h. das » selbst imaginiir sein. Dieser Schlufs
bleibt auch dann noch bestehen, wenn die Grifsen a, complex
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sind. Denn da ihre Verhiiltnisse, wie wir eben sahen, reell sind,
80 miifsten sie alle als Producte eines und desselben complexen
Factors mit reellen Grifsen darstellbar sein. Hebt man das Quadrat
dieses Factors auf beiden Seiten der Gleichung (22a) weg, so folgt
wie oben, dafs »% falls es reell ist, nothwendig negativ sein mulfs,
Nun lifst sich aber zeigen, dafs »? nicht complex sein kann. Denn
wiire n* complex, so miifste auch mindestens ein Theil der Werthe
von a complex sein, wie die Gleichungen (20) erkennen lassen, und
zwei conjugirten Werthen von #% z B.p + i und p — ¢4, miilsten
auch zwei conjugirte Werthe der Ldsungen fiir ¢ entsprechen,
z. B. ayp = ey + iffy und a'y = @y — ify. Schreiben wir nun die
Gleichungen (21) in folgender Form:

—ma.nt=P,.q + P, 4.0, T Pyeay t e
—maay M =P, .6 + Pp,.0y 4 Pyy.0y + ...
—mgay.n® =Py .0, + Pyy.0,+ Pygetg+:ess

(21a)

multipliciren die erste Gleichung mit o', die zweite mit &, u. s w.
und addiren slimmtliche Gleichungen, so erhalten wir:

_nﬁgmf, (“{+ﬂg)=§$(f’alb.ﬁa.ﬂ’§). (21b)

Nun ist aber die Doppelsumme auf der rechten Seite reell, weil
erstens die bei der Multiplication entstandenen imaginiiren Glieder,
wie + i Py p[eq fs — @ fu], sich bei der Summirung wieder auf-
heben, und die reellen Glieder, wie P, y[etq ey + fa B5], die Summe
zweier nothwendig positiven Functionen bilden, wie eben vorher in
Beziehung auf die entsprechende Summe in Gleichung (22a) erbrtert
ist. Da demnach die Summe auf der rechten Seite der Gleichung
reell ist, so ist es unmiglich, dafs unsere Annahme, n? sei complex,
richtig sein kann.

Daraus folgt also, dafs »* nur negativ reell sein kann; alle
Wurzeln fiir » sind also imaginiir, und wir diirfen daher allgemein

2 2 = 1
nf=—9% also n=4+1i.v
setzen. ; *

§ 8. Schwingungsformen des Systems flir einfache Téne,
wenn alle Wurzeln »* der Gleichung (22) von einander ver-
schieden sind.

Wir haben vorher gesehen, dafs wir im Allgemeinen N Werthe

von n* aus der Gleichung (22) erhalten kinnen. Ausnahmsweise
H. v. HeLswuornz, Theorot. Physik. Bd. IIL 2
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kann es vorkommen, dafs zwei dieser Wurzeln einander gleich
werden. Wenn solche Ausnahme nicht eintritt, wird durch Kin-
setzen eines richtig bestimmten Werthes von » in das System der
Gleichungen (20) nur eine der Gleichungen eine Folge der (N — 1)
iibrigen, und aus den unabhiingig von einander bleibenden iibrigen
(N —1) Gleichungen konnen wir die Verhiiltnisse von (N — 1)
Grofsen a, zu einer von ihnen finden, welche Verhiiltnisse reell
sein miissen, da alle Coefficienten der linearen Gleichungen reell
gind. Das eine willkiirlich gewiihlte ¢ kann aber auch einen com-
plexen Factor, wie ei?, erhalten, dann mufls derselbe aber auch
allen anderen a, zukommen,

Alle diese Verhiiltnisse erleiden Aenderungen, wenn einer der
Ausnahmefiille eintritt, und zwei oder mehrere Wurzelwerthe des n®
einander gleich werden, Wir wollen hier zuniichst den allgemeinen
Fall behandeln, und in diesem und den folgenden Paragraphen die
Voraussetzung festhalten, dafs beim KFinsetzen des Werthes von n?
in die Gleichungen (21) nur eine der Gleichungen Folge der anderen
wird, (N — 1) derselben aber unabhiingig von einander bestehen
bleiben. Dann bekommen also die verschiedenen s, Werthe von
der Form:

8y = g, 0ty Tivt (23)

worin alle a, reell anzunehmen sind. Trennen wir die reellen und
imaginiiren Theile, so geben uns die ersteren:

8g = aq.c08 (¥ + 7), (23a)
die letzteren:
Go = g SIN(¥1 + 7). (231)

Beide Lisungen sind nicht wesentlich von einander verschieden,
da die erstere in die Form der letzteren iibergeht, wenn man
{ — g—) statt y setzt. Auch ein Wechsel im Vorzeichen des »,
;fie er erlaubt ist, da n = 4 i», wirkt nur wie eine Aenderung
der Phasenconstante y in —y oder y in —y 4 &, so dafs also
die Form der Gleichung (23a) mit der einen willkiirlichen Con-
stanten y, und dem einen willkiirlichen Werth des einen a, der als
Factor in a, steckt, die fiir den Werth » mdoglichen Bewegungs-
formen vollstindig darstellt. Die physikalische Bedeutung des »
ist, dafs es die Schwingungszahl in 2z Secunden angiebt. Man
sieht iibrigens aus der Gleichung (234), dafls alle Punkte Bewegungen
ausfithren, deren Componenten einfache, pendelartige Schwingungen
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darstellen, die alle gleichzeitig durch die Gleichgewichtslage durch-
gehen, wenn cos[vt¢+4 y] =0, und ihre #ulsersten Elongationen
gleichzeitig erreichen, wenn cos(vt + y) = + 1.

Zu jedem Punkte gehoren nun aber drei Coordinaten s,, und
da alle drei im Verhiiltnifs des cos(»t + y) wachsen, so ist der
Weg, den der Punkt beschreibt, eine Gerade, und die Form der
Bewegung auf dieser Geraden ist eine einfache, pendelartige
Schwingung.

Ein solches Integral, welches auf eine Wurzel von »n Bezug
nimmt, stellt eine sogenannte Eigenschwingung des Systems dar.

§ 9. Das vollstindige allgemeine Integral.

Es giebt nun aber nicht nur ein solches Integral unserer Be-
wegungsgleichung, sondern, da wir N Werthe von »® haben, haben
wir auch N derartige Bewegungsformen des Systems, welche alle
unbeschriinkt lange Zeit unveriindert fortbestehen kénnen, und von
denen jede, eine Eigenschwingung des Systems darstellend, einer
der N verschiedenen Wurzeln von n? entspricht.

Wir wollen nunmehr die den verschiedenen Eigenschwingungen
des Systems entsprechenden Werthsysteme der a und » mit dem
laufenden Index q versehen, so dafs wir die der Schwingungszahl ng
entsprechende Liosung schreiben kinnen:

8a,q = g, q . 81D (¥.7) 4 €4, q. COS (¥4. 1), (24)
WO by q= = @g,q.8in 7 und ¢, o = @q,q.008y, ist, und wenn wir alle
Einzellosungen zum vollstindigen Integral superponiren
ta = 31 Fy. {b,q-5in (9. 0) + 64,q. cO8 (v 0} (25)
0

Frither (§ 7) haben wir gesehen, dafs ein Werth von a will-
kiirlich zu withlen ist, und dafs diese Wahl die tibrigen Werthe
von a proportional beeinflufst. Wir wollen, um diesem unbestimmten
Factor einen festen Werth zu geben, festsetzen, dals er so gewiihlt
werden soll, um fiir jeden Kinzelton w,

g(m, G3q) =1 (26)

zu machen, wo der Index ¢ anzeigt, dals die Summation tiber die-
Jenigen Werthe von a auszufiihren ist, welche der qten von den N
verschiedenen Werthen der Wurzeln von #* entsprechen.

2-
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Nunmehr konnen wir schreiben:
8 = > {Aq-"a.w «8in (vg. 1) + By.ag,q - cos("ﬂ*‘)} (27)
q

wo Aq, B, fir — Fsin y, und K cos y, geschrieben sind. Da der
laufende Index q bis N geht, so haben wir also 2N willkiirliche
Constanten in dieser allgemeinsten Lidsung zur Verfigung.

§ 10. Anpassung des allgemeinen Integrals an einen
gegebenen Anfangszustand des Systems.

Wir wollen jetzt annehmen, dafs fiir einen bestimmten Moment,
den wir ja zum Anfangspunkt der Zeit ¢ = 0 wiihlen konnen, fiir
alle Punkte des Systems uns die Werthe der Coordinaten und der
Geschwindigkeiten gegeben seien. Hs tritt uns dann die Aufgabe
entgegen, die Constanten des vollstindigen Integrals (27) diesem
Anfangszustand entsprechend zu bestimmen. Dies lafst sich ver-
hilltnifsmiifsig leicht und direct leisten.

Die fir die Zeit ¢ = 0 gegebenen Coordinaten seien mit s, die

(eschwindigkeiten mit ii‘ bezeichnet, wir haben dann
% =3By a0} (28)
]
d s,
e IR, (29)

Es sind nun aus diesen gegebenen Werthen die Coefficienten A
und B zu bestimmen. Die Anzahl der Gleichungen geniigt; denn

wir haben 2N Coefficienten und ebenso viel Werthe von s und —j—:

Zur Bestimmung des Coefficienten B,, der der pten Eigen-
schwingung des Systems, also der pten Wurzel fiir »® entspricht,
multipliciren wir die Gleichung (28) mit m, . a,,,, dann ergiebt sich:

ma-“n,p-s_n=E{BW°ad-ﬂ‘a¢.r'mn}' (30)
q
und, wenn wir die Summation iiber das ganze System vornehmen:
S et - 50} =§n;§;{3q.am.aa,,.m,} (30a)
a

Die rechte Doppelsumme lifst sich nun wesentlich vereinfachen,
wobei wir zuniichst auf unsere fritheren Bedingungsgleichungen (§ 7)
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fir die Werthe von @ und » zuriickgreifen miissen. Dieselben
lauten zufolge Gleichung (20) fiir irgend einen der Werthe n,

Wt m = 5P

Denken wir uns diese Gleichungen fiir alle a aufgestellt, mit
dem Factor a, , multiplicirt, wo p sich auf irgend einen anderen
der Werthe von n* bezieht, und dann addirt, so erhalten wir:

ngggm..aa,,.a.,,,,} = =SS {Bseoye 00, 6D

Vertauschen wir nun p» und », so bleibt die rechte Seite unver-
indert. Wir erhalten daher bei der Subtraction

(n? -—-n,’,).z{mn.anl,.aa,,} -0 (81a)

Da wir nun hier voraussetzen, dafs alle Wurzeln fiir »n* ver-
schieden sind, so folgt

E{mn-an,v-an.p} = 0, (311])

Unter Beriicksichtigung dieses Krgebnisses heben sich alle diejenigen
Glieder in der Gleichung (80a) auf, in denen q von p verschieden
ist. 'Wir erhalten daher

E{ma , ac.p-g} =B, . E{mn-ag,p} (30Db)
a a
Nun haben wir aber festgesetzt, dals
E{m,.a}.,} =1
a
ist, und daher ergiebt sich
B,=3 {ma. Go,p. 30} (800)

Damit haben wir die Coefficienten B aus der Beschaffen-
heit des Systems und den gegebenen Anfangswerthen der
Coordinaten bestimmt.

In #hnlicher Weise lassen sich die Coefficienten 4 aus den
Werthen von :':“
vollig analoge Betrachtung, dafs

1 ds,
A’=;;.§:{mu»a¢_,-—ﬁ-}- (82)

berechnen; es ergiebt sich niimlich durch eine



22 ERSTER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. §11,

Setzen wir die Werthe fiir 4 und B in unser allgemeines Integral
ein, so erhalten wir

3n=Eq:[%-m.q's’m("q"}'g{m*'ab'“'%{} l

(83)
+ g, q- cos(vq.c};‘ {m.,.a,,,u.;,,} ] ‘
Somit ist der Werth von s, vollstiindig ausgedriickt durch die fiir
die Zeit ¢ = 0 gegebenen Elongationen und Geschwindigkeiten, und
es zeigt sich, dafs die von uns gefundene allgemeine Form des
Integrals (25) wirklich allen beliebig gegebenen Anfangszustinden
angepalst werden kann.

§ 11. Das Reciprocitiitsgesetz und das Huyghens’sche Princip,

In der soeben abgeleiteten Form fiir s, ist eine merkwiirdige
Beziehung enthalten, die allen oscillatorischen Bewegungen zu-
kommt.

1. Sind fiir ¢ =0 alle Geschwindigkeiten gleich Null und ist
nur eine Elongation, z. B. s, = S, von Null verschieden, so ist

Mg 8 = E{aa,q.cos(vq.t).ma.mb.at,q.S}- (34)
q

Der Factor von S ist nach a und b symmetrisch; daraus folgt,
dafs das Product von Masse und Elongation, m.s, im Punkte a das-
selbe ist, wenn man den Punkt b zur Zeit ¢ = 0 um S verschoben,
als es im Punkte b wird, wenn man den Punkt a zur selben Zeit
um S verschoben hiitte. Der Punkt a wirkt also ebenso nach Ab-
lauf der Zeit ¢ auf Punkt b ein, wie Punkt b nach derselben Zeit
auf Punkt a.

2. Wenn zur Zeit ¢ = 0 alle Elongationen gleich Null sind

: d ; g
und von den Geschwindigkeiten nur —;-:— = §" von Null verschieden,
80 ist:

d i’
ma 7 = S g g 008 (v ) ma g 0,40 8} (3D)
q

Fiir die Geschwindigkeiten gilt also hier dasselbe, was wir fiir die
Elongationen fanden.
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Von diesen Reciprocitiitssiitzen kann man in vielen Fiillen
niitzliche Anwendung machen, besonders wenn man darauf ver-
zichten mufs, ganz allgemein die Form der Bewegung fiir ein be-
stimmtes System zu finden.

Wenn bei einer bestimmten Eigenschwingung von der Schwin-
gungszahl », ein bestimmter Massenpunkt mit dem Index a sich in
der betreffenden Coordinatenrichtung nicht bewegt, so ist in der-
Jenigen Bewegung, welche dadurch entsteht, dafs wir allein jenem
Massenpunkte a in dieser Coordinatenrichtung einen Anstofs geben,
also ihm eine Geschwindigkeit ertheilen, jene Eigenschwingung
von der Schwingungszahl », als Partialschwingung nicht ent-
halten. Denn wenn in der Formel (33) die der betreffenden
Schwingungszahl », entsprechenden Glieder fiir beliebige Werthe

: ; ds
von ¢ verschwinden sollen, was auch immer fiir Anfangswerthe 7;1—

und sy, gegeben sind, so muls @, o Null sein. Wenn nun anderer-
seits das System dadurch in Schwingungen versetzt wird, dafs fiir

e,
di
@, q =0, in den Ausdriicken

t = 0 nur oder s, von Null verschieden ist, so kommen, weil

| . ds, —
sb=%{;;a{,,qsm(%.i).ma.a,,q- d; +a;,'qcos(uq.t).ma.aa,q.s,}

die der betreflenden Schwingungszahl », entsprechenden Glieder
nicht vor. Kinen solchen Punkt nennt man einen yKnotenpunkt*
der betreffenden Eigenschwingung. Man kann also eine Bewegung
hervorrufen, welche eine bestimmte Eigenschwingung nicht enthiilt,
sobald man einen Knotenpunkt der letzteren kennt.

Da man den Anfangspunkt der Zeit beliebig withlen kann, so
kinnen die in einem beliebigen Zeitmoment vorhandenen Ver-
schiebungen und Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte betrachtet
werden als hervorgerufen in demselben Moment, und die in Folge
des gegebenen Bewegungszustandes ablaufende weitere Bewegung
des Systems als eine Superposition aller derjenigen Wellenformen
des Systems, welche durch die in dem genannten Zeitmoment be-
stehenden Elongationen und Geschwindigkeiten aller einzelnen

Massenpunkte des Systems erregt werden wiirden (Huyemess'sches
Princip).
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§ 12. Behandlung als Variationsproblem,
Wir hatten das System der Gleichungen (20)

nimga, = — g{}’n,b- ab}
oder
u=.ma.a¢,=${}>m,,.a.,}. (202)

Multipliciren wir die Gleichungen der Reihe nach mit da,,
day u. 8. w., welche Grofsen wir als verschwindend kleine Zusiitze
zu den Werthen a,, a, u. s. w. betrachten und als Variationen
dieser Werthe bezeichnen, und bilden die Summe des dann ent-
stehenden Systems von Gleichungen, so haben wir:

.w.ag{ma.a:} £ }52::%_:{1’,“5.%. ab} =0. (86)

Bei der Bildung der Variation des letzten Summanden ist zu
bemerken, dafs

S3{Prwda) =SSPy wda|;

denn beide Doppelsummen bezeichnen Summen derselben Glieder.
Fithren wir die Bezeichnungen ein:

R=;g{mn.ag} (87)
und

S“*Eﬁ:;{-ﬂ.b-“n-aﬁ}r (38)

go ist Gleichung (86) zu schreiben:
1. dR—08=0.
Hiitten wir gleichzeitig die beiden Gleichungen zu erfiillen
dR=0 (39)

und

so wiirden wir eine derselben mit einem willkiirlichen Factor multi-
pliciren kinnen, der oben in (36) durch »* dargestellt ist, und die
beiden Gleichungen in die eine vereinigen kénnen:

v 0R—§8=0. (41)

Diese Gleichung sagt also aus: Wenn wir die @, so variiren,
dals d R =0, d. h. dafs R constant bleibt, so ist auch § S = 0, d. h.
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S ist ein Grenzwerth (ein Maximum, Minimum oder Maximo-
Minimum), wie wir auch die @, variiren mogen, wenn dies nur
immer so geschieht, dafs R constant bleibt, und wir konnen also
die Bedingungsgleichungen (20a) in der Form aussprechen, dals wir
die Forderungstellen, dafs bei constant bleibendem R die Doppel-
summe S ein Grenzwerth werde.

Der Werth der Schwingungszahl findet sich dann aus der
Gleichung #?. R = S, sobald die a* der genannten Bedingung gemiils
bestimmt sind.

Der hier aufgestellte Satz ist oft niitzlich, um angeniihert rich-
tige Losungen zu verbessern, namentlich wenn er auf Systeme von
unendlich vielen Massenpunkten iibertragen wird. Wenn man Aus-
driicke mit mehreren unbestimmten Parametern hat, kommt man
der richtigen Losung moglichst nahe dadurch, dafs man diese Para-
meter der hier aufgestellten Bedingung gemiils bestimmt.

§ 18, Veriinderte Ldsung des Problems bei Existenz gleicher
Wurzeln flir n?

Wenn die Wurzeln fiir »#* nicht alle verschieden sind, so be-
stehen fir die Factoren @,, welche uns die Intensitit der die Ge-
sammtbewegung zusammensetzenden Einzelbewegungen angeben, zum
Theil andere Bedingungen.

Bezeichnen wir die Determinante der Bedingungsgleichungen
mit D und die Unterdeterminanten, in denen je eine Verticalreihe
und je eine Horizontalreihe des D weggelassen sind, mit D, ;, Dy y...
Dy, Dyy...., so ist, wenn wir D nach »* differentiiren:

oD
F P =m, Dl-‘l. + m, DS-! -+ my Da.a + .. (42)

und wenn wir mit D,, multipliciren:

0D
Dy g =m-Di, +my. Dy Dyy +mg Dy Dyg + .0 (428)

“Nun ist aber, nach einer allgemeinen Eigenschaft der Determinanten,
80 oft
) D=0
1st,
o fess o IR =2 s,
also auch L tinte At
Duru"Dv-v " Dwu‘Dmn'
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Weil aber in unserem Falle P, = P, ist, so ist hier D, = D, ;
wir haben demnach
Zioy S s TR
Es verwandelt sich unsere Gleichung (42a) also in:
oD

D, v e m, D} + m, D}, +my. D}, + ...,
=3 { Mg D?la} (42h)
a
Nun ist aber, wenn zwei Wurzeln »* einander gleich werden:
oD
5o = 0.
Wir erhalten daher:
0= E{ma D). (43)
a

Das ist aber nur moglich, wenn jede Unterdeterminante D , gleich
Null ist. Dieser Beweis gilt ebenso fir die Unterdeterminanten D,
Dy o w. 8. w. Es sind daher simmtliche Unterdeterminanten erster
Ordnung gleich Null. In diesem Falle sind also zwei der auf-
gestellten allgemeinen Bedingungsgleichungen (21) von den iibrigen
abhiingig, und wir konnen zwei Werthe von a willkiirlich wiihlen.

§ 14. Die Form der Partialbewegungen.

Als wir lauter verschiedene Wurzeln fiir n* voraussetzten, waren
zwar fir a, auch complexe Werthe zuliissig, da wir einen Werth
von a ganz beliebig withlen konnten, aber ihre Verhiiltnisse unter
einander mulfsten reell sein. Wenn wir hier nun z B. zwei gleiche
Wurzeln fir »* annehmen, konnen wir zwei Werthe von a, vollig
willkiirlich wiihlen; das Verhiiltnifs derselben kann also complex
sein; es sei p.e‘®. Dann haben wir z B. fiir die fte Wurzel von »?

iv t
83 =Gygfp.6 !
i(rfl-l-m) ] (44)

85,0 = Gg,qe0 | =Gy q.0.0

Dabei kinnen a, ¢ o, ® beliebige Werthe haben. Nehmen wir z. B.

@o,¢ reell an und beschriinken die Ausdriicke fir s,; und sp; auf
die reellen Theile, so wird

8a,f = @q,{ - CO8 (¥;7)

8, § = @, {0 .CO8 (¥t + o)

} (44a)
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Daraus geht hervor, dafs s, und s, wenn sie auch harmo-
nische Bewegungen gleicher Schwingungsdauer darstellen, erstens
nicht wie frither zu gleicher Zeit die Gleichgewichtslage zu passiren
brauchen und zweitens jedes beliebige Amplitudenverhiltnifs haben
konnen. Ks besteht im Allgemeinen eine Phasendifferenz zwischen
den beiden Schwingungsformen. Dasselbe gilt von irgend zwei an-
deren Elongationen 8, 8,, sofern sie der Eigenschwingung von der
Schwingungszahl » entsprechen:

iv t
8,1 = [@a,1- B, + ag,1. BJe

wo A, A, By B, bestimmte reelle Werthe haben. Da nun a,; und
ag ¢ beliebige complexe Werthe haben kinnen, so kann man die
reellen Theile auf die Form bringen:

1= 4008 (3 + 7,)

l (4b4)
8,1 = Beos (vt + 7,),

wo 4, B, y,, 7, irgendwelche Werthe haben kionnen. Auch hier
stellen s,y und s, ; harmonische Bewegungen derselben Periode dar.
Aber withrend in dem Falle ungleicher Wurzeln »* die Amplituden
ein bestimmtes Verhiiltnifs hatten und kein Phasenunterschied statt-
fand, konnen hier die Amplituden beliebige Werthe haben, und die
Gleichgewichtslage wird bei s,; und s,; im Allgemeinen zu ver-
schiedenen Zeiten passirt.

Wenn drei gleiche Wurzeln fir die Determinantengleichung
existiren, werden von den zu ihnen gehorigen Coefficienten a, drei
willkiirlich gewiihlt werden konnen, die anderen sind dann alle
bestimmt.

Wenn wir die Elongationen eines der materiellen Punkte des
Systems unter Einflufs der den drei gleichen Wurzeln entsprechen-
den Bewegungen mit #, y, ¥ bezeichnen, ist aus den vorstehenden
Erorterungen leicht erkennbar, dafs wir diese auf die Form

w=[dga, + 4,0 + Ayac]e!
y = [Bya, + B ag + Bya.]e'”! (46)
%= [C,a, + Cya5 + Cya.]e'"?

bringen konnen, wo die Coefficienten 4, B, O reell sind, a,, a5, @
aber beliebige complexe Werthe haben kinnen. Schreiben wir
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Ay, + 4, ap + Aga. = Aeat
Bya, + B, a5 + B,a, = Bef?l (47
Coa + €,y + Cya. = Ce?,

so erhalten wir fiir die reellen Theile, auf die man sich ohne Ver-
lust an Allgemeinheit beschriinken kann:

@ = Acos(vt+ a) = coswi 4 Wysinwt
Y= Beos(vt+ f) =B, cosvt + Y, sinwi (48)
= Ccos (¥t 4 y) =€, cosvt + € sinwt,

Hier sind die sechs Grifsen U, %, B, 8, €, €, beliebig. Wir konnen

den Formeln eine geometrische Bedeutung geben. KEs zeigt sich
niimlich sofort, dafs der Punkt zyx in der Ebene

z §y =%
o, B € (=0 (49)
9‘[2 m! (‘si

oder
z(B, €, — €, By) +y(C, Ay — A C,) + 2(U, B, — B, A) =0 (49a)

liegt. Dieses ist aber die Gleichung einer Ebene, welche durch den
Anfangspunkt der Coordinaten, also durch die Gleichgewichtslage
des betrachteten Massenpunktes geht.

Ferner erhalten wir durch einfache Umformungen:

....m_t.”_.':_grl_?!,)s (__Bs"’ i ?53’_)’ i
(mlﬂs"ﬂtﬁi ' QLIEBS_EB:?[: b (%0)
also die Gleichung eines Cylinders zweiten Grades. Seine Schnitt-
linie mit der eben abgeleiteten Ebene ist die Bahn, welche der
Punkt beschreibt. Die im Raume thatsiichlich ausgefiihrte Bewegung
des Massenpunktes ist demnach eine Ellipse, wobei die Grenzfille
(Kreis und Gerade) mit einbegriffen sind.

§ 15. Indifferentes Gleichgewicht.

Indifferentes Gleichgewicht tritt ein, wenn fiir gewisse Arten
von Verschiebungen s die potentielle Energie @ constant gleich Null
bleibt. Dies ist zum Beispiel fiir ein frei im Raume schwebendes,
von #ufseren Kriiften nicht angegriffenes System der Fall bei Ver-
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schiebungen seines Schwerpunktes und Drehungen um Axen, die
durch den Schwerpunkt gehen, wobei die Punkte des Systems zu
einander in relativer Ruhe bleiben, dann ist dauernd

&gg{f’a.a-%.an} =0. (51)

Berticksichtigen wir nun, dafs ganz allgemein

—‘”22{?&1-“@’1} =§${P¢.ﬁ'aa'“ﬁ}:

so folgt daraus, dafs
in @m0 (52)
und

1
Te=— = 00. (53)

Oscillationen von endlicher Dauer werden also nicht entstehen,
und jede einmal begonnene, sowohl fortschreitende wie drehende
Bewegung erhiilt sich mit gleichbleibender Geschwindigkeit unend-
lich lange.

Dritter Abschnitt.

Die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes unter dem
Einflufs einer elastischen Kraft und einer Diimpfung.

§ 16. Die Bewegungsgleichung und ihre Ldsungen.

Wir haben in dem Bisherigen nachgewiesen, dafs bei der aus-
schliefslichen Annahme conservativer Kriifte eine einmal eingeleitete
oscillatorische Bewegung stets unveriindert fortdauert. Die Erfahrung
lehrt uns nun, dafs solche Bewegungen aber thatsiichlich nach
einiger Zeit stets erloschen. Ks miissen also in Wirklichkeit stets
Ursachen vorhanden sein, die der Bewegung entgegenwirken. Be-
kannte Kriifte dieser Art sind gegeben in der Reibung oder in dem
Widerstand der umgebenden fliissigen Medien.

Die lebendige Kraft wird scheinbar vernichtet, thatsiichlich
verwandelt sie sich aber in Wiirme, oder sie entgeht unserer Beob-
achtung, indem sie ibertragen wird auf das den schwingenden
Korper umgebende Medium oder an diejenigen Korper, welche zur
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Befestigung dienen u. s. w. Die Abgabe der Bewegung an die
Luft ist besonders leicht zu erkennen, wenn die Schwingungszahl
der Bewegung innerhalb der oben (§ 3) angefiihrten Grenzen der
Schwingungszahlen der horbaren Téne liegt. Wir sind dann in
Folge der Uebertragung der Schwingungen des bewegten Korpers
an unser Ohr berechtigt, den betreffenden Korper als einen tonen-
den zu bezeichnen. Die ganze Akustik als physiologische Wissen-
schaft wiirde ohne eine solche Abgabe der Schwingungen an die
Umgebung nicht existiren,

Wir haben also, um uns den thatsiichlichen Verhiiltnissen besser
anzupassen, in die frithere Bewegungsgleichung (1) Glieder einzu-
fihren, welche eine allmiihliche Abnahme der Schwingungen be-
dingen. Das wiirden alle Kriifte thun, die dauernd der zeitigen
Geschwindigkeit entgegenwirken. Die einfachste Form einer solchen
Annahme ist die Einfithrung von Kriiften, die der Geschwindigkeit
proportional gesetzt werden, aber mit einem negativen Coefficienten,
Auch stimmen die Folgerungen aus einer solchen Annahme mit
den Erfahrungen geniigend gut iiberein, namentlich wenn in den
mithewegten fliissigen und luftférmigen Korpern keine Wirbel ent-
stehen, und wenn keine ,klebenden Krifte“ ins Spiel kommen.
Diese Ausnahmefiille wollen wir aber hier zuniichst nicht weiter
beachten.

Wir haben dann fiir einen einzelnen Punkt, dessen Masse
gleich m ist, und der sich in der Richtung der x-Axe (mit der
Gleichgewichtslage in « = 0) bewegt, die Bewegungsgleichung:

2
e dppse (54)

ST at’
worin b stets als positiv anzunehmen ist.
Nach den allgemeinen Integrationsregeln homogener linearer
Differentialgleichungen erhalten wir eine Losung, indem wir setzen

x=A.6", (55)
3
Dann folgt, wenn wir fiir % und %‘—f- die Werthe % =n.x

d*x ;
und T R n*x einsetzen:
mnt.ox=—a’.z—b.n.a

Diese (leichung ist nun erfillt, wenn entweder

=0,
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d. h. wenn gar keine Bewegung vorhanden ist, welchen Fall wir
natiirlich nicht weiter zu beriicksichtigen haben, oder wenn

m.n?= —a*—=b.n, (b6)
also
b b* a*
A= = I (568

Es giebt also zwei Werthe fiir n, welche der Gleichung geniigen.
Ob sie reell oder complex sind, hingt von der Wurzelgrofse ab.
Abgesehen von der Annahme, dafls b = 0, die wir schon im ersten
Abschnitt behandelt haben, kommen hier drei verschiedene Fille vor.

b* < 4a’m,
V¥ =4a*m
und
b > 4a*m,
die wir nunmehr gesondert ertrtern wollen.
1. Die Reibung ist so klein, dafs
b < 4a’m
oder
he al
im? S m

Dann ist die Wurzel imaginiir, und indem wir setzen

M
R
und
a* b
e
wo nunmehr « und # reelle positive Grifsen bezeichnen, ergiebt sich
n=—a+if.
Wir erhalten daher
x=A.c“‘=A.e(-“i‘5’»‘ (57)
= A.e-¢, (cosft £ isin B 1), (b7a)

Die reelle Form der allgemeinen Losung ist demnach
z=A.e~*,cosft+ B.e~ . ginf1, (68)
Wir werden sie im folgenden Paragraphen weiter behandeln.
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2. Die Reibung ist gerade so stark, dafls

b = 4da?m
ist; dann verschwindet die Wurzel, und wir erhalten
b
R T

Es ist dann die allgemeine Lisung
b

sudis BT (59)

Sie geht aus der allgemeinen Losung (58) hervor, wenn man

in dieser statt der willkiirlichen Constante B den Ausdruck - ein-
getzt, der ebenfalls eine willkiirliche Constante bezeichnet; denn
lisst man nun # Null werden, so geht gngs in ¢ iiber und Gleichung

(58) verwandelt sich in die Gleichung (59).

Die Bewegung besteht darin, dafs von der Anfangslage z = 4,
die zur Zeit t = 0 vorhanden, der Punkt sich mit wachsender Zeit
entweder sofort oder nach einem einmaligen Wechsel des Bewegungs-
sinnes asymptotisch der Ruhelage # = 0 niihert.

3. Die Reibung ist so grofs, dafs

b* > 4a*m,
also B &
4 m* m’

dann ist die Wurzel reell, und wir erhalten zwei reelle, aber stets
negative Werthe fiir #, die wir mit », und n, bezeichnen wollen.
Die allgemeine Losung ist dann

x=A,e"m! 4 B.eM! (60)
In diesem Falle nidhern sich, #hnlich wie im vorigen, falls der
Punkt einmal aus seiner Ruhelage herausgebracht ist, die Werthe
von z mit zunehmender Zeit ¢ entweder sofort oder nach einem
einmaligen Wechsel des Bewegungssinnes asymptotisch dem Werthe

Null. Denn es ist
dxz

dt
Ein Umkehren kann nur eintreten fiir
n, Aemt + Bnge™t =0

=mn,.Ae™" 4 B.nge™,

oder fiir
6(“""‘1)‘ E e

Da diese Gleichung nur fiir einen einzigen reellen Werth von ¢
erfilllt sein kann, so ist es nicht moglich, dafs die Bewegung mehr
als einmal umkehrt.
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§ 17. Die Bewegungsform der gedidmpften Schwingungen,

Fiir die Akustik hat nur der erste der behandelten Fille, wo
niimlich die Reibung so gering angenommen wurde, dafs »* < 4a*m
ist, praktische Bedeutung. Wir erhielten (Gleichung 58) als all-
gemeine Losung

x=A.e~*'.cosft 4 B.e-4t.sinft,
worin ¢ und # reelle positive Gréfsen und 4 und B willkiirliche

Constanten bezeichneten.
Setzen wir nunmehr

A= R.sine
und
B= R.cose,
80 wird
x=R.e~ . sin(Bt 4 c). (61)

Wir haben hier also eine Bewegung, welche von den pendel-
artigen Schwingungen nur darin abweicht, dals die Amplitude
R.e=*t keinen constanten Werth hat, sondern in Folge des in ihr
enthaltenen Factors e=et mit der Zeit abnimmt. Es sind ge-
dimpfte Schwingungen. Je kleiner » wird, desto kleiner wird
auch «, also desto geringer ist die Abnahme der Amplitude.

Ist fiir einen bestimmten Werth von ¢ die Elongation gleich
Null, d. h. geht der Punkt durch die Gleichgewichtslage, so wird

dieses nach der Zeit —2—-9-"— wieder eintreten. Wir haben also die

g
Schwingungsdauer
T Eﬂ’l, (62)
und die Schwingungszahl
plle g Lugfel ol
N=ox =2 |m ~Tm
Bl of TV |
=5 ;{'l/l"ﬂi?z" (63)
Nun ist aber
L fay.
2| m

gleich der Schwingungszahl, falls keine Reibung vorhanden wiire.
H. v. HRLmuorrz, Theoret. Physik. Bd, TIL 8
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Der Einflufs der Reibung bewirkt also, dafs die Schwingungszahl
im Verhiiltnifs

vermindert wird. Ist » nun klein gegen a, so wird die Abnahme der
Schwingungszahl unbedeutend sein, besonders wenn die Masse des
Punktes sehr grofs ist.
Der Factor e=<! in dem Werthe fiir die Elongation in der
Gleichung (61)
z=R.,e=* . sin(3t + ¢)

bewirkt nun aber nicht nur eine stete Abnahme der Amplitude und
constante Aenderung der Schwingungszahl im Vergleich zu den un-
gediimpiten Schwingungen, sondern er verschiebt auch den Zeit-
punkt der maximalen Elongation. Bei der ungedimpften harmo-
nischen Schwingung liegt, wie aus der Gleichung (1¢) und (5) un-
mittelbar hervorgeht, die maximale Elongation in der Mitte zwischen
zwei Durchgiingen durch die Gleichgewichtslage. Um nun hier bei
den gediimpften Schwingungen die Lage der maximalen Elongation,

wo also %T— = 0 ist, zu finden, bilden wir

i‘di:_ = —a.R.e~ot.sin(Bt+40)+ f.R.e-at.cos(ft+0¢) (61a)

und wenn wir dieses gleich Null setzen, ergiebt sich
ron
g

Da die Durchgiinge durch die Gleichgewichtslage stattfinden, wenn
sin (8¢ + ¢) gleich Null ist, so ist in dem in der Mitte zwischen
beiden gelegenen Zeitmoment cotg (f¢ 4+ ¢) gleich Null.  Aus
Gleichung (64) ergiebt sich nun aber, dafs im Zeitpunkt der maxi-
malen Elongation cotg (8t + ¢) einen positiven Werth hat, der um
so kleiner ist, je kleiner e, also je geringer die Dimpfung ist. Die
Umkehr des schwingenden Punktes findet mithin nicht in der Mitte,
sondern etwas nither dem vorausgegangenen Durchgang durch die
Gleichgewichtslage statt. Die Abweichung ist um so geringer, je
kleiner die Diimpfung; sie ist unabhiingig von der Grofse der zeit-
weiligen Amplitude. Zwei maximale Elongationen sind demnach stets
genan durch den Zeitraum einer Schwingungsdauer von einander
getrennt,

= cotg (81 + o). (64)

—
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Bezeichnen wir zwei auf einander folgende Maxima von z mit
#, und z,, so ist

_1_-.;2 (], a—at
und } (65)

@y = C.e=at+T)
wo C fiir Rsin(f1t + o) geschrieben ist, oder

logz, = C— et
og f‘ log « } (652)
logz, = log C — a(t + T).
Daraus folgt: 5
logz, — loga, = e.T. (65b)

Der Werth von « ist also aus zwei auf einander folgenden Maxima
und der Schwingungszeit zu berechnen. Man nennt e¢. 7 das loga-
rithmische Decrement der Schwingungen.

Ist die Dimpfung sehr gering, so kiénnen wir die durch sie
verursachte Vergrofserung der Schwingungsdauer, die gegen « von
zweiter Ordnung ist, vernachliissigen und fir 7 den Werth der un-
gedimpften Schwingung einsetzen. Wir erhalten dann das logarith-

mische Decrement
b

a}/;;-

¢.T=m.

(66)

Vierter Abschnitt.

Die Bewegungen eines beliebigen Systems von Massenpunkten
unter dem Einflufs conservativer Kriifte mit Beriicksichtigung
der Reibung.

§ 18. Die Bewegungsgleichung,

Fiir die ungedimpfte Bewegung eines Systems von Massen-
punkten hatten wir die Gleichungen (18a)

d? s,

Moo~y = —E{P,J.sﬁ}-
Hier ist nun ein weiteres Glied hinzuzufiigen, das sich auf die
Reibung bezieht. Bei jedem Punkte ist die Reibung nun sowohl

bedingt durch die eigene Bewegung dieses Punktes in Bezug auf
3-
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die anderen Punkte des Systems und die #ufseren Korper, als auch
durch die Bewegungen der anderen Punkte. Beides wird beriick-
sichtigt, wenn wir die Bewegungsgleichung nunmehr schreiben:

mgie == {ra) - e gl @

Hinsichtlich der Coefficienten Q ist zu bemerken, dafs wegen der
Gleichheit von Action und Reaction

Qu.l: s Qb,u (68}

gein mufs, und dafs die Coefficienten Q, o, @p, 5 W 8. w. nur Bezug
haben auf die Reibung der Massenpunkte m,, mg u. s. w. gegen feste
Punkte, welche dem System nicht angehoren; ist das System also
ein freies System, so ist

Qn,a= Qb,ﬁ=----=0.

Der Factor &, den wir positiv annehmen, ist als Maals der
Reibung anzusehen, und durch seine Aenderung kionnen wir jede
Aenderung in der Gesammtgrofse der Reibung ausdriicken.

Multipliciren wir die Gleichung (67) mit %?, und summiren

dann nach a, so erhalten wir

d*s, dsg

2{ i ey }= —Z.?)_,{Pab “8p ds":
L

Wenn wir nun mit L die actuelle, und mit @ die potentielle
Energie des Systems bezeichnen, so ist

sl ]2l a) o

(69)

und
20 _ 4 issinnn)] - S35 {ren-e) @

und wir erhalten daher

d — d&a dsb
L+ @)= — ¢S %{ou,u- =~ -—ﬁ-}

Es liegt nun in dem Wesen der Reibung, dafs die gesammte
Energie des Systems mit der Zeit abnimmt; es ist also die linke

(692)
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Seite dieser Gleichung negativ, und daher miissen die Coefficienten @

80 beschaffen sein, dafs fiir alle reellen Werthe von ti::
s ds, dsg
%%{Qﬂ,b'_dT"'_dT > 0. (72)

§ 19. Aufsuchung von Integralgleichungen.

Da die Gleichungen (67) homogene lineare Differentialgleichungen
mit constanten Coefficienten sind, so erhalten wir Lisungen von
der Form

8, = B, . 6™,

Setzen wir dies ein, so ergiebt sich
My .n?, 0y = — %:{Ija.b- ay } - a.n%{ Qa, 5+ @y }

m,.n‘.a‘,+§{Palb.a.b}+s.n$‘0‘,‘b.abl=0. (78)

oder

Wir haben nun so viel derartige Gleichungen, als wir Werthe
von a, haben, Die Gleichungen konnen nur dann bestehen, wenn
entweder alle a, = 0, d. h. wenn keine Bewegung vorhanden ist,
welchen Fall wir hier ausschliefsen wollen, oder wenn die Deter-
minante des Gleichungssystems verschwindet, also

(n*m, + P, +&nQ,,), (Pa+enQy), (Py+enQ,)...
(Pl'l + ﬂﬂoa'l), (nﬂ mﬂ- -+ P’.ﬂ + anQ,,,), (P"s +&n O!-S) R (74)
(Pyy +enQy,), (Pyg+8nQyy) (n*mg+ Pyg+2nQyy)...

Diese Gleichung ist ebenso, wie bei den ungedimpften Schwin-
gungen eines Systems von Massenpunkten, wenn N veriinderliche
Coordinaten vorhanden sind, vom (2 N)ten Grade fiir n. Sie kann
zur Bestimmung der Werthe von n benutzt werden. Multipliciren
wir jede der Gleichungen (73) mit dem im ersten Gliede vor-
kommenden Werthe a,, und summiren dann iber das ganze System,
so erhalten wir

> {ma a} + %:%‘,{Pa,b-an-ﬂb} +s.n§u]¥{ Qu,b-ﬂu.ﬂb} =0.(75)

Positive reelle Wurzeln fiir » kinnen nicht vorkommen; denn
dann wiirden in Folge der Gleichungen (78) auch alle Werthe der a
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reell angenommen werden kénnen, und damit die linke Seite der
Gleichung (75) positiv sein, da die beiden Doppelsummen nach
fritheren Erdrterungen positiv sind, Die Gleichung (75) kann also
unter dieser Annahme nur dann bestehen, wenn alle @ = 0 sind,
d. h. wenn keine Bewegung vorhanden ist.

Negative reelle Wurzeln fir » konnen aber, wie aus einer
ihnlichen Ueberlegung hervorgeht, bestehen. Dann haben wir

83 = Gy .e"H,

wo nunmehr a, reell und p positiv ist. Die Elongation jedes einzelnen
Massenpunktes nithert sich also mit wachsender Zeit ¢ asymptotisch
dem Werthe Null. Die Bewegung des Systems ist daher eine
aperiodische.

Sind complexe Wurzeln von n vorhanden, so miissen, da die
Gleichung (74) nur reelle Coefficienten hat, stets conjugirte Paare
vorkommen, also

n=ptiv

und aus den Gleichungen (73) folgt dann ferner, dals einem solchen
conjugirten Paare von n auch zwei conjugirte Systeme der Werthe
von a entsprechen. Bezeichnen wir die conjugirten Werthe von a
mit @, und &, @ und e w s, w., multipliciren dann jede der
Gleichungen (78) mit dem entsprechenden conjugirten Werthe «,
und summiren wieder iiber das ganze System, so ergiebt sich

n”E{mu.aa.aa} + 2%’{1’0.[‘.&,.%}
+ e.ugg{()n,n.wn.ab} =0,

Unter den Summenzeichen heben sich, wie frither (§ 7) nachgewiesen,
alle imaginiiren Theile weg, so dafs die Summen also reelle und
zwar positive Grofsen sind. Setzen wir nun fiir n den Werth p 4w
ein, so erhalten wir

(n2 — »® 4 2£pw)g{mu.aa.an} + gg{l’a,n.aa.aa}

+&(p + iw)??{@c,b.aa.ab} =0,

Da nun sowohl die Summe der reellen als auch der imaginiiren
Theile dieser Gleichung, jede fiir sich, gleich Null sein mufs, so
ergiebt sich
2ipv> {m,.an.a'n} +eiv > {Q,,g.a,.a;,} =0
a a

b

(76)

(768)
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oder
2p§{mu.a¢.aa} +l§${on,ﬁ.“¢|-ab}=0. (17)

Daraus folgt:

z g%‘,{ﬁu,a-%-ah}‘

s E{m‘,.aﬂ.a,}

a

(17a)

Weil nach unserer Festsetzung & positiv ist, so mufs p negativ
gsein, und es kann p nur gleichzeitig mit & d. h. mit der Reibung ver-
schwinden. So lange also Reibung vorhanden ist, sind rein imagi-
niire Werthe von » unmoglich.

Wir haben schon erwithnt, dals einem Paare conjugirter com-
plexer Werthe von » auch zwei Systeme conjugirter Werthe von a
entsprechen miissen. Wir wollen nun festsetzen, dals die beiden
der fritheren ften Wurzel von »n* entsprechenden Werthe

ny= — % + i, (78)

wo wir also fiir g den Werth — x eingefithrt haben, fiir den aten
Massenpunkt ergeben

an” — Oﬁ.f'eiiﬂl'(' 2 (79)

Wir haben dann

*i - iv).t
sa.lz(‘n,f-ﬂ ’sa,f-g( n*-j; 'r)

= Qg+ e""'.fcos(vft + Bap) = ¢sin (it 4 ﬂ,,,)}
= g0 oSt Bag) Eigngee ! sin (e + fop (80)

Da der reelle Theil sowohl wie der imaginiire eine Losung fiir
8o,; darstellt, so ist also in diesem Falle die Bewegung des Massen-
punktes eine gediimpfte Sinusschwingung, deren allgemeine Form
wir unter Einfithrung der Coefficienten 4; und B; schreiben konnen:

Saf = Qe ! {Aj.cos(p.t 4 Po) + B.sin(w.t 4+ o). (81)

4; und B; sind dabei willkiirliche Constanten. Die Form solcher
Schwingungen haben wir oben bei einem einzelnen unter dem Kin-
flufs der Reibung schwingenden Massenpunkte in § 17 eingehend
besprochen.
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§ 20. Anpassung des allgemeinen Integrals an einen
gegebenen Anfangszustand des Systems,

Das vollstiindige Integral fiir s, erhalten wir, indem wir siimmt-
liche Einzellosungen s, , wie sie in der letzten Gleichung (81) dar-
gestellt sind, summiren. Ks ergiebt sich also:

8, = gpc.'.c_“l“{d,.cus(m.t + o) + Bj.sin(v.t 4 ﬁa,f)} (82)

Die Geschwindigkeit, welche dem aten Massenpunkte in jedem
Momente zukommt, erhalten wir durch Differentiation nach der Zeit,
so dals

— =$[{Jn,;.e-""‘. { — dy. (%;.cos (vt + o)
+ . 8in (v ¢ + ﬁm)) + B. ("' %;.8in (v, £+ fo ) (88)
+ vy, cos (vt + B,) }J :

Bezeichnen wir nun die Elongationen und die Geschwindigkeiten

zur Zeit ¢ = 0 mit s, und -%8‘—“, so erhalten wir

‘;;-= 29&.[{‘41'008@1.7+B!'Sinﬁl'hf} (84)
und

ds :
d: - ?‘:E’n.l{ — A (%. €08 fy 1 + #;. sin §, 5)

(85)
- B‘(—- x,.sinﬁ,_; -+ I’;.COSﬂulf) }:l J

Um den Werth von s, véllig zu bestimmen, haben wir zweimal
s0 viel Coefficienten ndothig, als die nach | genommene Summe Sum-
manden hat; nach unserer fritheren Festsetzung also 2N, Nun
haben wir aber auch N lineare Gleichungen (84) und ebenfalls N
solcher Gleichungen (85). Daraus kann man die 2 N Werthe der
Coefficienten 4 und B eindeutig bestimmen.

§ 21. Die Reibung ist sehr klein,

Wir wollen uns nunmehr auf den Fall beschriinken, welcher
fir die Akustik allein praktische Bedeutung hat, dafs niimlich die
Reibung sehr gering sei. Dann hat in unseren Gleichungen & einen
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sehr kleinen Werth, und zwar wollen wir die Annahme machen, dals
wir die hoheren Potenzen gegeniiber den niederen vernachliissigen
diirfen.

Differentiiren wir die frither erhaltene Gleichung (74) nach &
und setzen & = 0, so haben wir jede einzelne Horizontalreihe fiir
sich zu differentiiren, z. B. die erste so:

d
2n—£—ml +nQ,, Q..

2
i nimg + Pyg, ..
1 :

und die Summe der so entstandenen Determinanten gleich Null zu
setzen, Nun kann man aus jeder differentiirten Horizontalreihe den

Factor n herausziehen. Daher erhiilt man fiir % die Gleichung:

dn
1 2d—8—?ﬂl+oll, 018'”'

eto. 86
Py nmy + Py, ... . o

aus der sich, da n? fiir & = 0 reell ist, ein reeller Werth fiir i;-:-

ergiebt.

Bezeichnen wir nun mit »° den Werth fiir den Fall, dafs keine
Reibung vorhanden, also & = 0 ist, so kinnen wir bis auf Glieder
zweiter Ordnung

n::n'—i——j-a—‘s (87)

setzen. Im zweiten Abschnitt haben wir aber gefunden, dafs bei
einem solchen System von Massenpunkten, in dem keine reibenden
Kriifte wirksam sind,

wWe= 41wy

war, wo » die Schwingungszahl in 2z Secunden ausdriickte, und
im § 19 fanden wir, dass der reelle Theil von n negativ sein muss.

d - . .
Also kann —;’5 nur negativ sein. Wir setzen nun

—_—f= — X,

des
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wo also x in Folge unserer Annahme einer kleinen Reibung und
: d AT ; : ;
des Nachweises, dafs ??? reell und negativ ist, eine kleine posi-
tive reelle Grofse bezeichnet. Wir haben dann
n=—x+41iv, (87a)
und wenn wir dieses in unsere oben (§ 19) gefundene Liosung
Sq = @, ,ent
einsetzen, ergiebt sich
8 = Gg.e=*tEivt
=a.e" %, (cosvi 4= isin v i) (88)
Ebenso, wie bei einem einzelnen schwingenden Massenpunkte,
der unter dem Einflufs der Reibung steht, haben wir also auch
hier bei jedem Punkte des Massensystems eine gediimpfte pendel-
artige Schwingung; die Amplitude nimmt, da x» dem Werthe
von & proportional, um so schneller ab, je grofser & ist. — Die
Schwingungszahl ist aber durch die hinzugetretene Reibung inner-
halb der hier befolgten Genauigkeit der Berechnung unveriindert
geblieben. Krst eine weiter gehende Annitherung wiirde ergeben,
dafs sie sich um eine Grofse zweiter Ordnung iindert (und zwar
kleiner wird), wenn & eine Griifse erster Ordnung ist.
Nunmehr wollen wir den Einflufs einer kleinen Aenderung auf

die Grifse der Amplituden a, betrachten.
Wir gehen aus von der Gleichung (73)

my n* a, +;{Pa.h-ab} +5ﬂ${@n.b-ab} =0,

und differentiiren wiederum nach & indem wir auch die Aenderung
der a beachten. Fiir s = 0 erhalten wir dann:

da d ay
2mgn —— - @y + myn?

fi: 35 +${P“-"W}
+ﬂ-2{0n,b-ﬂa} = 0.

Eine solche Gleichung ist nun fiir jedes a aufzustellen, und in
dem dann entstehenden System von Gleichungen haben wir die

(89)

Differentialquotienten % als die Unbekannten zu betrachten. Die

“Coefficienten P und m, n* mit denen diese Unbekannten multiplicirt
sind, sind nun reell, withrend alle iibrigen Glieder rein imaginir
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’ : d :
sind; denn die Werthe von m, »? a, ~£—£5 und ${Q,lb.a;,} sind

reell und #» ist rein imaginiir. KEs miissen also die Werthe von

da : S S .
S siimmtlich rein imaginiir sein,

Durch die Reibung kommt also zu den dem reibungsfreien
System entsprechenden Werthen von a, die wir hier mit a' be-
zeichnen wollen, ein imaginiirer Theil hinzu, der & proportional
ist; wir haben also

a, = a; + iﬂaﬁr {90)
wo 3, eine reelle Grifse ist.

Fiir s, ergiebt sich mithin

8y = (ag + 10, 8). =%t exirt (91)
oder
imn -t +irt
== 03,0 8 e
R R T ta L
= Qq.e=*.{C08 (g 4= v1) + i.8in (w, & v 1)}, (91a)
wo
od=ai + fie
und
i
tg W, = ﬁ;, -

ist. Die Amplitude wird also durch die Reibung, abgesehen von
dem Factor e=*f, nur um eine Grofse zweiter Ordnung geiindert
und die Hauptwirkung der Reibung ist eine Phaseniinderung.

Da nun w, mit dem Index a sich indert, so werden die ver-
schiedenen Massenpunkte, sowie auch die Coordinaten desselben
Massenpunktes im Allgemeinen einen Phasenunterschied gegen ein-
ander haben, und die thatsiichlich ausgefilhrte Bewegung jedes
Massenpunktes wird demnach eine Ellipse sein, wobei die (Girenz-
fillle (Gerade und Kreis) eingeschlossen sind.
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Fiinfter Abschnitt.

Das Mitschwingen eines einzelnen Massenpunktes.

§ 22. Die Bewegungsgleichung
und allgemeine Integrationsregeln fiir dieselbe.

In den bisherigen Abschnitten haben wir die Ursache, welche
am Anfang der betrachteten Bewegung den Massenpunkt oder das
Massenpunktsystem aus seiner @leichgewichtslage herausbrachte,
unberiicksichtigt gelassen. Wir haben nur stillschweigend ange-
nommen, dafs die Kraft, welche diese Ablenkung bewirkte, zu der Zeit,
auf welche sich unsere Gleichungen bezogen, nicht mehr vorhanden
war, so dals also ausschliefslich die sogenannte elastische Kraft und
die Reibung in den Bewegungsgleichungen Ausdruck fanden. Wir
wollen nunmehr annehmen, dafs neben der sogenannten elastischen
Kraft und der Reibung eine dauernde iufsere Einwirkung statt-
findet. Hs entstehen dann Schwingungen, welche unter giinstigen
Umstiinden eine betriichtliche Amplitude erhalten kénnen. Man
nennt diesen Vorgang gewdhnlich ,Mitschwingen®, Wir wollen ihn
hier zuniichst fiir einen einzelnen Massenpunkt behandeln, und zwar
unter der Voraussetzung, dafs wir die Entfernungen aus der Gleich-
gewichtslage, also die Elongationen, stets als sehr klein ansehen
diirfen.

Bezeichnen wir die einwirkende dufsere Kraft, welche zuniichst
als eine beliebige Funktion der Zeit gegeben sein mag, mit F,, so
haben wir die Bewegungsgleichung

2
m '{fi ;— = —g¥y — b% + Fy (92)

Ueber die Integration dieser Gleichung lassen sich zwei all-

gemeine Regeln aufstellen,
1. Es seien & und § zwei Losungen der Gleichung, so

dals also
9 dg
m _‘i&] e p— aﬁ E‘l - b —21 + ‘F:ﬂ

di? dt
und
3 d
m it 75 =—af —b LI} + Fy,

dt® dt
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80 erhalten wir durch Subtraction
d? 2 d
m (€ — &) = — a* (= &) — b3 (6 — &),
d. L. dieselbe Bewegungsgleichung, die wir im dritten Abschnitt be-
handelt haben, und welche sich auf das ausschliefsliche Vorhanden-
sein der sogenannten elastischen Kraft und der Reibung bezieht.
Haben wir also ein einziges Integral § unserer Bewegungsgleichung
(92) gefunden, und kennen wir das allgemeine Integral # derselben
Gleichung, nachdem wir in ihr F, = 0 gesetzt haben, so ist o + §
das allgemeine Integral der Gleichung (92).
2. Es sei & eine Lisung der Gleichung (92), so dafs also
L (AN af |, w
-101-{11‘,‘i = —a’f -1 T + Fy.
Wir nehmen nunmehr an, dals an Stelle der Kraft F, eine
andere, etwa G, vorhanden sei, und dafs dann % eine Losung der
dann giiltigen Bewegungsgleichung sei, so dafs
Rt
de?

Dann erhalten wir durch Addition

dn
RS TS Tl I
a®1 bd: + Gy

n

d? d £
m ) = — @ (E o+ )= br(E o+ 1)+ By o+ G

Daraus folgt also, dals beim gleichzeitigen Einwirken zweier Kriifte
die Losung erhalten wird durch Summirung der fiir das Vorhanden-
sein der einzelnen Kriifte giiltigen Integrale. FEs findet demnach
eine vollstindige Superposition der entsprechenden Bewegungen bei
gleichzeitigem Einwirken mehrerer Kriifte statt.

§ 23. Umformung und Integration der Bewegungsgleichung.

Wir kénnen nunmehr die allgemeine Function F, in unserer
Gleichung (92) durch eine Summe anderer Functionen ersetzen und
fiir jede derselben dann eine Lisung suchen.

Bei den akustischen Phiinomenen ist die durch F,, dargestellte
Kraft im Allgemeinen eine nach der Zeit periodische Function, und
diese konnen wir dann in eine Fourier'sche Reihe auflisen. Auch
kinnen wir uns die Glieder der Fourmer'schen Reihe als die reellen
(oder die imaginiiren) Theile von Exponentialfunctionen der Form
A.emt denken, wo n einen imaginiiren Werth hat.
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Wir wollen daher F,, durch 4.e"t ersetzen und erhalten somit
d*z dz

My = oo —b—r o 40", (98)

Diese Gleichung entspricht dann einem einzelnen Gliede der

Fourier'schen Reihe, in die wir F,, aufgelost haben, und nach-

dem wir fiir alle Glieder die Lisung gefunden, ergiebt sich durch

Summation die Losung fiir die allgemeine periodische Function £,
Ein einzelnes particuliires Integral der Gleichung (98) ist

z = B.en, (94)
Setzen wir diesen Werth ein und dividiren durch e, so ergiebt sich
mn*B= —a*B—b.n.B+ A (95)
oder
B(mn®+ a® 4 bn) = A
oder

A
ST ET R
Somit ist also aus den gegebenen Constanten der Gleichung der

Werth von B bestimmt.
Da n nach unseren Voraussetzungen imaginiir ist, so wollen wir

(954a)

n=1iv
setzen, und erhalten dann

i A

—mrPfat fiby

(951)

Wir setzen nunmehr
—mv? 4 a* = p.cose
und (96)
by = p.sinc,

so dals also
0? = (a® — mo?®)?® + b*0? (96a)
und
by
B m (334)
ist.  Wir erhalten dann
A ot ‘_d__ -
B = Hﬁ_ ki [ (95¢)
und somit
x = __é__ Le—ic, givt = Smte LR CE )
(4 e
A L%
- -(T[cos(erl —¢)+ isin(vi — c)] (94 a)
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Nun war aber die einwirkende Kraft
A.ﬁ“ — A_eivi
= A.[cosvt 4 isinvi].

Dem reellen Theile des Ausdruckes fiir die einwirkende Kraft
entspricht auch der reelle Theil des Werthes von . Wir sehen
also, dafs durch die einwirkende pendelartige Schwingung 4.cos#»¢
der Massenpunkt m in eine pendelartige Schwingung von der Form

e -3;—-005(1»':——0) 97)
gebracht wird. Die Schwingungszahl ist dieselbe, aber die Am-
plitude im Allgemeinen verschieden; aufserdem besteht eine Ver-
schiebung der Phase.

Das allgemeine Integral erhalten wir nun aus diesem parti-
culiiren, indem wir das fiir 4 = 0 bestehende allgemeine Integral
addiren. Nehmen wir an, dafs die Reibung gering sei, so kinnen
wir das letztere [vergl. § 17, Gleichung (61)] schreiben

R.e=% 8in(ft+ ¢)

und erhalten dann hier als allgemeines Integral fiir den mitschwin-
genden Punkt

:c=;icos(vt—c)+R.s-“‘.sin(ﬁt-}-o')- (98)

Die beiden willkiirlichen Constanten R und ¢ erlauben die Be-
wegung fiir einen bestimmten Zeitpunkt einer gegebenen Klongation
und Geschwindigkeit anzupassen.

Das zweite Glied hat aber in Folge des Factors e-¢! nur fir
den Anfang Bedeutung, es schwindet immer mehr, withrend das
erste Glied seinen Werth beibehilt.

Ist die entstandene Bewegung horbar, so treten, wenn » und g
nahezu gleich sind, am Anfang Schwebungen auf, die aber je nach
der Grofse von @ mehr oder minder schnell verlischen, und es
bleibt dann nur derjenige Ton bestehen, der der Schwingungszahl
der erregenden Kraft entspricht, von dem KEigenton des erregten
Punktes aber villig unabhiingig ist.



48 ERSTER THEIL. FUNFTER ABSCHNITT. § 24.

§ 24. Die Stirke des Mitschwingens.

Die dauvernde Form der entstehenden Bewegung ist gegeben
durch Gleichung (97)

o= '—4—-(:03(91 — ¢)

e
¥4 A
= V@ —moi T - cos (vt — o). (97a)
Setzen wir nun
i P s
=, (99)

wo also N die auf 2a Secunden bezogene Schwingungszahl be-
zeichnet, welche dem Massenpunkt m unter dem ausschliefslichen
Einflufs der ihn in die Gleichgewichtslage zuriicktreibenden Kraft
zukommt, so wird

20 W e 4. — . c08 (¥ — &) (97h)

VmS{Ns_ ,,a)s + b2t

Das Mitschwingen ist also um so stiirker, je genauer die Schwingungs-
zahl der zugeleiteten Bewegung mit der Schwingungszahl der rei-
bungsfreien Kigenbewegung des erregten Korpers iibereinstimmt.
Sind beide Schwingungszahlen gleich, so ist die Amplitude der ent-
standenen Bewegung der Diimpfung umgekehrt proportional und
von der sonstigen Beschaffenheit des erregten Korpers unabhiingig,
da wir in diesem Kalle

{

haben. Bei sehr kleinem &, d. h. bei sehr geringer Reibung wiirde
dann die Stiirke des Mitschwingens, also die Amplitude der er-
regten Bewegung ungemein grofs werden konnen. Doch ist zu
beachten, dafs fir diesen Fall unsere ganze Betrachtung den Be-
reich ihrer Giiltigkeit iiberschreitet, da wir von der Voraussetzung
kleiner Elongationen ausgegangen sind.

Ist b sehr klein, so wird schon eine geringe Abweichung in
den Schwingungszahlen die Stiirke des Mitschwingens sehr beein-
flussen, weil das Verhilltnifs von m?(N? — 2% 4- b*9* zu b* »* schnell
mit N* — »* wiichst.

Ist b hingegen sehr grofs, so kommt eine Differenz zwischen
den Schwingungszahlen nicht so sehr in Betracht.
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§ 25. Die Grifse des Phasenunterschiedes.

Der Phasenunterschied zwischen der erregenden und der er-
regten oscillirenden Bewegung ist gegeben durch den Winkel e
Nehmen wir fir ¢ den positiven Werth an, so ergiebt sich, dafs ¢
innerhalb der ersten beiden Quadranten liegt, da ¢.sine = b.v ist,
und somit sine stets einen positiven Werth hat.

Wir haben ferner die Beziehung (Gleichung 96)

.co8¢ = — mv? 4 a?
(4

= m(N? — 2?). (101)
Ist nun
1) N> », so ist p.cose also auch cose positiv;

demnach liegt dann ¢ im ersten Quadranten,
2) N = »; dann ist cosc = 0, also ¢ = 909

3) N < »; so ist cose negativ, und somit liegt ¢ im zweiten
Quadranten,

Die nebenstehende Fig. 1 stellt diese Verhiiltnisse in iibersicht-
licher Weise dar.

Die Grilse des Phasen- N=y
unterschiedes ist also abhiingig e
von dem Unterschiede zwischen %> % N<w

der Schwingungszahl des er-
regenden und derjenigen des
Eigentones des erregten Massen-
punktes. Sind die Schwingungs- @ Fd
zahlen genau gleich, so betriigt Fig. 1.
der Phasenunterschied eine Vier-
telschwingung. Ist die Schwingungszahl des erregenden Korpers
die kleinere, so ist die Phasendifferenz geringer als eine Viertel-
schwingung; ist sie die grifsere, so betriigt die Phasendifferenz
mehr als eine Viertelschwingung.

Bei geringer Reibung des erregten Massenpunktes, — und
dieses ist der gewbhnlich vorkommende Fall —, folgt aus der
Gleichung (96h)

tgo =

bv % bv
—movr+a®  m(N*—o?)’

(96¢)

dafs die Phasendifferenz ¢ nur dann einen von Null oder 180° er-
heblich verschiedenen Werth hat, wenn N und » sehr nahe iiber-
H. v. HeLmuontz, Theoret. Physik. Bd. IIL 4
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einstimmen. Eine geringe Zunahme der Differenz zwischen N und »
hat, da hier nur das Verhiltnifs zu dem kleinen Werthe b» in
Betracht kommt, schon eine betriichtliche Verkleinerung von tge
zur Folge. Bei schwacher Dimpfung ist die Phasendifierenz von
den Schwingungszahlen also in #hnlicher Weise abhiingig, wie die
Stirke des Mitschwingens, und sie kann in diesem Falle somit als
ein ziemlich empfindlicher Maafsstab fiir die Stirke der Resonanz
benutzt werden; bei manchen akustischen Phiinomenen lifst sie sich
nun mittelst optischer Beobachtungen (Lissasous'sche Figuren) leicht
bestimmen, so dafs wir also auch die Stiirke des Mitschwingens in
einem gegebenen Falle leicht beurtheilen konnen.

Sechster Abschnitt.

Das Mitschwingen eines Systems von Massenpunkten.

& 26. Das System der Bewegungsgleichungen und die
allgemeine Form der Losung.

Wir wollen den Vorgang des Mitschwingens, den wir im vorigen
Abschnitt bei einem einzelnen Massenpunkte betrachtet haben, nun-
mehr auf ein System von Massenpunkten ausdehnen. Ks wirken
dann also neben der sogenannten elastischen Kraft und der Reibung
noch #ufsere Kriifte ein.

Fiir diese Annahme gilt dasselbe Gesetz der Superposition der
Bewegungen bei gleichzeitigem Einwirken mehrerer Krifte, welches
wir oben in § 22 fiir einen einzelnen mitschwingenden Massenpunkt
abgeleitet haben. Wir brauchen uns daher auch hier nur auf den
Fall zu beschriinken, dafs die auf jeden Punkt einwirkende Kraft
durch eine Function von der Form A.e"* dargestellt werden kann.

Mit Benutzung der in den fritheren Abschnitten gebrauchten
Bezeichnungen besteht hier fir die einzelnen das System bildenden
Massenpunkte die Bewegungsgleichung:

d! Sq d 5p

My TR = — 2 (f3¢,b-85) — & g (Qn,l:' _.t.“__) + A, et (102)
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Nach Analogie der fritheren Darlegungen ist zu schliefsen, dalfs
ein Integral dieser Gleichung sich in der Form

8o = Gg . o™ (108)

schreiben lifst. Haben wir ein einziges derartiges Integral gefunden,
so sind ebenso, wie bei einem einzelnen mitschwingenden Massen-
punkt, alle anderen Integrale bekannt; denn wir erhalten sie, indem
wir zu dem erst gefundenen die Integrale der im vierten Abschnitt
aufgestellten Gleichungen addiren.

Setzt man nun den Werth fiir s, aus Gleichung (108) in die
Gleichung (102) ein, so ergiebt sich

my n* a, + g(}’,_h.ab) -+ an?(@,_t.ab) = A4, (104)

Alle diese Gleichungen, deren fiir das ganze System so viele auf-
gestellt werden konnen, als veriinderliche Coordinaten vorhanden,
sind linear nach den Grifsen a,, aber nicht homogen. Ist nun die
Determinante dieses Gleichungssystems von Null verschieden, so
lassen sich die Werthe a, eindeutig und linear aus den Werthen von
A, bestimmen,

Da nun in unserem Falle die zugeleitete Bewegung eine peri-
odische ist, so ist # eine rein imaginiire Grifse, und daher ist die
Bedingung, dafs die Determinante nicht verschwinden darf, erfiillt.

Die Losungen von der Form der Gleichung (108) geben ein
System von einfachen, pendelartigen Schwingungen, welche im All-
gemeinen elliptisch sind und mit unveriinderter Amplitude so
lange dauvern, als die Kraft einwirkt. Thnen superponiren sich
dann noch in der allgemeinen Losung Schwingungen, welche den
Kigenschwingungen des Systems entsprechen, aber, wie im vierten
Abschnitt gezeigt worden, mit der Zeit verloschen.

Durch geeignete Bestimmungen der vorkommenden Coefficienten
kann der Anfangszustand des Systems gegebenen Bedingungen an-
gepalst werden.

§ 27. Die Stidrke des Mitschwingens,

Wir haben oben gesehen, dals jedes System von discreten
Massenpunkten, welche durch elastische Kriifte in ihrer Gleich-
gewichtslage gehalten oder wieder in diese zuriickgefiihrt werden,
im Allgemeinen so viel verschiedene Eigenschwingungen ausfiihren
kann, als das System Veriinderliche besitzt. Nunmehr wollen wir

untersuchen, ob zwischen diesen Eigenschwingungen und der Stirke
4.
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des Mitschwingens, welches wir jetzt betrachten, irgend welche Be-
ziehung besteht.

Wenn zwei oder mehrere Kriifte das Mitschwingen bewirken,
so haben wir bei einem einzelnen Punkte gesehen (§ 22), dals dann
die durch die einzelnen Kriifte gegebenen Bewegungen sich super-
poniren. Bei einem System von Massenpunkten haben wir nun
dieselbe Form der Bewegungsgleichungen, und daher gilt das gleiche
Gesetz auch hier.

Die Grofse der von aufsen einwirkenden Kriifte ist hier durch
das System der Coefficienten 4, gegeben. Wir kinnen nun jeden
dieser Coefficienten 4, in eine Reihe von Gliedern zerlegen, von
denen jedes einzelne einer Kigenschwingung entspricht, die in dem
Punktsystem in Folge der inneren Kriifte auftreten kann.

Bezeichnen wir mit ¢ die Amplituden der einzelnen Massen-
punkte in einem von iufseren Kriiften freien System (die wir friither
in § 19 u. d. folg. @ genannt haben), und wihlen fir die verschie-
denen Massenpunkte a und fiir die verschiedenen Eigenschwingungen p
als laufenden Index, so konnen wir ein System von Gleichungen

My ;(B, . O )= Ay (105)

aufstellen, aus dem sich die Werthe B, bestimmen lassen.

Wirkt nun an Stelle von 4, nur die eine Componente
Mg By. g,y ein, welche der pten Kigenschwingung des Systems
entspricht, und bezeichnen wir die dann bestehende Amplitude des
aten Punktes mit a, p, so haben wir anstatt der Gleichung (104)
nunmehr die Gleichungen

man®ag, y + %“'(Pg.g.an‘ W) + sn?‘,(@a. 5@, y) = Mo+ By. ey, p  (106)

Die fritheren Gleichungen (78) lauten nunmehr mit Benutzung der
jetzt eingefiihrten Bezeichnung

Mg My o, p + %..—'(Pn,b-“b.n) + &ny z(oa.b-“b. v = 0. (107)

Den (leichungen (106) kann man fiir & = 0 dadurch geniigen,
dals man

Ga,p = Gy« %,y (108)
setzt. Multiplicirt man niimlich die Gleichungen (107) mit G, und
subtrahirt sie von den Gleichungen (106), so ergiebt sich:

Gy - {0 =) gt + (0 —10) 3 (Qu -t ) = e Byt 3. (109)



§28.  DAS RECIPROCITATSGESETZ BEIM MITSCHWINGEN. 53

Diese Gleichungen sind fiir & = 0 erfiillt, wenn man setzt:

Gy = B,. ;‘_1_;; : (110)
Nun ist aber nach Gleichung (108) in der Grifse der Amplitude
des Mitschwingens der Coefficient ¢, als Factor enthalten, und es
sagt demnach Gleichung (110) aus, dafs die Stiirke des Mitschwingens
abhiingig ist von der Uebereinstimmung zwischen n, und n, also
zwischen den Schwingungszahlen des Eigentones und des erregenden
Tones, und ferner davon, welche Grifse bei der Zerlegung der Ge-
samtamplitude 4, des erregenden Tones in die Partialamplituden
der Coefficient B, erhiilt. Fillt der Angriffspunkt einer Kraft mit
dem Knotenpunkt einer Partialschwingung zusammen, so ist fiir
diese der Coefficient B = 0.

Ist die Reibung nicht gleich Null, aber klein, so tritt zu dem
Werthe von @ ein imaginiirer Theil hinzu, der, wie wir oben bei
der Schwingung eines Punktes gesehen, einer Phasendifferenz ent-
spricht, aber keine merkliche Aenderung der Intensitiit des Mit-
schwingens anzeigt. Nur wenn die Schwingungszahlen der erregenden
Kraft und der Eigenschwingung des Systems ganz iibereinstimmen
hat die Reibung einen betriichtlicheren Kinflufs.

§ 28. Das Reciprocitiitsgesetz beim Mitschwingen,

Um die Werthe der Amplituden a, aus dem System der Glei-
chungen (104) zu finden, muls man jede derselben mit der be-
treffenden Unterdeterminante multipliciren und dann alle addiren,
Bezeichnen wir mit D die Hauptdeterminante des Systems, und bei
der Berechnung von a, die verschiedenen Unterdeterminanten mit
Dy, bei der Berechnung von a, aber mit D, , so erhalten wir:

> (Do, p - 4a)
GRTTND
und (111)
E(Da.q'd‘in)
GCTha YOI |

Nehmen wir nun an, dafs in dem Falle, wo wir a, berechnen, nur
die Kraft 4, und in dem anderen Falle, wo also a, gesucht wird,
nur die Kraft 4, vorhanden ist, so reduciren sich die in diesen
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Gleichungen vorkommenden Summen auf je ein Glied, und wir
erhalten

i D,,,,b ks
und (112)
o = Dogds
2 D
Es ist aber:
Dygwm I s (118)

weil wir bei der Anordnung des Gleichungssystems die Vertical-
und Horizontalreihen mit einander vertauschen konnen, ohne dals
gich etwas lindert. Setzen wir

D!’ S Dpuq ——
L - R - R, (113a)
so folgt:
=4 .R
a,=4,.R } (114
a,=4,. R

Wirkt demnach eine oscillirende Kraft von bestimmter Grofse
in der Richtung der gten Coordinate, und verursacht in Richtung
der pten Coordinate eine Bewegung von bestimmter Intensitiit, so
bewirkt eine Kraft von derselben Grofse in Richtung der pten Co-
ordinate eine der ersten an Intensitiit gleiche Bewegung in Richtung
der gten Coordinate.

Zwischen den das Mitschwingen erregenden Kriiften und den
erzeugten Bewegungen besteht also ein dhnliches Reciprocititsgesetz,
wie wir es oben in § 11 zwischen den Anfangselongationen bez. den
Anfangsgeschwindigkeiten fanden.

Dieses Gesetz ist von grofser Wichtigkeit, weil durch dasselbe
fir ganze Klassen von Erscheinungen gewisse Erkliirungen aus-
geschlossen werden. So kommen z B. bei der Drehung der Polari-
sationsebene des Lichtes durch Magnetismus und bei den Fluorescenz-
erscheinungen solche reciproken Beziehungen nicht vor, und wir
konnen daher ohne weiteres schliefsen, dafs bei diesen Vorgiingen
Krifte anderer Art wirken, als wir sie hier vorausgesetzt haben.
In der Akustik sind es z B. die Klirrtone, welche diesem Reci-
procitiitsgesetz nicht unterworfen sind, und daher miissen sie also
durch die Kriifte erzeugt werden, bei denen die Abhingigkeit der
Grofse der auftretenden in die Gleichgewichtslage zuriickstrebenden
Kraft ein anderes ist, als es bei sogenannten elastischen Kriiften
der Fall.
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§ 29. Mitschwingen bei gezwungener Bewegung eines
Punktes.

Wir wollen nun annehmen, dafs nur auf einen einzigen
Punkt in Richtung einer Coordinate eine #ufsere oscillirende Kraft
einwirke, withrend im iibrigen das ganze System ausschliefslich
unter dem Kinflufs seiner inneren Kriifte stehe. Diese #ufsere Kraft
soll aber so grofs sein, dals sie jeden Widerstand iiberwiiltigt. s
ist dann die Bewegung in Richtung dieser einen Coordinate ge-
geben, Ein solcher Fall liegt z B. vor, wenn wir eine schwingende
Stimmgabel auf eine Saite setzen; dann wird der Saitenpunkt,
welcher am Griff der Gabel anliegt, ohne irgend welche praktisch
in Betracht kommende Reaction mitgenommen. Die Metallzungen
in den Blasinstrumenten bleiben ebenfalls von der mitschwingenden,
wenig widerstrebenden Luft unbeeinflufst, withrend die anliegenden
Theile der letzteren ihre Schwingungen genau mitmachen miissen.

In diesem Kalle sind die Coordinaten eines Punktes, dem wir
den Index 0 beilegen wollen, als Coordinaten der Zeit gegeben,
und zwar wollen wir setzen:

8y = Gy. 8%, (115)

worin » einen imaginiiren Werth haben soll.
Fiir die iibrigen Punkte bestehen dann Bewegungsgleichungen,
die mit den Gleichungen (67) iibereinstimmen, so dafs wir, falls das

ganze System aus N Punkten besteht, fiir N’ — 1 Punkte Gleichungen
von der Korm

w2 epi ol ts) oo
erhalten.

Wir haben frither schon gesehen, dals die Integrale solcher
homogenen linearen Differentialgleichungen sich in der Form

8y == Gq » evt
gchreiben lassen. Da nun hier der Werth von » mit dem Werthe

von n in Gleichung (115) identisch sein muls, so erhalten wir also
fiir die Elongationen die Werthe

Sa = Gg. O"". (117)
Setzt man diese Lisung in die Gleichungen (116) ein, so ergiebt sich

m,n”a,=—${P,_;,.ah}—sng{Qa,b.an}- (118)
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Da in diesem Gleichungssystem n einen rein imaginiiren Werth hat,
so ist die Hauptdeterminante desselben nicht gleich Null, und es
konnen daher auch die Unterdeterminanten von je N — 1 Vertical-
reihen nicht durchgingig gleich Null sein. Die Werthe der a,
sind demnach alle durch den gegebenen Werth von a, zu be-
stimmen.

Wie die Bewegung des Systems bei sehr kleiner Dimpfung vor
sich geht, kann man am besten itberblicken, wenn man die Diimpfung
als verschwindend klein annimmt, also & = 0 setzt, Dann filllt in
jeder der Gleichungen (118) das letzte Glied fort, und wir haben:

1;1n’a¢=—g{P,'b.au}- (119)

Wenn nun » mit der Schwingungszahl einer der Kigenschwin-
gungen des Systems zusammenfiillt, so wird eben diese Kigen-
schwingung entstehen, und die Amplituden fiir die verschiedenen
Massenpunkte sind dadurch gegeben, dals a, gegeben ist; denn die
Verhiiltnisse der verschiedenen Werthe a, unter einander sind ja
durch das Gleichungssystem bestimmt. Kennt man eine Amplitude,
so kennt man alle.

Fiilllt gerade ein Kunotenpunkt der Eigenschwingung, also ein
Punkt, der die Amplitude Null haben sollte, in den Punkt, welcher
der vorausgesetzten Zwangsbewegung unterworfen ist, so mufs er
nun eine Bewegung mit endlicher Amplitude ausfithren, d. h. es
wird die Grofse seiner Bewegung auf das Unendlichfache gesteigert,
und dem entsprechend wiirden alle iibrigen Punkte, welchen sonst
bei dieser Kigenschwingung endliche Amplituden zukommen, nun-
mehr solche von unendlicher Grifse haben miissen, Dieses wird
nun thatsiichlich durch die stets vorhandene Dimpfung verhindert;
aber hei miifsiger Reibung ist die Stirke der erregten Eigen-
schwingung doch immer bedeutend. Man benutzt diesen Umstand
z. B.,, wenn die Liinge einer Saite gefunden werden soll, die dem
Eigenton einer Stimmgabel entspricht. Diese wird dann schwingend
mit dem Griff auf die Saite aufgesetzt und so lange verschoben,
bis in der letzteren ein Maximum der Kigenschwingung auftritt.
Dabei ist natiirlich der nicht in Betracht kommende Theil der
Saite durch den aufgelegten Finger zu dimpfen.



§ 80. ABLEITUNG DER HAMILTON'SCHEN GLEICHUNG. Y

Siebenter Abschnitt.

Der Hamilton’sche Satz. — Uebergang auf continuirlich
verbreitete Massen.

§ 80. Ableitung der Hamilton’schen Gleichung mit Benutzung
rechtwinkliger Coordinaten.

Bisher haben wir die allgemeinen Gesetze entwickelt, welche
gich auf die verschwindend kleinen oscillatorischen Bewegungen
eines Massenpunktes oder eines Systems von Massenpunkten be-
ziehen, die sich unter dem Einflufs conservativer Kriifte in der
Nithe stabilen Gleichgewichtes befinden. Wir haben dabei die
Massenpunkte als vollkommen frei betrachtet, hdchstens wurden
einzelne einer gezwungenen Bewegung unterworfen und dadurch zu
Centren gemacht, von denen Kriifte auf die anderen Punkte ein-
wirkten. Unter diesen Umstiinden konnten wir die Bewegung jedes
einzelnen Punktes auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem be-
ziehen, wobei wir dann in den einzelnen Massenpunkten keine ver-
schiedenen Geschwindigkeiten der verschiedenen Theile zu unter-
scheiden hatten, sondern jeden derselben als ein untheilbares, in
allen Eigenschaften in sich iibereinstimmendes Ganze betrachteten.

Nun giebt es aber andere Systeme, bei denen feste Verbin-
dungen bestehen, und zwar entweder zwischen den Massenpunkten
des Systems und #ulseren Korpern, oder zwischen diesen Punkten
unter einander. KEs kinnen z B. unausdehnsame Striinge zwischen
einzelnen Punkten vorkommen, oder einige der Punkte kinnen ge-
zwungen sein, withrend der Bewegung auf einer bestimmten Linie
oder Fliiche zu bleiben, u. s f. Man stellt solche Eigenschaften des
Systems am besten durch Gleichungen dar, in denen ausgesagt ist,
dals gewisse Beziehungen zwischen den Coordinaten unveriindert
bleiben sollen. In einem solchen Falle sind dann nicht alle Co-
ordinaten der Punkte fiir die oscillatorische Bewegung frei, sondern
die Zahl der veriinderlichen Coordinaten wird reducirt um die An-
zahl der Gleichungen zwischen den Coordinaten, welche die festen
Verbindungen u. s. w. ausdriicken. Wenn wir in einem solchen
Falle die rechtwinkligen Coordinaten festhalten wollten, so wiirde
ein ziemlich complicirtes System von Gleichungen entstehen, und
um dies zu vermeiden, kann man die Hamiuron'sche Form be-
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nutzen, durch welche man die Bewegungsgleichungen als Minimal-
problem ausdriicken kann.

Bezeichnen wir mit z, die Coordinate des Massenpunktes m,,
wobei sich auf jeden frei beweglichen Massenpunkt drei Indices a
beziehen, so dals also stets je drei Werthe m, identisch sind; ferner
sei @ die potenticlle Energie des Systems, dann lauten unter der
Voraussetzung frei beweglicher Massenpunkte und conservativer
Kriifte die Bewegungsgleichungen

d*x, aw
My —y— == — T (121)

Eine unendlich kleine, von der Zeit abhiingige Aenderung der
Coordinate , wollen wir mit §z, bezeichnen, so dafs also nun zur
Zeit t die Coordinate von m, nicht mehr a,, sondern z, 4+ da, ist.
Es sind natiirlich diese Werthe d#, continuirliche Functionen der
Zeit; denn wiiren sie dieses nicht, so wiirde uns jedes Mittel fehlen,
itber den Zeitpunkt, in dem die Discontinuitiit der Bewegung statt-
findet, hiniiber die Identitiit der betreffenden Massenpunkte zu be-
weisen.  Vollziehen sich nur continuirliche Lageniinderungen, so
kann man jeden einzelnen Punkt dauernd verfolgen.

Multipliciren wir die Gleichung (121) mit d#,, und summiren
tiber das ganze System, so ergiebt sich:

et w0 e i 4D
%lmn Oy - -d-t;- = - %l d @y - ¢ (122)
Da nun die Abhiingigkeit der potentiellen Energie @ von der
Zeit nur durch die Abhiingigkeit der Coordinaten z, von der Zeit
bedingt ist, so stellt die Summe auf der rechten Seite der letzten
Gleichung die Variation von @ dar. Bezeichnen wir sie mit & @,
80 ist:

. i)
LD RER e (128)
und wir kénnen also schreiben:
2
Sy 8, %?_ s R D (122a)

Nun ist aber

d dos ) o d¥e, dz, douz,
d—f(‘“«' ai ) e e v e ol o )
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und wenn wir mit m, multipliciren und nach a summiren:
du, = dz,
E’"a o (5 o d;) %r:zadxa._.dt‘i

d dow,
+E’n’ﬂ xﬂ_ d‘ﬁ‘

(124a)

Die erste Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung ist aber
mit der linken Seite der Gleichung (122a) identisch und wir er-
halten daher

d dx, dz, doz, _ -
S me &—t—(ﬁxa-v-&‘—--)—gmn o L= — 0. (122D)
Ferner ist:

5[ dzg \* _, d% ddw,
di g it T
und daher ist, wenn wir mit Z, den zum Index a gehorigen Bruch-

theil der lebendigen Kraft bezeichnen,

T R (‘fft“) =mu%-—d%- (125)

Summiren wir itber das ganze System und bezeichnen dessen leben-
dige Kraft mit L, so erhalten wir

dag dé:ru

P il 1254
’ %’"“ at = di (12ba)

Wir konnen also nunmehr die Gleichung (122b) schreiben:

>img % (a‘xa—fﬁ-) ol e = O KD
a

dt
oder
& {Ema-d'za--i%—= = d(L — D). (122¢)
t | dt

Multipliciren wir diese Gleichung mit d¢ und integriren zwischen
den Zeitgrenzen ¢, und ¢, so erhalten wir

fdt EE"‘ﬂ Ot~ dr‘ d‘—f«’ L— ®).dt.  (122d)

Die unbestimmte Integration der linken Seite lifst sich leicht
ausfithren. Wenn wir nun durch Einschlielsen eines Ausdrucks in
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zwei horizontale Striche andeuten, dafs sein Werth zwischen den
angeschriebenen Grenzen zu nehmen ist, so ergiebt sich

1y

Zmnr}z,d fﬁ(L D). dt. (122e)

Wir wollen nunmehr festsetzen, dafs die Variation, die bisher
keinerlei Beschriinkung unterlag, an den Grenzen des Integrations-
intervalls, also zu den Zeiten ¢, und ¢, gleich Null sei, so dafs also
hier alle Werthe von dz, = 0 sind. Dann enthalten simmtliche
Summanden, aus denen sich die Summen zusammensetzen, welche
die oberen und unteren Grenzwerthe auf der linken Seite der
Gleichung bilden, den Factor Null, und es wird also diese Seite
der Gleichung selbst gleich Null, so dafs demnach

0=fa(.r4- ®)dt. (126)

Da die Grenzen der Zeit bestimmt sind, so konnen wir das
Variationszeichen auch vor das Integralzeichen setzen und erhalten
somit

0 = a'f'(L — B)dt (126a)
t

als gewdhnliche Form der Hamruron’schen Gleichung.

Aus der Hammron’schen Gleichung. kénnen wir nun auch
wieder umgekehrt die Bewegungsgleichungen (121) ableiten, von
denen wir oben ausgegangen sind. Ja es kinnen aus der Hamrnron'-
schen Gleichung die Bewegungsgleichungen auch noch fiir den Fall
abgeleitet werden, dafs zwischen den Coordinaten irgend welche Be-
dingungsgleichungen bestehen. Setzen wir niimlich in

4
0= |[(0L— o W)dt
J

den Werth fiir 0 Z aus Gleichung (125a) und fiir § @ aus Gleichung
(123) ein, so ergiebt sich

; - d a df)hxa 6 b
y

Es sind zwar die Werthe 0, willkiirlich anzunehmende Functionen
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der Zeit, die nur der Einschriinkung unterliegen, dafs die Grofsen
#, + 0, den Bedingungsgleichungen geniigen; sind aber die Werthe
von z, und dz, einmal angenommen, so sind damit auch die Werthe

der Geschwindigkeiten d;):c“ ebenfalls gegeben, und sie kdnnen

nicht mehr als willkiirlich betrachtet werden.
Indem wir die erste der beiden in der Gleichung (127) vor-
kommenden Summen partiell integriren, ergiebt sich

4 B s 2,

= dwy doz,)| dog .o
fdt;(ma d‘ d‘ )— gﬂln 7{'6&":‘

ty

fy

t
=  d
—fdf }n,(m, - d—‘i-bxn)
to

Zu den Zeiten {, und ¢, sollen aber die Variationen dz, gleich
Null sein, und es fillt daher das erste Glied der rechten Seite
fort, so dals

h
2
ffu.g[m“- ‘Z‘j" .ffgf—“) = -fd:.z(m,--%fi.az,) (128a)
t ty

wird. Setzen wir diesen Werth in Gleichung (127) ein, so er-
halten wir:

L (128)

2
Bda, 0 cp)' (1278)

1
0= d‘.gé‘xa(—?ﬂu‘?"s——a—%
to

Daraus folgt, dafls fiir die den Bedingungsgleichungen geniigenden
Variationen

d?m, aod
SRS (- my Lt — a—%) =0 (127h)

sein mufs. Denn wiire der Ausdruck nicht Null, sondern z B. fir
irgend einen Werth von ¢ positiv, so konnte man die Grifsen dz,
da, wo er nicht positiv wiire, gleich Null setzen und erreichte so,
dafs die Gleichung (127a) nicht erfillt wire. Die Bedingung (127h)
ist identisch mit den Bewegungsgleichungen von D’Aremsrrt, nach
dem die Kriifte

d® z, awm

e i Y. 77
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durch die Bedigungsgleichungen im Gleichgewicht gehalten werden
miissen. Sind keine Bedingungsgleichungen vorhanden, so folgen
sofort die Gleichungen (121)

d?z, ad

T el ol

§ 31. Unabhiingigkeit von der Wahl der Coordinaten.

Wie wir gesehen haben, ist in der Hamiuron'schen Gleichung
eigentlich nichts enthalten, was nicht auch schon die Newrox'schen
Bewegungsgleichungen aussagen. Ihre grolse Bedeutung liegt darin,
dafs die Hamiuron'sche Form unabhiingig von der Wahl des Co-
ordinatensystems ist. s wird nur ausgesagt, dals die Bewegung
des betreffenden Punktes von der Anfangslage bis in die Endlage
so geschehen soll, dafs die lebendige Kraft, vermindert um die
potentielle Energie, ein Minimum wird. Bei der Variation, die hier
vorausgesetzt ist, sollen die Werthe von z variirt werden, und deren
Variationen hatten wir mit da bezeichnet. Ks war vorbehalten,
dafs letztere beliebige Functionen der Coordinaten und der Zeit
sein sollten; nur mufsten sie continuirliche Functionen der Zeit,
im Anfangs- und Endzustande gleich Null sein und die variirten
Coordinaten mulsten den Bedingungsgleichungen geniigen. Die
Gleichung hatten wir nun zwar fiir ein rechtwinkliges Coordinaten-
system entwickelt; aber sie gilt auch ebenso, wenn wir dafiir andere
Coordinaten wiihlen. Nur ist darauf Gewicht zu legen, dafs die
Lage jedes einzelnen Punktes zu der gegebenen Zeit durch sie
vollkommen bestimmt ist. s sind z B. Irrthiimer dadurch vor-
gekommen, dals man geglaubt hat, als Coordinaten die Liinge eines
bisher zuriickgelegten Weges benutzen zu diirfen, dessen Liinge aber
von der eingeschlagenen Art der Bewegung abhiingt. Dann ist es
aber nicht der augenblickliche Werth der Coordinaten, welcher die
Lage der Punkte bestimmt, sondern man wiirde auch noch den
Weg kennen miissen, auf welchem der betreffende Punkt in diese
Lage gekommen ist. Wir kinnen aber wohl statt der rechtwinkligen
Coordinaten irgend welche Beziehungen zwischen den Punkten oder
den Winkeln, welche die Verbindungslinien der Punkte mit einander
oder mit festen Flichen bilden, oder sogar kirperliche Volumina
zur Bestimmung benutzen.
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§ 32. Einfiihrung allgemeiner Coordinaten. — Die Gleichung
von Lagrange.

Wir wollen nun zu ganz allgemeinen Coordinaten iibergehen,
welche mit p, bezeichnet werden sollen. Dann wird die geforderte
Bedingung, dafs die Coordinaten py die Lage der Punkte vollstiindig
bestimmen, erfiillt sein, wenn die Grofsen z, als Functionen der py
bestimmt werden kénnen. Es ist dabei moglich, dals die Gleichungen,
welche zwischen den Grifsen z, und p, bestehen, mehrdeutige und
mehrfache Wurzeln haben. Dieses ist kein Hindernifs, falls nur die
Gleichungen der Art sind, dafs simmtliche Werthe der Grifsen a,
durch die Grofsen p, ausgedriickt werden. Dabei sollen die Gréfsen p
von einander unabhiingig sein. Wenn N die Anzahl der Coordi-
naten ist und » die Zahl der Bedingungsgleichungen zwischen den =,
ist, so ist N —r die Zahl der Grofsen p. Dann wird also, wenn
wir die Grofsen 2 als Functionen der Grofsen p bestimmen kinnen,
@, welches eine Function der @ ist, durch Einsetzung der neuen
Werthe fiir 2, als Function der p dargestellt werden kinnen.

Ist #, als Function der Grifsen p gegeben, so wird der Werth

von --d:':" sich zusammensetzen aus Gliedern von der Form

da, dp = ; 2 : %

TR weil die z, nur insofern von ¢ abhiingen, als die Grifsen p
e : d

von ¢ abhiingig sind. Wir erhalten den Werth von 7'::‘—‘ demnach,

wenn wir jene Glieder fiir die verschiedenen p bilden und dann
summiren. . Dann erhalten wir:

dx,

. on 6% d}‘Jn
=3 88

Der Werth fiir die lebendige Kraft ergiebt sich, indem wir diese

Summen quadriren, jede mit der Masse —"%“— multipliciren, und dann

wieder iiber das ganze System summiren, so dafs also

g | ~ am‘“ dj?b .
iz fBliz 2T}
Wenn wir nun die Quadrate dieser Summen bilden, so bekommen

wir homogene Ausdriicke zweiten Grades nach %”— Die lebendige

Kraft L wird also im Allgemeinen dargestellt durch eine Summe,
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welche homogen vom zweiten Grade nach %"—- ist, und zwar durch
eine Doppelsumme, die nach den Indices a und b fortliuft. Die

5 . d d . G
Glieder haben die Form —d’:—“— -?E:-b—, und ihre Coefficienten werden

Grofsen sein, welche die Differentialquotienten i’: nicht mehr ent-

halten, und welche aus den Coefficienten m, und den Quadraten,

bez. den Doppelproducten der Grifsen g:" zusammengesetzt sind.
b

Wir wollen sie mit Fy  bezeichnen. Dann ist die lebendige Kraft:

L — . a § — a
a % b dt di (1 )

Fir die Differentialquotienten fg. wollen wir nun die Bezeich-

nung ¢ mit Benutzung der laufenden Indices a und b einfithren.
Der Ausdruck fiir die lebendige Kraft formt sich dadurch um in

L=} 33 Fe0-05) (180L)

Es ist also eine Function zweiten Grades der % oder ¢, deren

Coefficienten von den p abhiingen, d. h. irgend welche Functionen
derselben sind.

Wenn wir daher die Variationen fiir die Hanmruron'sche Gleichung
ausfithren, und zwar zuniichst nur nach einer der Coordinaten, die
wir mit p, bezeichnen wollen, so ist zu beriicksichtigen, dafs in den
Coefficienten ¥, y der Werth von p, enthalten ist. Es treten also

zuniichst Glieder von der Form dp, . —(?-;:"’ - gqa- gp auf. Ferner aber
€

ist, wenn wir withrend der Bewegung p. fndern, damit auch ¢, ge-
findert. Demnach kommen noch weitere Glieder von der Form

Fep.q6.90 (-?—:‘) hinzu. Da nun aber
dp. d
) ('d_"_) w2 (Ope),

so konnen wir diese Glieder schreiben: Fcla'qb-%(d'p,). Um die

Variation auf das ganze System auszudehnen, haben wir noch nach b
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zu summiren. Wir erhalten also unter der Voraussetzung, dafs sich
die Variation auf p, beschriinkt:

d dp,

0L = }ZE[ Qa5 ()th-;-‘?_,[ o G

Der Factor } ist bei der zweiten Summe wegzulassen, weil bei der
Differentiation nach einem bestimmten ¢, der Factor 2 auftritt,
gegen den } sich weghebt.

]. (131)

Wird nun nach p, variirt, so ist

5D = 3p, o—- (182)

Da die Hammron'sche Gleichung nun fiir alle Variationen op,
gelten soll, so gilt sie auch, wenn wir nur nach p, variiren und,
indem wir aus den Gleichungen (131) und (182) die Werthe fir o L
und 0 @ in Gleichung (126) einsetzen, erhalten wir:

f{%E}. (ML : 9a-qa»5p=)

o do o
+%(Fr.t'9h df‘) ———-6p=}dt.

0 pe
Die zweite Summe, in welcher die Differentialquotienten von o p,
vorkommen, kinnen wir durch partielle Integration umformen. s
ist dann:

(183)

f%’[ﬂ,a- ?b'—;‘-—(apr)].dt -~ g@

ty
h
0 4 > F, dt
a5 Prm‘*[% c.b’?b] ]
o

wo die Einschliefsung des ersten Ausdrucks auf der rechten Seite

in zwei horizontale Striche wieder bezeichnet, dals fiir ihn die

Differenz zwischen den beiden Integrationsgrenzen der Zeit zu

nehmen ist. Nach den Festsetzungen, die wir gemacht haben, ist

zur Zeit ¢, und ¢ die Lage der Punkte des Massensystems fest be-

stimmt, so dafs fiir diese beiden Zeitmomente die Werthe von 0p,
H. v. Henmuonrz, Theoret, Physik. Bd. IIL b

(184)
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gleich Null sind. Daher fillt das erste Glied auf der rechten Seite
der letzten Gleichung fort, und wir erhalten also:

' t

f[gﬂ.n.qb-f;w,)]dt = —fapc%{gm,b.qa]}.dt- (134a)
ty

fo

Setzt man diesen Werth in Gleichung (133) ein, so ergiebt sich:

Uwfaf’ct +i2 3 [GF” G+ q:,]
~ar [3moaljoe

Wir haben also hier ein Integral iiber die Zeit, welches gleich Null
gesetzt wird, und in welchem jedes Glied mit dem Factor dp, ver-
sehen ist. Dieser Factor ist aber vollkommen willkiirlich, er muls
nur eine continuirliche Function der Zeit sein; das Integral kann
also nur dann verschwinden, wenn

0= 333Gt n | - S en] - gy (159

(133a)

Diese Gleichung kénnen wir nun mit Benutzung des in Gleichung
(180Db) aufgestellten Ausdruckes fiir die lebendige Kraft

L= ‘}zn:%ﬂ[}'-::,b-%-%]

umformen, Es ist niimlich L insofern eine Function der Werthe p,,
als diese in den Coefficienten F stecken; wenn wir also die Grifsen g
und p fir die hier vorkommende Differentiation als unabhiingig von
einander betrachten, so erhalten wir:

SR

Thatsiichlich sind die Werthe von p und ¢ ja auch unabhiingig von
einander; denn bei jeder Lage des Systems wiirde jeder Punkt des
Systems eine besondere Geschwindigkeit haben kénnen. Die p be-
ziehen sich auf die Lage, die ¢ auf die Aenderung der Lage, also
sind es von einander unabhiingige Grofsen, die den Zustand des
Systems durch Lage und Bewegung der Punkte in dem gegebenen
Augenblick bestimmen.

oL
o w] 1 (180¢)
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Das zweite Glied der Gleichung kinnten wir ebenfalls einfacher
schreiben, indem wir beriicksichtigen, dafs auf Grund einer der
bei der Gleichung (131) angestellten vollig analogen Betrachtung

L 0L
%[E‘. 5-95) = v (1804)

Wir kinnen nunmehr die Gleichung (135) schreiben:
0L d [ d L:| oo

0= e [
apc dt 6?,: 6?(

Damit haben wir die Form der Bewegungsgleichung fiir allgemeine
Coordinaten gefunden. Sie wird als die Gleichung von LaAGRANGE
bezeichnet. s bestehen so viele derartige Gleichungen, als Indices ¢,
d. h. als unabhiingig veriinderliche Coordinaten vorhanden sind.
Durch sie wird die Lage des Systems in jedem Augenblicke voll-
stiindig bestimmt.

Wenn keine Gleichungen zwischen den rechtwinkligen Coordi-
naten z, bestehen, so konnen wir statt der p., die ja beliebige
Coordinaten sind, die rechtwinkligen Coordinaten setzen. Dann
wird das erste Glied gleich

(185a)

0L d dz, \?
7a = va ™ (5] | g
und fillt fort, weil weder m, noch dd&:" von z, abhiingig sind. Das
zweite Glied wird:
B T T - [dz)*
“ETa_:_i_g:_.,_ o dt | o Tdg ma (3
dt dt
SR 8 R
" T
d®x
— My Tﬂ"i (137)

und endlich ist das dritte Glied dann gleich — g:’ . Setzen wir
a

nun diese Werthe in Gleichung (135a) ein, so ergiebt sich:

d?z, 0w
o thag + T
oder
d* x, a
_m° AP Lol Omah
5‘
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Das ist aber dieselbe Form der Bewegungsgleichung, welche wir
fiir rechtwinklige von einander unabhiingige Coordinaten aufgestellt
hatten. Damit ist nachgewiesen, dafs in der Laarancr'schen Form
der Bewegungsgleichung die Newron'sche Form enthalten ist.

§ 83. Anwendung auf verschwindend kleine Bewegungen in
der Nihe stabilen Gleichgewichts.

Wir wollen nun zuniichst voraussetzen, dafs die eintretenden
Verschiebungen und Geschwindigkeiten unendlich klein sind.
Die Differentialquotienten g-; - bestehen dann nach Gleichung
a
(180c) aus Producten zweiten Grades von unendlich kleinen Grofsen,
da die Geschwindigkeiten auch in ihrem Maximum verschwindend
klein sind. Sie fallen daher fort im Vergleich zu dem Gliede, in
welchem der Differentialquotient -g-qﬁ vorkommt, und welches Grifsen
a
enthiilt, die unendlich klein vom ersten Grade sind. Differen-
tiiren wir
0L

vy g{f"a,n-?n}

nach der Zeit, so milssen wir zuniichst in jedem Gliede der Summe
den ersten Factor, das F, differentiiren. Da dieser Differential-
quotient aber eine lineare homogene Function der Grifsen ¢ wird,
so werden sich hier wieder Producte bilden, die vom zweiten Grade
unendlich klein sind; hingegen sind die weiteren Glieder, bei
denen gy nach der Zeit differentiirt wird, vom ersten Grade un-
endlich klein. Wir erhalten daher unter der hier gemachten Voraus-
setzung fiir Gleichung (185a) nunmehr

e oD
O %(Fa.b—&%") g (188)

wobei nur statt des Index ¢ der Buchstabe a gesetzt ist.
Betrachten wir nun ebenso wie bei der Benutzung rechtwinkliger
(loordinaten @ als Function der p, und gehen von einer festen An-
fangslage, niimlich der Lage des stabilen Gleichgewichts, aus, so
konnen wir @ in eine Tayrowr'sche Reihe entwickeln und er-
halten, wenn wir den Werth von @ in der Gleichgewichtslage
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mit @, und die in Folge der Bewegung eintretende Aenderung der
Werthe von p, mit 7, bezeichnen

0w Dol X
= b ga M A X g, e e L

Nun hatten wir uns schon frither in § 6 davon iiberzeugt, dals
bei stabilem Gleichgewicht die Glieder, in denen die ersten Potenzen
der Verschiebungen vorkommen, gleich Null sein miissen, was ja
anch das bekannte Princip der virtuellen Geschwindigkeiten aus-
sagt. Das zweite Glied der Gleichung (189) fillt also, wenn wir,
was von jetzt an geschehen soll, voraussetzen, dafs das System in
seiner urspriinglichen Lage im stabilen Gleichgewicht sein soll, fort.
Die zweite Bedingung fiir die Stabilitiit des Gleichgewichts besteht
darin, dafs in dem folgenden Gliede, welches die Producte zweiter
Ordnung von den Verschiebungen z enthitlt, die Coefficienten so
beschaffen sein miissen, dafs die gesammte Summe immer noth-
wendig eine positive Function ist. Diese Coefficienten sind als
constant zu betrachten, da sie denjenigen Werthen der Differential-
quotienten entsprechen, welche fiir die Gleichgewichtslage gelten.

Wir wollen nun fir diese Coefficienten eine vereinfachte Be-
zeichnungsweise einfilhren und, indem wir zugleich die hoheren
Glieder weglassen, schreiben:

b = (ﬂ,-{-@-??@mb.n,.m]. (140)

Da nun z der veriinderliche Theil der Coordinaten ist, dieser aber
hier allein in Betracht kommt, so ist

ow o
op O=m
und demnach
o o -
e = % [4q, 5. 75 ] (140a)

Indem wir diesen Werth benutzen und ferner berticksichtigen, dals

gg.. dy . 4'%
dt di® a4

ist, erhillt Gleichung (188) nunmehr die Form
0 4 75— 141
=—g[ ﬁlb.ﬂu]_;.a.t";ﬁ,‘ ; (141)

Eine solche Gleichung ist fiir jeden Index a des Systems auf-
zustellen.
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Mit unseren fritheren entsprechenden Gleichungen (127b) stimmt
hierin das von der potentiellen Energie herrithrende Glied vollig
iiberein; aber das andere Glied war dort einfacher, weil bei den
rechtwinkligen Coordinaten in dem Gliede der lebendigen Kraft nur
die einfachen Quadrate vorkommen, und an Stelle der F, ; dort die
Massen der zu bewegenden Punkte stehen. Dort kam in jeder
Gleichung nur die Beschleunigung nach einer Coordinate vor,
withrend hier das Gleichungssystem dadurch anders ist, dafs in
jeder dieser Gleichungen die Beschleunigung nach jeder Coordinate
vorkommt.

Wenn wir beriicksichtigen, dafs dieses System von Bewegungs-
gleichungen linear und homogen nach den Werthen von sy und
ihren Differentialquotienten ist, und dafs die vorkommenden Coeffi-
cienten constant sind, so besteht eine unbeschriinkte Moglichkeit
der Superposition der einzelnen Integrale, die sich fiir dieses System
ergeben.

Wir werden nun auch hier (vergl. § 7) Integrale finden kinnen,
indem wir setzen

My = By.oint, (142)
Fithrt man diese Losung in die Gleichung (141) ein, so erhalten wir
0= ng-(An,b — ﬂ"‘ﬂl- II)' (143)

Dadurch ist ein System von linearen Gleichungen gegeben, aus
denen das Verhiiltnils der Coefficienten By zu bestimmen ist. Wir
haben so viele Gleichungen als veriinderliche Coordinaten, und
damit auch, als Unbekannte By vorhanden sind; es werden also die
Verhiiltnisse der By zu finden sein, wenn die Determinante dieser
Gleichungen gleich Null ist; einer der Werthe B, ist aber willkiir-
lich anzunehmen. Indem wir die Determinante dieses Gleichungs-
systems gleich Null setzen, finden wir die Werthe fiir »% und zwar
bekommen wir deren so viele, als wir laufende Indices b haben.
Die ganze weitere Behandlungsweise wird also dieselbe wie frither
(§ 7w f), und wir sehen, dafs die fir rechtwinklige Coordinaten
durchgefihrte Behandlung des Problems sich auf beliebige Coordi-
naten itbertragen lifst.

§ 84. Uebergang zu continuirlich verbreiteten Massen.

Geht man nun von dem bisher betrachteten System discreter
Massenpunkte auf ein continuirliches System iiber, so tritt der
Nutzen dieser neuen Umformung der Bewegungsgleichungen be-
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sonders hervor. Da wir dann gewissermafsen ein System von un-
endlich vielen Massenpunkten haben, so ist die Zahl der Coordi-
naten eine unendliche, wodurch eine gewisse Schwierigkeit entsteht.
Wir konnen zwar auch bei den Systemen mit continuirlichen Massen
die Differentialgleichungen aufstellen, dann die einzelnen particuliiren
Integrale solcher Differentialgleichungen finden und, indem wir die
Bewegungen, welche diesen einzelnen particuliren Integralen ent-
sprechen, superponirt denken, sehr verschiedene Bewegungsformen
herstellen; aber wir kinnen nicht sicher die Entwicklung einer ge-
gebenen Anfangsform- und Anfangsgeschwindigkeit des Systems in
eine Reihe ausfihren, welche aus den einzelnen particuliren Inte-
gralen zusammengesetzt ist. Bei einem System aus vereinzelten
Massenpunkten hatten wir so viel verschiedene Integrale fiir die
Bewegung, als wir veriinderliche Coordinaten hatten, und wir konnten
in jedem Falle einfache Methoden angeben, wie die Bewegung aus-
fallen wiirde, wenn das System von einer beliebigen Anfangslage
mit beliebig gegebenen Geschwindigkeiten ausginge. Wir hatten
willkiirliche Coefficienten fir die particuliren Integrale zur Ver-
figung, welche dieses immer ermoglichten, und es liefs sich sogar
eine directe Methode angeben, um die Coefficienten fiir die Integrale
zu finden. Aber sobald die Anzahl der Integrale unendlich wird,
ist wenigstens nicht immer der Beweis zu geben, dafs die gefundene
Reihe auch wirklich die gegebene Anfangslage und Anfangsgeschwin-
digkeit darstellt. Die Methoden, welche dabei benutzt werden, sind
iihnlich wie die, welche wir bei einer endlichen Anzahl von Massen-
punkten gebraucht haben. Man kommt im Allgemeinen nicht weiter,
als nachzuweisen, dafs eine bestimmte Reihe die richtige ist, falls
die Bewegung durch das gegebene System von particuliren Inte-
gralen dargestellt werden kann, nicht aber dahin, nachzuweisen,
dals eine bestimmte Reihe wirklich den Werth darstellt, Es giebt
freilich einzelne Kille, wo man auch fiir eine unendliche Anzahl
von Massenpunkten diesen Beweis fithren kann.



Zweiter Theil.

Die Schwingungen von Saiten, elastischen Stiben und
Luftsidulen.

Erster Abschnitt.

Die Schwingungen einer Saite.

§ 85. Die Saite als System einer endlichen Anzahl
discreter Massenpunkte betrachtet.

Die Theorie der Saitenbewegung wollen wir zuniichst unter der
Voraussetzung entwickeln, dafs die Saite zusammengesetzt ist aus
fiquidistanten Massenpunkten, die in endlicher, wenn auch beliebig
grofser Zahl vorhanden sind, und zwischen denen eine Kraft thitig
ist, welche sie gegen einander hinzieht; dann werden sich diese so
zu legen streben, dafs ihre Entfernungen von einander am kiirzesten
sind. Sie liegen dann in einer geraden Linie. Wir wollen den
ersten Punkt, welcher befestigt und unbeweglich sein soll, mit dem
Index 0 und den letzten mit (n) bezeichnen. Das sind also n
Intervalle zwischen n + 1 Punkten. Ferner nehmen wir an, dafs die
Kraft, welche die Punkte gegen einander zieht, die Natur einer
elastischen Kraft hat. Wenn die Punkte aus der geraden Linie
herausgeriickt sind, wobei sie im Allgemeinen nach allen drei Di-
mensionen verschoben sein kinnen, so wird die Entfernung je zweier
benachbarter Punkte geiindert, und zwar wiirde, wenn wir die Ent-
fernung zweier benachbarter Punkte nach der Verschiebung mit ds,
die Entfernung in der Gleichgewichtslage mit dz und mit §, 4, &
die Verschiebungen bezeichnen, zu setzen sein

dsa =@ + & — Ea-1)? + (o — -1 + Ca = La=n)h,  (144)

wo sich die Indices a und a — 1 auf zwei beliebige benachbarte
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Punkte und ds, resp. do auf den Abstand dieser beiden Punkte
beziehen.

Die Kraft, welche ein solcher elastischer Faden hervorbringt,
und welche einer #ufseren Kraft, die seine Form zu findern strebt,
entgegenwirkt, ist der Verlingerung proportional. Die urspriingliche
Gleichgewichtslage des Systems ist nun aber nicht ohne Kriifte, weil
die gespannte Saite immer noch auf die Enden einwirken wird.
Wenn wir also den Ausdruck der Kriiftefunction bilden wollen,
so wiirde bei einem elastischen Faden die Kraft zu setzen sein
gleich der Summe einer Constanten, die wir, weil sie die Spannung
repriisentirt, mit S bezeichnen, und der Zunahme dieser Spannung,
welche durch die Verliingerung eintritt. Bezeichnen wir die Ver-
liingerung, welche die Saite erleidet, d. h. den Bruchtheil, um welchen
ihre Liinge geiindert ist, mit 4, ferner den Querschnitt der Saite mit
Q und den Elasticitiitscoefficienten mit %, so kinnen wir die Zunahme
der Spannung durch E. Q.4 ausdriicken. Dann erhalten wir also als
Werth der Kraft

E=mS48.0.4 (145)

Wenn wir die Arbeit finden wollen, welche in dem Saitenstiick dz
gebraucht wird, wenn es auf dx (1 4 A) verlingert wird, miissen wir

dz, f Kd# bilden und erhalten dann

m=dm.fx.da - dme.d). g dm.fE. Q.A.dA

2 146
=da:.3.£+dm.EQ-%—- s

Wir kénnen nun in der Gleichung (144) den Werth 4 einfithren,
indem wir beriicksichtigen, dafs

ds, =dz (1 4 A)
Wir erhalten dann
dﬁsu G A}'=(dx + Eu _'Ea-l)"{'(’ia e "}n—l)s""(ga— é-.n—l)2 (147)

oder wenn wir die Wurzel ausziehen,

- =3 (Ma = Na— )’ + (8o — Lo )g
da(1 + A)=(dz+ £ §a—1)l/1 Ul T o) (147a)

Die Wurzel entwickeln wir nach dem binomischen Satz:

i(’-’}a— ’30«1)2 + ‘}(v;n o Q-—-l)a
(@2 + §a—§am1)®

dx(l+2)=(dz+§a—§u__l]{1 o +...}(147D)
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Die weiteren Glieder wollen wir vernachliissigen, weil &, —&, .,
No—"Na—1, La—Ca—y verschwindend klein im Verhiiltnifs zu dz vor-
ausgesetzt werden. Ks ist daher auch im Nenner §,—&,—; gegen dz
zu vernachliissigen, und nach der Division mit dz ergiebt sich somit

dx dx
oder (147¢)

Y Ea- _Hr(ﬂa d'::n—-) _”( é‘m)

Setzt man diesen Werth in den durch Gleichung (146) erhaltenen
Ausdruck fiir @ ein, so ergiebt sich

R

—&a-
:) (146a)

¢=S-(Ea_§a—1)+}s.dx.(ﬂ_“gﬁfl) +}8.dz ( -
a3 -g—é?—.dx {En 5:1-1)

da die weiteren Glieder als unendlich klein von héherer Ordnung
weggelassen werden kinnen.

Die ganze Kriiftefunction ergiebt sich nun, indem iber alle
einzelnen Theile von a = 1 bis a = n summirt wird.

® = E{S@a‘-gn—l)'l‘}s*—-—i;ﬁ
-{--Q-S Qu-l] < EQ (Eu_gn—l)s ]

daz 2 dx
(146 b)

= S — &) + 2{ ps e teotl

(gn_gn—l)’ EQ (Eu Eﬂ——'l)sg
iz s %

+ %8

Hieraus ergeben sich die Kriifte, welche in Richtung der
g # oder ¢ auf den Punkt a wirken. Sie sind gleich den negativen
Differentialquotienten von ® nach &, 7, &. Die Bewegungsgleichungen
erhalten wir, indem wir die Kriifte den mit der Masse m des Punktes
maultiplicirten zweiten Differentialquotienten

d* &, d* g d* L

?ﬂrmr, F} ety d‘s y m- d?’—
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gleich setzen. So ergiebt sich zuniichst fir Ea

2
m @:“5: - ——2%-*— df (& — En-—l)‘l‘ (§n+1—§n
EQ

Buvi— 28+ foos

und in a.na.loger Weise:  (148)

d* S
- d:iu - +E[’7u+1‘_2"?n +’)a—l]-

und
2
" ifﬁn s dSz [c«-i-l_z;a']‘é:a-l]

Das sind drei in ihrer Form iibereinstimmende Gleichungen,
die iiber die Bewegung nach den drei Coordinatenrichtungen Auf-
schlufs geben; sie unterscheiden sich nur durch verschiedene
Coefficienten. Bei den auf die y-Axe und x-Axe beziiglichen Gleichungen
kommt nur die Spannung S in Betracht, withrend fiir die z-Axe
die elastische Kraft der Saitensubstanz allein vom Einfluls ist.

Wir hatten schon in der allgemeinen Theorie der oscillatorischen
Bewegungen von Systemen von Massenpunkten gesehen, dafs Losungen
derartiger Gleichungen sich in der Form

s

EG = G, . gint

darstellen lassen. Setzen wir solche Lisungen fiir & 41, & und Ea =1

ein und dividiren durch }‘;'xo , 80 ergiebt sich
mnidx 24
_'TQ_"an—‘aa+l+aa-l_ a
oder (149)

2
0=a“+1+%-1_~(2_ mn dx)

2.0 |”

In der Bewegungsgleichung fiir die #- und Z-Verschiebungen
haben wir

mn? '
0=an+l+an—1—(2'_' S dz)“n'

Damit wir alla dre1 Systeme gemeinsam behandeln kénnen, wollen

. mn® 1
wir fir 2 — E Q ———dz resp. 2 — — dz die Bezeichnung ¢ + v
einfithren. Wird ¢ = ¢'® gesetat, so ist

q+ %= 2 cos w.
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Die Gleichung
1
O0=a441+08-1— (g + ?).aﬂ (a=1,2,...n—1) (149a)

ist also eine gemeinsame Form, unter welche die Gleichungen fiir
alle drei Coordinaten passen. Diese Gleichungen sind nach den a
homogen und linear, und zwar sind eben so viele Gleichungen, wie
zu suchende Grofsen a vorhanden; denn a, und a, sind Null.

Sollen die Grofsen a nicht siimmtlich Null sein, so mufs die
Determinante des Gleichungssystems verschwinden. Das liefert eine
Gleichung fiir ¢ und damit fir die Schwingungszahl der mdglichen
Oscillationen.

Wir schreiben die Gleichung nun in anderer Form, indem wir
einige Glieder auf die andere Seite bringen:

g 41— §.0g = — Qg1+ %an

(150)
1
o E[“a —¢:g-1]

Nun stehen auf beiden Seiten dieser Gleichung dieselben Zusammen-
figungen von den zu suchenden Grofsen, und zwar hat das zweite
Glied den um 1 kleineren Index, als das erste, und rechts ist
noch der ganze Ausdruck durch ¢ dividirt. Nun ist leicht einzu-
sehen, dals wir diesen Ausdruck, dessen Indices um 1 geringer sind,
in derselben Weise auf einen Ausdruck zuriickfithren konnen, dessen
Indices noch um eine weitere Einheit kleiner sind:

1
Ay — q .01 =?[an_1 — q.8y—2),
mithin
1
Gg 41— q0aq =F[“a-l — q+0a -2}

und so kinnen wir weiter gehen und erhalten schliefslich:
1
aa+1—q-aa=?[ax — Gy} (151)

Da der Endpunkt, der den Index O triigt, gar nicht verschoben
werden soll, so ist @, = 0.

Alle Grofsen a konnen somit durch e, ausgedriickt werden,
Um @, +1 auszudriicken, multipliciren wir die Gleichungen mit Po-
tensen von ¢ und schreiben:
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Gap1— §:0q =q_nal

3 1
q.Qg — q°.0q 1= —qa-z_“l

2 3 LS 1
g Og-1— 1 -“n-ﬁ'"Wf‘l

a=1 . B e - = -2
g™ g 0" Gy q,_2,+2“1-f1° « G

Wenn wir diese Reihe von Gleichungen addiren, so bleibt auf der
linken Seite nur das erste Glied von der ersten Gleichung und das
letzte Glied von der letzten Gleichung stehen und es wird:

1
(1} g ek 107D, (162)

o B s U

oder

1 9
Ga 41 = ‘éﬁ"azu + gt P02 4 %)

o 1 qete (1624)
= EE . ._1.'___9'.5.._._ 3
was auch in der folgenden Form geschrieben werden kann:
1
_qﬁ'f‘l s qu+1
Aol AL e (152h)
TIU Yy

Die Griofse a, selbst bleibt willkiirlich, da in einem solchen System
von linearen homogenen Gleichungen immer nur das Verhiiltnifs
aller einzelnen Unbekannten zu einer derselben bestimmt werden
kann. Um nun den Werth von ¢ wirklich zu finden, miissen wir
noch die zweite Grenzbedingung hinzufiigen. Diese besteht darin,
dafs das andere Ende der Saite ebenfalls fest bleiben soll, dafs also
ay = 0 ist. Fiir a 4 1 = n erhalten wir:

_._.qn
1
AR

< —q
g

ay = a;
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Nun mufs a, von Null verschieden sein, wenn die Punkte sich iiber-
haupt bewegen sollen; a, kann daher nicht anders gleich Null sein,

als dals

Wenn wir nun ¢ = ¢'® setzen, so erhalten wir fiir w die Gleichung:

gne — g-ine s 2isin (nw)  sin (nw)
6@ — g-iw 2isin (@)  sine

=0. (158

Die Bedingung sin (n@) = 0 verlangt, dals nw gleich einem ganzen
Vielfachen von z ist

nw = bm,

wo b eine ganze Zahl bedeuten soll. Mithin ist

Fol2
g=¢en (154)

Es kann 0 die ganze Reihe der ganzen Zahlen durchlaufen mit
Ausnahme der Vielfachen von n, wofiir auch sin @ verschwindet
und daher die Gleichung

sin (n w)

: =0
sin @

nicht mehr erfiillt ist. Fir ¢ erhalten wir nur 2n — 2 von ein-
ander verschiedene Werthe, weil b 4 2n denselben Werth er-
giebt wie b.

Setzen wir den Werth von ¢ in den Ausdruck von a, ., ein,
so ergiebt sich:

sin(a+1)ﬂ
ﬂa+1=61-—'T‘ (155)
Bln—n""

Nun ist der Index a 4 1 gleich der Anzahl der Intervalle von dem
Anfangspunkt der Saite bis zu dem Punkte a + 1. Bezeichnen wir
daher die Entfernung vom Anfangspunkt bis zu diesem Punkte mit
@ und die Liénge der ganzen Saite mit /, so ist

a+41
1

@
l
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und mithin v
8in —- b
Og-42 80y s —=p— s (1554)
sin —
n
Wir haben hiermit eine ganze Reihe von Schwingungsformen
der Saite erhalten. Ist z. B. b = 1, so tritt ein zweiter Nullpunkt
erst ein, wenn z = ! ist. Dann ist die Form, in welcher die Saite
ausgewichen, ohne Knotenpunkt (Fig. 2a). Ist b = 2, so wird eine
Form der Saite entstehen, welche in der halben Liinge einen Knoten-

Fig. 2a, b, .

punkt besitzt (Fig. 2b). Ist b =8, so bekommen wir eine Form mit
zwei Knotenpunkten (Fig. 2¢) w. s. w. Dabei brauchen die Knoten-
punkte nicht mit den materiellen Punkten zusammenzufallen.

Die Schwingungszahl » hing mit ¢ und @ durch die Gleichung

Zusammen
2

2—%dm=q+§+=2.cosm

oder t (156)
mmn® 1
2—Td$=q+ ?=2008m J
mithin
@ me
2(1 — cos w) = 4.sin 3= Eoda:
oder (1564a)

2
4sin’?2—="-%tdx J

Wenn wir die Wurzel ausziehen, so erhalten wir fir die Schwingungs-
zahl n die Bestimmung:

l}mdm . bm
:h _ET"@"'“-?amﬂ

oder (157)

méa —-2fsinh—"‘r
* Fare 2n
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Der Grofse b sind dabei, wie wir oben sahen, die Werthe 1,
2, .... 21— 1, mit Ausnahme von n beizulegen. Die Zahl dieser
Werthe kann noch auf die Hilfte eingeschriinkt werden, wenn wir
beachten, dafs b und 2n — bentgegengesetzte Werthe von

sin(u—i—l)—hni und sin_liﬁ"_

liefern, dafs also fiir zwei sich zu 2n ergiinzende Werthe von b so-
wohl die positiv zu nehmende Schwingungszahl n wie auch der Aus-
druck von @, 4 dieselben sind. Man erhiilt also alle Schwingungs-
formen, wenn man b die Werthe 1, 2,...., n — 1 giebt.

Um die den verschiedenen Schwingungszahlen n entsprechenden
particuliren Integrale zu unterscheiden, wollen wir a,p statt a, und
ny statt n schreiben. Das allgemeine Integral setzt sich dann aus
den particuliren Integralen zusammen und wird z B. fir die Ver-
schiebung in Richtung der y-Axe

%=$aﬂ,.sw. (158)

Die n — 1 Grofsen a;, konnen dabei ganz beliebige reelle oder
complexe Werthe haben. Dann sind die iibrigen Grofsen aqy nach
der Gleichung (155) durch Multiplication von a;5 mit bestimmten
Factoren zu berechnen. Oder, wie wir auch sagen kinnen, wenn
den Grofsen ayy irgend welche bestimmte von Null verschiedene
Werthe beigelegt werden und die zugehorigen Werthe von aqp be-
rechnet sind, so erhiilt man die allgemeine Lisung, indem man die
simmtlichen Grofsen @y, @gp.... @y —1, s Mit einem beliebigen reellen
oder complexen Factor Fy.eir multiplicirt. Wir wollen nun den

Grofsen ayp die festen Werthe sin-?— geben, dann wird nach der

(Gleichung (155)

8, 5 = Sin “—i—"l (159)

Die allgemeine Losung nimmt dann die Form an
. abm
Na = glf’, i ——e g mpttry) (160)
oder wenn wir uns auf den reellen Theil beschriinken

Ng = 2 Fly - 8in it;—ﬂ— .co8 (nyt + 7o)
b (160 a)
= %:F,,-sin f—;—-(cosybcoaﬂbt—- sin y p8inn gt)
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oder endlich in Uebereinstimmung mit der Gleichung (27)
- b T . 5 IJ 7
Ne= E{Ab.smaTsmn;,i+Bb.51nil—l—"—cosnnt} (160b)

w0 4y und By fiir — Fj sin 3, und Fj cos 7y geschrieben sind und mit-
hin beliebige reelle Werthe bedeuten. Analoge Gleichungen gelten
fir & und &, .

Die Werthe der Constanten 4y und B., lassen sich bestimmen,
sobald fiir ¢ = 0 die Werthe von g, und -~ gegeben sind. Fiir
t =0 wird niimlich

ﬂ,mg[&sin ai“]-

(161)
ﬂ"— _.%[ ;,A],sm--w—

Wir nehmen also im Anfangszustand der Saite d. h. in dem
Augenblicke ¢ = 0 die Elongation jedes Punktes und seine Geschwindig-
keit in Richtung der beweglichen Coordinate als gegeben an. Die-
selben Formeln gelten auch fiir die beiden andern Coordinaten-
richtungen. Der einzige Unterschied besteht darin, dafs fir die
Longitudinalschwingungen in der Gleichung fir die Schwingungs-
zahl die Constante S durch Z.Q zu ersetzen ist.

Die Constanten 45 und B; finden wir nun nach der in § 10
dargelegten Weise. Wir multipliciren die Gleichung (161) fiir den

Anfangswerth von 7, mit sin > und addiren ither a = ,2,...n=—1:

%‘,[fh 8111——] 2 %[Bu sin [’ EIIIEE‘—IE y  (162)

¢ bedeutet dabei irgend eine der Zahlen 1, 2, .... n — 1.
Indem wir By heraussetzen, wird:

o [qa sin ~—] % By E [8111 ——. gin E%E] - (162a)

Das Product der Sinus kinnen wir in eine Differenz zweier
Cosinus verwandeln, so dafs

E[am --—’fsm“m] E%cos — > }cos m—f:—tc—).(lﬁ"!}

H. v, Hermuorrz, Theoret. Physik, Bd, IIL 6

an(b—c)
n


%25e2%2580%259enVJ.aU
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Nun ist leicht zu sehen, dafs die rechte Seite der Gleichung
verschwindet, sobald ¢ von b verschieden ist. Denn es ist:
= B-niw

1-—&‘“’ j

l+5‘“’+52‘°’+...+e('3“‘1)‘”—

Setzt man fiir @ irgend ein Vielfaches von -?1" ein, so wird
elniw — 1’
mithin
1+eim+82¢'m+_“+e(2n-—1}in=0

oder, wenn man mit ¢="{® multiplicirt:
s—niaa_!_.s-(n-—l}fm_*. o ) [ R +s(n-1)im___. 0.
Der reelle Theil allein liefert die Gleichung
cos(mw)+ 142> cosam=0,
a

wo a die Werthe 1, 2, .... n — 1 durchliiuft. Setzen wir einmal

m(b— ¢ 7 (6 -+ ¢)
n

s und einmal @ = - und bilden die Differenz, so

ergiebt sich:

cos(b—c)m -—cos(b+t]n+2cosm(b )_EGOSH%_TQ:O

also (164)
am(d—c) am(d4c)

S c08 ——— — >/ c08 s ()]

Ist aber ¢=0D, so wird

E% 008 0 Y ﬂ(h - >} cos m‘:l—-tﬂ =]n (165)
Mithin geht die Gleichung (162a) iiber in
> ['I’ja sin - ;ﬂ] =B -; . (162Db)

Fiir die Geschwindigkeit kann man die analogen Rechnungen
vornehmen.
Fiir ¢=0 haben wir

e Lty sin 1.
- Eb: 1y Ap sin = (166)
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und addiren fiiber alle Werthe

sl : 2o BEN
Multipliciren wir mit sin

a=1, 2, ...n—1, so ergiebt sich

dua . acw n -
? dt UIT =N, At ‘—2"‘ (167)

Auf diese Weise sind die simmtlichen Constanten einem be-
liebig gegebenen Anfangszustande angepalst.

Wenn wir nun zu einer unendlichen Anzahl von Saitenpunkten
iibergehen, dann lifst sich fir den Fall einer unbelasteten Saite,
welche von durchaus gleichmiifsiger Beschaffenheit in ihrer ganzen
Liinge ist, dieselbe Methode anwenden. Die Summe, welche die
Lisung darstellt, geht in eine unendliche Reihe iiber, von der sich
aber nachweisen lifst, dals sie convergirt und wirklich den gesuchten
Werth repriisentirt. Bei der Zerlegung der Saite in eine Anzahl
discreter Massenpunkte sind wir nicht an den Fall der gleich-
miifsigen Beschaffenheit gebunden. Wenn wir z. B. den Punkt in
der Mitte stiirker belasten als die iibrigen, so kdnnen wir allerdings
die Schwingungsformen und Perioden nach derselben Methode finden.
Ja wir konnen nicht nur die Punkte ungleich belasten, wir kinnen
auch ihre Entfernungen ungleich weit annehmen. Die Methode
bleibt auch dann noch anwendbar, nur lifst sich die Elimination
nicht mehr in der einfachen Weise durchfithren wie in dem be-
trachteten Kalle.

§ 86. Die Saite als continuirlicher Kdrper betrachtet.

Wir hatten die potenticlle Energie unserer hypothetischen Saite
dargestellt (Gleichung 146b) durch eine Summe von Gliedern von
der Form

JOCTREERY Aol DR

(&a— ?-fa-ﬂ

+ }E 0- (E Ea—l)s

Lassen wir die discreten Massenpunkte in eine continuirliche Saite
iibergehen, so werden wir in dem Ausdruck fiir die potentielle Energie
die Differenzen &, —&,-1, %a— %a~1y &a—&a-1 in die Differentiale
d§, dn, d{ zu verwandeln haben und erhalten

S BT
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Die gesammte potentielle Energie @ ist gleich dem Integral iiber «
_fdz{ ----- *+g,s(6‘-"') +.}s(a‘;) +}E. o(a’s) } (169)

Bedeutet nun u die Masse der Liingeneinheit der Saite, so ist dz.p
die Masse des Stiickes dz. Die lebendige Kraft der Saite ist daher

gleich
S R R

Die Bewegungsgleichungen der Saite ergeben sich nun aus dem
Hayurox’schen Princip, dafs die Variation des nach der Zeit von
#, bis ¢ genommenen Integrals iiber ®—2 verschwinden muls:

0=5sz[¢-s]

Um zuniichst & @ zu bilden, haben wir die Coordinaten &, #, £
zu variiren:

btb—fdx{a 8egg=t g +B.Qg (171)

Das erste Glied lifst sich einfach integriren. d§ am oberen
und J& am unteren Ende sind beide gleich Null, also ist die
Differenz gleich Null. Die folgenden Glieder sind durch partielle
Integration umzugestalten.

fﬁﬂ aaﬂd 09 on — a"’aqu

dz Oz T da?
0L 662: 6§ fd‘;
i bi,‘ dtdz

f‘;i aaagd ag fa’.s d¢dz.

Die ersten Glieder der rechten Seiten verschwinden, wenn wir
die Grenzen des Integrals einfihren, da die Enden der Saite fest-
liegen sollen. Auf diese Weise ergiebt sich:

5D = —fdz[&q §2% 1 o¢.575 + B.05¢- T8 ara)
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Die Variation 0 £ ergiebt sich in iihnlicher Weise.

fasa: ffdm dzigf 66,5‘5-;-3"" a;"’ +‘Z§ aa;} (172)

Durch partielle Integration iiber ¢ wird

0§00 f 0*E
f T T R LB L
und analoge Gleichungen gelten fiir » und £ Beachtet man nun,

dafs nach den Regeln des Hamiurox’schen Princips 8 &, 7, d¢ an
den Zeitgrenzen ¢, und ¢, verschwinden, so ergiebt sich:

08dt = — [ [ dzparfog %8 + o074 50 5 (1720)
f S e arfoeGh o0 Ge 0 5

folglich

o] fusl (6535053

0%, 0%y, a2 ‘
+ (o g = 5 38) 0+ (v azf‘sg‘;i)‘”;]'

Die Variationen iiber die ganze Saite sind nur der einen Be-
dingung unterworfen, dals sie continuirlich sein miissen, sowohl
nach # als nach # Eine Discontinuitiit nach z wiirde bedeuten,
dals an einer Stelle die Saite zerrissen wiire, und bei einer Dis-
continuitiit in der Zeit wiirde sie in der Zeit zerreifsen. KEs wiirden
die Saitenpunkte an einem Orte in einem gewissen Augenblick ver-
schwinden und an einem andern wieder auftreten, was beides aus-
geschlossen sein muls.

Da nun die Variation des Integrals fiir alle Arten von Varia-
tionen gleich Null sein mulfs, so folgt, dals an jeder Stelle der Saite
und in jedem Zeitpunkte der Coefficient von 0 & gleich Null ist, das
heilst

(178)

0% 0%
pon— B Qgp=

Denn wenn er an irgend einem Punkte der Saite und zu irgend
einer gegebenen Zeit von O verschieden wiire, so wiirden wir die
entsprechende Variation d& von gleichem Zeichen machen und
07 = 0 =0 setzen konnen. Dann wiirde das Integral iiber lauter

(174)
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positive Glieder genommen sein und nicht gleich Null sein kinnen.
Ebenso folgt, dals

09 0%y
bon Sz =0
(174a)
F Y Ve
o~ SE":E" i

Diese drei Gleichungen hiitten wir auch unmittelbar aus den
Gleichungen erhalten konnen, durch welche die Bewegung der dis-
creten Massenpunkte gegeben wird. Wenn wir z B. in der
Gleichung (148)

m%:g'=ﬂ:i.—xo[§a+1+§a—i"2§“]

m durch pda ersetzen, so konnen wir sie in der Form schreiben

£¢+l . Eﬂ _ Ec oy Ea—l

d* & dx dz
T e dr

Geht nun &4 — & in d§ iiber, so verwandelt sich

RN T e Y

dx dx
in das Differential des Differentialquotienten. Mithin geht die rechte
2
Seite in F.Q. Lt 4 iiber.
0at

Die drei Bewegungsgleichungen haben fiir alle drei Coordinaten
dieselbe Form. Der einzige Unterschied ist der, dafs in der Differen-
tialgleichung fir § das Product E.Q (Elasticititsmodul mal Quer-
schnitt) steht, wo in den Differentialgleichungen fir 4 und £ die
Spannung steht. Die Longitudinalschwingungen der Saite hiingen
also von dem Elasticitiitsmodul ab, withrend fir die Querschwin-
gungen nur die Spannung der Saite in Betracht kommt. Wenn
wir irgend eine der drei Functionen §, #, { mit ¢ bezeichnen, so
konnen wir die drei Differentialgleichungen auf die gemeinsame Form
bringen o

2
%:f =ad s (1741)

deren allgemeines Integral wir nun suchen wollen.




§ 86. DIE SAITE ALS CONTINUIRLICHER KORPER BETRACHTET. 87

Setzen wir ¢ gleich einer beliebigen Function von z + at oder
von z—at, so ist die Differentialgleichung erfilllt. Denn es wird
alsdann

09 i 200

_67 _ia__a.:.
und

g 0

i =g

Da nun die Differentialgleichung linear und homogen ist, so wird
auch die Summe zweier Integrale wieder ein Integral sein. Be-
zeichnen daher F(z 4 af) und @ (z — af) zwei beliebige Functionen
yon z + at oder 2 — at, so ist

g = Fla + al) + Gz — af) (175)
eine Losung der Differentialgleichung. Es lifst sich zeigen, dals
dies das vollstindige Integral der Differentialgleichung ist, d. h. es
ist darin die Bewegung der Saite fir jeden beliebig gegebenen

Anfangszustand in Bezug auf Elongation und Geschwindigkeit ent-
halten. s konnen im Anfangszustand die Werthe von ¢ und von
%:}‘: fiir alle Saitenpunkte ganz beliebig gegeben werden.

Fiir ¢ = 0 wird némlich

¢ = Fla) + G(@)

und s (176)
— a F(r) — a G'(z).
Aus der ersten Gleichung folgt:
dq ; ”
?£=Fm+0@. (177
Mithin ist fiir ¢ =0
deg dg .
_d.t. B ud—& =2alF (2:),
(178)

Wir konnen also, wenn uns die Werthe von ¢ und von %

zu Anfang der Zeit gegeben sind, die ‘Werthe F'(z) und G'(z) daraus
finden, d. h. die Differentialquotienten der Functionen ¥ und @
genommen nach «, und wenn wir diese Differentialquotienten haben,



88 ZWEITER THEIL. ERSTER ABSCHNITT, § 86.

80 kdnnen wir durch eine einfache Quadratur die Functionen Fund G
selbst finden, welche nun die weitere Bewegung bestimmen, indem
wir in F' an Stelle von z das z 4 a¢ und in @ an Stelle von  das
# — at setzen. Nur ist zu bemerken, dafs wir noch nicht auf die
Endpunkte der Saite Riicksicht genommen haben, welche wir wie
bisher als fest ansehen wollen.

Es ergiebt sich sogleich, wie wir die Bedingung der Endpunkte
erfilllen kinnen, sobald wir die physikalische Bedeutung der Func-
tionen F und @ erdrtern.

Betrachten wir zuniichst die Function @ (@ — at) an irgend einem
bestimmten Punkt der Saite zu irgend einer bestimmten Zeit.

Der Werth von @(z—at) wird offenbar ungeiindert bleiben,
wenn z und at um gleich viel wachsen; denn es behiilt alsdann
z — at denselben Werth. Bezeichnet 2, den neuen Punkt der Saite
und 4 den neuen Zeitpunkt, so ist

2 —2z=a(t, —1
und
G (@, —at)= Gz — at).

G wird also fiir die Zeit ¢, am Punkte @, denselben Werth
haben, den es zur Zeit # am Punkte 2 hatte, d. h. also, dieser Werth
wird zu einer etwas spiiteren Zeit an einem etwas entfernteren
Punkte der Saite wieder erscheinen, und es lifst sich auch durch
die Gleichung #, — # = a(f, — #) fir jeden zwischen liegenden Zeit-
punkt die Stelle der Saite angeben, wo dieser Werth in dem Augen-
blick vorhanden sein wird. Die Entfernung x, — @ ist proportional
der Zeit ¢, — ¢, und der Proportionalitiitsfactor a ist die Geschwindig-
keit, mit der dieser betreffende Werth von G auf der Saite fortliuft.
Er liuft auf der Saite in der Richtung der positiven 2 mit der
Geschwindigkeit a entlang.

In der andern Function, F(z + af), hat die Geschwindigkeit
den entgegengesetzten Werth — ¢, und es wird dies anzeigen, dafs
der betreffende Werth von # mit der Geschwindigkeit @, aber in
Richtung der negativen z auf der Saite entlang liuft. Wir kinnen
so die Saitenbewegung, so lange die Endpunkte noch nicht in Be-
tracht kommen, als das Fortlaufen zweier Wellen darstellen, einmal
in Richtung des wachsenden z, und einmal in Richtung des abneh-
menden 2. Wenn wir uns zur Zeit ¢ =0 die Function # fir alle
Werthe von #= — o0 bis 2= + gegeben und durch eine
Curve, deren Ordinaten gleich F sind, dargestellt denken, so werden
wir diese Curve in der Richtung des abnehmenden z mit der Ge-
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schwindigkeit @ zu verschieben haben, um F(z + af) zu erhalten.
Aehnlich werden wir die Curve @(z) in der Richtung des wachsen-
den z mit der Geschwindigkeit @ zu verschieben haben, um
G(z — at) zu erhalten. Die Ordinaten beider fortlaufenden Curven
geben zusammen den Werth von ¢.

Soll nun an dem einen Endpunkt z = 0 der Werth von ¢ be-
stindig Null sein, so mufs stets

Flat)+ G(—at)=0 (179)
sein oder da a? jeden beliebigen Werth darstellt,
- F() = G(— ), (179a)

d. h., es miilste die Curve G (2) gleich der Curve sein, die wir er-
halten, wenn wir die Curve F(x) an der z-Axe spiegeln und das
Spiegelbild noch einmal an der y-Axe spiegeln.

Soll auch der andere Endpunkt z = fest sein, so muls

Fl+at)+ Gl —af)=0 (180)
sein oder, da at jeden beliebigen Werth % annimmt,
— P+ B = G —h); (180a)

d. h, es mufs die Curve G(z) ans der Curve F(z) hervorgehen da-
durch, dafs wir diese erst an der z-Axe spiegeln und dann das
Spiegelbild noch einmal an einer Parallelen zur y-Axe durch z=1
‘spiegeln. Oder wie wir auch sagen konnen, gleich weit von 0 aber
auf verschiedenen Seiten von 0 miissen die Wellen #(z) und G (z)
entgegengesetzte Ordinaten haben, und gleich weit von I aber auf
verschiedenen Seiten von ! miissen die Wellen #(z) und G (2) eben-
falls entgegengesetzte Ordinaten haben. Daraus folgt, dafs alles
bestimmt ist, sobald F(z) fiir # = 0 bis = = 21 gegeben ist. Denn
aus den Werthen
P(z) fir =0 bis 2!
folgen die Werthe von G(z) fiir z = 21 bis z = 0, weil
P+ 8= — G —h)
Aus den Werthen von G (z) fiir z = 0 bis 21 folgen nun wieder die
Werthe von F(2) fir z =0 bis — 21, weil F(— z)= — G (2) ete.
Und zwar ergiebt sich
FQ+ )= — G—h) = F(=1+1)

oder

F(z) = F(z — 21) }
und daher (181)

G(z) = G(z + 20). :
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Die Curven F(z) und @ (z) miissen sich also periodisch wieder-
holen in Perioden, die gleich der doppelten Saitenliinge sind. Die
Curven sind vollstiindig bestimmt, wenn von einer Curve eine Periode
gegeben ist.

Lassen wir diese beiden periodischen Wellen in entgegengesetzten
Richtungen entlang laufen, so wird sich also die Bewegung der
Saite ebenfalls periodisch wiederholen, und zwar nach Verlauf der
Zeit, welche die Wellen brauchen, um die doppelte Saitenliinge zu
durchlaufen, also nach der Zeit 7= —L;i Damit ist nicht ausge-
schlossen, dafs die Bewegung sich schon in kiirzerer Zeit wiederholt.
In der That kann F(z) z. B. eine halb so grofse Periode besitzen.
Dann wird die Bewegung sich schon in der halben Zeit wiederholen.

Neben solchen Bewegungen, welche die Schwingungsperiode

l .
T= 2T haben, werden also auch solche vorkommen kdnnen, in

denen 7 nur /,, 4, '/, +-.. 80 grofs ist, Wenn zwei Wellen von
der halben Periode sich entgegen laufen, so werden sie in der Mitte
der Saite sich zu Null zusammensetzen, und dieser Punkt kann dann
ebenso als fest betrachtet werden, wie die Enden, ohne die Bewegung
der beiden Hilften zu findern. Das Entsprechende gilt von Wellen,
deren Periode /4, [, .... so grols ist.

Wenn wir verschieden lange, aber gleich gespannte Saiten von
gleichem Gewicht der Liingeneinheit mit einander vergleichen, so
wird die Geschwindigkeit auf allen die gleiche sein; denn es ist

a® = —ﬁ— Daraus folgt, dals fiir eine doppelt so lange Saite die

liingste Schwingungsperiode doppelt so lang ist, und iiberhaupt,
dals fiir gleich gespannte und gleich beschaffene Saiten die
Schwingungszeit der Liinge der Saite proportional ist. Das giebt
auf die praktische Akustik iibertragen das Gesetz, dals, wenn wir
eine Saite verkiirzen, die Schwingungsdauer in demselben Verhiiltnils
wie die Saitenlinge abnimmt. Die Schwingungszahl ist also der
Saitenliinge umgekehrt proportional.
Die Beziehung zwischen den beiden Wellen

F(x 4 at)
und

G(x — al)

kann man sich auch in folgender Weise vorstellen. Zur Zeit ¢ = 0
seien K'(x) und G (z) fir die Werthe 2 = 0 bis I gegeben. Betrachten
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wir nun irgend eine Stelle z, der Saite, so driickt F(z + af) aus,
dafs die in dem Augenblick ¢ = 0 an der Stelle z, befindliche Ordi-
nate F(z,) mit der Geschwindigkeit a in der Richtung der negativen
auf der Saite entlang riickt, und G (z — af) driickt aus, dafs die in
dem Augenblick ¢ =0 an der Stelle z;, befindliche Ordinate G (z,)
mit der Geschwindigkeit @ in der Richtung der positiven z-Axe

entlang riickt. Der erste Werth erreicht zur Zeit ¢, = r—; das
Ende z = 0, der andere Werth erreicht zur Zeit

1 i 14 l—z,

2 0 & !
das Ende =1 Wir stellen uns nun vor, dafs beide Werthe an
den Enden reflectirt werden in der Art, dals sie ins Entgegengesetzte
iibergehen und mit der Geschwindigkeit « wieder zuriicklaufen.

Der erste Werth ist dann nach der Reflexion durch
— Flat — 2)

der zweite nach der Reflexion durch
- G(a(—g—t) F+l—2)=—=G2l—at—1z)

dargestellt. Nun war in Folge der festen Enden (Gleichungen 179a
und 181) :
— Flat — z) = G(z — al)
—G@R2l—at—2)= — G(—at —2)= F(z + al).

Wir kinnen daher diese Bedingungen so aussprechen, dals wir
sagen, die erste Welle geht bei ihrer Reflexion in die zweite und
die zweite geht bei ihrer Reflexion in die erste iiber. Nach zwei-
maliger Reflexion geht jede Welle wieder in sich selbst iiber.

Im Allgemeinen ist eine Periode also erst dann vollendet, wenn
die Wellen einmal hin und zuriick gelaufen sind, also die doppelte
Saitenliinge zuriickgelegt haben.

§ 87. Die Darstellung der Schwingungen als Summe von
Sinusschwingungen.

Nun kénnen wir aber auch auf unsere Bewegungsgleichung die
Methode anwenden, die wir bei einer discreten Anzahl von Massen-
punkten angewendet haben und setzen:

@ = h.etnt, (182)
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wo k eine Function von z sein soll. Wenn wir diesen Ausdruck fiir
@ in die Differentialgleichung einsetzen, so bekommen wir:

O

"‘6'?3‘= — ﬂ’.k.e"‘".

i i

L R
also (183)

— 0 st ah. ;z_};,sin!
oder
d?
—_ n” h= Gs-d—z'i' .

Das ist nun wieder eine lineare homogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung, die wir dadurch lésen kinnen, dafs wir setzen:

h=c.ett>, (184)

Wenn wir diesen Werth in die Differentialgleichung fiir % ein-
setzen, so bekommen wir:

—'ﬂrs-c.su“ﬂ —c.;{saseilﬁ’
so dafs unsere Bedingungsgleichung bleibt:
n® = A?a? RS s A (185)

Das ist die einzige Gleichung, die zwischen den Constanten zu
bestehen braucht.
Dann erhiilt also ¢ die Form

P = e, etietint — c.etbhztnt) — o pikl@tat), (186)

Hierin kann ¢ auch einen complexen Werth haben. Schreiben
wir ¢ in der Form:
e=g,0if,
so bekommen wir:
= .3‘[1(3'&‘"]‘*{]
T } (187)
=9.008[A(z & af) + f] + igsin [A(e & ad) + £
Sowohl der reelle wie der imaginiire Theil kann als Integral
der Gleichung benutzt werden. Sie sind beide wesentlich von der-
selben Form. Denn da f eine willkiirliche Constante ist, so kann
man die Phase um einen rechten Winkel éindern, wodurch der Sinus
in den Cosinus iibergeht.
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Da das Ende der Saite # = 0 in Ruhe sein soll, so haben wir zwei
einander entgegenlaufende Wellen zu nehmen, die sich bei z =0
zu Null zusammensetzen, z, B.

SinA(z + at) + sinA(x —af) = 2siniz.cosiat
oder auch
cosA(x —af) — cosh(z + at) = 2sinidz.sinial,

Jedes dieser Integrale mbge mit einem constanten Factor
multiplicirt werden. Dann geben sie zusammen das Integral:

@ = Asiniz.cosiat -+ Bsiniz.sinialt.

Diese Form ist am geschicktesten fiir die Bildung der zusammen-
gesetzten Ausdriicke. Hier ist ¢ also aus zwei Schwingungen zu-
sammengesetzt, von denen die eine den Cosinus der Zeit und die
andere den Sinus der Zeit enthiilt, so dafls sie um ein Viertel
einer Undulation gegen einander verschoben sind. Die Amplitude
enthiilt beide Male den Factor siniz. Seinen grdfsten Werth
hat sin iz fir Az = ;—oder% + 2am. Dagegen ist sin Az = 0
in allen denjenigen Stellen, wo Az =an ist. Zwei solche Null-
punkte miissen mit den Endpunkten der Saite zusammenfallen,
wenn diese fest sein sollen., Dadurch sind zwei Nullpunkte gegeben.
Es braucht nun- zwischen diese kein anderer Nullpunkt hineinzu-
fallen, so dafls in dem Falle die ganze Liinge der Saite einer halben
Periode entspricht; aber es kann auch eine beliebige Anzahl von
Nullpunkten in das Innere der Saite zwischen die beiden Enden
fallen. Dann wiirde eine Reihe von Stellen auf der Saite existiren,
wo die Amplitude des schwingenden Punktes gleich Null ist. Das
sind Ruhepunkte, die in der Akustik als Knotenpunkt bezeichnet
werden, weil die schwingende Saite den Anblick gewiihrt, als wiire

_——

Fig. 8.

der Raum, den sie bestreicht, von vielen Fiiden erfillt, die in dem
Knotenpunkt zusammengefafst erscheinen (Fig. 3).

KEs kinnen beliebig viele Knotenpunkte vorkommen, und fiir
Jede Schwingungsart wird die Schwingungsdauer 7' gleich i—: sein,
d. h. gleich der Zeit, welche die Welle gebraucht, um eine Wellen-
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linge, das ist die einer Periode entsprechende Entfernung -?-l“—

zuriickzulegen.
Fiir den Grundton entspricht die Liinge der Saite der halben

Wellanmnge, so dals also die Liinge ! der Saite glelch R also
A= _l' und 7= —25- zu setzen ist.

Wenn die Saitenliinge mehreren halben Wellenliingen entspricht,

g0 ist 4= 1;“, wo a eine beliebige ganze Zahl bedeutet, und
pusdliadn: (189)
aa n

Den Grundton erhalten wir fir a=1; grofsere Werthe von a
liefern die Obertone, welche mehrere Knotenpunkte in der Liinge
der Saite bilden. Die Zahl a ist gleich der Anzahl der Wellen-
lingen, welche auf der Liinge 2, der doppelten Liinge der Saite,
vorkommen. Die Schwingungszahl —;; ist der Zahl a proportional,
so dafs also die Schwingungszahlen der Téne in dem Verhiiltnils
wachsen, wie die Anzahl der schwingenden Saitenabtheilungen auf
der Saite wiichst. Wenn wir die Schwingungszahl des Grund-
tones fir a= 1 mit N bezeichnen, so werden die Schwingungs-
zahlen der Obertdne, bei denen die Saite in 2, 3, ... Abtheilungen
schwingt, gleich 2%, 34, ... Wenn z B. der tiefste Ton ¢ ist, so
ist der zweite ¢, der dntto g, d.i. die hohere Quinte zu ¢, der vierte
die Octave zum zweiten ¢, der fiinfte zu diesem die grofse Terz e,
der sechste die Octave zum dritten g, der siebente ist ein Ton, der
in der gewdhnlichen Skala der Musik nicht vorkommt; er ist ziem-
lich nahe dem Ton, der als b zu bezeichnen wiire, die kleine Terz
von g, aber etwas tiefer, wir wollen ihn mit — b bezeichnen; der

achte ist die Octave zum vierten e.

Fs ist also eine ganz bestimmte Reihe von Ténen auf der Saite
gegeben. Es hiingt das damit zusammen, dafs, wie uns das allge-
meine Integral der Differentialgleichung lehrte, die Bewegung einer
Saite, die an beiden Enden befestigt ist, nothwendig eine periodische
sein mufs. Eine periodische Bewegung ist zu bezeichnen als eine
Bewegung, bei der sich in auf einander folgenden gleichen Zeit~
riiumen genau dieselbe Bewegung wiederholt. Die Art der Bewegung
innerhalb einer einzelnen Periode kann dabei ganz beliebig sein.
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Nun liefs uns das allgemeine Integral F(z 4 af)+ G (z — at)schlielsen,
dafls nach derjenigen Zeit, in welcher die doppelte Saitenliinge ein-
mal von einer Welle durchlaufen wird, die sich mit ihrer durch
die Spannung gegebenen Geschwindigkeit fortpflanzt, sich die ganze
Bewegung genau so wiederholen mufs, wie das erste Mal. Daraus
allein folgt die Zerlegung der Saitenbewegung in harmonische Tone,
deren Schwingungszahlen der Reihe der ganzen Zahlen proportional
sind. Der Begriff einer periodischen Bewegung erfordert niimlich
nur, dals irgend etwas, was in der ersten Periode geschehen ist,
genau ebenso sich in der zweiten wiederholt. Aber darunter
kann auch der Fall vorkommen, dafs schon in der ersten Periode
diese Bewegung sich zweimal wiederholt. Dann wiirde immerhin
noch eine weitere Wiederholung der Bewegung ein drittes und
viertes Mal zusammen genommen eine genaue Wiederholung der
ersten Doppelgruppe von Wellen sein, und wir wiirden iiberhaupt
jede Bewegung, welche wir nach irgend einer kleinsten Periode, die
wir an ihr unterscheiden konnen, als periodische betrachten, auch
als periodisch nach der doppelten Periode betrachten konnen, weil,
nachdem die doppelte Periode ausgelaufen ist, sich in der dritten
und vierten genau dasselbe wiederholt, was in der ersten und zweiten
vorgekommen ist. Kbenso konnen wir sie auch als periodisch nach
der dreifachen Periode betrachten w. s, f. Wir kinnen somit jede
periodische Function auch betrachten als periodisch nach jeder
ganzen Anzahl ihrer Perioden. So konnen wir eine Saitenbewegung,
welche die Schwingungszahl der Octave besitzt, auch als periodisch
nach der Periode des Grundtones betrachten und dasselbe gilt
von den anderen Oberténen. Weiter ist leicht einzusehen, dals,
wenn man mehrere Bewegungen addirt, die alle die gleiche Periode
besitzen, eine Summe herauskommen mufs, welche dieselbe Periode
besitzt, weil niimlich in der zweiten dieser Perioden genau dieselben
Glieder sich addiren, welche in der ersten sich addirt haben. Daher
kinnen wir die ganze periodische Bewegung als eine Summe von
vielen Schwingungsformen betrachten, welche alle nach der Periode
des Grundtones der Saite als periodisch betrachtet werden kinnen,
Eine Summe aus Gliedern von der Form

AsinAz.cosdat + Bsindz.sindat,

wo i die Werthe
2% 3=m

i1
W Ty e S P

hat, stellt eine mogliche Schwingungsform der Saite dar, weil alle
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Glieder nach der Periode des Grundtons als periodisch betrachtet wer-
den konnen. Dalfs wir hier eine unendliche Anzahl von Schwingungs-
zahlen erhalten, hiingt damit zusammen, dafs wir unendlich viele
schwingende Punkte haben. Bei einer endlichen Anzahl von Punkten
ist auch die Anzahl der Schwingungszahlen endlich.

Wir werden nun weiter diese Summe dahin zu untersuchen
haben, ob sie alle mdglichen Schwingungen der Saite darstellt, ob
sie sich also jedem gegebenen Anfangszustand der Saite anpassen
lifst. Zu dem Ende wird aber die ganze Reihe der unendlich
vielen Glieder nijthig sein, so dafs die Schwingung durch eine un-
endliche Reihe dargestellt wird,

Dabei begegnen wir der mathematischen Schwierigkeit, im ge-
gebenen Fall zu beweisen, dafs die Reihe convergent ist.

Wir wollen daher einige allgemeine Betrachtungen iiber die
Convergenz dieser Reihen vorausschicken.

§ 88. Die Convergenz unendlicher Reihen und besonders
der Fourier'schen Reihen.

Wenn wir eine Reihe haben, die aus lauter positiven Gliedern
besteht, die sich alle addiren, so wird nothwendig bei der Hinzu-
figung jedes einzelnen Gliedes die Summe gréfser werden, und wir
werden dabei nur zu untersuchen haben, ob die Summe nicht iiber
jeden endlichen Werth hinauswiichst, wenn wir nach einander alle
@lieder hinzusetzen. Thut sie das nicht, so mufs sie einen be-
stimmten Werth haben, dem wir durch eine hinreichende Anzahl
von Gliedern beliebig nahe kommen. Dabei ist es nicht von Belang,
in welcher Reihenfolge wir die Glieder zusammensetzen. Dasselbe
gilt von einer Reihe von negativen Gliedern. Wenn wir aber eine
Reihe mit positiven und negativen Gliedern haben, so sind wir ihrer
Summe nur sicher, wenn die positiven Glieder fiir sich und die
negativen fiir sich eine endliche Summe geben oder, was auf das-
selbe hinauskommt, wenn die Summe der absoluten Betriige aller
Glieder endlich ist. Dann ist die Summe der Reihe gleich der
Differenz zwischen der Summe der positiven und der negativen
Glieder. Wenn aber die positiven Glieder fir sich und die nega-
tiven fiir sich eine unendliche Summe geben, dann kann die Reihe
wohl noch einen Werth besitzen; aber er ist von der Anordnung
der Glieder abhiingig, und man kann durch passende Umstellung
der Glieder jeden beliebigen Werth fiir die Reihe herausbringen.
Gesetzt z. B., wir hiitten eine solche Reihe, deren positive Glieder
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fiir sich und deren negative Glieder fiir sich eine unendliche Summe
haben, und wir wollten die Reihe so summiren, dafs die Zahl p
herauskommt, so fangen wir an, positive Glieder zu addiren, bis p
zum ersten Mal iiberschritten ist. Dann miissen wir also die Summe
wieder verkleinern, indem wir von den negativen Gliedern so viele
hinzufiigen, bis wieder die Summe zum ersten Mal kleiner wird
als p. Dies mufs jedenfalls moglich sein, da die Summe aller
negativen Glieder unendlich ist. Die Anordnung der positiven
Glieder unter sich wie die der negativen Glieder unter sich mbge
dabei nicht gestort sein. Dann fangen wir wieder an, die positiven
Glieder zu brauchen, bis p abermals iiberschritten ist, dann wieder
die negativen etc., und wenn die Glieder von der Art sind, dafls sie,
je weiter wir fortgehen, immer kleiner und kleiner werden, so werden
die Differenzen, mit denen wir den Werth von p nach der einen
oder andern Seite iiberschreiten, kleiner und kleiner, und wir werden
uns, wenn wir weit genug fortgehen, dem Werthe p mit jeder be-
liebigen Genauigkeit niihern. Sobald die Anordnung der Glieder
bestimmt ist, kann eine solche Reihe also einen bestimmten Werth
haben. So z B. ist

g o G5 1
n n+41l n+2 n+
gleich der Reihe von positiven Gliedern

1 1
o+ TaromEs T

was sofort erhellt, wenn wir je zwei aufeinander folgende Glieder
der ersten Reihe zusammenziehen. Diese hat einen von der An-
ordnung der Glieder unabhiingigen Werth. Aber die erste Reihe
kann bei passender Anordnung der Glieder jeden beliebigen Werth
annehmen.

Wenn wir bei einer physikalischen Untersuchung auf die erste
Reihe stiefsen, so miifste, wenn sie iiberhaupt einen Sinn haben soll,
durch die physikalischen Umstiinde bedingt sein, dafs die Summation
in der bestimmten Reihenfolge auszufithren wire. Allerdings wiirden
wir durch die Zusammenfassung von je zwei Gliedern eine Reihe
erhalten, die von der Anordnung der Glieder unabhiingig ist. Aber
dadurch ist auch ausgeschlossen, dafs wir eine willkiirliche Anzahl
positiver Glieder und daraufhin eine beliebige Anzahl negativer
Glieder etc. summiren. Kine Reihe, bei der die Summe der posi-
tiven Glieder allein und der negativen allein endlich ist, deren Werth

H. v, HeLanorrz, Theoret, Physik, Bd, IIL 1

8 +¢co-n
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also von der Anordnung der Glieder ganz unabhiingig ist, nennen
wir unbedingt convergent.

Derselbe Begriff kann auch auf Integrale, sowohl auf einfache wie
auf mehrfache Integrale, und auf unendliche Reihen von Integralen
ausgedehnt werden. Auch da kommt es wieder darauf an, ob wir,
wenn wir siimmtliche positive Integrationselemente fiir sich und die
negativen fiir sich integriren, einen endlichen Werth bekommen.
Wenn beide eine endliche Summe geben, so ist auch die Differenz
zwischen ihnen bestimmt und endlich; und dann diirfen wir auch
die Regeln der Addition brauchen und kinnen die Ordnung der
Integration oder die einzelnen Theile der Integration in beliebiger
Reihenfolge ausfithren, ohne dafs der Werth des Integrals sich dabei
indert. Sowie wir aber einfache oder mehrfache Integrale haben,
bei denen die positiven Theile fiir sich eine unendliche Summe geben,
und die negativen Theile fiir sich ebenfalls, so ist der Werth des
gesammten Integrales zweifelhaft, weil wir dann die Form oo — o
haben. Er kann ein bestimmter sein fiir eine bestimmte Art der
Ausfithrung der Integration; aber er ist nicht unabhiingig von der
Reihenfolge der Ausfithrung der Operationen.

Wir kehren nach diesen allgemeinen Erdrterungen zu der oben
gestellten Frage zuriick, ob die unendliche Reihe

man TTO Taan

G E[A, sin 7% 008 ™% 4 B, sin " " sin _l_s] (190)

auf jeden beliebigen Anfangszustand der Saite palst, sowohl in Bezug
auf die Lage der Saite zur Zeit ¢ = 0, als auf die Geschwindigkeit
der einzelnen Saitenpunkte in demselben Augenblick.

Fiir ¢ = 0 wiirden alle Glieder wegfallen, welche den Sinus der
Zeit enthalten, dagegen die Cosinus wiirden gleich 1 werden, und
die Elongationen des Anfangszustandes wiirden dargestellt werden
durch eine Summe

High E[A. sin f-:ﬂ] (1902)

und die Geschwindigkeiten durch die Summe
dg, na.a . 2mza
WBE.[B“' i sin — ]

Es wird also zu fragen sein, ob wir die Constanten 4, und B, so

(190b)

bestimmen kionnen, dafs ¢, und : ::“ einem beliebig gegebenen An-
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fangszustand entsprechen. Die beiden Aufgaben sind mathematisch
von genau derselben Art; denn in dem Ausdruck fiir d&-?:"- konnen

4 ., Taa . .
wir B, mit - o zusammenfassen. Wir brauchen also nur die

erste Aufgabe zu betrachten.
Um die Grofsen 4, zu bestimmen, verfahren wir ihnlich wie
im Fall einer endlichen Anzahl von Punkten. Wir multipliciren ¢,

gt i : : : :
mit smu--f P wo p irgend eine ganze Zahl ist und summiren iiber

alle Saitenpunkte, oder mit anderen Worten, wir integriren von 0
bis & Dann ergiebt sich:

! i
f%.sin “Tp a’:c=2f{44u.sin -?r;s-f—-ainﬂTw}dz
1] 0

e Ef{ -‘;“- [cos“w z—a} — 08 E‘—m-%’ii)]}dx‘J

Dabei ist aber vorausgesetzt, dals der Werth von ¢ durch eine
solche unendliche Reihe dargestellt werden kann, die den richtigen
Werth von ¢ ergiebt und sich Glied fiir Glied integriren lifst.
Wir wissen noch nicht, ob eine solche Summe existirt, aber falls
es eine solche. Reihe giebt, so muls es diejenige Reihe sein, deren
Coefficienten wir in der folgenden Weise finden. Ks ist
]
foos Z22 ag = Lsin %P2 o,

0 SN o T

sobald 2 eine von Null verschiedene ganze Zahl ist. Es fallen also
alle Integrale der rechten Seite der Gleichung (191) fort, mit Aus-
nahme des einen, bei dem p = a ist. Die rechte Seite reducirt sich
damit auf

L (191)

l
45
so dals also

1
2 . W
A’=Tf99°m_-l—£dx

0

sein mufs, wenn iiberhaupt eine solche Reihe fiir ¢, existirt. Die
weitere Frage ist aber, ob die Reihe, welche in dieser Weise ge-

funden wird, auch den richtigen Werth hat.
. 7"
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Da die hier vorkommende Zerlegung einer periodischen Function
in eine sogenannte Fourier'sche Reihe, also in eine Reihe, die nach
Vielfachen der Sinus oder Cosinus eines Winkels fortliuft, in vielen
Theilen der Physik eine grofse Rolle spielt, so wollen wir die Auf-
gabe ein wenig allgemeiner fassen. Wir wollen fiir die Function ¢,
die Grenzbedingung fallen lassen, dafs ¢, an den Enden der Saite ver-
schwindet und annehmen, dals wir irgend eine periodische Function,
die innerhalb der Periode ganz willkiirlich verliuft, darzustellen hiitten.

Wir versuchen nun, die Function ¢ darzustellen als eine Summe
von der Form

e E{Aa.coa“_-f“ + B,.sinff:_“}, @=0,1,2,..) (192
a

Das wiirde jedenfalls immer eine periodische Function sein, da ¢
denselben Werth annimmt, wenn # um 27 wiichst; denn dann wiichst
der Bogen um 2xa, und da a eine ganze Zahl ist, so bekommt
also jede dieser trigonometrischen Functionen denselben Werth
wieder. Jedenfalls wiirde in dieser Form eine sehr grofse Mannig-
faltigkeit von periodischen Functionen dargestellt werden konnen,
weil fiir jeden Werth des Index a zwei Coefficienten willkiirlich ge-
withlt werden kinnen. Nun konnen wir wie oben zeigen, dafs, wenn
es eine convergente Reihe giebt, welche die Function ¢ darstellt
und sich Glied fiitr Glied integriren lilst, wir die Coefficien-
ten 4, und B, durch eine einfache bIntegrationﬂopemtion finden
nx

3§
ganze Periode #, bis z, + 27, so erhalten wir auf der rechten Seite
Glieder von den folgenden beiden Formen:

@+ 21

A,fcua“—"';a-sin”—fgdz

konnen. Multipliciren wir mit sin und integriren iiber eine

[N
oo+ 21

i fdz [sin “2(':4”[’) — sin fw([:_b)]

und 3 (198)

B.faing-ain!‘-if—gdx

o+ 21
o+ 2% nzfa—b) % z(a+b)
= dez[cos 1 co8 ] ]
Ty
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Das erste Integral ist unter allen Umstiinden Null. Das zweite ist
auch Null, ausgenommen, wenn a=056 und b > 0 ist. In diesem
Falle wird es gleich Bs.. Mithin wird fir b >0

@+ 21

frpain“—f-’fdn-s,,.t. (194)

Aehnlich ergeben sich die Coefficienten 4. Es ist nur ndthig, mit
cos ﬂ—'—'f—:—b zu multipliciren und fiber eine Periode zu integriren. Auf

der rechten Seite erhalten wir dann Glieder von den beiden Formen:
zo + 21 ]
Aafcosﬂ—?g-cosi?—bdz

Ty
o+ 31

- %‘i-fdm[con——-——“w(‘:“b] + coa—-—-———ﬂz(':+b)

und * (195)

o+ 21
Bﬂf nuza cos“xbdz

oo+ 21

3 et

Von diesen Integralen verschwindet das zweite unter allen Um-
stinden. Das erste verschwindet ebenfalls, ausgenommen wenn
a=D0 ist. In diesem Falle hat es fiir a =0 > 0 den Werth

Ap . 2
und fiir a = b = 0 den Werth
AEan,
so dafs sich ergiebt
o+ 21
ftpcoaif—ﬁd:c = dy.1 fir 5> 0
und d (196)
zo+ 21
frpdm: 4,.21 J
%o

Nun fragt es sich aber, ob die Reihe, die wir auf diese Weise
finden, convergent ist, und zwar ob sie unbedingt convergent ist.
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Die Convergenz der Reihe hiingt von der Grifse der Coefficienten
ab und diese sind hier durch ein Integral dargestellt, das iiber das
Product der Function ¢ mit einer trigonometrischen Function ge-
nommen ist, die positive oder negative Zeichen wiirde haben kénnen.
Wir nehmen an, dals die Function ¢, entweder endlich ist oder
aber, falls sie an irgend einer Stelle unendlich wird, dafs sie nur
integrirbar unendlich wird. Das heilst, es soll das Integral der
Function endlich bleiben, auch wenn die Function unendlich wird,

wie z. B.f;—z-—-&ﬁ

Dann ist weiter klar, dafs der absolute Betrag des Integrals
steigen wiirde, wenn wir simmtliche Elemente des Integrals positiv
nehmen und noch mehr steigen wiirde, wenn der Cosinus oder Sinus,
mit dem das positiv genommene ¢ unter dem Integral multiplicirt
ist, durch 1 ersetzt wird, so dals also die Coefficienten 4y und By

2+ 21

kleiner als ~:— .f(pdz und mithin jedenfalls endlich sind. Das ge-
Ty

niigt aber nicht fiir die Convergenz der Reihe, sondern wir miissen
auch noch nachweisen, dals die Coefficienten hinreichend schnell ab-
nehmen, so dals die Summe der Reihe, auch wenn wir die abso-
lnten Werthe der Glieder nehmen, endlich wird. Zu dem Ende
wollen wir die Ausdriicke, die wir fiir 4y und By gefunden haben,
durch partielle Integration umgestalten.

Es ist (Gleichung 196)

@+ 21
. dz

A.,-l=f;o O don B2
T
o+ 21

= i . mwzb t_ W, ] dtp 197
—Q'g—‘"ﬁ'-ﬁln—l— “*fdx-—ﬂﬁ—-ﬂlﬂ—i“—“od—x- ( )
Ty

und ebenso

24 2

Bg-l:f(psin E%de
Ty
@+ 21
nwb l nxb de
G e g e T e I T
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Hier ist zuniichst vorausgesetzt, dals ¢ stetig sei, und dafs

der Differentialquotient %‘2 gebildet werden kann und dem Integral
einen Sinn giebt. Wollen wir den Fall einschliefsen, dafs ¢ an
einer Stelle z, oder auch an mehreren Stellen einen Sprung macht,

so zerlegen wir z. B. das Integral

o+ 21
mxb
fep-cosT dw
Ty
in die beiden Theile
o T+ 21
fqo a::m;ialEE dx +f99 cos“;‘-:ldm.
EN o

Wenn wir dann beide Integrale durch partielle Integration um-
gestalten, so tritt in dem Ausdruck fiir 45! noch die Differenz
zwischen den Werthen hinzu, die

auf den beiden Seiten von 2, annimmt, d. i. der Sprung, den dieser
Ausdruck macht, wenn # in zunehmendem Sinne durch z, hindurch-
geht. Das Analoge gilt von dem Ausdruck fir Byl Hierin ist
auch der Fall einbegrifien, wo ¢ an den Enden der Periode nicht
die gleichen Werthe hat. In diesem Falle ist

L.
(p'otb l

von Null verschieden, withrend es sonst verschwindet.
Wenn wir auf den Ausdruck fiir 4,/ noch ein Mal partielle
Integration anwenden, so ergiebt sich

o+ 21
! . nazbde dp P nbhx
"fd’ﬁ“m T T T L)
» zo+ 21 (199)

und fiir B, ! ergiebt sich ein analoger Ausdruck.
Der erste durch die Integration gewonnene Theil wiirde nur

unter den Umstinden von Null verschieden sein, wenn -%::— Spriinge
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macht. Wenn ¢ selbst einen Sprung macht, so wiirde die Curve
selbst zerrissen sein und an einem Punkte von kleinerem zu hiherem
Werthe iibergehen oder umgekehrt (Fig. 4). Wenn der Differential-

LN

Fig. 4.

quotient einen Sprung macht, wiirde die Richtung der Curve eine
plotzliche Aenderung erleiden, d. h. die Curve wiirde eine Ecke
bilden (Kig. 5).

Fig. 5.

Wenn wir bei der Voraussetzung stehen bleiben, dafs die
Function ¢ keine Spriinge macht, so wird der Ausdruck fiir Ayl so-
wohl wie der fiir B; 7 im Nenner b* enthalten, und zwar auch dann
noch, wenn g einen Sprung macht. Wenn also %g in den einzelnen
Theilen des Integrals, die durch die Sprungstelle getrennt sind,
eine endliche Grenze nicht iibersteigt, so werden A4y und By mit
wachsendem Index wie 1/6* abnehmen; oder genauer gesprochen,
es lifst sich eine constante Zahl € angeben, so dafs 4y und By
fir alle Werthe von 6 dem absoluten Betrage nach kleiner sind als
0/6%. Wenn auch der erste Differentialquotient keine Spriinge
macht und der zweite Differentialquotient endlich bleibt, so folgt
durch nochmalige partielle Integration, dafs 4, und B, mit wach-
sendem b mindestens wie 1/6® abnehmen w. s, w. Mit andern
Worten die Intensitit der hoheren harmonischen Theilténe nimmt
um 80 rascher ab, je Ofter man differentiiren kann, ohne dafs die
Ableitungen discontinuirlich werden.

Es seien nun 4, und B; dem absoluten Betrage nach kleiner als

c

-bT!

so lifst sich zeigen, dafs die Reihe fiir @ unbedingt convergirt, so-
bald n > 1 ist.
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Die einzelnen Glieder
nzb
)
in der Reihe fir ¢ sind dem absoluten Betrage nach kleiner als
c
2-6—;,
so dafs von irgend einem Werthe von b, den wir mit p bezeichnen
wollen, die Summe der absoluten Betriige kleiner ist als

1 1 1
20(3 + iy + o )

Diese Reihe ist fiir n = 1 divergent, aber fir n > 1 lifst sich
zeigen, dals sie convergirt. Sobald ¢ selbst unstetig und daher
n =1 wiire, wiirde die Reihe fiir ¢ nicht unbedingt convergent sein.
Sobald aber ¢ stetig ist, wird n mindestens gleich 2.

Um zu zeigen, dafs die Reihe

1 1
T erTE
convergirt, sobald n grifser als 1 ist, schreiben wir 1 4 & statt n

und betrachten das Integral
atly

1

a=/y

Integrirt giebt dies lntegml

Ay cos E—?—’- -+ By sin

el s b ]
(oAl (n+i)‘ G
1 1
= —-——-l—-— 1 l'-. 1 4 .
&qn” (I+LTQ) (1—55)
Entwickelt man
. und 4
140 R
2a 2a
nach dem binomischen Satz, so ergiebt sich:
a4y
1 1 e.(e+1) 1
¥ Tiatag S [1 ﬁ* e Tk :
=% (200)
gl sg(e+1) 1
o e Ve O YA Y e )]
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Es heben sich in der Klammer die Glieder der geraden Po-
tenzen von 2—% fort, und die iibrig bleibenden ergeben

& e.(e+1).(e42) 1
_('E"'""' 1.2.3 " @of '*‘)

mithin
a4+
1 e | 2 (e4+1)(e+2) 1
2}1“_' do = Y +-?— 1.9.8 .(2a)a+... (200a)
ﬂ—ll

Alle Glieder auf der rechten Seite sind positiv, mithin ist:

a+ Yy
1 1
Pi+e 88> Tigge

a=1,

Bildet man diese Ungleichung fir a=p, p+ 1, p+2,..., p + 1,
und addirt die linken Seiten und die rechten Seiten, so ergiebt sich:

pArtiy
1 1 1 1
T >t err Pt G0
p=1

Denn die Intervalle der Integrale schliefsen aneinander an und die
Summe aller Integrale lifst sich daher als ein Integral schreiben.
Lassen wir » unendlich werden, so ist

m

1 1 1
f;rr-“““}?ﬁ‘* T
p="h
Wenn das Integral ausgefithrt wird, so wird unter der Voraussetzung,
dals & > 0 ist, der Werth fiir die obere Grenze Null, und es er-
giebt sich
g 1 1
e i S el Ty 202
VR T R )
Es convergirt mithin die Reihe
1 1
A
und wird fiir hinreichend grofse Werthe von p beliebig klein.
Damit ist gezeigt, dals die Summe der Glieder

mah

Ay cos “—T—E‘- + By sin
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unbedingt convergirt. Aber es ist noch nicht gezeigt, dals diese
Summe die gegebene Function ¢ wirklich darstellt. Das hiingt noch
an der unbewiesenen Voraussetzung, dals ¢ in eine solche Summe
iiberhaupt entwickelt werden kann.

Um den noch fehlenden Nachweis zu liefern, wollen wir eine
andere Summe einfithren, die aus der Summe der Glieder

Ay cos_?gii -4 Bﬁﬂin ‘."l:.:b
dadurch entsteht, dafs wir jedes Glied mit

g—th
multipliciren.

Fiir kleine Werthe von & wird der Factor ¢=¢® erst fiir hohe
Werthe von b merklich von 1 verschieden. Die Glieder mit
hohem Index werden durch den Factor verkleinert, withrend die
Glieder mit niedrigem Index nahezu ungeiindert bleiben. Fiir & = 0
geht die neue Summe in die alte iiber und zwar continuirlich, so
dafs fiir hinreichend kleine Werthe von & der Werth der neuen
Summe beliebig wenig von dem der alten abweicht. Denn da die
unbedingte Convergenz der ersten Summe nachgewiesen ist, so werden
fiir beide Summen die Glieder von einem bestimmten Index an be-
liebig wenig ausmachen. Fiir kleinere Indices aber stimmen die
Glieder beider Summen fiir hinreichend kleine Werthe von & beliebig
genau iiberein und mithin auch die Werthe der ganzen Summen.
Wir bezeichnen die neue Summe mit ¢,, und definiren also:

b=

Pre =z[s-"’.Aa .coa-’i-jib— 4 e-*b. B, .8in

&
i

Die Reihe ¢,, convergirt fir ¢ >0 und beliebige Werthe
von z auch dann noch unbedingt, wenn 4, und By mit wachsendem
Index nicht beliebig klein werden, wofern sie nur endliche Grenzen
nicht iiberschreiten. Denn, wenn die absoluten Betriige von 4, und
By kleiner als ¢ sind, so ist

J ] . (203)

Ay cos ”Tb + By sin“H::b
dem absoluten Betrage nach kleiner als 2 e.

Wird nun ¢ fiir e = * geschrieben, so ist der absolute Betrag von

axh

e=*b 4 coa-’f-;-tl -+ e— b By gin

kleiner als
20.¢°
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und die Summe von irgend einem Index p an kleiner als

20(g +q2*1...))
oder, da ¢ < 1 ist, kleiner als

e
20 ; o

was fiir hinreichend grofse Werthe von p beliebig klein ist.

Die Reihe ¢,, ist also z. B. auch dann unbedingt convergent,
wenn ¢ einen Sprung macht.

In die Reihe fir ¢, setzen wir nunmehr die Integrale (196)
fiir 45 und B ein, indem wir aber fiir die Integrationsvariable statt
z einen anderen Buchstaben s schreiben

8+ 21

f cos 252 da (6>0)

&+ 21
lf 4 n'ab
und
0+ 21
lf i
Ao 21 »,08
%
So erhalten wir
&+ 21 0o+ 3
= lf d —!—bm[c —u—f 08 bd
?’ls_"QT P 8+! = 08 1 P, 1 8
L] &
e (204)
+sin...._z...? .u_:‘_.b_d‘]e'-‘lﬁ
) A l ]
%

Die Reihenfolge der Integration und Summation diirfen wir bei
der nachgewiesenen unbedingten Convergenz der Summe vertauschen
und schreiben:

6+ 2

"=°’ -:wb 7wsh
fqp' [+ ? i (2042)

+6inT204in T20) o) g,
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Das ist:
5n+21

¢,.=-1;—fw.[}+§:3°“”(’ Dp.e-t5ds,  (204D)
L)

wlo—=)
= _T_.ﬁ.‘

“+e
2

_ﬂ(l—!}b P

4
oder wenn wir ° fiir cos— ( 3 z) b einfithren:

&+21 w(e—x) s —2z)
b=w[ —eb+ 7 bi -h - YR bi
=37 fw.[l-i-g(c +e )]ds. (2040)

Die Summe unter dem Integralzeichen besteht aus zwei geo-
metrischen Reihen, die eine nach Potenzen von

> +n(l 8)

e ’
die andere nach Potenzen von

w(o—z) i

fortschreitend. Beide Grifsen sind fiir ¢ >0 dem absoluten Betrage
nach kleiner als 1, so dafs die Summenformel

--—q——=q+q’+q‘...

l1—g¢

anwendbar ist. Dadurch erhalten wir die Form:

+21
; by .+a(a:=} i _'_x(i‘-sj i

e e

¢1==7,[¢. 14 e, G- 0% (204d)

l—e s l1—e 2
L]

Bringt man nun den Ausdruck in der eckigen Klammer auf
gemeinsamen Nenner, so ergiebt sich:

8+ 21
& 1 - 1—g—1 24
- ol Y 0 ] i
. 20 P e a':(sl n:)+ g (204e)
5
oder auch:
0+ 21
2 1 l1—g—2¢ g
lﬁ=-_-' q’. = .
21 (1 — 6= 92 4 de=*gin n(sw x) (204f)
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Fiir kleine Werthe von & sind 1 —e—-%¢ und 1 —e-* nahezu
gleich Null. Beide Ausdriicke sind von der ersten Ordnung gegen &.
Der Zihler des Bruches

1] —8=2s

oo —ecingB(6—2)
(1—e=*)*+44e=*sin e

wird also nahezu gleich Null sein, withrend der Nenner nur dann

- . . & M\8—a . .
sehr klein sein wird, wenn auch sin? —{—l sehr klein, wasinner-
21 ?

halb der Werthe s=s, bis s, 427 nur fir den Werth s=2z und
die unmittelbar benachbarten der Fall sein wird. Der Bruch wird
also auflser fiir diese Werthe von s fiir hinreichend kleine Werthe
von ¢ beliebig wenig von Null verschieden sein, so dalfs also alle
Elemente des Integrals sehr wenig zu seinem Werthe beitragen mit
Ausnahme derjenigen, fiir die s in der Nihe von z liegt. Firs=ua

wird der Bruch sehr grofs von der Ordnung IT y so dals diese

Theile des Integrals in der Niihe von s=a einen endlichen Beitrag
geben, obwohl das Intervall fiir hinreichend kleine Werthe von &
beliebig klein ist. Wenn man s als Abscisse und

1—e-2¢

(s — )
21!

als Ordinate auftriigt, so erhiilt man eine Curve, wie Fig. 6 sie zeigt.

(1—e=%*4 4e—*sin?

L
Fig. 6.
Je kleiner & ist, desto schneller wird bei s=2z der Werth des
Bruches nach beiden Seiten abfallen, und in endlicher Entfernung
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von dieser Stelle wird er verschwindend kleine Werthe erhalten.
Die Ordinate der Curve ist iiberall positiv und von der Fliiche
zwischen ihr und der s-Axe in dem Intervall s, bis s, + 27, werden
wir unten zeigen, dass sie gleich 27 ist. Alle Fliichentheile, deren
Abscissen s nicht unmittelbar in der Nihe von z liegen, werden
mit ¢ unmerklich klein, so dafs die Fliche itber einem kleinen den
Werth = einschliefsenden Intervall etwa # — & bis # 4 § unmerklich
wenig von dem Werthe 2/ der ganzen Fliche abweicht. Wird

das Integral
1 1—g-3
5 qa' e ds
‘“f (1 —e-z)=+4a—-sin=.“(*m_”).

nur itber dieses den Werth = einschliefsende Intervall erstreckt, so
erhiilt man fiir hinreichend kleine Werthe von &, wie klein auch
Jenes Intervall festgesetzt sei, einen Integralwerth, der unmerklich
wenig von ¢, . verschieden ist.

Nun liegt
@4 d
=7 1—eg—2¢ 23
207 = Pph
(1 == 4 4o~egin? 2 —2)
21
=40

zwischen den beiden Werthen, die man erhiilt, wenn man ¢, durch
den grofsten und den kleinsten Werth ersetzt, den es in dem Inter-
vall annimmt. Da der grifste und der kleinste Werth bei der Klein-
heit des Intervalls und der vorausgesetzten Stetigkeit von ¢, beide
sehr wenig von ¢, verschieden sind, so wird also ¢,, sehr
wenig von

o4d
P X 1—e~-2¢ 4
2" 9] (1—e=*)4-4e—* ain'l(-;—j'—m]
z=10

abweichen.

Von dem Integral kann man nun zeigen, dals es bei festgesetz-
tem ¢ fiir hinreichend kleine Werthe von & beliebig wenig von 21
verschieden ist. Zu dem Ende fithren wir die Variable

7 (s —2)
g T T

an Stelle von ¢ in das Integral ein.
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Dann ist
dj n
1+bi——2—ids
und
. gB{e—2) __j_’_
w 21 T 143

und somit ergiebt sich
1—e?* —p=2¢ 21
—_ —e, 2 _ds
(l—a-')'+4a"sm’ = )(1+6')+43 3

Ze e g w20

- f

21 146"
?Mcm(lne"T'B)

Die Grenzen z — & und z + d liefern fiir § die Werthe + tg (’-;—‘;) . Ist
nun ¢ festgesetzt und wird jetzt & hinreichend klein gemacht, so wird

14e—¢ L)
Toe-v 8 ('27)

beliebig grofs und arc tg (1 +s:: tg5 I) wird beliebig wenig von

-g verschieden. Mithin ist
o4d

1—g-1s
ds
ﬂl—a'ﬂ)’ + 43-'sm’“(827x)

e=4

mit beliebiger Genauigkeit gleich 27 und ¢, , ist mit beliebiger Ge-
nauigkeit gleich ¢ .

Wenn ¢, an der Stelle s =g einen Sprung machte, aber in dem
Intervall z— & bis = sowohl wie in dem Intervall » bis = 4 J stetig
wiire, 50 kann man zeigen, dafs ¢, , beliebig wenig von dem arith-
metischen Mittel der beiden Werthe bei z abweicht. Man braucht
nur das Integral iiber 2 —d bis z+d in zwei Theile zu theilen
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&5 1 —¢=2 i
a¢ '(l—s")’+4e"sin"————ﬂ(s_x)

: 21
w4 d
1 1 —¢g—2¢
+_2_£ . ; % (s — z) g
(1 — 8-')s+ 46-'Bin’T

und auf jeden Theil dieselbe Betrachtung anzuwenden. Sind @, und
@ die beiden Werthe von ¢, so ist der eine Theil des Integrals

beliebig wenig von ?25, der andere beliebig wenig von % verschieden

und ¢, , also beliebig wenig vom arithmetischen Mittel ﬁ;& Ist ¢,

stetig, so geht ¢, in den Werth ¢, iiber, wenn &=0 wird. Zu-
gleich aber haben wir gesehen, dafs die Reihe, durch welche [
definirt ist, fir ¢ =0 in die Reihe

E(An cos “‘-z—b + By sin lf—b—)

iibergeht. Da nun diese Reihe convergent ist, so ist damit bewiesen,
dafs ihr Werth gleich dem Werth sein mufs, in den ¢, fiir &= 0
iibergeht, d. i. gleich ¢,.
Dadurch ist nun also nachgewiesen, dafs die Reihe
E(Abcosi?i + B,,sin’ifi),

wo die Werthe von 4 und B in der oben (Gleichung 196) angegebenen
Weise aus den Werthen von ¢ gefunden werden, wirklich gleich ¢,
ist. Wir haben einen umstiindlichen Weg einschlagen miissen, um
die Richtigkeit unserer Reihe nachzuweisen, Es gelang, durch den
Zusatz eines Factors zu jedem Gliede, durch den dann die Summa-
tion der Cosinus und Sinus von Bogen, welche die ganzen Viel-

fachen der Grolse —?EF- waren, ausgefiihrt werden konnte. Sehr viel

schwieriger wird die Erorterung, wenn man statt der ganzen Zahlen

in den Vielfachen etwa eine Reihe von Irrationalzahlen hat. Selbst

wenn man in solchen Filllen unter der Voraussetzung, dafs die ge-

gebene Function in eine solche Reihe entwickelt werden kann, die

Coefficienten aufzufinden im Stande ist, so gelingt es doch nur in
H. v. HuLsnorrz, Theoret, Physik, Bd, 111, 8
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den allerseltensten Fillen, nachzuweisen, dafs die Reihe nun wirklich
den Werth der Function hat, den man herstellen will, und also auch
die Frage zu entscheiden, ob die gegebene Function so entwickelt
werden kann.

§ 89. Die Schwingungen gezupfter Saiten.

Es soll nun in einigen einzelnen Fiillen fiir eine gegebene Anfangs-
lage der Saite ihre Bewegung dargestellt werden.

Zuniichst moge das Beispiel der sogenannten gezupften Saite be-
handelt werden. Die Saite sei wie bisher von der Liinge ! voraus-
gesetzt, und es werde angenommen, dafs man durch Anlegen eines
Stiftes oder auch der Fingerspitze einen Punkt der Saite seitwiirts ge-
zogen hat, an welchem dann die Saite eine Ecke bildet. Wird die
ungestdrte Ruhelage der Saite zur z-Axe gewiihlt und das eine Ende
zum Coordinatenanfangspunkt, so soll & die Abscisse des Punktes
sein, in dem die Saite im Anfangszustande eine Kcke bildet (Fig. 7).

Fig. 1.

Wenn man nun losliifst, so dafs die Saite frei wird, so kommt sie
ins Schwingen. Die Saiteninstrumente der alten Griechen wurden
in dieser Weise erregt, und die Saiten der Zither, der Guitarre und
der Harfe werden noch heute so erregt. Nun kinnen wir zuniichst die
Bewegung, welche hierauf folgen wird, durch die zwei willkiirlichen
Functionen darstellen, welchen vorwiirts und riickwiirts auf der Saite
fortlaufende Wellen entsprechen. Wir wollen hier nur eine seitliche
Verschiebung # eines jeden einzelnen Punktes der Saite annehmen
und erdrtern. Dann wiirde also, wie wir gesehen haben, im all-
gemeinen Falle
7N = Fn-]-al + Gn-—ui

sein, und die Geschwindigkeit im Anfang wiirde darzustellen sein
durch

dy v
“a‘;"‘-=u G.F,—G.Gw
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Aber die Anfangsgeschwindigkeit soll in unserem Falle Null sein.
Daraus folgt, dafs fiir beliebige Werthe von «

Iy = G

ist, und dals also auch F,) und Gy, selbst sich nur um eine Constante
unterscheiden. Die Constante konnen wir aber zu F) oder G, hinzu-
schlagen und F,) = G, setzen. Jede einzelne Function wiirde dann
fiir die Anfangszeit durch die Hiilfte der in Fig. 7 gezeichneten seit-
lichen Ausweichung gegeben werden, und es wiirden zwei gleich-
liegende Wellen iiber einander liegen, die aber nun nach entgegen-
gesetzten Richtungen hinlaufen. Jenseits der Befestigungspunkte
miissen diese Wellen, wie wir oben sahen, periodisch fortgesetat
werden, so dafs jenseits des Nullpunktes zwischen 0 und — ! und

= L\/o 2 \/ s

Fig. 8.

ebenso jenseits des Punktes » = ! zwischen ! und 2/ die entgegen-
gesetzten Ausbiegungen stattfiinden, weil an den Enden der Saite
immer gleiche und entgegengesetzte Wellen einander begegnen
miissen (Fig. 8).

Wenn Wellen dieser Art im ersten Moment der Bewegung sich
decken, und nun zwei Wellen dieser Art von der halben Hohe der

U s i /\
\/ % \/& zl’\

Fig. 9.

anfiinglichen Saitenausbiegung in entgegengesetzter Richtung einander
entgegenlaufen, so wird, wenn eine halbe Schwingungsdauer vergangen
ist, die entgegengesetzte Stellung einge-

treten sein. Beide Wellen sind wieder zur /\
Deckung gekommen in der in Kig. 9 ge- "\-/z
zeichneten Lage. Die entsprechende Saiten-

lage bildet mit der Anfangslage ein Par- Fig. 10.
allelogramm (Fig. 10).

Wenn fiir irgend eine Zwischenlage die Ordinaten der beiden
entgegengesetzt laufenden Wellenziige addirt werden, so milssen sie
eine gebrochene Linie fiir die Saite ergeben, die ihre Ecken bei
denselben Abscissen hat, wo die Wellen selbst Ecken bilden. Denn

8.
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zwei lineare Functionen geben addirt wieder eine lineare Function.
Gehen wir von der Anfangslage aus und lassen nun die beiden
Wellenziige auseinanderriicken, so miissen die Projectionen der Ecken
auf die Abscissenaxe in jedem Augenblick gleich weit von der Stelle
abstehen, wo sie in der Anfangslage zusammenfallen. So lange keine
dieser Projectionen ein Ende der Saite erreicht hat, entsprechen
ihnen je eine KEcke der Saite. Jede dieser Ecken liegt auf der
Anfangslage der Saite. Denn die Ordinate des einen Wellenzuges
hat an der Kcke jedes Mal denselben Werth, withrend die Ordinate
des anderen ebensoviel abgenommen hat, wie der Unterschied der
beiden Ordinaten der Saitenanfangslage an der betreffenden Stelle
und im Maximum betriigt. Dadurch wird die Summe der Ordinaten
der beiden Wellenziige gleich der Ordinate, die an der betreffenden
Stelle in der Anfangslage besteht. Die Formveriinderung der Saite
kann soweit in folgender Weise beschrieben werden. Die Ecke der
Anfangslage stumpft sich mehr und mehr ab, wie wenn von dem
Dreieck, das die Saite in ihrer Anfangslage mit der z-Axe bildet,
an der Ecke mehr und mehr abgeschnitten wird. Die Saite bildet
eine aus drei geraden Stiicken gebildete gebrochene Linie. Die beiden
Ecken riicken auf der Anfangslage der Saite nach den Enden zu,
so dals sie immer gleich weit von der grifsten

/\ Ordinate der Anfangslage entfernt bleiben.
Erreicht die eine KEcke das Ende der Saite,
N SRS O giebt nun zuniichst der betreffende Wellen-
zug keinen Anlafs zu einer Ecke der Saite.

i Der andere Wellenzug hat nun aber zwei
Ecken im Bereich der Saite, die zwei Ecken

_—~—~__der Saite verursachen. Jede liegt auf einer
der Langseiten des Parallelogramms, das die

. Anfangslage der Saite mit der nach der halben
Schwingungsperiode eintretenden Lage bildet.
S Die beiden Ecken schreiten nach der gleichen
Seite mit gleicher Geschwindigkeit fort, bis

\/ die vordere das KEnde der Saite erreicht.

Dann verschwindet diese Ecke, und es er-
\/ scheint dafiir wieder eine durch den ersten
Fig. 11. Wellenzug veranlafste, die sich in der ent-
gegengesetzten Richtung auf der kurzen Seite

des Parallelogramms forthewegt, die der Saitenlage nach Verlauf einer
halben Schwingungsperiode angehirt. Die beiden Ecken nithern sich und
laufen schliefslich nach Verlauf einer halben Schwingungsperiode zu-
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sammen (Fig. 11). Nun wiederholen sich dieselben Saitenlagen in um-
gekehrter Reihenfolge. Die Saite besteht also, abgesehen von der
ersten und letzten Lage, aus drei geradlinigen Stiicken. Das mitt-
lere Stiick riickt mit gleichmiifsiger Geschwindigkeit iiber das Par-
allelogramm hinweg und wieder zuriick. Man kann diese Art der
Bewegung auch an einer sehr langen und recht hellen Saite, welche
als Lichtlinie auffiillt, wenigstens fiir die erste Zeit der Schwingun-
gen, mit dem Auge erkennen.

Nach einiger Zeit kommen Reibung und Steifigkeit der Saite
in Betracht, die dann bewirken, dafs die Kcken sich schnell ab-
stumpfen und rundlich werden. In dieser Beziehung unterscheiden
sich die Schwingungen der wirklichen Saiten von denen der
theoretisch dargestellten,

Die Beschreibung, die wir hier von der Saitenbewegung ver-
mittelst der willkiirlichen Functionen, mit welchen die Saitenbewegung
ausgedriickt werden kann, gegeben haben, erlaubt nun aber noch
nicht die verschiedenen einfachen Tone herauszufinden, welche von
dem Ohre bei einer solchen Erregung der Saite gehort werden. Um
diese zu finden, miissen wir die Zerlegung in die Founrier'sche
Reihe vornehmen.

Fiir unseren Fall haben wir nach § 87 die seitliche Ausweichung
in der Form

o= E[Aa.sinﬂ;m o "T‘” (206)

darzustellen. Die Glieder, welche sin EETE enthalten, verschwinden,
Lk
dt

Wenn der Anfangswerth von 4 mit 7, bezeichnet wird, so haben
wir die Coefficienten 4, so zu bestimmen, dals

weil fir ¢ = 0 fiir beliebige Werthe von = Null sein soll.

- [Aﬂ . sin -"—gﬁ]. (2062)

D. h. wir haben unsere Coefficienten 4, zu setzen

1]
2 . WO
A°':= Tfﬂ“'mn 1 dma (207)
0

Bei der Ableitung der Formel (193) hatten wir iiber die ganze
Periode 21 integrirt. Das kommt hier aber auf dasselbe hinaus, da



118 ZWEITER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. § 89.

in der zweiten Periodenhiilfte sowohl #, wie sin 1(}5 das entgegen-

gesetzte Zeichen haben, so dals

21 i

fgosinii—?—dz-—- 2fq°sin adled
0

dz.

0

Nun ist in diesem Falle 5, durch eine Curve dargestellt, die aus
zwei geraden Linien besteht. Innerhalb des aufsteigenden Theiles
von z = 0 bis = a haben wir:

g z.h
T
0 s !

wenn k das Maximum der

Elongation bezeichnet(Kig. 12);

h und auf dem zweiten abstei-
¢ genden Theile der Saite ist:

Fig. 12. Lok .I(z _:) ;

1
h . maw 2 h . WO
ety il el 2 - ain s o= ds (2078
4, famsmzdz+£fl_a(t :r)smtd:r ( )
a

Durch partielle Integration bekommen wir:

I gaw e i h nax
An——‘l—-;?.—a-.x Cﬂﬁ-—"l"T —E—t‘l—.'— —-z——dx

ISR Rk | AT

—'I—-J_'—'—-&-—?—"H'-(I-m).coﬁ—}— (207'))

2 "—— —l—fcosln—wd
e i 1Y o

a ]

Was zuniichst die beiden integrirten Glieder betrifft, so heben
sie sich weg, da das erste zwischen den Grenzen 0 und » zunehmende
gleich

2h Tan
— —— . CO0S
ma l

!
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das zweite zwischen den Grenzen a und ! zu nehmende gleich

2h Taa
. 008 ——
Ta !

+

ist. Von den Integralen ergiebt das erste:

2 R . WA d
u—.-—-—.SII].
ma a mWa l

das zweite

_2_ h S e ]
ma l—a' ma L

Mithin ergiebt sich

Ll l . maa 2 h i . %noG
A =———— Bl —— F — s — . Bl ——
Ta G 7Ta l nal—a ma 1
oder (207¢)
2h & 'mneiel l
Ay = ';,Ei'-ﬂln—z——‘['g"l" I—a-_l .

Das ist also der Factor, welcher bei dem aten Ton der Saite
auftritt. Er ist % proportional, d. h. proportional der grofsten Ab-
weichung, die man der Saite zu Anfang gegeben hat, wie gich das
von selbst versteht. Ferner ist er umgekehrt proportional o, dem
Quadrat der Ordnungszahl. Wir haben oben (§ 88) gesehen, dals
dadurch die Reihe unbedingt convergent ist.

Der Factor -i— 4 T—ITE lifst erkennen, dafs die Amplitude der

Schwingung fiir den einzelnen Ton sich dem Unendlichen nithern
wiirde, wenn die Ecke der Anfangslage nach dem einen oder dem
andern Ende der Saite verlegt wird. Das wiirde aber auch gleich-
zeitig in der That eine unendlich starke Zerrung an der Ecke be-
deuten und wiirde einer Zerreifsung der Saite entsprechen. Ks
geht darans hervor, dals, abgesehen von anderen Verhiltnissen, die
einzelnen Tone um so stirker sein werden, je mehr man sich dem
einen oder dem anderen Ende der Saite nithert. In der Mitte der
Saite erhilt der Factor ia+ Kl—_ﬁ geinen kleinsten Werth, den

Werth 4.
Endlich ist der Factor sin 3‘-—22 in dem Ausdruck fir 4, zu

betrachten. Er zeigt an, dafs, wenn der gezupfte Punkt fiir den
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betreffenden Saitenton, dessen Amplitude wir suchen, ein Knoten-
punkt ist, die Amplitude verschwindet. s bestiitigt sich an
diesem einzelnen Beispiele die Regel, die oben fir die all-
gemeinen schwingenden Systeme abgeleitet ist, dafs, wenn man
Schwingungen in einem Punkt des Systems erregt, der bei einem
der betreffenden Eigentone nicht in Schwingungen geriith, der
betreflfende Ton nicht erregt wird. Wenn man eine Saite im
Knotenpunkte irgend eines ihrer Oberténe in Bewegung setzt, so
kommt der betreffende Oberton nicht zu Stande. Um also einen
an Obertonen reichen Klang der Saite zu haben, ist es rathsam,
dals man sich moglichst dem Knde niihert. Man kann an jedem
Fliigel sich von der Richtigkeit dieser Ueberlegung iiberzeugen.
Wenn man niimlich einen Ton anschligt und zugleich eine Finger-
spitze auf die Saite legt, so kann man dabei verschiedene Obertine
dimpfen und sich iiberzeugen, welche Oberténe vorhanden sind.
Es zeigt sich, dafs diejenigen Oberténe zum Vorschein kommen,
welche ihre Knotenpunkte nicht zu nahe an der von dem Hammer
angeschlagenen Stelle haben. Man kann denjenigen Ton nicht her-
vorbringen, dessen Knotenpunkt vom Hammer getroffen wird. Die
Erregung der Claviersaite stimmt allerdings nicht mit der Erregung
der gezupften Saite iiberein, aber der allgemeine Satz umfafst auch
diesen Fall. Auf dem Monochord, der Harfe, der Zither oder der
Guitarre lifst sich die Thatsache auch fiir die gezupfte Saite leicht
constatiren. Wenn man sich zwei Knotenpunkte bezeichnet, die
demselben Tone angehioren, in dem einen die Saite zupft und
unmittelbar nachher durch schnelle Beriihrung mit dem weichen
Finger in dem andern dimpft, so nimmt man dadurch alle die-
jenigen Schwingungen der Saite fort, welche in dem zweiten Punkt
keinen Knotenpunkt haben. Wiire nun der betreffende Ton in der
Schwingung der Saite enthalten, so miilste er auch nach der
Dimpfung bestehen bleiben. Die Thatsache, dafs er nach der
Dimpfung nicht gehort wird, beweist, dafs er nicht mit erregt
worden ist. Der Klang der Saite, welcher durch Zupfen heraus-
gebracht wird, ist, wie die Zerlegung in die Fovrmmr’sche Reihe
zeigt, reich an Obertdnen, etwa so reich, wie er bei den verschiedenen
Anschlagsweisen werden kann, welche bei der Saite, ohne ihre Con-
tinuitit zu zerstoren, vorkommen konnen. Uebrigens ist die Art
der Saite, die Hiirte des beriihrenden Korpers und die Schirfe der
Spitze, mit welcher man arbeitet, von entschiedenem Einflufls auf
den Klang der Saite. Das rithrt zum Theil von der Steifigkeit der
Saite her, zum Theil auch von ihrer Dicke, die mit der Steifigkeit
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zusammenhiingt. Die vollkommen eckige Figur auf der Saite wiirde
némlich nur zu Stande kommen konnen, wenn die Saite absolut
biegsam wiire, Das ist sie aber nicht; sie hat immer eine gewisse
elastische Festigkeit, kleine Stiicke der Saite sind ungefithr wie ein
elastischer Stab zu betrachten, der, wenn er gekriimmt wird, zwar
der Biegung nachgiebt, aber doch immer sich in einer Curve biegt,
und zwar wird die Kriimmung der Curve um so geringer sein, je
fester die Seite ist, d. h. je mehr sie der Biegung Widerstand leistet.
Das thut sie um so mehr, je dicker sie ist. Diese Umstiinde werden
bewirken, dafs die Curve an der Kcke ausgeglichen ist, dafs man
nicht eine wahre geometrische Kcke hat; und je mehr die Curve
ausgeglichen ist, desto mehr sind die htheren Obertone geschwiicht,
wie wir oben gesehen haben. Ks sind z B. die diinnen Saiten der
Zither sehr viel biegsamer, als die dickeren metallenen und die
Darmsaiten der Guitarre oder die langen Saiten der Harfe, Des-
halb ergeben die Saiten der Zither immer einen viel schiirferen
Ton, welcher also anzeigt, dafs eine grofse Zahl der hoheren
Oberténe mit ansprechen. Wenn man eine diinne metallene Saite
mit einer metallenen Spitze anschliigt, so erhiilt man einen klimpern-
den Ton, withrend man bei dem Anschlag mit dem Finger auf einer
etwas dickeren Darmsaite einen verhiiltnifsmiifsig milderen und
musikalischeren Ton bekommt, der keine Schiirfe hat, weil durch
die angegebenen Umstiinde die Intensitit der htheren Obertine ver-
mindert wird. Denn nur durch die Ecke, durch die Unstetigkeit
im Differentialquotienten ergab sich die langsame Abnahme von A4,

proportional -a—lg-. Sobald die Unstetigkeit wegfiillt, nehmen die

Coefficienten proportional einer htheren Potenz von a ab.

§ 40. Die Schwingungen gestrichener Saiten.

Die Theorie der Violinsaiten schliefst sich an diese Rechnung
unmittelbar an. Allerdings kionnen wir die Bewegung der Violin-
saite nicht als ein rein mechanisches Problem behandeln, weil wir
von vorne herein keine klare mechanische Definition von der Art
und Weise geben konnen, wie die Saite in Bewegung gesetzt und
in Bewegung erhalten wird.

Bei einer Violinsaite wird eine periodische Krregung der Saite
dadurch hervorgebracht, dafs unter leichtem Drucke der Bogen an
der Saite entlang streicht. Die Violinsaiten sind ja meistentheils
Darmsaiten, also verhiiltnifsmiifsig leicht, und der Violinbogen ist
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etwas klebrig gemacht dadurch, dafs er mit Harz eingerieben ist,
so dafs ein leichter Grad des Anklebens zwischen Bogen und Saite
stattfindet. Wir miissen nun, da eine klare mechanische Definition
der Wirkung des Bogens nicht gegeben werden kann, durch Be-
obachtungen seinen Einfluls bestimmen.

Wenn man mit einem Vibrationsmikroskop oder auf andere
Weise irgend eine Stelle an der Violinsaite betrachtet, wiithrend die
Saite nahe ihrem Ende, wie es auf der Violine geschieht, gestrichen
wird, so sieht man folgendes. Die Stelle der Saite geht in solcher
Weise hin und her, dafs wenn die Zeit zur horizontalen Abscisse
und die Ausweichung zur Ordinate gemacht wird, die Bewegung
innerhalb einer Periode durch eine gebrochene Linie dargestellt ist,
die in der halben Periode dieselbe Form hat wie die gezupfte Saite
in der Anfangslage und in der zweiten Hiilfte die der ersten Hilfte
entgegengesetzten Ordinaten in umgekehrter Reihenfolge enthilt
(Fig. 18). Vorausgesetzt ist dabei ein Streichen des Bogens von

peE =t Wht
el e

Fig. 18.

der Art, dafs der Grundton der Saite deutlich erklingt. ¥s ist
niimlich auch mdoglich, durch eine gewisse Art des Streichens KFlageo-
lett-Tone auf der Saite hervorzubringen, bei denen die Saite also
in Abteilungen schwingt und der Grundton nicht gehort wird. Es
ist nicht nothwendig, um einen Flageolett-Ton hervorzubringen, die
Saite in einem Knotenpunkte des betreffenden Tones zu beriihren,
wenn es auch die Sicherheit des Flageolett-Tons erhiht. Ein solches
Streichen soll also ausgeschlossen sein.

An verschiedenen Stellen der Saite ist das Verhiiltnils der beiden
geraden Linien, die eine halbe Periode ausmachen, ein verschiedenes,
und die maximale Ausweichung ist eine andere; aber die allgemeine
Form ist die gleiche, dieselbe wie die einer gezupften Saite. Wir
konnen daher dieselben Rechnungen, die uns die Anfangslage der
gezupften Saite in eine Fourier'sche Reihe entwickelten, dazu ver-
wenden, um hier die Bewegung eines Punktes der Saite in einer
Founier'schen Reihe darzustellen. Die Zeit tritt dabei an die Stelle
der Liingenausdehnung und die Periode der Bewegung fritt an die
Stelle der doppelten Saitenliinge. Bezeichnen wir die Periode der Be-
wegung mit 7, den Theil der Periode bis zur maximalen Auswei-
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chung mit 7, und die maximale Ausweichung mit 2, so haben wir nach
der fritheren Formel (206a, 207 c) zu schreiben:

2h =5 2m1 ‘) . 2mat
n=3rgsin ] (208)

2: g s

Die Zeit ist dabei von dem Augenblick an gerechnet, in dem 7
im wachsenden Sinne durch Null hindurchgeht. Soll dies zu irgend
einer andern Zeit #, geschehen, so miissen wir {—¢, an Stelle von ¢
schreiben:

— 2h . 2ozl 1 T . 27a
U =2";:-sai Bin —i_'— l:?; - ':P‘:_—'—z";] sin '-—'—"(t - tﬂ) (209)

Die Einfithrung von ¢, ist nothwendig, wenn dieselbe Formel die
Bewegung jedes Saitenpunktes darstellen soll. Da wir von vorn-
herein nicht wissen konnen, dafs fiir denselben Werth von ¢ gleich-
zeitig alle Punkte der Saite die Gleichgewichtslage passiren, so mufs
in der Formel die Moglichkeit ausgedriickt sein, dafs es nicht der
Fall ist, dafs also 4 von Punkt zu Punkt andere Werthe hat.
Ebenso kinnen 4 und = von Punkt zu Punkt andere Werthe haben
oder, was auf dasselbe hinaus kommt, {,, , z sind als Functionen
von z anzusehen. Nun haben wir andererseits (§ 87) gesehen, dals
die Bewegung der ganzen Saite in der Form
maz . 2@a max  2ma

7 = 4, sin —J-—sm ——t 4 > B, sin —— 7 cosTt

darstellbar sein mufs. Da nun die Entwicklung in die Fourier’sche

0
Reihe eindeutig ist, so folgt, wenn wir sin _‘:_“‘1(‘ —1,) in

tu'n2 s cos’?m‘t coszuns sm2m‘t
EG . 7 TP
zerlegen,
. mae Bh o 20T 1! 2ma
4, s1n il sm—-T [2 E + W] €08 —— I,
(210)
B. si maxw S 2ﬂﬁ_‘t +___5_n'_‘__ . gn_fl_‘
o 77 ) '—-ﬂ“"a"mn"'ﬂ" T—-271 pe

Hierin diirfen %, 7, ¢, nur von @, nicht von a, dagegen A4, und B,

nur von a, nicht von # abhiingig sein. Dividirt man die linken

Seiten durch einander und ebenso die rechten Seiten, so ergiebt sich
Ay 29:(1

= om - —_—t, 11
B, cotg l (211)
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Daraus folgt, dafs #, nicht von = abhiingig sein kann, und da es
auch nicht von a abhiingt, so hat es iiberall denselben Werth, der
durch passende Wahl des Anfangspunktes der Zeit gleich Null ge-
macht werden kann. Dann wird B, =0 und

may . 2k . 2xar[ T T
ka2 (LR P L 2
Aqg sin 7 s T 4 -9z (212)

Schreibt man diese Gleichung fiir a = 1 und fiir a = 2 und bildet
den Quotient der linken und den der rechten Seiten, so ergiebt sich

4, ne 1 2nr

-;['I—GOB I = -4—0057- (213)
Nun zeigt die Beobachtung, dafls fiir » = 0 auch 7z = 0 wird. Mit-
hin ist

4, 1
A, 4
und daher
X 2nt
008 —— = 008 —7—. (214)

Diese Gleichung aber kann, da <! und 27 < T ist, nicht anders

erfiillt sein, als wenn
x 2t

5= (215)
ist. Daraus folgt nun endlich
2h o i i
e z’ﬁg'[_ﬂ+ '1‘--2':]‘ (816)
Es ist also & [i + —T—-—] nicht nur von a, sondern auch v
s ist a Sl ey T \ a, sondern auch von z

unabhiingig. Bezeichnen wir den Werth dieses Ausdrucks mit 4 P,
so ist P der Werth, den % in der Mitte der Saite hat. Denn

in der Mitte der Saite ist - = }, also - = } und
T ] &
(TR v B
Somit ergiebt sich also schliefslich

i naw 2mat
- u’ E n———sn—iﬂ—- (217)
als vollstiindiger Ausdruck fiir die Schwingung der ganzen Saite.

Er besagt, dals in jedem Augenblick ¢ die Saite dieselbe Form hat
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wie die gezupfte Saite in ihrer Anfangslage. Denn fiir die Anfangs-
lage fanden wir oben (206, 207¢) die Zerlegung

2h 1 gin FO0 o AT
1=t le o] Sttt
was mit dem Ausdruck fir ¢ =0 bis :=§ tbereinstimmt, wenn
a 2¢
el e
h=— 4P£ (218)
;+ l—a
gesetzt wird.

Bei z = a liegt die Ecke der Saite. Die Kcke der Saite riickt
also in der halben Periode von z =0 bis z =1 Die Griofse h ist
die Ordinate der Ecke. KEs besteht mithin zwischen der Abscisse a
und der Ordinate » die Gleichung zweiten Grades:

h = j-l—)a(! M)y (218a)

die einen durch die Enden der Saite laufenden Parabelbogen dar-
stellt. Dieser Parabelbogen wird in der halben Periode von der
Ecke der Saite durchlaufen. In der andern Hiilfte der Periode

wiirde man ‘i gleich 2 — —2?‘ und h = _—1_“4%_ zu setzen
=t
l—a

haben, um die Uebereinstimmung mit dem Ausdruck zu erzielen,
Das heifst, die Ecke liuft auf dem entgegengesetzten Parabelbogen

h=—2La0-0a) (219)
wieder zuriick.
Die Bewegung der Saite —

lifst sich also kurz so be- m
schreiben, dafs in Fig. 14 der & 5
Fulspunktd der Ordinate ihrer

Kicke mit constanter Geschwin- W
digkeit auf der Linie ab hin- B
und hereilt, withrend der Kck- Fig. 14.
punkt selbst die parabolischen

Bogen aec, b und be,a nach einander durchliuft und die Saite in den
beiden geraden Linien a¢, und be, oder ae, und be, ausgespannt ist.
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Nun {iibt die Saite durch ihre Spannung einen Zug auf ihren
Befestigungspunkt aus. Auf der Violine liegt der eine Befestigungs-
punkt auf dem Stege der Violine, der andere auf dem Stege am
Handgriff. Wiihrend die Ecke auf dem oberen Parabelbogen liegt,
ist der Zug nach oben gerichtet, springt aber plitzlich in einen
nach unten gerichteten Zug, wenn die Ecke auf den unteren Parabel-
bogen tritt. Dieser plotzlich wechselnde Zug ist es nun im Wesent-
lichen, welcher auf den Resonanzboden der Saite wirkt. KEs ergiebt
sich dieses auch schon aus folgender Beobachtung.

Sind die Enden einer Saite an einer vollstiindig starren Unter-
lage befestigt, so hort man, wenn man die Saite in Schwingungen
setzt, fast gar keinen Ton; geht aber die Saite iiber einen Steg,
der auf einer breiten elastischen Fliiche liegt, so wird der Ton der
Saite kriftig an die Luft iibertragen. Xs ist also der Endpunkt
der Saite, der wesentlich die Erschiitterung des Resonanzbodens
hervorbringt und dadurch den Ton in der Luft erzeugt.

Man kann die Bewegung der Violinsaite auch dadurch erliiutern,
dafs man sie in zwei gegen einander ziehende Wellenziige zerlegt,
aus denen, wie oben gezeigt wurde, jede Schwingungsform der Saite
zusammengesetzt werden kann. Fiir irgend einen beliebigen Punkt
der Saite im Abstand z von dem einen Ende besteht nach dem,
was wir oben fanden, die Bewegung in einem Hin- und Hergang
mit zwei verschiedenen constanten Geschwindigkeiten. Die Aus-
weichung # wiichst von dem Augenblick, wo die Kcke auf dem
unteren Parabelbogen die Abscisse z besitzt, bis zu dem Augen-
blick, wo sie auf dem oberen Parabelbogen die Abscisse @ besitat;
die Ausweichung nimmt ab von diesem letzten Zeitpunkt, bis die
Ecke wieder auf dem unteren Parabelbogen zur Abscisse z gelangt.
Wir fanden oben, dafls die Ecke ihre Abscisse mit constanter Ge-

schwindigkeit 2—; iindert. Der Hingang vollzieht sich mithin in der

Zeit 2% w E‘f, dor Hergang in der Zeit 797 = (i—_rf%)_f‘" :
Ferner fanden wir (Gleichung 218a) fir die fiufsersten Werthe von
den Ausdruck:

4P
:I:—I‘rm(f"‘z)'

Wenn wir daher den Nullpunkt der Zeit ¢ in den Augenblick ver-
legen, wo # im wachsenden Sinne durch Null geht, so haben wir
fiir den Hingang
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8P T
T":£=—Es—z(l—x)'.“l_

oder (220)
8P l—= ;

7 = —-In—o—?‘—--'t (l=-—-—’r bls +‘l‘)

und fiir den Hergang

o OB e T
q,?-—-t_ P~m(£ .‘.L'-.'“--'t

oder (831

8P g™ ! :
,}=.._‘__,..F.(_2. _3) (t=+ 7 bis T— 7). J

Von ¢ =— 7 bhis t =+ = gilt der erste Ausdruck fiir  und von
t=+7 bis t =T — r der zweite, In dem darauf folgenden Inter-
vall ¢ =T — 7 bis T 4 r wieder der erste und von ¢ = 7+ 7 bis
t =27 — r wieder der zweite, wo aber statt ¢ der Ueberschufs iiber
die erste Periode, also ¢ — 7, einzusetzen ist, u. s. w.

Um nun die Bewegung der Saite aus zwei einander entgegen-
ziehenden Wellenziigen zusammenzusetzen, mufs » in der Form

7= F(x + al) + G(z — at)
dargestellt werden, wo die Function F(z) und @ (z) beide die

Periode 21 besitzen. Daraus ergiebt sich durch Differentiation
nach =z und ¢:

)
L RS R
. Y Rigrig &
mithin
L L
dax adt
F * b (228)
7 7 ;
t’i'-a-—m—“a—?'—200- )

Nun ist fir den ersten Ausdruck von #, also fiir die Zeit ¢ = — 7
bhis t =17
dn 8Pt 0y 8Pl—=z

ik e Toa e o3 (324)
und daher
g  dn 8P 8P
¥ it 7 e G A et
(225)

dn dn B P 8P
a_a_z__.._aT: -—--F-T—,—-'-!‘ —z-‘;{,-(z—al).
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Fiir den zweiten Ausdruck von 7, also fiir die Zeit ¢ = 7 bis
t=T— 1, ist:

dn SPIT dn 8P
'6"5""??(?“ ), e e (226)
und daher 5 p
7 7 o8P 8P
6::.+at_ ——ﬁﬁ(:c+at)
(227)

dn 61}_(;81’ 8P
S S ) A P

Nun ist aber a die Geschwindigkeit, mit der die Wellen entlang
ziehen und daher gleich 2;

. Mithin haben wir, indem dieser
Werth fiir @ in die Gleichungen (227) eingesetzt wird, auch fir die
Zeit t=7 his t=T—7

01 T e
{3 797"‘11—-;—36(““‘)

(227a)
o dn_ 0% L
dz 0Ot (
Der Ausdruck fiir a Sn + g’: hat also in den beiden Inter-

vallen — 7 bis 4+ 7 und 7 bis 77—z, das heilst in der ganzen
Periode — 7 bis 7'— 7 dieselbe Form

8P 8P
—— = g @ + ai) (228)

Daz= %—T=% ist, so durchliuft # 4 at in dieser Periode die

Werthe 0 his 21 Fiir grifsere und kleinere Werthe von « + at
wiederholen sich diese Werthe von a%}i— 4 %:} periodisch mit der
Periode 21

dn 01

Der Ausdruck fiir a-- = 6:— hat in den Intervallen — z bis

4+ 7 und 7 bis 7— r nicht dieselbe Form. Aber wenn wir statt
des ersten Intervalles — r bis 4 z das um eine ganze Periode
weiter liegende Intervall 7'— z bis 7 4 7 betrachten, so haben wir
statt ¢ zu setzen { — T und erhalten
dn 099 8P
T T w‘”“‘“““""’

(229
g :
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Das ist derselbe Ausdruck, der auch in dem Intervall z bis
T'— 7 gilt. Mithin ist in der ganzen Periode z bis 7+ r der
Ausdruck

61;‘ 61; spP 8P
‘Bz @t~ 1 tip@—ai

In dieser Periode durchliuft z — at die Werthe 0 bis —27 Fiir
grofsere und kleinere Werthe von 2z — at wiederholen sich diese

(280)

Werthe von « o1 . mit der Periode 214
0z Ot
Nun fanden wir oben (Gleichungen 223):
Q- Wy
L + e 20 F (z + at)
dy dy o
B — 2o - 200G (z — at).

Fiir die Werthe von z + at zwischen 0 und 27 ist also
8P 8P
2aF (z + at) = ¥ TT-(:: + at)

oder, wenn z + «¢ durch xz bezeichnet wird,

' 8P 8P
2(IF(Z)=—T-,— —Wx
und daher
AT g | g o Bl >
2&1*(%)=-T~x-—--t—?;.2 +Cl—mx(..l——,.,)+01.
Fir die Werthe von # — at zwischen 0 und — 27 ist
' 8P 8P

260’(&7 — at) == ‘?- + -I—,F(.'L’-—- at)

oder, wenn # — at durch w bezeichnet wird,

P BP
2aG'(w)=—,1,— +ﬁ7w

und daher o
8P 8 w
ikl T s
8P

=——w(2! Jas

2::{1“"( +w)+("2
Die Constanten ¢, und O, sind nur der Bedingung unterworfen,
dals F(z + at)4 G(x —at) fir @ =0 und =1 verschwinden
miissen.

H. v. Hewyuonrz, Theoret. Physik. Bd, 111, 9



130 ZWEITER THEIL, ERSTER ABSCHNITT. 8 40,

Daraus folgt C,+ G, =0. Im Uebrigen sind ¢, und C, be-
liebig, weil es nur auf die Summe F(z 4 at) + G (z — at) ankommt.
Es hindert also nichts, €, und ¢, beide gleich Null zu setzen.

Dann hat man also fiir x = 0 bis = 21

Y
F(z) = T,—x(?i — 7)
und fiir w =0 bis w =— 21 (231)
P
G (w) = }-,-w(QZ + w).
Fiir t =0 wollen wir F(z 4 af) und G (z — af) als Ordinaten zur

Abscisse z auftragen; dann erhalten wir die beiden gegen einander
ziehenden Wellenziige. Zwischen « = 0 und « = 21 liefert #(z) den

Parabelbogen —f;:«:(?l — ), der iiber der z-Axe steht und die

Punkte @ = 0 und z = 2! verbindet. Dieser Parabelbogen ist nun
periodisch zu wiederholen. Andererseits liefert (7 (z) zwischen z =0

2
und @ = — 217 den Parabelbogen T—sz(2l+m), der unter der z-Axe

Fig. 15.

hiingt und die Punkte z = 0 und @ = — 21 verbindet. Auch dieser
ist periodisch zu wiederholen (Fig. 15).

Liifst man diese beiden Reihen von Parabelbogen mit der Ge-
schwindigkeit @ gegen einander ziehen, addirt ihre beiden Ordinaten
algebraisch fiir jede Abscisse zwischen 0 und z, so erhiilt man in
jedem Augenblick die betreffende Gestalt der schwingenden Violin-
saite. Die Abscisse der KEcke, welche die Violinsaite in jedem
Augenblick bildet, fillt dabei immer mit der Abscisse eines der

——

b
Fig. 16.

Punkte zusammen, wo zwei benachbarte Parabelbiigen zusammen-
stolsen (Fig. 16).
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Bei unsern bisherigen Betrachtungen haben wir vorausgesetzt,
dafs die Enden der Saite vollkommen in Ruhe bleiben. Unter dieser
Voraussetzung wird die Bewegung nur eine sehr geringe Stirung
erfahren, und der Bogen wird nur eine sehr geringe Arbeit zu leisten
brauchen, um die Bewegung zu unterhalten. Es wird dabei ein kaum
wahrnehmbarer Ton hervorgebracht. Nun sind aber, wie schon oben
erwithnt, bei der Violine die Enden der Saite nicht vollig fest und
diirfen es nicht sein, wenn ein kriiftiger Ton hervorgebracht werden
soll. EKin Theil der Energie der Saite muls fortgesetzt an die Luft
abgeleitet werden, um die Energie fir die Schallbewegung herzu-
geben. Das eine Ende der Saite liegt bei den Streichinstrumenten
auf dem Steg, der sich auf den elastischen Resonanzboden stiitzt.
Der Resonanzboden ist in mifsigem Grade nachgiebig. Er ist es,
der mit breiter Fliche auf die Luft wirkt und sie in ausgiebige
Bewegung setzt. Dadurch wird fortgesetzt Energie abgeleitet, die
durch die Kraft des Bogens ersetzt werden mufs, wenn die Be-
wegung unterhalten werden soll.

Die Wirkung des Bogens haben wir uns so vorzustellen, dals
die Saite an der Stelle, wo der Bogen angreift, in dem einen Theil
der Schwingungsperiode sich mit derselben constanten Geschwindig-
keit wie der Bogen bewegt, der an ihr haftet, in dem anderen
kiirzeren Theil der Schwingungsperiode dagegen vom Bogen abspringt
und sich frei bewegt. Schon ein minimales Abspringen der Saite
vom Bogen geniigt, um die Saite vollkommen frei zu machen und
jede Einwirkung des Bogens aufzuheben.

An den Enden der Saite findet, wie schon oben auseinander-
gesetzt wurde, ein plotzlicher Wechsel in der Richtung des Zuges
statt, den die gespannte Saite anf ihre Befestigungspunkte ausiibt.
Denn withrend die Ecke der Saite auf dem oberen Parabelbogen
liegt, ist der Zug nach oben gerichtet, dagegen nach unten, wenn
die Kcke anf dem unteren Parabelbogen liegt. Wenn nun das Ende
der Saite einen geringen Grad von Beweglichkeit hat, so wird es
in dem Momente des Ueberganges z. B. von oben nach unten fort-
geschoben werden. Dabei wird die Saite, welche zwischen den bis-

e
S

Fig. 17.

herigen beiden Lagen ihrer Endpunkte ausgespannt war, wenn der
eine Endpunkt sehr schnell ein Stiick fortgeschoben wird, in eine

gewundene Lage iibergehen, und es wird offenbar nun von dem End-
: 9*
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punkte aus eine Welle, ein Knick nach dem andern Ende der Saite
ablaufen miissen (Fig. 17).

Dadurch wird eine Bewegung hervorgebracht, welche sich nicht
der des Bogens anschliefst; sondern, wenn dieser Knick (Fig. 17)
an der Streichstelle der Saite vorbeiliuft, dann wird der Saitenpunkt,
der den Bogen berithrt, eine andere Bewegung machen miissen, als
der Bogen, und die Saite wird, wenn sie bis dahin am Bogen anhaftete,
abreifsen konnen oder anhaften, wenn sie frei war. Dieses Abreilsen
oder Anhaften wird nach der Zeit geschehen miissen, welche verflielst
von dem Moment, wo die Ecke das Ende der Saite passirt, bis wo
die Welle die gestrichene Stelle erreicht. Da die Welle mit
der Geschwindigkeit a = —?; entlang liuft, so stimmt diese Zeit
{tiberein mit der Zeit, welche die Ecke der Saite gebraucht, um wieder
bis zur gestrichenen Stelle zu kommen. Das Abreifsen oder Anhaften
wiirde darnach also zu derselben Zeit stattfinden, wo die Ecke die
gestrichene Stelle passirt, was mit der oben auseinandergesetzten
Vorstellung von der Wirkungsart des Bogens iibereinstimmt. Nun
kommen nebensiichliche Storungen in der Bewegung der Saite da-
durch vor, dafs immer an dem einen Ende der Saite ein Theil der
Schwingungen verloren geht. So miissen wir die Bewegung als die
einer gedimpften Saite betrachten, und zwar wird diese Dimpfung
sich auf alle Obertone der Saite beziehen.

Wir haben nun bei den allgemeinen Erdrterungen schon gesehen,
dals durch eine periodische Kraft, von der Periode des Grundtones,
welche in einem Knotenpunkt eines Obertones angreift, die Bewegung,
die diesem Obertone entspricht, nicht unterstiitzt werden kann. s
folgt daraus, dafs, wenn man in einem Knotenpunkt eines der mog-
lichen Téne der Saite streicht, in der Schwingungsfigur der Saite
oder in der Bewegung der Saite dann dieser Oberton fehlen wird.
Darin ist eine Modification der Saitenbewegung enthalten, wie wir
sie bisher beschrieben haben; denn in der bisher dargestellten Be-
wegung sind alle Oberténe der Saite vertreten, wie die Formel (216)
zeigt. Diese Aenderung lifst sich mit dem Vibrationsmikroskop
beobachten. Untersucht man nimlich die Bewegung der Saite in
irgend einem Punkte, am besten gegen die Kndpunkte der Saite hin,
obwohl die Amplituden dort gering sind, so bemerkt man eine ge-
ringe Abweichung von der bisher beschriebenen Bewegung, die, wenn
die Zeit als Abscisse aufgetragen wird, aus zwei geraden Linien be-
stand. Es treten nimlich secundiire Zacken auf (Fig. 18) und zwar
meistentheils so, dals nur eine Periode dieser secundiiren Zacken
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auf das kurze Ende fillt. Diese Zacken lassen sich nun daraunf zu-
riickfithren, dafs einer der Oberténe der Saite nicht von dem Bogen
unterstiitzt werden kann, weil er in einem der Knotenpunkte des
Obertones angreift, withrend der Oberton, falls er anfiinglich vor-
handen war, durch Dimpfung verschwindet. Aus den neueren

Fig. 18.

Untersuchungen von Krigar-Menzen und Raes geht hervor, dals,
wenn in dem Knotenpunkte selbst gestrichen wird, der betreffende
Oberton ganz weg bleibt; wenn aber in der Nithe des Knotenpunktes
gestrichen wird, der betreffende Oberton nicht etwa schwach, sondern
im Gegentheil stark hervortritt.

Abgesehen von diesen Abweichungen erkliren sich die Haupt-
ziige der an den Violinsaiten beobachteten Erscheinungen auf die dar-
gelegte Weise. Iis ist dabei zu bemerken, dals die auf den Saiten
durch Streichen hervorgebrachten Tone bei weitem am reinsten und
musikalischsten sind. Andere Korper kinnen zwar auch durch Strei-
chen zum Ténen gebracht werden; denn es ist anch da immerhin
moglich, dafs der Bogen sich withrend eines Theiles der Zeit, in
der eine solche Schwingung ausgefithrt wird, an eine Bewegung des
Korpers anschliefst. Vollstiindig ist es aber nur moglich, wenn die
einzelnen Tone des Korpers wie bei der Saite harmonisch zu einander
sind, Dann kann ein solcher ténender Korper Schwingungen aus-
fithren, welche vollkommen periodisch sind, und wo auch die Neben-
tone zum Vorschein kommen, ohne die Periodicitiit zu stéren. Wenn
aber Schwingungszahlen der Nebenttne zu der des Grundfones in
irrationalem Verhiiltnifs stehen, dann setzen sich ihre Schwingungen
nicht zu einer vollkommen periodischen Bewegung zusammen, und
dann ist auch kein vollstindiges Anschliefsen des Bogens an den
Korper moglich.

§ 41. Die Schwingungen der Claviersaiten.

Die Claviersaiten werden dadurch in Bewegung gesetzt, dals
sie durch den Schlag der Himmer getroffen werden, und zwar
meistentheils an einer Stelle, die ziemlich nahe am Knde der Saite



184 ZWEITER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. § 41,

liegt. Der Schlag des Hammers ist ein Stofs, allerdings nicht von
einer ganz harten elastischen Masse, sondern in unseren neueren
Clavieren von einer weichen Fliche, da der Kopf des Hammers mit
weichem Leder itiberzogen ist. In den iilteren Clavieren, den soge-
nannten Spinets war es dagegen ein metallner Stift mit ziemlich
schmalem Kopf, der sich anlegte, und in den alleriiltesten Formen
blieb dieser metallene Stift auf der Seite liegen, so dals er den
Steg bildete. Er hatte durch seine Lage Einfluls auf die Hihe des
Tones der Saite. Wir wollen zuniichst annehmen, dals wir es hier
mit einem schmiileren oder breiteren Hammer zu thun hiitten,
welcher einen Punkt der Saite trifft und durch den Stofs ihm eine
Geschwindigkeit mittheilt. Der Stols harter Koérper geschieht ja so
schnell und ist auf so kurze Zeit begrenzt, dafls der gestolsene
Korper, welcher dabei in Bewegung gesetzt wird, eigentlich diese
Bewegung anfiingt und seine volle Geschwindigkeit erreicht, ohne
dafs er dabei seinen Ort wesentlich veriindert hat. Man kann mit
guter Annitherung an die Wirklichkeit annehmen, dafs die gestolsene
Stelle der Saite plotzlich eine Geschwindigkeit bekommt.

Es sei nun 4 die Seitenabweichung, so ist, wie oben in § 37 ge-
zeigt wurde,

n = >[4, -sinpaz.cosnat -+ By.sinpaz.sinnat],
a

vorausgesetzt, dafs die Enden der Saite fest sind. Es ist dabei,
wenn ! die Saitenliinge bezeichnet, p fur T geschrieben. Wenn nun

die Saite nach unserer Annahme im Zeitpunkt £ = 0, wo sie an-
geschlagen wird, sich noch nicht wesentlich von ihrer Gleichgewichts-
lage entfernt hat, so werden die Anfangswerthe von 5 fiir £ = 0 auch
gleich Null sein, und daraus folgt, dafls alle Coefficienten 4, ver-
schwinden und nur der zweite Theil der Reihe stehen bleibt, so dals

y= > B, -sinpaz.sinnal (232)
Daher ist die Geschwindigkeit durch die Formel gegeben:

=—3-:‘-'=2nnﬂa-siupa.r-cosnnt. (233)

v
Wenn nun die Geschwindigkeit » zur Zeit =0 als Function von z
gegeben ist, so sind demgemiifs die Coefficienten B, zu bestimmen.
Wir beschriinken uns zuniichst auf den Fall, das ¢ nur in einem



§ 41, DIE SCHWINGUNGEN DER CLAVIERSAITEN. 135

sehr schmalen Theil der Saite von Null verschieden ist. Dann er-
halten wir den Coefficienten B, aus der Gleichung:

; l
fv-sm P9z .da = O B,-nq. (234)

0

In dem Falle, dafs die angeschlagene Stelle sehr klein ist, wie es
bei den alten Spinets der Fall ist, werden wir in dem Integral den
trigonometrischen Factor sin (p ¢ #) mit dem Werthe einsetzen kinnen,
welchen er im Mittelpunkte der geschlagenen Stelle hat. Ist die
geschlagene Stelle bei # = a, so bekommen wir also

; l
smpqa-fvdm- =-2--Bq-nq. (234a)

Unter diesen Umstiinden wiirde das Integral von dem Index ¢ un-
abhiingig sein, und es wiirde einen bestimmten Werth haben, der
die Intensitiit des Stofses darstellt und mit 7 bezeichnet werden moge.
Die Coefficienten sind also:

-“‘“—E—"i. I= fz B, n. (234D)

Wir bekommen also in diesem Falle eine Reihe von Coefficienten,
welche bei steigenden Werthen von ¢ nur wie die erste Potenz von ¢
abnehmen. Wenn wir streng vorgehen und annehmen wollten, dals
nur ein einziger Punkt der Saite gestofsen wiire und (Geschwindigkeit
bekommen hiitte, dann wiirden wir eine nicht unbedingt convergente
Reihe haben. In einem solchen Falle werden nothwendig die hohen
Obertone verhiilltnifsmiifsig sehr stark werden. Es ist nun auch der
Klang einer solchen mit Metallstiften angeschlagenen Saite stark
klimpernd; das ist eine Klangfarbe, welche auf eine grofse Menge
von Obertdnen hinweist. Anders ist es, wenn mit einem weichen
Hammer angeschlagen wird, also eine breitere Stelle in Bewegung
versetzt wird. Um unbedingt convergente Reihen zu erhalten, wollen
wir diesen Fall behandeln, wobei man dann die Ausdehnung der
getroffenen Stelle so eng machen kann, wie man will. Wir wollen
annehmen, dafs die von der Mitte des Hammers getroffene Stelle
am stirksten in Bewegung gesetzt wird, und dafs von dort aus nach
beiden Seiten hin die Anfangsgeschwindigkeit abnimmt. Bei der
weichen Beschaffenheit des Hammers kinnen wir im Allgemeinen
nicht genau angeben, wie die Geschwindigkeit vertheilt sein wird.
Man erkennt, dafs bei den tieferen Theiltonen, fir die sin paw
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innerhalb des vom Hammer getroffenen Stiickes nur sehr wenig
veriinderlich ist, es keinen wesentlichen Unterschied machen wird,
wie die verschiedenen Theile der gestofsenen Stelle in Geschwindig-
keit versetzt werden. Fiir die Wellen mit kurzen Wellenlingen
dagegen, fiir welche sin paz in der Breite der gestofsenen Stelle
mehrfach sein Zeichen wechseln kann, wird ein grofser Theil des
Integrals fwsinpaz.d sich wegheben dadurch, dafs positive und
negative Glieder hinter einander folgen. Wir kionnen uns einen
Ausdruck bilden, welcher anzeigt, dafs wir es mit einer Geschwindig-
keit zu thun haben, welche an der Stelle z = a ihr Maximum hat
und in geringer Entfernung davon schnell abnimmt. Wir kinnen

z. B. fiir x=a-——hls:c_.a+

v=1D0.cos [h(z—a)]

setzen, worin b die Amplitude der Stofscurve bezeichnet, und

v=10
aulserhalb dieses Intervalls annehmen,
Dann wird
ais _2_-'_:....
{ :
.—2.Bq.n.q=[1fampqz.cos{k{m—a)]dz (235)
a - ‘—_‘-“I
oder
&

o
; B,.n.q e f{uin (g + B)z — ah] + sin[(pg — k)z + ak]}dz (235a)

Ty
Daraus folgt
l b
—2-.Bq.u.q=——2-- r;-l-k 08 [(pq + h)x — ah]
(285D)
b
T cos[(pqg — )@ + ak].

Werden die Grenzen eingesetzt, so liefert der erste Cosinus:

003(1“![‘3 J o ]-I-' ;—) - cos(pq[a— _;:k_] - —72!-)

i

- :
sinpga. cos -~
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und der zweite Cosinus:

& i n 7 : m 4 VL4
08 pq_a+ oh 9 -—LOB(]JQ-G-“ 9% 3
— 0 so8 LA,
4+ 28 pqga. cos WA
Also wird die Gleichung (235b)
l 1 ; pqm
—:Z—Bq.n.q— + b. T 8in pga. cos =5
1 : pPqm
-—D.ﬁ:};.sm Pqa. cos —
_— 1 S TS R LT e SR ) .{’ G.E_
= bsinpga. Py T s i . 008 =5
- 2h pqm
= —D.sinpqa. P £ 008 S5 (285¢)
Mithin
2 b.sinpga 2h pqm "
qu = ‘—‘— T_—' ?F—;Tn'-cosw' (23|)d)

Man ersieht daraus, dafs fiir die grifseren Werthe von ¢ die Coeffi-
cienten B abnehmen wie ¢*. In der Reihe fiir die Geschwindigkeit
werden die Coefficienten abnehmen wie ¢% In der That haben wir
hier keine Spriinge in der Geschwindigkeit, sondern die Spriinge be-
treffen erst die zweiten Differentialquotienten, welche an den Riindern
der Curve plétzlich Null werden. Ferner ergiebt sich aus dem Aus-
druck fir B, dals es verschwindet, wenn sin pga = 0 wird, a also

gleich einem Vielfachen mnqi ist, d. h. wenn der Anschlag in einem

Knotenpunkt des g'*» Tones erfolgt, desjenigen Tones, dessen Ampli-
tude wir hier eben bhetrachten. Ks werden also diejenigen Téne
nicht zum Vorschein kommen, deren Knotenpunkt angeschlagen wird.
Das giebt uns schon ein Mittel, um zu vermeiden, dals die hohen
Oberténe entstehen, Die Obertine nehmen im Allgemeinen an
Stiirke ab., Der siebente und achte Oberton, die etwas mehr als
einen ganzen Ton auseinander liegen, sind etwa die tiefsten unter den
Obertonen, die den Klang weniger musikalisch machen, die als Disso-
nanzen wirken., Schligt man nun die Saite zwischen dem Knoten-
punkt des siebenten und achten Obertones an, so wird sinpga fir
¢="T und ¢ =8 klein und der siebente und achte Ton werden relativ
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schwach werden. Deshalb ist in der That bei den modernen Clavieren
eine solche Anschlagsstelle gewithlt. Wenn man die Art, wie der
Hammer stifst, seine Breite und Weichheit richtig regulirt, so wird
man bewirken konnen, dals die Geschwindigkeit innerhalb der ge-
stolsenen Stelle von Punkt zu Punkt in gewisser Weise sich ver-
findert, und dadurch kann man die Intensitiit der hervorgerufenen
Oberténe reguliren. Die Begleitung des Grundtones durch die
ersten vollkommen harmonischen Obertone ist im Ganzen vortheilhaft.
Es werden niedrigere Oberténe sein, deren Anschlag man zu be-
giinstigen sucht, und meistentheils sind die neueren Claviere so
eingerichtet, dals der dritte und vierte Oberton durch die passende
Wahl der Weichheit des Hammers begiinstigt werden.

Man kann also die Klangfarbe der Claviertone dadurch verfindern,
dafs man den Hammer mehr oder weniger breit und hart macht.
Hiirtere Himmer und schmalere Himmer werden im Allgemeinen
hihere Obertone geben. Man gebraucht sie namentlich da, wo man
schiirfere Téne hervorbringen will, Téne mit mehr Obertinen, welche
zwar nicht ganz weich klingen, aber mehr durchdringende Kraft
haben. Bei Concert-Fligeln werden die Hiimmer deshalb etwas
hiirter gemacht, withrend man bei Fliigeln, die im Zimmer gebraucht
werden, weichere Tone vorzieht und daher auch weichere und
breitere Hiimmer benutzt.

Es wird auch oft von Variationen der Klangfarbe gesprochen,
die durch den Anschlag hervorgebracht werden. Man kann in der
That auf demselben Clavier durch eine geiinderte Anschlagsweise
andere Tone hervorlocken. Miglicher Weise kann dieses davon
herrithren, dafls bei grifserer Geschwindigkeit, welche keinen Druck
mehr hinter sich hat, — wenn also der Spieler so auf die Tasten
schliigt, dafs der Hammer in die Hohe schnellt und die Saite er-
reicht, ohne dafs die Taste noch weiter gedriickt wird, — die Ver-
theilung der Geschwindigkeiten lings der gestofsenen Stelle eine
andere ist als bei anderer Anschlagsweise.

Die stirkere Iiille der Oberténe am Clavier kann man leicht
priffen, wenn man den Anschlag auf die Tasten bei gehobenem
Diimpfer des Instruments macht und sich dann auf der Saite die
Knotenpunkte sucht. Sie sind sehr leicht zu finden. Man braucht
nur eine Taste wiederholt anzuschlagen und den Finger auf der Saite
zu verschieben, um die Stellen heraunszufinden, welche man berithren
muls, damit der eine oder andere Oberton ungestirt zum Vorschein
kommt. Dadurch kann man auch die relative Stiirke der Obertine
kennen lernen; die Octave ist meistentheils sehr kriiftig und gewthn-
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lich auch noch der dritte Oberton, withrend vom vierten ab die Inten-
sitit merklich nachliifst. Man kann iibrigens das Clavier, dessen
Diimpfer man aufgehoben hat, auch benutzen, um herauszubringen,
welche Obertone in den Ténen vorkommen, die im Zimmer entweder
von anderen Musikinstrumenten oder von der menschlichen Stimme
erregt werden, da die Saiten des Claviers leise mitschwingen. Man
kann das Schwingen entweder fithlen oder auch hiren, nachdem der
fremde Ton aufgehort hat, Man kann es z B. benutzen, um die
Obertone aus den zusammengesetzten Tonen der menschlichen Stimme,
aus den Vocaltinen heraus zu hren. Wenn man niimlich mit kriif-
tiger Stimme auf eine der Noten des Claviers, nachdem man das
Pedal gehoben hat, so dafs siimmtliche Saiten frei schwingen kiinnen,
in der genauen Tonhéhe den Vokal e ins Clavier singt, so hort
man das Clavier nachklingen, und zwar antwortet es deutlich
mit dem Vocal @ und bei o mit dem Vocal o. Die Vocale a, o, u
sind ziemlich gut herauszubringen, d, ¢, ¢ sind undeutlicher. Man
kann sich auf diese Weise leicht iiberzeugen, dafs Zusammensetzungen
solcher Tone, die als Obertine in den gesungenen Vocalen vorkommen,
in der angegebenen Weise die Vocalfarbe, also den eigenthitmlichen
Charakter des Klanges, bedingen, der die verschiedenen Vocale der
menschlichen Stimme von einander unterscheidet, s ist nur ganz
wesentlich, dafs man genau die Tonhthe der betreffenden Clavier-
saite trifft.

§ 42, Die Schwingungen belasteler Saiten.

Wir wollen nun die Schwingungen einer Saite betrachten, welche
nicht gleichmiifsig in ihrer Liinge ist, sondern an einer Stelle eine
kleine Belastung hat. Man braucht bei einer dinnen Metallsaite
nur ein ganz kleines Wachskiigelchen auf einen Punkt der Saite
anzukleben, so findet man, dals dann die Saite erstens natiirlich
tiefer klingt, weil eine grifsere Masse zn bewegen ist, aber dafs sie
auch ganz eigenthiimlich verdorben klingt. Sie hat einen kessel-
ihnlichen Klang erhalten statt des hellen, klaren, harmonischen,
den sie bisher hatte, und wenn man die Oberténe untersucht, findet
man, dafs sie irrationale Verhiiltnisse der Schwingungszahlen besitzen.

Die Bewegungsgleichungen lassen sich leicht bilden. Wir werden
auch hier die Enden der Saite als fest zu betrachten haben und
wollen die z-Coordinaten von dem Ende M (Fig. 19) an rechnen
unfl die Entfernung des Gewichts von diesem Anfangspunkt mit a
bezeichnen.



140 ZWEITER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. § 42,
Vom Punkte M bis zu dem belasteten Punkte hin haben wir
es mit einer Bewegung zu thun, welche fiir eine freie Saite gilt,

M~ N
Fig. 19.

nimlich, wenn die Geschwindigkeit fiir ¢= 0 als verschwindend

klein vorausgesetzt wird,

0<® <a
7, = A-sinpx.cosnt (236)

und fiir den Theil zwischen der belasteten Stelle und dem KEnde N
ebenso:

s ;:f—: B.sinp(l—x)-cosnt (237)
Hierin sind p, welches die Wellenlinge bestimmt, und =, die
Schwingungszahl, durch die Gleichung verbunden n=p.¢, wo ¢ die
Gteschwindigkeit bezeichnet, mit der eine Welle auf der Saite ent-
lang liiuft.

Wir wissen schon aus allgemeinen Siitzen, dafls das Integral
von der Art sein muls, dafs keine Phasendifferenz zwischen den
verschiedenen Theilen existirt. Dann wird in dem Punkte a selbst
das #, einmal ausgedriickt durch

e = A-sinpa.cosni (238a)
und andrerseits durch
Na = B.sinp(l —a).cosnt. (238h)

Das Verhiiltnifs 4: B wird daher durch die Gleichung ge-
geben sein:

A.sinpa= B.sinp(l—a). (239)
Wir konnen also setzen:
. H o i,
sinpa sinp(l — a)

Nun wird aufserdem fiir den beschwerten Punkt eine besondere
Bewegungsgleichung aufzustellen sein. Wenn die Saite abgelenkt
ist und in dem beschwerten Punkte einen Knick macht, so werden
beide Enden der Saite, wenn sie eine nach oben gehende Ecke bilden,
durch ihre Spannung einen Zug ausitben, der eine abwiirts gerichtete
Componente hat. Wir werden also, wenn m die Masse der be-

2
schwerten Stelle bezeichnet, m% gleich der Summe der beiden

Componenten zu setzen haben, welche diesen Punkt nach abwiirts
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zu ziehen suchen. Ks bezeichne S die Spannung der Saite. Hier
kommt aber von der Spannung nur die Componente in Betracht,
welche nach abwiirts gerichtet ist. Wir werden also die Spannung mit
dem Sinus des Winkels ¢ multipliciren miissen, welchen die Saite mit
der Horizontallinie bildet. Nun ist aber tge = -&;—J und da e« ein
sehr kleiner Winkel ist, da wir nur kleine Elongationen der Saite
betrachten wollen, werden wir den Sinus mit der Tangente vertauschen

ktnnen und setzen:
d*y d 1, d, &
T e (“ o T 7:3-.‘) (94

Fir 9, = Asinp z cosnt und #, = Bsinp (I — «) cos nt erhalten wir
demnach an der Stelle = a, wenn fiir 4 und B die gefundenen
Ausdriicke eingesetzt werden:

(0
—m. C.n*. cosnt = S(—-p—.-—— —~cospa

sinpa
(241)
BOLY . S8 cos (t—a)) cos n
sinp (I — a) ¥ d
oder indem wir beide Seiten durch Ccosnt dividiren:
ot g Pe008Pa _ p.oosp(i—a)) (241a)
sinp a sin p (I — a)

Nun ist aber n = p.¢, daher ergiebt sich die Gleichung

cospa  cosp(i—a) (241 b)
sinpa  sinp(l—a) 5

—m.p.c® = S(—-

oder
mpo* = 8. (cotgpa+cotgp(l—a)) = Sé"i'tﬁzé_iﬂ(f—-_a)' (241¢)
Aus dieser Gleichung kann p und damit die Schwingungs-
zahl n bestimmt werden. Die Anzahl und Lage der Wurzeln
lifst sich einigermafsen dadurch iibersehen, dafs wir uns beide
Seiten der Gleichung graphisch dargestellt denken durch Ordinaten
zu der Abscisse p. Die linke Seite ist durch eine gerade Linie dar-
gestellt, die je nach dem Werthe von m¢* mehr oder weniger steil
ansteigt von p = 0 bis p = oo. Auf der rechten Seite haben wir
2 Cotangenten von Bogen, welche beide proportional p steigen, aber
mit verschiedenen Factoren. Nun ist die Cotangente unendlich,
wenn der Bogen Null ist, nimmt mit wachsendem Bogen ab und wird,
wenn die halbe Peripherie abgelaufen ist, negativ unendlich. Dann
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wiederholt sich periodisch derselbe Verlauf. Tragen wir zuniichst
die beiden Cotangenten der rechten Seite fiir sich auf, so ist die Periode
der einen gleich -:, die der andern gleich J—i—a- zu setzen. An den
Stellen, wo eine der beiden Cotangenten unendlich wird, wird noth-
wendig auch die Summe unendlich und zwar in derselben Weise,
so dafs bei der Unendlichkeitsstelle der Werth der Summe mit
wachsendem p von — oo auf + oo springt. Zwischen zwei auf einander
folgenden Unendlichkeitsstellen mufs daher die Summe alle Werthe
zwischen + oo und — oo annehmen und die Curve, welche die
rechte Seite darstellt, mufs in jedem dieser Intervalle die gerade
Linie schneiden, welche die linke Seite darstellt. Da ferner der
Differentialquotient

a l—a

" sin’pa  sin’p(i—a)
nur negative Werthe hat, so liegt zwischen zwei Unendlichkeitsstellen
nur ein einziger Schnittpunkt. Jeder Schnittpunkt entspricht einer
Wurzel der Gleichung,

Etwas einfacher wird die Uebersicht, wenn man annimmt, dals
die beiden Intervalle gleich sind, dafs also das Gewicht in der Mitte
der Saite liegt. Dann wird die rechte Seite der Gleichung in

2 S ctg -P;— itbergehen.

Die graphische Darstellung ist durch
Fig. 20 gegeben. Ks ist leicht zu sehen,
" dals in den spiiteren Intervallen diese
Schnittpunkte sehr hohen Werthen der
betreffenden Cotangenten entsprechen, also

) s
nahezu den Werthen von 1-2— angehiren,

0TI TN, fir die der Werth der Cotangente un-
AVEE endlich wird, so dals also fiir die hisheren

l
Téne sehr nahe Z-- =ax und mithin

2
e ol Y
sehr nahe sin s 0 wird. Der Werth
von p wird immer etwas grofser sein
Fig. 20, 2_nn_

miissen als = -

Durch die Kenntnifs dieses ersten Nitherungswerthes findet man
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nun auf folgende Weise rasch die genaueren Werthe von p. Man
setzt in der Gleichung

mpe* = 2Scotgp§£

auf der linken Seite fiir p den Nitherungswerth -?—j T ein und be-

stimmt einen zweiten Nitherungswerth p,, so dals

m— ¢? = 2 8 cotg ?é_l

; - - 2 ; 2a7
und zugleich p, ein wenig grolser ist als —32 Den so gefundenen

zweiten Nitherungswerth setzt man abermals in die linke Seite der
(leichung ein und bestimmt einen dritten Nitherungswerth p,, so dals

mp, ¢® =2 S cotg }-,-’2-1—

und zugleich p, nur wenig von p, verschieden ist, was immer miglich
sein mufs. So fortfahrend nithert man sich alsbald einem festen
Werth p, fiir den

mpe? =2 Scnt.g%l--'

Fiir die niederen Tine, welche die Saite hervorbringt, fithrt
die Rechnung nicht so schnell zum Ziel.
Der kleinste Werth von p ist, wie aus Fig. 20 entnommen

werden kann, kleiner als zi - Der Werth -T— selber wiirde dem Grund-

ton der unbelasteten Saite entsprechen. KEs wird also durch die Be-
lastung der Grundton tiefer, wie sich auch dadurch erkliirt, dals die
Saite durch die Belastung ein grofseres Triigheitsmoment bekommt
und ihre Bewegung langsamer geschehen mufs. Je hohere Ober-
tone man betrachtet, um so mehr niihern sich die Werthe von p
den Werthen, die bei unbelasteter Saite den ungeraden Obertonen
entsprechen. Alle geraden Oberténe kimnen, da sie in dem be-
lasteten Punkt einen Knotenpunkt haben, ungestort auch auf der
belasteten Saite bestehen.

Das physikalisch Wichtigste an diesen Ueberlegungen ist, dals,
wie wir uns hier iiberzeugen, schwingende Korper vorkommen kiinnen,
welche irrationale Tonverhitltnisse haben. Kine ganz kleine Aenderung
in der Massenvertheilung kann einen harmonisch tinenden Korper in
einen unharmonischen verwandeln. Dem Ohr verriith sich dieses
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dadurch, dafs hier bei der Saite eine Klangfarbe entsteht, die man als
kesselartig zu bezeichnen pflegt, und die einen weit weniger angenehmen
Eindruck auf das Ohr macht, als die regelmifsigen T6ne der un-
belasteten Saite. Die gesammten Bewegungen einer belasteten Saite
konnen nicht mehr periodisch sein, da die Perioden der Nebentone,
welche auf ihr erregt werden knnen, in irrationalem Verhiiltnifs zu der
Periode des Grundtones stehen, Dadurch hort eben der musikalische
Charakter auf. Man kann auch die Methode nicht mehr brauchen,
welche wir entwickelt haben, um die Convergenz einer Reihe zu
beweisen, die den Anfangszustand der Saite darstellt. Man kann
zwar eine solche belastete Saite von einem beliebig gewithlten An-
fangszustand ausgehen lassen, und es lifst sich auch, wenn man
weils, dafs der Anfangszustand der Saite durch eine nach den
Sinus der Oberténe entwickelte Reihe dargestellt werden kann, die
Methode iibertragen, welche man braucht, um die Coefficienten zu

finden; aber der Convergenzbeweis und der Beweis, dafs die Reihe

wirklich den verlangten Werth giebt, lifst sich in diesen Fillen
nicht in derselben Weise fithren. Ks wird dabei sehr darauf an-
kommen, dafs man keines von den Gliedern vergifst. Man muls sich
iiberzeugen, dals es nun nicht noch andere Werthe der Schwingungs-
dauer giebt als die, welche man als Wurzeln der irrationalen Glei-
chung gefunden hat, sonst wilrde die Losung unvollstiindig sein.

Man kann sagen, dafs die Korper, welche harmonische Ober-
tone geben, eine Ausnahme bilden, und dafs bei Weitem die
meisten Korper, welche im Stande sind, elastische Schwingungen
auszufithren, Glocken, Platten etc., unharmonische Obertone geben.
Wenn man ihre Gestalt veriindern kann, wie das z. B. bei den Glocken
dadurch geschieht, dals man die Verhiiltnisse der Dicke veriindert
und etwa den Grund der Glocke und den Schlagring dick, und da-
zwischen die Wiinde diinn macht, so kann man empirisch die Form
herausfinden, bei welcher die ersten Obertone harmonisch werden,
und die Glocke verhiiltnifsmiifsig einen guten Klang hat.

§ 43. Die Mittheilung der Schwingungen einer Saite an den
Resonanzboden und an die Luft.

Nun ist noch auf einen andern Fall, welcher die Schwingungen
der Saiten betrifft, einzugehen, der ebenfalls gewisse wichtige Kigen-
thiimlichkeiten hat. Wir wollen annehmen, wir hiitten eine Saite,
die auf einen beweglichen Steg aufgesetzt sei, der auf dem Reso-
nanzboden liegt, und dieser Resonanzboden soll mit einer breiten
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Fliiche auf die Luft wirken, so dafs von der Saite zuerst der Steg
erschiittert wird, und von diesem die Luft. Es wird dann also von
dem Ende der Saite lebendige Kraft auf die Luftmasse des Zimmers
hiniiber geleitet werden, und diese lebendige Kraft wird nothwendig
der Saite verloren gehen.

Die Kraft, mit der die Saite auf den Steg, den wir bei o =1
annehmen, driickt, ist die senkrecht zur z-Axe gerichtete Compo-
nente der Spannung S. Diese ist gleich der Spannung multiplicirt
mit dem Sinus des Winkels, den die Saite mit der z-Axe macht.
Fiir kleine Winkel konnen wir statt des Sinus die Tangente nehmen
und also die Kraft gleich

dny
B

setzen. Das Zeichen ist so gewiihlt, dafs die Kraft in Richtung der
wachsenden # positiv gerechnet wird.

Die Kraft bringt eine Bewegung des Steges hervor. Zugleich
wirkt auf die Bewegung des Steges eine elastische Kraft, die von
der Biegung des elastischen Resonanzbodens herrithrt, auf dem der
Steg ruht. Wir setzen sie der Excursion des Steges proportional
und haben das Zeichen so zu bestimmen, dals die so dargestellte
Kraft den Steg in die Gleichgewichtslage zuriickzufithren strebt.
Endlich setzen wir den Luftwiderstand der Geschwindigkeit des
Steges proportional und in seiner Richtung der Geschwindigkeit
entgegengesetzt. Ist m die bei « = bewegte Masse, so haben wir die
Grenzbedingung

o* 0 0

Wir wollen annehmen, dals am anderen Ende der Saite eine
gezwungene Bewegung mitgetheilt wird durch einen Korper, der
hinreichende Masse und Festigkeit hat, um die Saite so mitzunehmen,
dafs der Widerstand der Saite gegen die Schwingung des aufgesetzten
Korpers verschwindet. Nahehin ist diese Bedingung erfiillt, wenn
man die Saite an irgend einer Stelle dadurch begrenzt, dals man
den Stiel einer Stimmgabel aufsetzt, dem man am Hufsersten Ende
die Form eines Saitensteges gegeben hat. Man schiirft den Stiel mit
der Feile zu, so dafs er eine scharfe Kante bildet und macht dann
einen kleinen Kinschnitt in die scharfe Kante, in dem die Saite ein-
liegen kann. Es ist vortheilhaft, dafs man von der Hand, welche
die Stimmgabel hilt, noch einen Finger benutzt, um die Saite an

H. v. Hetunorrz, Theoret, Physik, Bd. 1L 10
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den Stiel anzudriicken. Man hebt dadurch gleichzeitig auch die
Schwingungen auf, welche dieser Theil der Saite ausfithren konnte.
Dadurch bewirkt man, dals der Berithrungspunkt der Stimmgabel
zum Endpunkt der Saite wird,

Die Stimmgabel ist ein Korper von sehr viel grifserer Masse
und sehr grolser Festigkeit, der durch seine Schwingungen mit grofser
Kraft hin- und hergetrieben wird. KEs wird dadurch das Ende der
Saite durch eine iiberwiegende Kraft erschiittert, und wir werden
also bei # =0 den Werth von 5 der Bewegung der Stimmgabel
entsprechend zu setzen haben, was wir so ausdriicken kinnen:

7 = Asinnt (fiir 2=0).

Im Uebrigen geschieht die Bewegung der Saite nach der Differential-
gleichung
0y

0%y
T

e

wie im § 86 gezeigt wurde.
Um dieser Differentialgleichung und zugleich den Grenzbe-
dingungen zu geniigen, setzen wir

n=Acospz.sinnt 4 Fsinpz.sinnt 4 Gsinpz.cosnt, (243)

wo 4, F, G zu bestimmende Constanten sind und p fiir n. l/g ge-

schrieben ist, Fir z = 0 erhalten wir
7 = Asinnt,
wie die eine Grenzbedingung es verlangt. Ks ist daher nur noch
der zweiten Grenzbedingung bei @ = ! zu geniigen. Diese ergiebt:
—mn*[Acosplsinnt 4 Fsinplsinnt 4 Gsinplcosni]
=+ pSAsinplsinnt—pSFcosplsinnt —pSGcosplcosnt
— f[*Acosplsinnt — 2 Fsinplsinnt — [ Gsinplcosnt
—ng*dcosplcosnt — ng® F'sin plcosnit + ng* G sin plsin nt

(244)

Sowohl die Coefficienten von sinn¢ wie auch diejenigen von
cosnt¢ miissen auf beiden Seiten einander gleich sein.
Mithin ist
—mn*[Adcospl+ Fsinpl]=(pSA—f*F+ ﬁg’ G)sinpl
—(pSF+ f* A)cospl
—mn*Gsinpl= — (2@ + ng*F)sinpl
—(pSG + ng* A)cospl

(245)
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Das sind zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten F und @G.
Sie kinnen aut die Form gebracht werden:

[(f* —mn*)sinpl+ pScospl]. F—ng*sinpl. @

= [pSsinpl — (f* — mn*)cospl]. A
[(f* — mn*)sinpl 4 p Scospl]. G + ng*sinpl. F

= —ngicospl.d

(245 a)

Definiren wir die Hilfsgrofsen ¢ und % durch die Gleichungen:

o 2 _ 0
f*—mn (,c?)sk (246)
pS = Usink
s0 kinnen wir schreiben:
Osin(pl + k). F—ng*sinpl. G = — Ccos(pl+ k). A 245D
Csin(pl+k).G +ng?sinpl.F= —ngcospl. A }
Nach F und G aufgelost, liefern diese Gleichungen:
B LIAEPELI0 + W PR ART 4
T T T Cfsin?(pl + k) + nPgtsinipl 2 2
AP DY (247)
G = g* Usin

T C%sin? (pl + k) + n*gisin?pl i

Der Factor g% dem der Luftwiderstand proportional ist, kann
bei Streichinstrumenten als klein vorausgesetzt werden. Grofse Werthe
von—f— und ——(-:— ergeben sich nur dann, wenn sin(p!+ k) klein

o

ist. Nur dann wird also die Saite zu starkem Mitschwingen durch
die Stimmgabel angeregt. Ist die clastische Kraft /%, mit welcher
der Resonanzboden den Steg in die Gleichgewichtslage zurlickzu-
fithren strebt, grols, so dals /* —mn® grols gegen p S wird, so ist &
in Folge der Gleichungen (246) klein und sin(p! + k) wird nahezu
mit sinp! {ibereinstimmen.

Die Bedingung des starken Mitschwingens geht daher fiir kleine
Werthe von & in die Bedingung iiber, dafs sinp! klein sein muls,
Das heilst nichts anderes, als dals der Ton der Stimmgabel mit
einem der Eigentone der Saite iibereinstimmen muls, die der Saiten-
linge von der Stimmgabel bis zum Stege entsprechen.

Praktisch ist die Sache deshalb wichtig, weil man bei passender
Einrichtung der Saite, die also auf einem relativ festen Stege liegen
mufs, sehr leicht mit einer Stimmgabel, deren Sticl man wie einen
Steg zurecht gefeilt hat, durch Hin- und Hergleiten an der Saite

diejenige Saitenlinge auffinden kann, welche mit der Stimmgabel
10*
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isochron schwingt. Da schwillt niimlich der Ton der Saite sehr stark
an. Den Stimmgabelton hort man sehr wenig; dagegen wird der
Ton der Saite sehr stark horbar. Aufserdem ist zu beriicksichtigen,
dafs die Stimmgabel nur unharmonische Oberténe hat und eben des-
halb nur der Grundton der Schwingungen und nicht ihre Obertone,
an den Resonanzboden des Instruments iibertragen werden kann.
Man mufs nur darauf achten, dafs man mit dem Finger hinreichend
stark gegendriickt, so dafs kein Klirren zwischen der Stimmgabel
und der Saite entsteht. Wenn solches Klirren entsteht, d. i. ein
Springen der Stimmgabel, wobei die Saite losgelassen wird, so giebt
das Schwingungen, welche nicht aus einer einzigen Sinus-Schwingung
bestehen, sondern es treten noch hohe harmonische Oberténe hinzu.
Das giebt sich auch sehr leicht durch die Klangfarbe zu erkennen.
Die Klirrtone sind verhiiltnifsmiifsig scharf und dadurch leicht von
den Tonen zu unterscheiden, welche ohne Klirren auf die Saite
iibertragen werden. Man erhilt natiirlich dieselben verstiirkenden
Tone, wenn man die doppelte Liinge der Saite nimmt und die
Stimmgabel auf den entfernteren Knotenpunkt einsetzt. Wenn es
aber darauf ankommt, die Saitenlinge zu bestimmen, welche dem
Tone der Stimmgabel entspricht, mufs man die kiirzeste Saitenliinge
suchen, welche starkes Mitschwingen hervorruft.

Zweiter Abschnitt.
Die Sehwingungen von elastischen Stiiben und Luftsiiulen.

§ 44. Die Longitudinalschwingungen eines elastischen Stabes.

Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichung fiir die Saite in
§ 86 hatten wir vorausgesetzt, dafs auch longitudinale Verschie-
bungen in Richtung der x-Axe, der Liinge der Saite, vorkommen
kinnen. Wir hatten die entsprechende Verschiebung mit & be-
zeichnet und dann die Bewegungsgleichung (174) gefunden, welche
wir in der Form
08 L8
o o z*

schreiben konnen, wenn a* = i gesetzt wird,
I
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Dieselben Verhiiltnisse liegen nun vor bei der Bewegung eines
elastischen Stabes, der ja auch nicht nothwendig eine Biegung zu
erleiden braucht, sondern bei dem auch allein Longitudinalbewegun-
gen vor sich gehen konnen. Die obige Form der Differentialgleichung
ist, wie wir schon sahen, dieselbe wie diejenige filr die transversalen
Schwingungen einer Saite. Daraus geht hervor, dafs wir die Integral-
formen, die wir fir die transversalen Schwingungen einer Saite
gefunden haben, auf den Fall der Longitudinalgchwingungen eines
elastischen Stabes unmittelbar iibertragen konnen.

Es ergiebt sich wie frither:

£ =P+ al) + Gz —al),

wo a seine Bedeutung als Fortpflanzungsgeschwindigkeit zeigt. s
werden also in dem Stabe einzelne Theile gegen ihre Nachbartheile
verschoben, und diese Verschiebungen werden sich in der Form von
Wellen fortsetzen, die theils nach dem einen, theils nach dem an-
dern Ende ablaufen.

Was nun den Einflufs der Enden des Stabes betrifft, so kénnen
diese verschiedenen Bedingungen unterworfen sein.

Erstens konnen sie ganz festgelegt sein, wie bei der Saite, so
dals sie keine Bewegungen in der Richtung des Stabes machen
konnen. Dann erhalten wir gerade wie oben

E=F(z+ al) — Flat— )
und

0= Flat + 1) — Flat - 1),
wo # = 0 dem einen Ende, z = ! dem andern Ende des Stabes ent-
spricht. Die Bewegung ist aus zwei einander entgegenlaufenden Wellen-
ziigen zusammengesetzt, und wir konnen den Einflufs eines festen Endes
des Stabes in Bezug auf die Wellenziige dadurch bezeichnen, dafs
wir sagen, jede ans Knde laufende Welle wird entgegengesetzt
reflectirt, so dafs longitudinale Schwingungen, welche in einem ge-
wissen Momente gegen das Ende gerichtet sind, am Stabende mit
Longitudinalschwingungen zusammentreffen, welche die entgegen-
gesetzte Richtung haben. Dadurch wird die gesammte Verschiebung
am Stabende gleich Null.

Es sind nun aber auch andere Bedingungen moglich. Eine
Saite, bei welcher wir Querschwingungen beobachten wollten, mufste
gespannt sein und daher mulsten die Knden festgelegt werden, um
den Zug anzubringen, der auf die Saite einwirkt; aber einen longi-
tudinal schwingenden Stab brauchen wir nicht zu spannen, um diese
Art von Schwingungen moglich zu machen. Deshalb kann ein
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solcher Stab auch mit freien Enden schwingen. An einem freien
Ende des Stabes kann keine Verdichtung und Verdiinnung statt-
finden, also auch keine Druckkraft entstehen, welche auf den Stab
wirkt, und es mulfs daher die Kraft, die auf das freie Ende des
Stabes einwirkt, gleich Null sein. Nun war der Druck in einem
0§
O

Dieser Differentialquotient driickt, wenn er positiv ist, die
relative Verliingerung, wenn er negativ ist, die relative Verkiirzung
aus. Die Kraft, die auf den Querschnitt wirkt, ist dieser Ver-

lingerung oder Verkiirzung proportional. Damit nun gi an dem
Ende Null sei, haben wir & aus zwei entgegengesetzt laufenden
Wellen zusammenzusetzen, von denen die eine die Reflexion der
andern ist, aber nicht mit entgegengesetztem & wie im ersten Fall,
sondern mit gleichem & Wenn z. B, bei =0 ein freies Ende

liegt, so ist zu setzen:
E=Fx+ at) + Flat — 2);

43
oz

Daraus folgt eine gewisse Verschiedenheit in dem Verhalten
der schwingenden Stitbe, je nachdem beide Enden fest gelegt oder
beide frei sind, oder das eine fest gelegt und das andere frei. Haben
wir einen Stab, der an beiden KEnden befestigt ist, wie es die be-
trachtete Saite war, so wird eine Welle, die gegen das eine Ende
liuft, von diesem Ende entgegengesetzt zuriickgeworfen werden, wird
nach dem andern Ende fortlaufen, und wieder entgegengesetat
reflectirt werden, so dafs sie dann schliefslich in derselben Gestalt,
in der sie ausgegangen ist, wieder ankommt. Ks wird also eine
ganze Periode vollendet sein, nachdem die Welle zweimal die Liinge
des Stabes durchlaufen hat, und die Dauer der grifsten Periode
fiir die Schwingung eines solches Stabes wird also durch die Zeit
gegeben sein, welche die Welle braucht, um zweimal die Liinge des
Stabes zu durchlaufen. Nun ist es natiirlich auch méglich, dafs der
Stab sich in zwei Hiilften theilt, in denen gleiche Wellen laufen,
so dals die Zwischenzeit halbirt wird, oder dafs der Stab sich in drei
Theile theilt u.s.f. Aehnliche Verhiiltnisse bestehen, wenn der Stab
an beiden Enden frei ist. Wenn wir dann eine Welle betrachten,
die gegen das Ende des Stabes abliiuft, so wird sie reflectirt werden,
aber in derselben Gestalt, nur wird sie nach der Reflexion sich in

Querschnitt proportional gefunden,

denn es ist dann fiir # = 0 fir alle Werthe von ¢ gleich Null.




§44, DIE LONGITUDINALSCHWINGUNGEN EINES STABES, 151

entgegengesetzter Richtung fortpflanzen. Wenn sie wieder an die
erste Stelle kommt, so wird noch nicht derselbe Zustand eingetreten
sein, weil die Welle in der entgegengesetzten Richtung liuft. Sie
muls erst zum zweiten Mal am andern Ende reflectirt werden, um
mit dem gleichen Sinn der Elongation auch gleiche Fortpflanzungs-
richtung zu bekommen. Wenn sie dann einmal hin und her ge-
gangen ist, also die Liinge des Stabes zweimal durchlaufen hat, so
wird der ganze Stab wieder in den alten Zustand zuriickversetzt sein.
Die Periode des Grundtons ist also die Zeit, in welcher die Liinge
des Stabes zweimal durchlaufen ist. Anders verhiilt es sich, wenn
das eine Ende des Stabes fest gemacht und das andere frei ist.
Dann wird eine Welle, die gegen das freie Ende abliuft, an diesem
in der Weise reflectirt, dals sie dieselbe Elongation bekommt, aber
nach dem festen Ende des Stabes zuriickliuft. Hier wird sie mit
entgegengesetzter Elongation reflectirt werden. Wenn daher die
Welle wieder an ihrem ersten Platze ankommt, so wird sie sich
von ihrem fritheren Zustand dadurch unterscheiden, dafls sie jetzt
die entgegengesetzten Klongationen hat. Sie mufs nun erst noch
einmal nach dem freien Ende laufen, wieder zuriickgeworfen werden
und erst, wenn sie zum zweiten Mal vom festen Ende des Stabes
zuriickgeworfen ist, und also zweimal ganz hin und her gelaufen
ist, d. h. viermal die Liinge des Stabes durchlaufen hat, wird sie
wieder den ersten Zustand des Stabes vollstiindig repriisentiren.
Daraus folgt, dafs ein Stah, dessen eines Knde frei, dessen anderes
Ende befestigt ist, Liingsschwingungen ausfithren wird, welche eine
doppelt so lange Periode haben, als die des an beiden Knden fest-
gemachten oder an beiden Enden freien Stabes. Diese Ueber-
legung wir dnun auch in der That durch den Versuch bestiitigt: ein-
seitig befestigte Stiibe geben tiefere Tone.

Auch aus der Form des Integrals kann derselbe Schluls ge-
zogen werden.

Es war

§ = F(z + af) + G (@ — al),
Soll nun bei z = 0 ein festes Ende sein, so folgt
Flat)y+ G(—at) =0
und, da ¢ ganz beliebig ist, so ergicbt sich daraus

G —at)= — F(at — ),
mithin
E= F(x+ al) — F(at — ). (248)



152 ZWEITER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT, § 44.
Soll nun bei x = ein freies Ende liegen, so mufs, da
gi =F(c+ al)+ F (at —2),

die Bedingung erfiillt sein
F(l+at)+ Flat—1) =0, (249)

oder, wenn #z fiir at — I geschrieben wird,

F@+2)=—F(@) (2494)
Daraus folgt:
F(x + 21) = — F(z) + Const. (250)
und folglich
F(x + 41) = F(z). (251)

Die Periode der Bewegung ist daher gleich —4;{, also doppelt

so grofs wie in dem Falle, wo beide Enden fest oder beide Enden frei
sind und ebenso grofs wie die Periode eines Stabes mit zwei festen
oder zwei freien Enden, dessen Liinge 21 ist. Ueberhaupt ist der
Ausdruck fiir § von gleicher Form wie der Ausdruck, den wir bei
einem Stabe von der Liinge 27, bei dem beide Enden frei oder
beide Enden fest sind, erhalten haben. Nur kommt hier noch die
Bedingung fiir # hinzu, dafs

F(z + 20) = — F(2) + Const.

ist, die bei dem Stab mit zwei festen oder zwei freien Enden nicht
erfilllt zu sein braucht. Indem wir die Constante in zwei gleiche
Theile theilen, kinnen wir die Gleichung auch in der Form

P+ 20) — % = — (F(z) . —g) (2504)

schreiben. Nun lifst sich — “g‘ mit in die Definition der Function &

aufnehmen. Dann haben wir
P+ 20 = — F(3), (250h)
withrend & denselben Ausdruck behiilt:

E=Fe+at)— Plat — a).
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Entwickelt man F(z) in eine Fourmer'sche Reihe

am X @
Fla) = g A, cos __Qim + B, sin igl—},

so fallen infolge der Gleichung (250b) 4, und alle Glieder weg, deren
21 21

Periode gleich 21, T T ist, und nur diejenigen bleiben iibrig,
deren Periode gleich 41, %E, %—i: —‘:;J-,—-— ist. Umgekehrt, wenn

F(z) nur aus Gliedern der letzten Art zusammengesetzt ist, so ist
die Bedingung (250b) erfiillt. Daher kinnen wir sagen, dafs ein Stab
von der Liinge ¢ mit einem festen Ende bei =0 und einem freien
Ende bei « = I sich, was seine longitudinalen Schwingungen betrifft,
gerade so bewegt wie die eine Hiilfte eines Stabes von der Liinge
21, der beixz = 0 und = = 21 fest ist, wenn alle T6ne, die bei z=1
einen Knotenpunkt haben, nicht miterregt werden.

Durch die Gleichungen (248) und (251) ist auch die Bewegung
eines Stabes dargestellt, der bei z =—1 und z = + ! freie Enden
hat. Denn da

F (5 +20) = — I (3)
oder auch

Fir+l)=—F(x—1,
80 wird gi— bei # = — 1 und z = + I verschwinden. Die Bewegung
eines Stabes von der Liinge ! mit einem festen und einem freien
Ende ist daher auch gleich der Bewegung der einen Hiilfte eines
‘Stabes von der Liinge 2/, dessen Enden beide frei sind.

Man kann durch die Longitudinalschwingungen von Stithen sehr
reine harmonische Tone hervorbringen. Nur ist zu bemerken, dals
eine Befestigung eines Punktes des Stabes nicht immer ganz voll-
kommen erreicht werden kann, weil die steiferen Stiibe, deren
Material den Wellen eine schnelle Fortpflanzungsgeschwindigkeit
giebt, wie Stahl oder Glas, verhiiltnifsmiifsig schwer sind und mit
ziemlich grofser Kraft auf ihre Befestigungsstelle einwirken, so dafs
man die Befestigungsstelle schon sehr massig und stark einrichten
mufs, wenn man erzielen will, dafs keine merkliche Erschiitterung
des befestigten Theiles eintritt. Viel leichter ist es immer zu machen,
dafs man den Stab mit zwei freien Enden schwingen lifst und nun
nur einen Knotenpunkt desselben als Befestigungspunkt benutat.
Man kann ihn zwischen den Fingern halten. Dadurch wird der
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Stab nicht gehindert, seine Schwingungen frei auszufiihren, weil der
festgehaltene Punkt eben in Ruhe bleibt und von den Schwingungen
nicht afficirt wird. Aber bei sehr leichten Stiitben, z B. aus Tannen-
holz, die man zu der sogenannten Holzharmonika braucht, kann
man auch die Enden hinreichend sicher befestigen, Ks ist dieses
deshalb bequem, weil man die Stithe nicht noch besonders zu halten
braucht, withrend man sie anstreicht.

(Genau dieselben Kille hat man bei Torsionsschwingungen von
runden Stiiben zu unterscheiden. Wenn runde Stitbe an einem Ende
eingeklemmt sind, kann man sie durch Reiben mit dem Violinbogen
oder auch mit dem nassen Finger (bei kurzen Stahlstiben geht es
sehr gut mit dem Violinbogen) in Torsionsschwingungen versetzen.
Dabei ist die Kraft, welche das eine Element gegen das andere in
die Gleichgewichtslage zuriickzufiihren strebt, den Unterschieden
der Drehungswinkel proportional. Wenn wir die letzteren mit
bezeichnen und die Liinge des Stabes als Coordinate nehmen, so

3
ist die potentielle Energie proportional (%%) Man bekommt

ihnliche Gleichungen wie die bisherigen, wenn man hé‘_;i mit dem

Triigheitsmoment p fir den Querschnitt des Stabes multiplicirt und

2
gleich einer Constanten & multiplicirt mit gg: setzt:

0w 0w

iy, 7 e (252)

= .
0 a*

Die Gleichung wird ebenso abgeleitet wie die der Saiten-
schwingungen und der Longitudinalschwingungen von Stiben, wo

2
(g—g) der potentiellen Energie proportional war. An einem freien
Ende konnen keine Krifte wirken, da muls f';‘:: =0, und

an dem eingeklemmten Ende @ = 0 sein. Dadurch ergeben sich
also genau dieselben Bedingungsgleichungen fiir die Torsions-
schwingungen der Stibe. Man wiirde da auch darauf rechnen
miissen, harmonische Oberténe zu bekommen, wenigstens bei sehr
langen Stitben, nimlich den ersten, dritten, fiinften u. s. w. Ton bei
Stiiben, welche an einem Ende frei, am andern eingeklemmt sind,
und gleichzeitig auch die geraden Obertine bei solchen Stitben, welche
an beiden Enden eingeklemmt, oder welche an beiden Enden frei sind,



§ 45. DIE SCHWINGUNGEN EINER LUFTSAULE. 166

wobei man aber eine Stelle des Stabes festhalten mufs, in die ein
Knotenpunkt fillt. Praktisch werden iibrigens fast nur die Stiibe
der sogenannten WaearsroNg'schen Stabharmonika gebraucht, Stibe,
welche in festen Holzgestellen mit Resonanzboden stecken und mit
dem Violinhogen gestrichen werden.,

Auf die Theorie der Biegungsschwingungen elastischer Stibe
wollen wir nicht niiher eingehen, sondern nur bemerken, dafs man
auch die gewthnlichen Saiten, wenn man streng verfahren will,
immer als Stibe betrachten mufs, die zwar eine Spannung haben,
aber daneben auch noch vermige ihrer Festigkeit einen Widerstand
gegen die Verbiegung leisten.

§ 45. Die Schwingungen einer Luftsiule.

Die eben dargelegte fiir elastische feste Stibe giiltige Be-
trachtungsweise kann nun mit wenig Aenderungen auf Luftsiiulen
iibertragen werden, welche in cylindrische Rihren eingeschlossen
sind. Sie sind ebenfalls als elastische Massen zu betrachten,
welche, wenn sie irgendwo durch Liingsverschiebungen in den
Rohren zusammengedriingt werden, eine Widerstandskraft erregen
und, wo sie gedehnt werden, einen verminderten Druck erhalten,
und deshalb immer ihre Dichtigkeit auszugleichen streben.

Luftsiiulen mit festen Enden zeigen die Phiinomene sehr leicht.
Man versetzt z. B, die Luft in Glasréhren in Schwingungen. Die
Enden sind dabei mit Stopfen versehen, von denen der eine mit
einem Stabe verschoben werden kann, so dafs man die Liinge
der Luftsiule veriindern und dadurch die Rohren auf eine gewiinschte
Tonhohe abstimmen kann. Die Luft im Innern wird meistens da-
durch in Schwingungen gesetzt, dafs man den Stab, an dem der
als Endverschlufs dienende Kork befestigt ist, durch Reiben in
Liingsschwingungen versetzt. Die Liinge der Luftsiiule wird dann
durch mehr oder weniger tiefe Kinschiebung des Korkes ge-
findert, bis der zugeleitete Ton einem Eigenton der Luftsiule ent-
spricht. Dann entstehen sehr starke Schwingungen, und wenn man
trockene Pulver in die Rohre gestreut hat, so werden diese in
heftige Bewegung versetzt und zeigen ihre schwingenden Ab-
theilungen, so dafs man diese Methode vielfach benutzen kann, um
die Schwingungen sichtbar zu machen und die Wellenliinge fir be-
stimmte Tone zu messen.

Man findet, dafls diese an beiden Seiten gesperrten Luftsiiulen
mit beliebiger Anzahl ihrer Abtheilungen schwingen konnen, welche
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immer einer halben Wellenliinge der Luft entsprechen. Anders ist
es bei einer Luftsiule mit einem offenen Ende. Man kann die
offenen Enden einer Luftsiiule nicht als ganz frei von fremden
Kriiften betrachten, weil in der That hier die Schallbewegung in
den freien Raum ibergeht. KEs ist klar, dafs die Luft am Ende
einer solchen Rihre sehr viel freier ist, als die eingesperrte Luft
im Innern; aber sie ist nicht absolut frei, und dadurch entstehen
kleine Abweichungen von den Gesetzen, die bei einem Stabe gelten,
dessen eines Ende frei ist. Wir werden spiiter auf diesen Umstand
zuriickkommen.




Dritter Theil.
Die Schallbewegung im Raume.

Erster Abschnitt.

Die allgemeinen Formeln.

& 46. Die hydrodynamischen Gleichungen und das
Wellenpotential.

Bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen fiir die Schall-
bewegung konnen wir den Einflufs der Schwerkraft vernachliissigen,
weil die Luft unter dem Einfluls der Schwerkraft schon im Gleich-
gewichtszustande ist, und wir nur die Kriifte zu betrachten haben,
welche Abweichungen vom Gleichgewichtszustande hervorbringen, d. h.,
es kommt nur auf die Aenderungen des Luftdruckes an. Der Druck
ist diejenige Kraft, welche vermdge der Elasticitiit auf die Kinheit
der Fliche ausgeiibt wird. Wenn wir ihn mit p bezeichnen, und
ein Flichenstiick dy dx betrachten, so ist pdydx der Druck, der von
beiden Seiten her auf diese Fliche ausgeiibt wird. Dieser Druck ist
also eine Kraft, bei der die verschiedenen Lufttheilchen oder die Luft-
massen diesseits und jenseits der Fliiche sich im Gleichgewichte halten.
Wenn wir aber ein parallelepipedisches Volumen betrachten, so wird
der Druck auf der einen Seitenfliiche im Allgemeinen von dem auf der
gegeniiberliegenden Seitenfliiche sich unterscheiden. In Folge dessen
wird Bewegung eintreten, Wenn wir auf der Seitenfliche dydx
bei # den Druck pdydx haben, so wird er auf der gegeniiberliegen-

den Fliiche bei 4 dz gleich (p + %dm‘) dydz sein. Ist —g—g— posi-

tiv, so wird der Druck bei z + dz, der das Volumtheilchen in der
Richtung der abnehmenden z zu treiben strebt, iiber demn Druck
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bei z, der es in der Richtung der wachsenden z zu treiben strebt,
iiberwiegen. ks wird also die Kraft

- dp
X=— --az—d.ndyd”

tibrig bleiben, die auf das Volumtheilchen wirkt.

Bei negativen Werthen von —g—-}—;- giebt derselbe Ausdruck die
iibrig bleibende Kraft an, die aber dann in der Richtung der
wachsenden = wirkt, wie das positive Zeichen der Kraft es anzeigt.

Ist & die Dichtigkeit an der betreffenden Stelle, so dafs ¢ dax dydx
die Masse des Volumtheilchens darstellt, so muls die Kraft X gleich
dem Product aus der Masse edzdydx und ihrer Beschleunigung sein.

Sollen nun die Geschwindigkeitscomponenten », », w oder
die Stromungscomponenten, wie wir sie auch nennen kénnen, als
Functionen der Coordinaten z, y, x der betreffenden Stelle des
Raumes und der Zeit betrachtet werden, also unter » die Ge-
schwindigkeit parallel der z-Axe verstanden werden, welche dem in
dem Augenblick ¢ an der Stelle », y, # befindlichen Fliissigkeits-
theilchen zukommt, so ist die Beschleunigung des Fliissigkeitstheil-
chens nicht etwa gleich %?- zu setzen; denn —g'; wiirde die Aende-
rung von u messen, die an der betreffenden Stelle stattfindet. Wir
haben aber hier die Beschleunigung, d. h. die Aenderung der Ge-
schwindigkeit zu suchen, welche das fortschreitende Partikelchen hat.
Dieses #indert mit der Zeit seinen Ort. Zur Zeit ¢ 4 dt sind seine
Coordinaten gleich @ - udt, y 4 vdi, x 4 wdt geworden.

Wenn wir dies beriicksichtigen, so ergiebt sich fiir die Aende-
rung der Geschwindigkeitscomponente in der Zeit d¢ der Ausdruck

du 0u du 6‘1.1

EnEaat ks A s s B sy R
o dt + e udt-}-ay v.d +6x w.dt,

und daher fiir die Beschleunigung

du ou du du
_5T+“. 0w i dy NS 0z

Diesen Ausdruck, den wir mit ((f;:) bezeichnen wollen, haben wir

mit ededydx zu multipliciren und gleich — gf: dwdydx zu setzen,

#
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Heben wir auf beiden Seiten dadydx fort, so bleibt die Gleichung

0 u 0w Ou du  Op o
5—(97+6u—a-?+£v-a—;~+£w—6.;-—— aﬁﬁ (“53)

Die analogen beiden Gleichungen gelten fiir die anderen beiden
Componenten.

Bei der Schallbewegung haben wir es nun mit Bewegungen zu
thun, bei denen wir u, v», w als verschwindend kleine Grofsen
betrachten diirfen. Auch ihre Differentialquotienten betrachten wir
als verschwindend klein; d. h. also, es diirfen nicht sehr schnelle
Aenderungen in den Werthen von u, v, w beim Uebergang von
einem Punkt zu einem benachbarten oder von einem Zeitpunkt zu
einem benachbarten vorkommen. Dann sind die drei letzten Theile
der linken Seite der Gleichung (253) kleine Grofsen zweiter Ordnung
und konnen gegen die Grofsen erster Ordnung vernachliifsigt werden.

Wir haben daher bei der Schallbewegung das Recht, (t—fi—‘}) durch

“ su ersetzen. So erhalten wir die Gleichungen:

at
dp ...0u
gl - e ]
dp dv
=By A oni{fR8)
6_;1_ a-w
S d% o )

Nun miissen wir noch eine vierte Bewegungsgleichung bilden,
welche die Aenderung der Dichtigkeit ausdriickt. Die Aenderung
der Masse edzdydx, die in dem Volumen dwzdydz enthalten ist,
kann nur von der Aenderung der Dichtigkeit ¢ abhiingen. Denn das
Volumen bleibt dasselbe, da =, y, x die Coordinaten eines festen Punktes
sein sollen. Die Aenderung der Masse in der Zeit d¢ ist gleich
—g—:?-dzdydz.dt. Diese Aenderung muls gleich sein der Masse, die
in der Zeit dt in das Volumen einstrdmt, vermindert um die Masse,
die in der gleichen Zeit ausstromt. Was einstromt und ausstromt
ktnnen wir aber leicht berechnen. Durch die Fliche dydx stromt
bei z in der Zeit d¢ die Masse sudydxdt, durch die entgegen-

gesetzte Fliiche bei « 4 d« stromt die Masse (e U+ 6_3;&) d m) dy dxdt,
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Das Vorzeichen giebt an, ob die Strémung in der Richtung der posi-
tiven oder der negativen a-Axe vor sich geht.

Der Unterschied { ) -dwdydx dt ist gleich der Masse, welche

durch die beiden zur x-Axc genkrechten Seitenfliichen aus dem Par-
allelepipedon ausstrimt, vermindert um die Masse, welche durch sie

einstromt. Analog stellen 9 éﬁ;’) dax dy dxz dit bezw. .a_((_;;:‘f’_l dzdy dx di

die Massen dar, die durch die zur y-Axe bezw. x-Axe senkrechten
Seitenfliichen in der Zeit d¢ ausstromen, vermindert um die durch
dieselben Fliichen einstromenden Massen. Mithin haben wir

—g—: devdydzdt = — a“ LSS g;’) dx dy dzx dt
3 (%) (255)
e, ~dxdydxdl.
und wenn wir den Factor da dydxdt wegheben:
gj Ba; (82) — :‘*f (ev) — 66:‘, (8 w). (255 a)

Fiir den Fall verschwindend kleiner Geschwindigkeiten ist nun aber
zu beriicksichtigen, dafs auch die Unterschiede der Dichtigkeit ver-
schwindend klein sein werden. Wir werden also anstatt & einen
Ausdruck von der Form & + d& gesetzt denken kiounen, wo &,
constant und d& zwar veriinderlich, aber sehr klein und ebenso die
Differentialquotienten von de& sehr klein sein sollen. Wir kinnen
dann die Producte der Differentialquotienten von ode mit u, », w weg-
lassen, und, indem wir die Gleichung (255a) durch — & dividiren,

schreiben :
1 ds Odu , 6 Ov 0w

& 0t Oz ¥ dy s 0z 1858)

Diese Gleichung tritt noch zu den drei Gleichungen (254) hinzu.
Der Druck p, der in den Gleichungen (264) vorkommt, wird als
Function der Dichtigkeit ¢ vorausgesetzt. Daher ist

ap _Op .du
= 9s 0z

Da nun s bei der Schallbewegung sich nur wenig #ndert, so werden
wir %ﬁe als constant betrachten konnen. Denn fiir kleine Aende-

rungen von & werden wir bis auf Grofsen zweiter Ordnung jede
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Function von & als eine lineare betrachten kimnen. Der Druck
nimmt mit wachsendem & jedenfalls zu. Daher wird == einen

positiven Werth haben, und wir wollen, um dies anzudeuten, a®
dafiir schreiben. Dann konnen wir also setzen:

dp 0&

3z~ * 9z’

dp .06

T T L (267)
6p . 06

6/\ 655. J

Wenn wir nun diese Ausdriicke in die Gleichungen (254) einfiihren,
so gehen diese itber in

aa‘: -l 55 (loge) = — a? —6?; log :o )
%“’_ = — aq? c?;f (log &) = — a* j—y log —:;’ (258)
%?;i__a S YRR logei" J
Nach der Gleichung (256) ist ferner:
— 70080 = — g flog L) = 524 50 4 8. qane)

Daraus lifst sich nun leicht eine Gleichung bilden, in welcher nur
noch loge oder Iog-:— vorkommt. Dazu wird die Gleichung nach
0
0%u 0%v 0*w Rdoke wi
dtdz’ dtdy’ dtox I YL ST
aber aus den Gleichungen (258) bilden, indem wir die erste nach a,
die zweite nach y, die dritte nach » differentiiren. Das giebt:

t differentiirt. Die Werthe

2 2
bab (log &) = — a® {66; (log &) + c')ayi (log &) + 3%3‘ (log s]} (260)

5°
T (log &) = a*- 4 (log &)
und ebenso (260 a)
0* a8\ & g
o (log au) =a%, 4 (log ‘o) )

H. v. HeLumuorrz, Theoret, Physik, Bd, LI, 11
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wo die Summe der zweiten Differentialquotienten, die auch in ande-
ren Theilen der mathematischen Physik eine grofse Rolle spielt, mit
dem Zeichen 4 bezeichnet ist.

Wenn log ¢ oder log : aus der Gleichung (260a) gefunden ist,
(1]
so finden wir aus den Gleichungen (258) die Differentialquotienten

du dv Ow
at’ at’ at’
Zeit u, v, w selbst erhalten.
Wir konnen den Gleichungen noch eine andere Form geben,
indem wir », », w als Differentialquotienten einer Function aus-
du dv Ow.

Wir wiirden also durch eine Integration nach der

driicken. Durch Integration der Ausdriicke fiir 57 1 o m den
Gleichungen (258) erhalten wir niimlich:
6 t
§
ol ey : -
U= —a (.jm{flngsud!}-i-(,l
Iy
a t
. Mg ea D v
v=—alg U log - dt} + G, (261)
to
6 t
il £ ¥
wm = atar {flogﬁud.t} + G,
ty

wo C,, G, C, von ¢ unabhiingig sind, jedoch z, y, % enthalten
konnen. Wenn nun die Bewegung aus dem Ruhezustand entsteht, so
wiirde der Werth von #, so angenommen werden konnen, dals zu
der betreffenden Zeit w, v, w iiberall Null sind. Dann miissen C,, C,,
0, fir alle Werthe von z, y, x Null sein, und wir haben, wenn

t
p=— a’j'log;di
0

lii
gesetzt wird:

0y
U = as_c_

o
¢ .a;’ L (262)
L
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Man nennt ¢ das Geschwindigkeitspotential oder auch das
Wellenpotential.

Die Gleichung (259) geht in eine Differentialgleichung fiir ¢
iiber. Denn es ist:

%T = — a’log; ;
mithin: ;
&
_f”"gao 1 &g
gt " & o
und daher:
3
%_tf. =adeg. (268)

Es ergiebt sich also fiir die Function ¢ dieselbe Differential-

gleichung, wie fiir die Grilse log;.
0

Die Aenderungen der Dichtigkeit sind bei den Schallbewegungen

relativ zur Dichte selbst klein. Wir kinnen Ei;g'—’- die Verdichtung
(1]
nennen. Bezeichnen wir die Verdichtung mit 0, so ist:

&
log— = log(1 + [
g&u g( )

und, da § klein ist, kann log (1 4 h) = ) gesetzt werden.
Mithin ist:

b= —— . (2634a)

§ 47. Ebene Wellen.

Den Fall, bei dem die Luftbewegung in einer Réhre in der Art
vor sich geht, dafs die ganzen Querschnitte der Rohre sich iiberein-
stimmend bewegen, haben wir schon besprochen. Es sind dann,
wenn die Rohre der z-Axe parallel angenommen wird, log ¢ und ¢
nur Functionen einer Variabeln z. Dadurch reducirt sich 4¢ auf
den zweiten Differentialquotienten von ¢ nach », und wir erhalten
die schon oben auf anderem Wege abgeleitete Gleichung:

L A
ot da* °
11"
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Wir fanden oben das Integral dieser Differentialgleichung in
der Form:
¢ =Fz+al)+ G@— al),

wobei a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle ist.
Da a?= g’: - gesetzt war, so ergiebt sich also, dafs die Fort-

pflanzungsgeschwindigkeit der Welle in elastischen Fliissigkeiten,
wie die Luft eine ist, wie es aber auch tropfbare Fliissigkeiten sind,
insofern sie compressibel sind, immer gleich der Quadratwurzel aus
dem Differentialquotienten des Druckes genommen nach der Dichtig-
keit ist.

Aus der Definition von ¢ folgt, dafs an denjenigen Stellen der
Luftsiiule, wo keine Geschwindigkeit, keine Verschiebung der Theilchen

stattfindet, if = (0 sein mufs; denn g—tg ist selbst die Geschwin-

digkeit. Wenn also die Enden der Rhre geschlossen sind, so wiirde
fiir beliebige Werthe von ¢ an den Enden gi— = 0 sein miissen,

das heilst also, wenn wir uns die Werthe von ¢ als Ordinaten
einer Curve aufgetragen denken, so wiirden die Maxima und Minima
der Curve diejenigen Stellen darstellen, wo die Rohre geschlossen
sein kann.

Bilden die Werthe von ¢ eine Sinuscurve, so kann die Liinge
einer an beiden KEnden geschlossenen Rohre nur gleich einer ganzen
Anzahl von halben Wellenliingen sein. Ist sie gleich a halben Wellen-
lingen, so schwingt die Rohre in a Abtheilungen, die auch durch
feste, unendlich diinne Wiinde getrennt werden kinnten, ohne die
Bewegung zu findern. Das ist die Schwingungsart in den Kuxpr'-
schen Rohren. Wenn wir dagegen freie Enden in dem Sinne haben
kinnten, dals an den freien Enden keine Aenderungen des Druckes
stattfinden, dann wiirde an dem freien Ende

(7] £ 1 6°

a1 (“’Eau) -— ="
gein. Nun ist aber zu bemerken, dafs eine Rihre mit offenem Ende,
in welcher Schallbewegungen vor sich gehen, nothwendig Schall ab-
giebt, und diese Abgabe des Schalles an die Luft kann nur dadurch
geschehen, dals am Ende der Rohre noch Druckiinderungen statt-
finden. Ks kann also an dem Ende der Rohre nicht unmittelbar
0
ot

=0 sein; denn sonst wiire keine Kraft vorhanden, die die
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iufsere Luftmasse in Erschiitterung setzen kinnte. Wir miissen
daher annehmen, dafs eine gewisse geringe Druckiinderung statt-
findet. :

Die ebenen Wellen, die zur Oeffnung hinziehen, miissen in
kugelfsrmige Wellen iibergehen, um sich im Raume zu verbreiten;
dabei sind die ersten von der ebenen Gestalt abweichenden Wellen
noch auf ziemlich enge Flichen beschriinkt, welche fiir alle Miin-
dungen nicht gleich grofs sind. Die Folge ist nun, dals die Re-
flexion des Schalles an den Enden so geschieht, als wenn die re-
flectirende Fliiche in einer gewissen Entfernung von der Oeffnung
des Rohres stiinde. Die Liinge des Rohres, his zu dieser ideellen
Reflexionsfliiche, sei als ,die reducirte Liinge* der Rohre bezeichnet,
withrend ,die wahre Liinge* bis zur wirklichen Miindung des Rohres
geht. Die Untersuchung dieses Falles macht grofsere Hilfsmittel
der Analyse nothwendig. Is ergiebt sich, wie wir weiter unten
sehen werden, dals z. B. bei den cylindrischen Réhren, deren Wand
im rechten Winkel abgeschnitten ist, der Unterschied zwischen der
b1 4
T
des Rohres ist. Die Differenz wird geringer, wenn das Rohr sich
trompetenformig erweitert, und dadurch der Uebergang zu Kugel-
wellen erleichtert wird, indem die Wellen schon frither anfangen,
in Kugeln iiberzugehen, und bei einer gewissen trompetenartigen
Form kann diese Differenz sogar gleich Null werden. Die Rechnung
liifst sich aber nur fiir wenige Formen der Réhre durchfiithren.

Die Amplitude der zuriickgeworfenen Wellen ist niemals so
grofs, wie die der ankommenden Wellen, weil ein Theil der Wellen-
bewegung nach aufsen hin verloren geht, so dafs dadurch an dem
Ende der Oeffnung kleine Differenzen entstehen, und die Regel,
dafs man an dem Ende eines offenen Rohres den Druck gleich
Null zu setzen hat, gilt nur geniihert.

Bei den elastischen Stiben hingegen findet am freien Ende eines
Stabes eine vollstiindige Reflexion der Schwingungen statt, indem
hier nichts von der Bewegung verloren geht. Da ist eben der Stab
zu Ende, und es ist kein weiteres Material vorhanden auflser der
leichten Luft, welches noch in Erschiitterung versetzt werden kionnte.
Das ist aber bei der Luft nicht der Fall, sondern wir miissen das
Ende einer Luftsiule wie ein gedimpftes Knde betrachten. Die
Energie der austretenden Schallbewegung geht ja der Energie der
Luftsiiule verloren, und aufserdem ist der Druck nicht vollstiindig
constant, sondern es findet nur zwischen dem Druck und der Ge-

wahren und reducirten Liinge gleich dem mit -~ multiplicirten Radius
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schwindigkeit am Ende ein gewisses Verhiiltnils statt, das durch die
weitere Ausbreitung des Rohres bedingt wird, Abgesehen von diesem
Umstand stimmen die Beobachtungen bei den offenen Orgelpfeifen
mit der Regel iiberein, die von den elastischen Stiiben hergenommen
ist. Fiir die gedackten Pfeifen kdnnen wir eine beliebige Anzahl
von schwingenden Abtheilungen bilden, jede eine halbe Wellenliinge
lang. Fiir Pfeifen aber, die ein offenes und ein geschlossenes Ende
haben, mulfs die reducirte Liinge immer eine viertel Wellenlinge
Ueberschufs ergeben iiber eine Anzahl halber Wellenlingen, so dafs
wir immer nur eine ungerade Anzahl von viertel Wellenliingen darin
haben konnen. Um die Wellenliinge bei offenen Rohren zu be-
stimmen, kann man so verfahren, dafs man zwei Pfeifen vergleicht,
welche verschiedene Liinge, aber gleichen Querschnitt haben. Sind
die Pfeifen zuniichst vollig gleich, so setzt man auf die eine ein
Ansatzstiick und withlt die Liinge dieses Ansatzstiickes so, dafs der
erste Oberton der verlingerten Rohre genau mit dem Grundton
der unverliingerten fibereinstimmt, dann muls die Verlingerung
gerade eine halbe Wellenliinge betragen. Es lifst sich dadurch der
Einflufs des Umstandes eliminiren, dals ein Unterschied zwischen
der reducirten und wahren Liinge besteht.

Was die Geschwindigkeit des Schalles betrifft, so wiirde,
wenn die Luft bei ihrer Verdichtung und Verdiinnung keine Tem-
peraturiinderungen erlitte, der Druck nach dem Mariorre’schen
(Gesetze als direct proportional der Dichtigkeit zu betrachten sein.
Wir wiirden eine Gleichung von der Form p = a*.¢ haben, und der
Ausdruck g—z wiirde einfach die Constante a* geben, die im MARIOTTE'-
schen Gesetze vorkommt. Oder wenn wir schreiben p:p,=s:g,,
wo p, der Druck im Ruhezustande und g, die zugehirige Dichtig-
keit ist, so wiirde a® das Verhiiltnils sein, welches zwischen Druck
und Dichtigkeit in der Ruhe vorkommt. Nun zeigt sich aber, dafs bei
jeder Verdichtung der Luft auch eine Erwiirmung stattfindet. Wir
miissen dabei beriicksichtigen, dafs die Schallbewegungen bei tieferen
Tonen Wellenliingen bis zu 20 Meter haben und die bei héheren immer
noch von mehreren Centimetern, und dafs hier eine Ausgleichung der
Temperatur innerhalb solcher Dimensionen in den kurzen Zeitriiumen
von '/, bis 1/, Sekunde nicht sehr merklich sein wird, wenigstens
bei den tieferen Wellen nicht. Die Abhiingigkeit zwischen Druck und
Dichtigkeit ist daher nahezu diejenige, welche fiir die adiabatischen
Aenderungen stattfindet, d. h. fir diejenigen Aenderungen, bei
welchen keine Wiirme der Luft fortgeleitet wird.
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Wir bezeichnen mit ¢ die specifische Wiirme bei constantem
Druck, d. h. diejenige Wiirmemenge, welche die Masseneinheit des
(ases zu sich nehmen mufs, damit die Temperatur um einen Grad
steigt, wenn bei der Erwirmung der Druck constant bleibt, d. h. das
(3as sich frei ausdehnen kann, und wir bezeichnen mit y andererseits
die specifische Wiirme bei constantem Volumen, wo wir dieselbe
Temperaturiinderung in dem Gase vornehmen, aber es in ein festes
Gefiifs einschliefsen, welches sich nicht ausdehnen lifst. Dann wird
niimlich bei der Temperaturiinderung gleichzeitig der Druck ge-
steigert werden; aber dieser Druck wird den Widerstand des Ge-
filses nicht iiberwinden, und das Gas wird sein Volumen behalten.
Dann ist die Abhiingigkeit zwischen Druck und Dichtigkeit

-

Py £
Daraus folgt, wenn wir den Logarithmus bilden:
1 1
= (logp — logp,) = : (log & — logs,), (264 4a)

und wenn wir die Gleichung differentiiren:

1 dp 1 de

2.
B (i 2
dp ¢ p
T Y (265a)

d. h. %{:— ist gleich %, multiplicirt mit demjenigen Werthe, welcher

beim Marrorre'schen Gesetz eintreten wiirde.

Danach ist also die Schallgeschwindigkeit durch die Erwiir-
mung des Gases, wie sie durch die Zusammendriickung zu Stande
kommt, eine andere als sie es sein wiirde, wenn die Abhiingigkeit
zwischen Druck und Dichtigkeit nach dem Mariorre’schen Gesetze
stattfinde. Die Thatsache, dafs die Schallbewegung von dem

Werthe l/p abweicht, ist schon von NEwroN bemerkt worden.
]

Bei anderen Fliissigkeiten kennen wir die specifischen Wilrmen
noch nicht so genan wie fiir die Luft; wir konnen also nur die
Schallgeschwindigkeit empirisch bestimmen und riickwiirts daraus
auf das Verhilltnifs der specifischen Wiirmen schliefsen.



168 DRITTER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. § 48.

§ 48. KugelfOrmige Wellen.

Die allgemeine Differentialgleichung (268):
aﬂ
S =4y

wird befriedigt, wenn wir setzen:

' (r—at)

fp B e —r.y

r

wo 1 eine beliebige Function von » — at¢ und » die Entfernung des
variablen Punktes zyx von einem festen Punkte z,y,x, bedeutet.

Dies lifst sich am Uebersichtlichsten zeigen, wenn man fiir
r — at eine besondere Bezeichnung ¢ einfithrt. Dann wird

Qpracd d'lp do a dy
T o S T T R 7 (368)
O*p @ d*wy
9 = v Tde*’ \P
Andererseits ist
=@ —a) + (y — )" + & — 2,
und
or z—ua,
ds ¥
Mithin:
6tp Op z—2, z—ua 1 1 dy
OO OF & e LT [_ AY Tty do‘] el
und
g 1 1 dy] , (@—=x)* 6 v 1 dy
b Tk g
ST dy (e—a)[_ 1dy , 8y
o~ 1~ a—a‘] (269)
Sl Y 1 dy
—?'[" Aty ‘d—;]
(x—a)? [Bwy 1 d&*y 8 dy
+*ﬁf‘{7m*ﬁs¢a'ﬁﬁ&E]J
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et ; ; P g

Die Ausdriicke fiir die Differentialquotienten Ty und Fp

gehen aus diesem Ausdruck hervor, wenn z — @, durch y — y, oder
% — %, ersetzt wird.

Daraus ergiebt sich die Summe:

1 _ri_*t_p_] 3y 1 d*vy

r do rd r? do?

3 ]

3 dy] 1
= ] e = )+ = 30+ (e — 2]
(270)
e B 3 dy [3__1;1 1y 8oyy 1 5
FSERE R T I ) " de® 9 ol v "
aLatw
=7 dob
Folglich ist
Ol ahmdll). . o o
i = oy =ddg. (271)
. ; g |
Bei der Ableitung der Gleichung 4¢ = P v ) sind Aus-

driicke gegen einander weggehoben, welche # im Nenner haben. Wir
milssen beachten, dafs diese Glieder fiir » = 0 unendlich grofs
werden, und es daher fiir diesen Fall nicht ohne Weiteres richtig
ist, sie gegen einander fortzuheben. Fiir den Punkt » = 0 bleibt
daher die Erfiillung der Differentialgleichung zweifelhaft. Da a hier
in der Differentialgleichung nur in der zweiten Potenz vorkommt,

at)

so mufs der Ausdruck ﬂr—:-— eine Losung der Differentialglei-

chung bleiben, wenn man a in — e verwandelt; ¢ =_‘£’(L:'L‘)_
muls also auch eine Lisung der Differentialgleichung sein,

Da nun die Differentialgleichung homogen ist, so wird die Summe
zweier Losungen wieder eine Losung sein. Mithin erhalten wir die
allgemeinere Losung:

P —af) G +af
r r

& 272)
wo F und G zwei willkiirliche Functionen sind.

Eine Function von (r — a ) bezeichnet, wie wir schon oben sahen,
eine Art der Veriinderung, welche mit der Geschwindigkeit a in
der Richtung der wachsenden r fortschreitet. Das Kinzige, was
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gegen die bisher betrachteten Fille ebener Wellen geiindert ist,
besteht darin, dafs der Nenner » vorkommt, welcher anzeigt, dafs
die Amplitude der Bewegung mit steigender Entfernung abnimmt.

Es sind also durch M kugelfsrmige Wellen dargestellt, die

mit der Geschwindigkeit @ von dem Mittelpunkt » = 0 auslaufen,

indem ihre Amplitude im Verhiltnils —: immer kleiner wird. Ebenso

G(r + al)
St .

stellt T2 kugelfsrmige Wellen dar, welche aus der Entfernung

gegen den Mittelpunkt fortlaufen, und deren Amplitude in dem Maafse,
als sie sich dem Mittelpunkt der Bewegung nithern, proportional —:7

zunimmt.

Diese beiden Wellenbewegungen zusammen stellen eine Liosung
der Differentialgleichung fiir alle Theile des unendlichen Raumes
dar, mit Ausnahme des Mittelpunktes der Kugel. In dem Mittel-
punkt miissen noch andere Bedingungen eintreffen, dort mufs ein
Erregungspunkt sein, d. h. es mufs lebendige Kraft auf die Masse
iibertragen werden, oder fir die zuriicklaufenden Wellen muls
lebendige Kraft von dem Medium weggenommen werden und auf
ein anderes Medium iibergehen. Der Mittelpunkt ist demnach ein
Punkt, in welchem besondere Einwirkungen stattfinden miissen, wenn
sich diese Bewegung ausbilden soll.

Die Componente der Geschwindigkeit fiir die auslaufenden
Wellen ist in der Richtung des Radius gleich:

deop s 7 F

or r 1

(278)

Der eine Theil e nimmt wie -l, der andere Theil — E: wie —1,-

r : ¥ r
mit steigender Entfernung ab. Wenn die Wellen in sehr grolse
Entfernung gekommen sind, wo » sehr grofs ist, so verschwindet der
zweite Theil gegen den ersten, und daher haben wir die Regel, dafs

in grofsen Entfernungen die  Geschwindigkeiten wie 1 abnehmen.

Dasselbe gilt auch von den zum Mittelpunkt hinlaufenden Kugelwellen.

Aus diesen Ausdriicken fiir Kugelwellen, die der Differential-
: a2 ;
gleichung —6--?—) =a*Aq@ geniigen, lassen sich sehr leicht andere

Lisungen bilden, indem man 'die Differentialgleichung, welche ja im
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ganzen Raume mit Ausnahme des erregenden Punktes erfiillt ist,
nach den verschiedenen Coordinaten differentiirt, und zwar in be-
liebiger Wiederholung. Jeder der Differentialquotienten der fiir ¢
gefundenen Ausdriicke giebt eine neue Form fiir die Aushreitung
der Wellen. Wird die Gleichung z. B. nach z differentiirt, so kénnen
wir das Resultat in der Form schreiben:

0* [dg s [0
e ('ai) =p A(‘a&')’
da wir die Reihenfolge der Differentiationen vertauschen kénnen.
Ist daher ¢ irgend eine Lisung der Differentialgleichung, so ist
2 ebenfalls eine Liosung der Differentialgleichung, welche fiir alle
oz

diejenigen Punkte gelten wird, wo 662 endliche Werthe hat. Ks

konnen dabei Ausnahmspunkte eintreten, in denen [ unendlich

Ow
wird, namentlich, wenn Discontinuititsflichen in der Lisung vor-
kommen. Aber soweit solche Ausnahmen nicht eintreten, stellt

%—‘2 eine zweite Integralform dar.

Statt nach #z kann man nun auch nach einer der anderen Ver-
iinderlichen differentiiren und jeden der Differentialquotienten kann
man noch beliebig oft differentiiren, entweder nach derselben oder nach
einer anderen Variabeln; freilich nur so lange, als wir bei der Bildung
dieser Differentialquotienten nicht auf Discontinuititen stofsen, in
denen die weiteren Differentialquotienten nicht mehr eindeutig zu
bilden sind. Auf diese Weise kann aus
F(r —at)

QP = _—_f_—
die Losung abgeleitet werden

dy = d [F(r—-ai)_].tﬂ__

0w  Or r r

(274)

Fir =~ " konnen wir auch cos e setzen; dann ist ¢ der Winkel,
r

welchen die Linie » mit der z-Axe bildet, so dals wir also diese

Gleichung auch schreiben kénnen:

99 _ __6_. [f@-_-—:—_at)_] . COS @

P A (2743)
S [ e __,_]
r r
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Dabei zeigt sich, dafs, wenn nach einer Richtung positive Werthe

des —gg:— herauslaufen, nach der entgegengesetzten Seite negative
herauslaufen werden; denn cos ¢ wechselt sein Zeichen, wenn « sich
um 180° indert. Ferner zeigt sich, dafs in dem rechten Winkel
zur x-Axe keine Wirkung herauslaufen wird. Die Wellen ver-
breiten sich zwar kugelférmig, aber nicht mehr gleichmiifsig nach
allen Richtungen, sondern nach einer Seite positiv, nach der andern
negativ, und dazwischen, in der Aequatorialzone, wird keine Ver-

iinderung der Dichtigkeit stattfinden.

Jeder nene Differentialquotient, den man nach z, y, x bildet,
giebt eine neue Vertheilung der Wellen, so dafs man auf diese Weise
eine sehr grofse Anzahl von Wellenformen bilden kann, welche alle
von einem Mittelpunkte auslaufen, aber mit sehr verschiedener
Vertheilung nach den verschiedenen Richtungen des Raumes hin.
Dabei ist darauf aufmerksam zu machen, dals die Glieder, welche
hiohere Potenzen von » im Nenner haben, in grofser Entfernung
gegen diejenigen verschwinden, welche die niederen Potenzen von »
im Nenner haben. Bei jeder Differentiation schieben sich hohere

oo . :
Potenzen von S e, withrend doch immer auch die erste Potenz noch

2
stehen bleibt. Beim zweiten Differentialquotienten %;’; z. B. erhiel-
ten wir oben in Gleichung (269) die Glieder

GUgE R G TR 30 F
53 = 5 o8 @+ (1— 3 cos rc)?é-—(l — 3 cos :r);s-.

Das erste Glied stellt eine kugelférmige Welle dar, die nach
allen Richtungen das gleiche Vorzeichen hat. Die anderen beiden
Glieder dagegen entsprechen kugelférmigen Wellen, die in verschie-
denen Richtungen verschiedenes Vorzeichen haben, bei denen also
jede Kugelfliiche nach dem Vorzeichen des Gliedes in Abtheilungen

"

zerfillt. In grofser Entfernung iiberwiegt das erste Glied E;— cos? e,

das im Nenner die niedrigste Potenz von » enthiilt. Ein solches
Glied, das nur die erste Potenz von » im Nenner hat, bleibt bei allen
Differentiationen bestehen. KEs enthiillt im Zihler einen Differential-
quotienten von F und ein Product von Potenzen der Richtungs-
cosinus, s ergiebt sich daraus, dafs in sehr grofser Entfernung
auf einem Stiick fortschreitender Wellenfliche, welches einem be-
grenzten Theil der Kugel entspricht und dann beinahe eben geworden
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ist, die Fortbewegung einfach in Richtung des » geschieht. In
einer grofsen Entfernung werden also die einzelnen Theile der
Wellenflichen mit den Intensitiiten, die sie haben, einfach in gerader
Linie fortschreiten. Dadurch wiirde also die Schallbewegung sich
dann schliefslich bei sehr weiter Ausbreitung einer Bewegung an-
nithern, wie wir sie dem Lichte zuschreiben, wobei jedes Stiick der
Wellenfliiche sich nur in gerader Linie oder senkrecht zu der Rich-
tung der Wellenfliiche gleichsam in einem Strahle fortschiebt. Die
Zertheilung in Strahlen wiirde nur fiir Wellen gelten, die aus grolser
Entfernung gekommen sind, und deren begrenztere Kugelstiicke schon
nahehin Kbenen geworden sind.

Man kann den Differentialquotienten ZZ_J noch einer kleinen

Umformung unterwerfen, wodurch derselbe eine andere, eine deut-
lichere physikalische Bedeutung bekommt. Statt nach 2 zu diffe-
rentiiren

kann man die Differentiation auch nach , ausfithren., Es ist niimlich:

L EEL L ok

0z, Or . r
und mithin:
dog = deg
0% 0K

Der Differentialquotient von ¢ nach #, kann nun auch betrachtet
werden, als der durch dw, dividirte Unterschied der zwei Functionen
@, die zwei neben einander liegenden Erregungspunkten z, 4 d
Yor % und z,y,%, angehbren.

Wenn wir uns zwei benachbarte Erregungscentren vorstellen
und die Wellen, die von ihnen ausgehen, bei dem einen Centrum

dem Werthe {{T , beim andern — —d}l entsprechen lassen, so kann

Ty T,

- gf als der Superposition beider Wellenziige entsprechend be-
t.racht:at werden. Aehnliches gilt von den zweiten Differentialquo-
tienten, die dann zwei benachbarten Paaren von Erregungscentren
entsprechen.

So kann man fiberhaupt alle diese Wellenformen, welche
durch Differentiation entstehen, betrachten als von einer Gruppe
theils positiver, theils negativer Erregungspunkte herriihrend, die in
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einem engen Raume zusammen liegen. Auch wird es dann ver-
stéindlich, warum die Intensitiit in verschiedenen Richtungen ver-

schieden ist. Bei —g—f z. B. ist in dem einen Theil des Raumes
0

der eine Punkt niiher, der d?:: - entspricht, in dem andern der andere,

0

der — E?a;_ entspricht. Dazwischen kommen Raumpunkte vor, welche

0

gleich weit von beiden entfernt sind, und wo daher —gf = 0 isf,
0

§ 49. Der Green’sche Satz und das Huyghens'sche Princip.

Die bisher betrachteten Wellen- oder Geschwindigkeitspoten-
2
tiale, so nennt man die Losungen der Gleichung %‘? = a4 g,

beziehen sich nun immer auf die Wellen, die von einem Punkte
ausgehen oder zu einem Punkte hinlaufen. Wir miissen noch das
vollstiindige Integral aufzustellen suchen, das einem beliebig ge-
gebenen Anfangszustande entspricht, und zwar sowohl in Bezug
auf Vertheilung der Dichtigkeit, als auch in Bezug auf die Anfangs-
geschwindigkeiten. Das lifst sich nun in der That bewerkstelligen,
gerade, wie wir es bei den mechanischen Systemen gezeigt haben,
welche aus einer Anzahl discreter Punkte zusammengesetzt sind, die
unter dem Einflufs der gegenseitig ausgeiibten Kriifte einer Gleich-
gewichtslage nahe sind. Da haben wir gesehen, dafs wir die Be-
wegung zusammensetzen konnten aus den einzelnen Bewegungen,
welche durch die Anfangserschiitterung oder Anfangselongation jedes
einzelnen Punktes fiir sich entstehen wiirden. Die Art der Addition
wird hier aber etwas anders. Da wir hier continuirliche Massen
haben, so wird an Stelle der Addition eine Integration der Wirkungen,
die von continuirlich vertheilten Centren ausgehen, treten. Nun ist
fiir diese Art der Integration ein in der Physik viel gebrauchter
Satz nothwendig, der sogenannte Green'sche Satz, der iibrigens nichts
anderes ist, als eine Methode partieller Integration fiir continuirliche,
beliebig begrenzte Riume. Wenn man auf beiden Seiten iiber einen
beliebig begrenzten Raum integrirt, so ist

d all de 6tp3w y i
[a‘;[?‘ Oz ]d gy 6¥ f[é‘:c 6‘:7: 6‘x_’?]dmdy as 1)
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Auf der linken Seite kinnen wir die Integration nach @ ausfithren

und bekommen
fql __'_‘i’_ dydzx.

Das Zeichen ¢ g" bedeutet dabei die Differenz der Grenzwerthe

fir den hochsten und niedrigsten Werth von =, welche fiir das be-
treffende Werthepaar y, x vorkommen. Ferner ist dydx der Quer-
schnitt des prismatischen Rau-
mes, auf den sich fiir jedes der «
vorkommenden Werthepaare y,
z die Integration itber « bezieht.
Der prismatische Raum ist an da
den Seiten von Linien begrenzt,
die der z-Axe parallel laufen M
und an seinen beiden KEnden
von Stiicken der Oberfliiche des
ganzen Integrationsgebietes.
Bezeichnet d @ eines dieser
Oberfliichenstiicke, so ist dyda
gleich der Projection von dw
auf die yx-Ebene. Denkt man dy a3
sich auf dw eine Normale in
das Integrationsgebiet hinein
errichtet, dann ist der Winkel
zwischen dieser Normale und
der z-Axe an dem KEnde des
prismatischen Raumes, der dem
kleinsten Werth von z ent-

spricht, spitz, an dem anderen @

stumpf (Fig. 21). N/
Wird der Winkel mit @ be- ~—___ |

zeichnet, so ist dw.cose, je nach-

dem e« spitz oder stumpf ist,
gleich 4 dydz oder — dydx.

dw

Fig. 21.

Daher kénnen wir die Differenz 903—1: dydx durch die Summe

der beiden Werthe ausdriicken, die der Ausdruck — ¢ g% cosedw

an den beiden Enden des prismatischen Raumes annimmt.
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Mithin wird das ganze Integral itber die siimmtlichen prisma-
tischen Riiume gleich dem iiber die ganze Oberfliiche des Integrations-

gebietes erstreckten Integral — f P gzr— cosedw.

Und wir erhalten die Gleichung:

_fqz Ju v cos e dw -—ff o 6‘1} dedydzx
+fffq3 dmdw;dx

Diese Operation lifst sich ebenso ausfithren, indem wir statt
der Richtung z die Richtung y oder die Richtung z substituiren.
Dann erhalten wir:

dy 6 / 6
_fqa 6;£.‘-gosﬁdru=fffag 6’ dedydx +fff; Ti sd.rdyd»v

und

— [ coq;'u!m#‘f‘j‘j‘aqJ 1'vt.'i..r'a':,ed +ff qa-——-"'—da:m dz,

wo # und y die Winkel sind, welche die Normale mit der y- und
z-Axe bildet. Addiren wir alle drei G-lamhungen, so erhalten wir

auf der linken Seite —fq: (6‘;::' oS e + oy cosﬁ -+ (—;i o8 y) dw.

(275a)

oy day adap $
Statt des Ausdruckes 5, o0+ By cos f§ + 5 0087 kiinnen
0y

wir n schreiben, da er nichts Anderes bedeutet, als den durch

dn dividirten Zuwachs, den  erfihrt, wenn man um das Stiick dn
in der Richtung der Normale von dw aus ins Innere geht.

Indem wir nun noch die Summe der zweiten Glieder von der
rechten auf die linke Seite bringen, erhalten wir die Gleichung:

fq)iﬂ—dw —fffgo.dq;dmdydx
(276)

6fp61p dog dy 6(;;61;; .
f f f Bz 0w T Oy 0y T O @ ? | daayas

Damit nun aber diese Rechnungsweise erlaubt sei, mufs voraus-
gesetzt werden, dals die Grifse ¢ und die Differentialquotienten
von ¢ und 1, die hier vorkommen, einen endlichen eindeutigen
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Sinn  haben innerhalb der ganzen Ausdehnung der Integration.
Die Functionen diirfen nicht mehrdeutig sein; man darf auch auf
Umwegen nicht zu anderen Werthen kommen. Von der Grofse ¢
kommen in Betracht diese selbst und ihre ersten Differentialquo-
tienten, von der Grifse v diese selbst und ihre ersten und zweiten
Differentialquotienten. Es ist auch zu bemerken, dafs wir hier auf
verschiedenen Wegen zu den einzelnen Flichenstiicken d @ kommen;
einmal sind wir von der y z-Ebene ausgegangen in der Richtung der
@-Axe, ein anderes Mal von der zz-Ebene in der Richtung der y-Axe
oder von der zy-Ebene in der Richtung der x-Axe.

Die rechte Seite der Gleichung (276) ist ganz symmetrisch
nach den Functionen ¢ und v; wenn wir also die Voraussetzung
der Eindeutigkeit und Endlichkeit auch auf die zweiten Differential-
quotienten von ¢ ausdehnen, so kinnen wir ¢ und v vertauschen,
ohne dafs die rechte Seite der Gleichung sich #ndert:

—fq)g%dm—fff'tp.dtp.dzdydx
dvydeg 6‘1,06_9!5 dy dg
fff[d&“ oz Ty oyt ox a_] ki

Mithin sind auch die linken Seiten der beiden Gleichungen ein-
ander gleich:

_fqp%gdm—ffffpdwdzdydz
= _fq’y%gdm —fff'npdtpdmdydx.

Hier wollen wir nun die Voraussetzung einfithren, dafs ¢ und
y Wellenpotentiale seien; dann kinnen wir statt 4¢ und 4 ein-
1 0% 1 0%y
aar " ey
iitber ¢ von ¢, bis ¢, integriren, erhalten wir:

_fdtfq;a1f'dm—- fd!ff rpa‘,—dmd_;dz
2
- —-fd!ftp 4.2 P al,fdszfw%g-dzdydx.
b

I)le zweiten Integrale jeder Seite kinnen wir partiell integriren
und finden, wenn wir der Kiirze halber das Raumelement dzdydz
H, v, Heuuuorrz, Theoret, Physik, Bd. IIL 12

(2764a)

(277)

setzen Indem wir nun noch auf beiden Seiten

(278)
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mit d S bezeichnen und fir den Raum nur ein Integrationszeichen
schreiben, auf der linken Seite

A W
R _:sfdtfr{ %;’:. dS
(

=_1fr;d" £b+ [ufa"’d"ds

L (279)

Kine analoge Umformung ergiebt sich fiir das zweite Integral der
rechten Seite.
Setzen wir diese Werthe ein, so erhalten wir:

4 : :
dy 1 Oy deg
—-fd!fq.--a-?}- da) — - .fr:—- rlS‘-}— f“f Y T dsS

s (278a)
- Jafoizon- Lol o

oder wenn das dritte Integral auf beiden Seiten gehoben wird:

—fdtf dm__.f;a'?" ]

——————r
fdtf*rp- dw — — fy;
)

Das erste Integral jeder Seite ist fiber die ganze Zeit zu er-
strecken, bezieht sich aber nur auf die Begrenzung des Raumes;
das zweite Integral hingegen ist iiber den ganzen Raum zu er-
strecken, bezieht sich aber nur auf die Grenzen der Zeit.

Wenn Punkte oder Flichen vorkommen, in denen ¢ und
und ihre ersten und zweiten Differentialquotienten der Voraussetzung
der Endlichkeit nicht geniigen, so diirfen sie nicht zum Inte-
grationsgebiet gehoren. Punkte schaltet man aus durch eine ge-
schlossene Fliiche, z. B. durch eine Kugelfliche, die man dann be-
liehig eng zusammenziehen kann. So sind z B. Unstetigkeitspunkte
von ¢ und 1 auszuschalten; denn sie sind als Stellen aufzufassen,

(28h)
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wo die ersten Differentialquotienten unendlich werden. Ebenso sind
Unstetigkeitsstellen der ersten Differentialquotienten auszuschalten.
Bilden die Unstetigkeitspunkte Flichen, so kann man sie zu den
Grenzen des Raumes rechnen, wobei aber beide Seiten fir sich zu
betrachten sind.

Nun wollen wir fiir 4 eine bestimmte Function annehmen und
wollen setzen:

1’1 == EH__G'._‘),
r

wo » die Entfernung von irgend einem bestimmten Punkte sein
soll, der bei dieser Function als Wellenerregungspunkt anzusehen ist.
Statt r+ at wollen wir der Kiirze halber wie frither ¢ schreiben,
so dafs also:

- 210 ;

wa

Y

Da wird in demjenigen Punkte, von dem aus die Werthe von » gerechnet
werden, und in dem » = 0 wird, die Function v unendlich grofs
werden, weil an einem solchen Punkte fiir einen constanten Werth
von » nicht dauernd F(s) gleich Null sein kann; denn o enthiilt
auch noch die Zeit, und iindert am selben Orte nothwendig seinen
Werth mit der Zeit, so dafs es keinen constanten Werth repriisen-
tiren kann. Wir miissen deshalb den Punkt, wo » = 0 ist, umgeben
denken von einer Kugel, die wir beliebig klein annehmen kinnen.
Dadurch bekommen wir in der Gleichung (278b) noch ein Grenz-
integral, das sich auf die Kugelfliche bezieht. Wir wollen ferner
annehmen, dafs die Function F(¢) nur fiir absolut sehr kleine Werthe
von ¢ einen merklich von Null verschiedenen Werth hat. Wir kénnen
einen solchen Ausdruck filr #(s) angeben, dafs die Werthe von o,
fir welche #(0) merklich von Null verschieden ist, absolut beliebig

+®
klein sind, zugleich aber doch f Fda einen von Null verschiedenen,
-
nicht beliebig klein werdenden Werth habe. Ks wiirde z B. die
Annahme geniigen:
h

1
e

(279)

Wenn % sehr klein ist, wird F fiir kleine Werthe von o? sehr grofs,

und nimmt mit wachsendem o rasch bis zu beliebig kleinen Werthen

ab. Der Werth von F(¢) unterscheidet sich nur in einem sehr
12*
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schmalen Intervall merklich von Null — in einem um so schmaleren
Intervall, je kleiner % ist. Dabei ist:

+ o

ﬁ'
[ (0)do = — /\k”‘iﬂﬁ, 51f+'J i arctg( ) (280)

Der Werth des Integrals ist also, sobald nur o, grols gegen k ist,
ohne dafs o, schon absolut grofs zu sein braucht, beliebig wenig
von dem Werthe fir ¢, = oo verschieden, der gleich 1 ist.

Nun wollen wir den Ausdruck Ef-rr_) fir 4 in die Gleichung

(278b) einfiihren, wobei aber das Oberflichenintegral auch iiber
die kleine Kugel zu erstrecken ist, die den Punkt r = 0 aus dem
Integrationsgebiet ausschliefst. Berechnen wir zunichst den Werth

des Integrals
t
oy
e ¢ fd ‘ffp "a"—ln— dw
t

fiir die Oberfliiche der kleinen Kugel. Dort ist

dy _ oy __Flo)  F().
on ~ Or e b

denn die ins Innere des Integrationsgebietes gerichtete Normale
fillt in die Richtung des wachsenden Radius. Statt des Flichen-
elementes dw der kleinen Kugel wollen wir das Flichenelement d£2
einer concentrischen Kugel vom Radius 1 einfithren. Dann ist
dw=r?d . Es milst also d 2 die Oeffnung des Kegels, dessen Spitze
im Mittelpunkt liegt, und dessen Basis dw ist.

Dann wird

—fd:f o dm-fdt th(ﬁ)dQ—fdtfqu(o‘) rd Q.

Da F (o) fir alle Werthe von o einen endlichen Werth hat und ¢
ebenfalls endlich vorausgesetzt ist, so wird das zweite Integral be-
liebig klein, wenn die Kugel hinreichend klein gemacht wird. Das
sweite Integral filllt daher fort. In dem ersten Integral wollen wir

statt ¢ die Grifse
. ge=7 + al
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als Veriinderliche einfithren. Da » constant ist, so wird do = adt

und wir erhalten:
r+al,

-%—fdo.frp!f‘(a)d!l.

r+aly
In der Function ¢ muls ebenfalls ¢ durch i:—r ersetzt ge-

dacht werden. Da nun ¢ als stetig vorausgesetzt wird, so wird es
fir jeden gegebenen Werth von o seinen Werth auf der Oberfliiche
der kleinen Kugel nur sehr wenig #indern. Fiir eine hinreichend
kleine Kugel ist also ¢ nur als Function von ¢ anzusehen. Daher
wird das Integral fiir » = 0 gleich:

aly

%f.goF(rr).—mdrr.
aty

In der Function ¢ ist dabei r =0 zu setzen. Nun ist F(0)
nur fiir Werthe von o, die in der Nithe von ¢ = 0 liegen, merklich
von Null verschieden. Daher wird auch das Product

@.F (o)
nur bei ¢ = 0 merklich von Null verschieden sein. s macht daher
bei der vorausgesetzten Stetigkeit von ¢ nur einen beliebig kleinen
Unterschied, wenn fiir ¢ der Werth gesetzt wird, den es fiir ¢ =0
annimmt. Dann aber kann ¢ aus dem Integral herausgezogen
werden. Da nun ferner

aly
f F(o)d o,
aty
sobald der Zeitpunkt ¢ = 0 zwischen ¢, und ¢, liegt, beliebig wenig
von 1 verschieden ist, so ist der ganze Ausdruck fiir hinreichend
kleine Werthe von /% belichig wenig von

1
?'41’5.(’9

verschieden.
Das erste Integral auf der rechten Seite der Gleichung (278b)

b
_fufosz e
fy

wird iiber die kleine Kugel erstreckt verschwinden. Denn wenn
wieder dw = r*d 2 gesetzt wird, so ergiebt sich
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P rF) 8 ; d
FAD R < o) S
“f‘”f Ty TR f‘“ff‘(ff) Gn T
LY ty

was bei der vorausgesetzten Kndlichkeit von —g% fir r=0
Null wird.

Die Oberflichenintegrale der Gleichung (278b) sind jetzt also
nur noch auf die iHufsere Grenze des Integrationsgebietes zu be-
ziehen. Die Gleichung kann jetzt geschrieben werden:

(281)

Die Gleichung liefert uns also den Werth von ¢ zur Zeit ¢t =0
und an der Stelle » = 0. Wollen wir den Werth von ¢ an einer
anderen Stelle des Raumes wissen, so miissen wir in der Function
das r auf diese Stelle des Raumes beziehen. Wollen wir den Werth
von ¢ nicht in dem Augenblick ¢ = 0, sondern zu einer anderen

Zeit ¢ haben, so brauchen wir in dem Ausdruck vy = LE-@- nur o

gleich r 4+ a(t — ¢) zu setzen; dann wird 6 = 0 fiirr =0 und ¢t = ¢'
und das iiber die Oberfliche der kleinen Kugel genommene Integral

4
day
-—fdtfrp-—(,;;;dm
ty

liefert beim Zusammenziehen der Kugel den Werth 4739'»,-,;.

r=0 *

aty

Es muls aber ¢ zwischen ¢, und ¢ liegen, damith(rr)do' gleich 1

aty

wird. Die Gleichung (281) liefert uns mithin den Werth ?(p,_,.,
r=0

wenn auf der rechten Seite

F(r+a(t—1))
= ”

W
gesetzt wird.
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Es ist dann also

1 )
4_7:_%:‘“__ 0 0y a8

o S T LT T

(2814a)

Wenn wir uns die Begrenzung des Raumes so weit hinaus-
geschoben denken, dafs die Erregung des Schalles in dem betrach-
teten Zeitraum {, bis ¢, noch nicht bis zur Grenze gelangt ist, so

sind an der Grenze ¢ und o gleich Null, und es verschwinden

on
in Folge dessen die Oberflichenintegrale.

Von dem Raumintegral betrachten wir zuniichst den Theil

Ul

L] Pl o &
3ok 2es
e ety

Denken wir uns den Raum durch concentrische Kugelflichen
um den Punkt » = 0 und durch Kegel, die ihre Spitze bei » =0
haben, zertheilt, so ist

dS=1r*.dQdr
und wir erhalten

e i

-:—s[‘qﬂ—d— (-I‘—’(ﬁ)—)r”dﬂdr=—r:2—qu.aF'(tr)rder.

—— —_—t

Nun ist #” () ebenso wie F(¢) nur in der Niihe von o =0 merklich
von Null verschieden. Da ¢=¢ zwischen ¢, und ¢ liegen soll, so
ist ¢, — ¢ positiv, und da o =r 4+ a(t — t) und » nicht negativ sein
kann, so kann fir ¢ =# der Werth von & nicht Null werden. Mit-
hin verschwindet F” (g) fiir ¢ = ¢, und wir brauchen nur die untere
Grenze t = {, zu beachten

— Eli.frp.a.f‘" (v' + a(t, — t)) rd Qdr.

In der Function ¢ ist dabei auch ¢ =1, zu setzen. Hier wird die
Sache insofern anders, als nun » Werthe haben kann, fir die
r + a(t, — ) sehr klein und daher F (7 + a(t, — ¢)) von merklicher
Grofse wird.
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Diesen Ausdruck wollen wir partiell nach » integriren und er-
halten:

1 fop. 2
——[¢.Fr.a0+ ?fF-J; (r.q).drd Q.

Hierin ist ¢ fiberall gleich ¢, gesetzt und in dem ersten Integral mufs »
den grofsten der in dem betreffenden Kegel von der Oeffnung d 2
vorkommenden Werthe von » bedeuten. Fiir diesen grofsten Werth
von r wird nun aber nach der Voraussetzung r + a(f, — ¢) erheb-
lich grifser als Null sein miissen. Denn a(f, — t) ist zwar negativ;
kann aber r nicht aufheben, weil a (¢ — ¢,) der Weg ist, den eine
Welle in der Zeit zwischen £, und ¢ zuriicklegt und nach unserer
Voraussetzung die Grenze so weit entfernt sein soll, dafs eine Er-
regung innerhalb des betrachteten Zeitintervalls {, bis ¢ noch nicht
bis zur Grenze hat gelangen konnen. Mithin ist in dem ersten
Integral F unmerklich klein und ebenso verschwindet nach der
Voraussetzung ¢ an der Grenze, mithin fillt das erste Integral weg.
Von dem zweiten Theil des Raumintegrals (281a)

.—-—:'
nri a
fq; v d8= ——-,fF-% rdrdQ

verschwindet ebenso wie beim ersten Theil der Werth fiir die obere
Grenze t=t. Von der Gleichung bleibt demnach

in 1 d
T?’::t(;=gf[ﬂd;(?"?)-f-r—a—t}ﬁ'drdﬂ (282)
wo auf der rechten Seite ¢ = ¢, gesetzt ist.

Nun ist #(r + a(t, — t)) nur bei r = — a({, — ) merklich von
Null verschieden. Wenn wir daher in

d de
aﬂ{rrp) “+ r—(;_.’,—‘—

r= —a(t, —t) setzen, so wird der Werth des Integrals dadurch '

nicht merklich geiindert. Dann ist aber
d deo
T Uiy

von » ganz unabhiingig und fiir die Integration iiber » eine Con-
stante. Fithren wir nun statt » die Grofse

c=r+a(t,—1t)
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als Variable ein, so erhalten wir;
d d

wobei o von a(f, — ¢') bis zu dem grifsten Werthe liuft, denr + a({, — ¢')
im Integrationsgebiet annimmt. Dieser Werth mufs positiv sein,
weil nach der Voraussetzung die Grenzen so weit liegen, dafs eine
Welle sie in der Zeit #, bis ¢, also auch in der Zeit ¢, bis ¢’ noch
nicht erreichen kann, der Weg — a(f, — ¢) also kleiner sein muls,
als der grofste Werth von » in jeder beliebigen Richtung. Mithin
liegt der Werth ¢ = 0 zwischen den Integrationsgrenzen und daher
wird bei Integration iiber o

f[a (;3,-(’ ¥ + r%‘I:I F(o)dod 2

beliebig wenig von
d d
f[aa—’_(rrp] ® r-a—ﬂ i9

verschieden, und fiir den Grenzwerth 4= 0 in dem Ausdruck fiir
F(0) erhalten wir endlich:

%”"';‘E. - ?:,. f E (;?r(r ) + r%ﬂ‘ d‘o!l (283)
oder BoE
4narp::g= [a%(rtp)+r%—ﬂd9 (283a)
1=ty
r= = alty=t)

Diese Gleichung kénnen wir anschaulich deuten, indem wir be-
merken, dafs das Integral der rechten Seite iiber die Oberfliiche
einer Kugel vom Radius a(t’ —¢,) erstreckt ist. Dieser Radius ist
gerade gleich dem Wege, den eine Schallwelle in der Zeit ¢’ — ¢,
zuriicklegen wiirde. Eine Welle, die zur Zeit 4, von einem Punkt
der Kugeloberfliiche ausgeht, wiirde also gerade in dem Augenblick ¢’
in dem betrachteten Punkt » = O eintreffen. Ks ist also der Werth
von ¢ zur Zeit ¢" im Punkte » = 0 zusammengesetzt aus Wellen,
die zur Zeit ¢, von den Punkten der Kugeloberfliche ausgegangen
sind und nun zur Zeit ¢ alle zugleich im Punkte » = 0 eintreffen.
Diese Wellen sind gegeben, wenn zur Zeit ¢, die Werthe von

Py g% und %? auf der Kugelfliche gegeben sind.
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Wir definirten oben, Gleichung (261), das Wellenpotential ¢

durch die Gleichung
[ ]
¢ = — a"’f]ng: dt,
0
fy

&
L = — -
ot i

so dals

ist. Hs sind also ¢ und %T mit der Dichtigkeit gegeben, %gr da-

gegen ist nach den Gleichungen (261) die Componente der Geschwin-
digkeit in der Richtung des Radius r.

Wir konnen also sagen, dals sowohl durch die Geschwindig-
keiten der Lufttheilchen, wie durch die Verdichtungen Wellen erregt
werden, die zur Zeit ¢, von der Oberfliche der Kugel vom Radius
a(t' — t,) ausgehend, nun zu der gegebenen Zeit ¢* Wirkungen in dem
gegebenen Punkte hervorrufen.

Wenn wir nun die Voraussetzung fallen lassen, dals die Be-
grenzung des Raumes so weit hinausgerfickt ist, um von den Schall-
wellen in der Zeit ¢, bis ¢, noch nicht erreicht zu sein, so kommen
in der Gleichung (281a) auch die Oberfliichen-Integrale in Betracht.
Diese Integrale lassen sich nun ganz fhnlich so umbilden, wie die
bisher gebildeten Integrale. Sie unterscheiden sich aber darin wesent-
lich von den bisher betrachteten Integralen, dafs in ihnen auch nach
der Zeit integrirt wird.

Ihre physikalische Bedeutung ist, dafs von den Grenzflichen
wieder Schallerregungen ausgehen, die auf die Bewegung in jedem
Punkt des Raumes einwirken. Im Uebrigen wird nun durch die
Art der Festigkeit der Grenzfliche bestimmt, wie die Krregungen
dort vor sich gehen. So wird z B. bei einer festen Grenzfliiche,
welche durch die Luft nicht von ihrer Stelle gedriingt werden kann, -

nothwendig %% , das ist die Componente der Geschwindigkeit'

senkrecht zur Grenzfliche, iiberall Null sein miissen, weil hier keine
Bewegung der Luft in die feste Fliche hinein, und auch kein Los-
losen von der Grenzfliche stattfinden kann.

Wir wollen die Annahme machen, dafs der Raum, iiber welchen
in der Gleichung (281a) die Integration ausgedehnt wird, endlich sei,
und dafs die Zeit ¢, so weit zuriickgelegt werde, dafs fiir den grofsten
im Raume vorkommenden Werth von » immer noch » 4 a(f, —?)
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negativ ist. Dann verschwindet auf der rechten Seite der Gleichung
(281a) das Raumintegral, weil ¢ fiir ¢ =¢ positiv und fiir ¢ = ¢,

negativ ist und mithin v und %‘f im ganzen Raume fiir beide Zeit-

punkte unmerklich klein sind. Wir erhalten daher unter dieser
Annahme:

41q;,;fwafd!frpa —wan)dw, (284)
wo wieder
e Ih(r—f—(:(l—-t))’

und wo dw ein Element der Grenzfliche bedeutet. Der Raum ist
dabei ganz beliebig, wofern nur iiberall die Differentialgleichung

ar,r

ST 4y

erfillt ist, und die Function ¢ sowohl wie ihre ersten und zweiten
Differentialquotienten, so weit diese vorkommen, endliche Werthe hat.
Setzen wir fiir 1 seinen Werth und fithren wir bei der Differentiation
nach n die Entfernung » ein, so geht die Gleichung (284) iiber in:

4
o d F() F(e)d g
4”“”::5““fd‘f[""&('—r" oo ar]a s (Saa
fo

Fiir g—; kann auch der Cosinus des Winkels geschrieben werden,

den die Normale mit der Richtung des Radius » macht. Die Diffe-
rentiation nach » wollen wir ausfithren und kénnen dann schreiben:

A% gy = afdtf[—- X L (0)— F(“)%T . (284b)
r=0
Statt ¢ wollen wir die Veriinderliche ¢ = » + a(t — ¢) einfithren:
ria(lo=—1t')
o 4 F(o) ¢
dx fp,:,.=fdrrf[- L po)+ L (0)— E,“) d'fJ ordo, (2840)
r=0
rta(t=t)

wo auch in der Function ¢ die Variable ¢ durch ¢ +£-:—r- ZU

ersetzen ist.
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Nun wird wieder F(¢) nur bei ¢ = 0 merklich von Null ver-
schieden sein. Daher wird in dem ersten und dritten Theile des
Integrals

!f(rr)afrar
—frtrrf (o) a--—dm—f f - 61‘6‘1&

keine merkliche Aenderung bewirkt, wenn in ¢ der Werth von o
gleich Null gesetzt wird. Dann lifst sich die Integration iber o
ausfithren und da die Grenzen » + a(f, — ) bis » + a(t, — t') den
Werth Null einschlielsen, so erhalten wir, weil

f Flo)do =1
ist, fiir den ersten und dritten Theil des Integrals den Ausdruck:
= P 3 Aol dr
f [r’ r ar] dn o
l=l’-—“
wo fiir ¢ der Werth ¢ — -:—;‘- eingesetzt ist, der ¢ zum Verschwinden

bringt. Den zweiten Theil fdar 'f'P'%'F(")g:; dw formen wir

durch partielle Integration um, indem wir zuniichst die Variable ¢
beibehalten; wir erhalten dann

f‘PF()Ia dw—fd! drp ()lé‘rdm,

r On
f

denn F'(g) ist gleich %E 2. Das erste Integral ist fir die

obere Grenze Null, da r+4 a(f, —t) positiv ist. Da wir an-.
genommen haben, dafs kein Theil der Grenze so weit entfernt sei,
dafs die Entfernung den Werth —a(t,— ) von dem betreffenden
Punkte tibertreffe, so wird der Werth des ersten Integrals auch fiir
die untere Grenze Null.

Fithren wir in das zweite Integral jetzt wieder o anstatt ¢ ein,

g0 erhalten wir:
- bfe iy rat e
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Bei der Integration iiber ¢ kommen wieder nur die Werthe in der

Nithe von Null in Betracht. Wir konnen in %‘f— daher

= — —

@

0qg . :
getzen und --af fiir die Integration iiber ¢ als constant betrachten.

Dann wird das Integral gleich

1rdp 1 0r

) et

Mithin erhalten wir im Ganzen: 3
!

: 9, 109 1 0p]0r
4ﬂr’p‘="__f|:r3+r = +a!’ T . dw

r=0

] (2844)

ol [ ariddie EBA g goos (1 {22
—-f[;i+;;: a(]and“’ f'; Tn |00

t=t' = b=t -

Der Werth E- entspricht der Zeit, die eine Welle braucht, um

von dem betreffenden Punkt der Grenze nach dem Punkt zu ge-
langen, in dem der Werth von ¢ berechnet werden soll. Da nun

fir ¢ der Werth ¢ — % eingesetzt wird, so setzt sich demmnach der
Werth von ¢ zur Zeit ¢ =¢ aus den Werthen zusammen, die ¢,

%T— und fgi an den Punkten der Grenzfliche vor % Zeiteinheiten

besafsen.

Der Zustand eines Theilchens der Grenzfliiche, das in der
Entfernung » von dem betrachteten Punkte » = 0 liegt, schickt
seine Kinwirkungen nach dem betrachteten Punkte, und diese treffen

nach Verlauf der Zeit —:— dort ein. Die Einwirkungen, die zur

Zeit ¢ — ~:— von dem Theilchen ausgehen, treffen also zur Zeit ¢

ein und setzen den Werth von ¢ zusammen.

Die Oberflichen fester Korper, die in dem Integrationsraume
liegen, miissen mit zur Grenzfliche gerechnet werden. Denn die
ersten Differentialquotienten von ¢ i#ndern sich beim Uebergange
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in das Innere des Korpers, wo keine Bewegung mehr stattfindet,
im Allgemeinen sprungweise, und die zweiten Differentialquotienten
sind hier mithin nicht als endlich zu betrachten. An der Grenze
des festen Korpers ist, wie schon oben bemerkt wurde, die Ge-
schwindigkeitscomponente in Richtung der Normale gleich Null,
und es fillt daher in der Gleichung (284d) an der Grenze des festen
Korpers der Theil fort, welcher g% enthiilt.

Indem wir die physikalische Bedeutung der Raum- und Flichen-
integrale der Gleichung (281a) zusammenfassen, kinnen wir sagen,
dafs von jedem Punkte des Raumes, in dem die Luft eine von Null
verschiedene Geschwindigkeit oder Verdichtung besitzt, Einwirkungen
ausgehen, die eine gewisse Zeit brauchen, um sowohl nach dem
Punkte zu gelangen, fiir welchen wir das Schallpotential suchen, als
auch nach den Punkten der Grenzfliche, und dafs wieder von den
Punkten der Grenzfliche Wirkungen auslaufen, welche unter Um-
stiinden auch den Punkt erreichen konnen, fiir welchen wir die Ge-
sammtwirkung suchen, und dafs also moglicher Weise zu den directen
Einwirkungen von den urspriinglich erregten Punkten noch solche
secundiire an den Grenzfliichen reflectirte Wirkungen hinzu kommen
konnen. Auf diese Weise wird es moglich sein, dafs die directen
und die secundiiren Wirkungen zu sehr verschiedenen Zeiten ein-
treffen. '

Diese secundiiren Wirkungen werden als Echo bezeichnet. Die
Schnelligkeit der directen Ausbreitung bezieht sich immer auf
die gerade Linie. Allerdings diirfen wir die Schallbewegung
nicht in Strahlen zerlegen, wie es beim Lichte der Fall ist; die
gerade Linie kommt nur in Betracht, insofern sie den kiirzesten
Weg angiebt, in welchem zuerst Einwirkungen eintreten konnen.
Es findet aber keine Zerlegung in Strahlen statt, wie z. B. in der
Optik, wo jeder Strahl, der von der Lichtquelle ausgeht, als gerad-
linig betrachtet werden kann, auch wenn er durch Oeffnungen und -
durch Spalte fithrt, oder an Ecken und Kanten vorbeigeht. Das ist
ja auch schon beim Licht nicht streng zutreffend. Die Lehre von
der Beugung des Lichtes umfafst diejenigen Verhiiltnisse, bei denen
starke und merkliche Abweichungen von dem Gesetz der Aus-
breitung der Wellen in Strahlen eintreten, aber sonst kann man bei
einer grolsen Zahl von Erscheinungen des Lichtes die Bewegung
als Ausbreitung selbststiindiger Strahlen auffassen, welche nicht von
ihren Nachbarstrahlen abhiingig sind. Beim Schall ist es insofern
anders, als unter den gewihnlichen Verhiiltnissen eine solche Zer-
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legung auch nicht annithernd richtig ist. Ferner sind auch die Zeit-
unterschiede sehr viel auffallender als beim Licht, welches sich mit
so grofser Geschwindigkeit bewegt, dafs wir mit unserem Auge nicht
die Zeitriiume wahrnehmen kionnen, welche zwischen dem directen
Einfall eines Strahles und spiiteren Reflexionen oder Uebergiingen
auf gekriimmten Wegen eintreten. Der Unterschied rithrt wesentlich
von dem Unterschied der Wellenliinge her.

Denken wir uns eine feste Wand mit einer Oeffnung. Auf der
einen Seite sei eine Schallquelle und die Schallbewegung erreiche
die Wand und pflanze sich durch die Oeffnung nach dem jenseitigen
freien Raum fort, so kionnen wir uns durch die Oeffnung eine
ideale Grenzfliiche durchgelegt denken, wodurch der jenseitige Raum
von dem diesseitigen abgesperrt wird. Nach der Gleichung (281a),
in der wir den jenseitigen Raum zum Integrationsgebiet machen,
lassen sich die in ihm entstehenden Schallwirkungen zusammensetzen
aus Erregungen, die schon in diesem Raume vorhanden waren, deren
Wirkungen nun in irgend einem Punkte zusammenkommen und in
Wirkungen, die von der Grenze des Integrationsgebietes ausgehen.

Nehmen wir nun an, es habe eine Zeit existirt, wo dieser Raum
noch nicht erschiittert gewesen ist, dann kénnen also in diesen Raum
zuniichst keine Einwirkungen eintreten, die von der urspriinglichen
Erregung dieses Raumes abhiingen; aber sobald die Schallanstifse,
die von der Schallquelle ausgehen, die ideale Fliiche in der Oeffnung
erreichen, so werden nun von hier aus die erschiitterten Punkte
dieser Grenzfliche wie urspriinglich Schall erregende Punkte be-
trachtet werden konnen, und zwar nach den Regeln, die wir bei
unseren Integrationen gefunden haben. Ks werden theils die Ver-

dichtungen L hier nene Systeme von Schallwellen erregen, theils

ot

aber auch die Geschwindigkeiten %?_l Es liifst sich nun also, wenn

man die Dichtigkeit und die Geschwindigkeiten in jedem Punkte
der Grenzfliiche kennt, mittelst unserer Integrale die Schallbewegung
im jenseitigen Raume vollstiindig berechnen. Wenn die verschiedenen
Punkte der Grenzfliche gleichzeitig durch eine Schallwelle erregt
werden, so dafs gleiche Phasen der Bewegung eintreten, sowohl der
Verdichtung, wie der Geschwindigkeit, so werden die verschiedenen
Einwirkungen von den einzelnen Punkten der Oeffnung nach dem
Punkte hiniiber gehen, fiir den wir die Schallbewegung berechnen
wollen. Aber die Wege werden im Allgemeinen verschieden lang sein,
Von dem niichsten Punkt werden daher spiitere Einwirkungen noch
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zu der gleichen Zeit eintreffen, wie frithere Einwirkungen von ent-
fernteren Punkten aus.

Wenn wir die Wege von der Schallquelle in gerader Linie bis
zu einem Punkt der Grenzfliche und von da in gerader Linie bis
zu dem Punkte, in dem wir die Schallbewegung untersuchen, so
werden je nach den Unterschieden in der Linge, die von der
Schallquelle ausgehenden Erregungen auf den verschiedenen Wegen
auch zu verschiedenen Zeiten in dem betrachteten Punkte eintreffen
und andererseits werden die Einwirkungen, die in dem betrachteten
Punkte von den verschiedenen Punkten der Grenzfliche aus zu-
gleich eintreffen, nicht zu gleicher Zeit von der Schallquelle aus-
gegangen sein.

Nun wird es von der Liinge der Schallwellen abhiingen, ob die
zugleich eintrefienden Kinwirkungen sich unterstiitzen oder sich
schwiichen. Wenn die Wegunterschiede viele Wellenliingen be-
tragen, so werden die zugleich eintreffenden Einwirkungen sich
gegenseitig stark beeintriichtigen. Wenn dagegen die Wegunterschiede
unterhalb einer viertel Wellenliinge bleiben, so werden sich die Ein-
wirkungen im (Ganzen unterstiitzen.

Dies wird der Fall fir jede Lage des betrachteten Punktes
sein, sobald die Offnung klein ist gegen die Wellenlinge. In der
Optik sowohl wie in der Akustik haben wir jenseits einer Oeffnung,
die enger ist, als eine viertel Wellenlinge, nach allen Richtungen
hin eine Ausbreitung der Krregung.

Der Unterschied besteht nur darin, dals wir es beim Schall
mit grofsen Wellenliingen, beim Licht dagegen mit auflserordent-
lich kleinen zu thun haben. Wiihrend z. B. fir die Lichtstrahlen
die Oeffnungen unserer Thiiren und Fenster als sehr weite Oeff-
nungen angesehen werden miissen, gehoren sie fiir den Schall
schon zu den engen Oeffnungen, jenseits deren starke Ausbreitung
eintritt, Auf diesem Umstand beruht es, dafs Schall und Licht
sich in so verschiedener Weise ausbreiten, dafls wir daran gewdhnf
sind, den Schall um die Ecke gehen zu horen, und gar nicht auf
geradlinige Schallfortpflanzung angewiesen sind, aulser in den
ganz besonders ausgezeichneten Fillen, wenn wir es mit sehr
hohen Toénen zu thun haben. Die Ausbreitung sehr hoher Tone
kommt der des Lichtes schon viel nither, Da kinnen wir in der
That den Schallschatten beobachten, der den Schall vollstiindig ab-
schneidet. Die Schwierigkeiten der Probleme, um die es sich hier
handelt, und die zum Theil nicht vollstindig geldst werden kinnen,
hiingen nun davon ab, dafs bei Anwesenheit von Grenzflichen man
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sich diejenige Art der Vertheilung der Schall erregenden Punkte an
den Grenzflichen erst suchen muls, welche den Grenzbedingungen

geniigt, z B. der Bedingung £ =0 an der festen Grenzfliiche.
/ dn

Das sind #hnliche Aufgaben, wie die Berechnung der elektrischen
oder magnetischen Vertheilung an gegebenen Leitern von unregel-
miifsiger Form. Sie konnen noch nicht durch sichere Methoden geldst
werden, die in allen Fillen zum Ziele fithren. Wir sind meistens
darauf angewiesen, uns Lisungen zu suchen, die einigermafsen den
Grenzbedingungen geniigen, und verschiedene solche Lisungen mit
willkiirlichen Constanten multiplicirt zusammenzusetzen, die wir
dann so bestimmen, dals die Summe sich den Bedingungen mog-
lichst gut anfigt. Wir haben aber keine sicheren Methoden, das
zu machen, ausgenommen fiir einzelne besondere Klassen von Grenz-
fliichen.

Bei der Zuriickwerfung des Schalles an ebenen Fliichen kommt
Folgendes in Betracht. Wenn man auf der einen Seite einen
Schall erregenden Punkt hat und man sich einen ganz gleichen Schall
erregenden Punkt hinter der Fliche denkt, der in demselben Lothe
liegt, welches man von dem wirklich Schall erregenden Punkt auf
die ebene Fliiche filllen kann, und ebenso weit von der Fliche ent-
fernt, so werden in der Wand entgegen gesetzte Bewegungen zu-
sammenstofsen, und die Componenten, welche normal zur Wand
fallen, werden sich gegenseitig aufheben. Durch die Annahme also,
dafls die reflectirten Wellen sich gerade so verhalten, als kiimen sie
von dem Spiegelbild des Schall erregenden Punktes, wird der Be-

dingung L = 0 geniigt. Das sind die gewdhnlichen Fiille des

dn
Echos.

§ 50. Das Huyghens’sche Princip flir TSne von
bestimmter Hd&he,

Fiir specielle Probleme ist es gut, die bisher angenommene
Allgemeinheit des Wellenpotentials ¢ einzuschriinken. Als Function
der Zeit moge ¢ die Form :

Asin(2mant 4 y)

haben, wo 4 und y von t unabhiingig, aber Functionen von ,y, 2

sein konnen, n dagegen von z, y, # und ¢ unabhiingig sein soll. Kin

solches Wellenpotential stellt einen gleichmiifsig anhaltenden Ton

von n Schwingungen in der Zeiteinheit dar. Intensitiit und Phase
H, v. HeLuuorrz, Theoret, Physik. Bd, ITL 18
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sind Functionen des Ortes. Kine solche Form von ¢ wollen wir
mit @ oder ¥ bezeichnen, Wir haben dann:

e
o

= —4nia? Q.

Die partielle Differentialgleichung (263), der das Wellenpotential
geniigen mufs, geht also iiber in

a2 A0+ 4a*nP D=0

oder, wenn wir durch a® dividiren und

2an

e}

a
setzen,

AD+ D=0, (285)

Diese Gleichung mufs fir beliebige Werthe von ¢ erfiillt sein.
Wenn wir daher in dem Ausdruck fiir @ den Sinus zerlegen und

schreiben
O=Yceos2ant+ ¥'sin2anlt,
wo
Asiny = @'
und
Acosy = W"

gesetzt ist, so missen auch ¥’ und 9" fir sich der Differential-

4n

gleichung geniigen. Denn fiir ¢ =0 ist @ = ¥ und fiir ¢ = - 1
' 2 . :
ist ® = ¥”. Die Constante % = - -zf- hiingt mit der Wellenliinge

Jest : : -
des Tones zusammen. Denn, da . die Zeitdauer einer Schwingung
(]

und a die Geschwindigkeit des Schalles ist, so ist % der Weg,

den eine Welle wiihrend einer Schwingungsdauer zuriicklegt. Mit-
hin ist
2m

k===, (286)
wo A die Wellenlinge bedeutet. Dadurch, dafs die Abhiingigkeit
des Wellenpotentials von ¢ festgesetzt ist, verschwindet ¢ aus der
Differentialgleichung, und wir haben es nur noch mit der Abhiingig-
keit des Wellenpotentials von z, %, # zu thun. Die Betrachtungen,

die uns in den Gleichungen (281a) und (284) zur Darstellung des
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Werthes von ¢ zu irgend einer Zeit und an irgend einem Orte
fithrten, konnen jetzt in einfacherer Weise durchgefihrt werden.
Bezeichnen niimlich @ und ¥ irgend zwei Functionen, die in einem
gegebenen Raume mit ihren ersten und zweiten Differentialquotienten
endliche Werthe haben, so fanden wir oben Gleichung (277)

fap?__‘_‘.".dm +fffw4 ®dz dy dx
dn
Eer.%.fdn, +fffrb4wm dy dx

Gentigen nun @ und ¥ in dem ganzen Integrationsraume der
Gleichung (285), so wird

(287)

VA0 =DA¥ = -2 D Y,

Mithin heben sich die zweiten Integrale auf beiden Seiten fort
und wir erhalten:

d o oy
fw._.éng;:ftp 3n dw, (287a)

Dies ist die Gleichung, die an die Stelle der Gleichung (278h)
tritt. Dort trat eine Integration nach ¢ ein, die hier itberfliissig
ist. Aus ihr kann nun sogleich das Aequivalent fir die Gleichung
(284d) abgeleitet werden.

Setzen wir niimlich

D= coskr ;
r

wo r die Entfernung des Punktes z,y,4 von einem beliebigen Punkte
@, f, y des Integrationsraumes bezeichnet, so geniigt ® der Glei-
chung (285); denn
cosk(r — at)
——

stellt, wie wir oben (§ 47) sahen, eine kugelformige Welle dar und
ist zugleich von der speciellen Form, die wir hier betrachten, Ks
ist aber zu beachten, dafs im Punkte ¢, 8, y die Function @ nicht
mehr endlich ist. Dieser Punkt ist daher vom Integrationsgebiet
auszuschliefsen. KEr wird durch eine kleine Kugel ausgeschlossen,
iiber deren Oberfliiche die Integrale (Gleichung 287) ebenfalls zu
erstrecken sind. Bezeichnet nun wieder wie oben d2 die Oeffnung
18*
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eines unendlich schmalen Kegels, der seine Spitze im Punkte e, f,
hat, so ist fiir die Kugeloberfliiche

dow =r*d Q,

ob o

on  Or
und

o¥  ow

on  Or

und es wird fiir die Kugeloberfliiche

f‘!f ——dm=—f‘lf(coskr+ krsinkr)d 2

ffb——dm -—rfcoskr-gg-dﬂ.
dr

Wird nun die Kugel sehr klein, so haben ¥ und %}!{i auf der

Kugel nahezu dieselben Werthe, die sie im Mittelpunkt haben. Be-
zeichnen wir daher den Werth von ¥ im Punkte e, £, y mit ¥,
so geht das erste Integral in den Werth

~ U [iQ=—dn¥,

iiber. Das zweite Integral dagegen verschwindet. Mithin folgt aus
der Gleichung (287)

j‘w _ (coskr)dm ow co<=kr o ARG NEae

on  r

wo die Integrale iiber die Begrenzung des Raumes zu erstrecken sind.

Wenn siimmtliche Dimensionen des Raumes sehr klein gegen
die Wellenliinge sind, kann k» gegen 1 vernachliissigt werden, se
oft » die Entfernung zweier innerhalb des Raumes gelegener Punkte
ist. Unter diesen Umstiinden verwandelt sich die Gleichung (288) in

?l i" < 4

Bei dieser Weglassung unendlich kleiner Grifsen wird also ¥ eine
Function, welche der Gleichung 4 ¥ = 0 geniigt, und es folgt daraus,
dalfs man in Riiumen, deren Dimensionen gegen die Wellenlinge
verschwindend klein sind, statt der Functionen, die der Gleichung
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AW + k* ¥ = 0 geniigen, stets unendlich wenig davon unterschiedene
Functionen finden kann, die der Gleichung 4% = 0 geniigen. Setzen
wir andererseits in der (fleichung (287) fiir @ eine Function ein,
die in dem ganzen Raume der Differentialgleichung (285) geniigt
und mit ihren ersten und zweiten Differentialquotienten endlich
bleibt, wie z. B.

O = sin kr ’
"
so wird
0 [sinkr oW sinkr
[uw (o [ G aw =0, ao

Von der linken Seite der Gleichung (288) kinnen wir uns eine
anschauliche Vorstellung machen. Ks ist niimlich

d¥ coskr

i dn r G

das Wellenpotential einer Schicht von Krregungspunkten, welche

ither die Oberfliche ausgedehnt sind. Denn — %i;-d o hat die

Form Asin(2ant+ y), wobei 4 die Intensitit der Bewegung des
Erregungspunktes mifst.

Ferner ist f i ~a-— (co&;kr)dm anzusehen als das Potential

on

einer Doppelschicht von Krregungspunkten. Denken wir uns nim-
lich eine zweite Fliche in einem kleinen Abstand & innerhalb der
ersten construirt und beide mit Erregungspunkten von solcher In-
tensitiit bedeckt, dafs fiir ein Element dw der ersten das Wellen-

potential gleich — 'i'_:i_c_g co:kr und fiir das entsprechende KEle-
ment do’ der zweiten das Wellenpotential gleich o fm co;k 5 .

so ist das Wellenpotential fir beide zusammen

’

& r & r

Wird nun die Intensitit und Phase der beiden Erregungspunkte
gleich angenommen, so ist ¥ dw = ¥dw und das Wellenpotential

erhiilt die Form
'ﬂdm-—l— cosfcr' it coskr -
& r r




198 DRITTER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. § b1,

Dies geht, wenn wir den Abstand & unendlich klein werden lassen,
iiber in

Wa

i, P (e
Die Formel (288) besagt also, dafs jede eindeutige Function ¥,

die in allen Theilen eines Raumes mit ihren ersten und zweiten
Differentialquotienten endliche Werthe hat und der Gleichung

A¥Y +BR¥=0

d (coskr)

geniigt, sich als Geschwindigkeitspotential von Erregungspunkten
ausdriicken lifst, die blofs lings der Oberfliche des Raumes aus-
gebreitet sind.

§ 51, Die Intensitiit der Erregung einer einfachen Schicht
von Erregungspunkten.

Wenn das Wellenpotential nur einer einfachen Schicht von Kr-
regungspunkten entspricht, so gilt dieselbe Relation zwischen der
Intensitit der Erregung und den Differentialquotienten des Potentials
nach der Normale, welche fiir die Potentialfunctionen elektrischer
Massen in Bezug auf die Dichtigkeit der Belegung stattfindet. 3

Setzen wir

q‘=fp~c2iitdm, (290)

wo dw das Flichenelement einer beliebigen Kliiche £ bezeichnet
und p eine Function, die sich in der Fliiche continuirlich #indert,
und untersuchen die ersten Differentialquotienten von ¥ fiir solche
Punkte =, y, # des Raumes, welche der Fliche £ unendlich nahe
liegen.

Wir setzen ferner:

cos kr 1

—— - l. + =5
Y= Y4 Y,
Y = [pfde,

U0 =fp’—l- dw.

' ist jedenfalls endlich, wenn p und die Grifse der Fliche £ end-
lich sind, da £, immer endlich ist. Dals %" unter denselben Be-
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dingungen endlich ist, ist aus der Theorie der elektrischen Potential-
functionen bekannt, ebenso dafs ¥” auf beiden Seiten dicht an der
Fliiche dieselben Werthe hat. Dafs letzteres auch mit ¥’ und also
auch mit ¥ der Fall sei, ist leicht zu ersehen, da f,, auch wenn
man durch die Schicht selbst hindurchgeht, sich immer nur conti-
nuirlich findern kann, Dagegen wissen wir, dafs die Differential-
quotienten von ¥” an der Fliche einen endlichen Sprung ihres
Werthes erleiden, withrend leicht zu erkennen ist, dafs die von ¥~
an der Fliche continuirlich sein miissen. Denken wir uns durch
eine geschlossene Linie, die in unendlich kleiner Entfernung den
Fuflspunkt des von z, y, » auf die Fliche £ gefillten Lothes um-
giebt, ein Stiick £, aus der Fliche herausgeschnitten und das

Integral IPfrd“’ getheilt in ¥, welches iiber die Fliche £, und
g, welches iiber den Rest der Fliche ausgedehnt ist, so dafs

Yo=Y 4+ Y,
Nun ist die Grofse

dx 2 r

fiir unendlich kleine Werthe von #, bleibt also endlich, macht aber
einen Sprung, wenn man von positiven Werthen von # — « durch
r = 0 nach negativen iibergeht, ist dagegen continuirlich, wenn man
nicht durch » = 0 hindurchgeht. Letateres geschieht nun keinen-
falls, wenn man in ¥, die Werthe von z, y, x sich #ndern lifst.

’

Dagegen ist dd":’, wo allerdings ein Sprung eintreten wiirde, un-

endlich klein als das Integral einer endlichen Grofse, iiber eine un-
endlich kleine Fliche genommen, und wir kinnen deshalb seinen

’ L

Werth gegen -ddl-g‘ und —dd%’ vernachlissigen.  Folglich sind die

Differentialquotienten von ¥, welches gleich ¥ +4- ¥/ ist, continuir-
lich, und die von ¥ miissen an der Fliche £ einen Sprung von
derselben Grofse wie die von ¥” machen. Bezeichnen wir die von
der Fliche ab nach beiden Seiten hingehenden Normalen mit »,
und n,, so ist bekanntlich

dy ay”

dn, 9 7T ey sbl &
und daraus folgt, dafs auch
. dy
gy : =—4dap. (2904a)

dﬁ,_- dn,,
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§ 52. Das Wellenpotential aulserhalb einer gegebenen Fliiche.

Wir wollen nun annehmen, dafs das Wellenpotential ¥ einer
Schallbewegung entspreche, die im Unendlichen unmerklich wird.
Dann wird es moglich sein, eine Kugelfliche so grofs zu con-

struiren, dafs auf und aufserhalb der Kugelfliche ¥ und %—g un-
merklich klein sind. Ist p der Radius der Kugel, so wollen wir
annehmen, dals ¥ von der Ordnung zl,_ sei, Das stimmt iiberein
mit den Krorterungen, die in § 47 iiber kugelfsrmige Wellen an-

ist dann von der Ord-

gestellt sind. Der Differentialquotient g:;

nung -5; Ist nun S die Oberfliche eines Raumes, aulserhalb

dessen ¥ iiberall der Differentialgleichung (285) geniigt und mit
seinen ersten und zweiten Differentialquotienten endlich ist, so
konnen wir die Gleichung (288) auf den Raum zwischen S und
der grofsen Kugelfliche anwenden. Die Integrale sind dabei itber
die Fliiche S und iiber die Kugelfliche zu erstrecken. s lifst sich
dann zeigen, dafls die Integrale iiber die Kugelfliche verschwinden.
KEs wird niimlich hier
dw = p*d 2,

wenn d £ wie frither die Oeffnung eines unendlich schmalen Kegels
bedeutet, der seine Spitze im Coordinatenanfangspunkt hat. Ferner

ist ;- von der Ordnung —1—. Nun nithert sich 5— fiir grofse Werthe
von p dem Werthe 1; nuthm wird

gf cos kr dw=-:, 0? gq: 0 coskr.dQ

mit wachsendem o beliebig klein.
Ferner ist

d [coskr d [coskr
fq‘r-a?( » )dm:—-fq‘ra”— ('_"r' r )O’dﬂ
f q,-E_“E"L"_ or 10
) 69

+fap k. Efffi.az;gsm.
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Das erste Integral der rechten Seite wird beliebig klein, da —’_0—
und g{-’; mit wachsendem ¢ sich dem Werthe 1 nidhern und o ¥
endlich bleibt.

Das zweite Integral

f‘i‘k su}kr 6r ot 2

wird ebenfalls beliebig klein, wie man auf folgende Weise erkennt,
Die Gleichung (289) gilt ebenfalls, wenn sie auf die Begrenzung S
und die Kugelfliche bezogen wird. Mithin mufls die Integration

fw__ﬁ_(siner 6‘”&“_.‘&@
on r

‘!"

erstreckt iiber die Kugelfliche fiir beliebige Werthe von p immer
denselben Werth ergeben, vorausgesetzt, dafs ¢ nur so grofs ist,
dafs die Kugelfliiche die Fliche S umfaflst. Der Differentialquotient
nach ¢ muls also verschwinden.

Nun ist

t? y smrkr?zd Q

-
gchon von der Ordnung -:i, der Differentialquotient also von der

Ordnung ;1-,- Ferner ist

d (sinkr| , sinkr dr ,
f"‘g“,,( : )g dsz._fw ceseall

coskrar' 3
—f‘lfk 5 é—pg df.

Der erste Theil der rechten Seite wird ebenfalls von der Ordnung
:7, der Differentialquotient also auch beliebig klein. Es bleibt also

nur der Differentialquotient von

f"”‘ coskrar 0?dQ
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zu betrachten. Da

ar " 1
30 = | 4 Glieder von der Ordnung =

~

s0 ist es nur nithig

f wi S g g

zu differentiiren, denn der Unterschied ist von der Ordnung 1-. Von
(J

den verschiedenen Theilen dieses Differentialquotienten werden

g‘i’; L L LAV

coskré’r
_ftm. o 5g "9,

fw k oo%k;r 0d 2
r
mit wachsendem p beliebig klein. Mithin gilt dasselbe von dem °

letzten Theil
- — w ‘3 i — e 3 )
f Ib a 0 0 d !- .

Damit ist gezeigt, dafs bei der Darstellung von ¥, die Inte-
grale iiber die Kugelfliiche siimmtlich verschwinden und nur die
Integration iiber S iibrig bleibt. Die Gleichung (288) gilt also auch
dann, wenn der Punkt, in dem wir den Werth von ¥, bestimmen
wollen, aulserhalb der Grenzfliiche liegt, iiber welche die Integrale
erstreckt sind, wofern nur ¥ aufserhalb dieser Grenzfliche bis ins
Unendliche der Differentialgleichung (285) geniigt, mit seinen ersten
und zweiten Ableitungen im KEndlichen endlich ist und im Unend-

lichen von der Ordnung (1, verschwindet.

Sind z B. irgend welche Schallcentren gegeben, die wir uns in
eine Fliche eingeschlossen denken wollen, und sind aufserdem eine
Reihe von festen Kérpern vorhanden, so kann man die Gleichung (288)
zur Darstellung des Wellenpotentials in jedem beliebigen Punkte des
freien Raumes aufserhalb jener Fliiche anwenden. Die Integrale
sind alsdann fiber jene Fliche und iber die Begrenzungen der
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festen Korper zu erstrecken. Hier ist der Natur der Sache nach
ow 3 oy ; :
P 0, dort mufs aber aufser ¥ auch e bekannt sein. Die
Normale = ist dabei in den freien Raum hinein zu ziehen.
Wendet man die Gleichung (288) auf theilweis zusammen-
stofsende Riiume S, und S,, an, indem man die Klemente ihrer nicht
gemeinsamen Oberfliiche mit dw, und dw,, die des gemeinsamen
Stiickes ihrer Oberfliche mit dw, bezeichnet, unter », die nach
dem Inneren von S,, unter n, die nach dem Inneren von S, ge-
richteten Normalen dieser Fliichenelemente versteht, so hat man,

wenn innerhalb S, AW, 4 W, =0,
und innerhalb S, AW, + kK ¥,=0,

der Punkt «, 8, 7, von dem die Entfernungen » gerechnet werden,
aber innerhalb S, liegt, und wir unter dem Integralzeichen [d @, d w,]
schreiben, wo die Integration iiber siimmtliche Elemente dw, und
simmtliche d, ausgedehnt werden soll:

d [coskr d W, cos kr
in w,u.—_fw,dn (——) [do,+ dw,] "f'd?[ oo 7 PR P

k
ff i, (.E]E_‘. r) [do,+dw,] — f‘f;f" Qo8 kY [dw,+dw,].

Wenn nun an der gemeinsamen Trennungsfliiche beider Riume

AW, 4w, 4w,
bkl Tt e )

ist, so giebt die Addition beider Gleichungen, da dn, = — dn,:

I v
Ll o f ' (COSerdm, _fd_il_coai r i,
: dn\ r dn r

d cos kr o dl{f,,cnsl»r
"d N i an, " r

+ daw,, .

r

Die Function ¥, erscheint also hier als Potential von Punkten aus-
gedrﬁckt, die an der nicht gemeinsamen Oberfliche der Riiume &,
und 8, liegen, withrend die Punkte der gemeinsamen Trennungs-
fliche ganz aus dem Integral verschwinden. Genau denselben Aus-
druck erhiilt man aber fiir ¥,, wenn man den Punkt e, f, 7 in
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den Raum S, verlegt. Ks sind also in diesem Falle ¥, und ¥,
Potentiale derselben aufserhalb des gemeinsamen Raumes S, und S,
liegenden Erregungspunkte, und beide Functionen miissen continuir-
lich in einander iibergehen. ;

Wenn wir also im Folgenden fir das Geschwindigkeitspotential
in verschiedenen Theilen eines zusammenhiingenden Luftraumes ver-
schiedene Ausdriicke ¥, und ¥, werden withlen miissen, wird die
Continuitiit an der Grenzfliche hergestellt sein, wenn in allen
Punkten derselben

q’r oy q‘;!
und
L R |
dn, _ dn, SRELT.

§ 3. Das Verhalten des Wellenpotentials im Unendlichen.

Die (Heichung (288) kann man benutzen, um das Verhalten
von ¥ im Unendlichen darzustellen. Bezeichnet r den Abstand des
Flichenelements dm vom Coordinatenanfangspunkt, ¢ den Abstand
des Punktes «, #, y vom Coordinatenanfangspunkt und & den
Winkel zwischen beiden Radien, so ist:

r?=p? 41 — 2prcos

r = ¢ — vcos ¥ + Glieder von der Ordnung (1; :

Mithin
SRS SR L T Y) + Glieder von der Ordnung —l-,
T 0 4
0 [coskr| ksinkr dr coskrdr |
gl v |- an e on

sin(ko — krcos ) dr
k g
0 dn

= =—

+ Glieder von der Ordn‘g,.

Mit Vernachliissigung der Glieder von der Ordnung -‘;1,

nach Gleichung (288)

dn W, = _fq,-kﬁln(ko — kroos $)dr
[ on

wird also

_ [OW cos(ke —krcos F) #
dn 0
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o
o

0

= —B}Piﬂ—g-|:-—-—‘f‘lsuafc1:'.1::&;(1';:“:03;‘f)iai dw
0 dn

= f%g sin (k r cos ) dw]

093_ it U*ﬂ ksin (kt cos :‘}) 6‘

g
_f-a;;cos (krcos;‘})dm].

Die Grofsen in den Klammern sind nicht mehr von g, sondern nur
von der Richtung des Radius ¢ und von ¢ abhiingig. Bestimmen
wir zwei Grifsen 4 und ¢ so dals die Grofsen in der Klammer
gleich

Acose und Asine
sind, so ist

47, _A"'“(":"*‘”) 291)
Diese Gleichung gilt fiir jeden belichigen Werth von ¢, das in ¥
noch vorkommt. Nun sollte aber ¥ die Form haben

Y= Y'cos2ant 4+ Y'sin2ant.
Fir i =0 ist ¥ =¥, fiir i = zl—’; ist ¥ = ", Mithin erhiilt man
fir t=0 und ¢ = 41—“ aus der Gleichung (291):

AL UL

sin (kp +ﬁ : (291 a)
0

dn¥y=4"

wo A, A",¢,¢" nicht mehr von £ sondern nur von der Richtung des
Radius p abhiingen.

Nun multiplicire man die erste der Gleichungen (291a) mit
cos2nnt, die zweite mit sin2ant, so kann die Summe auf die
Form gebracht werden:
cos[kp — 2ant 4 c]

[
cos[ko + 2ant + ]
0

=19
(292)
+ W —
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Das erste Glied stellt ins Unendliche laufende Kugelwellen, das
zweite Glied aus dem Unendlichen kommende Kugelwellen dar. Sollen
keine aus dem Unendlichen kommende Schallwellen vorhanden sein,

so wiirde bis auf Glieder von der Ordnung f;—,

g — g 08[ke —2ant +]

2924
2 (292a)

zu setzen sein,

Ist der Raum durch irgend eine unendlich ausgedehnte Fliche
nach einer Richtung begrenzt, so ist diese Betrachtung nicht un-
mittelbar anwendbar, weil dann ¥ nicht iiberall aufserhalb einer
endlichen Fliche den Bedingungen der Gleichung (288) geniigt. s
ist ja nur auf der einen Seite der Fliche definirt. Wohl aber lifst
sich einfach der Fall behandeln, wo der Raum durch eine unend-
liche Ebene begrenzt ist, die durch den Anfangspunkt der Coordi-
naten geht. Man braucht sich zu den Erregungspunkten nur noch
ihre Spiegelbilder hinter der KEbene hinzu zu denken, von beiden
zusammen das Geschwindigkeitspotential zu nehmen, so erfiillt dies
die Bedingung, dafs an der Ebene i:{ = 0 sei, und es lassen sich.
auf ein solches Geschwindigkeitspotential dieselben Betrachtungen
anwenden, als wenn nur endliche feste Korper in der Nithe wiiren.

Unter diesen Umstiinden ist also die Grenzbedingung, welche
fiir die unendlich entfernten Theile des freien Raumes aufzustellen
ist, die, dals das Bewegungspotential ¥ dort die in Gleichung (292a)
angegebene Form habe.

§ 54. Das Reciprocitiitsgesetz.

Setzen wir jetzt voraus, dafs ¥ das Geschwindigkeitspotential
eines Schallwellenzuges sei, der in dem Punkte a erregt wird, in
dessen Nachbarschaft sich eine beliebige Anzahl fester begrenzter
Korper befinden moge, so dals nur an dieser Stelle ¥ unendlich
werde wie

cos kr,
——— 0B 20 {

Ta

sonst tiberall endlich und stetig bleibe, und in der unendlich grofsen
Entfernung ¢ von derselben Form wie in Gleichung (292a) sei.
Aufserdem moge an der Oberfliiche der festen Korper die Gleichung
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ay ) e R :
d?‘—‘ = 0 stattfinden. Es sei ferner @ das Geschwindigkeitspotential
einer Schallbewegung, die im Punkte b erregt worden ist, so dals

@ in unendlich kleiner Entfernung von » unendlich wird wie

coskr,

O=A4- cos2ant,

"y
in unendlicher Entfernung ¢ dagegen
Sslbe —Ewnt 3]
@

sel, wo B und d nach verschiedenen Richtungen vom Anfangspunkte
der Coordinaten aus verschiedene Werthe haben; iibrigens muls ¢
wie ¥ iiberall sonst endlich sein, und an der Oberfliche der

d}:m

. do
festen Korper e 0.

Wir wenden nun die Gleichung (287) auf einen Raum S an,
der durch eine mit dem unendlich grofsen Radius ¢ um den Anfangs-
punkt der Coordinaten beschriebene Kugelschale umschlossen ist,
von welchem wir nur ausschliefsen alle die Theile, welche durch die
festen Korper eingenommen sind. Fiir die Integration an den
Punkten a und b, wo ¥ und @ unendlich grofs werden, findet die-
selbe Betrachtung wie bei Gleichung (288) statt. Wir erhalten:

qudm dm—f‘bﬂdw
dn (298)

=4n A[¥,cos2ant — D, cos2nnt],

wo ¥, den Werth von ¥ im Punkte b, und @, den von @ im
Punkte @ bezeichnet. Die Integration nach dw ist sowohl iiber die
Oberflichen der vorhandenen festen Korper auszudehnen, an denen
aber i—ﬂg %:E = (), so dafs diese Theile wegfallen, als auch iiber
die Oberfliiche der Kugel. Hier wird nun:

do d¥  ABksin(d —c)

X ol 7 T 0*

Wenn wir nun bedenken, dafs ¥ und @ von der Form sein miissen:
Y= Ycos2ant + YP'sin2ant,
D= Pcos2ant+4 D'sin2ant,
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wo W, @/, ¥ und @ von der Zeit unabhiingige Grifsen sind,

so wird
Y, cos2nant — D cos2nnt

=} [¥W,— W)+ }[¥ — D] cosdant + [y — D]sindmnt.

Da nun die Gleichung (298) fir jeden Werth von ¢ erfiillt sein mulfs,
so mufs einzeln gleich sein:

W @ =0,

W — D=0,
fﬂlﬂisin(h—c)dm 3
i ]

o*

also auch
Y, = Pcos2ant + Wysin2ant
= P,cos2ant + O sin2ant = d,.

} (2934)

Daraus geht der wichtige Satz hervor: Wenn in einem mit Luft ge-
filllten Raume, der theils von endlich ausgedehnten festen Koérpern
begrenzt, theils unbegrenzt ist, im Punkte a Schallwellen erregt
werden, so ist das Geschwindigkeitspotential derselben in einem
zweiten Punkte b ebenso grofs, als es in a sein wiirde, wenn nicht
in a, sondern in » Wellen von derselben Intensitit erregt wiirden.
Auch ist der Unterschied der Phasen des erregenden und erregten
Punktes in beiden Fillen gleich.

Aus der nach der Gleichung (292a) gemachten Bemerkung
geht hervor, dafs dasselbe noch gilt, wenn der Raum von einer un-
endlichen Ebene theilweise begrenzt ist. Ist @ das Geschwindig-
keitspotential von Schallwellen, die eine grifsere Zahl von Erregungs-
punkten by, by, ..., b, haben, also von der Form

(D=‘pl+¢=+oaa+¢.,
wo @, das Potential der in b, erregten Schallwellen ist, so wicd
2] =2[D,, ) (293Db)

In dem Falle, wo die durch ¥ dargestellte Schallbewegung
nicht davon herrithrt, dafs ein tonender Punkt a sich im freien
Raume befindet, sondern dafls an irgend einem Oberflichenelemente

der Begrenzung des Luftraumes, das wir mit da bezeichnen wollen,

b nicht Null, sondern

dn
ﬁf“ = Bcos2ant
dn
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ist, s0 wird aus der Gleichung (293):
4n AW, = — B da. (293¢)

Dieser Satz kann dazu dienen, um in solchen F iillen, wo man
die Schallbewegung der Luft vollstindig nur fiir gewisse besondere
Lagen des schallerregenden Punktes bestimmen kann, doch wenig-
stens fiir alle anderen Lagen eines oder beliebig vieler schall-
erregender Punkte die Erregung in jenen ersten Stellen des Raumes
zu bestimmen. Namentlich ist der Satz wichtig, wenn man die
Schallbewegung fiir eine jede entfernte Lage des ténenden Punktes
bestimmen kann, weil man dann riickwirts auch fiir jede andere
Lage des tonenden Punktes die Fernwirkung bestimmen kann, auf
die es bei den akustischen Versuchen meistens allein ankommt.

Zweiter Abschnitt.
Die Luftschwingungen in ROhren mit offenen Enden.

§ 65. Wellen in offener R&hre.

Wir gehen nun zu der Aufgabe iiber, die Bewegung der Luft
am offenen Ende einer cylindrischen Rohre zu bestimmen, wenn im
Innern der Rohre durch irgend eine Ursache ebene Wellen, die
einem einfachen Tone von » Schwingungen in der Secunde ent-
sprechen, zu Stande gekommen sind, und sich die Bewegung durch
die Mindung der Rohre der iufseren Luft mittheilt, welche {ibri-
gens zuniichst durch keine anderen Schall erregenden Kriifte afficirt
sein moge.

Die Form der Rohre sei im Allgemeinen cylindrisch von be-
liebigem Querschnitte; nur in geringer Entfernung von der Miindung
mdge dieselbe von der cylindrischen Form abweichen diirfen. Wir
schliefsen also Rohren mit trompetenférmigen oder halb gedeckten
Miindungen in unsere Untersuchung ein, Uebrigens setzen wir
voraus, dals sowohl die Dimensionen der Oeffnung, wie auch die
Liinge des nicht cylindrischen Theils der Rohre gegen die Wellen-
linge verschwindend klein seien. Den #ufseren Raum denken wir
uns der Kinfachheit wegen nach einer Seite begrenzt durch eine
unendliche Ebene, welche senkrecht gegen den cylindrischen Theil

H, v. HeLauorrz, Theoret, Physik. Bd, 111, 14
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der Rohrenwand gerichtet ist, und in welcher die Rohrenmiindung
selbst liegt. Diese Ebene sei die yz-Ebene, die Rohre befinde sich
auf Seite der negativen z, deren Axe im Innern der Rohre liegen
und dem cylindrischen Theile ihrer Wand parallel sein soll. Auf
Seite der positiven x sei der Luftraum unbegrenzt. Nach der ge-
machten Annahme betrachten wir ky und kz als verschwindend
klein gegen 1, wenn y und z Coordinaten eines Punktes der Rohren-
miindung sind, und ebenso ka, wenn z einem Punkte des nicht cylin-
drischen Theils der Rohrenwand angehort.

Unsere Voraussetzungen iiber die Natur der Bewegung, welche
wir untersuchen wollen, driicken sich nun in folgenden Gleichungen
aus. KErstens nehmen wir an, dals irgendwo in der Rihre sich ein
Abschnitt befinde, zwischen welchem und der Miindung keine fiufseren
Kriifte auf die Luftmasse einwirken, und in welchem das Geschwin-
digkeitspotential ¥ unendlich wenig verschieden sei von der Form

Y= (~f_—sini.:x+ Bcoskm) cos2mnt

+ (%-Bink::-i- EBcoskz]sin?nnt.

Dies ist die allgemeinste Form, welche ebene Wellen, die einem
einfachen Tone von » Schwingungen angehdren, haben kénnen. Zur
weiteren Vereinfachung wollen wir gleich den Anfang der Zeit ¢ so
festsetzen, was offenbar immer mbglich ist, dafs % = 0 wird, und
somit ¥ in dem besagten Abschnitte der Rihre die Form erhiilt:

Y= -Esinkx—}‘licnskm} cos2ant+Beoskasin2ant. (294)

Auf Seite der positiven @ denke man sich zwei halbe Kugelfliichen
von sehr grofsem Radius construirt, deren Mittelpunkt im Anfangs-
punkte der Coordinaten liegt. Zwischen beiden soll ¥ die Form
kugeliger Wellen haben, die in den unendlichen Raum hinauslaufen,
nfimlich, wenn wir, wie frither, die Entfernung vom Anfang der
Coordinaten mit ¢ bezeichnen:

cos(ko — 2ant) - gsin(ko — 2mant)

W= M ;
¢ 0

(2942)

wo M und M, unabhiingig von p, aber miglicher Weise abhiingig
von den Winkeln sind, die ¢ mit den Coordinatenaxen bildet.
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Jenseits der #ufseren jener beiden Kugelflichen mag noch ein
Raum liegen, wo die Schallbewegung erst beginnt, aber zwischen
der Region der ebenen Wellen in der Rohre, deren Bewegung in
der Gleichung (294) gegeben ist, und der Region der Kugelwellen
von der Form (294a) soll die Stiirke und Phase der Luftschwingungen
stationiir geworden sein, also ¥ hier iiberall von der Form sein:

W= Wecos2ant 4 Y sin2ant, (294D)

worin ¥’ und ¥” Functionen der Coordinaten, aber unabhiingig
von der Zeit sind und in diesem ganzen Theile des Luftraumes die
Bedingung erfilllen:

0=k¥4 Ay,

Endlich mufs noch lings der ganzen Wand der Rohre und an dem
Theile der yz-Ebene, welcher nicht von der Rohrenmiindung ein
genommen ist, sein:

v
=0 (294c)

Wir wollen nun die Beziehungen zwischen den Coefficienten 4, B,
B, M und M, der Gleichungen (294) und (294a) mittelst des er-
weiterten Greex'schen Theorems aufsuchen.

Die erste Anwendung der Gleichung (287) machen wir auf den
inneren Raum der Rohre, diesen von der Ebene der Miindung bis
zu einer damit parallelen Ebene genommen, welche in der Region
der ebenen Wellen liegt. Die Function @ der Gleichung (287)
setzen wir hier:

D = cos ka.

Da sowohl @ wie ¥ die Gleichung (285) erfiillen innerhalb des
hier betrachteten Raumes, so reducirt sich Gleichung (287) auf

fq;idq_’dm_fq: d e D (287a)
n

dn

Nun ist %E nur an der Miindung und in dem Querschnitte der
n

Rohre von Null verschieden, dort ist es gleich — %, hier gleich

+ i{p Es wird also:
dx

14*
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f‘b %-z{-dm,—_—cos2nntfdw dm-—-sin?nntfﬂ‘— dw

dx dz

+ Q(4 cos ka — Blksin kx) cos kzcos2ant

— QB ksinkxcoskzsin2ant.

Durch den Horizontalstrich ¥ oder —?f— sollen hier und fortan die

Werthe bezeichnet werden, welche die betreffenden Functionen in
der Ebene der Rohrenmiindung haben. Mit @ ist die Groifse des
Querschnitts des cylindrischen Theils der Rohre bezeichnet. Da-
(

gegen ist i}g— am cylindrischen Theile der Rohrenwand und in
der Oeffnung der Rohre gleich Null. Von Null verschieden ist es
nur in dem Querschnitte der Rohre, wo es den Werth — ksinkax
hat, und in dem nicht cylindrischen Theile der Réhrenwand. Nennt
man den Winkel, den die nach innen gerichtete Normale der
Riohrenwand mit den positiven = bildet, 3, so ist, da

dd __“d(b__o

S TST U h
dd dod ¢
W=msﬁﬁ=---J'csuna‘.::m::cns;(‘i’.

Wir haben also:

o
qu-z_::—dm =— Q(Adsinka 4 kBcos ka)sinkaxcos 2mnt

— QkBcoskzsinkasin2xnt

— keos2n nt.f‘l—"’sinkmcosﬁdm

— ksin2ant. W sinkzcosfdm.
Wenn man diese Werthe der Integrale in die Gleichung (287a) ein-

fiihrt, und einzeln die mit cos2ant und die mit sin 27 ¢ multi-
plicirten Glieder gleich Null setzt, so erhiilt man

AO___fdd‘J: dm-—kflp"sinkxcosﬂdm, (295)

0=fddq; rim—kf‘y"sinkxcosﬁdm. (295 0)
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In beiden Gleichungen ist das erste Integral itber die ganze Oefinung
der Rohre zu nehmen, das zweite iiber die Wand der Rohre, doch
wollen wir gleich bemerken, dafs an allen Stellen, wo cosf von
Null verschieden ist, k2 nach unserer Annahme eine verschwindend
kleine Grifse wird, In rein cylindrischen Rohren mit ganz offener
oder theilweis gedeckter Miindung fallen diese letzteren Integrale
ganz weg.

Die zweite Anwendung des Theorems (287) machen wir auf den
freien Raum auf Seite der positiven z, der einerseits begrenzt ge-
dacht wird durch die yx-Ebene, andererseits durch eine um den
Anfangspunkt der Coordinaten als Mittelpunkt construirte halbe
Kugelfliche, welche in die Region der kugeligen Wellen fillt. Inner-
halb dieses Raumes liege der Punkt, dessen Coordinaten «, 3, y sind.
Die Entfernung des Punktes z, y, » von ihm sei », wihrend », die
intfernung von dem Punkte sei, dessen Coordinaten — e, 3, y
sind, und der aufserhalb des hier betrachteten Raumes liegt. Die
Function @ der Gleichung (287) setzen wir

cos(kr,— 2mnt cos(kr, — 2nant
Lk LR L UL

() — ;

Indem wir nun die Gleichung (287) anwenden mit Beachtung des
in (288) beriicksichtigten Umstandes der Unstetigkeit von @ im
Punkte «, f, 7, erhalten wir:

fwa! IJ fq, —dw = 2n¥, cos2nnl, (295b)

wo ¥, den Werth von ¥ im Punkte e, f, y bezeichnet.
Wie im Falle der Gleichung (293) wird die Grolse
l,p'_._ — (pf_?

an der weit entfernten Kugelfliche eine von der Zeit unabhingige
Grofse, ebenso natiirlich auch das Integral dieser Grifse iiber die
Kugelfliche, welches wir mit € bezeichnen wollen. An der yz-Ebene

dagegen ist %;:2 itberall gleich Null, ebenso ‘—i;{ itberall mit Aus-

nahme der Oeffnung, wo es gleich i—x—w ist; @ aber bekommt den

Werth: :
b = -°_°E(_’~";:_ wnf) .
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weil an der yz-Ebene r, =, ist. So erhalten wir die Gleichung:

€ — fdlif cos(kr—?unt)

=2n¥,cos2nnt. (295¢)

Setzen wir nun nach Gleichung (204b)
W=Ycos2ant+4 Ysin2nant,

so konnen wir in der Gleichung (295¢), welche fir alle Werthe
von ¢ erfillt sein muls, die Quadrate und Producte von cos 2z nt
und sin2ant durch cos4ant und sin4zwn! ausdriicken und dann
einzeln gleich Null setzen: 1) die Glieder, welche nach der Zeit
constant sind, 2) die Glieder, welche mit cos 4z »n¢ multiplicirt sind,
und 3) die mit sin 42 # ¢ multiplicirten, und erhalten dadurch folgende
drei Gleichungen:

d‘lf’ cos kr, A sinkr,
@=ﬂqf+5f( ' +dx f" )dw,
0=nW, + }f‘“‘r cosky, , B =4 d_t{ _'i“;”_ﬁd,,,, L (205d)
0=n'£":+1} .‘i_!_‘f smkrd w4+ % _d_qf_ﬂs:__‘,'ﬁdu

Die Integrationen sind iiber die Oeffnung der Rihre auszudehnen.
Durch die beiden letzten Gleichungen ist der Werth der Functionen
W und ¥ fir alle Punkte des Raumes auf Seite der positiven z

"

: ¥
gegeben, wenn die Werthe von > r und s

der Riohre bekannt sind. Die erste Gleichung folgt aus den beiden
anderen mittelst des Theorems (288). Der Werth von ¥, wird
demnach: ;

in der Oeffnung

—— =
W, = _ 1 [a¥ cos(kr, 7 ni) 2

2n dax r,

(295 ¢)
___l_fd‘F" sin (kr, —29:?;!)
2= 0", P it

Wenn wir statt der rechtwinkligen Coordinaten Polarcoordinaten
einfithren, nimlich

@=gpcosw, f=gpsinwcos?#, y=psinwsin?,
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so wird in unendlich grolser Entfernung ¢ vom Anfangspunkte der
Coordinaten mittelst einer #hnlichen Umformung, wie sie in § 53
ausgefithrt ist:

W M- cos(kn —27nl) i, _s_in_(f.-;_:_—;_—iz_u:a_t_)" (2942)

5
ff(d-y—wsks-}--%smke)djdz,
T 205
M=~ 2nff(dq ch—---wsmLe)d_;da., (#954)

& = y 8in @ cos ¥ - x sin w sin ¥,

wo

und wo die Integrationen iiber die Oeffnung der Rbhre auszu-
dehnen sind.

Eine dritte Anwendung des erweiterten GreEN'schen Satzes
machen wir auf den Raum, welcher zwischen einem Querschnitte
der Rohre in der Region der ebenen Wellen und einer halben
Kugelfliche in der Region der kugeligen Wellen liegt. FKir die
Functionen ¥ und @ der Gleichung (287) setzen wir ¥’ und ¥
und haben wie in Gleichung (287a):

fw"”’ —fw"ﬂdw_o

e .
Da liings der ganzen festen Wand des Raumes —- g R 0, so
ist die Integration nur iiber den Querschnitt der Réhre und die Halb-

kugel auszudehnen. Im Querschnitt ist:

V= i:—sinka: + Beoskx,

Y'=PBcoskz,
yr 4 dyr _ gy 8Y b Al A A8,
dz dz
An der Kugelfliche ist:
0 Mcoakp - M sin ko
0 0
Y= M sin ko + M, cosko
0 e
5 g M
S g ML)

do de 0*
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Wenn man die Integrale nimmt, wird:

n L
0=A&BQ+J.—fdm_]'w(m+M:)ainm. (295g)
0 0

Endlich wenden wir noch das Theorem (287) auf den inneren
Raum der Réhre an, von der Ebene der Miindung bis zu einem Quer-
schnitt in der Region der ebenen Wellen fiir die Function ¥’ und

O =sinkz,
fur_du_frpd—qfdm=0 (287a)

Am Querschnitte der Rohre wird

wi?_ol¥ ;5.

An der Wand der Rbhre wird dgf‘_ = (0, an ihrer Miindung @ =0,

so dafs das zweite Integral der Gleichung (287a) verschwindet. Im
ersten wird an der Wand der Rihre:
dm

e =k.coskx.cosj3,

an der Miindung ‘;-(P= — k. Also haben wir:

QB-}-IWcoskmcosﬁdm-—f@"dm:(), (295h)

wo das erste Integral iiber den nicht cylindrischen Theil der Rihren-
wand auszudehnen ist, so weit cos # sich von Null unterscheidet,
das zweite iiber die Oeffnung der Rohre.

Wir haben jetzt in den Gleichungen (295), (295a), (295d), (295f),
(295g), (206h) die Werthe der Coefficienten 4, B, 8, M, M, und der
Functionen ¥’ und ¥” im freien Raume zuriickgefithrt auf Integrale,
in denen nur die Werthe vorkommen, welche ¥, %" und ihre
Differentialquotienten theils in der Miindung der Rihre selbst, theils
an dem nicht cylindrischen Theile ihrer Wand haben. Wir wollen
Jjetzt die Vereinfachungen dieser Ausdriicke einfithren, welche daraus
herfliefsen, dals die Dimensionen der Miindung und die Liinge des
nicht cylindrischen Theiles der Rohre unserer Annahme nach gegen
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die Wellenlinge verschwindend klein sein sollen. Vernachlissigen
wir Grofsen von der Ordnung ks gegen 1, so nehmen unsere
Gleichungen (295), (295&] und (295f) folgende Gestalt an:

AQ = f (296)

{}=f-dd—qi-dm—k‘f‘l"’zcosﬂdm, (2964a)
1 A 1
Wit __%_f —do=— 5 -4Q. . (206b)

Fiir den Werth von M, ist zu bemerken, dafs das von % unab-

- hiingige Glied desselben f%-‘:i dw nach Gleichung (296a) selbst eine

verschwindend kleine Gréfse ist, dals ferner auch das mit der ersten

Potenz von % multiplicirte f %adw der Null gleich gemacht

werden kann, wenn man den Anfangspunkt der Coordinaten, iiber
den bisher nur bestimmt ist, dafs er in der Oeffnung der Rihre
liegen solle, in den Schwerpunkt einer Masse verlegt, welche mit

der Dichtigkeit %% iiber die Fliche der Oeffnung verbreitet ist;

also reducirt sich der Werth von M, auf verschwindend kleine
Grifsen, nimlich

M = ~——f'£!*"a:coaﬂdm + 5 fd‘lf sdwo. (206c¢)

Wir werden also M, gegen M vernachliissigen und letzteres als un-
abhiingig von den Winkeln @ und & betrachten diirfen, also aus
Gleichung (295g) erhalten:

ABQ= —2nkI,
oder mit Beriicksichtigung von

AQ=—2aM, (2961)

k
B=kM= _~2—ﬂAQ, (2964d)

endlich:
QB=fi:T'dm -fr;fcosﬂdm. (296¢)
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Da nun iibrigens nach Gleichung (295d) in der Ebene der Miindung
mit Vernachlissigung kleiner Grolsen

T
T o ) fd_‘l__d_m

2x) dz r
und nach Gleichung (296h)

1 [dW¥W 1
M=— -'-f-?t'r;-dw = - 27‘110,

so sind M oder 4Q und & ¥ Grofsen von gleicher Ordnung. Nun
konnen wir also die Gleichung (296e) schreiben:

QB = -_;:ffurdydx,

wo die Integration iiber alle Werthe von » und y auszudehnen ist,
welche der Oeffnung und Wand der Ribhre angehoren, und das
+ Zeichen sowohl an der Oeffnung als an denjenigen Theilen der
Wand zu nehmen ist, deren Normale mit den negativen @ einen
spitzen Winkel bildet, das — Zeichen an den Theilen, deren Nor-
male mit den positiven z einen spitzen Winkel bildet. Q B ist also
gleich den Werthen von %' in der Nithe der Oeffnung, integrirt
iiber eine Fliche von der Grolse Q; also ist B von der Grifsen-
ordnung ¥ oder ATQ Wenn also der Querschnitt der Réhre von
derselben Ordnung kleiner Grofsen wie die Oeffnung, d. h. von der
Ordnung &? ist, ist B von der Ordnung A& Genauner lifst sich bei

der Allgemeinheit unserer Annahmen das Verhiltnils —E nicht be-
stimmen, Wir werden spiiter bei den Beispielen sehen, dalfs es von
der Form der Miindung abhiingt, von welcher wir das Verhiiltnils %‘;—

unabhiingig gefunden haben, und dafs es nicht merklich von dem
Werthe von k abhiingt, so lange der Querschnitt der Rohre und
die Liinge des nicht cylindrischen Theiles als verschwindend gegen
die Wellenliinge zu betrachten sind. Ist iibrigens die Oeffnung der

Rihre sehr klein gegen den Querschnitt, so kann -J—? jeden beliebigen
grofseren Werth erreichen.

Innerhalb der tieferen Theile der Réhre ist also, wenn wir
setzen
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kB

v = — tangk e, (2961)
digad s ink cos2mnt (296g)
= keoska ot bl .
— AKX coskzsin2ant,

2z

und dazu gehort die Bewegung in den entfernten Stellen des freien
Raumes, indem wir M, gegen M vernachlissigen,
e le cos(ke —2nni) 1 (296 h)
2x 0
in welchen beiden Gleichungen A4 eine willkiirliche Constante ist, und
« fir jede besondere Réhrenform besonders bestimmt werden muls,
Die Natur des hier behandelten Problems wird noch klarer,
wenn man auf den Grenzfall itbergeht, wo k = 0 wird. Dann werden
die beiden Functionen ¥ und ¥” von einander unabhiingig, und
es entstehen aus unserem Problem folgende zwei Aufgaben:
1) Es ist eine Function ¥ zu suchen, welche in dem ganzen
betrachteten Raume der Bedingung geniigt, dafls

4% =0,
welche fiir grofse negative = iibergeht in Az + B, fiir grofse posi-

tive in — ;;r?g’ und fiir die lings der ganzen festen Wand
g ;—g = 0 ist. Ks ist dies mathematisch dieselbe Aufgabe, als hiitten
wir einen homogenen elektrischen Leiter von der Gestalt unseres
Luftraumes, welchen ein elektrischer Strom von bestimmter Inten-
sitit (4 Q, wenn das Leitungsvermdgen des Stoffes gleich 1 ist)
durchfliefst, der aus dem cylindrischen Theile in den unendlichen
Raum iibergeht. Wir nennen bekanntlich den Leitungswiderstand
zweier Leiter gleich, wenn bei gleicher Intensitiit des Stromes ihre
Endflichen Flichen constanten Potentials sind und dieselbe Diffe-
renz des Potentials zeigen. Nun ist in irgend einem Querschnitte
des cylindrischen Theiles die Potentialfunction 4z + B, fiir unend-
liche Entfernung im freien Raume Null. Denken wir uns dagegen
den cylindrischen Leiter cylindrisch fortgesetzt und iberall die Po-

tentialfunction gleich 4« 4 B, so wird sie Null, wenn z = — .ﬁ. = o

Es ist also — (z—«) die Liinge eines cylindrischen Leiters von dem-
selben Material, welcher denselben elektrischen Widerstand bietet,



220 DRITTER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 55.

wie der Leiter von Gestalt unseres Luftraumes, gerechnet von einem
Querschnitt des cylindrischen Theiles in der Entfernung — z von
der Miindung bis in unendliche Entfernung im freien Raume. Nach
der in der Elektricititslehre gebrituchlichen Terminologie wiirde
also — (z — @) die reducirte Liinge jenes Leiters genannt werden
koénnen, und wir wollen dieselbe Benennung auch hier brauchen.
Die Constante B oder e« verschwindet also nicht mit & zugleich, ob-
gleich andererseits einzusehen ist, dals sie meistens nicht grofs sein
kann, da der Widerstand unendlich ausgedehnter Leiter, wie der
der Erde, immer sehr klein ist verglichen mit dem Widerstande
.cylindrischer Leiter von demselben Material, aus denen die Elek-
tricitiit in den unendlichen Leiter ausstréomt, und es folgt auch
weiter aus den bekannten Theoremen iiber Elektricititsleitung, dals
« desto grilser werden mufls, je enger die Miindung der Réhre
gemacht wird, was sich auch in den akustischen Versuchen durch
die Veriinderung des Tones der Rohren zeigt, dessen Abhingigkeit
vom Werthe von @ wir unten feststellen werden.

Wenn die Oeffnung sehr klein und kreisformig ist, wihrend die
den Cylinder schliefsende Wand in ihrer Niithe nahehin eben ist,
lifst sich annehmen, dals der Widerstand hauptsiichlich nur von
den dicht bei der Oeffnung gelegenen Theilen herriihrt, wo die Bahn
der Stromung am engsten ist. Der Widerstand einer kreisformigen
Oeffnung vom Radius R in einer isolirenden Ebene, welche zwei
unendlich ausgedelinte Leiter von einander trennt, ist aber, aus-
gedriickt durch die Liinge ! eines Cylinders vom Querschnitt Q:

Q

&3 Sy
und dies wilrde in diesem Falle auch der Werth von — v i sein.

2) Es ist eine Function lk W" zu suchen, welche im ganzen

betrachteten Raume der Bedingung geniigt, dafs 4 ¥" = 0, welche
fir grofse Entfernungen von der Miindung sowohl auf Seite der
negativen wie der positiven z wird:

1 4Q

T e

v

und lings der ganzen festen Wand des Luftraumes % = 0, Offen-

bar ist unter diesen Umstiinden ¥” im ganzen Raume constant.
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Hierbei wird dann ersichtlich, dafs in der Oeffnung nicht blofs, wie

wir schon gesehen, die Grilse fd;dlii dw, sondern auch %ii;- selbst

mit k zugleich verschwindet.

§ 56. Form der Wellen in der RUhre.

Die bisher gewonnenen Siitze lassen nun eine Reihe allgemeiner
Folgerungen ziehen nicht blofs iiber die Lage der Schwingungs-
Minima und -Maxima (Knoten und Biuche der Schwingungen) und
die davon abhiingende Hohe der natiirlichen Tone der Réhre, die
wir als Téne stiirkster Resonanz charakterisiren konnen, sondern
sie geben uns fiir eine Reihe besonderer Erregungsweisen der Tine
auch bestimmte Auskunft iiber die Stiirke und Phasen der in der
Rihre erregten Schwingungen.

Die Geschwindigkeit der Lufttheilchen ist, aus Gleichung (296 g)
berechnet:

¥ A ARQ . g
E;_..Mcosk(x——a)coﬂnnt-[--?ﬁ sinkxsin2ant (297)

oder
t—fj—?= Jeos(2ant + 7),
wenn
¥y l/cos::s(’.rk-; @) 4 I:f: Sibia (297a)
s
. |

Die Werthe von z, fiir welche J* ein Maximum oder Minimum wird,
werden gefunden durch die Gleichung:

kY Q%sin k ec cos® ke

4 ()2
2a2(1 — Ko cos2kea.cos*ka
4 m?

tang 2k (z — «) ‘= (297h)

Wenn z, ein Werth ist, der, fiir = gesetzt, diese Gleichung erfullt,
so wird sie auch erfilllt durch

A am
x=xﬂ+az=mo+§~’-‘,

worin a eine beliebige negative oder positive Zahl bezeichnet. Die
Maxima und Minima der Schwingung liegen also in der Réihre
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um Viertelwellenliingen von einander entfernt. Sie liegen aber
nicht nothwendig um ein genaues Vielfaches einer Viertelwellenliinge
von der Oefinung der Rohre entfernt. Wenn, wie wir im Folgenden
immer annehmen wollen, 4* Q eine unendlich kleine Grifse ist, so
wird mit Vernachliissigung der kleinen Grifsen zweiter Ordnung die
Gleichung (297b):

tang 2k(z — ) = 0.
Dann wird J* ein Maximum J?, wenn
k(z — «)=am, also cosk (z — )= + 1,

A3
cos? k

’

und J* wird ein Minimum J?, wenn
k(@ — )= (a + }) 7, also cosk(z — &) = 0,
K Q2

J! = A mcos’fm.

Denken wir uns die ebenen Wellen bis zur Miindung der Rohre
fortgesetzt, so wiirde in der kleinen Entfernung « vor der Oefinung
ein Maximum der Schwingung liegen. Denken wir uns die Ent-
fernungen der Querschnitte der Rohre von diesem um die Liinge «
vor der Oeffnung in der Axe der Rihre gelegenen Punkte geziithlt
und nennen diese Entfernungen die reducirten Liingen des betreffen-
den Rohrenstiicks, so erhalten wir Maxima der Schwingung fiiberall,
wo die reducirte Liinge gleich einem geraden Vielfachen der Viertel-
wellenliinge, und Minima der Schwingung (Knotenfliichen), wo die
reducirte Liinge der Rohre einem ungeraden Vielfachen der Viertel-
wellenliinge gleich ist. In den Knotenfliichen herrscht aber nicht
absolute Ruhe, sondern die Bewegung wird nur sehr klein.

Am Orte der Maxima der Schwingung wird tang z gleich einer
unendlich kleinen Grifse, also r = an, am Orte der Minima wird
tang 7 = 0o, also r = (a 4 })#, folglich sind die Phasen der Be-
wegung am Orte der Maxima und Minima um eine Viertel-
schwingungsdauer verschieden.

Nach Gleichung (263a) ist die Verdichtung der Luft, wo keine
ilufseren Kriifte wirken:

1d¥
ek i T
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also in unserem Kalle:

A . . Ak Q
= ———sink(z— 2 ———coskzc 2¢
b acoakam“!(x ) sin ﬁn!-i—zﬂa coskzcos2mnt (298)
oder
h=Lsin 2ant+1),
wenn
A [fsink(z — @)  k*Q*costhx
P ety il s S R B i il bl y (2
I . l/ e i in? ; (2984a)
I? : & COf
tai i w Qcoskzcoska

2asink(z — @) J
Die Bedingungsgleichung, welche die Werthe von « giebt, fiir
welche L? ein Maximum oder Minimum wird, ist dieselbe wie
Gleichung (297b), welche oben fiir die Grenzwerthe von /2 aufgestellt
ist; aber wo letzteres ein Maximum ist, wird Z? ein Minimum, und
umgekehrt. Wo L? ein Maximum, wird tang 7, = 0 (oder vielmehr
gleich einer verschwindend kleinen Grofse), also:

ﬂ e A_{c‘@coska

h= imsmi’unt, =7 -é?—sm2nm,
wo L? ein Minimum ist, wird tang 7, = oo,
Ak Qceosk « ayr A
b-— __29'(3 -—coszﬂnt, E;-——j:-'c—o—sﬂ"cos2ﬂ'ﬂt.

An diesen Stellen also fillt das Maximum der Verdichtung mit dem
Maximum der Geschwindigkeit in der Zeit zusammen, nicht aber
an den zwischenliegenden Stellen. Denn, wo weder sin k(z — «)
noch cos k(z — &) der Null nahe sind, sind sowohl tang 7 als tang 7,
sehr kleine Grofsen, und es wird also nahehin
)= Lsin2ant, -‘E—?=Jcos2nn£,
dx

so dafs hier die Maxima des Druckes und der Geschwindigkeit
nahehin um eine Viertel-Undulationszeit auseinanderfallen,

Denkt man sich die ebenen Wellen bis zur Oeffnung der Rihre,
wo z = 0, fortgesetzt, so wird dort tang r = 0, dagegen

k2 Q
tangr, = — -2—;cota.ng ke.

Nun ist im Allgemeinen tang ke« eine kleine Grifse erster Ordnung,
k* Q eine solche zweiter Ordnung, also tang z, sehr klein und 7,
nahe an Null. Aber es kann auch fiir besondere Rohrenformen
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@ = 0 werden, dann wiirde 7, = }#. Im ersteren Falle wiirden in
der Oeffnung die Maxima der Geschwindigkeit und der Verdichtung
um eine Viertel-Undulation der Zeit nach aus einander liegen, im
zweiten Falle zusammenfallen. Poisson’s Voraussetzung, dafs die
Verdichtung in der Oeffnung gleich der Geschwindigkeit, multiplicirt
mit einer sehr kleinen Constanten, sei, ist also nur in einem be-
sonderen Falle richtig, den er allerdings als den allgemeinen be-
trachtete. Auch in diesem Falle ist sie iibrigens nur richtig, wenn
man sich erlaubt, die ebenen Wellen bis zur Miindung der Rohre
fortgesetzt zu denken, aber nicht, wenn man die wirklich in der
Oefinung stattfindenden mittleren Werthe der Geschwindigkeit und
Verdichtung nimmt,

Was die Lage der einzelnen Wellenphasen in einem gegebenen
Augenblicke betrifft, so finden wir die Lage der Geschwindigkeits-

. 2
maxima in der Region der ebenen Wellen, indem wir 9—? =0

dx
e
setzen, oder auch ¥ = 0, da hier ' +B¥=0 Also

0= %cos?untsinks + [Beos2nnt + Bsin2ant]coske;
daraus folgt als Bedingung unter Beriicksichtigung der Gleichungen
(296f) und (296g)

3
mngkx=mngka+}%mng2nnt. (298Db)

Wenn ¢ = 0, wird
tangkx = tang k «.

Die Maxima der Geschwindigkeit liegen dann, wo — (z — @) = a4,
die Minima, wo — (z — @)= (a+ })4 Wenn nun ¢ wiichst, so
bleibt, weil &* Q eine verschwindend kleine Grofse ist, doch immer
noch tang kz unmerklich wenig verschieden von tangke, also die
Lage der Maxima und Minima unveriindert, so lange tang 2mn!
endliche Werthe hat. Wenn aber ¢ sich dem Werthe einer
Viertel-Schwingungsdauer niihert, wird auch tang ko gleichzeitig mit
tang 2ant erst 4 oo, dann — oo, dann aber, so wie tang 2z nt
endliche negative Werthe erreicht hat, wird tangkaz wieder gleich
tangke, und so bleibt es wieder withrend beinahe einer halben
Schwingungsdauer stationiir, so lange tang 2ant endlich bleibt.
So oft nun tang kz vom Werthe tang ke auf + oo wiichst, dann
von — oo durch die negativen Werthe bis 0 und wieder auf tang k «



§ 56. FORM DER WELLEN IN DER ROHRE. 225

iibergeht, mufs k2 um a wachsen und # selbst um 2. So wird
also ein Maximum, welches zur Zeit ¢ = 0 da liegt, wo die reducirte

Liinge a2 betriigt, um die Zeit ¢ = il?i schnell iibergehen auf die

reducirte Liinge (a — 1)4, hier beinahe stillstehen bis ¢ — f;a’ dann

schnell fortschreiten auf (a — 1)4 u. 5. w.

Im freien Raume dagegen bewegen sich die Maxima der Ge-
schwindigkeit mit der gleichmiifsigen Fortpflanzungsgeschwindigkeit a
vorwiirts, In den entfernteren Theilen des freien Raumes liegen
sie zur Zeit ¢t =0, wo ¢ = (b 4+ })A4. Der Abstand zweier Maxima
der Geschwindigkeit, von denen eines im freien Raume in der x-Axe,
das andere in der Rohre gelegen ist, zur Zeit ¢ = 0 ist (a4b4+})A—e

Da bis zur Zeit ¢ = ‘—;-l-n das Maximum in der Rihre fast ganz still

steht, das im freien Raume um 1 4 fortschreitet, so wiichst die Ent-
fernung beider Maxima bis auf nahehin (@454 })i— e, geht dann
ziemlich schnell zuriick auf (a 4+ b)A — ¢, um withrend der niichsten
halben Schwingungsdauer wieder auf (@+b+3)A—e« zu steigen,
und bewegt sich so immer zwischen den genannten Grenzen.

Mit der Verdichtung verhiilt es sich #hnlich. Thre Maximal-
werthe werden gegeben durch die Gleichung:

2
cotang kx = —tungka+’fz—f~cotg2nnt. (298¢)

Zur Zeit ¢t = %ﬁ ist cotg 2ant =0, und die Maxima der Verdich-

tung liegen, wo die reducirte Liinge der Rohre (a — 4) 4 betriigt.

Diese Lage behalten sie auch unveriindert bis nahehin ¢ = 4—21;

wo cotg2mnt unendlich grofs wird, Dann riicken sie schnell vor-
wiirts bis (@ — §)4. In den entfernteren Theilen des freien Raumes

liegen sie, wenn ¢ = ;1—1;3-, da, wo ¢ = (b4 3)A Thr Abstand von

denen in der Rohre betriigt also dann (a + b 4 1)4 — &, wiichst all-
mihlich auf (a 4 b + })4 — @, sinkt schnell auf (a 4 0) 4 — ¢, wiichst
dann wieder allmithlich u. s. w. Sowohl die Maxima des Druckes
wie der Geschwindigkeit haben ihren grofsten Werth in der Rohre,
wenn sie stillstehen, ihren kleinsten, wenn sie vorwiirts eilen. Uebri-
gens eilen die Maxima der Geschwindigkeit vorwiirts zu den Zeiten
und an den Orten, wo die des Druckes stillstehen, und umgekehrt,
L v. HeELsmorrz, Theoret, Physik, Bd, 111, 15



226 DRITTER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 56,

Stiirke der Resonanz in der Rohre. Denkt man sich die
Rohre nur bis @ = — [ reichend und ihr Ende im Bereiche der
ebenen Wellen gelegen, so kann die Erschiitterung der Luft in der
Rohre entweder an diesem Ende mitgetheilt werden, oder von der
vorderen Oeffnung der Rihre her, indem ein Schallwellenzug gegen
die Mindung der Rohre schligt. Was zuniichst den ersten Fall
betrifft, so kann nach Feststellung der Form der ebenen Wellen
leicht der KFall behandelt werden, wo die Rihre durch irgend eine
Platte von beliebiger Masse geschlossen ist, welche durch irgend
eine elastische Kraft (z. B. einer iiber die Miindung der Rbhre aus-
gespannten Membran) in ihrer Lage gehalten und durch eine be-
liehige periodisch wirkende Kraft in Erschiitterung versetzt wird.
Ks lifst sich dann fiir jede Rohrenform und Tonhdhe, fir welche
der Werth der Constanten « bekannt ist, sowohl die Form der
ebenen Wellen als der Kugelwellen in den entfernteren Theilen des
freien Raumes vollstindig angeben. Hier geniige es, nur kurz den
Fall zu erwiithnen, wo eine Bewegung von bestimmter Geschwindig-
keit mitgetheilt wird, der also praktisch etwa dem Falle entspricht,
wo eine Stimmgabel die Schlufsplatte der Rohre erschiittert.

Die (Geschwindigkeit der der Schlufsplatte mitgetheilten Be-
wegung sei X

Gcos (2rnt + 1,),

wo wir unter 7, eine willkiirliche Constante verstehen, mittelst
deren wir den Anfang von ¢ passend bestimmen. Dann mufs sein
fir ¢ = —I:

%§=J003(2ﬂnt+t)= Gceos(2ant+17,),

also

be e cos®k(l + @) , B*Q° . ,
G=J= A4 V_Edé’fic}m -t e ki, (.299)
k* Qsinklcoske

SRR AT 2acosk(l + @) °

(299a)

Das Geschwindigkeitspotential in den ferneren Theilen des freien

Raumes ist
W Mcos(kg ; 2mani) ’

wo nach Gleichung (296Db)

4Q
M'__ﬂ'



§ b6. FORM DER WELLEN IN DER ROHRE. 227

Es lifst sich also 4 und M aus G und ! bestimmen. A4, das
Schwingungsmaximum in der Rohre, und ebenso M, die Intensitiit
der Kugelwellen im freien Raume, wird bei constantem @, also bei
constanter Bewegung der Schlufsplatte der Rohre, am grofsten,
wenn der Factor von 4 in Gleichung (299) am kleinsten ist, d. h. wenn

cosk(l4+a@)=0, k(+a)=(+dn.

Dann ist
2n /o
4= W 0coska @ = 2xQooska ”
. A?
e ™ Py
T=(—1p01in.

Die stiirkste Resonanz der Rohre und der stiirkste Schall im freien
Raume findet also statt, wenn die Bewegung der Luft am Orte einer
Knotenfliiche mitgetheilt wird. Die Stiirke der Schallwellen wird da-
bei sehr grols, aber keineswegs unendlich, Denn damit der im Nenner
der Werthe von A und M stehende cos ke Null werde, miilste die
Fliche der Oeffnung gleich Null werden. Dabei zeigt sich zugleich,
dafs die Resonanz sowohl in der Rohre als auch im freien Raume
desto miichtiger wird, je enger die Oeffnung der Rohre ist. Wenn,
wie gewOhnlich, ke klein ist, kann cos ke = 1 gesetzt werden. Dann
ist die Wirkung im freien Raume unabhiingig von der Form der
Rohre. Die Vibrationen der Schwingungsmaxima in der Réhre und
der um ganze Wellenliingen von der Oeffnung entfernten Wellen im
freien Raume unterscheiden sich dabei von denen der mitgetheilten
Bewegung um eine Viertel-Undulation.

Das Minimum der Resonanz tritt ein, wenn der Factor von A
im Werthe von @ in Gleichung(299) sein Maximum erreicht, d. h. wenn

cosk(l+e)=4+1, k(l4e)=an;

dann wird mit Weglassung kleiner Grolsen

QGcoske

Geoske=4, 1=an, M= — e

Die Wirkung im freien Raume ist also, je nach dem Werthe von e,
gleich oder kleiner, als wenn gar keine Rihre vorhanden wiire, und
die erschiitterte Schlufsplatte der Rohre einen Theil der iibrigens
festen yx-Ebene bildete.

Die grofse Verschiedenheit der Schallstiirke in der Luft bei

gleicher Excursionsweite der schwingenden Endplatte der Rohre,
15*
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von der die Wellen erregt werden, kann fiiberraschen. Sie beruht
darauf, dafs, wenn auch die Excursion der Schwingungen dieselbe
bleibt, doch die Arbeit, die die schwingende Platte durch die
Bewegung der Luft leistet, eine aulserordentlich verschiedene ist,
je nachdem sie gegen verdichtete oder nicht verdichtete Luft sich
vorwiirts bewegen mufs. Bei stiirkster Resonanz findet am Ende
der Rohre auch der stiirkste Wechsel von Verdichtung und Ver-
diinnung statt.

Gehen wir jetzt iiber zu dem anderen Falle, wo der Schall im
freien Raume in grofserer Entfernung von der Oeffnung der Rohre
erregt wird, letztere aber an der Stelle # = — I fest geschlossen ist.
Da die in dem tonenden Punkte, dessen Coordinaten e, [, y seien,
erregten Wellen von der festen yz-Ebene reflectirt werden, milssen
wir uns die Bewegung im freien Raume zusammengesetzt denken
aus den Wellen, welche der tinende Punkt erregt, und denen,
welche sein Spiegelbild, dessen Coordinaten — ¢, 3, y sind, erregen
wiirde, Setzen wir das Geschwindigkeitspotential @ dieser Bewegung
auf Seiten der positiven z im freien Raume

cos(kr,—2ant + c) e cos (kv, —2ant+c)
rl rl!

» = H[ J ) (300)
 wo r, die Entfernung vom Punkte e, 2, y und », die von seinem

Spiegelbilde — &, 8, y bedeutet, so ist an der ganzen yz-Ebene
do

7% = 0.

Ist der tonende Punkt weit von der Oeffnung der Rohre entfernt
und diese klein gegen die Wellenliinge, so konnen wir die kleinen
Verschiedenheiten des Werthes von @ in verschiedenen Punkten der
Oeffnung vernachliissigen und hier setzen:

W= Geos(2ant+1,),
wo
2H
= - ?
rl

G

tang r,, = — tang(kr, + ¢).
Innerhalb der Rihre setzen wir dann:
O = Geoskzcos(2ant + t,). (300a)
[ €
Dann ist @ an der Oefinung continuirlich und %—:— innen und

aulsen eben da gleich Null. Innerhalb der Rohre konnen wir bei
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' d o 7 ; : y
dieser Annahme 5 - 0 setzen, indem wir die verschwindend
n

kleinen Werthe, welche es am nicht cylindrischen Theile der Rohre

; Eh s . iy AWM
annimmt, vernachlissigen., Nur am verschlossenen Ende ist — —

dx
im Allgemeinen nicht gleich Null. Hier miissen wir setzen:
a0 I¥ o
dax dz

und das Geschwindigkeitspotential im ganzen Raume @ 4 ¥, wo &/
das von uns frither bestimmte Bewegungspotential der ebenen Wellen
in der Roéhre, die in den freien Raum iibergehen, ist, Dadurch ist
allen Bedingungen der Aufgabe geniigt. Wir haben also fiir 2 = — 12

— kGsinklcos@ant 4+ 1,)=Jcos(Zant+ 1), (300b)
also

Tw=T+ @,
g
kGsinkl=J=4 /2 W""“) . --Q--sm’kl.
cos? k « 47

(300¢)

Das Minimum von A bei gleichen Werthen von @ tritt offenbar ein,
wenn sin k¢ = 0; dann wird 4 =0, und die Bewegung im freien
Raume so, als wiire die Miindung der Rihre gar nicht in der yax-
Ebene vorhanden, Das Maximum aber tritt ein, wenn cos k(I + ) = 0;
dann wird:

A= G- %0 ’
und wieder wird beim Maximum der Resonanz der Phasenunter-
schied von einer Viertel-Undulation zwischen den erregenden Wellen
und den erregten eintreten. Das Maximum der Resonanz in der
an einem Knde geschlossenen Riohre tritt also in beiden Fillen,
sowohl wenn der Schall vom geschlossenen, als wenn er vom offenen
Ende her der Luft der Réhre mitgetheilt wird, ein, wenn die reducirte
Liinge der Rohre ein ungerades Vielfaches der Viertel -Wellenliinge ist.
Aus dem Reciprocitiitsgesetz des Schalles, welches in Gleichung (293a)
ausgesprochen ist, lifst sich nun dasselbe Gesetz auch fur jede
andere Lage des tonenden Punktes ableiten. Ks palst auf unseren
Fall direct die Form, welche wir dem Gesetze in Gleichung (293¢)
gegeben haben. Die dortige Constante 4, welche der Intensitiit des
tonenden Punktes » entspricht, indem dort @ unendlich wird, wie
O=A Ef?f-ﬁ'-- cos 2w nt,
b



230 DRITTER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT, § b6,

wollen wir gleich 1 setzen. Der Werth von ﬂlist in Gleichung (293 ¢)

dn
an der erschiitterten Stelle da der Wand gleichgesetzt worden:
o Beos2nant.
dn

d;f:“ = %—ff, und in dem Falle, wo der
Boden der Réhre erschiittert wird, von uns in den Gleichungen (299)

und (299a) gesetzt worden:

di¥,
da

Am Grunde der Rohre ist

= Gceos(2ant + 7,);

wir haben also die Constante B der Gleichung (298¢) mit G zu
vertauschen und im Ausdrucke fiir ¥ statt 2wnt¢ zu schreiben
2ant— 7, Aufserdem ist in dem Falle unserer Anwendung nicht
blofs ein einziges Flichenelement da erschiittert worden, sondern
der ganze Boden der Réhre; wir miissen also iiber diesen integriren,
und erhalten so:

inl,=—a[d,do, (301)

wo die Integration iiber den Boden der Rihre auszudehnen ist. Ist
nun der tonende Punkt vom Boden der RShre nur weit genug ent-
fernt, dals hier ebene stehende Wellen entstehen konnen, also @
hier von der Form ist:

D = feosk(l + z)cos(2ant + o),
so wird aus Gleichung (301):
dn W, = — fGQcos(2ant 4+ ¢),

dn[Wcos@ant—1,)+ ¥sin(2ant—1,)]=—fGQcos(2ant +.c),

(301a)

4n (¥, cost, — Wysint,)= — fG Qcose,
47 (¥, sint, + W'cost,)= f G Qsine, }

() + (WY =160Q.

Nun ist der Werth der Functionen ¥ und ¥ fiir jeden Punkt &
proportional der in den Gleichungen (294) bis (300) vorkommenden
Constanten 4, deren Verhiiltnifs zu G fiir eine bestimmte Rihren-
linge gegeben ist in Gleichung (299). Also ist bei wechselnder
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Réhrenliinge auch f proportional dem Verhiltnils % . Dies Ver-
hiiltnifs wird, wie aus Gleichung (299) hervorgeht, ein Maximum, wenn
I+ @ =(2a + 1)} 4.

Daraus folgt also, dafs auch bei einer beliebigen Lage des
tinenden Punktes die ebenen Wellen im Innern der Rohre, wenn
dergleichen iiberhaupt entstehen, das Maximum ihrer Intensitiit er-
reichen, wenn die reducirte Liinge der Rohre ein ungerades Viel-
faches der Viertel-Wellenliinge ist.

Die ebenen Wellen im Innern einer an beiden Seiten offenen
Rohre lassen sich mittelst der aufgestellten Probleme behandeln,
wenn die Miindungen der Rohre nach der von uns gemachten An-
nahme in zwei parallelen festen Ebenen liegen, die den Luftraum
in zwei Theile trennen, und der Schall auf der einen Seite von
einem weit entfernten tonenden Punkte ausgeht. Auf der einen
Seite dieser Wand setzt man das Geschwindigkeitspotential gleich
der in den Gleichungen (294) bis (296) gebrauchten Function ¥
auf der anderen Seite gleich der in den Gleichungen (300) bis (300¢)
vorkommenden Form ® 4 ¥, welche der Resonanz einer Rohre
entspricht, in welche der Schall von der offenen Miindung eintritt.
Man hat dann nur die Coefficienten der ebenen Wellen in der
Rohre in diesen beiden Ausdriicken des Geschwindigkeitspotentials
8o zu bestimmen, dafs hier beide Funktionen identisch werden. Da
das weiter keine Schwierigkeiten macht, moge das Gesagte geniigen.
Die Resonanz in der Riohre wird am stiirksten, wenn die reducirte
Liinge der Rohre, an welcher man die Correctionen fiir beide Miin-
dungen anzubringen hat, ein Vielfaches der halben Wellenlinge ist.

§ 57. Reducirte Linge verschiedener ROhrenformen.

Wir wollen schliefslich noch eine Reihe von Réhrenformen auf-
suchen, fiir welche mit den bis jetzt bereiten Hilfsmitteln der Ana-
lysis sich die Luftbewegung in der Miindung und die reducirte
Liinge vollstiindig wenigstens fiir Schallwellen von so grofser Wellen-
linge bestimmen lifst, dafs gegen diese die Dimensionen der Rohren-
offnung, ihres Querschnitts und des von der Cylindergestalt ab-
weichenden Theiles der Miindung verschwinden. Die Wand der
Rohre sei iibrigens eine Rotationsfliche, welche in kleiner Ent-
fernung von der kreisformigen Mindung, deren Radius R sei, iiber-
geht in einen Cylinder von kreisformigem Querschnitt, dessen Radius
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wir R, nennen wollen. Wir setzen ferner voraus, dafs auch die
Bewegung der Luft iiberall symmetrisch um die Axe der Riohre vor
sich gehe. Wir konnen nun im Allgemeinen nicht so zu Werke
gehen, dals wir eine bestimmte Rohrenform annehmen und dazu
die Potentiale der Bewegung suchen, sondern wir miissen umgekehrt
von der Potentialfunction ausgehen und die dazu gehorige Réhren-
form bestimmen, was sich in jedem Falle ausfiihren Lifst. Nur
miissen wir eben solche Formen der Potentialfunction suchen, welche
Rohren geben, die in kleiner Entfernung von der Mindung in Cy-
linder iibergehen.

Dem Bewegungspotentiale der Luft haben wir die Form gegeben:

W= Yr'eos2ant + YW sin2ant.

Fiir die tieferen Theile der Rohre haben wir in Gleichung (296g)
gefunden:

" Ako
P = — 5 Coska. (296k)
. ; e L e ,
Im freien Raume ist aber, wenn wir i 0 setzen, welches, wie

wir oben schon gefunden haben, mit % verschwindet, nach Glei-

chung (295d):
i | AW sinkr,
W= — o f_d;_ —id,

welches innerhalb der Miindung, wo wir k7, verschwinden lassen

diirfen, wird:
k yr Ak
g fd ¢ do) = — ””_Q (2961)

2xn da 2n

Sowohl Gleichung (296k) wie Gleichung (2961) giebt innerhalb der

Miindung den gleichen Werth von %" und den Werth Null fiir d;—i—

Sie gehen also an der Miindung der Rohre continuirlich in einander

0

itber. Liings der festen Wiinde des Luftraumes geben beide -gé:——= 0,

nur an dem nicht cylindrischen Theile der Réhrenwand wird dieser
Differentialquotient nicht genau Null, aber verschwindend klein. Es
ist also ¥ unter dieser Annahme eine continuirliche Function, die
den Bedingungen der Aufgabe Geniige leistet, und kann unmittelbar
berechnet werden, nachdem ¥’ gefunden ist.
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Die Function ¥’ hat im freien Raume die Form:

Y = f b fl Tdo \
v

wo (302)
£y 1 d¥
27 dz

Im Innern der Réhre werden wir ihr eine andere analytische Form ¥,
geben miissen, welche die Kigenschaft haben muls:

1) Im Innern der Réhre die Bedingung zu erfiillen:
AW, 4+ 1 W, = 0, (3024a)

2) fiur grofse negative Werthe von z folgende Form anzu-
nehmen:

Y, = % sinkz + Beoskz, (302h)

3) an der Fliche der Oeffnung den Bedingungen zu genligen:

AW, Ay
i T = g =— 2nh. (302¢)

Dann wird die Form der Rohre gefunden durch die Bedingung,

dals an der Wand

dy,
) (302d)

welche Form aber noch der Bedingung geniigen mufs, dafs nur fir
solche Werthe von z, welche gegen die Wellenliinge 4 verschwindend
klein sind, die Fliche eine merkliche Neigung gegen die x-Axe
haben darf, weil wir vorher auch

deoska

et
gesetzt haben lings der ganzen Ausdehnung der Réhrenwand, und
weil nur unter dieser Bedingung die Form der Réhrenwand von der
Wellenliinge unabhiingig gefunden wird. Indem wir setzen:

0 COS @ = i, osinw = x,
und beriicksichtigen, dafs nach der Voraussetzung ¥ nur eine Function
von ¢ und z, nicht von @ sein soll, wird Gleichung (302a):
EW, @W, 1 4w,

i s 4 i i 2 =
Tt T o t oG =0 (302¢)
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Wir setzen:
D = T{lsin kx 4+ Bceoskax 4 .?[E,,,e""v""'" Ume)], (308)
wo B, beliebige Constanten, U, folgende Function bedeutet:

mt p* m® p°

2.2.4.4 2.2.4.4.6.6

m ]
U= 1= _Q..g. R w s w, (303a)

und unter dem Summenzeichen fiir m diejenigen Werthe zu setzen
dL:“’)— = 0 machen, wenn ¢ = R. Dann ist @ eine
Function, welche der Differentialgleichung (302¢) Geniige leistet und
an der Wand einer cylindrischen Rohre vom Radius R, auch der
. (
Bedingung geniigt, dafs Z;?- = 0. In dem Exponenten von ¢ muls
der Wurzel immer das positive Vorzeichen gegeben werden, wenn
die Rohre unendlich lang ist, damit @ fiir unendliche negative =
endlich bleibt. Ist die Rohre aber irgendwo abgeschlossen, so sind
auch negative Vorzeichen der Wurzel zu nehmen, und die Coeffi-
cienten derselben so zu bestimmen, dafs die Grenzbedingungen -an
dem geschlossenen Ende erfilllt werden. Da iibrigens der kleinste

gind, welche

Werth von m R, der die Bedingung j—;{ =0 fir p = R erfillt,

3,83171, der zweite 7,01751 ist, wihrend die folgenden sich all-
miihlich der Grdfse (a 4+ 1)z nithern, so nehmen alle diese Expo-
nentialfunctionen schnell ab, wenn man sich von dem Ende der
Rohre entfernt, an welchem sie einen merklichen Werth haben, und
so oft die Liinge der Rohre betriichtlich grofs gegen den Durch-
messer ist, werden sie in der Mitte oder am anderen Ende der-
gselben zu vernachlifsigen sein. Ks wird also im Allgemeinen ge-
niigen, dafs wir uns auf die Glieder beschrinken, fir welche die
Waurzel im Exponenten ein positives Vorzeichen hat. Da iibrigens m R,
nach dem Gesagten eine endliche, kR, aber eine verschwindend
kleine Zahl ist, so konnen wir in dem Exponenten k* gegen m*
vernachliifsigen und setzen

® = L sinkz + Booska + S(Bae™ Uimp)-  (303H)

Diese Function erfiillt also allerdings die Forderung der Gleichungen
(302a) und (302b), welche wir oben fiir die Function ¥, aufgestellt
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haben, sie wird aber im Allgemeinen nicht der dritten Bedingung
(302¢) entsprechen, dals, wenn wir setzen:
ad 4y
dz  dz |
auch sei: %
- = 1 d¥' coskr
el e e
oder, da innerhalb der Oeffnung %r unendlich klein ist, kann man
diese Bedingung auch darauf reduciren, dafs sein miifste:
- 1 [d® do
e
Wiire diese letztere Bedingung durch besondere Annahmen iiber die
Grofse der Coefficienten erfiillt, so wiirde die Gestalt der Rohre
einfach cylindrisch sein. Es liefs sich aber keine Methode finden,
um die Coefficienten dieser Bedingung gemiifs zu bestimmen und
somit die Aufgabe fir ganz cylindrische Rohren streng zu lésen.
Auch lifst sich einsehen, dals die Convergenz der Reihe fir @ in
Gleichung (303) fiir diesen Fall eine sehr langsame sein wiirde, da

die Geschwindigkeit der Lufttheilchen i—f— am Rande der Oeffnung,

w,

die durch eine scharfe rechtwinklige Kante begrenzt sein wilrde,
unendlich grofs wie (R — )~ werden miifste, und daher die Reihe
fiir % fir den Werth ¢ = R und x = 0 iiberhaupt nicht con-
vergiren kann.

Wir fiigen deshalb zu @ noch eine andere Function hinzu, die
in grofserer Entfernung von der Oeffnung verschwindet, also auch
nur in der Nithe der Oeffnung Einflufs auf die Gestalt der Réhre
ausiibt, aber die Continuitiit an der Oeffnung herstellt,

Bezeichnen wir der Kinfachheit wegen die Potentialfunction
einer auf der Kreisfliche der Oeffnung mit der Dichtigkeit & ver-
breiteten Masse mit P,, also

? - f h E"i" L iw, (304)

dieses Integral iiber die ganze Fliche der Oeffnung genommen.
Wenn die Distanz des Punktes, fiir welchen wir P, bestimmen, von
der Oeffnung klein ist, so ist cosk» = 1 und

P,,=f"d‘”. (304a)

”
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Setzen wir ferner

ke d 4, (305)
1 dw _

und bestimmen wir !/ so, dafs in der Fliiche der Oeffnung
P=10, (305 b)

was sich immer ausfithren lifst, weil die Vertheilung einer Masse
auf einer Kreisscheibe, die an der Oberfliiche dieser Scheibe eine
Potentialfunction von gegebener Grifse giebt, nach bekannten Me-
thoden gefunden werden kann. Setzen wir ferner auf Seite der
positiven =, wie schon oben geschehen:

Y'=P =P+ B (305¢)
in der Rohre, also fiir negative a:
Y= @4 P —P, (3054)

so geniigen die Functionen ¥’ und ¥ allen fiir sie gestellten Be-
dingungen. Dafs ndmlich ¥’ im freien Raume und #%; im Innern
der Rohre der Bedingung geniigen:

AW+ W = 0. (302a)

ist aus der Bildungsweise dieser Functionen klar. Dals ¥ fiir
grofse Werthe von — z iibergeht in

Y, = f sinkx + Beoskaz,

erhellt daraus, dafs P und P, in einer gegen die Oeffnung der
Réhre grofsen Entfernung unendlich klein werden, @ aber wirklich
in jene Form iibergeht. Da ferner nach der Gleichung (305b) in
der Fliche der Oeffnung

P=1®,
wird EUTT e
Y =Y, =P+ P,. (305¢)
Da ferner an der Fliche der Oeffnung
d P : d o
TR o ldE

und auf der Seite der positiven =
gaing p

dn  da’
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auf Seite der negativen aber
Rip ey P

dn da

]
g0 ist

dY 4% dP, |, dP ;
o= m o= = 2a (i ) (3051)

Somit sind die gestellten Bedingungen (302a), (302b) und (302¢)
erfiillt,
Die Form der Rohrenwand wird endlich durch die Gleichung

gegeben: ' 3

d ¥, a0¢

=0 (3024)
Da wir die Bedingung gemacht haben, dafs, wenn » eine innerhalb
des nicht cylindrischen Theiles der Rohre liegende Entfernung ist,
k*r* gegen 1 zu vernachliissigen sei, kimnen wir, entsprechend der
zur Gleichung (288) gemachten Bemerkung, in dieser Gleichung der
Rohrenwand & = 0 setzen, werden dann aber natiirlich auch die
Aufgabe nur fiir solche Werthe von k als geldst betrachten diirfen,
fiir welche diese Bedingung erfiillt ist. Dann ist also fiir diesen
Zweck in der Nihe der Rohrenmiindung zu setzen statt (303b):

D=Ax -+ B + EIEM - ighos Uiulp)zj (306)
idw ldw
I" = _f' ] P‘ =f"r ’ {3048')
1 dw - —
= s P=}0, (305a), (305hb)

Y=®4 P,—P,. (3054)

In der That sind dann auch alle diese Functionen von einer solchen
Form, dals sich ihr Werth in der Nithe der Miindung nicht findert
dadurch, dafs man k = 0 setzt. Die Bedingung (302d) ergiebt, dals
die Rohrenwand eine zu allen Flichen, deren Gleichung ¥, = Const.
ist, orthogonale Rotationsfliche sein mufs, oder wenn wir die
(Gleichung der Rohrenwand (und iberhaupt der Strémungscurven)
ausdriicken durch
oy = Const.,

so muls sein; ;

dW, d(ey) , d¥ d(oz)

% db . idedo gt
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Zu bemerken ist noch, dafs man, um die Form der Function ¢
festzustellen, die Grofse des Radius des cylindrischen Theiles der
Rohre R, bestimmen mufs, weil von dessen Grofse die in der Summe
vorkommenden Werthe von m abhiingen. Um P, und P, zu finden,
muls wiederum die Grofse des Radius der Oeffnung R festgestellt
sein, und schlie(slich, wenn man die Réhrenform aus der (leichung
i—?’_—_ 0 bestimmt, wird die Stromescurve, welche von dem Rande
der Oeffnung ausgeht, nicht nothwendig in einen Cylinder vom
Radius R, iibergehen. Um dies nun zu bewirken, mufs man eine
der Constanten von @ durch die oben gefundene Gleichung

AQm — 2% M (296 D)

bestimmen, worin in unserem Falle Q der Querschnitt der Rohre

Q=“R:s
1 (aW ’
M= _é?faf;dﬁ;i:f(%—fwl)dm.
Daraus folgt:
AR§=_2f(i+l)dm. (306b)

Wenn R und R, gegeben sind, giebt diese Gleichung eine Bedingung,
welche durch die Coefficienten des Ausdrucks fiir ¢ in Gleichung (306)
erfilllt werden mufs, so dals einer von ihnen durch die anderen be-
stimmt werden kann,

§ 58. Einfachste R&hrenformen.

Wir wollen endlich noch die Réhrenformen berechnen, welche
den einfachsten Annahmen iiber die Function @ entsprechen.
Setzen wir

D= %sinkm+Bcoskz, (807)

80 wird nach Gleichung (305a):

; 4 "
s i i fzdm:-—{-AR’, (807a)

und in der Ebene der Mﬁﬁdung_nach Gleichung (305D):
P, =18, (307b)
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woraus nach bekannten Siitzen iiber Elektricititsvertheilung auf
einer leitenden Kreisscheibe folgt, dafs

BLRE.  Sg BR
Vg 29.‘2}/}23 ;—_{7’_’ fidﬁ}:?. (3070)

Somit folgt aus Gleichung (306b):

AR}=;.AR=-%BR. (307d)

Den Unterschied @ der wahren und reducirten Rohrenlinge haben
wir oben definirt durch die Gleichung (296f):

— J—‘:‘? = tﬂngka-

Da ke eine sehr kleine Grifse ist, so oft das Verhiltnils R:R
endlich ist, kinnen wir in diesem Falle anniihernd setzen:

B.. =B =n

a=—— =2t TR, (307¢)
wodurch fiir die hier in Betracht kommenden Rohrenformen der
Unterschied zwischen wahrer und reducirter Liinge gegeben ist,
wenn die Radien des Cylinders und seiner Miindung bestimmt sind.
Die reducirte Liinge der Pfeife ist gleich der wahren, also ¢ = B = 0,
wenn R = Rl Vg.

Wenn die Mindung ebenso weit ist wie der Cylinder, also

R= R, wird a=—}R und B=—£—RA. Wenn R sehr klein
gegen R, ist, wird annithernd
i T

A SR ¢ R
wie es schon oben fiir diesen Fall in Gleichung (296i) gefunden ist.
Unter diesen Umstiinden kann natiirlich nicht die abgekiirzte Form
der Gleichung (807e) fiir die Gleichung (296f) angewendet werden.
Die Bedeutung der Function y der Gleichung (306a), welche

zur Bestimmung der Strdmungscurven dient, setzen wir durch fol-
gende (leichung fest:

e
dw
£ o
0
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worin unter dem Integralzeichen z einen constanten Werth behiilt.
Daraus folgt zuniichst:

d

4%
p G (ex)=0—— (3084a)

de ’

[

d ay,
v W)=f %

1]

Da wir nun fiir unseren jetzt vorliegenden Zweck uns erlauben
durften, in den Functionen @, P, und P, [s. die Gleichungen (306)
und (304a)], aus denen ¥, zusammengesetzt ist, & = 0 zu setzen, so
reducirt sich die Gleichung (302e) in der Niihe der Miindung auf:

W, e, 14w,

7 ien d_u” — 0. rl.y s

und wir erhalten also:

0

iy e Y, d i, d
da (ex)=— 0~ d 0* + a‘},ﬂ s
u \

d A d?:P}_
E(PX)H—Q do (308b)

aus den Gleichungen (308a) und (308b) folgt, dafs die Function x
der Bedingung geniigt:

dey) ¥ | dloy) a¥ _ 0, (306 )

do do de da

und dafs in einer durch die z-Axe gelegten Ebene die Curyen
oy = Const.

orthogonal sind zu den Curven

Y, = Const.,

erstere also Stromescurven sind.

Wenn wir in die Gleichung (308) fiir ¥, setzen:

Y=0+P-P, (305d)
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80 konnen wir auch y idhnlich zerfillen:

XEZQ +Xr_Xu! (309)
e
dd
Yo = _d'a_:'[’d(’!
0
o
ox = f%i odop, (309a)
V]
o
d P,
(’ru el fd—a:(’d("
0

Da sich @ hier reducirt auf

0= Az + B,
80 ist
X=*%4dop. (309h)

Um die Berechnung von z, abzukiirzen, werde Folgendes bemerkt. Es
sei W eine Potentialfunction, die auf Seite der negativen z der
Differentialgleichung geniigt:

;W aPW_ 1 aw

_d_x’_ s i Ti_g‘x“ + —9- 'E(—’“ a=0,
und ferner sei
dw A
P‘ = H y (dUgG)

80 ist
4

dw dWw
0 z,:f ——0dp = —-f—{ (,_,-_) 0=—0 -J-Ej— .- (809d)
0

0
Nun ist P; die Potentialfunction einer Masse, die mit der constanten
Dichtigkeit — e auf einer Kreisscheibe vom Radius R ausgebreitet

ist. Die Gleichung (309¢) erfiillen wir, wenn wir W zur Potential-
function eines soliden Cylinders machen, dessen Basis die kreis-
formige Réhrenmiindung ist, und der von z = 0 bis # = + oo reicht

und mit Masse von der constanten Dichtigkeit — 4‘—;— gefiillt ist.

Man braucht sich nur den Cylinder um ein unendlich kleines Stiick
in der Richtung der positiven # verschoben zu denken und die neue
H. v. HeLsuorrz, Theoret. Physik. Bd. 111 16
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Masse so wie die neue Potentialfunction von der fritheren abzuziehen,
o erhiilt man das angegebene Resultat. Die Gleichung (309d) kann
man aber schreiben, weil y = ¢ cos w:

aw
7,008 @ = — Ty COS ) = — W (309e)

Es ist aber — {igz die Potentialfunction der Oberfliche des Cylin-

ders, die mit Masse von der Dichtigkeit — ~4—A;E cosm bedeckt ist,

wie sich wieder leicht ergiebt, wenn man den Cylinder in Richtung
der negativen y unendlich wenig verschoben denkt. Also lifst sich z,
unmittelbar finden:

t=— 1 f da f e RN Rl
L V(@ —a)*+ (0 — Reos w)* + R?*sin*w
0 0

Der Werth, mit Hiilfe elliptischer Integrale ausgedriickt, ist folgender:

AR %, CO8
N ——— (K —
7 lx’yl—x,ssin’t‘f ( B)
? (310a)
%, 8in o
L L xam"}H i St _KE:’]]_O’ ‘

worin gesetzt ist:

4Ro 2 2 i el 4
T @ W TITT mETSE T

ym in
dw e
= f—v.i-T:__- xa"s]nz—a, E= fy 1 —x*sin*wd @,
0 0

0
p‘r’_f____._m_, E(,=f]/l—x,’sin’mdm,
0

#d =

V1 —x2sin?
2
c= ‘1‘2’ 1 Wehn o iR,
= ‘ip~, wenn R >,

oder in beiden Fiillen:
AR 1 — x,s8in :
4 14 % 809

C =
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Uebrigens ist fiir sin, fir cos, wie fiir », immer der positive
Werth zu nehmen, der sich aus den obigen Formeln ergiebt.
Endlich ergiebt sich z, leicht aus den bekannten Sitzen iiber
Potentialfanctionen, die durch elliptische Coordinaten ausgedriickt
sind. Setzen wir
z=Rpus,

0= I?V_l — u? ]/1_4—'3-5,

so ist die Potentialfunction P, einer Scheibe, auf welcher selbst die
Potentialfunction constant gleich } B ist:

B 1

P, = - are tang e

Die Linien u = € sind confocale Hyperbeln und orthogonal gegen
die Linien s = €, welche confocale Ellipsen sind. Da die letzteren
in unserem Falle Curven gleichen Potentials sind, sind die Linien
p = O Strémungscurven, und wir brauchen die Grofse oy, nur fiir

den Scheitelpunkt derselben in der Scheibe zu hestimmen, so mufs
sie denselben Werth in der ganzen Liinge haben.

An der Scheibe selbst wird s = 0, fiir sehr kleine Werthe von s
und negative z wird:

P, = — — arctang !
A
dz w V}?S_vz
| e .
dP, BR :
gz"=f~ﬂpdp —T(l+p). (811)

0

Um p in den bei den elliptischen Integralen gebrauchten Hiilfs-
grofsen auszudriicken, dient, wenn ¢ fiir ¢ > R negativ genommen
wird, die Gleichung:

_'u=l/ 2x (L +sind)
(14 2)(1 + % sin )
16*
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Somit haben wir denn in den Gleichungen (309b), (310) und (311)
die Werthe von y,, 7, und z,, und die Gleichung der Stromungs-
curven wird:

o0 (o + % — %) = Const.

Soll die Stromungscurve der Rohrenwand entsprechen, so mufs sie
durch den Rand der Oeffnung gehen, und die Constante ist:

I
day
Const.=f—a?pdg =1 AR}
U

folglich wird die Gleichung der Rohrenwand:
(‘(Xo""l’-—).'n):'}AR:- (3llb)

Um die Rohrenform zu erhalten, fir welche die Differenz zwischen
der wahren und reducirten Linge verschwindet, miissen wir B = 0,
R= R Y2 setzen, dann verschwindet auch y,, und die Gleichung
der Rohrenwand reducirt sich auf:

0x, =} AR — 0%).

s giebt dies eine Rohre mit trompetenformigem, schwach erweitertem
Ende. Die Kriimmung der Wand ist iiberall nach innen convex,
und ihr Krimmungshalbmesser, der vom cylindrischen Theile an
gegen die Miindung allmihlich abnimmt, wird am Rande der Oeff-
nung zuletzt unendlich klein.

Macht man den Radius der Oeffnung gleich dem der Rohre,
go nithert sich die Form der Rohre am meisten einem reinen Cy-
linder. Es wird dann die Differenz zwischen der reducirten und
wahren Linge der Rohre, wie schon oben bemerkt, gleich }z R. Da
in diesem Falle die Grifse

x2sin? Y = M

(£ +0)*

immer sehr klein bleibt, und also auch sin & fiir alle nicht zu
kleinen Werthe von #, sehr klein bleibt, kann man zur Berechnung
der Rohrenform von # = 0 bis x = sin 89° die hoheren Potenzen
als die erste von xsin& und als die zweite von sin vernach-
lissigen. Die so vereinfachte Gleichung fiir die Rohrenwand, aus
der man sin & fiir eine Reihe von Werthen von #x, leicht mit Hiilfe
der Tafeln von Lrcexpre berechnen kann, ist:
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4 x, 2%,
ok bl [ s
! Sx 1—x%
x,sm?' 4 K— 6 -—7'—_:

n ) inx’( £ 40 V2% +2,) I

A 4 K 1
— %80 | — (K — E) — —_ RR—

' { ke 4)2x,(1 + x,) }

Aus den zusammengehdrigen Werthen von x, und & lassen sich
endlich # und ¢ berechnen, deren Werthe in diesem Falle sind:

¢e—R _ 2xsind
R — 1—xsnd’

= 2 %, CO8 i
R x(1 —%sind)

In der folgenden Tabelle bedeutet demnach 9';2R den Abstand
zwischen der Wand unserer Pfeifenform und der des Cylinders, aus-
gedriickt in Theilen des Radius, und ebenso — % den Abstand der

betreffenden Stelle von der Oeffnung, ausgedriickt in Theilen des
Radius.

ang. sin x, & —Q—}-ﬁ - ;;
00 90° 0 0
1° 26° 2 0,0158 0,08161
20 15° 42' 0,0187 0,06787
g 10° 59’ 0,0197 0,10892
4" 8" 14’ 0,0198 0,18079
L 6° 26’ 0,0193 0,17556
6° B® 9 0,0186 0,21182
70 4018 0,0171 0,24708
80 8° 30’ 0,0168 0,28291
90 2° 66’ 0,0159 0,31888
109 20 29° 0,0140 0,85496
15° 1° 11/ 40" 0,0107 0,68867
20° 0° 87’ 50” 0,0075 0,78058
25° PR o 0,0051 0,985602
30° 0°12' 0" 0,0085 1,156668
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In grofserer Entfernung von der Scheibe findet man:

0o—R R
e =

xl

Am schnellsten iindert die Curve ihre Natur dicht an der Oeffnung.
Zwischen %, = 0 und #, = sin 1° kann man folgende anniihernd rich-
tige Gleichung brauchen:

—4—) — 1 4 tang & (§7 + &) —

0= lo 5 .
g( 1Ysin (b + b)

Wenn #x, sehr klein wird, verschwindet log », gegen }%, und tang &
%,

mufs sehr grofs, * nahe gleich }x werden, dann ist:

1
0 = tang & — -
gl Byx’!
oder
o—R V2R

-z SYe=RP+o
oder, da z auch sehr klein gegen o — R werden muls,
(0 — R)* = gy Ra™

Aus dieser letzten Gleichung folgt, dafs die Wandfliiche die ver-
lingerte Ebene der Oeffnung an deren Rande tangirt und hier einen
unendlich kleinen Kriimmungshalbmesser hat.

§ 59. Tonhdhe von Resonatoren.

Das verallgemeinerte Theorem von Greex liefert uns aueh
einige allgemeine Gesetze der Schallbewegung fiir solche Hohlkérper,
deren siimmtliche Dimensionen verschwindend klein gegen die Wellen-
linge sind, und die mit einer oder mehreren Oeffnungen versehen
sind, deren Flicheninhalt sehr klein gegen die ganze Oberfliiche des
Hohlraumes ist. Da solche Hohlkdrper mit kleinen Oeffnungen beim
Anblasen oder durch Resonanz sehr tiefe Téne geben, so ist die
erstere Bedingung fiir diese ihre tiefsten Tone immer erfiillt.

Wenn ¥ das Geschwindigkeitspotential im Innern des iiberall
begrenzten Raumes S darstellt, der keine tonende Punkte enthalten
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soll, und der Punkt &, B, 7, von welchem ab die Entfernung » ge-
rechnet wird, innerhalb des Raumes Sliegt, so ist nach Gleichung (289)

fsmkr dwdm=f‘ll—‘-i—-- sin k7 i
r dn dn r

Wenn nun alle Dimensionen des Raumes S gegen die Wellenlinge
verschwindend klein sind, so kinnen wir k» gegen 1 vernachliissigen,
so oft r, wie hier der Fall ist, die Entfernung zweier Punkte, die
innerhalb S gelegen sind, bezeichnet. Wir setzen also:

_gin ke - k‘ r’

r T 28
Dies, in die obige Gleichung eingefiihrt, giebt:

Qv 1 i
f.-d-;l-dm e A ----vf‘lfr do. (812)

Nehmen wir jetzt an, der Raum S sei von einer festen Wand um-
geben, in der nur eine oder einige Oeffnungen seien, an der festen

Begrenzung sei iiberall %l_n‘{’ =0, in den simmtlichen Oeffnungen

aber habe %:I endliche positive Werthe. Das Verhiiltnifs der Fliche

simmtlicher Oeffnungen zur ganzen Oberfliche des Raumes S sei
7%:1, und 5 eine verschwindend kleine Grdfse, so ist das Integral

f %gd @ von derselben Ordnung kleiner Grofsen wie 7% das erste

3
Integral rechts :—3 f %’r’d @ aber von der Ordnung i*r?4* also

zu vernachlifsigen. Lassen wir nun % immer mehr sich der Null

nithern, so muls dabei offenbar das Integral f y r% dw und also

auch die Function ¥ selbst immer grofser und grifser werden.
Bezeichnen wir k* ¥ mit », so wiirde y eine Function sein, die bei
abnehmendem % von constanter Grolsenordnung bleibt, und in eine
Function itbergeht, welche der Differentialgleichung 47 = 0 in ganzer
Ausdehnung des Raumes S geniigt, und fiir welche an der ganzen
Oberfliche des Raumes S gfi = (0. Daraus folgt nach den be-
kannten Siitzen fiber elektrische Potentialfunctionen, dals y im
ganzen Raume § constant sein milsse,
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Dementsprechend wollen wir nun zeigen, dafs, wenn die Dimen-
sionen des Raumes S iiberall endlich sind, d. h. wenn man den
Raum S nicht durch eine unendlich kleine Schnittfliche in zwei
Theile von endlicher Grofse zerlegen kann, dafs dann ¥ hichstens
in unendlich kleinen Theilen des Raumes S von der Ordnung #?
sich um endliche Theile seiner Grifse von einer Constanten ¢ unter-
scheiden konne. Wenn ¥ und seine ersten Differentialquotienten
niimlich, wie es hier sein soll, innerhalb S itberall continuirlich
und eindeutig sind, so ist, wie bekannt:

ST+ (5 (52 aeavas
E —f“’%%dm—fffmf Wdzdydx,

wo die dreifachen Integrale iiber den ganzen Raum S auszudehnen
sind. Beriicksichtigt man, dafs 4*¥ 4+ 4% = 0, und denkt man
sich weiter beide Seiten der Gleichung mit einer constanten Grofse 2
multiplicirt, die so gewiihlt sein soll, dafs &* ¥ eine endliche Grifse

2
ist, wozu nach Gleichung (812) &* von gleicher Ordnung mit j;—:‘

sein muls, so erhiillt man:

T o

= _aﬂf‘ﬂ%-:{dm+k’a’ff Padrdydz.

Da nun die Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichung ver-
schwindend klein von der Ordnung #® sind, so ist es auch das drei-
fache Integral links. Da hier aber unter dem Integralzeichen eine’

(312a)

4
iiberall positive Grofse steht, so konnen die Werthe von a%% )
€ % und e%—? im Allgemeinen selbst nur von derselben Ordnung

kleiner Grofsen wie 7 sein, oder wenigstens nur in Theilen des
Raumes S, welche selbst von der Ordnung #*® sind, endlich werden.

Nun denke man die Flichen construirt, welche der Gleichung

§r = Const.
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entsprechen, und fiir den Theil des Raumes S, welcher zwischen
zwei beliebigen solchen Fliichen liegt, bilde man das Integral

5fff l/(g;f’)u (%—El)’+(%‘)’dxdydx= E.  (312b)

Nach dem Vorausgesagten kann dies Integral nur von derselben
Ordnung kleiner Grofsen wie 5 sein. Man kann nun die Integration
so ausfithren, dafs man zuerst diejenigen Theile des Integrals zu-
sammennimmt, welche zwischen zwei unendlich nahen Potential-
flichen liegen. Es sei dw ein Flichenelement einer solchen Fliche,
in der das Potential den Werth ¥ hat, dn die Entfernung zwischen
dw und der niichsten Fliche, an der der Werth des Potentials
W+ dWyist, dann ist dwdn ein Element des Volumens und

d 2 d 2 d 2
I/(JD 5 (T:.J) "'(’H’Z'}') dwdn=dWio,

w,
:=ei[dqffdm,

wenn ¥ und ¥ die Werthe von ¥ an den #ulsersten Potential-
flichen sind, zwischen denen man integrirt. Fiir jeden Werth von ¥

ist nun f dw gleich dem Flicheninhalt Q desjenigen Theiles der

betrefienden Potentialfliiche, der innerhalb des Raumes S liegt.
Also wird

1

also

worin ) als Function des Werthes von ¥ anzusehen ist. Wenn
nun Q iiberall endlich ist, darf die Differenz & ¥, — ¢ ¥,, innerhalb
deren die Variable sich #ndert, nur von der Ordnung # sein, da
der Werth von = von der Ordnung 7 ist; oder es mufs, wenn
¢ W, — ¢ W, endlich ist, innerhalb dieses Intervalles Q von der Ord-
nung # sein. Da nun nach unserer Voraussetzung der Raum S
nicht eine solche Gestalt haben darf, dals man ihn durch eine un-
endlich kleine Schnittfliche in zwei Theile von endlichem Volumen
theilen kann, wie das z. B. der Fall sein wiirde, wenn er aus zwei
durch ein rohrenformiges Stiick verbundenen Hohlriiumen bestiinde,
so folgt aus dem Gesagten, dafs nur in unendlich kleinen Theilen
desselben, und namentlich auch nur in unendlich kleinen Theilen
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seiner Oberfliiche, der Werth von s ¥ um eine endliche Gréfse von
einem constanten Werthe ¢ abweichen kinne.

Nach diesen Bemerkungen reducirt sich die Gleichung (312) auf

QW Bo o ar e ‘
fﬁdm— ——3-fr-(i;dm_k 0s. (3120)

Wenn wir niimlich die vom Punkte «, £, y auf die Tangential-

; d
ehene von dw gefiillte Normale n nennen, ist ekt 1:—, und

dn
—§r -:; do = “dTm gleich dem Volumen eines Kegels, dessen Grund-

fliche d @ und dessen Spitze «, 3, y ist. Deshalb ist

dr
—-L-fra;‘-dm=8.

Setzen wir jetzt voraus, der Raum S habe eine Oeffnung, die
in einem nahehin ebenen Theile der Wand gelegen sei, dessen
Ebene wir #ufserlich unendlich verlingert und den freien Raum
nach einer Seite begrenzend voraussetzen, withlen wir, wie frither,
diese Ebene als Ebene der yx und verlegen den Anfangspunkt der
Coordinaten in die Oeffnung selbst. Nehmen wir ferner an, dafs die
Vibrationen des Hohlraumes erregt werden durch einen Schall-
wellenzug, der gegen die Oeffnung schligt. Wir miissen nun an
der Oeffnung den Werth von ¥ so bestimmen, dafs er aufsen und
innen continuirlich wird und im Innern in einer gegen die Dimen-
sionen der Oeffnung grofsen Entfernung in den constanten Werth
Ccos2mnt l\hefgeht.

Es sei & eine Grofse, welche in verschiedenen Punkten der
Oeffnung des Hohlraumes verschiedene Werthe hat. Wir setzen,
indem wir die Integration itber die Fliiche der Oeffnung ausdehnen,
fir den freien Raum:

'lf=fh cos (k» : 2rmt)dm

+ Heoskzcos2ant + Jeoskzsin2ant.

(3183)

Dieses Geschwindigkeitspotential stellt einen Zug ebener Wellen
dar, die, an der yx-Ebene reflectirt, sich in stehende verwandeln,
und ein System fortschreitender Wellen, welche von der Oeffnung
ausgehen, Statt der unendlich ausgedehnten ebenen Wellen lilst
sich iibrigens ebenso gut die etwas allgemeinere Voraussetzung der
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Gleichung (300) hier anwenden, dafls nimlich die Wellen von einem
weit von der Oeffnung entfernten ténenden Punkte ausgehen, dann
bekommen sie, wie dort gezeigt, dicht vor der Oeffnung die in Glei-
chung (318) angenommene Form.

An der yz-Ebene ist aufserhalb der Oeffnung :‘;:’ =0, in der
Oeffnung:
‘;:{=—2nkcos2nnt (818a)
und anniihernd:
Y= [ %dm + H] cos2mnl -;-\'kfhdm + J] sin2axnt. (318h)

Innerhalb des Raumes S setzen wir dagegen:

W= [c = ﬂ’f?-"" dm]cosQ ant. (818¢)

Dann ist in der Oeffnung:
%=—2ukcos2nnt, (8184d)
l_ﬁ'=[0— ]liﬂ]coﬂnnt. (813e)

i:‘ aus den Gleichungen (318a) und (813d) sind

identisch. Damit auch die von ¥ aus den Gleichungen (813b) und
(813e) identisch seien, mufs sein:

Die Werthe von

J+ kfkdm=0, (813f1)

0= Hu 2ff"--f—°1- (318g)

Es mufs also die Grofse 2 fiir die einzelnen Punkte der Oefinung
80 bestimmt werden, dafs ihre Potentialfunction innerhalb der Oeff-
nung constant wird, Die Bedingung endlich, dals ‘;—f = ( ist liings
der Oberfliche von S mit Ausnahme der Miindung, wird durch die
Gleichung (318¢) erfiillt, wenn die Wand, in der die Oeffnung sich
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befindet, so weit merklich eben ist, als das Potential von % nicht
gegen (O verschwindet.

Endlich wird fiir diesen Fall die Gleichung (812¢):

2nfkdm=k’c‘S. (813h)

Aus (318f) und (318h) folgt:
¥®Cs ;
J=— e (818i)

Nennen wir nun M die Masse, welche nothig ist, um, auf der Fliche
der Oeffnung passend vertheilt, in dieser die Potentialfunction con-
stant gleich 1 zu machen, so ist

fkdm=-}(O—H)M, (318k)

da die Dichtigkeit %2 nach Gleichung (313 g) den Potentialwerth
 (C — H) hervorbringt. Wir haben also nach Gleichung (818f):

J+ }k(C— H)M = 0. (3181)

Das Maximum des Potentials der stehenden Wellen im freien Raume
ist Y H*+ J?, das Maximum in dem Hohlkdrper S ist . Aus
den Gleichungen (818i) und (3131) folgt:

B (M8 (K8)

L3y o RS bR ¢ ETT
Dieses Verhiiltnifs erreicht seinen Minimalwerth, die Resonanz wird
also am stiirksten, wenn das erste der beiden Quadrate, gegen wel-
ches im Allgemeinen das zweite verschwindend klein ist, gleich Null
wird. Die Bedingung fir das Maximum der Resonanz ist also:

aM=kS, (814)

oder wenn wir statt k seinen Werth setzen, durch die Schwingungs-
zahl n und die Schallgeschwindigkeit @ ausgedriickt,

i 2an ;
a
80 ist:
2
= Y (314a)

4n 5
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Ist die Oeffnung kreisférmig, so ist infolge der Gleichungen (307h)
und (307¢):
2R

e

oder, wenn wir die Fliche der Oeffnung mit s bezeichnen:

2 s
8=$’IR", M= — —_—
T i 4

R R
yaywys

Wenn wir fir die Schallgeschwindigkeit den Werth 832 260mm (ent-
sprechend 0° und trockner Luft) nehmen, so wird

L T A
Vs
withrend SoxpHAUss aus seinen Versuchen fiir » die empirische
Formel fiir kreisformige und quadratische Oeffnungen herleitet:

 pp—
,;-_-52400—‘@,
|

worin nur der von SonNpuavss gegebene Zahlencoefficient halbirt
ist, weil Soxpuauss nach der Art der franzisischen Physiker die
Schwingungszahlen der Téne doppelt so hoch nimmt, als es nach
unserer Bezeichnungsweise geschieht.

Noch besser stimmt die Berechnung fiir einige Versuche von
WerrHem, bei denen das Verhiiltnifs der Oeffnung zum Volumen
des Hohlkorpers noch kleiner ist, als bei den Versuchen von Soxp-
mavss. Ich habe aus den Versuchen, welche er mit drei verschie-
denen Glaskugeln angestellt hat!), deren Volumen durch Eingielsen
von Wasser verkleinert wurde, diejenigen nach der theoretischen
Formel berechnet, bei welchen der Durchmesser der Oeffnung weniger
als ; des Durchmessers einer Kugel war, deren Volumen dem des
Hohlraumes gleich ist, und setze die Zahlen hierher, um zu
zeigen, wie gut die theoretische Formel mit den Versuchen iiber-
einstimmt.

) Annales de Chimie et de Physique, Sér. 8, Tome XXXI, p. 428.
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Durch- | Volumen des o9n
messer | Hohlraumes g 4
der in Cubik- | peob- be-
Oeffnung | centimetern | gohtet | rechnet
Erste Kugel: 20 mm 6528 184,2 198,1 0,020
Volumen 6528 cem 5712 206,4 206,4 0,000
Temperatur 24° 4896 218,8 222,9 0,008
a = 846 560 4080 282,9 244,2 0,021
10 mm 2080 284,9 2423 0,018
I 1827 262,6 265,5 -0,012
1624 285,1 270,9 0,022
Zweite Kugel: 1421 8006 | 2908 | —0,015
Yolamen $080 e 1218 820,0 312,9 =0,010
Tesourhine. 18¢ 1015 3450 | 8427 —0,008
s = 845 060 812 872,6 888,2 40,008
609 416,8 442,56 0,026
16 mm 2080 286,0 206,8 0,016
1827 208,7 8228 0,020
6 mm 715 828,2 817,4 ~0,016
615 340,4 842,2 +0,002
515 878,17 | 8740 0,000
Dritte Kugel: 415 416,8 416,6 0,000"
Volumen 715 cem 815 481,2 478,2 —0,008
Temperatur 20° 215 581,8 578,8 - 0,002
a = 844 210 116 766, 91,4 +0,014
10 mm 15 884,44 | 4097 0,028
615 411,6 441,8 0,081

Zur Erleichterung der Vergleichung sind in der letzten Rubrik
unter 4 die Logarithmen des berechneten n, dividirt durch das
beobachtete n, hinzugefiigt. Der Logarithmus des halben Tones }§
betriigt 0,028. Die Werthe von 4 zeigen, dafs nur bei den ver-
hiiltnifsmiifsig zur Oeffnung kleineren Werthen des Volumens die
Differenz zwischen Rechnung und Beobachtung sich einem halben
Tone nithert.

Fir Ellipsen von der Excentricitiit & und der grofsen Axe R
ist die Masse M, welche, auf der Fliche passend vertheilt, in dieser
das constante Potential 1 giebt?),

M=

&=

1) 8. Cravsivs in Pocoexporer’s Annalen LXXXVI, 8. 161,
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worin K, das ganze elliptische Integral erster Gattung fir den
Modul ¢ bezeichnet. KEs wird also nach Gleichung (314a) fiir Hohl-
riume mit einer elliptischen Oeffnung:
;g . G'B
" 4aKS’
oder wenn man den Flicheninhalt s der elliptischen Oeffnung ein-
fithrt und setzt:

=l 3
g =)1—¢,

s=m R,

K 2;;/5; : Vnitifszs

Der Werth von »* ist also von dem fiir eine kreisférmige Oeffnung

n
2 KV
Factor grofser ist als 1, so wird der Ton einer elliptischen Oeffnung
von gleicher Fliche etwas hoher als der einer kreisférmigen.
Hat der Hohlraum noch eine zweite Oefinung, die ebenfalls in
einem nahehin ebenen Theile der Wand liegt, so setze man fiir den
fiusseren vor ihr liegenden Raum:

1}’=ka cos(kr-—-f?t_a?t-i- ") dw,

so wird:

gilltigen durch den Factor verschieden, und da dieser

in dem ihr benachbarten Theile des inneren Raumes

Y= [01 —fw dm]cos(2ﬂnt - 1)

+ kfkldm.sin{Z:rrnt —1).

Es sind, wie vorher, an der Oeffnung die Werthe von % iiberein-

stimmend, die Werthe von ¥ werden:
Y= BNe cos(2ant — 1) + kfh, dwsin(2ant — 1),

r

Y= [01 —f h‘fm] cos(2ant — ) 4 kfhl dwsin(2ant— 7).

dw
01=2fh’, :

Es muls also sein:
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und setzen wir, wie bei der ersten Oeffnung in Gleichung (313k):

fhldm=-}6'1&fl,

so wird in den von der Oeffnung entfernteren Stellen des inneren
Raumes:
W=0Ccos(2ant—7)+ k0 Msin(2rant — 1)
Dies mulfs aber gleich werden dem frither festgesetzten Werthe von ¥
im Innern der Kugel:
Y= Ccos2nnt.
Daraus folgt, dals
C,[cost — Lk M sint] = C,

sint + J kM cost =0.

Aus der zweiten Gleichung folgt, dafs = sehr klein ist, und dem-
gemiifs aus der ersten, dals mit Vernachlifsigung kleiner Grilsen
C=G,.

Nun wird aus Gleichung (312¢):

f%!ﬂgdm=2nfhdm+2nfhldw=k’08

oder:

AM(C—H)+nM,C=kCS; (315)

dazu: A

BCS
Sogheling e
H 4 (x(M+ M)—k5)  pes?
s P nd M3 Ant (B158)
o HAEJY A 3 L

Damit —gz— °in Minimum werde, und die stiirkste Resonanz

eintrete, setzen wir

x(M+ M)=kS, (315h)
durch welche Gleichung die Tonhohe der stirksten Resonanz be-
stimmt ist, wie es in Gleichung (314) fiir eine Oeffnung geschéhen war.
Diese Gleichung stimmt, wenn die Oeffnungen geometrisch idhnlich
sind, mit dem von SoxpHAUss aus den Versuchen abgeleiteten Gesetze.
Sind beide Oeffnungen congruent, so verhiilt sich die Schwingungs-
zahl des Korpers zu der desselben Korpers mit einer Oeffnung, wie
Y2:1. Der Ton ist also im ersten Falle um eine verminderte Quinte
hoher als im zweiten Falle, was genau mit einigen Versuchen von
SonprAUss?!) itbereinstimmt.

1) Poaaexporrr's Annalen LXXXI, S. 366,

y
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gegeben von Arrur KOx1¢ und Carn Ruxer. Preis M. 14.—

gebunden M. 15.50
Demniichst werden erscheinen:
Band I, Abtheilung 1. Die allgemeinen Grundlagen physikalischer
Wissenschaften, herausgegeben von Arraur Konia,

Band II.  Dynamik continuirlich verbreiteter Massen, heraus-
gegeben von O110 KRIGAR-MENZEL.

Band VI. Theorie der Wirme, herausgegeben von Franz Ricuanz.

Band IV. Elektrodynamik und Theorie des Magnetismus, heraus-
gegeben von Orro KRiGAR-MENZEL.



Aus den Besprechungen des V. Bandes:

Elecirotechn, Zeitschr, Wir begniigen uns damit, der Genugthuung Ausdruck
zu geben, dass Helmholiz’s werthvolle Vorlesungen in dieser Weise erhalten bleiben,
und wiinschen dem Unternehmen guten Fortgang und guten Erfolg.

Zeitschr. f. d. physik. u. chem. Unterricht. Der Leser dieses Werkes wird, selbst
wenn er mit dem Gegenstand desselben vollstiindig vertraut ist, eine Fiille von An-
regungen und neuen Gesichtspunkten finden, War es ja doch ein characteristisches
Merkmal der Helmholtz’schen Arbeitsmethode, sich stets alles aunf seine eigne Weise
zurechtzulegen, auf eigenem Wege zu wandeln. Wenn nun auch diese Wege nicht
immer die kilrzesten und gangbarsten sind, so wird doch die weise Belehrung,
die unfehlbar aus dem Umstande entspringt, dass man den Weg unter Filhrung
eines Helmholtz zuriicklegt, filr alle Mithe entschiidigen.

Science. The lectures will be extremely useful to students of physics all over
the world.

Hochschul-Nachrichten. Der Werth dieser Verdffentlichung wird noch dadurch
erhtht, dass eine Reihe von bisher nicht publicirten Untersuchungen, welche Helm-
holtz in seine Vorlesungen einzustreuen pflegte, zur allgemeinen Kenntnis gelangt,
und dass wir so auch gewissermassen das wissenschaftliche Vermiichtniss des grossen
Forschers #zu lesen bekommen.

Cultura. La grande importanza di questa pubblicazione non ha bisogno di
essore dimostrata. Si pud ancora notare, che in queste lezioni sono in parte esposti
dei risultati scientifici, che il grande scienziato altrove non ha messi in luce. Per
Pimportanza di questo quinto volume ora apparso si ricordi, che non esiste una
esposizione completa dell’ ottica in base alla teorin elettro-magnetica della luce.

Gaea. Der schwierigen Arbeit haben sich die Herausgeber mit Liebe und
Verstlindniss unterzogen und damit der wissenschaftlichen Welt ein Geschenk von
hschstem Werte gemacht.

Electrical Engineering. The costliest monument of metal or stone that could
have been erected to Helmholtz by his disciples would never have perpetuated the
memory of the great master as eloguently as these written pages that are destined
to propagate his doctrines in all lands.

Naturwissenschaftliche Rundschau. Erfrenlich ist es, dass nunmehr durch die
Gesammtausgabe der Vorlesungen die ausfiihrliche Darstellung des Helmholtz'schen
Gedankenganges der Nachwelt erhalten bleiben wird.

Revue d'électricité. 11 serait superflu de recommander un livre qui porte le
nom de Helmholtz. ,

Die Natur. Jedenfalls haben die Herausgeber ihre mithevolle Aufgabe mit
Geschick geltst und ein Werk geschaffen, dessen Studium allen zn empfehlen ist,
die sich eine griindliche Kenntniss der meueren Theorie verschaffon wollen,

Zeitschr. f. Bsterr. Gymnasien. Die Physiker seien auf die bedeutungsvolle
Schrift, die eine zusammenfassende Darstellung der Optik auf Grundlage der electro-
magnetischen Lichttheorie ist, an welcher os bisher gefehlt hat, aufmerksam ge-
macht und ihnen das Studium des Werkes, welches ohne jegliche Schwierigkeiten
stattfinden kann, bestens empfohlen; dieses dilrfte wohl zu den genussreichsten auf
dem Gebiete der theoretischen Physik gehtren.

Die Post. Das Buch ist eine Perle in der physikalischen Weltliteratur, ein
neues Blatt in dem Ruhmeskranze seines Verfassers, Die Eigenart der Helmholtz-
schen Denkweise tritt auf jeder Seite scharf hervor, wie denn iiberhaupt das ganze
Buch ein echtes Spiegelbild seines gewaltigen Geistes ist, in dem die Mathematik
dio gesanmmte Anschauung der Dinge beherrschte.

Literar. Centralblatt. Mit ausserordentlicher Freude ist das Werk zn begriisgen,
dessen Erscheinen mit dem vorliegenden Bande beginnt... Die unvergleichliche
Meisterschaft, mit der Helmholtz seinen Stoff anzufassen und darzustellen versteht,
die bei grisster mathematischer Strenge doch nie versagende physikalische An-
schaulichkeit seines Vortrags machen das Lesen des Buches ebenso genussreich wie
lehrreich. Mit der Erwartung der gleichen Vorziige kann man dem Erscheinen der
anderen Biinde entgegensehen. So wird das vollendete Werk ein schines Denkmal
Helmholtz’schen Geistes sein, des Geistes, in dem sich das naturwissenschaftliche
Denken unserer Zeit wirklich in seiner hiichsten Form verkrpert hat, und dessen
Gedankengiinge eben darum der Nachwelt nicht sorgfiiltiy und vollstindig genug
iibermittelt werden kinnen,
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