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WSTEP

Jedna z najmlodszych a zarazem najbardziej dynamicznie rozwijajacych sig

aktualnie galezi geometrii jest geometria fraktalna . Od ponad 20 lat fraktale
przyciagaja uwage nie tylko matematykow ale roéwniez przedstawicieli nauk
przyrodniczych prowadzacych badania nad zlozono$cia natury i w poszukiwaniu
porzadku w chaotycznym $wiecie. Pewna miara popularnosci moze by¢ liczba 560
000 stron internetowych w ktorych pojawia si¢ hasto " fractal " tworzonych nie tylko
przez ludzi zajmujacych si¢ profesjonalnie nauka . Dynamiczny rozw0j geometrii
fraktalnej jak 1 zwiazanej z nia teorii chaosu zawdzigcza¢ mozna rozwojowi technik
komputerowych , dzigki ktorym mozliwa byla wizualizacja pewnych struktur
bedacych efektem przebiegu procesu dynamicznego .
Atrakcyjnos¢ graficzna tych obrazéw stata si¢ dodatkowym aspektem przyciagajacym
uwagg szerokiej publicznosci. Jednakze traktowanie fraktali jako"pigknych obrazow "
jest znacznym uproszczeniem , w miejsce ktorego nalezatoby raczej podstawié
twierdzenie , ze dzigki fraktalom dokonuje si¢ pozytywnie pojmowana popularyzacja
zagadnien zwigzanych z naukami Scistymi . Niemniej jednak w najszerszym kregu
aktualnych zainteresowan geometria fraktalna znajduja si¢ obiekty dwuwymiarowe
generowane przy pomocy programow komputerowych takich jak Fractint czy FOE
( Fractal Object Editor ) . Znikoma liczbe struktur 3D stanowia gidwnie przestrzenne
interpretacje zbiorow Gastona Julii 1 Benoita Mandelbrota . Ambicja niniejszej
rozprawy jest wypelnienie tej luki 1 uzupelnienie galerii klasycznych fraktali o
struktury trzywymiarowe bazujace na podstawowych elementach geometrii
Euklidesowe;j .

Obiekty zamieszczone w niniejszej pracy zostaly wygenerowane w systemach IFS
( Iterated Function System ) oraz L-Systemie , programem komputerowym Autodesk
VIZ R 4 na drodze manualnego wielokrotnego przeksztatcania obiektow
trojwymiarowych .Dodatkowo zaproponowano nowe , nie stosowane dotychczas
systemy generowania fraktali przestrzennych . IFS+ bazujacy na tradycyjnym IFS , w
ktorym struktura fraktala jest suma wszystkich elementow ciagu przeksztalcen , oraz
LV-System operujacy na obiektach przestrzennych w odroznieniu od tradycyjnego
L-Systemu operujacego na obiektach linearnych . Uzyskane w ten sposob fraktale
poddano efektowi tak zwanej wizualizacji architektonicznej poprzez dodanie tta oraz
sztafazu celem udowodnienia tezy postawionej w tytule rozprawy



ROZDZIAL T FRAKTALE KLASYCZNE

Rozw0j geometrii fraktalnej zapoczatkowal  francuski matematyk polskiego
pochodzenia Benoit Mandelbrot definiujac 1 wprowadzajac w 1975 roku pojecie
fraktala .

Doniostos¢ tego wydarzenia polegala na stworzeniu teorii umozliwiajacej integracj¢
pewnych przyktadow, ktore do tego momentu traktowane byly jako obiekty
wyjatkowe pewnego rodzaju matematyczne dziwolagi . Mandelbrot nazwal je
fraktalami od facinskiego stowa  fractus ( ztamany , czeSciowy ) charakteryzujac je
trzema wlasciwos$ciami :

Definicja 1.1 [2]

a ) metoda generowania jest okreslona zaleznoscia rekurencyjna
b ) wymiar najczegsciej jest liczba utamkowa

¢ ) cecha charakterystyczna jest samopodobienstwo

Pierwsza cecha okresla zalezno$¢ kolejnego wyrazu ciagu od wyrazu poprzedniego np.
aprp=a,tc

Druga cecha dotyczaca pojecia wymiaru ma szczegdlne znaczenie , poniewaz w
odréznieniu od innych obiektdéw fraktale posiadaja wymiar bedacy liczba utamkowsa .
Doktadne omoéwienie pojgcia wymiaru w odniesieniu do obiektow fraktalnych
zostanie dokonane w dzlszej czgsci pracy .

Ostatnia , trzecia cecha samopodobienstwa chociaz trudna do zdefiniowania w
kategoriach matematycznych jest cecha najbardziej wyrdzniajaca fraktale posrod
innych obiektéw geometrycznych .

Samopodobienstwo najtatwiej jest scharakteryzowa¢ w kategoriach intuicyjnych na
przyktadzie kalafiora . Glowka kalafiora sktada si¢ z gatazek , ktore po oddzieleniu od
reszty przypominaja gtowke . Z galazki mozna oddzieli¢ jeszcze mniejsze czgsci ,
ktore sa podobne zarowno do gldwki jak 1 do gatazki , z ktorej pochodza . Ta wlasnos¢
przenosi si¢ na trzecia a nawet na czwarta generacj¢ . W matematycznych modelach
fraktali wlasno$¢ samopodobienstwa przenosi si¢ na nastgpng generacje¢ nieskonczona
los¢ razy .

Definiujac samopodobienstwo w przypadku fraktali mozemy w uproszczeniu
powiedzie¢ , ze kazda czg$¢ fraktala jest pomniejszona kopia catosci. [ 1 ]

Zanim jednak Benoit Mandelbrot sformutowal podstawy teorii geometrii fraktalne;,
pod koniec XIX wieku powstaly pierwsze obiekty ktorych specyficzne wlasciwosci
budzily sprzeciw éwczesnego srodowiska naukowego.

Jednym z pierwszych obiektow fraktalnych o fundamentalnym znaczeniu byt zbior
Cantora ( 1883 ) .Cantor byl niemieckim matematykiem z uniwersytetu w Halle .
Prace jego sa jednymi z najwazniejszych w tworzeniu podstaw wspotczesnej



matematyki . Zbior Cantora zostal po raz pierwszy opublikowany w 1883 roku jako
przyktad zbioru o wyjatkowych wilasciwosciach .  Jest to zbior punktow odcinka
jednostkowego , ktory powstaje w wyniku nastepujacego algorytmu .

Odcinek dzielimy na trzy rowne czg¢sci , z ktorych srodkowa usuwamy . W nastgpnym
kroku pozostate dwie czgsci traktujemy podobnie jak w kroku poprzednim tzn
dzielimy na trzy czgsci usuwajac srodkowa . W granicy otrzymujemy zbior Cantora .
Ma on nieprzeliczalng liczbg punktow ale dtugos¢ rowna 0 . [1]
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Rys 1.1 Kilka pierwszych krokow zbioru Cantora

Samopodobienstwo zbioru Cantora zakodowane jest w algorytmie tworzenia
1 zachodzi dla nieskonczenie wielu pozioméw . Kazdy odcinek ktory powstal podczas
geometrycznej konstrukeji zbioru zawiera caly zbidér pomniejszony w skali 1/3 K dla
odpowiedniego k . Mozemy zatem rozwaza¢ zbior Cantora jako rodzing dowolnie
matych czesci , z ktorych kazda jest pomniejszonym caltym zbiorem . [ 1 ]

Innym przykladem jednego z wczesnych fraktali , w ktorych wystgpuje cecha

samopodobienstwa , a ktory w momencie powstania traktowany byt jako obiekt
wyjatkowy , jest krzywa van Kocha . Jej konstrukcja zaczyna si¢ od odcinka zwanego
inicjatorem . Odcinek dzielimy na trzy rowne czesci 1 usuwamy Srodkowa , wstawiajac
na jej miejsce trojkat rownoboczny usuwajac jednoczesnie jego podstawe .Figura ta
nosi nazw¢ generatora 1 sklada si¢ z czterech odcinkow , z ktorych kazdy zostaje w
nast¢gpnym kroku poddany operacji podziatu 1 podstawiania . [ 1 ]
Krzywa szwedzkiego matematyka Helge van Kocha powstata w 1904 roku jako nowa
propozycja dla zilustrowania odkrycia nier6zniczkowalnej krzywej Weierstrassa.
Nietrudno zauwazy¢ , ze obiekt znany pod nazwa krzywej van Kocha w poczatkowych
krokach konstrukcji jest w istocie ciggiem tamanych odcinkow . Jednakze przy liczbie
krokow konstrukcji dazacej do nieskonczonosci dtugos¢ odcinkow sktadowych dazy
do zera , za$ famana " dazy do krzywej " . Krzywa ta jednak w zadnym punkcie nie
jest rozniczkowalna ze wzgledu na miejsca zataman , w ktorych nie istnieje styczna do
krzywej . [1]
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Rys 1.2 Kilka pierwszych krokow konstrukeji krzywej van Kocha

Pewna modyfikacja krzywej van Kocha jest gwiazdka van Kocha , ktorej szosty krok
konstrukcji zaprezentowano ponizej .

X

Rys 1.3 Gwiazdka van Kocha



Twoérca kolejnego klasycznego fraktala byt wielki polski matematyk Wacltaw
Sierpinski ( 1882 — 1969 ) profesor matematyki we Lwowie , nastgpnie w Warszawie.
Podstawa konstrukcji geometrycznej tego obiektu jest trojkat rownoboczny , ktory
nazwiemy inicjatorem . Srodki bokéw trojkata oraz jego wierzchotki wyznaczja cztery
mniejsze trojkaty , z ktorych srodkowy usuwamy . W ten sposob uzyskujemy figure
nazywang generatorem skladajaca si¢ z trzech przystajacych trojkatéw , ktorych boki
sa rowne potowie dlugosci inicjatora . Trojkat Sierpinskiego jest zbiorem punktéw
plaszczyzny , ktore pozostang po wykonaniu nieskonczenie wielu krokoéw konstrukcji
.Samopodobienstwo jest wbudowane w proces konstrukcji . Kazda z trzech czgsci w

kolejnym kroku jest dwukrotnie pomniejszong wersja figury z poprzedniego kroku [1].
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Rys 1.4 Pierwsze kroki konstrukcji trojkata Sierpiniskiego

Na podobnym algorytmie powstawania oparta jest konstrukcja dywanu Sierpinskiego .
Inicjatorem w tym wypadku jest kwadrat , ktory dzielimy na 9 przystajacych
kwadratéw , z ktérych srodkowy usuwamy . Otrzymana figura nosi nazwe generatora.
W nastgpnym kroku , kazdy z pozostalych kwadratow generatora traktujemy podobnie
jak kwadrat inicjatora w roku pierwszym , tzn dzielimy na 9 przystajacych kwadratow
usuwajac jednoczes$nie srodkowy .W granicy otrzymujemy zbidr o polu rownym O .



Podobnie jak w trojkacie Sierpinskiego samopodobienstwo zawarte jest w konstrukcji
zbioru : kazdy nowo powstajacy kwadrat jest pomniejszona kopia catosci . [1]

inicjator generator - krok 1

krok 2 krok 3
Rys 1.5  Pierwsze kroki konstrukcji dywanu Sierpinskiego

Szczegoblnie interesujacy jest fakt , ze w wyniku przekroju przez srodek dywanu prosta
réwnolegta do jego boku otrzymujemy zbidr Cantora . Mozna zatem powiedzie¢ , ze
dywan Sierpinskiego stanowi plaszczyznowe uogolnienie zbioru Cantora .

Zaprezentowanie powyzszych przyktadow umozliwia sformutowanie doktadne;
definicji wymiaru obiektow fraktalnych .

Przyktad 1.1

Dany obiekt geometryczny pokrywamy zbiorem elementoéw o boku a ( kwadratéw
dla figur ptaskich , szeScianow dla obiektow przestrzennych ) . Minimalna liczba
elementow N niezbednych do pokrycia obiektu jest odwrotnie proporcjonalna do
wielkosci a boku elementu . Mozna zatem zapisac :

N (a)~(1/a)*dla figur ptaskich

N (a)~(1/3)’ dla obiektéw przestrzennych [2]



Definicja 1.2 [10]
Wymiarem pojemnosciowym wedlug Kotmogorowa jest wyrazenie

d= lim 128 N®
a—0 log(l/a)
W konsekwencji po uproszczeniu mozna przyjac :
d= log N(a)
log(1/a)

W praktyce obliczanie wymiaru najkorzystniej jest przeprowadzaé na poziomie dwoch
kolejnych krokéw konstrukeji porownujac obiekty inicjatora i generatora .

1) Krzywa Kocha

Inicjatorem jest odcinek o boku a = 1. Do pokrycia inicjatora potrzebny jest zatem
N =1 kwadrat o boku a = 1. Generator sktada si¢ z czterech kopii inicjatora o skali
podobienstwa rownej 1/3 a zatem o dtugosci rownej a=1/3 .

Do pokrycia generatora potrzeba N =4 kwadratoéw o boku a = 1/3

Wymiar pojemnosciowy wg Kolmogorowa krzywej Kocha wynosi :

_ log4
log3

d =1,261859507

inicjator generator — krok 1 krok 2

Rys 1.6 Ilustracja pomiaru krzywej van Kocha metoda Kotmogorowa

2 ) Zbior Cantora

Inicjatorem jest jest odcinek o dtugosci 1 . Do pokrycia inicjatora potrzebny jest
kwadrat o boku 1 . Generator sktada si¢ z dwoch kopii inicjatora o skali podobienstwa
1/3 a zatem z dwoch odcinkdéw o boku rownym 1/3 . Do pokrycia generatora
potrzeba N =2 kwadratow o boku a=1/3 .

Wymiar Kolmogorowa zbioru Cantora wynosi :

_ log2
log3

d = 0,630929753

3 ) Trojkat Sierpinskiego

Inicjatorem jest trojkat o boku 1 . Do pokrycia inicjatora potrzebny jest kwadrat o
boku 1 . Generator sktada sig z trzech kopii inicjatora o skali podobiefistwa 1/2 . Do
pokrycia generatora potrzeba N = 3 kwadratow o bokua=1/2 .



Wymiar Kolmogorowa trojkata Sierpinskiego wynosi :

log 3
= =1,584962
log 2

d

4) Dywan Sierpinskiego

Inicjatorem jest kwadrat o boku 1 . Do pokrycia inicjatora potrzebny jest kwadrat o
boku 1 . Generator sktada si¢ z osmiu kopii inicjatora o skali podobienstwa 1/3 . Do
pokrycia generatora potrzebnych jest N =8 kwadratow o bokua=1/3.

Wymiar Kolmogorowa dywanu Sierpinskiego :

_ log8

log 3
Analizujac powyzsze wyniki mozna w uproszczeniu okresli¢ wymiar pojemnosciowy
wedtug Kolmogorowa dla fraktali klasycznych i innych prostych obiektow fraktalnych
jako wyrazenie :

d

=1,892789

_ logN
logl/s

gdzie N jest liczba kopii inicjatora z ktorych sktada si¢ generator , a s jest
wspolczynnikiem podobienstwa kopii inicjatora .

Niezaleznie od przyjetej definicji mozna zauwazy¢ , Zze wymiar pojemnosciowy
wedlug Kotmogorowa dla obiektow fraktalnych , na przyktadzie zaprezentowanych
powyzej fraktali klasycznych , jest liczba utamkowa co jest istotnym elementem
definicji fraktala wedlug Mandelbrota ( Definicja 1.1) .

Prezentowane dotychczas fraktale dotyczyly obiektow generowanych na plaszczyznie.
Jednakze , podobnie jak istnieje plaszczyznowe uogolnienie zbioru Cantora w postaci
dywanu Sierpinskiego , tak tez istnieje przestrzenne uogdlnienie dywanu Sierpinskiego
w postaci gabki Mengera . W obiekcie tym inicjatorem jest szescian o boku a , ktory
dzielimy na 27 przystajacych szescianow ( 3x3x3 ) o boku a/3 , usuwajac nastepnie
srodkowe szes$ciany kazdej $Sciany oraz sze$cian bedacy Srodkiem obiektu ( tacznie 7
szeSciandbw ) . W ten sposob otrzymujemy obiekt nazywany generatorem . W
nastgpnym kroku pozostate 20 sze$Scianow traktujemy identycznie jak inicjator w
kroku pierwszym . W granicy gdy liczba krokéw konstrukcji dazy do nieskonczonosci
otrzymujemy obiekt ktdérego objetos¢ dazy do zera . Samopodobienstwo tego obiektu
zawarte jest w konstrukcji . Kazdy ze sktadowych sze$cianow stanowi kopie catosci
obiektu . Wymiar pojemno$ciowy wynosi

log 20
d= =2,726833
log 3

10
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Rys 1.7 Pierwsze kroki konstrukcji gabki Mengera

Podobnie jak istnieje przestrzenna interpretacja dywanu Sierpinskiego , istnieje
rOwniez przestrzenna interpretacja trojkata Sierpinskiego zwana piramida
Sierpinskiego . Inicjatorem tego obiektu jest czworoscian foremny o boku rownym a ,
z wnetrza ktorego w nastepnym kroku zostaje usunigty osmioscian foremny o boku
a/2 . Powstaty obiekt sktada si¢ z czterech przystajacych czworos$ciandéw foremnych o
bokach réwnych a/2 zlokalizowanych w naroznikach inicjatora . W nastepnych
krokach konstrukcji procedura zostaje powtorzona dla kazdego z  pozostalych
czworoscianOw . Samopodobienstwo zatem jest wbudowane w proces konstrukcji .
Wymiar pojemnosciowy piramidy Sierpinskiego wynosi

log 4
- %% 10

Jest to jeden z nielicznych przypadkow , kiedy typowy , klasyczny obiekt fraktalny
posiada wymiar pojemnos$ciowy rowny liczbie catkowitej .

11



A4

inicjator generator — krok 1
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Rys 1.8 Pierwsze kroki konstrukcji piramidy Sierpinskiego

Prezentujac galeri¢ klasycznych fraktali nie sposéb pominaé zbioréw Julii 1
Mandelbrota , ktore zapoczatkowaly dynamiczny rozwdj geometrii fraktalnej . Benoit
Mandelbrot nazywany ojcem geometrii fraktalnej urodzil si¢ w Polsce , w Lodzi w
1924 roku a 1936 wyemigrowat wraz z rodzing do Francji . W 1945 roku Mandelbrot
zainteresowal si¢ pracami stynnego francuskiego matematyka Gastona Julii ( 1893 —
1978 ) , ktory w 1918 roku opublikowal swoje dzieto Memoire sur l'iteration des
fonctions rationelles , w ktorym zaprezentowat zbiory nazwane pozniej na jego czesé
zbiorami Julii . [1]
Zbiory Julii powstaja na plaszczyznie zespolonej w wyniku iteracji roOwnania
Zyn=z,tc
gdzie c jest liczba zespolona . Przykladowo dla wielomianu z*+ ¢ otrzymujemy ciag
liczb zespolonych
zoZ+co(Z+c)Y+eo>((Z+ce)+e)+ec—o ..

12



Ciag ten tworzy w zaleznosci od przyjetych wartosci parametru c :

- ciag nieograniczony ; jezeli elementy ciagu opuszcza kazdy okrag ze $rodkiem w
centrum uktadu wspotrzednych. Ciag ten jest zbiorem punktow, z ktorych startujac
otrzymujemy ten rodzaj zachowania dla danego parametru ¢ . Bywa on nazywany
zbiorem uciekinierow Uc .

- ciag ograniczony ; jezeli istnieje okrag o srodku w centrum uktadu wspotrzednych ,
ktorego elementy ciagu nigdy nie opuszcza . Ciag ten jest zbiorem punktow , z
ktorych startujac otrzymujemy ten rodzaj zachowania dla danego parametru c .
Bywa on nazywany zbiorem wigzniéw Wc . [ 1]

Wspolna granica zbioréw Uc i We dla przyjetego parametru ¢ stanowi zbior Julii Je.

Prace Gastona Julii stanowity podstawe¢ do dalszych badan Mandelbrota , ktory 50 lat

pozniej dzigki technikom komputerowym odkryl zbioér zwany na jego cze$¢ zbiorem

Mandelbrota . Podstawa odkrycia zbioru jest strukturalna dychotomia zbioréw Julii

polegajaca na tym ,ze dla dowolnie wybranego parametru ¢ zbidr Jc 1 Wc jest

- albo zbiorem spojnym  ( jednoczegsciowym )

- albo zbiorem niespojnym ( zbiorem punktow rozproszonych )

Zbiér Mandelbrota jest zbiorem parametréw ¢ na plaszczyznie zespolonej C , dla

ktorych odpowiadajace im zbiory Julii Jc sa spdjne .

"Okoto roku 1979 Mandelbrot wpadt na pomyst , by zobaczy¢ , jak dychotomia ta

wyglada w zbiorze parametrow c , zmieniajacych si¢ na ptaszczyznie zespolonejC.

Doprowadzito to do bezposrednio do odkrycia zbioru Mandelbrota

M= {c e C:Jjestspdny }

Mandelbrot zaznaczal kazdy punkt ( piksel na ekranie komputera ) na plaszczyznie

warto$ci ¢ na czarno lub na biato , w zaleznos$ci od tego czy odpowiadajacy mu zbior

Julii byt spdjny , czy tez byt zbiorem osobnych punktéw . W wyniku powstat czarno-

biaty obraz , ktéry z powodu ograniczen grafiki dostgpnej w tamtych czasach , nie

wygladat ani specjalnie ani efektownie ." [ 1 ]

Obecnie dzigki rozwojowi grafiki komputerowej réoznym wartoSciom parametru c

mozna przypisa¢ inny kolor dzigki czemu mozemy oglada¢ zbiér Mandelbrota w

wersji kolorowe;j .

Zbiér Mandelbrota jest najpopularniejszym fraktalem , chociaz jak twierdzit sam jego

tworca "..nie jest on tak naprawde fraktalem w mys$l wigkszosci definicji :

moglibySmy nazwa¢ go fraktalem brzegowym , granicznym fraktalem zawierajacym
wiele fraktali". Samopodobienstwo jakkolwiek inne niz w przypadku prezentowanych
klasycznych fraktali jest jednak widoczne , zwlaszcza w kolejnych powigkszeniach
fragmentu  zbioru,dostarczajacych  niepowtarzalnych  wrazen  estetycznych.

Ciekawostka jest odkrycie japonskiego naukowca Mitsushiro Shishikury , ktory

dowiodl , ze wymiar fraktalny brzegu zbioru Mandelbrota jest réwny 2 [14]

.Prezentowane na rys 10 fragmenty zbioru Mandelbrota zostaly wygenerowane za

pomoca programu komputerowego Chaos 3.02 by M. Pfingsti .[CHIP nr 10/2001]

13



C=-1.0 C=-0.125 -0.7551

C=-1.45 C=-101

C=-0.25 -0.751

C=0.412+0.1251 C=0.35

Rys 1.9 Przyktady zbioréw Julii dla wielomianu  z =2z"+c

14
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8192:1 65536:1

Rys 1.10 Kolejne powigkszenia zbioru Mandelbrota
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ROZDZIAL 11 METODA IFS

Najbardziej rozpowszechniona metoda generowania fraktali jest system funkcji
iterowanych zwany w skrocie IFS ( iterated function system ). System ten mozna
wyjasni¢ w sensie intuicyjnym jako dziatanie pewnego urzadzenia znanego w
literaturze pod nazwa kopiarki wielokrotnie redukujacej zwanej w skrécie KWR .
Dziatanie tego wurzadzenia oparte jest na zasadzie sprzg¢zenia zwrotnego
zilustrowanego na ponizszym schemacie .

linia sprz¢zenia zwrotnego
Rys 2.1

Dowolny podzbior ptaszczyzny lub przestrzeni trojwymiarowej , ktory mozna nazwac
zbiorem poczatkowym A, zostaje wprowadzony do pamigci We , nastgpnie poddany
dziataniu procesora P , ktory przetwarza obraz zgodnie z przeksztalceniem W ( Ay )w
efekcie czego otrzymujemy obraz A; . W wyniku sprz¢zenia zwrotnego obraz A,
zostaje ponownie wprowadzony do pamigci We i poddany przeksztalceniu W ( A; ) w
zwiazku z czym otrzymujemy obraz A, . Dla n-krokdéw otrzymujemy obraz A, .
Dziatanie KWR nazywane iterowaniem kontroluje jednostka K zliczajaca liczbe cykli
[1].

W ten sposob zrealizowany zostaje podpunkt a) Definicji 1.1 opisujacy wlasciwosci
obiektow fraktalnych , dotyczacy okreslenia metody generowania za pomoca
zalezno$ci rekurencyjnej . Jednoczesnie w sposdb posredni zrealizowany zostaje
podpunkt ¢) Definicji 1.1 dotyczacy samopodobienstwa poniewaz cecha ta jest
wbudowana w proces konstrukcji zbioru .

Przeksztatcenie W bedace podstawa dziatania KWR jest przeksztalceniem afinicznym.
Definicja 2.1 [9]

"Kazde wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie przestrzeni punktowej na siebie ,
ktore zachowuje réwnoleglo$¢ i1 stosunek diugosci wektorow réwnoleglych , jest
przeksztatceniem afinicznym "

Przeksztatlcenie W stosowane w KWR moze by¢ rowniez ztozeniem przeksztalcen
afinicznych na mocy twierdzenia :

Twierdzenie 2.1 [9]

"Superpozycja przeksztatcen afinicznych jest przeksztatceniem afinicznym , ktérego
macierz jest iloczynem macierzy superponowanych "
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Najwezsza klasa przeksztatcen afinicznych stanowia izometrie do ktorych zaliczamy :
translacje , obrot , symetrie ( srodkowa , osiowa , plaszczyznowa ) . Ogoélniejsza od
izometrii klas¢ przeksztalcen stanowi klasa jednoktadno$ci i podobienstwa .[9] Przy
czym jednokladno$¢ jest zlozeniem podobienstwa i pewnej izometrii i na odwrét
podobienstwo jest ztozeniem jednoktadnos$ci i pewnej izometrii . Podobienstwo o skali
k =1 jest izometrig .[11]

Najogolniejsza klasa przeksztatcen afinicznych charakteryzujaca si¢ najwezsza grupa
niezmiennikdw obejmuje przeksztalcenie nazywane skalowaniem .[9] W odrdznieniu
od podobienstwa i jednoktadnosci w przeksztatceniu tym wspotczynnik podobienstwa
nie jest jednakowy dla réznych kierunkdéw przestrzeni Euklidesowe;j .

W niniejszej pracy liczbg przeksztatcen ograniczono do translacji , obrotu i skalowania
Sktadanie przeksztatcen afinicznych w przestrzeni n-wymiarowej jest mozliwe dzigki
przyjeciu pewnych zatozen :

1° Przeksztalcenia sa przedstawiane za pomoca operatorow macierzowych
2° Roéwnania opisujace przeksztalcenia zapisane sa we wspoétrzednych jednorodnych
3° Sktadanie przeksztatcen polega na mnozeniu macierzy

Ad1°
Dane jest przeksztalcenie afiniczne w ktérym punktowi P ( x , y ) zostaje
przyporzadkowany punkt P' ( x',y'). Wspotrzedne (x,y )1 (x',y') sa zwiagzane
uktadem rownan

X'=apxtapy

y=ayxtayy
Przeksztalcenie charakteryzuje kwadratowa tablica wspotczynnikow , ktore wystepuja
w ukladzie réwnan . Tablica taka nazywa si¢ macierza i zapisujemy ja

T= {a“ 12 } lub T=laj]mxn gdzie 1 = 1,2,...,m okresla liczbe wierszy
ar; ap
j=12,...n okresla liczb¢ kolumn
Ad?2°
Uktad wspotrzednych jednorodnych zostat stworzony dla przeprowadzenia badan w
dziedzinie geometrii rzutowej .
Dowolny punkt P ( x, y ) o wspohlrzednych x ,y jest przyporzadkowany zbiorowi
trzech liczb (x;,x,,x3) takich, ze
X1 X2

— dla punktu wlasciwego X320, — =x, — =y
X3 X3

— dla punktu niewtasciwego  x3=0, i okresla kierunek punktu
X2
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Przy takim zalozeniu kazdy punkt opisuje nieskonczenie wiele trojek liczb o statym
stosunku X; : X, : X3

Dla x;=1,x; =X, X, =y . Zatem kazdemu punktowi wlasciwemu odpowiada trojka
liczb (x,y, 1) [12]

Ad 3°

Mnozenie macierzy mozliwe jest tylko wtedy , gdy liczba kolumn mnoznej rowna jest
liczbie wierszy mnoznika

Niech A=[aj]mxn ;B=[bjjlpxn

Iloczynem macierzy A i B ktory zapisujemy AoB nazywamy taka macierz C = [ Cijlmxn

p
ze ¢ = Zaikbkj ,dlai=12..m;j=1.2..n [15]
k=1

Przyktad 2.1

A:{an a12} B:{bn b12} C = AoB C
a1 apn by by

Il
1

11 C12}
€21 €22
cip = aj by +apby

Ciz =ay by +apby

Ca1 = ag1byy + apby
Co2 = ag1byp + axnby

Ustalenie zatozen 1° , 2° pozwala przedstawi¢ wyselekcjonowane przeksztalcenia
afiniczne w uktadzie wspotrzednych jednorodnych za pomoca operatoréw
macierzowych

T

Translacja czyli przesuniecie rownolegle na plaszczyznie R? jest to przeksztalcenie
ktore punktowi P ( x , y ) przyporzadkowuje punkt P' ( x', y') taki, ze

X'=x+t,

y=ytt

gdzie t, ,t, sa wspolrzednymi wektora przesunigcia

Uktad ten mozna réwniez przedstawi¢ w postaci :

X'=1x+0-y+1-t

y=0-x+0-y+1-¢

Zgodnie z zatozeniem 2° punkt P na plaszczyznie w uktadzie wspotrzednych ma trzy
wspotrzedne (x,y, 1) .Oznaczmyje (X;, Xy, X3 )

Przeksztalcenie translacji na plaszczyznie R? w uktadzie wspétrzednych jednorodnych
dla x3 = 1 ma postac :

X'=1'x3+0-x, +t, - X3

X' =0 x+1-x+t - X3

X3'=0-x;+t0-x,+1-x3
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Macierz translacji na plaszczyznie R* w ukladzie wspohrzednych jednorodnych ma
postac

R
Obrot na plaszezyznie R* dokota punktu punktu O ( poczatek uktadu wspotrzednych )
o kat ¢ jest przeksztalceniem w ktérym punktowi P ( x , y ) zostaje
przyporzadkowany punkt P (x',y') taki, ze :
x'=cosQ X — sinQy
y'= sing X +cosQy
Przeksztalcenie obrotu na plaszczyznie R o kat ¢ w ukladzie wspohzednych
jednorodnych dla x3 =1 ma postac :
X;'=cosQ - X; — sing - X, + 0-x3
X,' = sinQ - X; +cos@ - X, +0-x3
X3'=0-x1+0-x,+1"-x3
Macierz obrotu na plaszczyznie R* o kat ¢ w ukladzie wspétrzednych jednorodnych
dla x; =1 ma postac :
cose —sing 0
R=|singp cosp O
0 0 1
S
Skalowanie na plaszczyznie R jest to przeksztalcenie ktore punktowi P ( x , v )
przyporzadkowuje punkt P' ( x', y") taki, ze
X' =8 X
y'=sy-y
gdzie sy , sy sa wspofczynnikami skalowania odpowiednio wzdluz osi x 1y
Uktad ten mozemy réwniez przedstawi¢ w postaci
X'=s, x+ 0-y+1-t,
y=0-x+s,y+1t,
Przeksztatlcenie skalowania na plaszczyznie R*> w ukladzie wspotrzgdnych
jednorodnych dla x;3 =1 ma postac :
X;'=8¢ X+ 0 X+t - X3
X' =0 X +8y X+ 1,0 X3
x3'=0-x1+0-x,+1"-x3
Macierz skalowania na plaszczyznie R w w uktadzie wspohzednych jednorodnych ma postaé

s, 0 0
R=|0 Sy 0
0 0 1
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Dzigki przedstawieniu przeksztatcen afinicznych za pomoca operatoréw
macierzowych w uktadzie wspotrzgdnych jednorodnych utatwiona jest procedura
sktadania tych przeksztalcen w wujeciu geometrii analitycznej pod warunkiem
zastosowania do obliczen iloczyndw macierzy , sprzg¢tu i programoéw komputerowych.
Nalezy podkreslic , ze aczkolwiek na ekranie monitora obserwujemy efekty
przeksztalcen w ujeciu grafiki wektorowej to jednak w rzeczywistosci podstawa tych
procedur sa operacje matematyczne polegajace na obliczaniu wspotrzednych punktow
poddawanych przeksztatceniom .

Ztozenie przeksztatcen afinicznych W, W, , W5, ..., W, , operujacych na dowolnym
podzbiorze plaszczyzny A mozna zapisac

W(A)=W, (A)UW,(A)UW;(A)U..UW,(A)

Jezeli A, bedzie zbiorem poczatkowym , w wyniku wielokrotnego zastosowania tego
samego przeksztalcenia W ( A ) mozna otrzymac ciag zbiorow
A1 =W (Ax) dla k=0,1,2,..,n

Jezeli W, W, , W3, ..., W, sa przeksztalceniami zwe¢zajacymi , IFS wytwarza ciag
zbiorow dazacych w granicy do zbioru koncowego A, zwanego atraktorem danego
IFS . Jest on lewostronnie niezmienniczy co mozna zapisac

W(A, )=A,

W uproszczeniu mozna powiedzie¢ , ze dla n—o obraz zbioru A, nie rézni si¢ od
swojego lewego poprzednika tzn obrazu zbioru A,.; [1]

Innym okresleniem atraktora danego IFS jest pojecie punktu stalego przeksztalcenia
afinicznego .

Twierdzenie 2.2 ( Twierdzenie Banacha ) [11]

"Jezeli operacja T przeksztalcajaca przestrzen metryczng zupelng X = ( X ,d ) w
siebie jest operacja zwezajaca , tzn taka , ze istnieje stala h , spelniajaca warunek
0 <h <1 taka, ze dla kazdych dwdéch elementow x; , x, nalezacych do X zachodzi
nierownos¢

d(’TxlaT‘Xz)S hd(X13X2)

to istnieje doktadnie jeden punkt p € X taki,ze f(p)=p. "
Co oznacza , ze odleglo$s¢ migdzy obrazami dwoch punktow jest mniejsza lub rowna
odleglosci miedzy oryginatami tych punktéw pomnozonej przez liczbg s : 0 <s < 1
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Przyktad 2.2 [3]

Niech bedzie dany trojkat réwnoboczny o boku a jako zbiér poczatkowy A, .

KWR niech bedzie urzadzeniem , ktére wykonujac kopie moze obraz przeskalowaé
oraz przesuna¢ na plaszczyznie . Przeksztatlcenie W ( A ) jest ztozeniem trzech
przeksztatlcen W, , W, , W3 co mozemy zapisac :

W(A)=W, (A)U W, (A)UW5(A)

Parametry przeksztatcen W, , W, , W3 okresla tabela 2.1

skalowanie obrot translacja
K Sx Sy [0} tx ty
\ 0,5 0,5 0 0 J3/2a
W, 0,5 0,5 0 -a/4 0
W3 0,5 0,5 0 a/4 0
Tabela 2.1

Dzialanie KWR mozna dla powyzszego przeksztalcenia zilustrowaé graficznie
nastgpujacym rysunkiem

A

- A
A
A

Rys 2.2 Tworzenie trojkata Sierpinskiego za pomoca metody IFS . [3]

+
+

W3
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Przeksztalcajac obiekt A, przeksztatceniem
W (A=W (A1) U W, (A )UW;3(A)

o parametrach okreslonych tabela uzyskujemy obiekt A, itd. Po n-krokach iteracji
uzyskujemy trojkat Sierpinskiego , ktory okreslamy mianem punktu stalego danego
przeksztatcenia .

Cecha szczegolnie charakterystyczna jest fakt , ze w niezaleznie od przyjetego zbioru
poczatkowego w wyniku danego przeksztalcenia uzyskujemy w granicy taki sam
obiekt , w naszym przypadku trojkat Sierpinskiego bedacy atraktorem danego
przeksztatcenia . Okre$lenie , ze atraktor jest obiektem lewostronnie niezmienniczym
oznacza , ze w wyniku przeksztalcenia trojkata Sierpinskiego jako wyrazu
poczatkowego uzyskujemy po n-krokach , rowniez trojkat Sierpinskiego . [ 3 ]

ADAL
‘. ‘. .l.‘.l. .l‘.l.
AA A A & 8
“.“““ l‘ll‘ll‘ll‘ll‘ll‘ll‘ll‘l
inicjator krok 1 krok 2 krok 3 krok 4
Rys 2.3 Trojkat Sierpinskiego jako atraktor przeksztatcenia
krok 5 krok 6 krok 7 krok 8 krok 9

Rys 2.4Atraktor jako obiekt lewostronnie niezmienniczy ( okreslenie to oznacza ,
ze dla n—o0 obiekt A, nie r6zni si¢ od swojego lewego poprzednika tzn obiektu A, ; )
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Jak si¢ zatem okazuje w wyniku stosowania metody IFS otrzymali§my trojkat
Sierpinskiego , ktérego generowanie realizowane byto za pomoca procedury opisowe;.
W podobny sposdb mozna uzyska¢ inne fraktale klasyczne takie jak dywan
Sierpinskiego , zbior Cantora czy krzywa Kocha . Ponizej podano tabele parametrow
przeksztatcen dla dywanu Sierpinskiego,krzywej Kocha i zbioru Cantora.

Przyktad 2.3
Niech bedzie dany kwadrat o boku a jako zbior poczatkowy By przeksztatcenia W( B )
bedacego zlozeniem o$miu przeksztatcen

W(B)=Wi(B) U WyB) U WsB) U WiB)w Ws(B) U WeB) U Wi(B) U Wy(B)

skalowanie obrot translacja
K Sy Sy (0] ty t,
‘Y 1/3 1/3 0 1/3a 0
W, 1/3 1/3 0 1/3a 1/3a
W; 1/3 1/3 0 0 1/3a
W, 1/3 1/3 0 -1/3a 1/3a
W;s 1/3 1/3 0 -1/3a 0
Wi 1/3 1/3 0 -1/3a -1/3a
W, 1/3 1/3 0 0 -1/3a
Wy 1/3 1/3 0 0 1/3a

Tabela 2.2 Parametry przeksztatcenia W ( B ) , ktorego atraktorem jest dywan Sierpinskiego

Przyktad 2.4
Niech bedzie dany odcinek o dlugosci a jako zbior poczatkowy Gy przeksztalcenia
W (G ) bedacego ztozeniem czterech przeksztatcen

W(G)=W, (G)UW,(G)UW;(G)UW,(G)

skalowanie obrot translacja
K Sy Sy [0) ty ty
W, 1/3 1/3 0 1/3a 0
W, 1/3 1/3 0 -1/3a 0
W3 1/3 1/3 60 -1/12a J3/12a
W, 1/3 1/3 -60 1/12a J3/12a

Tabela 2.3 Parametry przeksztatcenia W ( G ) , ktorego atraktorem jest krzywa Kocha
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Przyktad 2.5
Niech bedzie dany odcinek o diugosci a jako zbidr poczatkowy C, przeksztalcenia
W ( C) bedacego ztozeniem dwoch przeksztatcen

W(C)=W, (C)uW,(C)

skalowanie obrot translacja
K Sy Sy [0) ty t,
\ 1/3 0 0 -1/3a 0
W, 1/3 0 0 1/3a 0

Tabela 2.4 Parametry przeksztatcenia W ( C ) , ktorego atraktorem jest zbior Cantora

Celem ninejszej rozprawy jest generowanie struktur fraktalnych , ktore mogtyby
stanowi¢ zrddlo inspiracji w ksztaltowaniu formy architektoniczne; . W tym
kontekscie jedynie fraktale przestrzenne moga stanowi¢ podstawe badan 1 poszukiwan.
Aktualnie w dostepnej  literaturze brak jest odpowiednich i1 wystarczajacych
przyktadow dla udowodnienia postawionej tezy ,a nieliczne istniejace generowane sa
za pomoca procedury opisowej . Dlatego tez nalezy stworzy¢ system generowania
struktur fraktalnych za pomoca systemu IFS w przestrzeni trojwymiarowe; .
Przyjmijmy jako uktad odniesienia kartezjanski , ortonormalny , przestrzenny uktad
wspotrzednych .

\

Rys 2.5 Y X

Podobnie jak w metodzie generowania fraktali na plaszczyznie R® nalezy przyjac
analogiczne zalozenia odnoszace si¢ do przestrzeni trojwymiarowej R’ .

1° System funkcji iterowanych zwany w skrocie IFS jest sposobem generowania
fraktali ktory mozna przyrowna¢ do dzialania urzadzenia nazywanego kopiarka
wielokrotnie redukujaca KWR

2° Przeksztatcenie bedace podstawa dziatania KWR jest przeksztatceniem afinicznym
lub ztozeniem przeksztalcen afinicznych .
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3° Przeksztalcenia afiniczne stosowane w IFS zapisane sa w ukladzie wspotrzednych
jednorodnych

4° Przeksztalcenia afiniczne stosowane w IFS przedstawione sa za pomoca operatorow
macierzowych

5° Sktadanie przeksztatcen polega na mnozeniu macierzy

Wszystkie powyzsze zatozenia dotycza przestrzeni n-wymiarowej , maja zatem
charakter uniwersalny i zostaly doktadnie omowione przy okazji wyjasnienia dziatania
IFS na plaszczyznie R* . Pewnego usciélenia wymaga jedynie punkt 3° dla liczby
wymiarow n = 3.

Ad 3°
Dowolny punkt P ( x , y , z ) o wspotrzednych x , y , z jest przyporzadkowany
zbiorowi czterech liczb ( x;, X, , X3, X4 ) takich , ze :
— dla punktu wiasciwego x4#0, A , 2 _ vy, X3
X4 X4 X4

— dla punktu niewlasciwego x4 = 0 stosunek x; : X; : X3 okresla kierunek punktu
—dla x4=1,%x=x,X =y, X3 =2z, zatem kazdemu punktowi wlasciwemu

odpowiada czworka liczb (x ,y,z, 1)

Podobnie jak na ptaszczyznie , liczbe przeksztalcen afinicznych ograniczono do

translacji obrotu 1 skalowania , przy czym

— przeksztalcenie obrotu nastgpuje niezaleznie w plaszczyznie xy dokotla osi z ,
w plaszczyznie xz dokota osiy , lub w ptaszczyznie yz dokota osi x

— skalowanie moze by¢ r6zne na kierunkach osi x,y, z

T
Translacja o wektor [ t , t, , t, ], jest przeksztalceniem W (A) = A", ktore kazdemu
punktowi P (x,y,z)e A przyporzadkowuje punkt P' (x',y',z') €A'taki, ze :

X' =X+t
y'=ytt
Z'=z+t,

gdzie ty , t, , t, sa wspotrzednymi wektora przesunigcia

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci :

xX=1x+0-y+0-z+1-t

y=0-x+1-y+0-z+1-¢,

Z=0-x+0-y+1l-z+1-¢,

zgodnie z zalozeniem 3° dla x4 = 1 punkt P w przestrzeni R’ ma wspohzedne
(x,y,z, 1) ktoére oznaczamy ( Xy, X, , X3, X4 )
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Przeksztatcenie translacji w uktadzie wspotrzednych jednorodnych ma postaé :
XI'=1-x1+0-x+0- x5+t X4

X' =0-x+1-X+0-x3+1t X4

X3'=0-x1+0-x,+1-x3+¢t,-X4

X4=0-xX; +0-x+0-x3+1-x4

Macierz przeksztalcenia translacji w przestrzeni R’ w ukladzie wspotrzednych
jednororodnych ma postac :

oS = O O
—

oS o O =
oS o = O

S
Skalowanie w przestrzeni R’ jest przeksztalceniem W ( A ) = A', ktére kazdemu
punktowi P( x , y, z )€ A przyporzadkowuje punkt P'( x', y', z' )e A" taki ,ze

X' =8, - X
|

Y =S8y'Y
7'=s,-2

gdzie sy , Sy , S, sa parametrami przeksztalcenia skalowania

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci :

X' =8x+0-y+0-z

y=0-x+sy-y+0-2z

Z=0-x+0-y+s, -z

zgodnie z zalozeniem 3° dla x4, = 1 punkt P w przestrzeni R® ma wspohzedne
(x,y,z,1) ktoére oznaczamy { Xy, Xy, X3, X4 )

Przeksztatcenie translacji w uktadzie wspotrzednych jednorodnych ma postac :
X'=s¢ X +0-x+ 0-x3 +0-x4

X' =0-X+sy-X+0-x3 +0-x4

X3'=0-x3+0- X,+s,-x3+0-%x4

x4=0-x;, +0-x+0-%x3 +0-x4

Macierz przeksztalcenia skalowania w przestrzeni R’ ukladzie wspolrzednych
jednorodnych ma postac:

s, 0 0 0
o |0 sy 00
0 0 s, 0
0 0 0 1

Ry
Obrot dokota osi x o kat ¢, w przestrzeni R jest przeksztatceniem W ( A ) = A', ktore
kazdemu punktowi P( x ,y, z )€ A przyporzadkowuje punkt P'( x',y', z' )e A' taki ,ze:
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X'=x

y' = CosQy + Y - SinQy - z

Z'=sin @y -y + cosQy - Z

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci :

xX=1x+0y+0-z

y'=0-X+cosQy -y -sinQy - z

Z'=0-x+sin @y -y +cosQy -z

zgodnie z zalozeniem 3° dla x4 = 1 punkt P w przestrzeni R’ ma wspohzedne
(x,y,z,1) ktore oznaczamy (X, X, X3, X4 )

Przeksztatcenieobrotu R, w uktadzie wspotrzednych jednorodnych ma postaé :
X'=1-x1+0-x,+0-x3+0-x4

X,' =0 X; +CosSQy - X, - SinQy - X3+ 0 - Xy

x3'=0-x; +sin @y - X, + cos@y - x3+0 - x4

X4 =0-%x;+t0-x+0-x3 +0-x4

Macierz przeksztalcenia obrotu R, w przestrzeni R’ ukladzie wspotrzednych
jednorodnych ma postac:

1 0 0
0 cosg, sin@,
0 —singp, cos@,
0 0 0

- o O O

Ry

Obrot dokota osi y o kat ¢, w przestrzeni R’ jest przeksztatceniem W ( A ) = A', ktore
kazdemu punktowi P( x ,y, z )€ A przyporzadkowuje punkt P'( x',y', z' )e A' taki ,ze:
X' = cos@y - X + sin@y - Z

y'=y

z' = -sin@y - X + coSQy - Z

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci :

X'=cos@y - x+0-y+singy -z

y=0-x+1-y+0-z

z'=-sin@y - X +0-y+cospy -z

zgodnie z zatozeniem 3° dla x, = 1 punkt P w przestrzeni R’ ma wspotrzedne
(x,y,z, 1) ktore oznaczamy (X, X, X3, X4 )

Przeksztatcenie obrotu Ry w uktadzie wspotrzednych jednorodnych ma posta¢ :
Xi'=cos@y - X; + 0 - x5 +sin@y - X3+ 0 - x4

X'=0-x3+t1-x%+0-x3+0-x4

X3' = -sin@y - X; + 0 - X, + cos@y - X3+ 0 - x4

X4 =0-x3+t0-x,+0-x3+1-x4
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Macierz przeksztalcenia  obrotu Ry, w przestrzeni R’ ukladzie wspolrzednych
jednorodnych ma postac:

I cosg, 0 sing, 0

R - 0 1 0 0
! —-sing, 0 cosp, O
0 0 0 1]

R,

Obrot dokota osi z o kat ¢, w przestrzeni R? jest przeksztatceniem W ( A ) = A", ktore
kazdemu punktowi P( x , y, z )€ A przyporzadkowuje punkt P'( x',y', z' )e A’ taki ,ze:
X' = cosQ, - X - sinQ, - y

y' =sin@, - X + cosQ, - y

7=z

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci :

x'=cos@, - X-sing,-y+0-z

y' =sin@, - x +cosp,-y+0-z

zZ=0-x+0-y+1-z

zgodnie z zalozeniem 3° dla x4 = 1 punkt P w przestrzeni R’ ma wspohzedne
x,y,z, 1) ktére oznaczamy (x;,X,, X3, Xq )

Przeksztatcenie obrotu R, w uktadzie wspotrzednych jednorodnych ma postaé :
X;'=cosQ, - X; -sing, - X, +0-x3+0 - x4

X' =sing, - X; + cos@, - X, +0-x3+0 - x4

x3’=0-x1+0-x+1-x3+0-%x4

X4 =0-x1+0-x+0-x35+1-x4

Macierz przeksztalcenia obrotu R, w przestrzeni R’ ukladzie wspotrzednych
jednorodnych ma postac:

[cosp, —sing, 0 O]

R - singp, cos¢p, O
0 0 1

0 0

Ztozenie przeksztatcen afinicznych operujacych na dowolnym podzbiorze przestrzeni

- o O O

S

R’ mozna zapisaé

W(A)=W; (A)UW,(A)u..uUW,(A)

co polega na mnozeniu macierzy

M=Tje..oT,0 S;e...oS,0R;°...°R,

Jezeli Ay bedzie zbiorem poczatkowym , w wyniku wielokrotnego zastosowania
przeksztatcenia W ( A ) mozna otrzymac ciag zbiorow

A=W (Ay)dlak=0,1,2,.,n

Jezeli W, W, , ... \W, sa przeksztatceniami zwe¢zajacymi , IFS wytwarza ciag zbiorow
dazacy w granicy do zbioru koncowego A, zwanego atraktorem danego IFS .
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W opisach przyktadéow zastosowano oznaczenia okreslajace typ systemu oraz liczbe
porzadkowa przyktadu np. IFS 11 . Przy okresleniu przeksztatcenia afinicznego W
zastosowano oznaczenia literowe identyfikujace przeksztalcenie ze zbiorem
poczatkowym np. W(F) jest przeksztatlceniem , w ktorym zbiorem poczatkowym jest
sfera oznaczona jako F, . Kolejnym literom alfabetu przyporzadkowano odpowiednie
zbiory poczatkowe np. A-czworoscian , B-szescian , F-sfera itd. W zapisie
przeksztatcen pominigto indeksy dolne kolejnych wyrazow ciagu zaktadajac , ze z
wczesniejszych fragmentow pracy wynika , ze przyktadowo :

W(Ag) = Wi(Ag)w Wa(Ag)u...u Wi(Ag) = Ay

W(A)) = Wi(ADu Wa(Apu...u WA = A,

W(AL1) = Wi(An)V WA Du...U Wy(Anr) = A,

Wszystkie prezentowane w niniejszej pracy struktury fraktalne zostaly wygenerowane

za pomoca programu komputerowego Autodesk VIZ R4 przy uzyciu nast¢pujacych

komend :

Inicjator

— z bocznego menu polecen wybieramy menu Create ( utworz )

— wybieramy ikong Geometry ( tworzenie bryt )

— wybieramy grupg bryt Standard Primitives lub Extend Primitives

— okreslamy rodzaj bryly Object Type oraz parametry i potozenie za pomoca
Keyboard Entry, lokalizacj¢ obiektu nalezy zdefiniowac tak , aby $rodek cigzkosci
bryty znajdowal si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych

— Generator

— tworzymy kopig inicjatora za pomoca polecenia Clone z menu Edit

— poddajemy kopi¢ przeksztatceniu afinicznemu W, , ktore moze by¢ ztozeniem
przeksztatcen , dokonywanych za pomoca klawiszy Scale ( przeskaluj ) , Move
( przesun ) , Rotate ( obro¢ ) definiujac parametry przeksztatcen po uaktywnieniu
odpowiedniego okna prawym klawiszem myszy

— tworzymy kopig inicjatora za pomoca polecenia Clone z menu Edit

— poddajemy kopi¢ przeksztatceniu afinicznemu W, , ktéore moze by¢ ztozeniem
przeksztatcen Scale , Move , Rotate , itd. az do wykonania wszystkich
przeksztatcen W, definiujacych przeksztatcenie afiniczne

— usuwamy obiekt inicjatora poleceniem Delete z menu Edit

— scalamy wszystkie kopie uzywajac polecenia Select All z menu Edit

— grupujemy wszystkie kopie inicjatora uzywajac polecenia Group

KWR

Kazdy krok iteracji przeprowadzamy zgodnie z procedura tworzenia generatora

stosujac doktadnie te same parametry oraz kolejnos¢ przeksztatcen dla obiektu

uzyskanego w poprzednim kroku np. Group 01 . Wykonanie  wszystkich

przeksztatcen nalezy zakonczy¢ poleceniem Select All , Group .
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Rys 2.6 A4 (czwarty krok iteracji) struktury IFS 01 (piramida Sierpinskiego)

Przyktad 2.6
Zbiorem poczatkowym A, jest czworo$cian foremny o boku a .
Przeksztatcenie afiniczne W (A) jest ztozeniem przeksztatcen :

W (A)=Wi(A) U Wy(A) U W3(A) U Wy(A)

Parametry przeksztalcen W, , W, , W5, W, okresla tabela 2.5

skalowanie translacja obrot
Sx Sy s, t ty t, Px @y ®,
W, 12 | 12 | 12 0 0 |av6/6
W, 12 | 12 | 12 0 |a3/6 | 0

W, 12 12 12 ald  |-avN3/12| 0

(el Reo il Ranll Ken
OO oo
OO OO

W, 1/2 1/2 12 | -a/4 |-aN3/12| 0

Tabela 2.5

Iterowanie przeksztalcenia W (A) = W (A) U W, (A) U W3(A) U Wy(A) prowadzi do
powstania piramidy Sierpinskiego .

Widzimy zatem , ze w wyniku stosowania systemu IFS mozna uzyskaé strukturg
generowang tradycyjnie za pomoca procedury opisowe;j
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log 20

Rys2.7 Bj (trzeci krok iteracji ) struktury IFS 02 ( gabka Mengera ) d= =2,7268

log 3
Przyktad 2.7

Zbiorem poczatkowym B jest szescian o boku a .
Przeksztatcenie afiniczne W (B) jest ztozeniem przeksztatcen :

W (B) =Wi(B) U Wy(B) U W;(B) U Wy(B) U Ws(B) U Wy(B) U W7(B) U Wg(B) U
UWy(B) UW o(B) UW1(B) UW»(B) UW 3(B) UW 14(B) W, 5(B)UW 6(B) L
U Wi7(B) U Wig(B) U Wig(B) U Wyo(B)

Parametry przeksztalcen W{(B) U W,(B) U ... U W,(B) okresdla tabela 2.6
Iterowanie przeksztalcenia prowadzi do powstania gabki Mengera . Ze wzgledu na

duza liczbeg przeksztatcen i ograniczenia sprzg¢towe (pamigc operacyjna ) mozliwe byto
uzyskanie jedynie trzeciego kroku iteracji .
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skalowanie translacja obrot

Sx Sy S, t ty t, Px Qy @,
W, 1/3 1/3 1/3 a/3 0 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 a/3 a/3 a/3 0 0 0
W; 1/3 1/3 1/3 0 a/3 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 -a/3 a/3 a/3 0 0 0
W 1/3 1/3 1/3 -a/3 0 a/3 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 -a/3 -a/3 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 -a/3 a/3 0 0 0
Wg 1/3 1/3 1/3 a/3 -a/3 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 a/3 a/3 0 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 -a/3 a/3 0 0 0 0
Wi, 1/3 1/3 1/3 -a/3 -a/3 0 0 0 0
Wi, 1/3 1/3 1/3 a/3 -a/3 0 0 0 0
Wi3 1/3 1/3 1/3 a/3 0 -a/3 0 0 0
Wi, 1/3 1/3 1/3 a/3 a/3 -a/3 0 0 0
Wis 1/3 1/3 1/3 0 a/3 -a/3 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 -a/3 a/3 -a/3 0 0 0
Wy, 1/3 1/3 1/3 -a/3 0 -a/3 0 0 0
Wig 1/3 1/3 1/3 -a/3 -a/3 | -a/3 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 0 -a/3 | -a/3 0 0 0
Wy 1/3 1/3 1/3 a/3 -a/3 | -a/3 0 0 0

Tabela 2.6 Parametry przeksztatcen dla IFS 02 (gabka Mengera )

Rys 2.8 Sciana gabki Mengera jako dywan Rys 2.9 Perspektywa wngetrza gabki
Sierpinskiego Mengera
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log 8

Rys 2.10 B; ( drugi krok iteracji )struktury IFS 03, d=

=1,892789
log 3

Przyktad 2.8
Zbiorem poczatkowym B jest sze$cian o boku a .
Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :

W (B) =W (B) U Wy(B) U W3(B) U Wy (B) U Ws5(B) U We(B) U Wy(B) U Wg(B)

skalowanie translacja obroét

Sx Sy S, tx ty t, Px Py ?:
W, 1/3 1/3 1/3 a/3 -a/3 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 a/3 a/3 a/3 0 0 0
W; 1/3 1/3 1/3 -a/3 a/3 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 -a/3 -a/3 a/3 0 0 0
W; 1/3 1/3 1/3 a/3 -a/3 -a/3 0 0 0
W 1/3 1/3 1/3 a/3 a/3 -a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 -a/3 a/3 -a/3 0 0 0
Wg 1/3 1/3 1/3 -a/3 -a/3 -a/3 0 0 0

Tabela 2.7 Parametry przeksztalcen dla IFS 03
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Rys 2.11 Bj (trzeci krok iteracji ) struktury IFS 04 , d=

Przyktad 2.9

Zbiorem poczatkowym By jest szescian o boku a .

log 3

Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :

log 7

=1,771243

W (B) =Wi(B) U Wy(B) LU W;(B) U WyB) U Ws(B) U We(B) U W(B)

skalowanie translacja obroét

Sx Sy S, t ty t, Px Py ?:
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 0 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 a/3 0 0 0
W; 1/3 1/3 1/3 a/3 0 0 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 a/3 0 0 0 0
W5 1/3 1/3 1/3 -a/3 0 0 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 0 -a/3 -a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 -a/3 0 0 0

Tabela 2.8 Parametry przeksztalcen dla IFS 04
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Rys 2.12 A4 ( czwarty krok iteracji ) struktury IFS 05

Przyktad 2.10

Zbiorem poczatkowym B jest szescian o boku a .

Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :

W (B) =W(B) U Wy(B) U W3(B) U Wy(B)

skalowanie translacja obroét
S Sy S, ty ty t, Ox Py P,
W, 1/2 1/2 1 -a/2 | -a/2 0 0 0 0
W, 1/2 1/2 3/4 -a/2 a2 0 0 0 0
W3 1/2 1/2 1/2 a/2 a/2 0 0 0 0
W, 1/2 1/2 1/4 a2 | -a/2 0 0 0 0

Tabela 2.9 Parametry przeksztatcen dla IFS 05
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Rys 2.13 G5 (trzeci krok iteracji ) struktury IFS 06

Przyktad 2.11

Zbiorem poczatkowym C, jest graniastoslup prawidlowy o podstawie szeS$ciokata

foremnego o boku a . Wysoko$¢ graniastostupa h=a.
Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :

W (C) = Wi(C) U Wy(C) U W3(C) U Wy(C) U W5(C) U We(C) U W5(C)

skalowanie translacja obroét

Sx Sy S, tx ty t, Px Py ?:
W, 0,5 0,5 1 0 0 0 0 0 0
W, 0,5 0,5 0,8 -a/2 0 0 0 0 0
W; 0,5 0,5 0,6 -a/2 0 0 0 0 60°
W, 0,5 0,5 0,6 -a/2 0 0 0 0 -60°
W 0,5 0,5 0,4 -a/2 0 0 0 0 120°
Wi 0,5 0,5 0,4 -a/2 0 0 0 0 [-120°
W, 0,5 0,5 0,2 -a/2 0 0 0 0 180°

Tabela 2.10 Parametry przeksztalcen dla IFS 06
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Rys 2.14 Djs ( trzeci krok iteracji ) struktury IFS 07 , d = g 2 =3,321928
0g

Przyktad 2.12

Zbiorem poczatkowym D, jest oSmio$cian foremny o boku a .

Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :

W (D) =W (D) U Wy(D) U W3(D) U Wy(D) U W5(D) U We(D)

skalowanie translacja obrot
Sx Sy Sz ty ty t, Px Py ?z

W, 12 | 12 | 12 0 0 |-a22| 0 0 0
W, 12 | 12 | 12 0 0 a22 | 0 0 0
W3 12 | 12 | 12 |-a22]| 0 0 0 0 0
W, 12 | 12 | 12 [a22] 0 0 0 0 0
Ws 12 | 12 | 12 0 |-a22 | 0 0 0 0
Ws 12 | 12 | 12 0 |a22 0 0 0 0

Tabela 2.11 Parametry przeksztatcen dla IFS 07
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log12

Rys 2.15 Ej ( trzeci krok iteracji ) struktury IFS 08 , d=

= 3,584962
log 2
Zbiorem poczatkowym E jest dwudziestoscian foremny o boku a .
Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :
W (E) = Wi(E) U Wa(E) U W5(E) U W4(E) U W(E) U W(E) U Wo(E) U Wy(E) U
UWy(E) UW1o(E) UW1(E) UW 5(E)
Parametry przeksztatcen okresla tabela 2.13

skalowanie translacja obrot

Sx Sy S, tx ty t, Px Py ®:
W, 12 12 1/2 0 0 0475 0 0 0
W, 1/2 1/2 1/2 0 0 0475 0 0 0
W3 1/2 1/2 1/2 0412a 0 0,206a 0 0 0
W, 1/2 1/2 1/2 0412a 0 0,206a 0 0 72
W5 1/2 1/2 1/2 0412a 0 0,206a 0 0 144
Wi 1/2 1/2 1/2 0412a 0 0,206a 0 0 =72
W, 1/2 1/2 1/2 0412a 0 0,206a 0 0 |[-144
Wy 12 12 172 |-0412a 0 -0,206a 0 0 0
Wy 12 12 172 |-0412a 0 -0,206a 0 0 72
Wio 12 12 172 |-0412a 0 -0,206a 0 0 144
Wi 12 1/2 172 |-0412a 0 -0,206a 0 0 =72
Wi, 12 1/2 172 |-0412a 0 -0,206a 0 0 |-144
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Rys 2.16 Ej (trzeci krok iteracji ) struktury IFS 09 , d=

Zbiorem poczatkowym E jest dwudziestoscian foremny o boku a .

Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :
W(E) = Wi(E) U Wa(E) U W3(E) U Wy(E) U W5(E) U We(E) U W3(E) U Ws(E) U

UW(E) UW o(E) UW1(E) UW5(E)

Parametry przeksztatcen okresla tabela 2.13

log12

=2,711919

skalowanie translacja obroét

Sx Sy S, tx ty t, Px Py ®:
W, 0,4 0,4 0,4 0 0 0571a 0 0 0
W, 0,4 0,4 0,4 0 0 0,571a 0 0 0
W; 0,4 0,4 0,4 | 04%a 0 0247a 0 0 0
W, 0,4 0,4 0,4 | 04%a 0 0247a 0 0 72
W 0,4 0,4 0,4 | 04%a 0 0247a 0 0 144
W 0,4 0,4 0,4 | 04%a 0 0247a 0 0 -72
W, 0,4 0,4 0,4 | 04%a 0 0247a 0 0 |-144
Wg 0,4 0,4 04 |-04%a| O 0247 0 0 0
W, 0,4 0,4 04 |-04%a| O 0247a 0 0 72
Wi 0,4 0,4 04 |-04%a| O 0247a 0 0 144
Wi, 0,4 0,4 04 |04%a| O 0247a 0 0 -72
Wi, 0,4 0,4 04 |04%a| O 0247a 0 0 |[-144
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Rys 2.17 E, ( drugi krok iteracji ) struktury IFS 10 , d =

Zbiorem poczatkowym E, jest dwudziestoscian foremny o boku a .

Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :
W (E) = W/ (E) U Wa(E) U W5(E) U W4(E) U W5(E) U We(E) U Wo(E) U Wy(E) U

UWo(E) UW o(E) UW1(E) UW2(E)
Parametry przeksztatcen okresla tabela 2.14

log12

=2,261859

skalowanie translacja obrot

Sx Sy S, ty ty t, Px Qy @
W, 0,4 0,4 0,4 0 0 0627a 0 0 0
W, 0,4 0,4 0,4 0 0 0,627a 0 0 0
W3 0,4 0,4 0,4 0,544a 0 0272a 0 0 0
W, 0,4 0,4 0,4 0,544a 0 0272a 0 0 72
W;s 0,4 0,4 0,4 0,544a 0 0272a 0 0 144
W 0,4 0,4 0,4 0,544a 0 0272a 0 0 =72
\\ 0,4 0,4 0,4 0,544a 0 0272a 0 0 -144
Wy 0,4 0,4 0,4 |-054a 0 0272a 0 0 0
Wy 0,4 0,4 0,4 |-054a 0 0272a 0 0 72
Wio 0,4 0,4 04 |-054a 0 0272a 0 0 144
Wi 0,4 0,4 04 |-054a 0 0272a 0 0 =72
Wi, 0,4 0,4 04 |-054a 0 0272a 0 0 -144
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log14

Rys 2.18 F, (drugi krok iteracji ) struktury IFS 11 , d= log 2.5 =2,880152

Zbiorem poczatkowym jest sfera o promieniu r .

Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :

W (F) = W(F) U Wy(F) U W;(F) U...u W,(F)

skalowanie translacja obroét
Sx Sy S, tx ty t, Px Py Pz

W, 0,4 0,4 0,4 0 0 0,6r 0 0 0
W, 0,4 0,4 0,4 0 0 -0,6r 0 0 0
W, 0,4 0,4 0,4 0 0 0,6r 0 60 0
W, 0,4 0,4 0,4 0 0 0,6r 0 120 0
W;s 0,4 0,4 0,4 0 0 0,6r 0 -60 0
Wi 0,4 0,4 0,4 0 0 0,6r 0 -120 0
W, 0,4 0,4 0,4 0 0 0,6r 0 60 60
Wg 0,4 0,4 0,4 0 0 0,6r 0 120 60
W, 0,4 0,4 0,4 0 0 0,6r 0 -60 60
Wi 0,4 0,4 0,4 0 0 0,6r 0 -120 60
Wi 0,4 0,4 0,4 0 0 0,61 0 60 -60
Wi, 0,4 0,4 0,4 0 0 0,61 0 120 -60
Wis 0,4 0,4 0,4 0 0 0,61 0 -60 -60
Wiy 0,4 0,4 0,4 0 0 0,6r 0 -120 -60
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Rys 2.19 Gj ( trzeci krok iteracji ) struktury IFS 12

Przyktad 2.17

Zbiorem poczatkowym Gy jest walec o promieniu podstawy r 1 wysokos$ci 2r

Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :

W (G) = Wi(G) U Wy(G) U W3(G) U Wy(G)

skalowanie translacja obrot
Sx Sy S, tx ty t, Px Qy @
W, 1 1 1 0 0 0 -45° 0 0
W, 1 1 1 0 0 0 45° 0 0
W3 1 1 1 0 0 0 0 -45° 0
W, 1 1 1 0 0 0 0 45° 0

Tabela 2.16 Parametry przeksztatcen dla IFS 12
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Rys 2.20 B, (czwarty krok iteracji ) struktury IFS 13

Przyktad 2.18

Zbiorem poczatkowym jest szeScian o boku a .

Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :
W (B)=Wi(B) U Wy(B) U W;(B)

skalowanie translacja obrot
Sy Sy S, ty ty t, Px Qy Q.
W, 1 1 1 0 0 0 45° 0 0
W, 1 1 1 0 0 0 0 45° 0
W3 1 1 1 0 0 0 0 0 45°

Tabela 2.17 Parametry przeksztatcen dla IFS 13
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Rys 2.21 Wybrane przyktady wyzszych stopni iteracji struktur IFS

44



Prezentowane przyktady struktur IFS sa fraktalami w mys$l definicji 1.1 i niezaleznie
od stopnia iteracji mozna je okresli¢ nastepujacymi cechami :

- dziatanie KWR gwarantuje zalezno$¢ rekurencyjna sasiednich wyrazéw zbioru

- wymiar pojemnosciowy za wyjatkiem IFS 01 jest liczba utamkowa

- cecha samopodobienstwa jest wbudowana w proces konstrukcji zbioru wynikajacy
z zastosowania systemu IFS

W zaleznoS$ci od wartoSci wspotczynnikow skalowania sy , sy , s, uzyskuje si¢ zbiory
niespojne jak IFS 03 czy IFS 10 lub spojne jak pozostate przyktady .

Przy wigkszej liczbie krokdw iteracji n>4 uzyskuje si¢ duzy stopien fragmentacji zbioru.
Nizaleznie od powyzszego uzyskanie wyzszego stopnia iteracji jest utrudnione ze
wzgledu na ograniczenia sprz¢towe ( rozmiar pamigci operacyjnej ) oraz przyjety
sposéb generowania obiektow .

Za korzystne w procesie ksztalttowania formy architektonicznej przyjeto zbiory spojne
o nieduzym stopniu fragmentacji i tylko takie zostaty wybrane do prezentacji .

Przy zastosowaniu przeksztalcen zwezajacych ( dla wspoélczynnikow sy , s, , s, < 1
1 ty,ty, t, nie wykraczajacych poza wymiaru zbioru poczatkowego ) objgtos¢ V. — 0
przy n — o , co uznano za cech¢ niekorzystna w procesie ksztattowania formy
architektonicznej .

Ze wzgledu na powyzsze wnioski proponuje si¢ nieznaczna modyfikacje systemu IFS .
Proponowany system IFS+ polega na sumowaniu wszystkich wyrazow ciagu A, czyli
wszystkich krokow iteracji .

n
UAx =A)UATUAULLUA,
k=0
Modyfikacja ta nie zmienia wiasciwosci definicji 1. 1 gdyz w dalszym ciagu :
- zachowana jest zalezno$¢ kolejnego wyrazu ciagu od wyrazu poprzedniego

A=A, VA,

- wymiar pojemno$ciowy pozostaje liczba ulamkowa co zostanie okazane na
prezentowanych przyktadach

- cecha samopodobienstwa wpisana jest w proces konstrukcji zbioru opierajacy si¢ w
dalszym ciagu na dziataniu KWR 1 polega na powtorzeniu w réznych skalach
zbioru poczatkowego co jest najblizsze pojeciu idei samopodobienstwa w ujeciu
klasycznym

Pozytywna cecha IFS+ jest fakt , ze przy n — o objgtos¢ zbioru V nie dazy do zera.

Ma to szczegolne znaczenie w przypadku traktowania fraktali jako Zzrodta inspiracji w

procesie ksztattowania formy architektonicznej .
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Prezentowane struktury fraktalne IFS+ zostaly wygenerowane przy pomocy programu
komputerowego Autodesk VIZ R4 . W opisach przyktadow zastosowano nastepujace
oznaczenia

IFS+ — typ systemu

01,02, ... - liczba porzadkowa

W(..) - przeksztatcenie afiniczne

(...) - literami oznaczono zbiory poczatkowe przypisujac kolejne litery

alfabetu poszczegdlnym obiektom

Podobnie jak w objasnieniach do tradycyjnej metody IFS w zapisie przeksztalcen

pominigto indeksy dolne kolejnych wyrazow ciagu .

Procedura tworzenia fraktali w systemie IFS za pomoca programu Autodesk VIZ R4

zawiera nastgpujace kroki

Inicjator

— z bocznego menu polecen wybieramy menu Create ( utworz )

— wybieramy ikon¢ Geometry ( tworzenie bryt )

— wybieramy grupg bryt Standard Primitives lub Extend Primitives

— okreslamy rodzaj bryly Object Type oraz parametry i polozenie za pomoca
Keyboard Entry

Generator

— tworzymy kopig inicjatora za pomoca polecenia Clone z menu Edit

— poddajemy kopie przeksztatceniu afinicznemu W, , ktore moze by¢ ztozeniem
przeksztalcen dokonywanych za pomoca klawiszy Scale ( przeskaluj ) , Move
( przesun ) , Rotate ( obrd¢)

— tworzymy kopig inicjatora za pomoca polecenia Clone z menu Edit

— poddajemy kopie przeksztatceniu afinicznemu W, , ktore moze by¢ ztozeniem
przeksztalcen Scale , Move , Rotate , itd. az do wykonania wszystkich
przeksztatcen W, definiujacych przeksztatcenie afiniczne

— scalamy wszystkie kopie lacznie z obiektem inicjatora uzywajac polecenia Select
All z menu Edit

— grupujemy wszystkie obiekty uzywajac polecenia Group

KWR

Kazdy krok iteracji przeprowadzamy zgodnie z procedura tworzenia generatora

stosujac doktadnie te same parametry oraz kolejnos¢ przeksztatcen dla obiektu

utworzonego w poprzednim kroku iteracji np. Group 01. Wykonanie wszystkich

przeksztatcen nalezy zakonczy¢ poleceniem Select All , Group .

Opisana procedura r6zni si¢ od procedury generowania obiektow IFS przedstawione;j

na stronie 29 niniejszej pracy , sumowaniem wszystkich krokow iteracji , facznie z

obiektem inicjatora ( nie usuwamy obiektu inicjatora ) .
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Rys2.22 DyuD,U...uD, (suma zbioru poczatkowego oraz trzech pierwszych krokow
iteracji) struktury IFS+01
Przyktad 2.19

Zbiorem poczatkowym Dy jest o§mio$cian foremny o boku a w polozeniu szczegdlnym

tzn spoczywajacy jedna ze $cian na rzutni poziomej . Warto zauwazy¢ , ze o§mioscian
jest bryla , ktéra usuwa si¢ z wnetrza czworo$cianu foremnego w trakcie generowania
piramidy Sierpinskiego wedtug metody opisowe;j .
Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :

W (D) = W(D) U W1(D) U W5(D) U W4(D)

skalowanie translacja obroét
Sx Sy S ty ty t, Px Py ®,
W, 12 | 12 | 12 0 0 |av6/3
W, | 12 | 12 | 12 0 |av33 | 0

W, 1/2 1/2 1/2 a2 |-av3/6 0

(el Nl Fen i Han)
(el Hen i Few i Han)
(=N Rl Fan i Ran

W, 1/2 12 12 a2 |-aV3/6 0

Tabela 2.18 Parametry przeksztatcen dla IFS+01

Prezentowana struktura jest suma wszystkich elementéw usunigtych w trakcie
generowania piramidy Sierpinskiego .
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RYS 223 Zoyo 21U 7,0 74 Struktury IFS+02
Przyktad 2.20

Kolejny przyktad jest ztozeniem dwoch przeksztatcen .

Zbiorem poczatkowym A jest czworo$cian foremny o boku a .
Parametry przeksztatcenia W(A) okresla tabela 2.19

skalowanie translacja obrot
Sx Sy S; tx ty t, Py Py (0
W, 1 1 1 0 0 |av6/6| 0 180° | 180°

W wyniku przeksztatcenia uzyskujemy — Wi (Ag) = A,

Suma zbiorow AgUA|=Z, jest zbiorem poczatkowym przeksztatcenia afinicznego :
W(Z)=Wi(Z) U Wy(Z) U W;3(Z) U Wy(Z)

Parametry przeksztatcen W, , W, , W3, W, okresla tabela 2.20

skalowanie translacja obrot
Sx Sy Sz tx ty t, Ox Py ®,
W, 12 | 12 | 12 0 0 l|av6/6| 0 0 0
W, 12 | 12 | 12 0 |a3/6 | 0 0 0 0
Wi 12 12 | 12 a/d  |-av3/12] 0 0 0 0
W, 12 12 | 12 | -a4 [-aV3/12| 0 0 0 0

48




Rys 2.24 ByuB;UB,UB; Struktury IFS+03

Przyktad 2.21
Zbiorem poczatkowym B jest szescian o boku a .
Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztalcen :

W (B) =W;(B) U Wy(B) U W;3(B) U Wy(B) U Ws(B) U We(B) U W7(B) U W(B)
UWy(B) UW o(B) UW1(B) UWo(B) UW3(B) UW 14(B) UW,5(B)UW 6(B)
UW7(B) UW 5(B) UW9o(B) UW2(B) UW3(B) UW(B)UW23 (B)UWau(B)
UW,s(B) UWy6(B)

Parametry przeksztatcen W (B) U W,(B) U ... U Wy4(B) okresla tabela 2.21
Iterowanie przeksztatcenia W (B) prowadzi do powstania struktury bedacej pewna
przestrzenna interpretacja gabki Mengera .W uproszczeniu mozna powiedzie¢ , ze
roznica polega na dodawaniu pomniejszonych kopii wyrazu poczatkowego w
miejscach , w ktorych w gabce nastgpowalo usuwanie elmentow . Wymiar
pojemnosciowy struktury wynosi :

_ log33
log 3

d

=3,182658
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skalowanie translacja obrot

Sx Sy S, t ty t, Px Qy @,
W, 1/3 1/3 1/3 a/3 0 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 a/3 a/3 a/3 0 0 0
W; 1/3 1/3 1/3 0 a/3 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 -a/3 a/3 a/3 0 0 0
W 1/3 1/3 1/3 -a/3 0 a/3 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 -a/3 -a/3 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 -a/3 a/3 0 0 0
Wg 1/3 1/3 1/3 a/3 -a/3 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 a/3 a/3 0 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 -a/3 a/3 0 0 0 0
Wi, 1/3 1/3 1/3 -a/3 -a/3 0 0 0 0
Wi, 1/3 1/3 1/3 a/3 -a/3 0 0 0 0
Wi3 1/3 1/3 1/3 a/3 0 -a/3 0 0 0
Wi, 1/3 1/3 1/3 a/3 a/3 -a/3 0 0 0
Wis 1/3 1/3 1/3 0 a/3 -a/3 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 -a/3 a/3 -a/3 0 0 0
Wy, 1/3 1/3 1/3 -a/3 0 -a/3 0 0 0
Wig 1/3 1/3 1/3 -a/3 -a/3 | -a/3 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 0 -a/3 | -a/3 0 0 0
Wy 1/3 1/3 1/3 a/3 -a/3 | -a/3 0 0 0
W), 1/3 1/3 1/3 2a/3 0 0 0 0 0
Wy, 1/3 1/3 1/3 | -2a/3 0 0 0 0 0
Wo3 1/3 1/3 1/3 0 2a/3 0 0 0 0
Wy, 1/3 1/3 1/3 0 -2a/3 0 0 0 0
Wos 1/3 1/3 1/3 0 0 2a/3 0 0 0
W 1/3 1/3 1/3 0 0 -2a/3 0 0 0

Tabela 2.21 Parametry przeksztalcen dla IFS+03

Struktura prezentowana na rysunku 2.24 jest suma zbioru poczatkowego oraz

pierwszych trzech krokdw iteracji :

UBn =BoUBUB,UB;

Mozna zatem nazwac ja addytywnym wariantem gabki Mengera .
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Rys 2.25 B;UB,UBg struktury IFS+04
Przyktad 2.22

Kolejny przyktad jest struktura generowana za pomoca ztozenia dwoch przeksztalcen .

Zbiorem poczatkowym B jest szescian o boku a .
Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :
W (B)=Wi(B) U W,y(B) U W;(B) U WyB) U Ws5(B) U We(B) U Wy(B)

Parametry przeksztalcen okresla tabela 2.22

skalowanie translacja obrot

Sx Sy S, tx ty t, Px @y Q,
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 0 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 a/3 0 0 0
W3 1/3 1/3 1/3 a/3 0 0 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 a/3 0 0 0 0
W5 1/3 1/3 1/3 -a/3 0 0 0 0 0
W 1/3 1/3 1/3 0 -a/3 -a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 -a/3 0 0 0

W wyniku przeksztalcenia W (B, ) = By otrzymujemy zbior , ktéry poddajemy w
nastgpnym kroku przeksztatceniu :
W (B1) =Wi(B1) U Wa(B)) U W3(By) U ... U Wig(B1) U Wig(B)) U Wy(By)
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skalowanie translacja obrot

Sx Sy S, t ty t, Px Qy @,
W, 1/3 1/3 1/3 a/3 0 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 a/3 a/3 a/3 0 0 0
W; 1/3 1/3 1/3 0 a/3 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 -a/3 a/3 a/3 0 0 0
W 1/3 1/3 1/3 -a/3 0 a/3 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 -a/3 -a/3 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 -a/3 a/3 0 0 0
Wg 1/3 1/3 1/3 a/3 -a/3 a/3 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 a/3 a/3 0 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 -a/3 a/3 0 0 0 0
Wi, 1/3 1/3 1/3 -a/3 -a/3 0 0 0 0
Wi, 1/3 1/3 1/3 a/3 -a/3 0 0 0 0
Wi3 1/3 1/3 1/3 a/3 0 -a/3 0 0 0
Wi, 1/3 1/3 1/3 a/3 a/3 -a/3 0 0 0
Wis 1/3 1/3 1/3 0 a/3 -a/3 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 -a/3 a/3 -a/3 0 0 0
Wy, 1/3 1/3 1/3 -a/3 0 -a/3 0 0 0
Wig 1/3 1/3 1/3 -a/3 -a/3 | -a/3 0 0 0
Wi 1/3 1/3 1/3 0 -a/3 | -a/3 0 0 0
Wy 1/3 1/3 1/3 a/3 -a/3 | -a/3 0 0 0

Tabela 2.23 Parametry przeksztatcen dla IFS+04

Prezentowana na rysunku 2.25 struktura jest suma zbioréw B;\UB,UB; 1 jednocze$nie

suma wszystkich usunigtych w trakcie generowania gabki Mengera elementow .
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_ log35

Rys 2.26 BOUB1UB2UB3UB4 struktury IFS+05 d

=3,236217
log 3

Przyktad 2.23

Zbiorem poczatkowym B jest sze$cian o boku a .

Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :

W (B) =W (B) U Wy(B) U W3(B) U Wy (B) U Ws5(B) U We(B) U Wy(B) U Wg(B)

skalowanie translacja obrot

Sx Sy S, te ty t, Px Qy @,
W, 1/3 1/3 1/3 a/2 -a/2 a/2 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 a/2 a/2 a/2 0 0 0
W; 1/3 1/3 1/3 -a/2 a2 a2 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 -a/2 -a/2 a2 0 0 0
W5 1/3 1/3 1/3 a/2 -a/2 -a/2 0 0 0
Ws 1/3 1/3 1/3 a/2 a2 -a/2 0 0 0
W, 1/3 1/3 1/3 -a/2 a/2 -a/2 0 0 0
Wg 1/3 1/3 1/3 -a/2 -a/2 -a/2 0 0 0

Tabela 2.24 Parametry przeksztatcen dla IFS+05
Prezentowana struktura jest suma zbioru poczatkowego oraz czterech pierwszych
krokow iteracji UBn =BoUBUB,UB;UB,
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Rys 2.27 CypuCiuCruCsuCy Struktury IFS+06

Przyktad 2.24

Zbiorem poczatkowym C, jest graniastostup szesciokatny prawidtowy o krawedzi
podstawy a 1 wysokos$cih=2a .

Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :

W (C) = Wi(C) U W,(C) U W3(C) U Wy(C) U W5(C) U We(C) U W7(C)

skalowanie translacja obrot

Sx Sy S, tx ty t, Px @y Q,
W, 0,5 0,5 1 0 0 0 0 0 0
W, 0,5 0,5 0,2 a 0 0 0 0 0
W3 0,5 0,5 0,4 a 0 0 0 0 60°
W, 0,5 0,5 0,4 a 0 0 0 0 -60°
W5 0,5 0,5 0,6 a 0 0 0 0 120°
Wi 0,5 0,5 0,6 a 0 0 0 0 |-120°
W, 0,5 0,5 0,8 a 0 0 0 0 180°

Tabela 2.25 Parametry przeksztatcen dla IFS+06

Prezentowana struktura jest suma zbioru poczatkowego C, i czterech pierwszych
krokow iteracji UCn = C0UC1UC2UC3UC4
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_ logl2

Rys 2.28 DyuD,U Dy, UD;5 struktury IFS+07 d log 2 = 3,584962
0og

Przyktad 2.25

Zbiorem poczatkowym Dy jest os§mioscian foremny o boku a

Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :

W (D) =W(D) U W,(D) U W3(D) U Wy(D) U W5(D) U WD)

skalowanie translacja obrot
Sx Sy S; tx ty t, Px Py ?:

W, 12 12 | 12 | av2 0 0 0 0 0
W, 12 12 | 12 |-av2 | o0 0 0 0 0
A 12 12 | 112 0 | av2 0 0 0 0
W, 12 12 | 112 0 |-a2 0 0 0 0
W 12 12 | 112 0 0 a2 0 0 0
We 1/2 1/2 12 0 0 -a+/2 0 0 0

Tabela 2.26 Parametry przeksztalcen dla IFS+07

Prezentowana struktura jest suma zbioru poczatkowego oraz trzech pierwszych
krokow iteracji
JD, =DguD;uD,UD;
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_ log39

Rys 2.29 EoUE]UEzUE3 StI'llktIlI'y IFS+08 d = 3,334717

log3
Zbiorem poczatkowym E jest dwudziestoscian foremny o boku a .
Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :
W (E) = Wi(E) U Wa(E) U W5(E) U W4(E) U W(E) U W(E) U Wo(E) U Wy(E) U
UWy(E) UWio(E) UW1(E) UW5(E)

skalowanie translacja obroét

Sx Sy S, tx ty t, Px Py Pz
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 0 180°
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 0 180°
W; 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 63° 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 63° 72°
W5 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 63° | 144°
Wi 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 63° | -72°
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 63° |-144°
Wg 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 63° 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 63° 72°
Wi 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 63° | 144°
Wi 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 63° | -72°
Wi, 1/3 1/3 1/3 0 0 0951a 0 63° |-144°

Tabela 2.27 Parametry przeksztatcen dla IFS+08
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Rys 2.30 HyuwH;\wH,UH;
Przyktad 2.27
Zbiorem poczatkowym Hj jest koputa geodezyjna o promieniu r oparta na potowie

dwudziesto$cianu foremnego , z drugim stopniem podziatu krawedzi wieloscianu .
Przeksztatcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :
W (H) = W,(H) U Wy(H) U W3(H) U Wy(H) U W5(H)

skalowanie translacja obrot
Sx Sy S, tx ty t, Px Py Pz
W, 0,45 0,45 | 0,45 0,6r 0 0 0 0
W, 0,45 0,45 | 045 0,6r 0 0 0 0 72°
W, 0,45 0,45 | 0,45 0,6r 0 0 0 0 144°
W, 0,45 0,45 | 0,45 0,6r 0 0 0 0 -72°
W5 0,45 0,45 | 0,45 0,6r 0 0 0 0 -144°

Tabela 2.28 Parametry przeksztatcen dla IFS+09

Prezentowana struktura jest suma zbioru poczatkowego oraz trzech pierwszych
krokow iteracji
UHn = HyuH;UH,UH;
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Rys 2.31 KoUK;UK,UK3UKY
Przyktad 2.28
Zbiorem poczatkowym K jest koputa geodezyjna o promieniu r oparta na potowie

osmio$cianu foremnego , z drugim stopniem podziatu krawedzi wielo$cianu .
Przeksztatcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :
W (K) = Wi(K) U Wy(K) U W3(K) U Wy(K)

skalowanie translacja obrot
Sx Sy S; ty ty t, Px Dy Pz
W, 12 | 12 | 12 |[t/2

0
W, 12 12 | 12 r /2

0
W, 12 12 | 12 |-r/2

(el Fen il Jao Ji Kl
OO |Oo O
(el Fen il Jao Ji Kl
(el Ren i Ken j} Kan

0
W, 12 12 | 12 0 |-r/v2

Tabela 2.29 Parametry przeksztatcen dla IFS+09

Prezentowana struktura jest suma zbioru poczatkowego oraz czterech pierwszych

krokow iteracji
UKy = KoUK UKUK3UKY
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_ log39

Rys 2.32 FoUF,UF,UF; struktury IFS+10 d

=3,334717
log 3
Zbiorem poczatkowym F jest sfera o promieniu r .
Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :
W (F) = Wi(F) U Wa(F) U W3(F) U W,(F) U W5(F) U W(F) U W1(F) U W(F) U
UW(F) UW,o(F) UW 1 (F) UW»(F)

skalowanie translacja obroét

Sx Sy S, tx ty t, Px Py Pz
W, 1/3 1/3 1/3 0 r 0 0 180°
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 - 0 0 180°
W; 1/3 1/3 1/3 0 0 r 0 63° 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 r 0 63° 72°
W5 1/3 1/3 1/3 0 0 r 0 63° | 144°
Wi 1/3 1/3 1/3 0 0 r 0 63° | -72°
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 r 0 63° |-144°
Wg 1/3 1/3 1/3 0 0 - 0 63° 0
W, 1/3 1/3 1/3 0 0 - 0 63° 72°
Wi 1/3 1/3 1/3 0 0 - 0 63° | 144°
Wi 1/3 1/3 1/3 0 0 -+ 0 63° | -72°
Wi, 1/3 1/3 1/3 0 0 -+ 0 63° |-144°

Tabela 2.30 Parametry przeksztatcen dla IFS+10
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Rys 2.33 FyoUFUF,UF; Struktury IFS+11

Przyktad 2.30

Zbiorem poczatkowym F jest sfera o promieniu r .
Przeksztalcenie afiniczne jest ztozeniem przeksztatcen :
W (F) = Wi(F) U Wy(F) U W3(F) U Wy(F)

skalowanie translacja obroét
Sx Sy Sz t ty t, Px Py Q;
W, 1/2 1/2 1/2 0 0 r 0 45° 0
W, 1/2 1/2 1/2 0 0 r 0 45° 90°
W; 1/2 1/2 1/2 0 0 r 0 45° | 180°
W4 1/2 1/2 1/2 0 0 r 0 45° | -90°

Tabela 2.31 Parametry przeksztatcen dla IFS+11

Prezentowana struktura jest suma zbioru poczatkowego oraz trzech pierwszych
krokow iteracji
|JFy =FoUF U FoUF,
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ROZDZIAL 11T L-SYSTEMY

Inna z podstawowych metod generowania fraktali jest system Lindenmayera
nazywany w skrocie L-systemem . Jego tworca Aristid Lindenmayer prowadzac
badania w dziedzinie biologii stworzyt w 1968r formalizm stuzacy do opisu wzrostu
roslin . Wraz z rozwojem teorii L-system zostal wzbogacony o aspekty geometryczne i
stat si¢ uniwersalnym narzedziem nie tylko w zakresie modelowania ro$lin ale rowniez
do tworzenia fraktali , ktorych ksztalt jest funkcja wzrostu w czasie . [4]

Podstawowa idea L-systemu jest reguta przepisywania zwana rowniez regula
podstawiania . Jej dzialanie mozna zaprezentowa¢ w kategoriach intuicyjnych za
pomoca nastepujacego przyktadu :

Przyktad 3.1 [4]

Rozwazmy ciag , zbudowany z elementéw a 1 b , ktore moga w danym ciagu
wystgpowa¢ wiele razy . Kazdemu elementowi przypisana jest jedna regula
podstawiania P. Zapis P : a — b oznacza , ze element a jest zastgpowany elementem
b , za§ zapis P : b —ab oznacza ,ze element b jest zastgpowany dwuelementowym
ciagiem ab . Proces podstawiania rozpoczyna si¢ od wyrazu poczatkowego zwanego
aksjomatem . Tak skonstruowane zatozenia pozwalaja na wygenerowanie
nastgpujacego przyktadowego ciagu elementow .

LT L
bababaab

Powyzszy przyktad nalezy do najprostszej klasy bezkontekstowych i deterministycznych
L-systemow zwanych DOL-systemami , w ktorych reguty podstawiania zaleza jedynie od
pojedynczych odizolowanych symboli ( tzn obecnos¢ sasiednich elementow nie wplywa
na regule podstawiania ) , a kazdemu elementowi przyporzadkowana jest jedna i tylko
jedna reguta podstawiania .

Druga , obok reguly podstawiania , idea L-systeméw jest metoda zapisu konstrukcji
fraktala opierajaca si¢ na graficznej interpretacji ciagu znakéw . Metoda ta znana jest w
literaturze pod nazwa grafiki zétwia , ktorej tworca byt Seymour Papert. Metoda ta po raz
pierwszy zostala uzyta do modelowania wzrostu ro$lin przez Przemystawa
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Prusinkiewicza w 1986 roku i od tego momentu stata si¢ uniwersalna metoda opisu
generowania fraktali za pomoca L-systemow . [4]
Gltowna idea grafiki zotwia jest graficzna interpretacja ciagu znakéw w postaci polecen
wydawanych specjalnie tresowanemu zotwiowi . Narzedziem tej metody jest ogon
z6twia, ktory kresli linie proste na plaszczyznie zgodnie z zadawanymi poleceniami .
Skrécona lista polecen za pomoca ktérych mozna uzyskaé najprostsze fraktale
nastepujaca ;
F - poruszaj si¢ krokiem o statej dlugosci > 0

rysyj lini¢ od poprzedniej pozycji do nowe;j

—

- poruszaj si¢ krokiem o statej dlugosci >0,
bez rysowania linii
+ - obrdc si¢ w lewo o staty kat &

- obrd¢ si¢ w prawo o staty kat &

[ - napotkanie tego polecenia powoduje zapamigtanie biezacego stanu zotwia

] - napotkanie tego polecenia powoduje powrot zétwia do stanu przed symbolem [
[...] -pomiedzy tymi symbolami wystepuja polecenia definiujace konstrukcje gatezi
[4]

Przyktad 3.2 [1]

aksjomat o :F
regula podstawiania P :F>F[+F]F[-F]F
parametr +-:86=30°
/
/ v
/
\ N
/
\
aksjomat krok 1 krok 2 krok 2

Rys 3.1 Pierwsze kroki konstrukcji L-systemu generujacego fraktal przypominajacy
wygladem chwast

Przy pomocy L-systemu mozliwe jest generowanie takze klasycznych fraktali na
przyklad krzywej van Kocha . Parametry L-systemu dla krzywej Kocha sa nastgpujace :
Przyktad 3.3 [1]

aksjomat o :F
reguta podstawiania P :F—>F+F-—-F+F
parametr +-:8=60°
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Inng klasycznym fraktalem ktéry mozna wygenerowa¢ za pomoca L-systemu jest krzywa
Giuseppe Peana . Jest to przykiad krzywej wypeliajacej kwadrat , ktéra nie przecina
samej siebie . Parametry L-sytemu dla krzywej Peano sa nastg¢pujace :

Przyktad 3.4 [1]
aksjomat o :F
reguta podstawiania P :F—>FF+F+F+FF
parametr +-:8=90°
aksjomat krok 1 krok 2 krok 3

Rys 3.2 Pierwsze kroki konstrukcji krzywej Giuseppe Peano

Tradycyjnie jednak L-systemy stosowane s do opisu wzrostu roslin . Dziatanie odwrotne
czyli wykorzystanie L-systemow do tworzenia fraktali dostarcza przyktadow
zadziwiajacego podobienstwa generowanych struktur do obiektow istniejacych w naturze.

o:X o:X o:X

X->F[H+X]F[-X]+X X = F [+X] [-X] FX X — F-[[X]*+X]+F[+FX]-X
F —> FF F —> FF F —>FF

&5 =20° 5= 25,71° & =225°

n=7 n= 7 n= 5

Rys 3.3 Fraktalne chwasty generowane przy pomocy L-systemow [4]
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Nalezy zauwazy¢ , ze w przedstawionych przyktadach w trakcie stosowania reguty
podstawiania dokonuje si¢ automatyczne przeskalowanie podstawianych elementow ,
co jest charakterystyczne dla najprostszych nieparametryzowanych L-systemow .
Precyzyjny zapis uwzgledniajacy wspotczynniki skalowania krokow zotwia stosowany
jest w parametryzowanych L-systemach , ktérymi jednak nie bedziemy zajmowac si¢
Ww niniejszej pracy ze wzgledu na znikoma przydatnos$¢ L-systemowych struktur w
procesie ksztaltowania formy architektonicznej , co zostanie okazane w dalszej czesci
pracy .

Interpretacja grafiki zotwia moze by¢ realizowana w w przestrzeni trojwymiarowe; .
Ideg ta rozwingli Abelson i diSessa w pracy "Geometria zotwia" (Turtle Geometry) .
Koncepcja zorientowania z6twia w przestrzeni polega na wyznaczeniu trzech
wektorow

> -5 o -t
H, L, U wskazujacych: U
H

H ( heading ) — glowe zotwia

=

%
L (left) - kierunek w lewo

%
U (up) - kierunek do gory

Kompletna lista polecen stosowanych w trojwymiarowej grafice zotwia przybiera postac :

F — poruszaj si¢ krokiem o stalej dlugosci > 0
rysyj lini¢ od poprzedniej pozycji do nowe;j
f — poruszaj si¢ krokiem o statej dlugosci >0,
bez rysowania linii
%
+ — obrot dokota wektora U o kat o ( zotw skreca w lewo )
%
- — obrét dokota wektora U o kat o ( zotw skreca w prawo )
_)
&  —obrot dokota wektora L okat B (zOtw unosi sig )
%
A — obrét dokota wektora L okatp  ( zotw obniza si¢ )
%
/ — obrét dokota wektora Hokaty (z6tw obraca si¢ dokota wlasnej osi w prawo )
%

\ — obrot dokota wektora H o katy ( zOtw obraca sie dokota wiasnej osi w lewo )

[ — napotkanie tego polecenia powoduje zapamigtanie biezacego stanu zo6twia

] — napotkanie tego polecenia powoduje powr6t zotwia do stanu przed symbolem [
[...] — pomiedzy tymi symbolami wystepuja polecenia definiujace konstrukcje gatezi
[4]

Nalezy zauwazy¢ , ze polecenia wydawane zotwiowi dotycza orientacji zwiazanej z
lokalnym uktadem wspdtrzednych w ktoérym porusza si¢ z6tw 1 ktory przemieszcza si¢
razem z zOtwiem .
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Przyktad 3.4

o &&&F

Pi:F >F[&F][/&F][\&F]
& =30°

\/=120°

oy

Rys 3.4 Jeden z najprostszych trojwymiarowych L-systemow

Rys 3.5 Fraktalne drzewa [4]

Powyzsze przyktady zostaty wygenerowane za pomoca parametryzowanych L-systemow,
w ktorych definiuje si¢ 1 rdznicuje wartosci liczbowe wydawanych polecen oraz
wprowadza si¢ element prawdopodobienstwa losowego podejmowanych przez zotwia
krokow . Zataczenie pelnej listy regut podstawiania oraz objasnienie wszystkich oznaczen
wykracza poza ramy pracy .

W ninigjsze] pracy bedziemy zajmowali si¢ najprostszymi odmianami L-systemow
w przestrzeni trzywymiarowe] . Ze wzgledu na cel pracy , ktérym jest badanie struktur
fraktalnych stanowiacych Zrodlo inspiracji w ksztaltowaniu formy architektonicznej ,
wprowadza si¢ modyfikacje polegajaca na stosowaniu elementow stereometrycznych jako
skfadnikéw budujacych struktur¢ . Dla odroznienia od tradycyjnego L-systemu
operujacego na odcinku zmodyfikowany system bedziemy okresla¢ mianem LV-systemu.
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Lista polecen LV-systemu , stosowanych w niniejszej pracy przybiera postac :

F — poruszaj si¢ krokiem o stalej dlugosci >0
zbuduyj element A ( pozostaw po sobie $lad w postaci elementu A )
f — poruszaj si¢ krokiem o statej dlugosci >0,
( bez pozostawiania $ladu )
%
+ — obrot dokota wektora U o kat o ( zotw skreca w lewo )
_)
- — obrot dokota wektora U o kat o ( z6tw skreca w prawo )
%
&  —obrot dokota wektora L okat 3 ( zOtw unosi sie )
9
A — obrét dokota wektora L okat 3 ( zotw obniza sie )
%
/ — obrot dokota wektora Hokaty ( zOtw obraca sie dokota wiasnej osi w prawo )
%

— obrot dokota wektora Hokaty ( zOtw obraca sie dokota wiasnej osi w lewo )
— napotkanie tego polecenia powoduje zapamigtanie biezacego stanu z6iwia
— napotkanie tego polecenia powoduje powrot zotwia do stanu przed symbolem [

1 e—1

..] — pomiedzy tymi symbolami wystepuja polecenia definiujace konstrukcje gatezi

Jak zatem wida¢ modyfikacji ulega polecenie F. W miejsce tradycyjnego "rysuj linig"

wprowadzono polecenie "zbudyj element A" . W praktyce oznacza to , ze zotw zamiast

rysowa¢ ogonem lini¢ , pozostawia za soba §lad w postaci elementu A , ktorym moze by¢

dowolna bryla trojwymiarowa , ktorej wymiary skoordynowane sa z dlugoscia kroku

zOtwia . Polecenia wydawane zo6lwiowi dotycza orientacji zwiazanej z lokalnym uktadem

wspotrzednych w ktorym porusza sig zotw 1 ktdry przemieszcza si¢ razem z zotwiem .

W dalszej cze$ci zaprezentowano jedynie niektore z uzyskanych w trakcie pracy

badawczej przykladow , poniewaz analiza ich przydatnosci jako zrodla inspiracji w

ksztattowaniu formy architektonicznej wykazata niewielkie mozliwosci stosowania

struktur LV-systemowych jako elementow imitujacych obiekty architektoniczne .

Prezentowane przyklady zostaly wygenerowane za pomoca LV-systeméw zgodnie z

przyjetymi wezesniej zatozeniami :

— Zotw startuje z pozycji pionowej tzn wektor lokalnego ukladu wspéhzednych
zwigzanego z zotwiem skierowany jest ku gorze

— aksjomat o : F oznacza ,ze z6tw porusza si¢ krokiem dlugosci a 1 zostawia za soba
slad w postaci sze$cianu o boku a

— W opisie parametréw zastosowano uproszczenia polegajace na pominig¢ciu przesuni¢é
o nieznacznych warto$ciach zwiazanych z konieczno$cia dopasowania krawedzi

elementow

Wszystkie przyklady zostaly wygenerowane przy pomocy programu komputerowego
Autodesk VIZ R4 .
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Rys 3.6 LV 01 perspektywa

Rys 3.7 LV 01 rzut poziomy

o:F
FoF[AF][\AF][\WAF][/AF]
A B=45°

\/:y =90°

n=4

Rys 3.8 LV 01 rzut pionowy
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Rys 3.9 LV 02 perspektywa

Rys 3.10 LV 02 rzut poziomy

o:F
FoF[AF][\AF][\WAF][/AF]
A B=30°

\/:y =90°

n=3

Rys 3.11 LV 02 rzut pionowy
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Rys 3.12 LV 03 perspektywa

-9

.
' )
l‘kl\ '

bl A
1.\ g
iy N N

v

Rys 3.13 LV 03 rzut poziomy

o:F
F>FF[AF][/AF][//AF][\AF]F
A p=45°

\/:y =90°

n=3

Rys 3.14 LV 03 rzut pionowy
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Rys 3.15 LV 04 perspektywa

Rys 3.16 LV 04 rzut poziomy

o:F
F>FF[AF]F[/AF]F[//AF]F[\AF]F
A p=45°

\/:y =90°

n=3

Rys 3.17 LV 04 rzut pionowy
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Rys 3.18 LV 05 perspektywa

Rys 3.19 LV 05 rzut pionowy rys 3.20 LV 05 rzut pionowy

FoF[AF][\AF][\WAF][\\\AF] [/AF][//AF]

o : F ( graniastoshup prawidtowy o podstawie szesciokatnej o boku a 1 h=2a)
A B=30°

\/:y =60°

n=3
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Rys 3.21 LV 06 perspektywa

Rys 3.22 LV 06 rzut poziomy Rys 3.23 LV 06 rzut piono
pronowy

o : F ( graniastoshup prawidtowy o podstawie trojkatnej oboku a i h=a)
FoF[AF][\AF][/AF]

A :B=70,53°

\/:1y =120°

n=3
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ROZDZIAL IV FAKTALE W ARCHITEKTURZE

Od momentu stworzenia podstaw teorii fraktali badania w tych kierunkach odbywaty
si¢ w wielu dziedzinach réwnolegle . Odkrycia dotyczace fraktalnej geometrii natury
zapoczatkowane 1 opublikowane w pracy "Fractal geometry of nature"[5] ( Fraktalna
geometria natury ) przez Benoita Mandelbrota , sprowokowaly naukowcow wielu
dziedzin do glebszej analizy przedmiotu ich badan . Fala zainteresowan nie omingta
dziedzin zajmujacych si¢ teorig architektury .

Fakt , ze forma architektoniczna niejednokrotnie jest inspirowana przez naturg oraz to ,
7e natura w swej istocie posiada fraktalna budowe¢ moze thumaczy¢ fakt , ze na kilkaset
lat przed odkryciem fraktali , w architekturze pojawily si¢ budowle o charakterze
fraktalnym .

Manifestacyjny charakter fraktalnej budowy obiektow architektonicznych mozemy
zaobserwowac¢ w hinduskiej architekturze sakralnej . W wigkszosci prezentowanych
przyktadow fraktalny charakter hinduskich S$wiatyn 1 obeliskow polega na
wielokrotnym powtorzeniu pierwotnego ksztattu w coraz mniejszej skali przez osiem a
nawet wigcej poziomoéw . Struktura geometryczna tych obiektow jest zblizona do

fraktali uzyskiwanych w systemie IFS .

[ S

;
f

| ol !

b e

Rys 4.1 Swiatynia Jagadambe XIw Rys 4.2 Candi Lara Jongrang  IXw
Khajuraho ( Indie ) [16] Prambanan ( Indonesia ) [16]
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Rys 4.3 Swiatynia Kandiraya Mahadeva XI w. Khajuraho ( Indie ) [16]

Wedlug Williama Jacksona , profesora Uniwersytetu Yale "...idealna forma sugeruje
nieskonczono$¢ wznoszacych si¢ transcedentalnie poziomow egzystencji i
swiadomos$ci umiejscowiajac swigta glebi¢ wewnatrz ..." . W swoich rozwazaniach
William Jackson sugeruje , ze fraktalny charakter hinduskiej architektury jest
odbiciem fraktalnej istoty kosmologii hinduizmu przytaczajac na potwierdzenie
prawdziwos$ci swojej teorii cytat z Bhagavad Gita : "Wszechswiat jest jak dojrzaty
owoc $wiadomosci ( cit ) . Jest galaz , ktdra niesie tysiace takich owocow . Jest drzewo
, ktore ma tysiace takich gatezi . Jest las z tysiacem takich drzew . Jest gorzyste
terytorium z tysigcem takich lasoéw . Jest uktad stoneczny z tysiacem takich terytoriow
. Jest wszech$§wiat z tysiagcem takich ukladéw stonecznych . I jest wiele takich
wszech§wiatow zawartych w granicach czego$ jak atom w granicach atomu " [13]
Wiele interesujacych przyktadoéw fraktali w sztuce afrykanskiej dostarcza Ron Eglash
w swojej pracy African fractals ( Afrykanskie fraktale ) . Pomiedzy przyktadami
ornamentyki o charakterze fraktalnym ( Rys 4.6 ) w pracy tej mozna znalez¢ bardzo
interesujacy przyktad uktadu urbanistycznego osady Ba-Ili w Potludniowej Zambii .
Struktur¢ tej osady mozna opisa¢ w sposob nastepujacy : kazde rozszerzenie
domostwa stanowi zagroda o ksztalcie pier§cienia przypominajaca pioro . Na jednym
koncu pierscienia znajduje si¢ brama blisko ktdérej znajduja si¢ budynki sktadowe .
Posuwajac si¢ dokota pierscienia budynki staja si¢ narastajaco wigksze , az do
najwigkszego domu znajdujacego si¢ naprzeciw bramy , w ktorym mieszka ojciec rodziny.

74



Tak wigc zagroda posiada okreslony ksztalt , strukture oraz orientacj¢ przestrzenna
wyznaczona przez oS : brama — dom ojca . Uklad urbanistyczny osady jest replika
zagrody powtérzona w wigkszej skali . Osada ma ksztatt pierscienia sktadajacego si¢ z
zagrdd . Na jednym koncu znajduje si¢ brama , blisko ktorej wystepuja mate zagrody .
W miar¢ posuwania si¢ dokota pier§cienia zagrody staja si¢ narastajaco wigksze , az
do najwigkszej zagrody wodza posiadajacej strukture identyczng jak pozostate zagrody
Konsekwencja jest réwniez pierscieniowy ksztalt domostwa , w ktorym naprzeciw
wejscia znajduje si¢ rodzinny oltarz . Tak wigc struktura urbanistyczna osady Ba-Ili
wynikajaca z hierarchii socjalnej nosi cechy samopowtarzalno$ci w zakresie formy ,
struktury 1 orientacji spotecznej a jej uklad jest najbardziej zblizony do fraktali

uzyskiwanych w wyniku dziatania kopiarki wielokrotnie redukujacej . [7]

Bt Ty e T e R e S R
Rys 4.4 Widok z lotu ptaka osady Ba-Ili [7]

Soinin F CAL T

Rys 4.5 Schemat osady Ba-Ili [7] Rys 4.6 Motyw trojkata Sierpinskiego
w afrykanskiej sztuce dekoracyjnej [7]
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Rys 4.7 Glowica kolumny (Egipt) [7]

Innym interesujacym przyktadem detalu architektonicznego jest glowica kolumny
swiatyni egipskiej , w ktorej powtarza si¢ motyw ptatkéw kwiatu lotosu utozonych na
ksztatt zbioru Cantora . [7]

Réwniez w architekturze europejskiej mozna znalez¢ przyklady ktore dostarczaja
dowodéw na to , ze idea samopowtarzalnosci jako metoda ksztaltowania formy
architektonicznej byta stosowana na dtugo przed powstaniem teorii fraktali .

Carl Bovill , profesor Uniwersytetu Maryland ( USA ) podaje przyktad frontonu
swiatyni doryckiej jako efektu dziatania kopiarki wielokrotnie redukujace;j .

Jezeli grupa kolumn podtrzymujacych nadproze jest elementem poddanym
przeksztatceniu IFS , rezultatem przeksztatcenia jest wyglad zlobionych kolumn
podtrzymujacych ztozone belkowanie . Tak wigc kazda kolumna jest horyzontalnie
zredukowanym obrazem catej $wiatyni . Poddajac kolumny dalszemu dzialaniu
kopiarki wielokrotnie redukujacej otrzymujemy obraz wyjsciowy w postaci tryglifow
a w czwartym kroku iteracji uzyskujemy mutule .[ 6 ]

Rys 4.8 Fronton $wiatyni doryckiej jako efekt dziatania KWR [ 6 ]
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Innego przyktadu w postaci rzutu Bazyliki Sw. Piotra w Rzymie dostarcza historyk
sztuki Uniwersytetu Yale , George Hersey . W historii architektury projekt
Bramantego zwyklo si¢ opisywac¢ jako bazylike na planie greckiego krzyza z koputa
nad skrzyzowaniem naw i symetrycznie umiejscowionymi dodatkowymi koputami .
Cytujac Herseya nalezatoby opisac ten projekt w sposéb nastepujacy :

"...symetryczne zgrupowania w wewngtrznych naroznikach utworzonych przez
ramiona krzyza sa czterema miniaturami greckiego krzyza , ktore wspdlnie tworza
gléwna bryle kosciota . Ramiona tych czterech krzyzy skladaja si¢ z dalszych
pomniejszen 1 ich narozniki z kolei sa wypetnione mniejszymi kaplicami i niszami .
Innymi stowy plan Bramantego moze by¢ nazwany fraktalem , w ktérym ksztatt
greckiego krzyza zostat powtdrzony w réznych skalach ..."

George Hersey przy okazji prezentacji projektu Bramantego przypomina inne , nie
zrealizowane projekty Bazyliki Sw. Piotra w Rzymie , w ktorych zastosowana zostata
idea samopowtarzalnosci : projekt Giorgia i projekt Leonarda daVinci , w ktoérych
wystepuja cztery poziomy powtarzajacych si¢ w coraz mniejszej skali kopul .[17]

Rys 4.9 Rzut Bazyliki §w. Piotra
wg projektu Bramantego [ 17]

Fpe ﬁfﬂ'ﬂ:?‘ri'-l."'r-.-l-‘:
!&-.'l -"'"'ul"? Iy,
Mrrgs mbnal ¥

Rys 4.10 Projekt Giorgia [17] Rys 4.11Projekt Leonarda daVinci[17]
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O silnych zwiazkach teorii fraktali z procesem ksztattowania formy architektoniczne;j
moze $wiadczy¢ fakt doszukiwania si¢ cech samopodobienstwa w konstrukcji wiezy
Eiffle'a przez samego tworce teorii fraktali Benoita Mandelbrota . W swojej
fundamentalnej pracy "Fraktalna geometria natury" na str. 131-132 napisat :
"...twierdzg , ze na dlugo przed Kochem , Peano , Sierpinskim , Gustaw Eiffel
w swojej wiezy zbudowanej w Paryzu §wiadomie zastosowat ide¢ fraktalnej krzywej
pelnej punktow weztowych ." [5]

Niezaleznie od stusznosci skojarzen Mandelbrota mozliwe jest wygenerowanie
struktury fraktalnej nawiazujacej ksztaltem do stynnej wiezy , czego dowodem jest
struktura przedstawiona na rys 4.12 . Obiekt ten powstal w wyniku ztozenia
tradycyjnego IFS skladajacego si¢ z czterech przeksztalcen , a nastepnie
przeksztatcony w kilku krokach iteracji w systemie [FS+ .

Rys 4.12 Struktura fraktalna jako imitacja wiezy Eiffle'a
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ROZDZIAL V STRUKTURY FRAKTALNE JAKO ZRODLO INSPIRACII W
KSZTALTOWANIU FORMY ARCHITEKTONICZNEJ

Forma architektoniczng nazywamy uktad skoordynowanych elementow powstatych
jako wynik dziatania czlowieka w dziedzinie ksztattowania przestrzeni , polegajacej na
projektowaniu wznoszeniu i arystycznym ksztattowaniu wszelkiego rodzaju budowli .
Definiowanie formy architektonicznej jako uktadu elementow implikuje tezg , ze
forma architektoniczna prawie zawsze zbudowana jest z czesci wsrod ktorych mozemy
wyrdzni¢ "forme-matke" oraz "formy-czesci" .

Podstawowymi kryteriami ksztattowania architektonicznego sa tendencje do :

— spoistosci form

— geometryzacji

— liczby ograniczonej

— silnych uformowan

Klasyfikacja form ze wzgledu na "spdjni¢ wewnetrzng" dzieli formy na formy spoiste
oraz formy swobodne . Forma spoista nazywamy forme, ktoérej cechy sa dobitne
1 jednoznaczne , a usunigcie jednej z czg$ci powoduje zaburzenie ukladu . Forma
swobodna nazywamy forme , ktorej cz¢sci sa ze soba lekko zwiazane .

Badania psychologiczne dowodza , ze cztowiek dazy do form spoistych . Objawia si¢
to migdzy innymi inklinacjami do wyszukiwania form spoistych na przyktad w
konstelacjach gwiazd , ktore w rzeczy samej sa formami swobodnymi i organizowaniu
ich w gwiazdozbiory . Innym przykladem moze by¢ kojarzenie znanych z
doswiadczenia form ze swobodnym ksztattem chmur na niebie .Przyktad ten réwniez
zdradza istnienie daznos$ci do spoistych uformowan . [§]

Warto nadmieni¢ , ze nie tylko cztowiek ma tendencje do form spoistych . Jako
ciekawostke mozna przytoczy¢ klasyczne doswiadczenie w psychologii postaci z sdjka
szukajaca pozywienia . Na trawniku umieszczono doniczki , pod ktérymi znajdowato
si¢ pozywienie dla ptaka . Przy swobodnym ustawieniu doniczek ptak nie mogt trafi¢
do wtasciwej doniczki . W sytuacji gdy doniczki zostaly ustawione w jaka$ forme
spoista a pozywienie umieszczono w miejscu dla tej formy waznym , na przyktad w
srodku krzyza lub doniczki wyrwanej z obr¢bu kota , sojka trafiata w sposéb
bezbledny 1 natychmiastowy . [ 8 ]

W historii architektury formy spoiste byty prawie wytacznym przedmiotem badan . W
opisach kategorii estetycznych Witruwiusz podaje wytacznie reguly komponowania
form spoistych . Wskazaniami do osiagnigcia form spoistych sa w pracach
Witruwiusza pojecia ordinatio, dispositio , eurythmia,symetria .Réwniez estetycy
renesansu glowny nacisk ktadli na formy spoiste . Alberti przez pojecie concinnitas
rozumie harmoni¢ , ktéra "powinna by¢ jasna we wszystkich czg$ciach jak 1 w

kompozycji dziela " . Wedlug Albertiego $rodkiem przez ktory dochodzi si¢ do

harmonii jest symetria , gdyz dzigki niej "czg$ci i cato$¢ sa w pokrewienstwie do
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siebie 1 tworza jednos¢ , za§ Wolfflin uwaza regularno$¢ , symetri¢ , proporcje
1 harmoni¢ za istot¢ formy i twierdzi , ze "wymaganie symetrii wynika z uktadu
naszego ciala . [8]

Tendencje do geometryzacji form mozemy okresli¢ inklinacje¢ do zdecydowanych
kierunkéw przestrzeni — pionu , poziomu zamiast odchylenia czy ukosu , wyboru
wielokata foremnego zamiast nieforemnego , wybor okrggu zamiast nieokreslonego
owalu . Tendencja ta ma charakter psychologiczny 1 jest rowniez spotykana w §wiecie
fauny ( pszczoly buduja plaster miodu o charakterystycznej geometrii opartej na
szesciokacie foremnym ) .

Tendencja do liczby ograniczonej oznacza inklinacje do form , ktére sktadaja si¢ z
ograniczonej liczby elementow , przy czym liczba ta jest zalezna od naszej percepcji
wzrokowej . JesteSmy w stanie natychmiast zauwazy¢ i pod$wiadomie policzy¢ 3 ,4
elementy , natomiast wigksza liczb¢ elementéw n > 6 okreslamy jako wiele .
Tendencja do silnych uformowan ma zwiazek ze spoistoscia formy . W formach
spoistych czesci sa zalezne od uformowania catosci a ich sita przesuwa si¢ catkowicie
catej formy . Forma silna nazywamy formg , ktora posiada cechy waznos$ci dzigki swej
pozycjiw stosunku do uktadéw otaczajacych . Formg taka nazywamy zamiennie forma
silnie uformowana . Forma staba nazywamy forme , ktoéra nie zajmuje w otoczeniu
pozycji wyjatkowej . Forme taka nazywamy zamiennie forma uformowana .

Srodkami do osiagniecia spoistosci form sa miedzy innymi symetria , respektowanie
hierarchii form oraz wprowadzanie rytmu .[§]

Symetria jest najprostszym i najbardziej znanym S$rodkiem uksztalttowania form
spoistych . Dobitno$¢ symetrii powoduje ulegtos¢ i podporzadkowanie jej dyscyplinie,
tak , ze komponowanie odbywa si¢ prawie odruchowo .

Hierarchia form zaktada kulminacj¢ coraz bardziej skomplikowanych form . Spoistos¢
formy wzrasta wraz z komplikacja w przypadku gdy komplikacja odbywa si¢ w
sposob kontrolowany , na przyklad opisany pewnym algorytmem .W przypadku
struktur fraktalnych algorytm ten jest opisany zalezno$cia rekurencyjna .

Rytm polega na szeregowaniu form o tej szamaj wielkosci i na zasadzie jednej i tej
samej wytycznej . Rytm jest tym bardziej spoisty im bardziej jednoznacznie tacza si¢
w nim elementy jednakowe . Z zagadnieniem rytmu wiaze si¢ réwniez aspekt
rozumienia rytmu jako symetrii i symetrii jako rytmu . Symetrie przechodza w rytmy
wowczas gdy liczba elementdw miesci si¢ w granicach okreslonych przez tendencjg
do liczby ograniczonej . Rytm z sze$ciu elementdw znajduje si¢ na granicy pomig¢dzy
symetrig a rytmem .[8]

Przedstawienie powyzszej teorii , ktorej obszerne fragmenty pochodza z pracy Juliusza
Zorawskiego " O budowie formy architektonicznej "[8] pozwala na przeanalizowanie
przydatnosci  struktur  fraktalnych jako elementéw  ksztattujacych  forme
architektoniczng .

80



Struktury generowane przy pomocy systemu IFS sa formami spoistymi , w ktorych
formowanie polega na sumowaniu czgsci i zestawianiu ich wedlug powtarzajacego si¢
algorytmu skladania przeksztalcen afinicznych dzigki czemu "czg$¢ i calo$¢ sa w
pokrewienstwie do siebie i tworza jednos¢"[8] . Struktury fraktalne charakteryzuje
wieloptaszczyznowa symetria bedaca podstawowa dyscyplina ksztattowania form
spoistych . Usunigcie dowolnego elementu struktury powoduje zaburzenie uktadu .
Podstawowe bryly geometryczne stosowane jako zbiory poczatkowe ciagu
przeksztatcen afinicznych odpowiadaja inklinacji do geometryzacji form . Wraz z ze
wzrostem liczby krokéw iteracji wzrasta komplikacja formy , ktéora odbywa si¢ w
sposob kontrolowany przez stosowanie zlozenia tych samych przeksztatcen
afinicznych . Jednakze przy wigkszej liczbie krokow iteracji symetrie przechodza w
rytmy o zbyt duzej liczbie elementow co powoduje niejednoznaczno$¢ w odniesieniu
do waznosci 1 wyrdznieniu "formy-matki" .

Wada ta natomiast zanika w przypadku struktur generowanych za pomoca systemu
IFS+ poniewaz obiekt inicjatora stanowi kulminacj¢ i dominante formalna sumy
wyrazéw ciagu tworzacych forme . Powtarzajace si¢ w coraz mniejszej skali , kopie
inicjatora , ktorych zalezno$¢ opisana jest wzorem matematycznym wprowadza
wrazenie harmonii "jasnej we wszystkich czeéciach i kompozycji dzieta"[8] Dzigki
zaakcentowaniu inicjatora jako dominanty ukladu zostaje wprowadzona
jednoznaczno$¢ co do waznosci elementu gldwnego co wzmacnia sil¢ formy .
Istniejace rytmy dotycza elementow o tej samej skali , nalezacych do jednego kroku
iteracji i najczgsciej spetniaja wymog liczby ograniczone; .

Podobnie jak w przyktadach IFS pojawia si¢ wieloptaszczyznowa symetria , ktora jest
podstawowa dyscyplina w ksztattowaniu form spoistych . Wybdr podstawowych bryt
geometrycznych jako wyrazéw poczatkowych ciagu zbiordéw jest zgodne z inklinacja
do geometryzacji form .

Wyzej wymienione cechy decydujace o spoistosci formy jednoczesnie stanowia o jej
silnym uformowaniu . Niezaleznie od otaczajacych ukladow struktury fraktalne ,
zwlaszcza generowane za pomoca systemu IFS+ moga odgrywac role dominanty
urbanistycznej .

Struktury tworzone za pomoca LF-systemu pomimo wprowadzenia modyfikacji
polegajacej na zastapieniu odcinka elementem trzywymiarowym w dalszym ciagu
przypominaja struktury roslinne . Istnienie wieloptaszczyznowej symetrii decyduje
wprawdzie o spoistosci formy , spelione jest rowniez dazenie do geometryzacji ,
jednakze w wigkszo$ci struktur zanika zjawisko rytmu poprzez nadmierne
zageszczenie elementow . Zaburzony jest rowniez proces hierarchizacji formy w ktore;j
brak jest dominanty a cato$¢ pomimo stosowania okre$lonych algorytmow
generowania struktury sprawia wrazenie chaosu .
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Na podstawie powyzszej analizy mozna stwierdzi¢ , ze struktury fraktalne generowane
za pomoca systemu IFS a zwlaszcza IFS+ sa dobrym zrodtem inspiracji w
ksztattowaniu nieznanych dotad form architektonicznych .

Na poparcie tej tezy zaprezentowano fotorealistyczne wizualizacje wybranych struktur
fraktalnych stosujac charakterystyczne dla opracowan architektonicznych zabiegi
formalne polegajace na dodaniu sztafazu .

Przyktad R 01 powstat w oparciu o struktur¢ IFS 05 . Brak wyroznionej dominanty
uktadu decyduje o swobodnym charakterze formy , ktorej nieznaczna spoistos¢
podkreslaja wielokrotne rytmy . Forma ta moze by¢ przyktadem dzielnicy biurowej w
wielkomiejskiej przestrzeni zurbanizowanej .

Przyktad R 02 stanowi fragment struktury IFS+03 . Zwiazki pomigdzy elementami
okreslone za pomoca procedury skladania przeksztalcen afinicznych decyduja o
spoistosci bryly . O silnym uformowaniu uktadu dodatkowo decyduje kulminacja w
postaci obiektu glownego . Calos¢ moze sugerowaé przyklad zabudowy
mieszkaniowej wielorodzinnej w srodowisku miejskim .

Przyktad R 03 jest czwartym krokiem iteracji struktury IFS+10 . Dominante uktadu
stanowi obiekt inicjatora , ktérym w tym wypadku jest koputa geodezyjna oparta na
potowie dwudziesto$cianu foremnego . Kopie inicjatora wystepujace w ukladzie
w coraz mniejszej skali , wprowadzaja hierarchizacj¢ form , decydujaca o spoistosci
formy . Obiekt moze by¢ przyktadem hali widowiskowej o silnym uformowaniu ,
stanowiacej dominant¢ dla dowolnego uktadu urbanistycznego .

Przyktad R 04 podobnie jak R 03 powstat jako struktura generowana za pomoca
systemu [FS+w oparciu o kopulg geodezyjna . Cechy decydujace o spoistosci formy sa
zatem analogiczne jak w przypadku poprzedniego przyktadu . Obiekt moze petnié¢
funkcje nie tylko hali widowiskowej . Na prezentowanym renderingu strukture IFS+09
przedstawiono jako stacj¢ meteorologiczng .

Przyktad R 05 powstat jako rezultat stosowania systemu IFS+ , ktorego zbiorem
poczatkowym jest graniastostup prawidlowy o podstawie szeSciokatnej . Dzigki
zaakcentowaniu inicjatora jako dominanty ukladu zostala wprowadzona
jednoznaczno$¢ co do waznosci elementu gtownego . Obiekt moze by¢ przyktadem
budynku biurowego w przestrzeni miejskie;j .

Przyktad R 06 podobnie jak przyktad poprzedni jest fraktalem powstatym w wyniku
wielokrotnego przeksztatcania graniastostupa prawidtowego o podstawie szesciokatnej
W odréznieniu od R 05 zostat wygenerowany za pomoca systemu IFS w zwiazku z
czym osiagnigto form¢ o mniejszej spoistosci . Na prezentowanym renderingu
przedstawiono obiekt o funkcji sakralne;j .

Propozycje funkcji dla pozostatych przyktadow zostaty umieszczone w objasnieniach
do poszczegdlnych wizualizacji . Niezaleznie od przedstawianych propozycji
prezentowane struktury fraktalne moga stanowi¢ forme¢ architektoniczna dla dowolne;j
funkcji obiektu budowlanego .
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IFS 05 jako...
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Fragment IFS+03 jako...

R 02 przyktad zabudowy mieszkaniowej wielorodzinnej w §rodowisku miejskim




IFS+10 jako...

R 03 przyktad hali widowiskowe;j




IFS+09 jako...

R 04 przyktad stacji polarnej
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IFS+ 06 jako...

R 05 przyktad budynku biurowego




IFS 06 jako...

R 06 przyktad obiektu o funkcji sakralne;




IFS+ jako...

RO7 przyktad zaktadu karnego




IFS+08 jako...

RO8 przyktad obserwatorium meteorologicznego
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IFS+11 jako ...

RO9 przyktad architektury organicznej o konstrukcji pneumatycznej




IFS+02 jako ...

R10 pfg};klad hotelu wysokogorskiego
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