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Wstep

W prezentowanej Czytelnikowi monografii omawiane sa problemy optymali-
zacji eksperymentow, ktérych celem jest zebranie danych dla estymacji funkcji
regresji. Przedstawiono tez propozycje potencjalnych zastosowan technik plano-
wania eksperymentu i prébkowania pél losowych (obrazéw) w wybranych zagad-
nieniach monitorowania jakosci proceséw wytwoérczych.

Monografia podzielona zostata na cztery czesci. W czesci I zebrano podsta-
wowe fakty z matematycznej teorii planowania eksperymentéw optymalnych. Re-
zultaty te znalez¢ mozna w kilku ksiazkach (por. [3], [35], [110], [36], [138], [202]).
Powyzej i w calej monografii stosujemy konwencje przytaczania numeréw cyto-
wanych pozycji w kolejnosci ich zwiazkdéw z omawianym zagadnieniem.

W czesci 11 zebrano rezultaty badan autora na temat poszukiwania planéw
optymalnych w zagadnieniach wielowymiarowych. Algorytm selektywnych poszu-
kiwan losowych przedstawiono na tle znanego algorytmu Wynna-Fedorova, ktéry
byt inspiracja dla autora przy konstruowaniu algorytmu omawianego w rozdzia-
le 5. W pozostatych dwoch rozdziatach czesci I omawiane sa rezulaty, uzyskane
przez autora i dr. Wojciecha Myszke, na temat mozliwosci komponowania planéw
optymalnych dla zagadnien wielowymiarowych na podstawie planéw dla modeli
o mniejszej liczbie zmiennych. Przedstawiono takze algorytm obliczeniowy wyko-
rzystujacy strukture takich planéw.

Czesci 111 i IV poswiecone sa takim zagadnieniom planowania eksperymentu
i probkowania, ktére moga mieé zastosowania w zagadnieniach projektowania
wyrobdw oraz monitorowania i oceny jakosci w procesach wytworczych. Rezultaty
zawarte w tych czedciach albo nie byly dotad publikowane, albo zawieraja nowe
spojrzenie i uogblnienia wczesniejszych wynikéw autora. Badania przedstawione
w czedciach TII i IV finansowane byty z grantu KBN Nr 4 T11A 025 23 oraz
z subsydium Fundacji na Rzecz Nauki Polskiej.

Niniejsza monografia przeznaczona jest dla oséb zajmujacych sie problema-
tyka planowania eksperymentu oraz dla tych Czytelnikoéw, ktorzy zechca podjaé
probe stosowania technik planowania eksperymentu w swoich pracach badaw-
czych lub wdrozeniowych. Mozna mie¢ nadzieje, ze ksiazka ta, a zwlaszcza jej
czesé 1, bedzie przydatna takze dla stuchaczy studiéw doktoranckich.

Autor wyraza serdeczne podzickowania profesorowi Dariuszowi Ucinskiemu,
recenzentowi tej monografii, za wiele cennych uwag oraz Wojciechowi Rafajlowi-
czowi za pomoc w programowaniu badan symulacyjnych karty kontrolne;j.

Wroctaw, 15 listopada 2005
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Klasyczne zagadnienia
optymalizacji eksperymentu



1. Modele liniowe i ich estymacja

Termin ,,model liniowy” odnosi sie jedynie do liniowosci wzgledem nieznanych
parametréw modelu, natomiast wplyw innych wielkosci moze nie by¢ liniowy.

1.1. Model regresji liniowej

Przyjmijmy, ze na podstawie zebranych wczeéniej informacji potrafimy wska-
za¢ pewne wielkosci fizyczne, ktére wplywaja na przebieg procesu. Bedziemy
zakladaé¢, ze potrafimy mierzyé ich wartosci. Wyniki jednokrotnego pomiaru s
wielkosci oddziatujacych na proces oznaczaé¢ bedziemy przez

z=[zM, 2® &7

i nazywaé wielko$ciami wejSciowymi lub krotko — wejsciami; x € R®, powyzej T
oznacza transpozycje.
Pomiary wejs¢ w kolejnych eksperymentach oznaczaé bedziemy przez

Xy, ’i:1,2,...,N.

Zakladamy, ze wybrano pewne wielkosci charakteryzujace przebieg procesu, na-
zywane dalej wielkosciami wyjsciowymi (lub krétko — wyjéciami) oraz, ze potrafi-
my je mierzy¢. Dalej zakladaé¢ bedziemy, ze interesuje nas zaleznoéé¢ jednej tylko
sposréd wielkosci wyjsciowych od z. Wartosci tego wybranego wyjscia oznaczaé
bedziemy przez y lub

Y1, Y2, -+, YN,

jesli mamy zestaw pomiaréw.

Problem doboru wielkosci wejsciowych i wyjéciowych pozostaje poza zakresem
tej monografii. Jest on zreszta dos¢ rzadko dyskutowany w literaturze. Pewne
rezultaty na ten temat zawarto w pracy [143].

Przyjete przez nas zalozenie o oddzielnym rozpatrywaniu zaleznoéci poszcze-
gélnych wyjs¢ od z jest gleboko zakorzenione w literaturze. Warto jednak zauwa-
zy¢, ze nie powinno by¢ ono przyjmowane calkiem bezkrytycznie (szerzej temat
ten oméwiono w [138]).

Problem konstrukcji modelu empirycznego badanego zjawiska mozna w ogol-
nym zarysie sformutowaé¢ nastepujaco. Dysponujac zestawem pomiaréw wejsé
i odpowiadajacego im wyjscia

(zi,yi), i=1,2,...,N
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chcemy znalezé pewien opis, matematyczny lub algorytmiczny, zaleznosci y od x.
Opis ten powinien spelniaé¢ nastgpujace wymagania:

— By¢ prostszy w stosowaniu niz same obserwacje, a jednoczesnie dostatecznie
doktadny w okolicy punktéw, gdzie dokonywano pomiardw.

— Zapewnia¢ mozliwosci predykeji wartosci wyjscia dla takich wartosci wejsé,
dla ktérych nie dokonywano pomiaréw.

— Zachowywaé cechy jakosciowe badanego procesu. Przykladowo, powinien za-
chowywaé monotonicznosé zaleznosci y od z, o ile ceche t¢ ma badany proces.

To ostatnie wymaganie jawnie formutowane jest dopiero w ostatnich latach.

W praktyce rzadko wystepuje sytuacja, w ktérej otrzymuje sie te sama wartosé
y kazdorazowo, gdy na wejsciu pojawi sie ustalona wartosé¢ x. Gdy wtasnosé ta
zachodzi w calym zakresie interesujacych nas wartoéci x, naturalne jest poszuki-
wanie funkcyjnej zaleznosci y od z.

Czesciej spotykamy sie z przypadkiem, gdy kazdorazowe wystapienie na wej-
$ciu tego samego x daje w wyniku inng wartos¢ mierzonego wyjscia y.

Zakladaé bedziemy, ze te wartosci y-kéw sa niezaleznymi obserwacjami pewnej
zmiennej losowej o rozkladzie prawdopodobienstwa zaleznym od z.

Najpelniejsza forma opisu zachowania y-kéw jest dystrybuanta rozktadu wyj-
$cia przy ustalonym x. Jesli jest ona rézniczkowalna dla kazdego z x-6w, to po-
stuzyé¢ sie mozna rodzina gestosci rozkltadéw y-kéw sparametryzowana przez x.
Gestosé te oznaczaé bedziemy jako f(y; z). Srednik w tym oznaczeniu zastosowa-
ny zostal po to, by odrézni¢ je od warunkowej gestosci y wzgledem .

Postugiwanie si¢ opisem w postaci f(y;x) nie jest zbyt tatwe, a czesto nie jest
nawet mozliwe, gdyz funkcja ta nie jest znana, a do jej estymacji mamy zwykle
zbyt mato danych. Pewnym uproszczeniem tego opisu sg zaleznoéci funkcyjne
postaci § = y(x), gdzie § dobieramy tak, by § dobrze, w wybranym przez nas
sensie, opisywalo zmienno$¢ y-kéw przy ustalonym z. Jedna z najczedciej uzywa-
nych form opisu w postaci zaleznosci funkcyjnej jest

=7 = [ ufa)dy (111)

czyli wartosé oczekiwana y liczona dla kazdego ustalonego x. Latwo sprawdzié,
ze ¥* minimalizuje, wzgledem v € R, nastepujacy wskaznik jako$ci:

o0

atwia) = [ (5= o) Flysady, (112)

—0o0

bedacy sredniokwadratowym bledem przyblizenia dla ustalonego x.
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Przypus$émy, ze posiadamy obserwacje (x;,v;), ¢ = 1,2,..., N, przy czym y;
ma rozklad o gestosci f(y;z;), wéwcezas mozna je przedstawié¢ w postaci:

Y; = g*(l‘i)-i-q, t=1,2,..., N, (113)

gdzie €; sa pewnymi zmiennymi losowymi o $redniej zero. Mozna je interpretowac

jako losowe zaklécenia pomiaru g*(x;).

Zauwazmy, ze zwykle g*(x) nie jest znane, gdyz nie znamy rozkladu y dla
poszczegdlnych x.

Estymacja y*(z) w sytuacji, gdy posiadamy malo informacji o tej funkcji,
zajmuje sie teoria nieparametrycznej estymacji funkcji regres;ji.

Gdy liczba posiadanych lub planowanych obserwacji nie jest dostatecznie du-
za, pozostaje nam mozliwo$¢ uzupelnienia procedury estymacji o posiadana (lub
zalozong hipotetycznie) wiedze aprioryczna o postaci funkeyjnej zaleznosci y od
wejsé .

Az do odwolania, obowigzywaé¢ beda nastepujace zalozenia.

1. Zalezno$¢ funkcyjna stuzgca przyblizaniu obserwacji ma czesto postaé¢ kom-
binacji liniowej wybranych funkcji z nieznanymi wspélczynnikami. Gdy na
obiekt eksperymentu nie oddziatujg losowe zakltdcenia, to zalezno$é obserwacji
wyjscia od wejsé x jest postaci:

j(z,a) = alv(z) = ia(k)v(k)(x), (1.1.4)
k=1

gdzie T oznacza transpozycje, natomiast:

a=[aM,a®, . .. a7 jest wektorem nieznanych parametréw,

v(z) = v (z),v®(2),...,v") (x)]” - to wektor znanych funkcji, zadawanych
przez nas na podstawie wiedzy o badanym zjawisku.

2. O funkcjach vV (z), 0@ (z), ..., v")(z) zakladamy, ze sa one liniowo niezalez-
ne w pewnym obszarze X C R®, z ktérego pochodza obserwacje x;.

3. Zaktécenia €;, 1 = 1,2,..., N sa zmiennymi losowymi o wartodci oczekiwanej
zero i skofczonych wariancjach. Ponadto dla ¢ # j zmienne losowe ¢; oraz
€; sa nieskorelowane, 7,j = 1,2,..., N. Zakladamy tez, ze zakl6cenia te od-
dzialuja addytywnie na obiekt badan. Dostepne pomiary (x;,y;) zwiazane sa
zaleznoscia:

yi = alv(z) + €, i=12,...,N, (1.1.5)

dla pewnego wektora parametréw a € R". Sktadowe tego wektora trakto-
wane sa jak ,prawdziwe” wartosci nieznanych parametréw. Réwnanie (1.1.5)
zapisa¢ mozna nastepujaco:

y = Vna+e, (1.1.6)
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gdzie y = [y1,v2,...,yn]T, € = [e1,€2,...,en]T sa wektorami kolumnowy-
mi, natomiast Vy = [v(x1),v(z2),...,v(zN)] jest macierza o N kolumnach
i r wierszach.

O wariancji zaklécen przyjmowaé bedziemy jedno z nastepujacych zalozen.
a) Wariancje var(e;) = 02,7 = 1,2,..., N sa jednakowe, a warto$é¢ o nie jest
znana.

b) Wariancje var(e;) = o“w; moga by¢ rézne, przy czym o > 0 nie jest zna-
ne, natomiast ciag w; > 0, ¢ = 1,2,..., N jest znany. W tym przypadku
przyjmujemy:

2

var(e;) = o2(x;) = o w;, (1.1.7)

gdzie o?(x) jest pewna znang funkcja opisujaca wzgledna doktadnosé obser-
wacji w poszczegdlnych punktach z. W zadaniach planowania eksperymen-
tu wygodnie bedzie poshugiwaé sie funkcja w(z) = o2(x)/0?, o ktérej be-
dziemy zakladaé, ze jest znana. Zachodzi oczywiscie zaleznosé: w(z;) = wy,
i=1,2,...,N.

Wartosci z;, i = 1,2, ..., N sa znane doktadnie, to znaczy bez bltedéw pomia-
rowych, niezaleznie od tego czy pochodza z obserwacji, czy tez sa wynikiem
Swiadomie zaplanowanego eksperymentu.

Punkty z;, : = 1,2,..., N rozmieszczone sg tak, ze

rzad [v(z1),v(z2),...,v(zN)] = T, (1.1.8)

gdzie r oznacza liczbe nieznanych parametrow a i rownoczesnie liczbe elemen-
téw wektora v(x).

A oto kilka uwag o powyzszych zatozeniach.

Macierz Viy = [v(z1),v(z2),...,v(xy)] ma wymiary r X n. Warunkiem ko-
niecznym dla (1.1.8) jest n > r, co oznacza, ze liczba pomiaréw nie moze by¢
mniejsza od liczby estymowanych na ich podstawie parametrow.

Warto zwréci¢ uwage, ze posta¢ warunku (1.1.8) nie zalezy od jakichkolwiek
zalozen o zakltdceniach. Jesli warunek ten nie jest spelniony, to wskaza¢ mozna
takie zestawy parametréw, powiedzmy, a; i ao, dla ktérych Vﬁ; ap = Vﬁ as,
mimo ze a1 # as. Oznacza to nierozréznialnosé ap i ao nawet woéwczas, gdyby
obserwacje dokonywane byly bez zakldcen.

Zaleznosé (1.1.4) nazywa sie zwykle liniowa. Termin ten odnosi sie do liniowej
zaleznosci y od parametréw a. Nie wymagamy, by y zalezala liniowo od z.
Liniowa niezaleznoéé¢ sktadowych v(z) oznacza, ze zadna z funkeji v nie mo-
ze by¢ przedstawiona jako liniowa kombinacja pozostatych funkcji tworzacych
wektor v(z). Liniowa zalezno$é miedzy sktadowymi v(z) moze prowadzi¢ do
osobliwoéci macierzy ukladu réwnan normalnych, z ktérym mamy do czynie-
nia, szacujac wektor a metoda najmniejszych kwadratéw (por. rozdz. 1.2).
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— W literaturze rozwaza sie réwniez ogOlniejszy przypadek zaklécen skorelo-
wanych (por. [145]). Zaklada si¢ wowczas, ze znana jest dodatnio okreslona
macierz kowariancji zaklécen, powiedzmy W. Oznaczmy przez V = W1/2
(por. [77], gdzie znaleZzé mozna definicje podnoszenia macierzy do poteg utam-
kowych). Dokonajmy teraz zamiany zmiennych: y = V= !.y, Vﬁ =y LT,
€ = V7! . ¢ to otrzymamy model y = V]TV -a + €, w ktérym zaklécenia sa
nieskorelowane.

— W ramach ogdlnej teorii modeli liniowych dopuszcza si¢ niespelnienie zatoze-
nia 6 (por. [145]). Bada sie woéwczas mozliwosci estymacji liniowych kombinacji
sktadowych wektora a.

— W rozdziale tym przyjmujemy, ze punkty z;, i = 1,2,..., N, w ktérych do-
konywane byly pomiary, mogly pochodzi¢ z zaplanowanego wczesniej eks-
perymentu lub byly wynikiem biernej obserwacji (np. reprezentuja chwile,
w ktorych rejestrowano ;).

Definicja 1.1. Skladowe wektora v(z) nazywaé bedziemy funkcjami rozpinajq-
cymi regresje lub model liniowy.

Definicja 1.2. Model regresji liniowej oznaczaé bedziemy przez (X, v(x),0?(x)).
Na opis modelu skladajq sie:

— obszar jego okreslonosci X,

- zestaw funkcji v(x), rozpinajacych model §j = a* v(x),

— funkcja (lub stala), opisujgca wariancje zaklocen.
Termin model uZywany bedzie takie w znaczeniu weZszym, obejmujgcym tylko
7= a’ v(x) i domyslnie obszar X, bez specyfikowania opisu warianci zaklocer.

T

Ponizej podano przyklady czesto stosowanych zestawéw v(x).

1. Model wielomianowy: v®) (z) = 2F =1 k. =1,2,...,7.

2. Model trygonometryczny: v()(z) = 1, v®*)(z) = sin(2kz), v D(z) =
cos((2k—1)z), k=1,2,...

3. Model liniowy: dla z € R® v(M(z) = 1, v* ) (z) = 2® k=1,2,... 5.

4. Wielomiany Bernsteina: v(%) (z) = (g)xk(l—x)N*k, ze|0,1],k=0,1,...,N.
7 twierdzenia Bernsteina o jednostajnej, wielomianowej aproksymacji wynika,
ze dowolnie dokladne przyblizenie funkcji f € C([0, 1]) uzyskamy, wybierajac
dostatecznie duze N i kladac ay = f(k/N) we wzorze

y(x,a) = Z a®) o ®) (). (1.1.9)

5. Przypusémy, ze chcemy uzyskaé¢ model, ktory jest w stanie opisaé¢ ekstremum
wzgledem zmiennych W, 2®?) | co wymaga uzycia modelu stopnia co najmniej
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drugiego. Jednoczesnie, dla kazdej wartoéci (1), 2 model ma byé funkcja
liniowa wzgledem z®). Wymagania te prowadza do przyjecia modelu o postaci:

G(@a) = a® 4 0@z 4 (g0 4 (@Wz050) 4 (6)(5D)2
Fa®E®)2 4 aM®) 4 @50 6) 4 )52 ®)

Fa0 50 50) 4 o1 (5(0)256) 4 4(12) (;()2,8)

W modelu tym wektor rozpinajacy ma postac:

v(@) = [La, 2@, 20z, ()2, (@2 2, 202, 224,

2Wg@53) (p10)25,0), (x@))%(z)r

9

a wektor a ma dwanascie elementow.

1.2. Metoda najmniejszych kwadratéw

Metoda najmniejszych kwadratéw nalezy do klasycznych metod opracowy-
wania obserwacji, a jej bibliografia liczy setki pozycji (por. [62], [145], [172]
i cytowana tam literature). Ograniczymy sie do zestawienia tylko podstawowych
faktéw, majacych wptyw na sformutowanie zagadnien planowania eksperymentu.

Niech spelnione beda zalozenia 1, 3, 5, 6 oraz zalozenie 4a). Przyjmijmy, ze
zebraliSmy pomiary (z;,vy;), i =1,2,...,N.

Definicja 1.3. Wektor a, ktory minimalizuje blgd Sredniokwadratowy:

Qla) = Y [yi—aTv(xi)]g (1.2.10)

i=1

wzgledem wszystkich a € R® nazywal bedziemy estymatorem otrzymanym metodg
nagmniejszych kwadratow.

Wiasciwie nalezaloby moéwié: estymator uzyskany metodg minimalizacji sumy
kwadratow bledow, lecz przyjelo sie uzywanie jeszcze krétszego terminu: estymator
MNK.

Zauwazmy, ze sposéb oceny bledéw w (1.2.10) bierze pod uwage jedynie réz-
nice miedzy obserwacjami odpowiedzi obiektu i modelu liniowego. Stosujac takie
podejscie, przyjmowaé¢ musimy zalozenie 5.

Jesli zamiast zalozenia 4a) spelniona jest jego wersja b), to naturalne jest

przypisanie réznych wag do bledéw {yz —al v(azl)} , w zaleznosci od doktadnosci
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obserwacji w danym punkcie. Prowadzi to do minimalizacji, wzgledem a € R®,
wazonej sumy kwadratéw danej wzorem:

Qula) = 3 ui [yi —a"w(as)]” (1.2.11)

=1

gdzie u; > 0 oznaczaja wagi. Naturalne jest przyjecie

up = <, i=1,2,...,N, (1.2.12)

gdyz przypisuje sie mate wagi punktom, w ktérych wariancja zaklocen jest rela-
tywnie duza.

Jedli zatozymy na chwile, ze rozktad prawdopodobienstwa kazdego sposrod e;,
i=1,2,...,N jest N(0,0%w(x;)) (rozklad normalny o $redniej zero i wariancji
o?w(x;)), to przyjecie (1.2.11) jako wskaznika jakosci estymacji mozna uzasadnié
na gruncie metody najwiekszej wiarygodnosci, zakladajac nieskorelowanie €; oraz
€; dla i # j. W dalszej czesci rozdziatu nie zakladamy normalnosci rozktadu
zaktécen.

Latwo sprawdzi¢, ze jesli spelnione jest zalozenie 6 oraz u; > 0,7=1,2..., N,
to funkcja @, (a), bedaca forma kwadratowa wektora a, jest $cisle wypukla. Dla-
tego znalezienie jej minimum sprowadza sie do rozwiazania uktadu réwnan, po-
wstalego z przyréwnania gradientu @, (a) do zera. Powstaje w ten sposéb uklad
rownan liniowych wzgledem a, opisanych w nastepujacej definicji.

Definicja 1.4. Nastepujgcy uktad rownan liniowych wzgledem a € R nazywa
ste uktadem réwnan normalnych:

N
Mya = Z w; Yi v(x4), (1.2.13)
=1

gdzie v X 7 macierz My dana jest wzorem:

N
My = Z w; v(zi) vl (7). (1.2.14)
i=1

Uwaga 1.1. Dla macierzy ukladu réownarn normalnych My stosujemy to samo
oznaczenie, ktore uzywane bedzie w dalszych rozdziatach dla macierzy informa-
cyjnej, gdyz roznig sie one jedynie stalym mnoznikiem. Tam gdzie mnoznik ten
nie jest istotny, réowniez (1.2.14) nazywad bedziemy macierzq informacyjng.
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Mozna wykazaé, ze uktad réwnan (1.2.13) zawsze ma co najmniej jedno roz-
wiazanie. Jest tak nawet wtedy, gdy macierz My jest osobliwa. Jedli wagi u; sa
niezerowe, to zalozenie 6 gwarantuje nam, ze rozwiazanie uktadu réwnan normal-
nych jest jedyne.

Twierdzenie 1.1. Jesli spelnione jest zalozZenie 6, to a okreslone wzorem
N
a = MA_fl bN, bN = Z Us Y; U(l‘z) (1.2.15)
i=1

jest estymatorem MNK, to znaczy minimalizuje bled $redniokwadratowy. Ponadto
a jest lintowq funkcjqg obserwacji y1,v2,...,YN-

Zwracamy uwage, ze ta posta¢ estymatora MNK stuzy do celéw teoretycznych,
natomiast w praktycznych zastosowaniach rozwiazaé¢ nalezy uklad réwnan nor-
malnych (1.2.13). Jest to liniowy uklad réwnan algebraicznych, a liczba niewia-
domych r = dim(a) nie przekracza zwykle kilkudziesieciu. Mimo to, rozwiazanie
go w sposéb numerycznie poprawny nie zawsze jest latwe [71].

Powyzsze twierdzenie pokazuje postaé estymatora MNK parametréw funkcji
regresji. Jesli natomiast celem naszym jest estymacja wartoéci tejze funkcji w wy-
branych punktach, to jako estymator MNK wartosci funkcji regresji w punkcie
x € X wybieramy

g(z) = a’ v(x). (1.2.16)
W nastepnych rozdzialach podamy uzasadnienie teoretyczne takiego wladnie spo-
sobu estymacji wartosci funkcji regresji.

Jezeli wszystkie wagi u; sa jednakowe, to

N N
a = M];l bN, bN = Z yiv(;ri), MN = Z v(a;,) UT(CEZ'). (1.2.17)
=1 =1

1.3. Dokfadnos$¢ estymatora

Wtasnosci estymatoréw MNK naleza do klasycznych rezultatéw i dlatego
przedstawimy je krétko.

Wtasnos$é 1. Niech speinione bedq zatozenia 1-6. Estymator a parametréw mo-
delu liniowego jest estymatorem nieobcigzonym, tzn., BEa = a, niezaleinie od tego,
jakqg warto$é przyjmuje wektor nieznanych parametrow a.

Nieobciazonos¢ estymatora zinterpretowa¢ mozna jako brak systematycznego —
w sensie statystycznym — bledu oceny parametrow, niezaleznie od tego, jakie sa
wartosci tych parametréw.
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Wtasno$é 2. Niech spelnione bedq zaloZenia 1, 2, 3, 4b), 5, 6. Ponadto, za-
ktadamy, Ze wagi dobrane sqg w sposob uzgodniony z wariancjamsi zaktocen, tzn.
u; = 1/(c*w(x;)). Wowczas macierz kowariancji estymatora a

cov(a) = E|[(a—Ea) (@ —Ea)"|

ma postac:
-1

N
cov(a) = o? lz w () v(x;) UT(aji)] . (1.3.18)
i=1

Ze wzoru cov(a) = E {(d —Ea)- (a— E&)T} wynikajg natychmiast nastepu-
jace wlasnosci macierzy kowariancji:

— Elementy diagonalne tej macierzy sa rowne wariancjom ocen poszczegdlnych
elementéw wektora a.

— Macierz cov(a) jest symetryczna.

— Jej elementy lezace pod i ponad przekatna sa proporcjonalne do wspétczynni-
kéw korelacji miedzy ocenami poszczegdlnych parametréw (wspolezynnikami
proporcjonalnodci sa iloczyny dyspersji ocen tychze parametréw).

Przyjelismy, ze funkcja a” v(z) estymowana bedzie przez §(z) def 5T v(z). Wla-
snosci 1 oraz 2 pozwalaja uzyskaé natychmiast informacje na temat doktadnoéci
oceny a® v(x) przez a’ v(z).

Wtasno$é 3. Niech spelnione bedg zaloZenia wlasnosci 2. Wowczas y(x) jest
nieobcigzonym estymatorem a® v(z).

var(g(z)) = ol (x)cov(a)v(x) (1.3.19)
= o%vl(x) [VN Wyt V]ﬂ_l v(x)

gdzie v X N macierz ma postaé¢ Vy = [v(z1),v(x2),...,v(zN)], natomiast Wiy
jest N x N macierzq diagonalng o elementach na przekgtnej réwnych w(x;),
i=1,2,...,N.

Definicja 1.5. Cliggiem reszt (ang. residuals) nazywamy
& = yi—9(a;), i=1,2,...,N. (1.3.20)

Ciag ten ma duzg warto$¢ diagnostyczna dla oceny doktadnoéci, gdyz daje ocene
wartosci zaktdcen i dlatego w jego oznaczeniu uzyto symbolu ~. Stosuje sie réwniez
unormowane oceny reszt (por. [2]). Wobec nieobciazonosci g(x;) jako estymatora
aT’U(ZL‘i), nietrudno zauwazy¢, ze €; jest nieobcigzonym estymatorem dla €;, to

znaczy, Eé; =0,1=1,2,...,N.
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Powyzsze wzory uproszcza si¢ wtedy, gdy w(z;) = 1,1 =1,2,..., N. Rzeczy-
wiscie, wowczas

cov(a) = o® (Vw V) cov(i(@) = 0®o" (@) (VwVi) ().

natomiast ciag reszt pozwala oszacowaé wariancje zaklocen nastepujaco:
N
6> = (N=-r)' > &2 (1.3.21)
i=1

Mozna wykazaé, ze 62 jest nieobcigzonym estymatorem o2.

Wtasnosé 4. Jesli dodatkowo zalozymy, Ze zaklocenia pomiarowe €; majg roz-
ktad normalny N(0,0?), to:

—1
— estymator parametréw a ma rozktad N° (a, o? (VNVE)) ),
- g(x) ma rozklad N (aTU(m),COV(Q(m)>.

Wtlasnoéci te sa podstawa testow stuzacych do badania hipotez o zerowosci
pewnych parametréw regresji oraz procedur doboru struktury regresji i testo-
wania jej adekwatnosci. Procedury te i testy naleza do klasycznych rezultatow
analizy regresji i sa szeroko opisane w literaturze (por. [62], [172], [145]).

Jak juz wspomniano, estymator MNK jest estymatorem liniowym, czyli li-
niowa funkcjg obserwacji y-kéw. Gdy oznaczymy przez L macierz o r wierszach
i N kolumnach, to Ly jest ogdlna postacig estymatoréw liniowych. Estymator a
jest tez estymatorem nieobciazonym, wiec sensowne jest poréwnywanie go z in-
nymi estymatorami liniowymi i nieobcigzonymi parametrow a w modelu regresji.
Estymatory te bedziemy oznaczaé¢ skrétem ELN.

Niech A i B beda dwiema kwadratowymi r X r macierzami nieujemnie okre-
Slonymi. Jesli macierz A — B jest nieujemnie okreslona, to bedziemy pisa¢ A > B
lub A—B>0.

Nie kazde dwie nieujemnie okreslone macierze o tych samych wymiarach sa
poréownywalne w sensie powyzszej definicji. Mozna jednak udowodnié, ze macierze
kowariancji estymatoréw z klasy ELN sa zawsze poréwnywalne w sensie powyz-
szego okredlenia. Jesli L1y i Loy sa dwoma estymatorami z klasy ELN, to przyj-
mujemy, ze estymator Ly jest nie gorszy niz Loy, gdy cov(L1y) < cov(Lay).
Wéwcezas sens ma pytanie o estymator posiadajacy ,najmniejsza’ macierz kowa-
riancji. Odpowiedz na to pytanie zawarta jest w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 1.2. (Gaussa—Markova) Niech spelnione bedqg zaloZenia wnio-
sku 2.
— Estymator MNK jest estymatorem najlepszym w klasie ELN, w sensie jaki
wyznacza uporzgdkowanie macierzy kowariancyi.
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— Wsred wszystkich liniowych i nieobcigzonych estymatoréow wartosci funkcji
aTv(x) estymator §(x) ma minimalng wariancje.

— Jesli dodatkowo rozklad zaklocen €;, i = 1,2,..., N jest normalny N(0,0),
to wymienione wlasno$ci zachodzq w klasie wszystkich (nie tylko liniowych)

estymatorow nieobcigionych.

Dowdd tego twierdzenia w powyzszej wersji znalezé mozna w [17], str. 362
(por. takze [145]). Warto zauwazy¢, ze twierdzenie to zachodzi dla dowolnego
skonczonego N.

Zalozenie o poréwnywaniu estymatora MNK wylacznie z estymatorami li-
niowymi i nieobciazonymi jest bardzo istotne. Jesli dopuscimy do konkurencji
rowniez estymatory obciagzone, to sama macierz kowariancji nie w peini oddaje
popelniane bledy. Gdy zdecydujemy sie poréwnywaé bledy sredniokwadratowe
E [(d —a) (a— a)}, to okaze sie, ze zaréwno estymator grzebieniowy (ang. ridge
regression), jak i estymator Jamesa—Steina o postaci va moga dawaé mniejszy
btad Sredniokwadratowy pod warunkiem, ze ich parametry t i v sa wlasciwie
dobrane. Zwracamy uwage, ze ten wlasciwy dobo6r w praktyce polega na uzalez-
nieniu ¢ i y od y, co czyni te estymatory nieliniowymi (por. [40]).



2. Plan eksperymentu

W rozdziale tym dokonamy przegladu jakoSciowych i ilociowych wymagan
stawianych planom eksperymentéw. Na razie, pod pojeciem planu eksperymentu
rozumieé bedziemy zestaw wejsé €N = {x1,xo,...,2x}, wybieranych z obszaru
X, dla ktorych przeprowadzane beda pomiary reakcji (wyjscia) badanego obiektu.

2.1. Jakosciowe wymagania stawiane eksperymentom

Przytoczymy zestaw wymagan jakosciowych, ktore stawiane bywaja ekspery-
mentom, stanowi jednoczeénie stownik podstawowych terminéw tej dziedziny. Nie
trzeba dodawaé, ze nie istniejg plany zdolne sprosta¢ wszystkim wymienionym
wymaganiom.

ORTOGONALNOSC PLANU. Plan nazywaé bedziemy ortogonalnym, gdy kolum-
ny macierzy pomiaréw Vy sa wzgledem siebie ortogonalne jako wektory w prze-
strzeni R". Plany te maja wiele zalet z punktu widzenia statystycznego. W szcze-
gblnosci, pominiecie w modelu pewnych cztonéw nie powoduje koniecznoéci prze-
liczania oszacowan pozostatych jego parametréw, o ile tylko pomiary wykonywane
byly zgodnie z planem ortogonalnym dla tego modelu. Dla wielu modeli i wskaz-
nikéw jakosci planowania, plany ortogonalne sa optymalne.

Termin ,,ortogonalnosé planu” nie jest precyzyjny, gdyz faktycznie wymaganie
to odnosi sie do macierzy informacyjnej, ktéra z kolei zalezy zaréwno od modelu,
jak i od planu. Termin ten przyjal sie jednak w literaturze i dlatego dalej tez
bedzie uzywany.

WALORY NUMERYCZNE. Od planu eksperymentu wymagaé¢ mozemy tego, by
jego uzycie prowadzito do redukcji btedéw numerycznych powstajacych przy ob-
liczaniu oszacowan parametréw modelu (np. wéwczas, gdy do obliczen stosujemy
metode najmniejszych kwadratéw).

SYMETRIA OBROTOWA PLANU. Symetria obrotowa planu to wymaganie sta-
tosci wariancji oszacowania wyjscia modelu w statej odlegtoéci od centrum planu.
Centrum planu to punkt w przestrzeni wejéé¢, w ktérego otoczeniu tworzony jest
model matematyczny procesu. Symetria obrotowa planu ma zatem na celu za-
pewnienie, by dokladnos$é¢ oszacowania wartosci wyjscia modelu nie preferowala
zadnego kierunku. Dalsze rezultaty na temat plandéw o symetrii obrotowej i ich
znaczenia znalezé mozna w [62], [188]. Dawniej w literaturze polskiej plany te
nazywano planami rotatabilnymi.
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OPTYMALNOSC PLANU. Wymaganie optymalnos$ci planu oznacza, ze przyjety
zostal pewien wskaznik mierzacy jakosé (np. dokladnosé oszacowania parametrow
modelu) réznych planéw, a plan optymalny to taki, ktory zapewnia najwieksza
mozliwa do osiagniecia w danych warunkach wartos¢ tego wskaznika.

PLANY UWZGLEDNIAJACE NIEPRAWIDLOWA SPECYFIKACJE MODELU. Bada-
nia planéw optymalnych opieraja sg na zalozeniu, ze struktura modelu jest znana
i poprawna. Wiedze te musimy mie¢ jeszcze przed do$wiadczeniem. Od dosé daw-
na zdawano sobie sprawe z ograniczajacej roli tego zalozenia [70], [78], [95], lecz
pierwsze istotne wyniki dotyczace odpornosci planéw produktowych uzyskano
niedawno [167], [165].

KOSZT 1 CZAS TRWANIA EKSPERYMENTU. Minimalizacja kosztow i czasu eks-
perymentu sg wymaganiami réwnie oczywistymi, co trudnymi do spelienia. Zwy-
kle wymaganie to uwzglednia sie tylko posrednio, dazac do minimalizacji liczby
przeprowadzanych eksperymentéw. W [93] zawarte sa rezultaty na temat doboru
liczby pomiaréw w sytuacji, gdy uwzglednia sie ich koszt. Inne podejscie oméwimy
w rozdziale 9.

PLANY UWZGLEDNIAJACE KORELACJE ZAKLOCEN. Zalozenie o braku korela-
cji zaklécen miedzy kolejnymi pomiarami nawet wtedy, gdy pomiary wykonywane
sag w tym samym punkcie przestrzeni eksperymentu, jest jednym z podstawo-
wych warunkéw naktadanych w calej klasycznej teorii planowania eksperymentu.
Bedziemy je przyjmowaé takze w tej ksiazce, gdyz wydaje sie, ze w wielu pro-
blemach praktycznych jest ono do utrzymania, zwlaszcza tam, gdzie zZrodlem
btedow losowych sg zakldcenia pomiarowe. Zagadnieniom planowania w sytuacji,
gdy przyjmuje sie zalozenie o skorelowaniu zaklécen po$wiecona jest relatywnie
bogata literatura [157], [158], [159], [182], [183], [181], [13], [14], [18], [30], [33], [50],
[94], [161].

PLANY WYKORZYSTUJACE INFORMACJE A PRIORI O PARAMETRACH. Plano-
wanie takie miesci sie w obszarze tzw. podejscia bayesowskiego. Jego zastosowanie
wymaga zalozenia, ze nieznane wartosci parametréw modelu sg wynikiem loso-
wania ze znanego nam rozkladu prawdopodobienstwa. Gdy informacja taka jest
dostepna, to do planowania eksperymentu zastosowaé¢ mozna podejécia omawiane
w [106], [107].

PLANOWANIE SEKWENCYJNE. Przy czynionych wczes$niej zalozeniach mozliwe
byto jednorazowe rozdysponowanie wszystkich obserwacji, jakie mozna w danych
warunkach wykonaé. W sytuacji, gdy wyjscie modelu zalezy nieliniowo od nie-
znanych parametréow, celowe jest etapowe podejmowanie decyzji o alokacji eks-
perymentéw. W pracach [35], [171], [166] zawarte sa interesujace rezultaty na
temat sekwencyjnego planowania, w ktérym decyzje o rozmieszczeniu kolejnych
obserwacji podejmuje si¢ na podstawie juz zdobytych informacji.

PLANY UWZGLEDNIAJACE CZYNNIKI ILOSCIOWE 1 JAKOSCIOWE. Zmienne
wejSciowe moga mieé¢ charakter ilosciowy lub jakosciowy. Zadania planowania



22

z czynnikami obu rodzajéw sa od dluzszego czasu badane, por. [76], [204], [205],
[163], [5]. Specyfika tego rodzaju planowania polega na tym, ze wplyw czynni-
kéw jakosciowych uwzglednia¢ mozna poprzez dopuszczenie zmian parametrow
modelu, w zaleznoéci od wartosci czynnikéw jakosciowych.

2.2. llosciowa ocena jakosci planéw eksperymentu

Rozwazmy dwa plany f%N) = {z},zh,..., 2y}, féN) = {zf, 24, ..., 2%}, prze-
znaczone do estymacji parametrow tego samego modelu. Chcemy ocenié, ktéry
z nich jest lepszy z punktu widzenia doktadnosci estymacji. Poprzednio w twier-
dzeniu Gaussa—Markowa poréwnywaliSmy liniowe sposoby oceny parametréw mo-
delu liniowegp za pomoca relacji < miedzy macierzami kowariancji ocen parame-
tréw, ktére w pelni opisuja jakosé liniowych nieobciazonych estymatoréw. Twier-
dzenie Gaussa—Markowa daje nam dobre podstawy do poroéwnywania planow
i planowania eksperymentu, gdyz zapewnia ono, ze na drodze ulepszania metody
przetwarzania wynikow pomiaréw nie uzyskamy poprawy dokitadnoéci, jesli na
metode przetwarzania nakladamy wymog liniowosci i nieobcigzonosci odpowia-
dajacego jej estymatora. Dalszej poprawy mozemy szukaé na drodze ekstensywnej
lub intensywnej. Przez droge ekstensywna rozumiemy tu wykonanie jednej lub
kilku czynnosci:

1. Zmniejszenie wariancyi zaklocer o%(z). Zabieg ten wymaga albo zmiany przy-
rzadow pomiarowych, albo wielokrotnego powtarzania tego samego pomiaru
i usredniania wynikéw.

2. Zwiekszenie liczby pomiardw N. Wiaze sie to ze wzrostem kosztéw i/lub czasu
eksperymentu.

3. Zwiekszenie obszaru eksperymentu X lub zmiana jego ksztaltu. Zwickszenie
obszaru eksperymentu wymaga zwykle nakladéw na urzadzenia wykonawcze
realizujace wymuszenia. Ponadto, zwickszajac nadmiernie obszar planowania,
ryzykujemy, ze badany model przestanie by¢ adekwatny.

Jesli zrealizowane zostaly wszystkie powyzsze proste sposoby zwigkszania do-
ktadnosci estymacji, to pozostaje jedynie droga intensywna, polegajaca na dobo-
rze planu eksperymentu €N, przy zalozeniu, ze N i X sa ustalone, a wariancja
pomiaréw nie moze ulec zmniejszeniu.

Jedli z gory przyjmiemy, ze do estymacji uzyjemy metody najmniejszych kwa-
dratow, to do porownywania planéw skorzystaé¢ bedzie mozna z macierzy kowa-
riancji cov(a) lub macierzy informacyjnej, bedacej jej odwrotnoscia. Powstaje
wigc problem poréwnywania ze soba macierzy cov(a) odpowiadajacych réznym
planom. Macierze takie na ogot nie sg ze soba poréwnywalne w sensie wprowadzo-
nej w poprzednim rozdziale relacji > miedzy macierzami symetrycznymi. Z tego
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wzgledu pozostaje nam postugiwanie sie skalarnymi! funkcjami macierzy cov(a)
(lub macierzy informacyjnej) tak wybranymi, by mialy interpretacje statystyczna.

Zakladamy, ze spelnione sa zalozenia rozdziatu 1.1, a oszacowania parametréw
a obliczono metoda najmniejszych kwadratéow. W celach interpretacyjnych zakta-
damy, ale tylko w tym podrozdziale, normalnosé¢ rozktadu zaklécen. Przy tych
zalozeniach udowodni¢ mozna, ze elipsoida ufnosci dla oszacowan parametréow
regresji ma postac:

(a—a)"My(EMYa—-a)<e¢, acR, (2.2.1)

gdzie ¢ > 0 jest stala zalezna od liczby obserwacji, liczby estymowanych para-
metréw, poziomu ufnosci 0 < § < 1 i oszacowania wariancji zaklécen. Stata ta
nie zalezy natomiast ani od a, ani od ¢N). Centrum elipsoidy postaci (2.2.1)
poltozone jest w punkcie a. Elipsoida ta pokrywa wektor nieznanych parametrow
z prawdopodobienstwem 0 < 3 < 1.

Dlugosci poszcezegdlnych osi elipsoidy (2.2.1) réwne sa 2/\/)\1-(MN(£(N))),

gdzie \i( My (€M), i =1,2...,r oznaczaja wartosci wlasne macierzy My (€N).
Interpretacja sposobéw porownywania jakosci planéw jest bardziej przejrzy-
sta, gdy wyrazimy dlugosci osi elipsoidy ufno$ci w réwnowaznej postaci:

czyli w terminach wartosci wlasnych macierzy kowariancji ocen parametréw.

Interesowac¢ nas bedzie wpltyw doboru planu na ksztalt elipsoidy ufnosci. In-
tuicyjnie jest jasne, ze ten z planéw jest lepszy (zapewnia wieksza dokladnosé
estymacji parametréw), ktérego elipsoida ufnosci ,,jest mniejsza”.

Zmiany planu wplywaé moga zaréwno na zmiane orientacji gtéwnej osi elip-
soidy, jak i na proporcje miedzy dtugoéciami poszczegdlnych osi. Dlatego nie ma
jednego sposobu przypisania elipsoidom — a poprzez nie takze planom — warto$ci
liczbowych, okresdlajacych ich uzytecznosé w zadaniu estymacji parametrow.

Dalej przytaczamy najczeSciej stosowane sposoby porzadkowania planéw na
podstawie réznych sposobéw mierzenia rozmiaréw elipsoidy ufnosci. Uzywaé be-
dziemy nastepujacej symboliki: jedli plan §§N) nie jest lepszy od planu féN),
w sensie okreslonym na nastepnych stronach, to bedziemy pisaé §§N) < §§N).
Okreslenie, ze plan nie jest lepszy oznacza, ze jest on réwnie dobry lub gorszy
w sensie wartosci wybranego wskaznika jakosci.

! Przeglad podejéé do definiowania planéw ,uniwersalnie” optymalnych znalezé mozna
w [105], [110]. Okazalo sie jednak, ze plany takie istnieja jedynie w bardzo specyficznych i rzad-
kich przypadkach.
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OCENA NA PODSTAWIE OBJETOSCI ELIPSOIDY UFNOSCI. Objeto$é elipsoidy
1/2
(2.2.1) jest proporcjonalna do [det M&l(f(N))] / . Dlatego plan £§N) uznajemy

za nie lepszy od planu éN) na podstawie wyznacznika macierzy kowariancji, gdy
N)y D (N —1,4(N —1, (N
eV < eV o det [M7(EM)] > det M5 (el (2.2.2)

Litera D w symbolu <2 nawigzuje do angielskiej nazwy wyznacznika determinant.

OCENA NA PODSTAWIE SREDNIEJ DEUGOSCI OSI ELIPSOIDY UFNOSCI. Srednia
dlugosé osi elipsoidy (2.2.1) jest proporcjonalna do sladu macierzy M ]\71(5(]\7 ).
Slad macierzy oznaczamy przez tr].]. Jesli bedziemy oceniaé¢ plany na tej podsta-
wie, to

M 2V o My e™)] > o [aytE™)]. (2.2.3)

Litera A w symbolu <i nawiazuje do angielskiego stowa average.

OCENA NA PODSTAWIE SREDNIEJ p-TEGO RZEDU. Ta metoda oceny planéw
jest naturalnym uogoélnieniem poprzedniej i polega na nastepujacym sposobie
liczenia $redniej dtugosci osi elipsoidy ufnoéci:

&M 2 o fu e s {a e}, e

gdzie p > 0 jest wybranym parametrem. Zwiazki tej metody oceny jakosci pla-
néw z innymi sposobami ich uporzadkowania omawiamy dalej (bezposrednio po
podaniu Definicji 4.5).

OCENA NA PODSTAWIE LINIOWO WAZONEJ SREDNIEJ. Innym uogdlnieniem
oceny planéw na podstawie éredniej dlugosci osi elipsoidy ufnosci jest liniowo
wazona $rednia

M 2 e o g [AMRHE™M)] > b [AMGHE)] (2.2.5)
gdzie A jest nieujemnie okreslona macierza wybierana przez eksperymentatora.
Warto nadmienié¢, ze ten sposéb wazenia uwzglednia¢ moze takze pozadiagonalne
elementy macierzy kowariancji ocen.

OCENA NA PODSTAWIE MAKSYMALNEJ DELUGOSCI OSI ELIPSOIDY UFNOSCI.
Ocena ta mierzy ,wielkos¢” elipsoidy ufnosci za pomocs maksymalnej dlugosci
osi tej elipsoidy, co prowadzi do nastepujacego uporzadkowania plandw:

€V <6V o max NMHEN) = mac ). 226)

Litera E pochodzi od angielskiego eigenvalue. Wobec monotonicznosci funkcji
Vvt dla t > 0, mozna pomingé pierwiastki w poprzednim wzorze — wpisano je ze
wzgledow interpretacyjnych.
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Wymienione sposoby poréwnania jakosci plandéw braty pod uwage doktadnosé
oszacowan parametréw regresji. Alternatywnym, lecz w pewnych waznych przy-
padkach réwnowaznym, spojrzeniem jest poréwnanie planéw pod wzgledem do-
ktadnosci szacowania wartosci funkcji regresji (wyjscia modelu). Spojrzenie takie
jest wazne wtedy, gdy regresja uzywana jest dla dokonania predykcji lub oszaco-
wania wartosci wyjécia pomiedzy punktami, w ktérych dokonywano pomiaréw.
Zgodnie z wlasnoscia 3, jesli dopuszczamy tylko nieobciazone estymatory wyjscia,
to dokladnos$¢ estymacji regresji w punkcie x mierzymy za pomoca wariancji
var(y(x)). Aby podkresli¢ zaleznosé wariancji od planu, wprowadzimy oznaczenie
on(z, &) = var(g(x)), a nastepujacy wzor jawnie pokazuje te zaleznosé

on(z, €M) = o? 0T (@) My (€M) v(a). (2.2.7)

Poréwnywanie planéw na tej podstawie wymaga jeszcze przyjecia sposobu poréw-
nywania dwéch funkcji. Najczesciej uzywane w teorii planowania eksperymentu
funkcjonaly przytaczamy ponizej. Ponownie ograniczymy sie tylko do takich pla-
noéw, ktére zapewniaja estymowalnosé wszystkich parametrow regresji.
EKSTRAPOLACJA W PUNKCIE xq. Niech xg bedzie z géry wybranym punktem,
w ktérym interesuje nas mozliwie dokladna estymacja funkcji regresji. Wowczas

v(z0)
€§N) < féN) & @N(anng))>¢N($Oa éN))- (2.2.8)

v(zo) . . . . .
Symbol <« nie jest w literaturze powszechnie przyjety, lecz wskazuje on na
zwiazek tego sposobu oceny planéw z (2.2.5), w ktérym jako macierz A wybrano
v(xo)v™ (o).
POROWNANIE SREDNICH WARIANCJI WYJSC. Poniewaz wariancja jest funk-
cja nieujemna to catka z niej poprawnie opisuje uérednione jej zachowanie, co
prowadzi do uporzadkowania

Q
M <d o [en@eMar > [en@ g @29
X X

Symbol % jest w literaturze uzywany, lecz zwracamy uwage, ze powyzsze Upo-
rzadkowanie jest zgodne z (2.2.5), jeli jako A wybierzemy [ v(z)vT (z)dz.

POROWNANIE MAKSYMALNYCH WARIANCJI WYJSC. Istotg tego sposobu po-
réwnywania planéw jest przyjecie, ze jako$é¢ planu mierzymy wariancja odpowie-
dzi w tym punkcie, w ktérym jest ona najwieksza, co prowadzi do

€]
£§N) < §§N) & sug«pN(x,éN)) > suggpN(x,géN)). (2.2.10)
TE S
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Oznaczenie <(i jest powszechnie przyjete. Zwiazki tego sposobu uporzadkowania
z innymi omawiane beda w dalszych rozdziatach.

Oprécz wprowadzonych uporzadkowan plandéw warto wprowadzié pojecie réw-
nowaznosci planéw. Kazde z powyzszych uporzadkowan takie pojecie zawiera-

D
to. Przykladowo, jesli postugujemy sie relacja porzadkujaca < (por. (2.2.2)),
D D
to §§N) < §§N) oraz {éN) < ng) musi implikowaé réwnowaznos¢ planéw ng)
D
i féN). Dla relacji < réwnowaznosé planéw oznacza réwnos$¢ wyznacznikéw ma-
cierzy kowariancji obu planéw (a zatem, takze réwnosé wyznacznikéw macierzy
informacyjnych). Analogiczne rozwazania przeprowadzi¢ mozna dla kazdego typu
wymienionych wyzej relacji porzadkujacych.
Warto jednak wprowadzié¢ takze mocniejsze pojecie rownowaznosci plandéw.

Definicja 2.1. Plany §£N) 1 féN) nazwiemy rownowaznymi w zadaniu estymacy
parametréw modelu (X v(x),0%(x)), i bedziemy pisaé ng) = féN), jesli

M=V e MyEl™) = My (2.2.11)

Okreslenie to stosowane bedzie takze w odniesieniu do planéw cigglych (por. z De-
finicja 2.3).

Jest oczywiste, ze plany réwnowazne w sensie tej definicji sg takze rownowazne
w sensie implikowanym przez kazde z omawianych wczeéniej uporzadkowan.

2.3. Definicje planéw eksperymentu

Zalézmy, ze w planie €V) ciag x1, 29, . . ., 2 zostal uporzadkowany w ten spo-
séb, ze pierwszych m < N jego elementéw jest réznych i sg one reprezentantami
pozostalych. Bardziej precyzyjnie, podciag ten wybieramy zgodnie z nastepuja-
cymi regulami:

— Wséréd punktéw x1,x9,...,2Tm, m < N nie ma takich, ktore sie powtarzaja,
tzn. x; #xjdlai # 7,45 =1,2,...,m.
— Dla dowolnego punktu z;, j > m istnieje punkt x;, 1 < m taki, ze z; = x;.

Definicja 2.2. Unormowang wersjg planu €M), lub krétko — planem unormowa-
nym, nazywaé bedziemy tablice

1y, T2, ..., X
", (2.3.12)
pl’ p2’ MR pm
gdzie p; def ni/N, i =1,2,...,m, natomiast n; jest krotnosciq, z jokqg punkt x;

wystepuje w ciqgu T1,T2,...,TN.
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Ze wzgledu na réwnowaznosé obu postaci planu, réwniez tablice (2.3.12) oznaczaé
bedziemy przez £N),

m

Zachodzg proste zaleznoéci n; > 0, > n; = N, oraz
i=1
m
pi >0, > pi=1 (2.3.13)
i=1

Zauwazmy, ze jesli p; = n; /N, to oczywiscie N - p; sa liczbami naturalnymi (wla-
czajac 0). Odwrotnie, pewien zestaw par {z;,p;}, i = 1,2,...,m oraz pewna
liczba naturalna N stanowia plan unormowany tylko wowczas, gdy spelnione jest

m
> p; = 1 oraz warunek
i=1

N p; sg liczbami naturalnymi, ¢=1,2,...,m. (2.3.14)
Jedli pominiemy ten warunek, zachowujac pozostate wymagania zawarte w de-
finicji planu unormowanego, to uzyskamy uzyteczne poszerzenie pojecia planu,

a mianowicie tak zwany plan ciagly, skupiony w skonczonej liczbie punktow,
ktory zdefiniowany jest nastepujaco.

Definicja 2.3. Planem cigglym &, skupionym w skoriczonej liczbie punktow, na-
zywamy tablice

xl? x27 AR xm

&= ) (2.3.15)
b1, P2, ---5 Pm
ktorej elementami sq punkty planu x; € X, 1 =1,2,...,m oraz wagi p;, speinia-
jgce warunki
m
p; >0, > opi =1 (2.3.16)
i=1

Odnotujmy, ze termin ,ciagly” w powyzszej definicji odnosi sie do pominiecia
wymagania (2.3.14). Tego waznego dla teorii i rozumienia istoty planéw opty-
malnych uogélnienia dokonali Kiefer i Wolfowitz [68]. W literaturze angielskoje-
zycznej coraz czesciej w ostatnich latach stosuje si¢ termin plany aproksymacyjne
na okreslenie planéw ciagltych, skupionych w skonczonej liczbie punktéw. Ter-
min ten dobrze oddaje istote tych planéw. Pozostaniemy jednak przy terminie
stosowanym dotychczas w polskiej literaturze.

Warunki (2.3.16) pozwalaja traktowaé wagi p;, i = 1,2,...,m jako rozklad
prawdopodobienstwa skupiony w skonczonej liczbie punktow x1,zs, ..., Tm. In-
nymi slowy, plan £ to miara prawdopodobienstwa, ktora punktom x1,x9,...,Tm
przypisuje p;, ¢ = 1,2,...,m.

W teorii planowania eksperymentu pojecie planu uogdlniane jest jeszcze bar-
dziej (por. [64], [105]).
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Definicja 2.4. Cigglym planem eksperymentu nazywa sie dowolng miare proba-
bilistyczng p zadang na o-ciele zbioréw borelowskich w X .

Aby ocenié¢ praktyczna przydatno$é powyzszej definicji, przytoczymy (bez
technicznie zaawansowanego dowodu) nastepujacy rezultat. Uzyte w nim macie-
rze informacyjne dla planéw cigglych sa naturalnymi uogélnieniami klasycznych
macierzy informacyjnych (formalne definicje podamy w nastepnym rozdziale).

Twierdzenie 2.1. Niech obszar planowania X C R® bedzie zbiorem zwartym.
Zaldimy, ze funkcja o(x) > 0 oraz funkcje tworzgce wektor v(z) o r skliadowych
sq ciggte w X. Niech p bedzie dowolnie wybrang miarg probabilistyczng okreslong
na X i takq, dla ktorej caltka w (2.3.17) istnieje i jest skoniczona. Wowczas istnieje
odpowiadajgcy mierze p plan ciggly & postaci (2.3.12) skupiony w co najwyzej
r(r+1)/24 1 punktach i taki, Ze

m

/0_2(33)'0(96) vl () p(dx) = 20_2(:Bi)piv(:):i)UT(xi). (2.3.17)

X i=1
Réwnosé (2.3.17) oznacza, Ze p = £ w sensie Definicji 2.1.

Calka po lewej stronie réwnosci (2.3.17) dotyczy kazdego elementu macierzy
o~ 2(x)v(z)vT (z), a dla kazdego z nich interpretowana jest w sensie Lebesgue’a
(por. [12]).

Poprzedni rezultat pozwala ograniczy¢ sie do badania planéw cigglych, sku-
pionych w skonczonej liczbie punktéw, bez straty jakosci estymacji. Ograniczenie
to obowiazywac¢ bedzie we wszystkich dalszych rozdziatach, w ktérych zajmowaé
sie bedziemy estymacja modelu regresji liniowe;j.

Definicja 2.5. Zbior wszystkich planow cigglych, skupionych w skonczonej licz-
bie punktow ustalonego zbioru X, nazywaé bedziemy zbiorem plandw dopuszczal-
nych i oznaczaé bedziemy przez = lub przez Z(X), jesli bedziemy chcieli jawnie
wskazaé obszar planowania X .

Plany z klasy Z(X) podaja wzgledny rozklad czestosci pomiaréw w punk-
tach x1,x9,...,x,. Aby zastosowaé taki plan w praktyce, musimy przetworzy¢
te czestosci w liczby eksperymentéw, ktére nalezy wykona¢ w kazdym z tych
punktow. Ponizej przedstawiamy kilka uwag na temat realizacji planéw ciagglych,
skupionych w skoniczonej liczbie punktéw.

1. Realizacja planu opisanego w Definicji 2.3 wymaga:
— wybrania sumarycznej liczby obserwacji N > 0,

— obliczenia liczb n), = Np;, i =1,2,...,m,
— wykonania operacji zaokraglania, ktora polega na:
e obliczeniu n/ = |[Np;], i =1,2,...,m (|a] to najwieksza liczba cal-

kowita, nie wigksza niz «)
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e obliczeniu N, = N — g: ny,
i=1
e rozmieszczeniu pozostatych N, pomiaréw (np. losujac N,-krotnie (z po-
wtorzeniami) elementy ze zbioru z1, xa, ..., Tm).

2. Powyzsze kroki daja w wyniku pary (z;,n;), ¢ = 1,2,...,m. Nalezy jeszcze
zadecydowaé o kolejnosci podawania poszczegdlnych ,kopii” x; na wejscie ba-
danego obiektu. Kolejnosé t¢ mozna wybraé na co najmniej dwa sposoby:

— losowy — zgodnie z sugestiami Fishera z poczatkéow XX wieku; zasada
randomizacji w realizacji eksperymentu powinna redukowaé wplyw czyn-
nikéw, ktore w modelu nie zostaly uwzglednione,

— systematyczny — stosowany wtedy, gdy losowa kolejno$¢ nie moze by¢ zre-
alizowana, lub wtedy, gdy systematyczny wybor kolejnoéci moze przynieéé
dodatkowe korzysci (uproszczenie obliczen, zmniejszenie kosztéw itp.).

Bardzo szczegdlowa analize doktadnosci zaokraglania przeprowadzono w [110].



3. Geometria zbioru macierzy informacyjnych

Badanie geometrii zbioru wszystkich osiagalnych macierzy informacyjnych
jest waznym etapem poszukiwania planéw optymalnych. Wnioski z wtasnosci
geometrycznych i topologicznych tego zbioru postuza nam, miedzy innymi, do
podania warunkéw dostatecznych istnienia rozwigzan optymalnych.

3.1. Elementarne wfasnosci macierzy informacyjnych
Rozpoczniemy od okreslenia, czy tez raczej rozszerzenia, pojecia macierzy

informacyjnej na wszystkie plany ciagle skupione w skonczonej liczbie punktéw.
Przypomnijmy, ze zbiér wszystkich takich planéw oznaczyliSémy przez = (lub przez

E(X)).
Unormowany plan £(N) nalezy do klasy planéw Z. Jednoczeénie, poniewaz jest
on tylko innym zapisem planu wyrazonego w ,naturalnej postaci” {z1, z2,...,2nx},

potrafimy dla niego obliczy¢ macierz kowariancji i macierz informacyjna (por.
rozdzial 1.3).
Przypomnijmy, ze jesli zastosujemy taki plan i oszacujemy parametry za po-

mocg wazonej MNK, to macierz kowariancji cov(a) = {M (W ))} -, gdzie
My (M) = N Y072 () piv(wi) o7 (2:), (3.1.1)
i=1

zakladajac, ze My (€(N)) jest nieosobliwa.

Jesli pominiemy wspotczynnik proporcjonalnosci N i dopusdcimy, by N p; nie
byty liczbami naturalnymi, to otrzymamy unormowang macierz informacyjna tak-
ze dla planu ciaglego. Rozszerzenie to prowadzi do nastepujacej definicji.

Definicja 3.1. Macierzq informacyjng (unormowang) planu § € Z(X) zadania
estymacgi parametréw modelu (X, v(x),0?(z)) nazywamy

M) = Z o 2(x;) pi o) vT (), (3.1.2)
i=1

przy zaloZeniu, Ze dla kazdego x € X zachodzi o(x) > 0.

Naturalnym uogdlnieniem definicji unormowanej macierzy informacyjnej, na
przypadek gdy pojecie planu traktujemy ogdlnie, jest nastepujace okreslenie.
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Definicja 3.2. Jesl plan £ jest miarg probabilistyczng na X i jesli ponizsza catka
istnieje i jest skonczona, to jako unormowang macierz informacyjng tego planu
przyjmujemy

M(E) = / o 2(2) v(z) v (z) £(dw), (3.1.3)
X

gdzie catka rozumiana jest w sensie Lebesgue’a, a operacja caltkowania odnosi sie
do wszystkich elementéw macierzy o= 2(z)v(z)vT ().

A oto podstawowe wlasnosci macierzy informacyjnych. Pomijamy ich elemen-
tarne dowody.

1. Dla dowolnego & € =, M () jest symetryczna i nieujemnie okre$lona macierza
o r wierszach i kolumnach, gdzie r = dimv(x).
2. Macierz informacyjna M (§) planu

X1, X, ..., T
' ", (3.1.4)
b1, P2, ---5 Pm

ktérego liczba punktéw nosnika m jest mniejsza niz r, jest macierza osobliwa.

3. Niech M (£) bedzie macierza informacyjna modelu (X, v(z),0?(z)) dla planu
¢ € E(X), przy zalozeniu, ze o(z) > 0, v € X. Wowczas M () jest réwniez
macierza informacyjna dla tego samego planu, lecz formalnie w innym modelu:
(X,v(z) o (z),1).

Innymi stowy, modyfikujac funkcje v(x) (rozpinajace regresje) przez podzie-
lenie ich przez pierwiastek z wariancji zaklécen i przyjmujac formalnie stalg
wariancje réwna 1, otrzymujemy te sama macierz informacyjna.

4. Niech M(£) bedzie macierza informacyjna modelu (X, v(x),0?(z)) dla planu

£ € E(X). Niech A, dim A = r x r bedzie zadana macierza. Macierz informa-
cyjna w modelu (X, Av(z),0?(z)) ma postaé: A-M(€)-AT.
Jedli funkcja a” v(x) poddana zostanie zmianie parametryzacji a” = b7-A (np.
zmianie skali dla poszczegélnych parametréw), to problem estymacji para-
metrow a przeksztalca sie w zadanie estymacji wektora b w funkcji regresji
rozpietej na funkcjach Aw(zx), a macierz informacyjna po reparametryzacji
ma postaé A-M(€£)-AT.

3.2. Klasa realizowalnych macierzy informacyjnych

W zbiorze Z(X) okresli¢é mozna kombinacje wypukla planéw ciaglych, korzy-
stajac z tego, ze plany te mozna utozsamia¢ z odpowiednimi dyskretnymi roz-
ktadami prawdopodobienstw, a dla rozktadéw potrafimy okresli¢ ich kombinacje
wypukla, zwang czesto mieszaning rozktadéw.
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Definicja 3.3. Dia 0 < a < 1 kombinacje wypukiq plandw &' € Z 1 £" € = ozna-
czamy nastepujgco (1—a) &' +a & i definiujemy jako mieszanine odpowiadajgcych
mm rozktadow prawdopodobieristwa.

W celu uswiadomienia sobie jak powstaje kombinacja wypukla planéw, zapiszmy
proces jej tworzenia w postaci algorytmu.
Rozwazmy dwa plany o postaci:
ay, b, .., "
é./ - /1 12 :nl ’ é.// - /! /! :12 ) (325)
b1, P2, ---5 Pmi b1, P2, ---5 DPm2

1 1
T1, Ty, ..., T

Ich kombinacja wypukla (1 — «) & + a£” jest tablica o tej samej postaci jak te
w (3.2.5). Elementy nowej tablicy powstaja nastepujaco.
Krok 1. Jako punkty pierwszego wiersza nalezy wziaé

/ / / 14 ! I
{xl,.TQ,...,fUml} U {:Ul,x2,...,x

m2/J *
Elementy tej sumy beda oznaczone przez x1,x2, ..., Tm, gdzie m < ml 4+ m2.
Krok 2a. Plany ¢ i £’ poszerzamy tak, by w pierwszym wierszu obu planéw
pojawilty sie punkty xi,za,...,Tm.

Krok 2b. Punktom nosnika, ktére w danym planie pojawity sie na skutek po-
szerzenia, przypisujemy wagi o wartosciach zero. Wagi punktéow po tym po-
szerzeniu oznacza¢ nadal bedziemy, odpowiednio, przez p} i p.

Zauwazmy, ze mimo poszerzenia, wagi te nadal sumujg sie¢ do jednosci.

Krok 3. Wagi wynikowe powstaja zgodnie ze wzorem (1 — «)p} + apl/, i =
1,2,...,m.

Z krokéw tych wynika natychmiast, ze kombinacja wypukta planéw &' € Z(X)

i&"” € Z(X) jest réwniez ciaglym planem eksperymentu, tzn.

[(1-a)¢ +ag"] € E(X),
dla dowolnego 0 < o < 1. Innymi stowy:

Wtasno$é 5. Zbior E(X) wszystkich plandw cigglych na ustalonym zbiorze X
jest zbiorem wypuklym.

Kombinacje wypuklg planu ¢’ i planu jednopunktowego skupionego w x oznaczaé
bedziemy przez (1 — a) & + ad,.

Wtasno$é 6. Niech & bedzie planem skupionym w jednym punkcie x z wagq
rowng 1 4 niech

¢ = T Tl (3.2.6)
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Zaloimy, Ze v # x;, i = 1,2,...,2m1. Wowczas, dla 0 < a < 1, plan & =
(1—a)f +af” ma postaé

/ / /
X, To, ey Tl €T

§= (3.2.7)

1—-a)p), A—a)phy, ..., 1—a)p,,;, «

Wiasno$c¢ ta bedzie czesto wykorzystywana w algorytmach numerycznego po-
szukiwania plandéw optymalnych. Jest ona takze podstawowa dla badania geome-
trii zbioru osiggalnych macierzy informacyjnych, czyli takich, ktére da sie wyge-
nerowaé poprzez zmienianie wszystkich cigglych planéw eksperymentu.

Definicja 3.4. Zbiorem osiggalnych macierzy informacyjnych M(X,v, o) w za-
daniu estymacji (X,v(z),0%(z)) nazywamy

M(X,v,0) = {M(): €€ =(X)}. (3.2.8)

Bedziemy pomija¢ argumenty M, gdy postaé¢ zadania estymacji wynikaé¢ bedzie
z kontekstu.
Zauwazmy, ze jesli My, My € M, to takze

(a My + (1 — ) M) € M, (3.2.9)

dla dowolnego 0 < «a < 1. Jest tak, gdyz Mi, Ms moga byé elementami M
tylko wéwezas, gdy istnieja takie plany &1, & € 2, dla ktérych My = M (&) oraz
My = M(&). Tak wiec

aMl—l—(l—a)Mg = M[afl—l—(l—a)fg]. (3.2.10)

Wobec wypuklosei zbioru planéw ciaglych mamy: (a&; + (1 — a)&2) € E, co
implikuje M [a&; + (1 — a) &) € M. W ten sposéb udowodniliSmy:

Wtasno$é 7. M(X,v,0) jest zbiorem wypuklym.

Nastepna wtasnos¢ zbioru M jest wazna, gdyz zapewnia istnienie rozwigzan za-
dan planowania optymalnego.

Twierdzenie 3.1. Jezeli obszar planowania X jest zbiorem zwartym, a funkcje
v(x) oraz o(x) sq ciggle w X, to zbior M(X,v,0) tez jest zwarty.

Dowdéd tego twierdzenia pominiemy (patrz [105]). Nastepna wlasnosé jest wnio-
skiem z Twierdzenia 3.1 i znanego twierdzenia Caratheodory’ego (por. [105]).

Wtasnosé 8. Niech spetnione bedqg zatozenia Twierdzenia 3.1.

1. Dla kazdego planu & € Z(X) istnieje plan £ € Z(X) skupiony w co najwyzej
r(r+1)/2+1 punktach i taki, ze M (&) = M(£').

2. Jesli ponadto macierz M () lezy na brzegu zbioru M, to plan & mozna wybraé
tak, by jego nosnik zawieral co najwyzej r (r + 1)/2 punktéow i jednoczesnie, by
rownowazno$é¢ planow byla zachowana.
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Zbiorowi M mozna nadaé interpretacje geometryczna. Wobec symetrii macie-
rzy informacyjnych, mozemy utozsamiaé je z wektorami r (r+1)/2 wymiarowymi,
utworzonymi z uporzadkowanych elementéw macierzy lezacych na jej przekatnej
lub ponad nia. M da sie zatem zobrazowaé¢ w przestrzeni R"("t1)/2. Potencjalna
konstrukcja geometrycznego ksztaltu zbioru M rozpoczyna si¢ od zobrazowania
zbioru {o~2(z)v(z)vT (z) : x € X}, a nastepnie znalezienia jego powloki wypu-
ktej. Rzeczywista mozliwo$é¢ narysowania zbioru M ogranicza sie oczywiscie do
przypadku r = 2. Gdy r = 3 i pierwszym elementem wektora v(z) jest 1, szkico-
wany bywa rzut prostopadly zbioru M, powstajacy przez pominiecie sktadowej
stalej.



4. Optymalne plany eksperymentu

Rozdziat ten zajmuje centralne miejsce w pierwszej czesci tej monografii. Ze-
stawiamy w nim znane kryteria optymalnosci planéw i szczegétowo omawiamy
klasyczne twierdzenia Kiefera—Wolfowitza, podajace warunki konieczne i dosta-
teczne optymalnosci. W ostatnim podrozdziale omawiamy te klasy zadan plano-
wania, ktore dzieki temu twierdzeniu rozwiazaé¢ mozna analitycznie.

4.1. Dalsze uwagi na temat oceny jakosci planu

Kazdy ze sposobéw uporzadkowania planéw, ktére byty omawiane w rozdzia-
le 2.2 mozna natychmiast rozszerzy¢ na plany ciagle o nieosobliwej macierzy
informacyjnej. Kazda z tych relacji porzadkujacych pozwala tez zdefiniowaé od-
powiadajace jej zadanie poszukiwania optymalnego planu. Przeglad sformutowan
takich zadan jest celem niniejszego podrozdziatu. Pokazemy je na tle ogélnego
sformutowania problemu planowania optymalnego.

Podobnie jak przy definiowaniu relacji porzadkujacych, postugiwaé¢ sie mozna
funkcjami zdefiniowanymi na zbiorze macierzy kowariancji lub macierzy informa-
cyjnych. Przyjmiemy konwencje wyrazania ich w terminach M (&). Poréwnywaé
bedziemy jakos¢ jedynie takich planéw cigglych, ktérych macierz informacyj-
na jest nieosobliwa. Zbior wszystkich takich planéw oznaczaé¢ bedziemy przez
& def {£ € 2: det M (&) > 0}. Zauwazmy, ze zbiér planéw = zalezy tylko od ob-
szaru planowania X, natomiast jego podzbiér = wyznaczany jest takze przez
przyjety model (X,v(x),0?(x)). Nie bedziemy jawnie wskazywaé na te zaleznosé,
aby nie komplikowa¢ notacji.

Funkcje oceniajace jako$¢ planu i stuzace do zdefiniowania planéw optymal-
nych przyjeto nazywaé kryteriami planowania eksperymentu, cho¢ nazwa ,,wskaz-
nik jakosci planowania” byltaby bardziej wtasciwa. Dalej podajemy zestaw ogél-
nych wymagan naktadanych zwykle na funkcje kryterialne.

Niech ® bedzie funkcja, ktéra odwzorowuje elementy zbioru symetrycznych
r X r macierzy nieujemnie okreslonych w zbior liczb rzeczywistych. Zbiér wszyst-
kich symetrycznych i nieujemnie okreslonych macierzy o r wierszach i kolumnach
oznaczamy dalej przez A,. Zakladamy przy tym, ze jeSli argument ® jest macie-
173 osobliwg, to ® przyjmuje warto$¢ —oo. Précz tego przyjmujemy nastepujace
zalozenia:
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JEDNORODNOSC. Dla dowolnego o > 0 i macierzy A € A, ®(ad) = s(a)P(A)
dla pewnej skalarnej, nieujemnej i rosnacej funkcji s.

MONOTONICZNOSC. Dla dowolnych macierzy A, B € A, ale takich, ze A—B > 0,
zachodzi ®(A) > ©(B).

WEKLESLOSC. Dla dowolnego 0 < a < 1 oraz A,B € A, zachodzi nieréwnosé:
P(l—a)A4+aB)>(1—a)P(A)+ ad(B).

ROZNICZKOWALNOSC. Dla nieosobliwych macierzy A € A, istnieje r X r macierz

dPd(A) .
F(A) = |—— =12,...,r
( ) [ dazj ‘| ) Z?j b ) 7r
Definicja 4.1. Plan & € E nazywamy ®-optymalnym, jesli
max @M (¢)) = (")) (4.1.1)

Przyjeto tu konwencje maksymalizacji funkcji ®. Jesli dalej pojawi sie zadanie
minimalizacji kryterium planowania, to wystarczy za ® podstawi¢ —®, by dopa-
sowaé takie zadanie do powyzszego ogdlnego schematu.

Jak juz wspominaliS$my, poréwnywanie jakosci planéw za posrednictwem funk-
cji det[M~1(¢)] nalezy do najbardziej rozpowszechnionych. Poniewaz

det M) = 1/det M(&),

to przyjeta sie nastepujaca wersja definiowania zadania D-optymalnego planowa-
nia.

Definicja 4.2. Plan & nazywa sie D-optymalnym, jezeli

det M (&%) = max det M (&). (4.1.2)

Wobec Scistej monotonicznoéci funkcji logarytm, planéw D-optymalnych poszu-
kiwa¢ mozemy maksymalizujac funkcjonal ®(&) = Indet(M(&)).

Definicja 4.3. Niech A bedzie wybrang r X r macierzq symetryczng. Plan £ na-
zywamy L-optymalnym, jezeli

tr [A Mﬁl(g)} = Igrgél tr [A M71(§)} (4.1.3)
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Szczegblnymi przypadkami tego kryterium jest wazne kryterium A-optymalnosci,
ktére otrzymuje sie, gdy A = I,. Podobnie, przyjecie A = cc’, gdzie ¢ € R"
jest wybranym wektorem, prowadzi do kryterium c-optymalnosci. Jesli, z kolei
jako ¢ przyjmiemy wektor v(xg), to otrzymamy kryterium ekstrapolacji w (wy-
branym przez nas) punkcie zp. Nazwa ta ma nastepujace uzasadnienie. Jesli
A = v(x)vT (z0), to kryterium L-optymalnoéci sprowadza si¢ do minimalizacji
v (2g) M~1(€) v(x0), a wyrazenie to jest proporcjonalne do wariancji predykcji
w punkcie xg.

Definicja 4.4. Plan §~ nazywamy E-optymalnym, jezeli

1/ . —1
Amax [M1(E)] = . (M), (4.1.4)
gdzie Amax[.] oznacza maksymalng warto$é wlasng macierzy w nawiasach kwa-
dratowych.

Definicja 4.5. Niech p > 0 bedzie wybrang liczbg naturalng. Plan € nazywamy
L,-optymalnym, jezeli

{or 2@} = min {er (7))} (4.15)

e

Gdy p — 0+, to {tr [M_p(f)]}l/p jest zbiezne do det(M ~1(¢)). Natomiast, gdy
p — 00, to {tr [MP(O]}? = Amax [M~1(¢)]. Dlap = 1 otrzymujemy oczywidcie
kryterium A-optymalno$ci. Gama kryteriéw L, pokrywa szeroki zakres kryteriéw
od D-optymalnoéci do E-optymalnosci.

Omoéwione poprzednio kryteria planowania odpowiadaly uporzadkowaniom,
w ktorych plan oceniany byt z punktu widzenia dokladnosci oceny parametrow.
Omawiane dalej kryteria sa odpowiednikami uporzadkowan (2.2.9) i (2.2.10),
a wigc optymalnos¢ widziana jest tu pod katem jakosci estymacji funkcji regresji.

Odpowiednikiem wariancji odpowiedzi (2.2.7) dla planéw ciaglych £ € Z jest

¢(z,€) = vl (z) M~ () v(x). (4.1.6)

Uwaga 4.1. W powyzszym wzorze i dalej w calej ksigzice przyjeto o*(x) = 1. Nie
ogranicza to ogélnosci rozwazar, gdyi podstawienie o~ (x)v(x) w miejsce v(x)
redukuje problem do takiego, w ktorym wariancja rowna jest jeden. Zwracamy tez
uwage Czytelnika na fakt, Ze funkcje ¢(x,&) i (2.2.7) sq do siebie proporcjonal-
ne tylko wowczas, gdy wariancja zakléceri jest stala (niezalezna od x) w calym
obszarze planowania. W przeciwnym razie, ¢p(x,&) traktowaé nalezy jako wygod-
ny skrocony zapis dla prawej strony wzoru (4.1.6). Dla zaznaczenia tej rdéznicy
wprowadziliSmy inny kréj czcionki (¢ zamiast dotychczasowego @) i zamienilismy
kolejnos¢ argumentow.
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Definicja 4.6. Plcmé nazywamy G-optymalnym, jezeli

max (@) MY () v(z) = Ig?(élél {I;lg}{( v (z) M_l(ﬁ)v(m)} . (4.1.7)

Temu waznemu kryterium poswiecamy duzo uwagi w nastepnych rozdziatach.

Gdy oceniamy wariancje predykcji, po uérednieniu jej w pewnym obszarze
Xo C X, to plan, ktéry minimalizuje funkcjonal [y ¢(§,x)dx nazywa si¢ Q-op-
tymalnym. Kryterium Q-optymalnosci jest szczegbélnym przypadkiem kryterium
L-optymalnosci.

W literaturze (por. [105], [28], [79], [25]) rozpatruje si¢ uogdlnienie kryterium
D-optymalnosci o postaci det (A M(§) AT), gdzie A jest s x r macierza. Jesli
s # r, to otrzymamy plany inne niz D-optymalne. Kryterium to jest przyktadem
tzw. czeSciowego kryterium optymalnosci (por. [105], [175], [110]). Kryteria te
biora pod uwage doktadno$é¢ estymacji tylko cze$ci parametréw i nie beda dalej
omawiane, gdyz prowadzi¢ moga do planéw o osobliwych macierzach informacyj-
nych.

4.2. Wtasnosci kryteriow D- i G-optymalnoSci

W rozdziale tym funkcja ®(.) 4 1 det(.). Zestawimy jej podstawowe wlasno-

$ci jako funkcji macierzy i jako kryterium D-optymalnosci.
Przypomnijmy, ze wklesto$é (wypuklo$é w gore) oznacza, ze dla dowolnych
My, My € M oraz dowolnego « € (0,1)

(1-a)B(M) +a®(M) < B[(1—a) M +aM).

A oto zapowiadany zestaw wlasnosci logarytmu wyznacznika macierzy. W ich opi-

sie £* oznacza plan D-optymalny w pewnym ustalonym modelu (X, v(z), o%(x))

o nieosobliwej macierzy informacyjnej.

1. Funkcja Indet(.) rozpatrywana na zbiorze M jest funkcja wklesta. Jest ona
Scisle wklesta na M (dowéd [105]).

2. Niech A(t) bedzie pewna funkcja skalarnego argumentu ¢, ktérej wartogciami
sg symetryczne i dodatnio okreslone macierze o wymiarach r x r. Zatézmy, ze
funkcja ta jest rézniczkowalna w otoczeniu punktu t. Wéwczas

%cp (A(t) = tr {A—l(t) - déﬂ , (4.2.8)

gdzie tr oznacza $lad macierzy (dowdd [35]).
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3. Niech & € Zi & € Z beda dwoma planami w modelu (X, v(z), o%(x)). Wow-

czas
d _
cell-a)Gtag)| = —riu[MTNE) M@ (@29)
(0% a=0+
Jezeli ponadto plan &5 skupiony jest tylko w jednym punkcie z € X, to
d

o[l a)& +ad) \a L =@ @ M @) v(e). (4:210)

Dowdd — bezposrednie zastosowanie (4.2.8).

4. Niech macierz informacyjna D-optymalnego planu £*, bedzie nieosobliwa. Jesli
plan & jest réwniez D-optymalny w tym samym problemie estymacji, to
M (&) = M(&™).

Dowéd — natychmiastowa konsekwencja wlasnosci 1.

5. Niech A, dim A = r X r bedzie zadang macierza nieosobliwa. Rozwazmy zada-
nie D-optymalnego planowania dla modelu, w ktérym wektor v(z) poddano
transformacji (X, Av(x),0%(x)). Wéwczas plan £* jest réwnocze$nie optymal-
ny w modelu przeksztatconym i odwrotnie.

Dowéd wynika z tego, ze wyznacznik iloczynu macierzy kwadratowych jest
iloczynem ich wyznacznikéw. (Uwaga — zalozenie, ze A jest nieosobliwa jest
istotne.)

6. Dla dowolnego planu £ € £ wariancja o€, x) = vT(2) M~ (€)v(z) estymacji
wyjscia modelu (X, v(x), 1) spelnia nastepujace zaleznodci:

> d(&mi)pi =1 (4.2.11)
=1
max o) >, (4.2.12)

gdzie r jest liczba estymowanych parametréw.
Dowody powyzszych wlasnosci wynikaja z nastepujacego ciggu zaleznosci:

r = tr {M‘l(g)M(g)} = Z tr[MHE) v(ay) v (z)] ps = (4.2.13)
i=1
i=1

Wiasnosé (4.2.11) oznacza, ze wazona $rednia wariancji predykeji w punk-
tach planu nie zalezy od uzytego planu. Nie znaczy to oczywiscie, ze nie warto
planowaé eksperymentu. Jak wynika z (4.2.12), w punktach gdzie niedoktadnosé
estymacji jest najwigksza, wariancja wyrazenia &Tv(x) jest zawsze nie mniejsza
niz r. Przez odpowiedni doboér planu mozna sie zatem staraé¢ o to, by wariancja
ta nie przekraczata r w zadnym punkcie obszaru X. Jak zobaczymy, wtasnosé ta
jest charakterystyczna dla planéw D- i G-optymalnych.
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4.3. Réwnowaznos¢ planéw D- i G-optymalnych

Twierdzenie Kiefera i Wolfowitza (por. [69] oraz [68], [65], [66], [67]) bylo i na-
dal jest jednym z najwazniejszych rezultatow teorii planowania eksperymentu.
Odgrywa ono réwniez zasadnicza role w konstruowaniu numerycznych algoryt-
méw planowania eksperymentu.

Twierdzenie 4.1. (Kiefer i Wolfowitz 1960) Niech w modelu liniowym funk-
cje v(x) bedq ciggle na zwartym zbiorze X. Zaldzmy, zZe w zadaniu estymacyi
parametréw modelu (X,v(x),1) istnieje w Z(X) plan o nieosobliwej macierzy
informacyjnej, wéwczas nastepujgce stwierdzenia, dotyczgce plandw z Z(X), sqg
réwnowazne:
1. plan & jest D-optymalny w estymacji parametréw modelu (X, v(zx),1),
2. plan £ jest G-optymalny w estymacji parametréw modelu (X, v(x), 1
3. plan & spelnia warunek

a) = 4.3.14

max ¢(§", ) = 1, (4.3.14)

gdzie ¢(*,x) = v(x)T M~ (") v(x). Ponadto, we wszystkich punktach nosni-

ka 7,25, ... 2}, planu £ osiggane jest maksimum w wyrazeniu (4.3.14), tzn.
p(Exr) =7, i=1,2,...,m.

Poniewaz przy poczynionych zalozeniach funkcja ¢(£*, x) jest ciagla na domknie-
tym i ograniczonym zbiorze X, to warunek (4.3.14) zastapi¢ mozna nastepujacym

sup ¢(£5,z) = r. (4.3.15)
zeX
Dowdd tego twierdzenia, na podstawie rézniczkowych warunkéw optymalnosci
funkcji wypuklych, znalezé mozna w wielu monografiach [105], [35], [175]. My
ograniczymy sie do wykazania, ze tezy 1) i 3) sa réwnowazne.
Rozwazmy plan o postaci: £, = (1—a) & +ad,, «€ (0,1), gdzie d, oznacza
plan skupiony w jednym punkcie x € X. D-optymalnoé¢ planu &* implikuje, ze

do a=0 S

co, na mocy wlasnoéci 3), prowadzi do nieréwnosci:
v () MY () v(z) < r, z€X. (4.3.16)

Stad mamy natychmiast max,cx ¢(£*,z) < r. Nieréwnosé ta po zestawieniu jej
z (4.2.12) kohczy dowdd stwierdzenia 3), o ile zachodzi 1).

Dowdéd implikacji odwrotnej przeprowadzimy przez sprowadzenie do sprzecz-
nosci. Zatézmy, ze (4.3.14) zachodzi, ale £* nie jest D-optymalny. Jednoczesnie
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wiemy, ze istnieje pewien plan D-optymalny, ktory oznaczymy przez €. A skoro £*
nie jest optymalny, to ®(£) > ®(£*). Scista wklestosé funkeji ® implikuje wtedy,
ze roOwniez plany postaci:

501 = (1—Oé>§*+0é§, O[G(O,l),
beda lepsze niz £*. Zatem,

d _
— P(&, .
da (5 ) ’ a=0 >0

Nieréwno$¢ ta, po skorzystaniu z wlasnosci 3 i (4.2.9)), daje w rezultacie

m
r< [MOUE)ME)] = Y miolenm) < max ¢ @m),  (43.17)
i=1

gdzie p; i Z; to, odpowiednio, wagi i punkty nosnika planu &. Nieréwnosé ta

jest sprzeczna z warunkiem (4.3.14), ktérego prawdziwos$¢ wezesniej zalozono, co

konczy dowdd D-optymalnosci planu £*.
Ponizej podajemy kilka uwag na temat interpretacji i wnioskéw z twierdzenia

Kiefera—Wolfowitza.

1. Rezultat ten mozna wyslowi¢ nastepujaco: plan D-optymalny jest réwnocze-

$nie G-optymalny. Plan o mozliwie duzej doktadnosci estymacji parametrow
modelu zapewnia zatem najdokladniejszg estymacje samej funkcji regresji
w sensie minimaksowym, omowionym dalej.
Kolejno$¢ operacji min i max we wzorze (4.1.7) wybrana jest tak, ze dla kaz-
dego ustalonego planu ¢ € = obliczana jest maksymalna w X warto$¢ funkcji
wariancji (maksimum osiagane moze by¢ w réznych punktach). Minimalizacja
z kolei realizowana jest po wszystkich planach £ € Z w celu znalezienia takiego
planu, dla ktérego odpowiadajaca mu maksymalna wartosé¢ wariancji w X jest
najmniejsza.

2. Mozna udowodnié nastepujacy wniosek z twierdzenia Kiefera—Wolfowitza (por.
33, [36)).

Niech & € = bedzie pewnym planem dla estymacji modelu (X, v(x), o?) o nie-

osobliwej macierzy informacyjnej, a £* jest planem D-optymalnym. Oznaczmy

0% def sup,ex ¢(€o, ). Spelniona jest nastepujaca nieréwnosé:

¢o—r > Indet M(&*) — Indet M (&) > 0. (4.3.18)

Nieréwnosé (4.3.18) pozwala ocenié¢ strate dokladnosci, jaka poniesiemy stosu-
jac plan &y, zamiast planu £*. Do dokonania tej oceny nie musimy znaé¢ planu
£*, wystarczy nam wartosé¢ e = ¢g — r; jest ona dodatnia dla kazdego planu,
ktéry nie jest D-optymalny.

3. Znana jest wersja tego twierdzenia dla wariancji zaklocen zaleznej od czynni-
kéw eksperymentu (por. uwaga 4.1).
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4.4. Uogdlnienie twierdzenia Kiefera i Wolfowitza

W podrozdziale tym ® oznacza dowolng funkcje macierzy informacyjnej, ktéra
spelnia wymagania, nalozone na kryteria planowania na poczatku tego rozdziatu.

Uogblnieniem twierdzenia Kiefera—Wolfowitza na bardzo szeroka klase kryte-
riéw, prowadzacych do planéw o nieosobliwej macierzy informacyjnej, jest naste-
pujacy rezultat [67], [105], [110].

Twierdzenie 4.2. Zaldzimy, ze kryterium planowania ® jest funkcjg jednorodnag,
monotoniczng, wklestg i rozniczkowalng w sensie omowionym w rozdziale 4.1.

W zadaniu estymacji parametréw modelu (X,v(z),0%(z)) plan £ jest ®-op-
tymalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek

max V(£ 2) Zp (&, x7), (44.19)

gdzie: U(&*, ) = o 2(x) vl (z) F(M (&%) v(x), * € X, a macierz F(M(&*)) ob-
liczana jest nastepujgco, najpierw obliczany jest gradient

d®(A)

F(A): [da]’ 17.72172’77‘7
v

a nastepnie w miejsce macierzy A wstawiana jest macierz M(E*).

Warto zauwazy¢, ze funkcja W(&*, z) pelni podobna role jak funkcja ¢(£*, x) dla
kryterium D-optymalnooci, a warunek (4.4.19) jest odpowiednikiem (4.3.14).

Efektywne korzystanie z tego twierdzenia wymaga znajomosci pochodnych
kryteriéw planowania wzgledem elementéw macierzy informacyjnej (dalej nazy-
waé bedziemy je gradientami kryteriéow planowania mimo, ze nazwa ta nie jest
powszechnie przyjeta). Ponizej przytaczamy za [105] zestaw gradientéw najcze-
$ciej uzywanych kryteriéw planowania.

Lemat 4.1. Zakiadamy, ze obliczane ponizej gradienty liczone sq¢ dla nieosobli-
wej macierzy M.

Gradient kryterium D-optymalno$ci. W zadaniu maksymalizacji
®(M) = logdet(M) otrzymujemy: F(M)= M1,

Gradient kryterium A-optymalnoéci. W problemie minimalizacji tr[M 1],
czyli maksymalizacyi

®(M) = —tr[M™1] dostaniemy: F(M) = M2
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Gradient kryterium L-optymalno$ci. W problemie minimalizacji tr[A M 1],
czyli maksymalizacyi

d(M) = —tr[AMfl] dostaniemy: F(M) = M tAMmL

Jako przyklad zastosowania powyzszego twierdzenia rozpatrzmy kryterium A-op-
tymalnosci. Latwo sprawdzi¢ jednorodno$é¢, monotonicznosé i rézniczkowalnosé
funkcji tr(M~!). Odnotujmy bez dowodu (por. [105]), ze funkcja ta jest $ciéle
wypukla na M. Z warunku (4.4.19) natychmiast otrzymamy wniosek.

Whniosek 4.1. Zalézmy, ze o(x) = 1. Plan & jest A-optymalny wtedy i tylko
wtedy, gdy

ma o (2) M€ o(x) = Y pf o (2) M72(€7) u(a?). (4.4.20)
=1

4.5. Wybrane optymalne plany eksperymentéw

Analityczne znajdowanie optymalnych planéw moze polegaé na ,odgadnieciu”
pewnego planu i sprawdzeniu jego optymalnosci, korzystajac z (4.3.14). Mozna
réwniez préobowaé¢ wybraé¢ dostatecznie ogdlng strukture planu, a jego parametry
tak ,dostroi¢”, by spelniony zostal warunek optymalnosci. Autorzy rezultatow
o optymalnosci poszczegdlnych klas planéw zwykle nie podaja sposobu, w jaki
zostaly one otrzymane, lecz mozna sie domyslaé, ze — wobec braku ogdlnej meto-
dologii — postacie planéw optymalnych byly otrzymywane w jeden z opisanych juz
sposobéw. W rozdziale tym dokonamy przegladu planéw optymalnych (gléwnie
D-optymalnych) dla estymacji funkcji regresji (gléwnie) o jednej zmiennej. Dalej
plany te postuza nam jako ,klocki” do konstruowania planéw dla szerokiej klasy
funkcji wielu zmiennych w systematyczny sposob.

Analityczne znajdowanie planéw D-optymalnych znacznie sie upraszcza, gdy
liczba punktow nosnika planu jest réwna minimalnej mozliwej liczbie r, przy
ktorej macierz informacyjna moze by¢ nieosobliwa.

Rzeczywiscie, jesli plan D-optymalny w modelu (X, v(x), 1) skupiony jest do-
kladnie w r punktach, gdzie r = dimv(x), to wszystkie wagi tego planu sa réwne
i wynosza 1/r.

Tak by¢ musi, gdyz wyznacznik macierzy informacyjnej takiego planu ma
postaé

T
(det V;)* T] pi, (4.5.21)
i=1
gdzie r x r macierz V, def [v(x]),v(x5),...,v(z})], natomiast x7, i = 1,2,...,r,

to punkty noénika planu D-optymalnego skupionego w r punktach. Wystarczy
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teraz znalez¢ maksimum wyrazenia [[;_; p; wzgledem p; > 0, przy ograniczeniu
Y1 pi = 1. Jak wiadomo, osiagane jest ono dla p; = 1/r,i=1,2,... 7.

Jedli podejrzewamy, ze istnieje D-optymalny plan r-punktowy, to wystarczy
teraz optymalizowaé potozenie punktéw jego nosnika.

Jako prosty przyktad wykazemy D-optymalnosé planu

-1 1

1/2 1/2

w estymacji parametréw modelu liniowego y = aV) 4+ a® z, gdy obszarem plano-
wania jest X = [—1, 1]. Macierz informacyjna tego planu ma posta¢ M (£*) = Iy,
gdzie I oznacza macierz jednostkows 2 x 2, co implikuje: ¢(£*,z) = 1+22. Funk-
cja ta osiagga maksimum réwne 2 w punktach +1, co dowodzi D-optymalnosci tego

planu, zgodnie z twierdzeniem Kiefera—Wolfowitza.
Korzystajac z warunku (4.3.14), mozna sprawdzié, ze plan

[—1 0 1 ]
I (4.5.22)
1/3 1/3 1/3

jest D-optymalny dla estymacji regresji a® 4+ a® z + a3 22 na odcinku [—1,1].
Podobnie, korzystajac z warunku (4.4.20), mozna sprawdzi¢ A-optymalnosé

planu
- -1 0 1
_ (4.5.23)
1/4 1/2 1/4
w estymacji funkcji regresji () 4+ a® z + a® 22, X = [~1,1], przy zalozeniu,

ze dyspersja zakl6cen jest stala o(x) =1, z € X.
W pracach [64], [105] znalezé mozna dowody nastepujacych rezultatow.

Twierdzenie 4.3. Niech funkcja regresji bedzie wielomianem stopnia r—1 o po-

stact
-

y(xz) = Z a®) b=t = oTy(x), (4.5.24)
k=1
gdziev(z) = [1,z,...,2" 7. Parametry a = [aM,a®, ... o] sq estymowane
na podstawie obserwacji w X = [—1,,1].

1. Jesli ponadto, o(x) = 1, to plan D-optymalny jest jednoznacznie wyznaczony,
a charakteryzuje sie on tym, Ze skupiony jest wr punktach, ktore sq pierwiastkams
nastepujgcego réwnania

dprfl(l’)

(1 _xZ) ‘ dx

=0, (4.5.25)
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gdzie Py(x) jest wielomianem Legendre’a stopnia k. Wszystkie wagi planu sq réw-
ne 1/r.
2. Jesli o7 2(z) = (1 —2)*t (1 + 2)%*, gdzie « > —1, B > —1, to plan
D-optymalny réwniez jest jedyny i skupiony wr punktach z wagami 1/r. Punktami
nosnika planu sq pierwiastki wielomianu Jacobiego stopnia r-tego o parametrach
i f.
W monografii [64] opisano plany D-optymalne dla regresji wielomianowej z wy-
ktadniczymi funkcjami dyspersji o(z) i obszarami planowania X = [0,00) oraz
X = (—00,00).

Czytelnik zauwazy pokrewienstwo tezy 1) powyzszego twierdzenia i nastepu-
jacego rezultatu (por. [64]).

Twierdzenie 4.4. Niech estymowana na odcinku X = [0, 7| regresja trygono-

metryczna ma postaé
l

y(z) = ag+ Z aj cos(jx). (4.5.26)
j=1

Przez Tj oznaczmy pierwiastki réwnania

(1-2?) djzg(f) =0,

w ktorym P(x) sq wielomianami Legendre’a stopnia l-tego. Plan D-optymalny
dla estymacji regresji (4.5.26) skupiony jest wr =1+ 1 punktach

x; = arccos(7;), j=1,2,...,m,

ktorym przypisuje sie jednakowe wagi 1/r.

Nietrudno zauwazy¢, ze omawiane w twierdzeniu 4.5 plany D-optymalne dla
regresji trygonometrycznej zawierajacej zaréwno sktadniki sinusowe i kosinusowe
jest istotnie rézne od planéw dla regresji (4.5.26). Powodem jest bliski zwiazek tej
ostatniej z wielomianami Czebyszewa. Dowdd tego twierdzenia podano w [105].

Twierdzenie 4.5. Niech trygonometryczna funkcja regresji, okre$lona na odcin-
ku X =10, 27|, ma postac:

! !
y(r) = ag+ Z a; cos(jx) + Z Bj sin(jz). (4.5.27)
j=1 j=1

Plany D-optymalne dla estymacgi r = (21 + 1)-wymiarowego wektora parametréw
Qo, 1, ..., B1, ..., 01 charakteryzujg nastepujgoce stwierdzenia.

1. Planem D-optymalnym jest (nierealizowalny) plan ciggly £*(dx) = % dzx, od-
powiadajgcy mierze o gestosci 1/(2m) na [0, 27].
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2. Jesli wybierzemy liczbe punktéw planu m > 21 + 1 i punkty nosnika rozmiesz-
czone bedqg tak, Ze spelniony jest warunek

Tjtl — L5 = 2—77, j:1,2,...,m—1, (4.5.28)
m
to plan, ktory przypisuje tym punktom oraz dowolnemu punktowi ro € X wagi
1/m jest planem D-optymalnym dla estymacji parametréw funkcji (4.5.27).
3. Plan opisany w punkcie 1 jest takze D-optymalny dla estymacji kazdej funkcyi
postaci (4.5.27) z 1" < liczbg harmonicznych.

Wiasnos$é 3 D-optymalnych planéw dla regresji trygonometrycznej ma znaczenie
wéwcezas, gdy nie znamy dokladnie liczby harmonicznych potrzebnych do do-
statecznie dokladnej aproksymacji nieznanej funkcji. Mozna wowczas zastosowaé
plan dla regresji o wiekszej liczbie harmonicznych, a nastepnie redukowaé zto-
zono$¢ modelu bez utraty optymalnosci planu. Nalezy jednak zwréci¢ uwage na
to, ze wlasno$¢ ta nie zachodzi dla modeli innych niz trygonometryczne, a wéréd
modeli rozpinanych przez funkcje trygonometryczne wtasnosé te maja tylko te
o postaci (4.5.27).

Ponizej zestawimy znane plany optymalne w kostce wielowymiarowej dla re-
gresji liniowej wielu zmiennych o postaci

S
g(z) = o + Z a®) (k) (4.5.29)
k=1
gdzie
X = [1,1x...x[-1,1], s> 1. (4.5.30)
s-razy

Potrzebne nam bedzie klasyczne pojecie planu czynnikowego (por. [62]).

Definicja 4.7. Pelnym planem czynnikowym na dwdch poziomach nazywamy
plan, ktory nakazuje wykonac eksperymenty we wszystkich punktach wierzchot-
kowych kostki (4.5.30).

Dalej petnym planem czynnikowym na dwoch poziomach nazywaé bedziemy
takze plan & € Z(X), ktory przypisuje jednakowe wagi 1/2° wszystkim wierz-
chotkom kostki X .

Twierdzenie 4.6. Zaldzmy stalos¢ wariancji zakiécen w X.

1. Pelen plan czynnikowy &* jest planem D-optymalnym w zadaniu estymacyi
parametréw modelu (4.5.29).

2. Macierz informacyjna tego planu jest macierzg diagonalng.

3. Plan £* jest takze A- i E-optymalny (por. [105]).
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Teze 2 sprawdza sie bezpoérednim rachunkiem. Dowdéd tezy 1 sprowadza sie zatem
do maksymalizacji funkcji ¢(£*, x) na kostce, co jest bardzo latwe, gdyz dla dia-
gonalnej macierzy informacyjnej funkcja ta jest sumg kwadratéw poszczegdlnych
zmiennych.



CzeSC 1l

Plany optymalne dla modeli wielowymiarowych



5. Numeryczne poszukiwanie planow optymalnych

Zagadnienie numerycznego poszukiwania plandéw optymalnych przedstawimy

postugujac sie kryterium ®(.) def 1y det(.), czyli D-optymalnosci, gdyz metody dla

innych kryteriow sa dosé podobne.

5.1. Ogdlny algorytm gradientowy dla planéw D-optymalnych

W podrozdziale tym opiszemy klasyczna — pochodzaca z lat sze$édziesiatych
XX wieku — metode Wynna—Fedorowa.

Motywacje konstrukcji algorytmu

Przypusémy, ze wybraliSmy plan &y, ktéry chcemy poprawié¢, w tym sensie,
ze chcemy znalezé plan &, ktory poprawi wartoéé¢ ®. Rozwazmy rodzing planéw
(1 — )& + aépopr; 0 < a < 1, gdzie Epopr jest pewnym planem na X, o ktérym
sadzimy, ze poprawi wartos¢ kryterium ®. Planom tej rodziny odpowiada funkcja

jednej zmiennej «
def

w(a) = @ ((1 - )+ alpopr) - (5.1.1)

Pochodna tej funkcji wzgledem «, obliczona dla a = 0+, ma postaé (por. (4.2.9))
d _

%q) [(1 - a) S+ O‘fpopr] _ = —r+tr [M 1(50) M(gpopr)} . (5'1'2)

Wartosé powyzsza wskazuje jak szybko zmienia sie @ w otoczeniu &g, jesli zmiana
zachodzi w kierunku planu {popr. Proba znalezienia ,najlepszego” planu &popr
bytaby co najmniej rownie zlozona jak wyjSciowe zadanie. Jednakze, mozemy
ograniczy¢ klase planoéw {popr do planéw skupionych w jednym punkcie, ktéry
0zZNaczymy przez Tpopr € X. Wowczas, z (5.1.2) otrzymamy

d

— [(1 - Oé) 50 + Oégpopr]

do = —r+ 0'_2(~Tp0pr) ’UT($popr) M_l(gl) U(:Upopr)'

Mozemy teraz szukaé takiego punktu zpepr € X, ktoéry wprowadzony do planu
o najbardziej zwiekszy o~ 2(Zpopr) v (Tpopr) M 71 (€1) v(@popr), co prowadzi do
lokalnie najwiekszej poprawy wartosci kryterium ®. Rozwazania te prowadza do
metody Wynna—Fedorova, ktéra opisano na nastepnych stronach. Jak sie okazuje,
operacja znajdowania najlepszej wartosci xpopr jest najbardziej czasochlonnym
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elementem tej metody w zastosowaniu do probleméw wielowymiarowych. W na-
stepnych podrozdzialach pokazemy, ze znajdowanie doktadnej wartosci xpopr,
ktéra maksymalizuje o~ 2(Zpopr) V1 (Zpopr) M 71 (€1) v(Zpopr ), nie jest konieczne —
wystarczy znalezé ,zadowalajace” xpopr.

Opis metody

Metoda Wynna—Fedorova ulepszania planu polega na dodawaniu do jego no-
$nika punktéw z odpowiednio dobrang wagg oraz modyfikacji wag punktéw wcze-
$niej wlaczonych do planu.

Zakladamy, ze dany jest model (X, v(z),0%w(x)), a zadanie polega na znale-
zieniu przyblizenia planu D-optymalnego. W algorytmie Wynna-Fedorowa punk-
tem startowym jest wybér planu £y € =, ktérego macierz informacyjna jest nieoso-
bliwa. Wybieramy takze doktadno$¢ e > 0 dopuszczalnego niespelienia warunku
optymalnoéci po zatrzymaniu algorytmu.

Przyjmijmy, ze indeks k zlicza iteracje poprawiania planu poczatkowego (na
poczatku kladziemy k = 0). Obliczamy funkcje ¢ dla planu &

(&, x) = (cPw(z)) " v (2) M (&) v() (5.1.3)
i znajdujemy punkt
T = arg max o(&k, ). (5.1.4)

Uzyta powyzej operacja arg max oznacza, ze szukamy tej warto$ci argumentu
funkcji, dla ktérej osiagane jest maksimum. Wobec zalozonej zwartosci zbioru X
i cigglosci funkceji ¢ istnienie takiego argumentu jest zagwarantowane.

&, uznajemy za dostatecznie doktadna aproksymacje planu optymalnego, jesli

D&, ) /1 < 1+e. (5.1.5)
W przeciwnym razie, obliczamy wage oy przypisywang punktowi xj; zgodnie ze

WzOorem
(&g, ) — 7

(p(Eky i) — 1)1

Tak obliczamy «y, € (0, 1), gdy warunek stopu (5.1.5) nie jest spelniony. Nastepnie
poprawiamy przyblizenie planu optymalnego nastepujaco:

A —

(5.1.6)

Cer1 = (1 —ou) & + o 0(xp), (5.1.7)

gdzie §(z) jest planem skupionym w jednym punkcie x. W planie §(zy) punk-
towi x, formalnie przypisujemy wage 1, lecz po wykonaniu operacji (5.1.7) punkt
ten otrzymuje wage ay. Teraz numer iteracji k zwiekszany jest o jeden i ponownie
wyznaczany jest punkt wprowadzany do planu zgodnie z (5.1.4).
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Zbieznos$¢ ciggu wartosci kryterium

Mozna wykazaé (por. [210], [35], [105]), ze jezeli w omawianej metodzie pomi-
naé¢ sprawdzanie warunku (5.1.5), to generuje ona nieskoficzony ciag planéw &,
dla ktérego zachodzi

lim det[M (&) = det[M(€")] (5.1.8)

Dowodu tego rezultatu nie przedstawiamy, gdyz w nastepnych podrozdziatach
przedstawimy dowdd zbieznosci w nieco ogélniejszej sytuacji.

Warto zaznaczy¢, ze szybkosé zbieznosci algorytmu Wynna—Fedorova nie jest
zbyt duza. W istocie nalezy on do tzw. algorytméw I rzedu, tzn. takich, ktére
wykorzystuja informacje tylko o gradiencie optymalizowanej funkcji. W praktyce
algorytm ten do$¢ szybko znajduje nosnik planu zblizonego do optymalnego, na-
tomiast precyzyjny dobor wag jest dlugim procesem, ktéry mozna przyspieszy¢
wlaczajac w kazdej iteracji procedure optymalizacji wag. Procedure te opiszemy
w ostatniej czesci niniejszego rozdziatu.

Bez istotnej zmiany asymptotycznych wtasnosci metody Wynna—Fedorova wa-
ge punktu wprowadzanego do planu mozna oblicza¢ zgodnie ze wzorem

! 5.1.9

o = (519)

zamiast stosowaé (5.1.6). Dopuszczalny jest nawet taki wybor dowolnego ciagu
0 < ap < 1, ktéry spetlnia warunki

oo [e.9]
Z o = 00, Z ol < oo. (5.1.10)
k=0 k=0

Wybér zgodnie z réwnaniem (5.1.6) ma walor lokalnej optymalnosci, gdyz
wartos¢ ta maksymalizuje

det M [(1 — a) & + a&(xy)]

wzgledem a.

Algorytm Wynna—Fedorova formalnie nie zmienia si¢ w przypadku poszuki-
wania planow dla estymacji regresji o wielu zmiennych, jednakze naktad obliczen
drastycznie ro$nie wraz ze wzrostem wymiaru przestrzeni planowania. Powodem
tego zjawiska jest wybér punktu wprowadzanego do planu zgodnie z (5.1.4)

Metoda Wynna—Fedorova jako algorytm optymalizacji wag planu skupionego
w zadanych punktach

Jednym ze sposobéw zmniejszenia trudnoéci obliczeniowych zwiazanych z mak-
symalizacja globalna w (5.1.4) jest wytypowanie skonczonego zbioru, powiedzmy
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Q = {w,wa,...,wn}, m > 1 punktéw przestrzeni, w ktérych moze znajdowaé
sie nosnik planu optymalnego,’ a nastepnie optymalizacji wag przypisanych tym
punktom. Otrzymany w ten sposéb plan nie bedzie na ogdt planem optymal-
nym, chyba ze uda nam sie dobraé¢ zbidér ) tak, by rzeczywiscie zawieral nosnik
planu optymalnego. W przeciwnym razie dostaniemy plan optymalny, ale tylko
na tym zbiorze punktéw. Zauwazmy, ze do planu takiego odnosi sie¢ twierdze-
nie Kiefera—Wolfowitza i podane w nim warunki optymalnosci, jesli jako zbiér
planowania X wstawimy (2.

Opiszemy teraz w skrécie wersje algorytmu Wynna—Fedorova dostosowana do
skonczonego zbioru 2. Wynikiem jego dziatania beda wagi, ktére przypisaé nalezy
punktom z 2. Inng procedure o podobnym zakresie zastosowan przedstawimy
w podrozdziale 5.3.

Krok 0. Przypisujemy punktom w; wagi poczatkowe pl(-o) >0,7=12,...,m,
A p1(;0) = 1 i na ich podstawie tworzymy plan poczatkowy &y. Ustawia-
my licznik iteracji £ = 0. Wybieramy zadang doktadno$é¢ € > 0 spelnienia
warunku optymalnosci.
Krok 1. Dla j =1,2,...,m obliczamy wartosci

k) def _ _
cj() = B(Chwy) = (Pw(wy)) "o (wj) M7 (&) v(w;) (5.1.11)
i znajdujemy indeks j*, dla ktérego

- (k)
= : . 5.1.12
jt= g max (Y] (5.1.12)

Uwaga: w kolejnych iteracjach indeks j* bedzie na ogét rézny. Nie zaznacza-
my tego faktu w notacji, aby nie komplikowaé¢ zapiséw.
Krok 2. Sprawdzamy warunek

W< 1ve (5.1.13)

Gdy jest on spelniony, to zatrzymujemy obliczenia i £, uznajemy za dosta-
tecznie doktadna aproksymacje planu optymalnego.
Krok 3. Jesli warunek (5.1.13) nie jest spelniony, to obliczamy wage ay, przypi-
sywang punktowi w;+ zgodnie ze wzorem
(k)

G — T
ap = 7t (5.1.14)

CRENE

! W najprostszym przypadku wytypowanie takie moze polegaé¢ na zastosowaniu siatki réw-
noodleglych punktéw w przestrzeni planowania.
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Krok 4. Obliczamy nowe przyblizenie planu
Eer1 = (1 — ) & + ag 6(wj+), (5.1.15)

gdzie §(w;~) jest planem skupionym w jednym punkcie wj«. Jesli numer iteracji
k nie przekroczyl maksymalnej, zalozonej weze$niej wartosci, to zwigkszamy
k o jeden i wracamy do kroku 1.
Algorytm ten generuje ciagg planéw o rosngcych wartosciach wyznacznika ma-
cierzy informacyjnej. Ciag ten jest zbiezny, lecz limy_ o det M (&) < det M(£¥).
W istocie ciag ten jest zbiezny do warto$ci wyznacznika macierzy informacyjnej
planu, ktéry jest najlepszy wsrdd plandéw o nosnikach zawartych w zbiorze €.

Uwagi na temat modyfikacji metody Wynna—Fedorova

W literaturze (por. [6], [29]) zaproponowano kilka modyfikacji algorytmu Wyn-
na—Fedorova, majacych na celu przyspieszenie zbieznosdci. Opisane ponizej mody-
fikacje odnosza sie takze do opisanej w poprzednim podrozdziale wersji algorytmu
poprawy wag z tym tylko, ze zamiast ¢(&,x), © € X podstawiaé nalezy gj(k).

1. Dotaczanie do planu w danej iteracji wszystkich punktéw, dla ktorych za-
chodzi maxzex ¢(&k, x). Zabieg taki formalnie zmniejsza liczbe iteracji po-
trzebnych do osiggniecia zadanej dokladnosci €, lecz znalezienie wszystkich
(wiekszosci) punktéw, w ktérych osiagane jest maksimum nie jest zadaniem
tatwym, nawet w przypadku funkcji jednej zmiennej.

2. Usuwanie z biezacego planu punktéw, dla ktérych osiagane jest

min ) QZ)(fk)x)v

xesupp (&

gdzie przez supp(&y) oznaczono nosnik planu §. Zauwazmy, ze sytuacja jest
tutaj inna niz w poprzednim komentarzu, gdyz do obliczenia i poréwnania
mamy tylko wartosci funkcji ¢(&x,z) w znanej i skonczonej liczbie punktow.
Dlatego warto te modyfikacje stosowaé. Nie nalezy sie przy tym obawiaé, ze
bezpowrotnie utracimy punkt, ktéry powinien sie znalezé w nosniku planu,
gdyz po ewentualnym usunieciu takiego punktu zostanie on i tak w dalszych
iteracjach wprowadzony do planu. Teoretycznie istnieje mozliwosé tzw. pe-
tlenia sie¢ algorytmu, tzn. usuwania i wprowadzania do planu tego samego
punktu co kilka iteracji. Przed mozliwoscig ta mozna sie zabezpieczy¢ stosu-
jac nieréwnos$é wyprowadzona w pracy [109]. Nieréwnosé ta pozwala stwier-
dzié, ktéry punkt nosnika aktualnego planu na pewno nie nalezy do nosnika
planu optymalnego (mimo, ze tego ostatniego nie znamy). Takie bezpieczne
postepowanie polegatoby wiec na usuwaniu punktu, dla ktérego osiagane jest
mingegupp(e,) P(Ek, 7), ale tylko wéwezas, gdy wspomniana nieréwnos¢ wska-
zuje, ze punkt ten nie nalezy do optymalnego planu.
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Uwagi bibliograficzne

Na przetomie lat szesédziesigtych i siedemdziesiatych opublikowane zostalty
pierwsze algorytmy numeryczne znajdowania przyblizen planéw D-optymalnych
(por. [210], [35]). W literaturze znane sa one pod nazwa metody Wynna i Fedoro-
va. Nastepne lata przyniosty wiele ulepszen tego algorytmu i uogélnienia na inne
kryteria (por. [211], [105], [6], [27]).

Zmane sg szybsze algorytmy wykorzystujace macierz drugich pochodnych loga-
rytmu wyznacznika macierzy informacyjnej, czyli procedury II rzedu (por. [211],
[28]). Nie przedstawiamy ich tutaj, gdyz sa one znacznie bardziej ktopotliwe w im-
plementacji, a uzyskiwane przyspieszenie szybkoéci zbieznosci dotyczy gltownie
poprawiania wag planu. Warto wskaza¢ réwniez na podejscie oparte na dualnoéci
zadan programowania wypuklego zaprezentowane w monografii [16] (s. 384-391),
ktore moze byé stosowane takze do nierézniczkowalnych kryteriow, takich jak
wskaznik E-optymalnosci.

Jak wynika z doswiadczen autora, trudnosci w numerycznym znajdowaniu
planéw optymalnych polegaja gléwnie na znalezieniu lokalizacji punktéw nosni-
ka planu, a pod tym wzgledem algorytm Wynna—Fedorova jest bardzo dobry —
w wiekszosci przypadkow lokalizuje on punkty noénika w kilkunastu pierwszych
iteracjach. Spostrzezenie to jest podstawa rozwazan przedstawionych w nastep-
nym podrozdziale.

5.2. Algorytm selektywnych poszukiwan losowych

W pracy autora [139] zaproponowano metode selektywnych poszukiwan loso-
wych D-optymalnych plandéw eksperymentu. Zarys tej metody poprzedzimy przy-
pomnieniem znanej metody odrzucania (rejection method) generowania realizacji
zmiennej losowej o zadanej gestosci.

Przekleiistwo wymiarowosci i wieloekstremalnosci

Najtrudniejszym w praktycznej implementacji elementem metody Wynna—Fe-
dorova jest (5.1.4). Na realizacje tej operacji sklada sie:
— obliczenie macierzy informacyjnej dla aktualnego planu,
— znalezienie jej odwrotnoéci, po to, by méc uformowaé funkcje ¢ wariancji oceny
regresji,
— znalezienie punktu (lub punktéw, w przypadku gdy stosowana jest modyfikacja
opisana w komentarzu 5.1), dla ktérego osiagane jest max,cx ¢(k, x).
Pierwsze dwie operacje mozna znacznie przyspieszy¢, stosujac odpowiednie
wzory algebry na odwracanie macierzy o specjalnej strukturze. Natomiast ope-
racja maksymalizacji ¢ z ograniczeniem x € X jest najbardziej pracochtonnym
podproblemem tego algorytmu, gdyz funkcja ¢ jest z natury swej wielomodal-
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na. Jak wiadomo, numeryczne znajdowanie globalnego maksimum funkcji wielu
zmiennych jest jednym z najtrudniejszych problemoéw, czy wrecz wyzwan intelek-
tualnych. Z tego powodu przedstawiamy tutaj inne podejécie, natomiast szeroka
klase probleméw wielowymiarowych proponujemy rozwiazywaé¢ dekomponujac je
do modeli addytywnych lub modeli z pelnym zestawem interakcji. W nastepnym
podrozdziale przedstawiamy, zaproponowana przez autora [139], metode obcho-
dzaca ten problem w ten sposdb, ze zamiast poszukiwaé¢ maxgecx ¢(&g, x), znaj-
dowaé bedziemy (poprzez losowanie z odrzucaniem) punkt o dostatecznie duzej
wartosci ¢(&k, x) i to on bedzie wprowadzany do planu.

Opis metody selektywnych poszukiwan losowych

Podstawa metody jest proste spostrzezenie, ze funkcja ¢(&g,z) nieujemna
i calkowalna na X dla dowolnego planu &, ktérego macierz informacyjna jest
nieosobliwa. Wynika stad, ze funkcja

def ¢ (£k7 l‘)

) = g 6 n) da
X

(5.2.16)

moze by¢ interpretowana jako gesto$é¢ prawdopodobienstwa pewnej zmiennej lo-
sowej. Latwo wykazaé, ze funkcja ta moze by¢ przedstawiona w postaci

o () M~ (&) v(x)
tr [M—1(&) V]

fr(@) = , (5.2.17)

gdzie r x r macierz V zdefiniowana jest nastepujaco: V. = [y v(z)vT(z)dz.
W celu zapewnienia efektywnosci proponowanego algorytmu macierz te warto
wstepnie obliczy¢ (analitycznie lub numeryczne).

W celu wygenerowania zmiennej losowej zj. o gestosci rozkladu prawdopodo-
bienstwa fi uzyjemy metode odrzucania [26]). Zalézmy, Ze znamy ograniczenie
od géry 0 < ug < oo funkeji fr(z) < pg, * € X. Podkreslmy, ze ui nie musi byé
maksimum fi(x) w zbiorze X, lecz im jest ono blizsze tej wartosci, tym wieksza
jest efektywnosé algorytmu odrzucania.

Algorytm generowania liczb losowych metoda odrzucania

Krok 1. Niech (2/,t) € X x [0, ug] bedzie (s + 1)-wymiarowym wektorem wy-
losowanym zgodnie z rozkladem réwnomiernym w zbiorze X x [0, ug].

Krok 2. Jesli fi(2") < t/, to jako liczbe losowa o rozkladzie fj przyjmij =) = 2’
W przeciwnym razie odrzué pare (z’,t') i powtérz krok 1.

Zgodnie z twierdzeniem von Neumanna (por. [26]), tak wygenerowane xj, mozna
interpretowaé jako wektor losowy o gestosci rozktadu prawdopodobienstwa f.
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Opis algorytmu selektywnych losowych poszukiwan planéw D-optymalnych

Krok 0. Obliczyé macierz V = [y v(z)vl(x)dz i wybraé plan poczatkowy &
o nieosobliwej macierzy informacyjnej. Ustawi¢ licznik iteracji k = 0.

Krok 1. Obliczy¢ fi, zgodnie ze wzorem (5.2.17) i wylosowaé z. o rozkladzie fj
(stosujac, np. algorytm odrzucania).

Krok 2. Jesli ¢(&,x}) > r, podstaw zy, = ), 1 przejdz do kroku 3. W przeciw-
nym razie odrzué x}, i powtérz losowanie opisane w kroku 1.

Krok 3. Utwoérz nowy plan

Epr1 = (1 —ou) & + o 0(xp), (5.2.18)

w ktorym «j wybrane jest nastepujaco:

¢(§k7xk) -
(A&, o) — 1)

podstaw k 4+ 1 w miejsce k i przejdz do kroku 1.

ap = (5.2.19)

Praktyczne aspekty implementacji powyzszego algorytmu omawiane beda w dal-
szych podrozdziatach.

Odnotujmy, ze powyzszy algorytm rézni sie od algorytméw losowego szukania
maksimum funkcji ¢ (&, ). Podstawowa réznica polega na tym, ze z}, losowane
jest raz w kazdej iteracji, a losowanie odbywa sie zgodnie z gestoscia fx(x), ktéra
jest proporcjonalna do ¢ (€, x). x) losowane jest zatem z wickszym prawdopo-
dobienistwem w obszarach, gdzie wartosci ¢ ({x, ) sa wieksze. Po wylosowaniu
x), nastepuje ponowna selekcja, gdyz punkt ten wprowadzany jest do planu tylko
wowczas, gdy spelniony jest warunek ¢(&x, xr) > r. Wymienione fakty uzasad-
niaja nazwe: algorytm selektywnych poszukiwan losowych.

Dowdd zbieznosci algorytmu

Przejdziemy teraz do sformulowania podstawowych wtasnosci omawianego al-
gorytmu. Dowdd nastepnego lematu wzorowany jest na odpowiednim rezultatcie
z [35].

Lemat 5.1. Niech & bedzie planem o nieosobliwej macierzy informacyjnej. Za-
{ozmy, ze punkt xp € X wybrano tak, by spelniony byl warunek ¢(&, xp) > r.
Niech dlugo$é kroku poszukiwarn oy wybrana bedzie zgodnie z (5.2.19), wéwczas
dla nastepujgcego planu

§pp1 = (1 — o) & + o d(ay)

zachodzi nierdwnosé det(M (§k41)) > det M ().
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Dowéd. Potrzebny nam bedzie nastepujacy wzér (por. [35] lub [36], wzér (3.1.10)
s. 47)

r—1
. 1] det M(&).  (5.2.20)

det M (€41) = [¢(§k,xk)]'"_ Lb( r—1

r ks Th)

Zwracamy uwage na to, ze wzor (5.2.20) zachodzi wéwczas, gdy oy, obliczane jest
zgodnie ze wzorem (5.2.19) i spelniony jest warunek ¢(g,zx) > r. Zdefiniujmy

-1
funkcje w(t) = ()" - (Z_;%)T . Latwo sprawdzié, ze w(r) = 1 oraz

/ —1 -1 r—1\" (t\"
JSE)=t"(r—=1)""-(t—r) — (5.2.21)
t—1 r
Mozna tez sprawdzié, ze gdy t > r to w'(t) > 0. Dla t > r funkcja w(t) jest
scisle rosnaca. Wlasnosé ta oraz (5.2.20) implikuja det M (§41) > det M (&), co
konczy dowdd. e
Mozemy teraz sformulowaé podstawowy rezultat dotyczacy algorytmu selek-
tywnych poszukiwan losowych.

Twierdzenie 5.1. Dla dowolnego planu startowego £y o nieosobliwej macierzy
informacyjnej cigg plandéw &, k = 1,2,... generowany przez algorytm selektyw-
nych poszukiwan losowych spetnia, z prawdopodobienstwem jeden, mastepujgcq
zalezno$é limy_,oo det M (&) = det M (£¥), gdzie £* jest planem D-optymalnym.

Dowédd. Niech & bedzie biezacym planem wygenerowanym przez algorytm se-
lektywnych poszukiwan losowych. Rozwazymy dwa przypadki, odnoszace sie do
zachowania algorytmu w kroku 2.

Przypadek I. Przypu$émy, ze w kroku 2) wygenerowany zostal punkt xj, taki,
ze ¢(&k,xr) > r. Wowcezas, zgodnie z Lematem 5.1, zachodzi det M (1) >
det M (&). W przypadku I generowany jest zatem $cisle rosnacy ciag liczbowy
det M (&), k= 1,2,.... Ciag ten jest ograniczony od géry przez wskaznik jakosci
planu optymalnego det M (£*). Dla takiego ciagu istnieje granica skoficzona

klim det M (&).

Pozostaje pokazaé, ze ciag ten nie osiaga granicy nizszej niz warto$é¢ kryterium
dla planu optymalnego, czyli ze zachodzi limy_.o det M (&) = det M (£*).
Jesli przypuscimy, ze tak nie jest, to zachodzi¢ musi
klim det M (&) < det M(£7).
— 00
Powtarzajac teraz odpowiedni fragment dowodu z pracy [210] dochodzimy do
wniosku, ze przypuszczenie limy_, o, det M (&) < det M (£*) implikuje

sup ¢(&g, z) > . (5.2.22)
zeX
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Z zalozonej ciagtosci funkcji v(x) wynika ciaglo$é ¢(&g, ) na zwartym (bo do-
mknietym i ograniczonym) zbiorze X. Wynika stad, ze supremum w wyrazeniu
po lewej stronie (5.2.22) osiagane jest w pewnym punkcie & € X i w punkcie
tym ¢(&g, &) > r. Ponadto, ciaglo$¢ funkcji ¢(&g,x) implikuje, Ze nieréwnosé
é(&k, v) —r > 0 zachodzi takze w pewnym otoczeniu Z, ktére ma niezerowa miare
Lebesgue’a. Oznaczmy to otoczenie przez U(z). Z nieréwnosci ¢(Eg,x) — 1 > 0
wynika, ze na zbiorze U(%) takze gestosé fi(z) jest dodatnia, a co za tym idzie
dodatnie jest takze prawdopodobienstwo wylosowania punktu z U(%) w kroku
1 algorytmu. Prawdopodobiefistwo to rosnie do jednosci gdy algorytm cyrkulu-
je miedzy krokami 1 i 2, wiec z prawdopodobienstwem dazacym do jeden wy-
brany bedzie punkt z U(Z), co prowadzi do sprzecznosci z przypuszczeniem, ze
lim,, o det M (&,) < det M(£*).

Przypadek II. Algorytm tworzy nieskoniczona petle miedzy krokami 1 i 2.
Takie zachowanie oznacza, ze algorytm nie jest w stanie znalezé punktu, w kté-
rym ¢ (&g, x) > r i wlasno$é ta zachodzi z prawdopodobienstwem jeden, wzgledem
miary o gestosci fx(x). Oznacza to, ze zbiér By, def {z : (&, z) > r} ma miare
Lebesgue’a réwna zeru. Mozna wykazaé ponadto, ze zbiér ten jest pusty. Gdyby
tak nie bylo, wéwczas w pewnym punkcie & € By zachodzitoby ¢(&k, &) > r.
Co wiecej nieréwno$é¢ ta zachodzitaby nie tylko w punkcie Z, ale takze w pew-
nym jego otoczeniu o dodatniej mierze Lebesgue’a (ponownie na skutek ciaglosci
funkeji ¢(&k,.)). Ale stoi to w sprzecznosci z tym, ze zbiér By ma zerowa mia-
re Lebesgua, co koficzy dowdd, gdyz By = () pozwala zastosowaé twierdzenie
Kiefera—Wolfowitza i wywnioskowaé¢ optymalnoéé¢ planu &. e

Zanim przejdziemy do omawiania szczegéléw implementacyjnych, przedsta-
wimy przyktad ilustrujacy idee algorytmu.

Niech funkcja regresji rozpieta bedzie przez zestaw funkcji

T
v(zM, 2?)) = [1, sin(rzM), sin(rz?), cos(rz™M), cos(rz?), sin(wx@)x(l))} ,

okreslonych w X = [—1,1] x [~1,1]. Poszukiwania rozpoczynamy od planu &g
o postaci
_3 1 _9 3 3 _ 7 _3
1 1 10 1 1 10 1
_3 e _3 3 1 3
1 10 1 1 1 1 )
1 5 3 1 1 1 1
8 64 64 8 8 8 8

ktory uzupelniono o punkty [1, — 1] i [-1,1] oba z wagami 1/8. Planowi temu
odpowiada gestos¢é prawdopodobienstwa fo(z) pokazana w lewym gérnym rogu
rysunku 5.1. W lewym dolnym rogu tego rysunku pokazano warstwice tej gestosci.
Nastepnie wykonano 100 iteracji algorytmu. W prawym gérnym rogu rysunku 5.1
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e AYD
s@% 3...
Q% A

Rys. 5.1. Przyktad: selektywne poszukiwanie — zmiany gestosci rozktadu poszukiwan

pokazano gestosé fipo(x), a ponizej odpowiadajace jej warstwice, na ktore nato-
zono punkty wprowadzane do planu €199 w poprzedzajacych 100 iteracjach. Na
rysunku 5.2 zilustrowano przebieg zmian wyznacznika macierzy informacyjnej
w kolejnych iteracjach. Dla zachowania przejrzystosci przyktadu obliczenia prze-
rwano po 100 iteracjach, mimo ze plan bliski optymalnemu nie zostal znaleziony.
Jednakze rysunek 5.2 jest do$é charakterystyczny dla omawianego algorytmu —
w poczatkowej fazie nastepuje bardzo szybka poprawa planu startowego.

Warunek stopu

Analizujac dowdd Twierdzenia 5.1 stwierdzamy, ze gdy & jest planem opty-
malnym, to algorytm wykonuje nieskonczona petle miedzy krokiem 1 i krokiem 2
(przypadek IT w dowodzie).

Spostrzezenie to pozwala zaproponowaé nastepujacy warunek zatrzymania
algorytmu selektywnych poszukiwan losowych.

Warunek stopu:
Wybraé dostatecznie duza liczbe naturalng N.
Jesli w bezposrednio po sobie nastepujgcych iteracjach N-krotnie w kroku 2 odrzu-
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50 40 60 80 100 K iter.

Rys. 5.2. Przyklad: selektywne poszukiwanie planu — przebieg wyznacznika

cone bedq punkty x), x). ... i nastgpi powrdt do kroku 1, to zatrzymaj algorytm,
a ostatnio obliczony plan & przyjmij za przyblizenie planu optymalnego.

Teoretycznego uzasadnienia zaproponowanego warunku stopu dostarcza na-
stepujacy lemat.

Lemat 5.2. Jesli & nie jest planem D-optymalnym ¢ w algorytmie selektywnych
poszukiwan losowych stosowany jest powyzszy warunek stopu, to prawdopodobien-
stwo przedwczesnego zatrzymania algorytmu mozna uczynié dowolnie malym, jesli
wybierze sie N dostatecznie duze.

Przez przedwczesne zatrzymanie rozumiemy w teorii zatrzymanie w przypadku
gdy & nie jest planem optymalnym. Tak tez rozumiany jest ten termin w nastepu-
jacym dowodzie. Jednakze w praktyce N musi mie¢ skonczong wartosé i dlatego
po zatrzymaniu algorytmu z planem & mozemy spodziewac sie, ze det M (&) jest
bliskie det M (£*), lecz nie mozemy gwarantowaé réwnosci det M (&) = det M ()
po skoniczonej liczbie iteracji.

Dowdd. Jesli & nie jest planem optymalnym, to zbiér By, = {x : ¢(&k, ) > r}
nie jest pusty, jego miara Lebesgue’a jest zatem dodatnia (jako konsekwencja
ciggloéci v(z), v € X). Oznaczmy ¢, = [y ¢(&, x)dx. Poniewaz x) ma gestosé

Je(x) = (&, x) /i, zatem
P{a} € By} = ¢ /B ¢ (&, ) dv > ¢t r M By), (5.2.23)

gdzie A\(.) oznacza miare Lebesgue’a zbioru. Ponizsze prawdopodobienstwo sza-
cujemy w schemacie Bernoulliego

P{z}, ¢ By w kazdej z N kolejnych préb} (5.2.24)
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- (l—P{x;eBk})N < (1—CI;IT)\(B]§)>N

Wyrazenie po prawej stronie (5.2.24) mozemy uczyni¢ dowolnie maltym przez wy-
bor dostatecznie duzego N. Chcemy wykazadé, ze c,;l r AM(Bg) < 1. Aby udowodnié
te nieréwnosé¢, wystarczy przeanalizowaé ciag oszacowan:

o = /X 6 (¢n ) do > /Bk 6 (€0, 7) dr > 7 A(By). (5.2.25)

Majac to oszacowanie, mozemy uczyni¢ dowolnie malym wyrazenie po prawej
stronie (5.2.24) przez wybér dostatecznie duzego N. e

Mozliwe sg i, zdaniem autora, na dalsze badania zasluguja nastepujace mo-
dyfikacje algorytmu selektywnych poszukiwan losowych. Pierwsza mozliwosé to
uzupelnienie algorytmu o deterministyczne, lokalne poprawianie punktéw kolej-
no wprowadzanych do planu. Druga modyfikacja moze polega¢ na wyostrzeniu
lokalnych maksiméw funkeji f,, przez zastapienie jej wyrazeniem

¢ (&n @)
fX gb,y(fn’ .ﬁL')d.’,U’

gdzie v > 1 jest parametrem sterujacym wyostrzaniem. W dalszym etapie modyfi-
kacji mozna uzmienni¢ parameter ~y, uzalezniajac go od numeru iteracji i zwieksza-
jac jego warto$¢ stopniowo, w sposéb, odwrotny do stosowanego w algorytmach
symulowanego wyzarzania.

Dziatanie algorytmu — przykfady symulacyjne

W badaniach symulacyjnych przedstawionych w tym podrozdziale zastosowa-
no dwa wazne usprawnienia algorytmu:
a) optymalizacje wag aktualnego planu w kazdej iteracji i odrzucanie punktéw
o bardzo maltych wagach,
b) ,sklejanie” w jeden tych punktéw planu, ktére polozone sa blisko siebie.
Modyfikacje te oméwimy w nastepnych podrozdziatach, gdyz zakres ich zastoso-
wan obejmuje takze inne algorytmy.

Badania przeprowadzono na przykltadach, ktérych rozwigzania optymalne sa
znane, gdyz wtedy mozliwa jest ocena jakosci uzyskanego planu przyblizajacego
plan optymalny.

Symulacje 5.1. Na rysunku 5.3 pokazano cztery przebiegi omawianego algoryt-
mu. Jako przyklad testowy wybrano zadanie planowania D-optymalnego dla esty-
macji parametrow funkcji regresji o dwoch zmiennych, oznaczonych x it, rozpie-
tej na zestawie funkcji {1,t,t%, x, tx, 2z, 2%, ta?, t?2%}. Jako obszar planowania
wybrano X = [—1,1] x [=1,1]. W kazdym z czterech przebiegow poszukiwania
rozpoczynano od tego samego planu startowego, a réznice przebiegéw widoczne
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Rys. 5.3. Przykladowe przebiegi algorytmu selektywnych poszukiwan losowych
— opis w przykladzie symulacje 5.1

na wykresie sq¢ rezultatem losowej natury algorytmu. Zastosowano nastepujgce

parametry algorytmau:

N = 10* w regule zatrzymania algorytmu,

€ = % w warunkyu odrzucania punktow o zbyt malych wagach,

L =250 jako liczbe wewnetrznych iteracji optymalizacji wag (znaczenie tego para-
metru stanie sie jasne po przejrzeniu nastepnego podrozdziatu, gdzie algorytm
optymalizacji wag zostal szczegdlowo opisany),

n = 0.05 jako promien otoczern, wewngtrz ktorych punkty planu traktowane byly
jako nierozroznialne i ,sklejane” w jeden.

Jeden z planow znalezionych w tych poszukiwaniach pokazano w tabeli 5.1. Zauwa-

z2y¢é mozna, ze plan ten zawiera dwa punkty polozZone bardzo blisko siebie i punktu

(0,1), ktory nalezy do nosnika planu optymalnego. Zwiekszenie parametru n spo-

wodowaloby utworzenie jednego punktu planu z dwoch wyzej wymienionych.
Chociaz naszym celem byla prezentacja ogdlnego zachowania sie opisywanego

algorytmu, a nie znalezienie planu optymalnego, to podajemy poréwnanie jako$ci
jednego z otrzymanych plandéw z planem optymalnym. Wyznacznik macierzy infor-
macyjnej dla znalezionego planu wyniost 0.0000102939, natomiast wyznacznik ten
dla planu optymalnego ma wartosé 0.0000105725, co oznacza 97.4% efektywnosci

wzglednej. Najgorszy plan uzyskany w tych czterech przebiegach mial efektyuwnosé
95%.
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Punkty Di Punkty Di

(+1, — 1) 0.11111 (+1, —=1) | 1/9

(-1, —1) 0.11111 (-1, -1) | 1/9
(—0.9995, + 0.0039) | 0.111111 (+1, +1) | 1/9
(+0.0002, 4 0.0008) | 0.111111 (-1, +1)]1/9
(+0.0159, — 0.9995) | 0.111113 (0, —1) |1/9
(+0.9996, + 0.0047) | 0.111111 (0, +1) | 1/9
(+0.9974, +0.9973) | 0.111091 (-1,0) |1/9
(4+0.0236, + 0.9992) | 0.059695 (+1,0) | 1/9
(—0.0305, + 0.9994) | 0.051457 (0,0) | 1/9
(—0.9998, + 0.9993) | 0.111091

Tabela 5.1.

Tabela po lewej stronie — przyblizenie D-optymalnego planu eksperymentu, otrzyma-
ne za pomocyg algorytmu selektywnych poszukiwan losowych, w przypadku estymacji
kwadratowej funkcji regresji o dwdch zmiennych (szczegdlowy opis — w przykladzie
symulacje 5.1). Tabela po prawej stronie — dla poréwnania — plan D-optymalny

Punkty Pi

(+0.99, — 0.99, — 0.97) | 0.125
(—0.98, +0.98, +0.98) | 0.125
(—0.97, +0.98, —0.99) | 0.125
(+0.99, +0.99, +0.97) | 0.125
(—0.98, —0.99, — 0.99) | 0.125
(+0.98, —0.98, +0.98) | 0.125
(+0.97, +0.98, — 0.98) | 0.125
(—0.99, —0.98, +0.98) | 0.125

Tabela 5.2. Jeden z planéw przyblizonych dla estymacji parametréw regresji (5.2.26),
znaleziony w przykladzie symulacje 5.2
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Rys. 5.4. Przykladowe przebiegi algorytmu selektywnych poszukiwan losowych
— opis w przykladzie symulacje 5.2

Symulacje 5.2. Rozwazmy model liniowy z pelnym zestawem interakcyi rzedu
pierwszego, ktory mozna zapisaé nastepujgco:

y(x) = a” el el ! (5.2.26)
r)=a . /N
Y () e e

Uzyty w tym wzorze symbol @ oznacza iloczyn Kroneckera wektorow. Jego znacze-
nie dla zapisu modeli omawiamy szczegétowo w nastepnym rozdziale, a definicje
1 wlasno$ci przedstawiamy w dodatku.

Jak wiemy, plan D-optymalny na kostce X = [—1, 1]3 skupiony jest w wierz-
cholkach tej kostki, a wagi im przypisane wynoszq 1/8. Na rysunku 5.4 pokazano
poczatkowq faze (ok. 150 iteracyi) przykladowych przebiegow algorytmu selektyw-
nych poszukiwan losowych, a tabela 5.2 zawiera jeden ze znalezionych plandw
przyblizonych. W warunku stopu algorytmu zastosowano wartos¢ N = 50 000.
Pozostale parametry algorytmu byly takie jak w poprzednich przebiegach symula-
cyjnych. Zauwaimy, ze zaréowno punkty, jok i wagi planu z tabeli 5.2 sq¢ bardzo
bliskie odpowiednim wartoSciom dla planu optymalnego.

Z drugiej jednak strony, wyznacznik macierzy informacyjnej uzyskanego planu
ma wartosé okoto 0.65, podczas gdy dla planu optymalnego wartosé ta wynosi 1.
Zauwwazimy, ze w poprzednim przyktadzie bez trudu uzyskiwalismy ponad 95 procen-
towq efektywnosé planu znalezionego numerycznie, podczas gdy tutaj uzyskujemy
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65% efektywnodci. Jest to skutek wzrostu wymiaru przestrzeni poszukiwarn. Uzy-
skanie lepszej doktadnosci wymagatoby znacznego wydiuienia czasu poszukiwan.
Zalety i wady algorytmu selektywnych poszukiwan losowych podsumowaé¢ mozna
nastepujaco:

— Algorytm znajduje przyblizenie optymalnego planu po stosunkowo matej licz-
bie iteracji (rzedu kilkuset), nawet w wielowymiarowych zadaniach. Jednakze
osiagniecie duzej precyzji przyblizenia znacznie wydtuza czas obliczen.

— W algorytmie unika sie bezposredniego i wielokrotnego poszukiwania global-
nego maksimum funkcji wielu zmiennych. Maksymalizacja prowadzona jest
posrednio poprzez losowe znajdowanie ,,dostatecznie dobrych” punktéw w kra-
jobrazie tworzonym przez funkcje wariancji, ktéra zmienia sie wraz z przebie-
giem obliczen. W rezultacie, algorytm ten jest tatwy do zaprogramowania.

— Algorytm nie produkuje zbednych punktéw nosnika planu z bardzo maltymi
wagami, gdyz w kazdej iteracji wigczana jest procedura optymalizacji wag,
a po jej zakonczeniu punkty takie uzyskuja wagi tak znaczaco mniejsze od
innych, ze ich zindentyfikowanie i usuniecie staje si¢ oczywiste.

— Dalszego zmniejszenia naktadow obliczeniowych mozna oczekiwa¢ w wyniku
wtadciwego doboru liczby iteracji procedury optymalizacji wag.

5.3. Optymalna alokacja pomiaréw

W podrozdziale 5.1 przedstawiliSmy wersje algorytmu Wynna—Fedorowa, prze-
znaczong do optymalizacji wag planu o zadanym noéniku. Przedstawimy teraz,
pochodzaca od Fellmana i Silveya, Titteringtona i Torsneya (por. uwagi bibliogra-
ficzne na koncu podrozdziatu) metode, ktéra takze ogranicza sie do optymalizacji
jedynie wag planu, podczas gdy nosnik planu jest (na czas optymalizacji wag lub

na stale) ustalony i ma postaé: x1,xo,...,x4, d > 1. Na takim zbiorze kazdy
plan ¢ € E(X) wyznaczony jest jednoznacznie przez wagi p; > 0,1 =1,2,...,d,
Y pi=1.

Metode optymalizacji wag traktowaé bedziemy jako uzupelnienie algorytméw
szukania planéw optymalnych metoda Wynna—Fedorowa lub selektywnych po-
szukiwan losowych. Opisany nizej algorytm mozna wtaczyé¢ do tych metod jako
jeden z krokéw, realizowany po wygenerowaniu nowego punktu wprowadzanego
do planu. Inne sposoby korzystania z metody optymalizacji wag planu oméwione
sg na koncu tego podrozdziatu.

Opis algorytmu optymalizacji wag

Zdefiniujmy odwzorowanie T', ktére przeprowadza plan £ w plan ¢’ = T'(§),
w ten sposéb, ze modyfikujemy wagi p;, ¢ = 1,2, ..., d planu £ nastepujaco:

o= 28T i1 (5.3.27)

! r
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gdzie p) to wagi nowego planu £’. Nosniki obu planéw & i &' pozostaja bez zmian.
Zauwazmy, ze twierdzenie Kiefera—Wolfowitza, w szczeg6lnosci warunek (4.3.14),
pozostaja w mocy w przypadku skonczonego zbioru X i — zgodnie z Twierdze-
niem 4.1 — dla planu optymalnego

¢(§*7 xl)

r

=1, i=1,2,....d

W takim przypadku modyfikacja wag w (5.3.27) nie nastepuje. Wektor wag planu

D-optymalnego £* jest punktem stalym odwzorowania T', tzn. T'(£*) = £*.
Iteracyjne zastosowanie odwzorowania T prowadzi do nastepujacego algoryt-

mu optymalizacji proporcji rozdzialu pomiaréw miedzy punkty nosnika planu.

1) Wybieramy plan £° o nieosobliwej macierzy informacyjnej i taki, ze wagi
wszystkich punktéw ze skonczonego zbioru X sa dodatnie pgo) >0,t=1,2,...,d.
2) Obliczamy plan £+ (modyfikujac jedynie wagi planu £(™) zgodnie ze wzo-
rem

") g
Pt = pm M i=1,2,...,d. (5.3.28)

r
Korzystajac z wlasnosci 6 mozna wykazaé, ze po wykonaniu (5.3.28) spelniony
jest warunek unormowania Y%, p("H) =1 jesli tylko S°¢, pl(.") =1.

)

3) Sprawdzamy warunek:

n
w <l4e i=1,2,....d, (5.3.29)
gdzie € > 0 oznacza wybrana wczesniej doktadno$é¢ planowania. Jesli nie jest on
spelniony, to zwiekszamy n o jeden i ponownie obliczamy (5.3.28). W przeciwnym
razie, uznajemy &(™ za przyblizenie planu D-optymalnego.
Mozna wykazaé (por. [105]), ze ciag det (M(f("))), n = 0,1,... jest niema-
lejacy. Ponadto, je$li warunek (5.3.29) nie jest sprawdzany, to generowany jest
nieskonczony ciag taki, dla ktérego zachodzi

lim det(M(EM) = det(M(£"),
gdzie £* jest planem D-optymalnym na skonczonym zbiorze X.

Jesli plan £ nie jest D-optymalny, to w pewnych punktach jego nosnika mu-
si zachodzié¢ ¢(§,x;) > r. Po zastosowaniu (5.3.28), wagi tych punktéw ulegna
zwiekszeniu, co prowadzi do zmniejszenia wariancji estymatora wyjscia modelu
w tychze punktach. Zwiekszenie wag w punktach, gdzie ¢(&, x;) > r musi odbyé
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si¢ kosztem zmniejszenia wag tych punktéow, w ktérych ¢(&, z;) < r, gdyz w nich
wariancja predykcji byta wzglednie mata.

Wymaganie, by wybrany plan poczatkowy przypisywal dodatnie wagi wszyst-
kim punktom zbioru X jest istotne, gdyz — zgodnie z powyzszym algorytmem
— punktowi, ktérego waga rowna jest zero nigdy nie zostanie przypisana waga
dodatnia.

Poréwnanie algorytméw optymalizacji wag

O ile autorowi wiadomo, w literaturze nie ma teoretycznych rezultatéw na
temat poréwnania szybkosci zbieznosci algorytmu Wynna-Fedorova w wersji stu-
zacej tylko do optymalizacji wag (por. podrozdz. 5.1) i opisanego wyzej algorytmu
multiplikatywnego.

W podrozdziale tym przytaczamy wyniki wycinkowego, symulacyjnego po-
rownania tych algorytméw przeprowadzone przez autora. Badania przeprowa-
dzono na zbiorze 21 punktéw réwnomiernie rozmieszczonych w przedziale [—1, 1]
w taki sposéb, ze do zbioru tego wchodzity punkty +1 oraz 0. Na zbiorze tym
szukano wag planéw dla estymacji parametréw wielomianowych funkcji regresji
od stopnia pierwszego do siédmego. Zauwazmy, ze zbior dyskretnych punktow
zawieral wszystkie punkty nosnika planéw optymalnych na [—1,1] dla regresji
stopnia pierwszego i drugiego, natomiast dla wielomiandéw wyzszych stopni mial
jedynie czesé punktéw wspdlnych z nosnikami planéw optymalnych na [—1, 1].

Ze wzgledu na réznice w konstrukcji i warunkach stopu obu algorytmoéw liczba
iteracji nie jest dobrym miernikiem do poréwnywania ich jakosci. Z tego wzgle-
du zdecydowano sie na poréwnania bezposrednie, polegajace na pomiarze czaséw
obliczen, ktére oba algorytmy potrzebowaly na znalezienie planu o tej samej (i bli-
skiej maksymalnej) wartoéci wyznacznika macierzy informacyjnej. We wszystkich
przypadkach jako wagi startowe wybierano rozklad réwnomierny na opisanym
wyzej zbiorze punktéw. Obliczen dokonywano na tym samym komputerze, a pro-
cedury napisano w jezyku $rodowiska Mathematica w taki sposéb, by mogty
stuzy¢ jako elementy sktadowe programéw do szukania planéw optymalnych, na
przyktad metoda selektywnych poszukiwan losowych. Wyniki poréwnania obu
algorytméw przedstawiono w tabeli 5.3. Algorytm Wynna—Fedorova oznaczono
w niej skrotem W-F, a algorytm multiplikatywny oznaczono jako mult. Poréwnan
dokonywano dla modeli wielomianowych stopnia od jeden do siedem (kolumna
oznaczona jako Deg). Wyniki zamieszczone w ostatniej kolumnie tabeli 5.3 wska-
zuja na znaczng przewage algorytmu multiplikatywnego poprawiania wag.

Klasteryzacja i usuwanie punktéw

Algorytm Wynna—Fedorova, algorytm selektywnych poszukiwan losowych i al-
gorytm optymalizacji wag stopniowo zmniejszaja wagi tych punktéw, ktore nie
nalezg do planu optymalnego. Ponadto, dwa pierwsze z nich dodaja do no$nika
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Algorytm
Deg W-F Mult.

Det Czas T} Det Czas Ty || Ty /T

1 0.997 0.109 0.995 0.062 1.8
2 0.146 0.234 0.145 0.062 3.8
3 0.0048 0.359 0.0048 0.063 5.7
4 3.8 107° 0.406 3.8 107° 0.062 6.5
) 7.7 1078 1.734 7.7 1078 0.078 22
6 3.7 1071 2.9 3.7 10711 | 0.094 30
2.8 10715 | 2735 2.81071 0.094 30

Tabela 5.3. Wyniki poréwnania czaséw obliczen algorytmu poprawy wag w wersji
Wynna—-Fedorova i algorytmu multiplikatywnego (objasnienia w tekscie)

planu nowe punkty — znajdowane w wyniku numerycznej maksymalizacji funkcji ¢

na X. Oba te dzialania prowadza do tego, ze na etapach posrednich nosnik planu

zawiera wiele punktéw zbednych. Te zbedne podzieli¢ mozna na dwa rodzaje.

1. Punkty, ktérych wagi sa bardzo mate. Okreslenie to jest nieprecyzyjne i wyma-
ga podania progu € > 0, ponizej ktérego punkt uznajemy za zbedny. Punktem
odniesienia dla wyboru € moze by¢ liczba 1/N, gdzie N jest calkowita liczba
pomiaréw, ktore majg byé wykonane przy realizacji zaplanowanego ekspe-
rymentu. Jesli jako € wybierzemy liczbe mniejsza niz 1/N, to w punktach
majacych wagi mniejsze niz tak wybrane ¢ pomiary nie beda wykonywane.

2. Punkty planu, ktérych nosniki sa sobie réwne doktadnie lub w przyblizeniu.
Jest to wynik skonczonej doktadnosci znajdowania maksimum ¢. Czesto zda-
rza sie bowiem, ze nowo wtaczany do planu punkt powinien mieé¢ no$nik po-
krywajacy sie z punktem juz w planie istniejacym.

Kierujac si¢ tymi spostrzezeniami, warto dotozy¢ do wszystkich omawianych wy-

zej algorytmoéw proste procedury usuwania punktéw o zbyt matych wagach i gru-

powania w jeden punktow planu lezacych blisko siebie. Stosujac takie grupowanie
nalezy dodaé¢ wagi wszystkich punktéow grupowanych w jeden, a usuwanie punk-
tow o zbyt malych wagach wykonywa¢ dopiero po grupowaniu. Te proste zabiegi
implementacyjne w praktyce bardzo przyspieszaja zblizanie si¢ do planu optymal-
nego. Nalezy je jednak stosowaé z pewng ostroznoécia, gdyz nie trudno wskazaé

,patologiczne” przykiady sytuacji, w ktorych odrzucanie punktéw o zbyt matych

wagach lub grupowanie prowadzi¢ bedzie do niezbiezno$ci algorytmu poszuki-

wania planu optymalnego. Przez wybor zbyt duzych progéw odrzucania i gru-
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powania punktéow tatwo wywotaé efekt wprowadzania i odrzucania w kolejnych
iteracjach tych samych punktéw. W pracy [109] udowodniono nier6wnosé, ktéra
jest podstawa bezpiecznego testu stuzacego do usuwania punktéw z planu, ale
tylko takich, ktére na pewno nie nalezg do nosnika planu optymalnego.

Uwagi bibliograficzne i inne

Prezentowana tu procedura optymalizacji wag, tak by otrzymaé¢ wagi planu
D-optymalnego ma dosé¢ dluga historie (por. [37], [174], [190], [105], [191] i zawarte
tam bibliografie). Znane sa takze jej uogdlnienia na inne kryteria [38].

Po$wiecamy jej sporo uwagi, gdyz — w odréznieniu od wiekszosci procedur
optymalizacji w ogdle, a planéw w szczegdlnosci — procedura ta dokonuje poprawy
multiplikatywnie. Daje to w efekcie znaczng szybkos¢ zbieznosci. Zastosowanie
podobnego podejscia do przetwarzania obrazéw podjeto w pracy [190].

A oto mozliwe sposoby wykorzystania procedury optymalizacji wag w proble-
mach planowania.

1. Jedli zbiér dopuszezalnych punktéw nos$nika planu jest skonczony (dyskretny
zbiér X)), to omawiana procedura znajdowaé bedzie plan bliski optymalnemu
z zadang z gory doktadnodcia.

2. Jesli zbiér X jest pewnym obszarem w R®, to mozna w nim wybraé¢ pewien
skonczony podzbiér punktéw X4, ktéry dostatecznie réwnomiernie pokrywa
X. Zbiér ten mozna nastepnie wykorzystaé tak jak w punkcie 1. W tym przy-
padku procedura gwarantuje dobdér wag bliski optymalnemu, ale na zbiorze
X4 zamiast na X. Oceng jakosci tak uzyskanego planu przeprowadzi¢ nalezy
dodatkowo, korzystajac z warunkéw optymalnosci.

3. Jesli zbior X jest pewnym obszarem w R®, to mozna prébowaé wyselekcjo-
nowaé pewien ,maly” zbiér punktow Xy C X, ktory zawiera punkty nosnika
planu optymalnego. Nastepnie, stosujac omawiang w tym podrozdziale pro-
cedure, dobieramy wagi planu. Selekcja punktow nalezacych do no$nika planu
optymalnego moze odbywaé si¢ metoda Wynna—Fedorova, metoda selektyw-
nych poszukiwan losowych lub metoda zaproponowana w pracy [176], w ktérej
do znajdowania kolejnych punktéow wprowadzanych do planu zaproponowano
wykorzystanie krzywych wypelniajacych takich jak krzywa Hilberta, Peano
czy Sierpinskiego (por. [177] oraz [178], [179], gdzie opisano krzywe wypelnia-
jace 1 algorytmy ich generowania).



6. Plany dla modeli o zmiennych zblokowanych

Idea rozmieszczania obserwacji w blokach nalezy do klasycznych poje¢ teorii
planowania eksperymentu (por. [96], [108], [201]). Potrzeba rozpatrywania pla-
néw blokowych pojawila si¢ najwczesniej w eksperymentach rolniczych, gdyz tam
potomstwo pochodzace z jednego miotu czy tez poletka wydzielone z jednego
pola byly — w naturalny sposéb — zgrupowane, gdyz posiadaly wspoélne cechy.
W naukach technicznych grupowanie eksperymentéw moze rowniez nastepowaé
naturalnie, w trzech co najmniej sytuacjach:

— gdy ten sam zestaw prébek pewnego materialu poddawany jest badaniom
o réznej naturze, na przykitad wytrzymalosci, opornosci elektrycznej, prze-
wodnosci cieplnej,

— gdy ustalony zestaw badan wykonywany jest na partiach probek z réznych
materialéw,

— gdy wystepuja trudnosci ze zmienianiem warto$ci pewnej podgrupy zmien-
nych, na przyklad, mozna je zmienia¢ w tylko w warunkach laboratoryjnych,
ale nie wéwczas, gdy badany obiekt pracuje w warunkach normalnej eksplo-
atacji.

Biorgc pod uwage wymienione sytuacje, w rozdziale tym lgczenie zmiennych
w grupy traktowaé bedziemy czysto formalnie — kierujac sie wygoda oblicza-
nia optymalnych planéw eksperymentu. Jak sie okaze, dopatrzenie si¢ w modelu
odpowiedniej struktury zwiazkéw miedzy zmiennymi wejéciowymi (morfologii)
znacznie utatwia problem planowania.

6.1. lloczyn planéw zaleznych od zblokowanych zmiennych

Zalézmy, ze zmienne wejsciowe zostaly ponumerowane w ten sposéb, ze x(1) =
[z, 26T oraz x?) = [z1+D) 26T x(D) § x(?) zestawione razem two-
rza wektor z. Wektory x(V) i x(?) nazywaé bedziemy blokami zmiennych.

Przypusémy, ze dla kazdego zestawu zblokowanych zmiennych dany jest plan
ciggly, skupiony w skonczonej liczbie punktéw
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Punkty nosnikéw tych planéw sa elementami zbioréw X1 C R% i Xo C RS2,
. . . def . .
odpowiednio, gdzie so = s — s1. Ponadto spelnione sg warunki:

K1 K2
pV=0 SV =1, PP 0, PP =1 (6.1.1)
i=1 j=1

Uwaga 6.1. W poprzednich wzorach i dalej pogrubiong czcionkg oznaczamy bloki
zmiennych ¢ odpowiadajgce im podzbiory i przestrzenie. To odstepstwo od notacji
stosowanej wezesniej ma pomoc w odréznianiu modelu 1 jego czesci oraz odpowia-
dajgcych im planow.

Majac dwa takie plany dla blokéw zmiennych, mozemy stworzy¢ plan dla wszyst-
kich s zmiennych wejSciowych w nastepujacy sposob.

Definicja 6.1. Produktem plandw €V i €@ nazywamy plan skupiony w K1 - Ky
punktach, skonstruowany nastepujgco:
— punkty (xi(l),x?)) stanowiq nosnik planu,
— odpowiadajgce 1m wagi p;; majq postac p;; = pgl)pgz), 1= 1,2,..., K7,
j=1,2,..., Ks.

Definicja 6.2. Cigglym planem produktowym skupionym w skonczonej liczbie
punktéw nazywamy plan powstaly jako produkt planéw €M) i €2, Oznaczamy go
przez €V @ €2 nazywamy w skrécie planem produktowym.

Plany ¢0) i €@ nazywaé bedziemy planami dla blokéw zmiennych lub planami
czesciowymi planu €M) @ €3, Zauwazmy, ze plan czesciowy €(1) interpretowad
mozna jako fragmenty planu £1) @ £ powstale w wyniku ustalenia pewnej
wartosci zmiennych x1, a wiec ustalenia wplywu jednego z blokdw.

Noénik planu €M) @£(2) zawarty jest w iloczynie kartezjanskim X x Xg. Latwo
sprawdzi¢, ze wagi p;; > 0 spelniaja wymaganie ZZK:ll ijl pij = 1. Z obu tych
wlasnosci wynika, ze jesli

WezE(Xy) i P eaXy), to (Mee®er(Xy xXs),

co oznacza, ze produkt planéw cigglych skupionych w skonczonych liczbach punk-
tow jest réwniez planem ciaglym skupionym w skonczonej liczbie punktéw. Jesli
jednak rozwazymy wszystkie mozliwe plany produktowe

[V ee® . W e=(Xy),6® e 5(Xs)}, (6.1.2)

to okaze sie, ze klasa plandéw produktowych na Xy x X2 nie wypelnia catego
zbioru E(X3 x Xag) wszystkich planéw ciaglych na X3 x Xa. Dalej pokazemy
jednak, ze klasa planéw (6.1.2) jest dostatecznie bogata, by zawiera¢ w sobie
plany optymalne dla szerokiej klasy funkcji regresji wielu zmiennych.
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7 formalnego punktu widzenia operacja ® nie jest przemienna, poniewaz
¢ @@ £ @ @M Jednakze oba te plany produktowe réznig sie miedzy
sobg kolejnodcia numeracji zmiennych wejéciowych, co pozwala je w praktyce
utozsamiad.

Operacja ® jest laczna w tym sensie, ze jesli mamy trzy plany ¢ e Xy,
€@ e X,, ¢0) e X3, to

((Vee@)® = Mo (P ee®). (6.1.3)

Wilasno$¢ ta pozwala poprawnie zdefiniowaé¢ produkt dowolnej skoniczonej liczby
planéw dla poszczegdlnych blokéw

N ' N—-1 '
E[ g(l) — [ H g(l)
i=1

i=1

@M, N=23,... (6.1.4)

Jesli jako €M) i €@ przyjmiemy plany skupione w punktach 41 z wagami 1/2, to
plan €1 @ ¢@) skupiony bedzie we wszystkich wierzchotkach kwadratu [—1,1] x
[—1,1] z wagami 1/4. Jesli réwniez plan ¢©) ma takg samg postaé jak €1, to
plan €M @ €2 ® ¢6) ma nosnik we wszystkich wierzchotkach kostki [—1,1]?
z wagami 1/8. Nie nalezy jednak sadzié, ze za pomoca operacji ® otrzymaé¢ mozna
jedynie plany o geometrycznym ksztalcie siatki wielowymiarowej. Jesli np. plan
¢ skupiony jest na okregu, a plan €2 ma nosnik na odcinku, to punkty planu
W © @) polozone beda na pobocznicy walca.

6.2. Planowanie dla modeli addytywnych wzgledem
zblokowanych zmiennych

Wygodnie jest zapisywaé¢ modele addytywne korzystajac z nastepujacej defi-
nicji sumy prostej wektoréw (por. [82] i [147], gdzie znalez¢é mozna takze definicje
iloczynu Kroneckera wektoréw, ktéra przydatna bedzie w dalszych rozwazaniach).

Definicja 6.3. Sumg prostg a ® b kolumnowych wektorow a € R% i b € R%,
oznaczang jako a @ b, nazywa sie wektor [aT, bT}T o di + dg sktadowych.

Odnotujmy, ze a ® b # b @ a. Operacja ta jest natomiast taczna.
Podobnie jak we poprzednim podrozdziale, zal6zmy, ze zmienne wejsciowe po-

dzielone na bloki zostaly ponumerowane w ten sposéb, ze x(1) = [:U(l), e ,x(SO)]T
oraz x) = [z(0tD) 2T { tworza one wektor z ©f @) o x@,

Definicja 6.4. Modelem addytywnym wzgledem blokéw zmiennych xV), x2) na-
zywamy

g(z) = aTvi(xM) + fTva(x?) = " [vi(x) @ va(x?)], (6.2.5)
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gdzie a &f @ [ tworzq wektor a estymowanych parametréow, natomiast v(x) def
vi(xM) @ vy (x?)) tworzg baze, na ktorej rozpieta jest funkcja regresji. Zakladamy
przy tym, ze dim(vy(x(1)) = dim(a) oraz dim(vq(x?)) = dim(3).

Funkcje aTvi(xM), BTvy(x?) nazywaé bedziemy modelami czesciowymi mo-

delu (6.2.5).

Jesli w x( i/lub w x® wyréznié mozna podgrupy (podbloki) zmiennych
w sposob podobny do opisanego w Definicji 6.4, to celowa jest dalsza dekompo-
zycja modelu. W skrajnym przypadku otrzymamy model (w pelni) addytywny
o postaci:

g(z) = a© + Z a®) k) (7 (k). (6.2.6)
k=1

Notacja we wzorze (6.2.6) nie jest w pelni zgodna z ta, ktéra byla uzyta w De-
finicji 6.4, gdyz, w celu zachowania zgodnosci z notacja tradycyjna, funkcje v(®)
i ich argumenty x(¥) nie zostaly zlozone czcionka pogrubiona.

Przyktad modelu, w ktérym nie jest mozliwa pelna dekompozycja, to

g(z) = a9 + oWz 4 @52 4 0@ z052) 4 gM06) 4 gR@  (6.2.7)
Model ten zapisa¢ mozna w postaci (6.2.5), wprowadzajac zmienne

xM) = [z T x® = [z T

oraz wektory funkcji rozpinajacych
vl(x(l)) - [1,x(1),x(2),x(1) $(2)]T7 VQ(X(Z)) - [x(3)7$(4)]T.

Latwo zauwazy¢, ze ta cze$¢ modelu, ktora rozpinana jest przez VQ(X(2)) moze by¢
zdekomponowana do poziomu poszczegdlnych zmiennych. Trzy modele czesciowe
dla pelnego modelu (6.2.7) rozpiete sg zatem przez [1,z(M), 23 2z 2T 2(3)
oraz (Y.

Korzystajac z tego przyktadu, warto zwrécié uwage na to, ze funkcja tozsamo-
Sciowo réwna 1 wystapi¢ moze w zestawie funkcji rozpinajacych co najwyzej jeden
model cze$ciowy (w przeciwnym razie funkcje te nie beda liniowo niezalezne).

Rozpatrujac modele cze$ciowe (6.2.6) zakladamy, ze obszar planowania X da
sie przedstawi¢ w postaci iloczynu kartezjanskiego

X = X3 xXa, Xj cRImGED) - x, c RAm&) (6.2.8)

dwdbch obszaréw planowania, odpowiadajacych zmiennym w poszczegélnych blo-
kach. Jesli, tak jak w podanym przykladzie, mozliwa jest dalsza dekompozycja
modelu, to zakladamy, ze réwniez X, i/lub Xo dadza sie przedstawié jako ilo-
czyny kartezjanskie odpowiednich obszaréw planowania.

Dalsze obliczenia znacznie latwiej sie zapisuje, jeéli wprowadzi sie pojecie
sumy prostej macierzy (por. [82]).
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Definicja 6.5. Niech My ¢ My bedg odpowiednio macierzami kwadratowymsi ri X
r1 i 9 X ro. Sumgq prostg macierzy, oznaczang przez ©, nazywa sie macierz blo-
kowq:

My @& My = | ___________ |, (6.2.9)

gdzie O oznaczajg macierze ztozone z elementéow zerowych. Macierz My & Mo jest
macierzg kwadratowg o r1 + ro wierszach i kolumnach.

Uwaga 6.2. Zauwazmy, zZe dziedzine okreslonosci operacji & ograniczylismy do
macierzy kwadratowych. Stosowanie jej do macierzy prostokgtnych doprowadzito-
by do niezgodnosci rezultatu sumy prostej wektoréw (por. z Definicjg 6.3) i sumy
tychze wektorow traktowanych jako macierze r1 X 1 ¢ rg X 1.

Obliczmy macierz informacyjna dla pewnego planu produktowego €M) @ &),
¢ e 5(Xy), €@ € 2(X3), ktéry stosujemy do estymacji parametréw modelu
podanego w Definicji 6.4. Korzystajac z definicji sumy prostej wektorow, otrzy-
mamy

gdzie
My (W) & /Vl(x(l))vl(X(l))Tf(l)(dX(l)), (6.2.11)
X1
My(e?) & / vo(x) vy (x)Te@ (dxP)y | (6.2.12)
X2

Mia(eD @) & [ x)eax) [VF @) ax®)  (6.213)
X]_ X2
oraz Moy (§1, @) = M (¢, ¢@),
Definicja 6.6. Plan 0 ¢ =(X;) nazywamy planem symetrycznym wzgledem
vi(x®), wowczas gdy
/ vix®) D (ax®) = 0. (6.2.14)
X
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Odnoszac to okreslenie do modelu opisanego w Definicji 6.4 mozemy mieé¢ do czy-
nienia z planami dla blokéw zmiennych, ktore sa symetryczne wzgledem vl(x(l))
i/lub vo(x®). Jednakze, jesli vi(x(1)) zawiera funkcje stata (model zawiera wyraz
wolny), to nie istnieje plan symetryczny wzgledem tego zestawu funkcji. Wowczas
istnieje mozliwo$¢ znalezienia planu symetrycznego wzgledem drugiego z tych ze-
stawéw funkeji.

Lemat 6.1. Rozwazmy model addytywny opisany w Definicji 6.4 i plan produkto-
wy EM @@ ¢V e 5(Xy), €@ € B(Xy). Zaldimy, ze spelniony jest co najmnie;
jeden z warunkow:

— plan czesciowy €Y jest symetrycany wzgledem Vl(X(l)),

— plan czesciowy €@ jest symetrycany wzgledem Vg(x(2)) .
Wowczas

M (5(1) ®§<2)) = Mi(EW) @ My(®). (6.2.15)

Rownosé (6.2.15) wynika z (6.2.10) i z faktu, ze gdy plan(y) czeSciowy(e) ma
wlasnosé symetrii, to My (€M, 62)) =01 Mo (€W, @) =0,

Niech ®(M (&);r) bedzie kryterium planowania eksperymentu dla funkeji re-
gresji o r parametrach. W oznaczeniu tym jawnie figuruje liczba parametrow
r, gdyz rozwazane beda zadania modele czesciowe funkcji regresji, rozniace sie
zestawem funkcji rozpinajacych, obszarem planowania i liczbg parametréw.

Zakladamy, ze ® jest funkcja wklesta, rozniczkowalng i taka, ze w rozwazanym
zadaniu planowania istnieje rozwiazanie o nieosobliwej macierzy informacyjnej.
Pojecie gradientu kryterium planowania wprowadziliSmy juz w poprzednim roz-
dziale. Przytaczamy te definicje ponownie, by zaakcentowaé zalezno$¢ gradientu
od r.

Definicja 6.7. Niech M bedzie r X r macierzq dodatnio okreslong. Gradientem
kryterium planowania ®(M; r), oznaczanym przez F(M; r), nazywamy macierz
o elementach postaci

0D (M; 1)

[F(M7T)]ij = 8mz‘j

. dj =121

gdzie m;; oznaczajq elementy macierzy M.

Twierdzenie 6.1. Zaldimy, zZe kryterium planowania © jest funkcjq jednorod-
ng, monotoniczng, wklestg i rozniczkowalng. Zaktadamy takze, Ze dla dowolnej
nieosobliwej 1 osiggalnej w danym problemie planowania macierzy informacyjnej
M, macierz F(M;r) jest nieujemnie okreslona, a ponadto macierz ta spelnia
warunek:

F(M1 o Mo, r1 + ?”2) = F(Ml,rl) D F(MQ,TQ) (6216)

dla dowolnych nieosobliwych r1 x r1 macierzy My i ro X 9 macierzy M.
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Niech €0 € 2(X1) i £€?) e E(Xy) bedg planami ®(.; 1) i ®(.; 1) optymalnymi
dla modeli czeSciowych opisanych w Definicji 6.4, tzn., dla modeli aTvl(x(l))
i BTvo(x?))), odpowiednio. Zalézmy, e dla plandw tych zachodzi

MED © E2) = My (ED) & Mp(E?)) (6.2.17)

a macierz M(é(l) ® 5(2)) jest nieosobliwa. Przy tych zalozeniach plan é(l) ® 5(2),
bedgcy produktem plandw dla blokéw zmiennych, jest ®(.;r1+1r2) optymalny w za-
daniu estymacji parametrow modelu opisanego w Definicji 6.4.

Rezultat ten wynika z Twierdzenia 4.2, a szczegdly dowodu mozna znalezé w [136].
Warunek (6.2.16) spelniaja kryteria D-, A-, L,-optymalnosci oraz kryterium L-op-
tymalnosci, przy zalozeniu, ze macierz wag A w tym kryterium ma postaé A =
A1 P Ao, gdzie Ay 1 As sa macierzami nieujemnie okreslonymi o rozmiarach r1 X ry
i r9 X r9, odpowiednio. Weryfikacja warunku (6.2.17) wymaga wczesniejszego
obliczenia optymalnych planéw dla modeli czedciowych. Pelnej weryfikacji tego
warunku mozna uniknaé, jezeli spetnione sg zatozenia Lematu 6.1, gdyz sg one
warunkami dostatecznymi dla (6.2.17).

Twierdzenie 6.1 tatwo uogdlni¢ na przypadek modeli addytywnych wzgledem
wiekszej liczby grup zblokowanych zmiennych niezaleznych. Jako elementarny
wniosek z tego twierdzenia otrzymamy nastepujacy klasyczny rezultat.

Whniosek 6.1. Rozwazmy problem planowania dla modelu
r—1
g(z) = al + 3" o 2®) (6.2.18)
k=1

w obszarze X = [—1,1]""1. Plan D- i A-optymalny dla tego modelu skupiony jest
we wszystkich wierzchotkach kostki X z wagami 1/27~1.

Dla dowodu zauwazmy, ze A- i D-optymalne plany dla modeli czesciowych rozpie-
tych przez [1,2V]T, 20) j = 2,3, ... r—1 skupione sa w punktach +1 z wagami
1/2. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze plany te sa symetryczne wzgledem funkcji 2\,
j=2,3,...,r — 1 rozpinajacych modele cze$ciowe. Warunek (6.2.17) jest zatem
spelniony na mocy Lematu 6.1.

6.3. Plany dla modeli z petnym zestawem interakcji
zblokowanych zmiennych

Podobnie jak w poprzednim rozdziale, przyjmiemy, ze zmienne wejsSciowe zos-
taly podzielone na bloki i ponumerowane w ten sposéb, by x(1) = [1"(1), ey m(SO)]T



79

oraz x(2 = [z0tD)  2GNT tworzyly razem wektor z. Modelem z pelnym
zestawem interakcji dla blokéw nazywaé bedziemy zaleznos$é postaci:

g(z) = a’ [vi(xM) @ vo(x?))], (6.3.19)
gdzie a jest kolumnowym wektorem nieznanych parametrow,
dim(a) = dim(vi(x™)) - dim(va(x?)).

® oznacza iloczyn Kroneckera wektoréw (Definicja 15.1 w Dodatku). W (6.3.19)
dopuszczamy tez wieksza liczbe czynnikéw iloczynu Kroneckera.

Uwaga 6.3. Czytelnik zauwazyl, ze ten sam symbol @ stosujemy zarowno dla ilo-
czynu Kroneckera, jak i dla oznaczenia operacji tworzenia planéw produktowych.
Ta zbieinosé oznaczen wynika z tradycji stosowania tego symbolu w algebrze oraz

w teoris miary i funkcji. Zbieinosé ta nie jest przypadkowa. Wystarczy poréwnaé

zapis dla funkcji f ® g def f(x)g(t) i zapis

a®b def [a1b,asb, ..., amb]"

T
= [al bl,ale,.-.,albn,Gle,CLQbQ,.--,agbn, --.,ambl,ame,.-.,ambn]

dla wektoréwa € R™, b € R, traktowanych jako funkcje dyskretnych argumentow
a; oraz bj.

Zgodnie z tradycja teorii planowania eksperymentu, sktadniki modelu bedace
iloczynami funkcji zaleznych od zmiennych wejsciowych nazywamy interakcjami.
Tloczyny takie maja za zadanie modelowanie lacznego wplywu grup zmiennych
na wyjscie modelu.

Model (6.3.19) nazywamy modelem z pelnym zestawem interakcji dla blokéw,
gdyz wystapia w nim wszystkie mozliwe iloczyny sktadowych wektoréw v (x(1))
oraz va(x?)).

Rozwazmy dwa bloki zmiennych wejsciowych x(V) = 21 x@) = (2. £0) oraz
bloki zmiennych przeksztatconych vy (x™M)) = [1,2W]T vo(x(?)) = [1,2).2®))T,
Model z pelnym zestawem interakcji tych dwdch blokéw zmiennych przeksztat-
conych ma postac:

g(z) = aW +aPz@2® 4 @1 4 (@WaL@6), (6.3.20)

Zauwazmy, ze w modelu tym nie wystepuja wszystkie mozliwe iloczyny zmien-
nych (M, 23 23 Wszystkie interakcje miedzy pierwszym blokiem zmiennych
zW i blokiem drugim z® () sprowadzaja sie do jednego (ostatniego) sktadnika
w (6.3.20).

Model nazywa¢ bedziemy modelem z pelnym zestawem interakcji dla zmien-
nych, jezeli mozliwe jest przedstawienie wszystkich czynnikéw tak, by kazdy z nich
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zalezal jedynie od pojedynczej zmiennej niezaleznej. Stowo czynnik oznacza taki
sktadnik modelu, przy ktérym wystepuje nieznany parametr. Dokladniej, jesli
z=[zM, 2@ . 2O)T jest wektorem wszystkich wielkosci wejsciowych, to mo-
del z pelnym zestawem interakcji wszystkich zmiennych ma postaé

g(z)=ad"H vi(=®), (6.3.21)
h=1

gdzie vk(x(k)) sa wektorami kolumnowymi funkcji zaleznych jedynie od k-tej wiel-
kosci wejsciowej z(#). Jedli dim(vy(2(¥))) = 7y, to liczba wszystkich skladnikéw
modelu, a zatem takze r = dim(a) wynosi [[;_; rx. Mozna powiedzieé, ze model
z pelnym zestawem interakcji dla zmiennych, to model z pelnym zestawem inte-
rakcji dla blokéw, z tym, ze teraz kazdy z blokéw sktada sie z jednej zmiennej

niezaleznej.
Przyktady te ilustruja réznice miedzy wprowadzonymi klasami modeli:
g(z) = a9 + oWz + @2 4 @10 z2), (6.3.22)
g(z) = a® + Wz 4 o@D z@ 4 (B pMz@) 4 (@ ((1))2 (6.3.23)

g(z) = a® + oMz 4 @23 4 (B0 4 (W@ 4 (B)(10) - (6.3.24)
Model (6.3.22) ma pelen zestaw interakcji, gdyz jest rozpiety przez

[1,$(1)]T ® [1,5[?(2)]T,

natomiast (6.3.23) nie spelnia wymagan natozonych przez (6.3.21). Rzeczywiscie,
w modelu tym wystapil czynnik (z(1))2, ale nie wystgpil sktadnik bedacy jego ilo-
czynem z z(?). Podobnie, w modelu (6.3.24) brakuje cztonu interakcji z () z(2) ().

Waznym przypadkiem szczegélnym jest sytuacja, gdy wektory rozpinajace
funkcje regresji zawieraja funkcje tozsamosciowo réwna 1, tzn.

v;(@®) = [1,o? (@), o @7, j=1,2. (6.3.25)
Wtedy model z pelnym zestawem interakcji dwoch zmiennych mozna zapisaé tak:
1
j§(x) = a® + 3" apol? (2 V) (6.3.26)
k=2
T2 Ty T2
+ 3 Bl @) + 32 3 e @) (2,
k=2 k=2 1=2

gdzie, uporzadkowane, wspoétczynniki oy, B, Vi tworzg wektor a o ry - ro skla-
dowych. Zauwazmy, ze w rozwazanym przypadku model z pelnym zestawem
interakcji dla zmiennych zawiera w sobie wszystkie sktadniki modelu w pelni
addytywnego wzgledem wszystkich zmiennych.
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Definicja 6.8. Modelem z pelnym zestawem interakcji wzgledem zblokowanych
zmiennych x(M %32 nazywamy

g(z) = a” [vi(xW) @ vo(x?))], (6.3.27)
gdzie a jest kolumnowym wektorem nieznanych parametrow,
dim(a) = dim(vi(x™M)) dim(va(x?)).

Modelami czesciowymi dla funkeji (6.3.27) nazywamy wyrazenia o vi(x(M)
oraz 3T VQ(X(Q), okreslone odpowiednio na X1 oraz Xo. W modelach tych o €
RAMV1(x™) g, b e Rdim(v2(x?)) sq kolumnowymi wektorami stalych parame-
trow.

Zadanie planowania dla (6.3.27) rozpatrywane bedzie na zbiorze X1 x Xa, gdzie
X(l) € Xi, X(2) € Xo.

Modelom cze$ciowym modelu (6.3.27) mozna nadaé nastepujaca interpretacje:
al' vy (x(l)) to zalezmosé¢ wyjécia od zblokowanych wielkosci wejéciowych x(V | przy
ustalonych wartoéciach bloku wejéé x(2). Modele czesciowe mozna takze traktowaé
zupetnie formalnie — jako narzedzie znajdowania planéw optymalnych.

Rozwazmy prosty przyktad:

y(z) = a” el el ! (6.3.28)
Y e 2@ o [ o

Mozna w nim wyrézni¢ dwie rézne pary modeli czesciowych. Pierwsza para roz-
pieta jest przez funkcje

N 1
T .
L+ T R )

Para druga rozpinana jest przez zestawy

1 1 - 1
T R e 3 |

Podany przyktad pozwala zauwazy¢, ze wyrdznianie modeli czesciowych nie jest
procedurg o jednoznacznym wyniku. W praktyce dazy¢ powinnismy do mozliwie
daleko idacego rozbicia modelu na modele cze$ciowe. W omawianym przykta-
dzie korzystne jest wyr6znienie trzech modeli czesciowych, gdyz wowczas problem
znajdowania planu optymalnego upraszcza sie najbardziej.
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Lemat 6.2. Rozwazmy model z pelnym zestawem interakcji zblokowanych zmien-
nych

g(z) = ' [vixM) @ vo(x®)], xM e X1, x? e Xy (6.3.29)
i dowolny plan produktowy €V @ €@ na X, x Xo, gdzie plany €V, €@ sq postaci

N AR}
f —_ ) ) ) ’
PR SR )

1=1,2. (6.3.30)

Wowczas macierz informacyjna planu produktowego dana jest wzorem

M (W o) = M(eW) oM (), (6.3.31)

gdzie macierze informacyjne dla modeli czesSciowych majg postaé
MO (eD)y sz El ( 0 (x El))) . 1=1,2. (6.3.32)

Dowdd tego lematu, jako czysto algebraiczny, pomijamy.

Podamy teraz sposéb konstruowania optymalnego planu produktowego dla
omawianego modelu z pelnym zestawem interakcji wzgledem zblokowanych zmien-
nych (6.3.29). Po pierwsze, nalezy znalezé plan D-optymalny ¢ e Z(X;) dla
modelu czeéciowego al - vl(x(l)). W tym celu nalezy rozwiaza¢ zadanie:

max  det MM (W) = det MM (£W), (6.3.33)
£Mex(Xy)

gdzie dla kazdego planu €M) € Z(X;)

O x =M xY
5 — )] ) )
pgl)a pgl)7 R pgrlzz

(6.3.34)

macierz informacyjna dana jest wzorem
xDy (v (xD r
E pl X, (V (x; )) . (6.3.35)

W drugim kroku nalezy znalezé plan D-optymalny £ e Z(X32) dla modelu
czesciowego BT vo(x(P). W tym celu nalezy rozwiazaé zadanie analogiczne do
(6.3.33). W ostatnim kroku konstruujemy plan produktowy £* = ON-¥{%)
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Twierdzenie 6.2. Uzyskany w opisany sposéb plan £ = é(l) ®€(2), jest planem
D-optymalnym dla estymacji wektora parametrow a modelu (6.3.29) w obszarze
planowania X1 X Xs.

Dowéd. Dowdd przedstawiamy przy zalozeniu, ze wariancja zaklocen jest sta-
ta w calym obszarze planowania. Dowéd w nieco ogdllniejszym przypadku, gdy
wariancja jest faktoryzowalna funkcja zmiennych przestrzennych, znalez¢é mozna
w [116].

Plany é(l) i 5(2), jako D-optymalne dla modeli cze$ciowych, spelniaja naste-
pujace warunki (wynikajace z twierdzenia Kiefera i Wolfowitza):

sup v (xM) MO ED) "ty (xW) =y (6.3.36)
x(MeX;

sup  v2 (x)[MP (@) Lvy(x@)) = rs. (6.3.37)
x(2)e Xy

Jednoczesnie, dla planu produktowego ¢* = £ ® €2 zachodzi réwnosé M (&) =
MO (é(l)) QM® (5(2)). Plany £1), €@ prowadza do nieosobliwych macierzy in-
formacyjnych MM (EMDY i M@ (£2), gdyz sg one planami D-optymalnymi dla
modeli czedciowych, Zatem, zgodnie z wlasnosciami iloczynu Kroneckera macie-
rzy (por. Dodatek), nieosobliwa jest takze macierz M ({*), co prowadzi do

sup o (z) M€ w(z) = sup  vi(xD)[MOED)] T vi(xV) (6.3.38)
r€EX1 X X2 x(l)EXl

x sup  va (xP) MO EN vy (xP) = ryrg =1
x(2) e Xy
Wystarczy teraz ponownie odwotaé sie do twierdzenia Kiefera—Wolfowitza, aby
z warunku (6.3.38) odczytaé¢ D-optymalnosé planu £* w modelu (6.3.27). o

Warto dodaé, ze pierwsze wskazowki, ze plany optymalne moga mieé¢ postac
taka jak w Twierdzeniu 6.2 znalezé mozna w pracy [55], lecz tam rozwazano
szczegbdlny przypadek modeli trygonometrycznych.

Za praca [116] przedstawimy uogdlnienie rezultatu zawartego w Twierdze-
niu 6.2 na inne kryteria planowania. Wymagania stawiane kryteriom planowania
omoéwiono w rozdziale 4.1. Tutaj takze wymagaé bedziemy, aby kryterium & byto
funkcja wklesty i rézniczkowalng w zbiorze wszystkich nieosobliwych i osiagalnych
macierzy informacyjnych. Ograniczamy si¢ tu do tzw. probleméw regularnych, to
znaczy takich, dla ktérych w rozwazanym zadaniu planowania istnieje rozwiazanie
d-optymalne o nieosobliwej macierzy informacyjnej.

Przypomnijmy, ze przez F'(M;r) oznaczamy macierz gradientu kryterium &,
ktoérej elementy sa postaci

A (M;r)

HUDIIEES =

) i’j:1727-.-7T’
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gdzie m;; oznaczaja elementy macierzy M. Od macierzy F(M;r) wymagamy, by
F1) dla dowolnych nieosobliwych M; (dim M; = ry X r1) oraz My (dim My =
r9 X 12) zachodzilo

F(M1 ® Mo 7‘2) = F(Ml;T1)®F(M2;T2). (6.3.39)

Nalozone wczesniej (s. 36) wymagania monotonicznosci i rézniczkowalnosci
kryterium ® implikuja:

F2) dla dowolnej nieosobliwej macierzy informacyjnej M, macierz F'(M;r) jest
nieujemnie okreslona.

Precyzyjny dowdd tej wlasnosci podano w [199] (Lemat 3.4, s. 44). Mozna
takze wykazaé (por. [116]), ze warunek F1) (a zatem takze F2)) spelnia wiele
kryteriow planowania, a w szczegdlnosci: kryteria D-, L,-, A-, Q-optymalnodci,
i ekstrapolacji w zadanym punkcie. Jak wspominano wczesniej, ostatnie trzy kry-
teria sa szczegdlnymi przypadkami kryterium L-optymalnosci. W uzywanej tu
notacji, ta klasa kryteriéw ma postaé ®(M(€),r) = —tr[WM ~1(¢)], gdzie W jest
r X r macierza wagowa. Aby warunek F1) byl spelniony, macierz wag musi mie¢
odpowiednig strukture, a mianowicie powinna daé sie przedstawi¢ jako iloczyn
Kroneckera W1 ® Ws macierzy wagowych odpowiadajacych modelom czedciowym.
Jesli przyjmiemy model (6.3.42), to faktoryzacja taka zachodzi miedzy innymi dla
kryteriéw A-, Q-optymalnosci i ekstrapolacji w zadanym punkcie.

Twierdzenie 6.3. Zalozmy, Ze kryterium planowania ® jest funkcjqg jednorod-
ng, monotoniczng, wklestq i réiniczkowalng. Niech spelnione bedzie zalozZenia
F1). Zalézmy, ze plany £V ¢ E(Xy) oraz @ ¢ =(X2) sa¢ ®-optymalne dla
modeli czesciowych, to znaczy zachodzi

o max  S(M(E)im) = SMEW)ir) (6.3.40)
oraz N
max ®(M(&);ra) = S(M(EP);ry). (6.3.41)
£2€5(X2)

Wowczas plan f(l) ® 5(2) jest planem ®-optymalnym w zadaniu estymacji para-
metrow modelu
g(z) = o’ [vixW) @ vo(x?)]. (6.3.42)

Uogolnienie tego rezultatu na wiekszg liczbe modeli czesciowych jest natych-
miastowe. Twierdzenie to udowodniono w [116].

Twierdzenia 6.3 oraz 6.1 pozwalaja na poszukiwanie optymalnych planéw dla
modeli, ktore nie sg ani modelami w petni addytywnymi, ani modelami z pelnym
zestawem interakcji wzgledem zblokowanych zmiennych, lecz da sie w nich wydzie-
li¢ modele czesciowe o takich cechach. Nastepujacy rezultat ilustruje zarysowana
poprzednio ogdlna idee.
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Rozwazmy model o postaci
g=a" {{g(x) ® h(u)] © R(2)}, (6.3.43)

gdzie g(x), h(u) i R(z) sa wektorami liniowo niezaleznych funkcji skalarnych ar-
gumentdéw, okreslonymi, odpowiednio, na odcinkach domknietych X, U, Z.

P-optymalne plany czesciowe, odpowiadajace modelom czesciowym rozpina-
nym przez g(x), h(u) i R(z), oznaczamy, odpowiednio, przez &;, &, 1 &,.

Twierdzenie 6.4. Niech spelnione bedg zalozenia Twierdzenia 6.1 odnoszgce sie
do wskaznika optymalnosci planowania. Ponadto, zaléimy, Ze przynajmniej je-
den z plandw &, lub &, jest symetryczny, odpowiednio, wzgledem h(z) lub g(u).
Wowczas plan éx ® éu ® éz jest ®-optymalny dla estymacji a w modelu (6.3.43)
w obszarze planowania X x U x Z.

Dowo6d pomijamy. Dalsze rezultaty na temat planéw produktowych znalezé moz-
na w pracach [168], [169] i [170].

6.4. Analityczne wyznaczanie planéw

W podrozdziale tym przedstawiamy zastosowania Twierdzen 6.1-6.4 do znaj-
dowania planéw dla modeli addytywnych, modeli z pelnym zestawem interakcji
i modeli z niepelnym zestawem interakcji, ktore jednak majg posta¢ addytywna
wzgledem zblokowanych zmiennych.

Przyktady dla modeli addytywnych

Formalne uogdélnienie Twierdzenia 6.1 na przypadek wielowymiarowego mo-
delu addytywnego wzgledem kazdej ze zmiennych wejsciowych jest natychmia-
stowe. W tym przypadku, uogdlnienie Lematu 6.1 sprowadza sie¢ do wymagania,
by w kazdej parze plandéw czeSciowych, ktore wystepuja w danym problemie,
co najmniej jeden z planéw byt symetryczny wzgledem stowarzyszonego z nim
modelu czesciowego.

Optymalnos¢ petnych planéw czynnikowych

Poprzednie spostrzezenie pozwala natychmiast udowodnié¢ klasyczny rezultat,
a mianowicie D- i A-optymalnos$¢ planu o wagach 1/2° przypisanych wszystkim
wierzchotkom kostki [—1,1]° w problemie estymacji parametréw modelu

g=ao+ Y aiz". (6.4.44)
i=1
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Rys. 6.1. Nosnik planu D-optymalnego dla estymacji parametréw modelu (6.4.45)

Plan dla prostego modelu addytywnego
Plan D-optymalny dla modelu

7 =ap+tarx+ayx® +azu, (zu)c|[-1,1]x[-1,1] (6.4.45)

ma no$nik pokazany na rysunku 6.1, z wagami 1/6 przypisanymi kazdemu z tych
punktéw. Latwo tez wykazaé, ze plan A-optymalny dla modelu (6.4.45) ma no$nik
pokazany na rysunku 6.1 z wagami 1/8 przypisanymi punktom wierzchotkowym
i 1/4 w obu punktach (0,1) i (0, —1).

Przyktady dla modeli z interakcjami

Przedstawiamy przyktady analitycznego znajdowania planéw dla estymacji
parametréw w modelach z interakcjami, zaréwno z pelnym zestawem interakcji,
jak i takich, w ktorych — mimo braku pewnych interakcji — potrafimy przedstawic
model w postaci addytywnej wzgledem grup zmiennych.
Model z pojedynczg interakcja

Rozwazmy model o postaci

j(z) =al ! ® ! (6.4.46)
Y (1) Lo | =

ktéry w klasycznym zapisie ma postaé: (x) = a(V+a 2 46322 44 (1) (),
W obszarze X = [—1,1] x [—1,1] szukamy D-optymalnego planu dla estymacji
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Rys. 6.2. Plan optymalny dla regresji kwadratowej wzgledem kazdej ze zmiennych
(M 1 23 przy ekstrapolacji w punkcie (2,2)

wektora a. Model czesciowy dla pierwszego wejécia ma postaé: o) +a(@z(1), Plan
-1

1/2 1/2
symetrii, zupelnie analogicznie wyglada drugi model czesciowy i odpowiadajacy
mu plan optymalny plan czeSciowy. W rezultacie zastosowania Twierdzenia 6.2
stwierdzamy, ze nastepujacy plan

D-optymalny dla tego modelu na [—1,1] jest znany £ = [ ] . Wobec

o (-1,-1) (-1,1) (1,-1) (171)] (6.4.47)
1/4 /4 14 1A

jest D-optymalny dla modelu (6.4.46). Fakt ten jest od dawna znany, lecz tu
uzyskuje sie go elementarnie. Zauwazmy, ze plan (6.4.47) jest takze D-optymalny
dla estymacji parametréw modelu g(z) = a®4+a@ M 43z Jak sie okazuje,
jest to wyraz ogélniejszej prawidlowosci (por. [164]). Uogdlnienie tego przykladu
na regresje o wiekszej liczbie zmiennych jest natychmiastowe, a punkty planu
D-optymalnego rozmieszczone sa we wszystkich wierzchotkach hiperkostki. Przy-
pisane sa im jednakowe wagi.



88

e
K2 K7 K1
n pl [ ]
K8 K5 K6
= » » >
-1 1
2D
K3 K9 K4
| | m—1 | ]

Rys. 6.3. Noénik planéw dla regresji kwadratowych wzgledem zmiennych () i z(?)

Model kwadratowy z interakcjami

Rozwazmy model bedacy wielomianem stopnia czwartego:

1 1
y(z) = a” 20 | e| 2@ : (6.4.48)
($(1))2 (x(2))2

Laczna liczba estymowanych parametrow wynosi wige 9. Modele czesciowe maja
postaé: a) + o@Dz 4 o6 (2D)2 a D-optymalnymi planami czesciowymi na

1/3 1/3 1/3

[—1,1] x [—1, 1] skupiony jest zatem we wszystkich dziewigciu punktach pokaza-
nych na rysunku 6.3 z jednakowymi wagami 1/9.

], i = 1,2. D-optymalny plan dla (6.4.48) na
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Planowanie w obszarze o ksztatcie walca
Rozwazmy zdania planowania D-optymalnego dla funkcji regresji o postaci:
gz) = a9 +aWzM 4 253 (6.4.49)
+ a®z0) 4 @MW) 56) 4 45)4(2)(3)
+ a®ECN? 4 oMM (102 4 &z (302,

Obszarem planowania jest walec — uwzgledniajac brzeg i wnetrze. Podstawa walca
ma promiefi 1 i umieszczona jest w plaszezyznie zmiennych () i (2| podezas gdy
tworzaca umieszczona jest wzdhuz pionowej osi z) e [—1,1]. Obszar planowania
ma zatem postaé¢ X; x Xo, gdzie X1 = {(zM2®) : ()2 4 ()2 < 1},
Xy = {z® : 20) € [~1,1]. Funkcja (6.4.49) moze by¢ zapisana w postaci

j(z) = o’ (vix) @ va(x?)) (6.4.50)

gdzie vy (xM) = [1,20, 23], vo(x®) = [1,208), (23))2]T a dla zachowania kon-
sekwencji w notacji przyjeto x(1) = (2, 2®?) oraz x? = 2. Rozwigzanie
zadanie D-optymalnego planowania na Xi, dla modelu czeSciowego rozpietego
przez vi(x1), przedstawiamy ponize;.

Rozwazmy funkcje regresji 7(z) = a(® + oM 2 + 4 23 okredlona w kole
jednostkowym X = {(z),z®) : ()2 + (2®)? < 1}. Gdy obliczymy ma-
cierz informacyjna planu pokazanego na rysunku 6.4 z wagami 1/4 i skorzystamy
z twierdzenia Kiefera—Wolfowitza, to stwierdzimy, ze plan ten jest D-optymalny.

Natomiast plan D-optymalny dla drugiego modelu cze$ciowego [1, ), (a;(3))2],
na [—1,1], skupiony jest w punktach +1 oraz 0 z wagami 1/3. Plan produktowy
— zgodnie z Twierdzeniem 6.2 — D-optymalny dla planowania na walcu mozemy
zatem latwo obliczy¢. Jest on skupiony w 12 punktach, po cztery na dolnej i gérnej
podstawie walca oraz w jego srodkowym przekroju kotowym. W kazdym z tych
przekrojéw punkty rozmieszczone sa tak jak na rysunku 6.4.

Plan A-optymalny dla wielomianu drugiego stopnia o dwdch zmiennych

Latwo analitycznie sprawdzié, ze plan
-1 0 1
(6.4.51)
1/4 1/2 1/4

jest A-optymalny w estymacji parametréw kwadratowej funkcji regresji rozpatry-

wanej na X = [—1, 1]. Rozwazmy model
1 1
g(z) = o V| ®| 2@ (6.4.52)
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X2

X1

Rys. 6.4. Plan D-optymalny dla regresji wielomianowej stopnia drugiego na kole

dla ktérego poszukiwany jest plan A-optymalny na [—1, 1] x [—1, 1]. Nosnik planu
optymalnego pokazano na rysunku 6.3. Wagi przypisywane punktom planu A-op-
tymalnego przyjmuja jedynie wartoéci 1/4, 1/8 i 1/16, przy czym wage 1/4 ma
punkt centralny planu, wagi 1/16 punkty w narozach obszaru planowania, a wagi
1/8 — punkty lezace w $rodkach brzegéw kwadratu.

Plan dla ekstrapolacji

Rozwazmy ponownie estymacje parametrow modelu wielomianowego stopnia
czwartego (6.4.52), lecz tym razem celem naszym jest takie zaplanowanie ekspe-
rymentu, by minimalizowaé¢ wariancje predykcji w punkcie (—2,2). Lezy on poza
obszarem planowania i dlatego planowanie nazywa sie¢ takze optymalnym dla
ekstrapolacji w zadanym punkcie. Mozna pokazaé (por. [35]), ze dla kwadratowej
regresji jednej zmiennej na [—1,1] plan optymalny dla ekstrapolacji w punkcie
2 skupiony jest w punktach —1,0, 1, odpowiednio, z wagami 1/7,3/7,3/7. Plan
optymalny w naszym dwuwymiarowym problemie ma zatem postaé¢ pokazana na
rysunku 6.2.

Model liniowy o trzech zmiennych

Przypuéémy, ze w modelu liniowym o trzech zmiennych niezaleznych z, u, v
wystepuja rowniez interakcje miedzy zmiennymi x i u oraz x i v, ale nie wystepuje
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Rys. 6.5. Nosnik planu D-optymalnego

interakcja miedzy v i v. Model zatem ma postaé
¥y = ag+a1x+ asu—+ asgv+ aqg xu + as xv. (6.4.53)

Zauwazmy, ze — z doktadno$cia do przenumerowania nieznanych parametréw
w wektorze a — model (6.4.53) zapisa¢ mozna w postaci

ol

Plan D-optymalny w obszarze [—1,1]% skupiony jest w tych samych punktach
co pelny plan czynnikowy typu 23, czyli we wszystkich wierzchotkach kostki.
Punktom tym przypisujemy wagi réwne 1/8.

|
. (6.4.54)

Planowanie w czterowymiarowej przestrzeni o podstawie cylindrycznej

Niech obszarem planowania bedzie B x [—1, 1] x [—1, 1], gdzie B = {(zM)2 +
(33(2))2 < 1} jest kolem jednostkowym. W obszarze tym okreslony jest model
postaci

1
1
g=a" | 20 |oule } (6.4.55)
v
e

Jak wiadomo, plan D-optymalny w obszarze B dla modelu rozpietego przez funk-
cje [1, (M, 2T jest postaci (0, £1), (1, 0) z wagami 1/4. Plan D-optymalny dla
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modelu (6.4.55) skupiony jest zatem w punktach (0, £1, £1, £1), (£1,0, £1, £1)
z wagami 1/16. Estymowana funkcja regresji ma postac:

i okreslona jest na kostce [—1, 1]3. Funkcji tej nie mozna przedstawié¢ w postaci ilo-
czynéw Kroneckera wzgledem wszystkich trzech zmiennych. Potrafimy natomiast
przedstawié¢ ja w postaci czeSciowo multiplikatywnej (6.3.27), jesli przyjmiemy:

vo(x®@) = [1,201T | gdzie x?) = [20)]
vi(xM) = [1,20, 23 Wz ()2 (22T

a z powodu jednolitoéci zapisu utozsamimy x(!) = [x(l),x(z)]T. Model czesciowy
dla xM ma postaé:

y(z) = oD £ @20 4 ;B2 4 (D1 (2) 4 () (m(l))2 +a® (m(2))2, (6.4.56)

a jego obszarem planowania jest [—1, 1)2. Kiefer wykazal, ze plan D-optymalny na
kwadracie dla (6.4.56) ma posta¢ pokazana na rysunku 6.3, przy czym czestosci
pomiaréw w poszczegdlnych punktach maja postacé:

— w wierzchotkach pgl) = pgl) = pgl) = pz(f) = 0.14805,

— w centrum kwadratu pgl) = 0.0962,

— w $rodkach bokéw pél) = pgl) = pél) = pél) = 0.08015.
Numeracja punktéw jest taka jak pokazano na rysunku 6.3. Natomiast model
czeSciowy dla drugiej zmiennej jest funkcja liniowa na [—1,1] i czeSciowy plan
skupiony jest w punktach +1 z wagami 1/2. D-optymalny plan produktowy dla
(6.4.56), skupiony bedzie zatem w pewnych (nie wszystkich) wierzchotkach, érod-
kach krawedzi oraz dwéch srodkach $cian prostopadloscianu. Aby plan ten opisac,
przyjmijmy ze zmienna z(®) umieszczona jest na pionowej osi uktadu wspétrzed-
nych. Woéwczas siatke przedstawiona na rysunku 6.3 nalezy umiedci¢ na gornej
i dolnej powierzchni kostki. Wagi przypisane tym punktom powinny by¢ takie
jak podano wczesdniej, z tym ze kazda wartosé nalezy podzieli¢ przez dwa. Noénik
tego planu pokazano na rysunku 6.5.



7. Zalety planéw produktowych

W rozdziale tym zestawimy zalety planéw produktowych zaréwno z punktu
widzenia numerycznych metod ich poszukiwania jak i ze wzgledu na ich walory
numeryczne w zadaniu estymacji parametréw modelu.

7.1. Poszukiwanie i realizacja planéw produktowych

Celem tego podrozdziatu jest pokazanie, ze komponowanie optymalnych pla-
noéw, bedacych iloczynem planéw dla podmodeli, jest znacznie latwiejsze nume-
rycznie niz bezpoérednie poszukiwanie optymalnego planu wielowymiarowego.

Komponowanie planéw

Zadanie to staje sie jeszcze latwiejsze, gdy posiadamy baze danych optymal-
nych planéw dla regresji jednej zmiennej lub o zmiennych zblokowanych. Wobec
czesciowej lub pelnej dekompozycji problemu, mozliwe jest nie tylko sekwencyjne,
ale takze réwnolegle obliczanie brakujacych w bazie planéw.

Aby naszkicowaé zrodta oszczednoéci obliczeniowych i sposéb postepowania,
postuzymy sie¢ modelem z pelnym zestawem interakcji wszystkich zmiennych.
Podkresli¢ jednak nalezy, ze dyskusja ta odnosi sie rowniez do modeli z pelnym
zestawem interakcji zmiennych zgrupowanych w bloki. Przypomnijmy postaé¢ mo-
delu

g(z) = a” H vi(2®), (7.1.1)
k=1

gdzie Vk(iL'(k)) sg wektorami kolumnowymi funkcji zaleznych jedynie od k-tej wiel-
kosci wejsciowej z*). Gdy dim(vy(z®)) = 7y, to liczba wszystkich sktadnikéw

modelu, a zatem takze r = dim(a), wynosi H Tk
k=1
W celu zilustrowania konsekwencji tego faktu, przyjmijmy najprostsze modele

czesciowe vy (x®) = [1,20]T k= 1,2,..., s, odpowiadajace linjowym funkcjom
regresji. Jesli obszarami planowania dla modeli czeSciowych jest [—1, 1], a caly ob-
szar planowania stanowi X = [—1, 1]%, to plan D-optymalny jest oczywiscie znany
(por. Twierdzenie 4.6). W celach ilustracyjnych wyobraZzmy sobie jednak, ze plan
ten chcemy oblicza¢ numerycznie. Dla modeli czesciowych vy () = [1, 207
wszystkie 1, = 2 i jedli mamy pie¢ zmiennych wejéciowych, to r = 25 = 64. Jak
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wiemy, plan D-optymalny nie moze mie¢ mniej niz r = 64 punktéw. Poszukujac
go metodami numerycznymi opisanymi w poprzednim rozdziale, w kazdym kroku
znajdowaé¢ musimy globalne maksimum funkcji ¢(;, ) zaleznej od 5 zmiennych.
Sytuacje utrudnia to, ze wraz ze wzrostem jakosci biezacego planu ; coraz bar-
dziej zaznaczaé sie beda maksima lokalne funkcji ¢(&;, z). Dalsza poprawa planu
zwigzana bedzie z ich coraz dokladniejsza lokalizacja. Punktéw wystepowania
lokalnego maksimum bedzie co najmniej 64 i bedzie im odpowiada¢ zblizona
wartosé¢ ¢(&;, x), gdyz dla kazdego planu mamy sup,cy ¢(§;, ) > r, podczas gdy
dla planu optymalnego sup,c x ¢(&;, ) = r i supremum osiagane jest w punktach
planu.

Zarysowane trudnoéci wystapily przy rozpatrywaniu bardzo skromnego przy-
ktadu. W zadaniach o wigkszej liczbie zmiennych i bardziej ztozonych wektorach
rozpinajacych czeéciowe funkcje regresji spodziewac sie mozna wyktadniczego na-
rastania trudnosci obliczeniowych.

Jedli struktura modelu na to pozwala, skorzysta¢ mozemy z Twierdzen 6.1,
6.2 i prowadzié¢ obliczenia w sposéb! nastepujacy:

Algorytm komponowania planéw

Krok 0. Wybierz kryterium planowania. Ustaw licznik numeru zmiennej wej-
sciowej k = 1 i dobierz plan optymalny &7 dla modelu czeSciowego rozpietego
przez vi(xz(1)). Jako plan biezacy ¢; przyjmij £
Uwaga. Przez ,dob6r planu” rozumiemy tu i ponizej albo znalezienie planu
w bazie planéw optymalnych, albo obliczenie numerycznie jego przyblizenia,
a w przypadku gdy plan optymalny nie jest jedyny, takze wybdr wariantu.

Krok 1. Zwieksz licznik k := k+ 11 jesli k = s 4+ 1, to zatrzymaj obliczenia,
a jako wynik podaj plan (. W przeciwnym razie przejdz do kroku 2.

Krok 2. Dobierz plan optymalny §; dla modelu czgsciowego rozpigtego przez
vi(z®)). Oblicz plan ¢ = & @ (1. Wréé do kroku 1.

Zastosowanie tego algorytmu do omawianego poprzednio przyktadu daje wielowy-

miarowy plan optymalny przy znikomym naktadzie obliczen, gdyz plan D-opty-

malny dla regresji liniowej odczytujemy z bazy planéw optymalnych (oczywiscie,
wezesniej musimy ja stworzy¢). W nietypowych przypadkach, gdy plany opty-
malne dla modeli cze$ciowych trzeba oblicza¢ numerycznie, obliczenia takze staja

sie duzo latwiejsze niz w przypadku, gdy nie stosujemy Twierdzen 6.2 lub 6.1.

Drzieje sie tak, gdyz w kazdej iteracji algorytmu Wynna—Fedorova poszukujemy

potozenia kilku tylko maksimow globalnych i — co najwazniejsze — poszukuje-

my ich na skonczonym odcinku. W najprostszej implementacji poszukiwanie to
mozna wykonaé przegladajac wartoéci w rownoodlegtych punktach, odlegtych

! Opis podajemy dla modelu (7.1.1), gdyz przypadek modelu addytywnego lub z interak-
cjami dla zblokowanych zmiennych rozpatruje sie analogicznie.
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od siebie o niezbedna dokladno$é¢ nastawiania wielkosci wejéciowych w trakcie
eksperymentu.

Opisany wyzej algorytm przeznaczony jest do realizacji na komputerze sek-
wencyjnym. W przypadku posiadania systemu z réwnoleglymi procesorami dzia-
lanie algorytmu moze ulec radykalnemu przyspieszeniu, gdyz wyszukiwanie i/lub
obliczanie planéw dla modeli czeSciowych moze odbywaé sie niezaleznie, a po
zakonczeniu ich wyszukiwania lub obliczania nastepuje skomponowanie planu
wielowymiarowego.

Uwagi o zaokraglaniu planéw produktowych

Wagi planu skomponowanego zgodnie z opisem w poprzednim podrozdziale
pomnozy¢ mozna przez liczbe pomiaréw i zaokragli¢ do liczb naturalnych, tak jak
kazdy inny plan (por. s. 28 i nastepne), ignorujac jego iloczynowa strukture. Omoé-
wimy tu jednak sposoby uzyskiwania realizowalnych planéw, ktére zachowuja
strukture planu produktowego. Jest to wazne, gdyz — jak pokazemy w nastepnym
podrozdziale — prowadzi do znacznych utatwien obliczeniowych.

Dla uproszczenia wzoréw zakltadamy, ze odpowiedz badanego systemu zale-
zy od () 1 2®) a zmienna wejéciowa () przyjmuje wartosci ze skofczonego

niepustego zbioru
1 (1 1
X1 = {xg ),:Ug )7""3”(?(3}'

Podobnie z(?) przyjmowaé¢ moze wartosci ze zbioru
2) (2 2
Xy = {x% ),xé ),...,xg(g}.

Nastepujace dalej wzory beda mialy sens takze wéwcezas, gdy (M) i 2(2) zastapimy
przez wektory zblokowanych zmiennych (wéwczas takze elementami zbioréw Xy
i Xy sa wektory).

Z punktami powyzszymi skojarzone sg czestosci p;;. Zgodnie z Definicjg 6.1
czestosci te spelniaja warunek

piy = p) PP, =12, K1, j=1,2,... K, (7.1.2)
gdzie
(1) S (2) S
p >0, > op’=1 p; >0, > p~’ =1 (7.1.3)
i-1 j=1

Przypusémy, ze powyzszy plan, ztozony z punktéw i wag
D (2 . .

(@M, 2P),py), i=12, K1, j=12... K, (7.1.4)
jest ciagglym planem optymalnym w sensie wybranego kryterium (lub planem,
ktory z innych powodéw decydujemy sie realizowa¢) i mamy do zrealizowania
N > 1 pomiaréw, ktére trzeba rozdysponowac proporcjonalnie do p;;.
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Jak wspomniano, mozemy postapi¢ nastepujaco: obliczy¢ |N p;;], gdzie |.]
oznacza najwieksza liczbe caltkowita, nie wieksza niz liczba ujeta w |.]. Pozostate
do rozdziatu pomiary mozna rozmiesci¢ losowo w punktach noénika planu. W ten
sposéb zignorujemy jednak fakt, ze p;; spelniaja (7.1.2).

W celu opisania proponowanego sposobu przypisania liczby pomiaréw po-
szczegblnym punktom siatki X; x Xg, potrzebne nam beda dwa pomocnicze

zestawy liczb naturalnych kg ), k(l) ,kgz oraz k?), kéQ), . kg) Zdefiniujmy

liczbe pomiaréw (powtérzen eksperymentu) n;; w punkcie (a:l(l) (2) ) nastepujaco:
nyg =k KD, =12 K, j=12.. K. (7.1.5)
Catkowita liczba pomiaréw wynosi zatem:
Ki K>
n=> Y ni. (7.1.6)
i=1j=1

Teraz interpretacja liczb k:() staje sie jasna. Na przykiad, k:gl)
)

)

Ly

oznacza liczbe

powtorzen ciagu par (x

( )

,m§2 ), gdzie x(2) przebiega caly zbiér X, natomiast

pozostaje state.

Nasze zadanie polega teraz na dobraniu liczb k,fl) oraz k](-Q), i1=1,2,..., Ky,
Jj = 1,2,..., Ky w taki sposéb, by liczby n;;/n byly mozliwie bliskie wagom
planu p;;, a liczba n byla mozliwie bliska N, lecz nie przekraczajaca tej wartosci.
Wymagania te nie sa precyzyjnym sformulowaniem zadania, ktére sformutowaé
mozna na wiele sposobéw, wybierajac w rézny sposéb miary bliskosci ng;/n i pi;.

Przyktadowe sformutowanie moze by¢ nastepujace: znalezé minimum wzgle-
dem kY oraz kY, i =1,2,... K1, j = 1,2,..., K

Ki Ks k(l) B2 2
. iR
—_— 7.1.7
przy ograniczeniu n < NV, gdme
K1 K
n=3 3 KUK (7.1.8)
i=1 j=1
@ _ Kk B K
W (7.1.7) odleglosci | p; p; % zamieni¢ mozna na |p;; — —2—|,

otrzymujac inne zadanie optymalizacji. Rozpatrywaé¢ mozna takze problem mini-
maksowy

A
(1) ( ) ? J 719
i, e 7 - me
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przy tych samych ograniczeniach. Niezaleznie od tego, ktore z wymienionych sfor-
mulowan wybierzemy, otrzymamy zadanie optymalizacji dyskretnej. Jedynie dla
malych wartoéci Ky, Ko i N do rozwigzywania tego typu probleméw stosowaé
mozna przeglad zupelny wszystkich wariantéw. Trudnosci obliczeniowe znacznie
wzrosna, jesli wzrosnie liczba zmiennych niezaleznych (lub blokéw, na ktére zo-
staly one podzielone).

7 tych wzgledéw warto rozwazy¢ nastepujace przyblizone rozwiazanie proble-
mu. Wybierzmy liczby naturalne nV), n® takie, dla ktérych zachodzi n(®) n(® <
N i bliskie N. Obliczmy

EY = 1pWa®], i=1,2,... K, (7.1.10)

K = pPa®), =12, K, (7.1.11)

Jako liczbe¢ pomiaréw n;; przyjmujemy
ny = KUEY, i=12, K, j=12... K. (7.1.12)

t.aczna liczba rozdysponowanych pomiaréw wyniesie zatem

K1 K»
n=>Y 3 &V (7.1.13)
i=1j=1

7 konstrukcji wynika, ze n < N. Pozostatle pomiary, w liczbie N — n, mozna
rozdysponowaé losowo. Mozemy teraz rozpatrywaé zadanie optymalizacji

K1 K» O @ k‘(l) k(2) 2
i E E _t J )2
() (2 g Pi " P; 1 + AN —n)%, (7.1.14)

gdzie n obliczane jest zgodnie z (7.1.13), natomiast A > 0 jest wybieranym
przez nas wspoélczynnikiem wagowym, ktory ocenia wplyw spelnienia warun-
ku wykorzystania dopuszczalnej liczby pomiaréw, ale bez jej przekraczania. Za-
danie to jest znacznie prostsze niz poprzednie, gdyz funkcja celu zalezy tylko
od dwdéch zmiennych catkowitoliczbowych. W przypadku wigkszej liczby zmien-
nych niezaleznych rozwiazanie zadania (7.1.14) odbywaé sie bedzie na siatce
d-wymiarowej, podczas gdy w zadaniu (7.1.7) optymalizacja odbywa sie w kostce
(H;'l:1 K j)—wymiarowej.
Kolejng zaleta planéw produktowych jest to, ze realizujac plan

ny =k KD, =12 K, j=12.. K. (7.1.15)
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nie musimy nakladaé¢ ograniczen na kolejno$¢ wykonywania pomiaréow. Wrecz
przeciwnie, istotna jest jedynie ich struktura. Zalecana jest raczej randomizacja
niz systematyczne wykonywanie numerowanych obserwacji.

7 drugiej strony w sytuacjach, w ktérych czedcia wielkosSci wejsciowych sa
na przyklad parametry materialowe préobek, produktowa struktura planu mo-
ze utatwi¢ jego realizacje lub zmniejszy¢ koszty przeprowadzenia eksperymentu.
Systematycznie prowadzi¢ mozna pomiary wzdhuz powiedzmy kolumn macierzy

{(x,Ll ) , 3:5»2)}, kojarzac kolumny na przyktad z parametrami materialowymi probek,
a wiersze z poddajacymi sie tatwiejszej zmianie wielko$ciami wejsciowymi. Taki
sposéb organizacji pomiaréw nazywany jest w [155] eksperymentem wielostop-

niowym.

7.2. Zyski obliczeniowe w estymacji z zastosowaniem planéw
produktowych

W podrozdziale tym pokazemy, ze realizacja planu uwzgledniajaca jego pro-
duktows strukture planu prowadzi do:
— oszczednosci obliczeniowych,
— znacznego zmniejszenia trudnosci obliczeniowych spowodowanych ewentual-
nym zlym uwarunkowaniem ukladu réwnan normalnych MNK,
— ulatwien w prowadzeniu eksperymentu.

Algorytm obliczeniowy MNK dostosowany do planéw produktowych

Rozwazmy raz jeszcze model z pelnym zestawem interakcji wzgledem zbloko-
wanych zmiennych x() i x(?)

g(z) = a’ [vi(xM) @ vo(xP)], (7.2.16)
gdzie a jest kolumnowym wektorem nieznanych parametréw,
dim(a) = dim (v (xM)) dim(va(x?)).

Modelami czesciowymi dla (7.2.16) nazywaé bedziemy funkcje a” vq(x(M)
oraz A7 vo(x?). Funkcja o vi(x™M) to zaleznosé wyjscia od zblokowanych wiel-
kosci wejéciowych x(1)| przy ustalonych wartoéciach bloku wejéé x(2). Analogiczna
interpretacje mozna nada¢ drugiemu modelowi czeSciowemu. W modelach tych
a € RAImMMED)) graz 8 € Rdim(v2(x®)) sa kolumnowymi wektorami statych
parametréw.

Zadanie estymacji parametréw (7.2.16) rozpatrywane bedzie na zbiorze punk-
1 (2

i X

tow (x ), przy czym w kazdym z nich liczba powtérzenn pomiaréw wynosi

ng = KUY, i=1,2 K1, j=12... K. (7.2.17)
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Niech y;; oznacza Srednig arytmetyczng pomiaréw odpowiedzi badanego obiektu
wykonanych w punkcie (xz(l),xg?))7 i=1,2,....K1,j=1,2,..., K>.
W tych warunkach estymacja wektora a sprowadza si¢ do minimalizacji

K1 K

=33 EVEY (5 - " ) @ v2(x§2))])2. (7.2.18)

i=1j=1

Po obliczeniu gradientu @ (a) wzgledem a i przyréwnaniu go do wektora zerowego
dostaniemy nastepujacy uktad réwnan normalnych

K1 K>

Mk, g, -a = ZZ k k ym [vi(x ()>®V2(X§»2)>], (7.2.19)
i=17=1

gdzie macierz My, i, okreSlona jest nastepujaco

K1 Ko

Mir, = >0 BV EP vy @ va(x?)] - va (V) @ va (P (7.2.20)
i=1j=1

Rozwiazanie (7.2.19) wzgledem a daje oszacowania a wektora nieznanych pa-
rametrow. Mozna je uzyskaé przy mniejszym naktadzie obliczeniowym. W tym
celu zauwazmy, ze wlasnosci (15.1.3) oraz (15.1.7) pozwalaja zapisaé¢ (7.2.20)
nastepujaco

My x, = My, ® Mg, (7.2.21)
gdzie
My, Zk Wy xW) vy (x7T (7.2.22)
def <& (2 2 2
M, S kP vo(x?) - v (xP)7 (7.2.23)

Zakladajac, ze macierze My, i Mg, sa nieosobliwe, stwierdzamy, ze
—1 -1 -1
Mk, = My, @ My, (7.2.24)

(por. (15.1.9) w Dodatku). Korzystajac z tego rezultatu, rozwiazanie ukladu row-
nan (7.2.19) mozemy zapisa¢ w postaci

K1 K>

R 2) _ — 1 _ 2
a = ZZ kz(l) kzj( )yij [MKll : vl(xg )) ® MK; : VQ(XE» ))} . (7.2.25)
i=1j=1
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Wygodnie bedzie zdefiniowaé wektory
a1 1) L
o = My -vi(x;7), i=1,2,..., K. (7.2.26)

oraz
B = Mih-va(x\?), j=1,2,... K. (7.2.27)

W tej notacji (7.2.25) przepisa¢ mozna nastepujaco

K1 Ko

a=> 2 R k]('2) Yij s ® B;]. (7.2.28)

i=1j=1

Powyzsze ¢wiczenia definicyjne pozwalaja zapisaé¢ (7.2.26) i (7.2.27) w postaci,
ktora jest matematycznie réwnowazna, lecz znacznie wygodniejsza do obliczen
numerycznych

Mg, a1, 00,...,ak,] = [Vl(Xgl)),Vl(Xg)), . ,vl(xgi)], (7.2.29)

M, - 181, B2y, Biz] = [Va(x$2), va(x$), .., va(xi)]. (7.2.30)
We wzorach (7.2.29) i (7.2.30) uformowano macierze przez wpisanie ich kolumn
w nawiasach [...]. Sa to zatem réwnania macierzowe, ktérych niewiadomymi sa
macierze (a1, aa,...,aKk, ] oraz [51, B, ..., Bk,

Rozwazania te stanowig dowod nastepujacego rezultatu i opartego na jego
podstawie algorytmu.

Twierdzenie 7.1. Zalozmy, Ze macierze My, © Mg, sq nieosobliwe. Wowczas
nieosobliwa jest rowniez macierz ukladu réwnan normalnych (7.2.19). Wektor a
uzyskany w wyniku rozwigzania ukladéw réwnan (7.2.29) oraz (7.2.30) i wsta-
wieniu ich rozwigzan do (7.2.28) jest réwnoczesnie rozwigzaniem uktadu réwnan
normalnych (7.2.19) i tym samym minimalizuje sume kwadratow bledow (7.2.18).

Algorytm estymacji MNK dla planéw produktowych i modeli z pelnym zestawem
interakcji wzgledem zblokowanych zmiennych.
Krok 1. Rozwiaza¢ uklad réwnan (7.2.29) wzgledem [, ag, ..., ok, ].
Krok 2. Rozwiazaé¢ uklad réwnan (7.2.30) wzgledem [51, B2, . . ., BKk,)-
Krok 3. Obliczy¢ a zgodnie ze wzorem (7.2.28).

Stosujac metode Housholdera (por. [71]) do rozwiazania réwnan (7.2.29) i
(7.2.30) nie musimy formowaé macierzy Mg, i Mg,. Wystarczy obliczy¢ macierze

(1) (1) (2))

i), v v xBD] orar [va(x(P), va(x$ 2

7---7V2(XK2)]7

ktore i tak sg potrzebne jako prawe strony tychze réwnan.
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Zauwazmy, ze réwnania (7.2.29) i (7.2.30) rozwiazywa¢ mozna niezaleznie
od siebie, jesli tylko dysponujemy dwoma procesorami. W powyzszych rozwa-
zaniach zastosowaé¢ mozna takze rekurencyjng metode najmniejszych kwadratow
(por. [153]).

Uogblnienie powyzszych wynikéw na przypadek wiekszej liczby zblokowanych
zmiennych i planéw bedacych produktem wigkszej liczby plandéw czesciowych jest
zabiegiem czysto formalnym.

Walory numeryczne

Jak wiadomo (por. [71]), miara kumulowania sie bledéw numerycznych, po-
wstajacych przy rozwigzywaniu uktadu réwnan liniowych z symetryczng macierza
A, jest wspélczynnik

def >\max (A)

)\min (A) ’

gdzie Apax(A) 1 Amin(A) oznaczaja, odpowiednio, maksymalna i minimalna war-

tos¢ macierzy A. Przypomnijmy, ze dla macierzy symetrycznych wartosci te sa

liczbami rzeczywistymi.

Role k(A) mozna intuicyjnie wyjasnié¢ tak: wartosé ta dziata jak wzmacniacz
bledéw. Wiadomo tez, ze w zle uwarunkowanych uktadach réwnan normalnych
wartoéé ta moze przekraczaé 10%.

Poréwnajmy teraz dwa sposoby rozwiazywania ukladu réwnan (7.2.19).

1. Sposéb pierwszy polega na zastosowaniu opisanego wyzej algorytmu. Zgodnie
z nim, rozwigzujemy dwa uklady réwnan (7.2.29) i (7.2.30), odpowiednio, ze
wspOlczynnikami uwarunkowania (Mg, ) i k(Mk,).

2. Podejscie drugie to bezposrednie rozwiazanie uktadu réwnan (7.2.19) za wspoél-
czynnikiem uwarunkowania k(Mg k, ).

Poniewaz Mk, x, = Mk, ® Mk,, to (por. Dodatek)

r(A)

Amax (MK, 165) = Amax (M) Amax(Mi, ) (7.2.31)
oraz
Amin(MK1K2) = )‘min(MKl))\min(MKg)~ (7.2.32)
Wzory te prowadza do wniosku, ze
K(MK, K,) = w(Mr,) 8(Mr,). (7.2.33)

Poniewaz najczedciej k(Mg,) > 11 k(Mg,) > 1, to — z punktu widzenia doklad-
nosci obliczen — uzywanie proponowanego, tu algorytmu jest wielokrotnie korzyst-
niejsze niz bezposrednie rozwiazywanie uktadu réwnan normalnych (7.2.19).

Teraz pokazemy, ze odnosimy takze korzysci mierzone liczba operacji zmien-
noprzecinkowych. Dla uproszczenia poréwnan zatézmy, ze

p ¥ dim(vi(xM)) = dim(va(x?)),
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co prowadzi do
dim(a) = dim(vi(x™")) dim(ve(x?)) = p.

Przyjmijmy tez, ze zaréwno bezposrednie rozwigzanie uktadu réwnan normalnych
(7.2.19), jak i rozwiazania ukladéw réwnan (7.2.29) oraz (7.2.30) uzyskujemy
klasyczna metoda eliminacji Gaussa o zlozonosci obliczeniowej proporcjonalnej
do trzeciej potegi wymiaru rozwigzywanego uktadu réwnan. Przyjmijmy tez, ze
naktady obliczeniowe potrzebne do obliczenia

wiGet)) viGe) v ) e x?) va (), va(xig)] (7.2.34)

zostaly juz poniesione i zauwazmy, ze ten sam naktad obliczeniowy trzeba poniesé
w obu podejsciach.

Liczba parametréw p?

N
9 |16 |25 36

100 || 10 | 18 | 30 47
600 || 10 | 17 | 26 37
1100 || 10 | 17 | 26 37

Tabela 7.1. Tloraz nakladéw obliczeniowych (7.2.35) klasycznej MNK
i proponowanego algorytmu, wykorzystujacego strukture planu i modelu

Liczac takze wstawienie (7.2.34) do (7.2.28), otrzymamy nastepujace wyraze-
nie na iloraz naktadu obliczeniowego podejscia bezposredniego do liczby operacji
zmiennoprzecinkowych proponowanego algorytmu.

_ p6—|-Np4

C(N,p) = m, (7.2.35)

gdzie N = K Ko. Zauwazmy, ze

lim ¢(N,p) = p’

N—o00

co oznacza, ze dla duzej liczby pomiaréw uzyskujemy zmniejszenie naktadow
obliczeniowych, tym wieksze, im wieksza jest liczba estymowanych parametrow
modelu. Co wiecej, oszczednoéci obliczeniowe dla matych i srednich wartosci N sa
nawet wieksze niz wskazywane przez powyzsze wyrazenie asymptotyczne. Stwier-
dzenie to dokumentuje tabela 7.1. Jej elementy wskazujg na krotno$é¢ reduk-
cji liczby operacji zmiennoprzecinkowych dla poszczegdlnych liczb pomiaréow N
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i rozmiaréw modelu. Tabela ta wskazuje, ze nawet w przypadku nieduzej liczby
pomiaréw i prostych modeli zysk obliczeniowy jest dziesieciokrotny.

Nietrudno zauwazyé¢, ze w przypadku modeli o wiekszej liczbie zmiennych
(lub blokéw zmiennych) z pelnym zestawem interakcji zyski obliczeniowe beda
znaczaco wigksze, jesli tylko zastosowaé¢ mozemy plany produktowe. Jak pamie-
tamy z lektury poprzednich rozdzialéw, plany o tej strukturze sa czesto planami
optymalnymi. Warto jednak odnotowaé, ze powyzsze oszczednosci naktadéw ob-
liczeniowych uzyskamy takze wéwczas, gdy plan produktowy nie jest optymalny.



CzESC 111

Eksperyment w testowaniu jakosSci wyrobéw



8. Diagnozowanie i poprawa odpornosci wyrobow

Role planowania eksperymentu we wstepnych etapach przygotowania wyrobu
do produkcji oraz w aktywnym diagnozowaniu nadmiernej zmiennosci parame-
tréw charakteryzujacych poszczegdlne egzemplarze przesledzi¢ mozna w wielu
monografiach i artykutach [186], [187], [15], [206], [185], [144], [80], [24], [188].

8.1. Bezposredni model odpornosci wyrobéw na warunki
eksploatacji

W rozdziale tym przedstawiono pewne aspekty racjonalizacji badan ekspe-
rymentalnych w celu oceny odpornosci wyrobu na zmiany warunkéow eksploata-
cji. Zaproponowano tez nowy wskaznik, ktéry moze stuzyé do oceny odpornosci
produktu eksploatowanego w réznych warunkach. W odréznieniu od podejscia
Taguchi (por. rozdz. 8.2), ktére bazuje na eskperymentalnym poszukiwaniu pa-
rametréw wyrobu odpornych na warunki eksploatacji, tutaj proponujemy bez-
posredniag budowe modelu dla zalezno$ci miedzy odlegloécia od zadanego celu
a warunkami ekploatacji. Model ten budujemy dla istniejacego juz wyrobu lub
procesu i celem jest jedynie ocena jakosci. Jesli wyrdb (proces) okaze sie zbyt
wrazliwy na warunki eksploatacji, to nalezy wréci¢ do fazy projektowej i woéwczas
postuzy¢ sie mozna metodyka Taguchi.

Przypusémy, ze testowaniu poddano pewien proces produkcyjny, ktorego wy-
nikiem jest produkt scharakteryzowany (dla uproszczenia wzoréw) jedna wielko-
Scig liczbowsa. Standardowych przyktadow dostarczaja procesy walcowania blach
stalowych lub wyciagania drutu miedzianego. W procesach tych podstawowym
parametrem wyjsciowym jest grubos$é¢ blachy lub $rednica drutu, a utrzymanie
zadanej wartosci tego parametru jest gldownym zadaniem technologa procesu. Te
zadana wartos$¢ nazywaé bedziemy celem prowadzenia procesu (lub krotko — celem
procesu). Podstawowa ideg zilustrujemy na przyktadzie badania odpornosci war-
tosci wyjsciowej od jednej zmiennej wejSciowej procesu z, ktorg w wymienionych
przyktadach moze by¢ sita nacisku walcow.

Przyjmijmy nastepujacy prosty model zaleznosci sredniej odleglosci od celu
E(Y(x)) od «:

E(Y(2)) = ap+ a1 = + ag 2%, (8.1.1)

gdzie zmienna standaryzowana x przyjmuje warto$¢ x = —1 w przypadku mini-
malnej dopuszczalnej wartosci wejscia (w naszym przykladzie minimalny nacisk
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walcow, dajacy jeszcze produkt o wartosci wyjscia zblizonej do celu). Przyjmu-
jemy z = 1, gdy proces prowadzony jest przy maksymalnej wartosci wejscia.
Wartoéé x = 0 odpowiada przecietnym warunkom prowadzenia procesu. Naszym
pierwszym zadaniem jest znalezienie takiej wartosci z, dla ktérej Srednia odleglosé
E(Y(z)) od wartosci zadanej jest najmniejsza.

Model (8.1.1) jest najprostsza funkcja, ktéra pozwala modelowaé charaktery-
styke posiadajaca ekstremum, wystepujace dla * = —a1 /(2 a2) i majace wartosé
E(Y(2*)) = ap — a?/(4az). Wartoéci tej nie mozna obliczyé, gdyz nie sa zna-
ne parametry ag,ai,as. W celu ich oszacowania przeprowadzamy eksperyment
A-optymalny o postaci pokazanej na rysunku 8.1. Nastepnie obliczamy oszacowa-
nia parametréw ag, a1, ao stosujac klasyczna metode najmniejszych kwadratow.
Oznaczmy tak obliczone wartosci przez ag, a1, as 1 wstawmy je do modelu (8.1.1),
co daje: A

Y(z) = ag+ a1« + g 22, (8.1.2)

gdzie Y(a;) jest oszacowaniem $redniej odleglosci od celu przy zastosowaniu wej-
Scia x.

Oszacujmy teraz najkorzystniejszg wartos¢ wejscia dla testowanego procesu:
& = —a1/(2a2) oraz spodziewana najmniejsza $rednig odleglosé od celu: Y (2) =
ao — ai/(4az).

Majac oszacowane te wartosci, wprowadzi¢ mozemy wskaznik odpornosci,
oznaczany dalej przez k, ktory wskazuje wzgledny wzrost $redniej odleglosci od
celu w niekorzystnych warunkach, odniesiony do najlepszej mozliwej do uzyskania
$redniej odleglosci od celu badanego procesu. Doktadniej, teoretyczna wartosé

_05(B(Y (1)) + BE(Y (1))
E(Y (%)) ’

(8.1.3)

natomiast oszacowanie wskaznika k, uzyskane na podstawie empirycznych osza-
cowan parametrow modelu, wynosi:

ao + ao
ag — a2 /(4as)”

Zauwazmy, ze z konstrukcji x wynika, ze zawsze k > 1, przy czym warto$c
k = 1 wystapi jedynie wtedy, gdy srednia odlegtoéé¢ od celu dla badanego procesu
nie pogarsza sie w skrajnych warunkach, odpowiadajacych x = +£1.

Wzrost wartosci k powyzej pewnej, wybieranej przez uzytkownika, wartosci
wskazuje na nadmierng utrate éredniej odlegtoéci od celu w skrajnych warun-
kach. Jesdli na przyklad dopuscimy 50% pogorszenie $redniej odleglosci od celu
przy probach w skrajnych warunkach, to x > 1.5 wskazuje, ze testowany proces
jest nadmiernie wrazliwy na prace w niekorzystnych sytuacjach. W praktyce mu-
simy oczywiscie korzysta¢ z warunku na przewyzszanie zadanego poziomu przez
K (w naszym przykladzie jest to warunek & > 1.5).

k=

(8.1.4)
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Rys. 8.1. Plan eksperymentu dla testowania $redniej odleglosci od wartosci zadanej
w zaleznosci od jednego czynnika (np. sily nacisku walcéw)

Powyzsze rozwazania mozna uogoélni¢ na przypadek dwoéch i wiekszej liczby
czynnikéw wplywajacych na $rednia odlegto$é od celu, korzystajac z podejécia
do konstruowania planéw produktowych, ktére opisano w rozdziale 6.

Plan A-optymalny dla pelnego modelu bedacego funkcja kwadratowa dwdch
zmiennych (np. nacisku walcéw i temperatury walcowanego materiatu) pokazano
na rysunku 8.2. W tym przypadku wzory na « i & nalezy odpowiednio zmodyfi-
kowac.

8.2. Plany produktowe w modelu Taguchi

W podrozdziale tym przedstawiono krétko podejscie Taguchi, uzywane w em-
pirycznej optymalizacji proceséw wytworczych. Celem tego podejscia jest uzyska-
nie pomiaréw do takiego projektowania wyrobdéw, by utrzymaé cechy produktu
na zadanym poziomie, minimalizujac jednoczesnie ich zmiennos$¢ wokét wartosci
zadanej. Nastepnie proponujemy alternatywne podejscie, w ktéorym planowany
eksperyment uzywany jest do budowy modelu matematycznego. Stuzy on ze-
braniu pomiaréw do estymacji parametréw modelu. Nastepnie, model ten wy-
korzysta¢ mozna w tych samych celach, ktére nakreslit Taguchi. Z doktadnoscia
do bledéw estymacji uzyskuje sie zatem taki sam efekt finalny jak w podejsciu
Taguchi. W planowaniu wspomnianego wyzej eksperymentu ponownie przydat-
ne okazuja sie plany produktowe. Plany, ktére oryginalnie proponowat Taguchi,
maja wiele cech wspdlnych z planami produktowymi. Plany Taguchi byty wie-
lokrotnie krytykowane w literaturze (por. dyskusje w [98], [89], [209]) za to, Ze
z gory zaktada sie w nich strukture planu, ktory sktada sie z dwoch tablic i dla
kazdego eksperymentu z jednej tablicy wykonaé trzeba wszystkie eksperymenty
z drugiej tablicy. Struktura ta jest podobna do konstrukcji planéw produktowych.
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3721) %(2) Di
-1 | -1 |1/16
+1 | -1 | 1/16
—1 | 41 | 1/16
+1 | 41 | 1/16
0| 0 | 1/4

+1] 0o | 1/8
0 | +1 | 1/8
—1] 0 | 1/8
0 | —1|1/8

Rys. 8.2. Plan eksperymentu do testowania sredniej odleglosci od wartosci zadanej
wyjscia w zaleznosci od dwéch czynnikéw (np. sily nacisku walcéw i temperatury
walcowanego materiatu)

Postaramy sie pokazaé, ze dla modeli z pelnym zestawem interakcji ograniczenie,
ktore naktada Taguchi, nie musi oznaczaé¢ stosowania planéw nieoptymalnych.
Trzeba jednak zastrzec, ze omawiane tu plany produktowe sg planami ciagglymi
(aproksymacyjnymi) w sensie omawianym w czesci I i II tej ksiazki, podczas
gdy Taguchi propagowal uzycie ortogonalnych planéw czynnikowych. Trzeba tez
podkreslié stuszno$é uwag zawartych w [89] na temat braku mozliwosci wply-
wania na wariancje wyjsScia w przypadku, gdy przyjmuje sie model addytywny
wzgledem grup zmiennych sterujacych i zaktécajacych. Dlatego tez rozpatrujemy
model z pelnym zestawem interakcji. Opis oryginalnego podejécia Taguchi znalezé
mozna w [186], [187], [185].
Rozwazmy nastepujacy opis pewnego wyrobu:

y = H(u,z) + ¢ (8.2.5)

gdzie wielkosci wystepujace w (8.2.5) okreslone sg nastepujaco:
1. y oznacza jednowymiarowe wyjscie badanego procesu.
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2. ¢ to zmienna losowa reprezentujaca niemierzalng cze$¢ zaklécen, ktére nie mo-
ga by¢ kontrolowane nawet w warunkach laboratoryjnych. Bedziemy zakladac,
ze var(e) = 02 < 0o, gdzie wariancja o2 nie zalezy od zmiennych z,u, z.

3. Przez z oznaczamy wektor wielkosci wejsciowych, ktorych wartosci mozna
wybieraé, mierzy¢ i kontrolowa¢ w warunkach laboratoryjnych. Natomiast
w procesie normalnej eksploatacji wyrobu wartosci te zmieniaja sie w sposéb
losowy i wplywaja na wariancje zmiennej losowej y. Zwykle tez wartosci z nie
sg mierzone w trakcie eksploatacji wyrobu.

4. Przez u oznaczamy wektor czynnikéw (wejéé) o charakterze parametréw pro-
jektowych danego wyrobu. W trakcie préb laboratoryjnych na prototypach
ich wartosci moga podlegaé swiadomym zmianom — sa zatem czynnikami eks-
perymentu. W trakcie eksploatacji wartosci tych nie zmienia sie lub mozna je
dostraja¢ w niewielkim zakresie.

5. Funkcja H zalezy od obu rodzajow wymuszen u i z, natomiast jej postac
funkcyjna jest znana lub zalozona przez eksperymentatora jako aproksyma-
cja pewnej nieznanej funkcji. Obie te funkcje zaleze¢ moga od nieznanych
wspolczynnikéw.

To ostatnie zaltozenie jawnie nie wystepuje w podejéciu Taguchi, gdyz stara
sie on opiera¢ swoja metodyke wylacznie na wynikach eksperymentow. Zaltozenie
o postaci modelu wprowadzamy po to, by pokazaé, ze proponowane przez Tagu-
chi plany maja cechy planéw optymalnych, jesli H ma posta¢ modelu z pelnym
zestawem interakcji miedzy u i z. Ponadto wydaje sie oczywiste, ze majac wy-
niki eksperymentu zawsze warto podjaé¢ probe zbudowania modelu, gdyz moze
on pozwoli¢ na bardziej precyzyjny dobdr interesujacych nas wartosci. Zatozenia
o tym, ze przed eksperymentem jesteSmy w stanie wydzieli¢ wektory u i z jest
jednym z najczesciej krytykowanych w literaturze na temat podejscia Taguchi
(por. [86]).

Zgodnie z metodologia Taguchi
celem eksperymentow jest zapewnienie, by wartos¢ oczekiwana y osiggata zadany
poziom y* przy jednoczesnym dgzeniu do minimalizacji rozrzutu y-kow y*. Za
miare rozrzutu Taguchi proponuje przyjmowaé wariancje y.

Przyjmijmy, ze dla ustalonego z zalezno$¢ H(u, z) od wektora u przyblizyé
mozna nastepujaco:

H(u,z) = ol vi(u) = vl (u)a, (8.2.6)

gdzie vy (u) jest r1 x 1 wektorem wybranych przez nas liniowo niezaleznych funkcji
zmiennych projektowych. Wektor a nie jest znany i dla kazdego ustalonego z moze
by¢ estymowany na podstawie wynikéw eksperymentu wykonanych w punktach
nastepujacego zbioru

U = {Uj,jzl,Q,...,Kl}. (827)
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W ogblnym przypadku zaréwno polozenie punktéw u;, jak i ich liczba K
moga by¢ rézne dla réznych z. Zgodnie ze wspomnianym wczeéniej podejsSciem
Taguchi, przyjmiemy jednak, ze ten sam zestaw (8.2.7) stosowany jest dla wszyst-
kich wartoéci z, dla ktoérych estymowany bedzie wektor a. Oznacza to, ze dla
kazdego elementu z zestawu

Z = {zi=12,... K} (8.2.8)

realizowany jest caly zestaw eksperymentéw U. Jesli teraz zastosowalibySmy me-
tode najmniejszych kwadratéw do znalezienia oszacowan dla wektora a, to dla
kazdego z; € Z otrzymamy inny wektor oszacowan &(z;), i =1,2,...,Ky. W ten
sposéb kazda skladowa wektora « staje sie funkcja wektora z, a zestaw &(z;),
i=1,2,..., K9 mozna traktowaé jako obserwacje wektora funkcji a(z).
Oznaczmy przez a®)(z), k = 1,2,...,r; elementy wektora a(z). Wowczas
(8.2.6) przyjmie postaé
H(u,z) = o' (2)vi(u). (8.2.9)

Na podstawie &(z;), i = 1,2,..., Ko mozna podjaé¢ prébe estymacji zaleznosci
a(k)(z) od z. Kazda z tych zaleznosci moze by¢ aproksymowana za pomoca inne-
go szeregu funkcji. W celu uproszenia dalszych rozwazan przyjmiemy jednak, ze
wszystkie funkcje a(k)(z), k =1,2,...,r1 mozna dostatecznie dokladnie aprok-
symowaé w tej samej, ro-wymiarowej, podprzestrzeni funkcji, ktéra rozpieta jest
przez wektor funkcji ve(z). Rézne sa natomiast wektory wspélezynnikéw kazdej
z funkcji a®)(z). Wektory te oznaczaé¢ bedziemy przez %), k = 1,2,... 7.
Podsumowujac, przyjmujemy, ze dla k =1,2,...,7r;

a®(z) = (BT uy(z)  lub  a(z) = BT - wy(2), (8.2.10)

gdzie macierz B o wymiarach ry X r; utworzona jest z zestawienia kolumnowych
wektoréw ), k = 1,2,...,7. Podstawiajac w (8.2.9) prawa strone (8.2.10)

i biorac pod uwage, ze o’ (z) = vl (z) - B, otrzymamy

H(u,z) = vd(2)Bui(u) = tr [UQT(z)Bvl(u)} = tr [Bvl(u) vg(z)] (8.2.11)

W powyzszych przeksztalceniach wykorzystaliémy to, ze wyrazenie v (z) B vy (u)
jest wielkoscia skalarna oraz nastepujaca wilasnosé $ladu macierzy: tr[A B] =
tr[B A], jezeli wykonalne sa mnozenia B A i A B.

Zauwazmy jeszcze, ze — z doktadnoécia co do numeracji — zbidr elementéw
macierzy vq(u)vi () i zbiér sktadowych wektora vi(u) ® va(2) sa identyczne.
Zachowujac odpowiednio$é¢ numeracji, mozemy zatem tak uszeregowac elementy
macierzy B, by tworzyly one rire wymiarowy wektor kolumnowy, oznaczany

dalej przez b, dla ktorego zachodzi
H(u,z) = b vy(u) @ va(2). (8.2.12)

Pokazalismy wiec, ze model H ma nastepujaca witasnosé:



113

Witiasnosé 9. Jesli spelnione sq zatozenia (8.2.9) i (8.2.10), to funkcje H(u,z)
przedstawié mozna w postaci (8.2.12), czyli w postaci modelu z pelnym zestawem
interakcyi.

W celach ilustracyjnych rozwazmy nastepujaca klase modeli

1

y = bl (u) ® + e (8.2.13)

z

Na etapie eksploatacji wyrobu z traktujemy jako zmienng losows, o ktérej za-
kltadamy, ze E(z) = 0, E(22) = 02 < oo, a zaklécenia ¢, o zerowej wartoéci
oczekiwanej i skoficzonej wariancji 02 sa nieskorelowane z wymuszeniem z, a wiec

E(ze) =0.

Wygodnie bedzie zapisaé wektor b w postaci b7 = [bI, 02T, gdzie by i by sa
kolumnowymi wektorami o takiej samej liczbie elementéw, jaka ma wektor vy (u).
Mozemy wtedy przedstawi¢ (8.2.13) w postaci

y = bl vi(u) + bl vi(u)z + e (8.2.14)

Latwo sprawdzié, ze
2
E(y) = bl vi(u), var(y) = (bQT’Ul(u)) o2 + o2, (8.2.15)

Ponadto var(y) > o2, przy czym réwnoéé osiagana jest, gdy b3 vy (u). Jesli zatem
istnieje takie u*, dla ktérego speliony jest uklad réwnan

vl o (u*) = o, be vy (u*) = 0, (8.2.16)

to spetni¢ mozna wymagania Taguchi — takiego doboru parametréw projekto-
wych wyrobu, by E(y) = y* i var(y) osiagala minimalng warto$é. Zauwazmy, ze
wymagan tych spelni¢ nie mozna, jesli nie dysponujemy co najmniej dwoma pa-
rametrami projektowymi. W najprostszym przypadku, gdy vy (u) = [u(D) u®)]T,
(8.2.16) jest ukladem réwnan liniowych. Jesli dim(u) > 2, to moze istnieé¢ nie-
skoniczenie wiele zestawéw u, ktére spelniaja (8.2.16). Mozna wéwcezas natozyé
dodatkowe wymagania na rozktad prawdopodobienstwa y-kéw, na przyktad, wy-
maganie jego symetrii wzgledem y*. Aby zrealizowaé ten przepis, musimy znaé
wartosci wektorow by i by lub oszacowaé je na podstawie wynikow eksperymentu.

Wréémy do ogdlniejszego zadania estymacji parametréw b modelu (8.2.12) na
podstawie obserwacji (8.2.5), czyli

y = b oi(u) ®va(2) + e (8.2.17)

Zgodnie z podejsciem Taguchi, teraz — w warunkach laboratoryjnych — dopusz-
czamy nie tylko mozliwo$¢ doboru warto$ci wymuszen z, ale takze mozliwosé
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prowadzenia eksperymentow w nastepujacy sposob: dla poszczegdlnych z; € Z,
1=1,2,..., K podaé¢ nalezy wymuszenia

(uj,zi), ]: 1,2,...,K1. (8218)

Latwo zauwazy¢, ze (8.2.18) ma strukture planu produktowego (opisana w roz-
dziale 7), a (8.2.17) jest modelem z pelnym zestawem interakcji (por. rozdz. 6.3).
O optymalnosci planu (8.2.18) nie potrafimy si¢ wypowiedzie¢. Mozemy jednak
potraktowaé (8.2.18) jako nosnik pewnego planu produktowego z klasy E(U x Z),
gdzie U i Z sg zbiorami dopuszczalnych wartosci, odpowiednio zmiennych u i z.
Interpretujac w taki szerszy sposéb plany o strukturze proponowanej przez Ta-
guchi, z Twierdzenia 6.3 otrzymamy.

Whniosek 8.1. Jesli spelnione sq¢ zaloZenia Twierdzenia 6.3 ¢ zrealizowana zo-
stanie opisana tam procedura znajdowania ®-optymalnych planow dla modeli cze-
Sciowych w (8.2.17), to nosnik planu ®-optymalnego bedzie mial strukture taka,
jakq proponowat Taguchi (por. (8.2.18)).

W swoich postulatach Taguchi naktadal dodatkowe warunki, mianowicie, wy-
magal od planéw dla zmiennych u i z, by byly one planami ortogonalnymi. Zawe-
zajac odpowiednio Wniosek 8.1, mozna podaé¢ warunki dostateczne optymalnosci
takiego postepowania.

Whniosek 8.2. Zaldzmy, zZe modele cze$ciowe w (8.2.17) sq liniowe, tzn. vi(u) =
[1,ul]T oraz va(z) = [1,27]7, gdzie u i z sq wektorami, ktére mogq przyjmo-
waé wartosci, odpowiednio, z kostek [—1,1]4mW 4§ [—1,1]4mG) | Wowczas plan
D-optymalny jest planem produktowym zloZonym z planow ortogonalnych, bedq-
cych petnymi planami czynnikowymi na dwoch poziomach z jednakowymsi wagami.
Ponadto plan ten ma nosnik o postaci (8.2.18), przy czym wszystkie uj oraz z;
przyjmujq wartosci +1.



9. Plany o minimalnym koszcie i zadanej jakosci

Klasyczne plany ortogonalne (por. [62]) i plany o symetrii obrotowej (zwane
tez czasem planami rotatabilnymi) sa nadal najczesciej wykorzystywane w prak-
tycznych zastosowaniach, w tym réwniez w zagadnieniach poprawy jakosci wyro-
béw w fazie ich projektowania i produkeji (por. [89]). Zagadnienia uwzgledniania
kosztéw takich plandéw sa zwykle rozwazane w tle, jak gdyby poza teoria, i najcze-
Sciej sprowadzaja sie do dazenia do uzyskania planu o pozadanych wtasnosciach
przy matlej liczbie eksperymentow. Dazenia te tlumacza popularnosé ortogonal-
nych planéw utamkowych.

Motywacji do rozwazania kosztow eksperymentow dostarczaja te procesy pro-
dukcyjne, w ktorych dla oceny jakosci produktu lub pétproduktéw ten sam eks-
peryment przeprowadzany jest na kazdym produkowanym egzemplarzu. W pro-
dukcji masowej, nawet jesli pojedynczy eksperyment jest prosty i wzglednie tani,
to obnizka jego kosztéow prowadzi¢ moze do znacznych oszczednosci.

W podrozdziale tym opisujemy takie postawienie problemu planowania, w kto-
rym dazymy do minimalizacji kosztow eksperymentu, zachowujac jednoczesnie
cechy jakoSciowe planu, a dokladniej, generowanej przez ten plan macierzy infor-
macyjnej. Korzystaé bedziemy z wynikéw zawartych w pracy autora [129].

Podobnie jak w poprzednich czesciach tej ksiazki, rozwazaé bedziemy linio-
wa wzgledem parametréw a € R funkcje regresji rozpigta przez liniowo nieza-

lezne funkcje vi(x), & = 1,2,...,r, okreslone i ciaglte na zwartym (domknie-
tym oraz ograniczonym) zbiorze X C R®. Z funkcji tych formujemy wektor
v(z) = [n1(2), v2(@),. .., vr(@)]"

Odpowiedz na zestaw wej$¢ x oznaczamy przez Y (z) i zakladamy, ze jest to
zmienna losowa taka, ze
— dla pewnego nieznanego a € R" zachodzi E(Y (z)) = a® v(z),
— var(Y(z)) = 02 < o0,
Jak wiemy, doktadno$¢ estymatora a parametréw zalezy od planu eksperymen-
tu. W literaturze wyrézni¢ mozna trzy nastepujace gtéwne nurty prac na temat
planowania eksperymentéw.
Nurt klasyczny. Celem planowania jest taki dobor eksperymentu, aby uzyskaé
pozadane wlasnosci macierzy kowariancji cov(a), takie jak
a) diagonalnosé¢ tej macierzy,
b) zaleznoéé funkcji v’ (x) cov(a) v(x) jedynie od ||z||.
Planéw zapewniajacych diagonalno$é macierzy cov(a) szuka sie zwykle wéréd
planéw czynnikowych, czyli takich, w ktérych na poszczegélnych sktadowych
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wektora x umiesci¢ mozna wartosci tylko ze skoficzonego (i z géry zadanego)
zbioru. Jak wspomniano na wstepie tego rozdziatu, koszt takich eksperymen-
téw uwzglednia sie jedynie posrednio, poprzez dazenie do znalezienia planu,
ktory zapewnia diagonalno$¢ cov(a) przy nie nazbyt rozrzutnym gospodaro-
waniu liczba eksperymentéw.

Plany majace wlasno$é b), to plany o symetrii obrotowej, ktére zapewniaja
jednakows doktadnoéé estymacji funkcji regresji a’ v(z) za pomoca funkcji
a® v(x), w jednakowej odleglogci od centrum ukladu wspétrzednych.

Plany optymalne. Planom tej grupy poswiecona jest wigkszosé rozdziatéw tej
ksiazki. Jak wiemy, plany te sa normalizowane tak, aby liczba eksperymentéw,
a zatem i zalezny od niej koszt, jawnie nie wystepowala w zadaniu optymali-
zacji. O koszty tych plandéw zatroszczy¢ sie mozemy dopiero na etapie dyskre-
tyzacji planu optymalnego, czyli wowczas, gdy dokonujemy zaokraglenia do
liczb catkowitych warto$ci Np;,71=1,2,...,m.

Minimalizacja liczby pomiaréw dla danej dokladnosSci estymacji. W tej
klasie probleméw planowania jawnie stawia sie zadanie minimalizcji liczby
eksperymentéw N przy ograniczeniu, ze pewien funkcjonal macierzy cov(a),
mierzacy doktadno$é¢ estymacji a, osiagnie zadana z géry warto$é. Za miare
jakosci przyjmuje sie zwykle te same funkcjonaty, ktére rozwazaliSmy w tej
ksiazce, a wiec, np. wyznacznik czy slad macierzy cov(a). Jedna z pierwszych
prac tego nurtu byl rozdzial w monografii [35].

9.1. Minimalizacja kosztu przy zadanej macierzy informacyjnej

Rozwazany w tym rozdziale problem ma cechy zaréwno pierwszej, jak i trze-
ciej z wymienionych klas zadan. Zalézmy, ze wybraliémy pewna symetryczna
i dodatnio okreslong macierz D o r wierszach i kolumnach. Macierz ta pelnié
bedzie dalej role macierzy informacyjnej, ktéra chcielibySmy osiggnaé poprzez
odpowiedni dobér planu eksperymentu, o ile przy zadanej strukturze funkcji re-
gresji i zadanym zbiorze dopuszczalnych wymuszen X jest to mozliwe. Jedna
z podstawowych wtasnosci macierzy informacyjnej jest jej symetria i nieujemna
okreslonosé. Dlatego tez macierz D musi je spelnia¢. Dodatkowo zalozymy, ze
macierz ta jest nieosobliwa, aby zapewnié¢ estymowalnos$é wszystkich parametrow
funkcji regresji. Innymi stowy, zadajemy macierz kowariancji D! oszacowan pa-
rametrow modelu i chcemy ja osiagnaé przez dobor planu. Jednoczesnie chcieliby-
$my minimalizowaé¢ catkowity koszt eksperymentu, na ktéry skladaja sie koszty
zastosowania poszczegdlnych zestawow wejsé. Bedziemy zakladaé, ze dana jest
ciggta w X i nieujemna funkcja w(x), ktéra okresla koszt pojedynczego ekspery-
mentu wykonanego w punkcie x € X.

Kolejnym elementem potrzebnym do sformutowania zadania jest klasa eks-
perymentow, ktore chcemy braé pod uwage. W poprzednich rozdziatach ogra-
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niczalismy sie zwykle do klasy eksperymentéw =, bedacych dyskretnymi miara-
mi probabilistycznymi okreslonymi na X. Tutaj bedziemy potrzebowaé jeszcze
szerszego pojecia planu, po to, by uzyska¢ mozliwie ,duzy” zbiér osiagalnych
macierzy informacyjnych. W rozdziale tym jako plan eksperymentu traktowaé
bedziemy dowolng miare skoniczona, okreslong na zbiorze X C R® dopuszczal-
nych zestawéw wejsé. Plan taki oznaczaé bedziemy przez F', a klase wszystkich
takich planéw okre$lonych na X oznaczymy przez F. Nie wskazujemy jawnie
zaleznodci klasy planéw F od X, aby nie komplikowaé¢ dalszych oznaczen. Warto
zwrécié uwage na to, czym roéznia sie plany z klasy F od tych, ktére rozwazalismy
dotychczas. W istocie zrezygnowaliSmy z warunku sumowania si¢ wag planu do 1.
W szczegblnosci klasa F zawiera plany o postaci

1, T2y, ..., X
Fy = ' 2 ™o (9.1.1)
Npla NPQ, ) Npm

gdzie x; oraz p; sa takie jak w planach z klasy Z(X), natomiast N > 0 pelni
role liczby eksperymentow, przy czym w rozdziale tym nie wymagamy, by N byto
liczba naturalna.

Nie muszg by¢ liczbami naturalnymi takze iloczyny Np;, j = 1,2,...,m.
Dopiero na etapie realizacji bedziemy zaokragla¢ wartosci N p;, j = 1,2,...,m
do najblizszych liczb naturalnych.

Dla podkreslenia réznic miedzy nieunormowanymi planami z klasy F a unor-
mowanymi planami uzywanymi dotychczas w calym tym rozdziale stosowaé be-
dziemy inny niz dotad zapis calki Lebesgue’a, a mianowicie [y w(z)dF(x). Pod-
kreslamy, ze rozumienie pojecia calki pozostaje bez zmiany, tyle ze liczymy ja
wzgledem innej klasy miar.

Sformutowanie problemu

Po tych objasnieniach mozemy zdefiniowaé koszt I(F') eksperymentu F' € F

I(F) = /X w(z) dF(z), (9.1.2)

gdzie calka rozumiana jest w sensie Lebesgu’a. Dla planéw o postaci (9.1.1) koszt
ten obliczy¢ mozemy nastepujaco

I(Fy) = Zij w(xj). (9.1.3)
j=1

Jako koszt eksperymentu w(x) mozemy wybraé¢ funkcje charakterystyczna zbioru
X, to znaczy

1, z€e X,
0, x¢X.

w(zr) =
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W tym przypadku, jesli plan jest postaci (9.1.1), to calkowity koszt réwny jest
liczbie pomiaréw I(Fy) = N. Innym przykltadem wyboru funkcji kosztu jest
w(z) = Y5, |¢®], ktéra mozemy interpretowaé jako sume amplitud wymuszen
zastosowanych na poszczegélnych wejsciach 2@, 1 =1,2,...,s.

Kolejnym elementem potrzebnym do sformutowania zadania planowania eks-
perymentu sg ograniczenia. Zdefiniujmy podzbiér F (D) zbioru wszystkich planéw
F poprzez nalozenie wymagania, by plan F' € F byl elementem F (D) tylko wéw-
czas, gdy zapewnia on spelnienie réwnosci D = [y v(z)-vT (z)dF(z). Badanie czy
zbiér F (D) zawiera choéby jeden element jest dos$é trudne. Pewne komentarze na
ten temat podamy w dalszej czesci tego rozdziahu.

Mozemy teraz sformutowaé problem rozwazany w tym rozdziale. Zadanie po-
lega na znalezieniu

I = inf L[w(x)dF(:r) , (9.1.4)

FeF(D)

Oczywiscie interesuje nas nie tylko koszt ,najtanszego” planu I*, ale takze plan

F* € F(D), dla ktérego infimum w (9.1.4) jest osiggane, jesli taki plan istnieje.
Warto odnotowacé, ze jesli

a) zbiér X jest domkniety i ograniczony,

b) funkcje v(x) oraz w(x) sa na tym zbiorze ciagle,

c¢) dla pewnego planu F* € F(D) zachodzi [* = I(F*) < oo,

d) zbiér macierzy

{/X (@) oT(2)dF(z) : F € ]—“(D)}

jest domkniety i ograniczony, to istnieje plan, powiedzmy F' € F(D), ktéry jest
miara dyskretng skupiong w skonczonej liczbie punktéw zbioru X i taka, ze
I(F*) = I(F). Dowdd tego faktu jest bezposrednim wnioskiem z twierdzenia
Carathodory’ego.

W nastepnych podrozdziatach przedstawiamy dwie klasy probleméw, ktére sa
szezegblnymi przypadkami zadania (9.1.4), a jednoczesnie wpisuja sie w klasyczne

nurty teorii planowania eksperymentu.

Plany ortogonalne

Wybierzmy jako pozadana macierz informacyjna D = I, czyli macierz jed-
nostkowa r x r. Wowczas zadanie (9.1.4) interpretowaé mozna jako zadanie znale-
zienia ortogonalnego planu, ale nie dowolnego — jak w klasycznym sformutowaniu
planowania ortogonalnego — lecz planu o minimalnym koszcie.

Jest jeszcze jedna réznica miedzy naszym sformutowaniem zadania a klasycz-
nym planowaniem orotogonalnym. Mianowicie, w tym ostatnim wymaga sie, by
macierz informacyjna byta macierzg diagonalna, lecz — w przeciwienstwie do na-
szego zadania — nie precyzuje sie doktadnie wartodci diagonalnych elementow tej
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macierzy. Z tego powodu rozwazane przez nas zadanie nazywaé¢ bedziemy zada-
niem planowania ortogonalnego z ograniczeniami. Ograniczenia takie warto nato-
zy¢, gdyz, w przypadku gdy macierz informacyjna jest diagonalna, odwrotnosci
diagonalnych elementéw macierzy informacyjnej sa proporcjonalne do wariancji
oszacowan parametréw. Uzyskanie oszacowan o wariancji mniejszej niz niezbedna
moze sie zatem okaza¢ nadmiernie kosztowne.

Plany o symetrii obrotowej

Wybierzmy macierz D w ten sposéb, by spetniony byt warunek

vl () D7 o(z) = h(|z]), z€X (9.1.5)

gdzie ||z|| = (a:T a;) V2 natomiast h(-) jest pewna nieujemna i niemalejaca funk-
cja, ktéra takze my wybieramy. Warunek (9.1.5) oznacza, ze pozadana macierz
informacyna ma zapewniaé te samg wariancje oszacowania wyjscia we wszystkich
punktach, ktére s réwnoodlegte od centrum! eksperymentu. Ceche te posiadaja
klasyczne plany o symetrii obrotowej (por. [29]). W klasycznym sformutowaniu
zadania planowania o symetrii obrotowej zwykle nie zadaje sie funkcji h(-). My
bedziemy funkcje te traktowaé jako zadang i dlatego zadanie doboru planu o mi-
nimalnym koszcie i takiego, ktéry zapewnia spelnienie (9.1.5) nazywaé¢ bedziemy
planowaniem o symetrii obrotowej z ograniczeniami.

9.2. Charakteryzacje planéw optymalnych

Przypomnijmy, ze aby sprecyzowaé zadanie rozwazane w tym rozdziale, po-
daé trzeba wektor funkcji v(z), ktéry rozpina badana funkcje regresji, pozadana
macierz informacyjna D, funkcje kosztu w oraz obszar planowania X. W celu
skrécenia zapiséw zadanie takie oznaczaé¢ bedziemy jako problem (w, D, v, X).

Zauwazmy, ze — na skutek braku unormowania planéw F' — zbiér osiagalnych
macierzy informacyjnych jest teraz zbiorem nieograniczonym, a doktadniej, jest
stozkiem o postaci

M = /v(m)vT(m) dF(z), FeF\. (9.2.6)

X

Termin stozek w odniesieniu do M jest uzasadniony w tym sensie, ze jesli pewna
macierz D nalezy do M to takze v D € M dla dowolnego v > 0. Wlasnos¢ ta
wynika z nastepujacego prostego rozumowania: jesli D € M, to istnieje F € F

! Dla wygody przyjeto, ze centrum polozone jest w punkcie 0.
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takie, ze D = [y v(z)vT () dF(2). Do zrealizowania macierzy informacyjnej y D
wystarczy uzy¢ planu F, ktory takze nalezy do F, gdyz nie natozyliSmy warunku
unormowania.

Aby zadanie (w, D, v, X) bylo warte rozwazania, zalozy¢ musimy, ze D € M.
Aby méc scharakteryzowaé plany optymalne, potrzebne nam bedzie zalozenie,
ktére jest nieco mocniejsze:

C1) zadana macierz informacyjna D lezy we wnetrzu stozka M, co zapisujemy
jako D € Int M. Dla klasycznych funkcji regresji, rozpietych na

v(x) = [Lx,..., 2", ze[-1,1]

v(z) = [1, sin(z), cos(z), sin(2x), cos(2z)...|]T, z€0,27]

znane sa warunki dostateczne dla zachodzenia warunku C;p) (por. [64]). Udowod-
nimy nastepujacy lemat, ktory takze podaje warunki dostateczne dla spetnienia
C1). W celu zapewnienia jednolitoéci odwotan, lemat ten nazywaé bedziemy dalej
warunkiem (dostatecznym) Cs).

Lemat 9.1. (Cy)) Jesli macierz D jest dodatnio okreslona i dla kazdegoy € R,
y # 0 istnieje x € X C R® oraz v # 0 takie, ze y = yv(x), to D € Int M, czyli
spelniony jest warunek Cq).

Dowdd. Wskazemy F, ktore realizuje macierz D. W tym celu zauwazmy, ze
macierz D — jako, ze jest macierza symetryczna i dodatnio okreslona — moze by¢
przedstawiona w postaci

D = > \d;d], (9.2.7)
j=1

gdzie d; sg wektorami wlasnymi macierzy D, a A; > 0 sa odpowiadajacymi im
wartosciami wlasnymi tej macierzy, a zatem spelnione sa

de :Ajdj, j:1,2,...,7’. (928)

Zalozenie poczynione w lemacie pozwala nam stwierdzi¢, ze wektory d; potra-
fimy zrealizowa¢ wybierajac z; € X oraz mmnozniki v;, dla ktérych zachodzi
dj = yjv(z;), 7 = 1,2,...,r. Jako plan F realizujacy D mozemy teraz wy-
bra¢ dyskretng miar¢ skupiong w punktach z;, ktérym przypisujemy wagi )\jﬁ,
j=1,2,...,r. W ten sposéb pokazalismy, ze F(D) # 0. Rezultat ten i to, ze
D jest macierza dodatnio okre$lona pozwala stwierdzié, ze D € IntM (por. [64],
rozdzial XIII, § 1). e

Przytoczymy rezulat Karlina i Issi [64], Chapter XII, § 2 w notacji uzywanej
w tejze monografii. Rezultat ten pozwoli nam scharakteryzowaé¢ rozwigzania na-
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szego problemu. Niech 7 bedzie odcinkiem na prostej i niech bedzie dany wektor
& € R oraz wektor funkcji u: 7 — R™F!. Zdefiniujmy zbior

V() = {a eF: [u(t)ydo(t) = CO}.
/

Niech dana bedzie takze funkcja Q : 7 — R Rozwazaé bedziemy nastepujacy
problem

def .
Iow % inf /Qt do (1),
b J (t)do(t)

A oto zapowiadane twierdzenie Karlina i Issi.

Twierdzenie 9.1. Zalozmy, Ze

COEInt{c: c = /u(t)da(t), 06.7:}.

T

Niech funkcja Q(t) bedzie taka, Ze nastepujacy zbior funkcji
P {o() = a"u() s o(t) <Q1),te T

nie jest zbiorem pustym.
Zdefiniujmy jeszcze zbior A wszystkich takich wektoréw a € R, dla ktérych
al u(-) € P_. Wowczas
Imin = Ssup (aT CO)'
acA

Zastosujmy ten rezultat do naszego problemu (w, D, v, X).
Whniosek 9.1. Niech B bedzie zbiorem wszystkich symetrycznych r X r macierzy
takich, Ze

Vee X ol(z)Bu(z) < w(z). (9.2.9)
Jesli D jest macierzq dodatnio okreslong, i spelnione jest zalozenie C ), to istnieje
taka symetryczna r X r macierz B* € B, dla ktorej

I* = tr[B*- D] = suptr[B- D], (9.2.10)
BeB

gdzie I* jest zdefiniowane przez (9.1.4).

Jako instruktazowy przyktad zastosowania Wniosku 9.1 rozpatrzmy naste-
pujace zadanie. Niech kula o promieniu jeden S = {z : ||z|| < 1} bedzie na-
szym obszarem planowania (zbiorem X). Na zbiorze tym estymujemy regresje
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liniowa bez wyrazu wolnego, tzn. v(z) = x. Jako funkcje kosztu przyjmujemy
liczbe eksperymentéw, czyli w(x) = xg(z) jest funkcja charakterystyczna zbioru
S (xs(x) =1, gdy x € S i zero poza 5).

Rozwazamy zatem problem (yg, D, x, S), przy zalozeniu ze macierz D jest
zadana i dodatnio okreslona. Oznaczmy przez d; i Aj, j = 1,2,...,r unormowane
(tzn. ||d;|| = 1) wektory i warto$ci wlasne macierzy D.

Wykazemy, korzystajac z Wniosku 9.1, ze plan F* skupiony w punktach
xj = dj z wagami \j;, j = 1,2,...,r minimalizuje liczbe¢ eksperymentéw. Zbiér B
sktada sie z takich macierzy B, dla ktérych 27 Bz < 1. Zgodnie z Wnioskiem 9.1
i réwnaniem (9.2.7),

T T
I = suptr[B-D] = sup Z Aj d;‘-Fij < Z Aj, (9.2.11)
BeB BeB j=1 j=1

przy czym réwnos¢ w ostatnim fragmencie wzoru (9.2.11) osiagana jest dla ma-
cierzy B* = I.. Wnioskujemy zatem, ze I* = Z;zl Aj, a co wigcej, opisany
wyzej plan zapewnia, ze ten minimalny koszt zostaje osiagniety, gdyz

1) = [ xs@)dF @) = 3
j=1

S

(ostatnia rownos¢ wynika z faktu, ze wagi punktéw d; wynosza A; a xs(d;) = 1).

Reinterpretujac rezultaty z ([64], Chapter XII, § 2), mozna podaé takze naste-
pujaca charakteryzacje planu optymalnego. Jesli plan F* € F(D) jest kosztowo
optymalny, to jego nosnik zawarty jest w nastepujacym zbiorze

X* = {xeX : vT(x)B*v(w) = w(x)},

gdzie B* jest takie jak we Wniosku 9.1.

W celu zwartego sformutowania nastepnego rezultatu warto przypomnie¢ po-
jecie ortonormalnego uktadu funkcji. Zestaw funkcji v;(z), j =1,2,...,7 nazwie-
my ortonomalnym na zbiorze X z funkcja wagowa p(z) > 0, jezeli spelnione sa
nastepujace warunki

/ vi(z)vp(x)p(x)de = 0, k#j5, kj=12,...,n (9.2.12)
X
/v?(:v)p(w)d:c = 1 j=1,2,...,m (9.2.13)
X

Ponizsze nieréwnosci dla I'* pozwalajg na znalezienie planéw optymalnych w tych
przypadkach, gdy potrafimy wykazaé, ze dolna granica jest osiagana przez pewien
plan dopuszczalny.
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Twierdzenie 9.2. Jesli speinione sq zatoZenia poczynione we Wniosku 9.1, to:
1. koszt minimalny spetnia nierownosé

I" > pur, gdzie p et ing w(z)

x€X m > (9.2.14)

2. a jesli ponadto:
— D jest macierzg diagonalng o jednakowych elementach na diagonali o war-
tosci, powiedzmy, d,
— sktadowe wektora v(z) sq ortonormalne na X z funkcjg wagowq p(zx) > 0,
x e X,
to koszt minimalny

I" < d | wx)p(x)de. (9.2.15)
/

Dowéd. Zauwazmy, ze dla kazdego 0 < « < p zachodzi a D! € B. Teraz
nieréwnos¢ (9.2.14) wynika z nastepujacego ciagu zaleznosci
I* = sup tr[BD] > sup trja D™ D] = pur.
BeB asp
W celu udowodnienia nieréwnosci (9.2.15) zdefiniujmy zbiér B, wszystkich sy-
metrycznych r X r macierzy H takich, ze

tr[H] < /w(:r:)p(x) dx. (9.2.16)
b

Wykazemy teraz, ze B C Be,. W tym celu wybierzmy dowolna macierz B € B,
pomndézmy obie strony (9.2.9) przez p(zx), a nastepnie scalkujmy po zbiorze X.
W wyniku stwierdzamy, ze dla B zachodzi nieréwnos¢ tr[B] < [y w(z)p(z)dz,
ktéra pozwala stwierdzi¢, ze B € Be, (por. (9.2.16)). Ktadac D = d I, i korzysta-
jac z Wniosku 9.1, otrzymamy

I" = suptr[BD] < sup tr[BD] = d / p(z) w(x) dx,
BeB BeBex
X
co konczy dowdd drugiej czedci twierdzenia. e
W nastepnym podrozdziale wykazemy, ze znak rownosci w oszacowaniach
(9.2.14) 1 (9.2.15) jest w pewnych przypadkach osiagany, a wiec nieréwnosci tych
nie mozna w ogdlnym przypadku uscisli¢.

9.3. Czy klasyczne eksperymenty sg planami o minimalnym
koszcie?

W podrozdziale tym spojrzymy na klasyczne plany ortogonalne i plany o sy-
metrii obrotowej z punktu widzenia kosztu.
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Planowanie ortogonalne jako problem kanoniczny

Rozpoczniemy ten podrozdzial od kilku, tatwych do udowodnienia, rezulta-
toéw, ktére pokazuja, ze zadanie planowania eksperymentéw ortogonalnych o mi-
nimalnej liczbie obserwacji jest, w pewnym sensie, zadaniem kanonicznym dla
calej klasy rozwazanych w tym rozdziale probleméw (w, D, v, X). Kanonicznos$¢
rozumiana jest tu w ten sposéb, ze wiekszos¢ ,niezdegenerowanych” probleméw
(w, D, v, X) sprowadzi¢ mozna do odpowiednio dobranego problemu planowa-
nia ortogonalnego o minimalnej liczbie obserwacji i to ostatnie zadanie rozwazac
mozna w obszarze planowania o prostej geometrii, a nastepnie przetransformowaé
plan do oryginalnego zbioru X.

Lemat 9.2. Rozwazmy problem (w, D, v, X ). Oznaczmy przez A diagonalng
macierz o r wierszach i kolumnach, o diagonalnych elementach réwnych warto-
Sciom wlasnym macierzy D. Przez P oznaczmy r X r macierz, ktorej kolumnams
sq unormowane wektory wlasne macierzy D. Jesli F* € F(D) i I* sq optymal-
nym rozwigzaniem problemu (w, D, v, X ), to sq one jednoczesnie rozwigzaniem
problemu (w, A, PT-v, X), to znaczy problemu planowania dla estymacji regresji
rozpietej przez zestaw funkeji PT - v(x) i z zadang macierzq informacyjng A.

Dowéd. Macierz D mozemy przedstawié¢ w postaci D = P A PT, a macierz P
spetnia P-PT = I,. Plan F'* jest optymalny dla problemu (w, D, v, X) i zapewnia,
7€
D = PAPT = /v(m) vl (x) dF* (z). (9.3.17)
X

Mnozac obie strony tych réwnosci lewostronnie przez P~! = PT i prawostronnie
przez (PT)~! = P, stwierdzamy, Ze ten sam plan realizuje réwniez macierz A
dla regresji rozpictej przez P - v(z). Pozostaje jeszcze sprawdzié, ze plan F*
jest réwniez optymalnym planem dla problemu (w, A, P -v, X). Przypuszczenie,
ze dla tego zadania istnieje plan o koszcie mniejszym niz I* prowadzi natych-
miast do sprzecznosci, bo gdyby taki plan istnial, to moglibySmy wykorzysta¢ go
w problemie (w, D, v, X). e

Dowody dwdch nastepnych lematow sa réwnie elementarne jak poprzedni i dla-
tego je pominiemy.

Lemat 9.3. Niech plan F* € F(D) o koszcie I* bedzie optymalnym rozwigza-
niem problemu (w, D, v, X), przy czym zakladamy, ze w(z) >0, x € X.

— Oznaczmy przez xx funkcje charakterystyczng zbioru X. Dla dowolnych zbio-
row borelowskich A C X zdefiniujmy miare

C*(A) = / w(z) dF* (z).
A



125

Miara ta jest optymalnym rozwigzaniem problemu (x x, D, w2y, X ), a koszt
tego rozwigzania wynosi I*. Jest to zadanie minimalizacyi liczby eksperymen-
tow zamiast ogdlnej funkcji kosztu, lecz ze zmodyfikowanymi funkcjami rozpi-
najgcymi regresje (w miejsce wektora v(x) wstawié nalezy w2 (z)v(x)).

— Oduwrotnie, jesli G* jest planem optymalnym w zadaniu (xx, D, w2y, X),
to miara

F*(A) = / w N (2)dG* (x)
A

jest optymalnym rozwigzaniem problemu (w, D, v, X ).

Lemat 9.4. Niech X C R* oraz X' C RF bedg obszarami planowania (zbiorami
domknietymi i ograniczonymi). Oznaczmy przez ¢ : X — X' mierzalng i rézno-
wartosciowq funkcje, ktéra odwzorowuje X na X', a przezv : X' — X oznaczmy
funkcje odwrotng do ¢. Jesli F* jest optymalnym rozwigzaniem problemu (w, D,
v, X ), to miara zdefiniowana na zbiorach borelowskich C C X' nastepujgco

H*(C) = Ff{z e X : z=9¢(a), 2 € C})

jest optymalnym rozwigzaniem zadania (wop, D, voyp, X'), gdzie przez o ozna-
czono zloZenie odwzorowan.

Plany o symetrii obrotowej dla regresji liniowej na kuli

7 Twierdzenia 9.2 otrzymujemy nastepujacy wniosek dla planéw o symetrii
obrotowej.

Whniosek 9.2. Niech v(x) oraz D bedq takie, Ze dla pewnej niemalejacej i cigglej
w X funkcji h(z) > 0, x € X spelniony jest warunek

vl () D7 u(z) = h(||z|), ze€X. (9.3.18)

Zdefiniujmy h* = maxyex h(||z||). Wowczas dla funkcji kosztu w(x) = xx(x)
caltkowity koszt minimalny ograniczony jest przez I* > r/h*.

Zastosujemy ten wniosek w celu znalezienia planu o minimalnej liczbie po-
miaréw (w(xz) = xx(x)) na kuli jednostkowej (X e {z: ||z]| < 1}) w problemie
estymacji parametréw regresji liniowej v(xz) = z € R" (bez wyrazu wolnego).

Jako zadang macierz informacyjng przyjmiemy macierz jednostkows D = I,.
Mamy wéwczas h(||z]|) = [|z]|* i h* = 1. Na podstawie Wniosku 9.2 otrzymuje-
my zatem I* > r. Wystarczy teraz wskazaé¢ plan, ktéry te dolna granice osiaga
i realizuje macierz D = I,.

Bezposérednim rachunkiem mozna sprawdzi¢, ze planem takim jest F'*, ktory
przypisuje wagi jednostkowe wszystkim punktom

z; = [0,...,0,1,0,...,0]7 (1nai—tejpozycji), i=1,2,...,7
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15

Rys. 9.1. Rozklad wartosci £1 w transponowanej macierzy Hadamarda Hig

Nie jest to jedyny plan optymalny. Te samg macierz informacyjna i ten sam
poziom kosztu uzyskamy, stosujac plan skupiony w 2r punktach o postaci:
[0,...,0, £1,0,...,0]7,
przy czym znaki + wystepuja na i-tej pozycji, i = 1,2,...,r. Kazdemu z takich
punktéw przypisujemy wagi 1/2.
Zauwazmy, ze plany te sa takze planami ortogonalnymi. Oméwieniu plandéw
ortogonalnych poéwiecony jest nastepny podrozdzial.

Plany ortogonalne dla regresji liniowej na kostce

W zadaniu estymacji liniowej regresji v(z) = z jako obszar planowania wy-
bierzmy kostke jednostkowg X def {z: |2W] < 1,i = 1,2,...,7}, jako zadana
macierz informacyjna przyjmiemy D = r I, natomiast w(x) = xx ().

Na podstawie Twierdzenia 9.2 otrzymujemy I* > r. Plany, ktére zapewniaja
osiaggniecie dolnej granicy mozna opisa¢ nastepujaco:

— wszystkim opisanym nizej punktom planu przypisujemy wagi rowne 1,
— jako punkty planu przyjmujemy kolejne kolumny macierzy Hadamarda o wy-

miarach r x r.

Oznaczmy taka macierz przez H,. Jej elementami sa liczby £1 dobrane w taki
sposéb, ze H,.- H! = r-1I,. Jako Zzrédlo informacji na temat istnienia i konstrukcji
macierzy Hadamarda dla réznych wartosci » mozna wskazaé [82]. Tutaj opiszemy
najprostsza z takich konstrukcji, ktora pozwala uzyskiwaé¢ macierze Hadamarda
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| + ++++ ++ ++ + + + + + + + ]
+ -+ -+ -+ -+ -+ - 4+ - + -
+ + - -+ 4+ - -+ + - - 4+ + - -
+ - -"4++ - -4+ + - -+ + - = +
+ +++--—=- -+ + + + - - - -
+ -+ - -4+ -4+ + -+ - -+ - +
+ + - - -+ 4+ + + - - - - 4+ +
Hio = + --"4+ -4+ + -+ - -+ - + + -
+ ++ ++ 4+ + + - = - = = = = =
+ -+ -+ -+ - -+ -+ - + - +
+ + - -+ 4+ - - - -+ + - - 4+ +
+ - -4+ + - -4+ -+ + - - + + -
+ ++ + - - - - - - - 4+ + + +
+ -+ - -4+ -4+ -+ -+ + - + =
+ + - - -+ 4+ - -+ + + + - =
-+ -+ + - =+ 4+ -+ - - + ]
Tabela 9.1. Struktura macierzy Hadamarda Hig
o wymiarach 2k %2k I =1,2,.... Punktem startowym jest macierz Ho o postaci:
| 1 1 1 1 ]
Hy = {1 1] A (9.3.19)
1 -1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

Macierz Hadamarda o wymiarach 2% x 2% otrzymujemy w wyniku zastosowa-
nia iloczynu Kroneckera do macierzy o wymiarach 2F=1 x 2F=1 k = 2,3 ...
Na przyktad, macierz Hy4, pokazana w prawej czesci wzoru (9.3.19), obliczamy
nastepujaco: Hy = Hs ® Hy. Podobnie, Hig = Hy ® Hy. Macierz te pokazano
w tabeli 9.1, a jej transpozycje przedstawiono na rysunku 9.1.



10. Sekwencje planéw nadazajacych za zmianami
otoczenia

Celem tego podrozdzialtu jest przedstawienie rezultatéw, ktore pozwalaja pla-
nowaé sekwencje eksperymentow nadazajacych za zmianami otoczenia. Zmiany
te musza by¢ mierzalne (obserwowalne), a do czynnikéw wywolujacych zmiennosé
zaliczy¢ mozna
— uplyw czasu,

— zmienne w czasie, mierzalne zakldcenia,

— starzenie sie materialéw.

W dwéch ostatnich przypadkach mamy do czynienia z posrednimi skutkami upty-
wu czasu. Celem nadazania planu za zmianami otoczenia jest — jak zwykle — moz-
liwie doktadna estymacja parametréw modelu. Celem uzytkowym moze by¢, na
przyklad zastosowanie w ocenie jako$ci wytwarzania, gdyz stwierdzenie zmienno-
$ci estymowanych parametréw wraz ze zmianami otoczenia moze by¢ sygnatem,
ze nastapito rozregulowanie procesu lub zmiana jakosci surowca.

Zalézmy, na przyktad, ze nasze obserwacje sa pomiarami temperatury wzdtuz
wlewka miedzianego, ktory jest podgrzewany przed walcowaniem. Jesli w wyniku
estymacji parametréw stwierdzimy, ze wspotczynnik przewodnictwa ciepta nie jest
staly na calej dlugosci wlewka, to w wyniku réwnomiernego nagrzewu wlewek ten
nie zostanie réwnomiernie nagrzany. Gdyby w takiej sytuacji wlewek ten poddany
zostal operacji walcowania i wyciagania, to powstaly w wyniku drut miedziany
bedzie mial nieréwnomierna strukture i moze si¢ rwaé¢ podczas dalszej przerébki.

Omawiane tu rezultaty sa uogélnieniem wynikéw z pracy autora [127], w ktérej
badano zagadnienie sterowania ruchomymi czujnikami.

10.1. Sformutowanie problemu

Niech ¢(z,t; a”) oznacza odpowiedz obiektu na zestaw wejéé¢ z € X w sytuacji,
gdy warto$¢ zewnetrznego czynnika wynosi t. q zalezy takze od wektora a € R"
nieznanych parametréw. Oznaczmy przez z;(t) € X, wektor wartosci i-tego wej-
Scia zastosowanego wéwczas, gdy zewnetrzny czynnik ma wartos$¢ t. Zaktadamy
przy tym, ze zewnetrzny czynnik przyjmuje wartosci:

a) albo z domknigtego przedziatu 7 = [0, 7], 7 > 0,
b) albo z dyskretnego zbioru 7 = {t1,t2,...,tp}, przy czym ty, ta, ...traktowaé
mozemy jak ,etykiety” o do$¢ dowolnej naturze matematycznej.
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W przypadku a) przez |7| oznacza dlugo$é przedziatu [0, 7] lub liczno$¢ zbioru
|7|, gdy jest on zbiorem skonczonym (przypadek b)).

Cala teoria prezentowana w tym rozdziale przenosi sie na przypadek dowol-
nego innego niz [0,7] przedzialu oraz na przypadek, gdy ¢ jest wektorem przyj-
mujacym wartodci z domknietego i ograniczonego zbioru.

Obserwacje wyjscia badanego procesu maja nastepujaca postac:

yi(t) = ¢ (xi(t),t; ao) +e(xi(t),t), teT, (10.1.1)

gdzie i = 1,2,...,1 przy czym I > 1 oznacza liczbe wektoréow wejs¢ zastosowa-
nych, gdy zewnetrzny czynnik ma wartos¢ t. Dla uproszczenia przyjelismy, ze dla
roznych t liczba stosowanych wejé¢ jest taka sama. Uogdlnienie na przypadek,
gdy I zalezy od t jest tatwe.

W odniesieniu do zaktécen pomiarowych i modelu g przyjmiemy nastepujace
zalozenia:

Ay e(x,t), x € X, t € T jest realizacja gausowskiego pola losowego o wartosci
$redniej réwnej zeru.

Ay Pole e(x,t) jest nieskorelowane w tym sensie, ze funkcja korelacji R. spelnia
R.(z,y,t,7) = d(x —y) - 0(t — 7), gdzie 0 jest funkcja delta Diraca.

Aj Dla kazdego x € X it € T funkcja q(z,t; a) jest rozniczkowalna wzgledem
a w punkcie a = a”. (W praktyce nie znamy a°, wiec zalozenie to oznacza

wymaganie rézniczkowalno$ci w pewnym obszarze).
Dzigki temu zatozeniu mamy zagwarantowane, ze funkcja

g(x,t) def grad, q(z,t; a)|g—q0 (10.1.2)

jest poprawnie zdefiniowana. Zauwazmy, ze g(x,t) jest r-wymiarowym wek-
torem kolumnowym.

Ay Niech || . || oznacza norme euklidesowg w R". Zakladamy, ze

Sup/ | g(z, ) |2 dt < oo. (10.1.3)
acEXT

W przypadku, gdy zbior 7 jest dyskretny, caltke [, interpretowaé bedziemy
tu i dalej jako sume.

A5 Dlakazdego t € 7 sktadowe wektora g(z, t) sa liniowo niezaleznymi i ciagtymi
funkcjami w = € X.
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Wektor parametréw a € R" estymujemy na podstawie pomiaréw (10.1.1).
W rozwazanym przypadku nie mozemy podac¢ doktadnej zaleznosci pomiedzy do-
ktadnoscia estymacji a uzytym planem eksperymentu, poniewaz zaleznos¢ wyjscia
od parametréw nie jest liniowa. Narzedzi do tworzenia przyblizonych zaleznosci
w tak zwanych regularnych przypadkach dostarczajg: nieréwno$é Rao—Craméra
oraz teoria estymatorow asymptotycznie efektywnych. Warunki regularnoéci, kto-
re s warunkami dostatecznymi dla prawdziwosci nieréwnosci Rao—Craméra i asymp-
totycznej efektywnosci estymatorow sg dos¢é skomplikowane i, co wazniejsze, trud-
ne do weryfikacji. Z tego powodu nie bedziemy ich tu szczegdélowo omawiaé. Ogra-
niczymy sie do stwierdzenia, ze jezeli

1. w modelu (10.1.1) zakl6cenia maja rozklad normalny,

2. spelnione sa podane wyzej warunki A;—As,

3. nastepujaca granica istnieje

1

A 1717 T/ gwi(t),1) - " (ws(), )t = T (10.1.4)

gdzie macierz Y jest nieosobliwa (macierz ta zalezy od planu eksperymentu,

lecz zalezno$é te pomijamy w notacji). Symbol | 7| oznacza liczno$é zbioru, 7

w przypadku gdy jest on skonczony lub diugosé przedziatu (0,7") — w przypad-

ku gdy czynnik zewnetrzny ¢ przyjmuje wartosci w skonczonym przedziale,
4. parametry modelu ¢(z, t; a) sa identyfikowalne na podstawie pomiaréw w pun-

ktach z;(t), 1 =1,2,...,I,t €T,
to spelnione sa warunki wystarczajace dla poprawnosci nieréwnosci Rao—Cramera
i asymptotycznej efektywnosci estymatora parametrow a, uzyskanego metoda
najmniejszych kwadratéw (por. [173]).

Pojecie identyfikowalnosci oznacza, ze dwa dowolne, lecz rézne zestawy para-
metréw, powiedzmy 6’ i ", prowadza do réznych zestawéw odpowiedzi systemu,
co oznacza, ze 0’ # 6" implikuje

{q(z;(t),t; 0" :i=1,2,... . [,t € T} # {q(z;(t),t;0"):i=1,2,... . [,t € T}.

Oznaczmy przez 6 estymator uzyskany w wyniku minimalizacji bledu $érednio-

kwadratowego
I

> [ wilt) — atai(o).: 6))* d (10.1.5)
wzgledem 6. Wybierzmy |7 | na tyle duze, ze mozna pomina¢ obciazenie estyma-

tora 0. Wéwczas nieréwnosé¢ Rao—Craméra ma postac

cov(f) > M7, (10.1.6)
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gdzie M7 jest macierza informacyjna zdefiniowana wzorem (10.1.9), natomiast
nieréwnos¢ pomiedzy macierzami rozumiana jest w ten sposéb, ze cov(é) - My !
jest macierzg nieujemnie okreslong. Statystyczne uzasadnienie postugiwania sie
macierza informacyjna do oceny doktadno$éi w nieliniowych problemach estyma-
cji znalez¢ mozna w [60] i [173].

W celu okreslenia M7 ocenmy wplyw i-tego wejécia na informacje o para-
metrach. Oznaczmy przez M(;) skladnik macierzy informacyjnej odpowiadajacy
temu wymuszeniu. Wowczas

MO = [ glai(t),0) g7 (wl0), 1) de (10.0.7)
T
lub réwnowaznie
M® = gz, t) g7 (2, 0)6(z — ;(t)) ddt, (10.1.8)
/]

gdzie § oznacza delte Diraca. Biorac pod uwage zalozona niezaleznosé zaklécen
pomiarowych, stwierdzamy, ze

I
My = MO (10.1.9)
=1

Zakladajac, ze I > 1 oraz |T| > 0, wygodnie bedzie postugiwaé sie unormowana
macierza informacyjna, zdefiniowana jako M = My /(I -|T|). Macierz te wyrazi¢
mozna w postaci

M = ‘;'T/!g(:c,t)gT(m,t) €1 (1) dadt, (10.1.10)
gdzie
def &
Er(at) =3 pilt) - 6(a — @4(t)). (10.1.11)
=1

We wzorze (10.1.11) zalozono, ze — dla ustalonego t — wejécia zostaly ponumero-
wane w ten sposob, by

zi(t) # xj(t) jesli i #j; i,5=1,2,...,1(t), (10.1.12)

gdzie I(t) < I jest liczba istotnie réznych wejéé stosowanych dla tego ustalonego
t € 7. Oznaczmy przez n;(t) krotno$¢ stosowania wejscia x;(t), i = 1,2, ..., 1(t)
w sytuacji, gdy t € 7 ma ustalong warto$é. Teraz mozemy objasni¢ znaczenie
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symbolu p;(t) w wyrazeniu (10.1.11). Definiujemy p;(t) & ni(t)/I — czyli jest

to czestoéé uzycia i-tego wymuszenia, przy ustalonym t € 7. Z okreélenia tego
wynika, ze kazdego t € T

dopit) =1, pi(t)=>0, i=1,2,... I(t). (10.1.13)

&r(x,t), © € X ma zatem wszystkie cechy dyskretnego rozkladu prawdopodo-
bienstwa.

W naszych rozwazaniach &; jest prototypem zmiennej decyzyjnej. W celu
uproszczenia zadania optymalizacji zrezygnujemy z zalozenia, ze I p;(t) jest licz-
ba catkowita. Jest to uproszczenie analogiczne do tego, ktore stosowalismy w po-
przednich rozdziatach.

Oznaczmy przez u:(z) miare odpowiadajaca (niewltasciwej) gestosci rozktadu
&r(x,t), lecz bez wymagania, by I p;(t) bylo liczba naturalna, to znaczy dlat € 7

I(t)
pi(de) = Z pi(t) 0(z — x;(t)) dx. (10.1.14)
=1

Wobec zalozenia Ay i skoficzonos$ci miar u.(z) mozemy zagwarantowaé, ze poniz-
sza catka

i [ [ o | e i (10.1.15)
7 X

ma skonczona warto$¢. W wyrazeniu tym oraz w dalszych wzorach stosujemy
nastepujaca konwencje: dla ustalonej funkeji, powiedzmy ¢ (x), ciagtej na X catka
iloczynu tej funkcji z p; rozumiana jest zgodnie ze wzorem

I(t)
[v@ulda) = Y ) vlwt), teT. (10.1.16)
X 1=1

Zbiér wszystkich dyskretnych rozkladéw prawdopodobienstwa postaci (10.1.14)
oznaczaé bedziemy przez My. Oznaczmy przez p cata sekwencje planéw, to zna-
czy

p=A{pmeMg:teT} (10.1.17)

Niech dalej M oznacza klase wszystkich sekwencji postaci (10.1.17).
Analizujac (10.1.7-10.1.11) stwierdzamy, ze dla p € M unormowana macierz
informacyjna M ma postaé

M(p) = %T/! g(x,t) - g7 (2,t) e (d) dt . (10.1.18)
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Mozemy teraz sformutowaé zadanie D-optymalnego doboru sekwencji planéw na-
dazajacych za zmianami otoczenia.

Definicja 10.1. Sekwencje planow ji € M nazwiemy D-optymalng, jesl

det M (1) = sup det M (u). (10.1.19)
HEM

W nastepnym podrozdziale przedstawiamy charakteryzacje optymalnego rozwia-
zania.

10.2. Warunki optymalnosci sekwencji planéw

Podamy tu pelng charakteryzacje optymalnej sekwencji planéw w postaci
warunku, ktéry jest jednoczesnie konieczny i dostateczny dla jej optymalnosci.
Warunek ten mozna sprawdzaé¢ analitycznie, a jego przyblizone — numeryczne
— sprawdzanie pozwala znajdowaé¢ sekwencje bliskie optymalnym. Jednoczesnie,
w pewnych przypadkach wystarczy odwotaé¢ sie do warunkéw, ktore sa tylko do-
stateczne, lecz prostsze do sprawdzenia. Podamy dwa zestawy takich warunkow
i ich zastosowania do znajdowania optymalnych trajektorii ruchu czujnikéw po-
miarowych.

Charakteryzacja optymalnej sekwencji planéw

Wykazemy najpierw nastepujacy lemat.
Lemat 10.1. Macierz informacyjna M (f1), odpowiadajeca D-optymalnej sekwen-
cji planow fi, jest macierzg nieosobliwg.

Dowdéd. Istnienie sekwencji p € M, dla ktérej M (u) jest nieosobliwa, wynika
bezposrednio z (Ajs). e

Dla sekwencji 4 € M o nieosobliwej macierzy M (u) zdefiniujmy funkcje
¢(z,t; ) nastepujaco

oz, t;p) = gl (z, ) MY (p) g(x,t); ze€X, teT. (10.2.20)

Dla danego ustalonego ¢ € 7 funkcja ta pelni taka sama role, jak funkcja wariancji
odpowiedzi modelu, ktérej uzywaliémy w poprzednich rozdziatach. Jak pokazuje
nastepny lemat i ponizsze twierdzenie, podobna jest tez jej rola w formutowaniu
warunkéw optymalnosci.

Lemat 10.2. Dia kazdej sekwencji planéw p € M o nieosobliwej macierzy M (i)
zachodzi nastepujgca nierownosé

1
m/ [Iglea)}? go(a;,t;,u)} at > r. (10.2.21)
T
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Dowéd. Rozwazmy ciag elementarnych réwnosci
_ 1
r = tr {M I(M)M(H)} = 7 // o(x,t; p) pe(de)dt. (10.2.22)
T X

Poniewaz funkcja ¢(x,t; p) jest nieujemna oraz ciagla na zwartym zbiorze
i dla kazdego t € T zachodzi [y p¢(dx) = 1, to nieré6wnosé (10.2.21) otrzymujemy
bezposrednio z (10.2.22). e

Twierdzenie 10.1. Sekwencja planow i € M jest sekwencjg D-optymalng wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy spelniony jest nastepujgcy warunek:

Il / [gl&){(g@ (x,t; u)} dt =, (10.2.23)

gdzie v > 1 jest liczbg estymowanych parametrow.

Dowéd. Zdefiniujmy szczegélna sekwencje planéw p° € M, ktéra lokuje wszyst-
kie pomiary w jednym punkcie, ktorego potozenie moze zaleze¢ od t € T. Oznacz-
my ten punkt przez xo(t) € X i wybierzmy jego wspélrzedne nastepujaco:

zo(t) = argmax p(z,t; fi). (10.2.24)
zeX
Poniewaz ¢(z,t; 1), traktowana jako funkcja x, jest ciagla na domknigtym i ogra-
niczonym zbiorze X, wiec supremum w (10.2.24) jest osiagane w punktach zbioru
X. Mozemy zatem powiedzie¢, ze zo(t) to punkt, w ktérym osiaggane jest maksi-
mum ¢(z,t; 1) wzgledem x € X. Punktéow, w ktérych to maksimum jest osiagane
moze byé oczywiscie wiecej niz jeden. Naduzywajac nieco notacji, zbiér takich
punktéw nadal oznaczaé bedziemy przez xo(t).
Wypuklosé zbioru M gwarantuje nam, ze dla dowolnego a € [0,1] zachodzi

ue (1 - e+ ap’] e M. (10.2.25)

Zalbézmy, ze [i jest optymalna sekwencjg plandéw. Wowcezas,

<0, (10.2.26)

Olndet M(u®) ‘
a=0

Oa

poniewaz odstrojenie od sekwencji optymalnej nie moze dawaé sekwencji o wiek-
szej wartosci kryterium. Po wykonaniu rézniczkowania w (10.2.26), otrzymamy
nierownosé

% / o(zo(t), £ i)dt < 1, (10.2.27)
T
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ktora dowodzi, ze warunek (10.2.23) jest warunkiem koniecznym optymalnosci,
gdyz zachodzi takze (10.2.21) i (10.2.24).

W celu udowodnienia dostatecznosci warunku (10.2.23) zalézmy, ze jest on
spelniony, lecz sekwencja plandéw [i nie jest D-optymalna. Istnieje wéwczas inna
sekwencja planéw, oznaczmy ja przez p* € M, taka, ze det M (u*) > det M ().
Nieréwno$¢ ta i Scista wypuklosé funkcji In det[.] na zbiorze M prowadza do nie-
réwnosci

o
—1 M|(1 — (i * . 10.2.2
5o Indet M[(1— a)ji + o ]\azo >0 (10.2.28)

Roézniczkowanie w (10.2.28) prowadzi do

|T] // (x,t; 1) py (do)dt < /ble%}((@ x,t,u)} dt. (10.2.29)

Otrzymana sprzecznos¢ miedzy ta nieréwnoscia a warunkiem (10.2.23) dowodzi
jego dostatecznosci. e

Whniosek 10.1. Warunkiem dostatecznym optymalnosci sekwencji planow i €
M jest spelnienie ponizszego warunku

VieT max olx,t; @) = 7. (10.2.30)

Dowdéd. Dostatecznosé (10.2.30) wynika ze wstawienia go do (10.2.23). e

| warunek dostateczny optymalnosci sekwencji planéw

W podrozdziale tym podamy zestawy warunkéw dostatecznych, ktore — w pew-
nych przypadkach — pozwalaja uprosci¢ zadanie znajdowania sekwencji optymal-
nych.

Twierdzenie 10.2. Niech p* € M bedzie sekwencjg plandéw o nieosobliwej ma-
cierzy informacyjnej M(p*). Oznaczmy przez xzf(t), i = 1,2,...,I*(t), t € T
trajektorie zmian wejsé, ktore odpowiadajg sekwencji planow p*. Jesli spelniony
jest warunek

Vier maxo(z,t; pt) = @ (i(t). 6 1) (10.2.31)

to u* jest D-optymalng sekwencjq planéw. Ponadto, jesli spetniony jest warunek
(10.2.31), to zachodzi takze

max ¢ (27 (), p*) = r. (10.2.32)
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Dowdéd. Pomnézmy obie strony (10.2.31) przez wagi pi(t), i = 1,2,...,I*(t),
odpowiadajace sekwencji planéw p*. Zsumujmy powstale w ten sposéb réwnosci
stronami i scatkujmy obie strony tych sum wzgledem t. W rezultacie otrzymamy

sup o(z,t; // (x,t; )y (dx)dt = r, 10.2.33

gdzie ostatnia réwno$é w poprzednim ciggu przeksztalcen wynika z (10.2.22).
Teraz D-optymalnosé sekwencji p* wynika bezposrednio z Twierdzenia 10.1.
Rozwazmy drugie z wymienionych stwierdzen. Z Lematu 10.2 otrzymujemy,
ze dla dowolnej sekwencji planéw o nieosobliwej macierzy informacyjnej, a wiec
takze dla p*, zachodzi
sup max @(x,t; pu*) > r. (10.2.34)
teT TEX
Teraz drugie ze stwierdzen udowodnimy przez sprowadzenie do sprzecznosci.
Przypuszczenie, ze jednoczesnie warunek (10.2.31) jest spelniony, ale (10.2.32)
nie zachodzi, prowadzi w $wietle (10.2.34) do nieréwnosci

sup |max @(x,t;u*)| < r. (10.2.35)
teT LzeX

Skoro jednak supremum wzgledem ¢ funkcji w nawiasach kwadratowych nie prze-
kracza r, to i sama ta funkcja nie przekracza r we wszystkich punktach 7. Innymi
stowy
Vier max p(z,t; p*) < r. (10.2.36)
zeX

Po scatkowaniu obu stron tej nieréwnosci otrzymamy

i/

co, w $wietle Twierdzenia 10.1, przeczy udowodnionej wczesniej optymalnosci p*.
Udowodnilismy zatem, ze

zeX

sup p(z,t; ,u)] dt < r, (10.2.37)

(10.2.38)

I
3

. *
sup [glea)gc o(z,t; p )]
Wystarczy teraz odwolaé sie do warunku (10.2.31), aby z (10.2.38) otrzymaé
(10.2.32). o

Mozna zauwazy¢, ze warunek (10.2.31) ma posta¢ podobna do zasady maksi-
mum Pontriagina, znanej w teorii sterowania optymalnego. Warto wskazac¢ jednak
na dwie podstawowe réznice.
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— W ogdélnym przypadku zasada maksimum jest warunkiem koniecznym opty-
malnoéci, podczas gdy warunek (10.2.31) jest warunkiem dostatecznym.
— W warunku (10.2.31) obie strony zaleza od p*, jesli tylko r > 1.
Przydatnosé Twierdzenia 10.2 do znajdowania sekwencji optymalnych pokazemy
w nastepnym podrozdziale.

Il warunek dostateczny optymalnosci sekwencji planéw

Zalézmy, ze gradient ¢ wzgledem parametréw ma postaé (por. As)
g(z,t) = h(w(x,t)), ze€X, teT, (10.2.39)

gdzie w jest funkcjg w : X x T — R, 1 <1 < r, natomiast h jest r-wymiarowym
wektorem funkcji b : R' — R". Zalézmy takze, ze zaréwno funkcja w, jak i skla-
dowe wektora h(-) sa funkcjami ciaglymi w swoich obszarach okreslonoéci. Przy-
ktady probleméw, dla ktérych spelniony jest warunek (10.2.39) podamy w na-
stepnym podrozdziale.

Zdefiniujmy sekwencje zbioréw pomocniczych

7, {z: z=w(z,t),z € X}, teT. (10.2.40)
Zalozenie o ciaglosci funkeji w(-, ) gwarantuje nam, ze zbiory Z; sa zbiorami do-

mknietymi i ograniczonymi. Zalézmy, ze zbiory Z; nie zalezg od t € 7 i oznaczmy
odpowiedni wspolny zbiér przez Z.

Rozwazmy problem pomocniczy: znalez¢ wektory Z7 € Z,i=1,2,...,L oraz
liczby
L
m >0, i=12...,L, mo=1
i=1
takie, ze
L L
max det lz wih(Zi)hT(Zi)] = det lZw?‘h(Zj)hT(Zi*) , (10.2.41)
i=1 i=1
gdzie supremum dotyczy wszystkich
L
Z; €/ oraz mw; >0, Zm =1.
i=1

Liczba wektoréw L > 1 jest tu rowniez zmienng decyzyjna i nie jest z gory
ustalona.

Problem (10.2.41) jest juz znanym nam zadaniem D-optymalnego planowania
eksperymentu dla pomocniczo skonstruowanej funkcji regresji liniowej, rozpietej
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przez wektor funkcji h(z) z obszarem planowania Z C R!. Mozemy przyjaé, ze
zadanie to potrafimy rozwigza¢ analitycznie lub numerycznie, co daje nam punkty
planu Z; i wagi 7}, i =1,2,..., L.

Majac to rozwiazanie, mozemy znalezé sekwencje wejsé zf(t), i =1,2,..., L,
rozwiazujac wzgledem x; nastepujace réwnania dla kazdego t € 7 z osobna

Z =w(z,t), i=1,2,...,L. (10.2.42)

Mozemy teraz utworzy¢ sekwencje planéw p* w ten sposéb, ze dla kazdego t € T
kojarzymy wejscia x (t) ze stalymi (niezaleznymi od t) wagami 7}, i = 1,2,..., L.

Whniosek 10.2. Jesli spelnione sq zatoZenia (10.2.39) i (10.2.41), to tak utwo-
rzona sekwencja plandw p* € M jest sekwencjqg D-optymalng.

Dowdéd tego wniosku podajemy na koncu podrozdziatu.

Uwaga 10.1. W tym przypadku do skonstruowania D-optymalnej sekwencji pla-
now wystarczy raz rozwigzaé pomocniczy problem planowania (10.2.41), a nastep-
nie rozwigzaé réwnania (10.2.42) dla poszczegolnych t € T.

Uwaga 10.2. Istnienie rozwigzan réownarn (10.2.42) mamy zagwarantowane, gdyz
kazde z Z7 € Z. Rozwigzania te nie muszq byc¢ jednoznaczne, co mozna wykorzy-
staé nastepujgco:
— gdy T jest odcinkiem prostej, mozna szukaé rozwigzan x(t), ktdre sq ciggle
jako funkcje zmiennej t,
- gdy mamy dodatkowe kryterium wyboru wartosci wejsé, to mozemy wybrac
te sposrod niejednoznacznie wyznaczonych x}(t), ktore zapewniajg minimum
kryterium pomocniczego.

W celu zilustrowania sposobu postugiwania si¢ Wnioskiem 10.2, rozwazmy
nastepujaca klase modeli okreslonych dla = € [0, 27]:

K
q(z,t; a) = ag + Z ay, coslk (x —vt)] + By sin[k (z — vt)] (10.2.43)
k=1
gdzie
a déf [05070517"'705Kaﬁ17' "aﬁK]T

jest wektorem nieznanych parametréw, natomiast v > 0 jest znane. Modele tej
klasy mozna interpretowac jako trygonometryczng aproksymacje pewnej funkcji
argumentu x, ktérej polozenie liniowo zmienia sie w czasie z predkoscig v.

Po obliczeniu gradientu (10.2.43) wzgledem a, stwierdzamy, ze wektor wraz-
liwosci na zmiany parametréw a okreslony jest wzorem g(z,t) = h(z —vt), gdzie

h(z) e [1, cosz,..., cos(K z), sinz, ..., sin(K 2)]T.
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Aby méc skorzysta¢ z Wniosku 10.2, powinniSmy rozwigza¢ zadanie (10.2.41)
z h(z) = h(z), gdzie supremum obliczane jest w przedziale [0, 27]. Problem taki
juz napotkaliSmy, rozwiazujac zadanie D-optymalnego planowania dla regresji
trygonometrycznej. Przypomnijmy, ze jego rozwiazanie ma postaé

Zi=2n(—-1)/r, 7 =1/r, i=1,2,...,r

gdzie r = 2K 4 1. Wybierzmy miare i € M w ten sposob, by przypisa¢ masy 7;,
1 =1,2,...,r do nastepujacych trajektorii

zi(t) = Zi+vt, i=1,2,...,r (10.2.44)
w kazdym punkcie t € 7. Wéwcezas, dla kazdego ¢ € 7 spelnione bedzie

max Wl (z—vt) MY (@) h(z —vt) = r. (10.2.45)

Zgodnie z Wnioskiem 10.1 i jest rozwiazaniem optymalnym.

Dowéd wniosku 10.2.

7 twierdzenia Kiefera—Wolfowitza o réwnowaznosci planéw D- i G-optymalnych
wynika, ze zadanie (10.2.41) jest réwnowazne ze spelnieniem warunku

max T (2) (H*) Y h(z) = (10.2.46)

gdzie
L
H* %3 wl h(Z) W (Z)).
i=1

Ponadto supremum w (10.2.46) osiagane jest dla wszystkich Z;, i =1,2,...,L.
Bezposrednim rachunkiem mozna sprawdzié, ze macierz informacyjna dla sekwen-

¢ji planéw p* ma posta¢ M (u*) = H*. Dla kazdego t € T zachodzi zatem
L% _ T *\—1 _ T *\—1
max (e, ¢ u) = max h'(z) (H)7" hiz) = max h'(2) (H")™ h(2)
= (x;(t),t; u*) = r. (10.2.47)

Zestawienie tych rownosci z Twierdzeniem 10.2 konczy dowdd. e

10.3. Zastosowanie — sterowanie ruchomymi czujnikami

Sytuacje opisana w (10.2.39) spotykamy czesto w systemach opisywanych
rownaniami o pochodnych czastkowych. Rozwigzania tych rownan zalezg zwykle
od tak zwanych kompleksow bezwymiarowych. Kompleksy te zawieraja na ogot
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zaleznodci miedzy zmiennymi przestrzennymi i czasem. Uwagi te zilustrowano
w przykladach opisanych w tym podrozdziale.

W przykladach tych funkcja ¢(x,t, a), ktéra wystepuje w modelu obserwacji
(10.1.1), jest rozwiazaniem réwnania o pochodnych czastkowych, ktére zalezy od
zmiennych przestrzennych x, czasu t i wektora nieznanych parametréw a. Para-
metry te opisuja zwykle stale materialowe, a odpowiedz obiektu g(z,t, a) zalezy
od nich nieliniowo. Zauwazmy, ze przy takim podejSciu zmienne przestrzenne
x odgrywaja role wielkosci wejSciowych naszego modelu. Innymi stowy wartosci
x;(t) oznaczaja polozenie i-tego czujnika pomiarowego w przestrzeni, a zaleznosé
jego polozenia od czasu t oznacza, ze czujniki moga zmieniaé¢ swoje polozenie
w poszczegolnych chwilach. Takie ruchome czujniki sa w wielu dziedzinach nauki
dosé tatwo realizowalne w dzisiejszym stanie technik pomiarowych. Traktowanie
polozen czujnikéw jako wielkoséci decyzyjnych (wejSciowych) pozwala nam zin-
terpretowaé zadanie (10.1.19) jako zadanie szukania trajektorii ruchu czujnikéw,
ktore sg D-optymalne ze wzgledu na doktadnosé estymacji nieznanych parame-
tréw w réwnaniu o pochodnych czastkowych, ktére opisuje badany proces.

Wnhioski 10.1 i 10.2 oraz Twierdzenie 10.2 pozwalaja znalezé w sposob anali-
tyczny sekwencje planéw D-optymalnych, interpretowanych tutaj jako sekwencja
potozen czujnikéw pomiarowych.

Problem 10.1. Rozwazmy uproszczony model wymiennika ciepta. Uproszczenia
polegajqg na przyjeciu, Ze zewnetrzny plaszcz wymiennika jest na tyle duzy, iz jego
pojemnosé cieplng mozna uznaé za nieskonczenie duzq. Zaktadamy tez dla uprosz-
czenia, ze temperatura medium chlodzgcego w zewnetrznym plaszczu wymiennika
wynosi zero stopni. Oznaczmy przez q temperature chiodzonego medium w chwi-
lv t 1 w punkcie poloZonym o x jednostek od poczgtku wymiennika. Zmiany tej
temperatury opisaé mozna (w przyblizeniu) nastepujgcym réwnaniem

dq(z,t; a) dq(z,t; a)
' oz

+aq(z,t;a) =0 dla x> 0. (10.3.48)

W réwnaniu (10.3.48), v > 0 oznacza predkosé medium wewngtrz wymiennika.
Wielkosé te traktowac bedziemy jako znang i stalg. Wspolczynnik a opisuje in-
tensywnos¢ wymiany ciepla miedzy medium chliodzonym ¢ chlodzgcym. Bedziemy
zakladaé, Ze jest on staly wzdluz dlugosct wymiennika i niezalezny od temperatury.
Wartosé parametru a jest nieznana i podlegaé ma estymacji na podstawie pomia-
réw pochodzqcych z ruchomego czujnika. We wzorze (10.3.48) uzyto oznaczenia
q(z,t;a) dla podkreslenia zaleznosci rozwigzania od nieznanego parametru a.
Oznaczmy przez f(t) temperature medium chlodzonego w punkcie x = 0 (czyli
na wejsciu do wymiennika) w chwili t. Warunek na lewym brzegu dla naszego réw-
nania (10.3.48) ma postacé q(0,t) = f(t). Przyjmijmy takze, Ze w chwili uznanej za
poczgtkowq (t = 0), temperatura medium wewnetrznego réwna jest temperaturze
medium chlodzgcego © wynosi zero stopni. Prowadzi to do nastepujgcego warunku
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poczgtkowego q(x,0) = 0, x > 0 dla réwnania (10.3.48). Dla zgodnosci powyzszych
warunkéw zalozyé musimy takze, zZe f(0) = 0 oraz f(s) =0 dla s < 0 (zamiast
s mozna uzyé dowolnej innej litery, gdyz s jest tutaj niemym argumentem). Dla
tych warunkéw poczgtkowych i brzegowych rozwigzanie réwnania (10.3.48) ma
postaé

q(z,t; a) = exp(—azx/v) f <t - x) , >0, t>0. (10.3.49)
v
Funkcja wrazliwosct odpowiedzi systemu q wzgledem a ma zatem postaé

g(x,t) = —% exp(—ax/v) f(t —x/v) (10.3.50)

Poniewaz r = 1, mamy tu do czynienia z prostym przypadkiem i wystarczy jed-
na trajektoria x*(t), aby zapewnié spelnienie warunku optymalnosci. Twierdze-
nie 10.2 pozwala znaleé te trajektorie w wyniku maksymalizacji g*(z,t) wzgledem
x dla kazdego t € [0,T] z osobna. Powodem latwosci znalezienia rozwigzania
w tym przypadku jest to, ze dla v = 1 macierz M redukuje sie do wielkosci ska-
larnej.

Przebieg x*(t) bedzie oczywiscie zalezal od zmiennosci w czasie temperatury
chiodzonego medium f(.). W ogdlnym przypadku do spelnienia warunku optymal-
nosci potrzebowac bedziemy ruchomego czujnika. Bedzie tak wowczas, gdy mak-
simum funkcji g?(x,t) wzgledem = € [0, L] dla poszczegdlnych t € [0,T) osiggane
jest wewnqtrz przedziatu [0, L]. Wowczas x*(t) otrzymujemy w wyniku rozwigza-
nia rOWNaNia

] = 0

wzgledem x dla kazdego t € [0,T]. Z analizy (10.3.50) wynika, Ze spelnienie tego
warunku jest mozliwe tylko wtedy, gdy x*(t) — vt = const dla kazdego t € [0,T],
poniewaz tylko wtedy jestesmy w stanie zapewnié stalg warto$é argumentu t—x /v.

Wyposazeni w warunki optymalnosci mozemy tatwo rozwigzaé dwa nastepu-
jace problemy doboru trajektorii ruchu czujnikéw pomiarowych.

Problem 10.2. Zadanie polega na doborze trajektorii ruchomego czujnika tem-
peratury tak, by zmaksymalizowaé dokladnosé estymacyi wspolczynnika przewod-
nictwa ciepla a w dwuwymiarowej plycie nieskonczonej, opisanej réwnaniem

dq(x,t; a)

5t = alAq(z,t; a) +5(t)5(z), x€R?, (10.3.51)

gdzie q(x,t; a) oznacza temperature w punkcie x € R?> w chwili t > 0. Zaktadamy
zerowq temperature poczgtkowq i impulsowe wymuszenie §(t) 6(x), gdzie § oznacza
delte Diraca, natomiast A jest operatorem Laplace’a w R?.
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Jedynym rozwigzaniem réwnania (10.3.51), ktdre dazy do zera, gdy || = ||— oo,
jest funkcja

1 2
— dat], t>0 10.3.52
el || @ /40, (103.52)
Wrazliwos¢ tego rozwigzania na zmiany parametru a, czyli pochodna q wzgledem
a, ma postac

q(z,t; a) =

1
Admat

Niech obszarem X, po ktorym moZe poruszac sie czujnik, bedzie kolo

X = {zeR:||z|*< B?}

g(z,t) = (1 —2) exp(—2), gdzie z d§f|| z|? /dat. (10.3.53)

o zadanym promieniu R > 0 i takim, Ze R?> > 8a|T|, gdzie przez |T| oznaczono
dlugosé przedzialu czasu, w ktérym dokonujemy obserwacji. Zauwazimy, zZe wa-
runek R* > 8a|T| powinnismy spelnié, mimo Ze a nie jest znane. Wystarczy
jednak wybra¢ R dostatecznie duze, gdyz — jak ponizej stwierdzimy — warunek ten
potrzebny jest po to, by poruszajgcy sie czujnik pozostal bgdZ wewngtrz, bgdZ na

brzegu kola X.

Funkcja h?(z) def (1 — 2)? exp[—22] osigga maksimum dla z* = 2. Kazda

trajektoria *(t), ktora dla kazdego t € T spelnia réwnanie
| z*(t) |* = 8at, (10.3.54)
jest zatem optymalng Sciezkqg ruchu czujnika.

Uwaga 10.3. W powyziszym problemie poloZenie czujnika powinno oddalaé sie
od punktu (0,0) wzdluz promienia kola X z predkosciq zalezng od estymowanego
parametru a, a wiec doktadnie nieznang. Z trudnoscig tq spotykalismy sie juz nie-
jednokrotnie w nieliniowych problemach estymacji. W omawianej sytuacji mozna
oczywiscie zastosowaé wstepne oszacowanie a dla okreslenia predkosci oddala-
nia sie czujnika od centrum kola. Pojawia sie tez druga moZliwo$é, polegajgca
na estymowaniu a w miare naplywania pomiarow i odpowiednim dostosowywa-
niu predkosci ruchu czujnika. Jesli przez a(t) oznaczymy oszacowanie parametru
a, uzyskane na podstawie pomiaréw dokonanych do chwili t, to predkosé oddalania
sie czujnika od centrum kola powinna w chwili t wynosi¢ 8 a(t).

Rozwiazanie nastepnego zadania opiszemy w duzym skrécie, gdyz sposéb po-
stepowania jest analogiczny do tego, ktérego uzyliSmy w problemie 10.2.

Problem 10.3. Oznaczmy przez q(x,t) odksztalcenie cienkiej nieskoniczonej ply-
ty w punkcie x w chwili t > 0, ktorg poddano punktowemu, impulsowemu wymu-
szeniu, ktore umieszczone bylo w punkcie (0,0). Réwnanie dla ¢ ma postaé

2*q(z,t; a)

52 = alA*q+6(x)0(t), =z € R%. (10.3.55)
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W powyzszym réwnaniu przez A? oznaczono operator réiniczkowy czwartego rze-
du uzyskany przez formalne podniesienie do kwadratu operatora Laplace’a. Zakta-
dajgc, Ze w chwili t = 0 zaréwno polozenie, jak i predko$é odksztalcen plyty na
calej jej powierzchni byly zerowe, jako rozwigzanie (10.3.55) otrzymamy

q(z,t; a) = et sin?[|| z ||?/4at]. (10.3.56)
Wybierajgc jako X kolo o promieniu nie mniejszym niz 2+/a |T| i postugujac sie
takg sama technikq jak w problemie 10.2, stwierdzamy, Ze kazda trajektoria ruchu
czujnika x*(t), ktéra spelnia réwnanie z*4at = | z*(t) ||?, jest trajektoriq opty-
malng, jesli jako z* przyjmiemy najmniejszy z dodatnich pierwiastkéw réwnania
tg(z) = —(1 + 2), ktory w przyblizeniu wynosi 1.9.

Prostota rozwigzan dwoch przedstawionych probleméw uzyskana zostata dzie-
ki zalozeniu o impulsowym i punktowym charakterze wymuszenia. Przy zastoso-
waniu szerszej klasy wymuszen wystapi jawna zalezno$é¢ optymalnej trajektorii
czujnika od wymuszenia.

Warunki optymalnosci trajektorii czujnikéw przedstawione w tym podrozdzia-
le mozna uog6lni¢ na inne niz D-optymalnosé kryteria planowania eksperymentu.
Warunki takie podano w monografii [199], (s. 125-129).



11. Pokrewne zadania planowania

W rozdziale tym postaramy sie zebraé¢ uwagi bibliograficzne na temat tych
zagadnien planowania eksperymentu, ktore nie znalazty sie w tej monografii, a zo-
staly w pewnym stopniu zbadane. Literatura na te i pokrewne tematy jest juz na
tyle bogata, ze — zdaniem autora — nie sposéb dokonaé jej pelnego przegladu, tym
bardziej, ze dziedziny te nadal intensywnie sie rozwijaja. Przeglad ograniczymy
do przedstawienia:

— innych niz omawiane w tej monografii aspektéw planowania, ktérych celem
jest estymacja funkcji,

— wybranych zagadnien planowania, ktére ukierunkowane sg na estymacje pa-
rametrow systemow dynamicznych.

11.1. Eksperyment w zadaniach estymacji — wybrane aspekty

Ponizsza lista zawiera wybrane zadania planowania eksperymentu i zwigzane
z nimi problemy estymacji skoficzonej i z gbry znanej liczby parametréw funkcji.

EKSPERYMENTY W TESTOWANIU HIPOTEZ. Celem pierwszych prac Fishera
bylo rozstrzyganie hipotez o wplywie wybranych oddzialywan na pozadane
cechy rodlin i zwierzat, z jednoczesnym dazeniem do eliminacji wpltywu czyn-
nikéw ubocznych. Ten wazny nurt planowania eksperymentu nadal si¢ rozwija
(por. [39], [96], [146], [201]).

PLANOWANIE BADAN SYMULACYJNYCH. W wielu dziedzinach nauki i techni-
ki badania symulacyjne zyskuja status pelnoprawnych narzedzi badawczych.
Jednoczesnie zaobserwowaé¢ mozna wiele przypadkéw marnowania czasu ludzi
i komputeréw na prowadzenie zle zaprojektowanych eksperymentéw oblicze-
niowych. Wéréd tych eksperymentéw wyrézni¢ mozna dwie klasy:

— badania o charakterze wielokrotnie przeprowadzanych eksperymentéw lo-
sowych (np. eksperymenty typu Monte Carlo),

— badania deterministycznych, lecz zlozonych modeli matematycznych, nie
poddajacych si¢ analitycznemu rozwiazaniu (zwykle maja one postaé ukla-
déw nieliniowych réwnan o pochodnych czastkowych).

W obliczeniach typu Monte Carlo stosuje sie inne niz omawiane tutaj srodki
planowania badan, natomiast w symulacjach drugiej grupy stosowaé¢ moz-
na odpowiednio dobrane metody planowania eksperymentu (por. [156], [203],
[160]). Planowanie eksperymentéw symulacyjnych ma jednak swoja specyfike,
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a mianowicie, dla tych samych danych wejSciowych programu wynik powtér-
nych obliczen jest taki sam i dlatego nie jest celowe powtarzanie eksperymen-
téw dla tego samego zestawu wejsé.

DOBOR SKEADU MIESZANIN. Problem polega na wlasciwym dobraniu procen-
towego udziatu sktadnikéw wyrobu (betonu, stopu itp.) tak, by uzyskaé jego
pozadane cechy (np. twardosci czy wytrzymalosci). Plany specjalizowane dla
mieszanin omawiane sa, miedzy innymi, w [62], [5].

ODPORNOSC NA DUZE ZAKLOCENIA. Problem odpornoéci estymatoréw na tzw.
grube bledy pomiaréw jest od dawna intensywnie badany (por. [57], [150]).
Tematyce wlasciwego zaplanowania eksperymentu, tak by minimalizowaé¢ skut-
ki ewentualnych grubych bledéw, poswiecono bardzo malo prac (por. [91]).

ODPORNOSC NA NIEPRAWIDLOWA SPECYFIKACJE MODELU. Od do$¢ dawna zda-
wano sobie sprawe z ograniczajacej roli zalozenia o poprawnosci modelu (por.
[78], [95]), lecz pierwsze istotne wyniki odnos$nie odpornosci planéw produk-
towych na ten czynnik uzyskano niedawno [164], [167], [165].

ROZSZERZALNOSC PLANU. Przez pojecie to rozumiemy taka konstrukcje planu,
ktora pozwala dodawaé¢ do niego dodatkowe punkty w taki sposob, by nowy
plan, eksplorujacy szerszy obszar, byl nadal planem optymalnym. Konstrukcje
takich planéw zaproponowano w [140].

Ponadto, wiele innych aspektow planowania eksperymentu oméwiono w nastepu-
jacych monografiach, pracach przegladowych i artykutach [39], [7], [3], [4], [23],
[63], [146], [214], [87] [88].

Wszystkie omawiane dotad problemy planowania eksperymentu dotyczyly
modeli funkcji regresji, ktére dalo sie (z zalozenia) opisa¢ za pomoca skonczonej
liczby nieznanych parametréow i skoniczonej liczby znanych funkcji. Liczba tych
funkcji byta albo z géry ustalona, albo — jak w przypadku zadania doboru struktu-
ry regresji — byla ograniczona od géry. Tego typu problemy nazywa sie zadaniami
estymacji parametrycznej, w odréznieniu od nieparametrycznych zagadnien es-
tymacji, ktore zamierzamy teraz krétko omoéwi¢. Warto zaznaczy¢, ze przymiot-
nikiem nieparametryczny okresla sie w statystyce kilka réznych zagadnien. Tutaj
skupimy sie na zagadnieniach planowania eksperymentu dla nieparametrycznej
estymacji funkcji regresji. Uzyty w tym konteksScie termin nieparametryczna esty-
macja oznacza, ze nieznana funkcja regresji jest elementem pewnej nieskonczenie
wymiarowe]j przestrzeni funkcji, na przykitad przestrzeni funkcji, ktérych druga
potega jest catkowalna na pewnym zbiorze X z przestrzeni R®. Przestrzen taka
oznaczaé bedziemy przez Lo(X). W tak bogatej klasie funkcji nie da sie zbudowaé
metody estymacji, ktora ,zrekonstruuje” nieznang funkcje na podstawie skonczo-
nej liczby pomiaréw. Dlatego metody nieparametrycznej estymacji sa w istocie
sekwencja estymatoréow, ktére konstruowane sg tak, by coraz dokladniej przy-
blizaé¢ nieznana funkcje, gdy liczba pomiaréw roénie do nieskonczonosci. Stosuje
sie r6zne miary doktadnosci owego przyblizenia. Przyktadowo moze nig by¢ tzw.
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blad Sredniokwadratowy, czyli warto$¢ oczekiwana kwadratu normy (w Lo(X))
réznicy miedzy nieznang funkcja a jej estymatorem.

W gléwnym nurcie badan nieparametrycznej estymacji funkcji regresji za-
klada sie, ze zmienne niezalezne (wejscia) sa realizacjami pewnych zmiennych
losowych (aktualna i obszerna bibliografie na ten temat zawiera monografia [49]).
Innymi stowy, statystyk jest biernym obserwatorem wejsé¢ i wyjsé badanego pro-
cesu, co nie pozostawia miejsca na planowanie eksperymentu. Dlatego w dalszym
krétkim przegladzie koncentrowaé sie bedziemy na tych pracach, w ktérych do-
puszcza si¢ wplyw eksperymentatora na dobér wartosci zmiennych niezaleznych.
Bibliografie i oméwienie publikacji tego nurtu zawiera monografia [31]. W wiek-
szosci tych prac zaklada sie, ze zmienne niezalezne sg rozmieszczone w rowno-
odlegtych punktach odcinka lub kostki wielowymiarowej. O ile autorowi wiadomo
[90] jest pierwsza praca, w ktorej optymalizowano dobér wartosci zmiennych nie-
zaleznych. W pracy tej badano przypadek jednej zmiennej niezaleznej, a jako
estymatora funkcji regresji uzywano estymatora z jadrem.

Blizszy tematyce tej ksiazki jest nurt prac, w ktérych badano wplyw planu
eksperymentu na tempo zbieznoéci btedu sredniokwadratowego nieparametrycz-
nych estymatoréw funkeji regresji opartych na rozwinieciach ortogonalnych. Isto-
ta tej grupy metod jest estymacja wspoétczynnikéw rozwinigcia nieznanej funkcji
w wybrany szereg ortogonalny z jednoczesnym doborem tempa wzrostu liczby
wspoélczynnikéw szeregu w zaleznodci od liczby pomiaréw. Rézne aspekty tej kla-
sy metod badano, miedzy innymi, w [43], [151], [44], [32], [152], a w pracach [114]
i [115] wykazano, ze metoda najmniejszych kwadratéw ma wlasnosci algorytmow
nieparametrycznych, jeéli rozmiar podprzestrzeni funkcji rozpinajacych funkcje
regresji' roénie odpowiednio wolno wraz z narastaniem liczby pomiaréw.

Liczba prac po$wieconych zagadnieniom planowania eksperymentu, ukierun-
kowanego na pdzniejsze stosowanie nieparametrycznych metod estymacji nie jest
zbyt duza. W [114] wykazano, ze ze wzgledu na szybko$¢ zbieznosci metody rozwi-
nie¢ ortogonalnych korzystne jest rozmieszczanie pomiaréw w weztach kwadratur,
odpowiednio dobranych do problemu. W pracy [141] zaproponowano, by punkty
planu eksperymentu dla nieparametrycznej estymacji addytywnej funkcji regresji
o s zmiennych wejéciowych rozmieszczaé zgodnie ze wzorem

x, = [frac(nby),frac(nbs),..., frac(nb,)], n = 1,2,..., (11.1.1)

gdzie frac(.) oznacza cze$¢ utamkowsa liczby podanej w nawiasach, natomiast 6,
j = 1,2,...,s s — odpowiednio dobranymi — liczbami niewymiernymi. Ciag
(11.1.1) jest ciagiem deterministycznym, ale jednoczesnie, ma on wiele cech roz-
ktadu réwnomiernego w kostce s-wymiarowej. W pracach [141] i [142] wykazano,
ze — przy dodatkowych zatozeniach dotyczacych gltadkosci estymowanej funkcji

! Podprzestrzenie te wybiera si¢ z systemu funkcji ortogonalnych i zupelnych w w L2 (X).
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— estymator rozwinieé¢ ortogonalnych uzyskuje najszbysza z mozliwych do osig-
gniecia szybkosci malenia do zera bledu Sredniokwadratowego. Istnienie dolnej
granicy szybkosci zbieznosci wykazano w [184].

11.2. Sktadniki eksperymentu w estymacji systemow
dynamicznych

Liczba elementow, ktére mozna wybraé przed eksperymentem, ktéry ma na
celu estymacje parametréw systemow dynamicznych jest znacznie wigksza niz
w przypadku estymacji funkcji i obejmuje nastepujace aspekty.

Prébkowanie i rekonstrukcja sygnaléw. Podstawowym rezultatem w zakre-
sie doboru czestotliowsci probkowania jest twierdzenie Shannona. Rekonstruk-
cja sygnaléw na podstawie odpowiednio czesto pobieranych prébek nalezy do
klasycznych zagadnien przetwarzania sygnatéw i dlatego nie bedziemy go tu
szerzej omawia¢. Ostatnio uzyskano wyniki dotyczace rekonstrukcji sygnatéw
o ograniczonym widmie, prébkowanych w obecnosci zaklécen o charakterze
szumu bialego [99], [100] oraz filtracji takich pomiaréw [101].

Dobér wymuszenn. W przypadku systeméw dynamicznych wymuszenie (sygnal
wejéciowy) moze by¢ funkcja czasu i/lub zmiennych przestrzennych.

Rozmieszczenie czujnikéw pomiarowych. Jedli opis matematyczny systemu
dynamicznego zalezy od zmiennych przestrzennych, to celowe jest rozwazenie,
gdzie rozmiesci¢ czujniki pomiarowe.

Odnosniki do literatury na dwa ostatnie tematy przytaczamy w nastepnych pod-

rozdziatach.

Systemy dynamiczne o skornczonej liczbie stopni swobody

Przez pojecie systeméw dynamicznych o skonczonej liczbie stopni swobody
rozumiemy tutaj takie przyblizone opisy proceséw, ktére modelowaé mozna za
pomoca ukladéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Dobér sterowan w estymacji systeméw dynamicznych doceniany byl od lat
siedemdziesiatych XX wieku (por. [84]). Propagowano wéwczas szum bialy jako
sygnal pobudzajacy dla systemoéw liniowych.

Kilka lat pdzniej sformutowano zadania optymalnego doboru sygnatéw wy-
muszajacych w dziedzinie czestotliwosci. Kryteria optymalnosci formutowano na
podstawie réznych miar doktadnosci ocen parametréow. Zwykle naktadano ogra-
niczenia na $érednig moc sygnatu. Wyniki na ten temat zebrano w [42], [213]
i [189]. W [123] pokazano, ze podobne wyniki uzyska¢ mozna, nakladajac stabsze
ograniczenia na tempo narastania sygnatow.

Rezultaty zawarte w cytowanych pracach w istotny sposéb wykorzystywaly
liniowo$¢ systemu dynamicznego. W ostatnich kilkunastu latach ro$nie liczba
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prac na temat parametrycznej i nieparametrycznej identyfikacji nieliniowych sys-
teméw dynamicznych (por. [46], [47], [48], [53], [54]). W cytowanych pracach
uzyskano teoretyczne wtasnosci estymatoréw, ktore daja podstawy do oceny ich
doktadnosci. Moga by¢ one punktem wyjscia do podjecia préb doboru sterowan
optymalnych z punktu widzenia doktadnosci estymac;ji.

Systemy o nieskonczonej liczbie stopni swobody

Doktadniejszy opis proceséw otrzymac mozna, jesli uwzgledni sie przebieg zja-
wisk nie tylko w czasie, ale i w przestrzeni. Systemy dynamiczne tego typu opisuje
sie za pomocg ukltadéw réwnan o pochodnych czastkowych. Réwnania takie uzy-
skuje sie zwykle w wyniku stosowania praw uznanych za obowiazujace w danej
dziedzinie nauki. Dlatego przyjmowac¢ bedziemy, ze nieznanymi wielkosciami sa
jedynie parametry tych réwnan.

Rézne aspekty doboru wymuszen w identyfikacji wartosci wtasnych lub pa-
rametréw tej klasy systeméw badano w pracach [117], [121], [124], [134], [126],
[135], [125], [128], [131], [132].

Praca [85] zawiera przeglad wczesnych podejsé do problemu rozmieszczenia
czujnikéw pomiarowych. Charakteryzowaly sie one dazeniem do znajdowania ta-
kich rozmieszczen czujnikéw, ktére utatwiatyby obliczeniowe aspekty identyfikacji
parametréw.

W pracach [118], [122], [193], [73], [195] dobierano rozmieszczenie czujnikéw
tak, by maksymalizowaé¢ dokladnosé estymacji wartosci wiasnych operatora opi-
sujacego system, jego parametréow lub stanu systemu.

Kolejnym etapem badan nad zwiekszaniem dokladnoéci estymacji parametrow
systemow o nieskonczonej liczbie stopni swobody bylo opracowanie algorytméw
doboru trajektorii ruchomych czujnikéw (por. [127], [198], [196], [197], [194]).
Wyniki tego nurtu badan zebrano i znacznie poszerzono w wydanej ostatnio mo-
nografii [199], ktéra zawiera takze kompletna bibliografie prac o tej tematyce.



CZESC IV

Eksperyment w diagnostyce proceséw



12. Prébkowanie funkcyjnych charakterystyk wyrobéw

W wielu dziedzinach produkcji poziom wymagan technologicznych i/lub wy-
magan klienta jest na tyle wysoki, ze dla kazdego egzemplarza wyrobu mierzy
sie jego indywidualna charakterystyke, ktéra nastepnie poréwnywana jest z no-
minalnym przebiegiem charakterystyki idealnego wyrobu.

Powszechnie znanym przykladem takiego postepowania sa indywidualne cze-
stotliwoéciowe charakterystyki stuchawek i zestawdéw gloénikowych sprzetu hi-fi.
Podobne procedury stosuja producenci silnikéw elektrycznych wyzszych mocy.

Spodziewaé sie mozna, ze tego rodzaju postepowanie bedzie sie upowszechniaé
wsrdéd producentéw innych wyrobow. Dlatego tez, wazne jest opracowanie metod
probkowania, ktéra pozwola na osiggniecie maksymalnej doktadnosci poréwnania
charakterystyki wyrobu z charakterystyka nominalna, przy zachowaniu zadanej
z gory liczby pomiaréw.

W rozdziale tym zaproponowana zostanie metoda planowania eksperymentéw
z zakre$lonym wyzej celem. Postugiwac sie przy tym bedziemy ciaglymi planami
skupionymi w skonczonej liczbie punktow, a rozdzielanie catkowitej liczby po-
miaréw pomiedzy poszczegdlne punkty pomiarowe nastepowaé¢ bedzie w sposéb
opisany w czesci 1.

12.1. Ocena jakosci funkcyjnej charakterystyki wyrobu

Pod pojeciem charakterystyki wyrobu rozumie¢ bedziemy funkcje n : R® — R,
ktora dla danego zestawu wejéé (pobudzen) z € R*® podaje liczbowa reakcje
(wyjscie, odpowiedz) badanego wyrobu.

W przyktadzie ze wstepu do tego rozdziatu charakterystyka gtosnika to funk-
cja, ktérej argumentem jest czestotliwosé sygnatu sinusoidalnego podanego na
glosnik, a warto$é¢ charakterystyki to thumienie sygnatu o tej czestotliwosci uzy-
skiwane na wyjsciu glosnika (zwyczajowo mierzone w decybelach).

Bedziemy zaktadaé, ze nominalna (idealna) charakterystyka wyrobu jest zna-
na i z géry zadana. Oznaczmy charakterystyke nominalna przez n,4(z) i zalézmy,
ze potrafimy jg dostatecznie dokltadnie aproksymowac skoficzonym szeregiem zna-
nych (wybranych przez nas) funkeji v(z) = [vi(x),v2(2),...,v.(2)]T. Zalozenie
to oznacza, ze istnieje zestaw wspotczynnikow

Aid déf [05[11)7 az('j)a s ?az((;)]T
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zapewniajacych spelnienie réwnosci
Nia(x Z azd vg(x) = az;lv(x). (12.1.1)

W odniesieniu do charakterystyki badanego egzemplarza wyrobu zaktadaé¢ be-
dziemy, ze ma ona taka sama posta¢ funkcyjna jak charakterystyka nominalna,
lecz wspolezynniki rozwiniecia jej w szereg v(z) = [v1(z),v2(2), . .., v (2)]T moga
byé¢ inne niz te w charakterystyce nominalnej.

Oznaczmy przez ag = [a((]l) , a(() ), . ,aér)]T warto$ci wspolezynnikéw charakte-
rystyki badanego egzemplarza wyrobu. Wspotczynniki te sa nam nieznane i podle-
gacé beda szacowaniu na podstawie pomiaréw opisanych w dalszej czesci rozdziatu.

Zgodnie z wymienionymi zalozeniami, charakterystyka badanego egzemplarza
ma postaé

x) = Z a(()k) ve(z) = al v(z). (12.1.2)

Za miare odlegtosci miedzy charakterystyka biezacego egzemplarza a nominalng
przyja¢ mozna dowolng z metryk w przestrzeniach funkcyjnych, o ile jej interpre-
tacja odpowiada intuicyjnym wymaganiom poréwnywania charakterystyk danego
wyrobu. Tutaj postuzymy sie bltedem Sredniokwadratowym, gdyz pozwala on na
stosunkowo tatwe przeliczenie odleglosci wspotezynnikow a;q i ag na odleglosé
miedzy samymi charakterystykami. Przyjmujemy zatem, ze odleglo$¢ ta dana
jest wzorem

p(Niasmo) /w (ia(z) — mo(x))? dz, (12.1.3)

gdzie Z C R’ jest obszarem w przestrzeni zmiennych wejéciowych, na ktérym
poréwnujemy charakterystyki, natomiast w(z) > 0 jest zadana funkcja wagowa,
ktora wskazuje, gdzie w obszarze Z blisko$é charakterystyk powinna by¢ wieksza.
Przyjecie w(x) = 1 oznacza, ze przywiazujemy jednakowe znaczenie do bliskosci
charakterystyk w calym obszarze Z.

Lemat 12.1. Jesli poréwnywane charakterystyki majq postaé (12.1.1) i (12.1.2),
to

p(Mia;mo) = tr [(az‘d —ag) - (aia — ag)” W} , (12.1.4)

gdzie macierz W zdefiniowana jest nastepujgco

W = / w(z)v(z) vl (z)d. (12.1.5)
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Jesli dodatkowo funkcje rozpinajgce charakterystyke sq ortonormalne z wagg w,
to znaczy,

1, gdy k=j;
/ w(zx) vg(x)vj(z)de = (12.1.6)
7 0, gdy k#j,
to wowczas
p(Nia;mo) = tr [(az‘d —ap) - (aig — ao)T} : (12.1.7)

Dowé6d. Dowdd lematu jest czysto algebraiczny, dlatego przedstawimy tylko
jego wazniejsze kroki.

p(Mid;mo) = / w(z) v’ (x) (aq — ao) - (aa — ao)” v(z) da
Z
- / trfw(z) v" (2) (aia — ao) - (aiqg — ao)” v(z)] dx

Z
= [ wl(aia — a0) - (aia — o) v(a) - o7 (2) wia)) da
Z

= tr {[(aid —a) - (aia — ao)"] / [v(z) - " (2) w(z)] dl‘} :

Z

Powyzej skorzystaliémy z tego, ze tr[A B] = tr[B A] oraz liniowoéci §ladu macie-
rzy. Druga teza lematu wynika natychmiast ze spostrzezenia, ze gdy spelnione
jest (12.1.6), to macierz W jest macierza jednostkowa. e

12.2. Dobér planu i pomiary charakterystyki

Zakladamy, ze pomiary charakterystyki badanego wyrobu dokonywane sa
zgodnie z klasycznym modelem addytywnych, nieskorelowanych zaktocen loso-
wych

Y, = no(a:i) + €, 1 = 1,2,...,77,, (12.2.8)

gdzie x;, to warto$ci wymuszen podawanych na badany wyrédb, €; zakldcenia
pomiarowe, F (¢;) =0, E (¢2) = 02 < c0.

Do estymacji wektora ag uzywamy metody najmniejszych kwadratéw. Oznacz-
my tak uzyskany estymator przez a. Jak wiemy, a jest nieobciazonym estymato-
rem ag, a zatem Ea = ag. Wéwezas nieobcigzonym estymatorem dla ng(z) jest
funkcja

i) € 6 v(x). (12.2.9)
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Postawmy hipoteze, ze charakterystyka aktualnie badanego wyrobu ng(x) jest
doktadnie réwna charakterystyce idealnej n;4(x). Zaktadajac poprawnosé tej hi-
potezy, do oceny jakosci aktualnej charakterystki uzy¢ mozemy no(x) zamiast
Nia(x). Innymi stowy, interesuje nas odleglosé p(no,7) powtarzajac kroki dowodo-
we Lematu 12.1 otrzymamy

p(nof) = tr[(a—ao)- (@ —ao)" W] = (a—a)" W(a—aw). (12.2.10)

Uzasadnienie ostatniej réwnosci podamy we Wniosku 12.1. Wyrazenie (12.2.10)
moze stuzy¢ jako statystyka testowa, gdyz je$li nasza hipoteza jest spelniona,
to z wiekszym prawdopodobiefnistwem spodziewaé sie¢ mozna, ze wartosé p(no,7)
bedzie mata. Stwierdzeniu temu mozna nadaé precyzyjny sens, jesli zalozymy,
ze rozktad zaklocen jest rozktadem normalnym, co pozwala na okreslenie roz-
ktadu zmiennej losowej p(no, 7)), przy zalozeniu poprawnosci hipotezy zerowe;.
Jedli wariancja zaklécen jest znana, to wartosci krytyczne dla p(ng,7n) odczytu-
jemy z tablic rozkladu y?. Szczegélowego oméwienia tego testu nie podajemy,
gdyz naszym celem jest zaplanowanie eksperymentu, ktory zapewni statystyczne
zmniejszenie wartosci p(no, 1), wéwcezas gdy rzeczywiscie n;q(z) = no(x).
Liniowa niezaleznosé¢ sktadowych v(x) prowadzi do nastepujacego wniosku.

Whniosek 12.1. Jesli kazdego x € X nig(x) = no(x), to takze a;q = ag, a wiec
w przestrzeni parametrow postugiwacé sie mozemy odlegto$cig wektora a od ag.

Zauwazmy, ze zamiast ag mozemy uzy¢ F (a), gdyz zachodzi E (a) = ag.
Korzystajac z tych spostrzezen i powtarzajac kroki dowodowe Lematu 12.1 otrzy-
mamy

p(no, ) = trl(a— E(a)) - (a - E (a))" W). (12.2.11)

Wyrazenie to jeszcze nie moze stuzy¢ jako kryterium planowania eksperymen-
tu, gdyz a jest wektorem losowym. Mozemy natomiast postuzyé sie wartoécia
oczekiwana p(no,n), co prowadzi do nastepujacego wskaznika jakosci planu

Ep(no,7)] = tr [E [(d—E(&)) : (&—E(&))T} W} = o2t [ M1 W), (12.2.12)

M,, oznacza macierz informacyjng dla planu x1, x2, . . ., Z,. Ostatnia réwnos¢ wy-
nika ze spostrzezenia, ze E [(?1 —FE(a)-(a—F (&))T} jest macierza kowariancji
estymatora MNK, ktéra jest réwna o2 M, (por. czesé I).

Alternatywnym wobec kryterium (12.2.12) moze byé maksyminowe kryterium
T-optymalnosci rozwazane w pracy [200].

Whniosek 12.2. Przy zatozZeniach poczynionych w tym rozdziale, problem plano-
wania eksperymentu dla testowania zgodnosci charakterystyki wyrobu z charakte-
rystkq nominalng sprowadzié mozna do zdania planowania L-optymalnego z kry-
terium tr[M, L W]. W przypadku, gdy v(z) spetnia warunek (12.1.6), zadanie to
sprowadza sie do problemu planowania A-optymalnego.
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By moéc efektywnie korzystaé¢ z tego wniosku, warto przejé¢ do minimalizacji
kryterium L-optymalnoéci w klasie planéw cigglych, skupionych w skoficzonej
liczbie punktow.

Zalézmy, ze naszym celem jest zbieranie danych o jakosci poszczegdlnych eg-
zemplarzy badanego wyrobu, wéwczas powyzsze rezulatay i uwagi prowadza do
nastepujacego algorytmu.

ALGORYTM AKWIZYCJI DANYCH O JAKOSCI CHARAKTERYSTYK FUNKCYJNYCH

Krok 1. Ustali¢ pozadana (idealna) charakterystyke wyrobu n;4(z), z € X.

Krok 2. Wybraé¢ wektor funkeji v(x), ktéry pozwala dostatecznie dokladnie ap-
roksymowaé 1;4(x) 1 obliczyé macierz W oraz wektor a;q wspoélezynnikéw
rozwiniecia n;4(z) w bazie v(x).

Krok 3. Znalezé (analitycznie lub numerycznie) plan L-optymalny ¢* € E(X),
ktéry minimalizuje tr[M ~1(e) W]. Wybraé liczbe pomiaréw charakterystyki
kazdego egzemplarza wyrobu N i przyblizy¢ plan €* odpowiednim planem
dyskretnym (zarys algorytmu podano na s. 28). Kroki te daja w wyniku pary
(xf,n}), i =1,2,...,m, gdzie ] wskazuja punkty prébkowania charaktery-
styki wyrobu, a n} — liczbe prébek pobranym w kazdym z nich, Zfil n; = N.

Krok 4. Dla danego egzemplarza wyrobu, o numerze, powiedzmy j, zmierzy¢
wartosci charakterystyki w punktach x} z krotnoScia powtoérzen n; i stosujac
MNK, obliczy¢ oszacowanie parametrow a.

Krok 5. Korzystajac z (12.2.11), obliczy¢ oszacowanie g; odlegtosci charaktery-
styki badanego egzemplarza od charakterystyki idealne;j.

Krok 6. Powtarza¢ krok 4 i 5 dla kazdego egzemplarza, uzyskujac ciag wartosci

Qj,j:1,2,....

W nastepnych rozdziatach cigg wartosci g, j = 1,2, ... stanowi¢ bedzie podstawe
do oceny, czy nie nastapito rozregulowanie procesu wytworczego.



13. Probkowanie obrazoéw do celéw diagnostycznych

Sekwencje obrazéw dostarczane przez kamery monitorujace przebieg proce-
sow wytwoérezych coraz czesciej staja sie zrodtem informacji o jakosci aktualnej
produkcji. Nadal jednak zastosowania kamer w przemysle sa zbyt rzadkie jak na
mozliwosci techniczne i diagnostyczne, ktore mozna uzyskaé w wyniku ich stoso-
wania. Mozna si¢ jednak spodziewaé¢ wzrostu zainteresowania tymi technikami,
gdyz w ostatnich latach ceny kamer maleja, a ich zdolnosci rozdzielcze znacznie
sie zwiekszyly.

Wydaje sie, ze jednym z powoddéw wciaz zbyt malego korzystania z kamer
jest paradoksalnie nadmiar informacji ptynacej z kamery w krétkim czasie. Aby
informacja taka mogta by¢ uzyteczna, musi by¢ przetworzona ,na biezaco” w dane
uzyteczne do celéw diagnostycznych. Tempo biezacego przetwarzania zalezy oczy-
wiscie od predkosci procesu, ktéry chcemy monitorowaé. W wielu przypadkach
(np. w procesie ciaglego odlewania miedzi) produkcja przebiega tak szybko, ze na
przetwarzanie poszczegdlnych klatek obrazu zostaja utamki sekundy. Uzyskanie
takiej predkosci przetwarzania obrazéw wymaga szybkich algorytméw ekstrakcji
informacji istotnej w ocenie jakosci danego procesu, gdyz nawet wspélczesne pro-
cesory o predkosci taktowania rzedu 2-3 GHz nie sa w stanie w pelni kontrolowaé
strumienia danych, naptywajacego z predkoscia kilkudziesieciu klatek na sekunde,
gdy objetos¢ kazdej takiej klatki jest rzedu kilku milionéw bajtéw.

7 wymienionych wzgledéw w rozdziale tym proponujemy dwa rézne podej-
$cia do préobkowania obrazéw, ktore sa dostosowane do zadan diagnozowania po-
wierzchni powstajacych w trakcie réznych proceséw wytworczych. W odréznieniu
od klasycznych podej$é do prébkowania obrazéw, ktére staraja sie zachowaé in-
formacje o calym obrazie, tutaj $wiadomie redukujemy ja tylko do cech istotnych
do oceny szeroko rozumianej réwnomiernoéci powierzchni. Proponowane podej-
$cia roznig sie sposobem traktowania powierzchni i nakladami obliczeniowymi.

Podobnie jak w poprzednich czesciach tej monografii, oba proponowane po-
dejécia bazuja na technikach planowania eksperymentu i statystycznego prze-
twarzania jego wynikéw, lecz uzywaé¢ bedziemy terminu préobkowanie obrazéow,
gdyz ma on w tej dziedzinie swoje tradycje. Warto tez zaznaczy¢, ze diagnostyka
stanu procesu jest tutaj rozumiana w do$¢ waskim zakresie i sprowadza si¢ do
stwierdzenia, czy proces przebiega poprawnie, czy tez nie, bez proby tworzenia
szczegotowego opisu matematycznego calego zjawiska. Odsytamy Czytelnika do
wydanych ostatnio monografii [74], [75], w ktérych zagadnienia diagnostyki trak-
towane sg znacznie szerzej.
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Rys. 13.1. Przykladowy obraz (po lewej) i jego reprezentacja
w postaci funkeji dwéch zmiennych (po prawej)

13.1. Probkowanie zmiennosci obrazu. Szybki algorytm
okonturowywania

W podrozdziale tym zaproponowano algorytm prébkowania do oceny réw-
nomiernoéci powierzchni przedstawionej na obrazie cyfrowym. Przyjmujemy, ze
obraz reprezentowany jest w ustalonej skali szaro$ci.W trakcie prébkowanie bie-
rze sie pod uwage zmiennos¢ pozioméw szaroéci — mozna powiedzieé, ze jest ono
sterowane zawartoscig obrazu. Dokladniej, algorytm bazuje na okonturowaniu
fragmentéw obrazu, ktére odrozniajg sie od réwnomiernego tla.

Powodem wyboru okonturowywania jest koniecznosé, chociaz czesciowego,
uniezaleznienia si¢ od zmian o§wietlenia obrazu, ktére moga by¢ wywotane czyn-
nikami zewnetrznymi, nie wpltywajacymi na proces produkcyjny, na przyklad,
zmienno$cia pér dnia lub zachmurzeniem. Takiego uniezaleznienia nie gwarantuja
metody oceny réwnomiernosci powierzchni korzystajace tylko z wartosci pozio-
moéw szarosci poszezegdlnych pikseli. Powody, dla ktorych proponujemy modyfi-
kacje gradientowego algorytmu okonturowywania, sa nastepujace:

1. Znane metody okonturowywania (por. [59], [41]) sa funkcjami dyskretnych
wersji gradientu lub laplasjanu. Jesli nie zastosuje sie odpowiednich metod
redukcji szuméw, to zastosowanie ich do obrazu ze znacznymi btedami pro-
wadzi do ich wzmocnienia i wykrywania ,fatszywych” krawedzi.

2. Jedli, tak jak w przypadku metody LoG (Laplacian of Gaussian), przed okon-
turowaniem zastosuje sie filtr, to wydtuza sie znacznie czas przetwarzania
obrazu i metode trudno stosowa¢ do przetwarzania sekwencji obrazéw na bie-
Z3,C0.
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Rys. 13.2. Idea algorytmu probkowania krawedzi — tréjwymiarowa
reprezentacja oryginalnego obrazu

W tym kontekécie, proponowana metoda ma dwie zalety.

— Moze byé zrealizowana w arytmetyce catkowitoliczbowej i wymaga jedynie
operacji odejmowania, poréwnywania i zliczania.

— Ma ,wbudowang” odpornosé¢ na zakldécenia, gdyz decyzje o tym czy dany
piksel zaliczy¢ do brzegu obszaru decyduje tylko zliczanie i poréwnywanie

7 progiem.

W pracach [21] i [149] znalez¢ mozna dyskusje na temat zaawansowanych me-
tod wykrywania krawedzi i odnosniki do wczeéniejszych publikacji. Proponowane
podejscie inspirowane jest przez idee wertykalnie wazonej regresji (por. [103]),
chociaz w opisie metody pojecia tego nie bedziemy uzywac.

Opis algorytmu

Rozwazmy obraz o rozmiarach n, x n,. Niech y;;, 1 = 1,2,...,n,, j =
1,2,...,n, oznacza poziom szarosci piksela (i, j). Bedziemy zakladad, ze y;; zosta-
ly przeskalowane do przedziatu [0, 1], chociaz w praktyce implementacja algoryt-
mu jest szybsza, jesli realizowana jest w arytmetyce catkowitoliczbowej o zakresie
[0, 255].

Uwaga 13.1. Poziom szarosci y;; moze byc¢ odzwierciedleniem ,czystego” obrazu
lub y;; = fij +e€ij, gdzie fij oznacza poziom szarosci nieobserwowanego, idealnego
obrazu, na ktéry oddziatujg losowe zakiécenia €;;.

Istotnym elementem proponowanej metody jest prostopadloscian o rozmia-
rach (2 hy+1)x (2 hy+1)x2 H, gdzie 0 < hy < n, 10 < hy < n, oznaczaja polowy
rozmiaréw okna polozonego w plaszczyznie obrazu, natomiast 0 < H < 1 jest
wysokoécig prostopadlo$cianu. Jego centrum znajduje sie na wysokosci poziomu
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Rys. 13.3. Idea algorytmu probkowania krawedzi — przekrdj

szarodci y;; piksela, o ktérym mamy zadecydowaé, czy ma stac si¢ probka konturu.
ZawartoS¢ Bij(he, hy, H) tego prostopadlodcianu definiujemy nastepujaco

Bij(ha, by, H) {4 kG +1,2) 1 |2 = yogl < Hok € [hes by, (13.1.0)

le}%w%LzemJ”.

W celu skrécenia wzordéw, uzyto nastepujacej notacji: dla k bedacego liczba cal-

kowita, zapis k € [—hy, hy] oznacza, ze k przyjmuje wszystkie wartosci catkowite
z przedzialu [—hy, —hy +1,...,0,1,..., hy].

Uwaga 13.2. Prostopadio$cian Bij(hy, hy, H) ma centrum w punkcie o wspdl-
rzednych (i,7,yi;). Jego elementami sq wspotrzedne i poziomy szarosci tych pik-
seli, ktore

1. odlegle sq od piksela (i,j) o mniej niz hy i hy pikseli,

2. a ich poziom szarosci rézni si¢ od poziomu szarosci piksela centralnego y;;

o mniej miz H.

Zawarto$é tego prostopadloscianu zinterpretowaé mozna takie w terminach réz-
nicowej aproksymacji pochodnych w kierunku w nastepujgcy sposob. Z piksela
(4,7) szacujemy pochodne Yiiy jvi — yij w kierunku wszystkich sqsiednich pik-
seli |k| < hg, |l < hy. Do ,pudetka” B;j(hy, hy, H) zaliczamy tylko te trojki
(t+Fk, j+1,Yivk j+1), w kierunku, ktorych oszacowania pochodnych |y k. j+1— ij
nie przekraczajg H. Innymi stowy, prostopadio$cian ten zawiera tylko te piksele
sgsiednie, ktorych poziom szarosci mato rézni sie od wartosci piksela centralnego.
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Rys. 13.4. Probkowanie zmian w obrazie w obecnosci zaklécen typu ,,s6l z pieprzem”

Oznaczmy przez bi;(hy, hy, H) liczbe elementéw zawartych w prostopadloscianie
Bij(ha, hy, H). Zauwazmy, ze zachodza nastepujace nieréwnosci

1 < bij(hg hy, H) <L % (20, +1) (20, + 1), (13.1.2)

poniewaz Bjj(hy, hy, H) zawsze zawiera (4, j, y;;) i nie moze zawiera¢ wiecej pikse-

li, niz jest ich w oknie wokoét elementu centralnego. Ponizsze rozwazania stanowia

intuicyjne przestanki proponowanej metody. Zat6ézmy, ze wybraliSmy h, i hy rzedu

kilku (3 — 7) pikseli i H rzedu 0.1 — 0.2. Rozwazmy zawarto$¢ prostopadlodcianu

Bij(hy, hy, H) w dwoch sytuacjach.

1. Przyjmijmy, ze piksel (i,j) znajduje sie w cze$ci obrazu, w ktérej zmien-
nos¢ pozioméw szarosci nie jest zbyt duza, tzn., yiik, j+1 , k € [he, hal, | €
[—hy, hy] r6Znig sie miedzy soba od kilku do kilkunastu procent. Wéwczas,
Bij(ha, hy, H) zawiera prawie wszystkie (i + &, j 4+ 1, yitx,j+1) (por. ,pudetko”
po lewej stronie na rys. 13.2).

2. Jedli (¢,7) znajdzie si¢ w poblizu krawedzi, wowczas Bj;(hy, hy, H) zawiera
tylko pewna czes$¢ pikseli (i 4+ k,j + I, yitr j+1) (por. ,pudetko” po prawej
stronie na rysunku 13.2. Sytuacje te zilustrowano takze w przekroju poka-
zanym na rysunku 13.3). Widaé¢ na nim, ze jesli prostopadloécian znajdzie
sie w czesci o wyzszych wartosciach y-kéw, to nie bedzie zawieral pikseli po
lewej stronie od uskoku. Podobnie, jesli znajdzie sie na lewo od krawedzi, to
nie bedzie zawieral pikseli o wyzszych wartosciach y-kéw. Aby stwierdzenia
te byly prawdziwe, musimy odpowiednio dobra¢ wartosé¢ H, gdyz przy zbyt
duzej — w stosunku do wielkoéci skoku — wartosci H, do ,pudetka” trafig
rowniez piksele znajdujace sie po przeciwnej stronie krawedzi.

Patrzac na rysunek 13.2, stwierdzamy, ze wraz ze zmianami (7,5), ,,pudetko”

Bij(hy, hy, H) porusza si¢ gladko po obszarach, gdzie intensywno$¢ poziomoéw
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Rys. 13.5. Prébkowanie zmian w rzeczywistym obrazie — wptyw doboru H

szaroSci jest w miare jednolita i skacze (w gore lub w dét) w tych obszarach, gdzie
znajduja sie krawedzie. Wraz z tymi zmianami wysokosci potozenia, zmienia sie
takze liczba pikseli zawartych w B;j(ha, hy, H), a Sledzenie tej liczby pozwala
na wyprébkowanie i zaznaczenie tych fragmentéw obrazu, gdzie nastepujg duze
(wigksze niz H) zmiany pozioméw szaroci. Ide¢ te zrealizowano w opisanym
nastepujacym algorytmie, ktéry nazywamy algorytmem prébkowania! krawedzi.

ALGORYTM PROBKOWANIA KRAWEDZI

Krok 0. Wybraé nastepujace parametry algorytmu.
1. Wybraé rozmiary okna poruszajacego si¢ w plaszczyznie obrazu, ktére sta-
nowi podstawe prostopadltoscianu Bj;(hy, hy, H). Parametry 1 < hy < ng,

1 W odréznieniu od algorytméw $ledzenia konturéw, ktére majg zwykle na celu aproksy-
macje konturéw, naszym celem jest jedynie ich zaznaczenie, co wyjasnia termin préobkowanie
krawedzi.
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1 < hy < ny wyznaczaja polowe dlugosci i szerokosci tego okna. Doktad-
niej, ma ono wymiary (2hg+1) % (2 hy +1). W badaniach symulacyjnych,
prowadzonych przez autora, przyjmowano h, = h, i wybierano je z prze-
dziatu [1,7].

2. Wybraé¢ wysokosé prostopadioscianu 0 < H < 1, biorac pod uwage natu-
ralng zmiennosé obrazu w obszarach o matych zmianach pozioméw szaro-
Sci oraz wysoko$é zmian, ktore chcemy wyprébkowaé. H nie powinno byé
zbyt mate, gdyz wéwczas algorytm staje sie nadmiernie czuty na drobne,
naturalne zmiany w obrazie. Zbyt duze warto$ci H prowadza z kolei do
yznieczulenia” algorytmu na istotne zmiany pozioméw szarosci, dlatego
H powinno by¢ tylko nieco wieksze niz najmniejsze zmiany, ktére chce-
my wykrywaé. W badaniach symulacyjnych przyjmowano H w przedziale
[0.05, 0.2].

3. Wybraé¢ 0 < ¢ < 1, ktére oznacza utamek caltkowitej liczby obserwacji
L=2hy+1)-(2hy+1) w Bij(ha, hy, H), jesli prostopadloscian znajduje
sie¢ w obszarze o malej zmiennosci pozioméw szaroéci. Gdy obraz sktada
sie z plaskich obszaréw, oddzielonych uskokami, to mozna wybraé g bliskie
1. Jesli natomiast wystepuja zaktdcenia lub dopuszczamy, ze mate zmiany
pozioméw szarosci nie zostang zaznaczone, to mozemy wybraé ¢ rzedu
0.6—0.7.

4. Przygotowaé tablice binarna Y o rozmiarach (n,—2 hy) x (ny—2 hy), w kto-
rej przechowywane beda wyniki probkowania, traktowane jako rezultaty
posrednie. Oznaczmy wartosci elementéw tej tablicy przez v;;. Tablice T
wypelniamy zerami (v;; = 0 oznacza, ze odpowiedni piksel (7,j) obrazu
nie zostal zaklasyfikowany jako fragment obrazu o duzej zmiennosci).

Krok 1. Dla biezacych wartosci (i, j) ustal zawartos¢ B;;(hy, hy, H) i oblicz licz-
be bi;(hg, hy, H) elementéw w tym prostopadloscianie.
Krok 2. Jedli liczba ta spelnia warunek

bij(hxa hy,H) < qL, to Vij = 1, (1313)

W przeciwnym razie pozostaw v;; = 0.

Krok 3. Powtarzaj kroki 1 i 2 zmieniajac i = hy,hy + 1,...,(ny — hy) oraz

J=hy,hy+1,...,(ny —hy).

W odréznieniu od czesdci znanych algorytméw okonturowywania, proponowany
algorytm nie preferuje zadnego z kierunkéw. Kosztem wzrostu naktadéw oblicze-
niowych, mozna wybraé¢ B;j(hg, hy, H) o innym ksztalcie niz prostopadlodcian.
Kandydatem moze by¢ walec, ktérego podstawa lezy w plaszczyznie obrazu.

Rezultaty badan empirycznych

Zanim przejdziemy do zastosowan opisanego algorytmu w celach diagnostycz-
nych, przedstawimy wyniki jego testowania na wybranych obrazach. We wszyst-
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kich przypadkach przyjeto, ze rozmiary okna w plaszczyznie obrazu sa jednakowe

i oznacza¢ bedziemy je przez h def hy = hy.

Analiza rysunkow 13.4, 13.5, 13.6 i innych obrazéw, ktorych tu nie pokazano,
prowadzi do nastepujacych wnioskéw:

1. Jedli q jest zbyt duze, to réwniez piksele w otoczeniu krawedzi sa zaznaczane.
Zbyt male wartodci tego parametru skutkuja tym, ze nie wszystkie krawedzie
zostaja wykryte.

2. Jedli rozmiary okna w plaszczyZnie obrazu sa zbyt male (h = 1), to kon-
tury zaznaczane sa cienka linia, lecz dobér wilasciwych wartosci ¢ staje sie
trudniejszy.

3. Zbyt mate wartosci H czynia metode nadmiernie czuta na zmiany w obrazie
i wowczas réwniez drobne (punktowe) zaklécenia oznaczane sg jako istotne
zmiany. Wybér zbyt duzych wartoéci H powoduje, ze nie wszystkie krawedzie
zostaja wykryte.

Podsumowujac, jesli wlasciwie dobierzemy parametry proponowanego algo-
rytmu, to uzyskujemy narzedzie do szybkiego i odpornego na zaklécenia prob-
kowania tych fragmentéw obrazu, w ktérych nastepuja duze zmiany poziomow
szaroéci. Sterujac parametrami, mozemy dos¢ precyzyjnie okreslaé¢ rodzaj wykry-
wanych zmian.

Przygotowanie danych do wykrywania zmian w sekwencji obrazéw

Naszym gléwnym celem jest przystosowanie zaproponowanego algorytmu do
zadan zwigzanych z zastosowaniami przemystowymi. Z tego punktu widzenia al-
gorytm ten wymaga pewnej modyfikacji, gdyz okazuje sie on nadmiernie wrazliwy
na najdrobniejsze nawet nieréwnosci powierzchni, ktére sa trudne do unikniecia
w trakcie produkcji. Chodzi wiec o taka modyfikacje, ktéra pozostawi algorytm
wrazliwym na wieksze niejednorodnoéci powierzchni i jednoczesnie nie bedzie
wskazywaé niejednorodnosci o powierzchni kilku pikseli.

Proponowana modyfikacja polega na przegladnieciu pikseli obrazu T i zbada-
niu ich sgsiadéw, dla ktérych v;; = 1. Jesli liczba sgsiadéw zaznaczonych réwniez
jako ,czarne” przekroczy zadany poziom (np. 50%), to (i, j) pozostaje zaznaczo-
ny jako piksel o duzej zmiennosci obrazu. W przeciwnym razie zmieniamy jego
kwalifikacje i ktadziemy v;; = 0.

Jako dane wyjséciowe do wykrywania zmian w sekwencji obrazéw przyjmujemy
procent pikseli uznanych za te, w ktérych wystepuja istotne zmiany w obrazie
(procent ,czarnych” pikseli), bez wzgledu na ich polozenie. Ten sposéb przy-
gotowania danych jest szybki, prosty i daje w wyniku informacje o procencie
powierzchni, gdzie wystepuja niejednorodnoéci.

Algorytm prébkowania krawedzi wraz z opisana tu modyfikacja zastosowano
do sekwencji obrazéw probek miedzi podgrzewanych przed walcowaniem. Orygi-
nalne obrazy i wyniki ich przetworzenia pokazano na rysunku 13.7. Na obrazie
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Obraz H=0.13 ,h=2, g=0.7

Obraz q=0.48, H=0.25, h=2
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Rys. 13.6. Dalsze przyklady dziatania algorytmu prébkowania zmian w obrazach

nr 7 wykryty zostal wickszy obszar o temperaturze rézniacej si¢ od temperatury
otoczenia. Obraz ten pokazano w powiekszeniu na rysunku 13.8 po to, by wykryty
obszar mozna bylto poréwnaé z oryginatem. Na rysunku 13.9 pokazano procento-
wy udzial obszaréw o wiekszej zmiennosci w poszczegdlnych obrazach. Obraz nr
7 wyraznie sie wyrdznia, ale uwage zwraca réwniez probka nr 5, w ktorej rozrzu-
cone i niewielkie obszary nieréwnomiernosci zajmuja tacznie 1.84% powierzchni,
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co zauwazalnie przekracza Srednia dla wszystkich siedmiu obrazéw, ktora wynosi
1.54%.

13.2. Prébkowanie wymiaru fraktalnego obrazu jako wskaznika
diagnostycznego

Na rysunku 13.10 pokazano przebiegi temperatury w wybranych przekrojach
miedzianego wlewka, ktérego obraz poznaliSmy juz wczesniej (na rys. 13.7 ozna-
czono go jako ramka 1). Funkcje te sprawiaja wrazenie losowych i charakteryzu-
je je duza zmiennosé, ktéra widoczna jest na przedstawionych powiekszeniach.
Jednoczesnie, same wartoéci pozioméw ukladaja sie wzglednie blisko wartosci
Srednich, obliczonych dla kazdego z przekrojéw osobno. Powoduje to, ze jestedmy
sktonni traktowaé¢ powierzchnie na rysunku 13.7 ramka 1 jako jednolita w skali
makroskopowej. Nasuwa sie¢ wiec pomyst wykorzystania wymiaru fraktalnego do
liczbowej oceny stopnia (nie-)réwnomiernosci powierzchni, bazujacy na nastepu-
jacych przestankach.

1. Wymiar fraktalny procesow stochastycznych mozna traktowaé jako miare
szybkosci ich zmiennoéci. Jak wiadomo (por. [162], [34]), funkcje rézniczkowal-
ne maja wymiar fraktalny rowny 1, a bardzo szybko zmieniajace sie¢ procesy,
takie jak klasyczny ruch Browna, majg wymiar fraktalny réwny 2.

2. Jesli ocenimy wymiar fraktalny przebiegu poziomdéw szarosci w danym prze-
kroju i stwierdzimy, ze ma on znaczna wartos¢ (powiedzmy, powyzej 1.75)
i jednoczesnie obserwowane poziomy szarosci nieznacznie réznig sie od warto-
Sci éredniej, to mozna uznaé, ze przebieg jest rownomierny. Odwrotnie, mate
wartosci wymiaru fraktalnego moga swiadczy¢ o tym, ze na obrazie znajduje
sie obszar, w ktorym zmienno$¢ jest zbyt mata jak na réwnomierna powierzch-
nie. Mozna sie tutaj odwolaé¢ do przyktadu dobrze naostrzonej zyletki — ma
ona ostrze, ktéore w powickszeniu wyglada jak krajobraz Tatr, natomiast zu-
zyta zyletka ma znaczne obszary réwnej powierzchni. Podobnie wygladaja
obrazy narzedzi uzywanych do skrawania, gdzie dodatkowym czynnikiem wy-
wolujacym mniejsze wartosci wymiaru fraktalnego jest ztamanie sie fragmentu
ostrza.

Obszerny przeglad literatury na temat zastosowan i technik przetwarzania obra-

z6w w diagnostyce proceséw wytworczych przedstawiono w [81].

W pracy [22] zastosowano szacowanie tzw. wymiaru pudetkowego do wykry-
wania defektow w produkcji tkanin. Proponowane tu podejscie opiera sie na
wymiarze korelacyjnym, jako bardziej odpowiednim do opisu proceséw stocha-
stycznych i pdl losowych, a obszar potencjalnych zastosowan obejmuje badanie
stopnia (nie-)réwnomiernosci powierzchni wykazujacych jedynie statystyczne sa-
mopodobienstwo, ktore jest znacznie czedciej spotykane niz samopodobienstwo
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Rys. 13.7. Wyniki prébkowania obszaréw o wigkszej zmiennosci temperatury
w prébkach miedzi
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Rys. 13.9. Procentowy udzial obszaréw o wigkszej nieréwnomiernosci w obrazach 1 — 7,

pokazanych na rys. 13.7
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Rys. 13.10. Przekroje pozioméw szaroéci na obrazie nr 1

geometryczne, majace charakter deterministyczny. Definicje powyzszych pojeé
i podstawowe wlasnosci wymiaréw fraktalnych zebrano miedzy innymi w [162],
[34], [8].

Estymacja korelacyjnego wymiaru fraktalnego

Przedstawimy metode estymacji korelacyjnego wymiaru fraktalnego, oznacza-
nego dalej przez Fy;,, w wersji opisanej w [162]. Mimo ze proponowane podejécie
nie jest w pelni zalezne od sposobu estymacji wymiaru fraktalnego fragmentéw
obrazu, to wybor metody korelacyjnej ma, oprocz opisanych wyzej zalet, takze
inne walory, a mianowicie,

— wzgledna prostote implementacji,

— maly naktad obliczeniowy,

— znaczng dokladno$é w poréwnaniu z innymi metodami, jedli rozwaza sie caly
zakres wymiaréw [1, 2] fraktalnych sygnaléw, czedciej spodziewajac sie sygna-

6w o wymiarach powyzej 1.25.

Uwaga 13.3. Jesli spodziewamy sie, ze 1 < Fgun < 1.25, to wowczas wymiar
korelacyjny mozna estymowaé dokladniej (z mniejszym bledem $redniokwadrato-
wym) metodg wariacyi kwadratowej (MWK). Asymptotyke bledu zbadano w [58],
[10], a przedstawione w [143] badania symulacyjne potwierdzily wiekszq doklad-
nos¢ MWK dla prébek o srednich rozmiarach.
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Popularna jest tez wersja Grassberga—Procaccia szacowania wymiary korela-
cyjnego (por., np. [97]).

Zastosowaé mozna takze wymiar pudelkowy (ang. box-counting dimension).
W pracy [180] zaproponowano algorytm szacowania tego wymiaru z uzyciem krzy-
wych wypelniajgcych.

Niech s(t) bedzie stacjonarnym procesem stochastycznym o skonczonej wa-
riancji. Funkcje kowariancji s(t) oznaczaé bedziemy przez «y(t) = cov(s(t),s(0)).

Zalozymy dodatkowo, ze funkcja kowariancji ma (dla malych opdZnienr t) na-
stepujaca postac:

() = (0) — e[t/ + o(Jt]), gdy t — 0, (13.2.4)

gdzie ¢ > 010 < H <1 sa pewnymi stalymi.

Parametr H charakteryzuje gtadko$é trajektorii procesu s(t). Mozna wykazad,
ze jesli s(.) jest procesem gaussowskim i s(.) ma rézniczkowalne trajektorie, to
H=1.

Dla szerokiej klasy proceséw drugiego rzedu zachodzi bezposredni zwiazek
miedzy H i wymiarem fraktalnym

Fuim(s) =2 — H, (13.2.5)

ale zalezno$¢ ta nie obejmuje wszystkich proceséw tej klasy (w monografiach [1],
[192] i pracach [10], [11] znalez¢ mozna warunki dostateczne dla stosowalnosci
(13.2.5)).

Niech s; = s(iT), i = 1,2,...,n oznaczaja probki wartosci procesu s(.) wy-
konane z okresem probkowania 7 > 0. Nalezy wybra¢ maksymalng liczbe etapow
opdéznien 1 < M < n, dla ktérych obliczany bedzie wariogram. M powinno by¢
utamkiem catkowitej liczby prébek n. Wariogram obliczany jest nastepujaco

n—j

gi = m—=7)""Y (sisj— ) j=12,...,M. (13.2.6)
=1

Wartosci wariogramu g; sa oszacowaniami dla 2(y(0) —~y(j 7)), s =1,2,..., M.
Na podstawie (13.2.4), dla |¢| dostatecznie malych, otrzymujemy

log(v(0) —~(t)) = 2 H log(|t|) + const. (13.2.7)

Mozemy potraktowac log(g;) jako dostepne ,obserwacje” v(0) —~(j 7), a (13.2.7)
interpretujemy jako regresj¢ liniowa o wspélczynniku nachylenia 2 H.

Oszacowanie H dla H mozemy zatem obliczy¢ jako potowe wspotczynnika re-
gresji liniowej, w ktorej log(g;) ilog(j), j = 1,2, ..., M traktujemy jak obserwacje
zmiennej zaleznej i niezaleznej.
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Warunki dostateczne zbieznosci, wraz ze wzrostem n, opisanego wyzej esty-
matora H do H znalezé mozna w pracy [51].

Opis algorytmu metody korelacyjnej

Krok 1. Pobierz prébki s;, ¢ = 1,2,...,nsygnalus(.). Dlaj =1,2,..., M oblicz
gj zgodnie ze wzorem (13.2.6).
Krok 2. Znajdz a i l;, ktére minimalizuja wzgledem a i b
M
: 2
> (log(g)) — (a log(j) +b))". (13.2.8)
j=1

Krok 3. Oblicz oszacowanie wymiaru fraktalnego sygnatu s(.) wedlug wzoru
Fdim(s) =4 - d/2

Mozna podaé jawne wzory dla a i b, ktére minimalizuja (13.2.8).

7 badan symulacyjnych przeprowadzonych przez autora wynika, ze dla rozktad
prawdopodobienstwa bledéw Fdim(s) — Fyim(s) mozna traktowaé jako rozklad
normalny o éredniej 0 i dyspersji 0.05.

Przygotowanie danych do wykrywania zmian w obrazach

Pojecie wymiaru fraktalnego jest na tyle szerokie, ze mozna zastosowaé je
zaréwno do catych obrazéw, jak i do — réznie dobranych — fragmentow obrazu.

W zastosowaniach tego pojecia do obrazéw pochodzacych z przebiegajacych
w sposéb ciagly proceséw produkeyjnych (wytop metali, produkcja papieru czy
tkanin) celowe wydaje sie szacowanie wymiaru fraktalnego kazdej biezacej linii
pikseli obrazu. Zakladamy, ze linie te sa prostopadie do kierunku przesuwania
sie wytwarzanego materialtu. Taki wybér sposobu prébkowania obrazu pozwala
na biezaca kontrole kazdego pojawiajacego sie fragmentu wyrobu. Jednoczes$nie
opisany wyzej algorytm szacowania wymiaru korelacyjnego mozna zastosowac bez
zadnych zmian, gdyz kazda linia pikseli z poziomami szarosci obrazu moze by¢
traktowana jako probki jednowymiarowego sygnatu. Jedli przez sgk) oznaczymy
poziom szarosci i-tego piksela w k-tej linii obrazu, ¢ = 1,2,...,n, k = 1,2,...,
to jako dane wejsciowe do algorytmu szacowania wymiaru fraktalnego podajemy
kazdorazowo zestaw sik , 1 =1,2,...,n, a w wyniku dostajemy jedng liczbe
Fuim(s®)(.) dla kazdej z linii k = 1,2, .. ..

Na rysunku 13.7 linie te przebiegaja poziomo, a przyktadowe przekroje war-
tosci poziomdw szarosci sgk), i=1,2,...,n (dlan = 175) pokazano na rysunkach
13.10 1 13.11. Mimo zZe na rysunkach tych widoczna jest pewna zmienno$é¢ pozio-
moéw szaroSci w przekrojach, to ich wartosci Srednie — liczone dla catych obrazow
— réznig si¢ miedzy soba zbyt malo, by mogly stanowi¢ wskaznik diagnostycz-
ny (por. tab. 13.1). Jedli natomiast do kazdej linii poziomej w kazdym z tych
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Frakt. 150 Frakt. 160 Frakt. 162
0.75 0.75 0.75
I L B T I AT
0.65 0.65 0.65
0 50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150
Frakt. 164 Frakt. 166 Frakt. 168
0.75 0.75 0.75
0.7 MW 0.7 WW 0.7 WWM‘“&
0.65 0.65 0.65
0 50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150
Frakt. 170 Frakt. 172 Frakt. 174
0.75 0.75 0.75
0.7(f W \I Wi, 0.7 “ \I Wi, 0.7 /MNM
0.65 0.65 0.65
0 50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150
Frakt. 176 Frakt. 178 Frakt. 180
0.75 0.75 0.75
0.7 FWWW 0.7 V//")MWM 0.7 MM
0.65 0.65 0.65
0 50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150
Rys. 13.11. Przekroje pozioméw szaroéci na obrazie nr 7
Ramka Nr 1 2 3 4 5 6 7

Srednia 0.690 | 0.689 | 0.691 | 0.687 | 0.689 | 0.687 | 0.708

Tabela 13.1. Wartosci érednie pozioméw szarosci dla obrazéw pokazanych na rys. 13.7

obrazow zastosujemy procedure szacowania wymiaru fraktalnego, to otrzymamy
wyniki pokazane na rysunku 13.12. W nastepnym rozdziale wyniki te postuza jako
dane wejsciowe do karty kontrolnej, ktérej zadaniem jest wykrywanie skokowych
zmian w szeregu czasowym. W rozwazanym przyktadzie wymiar fraktalny okazat
sig na tyle wrazliwym wskaznikem diagnostycznym, ze znaczny spadek wymia-
ru widoczny jest na ostatnim wykresie (ramka 7) rysunku 13.12. Zauwazmy, ze
spadek ponizej wymiaru 1.75 nastapit w tych kilkunastu liniach, ktére swym
polozeniem odpowiadaja polozeniu ,plamy” widocznej na rysunku 13.8.
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14. Wykrywanie zmian jako$ci w sekwencjach obrazéw

W dwéch poprzednich rozdziatach przedstawiono rézne podejscia do uzyska-
nia danych diagnostycznych o charakterystykach wyrobéw. Charakterystyki te
byty albo funkcjami, albo danymi dwuwymiarowymi w postaci obrazéw. Wspol-
nym efektem koncowym réznych podejsé omawianych w tych rozdziatach byta
sekwencja liczb, charakteryzujaca jako$¢ poszczegdlnych egzemplarzy wyrobow
lub ich fragmentéw, jak np. w produkcji ciagtej.

Pozostaje jedynie wykrywa¢ na biezaco znaczace zmiany w takiej sekwencji
liczb, by moéc monitorowaé jakosé badanego procesu. Zagadnienia tego rodzaju
byly intensywnie badane od potowy XX wieku i sa nadal obiektem zaintereso-
wania, zarowno w wielu o$rodkach badawczych, jak i w praktyce przemystowej.
Tradycyjnie metody monitorowania i wykrywania zmian w jakosci produkcji na-
zywane sg kartami kontrolnymi, chociaz dzisiaj znacznie czeSciej uzywane sa one
jako algorytmy komputerowe i wykresy na monitorze.

14.1. Nieparametryczna karta kontrolna

Opisom i badaniu wlasnoéci statystycznych kart kontrolnych poswiecona jest
bardzo duza liczba prac i monografii (por. bibliografie w [89], [188], [56]). Mimo
istnienia wielu dobrze zbadanych kart o uznanych zaletach (karta Shewharta,
EWMA, CUSUM itp.), w rozdziale tym zaproponujemy modyfikacje kart opar-
tych na tescie znakéw Wilcoxona. Proponowana karta ma cechy wspélne z karta
CUSCORE zaproponowana w [92]. Zasadnicza réznica polega na tym, ze rozwa-
zana tutaj karta ma skonczony bufor pamieci, co powoduje jej szybszg reakcje na
bardzo matle (rzedu 0.1 zmienno$ci procesu) zmiany jakosci. Dzieki tej wlasnosci,
proponowana karta ma, w zamy$le autora, by¢ dobrze dostosowana do potrzeb
wykrywania zmian w sekwencjach obrazéw. Bardziej szczegbélowe uzasadnienie
podajemy w tym podrozdziale.

Uzasadnienie kierunku badan. Analiza prac cytowanych w wymienionych
monografiach wskazuje, ze wiekszos¢ popularnych kart kontrolnych w istotny
sposéb korzysta z zalozenia o normalnosci rozkiadu zaklécen mierzonej wiel-
kosci. W zastosowaniu do monitorowania sekwencji obrazéw takiego zalozenia
a priori przyjmowaé¢ nie mozemy, gdyz ciag liczb, ktérego zmiany chcemy ba-
da¢ nie sktada sie z wielkoSci mierzonych wprost, lecz powstaje w wyniku dosé¢
skomplikowanych i nieliniowych operacji na obrazach. Z tego powodu potrzebna
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jest nam karta nieparametryczna. Przymiotnik nieparametryczna(-y) uzywany
jest w statystyce w kilku, nieco réznych, znaczeniach. Tutaj, uzywaé bedziemy
go dla zaznaczenia, ze nie zakladamy zadnej konkretnej klasy rozkltadéw praw-
dopodobienstwa odchylen obserwowanych wielkosci od wartosci nominalnej. Jako
jedyne zalozenie przyjmowaé bedziemy symetrie tego rozktadu wokot zera. Jest to
minimalne zalozenie niezbedne do tego, by zaktécenia nie wprowadzaly systema-
tycznego bledu. Z drugiej strony, jest ono tak malto restykcyjne, ze dopuszczamy
rozklady zakl6cen, ktére maja nieskonczona wariancje (np. rozktad Cauchy’ego),
co pozwala modelowaé zaktécenia o wickszych niz w rozkladzie normalnym praw-
dopodobienstwach pojawienia sie duzych bledéw. Dzigki temu karta jest na nie
bardziej odporna, niz karty bazujace na rozkladzie normalnym. Zauwazmy tez,
ze potrzebna jest nam karta operujaca na pojedynczych obserwacjach, a nie na
$rednich z podgrup (jak, przykladowo, w karcie Shewharta), co wyklucza odwo-
tanie sie do centralnego twierdzenia granicznego. Przeglad literatury na temat
nieparametrycznych kart kontrolnych zawiera praca [19]. Inne podejscia do kon-
struowania nieparametrycznych kart kontrolnych zaproponowano w [102] i [104],
gdzie nieparametryczny jest model zmiennosci procesu, ktéry moze byé funkcja
z dos¢ szerokiej klasy.

Drugim powodem rozwazania proponowanej modyfikacji kart opartych na
badaniu znakéw odchylen jest, wspomniana juz, wlasnos¢ wykrywania malych
zmian jakosci w czasie krotszym — w sensie $rednim — niz wykrywaja je znane
karty. Odbywa sie to kosztem wydluzonej reakcji na duze zmiany jakosci. Analiza
znanych kart wskazuje jednak, ze nie sg znane karty ,,uniwersalne”, o krotszym
niz inne Srednim czasie detekcji zmian w szerokim zakresie ich amplitud. Ponad-
to w obecnym stanie techniki komputerowej mozna prowadzi¢ monitorowanie za
pomocy kilku kart réwnoczesnie, dobierajac je tak, by miaty krétkie srednie czasy
reakcji w poszczegdlnych przedziatach potencjalnej zmiennosci procesu.

Model zmian jako$ci i opis karty

Bedziemy przyjmowaé klasyczny model obserwacji procesu
Y, =Y+ mln—q)+e,, n=12,..., (14.1.1)

gdzie Y oznacza znany, pozadany poziom wielkosci charakteryzujacej jakosé pro-
cesu, na przykltad temperatury metalu przed walcowaniem. Dalej, dla wygody
zaktadaé¢ bedziemy Y = 0, gdyz w celu uwzglednienia niezerowej wartosci Y wy-
starczy odejmowaé ja od biezacych, obserwowanych wartosci Y,, charakterystyki
jakosci tegoz procesu. Przez e,, n = 1,2, ... oznaczamy wartosci losowych, niemie-
rzalnych zaklécen w jakosci i obserwacjach badanego procesu. Dalsze zalozenia
na ich temat przedstawimy nieco pdzniej.

Przyjmujemy najprostszy, skokowy model mozliwej trwalej zmiany (zwykle
pogorszenia) charakterystyki procesu. Skokowa zmiana o nieznanej wartosci pa-
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rametru m # 0 moze pojawi¢ si¢ w nieznanej chwili czasu ¢ > 0. Dla uproszczenia
przyjmujemy, ze chwila ta jest jedna z tych, w ktérych dokonywane sa obserwacje
n=1,2,... Wmodelu (14.1.1) 1(¢) oznacza skok jednostkowy w chwili 0, tzn.

0, dy ¢ <0,
1(t) = 8 . (14.1.2)
1, gdy t>0.

Wyrazenie m1(n — q) reprezentuje zatem skok o wartosci m, ktéry wystapil
w chwili ¢ > 0.

O zakloceniach €,, n = 1,2... zakladamy, ze sa one niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowych rozktadach prawdopodobienstw.

Zwykle przyjmuje sig, ze €, maja warto$¢ oczekiwana zero, skoniczona wa-
riancje i rozklad normalny. Bedziemy unikaé¢ tych zalozen, dazac do tego, by
karta dzialala nie tylko bez zalozenia o normalnosci rozkladu zaktocen, ale takze
bez zakladania jakiejkolwiek konkretnej postaci ich rozkladu. Cena za to jest
brak mozliwosci podania rozktadu statystyki testowej, a — co za tym idzie — brak
mozliwoéci podania éredniego czasu do wykrycia zmiany jakosci. Konsekwencja
jest koniecznosé positkowania sie albo rozkladami asymptotycznymi, albo bada-
niami symulacyjnymi w celu ustalenia granic dopuszczalnych odchylen statystyki
testowej.

Co wiecej, nie wymagamy, by rozktad e, posiadal warto$¢ oczekiwana, gdyz
chcemy dopusci¢ do rozwazan takie rozklady, jak rozklad Cauchy’ego. Chcemy
jednak zachowaé podstawowa intuicje modelu addytywnych zaktéceni, a miano-
wicie, wymaganie, by zakl6éenia nie wnosity systematycznego bledu. W tym celu

zaktadamy, ze €,, n = 1,2,... maja rozklad prawdopodobienistwa, ktory jest
symetryczny wzgledem zera, tzn. jego dystrybuanta F'(x) spelnia warunek
F(z) = 1—-F(-z), z€R. (14.1.3)

Zauwazmy, ze nie wymagamy nawet istnienia gestosci rozktadu prawdopodobien-
stwa. €,, a wiec dopuszczamy takze dyskretne rozktady prawdopodobienstwa,
o ile tylko sg one symetryczne wzgledem zera. Jesli natomiast gestosé istnieje,
to warunek (14.1.3) przyjmuje postaé f(x) = f(—=z), gdzie f jest pochodna F'.
Warunek ten spetnia nie tylko rozktad Cauchy’ego, ale takze na przyktad rozktad
Laplace’a.

Pozadane cechy karty. Celem dzialania karty kontrolnej jest wykrycie zmiany
o nieznanej wartosci m, ktéra wystapila w nieznanej chwili czasu ¢ > 0. Zakta-
damy przy tym, ze nieznana dystrybuanta zakl6cenn F' spelnia warunek (14.1.3).
Pozadane jest, by warto$é¢ oczekiwana czasu do wykrycia zmiany jakosci byta
mozliwie mala, ale jednoczesnie karta powinna mieé¢ parametry, ktére pozwola
ustawi¢ dostatecznie dtugi éredni czas reakcji karty, jesli zmiana jakosci nie na-
stapita. Innymi stowy uzytkownik powinien méc wplywaé na wartoéé¢ oczekwiana
czasu, w ktérym nastepuje falszywy alarm.
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Pozadang cecha karty powinna by¢ tez prostota jej implementacji progra-
mowej i mozliwos¢ wykorzystania doswiadczen zaczerpnietych z dzialania innych
kart kontrolnych lub testéw statystycznych. Opisywana w tym podrozdziale karta
posiada te cechy, a zanim ja opiszemy, przedstawimy motywacje, ktére prowadza
do jej konstrukeji

Uwagi na temat karty do badania liczby defektéw. Punktem wyjscia jest
proste spostrzezenia, ze jesli przyjmiemy model obserwacji (14.1.1) z warunkiem
symetrii zaklécen (14.1.3) i zmiana jakoSci procesu nie zaszla (m = 0), to —
z doktadnoécia do statystycznych fluktuacji — mozna oczekiwaé, ze okoto potowa
obserwacji Y, bedzie mie¢ wartoéci dodatnie, a pozostale beda ujemne.

Wprowadzmy zmienna losowa Z,, ktora wskazywaé bedzie nam znak danej
obserwacji

0, jezeli Y, <0,
Zn % sign(v,) = ! g n=1,2,...,N, (14.1.4)
1, jezeli Y, >0,

gdzie N jest liczba danych aktualnie dostepnych. Zdefiniujmy zliczajaca zmienna
losowa

Iy © card{Z;=1,i=1,2,...,.N} = ¥ 2. (14.1.5)

Przy poczynionych zatozeniach warto$¢ oczekiwana tej zmiennej losowej wynosi
E(In) = N/2, gdyz In ma dwumianowy rozklad prawdopodowbienstwa z praw-
dopodobienstwem sukcesu w jednej prébie pg = 1/2.

Jedli wystapita zmiana jakosci procesu o wartos¢ m # 0, to rozktad Y, nie jest
juz rozkltadem symetrycznym wzgledem zera dla n > ¢, a prawdopodobienstwo
zdarzenia Z, = 1 wynosi

p1 =1-F(-m), (14.1.6)

przy czym p; moze byé¢ zaréwno wieksze, jak i mniejsze od 1/2, w zaleznosci
od tego czy m jest dodatnie czy ujemne. Mozemy zatem wykryé zmiane jakosci,
testujac hipoteze Hy : po = 1/2 przeciw alternatywom, ze prawdopodobiefistwo
sukcesu w pojedynczej probie jest rézne od 1/2.

Jedli zmiana jakosci nie wystapita (m = 0), to dyspersja zmiennej losowej
Iy jest réwna /N po (1 — pg). In/N ma zatem warto$¢ oczekiwana 1/2 i dys-
persje v/po (1 —po)/N. Jesli N jest dostatecznie duze, to rozklad dwumianowy
aproksymowa¢ mozna rozktadem normalnym i na jego podstawie obliczaé praw-
dopodobienstwa zdarzen. W szczegdlnoéci, mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajacego na przekroczeniu zadanych granic przez zmienna losowa
In /N, zaktadajac, ze m = 0. Oznaczmy dolng granice kontrolng dla Iy /N przez
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LCL, a gérna przez UCL. Nazwy te sa skrétami od lower (upper) chart limit.
Przyjmowaé bedziemy, ze granice kontrolne maja postaé

UCL = po + k+/po (1 —po)/N, (14.1.7)
LCL = po — k+/po (1 —po)/N, (14.1.8)

gdzie k jest stala, ktora podlega wyborowi. Wybieramy ja z tablic rozktadu nor-
malnego tak, by prawdopodobienstwo, ze Iy/N < LCL lub Iy/N > UCL nie
przekraczato wybranej przez nas wartosci, na przyktad, 0.001 lub 0.01. Innym,
choé¢ w tym przypadku réwnowaznym, sposobem doboru k jest ustalenie z géry
wartosci oczekiwanej czasu do zasygnalizowania falszywego alarmu, czyli prze-
kroczenia powyzszych granic, mimo ze m = 0. Czesto wybiera si¢ czas rzedu 465,
co prowadzi do przyjecia k = 3. Po wybraniu k, karta ta dziala w ten sposéb, ze
jesli Iy /N przekroczy jedna z granic UCL lub LCL, to sygnalizowane jest wyjscie
jakosci procesu poza dopuszczalny obszar.

Przedstawiona karta jest bardzo dobrze znana w literaturze jako karta do oce-
ny czestosci zdarzen, na przyktad napotkania wadliwych egzemplarzy produktu.
Tutaj stuzy nam ona do objasnienia pomystu modyfikacji jej tak, by stala sie
karta dla zmiennej mierzalnej, ale odporng na zakldécenia i wrazliwg na male
odchylenia wartosci m.

Powtarzajac przedstawione rozumowanie, mozemy otrzymacé analogiczna kar-
te dla liczby obserwacji, ktérych spodziewamy sie w zadanych granicach, gdy
m = 0. Linie graniczne takiej karty, kontrolujacej wartosci Iy, wyznaczamy na-

stepujaco:
Npo = ky/Npo(l—po), (14.1.9)

gdzie k wybieramy wedlug tych samych zasad, ktére juz opisano. Karta ta stuzy
zwykle do kontrolowania liczby egzemplarzy majacych defekt.

Opis karty zmodyfikowanej Jedli opisana wyzej karta ma by¢ przydatna do
wykrywania matych zmian jakosci, to wymaga ona modyfikacji. Modyfikacja ta
jest potrzebna, gdyz szerokosé¢ przedziatlu miedzy granicami kontrolnymi (14.1.9)
wynosi k v/N i roénie wraz ze wzrostem liczby obserwacji N. Jegli skok o wartosci
m wystapi po dtugim okresie stanéw, ktére mieszcza sie wewnatrz granic jakosci,
to odstep miedzy tymi granicami naro$nie do znacznych wartosci i potrzebny
bedzie dtugi czas oczekiwania na skumulowanie si¢ skutkéw skoku m az do chwili
kiedy nastapi zdarzenie

IN/2 — Iy| > kVN/2. (14.1.10)

7 drugiej strony, jesli skok wystapi w czasie niezbyt odlegltym od chwili rozpo-
czecia dzialania karty, to N jest wzglednie male i wzrosnie prawdopodobienstwo,
ze zdarzenie (14.1.10) nastapi w krétkim czasie.
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Spostrzezenia te sugeruja nastepujacy sposéb modyfikacji karty (14.1.9). Za-
miast pamietacé i zlicza¢ wszystkie obserwacje Z1, Zs, ..., Zy od startu karty do
chwili N-tej, utworzmy bufor (liste obserwacji) o dlugosci M > 1, w ktérym
zapamietane bedzie M ostatnio zaobserwowanych wartosci Z;. W momencie, gdy
nastepna obserwacja — powiedzmy (n + 1)-sza — stanie sie dostepna, woéwczas Z,
zastepowane jest przez Z,i1, a Z, zajmuje miejsce zajmowane dotad przez Z, 1
itd. W kazdej kolejnej chwili n zawarto$é¢ bufora jest badana, aby sprawdzié, czy
proces nadal znajduje sie w normalnej pracy. Jesli tak jest, to pobierana jest
nastepna obserwacja, jesli za$ nie — to deklarowane jest przekroczenie dopusz-
czalnych poziomoéw jakoéci i podejmowane sg dziatania korygujace.

Doktadniej, oznaczmy przez J,, liczbe dodatnich obserwacji w buforze w chwili,
gdy n-ta obserwacja zostala juz dokonana, tzn.

Jp = card{Z; =1,i=n,(n—1),....,n— (M —1)}. (14.1.11)

Powyzszy wzér nie wymaga komentarza, gdy n = M, (M +1),. ... Jedli natomiast
n < M, wystapi efekt brzegowy, polegajacy na formalnym braku obserwacji, ktére
mamy wstawi¢ do (14.1.11). Dalej bedziemy zaktadaé, ze dostepne sa ,dobre”
dane z wczesniejszych etapdéw pracy tego procesu, kiedy to znajdowal sie on
w stanie poprawnej pracy. Te wlasnie dane moga by¢ uzyte do zatadowania bufora
w fazie rozruchu karty. Jesli danych takich nie posiadamy, na przyklad w trakcie
symulacyjnych badan karty, to rozsadna alternatywa jest wstepne zapelnienie
bufora zerami i jedynkami w liczbie i kolejnosci, jakiej dostarcza ich generator
liczb pseudolosowych, ktéry obu tym warto$ciom przypisuje prawdopodobienstwo
wystapienia réwne 1/2.

Dalej zakladamy, ze w chwili n = —1 bufor zawiera ,historyczne” lub sztucz-
nie wygenerowane obserwacje o numerach Z_1,...Z_j;. Formalnie startujemy
nanoszenie nowych danych na karte w chwili n = 0, gdy pojawi si¢ obserwacja
Zy. Dolna i gdérna linie¢ kontrolng definiujemy przez analogie z (14.1.9), ktadac
po = 1/2 1 wstawiajac M na miejsce N, gdyz zawsze tylko M ostatnich obserwacji
bierzemy pod uwage. W ten sposéb otrzymujemy

UCL = Mpy + k/Mpo(1—po) = M/2 + kvVM/2, (14.1.12)
LCL = Mpy — ky/Mpy(1—po) = M/2 — kvVM)2. (14.1.13)

Gdy J, > UCL lub J, < LCL, deklarujemy wyjscie poza stan poprawnego
funkcjonowania procesu, w przeciwnym razie obserwacje sg kontynuowane, a za-
wartos¢ bufora podlega aktualizacji. Zasygnalizowanie wyjscia procesu poza stan
poprawnego funkcjonowania, zwane tez alarmem, powinno wywolaé czynnosci
zmierzajace do przywrocenia stanu normalnej pracy. Za kazdym razem po usu-
nieciu przyczyn alarmu, karta powinna by¢ tworzona od poczatku, tzn. od zapet-
nienia bufora obserwacjami pochodzacymi z etapéw poprawnej pracy procesu.
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Rys. 14.1. Przyklad dzialania karty — objaénienia w tekscie

W celu wstepnego zilustrowania dzialania karty rozwazmy nastepujacy przy-
ktad symulacyjny. Obserwacje poprawnych stanéw funkcjonowania procesu po-
chodza z rozkladu réwnomiernego na odcinku [0,1], a jako poziom odniesienia
przyjeto Y = 0.5. Po ¢ = 50 obserwacjach tego procesu symulowano jego przejscie
w stan nieprawidlowej pracy. Trwala zmiana wartosci sredniej wynosita m = 0.5
(por. rys. 14.1). W celu jej wykrycia prowadzono karte kontrolna z granicami
(14.1.12), (14.1.13) przy M = 12 i k = 2.31. Wybér tej ostatniej wartosci podyk-
towany zostal wynikami badan, ktére przytaczamy w dalszej czesci tego rozdziatu.
W wyniku dzialania karty zmiana zostata wykryta w sze$é¢dziesiatej obserwacji,
a wiec opdznienie wyniosto dziesie¢ jednostek czasu. Podkresli¢ nalezy, ze jest to
tylko jeden z mozliwych scenariuszy sekwencji obserwacji i dziatania tej karty. Jej
usérednione zachowanie omawiamy nieco pézniej. R6zni sie ona od znanych kart
kontrolnych pod nastepujacymi wzgledami:

— W odréznieniu od karty (14.1.9) dla liczby defektéw, proponowana modyfi-
kacja charakteryzuje sie¢ stala, niezalezna od czasu pracy karty, odlegloscia
miedzy dolng i gérng granica kontrolna. W wyniku tej wlasnosci, wrazliwosé
karty na male zmiany jakosci procesu nie maleje wraz ze wzrostem liczby
obserwacji.

— Zmodyfikowana karta ma dwa parametry M i k, co pozwala na dokladniejsze
jej dostrojenie do konkretnych wymagan.

— Wzér pozwala poréwnaé karte zmodyfikowana z karta CUSCORE (por. [92]).
Karta CUSCORE przypisuje ,,punkty” o wartoéciach 41 tylko za dostatecznie
duze (wieksze od pewnego A > 0) odchylenia, w gére lub w dét, od warto-
Sci zadanej. Sume punktéw pordownuje sie z wartoscia progowa. Odpowiedni
dobér A wprawdzie stabilizuje wariancje czasu, ktéry uptywa do falszywego
alarmu, ale jednoczesnie karta ta — z powodu swej konstrukcji — albo nie
wykryje trwatej zmiany jakoSci o wartosci ponizej A, albo wykryje ja z bar-
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dzo duzym opéznieniem. Proponowana karta zmodyfikowana sumuje kazda,

nawet najmniejsza odchyltke od wartosci nominalnej, natomiast stabilizacje

wariancji uzyskuje sie, dobierajac odpowiednio dlugos$é¢ bufora. Jednakze zbyt
duza dtugoéc¢ bufora takze niekorzystnie wpltywa na wykrywanie matych zmian
jakosci.

Dobér parametréw karty zmodyfikowanej. Prponowana karta ma dwa para-
metry M i k, ktére nalezy starannie wybraé, by dopasowaé algorytm detekcji do
warunkéw konkretnego procesu. Zauwazmy, ze nawet najlepsza i najlepiej zestro-
jona karta kontrolna, pracujaca w warunkach oddzialywania losowych zaktdcen,
bedzie popelnia¢ dwa rodzaje bledéw. Mianowicie, bedzie czasem sygnalizowaé
wyjécie wskaznika jakoSci procesu poza granice kontrolne mimo, ze pogorszenie
jakosci nie nastapito. Przyczyna takiego zachowania karty sa pojawiajace sie duze
wartosci zaklécen. Prawdopodobienstwo ich wystapienia jest zwykle male, lecz
niezerowe. Sytuacje taka nazywaé bedziemy falszywym alarmem. Drugi rodzaj
bleddéw, to opdznienia w zasygnalizowaniu pogorszenia wskaznika jakodci w sto-
sunku do chwili, w ktorej wystapily. Zaréwno dla teorii, jak i dla zastosowan,
wazna jest Srednia warto$é opdznienia w zasygnalizowaniu powyzszego pogorsze-
nia. Warto$¢ te oznaczaé¢ bedziemy przez Out-C-ARL (od angielskiego terminu
out of control average run length). Podobnie, wazny jest Sredni czas przebiegu
do zasygnalizowania przez karte falszywego alarmu. Czas ten oznaczaé bedziemy
jako In-C-ARL (od angielskiego terminu in-control average run length).

Jak juz wspominalidmy, nie jest mozliwa jednoczesna minimalizacja obu tych
$rednich czasow i dlatego zwykle naklada sie ograniczenie, ze In-C-ARL powi-
nien mie¢ warto$¢ nie mniejsza niz pewna dolna granica, natomiast dazy sie do
skrocenia Out-C-ARL. Dla proponowanej karty trudno jest znalezé analitycz-
ne zaleznoéci In-C-ARL i Out-C-ARL od M i k, obowiazujace dla skonczonej
liczby obserwacji. Wyprowadzenie asymptotycznych odpowiednikéw tych zalez-
nosci wymaga zastosowania réwnan Chapmana—Kolmogorowa wyprowadzanych
dla tancuchéw Markowa. Wyprowadzenia takie leza poza zakresem tej ksiazki
i dlatego ograniczymy sie do opisania procedury strojenia karty w oparciu o wie-
lokrotne symulacje, ktore sa wprawdzie czasochtonne, ale wystarczy wykonaé je
raz, a wyniki zestawi¢ w formie tabelarycznej. Ponadto, wynikajace z tych badan
wskazania nie maja asymptotycznego charakteru.

Ponizej przytaczamy uwagi i podpowiedzi dotyczace strojenia omawianej kar-
ty kontrolnej. Zostaly one zebrane przez autora w trakcie badan symulacyjnych.

Uwaga 1. Standardowy wybér k = 3, prowadzacy do granic kontrolnych +3 ¢
nie jest — na ogdt — zalecany, gdyz prowadzi do nadmiernie dtugich In-C-ARL,
a przez to réwniez do wydtuzenia Sredniego czasu do wykrycia pogorszenia
jakosci. Oczywiscie In-C-ARL zalezy takze od dlugosci bufora M, ale nawet
dla niezbyt duzych M warto$é¢ In-C-ARL przekracza 1000. Skrajny przypadek
osiaga sie dla M = 9 i k = 3. Wéwczas LCL = 0 a UCL = 9, co prowadzi
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do nieskonczenie dtugiego In-C-ARL, gdyz warunek .J,, < 9 jest zawsze spel-

niony, a wiec granice kontrolne nigdy nie beda naruszone. Jednakze, jesli dla

tego samego M = 9 wybierzemy k = 2.34, to otrzymamy czesto uzywang

w praktyce warto$é¢ In-C-ARL, wynoszaca okoto 500.

Uwaga 2. Dla ustalonej pojemnosci bufora M ta sama warto$¢ In-C-ARL osig-
gana jest dla réznych wartoséi k z pewnego do$¢ szerokiego przedziatu. Powo-
dem takiego szczegdlnego zachowania sie tej karty jest fakt, ze J,, przyjmowaé
moze tylko wartosci catkowite i dlatego zmiany k, a zatem takze UCL i LCL,
nie zawsze prowadzg do zmiany In-C-ARL. Opisane zachowanie sie karty zi-
lustrowano na rysunku 14.2) na ktérym pokazano logarytm In-C-ARL jako
funkcje k dla réznych wartoéci M.

Uwaga 3. Analiza rysunku 14.2 wskazuje, ze nie jesteSmy w stanie osiggnaé¢ do-
wolnego zadanego poziomu In-C-ARL. Jednakze odstepy miedzy osiagalnymi
poziomami sg na tyle male, ze fakt ten nie powinien nastreczaé¢ trudnosci
w zastosowaniach.

Uwaga 4. Ten sam wykres sugeruje, ze korzystne jest wybieranie wartosci pa-
rametru k blisko lewego kranca przedziatu, w ktorym osiagany jest wybrany
przez nas poziom In-C-ARL. Uzasadnienie tej sugestii wynika z faktu, ze —
zachowujac ten sam poziom In-C-ARL — redukujemy jednoczesnie szerokosé
przedziatu miedzy LCL i UCL, co prowadzi do skrocenia sredniego czasu do
wykrycia pogorszenia jakosci.

Uwaga 5. W $wietle uwag 2-4 zaproponowaé mozna nastepujaca procedure do-
strajania karty do konkretnych warunkéow.

1. Wybra¢ pozadang wartos¢ srednia czasu do falszywego alarmu. Czesto
In-C-ARL wybiera si¢ w przedziale 400-500.

2. Wybraé¢ pojemnoéé¢ bufora M > 1, biorac pod uwage, ze zbyt duze warto-
$ci M redukujag wrazliwos$é karty na duze zmiany jakosci. Z drugiej strony,
wigksze wartosci M zmniejszaja $redni czas reakcji karty na male (rzedu
0.10-0.250) zmiany jakosci. Szersza dyskusje na temat doboru M przed-
stawiamy w dalszej czeSci rozdziatu, po prezentacji wynikéw badan symu-
lacyjnych.

3. Przeprowadzi¢ badania symulacyjne do oceny In-C-ARL w zaleznosci od
k, zmieniajac k w zakresie [1,3] i dobraé takie k, by zapewnié¢ pozadany
poziom In-C-ARL dla ustalonego M. Dalsze sugestie na temat metodyki
symulacji i podpowiedzi dotyczace doboru k przedstawiamy dalej.

14.2. Dostrajanie karty i wyniki poréwnan

Zmnalezienie przyblizonej warto$ci k£ w opisany wyzej sposéb nie jest trudne.
Zadanie staje sie trudniejsze, gdy chcemy precyzyjnie zlokalizowaé najmniejsze
k, ktore zapewnia pozadany poziom In-C-ARL. Lokalizacja k z doktadno$cig do
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M = 12 23 28 71 90 | 150 | 212 | 441
k = 231 (230|227 ]202| 20 | 18 | 1.65 | 1.39
In-C-ARL = | 395 | 415 | 423 | 411 | 450 | 452 | 440 | 456

Tabela 14.1. Zestawy parametréw (M, k) karty kontrolnej, ktére zapewniaja poziom
Sredniego czasu do falszywego alarmu rzedu 435

0.01 wymaga kilkunastu minut obliczen na komputerze z procesorem Pentium IV
2.4 GHz, jesli dla kazdej wartosci k z pewnego przedzialu uéredniamy przebiegi
10000-30000 razy. Tak duze krotnosci usrednien sg niezbedne wobec znacznej
zmienno$ci czasow, ktore uptywaja do wystapienia falszywego alarmu w poszcze-
gélnych przebiegach. Warto dodaé, ze cecha ta nie dotyczy wylacznie badanej
tutaj karty.

Szczegétowe uwagi na temat dostrajania karty

Omowiony w poprzednim podrozdziale przepis na dobor parametrow karty
zostal zastosowany wielokrotnie zaréwno w celu dostrojenia do $rednich (rzedu
400), jak i duzych (rzedu 800) wartosci In-C-ARL.

Z mysla o potencjalnych zstosowaniach, w tablicy 14.1 zebrano pary (M, k)
— wielkosci bufora i progu karty, ktore zapewniaja $redni czas do wystapienia fal-
szywego alarmu na poziomie 435. Dobér wartosci k prowadzono z doktadnoscia do
0.01, natomiast wartosci In-C-ARL, ktére sie¢ uzyskuje, podano w ostatnim wier-
szu tej tabeli. Nie mozna oczekiwaé¢ wiekszych doktadnosci, gdyz J, przyjmuje
wartosci catkowite.

Gdyby informacje podane w tablicy 14.1 okazaly si¢ niewystarczajace, nalezy
przeprowadzi¢ opisane obliczenia dla wybranej wartosci i znalezé odpowiednia
wartos¢ progu k. Poszukiwania takie mozna przyspieszy¢, poshugujac sie empi-
rycznym wykresem pokazanym na rysunku 14.4. Dla wybranej pojemnosci bufora
M wykres ten pozwala odczytaé taka przyblizong wartos¢ k, ktora zapewnia
In-C-ARL rzedu 435.

Dalszym ulatwieniem moze by¢ empiryczny wzdér
log(log(k)) = —0.137 — 0.0026 M , (14.2.14)

ktéry jest liniowym przyblizeniem zaleznosci z rysunku 14.4. Wzdr ten otrzymano
jako regresje liniowa (estymowana metoda minimalzacji sumy kwadratéw bledéw)
miedzy warto$ciami log(log(k)) oraz M w punktach oznaczonych grubymi krop-
kami na rysunku 14.4. Wykresy na rysunku 14.3 pozwalaja odczytaé dalsze
sugestie dotyczace wyboru pojemnosci bufora M. Na wykresach tych pokazano
zalezno$é sredniego opdznienia od momentu wystgpienia skokowej zmiany jako-
$ci do chwili jego wykrycia przez karte kontrolna (Out-C-ARL) w funkcji M.
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Rys. 14.2. Zalezno$é logarytmu In-C-ARL od progu k dla réznych wartosci M (wyniki
otrzymano dla zaklécen o rozktadzie N(0,1), w wyniku uérednienia 10* przebiegéw)

Poszczegdlne wykresy ilustruja jak przebiega ta funkcja w zaleznosci od wysoko-
$ci skokowej zmiany jakosci (parametr m). Mozna zauwazy¢, ze dla m = 0.25,
m = 0.5 1 m = 0.75 istnieje optymalna warto$¢ M, dla ktérej Out-C-ARL osig-
ga minimum. Mimo zZe przebieg zaleznosci Out-C-ARL od M jest do$é plaski
w otoczeniu minimum, to odczyta¢ mozna, ze dla m = 0.25, m = 0.5 i m = 0.75
optymalne wartoéci M wynosza, odpowiednio, M =71, M =28 i M = 23.

Zauwazmy, ze dla m = 1 wykres jest funkcja rosnaca i mozna si¢ spodziewad,
ze optymalna wielko$¢ bufora bylaby mniejsza niz 12, ale — jak stwierdziliSmy
wczesniej — dla M < 12 nie da sie dobraé¢ takiej wartoéci k, by In-C-ARL byt
rzedu 400.

Na drugim krancu pozostaje przypadek m = 0.1, ktory nie zostal przedsta-
wiony na omawianych wykresach. Przebieg zaleznosci Out-C-ARL od M w tym
przypadku nie ma minimum, ale maleje i dla M = 436 otrzymuje sie¢ duza war-
to$¢ Out-C-ARL réwna 219.8. Z tego powodu stosowanie buforéw o pojemnosci
M przekraczajacej 100 wydaje sie niecelowe. Bezposrednie korzystanie z opty-
malnych dtugosci buforéw tez nie jest mozliwe, gdyz zwykle nie wiemy jakiej wy-
soko$ci zmiana jako$ci moze sie pojawi¢. Mozemy jednak ,uczuli¢” karte na skoki
o mniejszych wartosciach, wybierajac M rzedu 70. Jesli natomiast wybierzemy
M rzedu 25, to karta bedzie szybciej reagowaé na skoki o wiekszych amplitudach.

Wyniki badan symulacyjnych

Badania symulacyjne zmodyfikowanej karty kontrolnej mialy kilka celéw:
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Rys. 14.3. Srednie opéznienie wykrycia skoku o wartosci m w funkcji M
(zakl6cenia o rozkladzie normalnym)
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Rys. 14.4. Wykres ulatwiajacy doboér progu karty k& w zaleznosci od
wybranej wielkosci bufora M tak, by uzyskaé¢ In-C-ARL rzedu 435

— Zmalezienie par (pojemnos$é¢ bufora, prég karty), ktore zapewniaja pozadany
poziom In-C-ARL.

— Zebranie obserwacji opéznien karty w wykrywaniu zmian jakosci o réznym
poziomie przy zalozeniu, ze zakldcenia majg rozktad normalny.

— Przetworzenie wyzej wymienionych obserwacji w celu poréwnania Out-C-ARL
karty zmodyfikowanej ze znanymi kartami opracowanymi dla zaktécen o roz-
ktadzie normalnym.
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— Zebranie danych i gromadzenie doswiadczen o zachowaniu sie¢ Out-C-ARL
karty zmodyfikowanej, gdy zaklocenia maja rozktady inne niz rozktad nor-
malny.

Dziatanie zmodyfikowanej karty. Zakft6cenia gaussowskie — In-C-ARL =~ 435

W tabelach 14.2 i 14.3 zestawiono $rednie czasy do wykrycia skoku (kolumna
oznaczona ARL), uzyskane za pomoca zmodyfikowanej karty kontrolnej dla ma-
tych, srednich i duzych pojemnosci bufora M. Dla kazdej z warto$ci M podano
tez stosowana wartos¢ progu k, ktéra zapewnia In-C-ARL rzedu 435. Kontrolnie
w pierwszym wierszu podano faktycznie uzyskany In-C-ARL, ktéry odpowia-
da wartosci skoku m = 0. Kolejne wiersze zawieraja wartosci Srednich czasow
do wykrycia skoku (Out-C-ARL), ktére uzyskano dla skokowych zmian jakosci
o wartoéciach m z przedziatu [0.1,3], z krokiem 0.25. Tabele te zawieraja tez
kolumne oznaczong symbolem Dysp. W kolumnie tej zebrano empiryczne osza-
cowania dyspersji czasu, ktéry uptywa od chwili wystapienia skoku do momentu
jego wykrycia przez karte.

Wszystkie badania symulacyjne zawarte w tych tabelach prowadzono przy
symulowanych zakléceniach o rozktadzie normalnym N (0, 1), a wiec wartosci sko-
kowych zmian interpretowaé mozna w jednostkach m o, gdzie o oznacza dyspersje
zaklécen.

Analiza tych tabel sugeruje nastepujace wnioski:

1. Zaobserwowaé¢ mozna spodziewane skrécenie Out-C-ARL wraz ze wzrostem
wysokosci skoku m. Jednakze po przekroczeniu wartosci m = 1.5 dalsza re-
dukcja Out-C-ARL jest nieznaczna.

2. Wraz ze wzrostem skoku m znaczaco maleje tez dyspersja czasu do wykrycia
skoku. Jest to bardzo korzystna wlasnosé tej karty, gdyz faktyczne czasy do
wykrycia skoku ,skupione” sg blizej wartosci Out-C-ARL. Jednakze tempo
redukcji dyspersji maleje dla m > 1.5.

3. Tabele potwierdzaja wnioski dotyczace wyboru M, ktére przedstawiono na
stronie 183.

Poréwnamy teraz dzialanie proponowanej karty z klasycznymi kartami EWMA

i CUSUM. Dane do poréwnan zaczerpnieto z niedawno wydanej pracy [52], kté-

ra zawiera miedzy innymi rezultaty starannie opisanych badan symulacyjnych

wymienionych kart. Badania autora wykonane zostaly z zachowaniem tej samej
metodologii dla In-C-ARL rzedu 435 z uwzglednieniem zaklécenn o rozkladzie
normalnym. A oto wnioski z tych poréwnan:

1. Dla m = 0.10 w pracy [52] otrzymano Out-C-ARL = 297 dla karty EWMA
oraz Out-C-ARL = 295 dla karty CUSUM. Z tabeli 14.3 w odpowiednim wier-
szu mozemy odczytaé, ze dla karty zmodyfikowanej Out-C-ARL wynosi 254.9,
243.5 1 234.3, w zaleznosci od pojemnosci bufora M (réwnego odpowiednio
71, 150, 212). Czasy te sa wiec znaczaco krotsze.
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2. Dla m = 0.250 w cytowanej pracy otrzymano Out-C-ARL = 110 dla karty
EWMA oraz Out-C-ARL = 132 dla karty CUSUM. Natomiast proponowana
karta pozwala uzyskaé czasy od 95.1 do 101.2 (por. trzeci wiersz tab. 14.3).
Sa one zauwazalnie krétsze, a $rednie zmniejszenie czasu do wykrycia skoku
wynosi od 10 do 30 procent.

3. W calym zakresie malych zmian jakosci m € [0.10,0.25 o] réwniez dyspersja
czasOow do wykrycia skoku przemawia na korzys¢ karty zmodyfikowanej. Gdy
m = 0.10, to dyspersja ta dla kart EWMA i CUSUM wynosi, odpowiednio,
288 i 323 (por. [52]). Przy tej samej wartosci skoku karta zmodyfikowana
zapewnia dyspersje od 167 do 183, w zaleznosci od wybranego bufora (por.
drugi wiersz tabeli 14.3). Analogicznie, gdy m = 0.250, to dyspersja dla
kart EWMA i CUSUM wynosi, odpowiednio, 102 i 123, podczas, gdy dla
proponowanej tu karty otrzymujemy dyspersje 61.

4. W zakresie érednich zmian jakoéci m € [0.5 0, 1.0 o] karty klasyczne zapewnia-
ja krétsze Srednie czasy do wykrycia skoku niz karta zmodyfikowana. Przykta-
dowo, gdy m = 0.5 g, to Out-C-ARL dla karty EWMA wynosi 32.4, a dla karty
CUSUM w [52] znajdujemy 37.2. W tych samych warunkach, najlepszy czas
odczytany z tabeli 14.3 wynosi 43 (dla M = 71). Przewaga kart klasycznych
rosnie ze wzrostem m i gdy m = 1.0, to zapewniaja one Out-C-ARL okolo
10 0 (dyspersja okoto 5), podczas gdy dla karty zmodyfikowanej otrzymujemy
warto$é 25 (dyspersja 13).

5. W zakresie duzych zmian jakosci (m € [1.250,3.00]) przewaga kart klasycz-
nych jest juz bardzo znaczaca. Przykladowo dla m = 2.0 0 karty te zapew-
niaja Out-C-ARL okolo 4 (dyspersja 1.3). a karta zmodyfikowana pozwala
uzyskaé¢ wartosé 18.6 (dyspersja 9.5) dla M = 71, a w najlepszym przypadku
Out-C-ARL wynosi 9.46 (dyspersja 2.9) dla M = 12.

Dziatanie zmodyfikowanej karty. Zakfécenia gaussowskie — In-C-ARL =~ 840

Poréwnamy teraz dziatanie karty zmodyfikowanej z kartami EWMA i CUSUM

w przypadku, gdy zalozony $redni czas do falszywego alarmu (In-C-ARL) jest

dlugi i wynosi ponad 800 obserwacji (w trakcie badan symulacyjnych stosowano

wartosci 840-860). Wyniki badan symulacyjnych zebrano w tabeli 14.4. Z jako-
$ciowego punktu widzenia obraz jest podobny do omdéwionego wyzej przypadku
$rednich wartosci In-C-ARL =~ 435. Dlatego przejdziemy od razu do krotkie-
go poréwnania ilosciowego omawianej karty i kart klasycznych. Zrédlem danych

o érednich czasach reakcji tych ostatnich jest cytowana juz praca [52].

1. Podobnie jak poprzednio, w zakresie zmian jakosci o malej amplitudzie, karta
zmodyfikowana wykrywa je szybciej niz karty klasyczne. Na przykatad, gdy
m=0.10, to

— Out-C-ARL dla karty EWMA wynosi 524,
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M= 12, k =2.31 M= 23, k=23 M= 28, kK =2.27
Skok | ARL | Dysp. Skok | ARL | Dysp. Skok | ARL Dysp
0 395.27 | 171.09 0 415.66 | 181.42 0 423.12 | 185.75
0.1 | 328.33 | 144.18 0.1 | 305.80 | 133.14 0.1 | 303.43 | 133.17
0.25 | 168.09 | 72.47 0.25 | 131.89 | 56.00 0.25 | 122.90 | 51.72
0.5 58.65 | 24.52 0.5 43.78 | 17.08 0.5 41.66 | 15.73
0.75 | 27.84 | 10.91 0.75 | 23.76 8.35 0.75 | 24.18 8.27
1 17.51 6.35 1 17.60 5.76 1 18.53 6.00
1.25 | 12.98 4.41 1.25 | 14.99 4.76 1.25 | 16.10 5.12
1.5 10.96 3.54 1.5 13.66 4.31 1.5 14.76 4.68
1.75 | 10.00 3.14 1.75 | 12.88 4.05 1.75 | 13.99 4.42
2 9.46 2.94 2 12.45 3.91 2 13.54 4.28
2.25 9.19 2.84 2.25 | 12.26 3.84 2.25 | 13.25 4.18
2.5 9.09 2.80 2.5 12.12 3.80 2.5 13.14 4.14
2.75 9.05 2.79 2.75 | 12.04 3.77 2.75 | 12.96 4.09
3 9.01 2.77 3 11.96 3.75 3 13.09 4.12

Tabela 14.2. Srednie czasy do wykrycia skoku dla zmodyfikowanej karty, nastrojonej na
In-C-ARL = 435 (bufory o malej pojemnosci M, zaklécenia o rozkladzie normalnym)

— karta CUSUM reaguje w czasie 592,
— karta zmodyfikowana reaguje szybciej i zapewnia Out-C-ARL nieco poni-
zej 400, gdy M = 111 lub M = 131 (por. drugi wiersz tabeli 14.4).

2. Powyzej m = 0.5 o szybsze czasy reakcji zapewniaja karty klasyczne. Przykla-
dowo, gdy m = 1.0 0, to Out-C-ARL wynosi 34, ale dla kart EWMA i CUSUM
otrzymujemy czasy rzedu 11.

3. Jakosciowo podobnie zachowuje sie dyspersja czaséow do wykrycia skoku, tzn.
w obszarze m < 0.5 ¢ jest ona znaczaco mniejsza dla karty zmodyfikowanej.

Gdy m > 0.50, dyspersja kart klasycznych jest mniejsza niz karty zmodyfi-
kowanej.

Karta zmodyfikowana przy zakféceniach niegaussowskich, In-C-ARL =~ 435

Celem tego podrozdziatu jest podsumownie badan symulacyjnych, dziatania
karty zmodyfikowanej, gdy skokowe zmiany jakoSci obserwowane sa w obecnoéci
zaktécen o rozktadach innych niz normalny. Do badan wybrano rozktad Laplace’a
(podwdjnie wykladniczy) o wartosci oczekiwanej zero i dyspersji 1 oraz rozklad
Cauchy’ego. Poniewaz wartos¢ oczekiwana i wariancja tego rozktadu nie istnieja,
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M= 171, k=2.02 M= 150, k =1.8 M= 212, k =1.65
Skok | ARL | Dysp. Skok | ARL | Dysp. Skok | ARL | Dysp.
0 411.23 | 301.39 0 452.05 | 337.19 0 440.32 | 334.70
0.1 | 254.91 | 182.71 0.1 | 243.54 | 172.58 0.1 | 234.27 | 166.92
0.25 | 95.12 | 60.68 0.25 | 97.58 | 58.68 0.25 | 101.26 | 60.62
0.5 43.03 | 23.33 0.5 53.50 | 29.52 0.5 56.87 | 32.41
0.75 | 30.75 | 16.08 0.75 | 38.80 | 21.12 0.75 | 41.30 | 23.18
1 25.23 | 13.06 1 31.60 | 17.07 1 33.77 | 18.76
1.25 | 22.11 11.39 1.25 | 27.71 14.87 1.25 | 29.38 | 16.24
1.5 20.28 | 1041 1.5 25.20 | 13.50 1.5 26.92 | 14.81
1.75 | 19.22 9.83 1.75 | 23.82 | 12.74 1.75 | 25.38 | 13.93
2 18.61 9.50 2 23.10 | 12.30 2 24.57 | 13.48
2.25 | 18.13 9.25 2.25 | 22.64 | 12.05 2.25 | 24.17 | 13.19
2.5 17.91 9.14 2.5 22.31 | 11.86 2.5 23.76 | 13.00
2.75 | 17.83 9.08 2.75 | 22.17 | 11.80 2.75 | 23.70 | 12.95
3 17.69 9.03 3 22.15 | 11.77 3 23.70 | 12.94

Tabela 14.3. Srednie czasy do wykrycia skoku przez zmodyfikowang karte, nastrojona
na In-C-ARL = 435 (bufory o $redniej i duzej pojemnosci M, zaklécenia gaussowskie)

wiec — w celu zachowania podobnych cech tego rozktadu — wybrano go tak, by byt
symetryczny wzgledem zera i by réznica miedzy kwantylami rzedu 3/4 i rzedu
1/4 byta taka jak dla rozkladu N (0, 1).

Wyniki badan karty przy takich zakléceniach zestawiono w tabeli 14.5. Po-
zwala ona stwierdzi¢, ze zmodyfikowana karta dziala poprawnie w zakresie ma-
tych i $rednich zmian jakosci. Fakt, ze rozklad Cauchy’ego ma nieskoniczong wa-
riancje, zauwazalnie wydtuza Sredni czas reakcji karty na wystapienie skoku, ale
karta nadal dziala poprawnie w tak trudnych warunkach, a spowolnienie reakcji
w poréwnaniu z sytuacja, gdy wystepuja zaktdcenia gaussowskie jest mniejsze niz
mozna byloby oczekiwac.

Proponowana karta moze skutecznie konkurowaé¢ ze znanymi kartami w wy-
krywaniu malych zmian jakosci (w zakresie do 0.250) nawet wowczas, gdy za-
ktécenia maja rozklad normalny. Jest ona skuteczna w wykrywaniu takich zmian
nawet wowczas, gdy rozklad zakldcen nie jest gaussowski i ma nieskonczona wa-
riancje. Dodatkowa zaleta jest to, ze rozklad ten moze nie byé¢ znany.
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M= 111, k =2,19 M=131, k=184 M= 453 | k =1,35
Skok | ARL | Dysp. || Skok | ARL | Dysp. || Skok | ARL | Dysp.
0 836,64 | 370,04 0 841,83 | 370,73 0 840,02 | 650,13
0,1 | 398,04 | 170,64 || 0,1 | 399,22 | 171,86 || 0,1 | 337,79 | 226,64
0,25 | 122,34 | 46,80 || 0,25 | 124,06 | 46,98 0,25 | 149,54 | 87,46
0,5 | 57,56 | 19,21 0,5 | 57,63 | 19,18 0,5 | 82,94 | 47,32
0,75 | 41,71 | 13,77 || 0,75 | 42,10 | 13,83 0,75 | 59,05 | 33,34
1 34,13 11,17 1 34,18 11,20 1 48,22 27,03
1,25 | 29,78 | 9,72 1,25 | 29,60 | 9,66 1,25 | 42,12 | 23,43
15 | 27,12 | 884 || 15 | 27,18 | 884 || 1,5 | 38,14 | 21,23
1,75 | 25,66 | 8,35 1,75 | 25,61 8,32 1,75 | 36,05 | 20,03
2 24,76 | 8,04 2 24,66 | 8,02 2 34,93 | 19,38
2,25 | 2424 | 788 || 2,25 | 24,21 | 787 || 2,25 | 34,33 | 18,98
2,5 | 24,00 7,78 2,5 | 23,96 7,77 25 | 33,79 | 18,71
2,75 | 23,97 | 7,78 2,75 | 23,78 7,74 2,75 | 33,36 | 18,48
3 23,79 7,73 3 23,69 7,70 3 33,55 | 18,57

Tabela 14.4. Srednie czasy do wykrycia skoku przez zmodyfikowang karte, In-C-ARL
~ 840 (bufory o sredniej i duzej pojemnosci, zaklécenia o rozkladzie normalnym)

14.3. Metodyka wykrywania zmian w sekwencjach obrazéw

Przedstawiany w tym podrozdziale tok postepowania przy wykrywaniu zmian
w sekwencjach obrazéw ukierunkowany jest na potencjalne zastosowania w wy-
krywaniu zmian jako$ci z uzyciem kamer przemyslowych. Przedstawimy teraz
proponowane etapy postepowania, ktére tacznie prowadza do opracowania meto-
dy wykrywania zmian jakosci na podstawie sekwencji obrazéw lub sygnatow.
Akwizycja i wstepna obrébka obrazéw. Obrazy pozyskiwane w warunkach
przemystowych moga charakteryzowaé sie znacznymi znieksztalceniami i ble-
dami. Ich Zrédtem moga byé na przyktad:
— drgania powietrza wywolane wysoka temperatura odlewow,
— drobiny pytu i kurzu unoszace sie w powietrzu,
— zmienno$¢ warunkéw oswietlenia (Swiatlo dzienne o réznym natezeniu,
Swiatlo sztuczne).
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Laplace (DblExp) Cauchy
M= 40, k =2.22 M= 28, k =2.28
Skok | ARL | Dysp. || Skok | ARL | Dysp.
0 437.69 | 315.91 0 420.79 | 300.12
0.1 191.35 | 133.31 0.1 334.82 | 240.04
0.25 | 59.51 37.02 0.25 | 167.28 | 116.28
0.5 28.51 15.02 0.5 64.17 41.76
0.75 | 22.04 11.13 0.75 | 37.52 22.47
1 19.33 9.69 1 27.27 15.21
1.25 17.70 8.84 1.25 | 22.70 12.03
1.5 16.85 8.37 1.5 20.51 | 10.58
1.75 16.15 8.02 1.75 18.86 9.55
2 15.78 7.83 2 17.93 9.00
2.25 15.55 7.69 2.25 17.23 8.58
2.5 15.34 7.59 2.5 16.67 8.28
2.75 | 15.19 7.52 2.75 | 16.29 8.07
3 15.07 7.46 3 15.98 7.90

Tabela 14.5. Srednie czasy do wykrycia skoku (Out-C-ARL) uzyskane dla
zmodyfikowanej karty kontrolnej, nastrojonej na In-C-ARL = 435. Stosowano bufory
o éredniej pojemnosci M, a zaklécenia miaty rozktady niegaussowskie

7 tych wzgledéw kazdy naplywajacy obraz powinien byé¢ poddany wstepnej
obrébce, ktérej celem jest poprawa jakosci obrazu. Szczegdélowe omowienie
tego etapu pozostaje poza zakresem tematycznym tej ksiazki. Do dyspozycji
mamy cala game technik opracowanych przez teorie przetwarzania obrazéw
(por. [41]), ze szczegdlnym uwzgledniem metod wyspecjalizowanych i dosto-
sowanych do obrazéw przemystowych (por. [81]). Wybierajac na tym etapie
techniki filtracji i poprawy jakosci obrazow, pamietaé trzeba, ze nie powinny
one by¢ zbyt czasochtonne, gdyz przetwarzanie kazdego obrazu musi przebie-
gaé¢ w tempie ich naptywania. Ponadto wybrane techniki nie powinny zbyt-
nio redukowac tych cech obrazu, ktére w nastepnych etapach stuzyé¢ beda do
obliczenia syntetycznego wskaznika jakodci. Na przyklad, jesli wskaznik ten
obliczany bedzie na podstawie oceny wymiaru fraktalnego, to nie powinnismy
uzywac filtréw cyfrowych typu ruchomej sredniej, gdyz redukuja one wymiar
fraktalny, a przez to wplywaja na warto$¢ wskaznika.
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Wybér cech i prébkowanie obrazéw. Jesli naszym celem jest jedynie wy-
krywanie zmian jakosci, a nie na przyklad archiwizowanie pelnych obrazéw
z przebiegu procesu produkcyjnego, to takie nastawienie pozwala na znaczna
redukcje zawartoséci poszczegdlnych obrazéw i wybieranie z nich tylko tych
cech, ktoére sg istotne dla wykrycia zmian jakosci tego konkretnego produktu,
ktéry jest badany. Mozna to nazwaé¢ dedykowanym wyborem cech z obra-
zow. Na przyklad, kamera dozorujaca na parkingu samochodowym powin-
na z obserwowanej sekwencji wybieraé¢ tylko te cechy, ktére sa istotne dla
stwierdzenia, czy ktéry$ z samochodéw nie zostal skradziony. Nie powinna
ona traktowaé jako istotnej zmiany w sekwencji obrazéw czynnikéw zwiaza-
nych ze zmiang oswietlenia. W innym przypadku, to wlasnie zmiany jasnosci
obrazu, na przyklad wlewka miedzianego, sa ta wtasnie cecha, ktora nie moze
zostaé zredukowana.

Powyzsze szkice przyktadéw wskazuja na to, ze sposéb wyboru cech i reduk-
¢ji pozostalej zawartosci informacyjnej obrazow nie bedzie tatwo poddawat sie
algorytmizacji i w dalszych rozwazaniach musimy przyjaé, ze etap ten zostal
juz wczesniej zrealizowany. Pomocne w jego realizacji okaza¢ sie moga techniki
uczenia i sieci neuronowe. Wydaje sie takze, ze proponowane w poprzednich
rozdziatach techniki okonturowywania i empirycznej oceny wymiaru fraktalne-
go moga mie¢ zastosowanie jako sposéb wyboru cech dla catych klas zagadnien
wykrywania zmian jakosci.

Przetwarzanie sygnaléw i obrazéw we wskazniki jakosci. Problemom ta-
kim poswigcone byty rozdziaty 12 i 13. W rozdziatach tych oceniano procento-
wy udzial zanieczyszczen i wymiar fraktalny liniowych fragmentow sekwencji
obrazéw i uzywano tych wielkosci jako wskaznikéw syntetycznych. Nie sa to
oczywiscie jedyne mozliwe wskazniki, ktére mozna stosowaé¢ do oceny jakosci.
Teoria przetwarzania sygnaléw i obrazéw dostarcza wielu innych narzedzi,
ktére moga by¢ uzyteczne. Naturalnymi kandydatami do formowania synte-
tycznego wskaznika jakosci sa wspotczynniki rozwiniecia sygnatu lub obrazu
w ortogonalne uktady funkcji trygonometrycznych Haara, Walsha, itp. Przy
wyborze takiego uktadu warto bra¢ pod uwage mozliwo$é zastosowania szyb-
kich algorytméw do oblicznia wspdétczynnikéw rozwiniecia w szereg ortogonal-
ny (np. szybkiej transformaty Fouriera). Istotne sa takze wlasnosci wybrane-
go uktadu ortogonalnego w zestawieniu z cechami jakosci, ktére maja zostac
wykryte. Na przyktad, wiadomo, ze uktad funkcji ortogonalnych na kole, zna-
ny jako wielomiany Zernike’a, ma wspoétczynniki rozwiniecia niezmiennicze
wzgledem obrotéw wokdél srodka kota. Dzieki niezmienniczosci mozna oceniaé
jako$é¢ wytworzenia przedmiotéow potozonych przed kamera bez dbatosci o ich
precyzyjne utozenie. Z drugiej jednak strony, je$li ocenie jakosci podlegaja
na przykltad katowe polozenia otwordéw wywierconych na obrzezu metalowej
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tarczy, to uktad Zernike’a nie jest wlasciwym kandydatem do konstruowania
wskaznika jakosci.

Wyb6ér karty kontrolnej i strojenie jej parametréw. Na tym etapie moze-
my zalozyé, ze posiadamy stale uzupelniana sekwencje liczb, ktére charakte-
ryzuja jakosé. Jak juz wskazywano wczesniej, te wskazniki jakosci powstawaé
moga w wyniku:

— bezposredniego pomiaru,

— przetworzenia charakterystyki funkcyjnej wyrobu,

— obrobki sygnatu, obrazu lub jego fragmentdw.
Pozostaje zatem wykrycie ewentualnej zmiany wskaznika jako$ci w sytuacji,
gdy wykazuje on takze naturalng zmiennosé, wywotang czynnikami losowy-
mi. W najprostszych przypadkach, gdy trwata zmiana wskaznika jakosci jest
bardzo duza, do wykrycia jej wystarczy postuzy¢ sie zwyklym poréwnywa-
niem wskaznika z wartoscig progowa. Jednakze w sytuacjach trwaltych, ale
niezbyt duzych zmian wskaznika, korzystniej jest postuzy¢ sie jedng z kart
kontrolnych, na przyktad karta Shewharta, CUSUM lub EWMA. Przedsta-
wione w poprzednim podrozdziale wyniki pozwalaja sugerowaé takze uzycie
proponowanej karty nieparametrycznej, ktéra zapewnia krétsze srednie opoz-
nienia wykrycia matych zmian jako$ci w poréwnaniu z kartami klasycznymi.
W przypadku, gdy spodziewaé¢ sie mozna zaréwno malych, jak i znacznych
zmian wskaznika, korzystne jest réwnoczesne prowadzenie omawianej karty
i jednej z kart klasycznych.

Zastosowanie do oceny jakosci powierzchni miedzi

Jako przykladu ilustrujacego powyzej zarysowana metodologie uzyjemy da-
nych pochodzacych z obrazéw opisanych w rozdziale 13. W rozdziale tym opisano
probkowanie obrazu i wykorzystanie lokalnego (liczonego z przekrojéw) wymiaru
fraktalnego jako wskaznika jako$ci. Wystarczy teraz dostarczaé wartosci synte-
tycznego wskaznika jakosci jako danych wejSciowych dla karty kontrolnej. Po-
niewaz w dobrze zestrojonym procesie produkcji miedzi spodziewaé¢ si¢ mozna
jedynie niewielkich zmian jakosci, to jako karte kontrolna wybrano zmodyfikowa-
ng karte, ktora zostala opisana w poprzednim podrozdziale.

Na rysunku 14.5 pokazano przyklad wykrywania nieréwnomiernosci powierz-
chni. W gérnej jego czesci kropki oznaczaja oszacowania wymiardéw fraktalnych
poszczegblnych przekrojéw obrazu 7, a w jego czesci dolnej odpowiedzi karty kon-
trolnej, ktore uzyskano dla bufora o M = 12 komoérkach pamieci i progu k = 2.31.
Osie poziome obu wykreséw na rysunku 14.5 sa zsynchronizowane, a poziom 1
oznacza, ze karta zasygnalizowala wykrycie zmiany jakosci. Poréwnanie obu czeéci
tego rysunku wskazuje, ze estymacja lokalnego wymiaru fraktalnego w potaczeniu
z kartg kontrolng bardzo szybko, bo w czasie réwnym przebiegowi kilkunastu linii
obrazu, potrafi wykryé¢ nieré6wnomierno$é¢ powierzchni.
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Zauwazmy, ze jako danych wejéciowych dla karty kontrolnej mogliby$my tak-
ze uzy¢ innego syntetycznego wskaznika, a mianowicie, procentowej zawartosci
obszaré6w o wigkszej nieréwnomiernosci. Przyklad takich danych pokazano na
rysunku 13.9. Jednakze woéwczas ewentualne zasygnalizowanie przez karte wyj-
Scia ze strefy dopuszczalnych zmian jakoéci dotyczytby calych klatek obrazéow,
podczas gdy w wersji pokazanej na rysunku 14.5 informacje taka uzyskujemy juz
w trakcie obrobki pojedynczej klatki z sekwencji obrazéw.



CZESC V

Dodatek



15. lloczyn Kroneckera i jego wtasnosci

Ioczyn Kroneckera jest klasycznym narzedziem algebry (por. [82], [77]). W do-
datku tym uzywac¢ bedziemy oznaczen uzywanych w algebrze liniowej. x oznacza
dowolny wektor kolumnowy, a duze litery A, B, C' oznacza¢ beda macierze kwa-
dratowe. Przedstawiajac wlasnosci iloczynu Kroneckera, bedziemy zaktadaé, ze
wystepujace we wzorach macierze maja rozmiary dobrane tak, by operacje na
nich mialy sens.

15.1. Definicja i podstawowe wtasnosci

Niech A = [a;;] 1 B = [bij] beda macierzami o wymiarach dim(A) = n4 x ma,
dim(B) = np x mp, odpowiednio.

Definicja 15.1. lloczynem Kroneckera macierzy A i B, oznaczanym dalej przez
A® B, nazywa sie macierz C = A® B o postaci

auB, algB, CleAB
a1 B, a»nB, ... a B

c=1] " » 2ma (15.1.1)
an,1 B, an,2B, ... an,m, B

Iloczyn ten jest lewostronnym mnozeniem macierzy A, B w tym sensie, ze ma-
cierz C' budowana jest z klatek macierzy B, ktére mnozone sa przez poszczegolne
elementy macierzy A.

Zauwazmy, ze dim(C) = nc X mg, gdzie nc = ng - ng, mg = my - mp.
Macierz A® B zbudowana jest nastepujaco: w miejsce kazdego elementu macierzy
A wstawiana jest klatka o rozmiarach macierzy B, przy czym zawartos¢ kazdej
z klatek jest postaci a;;B.

Przyktadem iloczynu Kroneckera macierzy jest iloczyn wektoréw kolumno-
wych a = [a1, a2, ...,an,]7 ib=[by,ba,... ,bnb]T:

c=a®b=[a;b’,ab?,... a,bT]". (15.1.2)
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Dowody zebranych tu wlasnosci iloczynu Kroneckera znalezé mozna w [82], [77]
i[9]:

(A+B)®C = A®C+B®C, (15.1.3)
A®(B+C) = A®B+A®C, (15.1.4)
(A BT = AT @ BT, (15.1.5)
tr[A® B] = tr[A]-tr[B]. (15.1.6)

Jesli macierze A, B, C, D sa takie, ze maja sens iloczyny (klasyczne) macierzy
A-Coraz B-D, to

(A®B) - (C®D)=(A-C)® (B D), (15.1.7)

gdzie - oznacza klasyczny iloczyn macierzy. Powyzsza wlasno$é mozna uogdlni¢
na ciagi macierzy A;, B;, i = 1,2,...,p, a mianowicie

(A1®Bl)'...'(Ap®Bp) = [ﬁA2‘| & [ﬁBl] (15.1.8)
=1 =1

Jedli kwadratowe macierze A, B sg nieosobliwe, to rowniez macierz A ® B jest
nieosobliwa i zachodzi
(A9B) '=A"1leoB™ L (15.1.9)

Warto zwréci¢ uwage, ze — w odréznieniu od odwrotnosci klasycznego iloczynu
macierzy — po prawej stronie (15.1.9) nie nastepuje zmiana kolejnosci macierzy
A1 oraz B!,

Tloczyn Kroneckera nie jest przemienny. Jest to operacja taczna, co pozwala

zdefiniowaé iloczyn ciggu macierzy A;, i = 1,2, ..., p nastepujaco:
P p—1
A= H A=A, (15.1.10)
=1 =1

15.2. Wartosci wtasne iloczynu Kroneckera macierzy

Niech A(A) oznacza jedna z wartosci wlasnych kwadratowej macierzy A. Przez
u(A) oznaczmy odpowiadajacy jej (prawostronny) wektor wlasny, to znaczy, ze
zachodzi

A-u(A) = MA)u(A). (15.2.11)

Jesli bedziemy chcieli wskaza¢ numery wektoréw i wartosci wlasnych, to oznaczy-
my przez \;(A), 1 = 1,2,...7r4 wartosci wlasne r4 X r4 macierzy A, a przez u;(A),
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i = 1,2,...74 odpowiadajace im (prawostronne) wektory wlasne. Analogiczne
oznaczenia stosowaé bedziemy do innych macierzy kwadratowych, B, C,...

Niech A i B beda macierzami kwadratowymi. Kazda z wartosci wlasnych
macierzy A ® B jest postaci

MA® B) = M\(A) \j(B). (15.2.12)

Wektor wlasny odpowiadajacy tej wartosci wlasnej mozna przedstawié¢ nastepu-
jaco:

wWA®B) = ui(A) ®u;(B), i=1,2,...,74,j=1,2,...,7B. (15.2.13)

Innych wartosci i wektoréw wtasnych, macierz A ® B nie ma.
Z (15.2.12) otrzymujemy wzor dla wyznacznika iloczynu Kroneckera macierzy

det(A ® B) = [det(A)]™® - [det(B)]". (15.2.14)
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