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PREFACE.

Quand on a a résoudre un probléme de Mécanique, on peut le
faire en employant des considérations géométriques ou l'on peut
se servir exclusivement de raisonnements analytiques. Le géomeétre
doit savoir démontrer toutes les propriétés ¢lémentaires de la Mé-
canique a la fois des deux maniéres ; mais, quand il s’agit de ques-
tions difficiles et qui exigent de longs calculs, il a presque toujours
avantagean’employer quel’ Analyse. Cette méthode permet aussi,
quand on ne peut résoudre une question exactement, de juger
mieux ce que I'on néglige et d'obtenir toute la précision que 'on
désire.

Les raisonnements géométriques et mécaniques ont souvent
I'avantage d’étre plus faciles pour les esprits qui ne sont pas trés-
familiarisés avee I'Analyse; ils sont aussi quelquefois pour tous
plus intuitifs. Mais, pour ceux qui sont versés dans I Analyse, il y
a un certain intérét a traiter toutes les questions d’'une maniére
plus uniforme et en s’appuyant sur un nombre beaucoup moindre
de principes. '

Au reste, le Traité trés-complet de Mécanique de M. Resal est
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concu sur le premier plan; il m’a semblé utile de faire un Traité
de Dynamique sur le second plan.

Quand la seconde édition de la Mécanique analytique de La-
grange parut au commencement de ce siecle, elle était une ceuvre
accomplie; mais Poisson, Hamilton, Jacobi et d’autres géometres
ont apporté depuis sur cette matiere des travaux importants. A la
vérité, M. Bertrand a mis au Traité de Lagrange d’excellentes
Notes pour le mettre au niveau de la Science ; mais ces découvertes
étaient assez importantes pour qu’on désirat fondre les nouveanx
résultats avec les anciens, et ¢’est ce qui m’a déterminé a composer
I’Ouavrage actuel. On peut juger des résultats dont la Science s'est
enrichie sur cette matiere depuis Lagrange, par la seule Section 1T,
consacrée a des travaux qui datent déja de plusieurs années.

Le Livre que je publie, comme son titre I'indique, ne renferme
pas la Statique, il ne renferme pas non plus I’'Hydrodynamique;
cette limitation du sujet a pour effet d’ajouter & I'uniformité de
I'Ouvrage. Ces parties de la Mécanique se trouvaient dans le Traité
de Lagrange ; mais, d’autre part, les Sections I, V, VI, VIII, IX
renferment des questions qui sont presque entierement en dehors
de la Mécanique analytique; la Section VII renferme aussi beau-
coup de résultats qui ne se trouvent pas dans le méme Ouvrage.
Quant a ce qui m’appartient, cela importe pen au lecteur et,
d’ailleurs, je I'ai indiqué dansle corps de ce Livre pour les choses
principales.



DYNAMIQUE ANALYTIQUE.

SECTION L

THEOREMES GENERAUX DE DYNAMIQUE.

PRINCIPE DE D'ALEMBERT.

1. Toute la science de I'équilibre est fondée sur le principe des
vitesses virtuelles. Imaginons un systeme quelconque de points maté-
riels, sollicités par des forces et assujettis a telles liaisons qu'on vou-
dra; supposons qu’il éprouve un déplacement infiniment petit compa-
tible avec ces liaisons; on nomme wvitesse virtuelle d’un quelconque de
ces points le déplacement de ce point dans ce mouvement, et moment
virtuel de la force appliquée a ce point le produit de cette force par la
projection de la vitesse virtuelle sur la force, ce moment étant pris
positif ou négatif, suivant que la vitesse virtuelle a sa projection sui-
vant la direction de la force ou suivant son prolongement. Cela posé,
le principe des vitesses virtuelles, énoncé pour la premiere fois dans
toute sa généralité par Jean Bernoulli, est celui-ci :

St un systéme quelconque de points sollicités par des forces est en équi-
libre, et que U'on imagine un déplacement infiniment petit de ce sysicme
compatible avec les liaisons auxquelles ce systéme est assujetti, la somme
des moments virtuels de toutes les forces est nulle. Réciproquement, si
cette condition est remplie pour tous les déplacements virtuels, le systéme
est en eéquilibre.

Suivant certains géometres, ce principe doit étre admis sans dé-
monstration. Mais ce principe n’est pas évident par lui-méme, et il
b 1



2 DYNAMIQUE ANALYTIQUE.

parait plus difficile encore de le regarder comme tel quand on songe
qu'il ne s'est présenté i Jean Bernoulli que par induction et longtemps
apres qu'il eut été démontré dans plusieurs cas particuliers. D’ailleurs
ce principe, dont la démonstration a occupé Lagrange, Laplace, Four-
rier, Ampere, Poisson et Poinsot, est aujourd’hui prouvé rigoureuse-
ment dans plusieurs Traités de Mécanique, et, en tous cas, si 'on trou-
vait que sa démonstration laissit encore & désirer en quelque point, il
vaudrait mieux accepter ce point comme axiome que le principe méme
des vitesses virtuelles,

‘Si donc nous ne donnons point ici cette démonstration, ce n’est pas
parce que nous ne la jugeons pas nécessaire, mais parce que nous la
Supposons connue. )

Remarquons que le moment virtuel de la résultante R de plusieurs
forces F, appliquées & un point, est égal & la somme des moments vir-
tuels de ces forces. En effet, il y a équilibre entre les forces F et la
force R’ égale et contraire 2 R; done la somme des moments virtuels
des forces F et R’ est nulle, et, comme le moment de R’ est égal et de
signe contraire i celui de R, le moment virtuel de R est égal & la somme
de ceux des forces F. D’aprés cela, si nous désignons par mX, mY, mZ
les composantes suivant trois axes rectangulaires de. la force qui agit
sur la masse m située au point (x, y, 5), et que nous représentions par
dx, dy, 0z les variations de ses coordonnées, ¢’est-a-dire les composantes
de la vitesse virtuelle de ce point, nous aurons pour le moment de

cette force
m(Xdz + Ydy - Zdz):

nous aurons done pour I'équation des vitesses virtuelles
Em(Xdx + Yoy +Zdz) = o,
le signe sommatoire 3 s’étendant a toutes les masses m du systeme.

2. Supposons ensuite un systeme quelconque de points en mouve-
ment et soumis & des liaisons quelconques. Soit mP la foree totale qui
agit sur un point 7 de ce systeme, et soit mR la force qui produit son
mouvement a cause des liaisons; appliquons au point m la force mR
et une force mR, égale et contraire, ce qui ne changera rien au mou-
vement. Donc les forces 7P et mR, se font équilibre en vertu des liai-
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sons, puisque, des effets des trms forces mP, mR, mR,, il ne reste que
celui de la force mR.

Donc si, dans un systéme quelconque de points en mouvement et soumis
a des liaisons, aux forces qui agr'ssent réellement sur chaque point on
ajoute des forces égales et contraires a celles qui produisent le mouye-
ment, le systéme est en équilibre.

Tel est le principe auquel on donne généralement le nom de d’Alem-
bert, et qu'on peut présenter d’une seconde maniere.

En effet, toutes les forces telles que mP et mR, se font équilibre. ! SR

~a

Soit mQ la résultante de mP et de mR,; mP est la résultante de mR <

et mR celle qui produit son mouvement, 7mQ peut étre appelé la force =

perdue i cause des liaisons, et, d’apres ce que nous avons vu ci-dessus,
toutes les forces mQ se font équilibre.

On appelle quantité de mouvement d’un corps le produit de sa masse
par sa vitesse, et la quantité de mouvement produite par une force
dans un instant = est de méme direction que cette force et égale i cette
force multipliée par z. Nous arrivons donc a ce nouvel énoncé :

Il y a équilibre entre les quantités de mouvement perdues a chaque
instant par tous les points du systéme, par suite des liaisons.

Remarquons que la force égale et contraire a mQ est la force qui
¢quivaut aux liaisons qul agissent sur la masse ; remarquons aussi
que la vitesse de m, qui aurait lieu sans les liaisons a la fin de I'in-
stant 7, est la résultante de la vitesse a qui précede cet instant et de la
vitesse Pt dirigée suivant la force P, et que la vitesse de m, qui a
effectivement lieu & la fin de I'instant =, se compose de la vitesse a et
de la vitesse Rt dirigée suivant R.

Le second énoncé du principe qui précede est celui méme qui a été
donné par d’Alembert dans son Traité de Dynamigue, publié en 1743;
il est plus simple que le premier, mais il se préte moins facilement aux
applications, et ¢’est pour cette raison qu'on a 'habitude d’adopter le
premier énoncé. Il n’est pas sans intérét de reproduire I'explication
donnée par d’Alembert de son principe :

« Soient A, B, C, ... les masses qui composent le systeme, et sup-

“posons qu’on leur aitimprimé les vilesses a, b, c. ..., mais qu'a cause
Ts

o YUaTinw
{

et mQ, et par conséquent, puisque 7P est la force appliquée au point anzuzg' Lo

M

e ¥y
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des liaisons elles prennent les vitesses @', &', ¢, .... Il est clair qu’on
peut regarder la vitesse @ imprimée au corps A comme composée de la
vitesse @’ et d’une autre «; de méme, la vitesse b imprimée au corps B
se compose de &' et d'une autre vitesse (3, et ainsi pour les autres
masses. Or, par hypothese, les masses A, B, C, ... ont pris les vitesses
a,b,c, ...;donc les vitesses «, 3, ... ne produisent aucun mouve-
ment, et, par suite, si elles agissaient seules respectivement sur A, B,
C, ..., elles laisseraient le systéeme en repos. »

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT.

3. Prenons un systeme d’axes de coordonnées rectangulaires, et dé-
signons par mX, mY, mZ les composantes suivant ces trois axes de la
force totale appliquée au point dont la masse est 7 et dont les coor-
données sont a, y, z. L'accélération du point 7 a pour composantes
d’.r (f‘v d'z

Tde de
ces expressions par la masse 7 du corps, on aura m -~

suivant ces trois axes —-= » ¢ étant le temps, et en multipliant
dz | dy  diz
de’ M M
pour les composantes de la force qui sert & mouvoir le corps m. D'a-

pres le principe de d’Alembert, il doit y avoir équilibre entre les
. y & d*x dxy dz
forces mX, mY, mZ et les forces —m o=y —moms — m s
done dx, dy, 0z désignent les composantes du déplacement de m dans
un mouvement infiniment petit du systeme compatible avec les liaisons,
on a, d’apres I'équation du n° 1

T O L R

le signe sommatoire X s'étendant a tous les points matériels du sys-
teme. On peut encore écrire ainsi cette équation

dizx d'vy dz
(2) zm(a?oz+;ﬁ,—ay+m, z) zm X oz + Yoy -+ Zdz).

Supposons que les liaisons s’expriment au moyen de r équations entre
les coordonnées des corps

(3) Ji=o, fi=o, ooy Jo=o5

si
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les variations dz, dy, 0z satisferont aux équations linéaires suivantes,
obtenucs par la différentiation des précédentes :

df, dfs 5. s dfi df o =
1z ¢ P dnap b gala i gnnader 50
df, df dﬂ sirigad dfs . =
(_I; ox - R]_ 6]" ;E dr, + (_{;T oy 4 =0,

(2, ¥, 5), (@, Y1 3)s ... €tant les coordonnées des masses m, m,, ...
du systeme.

Si l'on tire de ces r équations les valeurs de r des variations O,
dy, ... pour les porter dans I'équation (1), elle restera linéaire par
rapport aux 3z — r variations restantes, et qui seront complétement
arbitraires, n étant le nombre des points du systeme. L'équation obte-
nue devant donc avoir lieu quelles que soient ces variations, le coeffi-
cient de chacune d’elles sera nul séparément, ce qui fournira 3n — r
équations. En les joignant aux équations (3), on aura autant d’équa-
tions que de coordonnées a déterminer. :

Sinous multiplions par des quantités indéterminées X, hy, %y, ... les
¢quations de liaison différenti¢es, et que nous les ajoutions ensuite &
I'équation (1), nous pourrons profiter de I'indétermination de ces mul-
tiplicateurs pour égaler & zéro les coefficients de r variations, ce qui
déterminera ces multiplicateurs; et, comme les variations restantes
sont arbitraires, on pourra aussi égaler a zéro les coefficients de ces
variations. En égalant donc & zéro les coefficients de toutes les varia-
tions, on aura les 3z équations

d*x df, dﬂ o
—m:i""_:' -+ X»+-7..d '4—}; ... =0,
i . ﬂ!f- 2
—Hl-&,}-:- +mY+Z‘Ef +1’Ziy e u e =04
d'z dfi df: A
l;iv— + mZ +7|,(—[-z—- -!'7';33— .. =0,
= e dL 4+ df: di =10,

H: dz, dxa

S 4 mb s amt e sen R e LI R R R R

On voit donc que les équations du mouvement resteraient les mémes
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si I'on supprimait I'équation de condition f; = o et qu’on ajoutil au
' ff)‘in X EI’—ﬁ-s au

% l‘d ,jﬁa
et ainsi de suite. Done ces forces sont la mesure des efforts produits
sur les corps m, m,, ... par la liaison exprimée par I'équation f, = o,
et 'on peut en dire autant des autres équations (3).

Si le systeme de points matériels est libre, en sorte qu'il n’existe pas
d’équations de condition entre les coordonnées de ces points, les
quantités o, dy, 0z, ... sont complétement indépendantes, et I'on a
ces équations

point 2 une force dont les composantes sont 2, -g—'

f

point m, une force dont les composantes ‘sont )L.

d'x d*y d z ¢
m-dT = m g 17 s Yy m 1) =mZ,
d*z d*y : 1z
m, _d't"l' =mX, m _r?g—l =Im Vinns 2 (tTt’_l —my Zis

%. Examinons le cas oit les forces qui agissent sur le systeme tendent
vers des centres fixes. Soit P une de ces forces appliquée au point 7 et
dirigée vers le point (a, b, c); enfin soit p la distance de ces deux
points. Il est elair que le moment virtuel de P est — P dp, en sorte
que I'on peut poser, en désignant par mX, mY, mZ les composantes
de P,

(4) m(Xdz + Ydy + Zdz) = — Pdp.

D’apres cela, si P, Q, ... sont des forces qui agissent sur les points m,
m,, my, ... du systeme et dirigées vers des centres fixes distants de p,
g, ...,0na

Sm(X0x +YOY+Z3z)=—Pdp—Qdg—....
Il est d'ailleurs aisé d’obtenir I'équation (4) par un changement de

variables. En effet, les composantes de la force P suivant les (rois axes
de coordonnées sont

a—z mY:Pb_‘T

mx_.l’ 2 mZ__
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or on a
‘=(x—a) + (y—>b)+(z—c),
xz—a dp y—=b dp z—0 .
Al AT U AR G LBl 25 S
P dzx P dy P 3
on a donc

i e D el s O )
ﬂlx.— Pa’ ﬂIY-—»—-lHJ:'.! mZ._.‘ Pa‘;‘)
et 'on en déduit par suite I'équation (4).
P étant une fonction de p, Q une fonction de g, ete., si 'on désigne
par P’ une autre fonction de p, par Q" une autre fonction de ¢, on peut
poser

o | =
R e,
et il en résulte
mX:-—-dj%a mY:-—%B-, mZ::—%-!j—'
et
Zm(Xox + Yoy-+20zs)= —0P' —8Q'—....

5. Supposons ensuite qu’il y ait des forces provenant d’attractions
mutuelles entre les points du systeme. Il faudra d’abord nous servir du
principe de la réaction égale et contraire i 'action, donné par Newton,
et qui peut s’énoncer ainsi : 8¢ un point matériel m exerce une action
sur un autre point m,, elle sera dirigée suivant la droite qui les joint, et,
de plus, le point m sera sollicité vers le point'm, par une force égale et con-
traire a la premiére.

Concevons d’apres cela que les deux points m et m, soient sollicités
'un vers I'autre par la méme force F et séparés par la-distance f.
Soient e, e, les projections des vitesses virtuelles de m et m, sur f; les
moments virtuels des deux forces F sont Fe, Fe,; or e + ¢, représente
la diminution de la distance /; donc la somme des moments virtuels
des deux forces F est — Fdf.

On peut encore obtenir cette expression de la manitre suivante. La
force F, qui tire m vers m,, a pour composantes

mX:F"")‘; x mY=F T‘f__ 7, mZ:FZ';z-
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Orona
Si=(z—a) + (r—n) -+ (5—5)%

éf_. -—7.— (82 — dz,) + : 24 f:""- (dy — o) + 2 ;:‘ (02 —dz,),

et il en résulte I'équation
—Féf=mX(dx — dx,) + mY (dy — oy\) + mZ(dz — dz,),

ol le second membre représente bien la somme des moments virtuels
des deux forces F.

Si I'action entre les deux masses m et m,, au lieu d’étre attractive,
était répulsive, il faudrait remplacer le moment — F df par + Fdf.

Posons
dd

= H]"; par suite, — Fdf=— d®;

P'attraction mutuelle entre deux points quelconques du systeme doo-
nant, dans le second membre de I'équation (2), de semblables termes
— d0'— 00" — ..., si I'on suppose que toutes les forees qui agissent sur
le systeme proviennent d’attractions vers des centres fixes et d’attrac-
tions mutuelles, on aura pour cette équation

d*x dy- dz 3 . : ™ o
2 (375 + o+ OF aa)__apﬂaq—... 80 — 3b'—. ...

Si l'on pose
U=—(PP+Q+ .. 4D+ D'+...),

on aura
(5) zm(%fa L a2 az) = JU.
La quantité U s’appelle fonction de forces et, plus généralement, toutes
les fois que le second membre de I'équation (2)
2m (Xdx + Yoy -+ Zds)

est une différentielle exacte dU, on dit que U est la fonction de forces.
Si I'attraction entre les points m, m,, m,, ... alieu en raison inverse
du carré de la distance, on a, pour la force qui s’exerce entre m et m,,
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mm . 5 mm . .
F= -%-, il en résulte — Fof =2 ; , et la partie de la fonction de
. . nm,
forces relative aux attractions mutuelles sera =

Si I'on suppose une force constante dont les composantes soient A, B,
. C, agissant sur le corps m dont les coordonnées sont @, y, z, la partie
correspondante de la fonction de forces sera Az + By + Cz. On a un
exemple d'une telle force dans la pesanteur; car, si un corps se déplace
a la surface de la Terre, le centre d’attraction étant tres-éloigné, I'in-
tensité de la pesanteur et sa direction peuvent ordinairement étre re-
gardées comme constantes sur ce corps.

Si le systeme est libre, toutes les variations oz, dy, 0z sont indé-
pendantes et 'équation (5) revient aux suivantes :

JI S e el -Ty"! mdr — ds!
dx, dU

Mg de,

PROPRIETES RELATIVES AU CENTRE DE GRAVITE.

6. Imaginons d’abord un systeme de points matériels entierement
libre. Nous aurons les équations du n° 3,

d*zx Uiy z
R}—;_mx, mw—mv, mF:mZ,
d*z,

m, —J“,"‘ — ﬂhx“

En additionnant ces équations, on en conclut

(r) dr’ —2 Zm VmY zm—_zmz.

Posons
r=a+E, y=b<+n, z=c+4&,

a, b, ¢ étant les coordonnées du centre de gravité; nous aurons par
les propriétés de ce centre

Emyv=aZm, Emy=>bZm, EZmz—=cIm
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ou
DIE =0, S0yt IEm s —03

nous avons done aussi

L da dy_dby d'z _dic
Z P T b Zm Z dt’—d!’Z' b i dt'Em‘

et il en résulte, au lieu des équations (1),

d*a d* b e
Wzm =me, T Zm :ZmY, s Em _Zmz.

Dans les seconds membres, les actions mutuelles disparaissent, puis-
qu’elles sont deux & deux égales et contraires; il ne reste done que des
forces provenant d’actions extérieures au systeme. Les trois équations
précédentes donnent le théoréme suivant :

Le mouvement du centre de gravité d’un systéme libre est le méme que
st les masses de tous les corps élaient réunies en ce point, et que toutes les
Jorces qui agissent sur le systéme fussent transportées au méme point.

Il faut remarquer que des choes entre les corps du systeme ou des
explosions ne changent pas le mouvement du centre de gravité; car,
d’apres le principe de la réaction égale et contraire A I'action, il n'en
résultera que des forces égales et contraires qui se détruisent dans Ics
trois équations du mouvement du centre de gravné

Supposons ensuile que le systeme soit assujetti a des liaisons et qu’il
existe une fonction de forces U. Nous aurons 1’équation

'z A2y d*z 14
Em(a-?,-ax -}-Fa}”'}--‘max’.)—alju

Concevons que U et les équations de condition ne dépendent que des
différences entre les coordonnées paralleles, de sorte que U et ces équa-
tions ne changent pas quand on augmente tous les # d’'une méme
quantité o, et de méme pour les y et les z. C’est ce qui aura lieu toutes
les fois que U et ces équations ne renfermeront que les distances mu-
tuelles des corps.

Nous pouvons done prendre tous les da égaux & « et les dy et dz
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égaux & zéro, et alors I'équation précédente devient, en la divisant
par «,

dz 0 dU

di* — L dx
Le second membre est nul; car, si nous faisons croitre tous les «
d’'une méme quantité %, 1'accroissement de U est nul, et si % est infi-

: ; : U
niment pelit, cet accroissement est hE -“E; on a donc
zm-d’x o
TR
m d"‘)" =0 jﬂl 2 =03
Hpiis <= a5

a, b, ¢ étant les coordonnées du centre de gravité, ces trois équations
reviennent aux trois suivantes :

et de méme

da db dic

d[}——o, .Zfﬁ-:o, 'dFZ:O;

donc, en désignant par p, ¢, pi, ¢,, ps» ¢» des constantes arbitraires,
on a
a=p+ql, b=p+qt, c=p+ql,

et, par conséquent, le mouvement dii centre de gravilé est rectiligne
et uniforme.

Les (rois équations précédentes peuvent s’écrire-
Zmx=p+ gt, Zmy=p +qt, EZmsz =pa+ qal,

et représentent trois intégrales des équations différentielles du mou-
vement.

PRINCIPE DES FORCES VIVES.

7. Prenons pour déplacement virtuel de tous les points d’un systeme
le déplacement qui a effectivement lieu dans I'instant dz. Alors nous
avons pour les variations de toutes les coordonnées

(a)gol Oz =dzx, Oy=dy, &z=ds.
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Toutefois cette hypothése n’est admissible qu'autant’que les liaisons
sont indépendantes du temps ¢; car, si /= o est une des équations de
condition données, les déplacemenls virtuels satisfont a I’équation

df6x+d§6y+:ifaa+ df 6z +.

= 0,

que.l’on obtient en faisant varier toutes les coordonnées des points,
mais en supposant le temps constant s'il y est renfermé. Au contraire,
équation /= o devant étre satisfaite a tout instant du mouvement
qu'effectue réellement le systeme, on devra pour ce mouvement diflé-
rentier cette équalion, en [aisant varier ¢, et 'on aura

4 i af i
d.r+ dy+‘izdz+...-+— d‘a’t._.o,
Il est donc évident qu'on ne peut admettre les équations (1) qu'autant

que les équations de liaison ne renferment pas le temps.
Introduisons les expressions (1) dans I'équation

d’_)" d*sz X s
Zm(dt’ g dy - ST 6:.) Zm(){c}x-}— Yoy + Zdz),
et nous aurons
d’x d' ? d*sz -
Zm(_d-?’- dx + _d% dy + s dz) -;Em (Xdx + Ydy + Zdz).
Le premier membre est la différentielle de
1 dz\* dy\? i dz\?
2 Em ( di dTr) *J’
et, si 'on désigne en général par ¢ la vitesse de la masse 7, on a
-;:d);nw’: Zm(Xdz + Ydy + Zds).
Daus le cas ou il existe une fonction de forces U qui ne renferme pas

le temps, les équations (1) rendent 0U égal a dU; le second membre de
I’équation précédente est donc aussi égal a dU; celte équation s'intégre
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immédiatement et donne

. :
= Emei=U+h,

h étant une constante arbitraire. Remarquons, en méme temps, que

I’équation o A ;
't dx\? day 2 iz 2 oF :
2 (&) (@) +(F) |=u+»

.est une intégrale premieére des équations différentielles du mouvement.

On appelle force vive d'un point le carré de sa vitesse multiplié par
sa masse, et force vive d'un systéme la somme des forces vives de tous
les points du systeme.

Done, dans un systéme assujetti a des liaisons independantes du temps,
et pour lequel il y a une fonction de forces ¢galement indépendante du
temps, la demi force vive du systéme est égale a la fonction de forces
augmentée d'une constante. C'est Daniel Bernoulli qui a énoncé le pre-
mier ce principe dans toute sa généralité.

Désignons par ¢ (@, y, z; @,, ¥\, 5,,...) la fonction de forces U,
par ¢, la valeur initiale de la vitesse de chaque masse m et p.u' a, B, e
@i iy Y1 -+ les valeurs initiales de @, y, 5, @y, ¥, ,,...; puis écri-
vons la fm'mule ci-dessus pour deux instants du mouvement, et retran-
chons les deux équations I'une de 'autre, nous aurons

i (Zm—=Zme}) = (2, ), 3520600 3.0 ) — (@, By ¥yeee)y

et, par conséquent, la demi-variation de force vive d’un systeme a deux
instants du mouvement est égale a la différence des valeurs de la fonc-
tion de forces a ces deux instants; done, en particulier, si le mouve-
ment d’un systeme en ramene au bout d’un certain temps tous les
points & une position antérieure, la force vive n’aura pas changé dans
cet intervalle de temps.

Si nous désignons par F I'action mutuelle qui s’exerce entre deux
points matériels m, m, d'un systeme, et par / la distance qui les sépare,
d’apres ce que nous avons vu (n°5), la partie correspondante de l'ex-
pression

Em(Xdzx +Ydy + Zdz)
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est égale 8 — Fdf, si'action est attractive, et & + Fdf; si 'action est
répulsive. Ainsi supposons -le systeme sollicité seulement par des
actions mutuelles et répulsives, et nous aurons

- 7 '3
1 5
;[.-.."mu’——va: :J F, df; +[ F.df, +. ..,
. . oy iy
en désignant par e, ., ... les distances mutuelles quand les vitesses
sont représentées par ¢, et par 3,, [3,, ... les distances quand les

vitesses sont représentées par ¢. Le second membre sera positif, si [3,,"
{2, ... sont plus grands que 2,, «,. .. . D’aprés cela, puisqu’on sait que,

dans un gaz, I'action qui s’exerce entre les molécules est répulsive,

on en conclut que, suivant qu’une masse de gaz se dilate ou se con-

dense, sa force vive augmente ou diminue.

8. Le principe des forces vives a également lieu lorsqu’on rapporte
les mouvements des corps & leur centre de gravité. Soient a, b, ¢ les
coordonnées de ce centre et £, v, & les coordonnées paralleles aux pre-
mieres de chaque masse m, prises par rapport a ce centre. Nous
aurons

z=E-+a, y=n+b, z=(+c;

et, par suite,
Em dz’+ dy*+ dz*\ _ da’ + db' + d¢ e da 2 dn
ek 5 e _”'Zm dt

5 de }dﬁ_l_ mgf_’g"_—kdr’-l—dC"
3G Qg+ ) m =

Les deuxieme, troisieme et quatrizme termes du seecond membre sont
nuls, parce que, d'apres les propriétés du centre de gravité, on a

Emt=o0, Zmn=o0, Zmf{=o.

Si donc on différentie I’équation précédente, on a

dz d’zx + dyd’y —+—dzd=~ dad a+dbd*b-+dcd’c Zm
E de? dt?

3 "'E dad’a-g-dqd’n—r-dﬁd’t;

de
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Mais on a trouvé ci-dessus I'équation

(1) Zm 2 T d:{:{:?_}— L s :Em(de-!— Ydy + Zdz).

Retranchons ces deux équations, et remplacons dz, dy, dz par
dt + da, dn -+ db, d§ + de, nous obtenons ainsi

d*a d*b die d'E d*n d"?;)
(daa—‘;- e dbﬂ_f-tT 2 dCJF) 2???: +2ﬂ1 (dEaF RF d‘!‘]m';- =t dcd—!,‘
=3m(XdE+ Ydn+ Zd¢) + Zm(Xda+ Ydb+ Zde),

et, comme on a (n°6)

d*a
{?F}..m:f.mx, S

il en résultera I'équation

dE At dn dn A AT\ . e
ZHI (3? a"ﬁ‘ i 3 :ﬁ’_ o -(-;E- mi-) —-ZHI(E(IE 4+ Ydn +Zd§),

qui est entitrement semblable a I'équation ().

Si les forces proviennent d’attractions mutuelles et fonctions des
distances, X, Y, Z sont les mémes fonctions des &, «, £ que des @, y, z;
le second membre est une différenticlle exacte et représente précisé-
ment dU, U étant la fonction de forces; done, en intégrant I'équation
précédente, on a

diE\* [dn\* [(dE\* ;
(2) ézm[(ﬁ'%) +(F:l) +(R§) ]:U+k,
A’ étant une constante arbitraire. Au reste, dans le cas actuel, faisons
@ = & + a, ... dans I'équation

S () ) s

ef nous aurons

DR A RV (IR )3

-
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Or nous avons (n° 6)

a3 by de
PR T L T LA ] ={(

7, 71» ¢ étant des constantes arbitraires; il en résulte
W=h—;(q+q +q)Zm

9. Lorsque le systeme est libre et que la fonction de forces est une
fonction homogene, ce qui a licu dans le cas d’attractions mutuelles
suivant la loi de la Nature, on peut déduire du principe des forces vives
une formule qui mérite d’étre remarquée.

En effet, si U est une fonction homogene des coordonnées du degré «,
on a

40040
(3) Z(xa+y@+za‘?)—_—am

le signe = s’étendant aux coordonnées x, y, z de tous les points du
systeme. Soit 7 la distance de chaque point a l'origine des coordon-
nées, on a

rr=az*-r' +3,
et I'on obtient ensuite

d*(ZEmr*) de\* 0 fdy\*' (dz\* dz dy _dsz
odg o) 42‘"[(5) +(HT) +(ﬁ) tEae T dr +‘EF‘]‘

ou, en désignant par T la demi-force vive du systeme,

1 d*(Zmr?) Ve d*zx d'y d'z
= —2T_2m(x~(a—2 HlAs +zdt=)'

Orona
mi’f_d_ﬂ md’y__ii’_g md’z_dU
de — dz’ dar — dr’ de.~ dz
et, en se servant de I'équation (3),

d*(Zmr?)

o = 4T+ 2aU.

Ensuite on a, d’apres le principe des forces vives,

T=U+/h;
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on arrive done a cette formule

E%T”i'_l = A Y

Si I'on fait absolument le méme calcul en placant I'origine des coor-
données au centre de gravité du systeme, supposé sollicité seulement
par des attractions mutuelles, et qu'on se serve de I'équation (2), on
trouve, en désignant par R la distance de chaque masse au centre de
gravité,

& (EmRe)
de

= (§ + 20) U + 4.

Remarques sur la stabilité d'un systeme libre.

10. Concevons un systeme sollicité par des actions mutuelles toutes
attractives et s’exercant en raison inverse du carré de la distance; on
aura o = — 1, et, en faisant 2mR* = S dans la formule précédente,
on obtiendra

d’S

~— = U -4/,

dr 4
Si le systeme est stable, ¢’est-a-dire si aucun corps ne doit s’éloigner
indéfiniment du centre de gravité commun, la quantité S ne doit pas
pouvoir croitre indéfiniment. En intégrant cette équation entre zéro
et ¢ et désignant par S une constante, on a

gn'se 3 - /
E?“‘S*’"“fn (U +2k) de,

et, si u désigne la plus petite valeur de U entre zéro et , on a

ds ’ ]
= — 8, > (2u+4M)t.
Intégrons de nouveau, et soit S, la valeur de S pour = o, nous
aurons
S§>8,+ 8, t+ (u+2h') 2

Je dis que 2/’ est négatif. En effet, u est essentiellement positif; si
donc 2/’ était positif, en faisant croitre ¢, on obtiendrait des valeurs
3



18 DYNAMIQUE ANALYTIQUE.

de S qui grandiraient indéfiniment, et la stabilité n’aurait pas lieu.
Ainsi 2/’ et méme u + 2/’ sont négatifs.

En second lieu, U + 2/’ n’est pas constamment négatif, car autre-
ment, en désignant par v sa plus petite valeur absolue, on aurait

S<S+8St—ut?

et S prendrait des valeurs négatives indéfiniment croissantes, ce qui
est absurde.

Puisque u + 24’ est négalif, on voit que U -+ 2/ est tantot positif,
tantot négatif, et, de plus, il a été prouvé que 24 est négatif. Or, en
désignant par T’ la demi-force vive du systéme prise par rapport au
centre de gravité, on a, d’apres la formule (2) du n° 8,

T=U+A ou 2T—U=U+2/l;

done, dans un systéme libre sollicité par des attractions mutuelles suivant
la raison inverse du carré de la distance, la force vive du systéme autour
du centre de gravité est tantét plus grande, tantdt plus petite que la fonc-
tion de forces, mazs elle est toujours plus petite que deux fois cette fonction
de forces.

1l résulte de la que, pour que ce systeme soit stable, il faut que la
force vive initiale autour du centre de gravilé soit plus pelite que le
double de la valeur de la fonction de forces a I'origine du mouvement.

11. Si le Soleil agissait seul sur le mouvement des planttes, elles
déeriraient exactement des ellipses dont ce corps serait le foyer, et la
cause peincipale de la stabilité du systeme planétaire provient de ce
que ces orbites sont fermées. Or M. Bertrand a reconnu le premier que
la loi d’attraction de la Nature, découverte par Newton, est la seule
qui donne de pareilles orbites. Voici la démonstration qu'il en a
donnée :

-1l s’agit de prouver que, parmi toutes les attractions décroissant
avec la distance, celle de la Nature est la seule pour laquelle un corps
attiré vers un centre fixe et lancé dans une direction arbitraire, avec
une vitesse qui ne dépasse pas une certaine limite, décrira nécessaire-
ment une courbe fermée autour de ce centre.

- Désignons par r la distance du corps au centre d’attraction, par &
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I'angle de ce rayon avec une droite fixe, et par ¢ (r) la force d’attrac-
lion exercée par ce centre sur le corps. Les deux équations différen-
tielles du mouvement sont, en mettant ce centre a 'origine des coor-
jlonl}écs,

gi‘f——_ ()‘f fﬁ:-—_ (,.\,I.
d‘: e P r dt? S eir) r )
on en déduit
dt? Y dpss?
et, en intégrant, ;
@ 3115 dei I
*dt v Pl

k étant une constante arbitraire. Introduisant » et ¢ au lieu de « et y,
on a

d9
f:;:[—‘- -—-—fi.

On déduit des deux mémes équations, ou par le principe des forces
vives,

dr? - r*dB?
Al —2 fg(r)dr,

si ’on pose

il en résulte
diz o atdeal: 63}
Gl B i Pt

Multiplions par 2dz, puis intégrons en posant
w(z) =2/¢(2)ds,

et nous aurons, en désignant par 2 une constante arbitraire.

L e L A
(EO_) S — 1—2 '(BL~]~—-)'J_O,
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on en déduit
di — =+

d-
\/& -+ —w 32

Si la courbe donnée par I’équation qui a lieu entre z et 0 est fermée,
la valeur de rou celle de z aura au moins un maximum et un minimum

pour lesque]a —= sera nul, et les rayons vecteurs correspondants seront

des axes de ri)-melrle de 'orbite; car, si I'on fait varier r ou z a partir
de P'une de ces valeurs et que I'on compte I'angle ¢ & partir du rayon
correspondant, la formule précédente donnera pour 6 deux valeurs
égales et de signes contraires. Or, quand une courbe a deux axes de
symélric, en pliant la figure autour d’un de ces axes, on obtient, par le
rabattement du second, un troisicme axe. En pliant ainsi la figure suc-
cessivement autour de chaque axe, on en obtiendra une infinité, si
'angle que font les deux premiers axes n’est pas commensurable avec
deux angles droits, ce qui ne peut avoir_lieu pour aucune courbe fer-
mée autre que le cercle. Si donc « et 3 représentent le minimum de 5 et
le maximum qui le suit, on a l'équalion

[ \/ﬁ+;’, z)—z’,

ol m est un nombre commensurable et = le rapport de la circonférence
au diametre.

Supposons que, la. fonction = (z) étant donnée, on obtienne des
orbites fermées, en faisant varier 4 et £* entre certaines limites. Quand
% et £* ne seront plus tous deux entre ces limites, la courbe pourra
n’étre plus fermée, mais elle possédera encore la méme équation et
les mémes axes de symétrie; de sorte que nous pourrons supposer
alors A et k* susceptibles de toutes les valeurs réelles.

(1) mr =

. i dz . .
Puisque l'on a —- = o pour z = « et z = /2, il en résulte
q di P I

h-|—£l’m{a]——a:’:o, ft—hﬁ-l-aw{ﬁ)*-ﬁ’:O;

par suite,
1 3 — o h:a’w(ﬁ‘l“‘ﬁim(“}

= S(p —wla) w(B) —w(a)
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et I'équation (1) devient

B dz I,ft?n TR @)
(2) mm :f e e AR i3 Vw(P) — wla)
o

- i [ as i > -1 TR T2
Ve'w (B) — B () + (8 — 2')w(z) — &*[w(B) — w(a]]

La fonction = (z) doit étre telle que cette équation ait lieu pour toutes
les valeurs de % et k et, par suite, de « et 8. Le nombre commensurable
m doit étre constant d’une orbite i 'sutre; car, s'il changeait, une va-
riation infiniment petite dans les conditions initiales apporterait un
changement fini dans la disposition des axes de symétrie de la courbe.

Supposons ¢ et (3 infiniment peu différents, et posons

f=a+ u,
u étant infiniment petit; comme z reste compris entre et 3, on a aussi
Z=a -+,

y étant infiniment petit.

En négligeant les infiniment petits du quatrieme ordre et désignant
par w'(), w”(«) les dérivées premiere et seconde de = («), nous aurons,
pour la quantité soumise au radical du dénominateur de (2),

(o (2) — 20" ()] (@ ).— uy*),

et la formule (2) devient

ol 70 \/E_T)n—

OB e
aw” («) f Juy— g
S

o' (o

2 © () — 2w’ ()
ou
w’(a) _ m'—1
o (@) mia

On en déduit, en désignant par A et B des constantes arbitraires,
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Mais, dans ces formules, 72 n’est pas un nombre commensurable quel-
conque. En effet, la formule (2) devient

mree= e — —— e —— e

1 ) ] ] 1
¥ a:ﬁjLF — “1'_5 o (;_:,:__au} 32_:_"1 S (ﬁa_m' e az";ﬁ)zz

i 1 2 3 :
Supposons d’abord 2 — — positif. Laissant 3 quelconque, nous pou-

vons supposer ¢ tres-petit et, passant a la limile ol « est nul, nous
déduisons de cette formule

B dz :
mr :j e £
r
0

T
\/ﬁﬁ z!_;ﬁ v 2

et, par suite, m = 1. On en conclut

. A
i) = =5

ks

el 'attraction a lieu en raison inverse du earré de la distance.
LY
. I ’ . . .
Supposons ensuite 2 — = négatif. Laissons « quelconque et faisons

{3 = o, nous aurons
- f" dz
fE— - — =
i o \fac’ =&

el ?lfr}::

[N I

et il en résulte

e s

W |

I
2

par conséquent, une attraction proportionnelle & la distance donne
aussi des orbites fermées; elles ont deux axes de symétrie passant par
le centre d’attraction. Ces deux attractions sont les seules qui satis-
fassent & la condition cherchée.

PRINCIPE DE LA CONSERVATION DES AIRES.

12. Imaginons un systeme de points matériels; rapportons-le a un
systeme d’axes rectangulaires dont I'origine soit en un point O, et
exprimons la foneticn de forces U et les équations de liaison au moyen
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des coordonnées relatives & ces axes. Si 'expression de U et les équa-
tions de liaison sont les mémes, quels que soient les axes rectangulaires
menés par le point O, il en résulte trois équations remarquables que
nous allons obtenir.

Alors la fonction U et les équations de condition ne changent pas
de forme par une rotation des axes de coordonnées autour du point O.
Telle est, par exemple, I'équation

(2—2 )+ (p—n)+(z— 2=

qui exprimerait que la distance entre deux points du systeme est
constante et égale & /.

Exprimons que la forme d’une fonction des coordonnées des points
du.systeme
f(x"y'! Z; x|| J":, z“‘..]

ne change pas par une tronsformation autour de l'axe des z. Faisons
tourner les axes des @, y dans leur plan d’un angle «, et désignons
par &', ¥’ les nouvelles coordonnées par rapport & Ox, Oy; nous
aurons

x =x'cosa — y'sine,

y=xz'sina + y'cosa,
et, 8i nous supposons « infiniment petit,

r=2zl—ay, r= y' 4 ax'

et la fonction / devient

; w17 <y dz\'
fl.x!!y?: B AT AT Zl,.. '+“s‘( d} t{f)

et, puisque la fonction f ne doit pas changer de forme,
E AL AN
( dy SVt =
On pourra procéder de méme par rapport aux axes Oy et Oz, et 1'on
aura
2 ar __df
Yz T @y )ﬁ 2

Y& )=e
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Comme toute rotation autour du point O peut se décomposer en trois
rotations autour des axes des @, ¥, =, il est clair que les trois dernieres
équations expriment que la fonction / ne change pas de forme par une
rotation quelconque des axes autour de l'origine.

Imaginons un déplacement virtuel autour de I'axe des z, lequel est
compatible avee les liaisons, puisque les équations de liaison ne
changent pas par les accroissements qui en résultent pour les coor-
données. Posons done

& =rcoso, y=rsinog,
en supposant r constant et ¢ variable, et nous aurons
8z = — rsing dg = — ydyp, dy=rcosgdp ==xdy, 0z=o.
Par suite, I'équation
(a) Em(‘;‘f + 85 Qaz):au
deviendra

d*z d’y dU dU
6092m(~—y-d—t= d‘3)=6¢2(—a—y+ @.r)

Or, d’apres ce qui a été prouvé ci-dessus, on a

STeileep i,
...4( SO
o S LA
m( g Vg T

et, en intégrant, '

S(e s t)=c.

C étant une constante arbitraire. On a de méme, en désignant par A
et B deux constantes arbitraires,

on a done

g Sl == )=
(3) Em(z%-—xj—f)::ﬂ.
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~13. Pour arriver & ces trois équations, nous avons supposé qu'il
existe une fonction de forces; sil n'en existe pas, on devra remplacer
le second membre de I'équation (a) par

Zm(Xox + Yoy + Zdz),

et, d’aprés le raisonnement précédent, on trouvera

dy dia
(4) zm (x—dTT- —y?ﬁ-;)zgm (Y —yX),

si les liaisons permettent au systeme de tourner autour de I'axe des z,
et en y ajoutant

T I
(5) Em(y-{ﬁ;—-z%?{):Zm(yZ—zY),
dx d?z i .
(6) Em(zw—xd—tr) ::Em[zk-x?,;,

nous aurons {rois équations qui auront lieu toutes les fois que le sys-
teme est entierement libre de tourner Jautour de I'origine 0. Si le
systeme n’est sollicité par aucunc force extérieure ou s'il ne 'est que
par des forces dirigées vers 1'origine, on a

Zm(zY —yX)=o0, 2Zm(yZ—3Y)=o0, Zm(zX — 2Z)=o,

et, par suite, on retrouve les équations (1), (2) et (3).

Observons que £ (xdy — ydx) est I'aire décrite pendant I'instant dt
par le rayon vecteur mené de l'origine & la projection du point m sur
le plan des @, »* : cette aire étant comptée positivement de I'axe des @
positifs vers 'axe des y positifs; x—dr-zirdx est appelée la vitesse aréo-
laire de la projection de m. Les équations (1), (2) et (3) expriment done
que la somme des masses multipliées par les vitesses aréolaires des
projections de ces masses, sur chaque plan de coordonnées, est con-
stante. Ce qui peut encore s'énoncer ainsi : La somme des masses de
chaque corps multiplices par les aires décrites par le rayon mené de ['ori-
gine a la projection de ce corps sur un des plans de coordonnées croit
proportionnellement au temps. C'est en cela que consiste le principe de

4
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la conservation des aires, ct les équations (1), (2) et (3) sont appelées
les intégrales des aires.

Il faut remarquer que, s'il arrive des chocs entre les corps du sys-
teme ou s'il y survient des explosions, les équations (1), (2), (3) n’en
seront pas modifiées, puisque ces phénomenes introduiront des forces
égales et contraires, et qui disparaitront des seconds membres des
équations (4), (5) et (6).

Les trois intégrales (1), (2), (3) ont lieu pour un systeme de points
libres qui s’attirent ou se repoussent mutuellement; mais elles ont lieu
plus généralement lorsqu'il existe une fonction de forces, et que cette
fonction de forces et les équations de liaison ne changent pas par un
mouvement des axes de coordonnées autour de 'origine. Les liaisons
satisfont effectivement a cette condition, quand les points sont liés
entre eux et a I'origine, mais ne sont liés & rien qui soit situé en dehors
de P'origine et du systeme de points. On a un exemple particulier de
pareilles liaisons dans un corps solide entierement libre de tourner
autour de I'origine.

D’apres le raisonnement qui a servi A obtenir I'équation (1), on aura
celte équation toutes les fois que la fonction de forces ne change pas
de forme par un mouvement des axes de coordonnées autour de celui
des z, et que le systeme est libre de tourner autour de cet axe. Suppo-
sons un systeme sollicité par des centres fixes situés sur une méme
droite, en méme temps que par des attractions mutuelles; supposons
aussi que les liaisons laissent le systeme libre de tourner autour de
cette droite. Prenons cette droite pour axe des z, les moments des
forces dirigées vers les centres fixes, pris par rapport & Oz, seront
nuls; on aura donc encore I'équation '

N (2 Coagagty . LR
oV, o AR 1T e
et, par suite, I'équation (1).

14. Les trois intégrales des aires se rapportent 2 une origine des
coordonnées immobile; on ne peut done les appliquer immédiatement
au systeme planétaire, puisqu’on ne peut assigner aucun point fixe
dans 'espace; on a cependant encore trois équations analogues.
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En effet, 2, y, = étant les coordonnées d’un quelconque des corps m
du systeme planétaire par rapport a des axes fixes, ona (n° 6)

2 m A 0 2 m (it o m ff-,-f £=—0
) P S 7/ o i paatese: e

Soient a, 3, 7 les coordonnées d'un pumt ayant un mouvement rec-
tiligne et uniforme, on a

o i a2 Yhe
?ﬁi—wo’ 7 Tl [ et

Transportons I'origine des coordonnées en ce point, et faisons
- o i S b R S R S oL

I'équation par rapport aux &xes fixes

"‘_m diy Iz
2. Yae Y ar s
deviendra

- Adbyl ¢ dia d'B st dia 0
2 ‘_dt, J’ d{’ ) = ;‘_’T[‘J- me - ?(-1_ 2“!]

en U'intégrant, on aura

I e
x -m- =y _(ﬁ- = consl.

On aura de méme les deux autres intégrales des aires. Le mouvement
du centre de gravité du systeme planétaire étant rectiligne et uniforme,
les équations (1), (2), (3) auront lieu si I'on prend ce centre pour ori-
gine des coordonnées. Par un calcul facile, on pourra ensuile trans-
porter l'origine des coordonnées du centre de gravité du systeme au
centre du Soleil.
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15. Si nous avons les trois équations (1), (2), (3) par rapport aux
axes de coordonnées Ox, Oy, Oz, nous aurons trois autres équations
entierement semblables par rapport & trois autres axes rectangulaires

menés par la'méme origine Oa’, Oy’, Oz,

Ay AT\
Zm(x at 7 dt)'_C'

,dz’ SN
2”‘(3’ T 'dt_)'—A’

’
, ds

G dx’ Aoy
2’"(5 W““"a?)—“’

A’, B, €’ étant de nouvelles constantes; proposons-nous de les expri-
mer au moyen des constantes A, B, C.

O passe du premier systeme de coordohnées au second, et récipro-
quement, par les formules suivantes :
z=az'+ by'+ ¢3!, F=ax+dy+a's,
y=dz'+Vy'+z, y=bx+by+bs,
5:-‘-‘.!"&"—}-6”]"—!—0”5', z’:cx+c’y+ﬂ"z,

a, b, ¢ étant les cosinus des angles de Ox avec Oa’, Oy’, 03, elc.
On tire de ces formules
yds' — z'dy = (be"— ¢'b") (yds — zdy) + (Ve — ¢"b) (3dx — xd3)
+ (be'—cb') (xdy — ydz);
or on a les formules connues

b'e"— b'=a, bece—c'b=a, bd—cb=a":
on a done

y'ds' — 3'dy' = a(yds — zdy) + a' (3dz — xdz) + a" (zdy — ydz).
Multiplions cette équation par 7, et faisons la somme de toutes les
équations semblables pour chaque masse : nous aurons

‘ i ;d.;VJ = 1a .dz d}" T dx ff
Zm(y e —Cﬁ-)_aZm(]aT-—z‘—ﬂ)ﬂ—a Zm(z Hid—xdt)
+a”zm (x g—yg‘f),
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ou, ce qui est la méme chose,
Al=—=aA 4 a B+ a’C,

et nous avons de méme
B'=0bA <+ 0B+ b7C,
C=cA+cB+c'C.

On conclut de ces trois formules que, pour trouver les constantes
des équations des aires pour un systeme d’axes rectangulaires menés
d’une maniere quelconque par Porigine des premiers, il suffit de
prendre la résultante de A, B, C comme si A, B, C étaient des forces,
et de projeter cetle résultante sur les nouveaux axes.

Si 'on prend P'axe des 2z’ suivant la direction de cette résultante, on
aura les trois ¢quations

Y e T e O
Eﬂ;(m T‘}T—J’ 'ﬁt—)—-JA + B +(_‘,

dz! ORI
2”1 Y W —t'B W)—-O,

Le plan des «', y' est alors celui du maximum des aires, et il a recu de
Laplace, qui I'a considéré le premier, le nom de plar inpariable. Ce
plan ne changerait pas, d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, par des
chocs entre les corps du systeme ou par des explosions.

Menons une droite perpendiculaire an plan invariable, et, & partir
du plan, portons sur cette droite une longueur égale a VA? + B+ C?,
en lui donnant la direction de la résultante de A, B, C; nous donnerons
a cette longueur ainsi menée le nom d’awe du plan wnariable.

Supposons deux corps atlirés par un centre fixe, et qui s’attirent
mutuellement. Le plan de P'orbite d'un de ces corps a chaque instant
est celui qui passe par le centre fixe et par la tangente 2 la courbe dé-
crite par ce corps; or il est aisé de prouver que l'intersection des plans
mobiles des deux orbites de ces corps se meut dans le plan invariable.
En effet, par le centre fixe menons des perpendiculaires aux plans des
deux orbites, égales respectivement au double de la vitesse aréolaire
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de chaque corps multipli¢e par sa masse, ¢t dans la direction voulue
d’apres le sens de cetle vitesse; puis prenons la résultante de ces deux
perpendiculaires, comme si elles étaient des forces : nous aurons I'axe
du plan invariable. Ces trois droites étant dans un méme plan, les trois
plans perpendiculaires & ces droites, qui sont les plans des deux or-
bites et le plan invariable, se coupent suivant une méme droite.

16. Remarquons ce théortme donné par Jacobi : St un systeme de
corps est sollicité par des actions mutuelles, et de plus par des centres qui
tournent autour d'un méme axe ayec la méme vitesse angulaire, ni le
principe des forces vives, ni aucune intégrale des aires n’ont lieu sépare-
ment ; mais, st l'on prend pour axe des z I'axe de rotation, on a cette
équation :

N[ () () (G | o Xm (= —r ) =0t

2 Lt dt dt) dt dt 4

en désignant par » la vitesse angulaire autour de l'axe de rotation, et
par | une constante arbitraire. Cette équation provient de la combi-
naison de I’équation des forces vives avec I'intégrale des aires relative
au plan des @, y. Cependant, ce théoreme élant sans application, nous
n’en donnerons pas la démonstration, qui est d'ailleurs fucile.

EQUATIONS HAMILTONIENNES.

17. Considérons un systéeme de 2 points matériels rapporté a trois
axes rectangulaires, et désignons par

(1) Fi=o, "EBi=o, g Yl

les équations, entre les coordonnées de ces points, qui expriment les
liaisons auxquelles le systéme est assujelti. Supposons aussi qu'il
existe une fonction de forces U; nous avons I’équation

diax dy o i el
(2) Zm(-ﬁ oz -+ FO)"%--JF-G‘-)-_-&U.

Posons
dx

SRR EPRRNGE B0,
e Sk dn Tl e

— — .
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nous aurons pour I'expression de la demi-force vive
T=4Zm(z" + y" + 3");

en différentiant T selon 9, caractéristique qui se rapporte aux déplace-
ments virtuels, on peut écrire ces deux formules

SR dx ' sayid ds
ol _agm(xm— eyl Jf)’
2 dy 2 dz
ﬁl‘ﬁzm(:c o~——1 Yooy +3 6}-5):,

changeons I’équation (2) de signe, puis ajoutons T aux deux mem-
bres; nous pourrons la mettre sous cette forme

, dx 0,er ,dz ot g de s ds
SEm( g ¥ Pk —m)—zm(x =iy 6 —— 57 67)

dz' oz d;-' kst %
—Em( S oy +-“_oz)_6T—oU.

Représentons la fonction T — U par H, et I'équation précédente de-
viendra

dz , dy , dz o
6an(x o5 s dt) EHZm(xox-l—y 8y + z'dz) = dH.

Représentons les coordonnées @, y, z par la lettre Q affectée des in-
dices 1, 2, 3, ..., 3n, et les quantités ma’, my’, mz’ correspondantes
par la lettre P affectée des mémes indices, de sorte que I'équation pré-
cédente deviendra

d0| do . (I i
a(p.dt PS> ...)H-EE(P,aQ.+P,6Q,+...)__6H.

(3)
Au moyen des r équations de condition (1), on peut.réduire le

nombre des variables Q ou @, y, z & 3n — r; mais plus généralement

on peut exprimer les variables Q d’une infinité de -manitres au moyen

de 3n — r nouvelles variables et de maniere que leurs expressions sa-

tisfassent identiquement aux équations (1); désignons par ¢,, .

ces 3n — r nouvelles variables, et choisissons des variables p; en méme
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nombre que les ¢;, et qui satisfassent & I"équation
{4) P| aQ| -+ P: aq; T p}aq& = p| aQ| -+ P:an .. == PmaQ;n,

en posant 3n —r=~/%. Si 'on prend les variations virtuelles égales
a celles que subissent effectivement les variables ¢;, Q; dans I'in-
stant dt, on déduit de 'équation précédente

dq. dqi _ , dQ dQsn
(5) R N TR P = i T e B

L]

et, par suite, I'équation (3) devient

1 d »
( 'Eq_ s pi .«{T) a4 (pr9q 4. .= pidqs) = oH,
oun encore
d 1 . » d I & d »
(A) L ap, + +d7‘i‘ap;_?{;_oq.—...-%aqman;

or il n'existe plus d’équations de condition entre les nouvelles va-

riables; si donc on met i la place de oH sa valeur

' By Mg By dH,
dg‘ [/ (i P Pr e dpﬁ Pk

et qu'on égale dans les deux membres les coefficients des variations,

on aura les équations

5 o dp. = dp, HEREN Ay rlp*
(B) E&___dH t_’!&_—_@ : dpp _  dH
TR 77 SO A CT A S Y77 ST

données par Hamilton.

18. Examinons les variables p; les variations dg sont indépendantes
dans 'équation (4), et I'on en conclut, pour les valeurs de s égales
Bl s Dy rcsinky

5 dQ, dQ, dQsn
(6) Pa— PI'JE: +p1‘T§h— .ot Pyp—— dq,
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Telle est la formule qui permettra en général de passer des variables
de I'équation (3) & celles de I"équation (A) et des équations (B); mais,
en se rappelant ce que désignent les quantités Q, P, on peut obtenir
de p, une autre expression. On a alors, en effet, '

= dx ,dy ,dz .‘
Pa—Zm (x G4 -i—y G W)

or on a, en désignant par q,, Gss .-+ les dérivées de ¢,, s, ... par
rapport a ¢,

(7) p=0F_dz ,  d=
7 L _d.'q.q' dqs gk

On en conclut la premiere des trois équations

d! _dz dy' _dy di _ds
dg; — dgq.’ d¢, — dq. dg,  dq.

et les deux autres s'obtiennent de méme; on a done enfin

(8 —-an ’gﬁr_..l_. "E =W d‘ fi;[‘.
) R dg; 7 dg; T dgy) T dy,

D’apres cela, on aura la quantité p; en exprimant T en fonction des
variables ¢ et de leurs dérivées ¢’ et en prenant la dérivée de T par rap-
port a ¢.. La formule (8), écrite pour s =1, 2, ..., £, donne lieu & &
équations linéaires par rapporta ¢, ¢,, ..., g3 tirons ¢, ¢, ... de ces
équations en fonction des variables ¢;, p;, et portons-les dans I'équation

' P 4 pags .+ prg=2T,

qui résulte de l'équation (5), nous aurons T exprimé au moyen des
variables g;, p;, et nous pourrons former les équations (B).

J'ai donné la démonstration qui précede des équations de Hamilton
dans le Journal de Liouyille, 1874. Ce qui fait que la démonstration
précédente de ces équations’ est plus simple que celles qu'on avait
données jusqu'alors, ¢’est que 'on remplace I'équation (2) par I'équa-
tion (3), qui est d’'une forme plus générale et qui renferme cependant
les mémes propriétés 4 démontrer. La généralisation a alors pour effet

5
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de forcer i aller au but par la voie la plus directe. Remarquons que, au

contraire, I'équation

L T
V=)

est fondée sur la forme particuliere des quantités Q, P. Nous allons
toutefois démontrer que cette équation a lieu toutes les fois que la .
fonction H de ’équation (3) se compose d’une fonction — U qui ne
renferme que les variables Q et d’une fonction T homogene et du second
degré par rapport aux variables P, qui contient les variables Q d’une
maniere quelconque.

19. En effet, T étant homogene et du second degré par rapport aux

quantités P, on a

dT dT
al = P| RP—I e oo == Py C—{{_’;‘,,’

I’équation (3) peut s’écrire

drQl dan dpl a dPM . g .
5P|‘+‘- St -Tu—apm— _dT OQI N '_d't_ UQJ" =oT — UU‘

on suppose qu'il existe des relations entre les variables Q; mais, comme
il n’en existe aucune entre les variables P, les variations 0P sont indé-

pendantes, et I'on en conclut, T étant fonction des Q;, Py,

- dT govve dT : [} g
TPI—Q:: _JE”Q” A%y 8 TP Wi
on aura donc 2T =P, Q, +P,Q, +..., et, en vertu de I'équa-

tion (5), 2T =p(q} + P2gs + - .. -+ Pxqis nous en déduirons
28T = p. 0, + ...+ padqy -+ ¢\ 8p. +. .. -+ ¢, Op.
D’autre part, en vertu des premieres équations (B), on a, en général,

r

_dH _dT,
= =
il en résulte

T =n.dq. L8, ﬂa - ,.}_dla
a0l =pogq,+.. Pk q"ﬁkrip. fi2he SO —dpi Pk
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Or on a, en supposant T exprimé au moyen des ¢;, pis

~

dT s dT

rf
o= ﬁ ap -+ f!'P.l- Pk-i dq 6q. dq Uql;

en retranchant cette équation de la précédente, on obtient

LYY

n t - _r dT b3
T =p 8¢, +. ..+ pr8¢i— T 0q, — S

Done, T étant exprimé au moyen des quantités ¢;, g, on a, comme
il fallait le démontrer,

20. L’équation (A) présente certains avantages sur les équations (B).
En effet, I'équation (A) est encore applicable dans le cas ot il n’y a pas
de fonction de forces, tandis que les équations (B) ne le sont plus; il
suffit alors de convenir que, dans 0H = 0T — 06U, 06U n’est pas une
différentielle totale tant qu'on n’imagine pas toutes les variables expri-
mées en fonction de ¢, et de remplacer 0U par

Zm(Xox + Yay -+ Zdz),

X, Y, Z étant les composantes des forces; en remplagant les variables Q
0u @, y, 5 par ¢,, s, «--» i, cette expression prendra cette forme
G: 6q| -t G; aq; e e Gtaq‘o
Substituons dans le second membre de I'équation (A) Iexpression
dT ? dT dT s i
6Hu—7}«6q, qé‘q;+ Pé‘p. = af)p;—[z.oq,-—...-—:(}ﬁq;,

et ensuite égalons entre eux les coefficients des variations dans les
deux membres; nous aurons, au lieu des équations (B),

dgi il dg, _dT
dt = dpi’ dt idpe: :
dpi i wud i dTe. -
R dq‘+G" W”_'@+(’”

Un autre avantage de I’équation (A) consiste en ce qu’elle peut en-

5.
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core étre admise dans le cas ol les variables ¢; satisferaient a des équa-
tions de condition. En effet, considérons »’ des équations (1)

(9) R, =0, Bk O RN o R

r' étant < r et pouvant se réduire  zéro; il est possible d’exprimer les
variables Q i 'aide de 3n — r’ variables que nous désignerons par ¢,,
@av -y i» 0 faisant £ = 3n — 1, et de telle sorte que ces expressions
des variables Q satisfassent identiquement aux équations (9). En sub-
stituant ensuite ces expressions dans les r» — 7’ équations (1) qui n’ont
pas encore été employées, nous aurons 7 — 7’ équations de condition
entre les variables ¢;
]..::(J, L1:0, b

Alors, en posant I'équation (4), on sera encore conduit a I’équation (A),
mais dans laquelle les variations dg, dp ne seront plus indépendantes.
Les variables p, seront encore données par la formule
e

Ferit}
En effet, les variations d¢ n’étant plus indépendantes dans I'équa-
tion (4), 'équation (4) n’entraine pas nécessairement I'équation (6);
mais il sera permis de poser d’abord les £ équations renfermées dans
I'équation (6), ce qui entrainera 'équation (4). Enfin I"équation (6)
conduit, comme ci-dessus, a I'équation (8).

Nous avons admis, dans ce qui précede, que les liaisons ne dépendent
pas du temps ¢, auquel cas le principe des forces vives est applicable,
si U ne dépend pas non plus de ¢, d’apres ce que nous savons et
commé on le voit aussi d’apres I'équation (A) qui se réduit i

dH=0 'ou H=const.,

quand on suppose que les variations virtuelles sont prises suivant les
déplacements effectifs.

21. Il est aisé de modifier notre analyse pour la rendre applicable
au cas ol les équations contiennent le temps. Il faut remarquer qu’a-
lors les variations virtuelles ne peuvent se confondre avec les déplace-
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ments eflectifs, de sorte que I'équation (4) ne conduit plus & I'équa-
tion (5).

Les équations de liaison équivalent aux équations qui expriment les

3n variables Q; au moyen des 3n — r variables ¢; et qui renferment
actuellement le temps ¢,

QI_—"GI[ql) G2y ., oy qh ”’
Q:=10:(q1, G2s. 210 Ghs L),

et, si I'on éliminait ¢,, ¢., ... entre ces 3» équations, on aurait un sys-
teme de r équations équivalent aux équations de liaison données.

Les variations 0Q,, 8Q,, ... de I’équation (4) s'obtiennent en faisant
varier ¢,, ¢., ..., mais en supposant ¢ constant, ainsi que cela résulte
du principe des vitesses virtuelles; ainsi I'on a

db; dﬁ;

db;
aQa — "_'l | df}'

3(]; ;?—q'-; 6q(’|

Désignons par 6; la dérivée partielle de §; par rapport a Z; nous aurons,
pour la dérivée totale,

dQ,‘ o kA ﬂw; ' ffg,' is
W_G,-—i—‘?é-lql—n—..A—E&-lqk.

les variations ¢ étant arbitraires, on peut faire en particulier, et pour
toutes les valeursde s =1, 2, ..., k,

59‘, o q:.(f.!,

o= (Gt —,) .

L’équation (4) ne donnera done plus I'équation (5), mais la suivante :

el il en résulte

dq' dq e d0| ffnp i1 T §5 1
PIW . == Pk “ EE i i T e pjd P.f:!‘l p,gk_

Par 1a I’équation (3) devient

3o Gy e SE) = G5 (P00 pud) = (= R0, P~ )
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Ainsi I'équation (A) subsiste, pourvu qu’on y change H en
WP pog

et les équations (B) subsisteront aussi avec le méme changement. Les
variables p continueront d’ailleurs i étre données par les équations (8).

SUR UNE FORMULE QUI RENFERME TOUTES LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU MOUVEMENT.

22. Supposons que I'on donne la position d’un systéme & deux in-
stants différents et déterminés; les équations différentielles du mou-
vement sont renfermées dans la formule

.

(a) 3f(T - U)dt=o,

I'intégrale étant étendue a tout l'intervalle de temps compris entre les
deux instants donnés.
En effet, si I’on pose

d‘?—x’ Elr— of “‘z_...l
B S G i

on a pour la demi-force vive

T=1iZm(z'"+ y'" + 37),
et I'on a ensuite

8 Tdt = [3Tdt=[Sm(z'dz'+ y' '+ 5/ 33") dt

do.z dqr _,dds
IZ ( o g 7&')“"
o Z o dy d*z
= E m(z'dzx+y'dy+z'd —f E m( ﬁ: H‘ 6f+‘—{':—du)({t

Puisque les positions de tous les points du systeme sont données a
I'instant initial et & 'instant final, on a, pour toutes les masses m,
dx = 0, 0y = 0, 0z = o i ces deux instants. Donc, si I'on prend les
intégrales dans I'intervalle de ces deux instants, on a

g0y
a/}dL_-:[ESm(dp mg%thFéadL
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I’équation (a) devient donc

dx d1 d,o,\
f[Z (dt’ t__ﬁ_l-d')_; dir )—OU](H._G‘

le temps final étant quelconque, cette équation revient a celle-ci :

&z d’y s IRUAS "ga N
(b) Em(dﬂ S w—u_r—cv—d—!-,—()z), 30,

~ qui renferme, comme on sait, toutes les équations différentielles du
mouvement.

Equations différentielles de Lagrange.

23. Nous allons déduire de 'équation (), donnée par Hamilton, les
¢quations différentielles de Lagrange qui servent & exprimer le mouve-
ment d'un systeme. Désignons par z le nombre des points du systeme,
et soient ¢, s, ..., ¢4 les £ variables an moyen desquelles on peut ex-
primer les 3n coordonnées , y, =, d’apres les équations de condition
supposées en nombre égal & 3n — £. La demi-force vive T dépendra
non-seulement des variables ¢,, ¢., ..., ¢;, mais encore de leurs déri- -
vées par rapport & 7, que nous désignerons par ¢, ¢,, ..., ¢i. Posons

A IS B L
I'équation (a) deviendra

3 Pdt = [3Pdl =0,

dP dP dp . db. o e
f(d_ql 0qi + .. s—~—-6qﬁi aq. —— 8¢, ik aq, dqﬁ)dt syl

Oron a

) dP
oy R I dp dq
fd; Sq'dt = fd- ddy = [ G dog = g — 3¢ dt,

et si I'on remarque, de plus, que toutes les variations dg sont nulles
aux deux limites des intégrations de 'équation (a), cette équation,
apres ces transformations, devient

R 24P
f(‘“’a P . dq, . dgy » )
dq, fI\'F--"F‘d—% G~ % —...— —3q Jdt=o.
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Comme il n’existe aucune équation de condition entre ¢,, ¢g,, ..., les
variations d¢,, d¢,. ... sont indépendantes, et, par conséquent, leurs
coeflicients sont nuls séparément, etil en résulte £ cqualmns renfer-
mées dans la suivante :

(E(—I-E
de; dR_
wdbrrdgy
ou ¢ est susceplible des valeurs 1, 2, ..., k. Remettons T -+ U au lien

de P, en remarquant que U ne contient pas g/, et nous aurons les
k équations de Lagrange renfermées dans celle-ci :

(f?:r
dg; dT __dU
; T e

Lagrange a fait un emploi continuel de ces éqmtions dans sa Méca-
nique ana{yugue, ces équations ont ensuite servi 2 obtenir eelles d’Ha-
milton; mais il est beaucoup plus 51mp|c et bien prel’emhle d’obtenir
ces derniéres équations directement, ainsi que je I'ai fait au n° 17, de
sorte que maintenant les équations de Lagrange ont surtout un intérét
historique.

PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION.

24. Le principe de la moindre action suppose que le principe des
forces vives a lieu. On a I'équation

Zm(a;t? oz —+ d rSJ = f"—"’iaz):au;

d’apres le principe des forces vives, on a, en désignant par ¢ la vitesse
de chaque masse m et par & une constante arbitraire,

(«) L3mer=U+h.
Supposons qu’aux liaisons données on en ajoute d’autres qui soient
indépendantes du temps; I'équation des forces vives continuera i sub-

sister, mais la constante % prendra, en général, une autre valeur, de
sorte que, en différentiant cette équation selon 0, on aura

Smvdv=oU+ dh.
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Tirons U de cette équation pour le porter dans la premiere, nous
aurons :
d*z n"r dz x
S 8z — ¢ O — dt.
2 (dt Oz - —=- oy + T voud!) oh

Or on a

_d’x§x+d’yé‘]‘-1-r{’zé‘z:d[dxé‘x+dy6y--|-d:6~)-—— (dz*+ dy* + dz?)
=d(dxdx~dydy +dzdz)—dsd ds,

en désignant par ds I'élément de la courbe décrite par le corps m, et,
comme on a ds = ¢dt, il en résulte

2" I:d(dxﬁ.z + dy 8y + dz dz) —-a(uds)]:—-ahdl.

dt

(Remarquons que, dans I'expression de ¢ d¢, on peut remplacer le
premier facteur par @ ;? Mais qu’on ne peut remplacer d¢ par6 L3 parce

que 0dt ne doit pas clre supposé nul.)
Intégrons cette derniere équation, et nous aurons

2 dmidiis] dflfy Jua s afzmv ds — — t 0h + const.

Si I'on suppose qu'a I'instant initial, pour lequel ¢ est nul, toutes les
positions des points du systeme soient données, on a a cet instant
02 = o0, 0y = 0, 0z = o, et, en faisant commencer les intégrales a
origine des courbes décrites, la constante du second membre sera
nulle. Si I'on suppose, de plus, donnée la derniere position du systeme,

on aura également 9z = o, dy = o0, 0z = o pour cette derniere posi-
tion, et il restera
oS Zmyds = téh.

Supposons, en oulre, 2 = o; comme I'équation («) peut s'écrire (n°7)

5 (2me* — Zmpl) =U—U,

9, et U, étant les valeurs initiales de ¢ et U, celte supposition revient a
regarder la force vive initiale comme donnée, et alors la force vive
finale le sera aussi. D’apres cela, on a cetle équation

(¢) 0 f2mvds = o,
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et 'on en conclut ce théoreme général : Dans le mouvement d'un sys-
téme pour lequel on a une fonction de forces et le principe des forces
vives, les courbes décrites par les différents corps et leurs vitesses sont
telles, que la variation infiniment petite de I'intégrale

(d) S Zmy ds

est nulle, quand on suppose des trajectoires infiniment voisines de celles
qui sont décrites et compatibles avec les liaisons, pourvu que l'on suppose
donnés les premiers et derniers points de chaque trajectoire, et que l'on
suppose ausst donnée la force vive initiale.

C'est dans ce théoreme que consiste ce que Ion appelle impropre-
ment le principe de la moindre action; mais on n’ajoute pas dans les
Traités de Mécanique, et en particulier dans celui de Lagrange, que la
force vive initiale est donnée, et, d"apres le raisonnement qui précede,
celte condition est indispensable. Si nous comparons I’équation (¢) &
I'équation (a) d’Hamilton (n® 22), nous voyons qu’elles supposent
I'une et I'autre que I'on se donne les positions du systéme au premier
et au dernier instant, mais pour la premiére on se donne le temps final
aussi bien que le temps initial, et pour la seconde équation on se donne
en compensation la force vive initiale. '

25. Si nous remarquons que ds = ¢dt, 'intégrale (d) peut s'éerire

f m?} ou mev‘dt.

Or non-seulement on a I'équation

N ds*. N
(e) af m-r =0 ou ofl"dt_o,

en imaginant données les positions extrémes de chaque corps entre
lesquelles se font les intégrations, et en supposant d¢ remplacé par sa
valeur tirée de I'équation des forces.vives, ce qui revient & supposer
la force vive initiale donnée; mais, de plus, cette formule ainsi com-
prise renferme toutes les équations différentielles du mouvement.

En effet, on a I'équation des forces vives

T=U-+h ou +3mds=(U-~h)de,
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et I'on en déduit
Emdsdds — dU n‘.'t’.

LS gy ey N v

Or on a .

P e St [ St

on a, pour la seconde intégrale du dernier membre,

fzm ——dot= 2det"1‘£ :IZH: f:;—‘:- d ds ——fﬁU(fI;
il en résulte '
af ds’ rzm 5 dos + IBU dt.
Or on a

fzm—dc?s fEm(-— dax-r doy—l— de? )
n’? ”'2-
- _fEm d—f‘-ax A 0y -+ —— =77 0z )dl,

done I’équation (e) devient

d*x dyiicmisidis 3 &
fl—-z m (-JE’- ox - “2 0_} -} - 1“ ) -— SU] dt = 0,

elle renferme, par conséquent, toutes les équations différentielles du
mouvement.

26. La quantité [Emeds a une variation nulle dans les suppositions
données ci-dessus. Si les deux positions initiale et finale du systeme
sont trés-rapprochées, cette intégrale sera en général minimum ; si, au
contraire, ces deux positions extrémes ne sont pas trés-rapprochées,
I’ ll][EgT"llL pourra ne pas étre minimum, mais il est évident quelle
n’est pas susceplible d’'un maximum.

Dans le cas particulier ol un point matériel se meut sur une surface
fixe par la seule influence d’une vitesse initiale, la vitesse du point
reste constante en vertu du principe des forces vives, et, d’apres le
principe de la moindre action, la variation de I'intégrale [ds ou de
I'arc s déerit par le point est nulle; on en déduit facilement que le plan
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osculateur de la courbe est en chaque point normal & la surface. Jacobi
a examiné dans quel cas cette ligne est minimum entre deux points
donnés; mais nous ne nous arréterons pas a cette quesllon qui appar-
tient plus a la Géométrie qu’a la Mécanique.

Nous avons fait remarquer que Lagrange, dans I'énoncé du principe
de la moindre action, a fait cette omission que la force vive initiale doit
étre supposée donnée. Jacobi, qui ne trouve pas I'énoncé de Lagrange
satisfaisant, a présenté dans ses Legons sur la Dynamique ce principe
sous une forme différente, exacte, mais qui en oOte tout I'intérét.

Maupertuis, le premier, employa le nom de principe de la moindre
action pour désigner un cas trés-particulier de ce qui a été appelé ainsi
au n° 24; il en fit des applications aux lois de la réflexion et de la
réfraction de la lumiére. Laplace se servit aussi de ce principe pour la
loi de la double réfraction; mais ces applications, qui purent paraitre
trés-ingénieuses aux époques ol elles furent publiées, sont fondées
sur la théorie de I'émission et doivent étre rejetées de la science.

Théoreme de Gauss. ;

27. Nous venons de donner aux n® 22 et 25 des théoremes qui ren-
ferment toutes les équations différentielles du mouvement. Voici encore
un théoreme de Gauss qui remplit le méme objet :

Le mouvement d’un systéme de points matériels, assujettis a des liaisons
quelconques, se fait a chaque instant, de maniére que I'expression Smg*
ait la plus petite valeur possible, m étant la masse de chaque point et g
lécartement au bout de Uinstant dt entre la position qu'il occupe réelle-
ment et celle qu'il prendrait s'il était libre.

Désignons par m, m,, m,, ... les masses des corps, et soient a, a,,
a,, ... leurs positions au commencement de I'instant d¢; &, b,, b,, ..
les positions qu’ils occuperaient 4 la fin de cet instant, en vertu des
forces qui y sont appliquées et de la vitesse acquise; enfin, soient c,
€yy Cay ... leurs positions véritables a la fin de cet instant,

1 v . . o iy
7; M- ab est la quantité de mouvement imprimée a la masse 7 dans

instant d¢, d:m .ac est la quantité de mouvement qu’elle possede a
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cause des liaisons, et - m.cb est la quantité de mouvement qu'elle

perd par suite de ces Il.usons. D’apres le principe de d’Alembert (n°® 2),
les quantités de mouvement perdues a chaque instant par tous les
points du systeme se font équilibre (/ig. 1).

Fig. 1.
b
7

’,// y:
- /
” o~ /!

-
; v e

- '/;c

h

Soient donc A, A, hy, ... des positions infiniment voisines que les
corps puissent prendre en partant des points ¢, ¢, ¢, ... en vertu
des liaisons du systeme; alors ¢k, ¢, 2, ... serontles déplacements vir-

tuels de ces corps, et en exprimant I'équilibre des quantités de mouve-
ment perdues, on aura _
Em.cb.ch.cosbeh—=o;

plus généralement cette quantité est nulle ou négative, s'il existe des

obstacles qui permettent certains mouvements sans permelttre les mou-
vements directement opposés.

On a ensuite
T
bh = ¢b 4 ch* — 2¢b >< ch.cosbeh,
et, par suite,
—z = —1 i —_—1 4 = —_1
Embh —EZm.be = Zm.eh —22m.cb.ch. cosbeh =Zm.ch .
Le second membre est toujours positif dans le cas méme ot
Im.cb.ch.cosbch serait négatif au lieu d'étre pul; on a done
Sm.bh > Em,EE 5

par conséqucnl ¢, ¢, ... ¢tant les positions que prennent m,
. parmi toutes celles que permettent les liaisons, la somme
Smbe est un minimum.

/ON

2 ;
Dans le cas de I'équilibre, les points ¢ coincident avec les points a;
oy - Vi ] y
ainsi, dans I'état de I'équilibre, la somme Xm.ab est plus petite que
e - .
Em.bh, ¢'est-d-dire qu'elle est un minimum.

e N R — ..
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SECTION II. y

SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE.

EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE.

1. Avant de parler de 'emploi des équations aux différences par-
tielles du premier ordre dans la Dynamique, nous allons rappeler
quelques propriétés de ces équations qui nous seront indispensables.

Soit $
(1) _ | £ — 2]

une équation entre 2, ,,..., 2, et une fonction z de ces variables,
et supposons que cette équation renferme, en outre, n constantes «,,
Gay..ny Oy3 je dis qu'on peut en déduire une équation aux différences
partielles du premier ordre, dans laquelle les constantes sont éliminées.
En effet, en différentiant I'équation donnée par rapport a @, z,, ..., @,
j'obtiendrai » équations que je puis représenter par

dz . % dz - | S :
(2) oyt g, T e gt gl A
et en éliminant les n constantes «,, «,, ..., «, entre ces n équations el

I’équation (1), j'aurai une équation

3 0% dz ds\
( ) ? Xy Xay sl y ny <9 If.’I.‘,! LBl | (f_x,; =0

t s et les dérivé tieMeB SEsil, gl 2L
eotre @, x,, ..., ¥,, 5 €L 1€8 derivees partielles d.z‘.‘ d.:r,’ 3 dz,

L’équation (1) a été appelée par Lagrange l'intégrale compléte de
I’équation aux différences partielles (3); elle renferme n constantes
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arbitraires. Toutefois, comme nous verrons bientot, une équation aux
différences partielles du premier ordre posséde une infinité d’intégrales
completes (OEugres de Lagrange, 1.1V, p. 62). {

Détinissons ensuite les intégrales singulieres de I'équation (3). Ré-
ds dz
dz,’ dx
resteront les mémes que précédemment, si 'on suppose encore z donné
par I'équation (1), mais qu’on prenne pour «,, «,, au lieu de constantes,
des fonctions de «,, @,, & la condition de choisir ces deux fonctions
comme il suit. On a, en mettant entre parentheses les dérivées par-
tielles, .

duisons, par exemple, le nombre n a deux. Les expressions de

dz _(ds dz de, dz da,
dz,” \dz,) " da, dz, = dz dz,

dz (dz) dz de, dz  dzx,

dz,  \dz,
La forme des équations (2) restera done la méme que précédemment,
si I'on détermine «,, z, par les deux équations

dz dz
{{’) EF‘I:(), JK—J;Q-

Done, en éliminant «, et , entre les équations

dz e dz z
Al o Al g

on arrivera & la méme équation (3) que lorsque «,, «, sont supposés
constants, L’équation L = o est alors appelée solution singuliere.

Si nous regardons ,, @,, s comme trois coordonnées rectangulaires,
I'équation L = o, dans laquelle «,, @, sont des constantes arbitraires,
représente une infinité de surfaces et I'équation L = o, dans laquelle
¢, ¢, sont des fonctions de @, @, 3, tirées des équations (4), repré-
sente une surface unique qui est I'enveloppe des premieres.

L'._'O,

2. Parlons ensuite de la solutidn générale. Représentons une inté-
grale complete de I'équation (3) par

(5) 5:-'—'-1(‘(.2?1_, Ly o1y .‘Z‘,‘, Chyy Say 20y au)g

et cherchons quelles fonctions de @, @;, ..., @,, = il faudra prendre
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pour «,, o, ..., «,, afin que cetle expression soit encore une solution
de I'équation (3).

Regardons «, comme une fonction arbitraire de «,, o, ..., %, ,, €t
posons !

(6) CH St el

Si l'on considere «,, o., .., 2, comme constants, on a

dz:g:dxmu g;dx,+..‘+ ?(;:?r.. dz,;
mais, si a,, &,, ... sont variables et fonctions de «,, a4, ..., @,, on a
ds— gdxl-i- "'i i, j—:dx,.
- (j——l—l -+ g—:‘ j——:) da, (g:, j—i :‘%:) deei Huae it !

La différentielle dz conservera donc la méme forme que dans le pre-
mier cas, si I'on a les équations

df dF dey . dF  dF do__
(7) P A P RN kG per Pl LR

et, par conséquent, les dérivées partielles de =z resteront aussi les
mémes.

Donc, sil'on tire 2, ¢,, ..., 2, des équations (6) et (7) pour les porter
dans la formule (5), on aura une solution qui satisfera a I'équation
aux différences partielles (3); elle porte le nom d'intégrale générale.

La solution générale deviendra une solution complete si 1'on prend
dans la formule (6), au lieu d’'une fonction arbitraire, une fonction dé-
terminée renfermant » nouvelles constantes arbitraires a,, a,, ..., a,.

Si I'on prend pour la fonction ¢ une fonetion déterminée renfermant
un nombre de constantes arbitraires plus grand que » et égal & n+ 7,
on dit que  de ces constantes sont superflues.

3. On peut encore obtenir une solution dépendant des fonctions
arbitraires de la maniére suivante.
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Reprenons I'équation

(a) . dz dz. eskmd i Sy
Q| Ty X, -‘T! M-":"'Ei dx,} 3% = ]

et supposons la solution complete

(0) i D e i e S i B R T
Imaginons que les quantités ¢, «,, ..., @; deviennent des fonctions
arbitraires des quantités restantes e, @4, ..., %,; puis substituons

ces fonctions dans I'expression de z. Nous aurons, en différentiant z,

A dF dF
dz_azdx|+a;= d.r,-—l—-. = d_z
dF i dF da, + dF dF da dI' dot; d
| Tz e G, AR ey e | B
ul [ _a_'E o i!_li de, d¥ doz, £1p dF dz; :I oy
dotiys da, dajyy  dos dagy "' da; dotigs it
S el S R sy o s i

les dérivées entre parenthtses indiquant des dérivées partielles. La
différentielle dz conservera la méme forme que si @y, ..., ¢, sont des
constantes, lorsque nous les déterminerons par les équations

dF ) dF dz, dF "day

dotiy, dety oy L dogtetin s

dF dF _d:x. 53 dY da,

dotigs day daga "' dowdes
Au moyen de ces équations, tirons e, ..., «, comme fonctions de a,,
Zyy ..., &,; portons ces expressions dans celles de o, «,, ..., o;
enfin substituons «,, ¢, . ., «, dans la formule (&), et nous aurons

une solution de I'équation (a).

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ces solutions dupcndant
de fonctions arbitraires, d’autant plus que, dans ce qui suit, nous n'au-
rons & considérer que les solutions completes.
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»

EQUATION AUX DIFFERENCES PARTIELLES D'HAMILTON.

%. Nous avons vu (Section 1, n® 22) que, lorsqu'’il existe une fonc-
tion de forces, les équations différentielles du mouvement d’un systeme
sont renfermées dans la formule ;

3f(T-+U)dt=o,

ot Pon prend I'intégrale depuis une valeur donnée = jusqu'a ¢ et ol
'on suppose nulles les variations des coordonnées a ces deux limites.

Supposons maintenant que les d¢; ne soient pas nuls pour les limites
inférieure et supérieure = et ¢ de l'intégrale

V=/(T+U)dt,
et posons
T+U=P, dou V=[Pdt

nous aurons, apres l'intégration par parties faite au n°® 23 de la Sec-
tion I,

o ) L a’[., 3 ]
gy = d—g,oq ffq q‘ fZ(a‘q—'— q)aq d‘;

en indiquant par 'indice o les quantités relatives a la limite inférieure.
Les coefficients des dg; sous le signe [ sont nuls et donnent, comme
nous avons vu, les équations différentielles de Lagrange; il reste donc

s dP : dpe it
gV = dq: aq; r— E{}:—' 3q[ H
oron a
D)
Edy g
on a done _
oV = 2pidqi— Zp; oq;
ou

OV = p. 3¢, + padga+. ..+ padqs — p} 3] — py 8¢5 +. .. — pi 9g;.

Quand on suppose les variations dg nulles aux deux limites = et ¢ du
temps, alors les constantes arbitraires introduites par les intégrations
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sont complétement déterminées par les deux positions extrémes des
points du systeme qui sont données; mais, au contraire, si ces positions
extrémes sont arbitraires, les g;, p; sont fonctions de ¢ et de 2/ con-
stantes arbitraires, V est une fonction de ¢ et de ces 24 constantes, et
la derniere formule représente la varlatlon de V qui provient des va-
riations de ces constantes.

D’autre part, les équations intégrales, au nombre de 2%, renl’erment
les 2k quantités ¢;, p;, le temps ¢ et les ak constantes arbitraires. On
peul remplacer ces 24 constantes p‘ll‘ les valeurs initiales des quantités
gi» pi» qui sont désignées par ¢/, p?; on a alors 2/ équations entre les
2k quantités ¢;, p;, les ¢, p? et t. Les p;, p? peuvent donc étre expri-
mées au moyen des ¢;, ¢ et de ; ainsi V peut étre réduit a une fone-
tion de ¢y, g4y ..., g1y de g%, g9, ..., gf et de ¢. Si I'on fait varier cette
expression de V, en laissant ¢ invariable, on a

dV dV AL $hd dav : _av

ovV= Sq. 6q,+ o s dgi oqs - dq‘; g+ = dq: 0q3 ...- !q, dq;.

Si I'on compare cette expression de ¢V & la précédente, on a

AT
dq.« =Pi dq P(
pour: =1, 2, ..., £&. Or P estla dérivée totale de V par rapport a ¢; on
a donce
p—4 dv dv dqi (IV_{_ o =0
) u’q, dis ZP: 1
ou
dV
o il
en faisant
0=2Zp;qt—

Cette expression de 6 donne
= R gy (T4+U)=2T— (T+U)=T—-U=H.

Or cette expression de 0 ou de H peut s’exprimer par les seules quan-

liléBZ, Gy Gav ooy Grs Pry Pas oves PR OU DAL L, qyy oy ooy Gy E;: ssley
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dv ] ’ . 4 ’ . d

g o0 sorte qu’'on a cette équation aux différences partielles du pre-
mier ordre

AgRY a7l min Larvis
e v 05 ol g g agm)

qui a été trouvée par Hamilton. Cette équation est satisfaite par
V=/(T-U)dt,

.
qui renferme les % constantes arbitraires ¢9, ¢3, ..., ¢¢; si 'on aug-
mente V d’une constante, il satisfera encore a cette équation; on aura
done une solution qui renferme % -1 constantes arbitraires, c’est-
a-dire autant qu’il y a de variables : celte solution sera donc une inté-
grale complete. 3

Si 'on pouvait obtenir cette expression de V, on aurait, d’apres ce
que nous venons de voir, en vertu des équations différentielles du

mouyement,
Yt S NG .
dq: =Pi dq; =l

et les secondes de ces équations, en nombre égal a £, seraient les in-
tégrales du probleme.

Analogie des équations du probléme des isopérimelres
et de celles de la Dynamique.

5. On peut étendre les résultats précédents au probleme qui con-
siste & trouver le maximum ou le minimum d’une intégrale

Ni={[Pds,

ou P est une fonction de £ variables ¢,, ¢., .... g, et de leurs dérivées
par rapport a &

En égalant a zéro la variation de cette intégrale, on a, d’aprés le
caleul du n° 23 (Section I), les £ équations

dp
d—
aj, _ dv

(1) 3

ai Sive dq.’
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¢ ayant les valeurs 1, 2, ..., £. Introduisons les variables
(2) A
4 o
P' d([:v ] \

la formule (2) fournit £ équations qui permetiront de calculer les dé-
rivées ¢; en fonction des ¢,, p; introduisons ensuite la fonction
0= Ep,q: —-— P.

On aura .
00 = X ¢, dp; + 2 pidq;, — oP,

ip dp
'\P: f_ il A p. e,
0 2(-‘-’-?;) 0q; +2p. a4, qi al,

la dérivée mise entre parentheses rappelant que P est considéré comme
fonction des ¢; et ¢; on en déduit

~ 3 dp dP .
ol :29‘ 61),:—-—2 (E{E‘) 6q;— TIF ol.

D’ailleurs, si @ est regardé comme fonction des ¢;, p; et de ¢, on a aussi

e \Did8 db df
ol ._2 E opi —rz@—t oqi + - ol.

En comparant les deux valeurs de 04, on a

ik df (di’) dl dp d0

di= Eip_.’ ;ﬂ}: b S t_f?j" 7 R T

Les deux premieres de ces équations, en ayant égard & (1) et (2), de-
viennent
dg: rfﬁ dp; __  db

il a’p,-’ 7 P Eﬂ-,
et, en y faisant ¢ =1, 2, ..., £, on obtient un systeme d'équations ca-

noniques dont dépend le probleme proposé.

Sur différentes manicres d’exprimer la fonction V.

6. Ona
e
V.—_.'j (T - U)dt,
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et, comme on a T — U = A, d’aprés le principe des forces vives, on
peut donner a 'V les deux formes suivantes :

4 t ']
v:f (2U+fc)d::zf U dt -+ I, V_—_zf Tdt— ht.

Posons
£ LN 4
W:zf Tdt:zj Udt + 2 hi;

il en résultera
V=W — At

Considérons - un systeme libre, et supposons que la fonction de
forces U soit une fonction homogene du degré g; on aura

U-— xd_U' dU ».'d._U o
& "Z dz "V dy ‘“dz)’

le signe = s’étendant a toutes les coordonnées x, y, s des masses m.
On a done
2 % dU dU dU
\V:'_;‘;-l Z(Z‘g‘; —F}"@" +0E)df—i-2;”.

dU _ dzx' al _ ayt. ol o de

dn R e rdi s e de IdE L S

Oron a

a', y', 5 étant les dérivées de , y, = par rapport a ¢, et il en résulte
t
(1) Wi ;me (zdx'+-ydy'+ zd3’) + 2 ht.
o T

On a ensuite, par I'intégration par parties,

'+ '3

s 2 mf (zdz'+ ydy’+ zd35')
(2) 8 :

( :2 m(xz’'+ yy'-+ z3') —E m(aa’ + bb'+ cc') — o.f. Tdt,

a, b,e,a’, b, ¢ étant les valeurs initiales de =, y, z, 2/, ¥/, 7',

-
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Comme on a

LF 4
(3) zj Tdi—W,

en substituant (3) dans (2), puis (2) dans (1), on aura

24 g
2

W=ght + Zm(xz'+ yy'+ 33') — Sm(ad'+ bb'+- cc’).

Dans le cas ot 'attraction entre les différentes masses 7 a lieu sui-
vant la raison inverse du carré de la distance, on a

nmm,

U= —,
=
r étant la distance entre 7 et m,; U étant une fonction homogene de
degrég — 1, on a g= — 1. Il en résulte
s W= — ht+ Zm(zz'+ yy'+ 23') — Sm(aa'+ bb'+ cc'). =

gine des coordonnées, si I'on pose

_z.:__i__y:_'_z::rr’ a:_'_b:_}_c::,.:‘
et qu’on désigne par 7/, r, la dérivée de r et sa valeur initiale, on aura,
en prenant pour unité I'attraction du point fixe sur le point mobile a
'unité de distance,

U= W= — it 4-rr'— nr',.
"

SUR I'EMPLOI DE L'EQUATION AUX DIFFERENCES PARTIELLES D'HAMILTON
POUR INTEGRER LES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE.

7. Nous allons nous occuper du théoréme suivant, da 4 Jacobi :

Soit I'équation aux différences partielles du premier ordre

) dv+ll(! dyv dy . - dVv
(1 IR i DL EERER L0 e i

= 4

qui ne contient pas V explicitement et semblable a celle d’Hamulton. Sup-
posons que nous ayons obtenu pour V une solution compléte de cette équa-

Iy
Dans le cas d’un seul point attiré vers un centre fixe, supposé a I'ori- "
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tion, c'est-a-dire une solution qui contienne, outre la constante lide a V

par addition, encore k constantes arbitraires o, ¢, ..., ;. Alors les
équations

dv dV dVv
(2) T =P E—ﬁh tig ‘(E‘—ﬁh

ot 3, Bay ++» i désignent des constantes arbitraires, avec les équations

3 Ay vy dv _
( 7 e S v s b it

Jforment les intégrales du systéme d’équations différentielles

(4) dg; _dH dp;_ _ dH
: dt — dp’ di —  dg’

ot i a les valeurs 1, 2, ..., k, et ou H représente la fonction

B2 G Qe w5 @by Pi> Psiisses Ph)s

Ce théoreme, dans le cas particulier ol les constantes o, oyy <oy o4
représentent les valeurs de ¢, ¢4, ..., ¢4 pour ¢ = o, appartient a Ha-
milton et a été donné au n° 4.

1° Démontrons que les équations (3) sont satisfaites en vertu des
équations (4). Si nous différentions I'équation

dV
ag. =P
nous avons
d*V d*V dy, d*V. dq, dp;
dgidt  dqidg, dt  dgidgs de T de

et, en vertu des équations (3) et (4),

'V dH dp, | dH dp, dn

dq’;df g5 EE;. 39'_5 & dp, d(}} ki J{;’: =
Or cette équation est satisfaite, car V satisfait & 1'équation (1), et, en
différentiant cette équation par rapport a ¢;, on obtient I'équation
précédente.
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2° Démontrons que les équations (2) sont satisfaites en vertu des
¢équations (4) et des équations (3) qui en sont la conséquence, d'apres
ce que nous venons de yoir. Posons

dVv
E

2 étant une quelconque des constantes «,, o,, ..., o, et démontrons
que 3 est constant. Nous avons, en effet,

dg __ .d'V d*V dq, d*V dyq,

dt — dedt i de dq, dt i decdq, 7R
R =) d& {_ﬂl_ dp, dH _i AN iR
Cdadt " da dp, ' dx r{p, L5 TS e 3

8. On peut encore démontrer ce théoreme en prouvant de la ma-
niere suivante que des équations (2) et (3) on peut déduire les équa-
tions (4).

Vest fonction des variables ¢,, ¢,, ..., g;, des constantes «,, «,, ...,
ay et de ¢. Désignons en général par ¢ la caractéristique de la variation
d’une fonction de ces quantités quand on fait varier toutes ces quan-
tités excepté ¢&. On a 'équation

s dVv d oV
dt TR s
les parentheses étant mises pour représenter des dérivées totales. Or

on a, en se servant des équations (3),

(dV) dv  dVdg . dYdg

dt @ dyg, dg dt =T dqi dt
= —H -~ Py ffq: s py iﬂ’
et, par suite,
dVv dll dH dII dH
a
dq, dqi dq, d,
+E¥-3p_+.. dq opi +p.a7‘-’- —f—...+p&3 q*
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D’autre part, en se servant des équations (2) et (3), on a

Al dVv dyv dV

av—""_OQL—v— —i— aqf Uq.l"Jr—H"—o“l"}‘---"Fr‘*aﬂi
=2 6q. s PR Ogs - Bi oy ~+. . . -+ By oy

et, par suite,

daV dp, . L dpi s d oy L ddg
(b) (dt )-_—-—-n = --—oq;- Py e o=
En égalant les expressions (@) et (5), on a I'équation

dQI - : zq“ - dpl o d_p‘ ) e

=g 0Py itk o 0P — o Oy — e — - 0G4 = dH,

qui renferme toutes les équations (4), parce que les variations dg;, dp,
sont indépendantes.

9. Nous venons de supposer que V est une solution complete de
I"équation (1), renfermant % constantes arbitraires. Mais le raisonne-
ment que nous avons fait pour prouver que les équations (2) sont des
intégrales des équations (4) s’applique entierement au cas ou la solu-
tion V renfermerait & + r constantes arbitraires, et par conséquent
r constantes superflues; en sorte que, si &, s, ..., ., Sont ces con-
stantes, les équations

dV dV aiNieS
(C) p], == B“ seay da‘.‘i_,- — ﬁi-}-r;

da,

ol B, Pay sees ﬁf,w désignent des constantes arbitraires, seront des so-
lutions des équations (4). Or, comme ces équations doivent se réduire
a k distinctes seulement, il doit exister 7 relations entre les quantités

Bis Bas ooy Brsr Clest ce que 'on peut vérifier de la maniere suivante,
Représentons I'équation (1) par

d ' OVgdN dV - d VN

( ) Gy 2y ooy Qs PR ;ﬂ}-;’ Eq:’ A ) Eq} — Qs

Supposons que « soit une constante arbitraire renfermée dans V, et

posons
: dV
= 03
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posons aussi
) A
WP U e Lt
En différentiant I'6quation () par rapport i «, on a

do dw  do dp, d'q; dp, do dpy

dw da dp, da a’p, di 25 dpi do s
ou ;
(e) dp gay. 90 dge, do db . dp dB _

dw di " u’p. dqi  dp. dq, ety dpi dya

dcp dy do ; .
Les dérivées ; pevirn & sont des fonctions connues de ¢, ¢, gy +++»
Tk puisque 'expression de V qui entre dans la fonction ¢ est supposée
connue, et I'on voit que les fonctions 3, B.. ... » Bssr sont solutions

de I'équation aux différences partielles (e): or cette équation ne ren-
ferme que 4 solutions distinctes; donc il existe » relations entre les
premiers membres des équations (c).

10. Cas ou l'équation aux différences partielles renferme une derwee
partielle par rapport a une variable, sans renfermer cette variable. —
Soit I'équation aux différences partielles du premier ordre

av 'dv v |
(dq‘ d_q-:i Ve E}E, Qa5 Qa5 ++ 5 Gn) =0,

qui ne contient pas la variable ¢, explicitement, et dont on veut obte-
nir une solution complete. Pour cela, on posera

A

dql

a étant une constante arbitraire, et, par suite,

V=aq -+ W,
W étant une fonction de ., ¢4, ..., ¢,, mais qui ne renferme plus ¢,;
il en résultera
Wil AW: oW o



6o DYNAMIQUE ANALYTIQUE.

Supposons qu'on trouve pour W une solution compléte de cette équa-
tion; elle renfermera » — 1 constantes arbitraires, en comptant la
constante additive; donc I'expression de V en renfermera n et repré-
sentera la solution complete de I’équation proposée.

On procéderait de la méme maniere pour les autres variables qui ne
se présenteraient pas explicitement dans I’équation donnée.

1. Reprenons I'équation aux différences partielles d’'Hamilton

Vs iy dv dv ﬂ)-—o
di Gy oy <oy qhy 'g{;a -@! vy an =0,

dans laquelle nous supposons que ¢ n’entre pas explicitement, en sorte
que le principe des forces vives a lieu.

Posons, en désignant par 2 une constante,

(1) Vo g yeimiw,

W étant une fonction qui ne renferme plus ¢; nous aurons I'équation

i ( ALY & S E“X) =
Gy qa ooy iy dql ’ dq: ’ ’ dq.i =l
Si I'on remarque que l'on a
(a) I v aw _
\ dql '_Pll dq! = Py "oy dql -—Pl)

on voit que cette équation n’est autre que celle des forces vives. Sup-
posons que W représente la solution complete de cette équation; elle
renfermera, outre /4 et la constante additive, un nombre £ —1 de con-
stantes arbitraires a,, @,, ..., a;,_. Les intégrales du premier ordre des
équations différentielles de la Dynamique seront les équations (2), et
leurs intégrales du second ordre seront

-d-i_“t dv oY & dv S8

i R e T Ay ! i
7, byy bay oory by, étant des constantes arbitraires; et ces équations
peuvenl s'écrire

ff\V_‘+_ dW 5 dW Ny dW S5y
T Sk il 7 S SRR PRk
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INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE
A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES.

12. Soit I'équation aux différences partielles
(1) F(z, 7, 5, p,q) =o,

dans laquelle on a
dz dz

;’}; = P, E_}u = q‘.

Lagrange a donné, pour traiter cette équation, une méthode par la-
quelle on cherche a déterminer p et ¢ en fonction de @, y, =, pour les
porter dans la formule

(2) dz:pdx—l-ng‘

qui devient alors intégrable (OEugres de Lag range,t 1L, p. 549). Voici
cette méthode avec les améliorations qui y ont été apportées depuis.

Si les valeurs de p, ¢ étaient connues, en les substituant dans I'équa-
tion (1) on aurait une identité. On peut donc égaler a zéro les dérivées
de 'équation (1) par rapport a @ et z, et I'on obtient

d¥  dF dp _I_ﬂ“ﬁ___
dw " dp dz " dg dz
df  dEdp A dEdg
ds " dp ds " dg ds
De plus, la condition d’intégrabilité de expression (2) donne
’ dp dp  dq

A0
dy Tdz 1T de T @

en éliminant @, :'g entre les trois équations, on a

dF dp dF dp dF d¥\ dp dF dF
( )da t i TP

(3) a‘(—, a—;"l‘&; (-6-'4-' Pa}-—kqdq = )8

Remplacons, dans cette équation, ¢ par sa valeur tirée de I'équa-
tion (1); alors on pourra déterminer p en fonction de x, y, = par une
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équation aux différences partielles, linéaire et du premier ordre; puis
on aura ¢ par I'équation (r). Enfin, en substituant ces valeurs dans
- Iéquation

(4) ds — pdz — qdy = o,

elle deviendra intégrable.
L’intégration de I'équation aux différences partielles (3) se déduit,
comme on sait, de celle du systeme d’équations différentielles simul-

tanées
dz __dy dz — dp

d¥; XdE 5 dkc 78 S WE - B
dp dg- Pdp " Y4q  dz Pz
olt ¢ est remplacé d’apres I’équation (1).
Soit
(5) 0(z, 0, 5, p)=a

une intégrale de ce systeme d’équations, @ étant une constante arbi-
traire; cette équation satisfera aussi a I'équation (3). Les quantités p, ¢
tirées de (1) et de (5) renfermeront la constante arbitraire a, et 'ex-
pression de z renfermera la constante a et une autre constante arbi-
traire; c’est donc 'intégrale complete de I'équation (1).

13. Considérons le cas particulier ot = n’entre pas dans I'équa-
tion (1), en sorte qu’elle se réduise a

F(z, 1o Py 9)=0;
alors p, ¢ ne seront plus fonctions que de z et y.

Les équations linéaires précédentes deviendront

dz, _dr 13y ofh FUG-UAy —dg
df ~dF~ dF ~dF~ dF  dF ’
dp dq pdp qdq dz dy

le dernier rapport pouvant étre ajouté par analogie. En supprimant le
troisieme rapport, on a

g iy < Sdpsae dq_“
&) aF TR T [ dB T dE

dp dq  dzx dy
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1l en résulte le théoreme suivant :
Sout I'équation aux différences partielles
(b) F(2, 7, pr q) = o;

Jormons les équations différentielles (a). Si l'on connait, outre l'inté-
grale F — o de ces équations, une seconde intégrale

(¢) 0(2, 5 ps q) = a,

il suffira, pour obtenir une intégrale compléte de (D), de trer p, q des
équations (b), (c¢), pour les porter dans la formule

(d) z = [(pdz4-qdy)
et de faire la quadrature.

14. Sil'on désigne par d¢ la valeur commune des rapports (@), on a
ces équations canoniques

dz __ dF dp.__ dF
dt 5 ; -@’ ot . dz’
dy.... dF dg. a1, dF
R T e T

D’apres ce qui a 6té démontré au n® 14, I'expression (d) de = étant une
solution complete de I'équation aux différences partielles (), si I'on
pose :

F :":,f{ Xy Vs Py f}) == ﬁ!

/ étant une constante, les équations ol = et & sont des constantes arbi-

traires,

dsz /X : dz b, .

(e} oot dale

sonl des intégrales des équations canoniques; en y ajoutant les deux

intégrales .
fzonpg)=h bz, pe=a

on aura toutes les intégrales des équations canoniques. En en sup-

primant la premitre des équations (e), on aura les intégrales du sys-

teme (a).
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On peut appliquer ce qui précéde aux problemes de Dynamique qui
ne dépendent que de deux variables @, y. L'équation des forces vives
T—U= f!,
dans laquelle on remplacera les variables conjuguées de @, y par p,
¢, tiendra lieu de I'équation (b) ou :

flz, r,pyq) =

On voit donc que, si 'on connait, outre I'intégrale des forces vives,
une seconde intégrale, on en pourra déduire les deux intégrales res-
tantes.

CONSIDERATIONS GENERALES SUR LES EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES
DU PREMIER ORDRE ET SUR LES CONDITIONS D'INTEGRABILITE.

15. Soit I'équation

dvV dV dVv
(I} F(V, d——-ql'r d—l};’ AL Eir_}..’ qiy G2+ 0oy q,.):n,
qui contient la fonction V elle-méme; on peut toujours lui substituer
une autre équation qui ne renferme plus la fonction elle-méme, & la
condition d'avoir une variable indépendante de plus.

En effet, désignons par

G(q“ ‘.h- R ] qm V)_-O

I'intégrale de ’équation (1); en la différentiant par rapport & chacune
des variables indépendantes, on a

do eV do o dV_

dgi  dVdq " dq avVdg 2
ou

AV dg i de Ay U dg | do

e O S o el O e e

et, en portant ces expressions dans I'équation (1), on aura
P

do do. - do . do 1 4
VT LT B T
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On obtient ainsi une équation aux différences partielles du premier
ordre, dans laquelle ¢,, ¢a. ..., ¢,, V sont pris pour variables indépen-
dantes et 6 pour fonction; et cette équation ne renferme pas .

16. 11 suit de Ia qu’on peut supposer que I'équation (1) ne contient
pas la fonction V, et la veprésenter par

(?‘] d_‘r d_‘(.r s El.lr . —
) 9 f!q\, dq:‘ ] d(j’n’ Gy q;_, cevy n)=0.
Sinous posons, en général,
rz‘V_ﬂ ;
- ‘@; —‘Uu
elle deviendra
(3) @(Pis Pas <vos Pro Qs Qs v 05 Gn) =04

Cherchons une solution complete de cette équation, qui renfermera
n — 1 constantes arbitraires a,, a,, ..., @,_,.
La différentielle de la fonction V est donnée par la formule

[ dV=p dq, + p.dg: +. . .4 padyq..

" Proposons-nous, d’apres Jacobi, d’obtenir, outre I'équation (3),
n —1 autres relations entre les n quantités p,, p., ..., p, et les va-
riables g?,, sy «-+s qu» dé manitre & pouvoir exprimer ces » quantités
au moyen de ces variables.

Pour que I'expression (4) soit une différentielle totale exacte, il faut

nin—r) : S
que les (—5-— équations de condition

; dPa__dPi
(5) - PP T

ot 7 et £ ont les valeurs r, 2, 3, ..., n, soient remplies. Ce sont donc

ces équations qui doivent déterminer py, pa, -y Py €D fonction de ¢,,
Gas +-+s Gu» et alors on aura V en intégrant la formule ’

V=J[(pidg + p:dg.+...+ pudga).
Ecrivons 1'équation (3) sous cette forme

g H(qh Jay vy Quy Pry Pag ooy pn.‘i:“)
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a étant une conslante, et supposons que la fonction V soit connue; le
systeme des n relations cherchées équivaut aux équations

dv dv' dVv

\ L g = TS s
(G (IQ|-_!)” ‘iql“-p‘h AL ”(qn—‘”rl-

Ces n équations renferment les » —1 constantes arbitraires @, @, ...,
@n-,, et de plus la constante a, et, si I'on résolvait ces équations par
rapport & ces constantes, on aurait les équations

(']) lI:{I, l].:ﬂ".. vaaly Ilu—d = Un—1s

dont la premiere ne serait autre que I'équation proposée. De plus, si
I’on substituait les expressions (6) de p,, pa, ... dans les équations (7),
elles seraient identiquement satisfaites.

17. Soient u, ¢ deux fonctions quelconques des variables ¢;, pi, ct
posons généralement

du dv du dv du dv

L 1= g, ap s dp 7 g dp
du dv du dv du dv
T T

nous allons démontrer le théoreme suivant :

Sotent ® = 0, ¥ =0 deux combinaisons des n équations (7) qui déter-
minent p,, Pay +-+, Pn €0 fonction de gy Gusiesesqns de telle sorte
que p,dq, - padqs + ...~ p,dg, soit une différentielle totale exacte,
'équation [, V] = o a lieu en vertu des mémes cquations.

Si 'on substitue les valeurs de p,, pa, ..., p, tivées des équa-
tions (6) dans les équations ® = o, W = o, elles seront identiquement
satisfaites. Et, en différentiant ensuite une de ces équations par rap-
port & une des variables ¢;, on aura encore une identité, En différen-
tiant ainsi I'équation ® = o par rapport a ¢;, on aura

d® dp, , d¥ dp, R AR d® dp, 7 do 2

;?‘;. dg; ' dps dgr &y dqi — dqi

ou
k=n

db dp;  dD
—_— et e — — 0
— dps dq; dy;
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En différentiant de méme W = o par rapport a ¢4, on aura

S dWedpy o d¥.-
v ;?;; Efa: 'F‘EF§; = 0

Multiplions la premiere de ces deux équations par g—;}-{-:, et sommons

par rapport & ¢ depuis 1 jusqu’a n; multiplions la seconde par %a et

sommons par rapport & k& depuis 1 jusqu'a n; nous aurons ces deux

équations Ere .
2 2 dl d‘l" dp; = E'ﬂ dd 3
? dp; dp: dgqi dpi dqi— '

i=1 k=1 =1

k=n

keng''i=n

E Z dV dd dp; —O—Zd_q.'l i_l_l:__o
t_fp_; dp:; @ dpy dgy

A=1 i=l

k=1

En retranchant ces deux équations I'une de I'autre, on a

By
i=1

Or on a I’équation

= =
A=

Z_fi a0 (dpe dp)\ N (4 dO _d¥ °)_,
dp: dp; (EE;T_T(;;) Z(dp.- dg:  dygi dpi)

1 =1

e

dgi  dqi 31

pour toutes les valeurs de 7 et 4; donc il reste

i=n dl[} f._ff!: {{Er E{_[]i) 3
2 an: dy; Ay dq; dp)
i=1

ou [®, ¥|=o. Donc cette équation a lieu en vertu des équations (6)
ou (7), ¢’est-d-dire qu'elle résulte de la combinaison de ces équations.

Prenons pour ® = o, ¥ = o deux des équations (7), H, = a,, H;=a,,
nous aurons I'équation

[H,, H,]=o;
cette équation ne renfermant aucune des constantes @, a,, ..., @, nc
peut étre qu'une identité. Il en résulte ce théoréme :

Sotent H, = a,, H, == a, deux des n équations, résolues par rapport .
9>
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aux constantes arbitraires, qui expriment que p,dq, + ...+ p,dq, est
une différenticlle totale exacte, on a identiquement

[H:, H,]=o0.

18. Occupons-nous de la proposition réciproque. Soient

{9) Hi=a H1:an szan ey Hn—lzan—l

n équations, d’apres lesquelles on peut considérer p,, pa, ..., pu
comme des fonctions de ¢,, ¢a, ..., ¢ €t supposons que toutes les
équations -

[H,, H,]=o,

out r, s ont les valeurs o, 1, 2, ..., n— 1, soient satisfaites, je dis
que p, dq, + ... -+ p,dg, est une différentielle totale exacte.

En traitant les deux équations H, = «,, H, = @, comme nous avons
fait ci-dessus pour ® = o, ¥ = o, nous aurons I'équation

N O aH, dp: _ dpy 3
PR R

qu’on déduit de I'équation (8) en mettant H,, H; au lieu de @, V. Les
termes de la double somme, pour lesquels 7 est égal a £,-sont nuls, el
ceux pour lesquels ¢ et & sont différents peuvent se grouper deux &

dp 1
deux, de maniere i avoir le méme facteur d{;: (d’;‘ » et 'on a

Z (fﬂ dH, _ dH. ‘ﬂ) ("f" "f’*) + [H,, H,] =

dp; dpi  dpi dpi) \dq:  dq
en donnant dans la somme a 7 les valeurs 1,2, ..., n — 1, et & £ les
valeurs ¢ -+ 1,7 + 2, ..., n. En prenant pour H,, H; deux quelconques
des fonctions H, H,, ..., H,_,, on.conclut de cette i‘ormule tieil) . st

n(n—1)

équations distinctes; elles renferment linéairement les e sh i quAn-

tités
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: nin—1j ., .
on en conclut que, si I'on a les *" :-,——] équations

[HeH = b3

i nin—) , ;
on a aussi les == —— équations

dpi _ dpr _

dgp  dgi

qui prouvent que l'expression p, dg, + ... + p,dy, est une différen-
tielle totale exacte.

Dans la démonstration précédente, nous avons admis implicitement
que le déterminant des équations précédentes du premier degré n’est
pas nul. Or on peut facilement démontrer que ce déterminant n’est pas
nul, si les fonetions H, H,, ..., H,_, sont indépendantes, et, par suite,
si les n équations (g) sont distinctes, en sorle qu’on en puisse tirer
Pis Py ++ 0 Pn en fonctions de ¢,, ¢q, %, gn.

SUR LES INTEGRALES SECONDES DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE.

19. Supposons que nous soyons parvenu a déterminer les équations
(1) Hiea = ey ey

qui expriment que p, dg, -+ ... + p,dg, est une différentielle totale
exacte, et dont la premiere était donnée. Posons

V=S(pdg +...+ pdgn),
nous avons une solution complete de 'équation

dV dvVv dv
11 Qs ay vovs GQuy '@;a l_l'_(}_;, very Hq_,; =a,

qui est I'équation H = «, dans laquelle on a fait

B2
(2) - P e Pt et
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d’apres ce que nous avons vu (n® 11), les équations

dg .~ dH dgs ' dH dg. _ dH

!3 | W-——' ?i};-l’ _J‘_-—- R;}';’ SN2 dt ‘(E"IQ
(3) dp, - dH idpy- " aB dpy - dH
\Vdz T T dg,. df - dgiaitasht W T o

ont pour intégrales les équations (1) qui reviennent aux équations (2),
et, de plus, les équations

e e e
N SR R Y e R N

de

— bu-—| 3

ou b,, by, ....b,sontdes constantes arbitraires, et qu’on peut écrire

\ J ({Pl dﬁ‘l P‘! dq; i (f} n dj,.) o R {}
tr"{("l dp: . (]P” B

(4) { da dq'+ﬁ,d‘1=+'--+ mdqn)——-bn
dp, dp, dp. 5

f(ﬁ i a0t b dq:*)— 5

........................................

Il est d’ailleurs évident que, p,dg, + ...+ p,dg, élant une différen-
tielle exacte, sa dérivée par rapport a une des constantes @,, @,, ...
I'est aussi et que les premiers membres peuvent s’intégrer.

On peut encore démontrer ces équations (4 ) comme il suit. Si 'on
suppose qu'on remplace dans I'équation H = a les p; par leurs valeurs,
I'équation sera identiquement satisfaite, et en la diflérentiant par rap-

port & a;, on aura

di dp, dl dp, dll dp _
dp, da; % dp. da; b dp,. da;

puis, d’apres les éqﬁalions (3),

dp.

da;

Do gfi’ gy oo L " dga=o;

en intégrant, on obtient toutes les équations (4), sauf la premiere.
Pis Pas- .- peuvent étre considérés aussi comme fonctions de a, et,



SECTION 11. — SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS. 71

en différentiant I'équation H = a par rapport 4 @, on aura

}"F‘ da dp, da vy [

di dp, dH dp, - di dp. i

en nous servant des équations différentielles, nous obtenons

dp, dq. i dp, dg.
" i dt - davsdt T

multiplions par dz et intégrons, nous aurons la premiere équation (4 ),
il dp, dp, \
At L f(-._ﬁdq' A 2 r."q,+...).

20. Nous avons supposé, dans les considérations qui précedent,
que Hest indépendant de £ ou que le principe des forces vives est appli-
cable; il suffit d’une légere modification pour les étendre au cas ou H
‘contient 7.

Concevons done que H contienne ¢, et qu'on ait obtenu les » inté-

grales
(5‘| Q=d, Q=i +++y Qu—t= Uu

des équations (3), alors si les premiers membres de ces intégrales

—1)

; nln A :
satisfont aux ———— conditions [¢,, o] = o, l'expression

(6} dY = pdq, + p: dg -+ ..+ pa dq. — W, dt,

oit 0, est la valeur de H dans laquelle on a remplacé les p; par leurs
valeurs tirées des équations (5), est une différentielle totale exacte.
En effet, d’aprés ce qui a éLé prouvé ci-dessus (n° 18),

podg ... padgn

est une différentielle totale; il reste donc & démontrer que I'on a

dp\ _ dH,
dt ) e dqi
pour ¢==1, 2, ..., 7, la parenthese du premier membre indiquant une:
- dérivée partielle. Or on a

di, _ di r!_[! f}h 8 dH dp, o f_f,'_?: 2 f_!'f]. dp, 3 dﬂ dp.

dqi — dy T dp, dgi e dpy dg . db L iy, i PR P
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et, d’apres intégrabilité de p, dg, + ... + p,dq,, il en résulte

dit, _ dpi dpi dq. dpi dqn
dg: = " dt T dg, dt T dg, dr’

or on a

fj!_}" —_ dpi iﬂ[ .(_&?_' 4 % d_’p‘, .f.{g_".'
dt =\dt) T dg dt T dg ae? .

on a done bien

(I}I.I_ (E& !
dg; —  \dt

L’expression (6) étant une différenticlle totale, on a

AN ave dE_) dy: i g il :
;,T(;l"fr“n T%"PH very an—‘t"" o e W L e e T

Dans la derniere de ces équations, remplacons p,, p,, ... par leurs
valeurs tirées des premitres, nous aurons I'équation aux différences
partielles ¥

dv dVv dV)

73 +II(!‘ iy Gay ++ v Qay d—qla sy @:) =0

et I'expression obtenue pour V qui renferme les » constantes arbi-
traires a, @, ..., a,_,, et la constante additive qui provient de la qua-
drature sera une solution complete. Done, d’apres ce qui a été dé-
montré (n°7), les dernieres intégrales des équations canoniques sont

dV < dV dV

—_—= —_— (J e
da d b 245 i

— bn-—: .

Ce théoreme a été donné par M. Liouville en 1853 ; il est plus général
que celui qui fait Pobjet du numéro précédent, obtenu par Jacobi en
1843, mais publié seulement en 1866 dans son Quyrage sur la Dyna-
mique.

Sur un théoréme de Jacobi.

21. Soit V une fonction des quantités

U7 UED) ey s ty dy,y eleup yy
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et posons

Ir|] [1_‘}.__

\ dq; —Pll
dv

(2) P coiele

'.')Jb dﬂ, -'—'blr

— SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS.

av
o
dV
da,

:.pn)

:.b.,.

Au moyen des équations (1) et (2), on peut exprimer les q;, p; en fonction
des a;, b;, et par conséquent former les dérivées des premieres quantites
par rapport aux secondes, ou on peut exprimer les a;, b; en fonction des
is Pi €l, par suite, former les déripées des @y b; par rapport auzx q;, p;.

Cela posé, on a les quatre équations

db I
dq,

Erre

pour i et k égaux a 1, 2, ...

dp{
da;’

dp;

s

y 2.

dbe _ _ dgi
dp.— AR d_a*’
day dg,
dp. dby’

Différentions les équations (1) par rapport & ¢, en regardant a,,

@y, ..., @, comme fonctionsde ¢,, s, ..., ¢,, €t nOUS aurons
' d*V A d*V _ da, d*V  da, %
dq.dg; ~ dq.da, dg; dq.daa d’g‘ i
OIS o S
(4) { dq:dq;‘ rfqnfa. dq. dq:da: dq, e
................................. DT
iV BV MV e s
\ dgndq;  dqnda, dg; * dq.da, dg; T

Différentions ensuite les équations (2) par rapport & @;, en considé-

rant ¢, G, -
nous aurons

d'V i d:v
da, day ~ da, dg,
d*V d*V
(5) ( day dag — dasdy,
FERY v d*Vv
\ da, dax 3

.» ¢, comme fonctions de a,, a,, ..

dg,
day
dq,

day

dq.

da, dq, da

d'V_dq,
da, dq. da;
d*V d(?'1
da,dq, da

d*V _ dq.
da, dq, da, g

5@ DD

P

., b,, et

ay e

=0,
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. . . . IE (e . dQ| dq; dq"
Multiplions les équations (4) respectivement par <Pl )
et ajoutons; nous aurons, d’apres les équations (5),

d'V_dq. 'V dg, e d*V._ dq.
dg,dq; day ~ dq,dq; day " dq.dq; da
o b Ume VA B 1D SN B
da,day dgi  dayday dg; " danday dqi ~ '
R : : 2V
ajoutons et retranchons au premier membre le terme -d—('—d—‘a et nous
qiaag

voyons que celte équation peut s’écrire
dﬂ; 214 (ﬂ).}
day — dq; ¢
ce qui est la premiere des équations (3).
En différentiant les équations (1) par rapport a p;, les équations (2)
par rapport a a;, et opérant sur les deux systemes d’équations obtenues
comme sur les équations (4) et (5), on a

dyy __di,
day dp;

En différentiant les équations (1) par rapport a ¢;, les équations (2)
par rapport a by, et procédant comme ci-dessus, on a

dpi - da
dby dq

Enfin, en différentiant les équations (1) par rapport a p;, les équa-
tions (2) par rapport & b, on obtient

dq.' B {Iﬂ

db, — dpi

Sur les intégrales des équations canoniques que I’on déduit d’une solution
compléte de U'dquation aux différences partielles d’ Hamilton.
22. Soit le systeme des équations différentielles canoniques

Ggerinatl D e N
a6y Upy . BT dqi’
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oi1  est susceplible des valeurs 1, 2, ..., 2. Si'on obtient n intégrales
de ces équations

(I} p=a, Q= dy, ey Qpy = Uy—y
dont les premiers membres satisfont aux équations [, ¢,] = o, alors,
en tirant p,, ps, ..., p. de ces intégrales pour les porter dans I'ex-

pression
pidg +...+ p.dqg,— Hdt,

celte expression sera une différentielle totale ¢V (n° 20); on aura done

aV i

; dv dy (g

(2) d?:‘u" L H-&;__.p,,, di

en sorte que Fexpression de V satisfait & 'équation

AT V> iR S avy
dt (’ qu Gay o+ 5 Gu H-(f-‘, (‘@5 ’ dqﬂ)—

et en est une solution compléte, et les intégrales des équations cano-
niques sont les équations (1) et les équations

(3) av.s ay = =y i 2o
dn- 2 dag et il A R R T sty
b, b,, ..., b,_,6tant des constantes arbitraires.

Dans les premiers membres des équations (3), remplagons les con-
stantes @, a@,, ..., @,—, qui 8’y trouvent, par les fonctions 9, @,y «..,
On-1» €t désignons ce que deviennent les premiers membres par ¢,
©'ys vey Payy DOUS aurons, au lieu des équations (3),

?:"__ b’ (F,I__‘ b" =, : CP::——l: b"—"

Nous pouvons sans inconvénient représenter les fonctions qui forment

les premiers membres des équations (1) par @, @y, ..., @,—, et de mémpe
3 4 r

nous pouvons representer par D, 0y, 0 165 TonCHions '@ 0, .. <y

o, D'aprés les équations (2) et (3), les a;, b; sont fonctions des ¢;,
10,
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Pi» et réciproquement, les ¢;, p; sont fonctions des a;, b,, et, d’apres le
numéro précédent, on a les formules

db. _ dp; ® dq,

di — da’  dpi T day’

day _ _dp:i  da __ dqi

dg; — ~ dby’ dpi — dbi’
Oron a

da,

da, dq; (Ia, dp:
day ~— dyi day dpl da;)’
da,
dby

da, dq, drt, dpi

dq,— dby dp, r{b;)

(d’b, dqi db dpi

1[

day dq: day dp. day)’

db,
dby

db, dg;  db, dp.\
fft]g dbﬁ dp.' db.\-

=
)
db, Z
-

La premiere de ces quatre équations donne, d’aprbs les formules pré-

cédentes,
5, da, db, da‘ db\
d“" Z( _ dqi dpi dp; d_g,) = [b a,

et les trois autres donnent de méme

da, _ db, . db,
] T [aﬂ ﬂ'i]t IE; — [bh bs]» lb [b ﬂ;}

les premiers membres sont nuls, excepté pour la premiere et la qua-
trieme équation lorsque s = 4; on a donc ces formules :

e agil=0, " [biyb]=0; " [b;, at] =0, “ (b, a)=1;

s devant étre supposé différent de £ dans la troisieme. On peut encore
écrire ainsi ces équations identiques :

[?n G'I'-I =0, [C?i. CP:-] = 0, [fP.:v "P‘] =0, [?i‘ q"] =T,
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SUR LA SOLUTION SIMUTANEE DE DEUX EQUATIONS AUX ‘DIFPERENGES
PARTIELLES LINEAIRES ET THEOREME DE POISSON.

23. Pour arriver a la démonstration du théoreme de Poisson, consi-
dérons d’abord avee Jacobi les deux équations aux différences par-
tielles linéaires

df df df
Ana+Ala-£ +z\,,%_0,
d df df
Bg“]n+Bg‘aTr—l+ ..+B"d_x':
ou
A(f)=o, B(f)=0o,
en posant ‘
=n d =n
A(f>=2md- En .
"Nous avons

k=n i=n
N LN
1= 2, B 2 M

kezn =0 = i=n

“2 EB* ‘dx di+2 Enj-:‘a ﬂg-'

— i b k=0 i=0

On obtiendrait de méme A [B( /)], et, en faisant la différence des deux
expressions, on aura cetle autre, que nous appellerons E( /),

E(f)=B[A(N)]=A[B(f)]= ij (n M)

i=o =0

Posons

k=n

- dA; dB;
b=y (g — M)

K==

nous voyons que, si I'on a les 7 -1 égalités

-

E/ =0, o), *MEy=o i 15 il = o4
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(1) BLA(f)]=A[B{S)

c¢’est-d-dire que les deux opérations indiquées par les fonctions A et B
peuvent étre interverties. De cette équation on-conclut immédiatement

B[ A(f)] = A*[B(f]],

en désignant par B” 'opération B répétée r fois, et de méme par A’
I'opération A répétée s fois.
Supposons qu’on ait 'équation (1); soit £, une solution de A (/) =o;

on aura
A(f)=o0, B[A(fi)l=0, A[B(f])]=o0.

D’apres cela, B(/)) sera une solution de I'équation A (/)= o. On voit
de méme que B*( /) sera solution de celte équation, et 'on obtiendra,
en général, un certain nombre de solutions distinctes de A(f) = o

f» B(f), B(f) ..., B'(fi)

en s’arrétant lorsque B™(f;) sera fonction des solutions précédentes.
Si m = n, on a toutes les solutions de I"équation A (/)= o; mais, si
m est plus petit que n, on n’en obtiendra qu’une partie.

Dans le cas particulier ot B(f,) est nul, /, est solution des deux
équations

(2) A(f)=o, - B(f)=o.

Cherchons ensuite & déterminer, en général, une solution commune
aux équations (2), en supposant les n -+ 1 égalités

(3) E,=o, | Tl o A By=—0

satisfaites. On commencera par déterminer la solution générale de
A(f) = o, qui est une fonction arbitraire de n solutions indépen-
dantes fi, fa, .+.s fu» et il faut ensuite que cette solution satisfasse &
I'équation B( /) =o. Au lieu de »,, z,, @,, ..., @,, prenons pour va-
riables @y, fi, fos -y Ju3 81 nous mettons entre parentheses la nouvelle
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dérivée de f par rapport 4 ,, nous aurons
df-— (-dfi 1 N df dfi . d’f df;
dz, ~ \dz, 2 ({f dvyt dmy - df; da,

wp=n() - Spndh

et, comme / doit étre fonction de £, fi, . ., [, seulement, on a

(ég:) = o, el I'équation B(/) = o devient

et, par suite,

(4) BUAISE DAL+ 4B =o

Or les équations (3) étant satisfailes et f; ¢tant une solution de
A(f) = o, il s’ensuit que B(/;) 'est aussi; done B(/), B(/f.), ... sont
des fonctions de fi, fay +. . fo €L fest entierement défini par lcqua—
tion (4). Soient ¢, @3, ..., #u— les n—1 solutions de cette équation;
on aura pour la solution chc:(hw une [onction arbitraire de ¢, @a, .-y
@n—» Telle est la solution simultanée des équations (2), lorsquc les
égalités (3) sont satisfaites.

9%, Dans ce qui précéde, faisons n - 1= 2m, et, au lieu de dési-
gner les variables par @y, @,, ®a, ..., représentons-les par

[/ ET FTR Gus Py P o “Pmy .
nous aurons

\(.f:':f&.igfﬂ_f\,;% R A,,.% -I-;\m,,_‘t%f-: +.-‘+A,n,££,
B(f) =B -é (;Z: + B,.Hr% i B"'*"E{% RS Bm{;ffn,
et prenons pour les A;, B,
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nous obtiendrons
do df do df _N\'(% df _d¢ df
5w Z(dq. B = BE NG e 7 )
ou, suivant la notation ordinaire,

A(f)=[ef1, BUfI=[S]

Ensuite, pour les valeurs de ¢ égales a 1, 2, ..., m, on a
' ‘ dl9, 4]
E =B(A; — A(B;) P ' ‘i‘] [ Dy :
t (A7) (B:) {‘«P P dpr i
BT e ) el B EH R d(9, ¢]
Enpi=B{Auis) — A(Basi) = [_Lp, TJ [ - Ao bl

Donc les 2m équations de condition
) Dl sl Y R DA
sont remplies si I'on a identiquement
(e, 41=0,

c’est-d-dire si /= ¢ est solution de A(f) = [, /] = o.
Ainsi done, s¢ L'on a I'équation identique (9, 4] = o, i existe des
solutions simultandes des deux équations A(f) =o0, B(f)=o0 ou

(e, fl=0, H-hf] =5,

Nous avons vu ci-dessus que, si f; est solution de A(f) = o et que
l'on ait B[A(f)] = A[B(/f)], B(/,) est aussi solution de la méme
équation. En faisant

: A =[S  BfI=[¥fl,

on en conclut : Si £, est solution de I'équation [, ] = o et que U'on ait
[0, 4] =0, f=[¥,/i] est solution de la méme équation. Autrement
dit, st f=f, et f= sont solutions de I'équation [, ['| = o, I'expres-
ston [, f,] est aussi solution de cette équation.
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25. On a pour 'expression de E( /)

i=m

E(f) _—‘2 (E,- Z}i; = Enar %) =§[§Eq;j’7:§’_] §£ 4 d[j‘;be] .5;:] AR

Done Péquation

E(f)=B[A(f)] — ALB(f)]
L5 (9 411 =4 [9, f1 1= [ [$7T]
(5 [ 411+ [0 [$ f1] + [ [ p]] =o0.

On adonc ce théoréme remarquable : Soientf, ¢, L trois fonctions quel-
conques des variables q,, Gyy ...\ Gus Pis Pov oo os Pur OR ala formule
identique

(5) LA [s $1] -+ [95 [45 ST] -+ [¥s [fs 1] = o

Ce résultat permet de retrouver celui qui précede; car, si /== f, et /=1
sont solutions de [p, f] = o, ona [¢, fi] =0, [, ] = o, et la for-
mule précédente donne

[os [¥5 £i]] =0,

c'est-d-dire que /= [{, fi] est solution de la méme équation.
Nous allons donner i ce théoreme une autre forme. Pour cela, remar-
quons que, si nous avons I'équation aux différences partielles

(a) [, f1=0,
a laquelle satisfait la fonction /, et qui peut s’écrire

de df do df ..  do df

dq. dp. " dg, dp, """ dg. dp.
do df de df de df _

Tdp dg dpdgs T dpadg.

devient

ou

on obtient toutes les fonctions £ qui satisfont & cette équation en cher-
chant les intégrales du systeme d’équations différentielles

(b) dp, _dps'_ . dp.: . Aq - d¢: _ . 0q:
L AR RS TR [ VR IO
dq_; ;@ Tq“ dp] dj)z dp,
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et, si_f=/, est une solution de 'équation (&), f, = const. est une in-
tégrale des équations (b), et réciproquement. D'apres cela, on a le
théoreme suivant :

Sotent f=: const., ¥ = const. deux intégrales, qui ne renferment pas 1,
des équations (b) ou

dq,  do dg,  do g iq, : Efc_i
i e A s et
dp, . do dpy {{gp : dp, fi'ﬂ
R e s O it P

l’équation [, f| = consl. est ausst une intégrale de ces équations, a
moins que son premier membre ne soil identiquement constant.

Ce théoreme porte le nom de Poisson, quoiqu’il n’ait été présenté
ainsi que par Jacobi; nous indiquerons dans une autre Section la forme
que Poisson lui avait donnée.

Dans le cas ou [¢, /] serait une fonction de ¢ et f, ce théoreme ne
donnerait pas une nouvelle intégrale. Il peut arriver aussi que [¢, /]
soit identiquement constant, comme cela a lieu lorsque les deux pre-
mieres intégrales ont été déduites de I'équation aux différences par-
tielles d’Hamilton (n° 22). Mais, si les deux premieres intégrales sont
prises quelconques, en général [{, f] = const. sera une nouvelle
intégrale.

26. Dans la démonstration du théoreme de Poisson, on a supposé
que les intégrales ne renferment pas ¢; mais il peut facilement étre
étendu au cas ot les intégrales contiennent le temps.

En effet, si /= const. est une intégrale des équations canoniques,

; vl F : .
on doit avoir ‘—1{: o en vertu de ces équations, et, par suite,

df df dq; . df dp\ __
(;:}) *Z (;@; dat " dp, dt ) T

la dérivée par rapport a ¢ étant mise entre parentheses pour indiquer
une dérivée partielle; par suite, on a

(&) -+ 15 1=
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De méme, si ¢ = const. est une intégrale des équations canoniques,
on a, en continuant de mettre entre parentheses les dérivées partielles .

par rapport a ¢,

(5)+ 14 g1=o.

Donc la formule identique (5) devient
[f’ (%)] +[o [ f 11— [o,, ( 4 )} o

(2922 114,11, g1=o,

ou

c’esl-a-dire qu'en vertu des équations canoniques on a identiquement

—ts s 03

donc [-.p,j"_] = const. est bien une intégrale de ces équations.

SUR L’ABAISSEMENT DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE PAR SUITE DE
L'’EQUATION DES FORCES VIVES OU DES INTEGRALES DES AIRES.

27. Supposons un probleme de Dynamique pour lequel ait lieu le
principe des forces vives; l'ordre du systtme des équations diffé-
rentielles
A dg:  dU  dp; dt
W : 7Y i '}fﬁ,: e r'.f'q,-T
ou ¢ est susceptible des valeurs 1, 2, ..., n, peut étre abaissé de deux
unités. En effet, alors H ne contient pas ¢, on peut éliminer immédia-
tement d¢ entre ces équations, et I'on n’a plus que 22 — 1 équations
différentielles du premier ordre; et comme I'équation des forces vives
H = const. est encore une intégrale, ce systeme d’équations peut étre
réduit & ordre 27 — 2, ¢’est-a-dire qu'il peut étre ramené a la réso-
lution d’une équation différentielle de I'ordre 22 — 2.

On peut encore abaisser de deux unités 'ordre du systeme des équa-
tions (1), toutes les fois qu’on peut, par un choix des variables, arriver

i ne faire entrer I'une de ces variables que par sa différentielle.
Il.
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En effet, supposons que la variable ¢; n’entre pas dans H, on aura

de s ddr e
et, par suite, I'intégrale
Pi= const.

Alors, H ne renfermant pas g; et la variable p; étant remplacée par sa
valeur constante, on peut supprimer du systeme canonique I'équation

agi; ol
dt — dp;’

de sorte que I'ordre est abaissé de deux unités. Apres I'intégration du
systeme, ¢; se déduira de cette équation par une quadrature.

Ce cas se présente quand une équation des aires est applicable. Sup-
posons qu’elle ait lieu par rapport au plan des @, y; alors la fonction
de forces U et les équations de condition ne changent pas de forme
par une rotation du systeme des coordonnées autour de I'axe des z.
Si done, adoptant des coordonnées polaires, on pose

Z= rcosd,. y=rsind,

et qu'on désigne par 6, 0., ..., 6, ce que devient G pour chaque point
matériel, la fonction de forces U et les équations de condition ne con-
tiendront les angles 6 que par leurs différences

6, — ;0 0, — B85 iy G — 0,
que nous désignerons par 7, 71, .. , 7, Si I'on substitue aux
variables 0,, 0, ..., 0, les variables vy,, ., ..., 7,—, et @, lavariable 9,

n’entrera pas dans H qui contiendra seulement sa dérivée ;; si I'on
introdait les variables conjuguées p; au lieu des dérivées, la variable 0,
continuera i ne pas se trouver dans H ou T — U; si donc on fait

L
g dﬁ_;,

on aura, d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, 'intégrale

P = const.
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et Pordre du systeme sera abaissé de deux unités. Il est aisé de vérifier
que cette derniere intégrale est celle des aires; caron a

1 5 do\* [dr 5 dz\?
1= Y| =(G) + @)+ (&) )

et, puisque 6; = 7; -+ 0;,
Tl , d0
ik ; mirl e Emr T

28. Si les intégrales des aires ont lieu par rapport a deux des plans
de coordonnées rectangulaires, 'intégrale des aires a également lieu
par rapport au troisieme plan. En effet, faisant

don: sippidyieny cds i
P/t R o & 8 7

supposons que I'on ait les équations des aires
Zm(xy' — y2') = const.,

Zm(ys' — 5)') = const.;

désignons par ¢, ¢ les premiers membres de ces équations, nous aurons,
d’apres le théoreme de Poisson, la troisieme intégrale

¢, ¢] = const.

ou
2 e ays, et dy S Bdle s A
|dz dma') ™ dy d(my’) " dz d(m#7)
o vade dY do dy do add7 __ T
dma') dz ~ dmy) dy — d(mz') dz |~ "
ou '

Zm(x's — x3') = consl.,

ce qui est la troisibme intégrale des aires.

Cette démonstration suppose que le systeme est libre; mais, dans
une autre section, nous montrerons que le théoreme a également lieu
si le systeme est assujetti a des liaisons.

Si les trois intégrales des aires ont lieu, on pourra employer l'inté-
grale relative au plan des @, y comme ci-dessus; puis, au moyen des



86 _ DYNAMIQUE ANALYTIQUE.

deux autres, on pourra éliminer ¢,_,, p,_,. On abaissera ainsi 'ordre
de quatre unités. Ensuite, au moyen de I'équation H = 4 et en élimi-
nant d¢, on pourra abaisser de nouveau I'ordre de deux unités; I'ordre
sera ainsi abaissé de six unités.

La méthode qui précede peut servir a démontrer 'abaissement de
I'ordre des équations, mais elle fait jouer un role particulier au plan
des @, y et ne conviendrait nullement pour effectuer cette réduction :
nous verrons dans une autre section comment il conyiendrait de diriger
le calcul.
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SECTION ITI.

APPLICATIONS DES THEORIES PRECEDENTES AU MOUVEMENT
D'UN POINT MATERIEL,

MOUVEMENT D'UN POINT ATTIRE PAR UN CENTRE FIXE.

1. Soient @, y, = les coordonnées rectangulaires d'un point attiré
par un centre situé a 'origine des coordonnées. On a, pour la force
vive de ce point,

T dz\* l dyNe  Sda\Le e b
2T=m Nt _"(?f S (7 = m (x4 y 5"

on a ensuite
dr ot d'l ; L

— ——my — T 1.3
4 VSl Yo dz y

dx

et, en remplagant ces trois quantités par

AY i\_’ dV
T% i 0

dans I'expression de T, selon ce quia été ditau n® 11 de la Section II,
puis formant I’équation T — U = A, ot A est une constante arbitraire,

on a {
SV, (VYL (AVY ] g
2m [(dx) % ((h) =t (EZT) ] = U+ A

La fonction de forces U ne dépend que de la distance r du point au
centre d’attraction, et si I'on pose U = f(r), la force d’attraction sera
daf(r)

dr
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Prenons des coordonnées polaires, et faisons
zZ=1rcosn, x—rsinncos@, y = rsinysind,
alors, en posant

dp _, db
7 T e T

=4,
la force vive devient
2T =m(r'? + r*n"+ r*sin’n. 0"?).
Les quantités conjuguées de r, », 9, désignées selon les notations pré-
cédentes par p,, p., py, sont

dT s T .
p,T—:’?l", P,:—_:@:r’n, Ps_dﬁ' = risin’n §&';
on doit les égaler aux dérivées de V par rapport a r, », 0; ce qui donne

dr ' odn T risinig

T et ST g & o — x5 Sy
= 2 \ a0

et, par suite,
T...-‘_[ dvy’ 1 ﬂ)’_, '___(‘W)’
“am | \ar) " F\da ). risintg \ai) |

On obtient done I'équation aux différences partielles

dY X2 a2 I ayviye g
(1) (-dT) -{-F(-&;) -+ S (71_&_) —amf(r) 4 amh.

Comme la variable 6 n’entre pas dans cette équation, en désignant
par g une constante arbitraire, nous ferons (Section II, n® 10) «

?;,;r =g VY=W-t+gb,

W étant une fonction qui ne dépend pas de 0, et il restera I'équation

dr rt\ dn risinin



SECTION 1. — MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL. 89

Faisons dans cette équation

(i‘l;)?_}_ gJ_ — bu
dn 1*7

ou b désigne une constante arbitraire, et il restera

(W 2 ks 2
(?’-—) =2 mflr) -+ amh— f’:

dr

On a, par conséquent, la solution

W -__-f\/'.un.f(r}—!— aomh — h—uth' -+ f\/b’— —.gu— du,
. r sin’y

V:.‘;\V—!— gf}

et

sera une intégrale complete de I'équation (1).
On obtient d’apres cela pour intégrales du premier ordre des équa-
tions du mouvement '

dn's. idYe ol chudde dedbiis i 10 GaVaRTInE
dt = dr’ dt 1 odg’ dt rsinn do - risin'n
et, pour intégrales du second ordre,

dv dVv i o
— =T,

(2) E.:b, -@-—_b', Tl}l,-

b, g, © étant des constantes arbitraires. Ces trois intégrales peuvent

s'éerire
!_)ff__ (‘ = b —'—T__.'__ — = b’
2 n"
\/2 mf(: )+ "mff = - ;“—n

rfﬂ

siny \a’b‘bm n— 'r‘

i A, = = Tiger,
\/mnf\ l—om!f-}—; :

2, Supposons maintenant que I'attraction ait lieu en raison inverse
12

+0=g,
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: 5 £ h? :
du carré de la distance, et faisons f(r) = ;;; alors les valeurs maxi-

mum et minimum de 7, correspondant & dr= o, seront données.
d’apres la derniere intégrale, par I'équation
?!

f b
2m — + amh — =0

ou
oamhr? 4+ amk*r— 62— o.

Sil'on désigne par 2a et e le grand axe et I'excentricité de l'orbite
elliptique, ces deux valeurs der sont a(1 + ¢), a(1—e), et I'on a
& b?

— i gq
* mhe

7 — a(1— €*) =p,

en désignant par p le demi-parametre; les deux constantes /4 et b sont
déterminées par ces deux équations.

Prenons, pour limites inférieures des intégrales qui entrent dans V,
des valeurs de 7 et » qui annulent les radicaux. Alors, en formant les
équations (2), il faudra avoir égard a ce que les limites renferment b,
g, h, ce qui introduira de nouveaux termes, mais qui s’annuleront,
parce qu’ils renfermeront en facteur les valeurs des radicaux pour les
limites de ces intégrales.

Nous pouvons donc écrire ainsi les trois intégrales

4 bdr 5inndn e
‘,(._,.3ruzmﬁr“—'0—"2}13!:"":-:_0’ Vbisintn — ;
L figleiling whycay
siny (b'sin*n — g

4 mrdr
= —— ) i
ati—e) V2O = 2k — b?

Si l'on fait 7 = a(1 — e¢) dans la derniére équation, ona = — 1;
done — = représente le temps du passage de la planéte au périhélie.

D’aprés la seconde équation, la plus petite valeur de », laquelle est
la limite inférieure des intégrales par rapport a 4, est donnée par la
formule '

i
T T Aol » 1
sin‘n — b”
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or u est I'angle de r avec I'axe des z, il aura sa plus petite valeur .
quand r coincidera avec ladroite située dans ce plan et dont I'inclinaison
sur le plan des @, y est la méme que celle de I'orbite, et alors on a, en

oo . A i) T .
désignant par I cette inclinaison, % = :“ — I; par suite

i
(3) cos’l:i—:a g=bcosl,
ce qui détermine la constante g.

Si 'on fait 9 = : — I dans la deuxitme intégrale, il reste 0 = g':

donc g’ est la longitude de la ligne de plus grande pente de I'orbite
sur le plan des @, ¥; on a done

g’ = longitude du nceud de l'orbite, plus un angle droit.

Faisons r = a(1 — e) dans la premiere intégrale; en nous servant de
I'équation (3), nous aurons

sinnd: cos
V/sintl — cos*n sinl
cosy
—— = cosb' cosy = sinl cosb’.
(4) <in] = ¢0sd's n

Imaginons une sphere dont le centre soit a I'origine, et représen-
tons-nous les grands cercles NK, NP (fig. 2) déterminés par le plan

i

Fig. 2.

des x, y et par le plan de I'orbite. Soit N le neeud; du point P qui
représente le périhélie, abaissons 'are PK perpendiculaire sur NK, et
considérons le triangle sphérique NPK; nous aurons

sinPK = sinNPsinl ;
or on a PK = g — 7 : done

cosyn — sinNP sinl.
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En comparant cette équation avee I'équation (4), on a
b = =~ — NP,
. 2

b’ représente, par conséquent, le complément de la distance angulaire
du périhélie au neeud.

4

Sur une seconde maniére de résoudre le probleme precedent.

3. Supposons encore un point attiré par un centre fixe, en raison
inverse du carré de la distance, et cherchons a obtenir une nouvelle

: ; ety 5
expression de la fonction V. Nous avons trouvé ci-dessus & = — -23;:, k*

étant Pattraction de I'unité de masse sur I'unité de masse i I'unité de
distance et 2a le grand axe de I'orbite; V, comme nous savons, est
donné par I'équation aux différences partielles

: dv\? dv\? ARG i 1

i (e ) el o)

en prenant pour unité la masse du point attiré. Comme on sait que

I'orbite est plane, il est évident que , y, s peuvent élre exprimés au

moyen de deux coordonnées seulement relatives au plan de I'orbite.
Ayant désigné par r le rayon vecteur mené du centre d’attraction

situé a Iorigine au point attiré m, représentons par r, la valeur de ra

I'instant initial et par (x,, Yy, 5,) les coordonnées du point (2, y, ) &

cet instant; enfin, soit p la distance du point 2 a sa position initiale.

La fonction V doit pouvoir s'exprimer au moyen des deux seules va-

riables 7 et p. On a

it Sl e SR S i ol it
pPr=(x — &)+ (y—0)+ (53— 2)
on a, par suite,
dV d!i adV x — =z,
de —_dr r ' dp p
dV_dVy dV y—p

)

dy —drr " dp  p
ave" dV: z ! dY z — 3,

dz drir e dp D

2z (2 — ) 2y (y = 1) -23(3 = 3) =p -1 —r]

0
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et I'équation (1) devient

dV\* p'--rt—r: dV dV ay¥az o sfn 1)
B ) +—Tp—zﬁ-"?zp+(dp)~"(r a
Posons
r+nr+p=a,
r+n—p=a,
et prenons pour variables ¢ et ¢’; nous aurons

gV vdV - dY dN" S aVeiiay

dr — do +dc” ;15-_(_1?_61—0",

et il en résulte I'équation

"% [a’(a—; 21) (g:)’ +-¢'(2r,— @) (:ﬁ:) ] = (? - &),

ou

Essayons de satisfaire i cette équation en égalant séparément & zéro
les termes multipliés par r, et ceux qui ne le sont pas, apres avoir tout
fait passer dans le premier membre; ce qui revient a supposer que V
ne renferme pas r, en dehors de o et ¢’. Nous aurons les deux équalions

(j:) —a’ (j:) = k(e wa-}__]*:{gu_gu)’ :

(@)~ () o=

et, par suite,

il en résulte

qV \/.4_“_“‘_"?, G L) \/i:‘{
do fac do faa
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En prenant, par exemple, ces deux expressions avec des signes op-

posés, on
f\/i*-"m—— do— I f\/4a_: cr_ o'

ou, en négligeant une constante arbitraire qui s’ajouterait & expres-
sion de V,

Ve=k f fa—sy,
A 4as

Pour faire I'intégration, posons

v 5
sin*a — +—»
fa

a—s ¥ : :
f\/———ds_a’(2a+ sin2« ;

désignons par ¢, ¢ les valeurs limites de 22, et nous aurons

el nous aurons

sin!E —_— g -—i_._,"“_'_-.e
By S fa
P R A 2 N el
2 fa gas "

nous en déduisons, pour solution de I'équation (2),
Vice fm%(e + sine — ¢'— sine').

4. Cette expression ne renferme pas de constantes arbitraires autres
que a; il lui manque donc deux constantes arbitraires pour étre une
intégrale complete de I'équation (2); mais, comme p renferme @y, y,,
5,5, I'expression de V est au contraire une solution de I'équation (1),
qui renferme une constante superflue (Section II, n°2).

Nous avons, pour une des intégrales du mouvement,

av _
ﬁ'— -+ T
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Oron a
dV _dVda _a2a dV
dh ~ da dh — T da’
dVv 1

1
= Lka *(e-+sine—e'—sine') +fa’

da :

( de oo de']
x-i-cosa)mz— 1 E)E ;

en différentiant les expressions de sin® 21 sin? -i—’ on obtient

r

ok £
2 ang = o= = — = lang—
da i kg b

et il en résulte facilement

a'V_—a

—_— (¢ — sine — ¢+ sine’)
dh I [ 47

et 'intégrale précédente devient la formule de Lambert

3
a= : ! STECr
t+ 1= (e—sine — &'+ sine'),
Il‘ !
Quand la fonction V est exprimée au moyen d’un systeme de va-

riables ¢,y ¢o. ... et de leurs valeurs initiales ¢f, ¢9, ..., les intégrales
du premier ordre sont données par la formule

ay. . "
dgi Pis .

et les intégrales du second ordre par

By
RE:E e i)

p étant la valeur initiale de p; (voir Section II, n°® 4). D'apres cela,
dans la question actuelle, nous avons pour intégrales du premier ordre

3 LAY BN BV
(3) di=n oty e ads

&', y', & étant les dérivées de x, y, z par rapport i ¢, et pour intégrales

»
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du second ordre

%) I, o e B e R
et LR i B

L} r ’ # - ot A ’ ! ’
Ty, Yos 5, €lant les valeurs initiales de o', y/, z'.
Calculons ces équations; nous avons
dv

B riich dE % (42
E_ﬁa [(1—!— COSE)B} —(r--cose )'JE'J’

L AR (E_,_“"'"{":) Lot Sl Tk Lo e
dz — 2asine\r p dz ™ a2asiné\r — p )’

et, par suite, apres quelques réductions,

1
dVv ka’ X— e Bl gl
_—— * sin ~s .
dx il kil P 2
2asin — sin-—
2 2

p 2

Désignons par 2p. 'angle de r et r,, nous aurons

ST S 1
2asin — sin —
EY et

Lo+ Yo+ 53 retry)—p?
cos2pu— ;‘:i@—————n: COS’}L:{ 4-:_‘]F——P) cosp = =
o [} Vrr;
posons aussi
YR e e t—t¢
T TR | Thame i
2 2

el nous aurons

BV _JEL_ (.r—x.. Sinl—‘fsinv); ;
dz  \rr,cosp \ P 4

on en conclut, pour la premiere des équations (3),
1
S 5
P ;M = (x_.z_'? sind — 'Esinv),
yrro cosp. P i

et les deux autres s'en déduisent par une permutation sur les lettres «,
¥, z. La fonction V restant la méme quand on échange les lettres @, y, 5
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avec &,, Yo, %,, On aura, pour les intégrales finies (4),

ka? Ty— 2 '
————— | =—— sinA — =siny) = — &,
yrrocosp \ P Ty

DU MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE DONNEE.

5. Supposons un point assujetti & se mouvoir sur une courbe donnée
dont les équations sont

(a) z=f(3), r=/£il3)

et admettons que le point n’éprouve aucun frottement, de sorte que
I’action de la courbe se réduise & une réaction normale. Désignons
par X, Y, Z les composantes, suivant les trois axes, des forces exté-
rieures qui agissent sur le point 7z, par N la réaction normale, et par 2,
., v les angles qu’elle fait avec les trois axes.

En prenant la masse du point pour unité, on aura les trois équations

d'z . iy d'zi :
(1) R-t_n.:}{-;-NcosI’., = =Y + Ncosp, aF—Z—t—Ncosw.

Ensuite on a

(D) 00S?A + COSIps - COS™Y =1,

et, comme N est normal & la courbe,

(e) cosAdz -+ cosp dy + cosvdz = o.

S'il existe une fonction de forces, en sorte que
Xdz +Ydy+ 1dsz

soit une diffiérentielle exacte dU, on déduira des équations (1)

dzd*z + dy diy +dzd’s __
e “2 2 —du,

13
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et, en intégrant et désignant par C une constante arbitraire,

dz® + dy* —+ dz?

odt? = e

.

L'équation précédente devien(, d'apres les équations de la courbe,
2
é(g) [1+/"(2) + fi(2)]=U: +C,

en dgsignant par U, ce que devient U quand on y remplace 2 et y en
fonction de z. De cette équation on pourra tirer d¢ en fonction de z;
on aura donc ¢ au moyen de z a 'aide d’une quadrature. On pourra
done réciproquement calculer z en fonction de ¢ et, par suite, obtenir
a, y d’apres les équations de la courbe.

Nous venons d’admettre I'existence d’une fonction de forces; s’il
n’y en a pas, on opérera ainsi.

En différentiant les équations de la courbe, on a

dz =f'(2)ds, dy=f/(z)ds,
et ensuite, pour I'élément de la courbe,
ds = \da* + dy* + da* = 1+ f' ()" + f!(3) dz;

par une quadrature, on aura s en fonction de z; puis on tirera z en
fonction de s; par suite, on aura aussi x et y en fonction de s d’aprés .
les équations de la courbe. Des équations (1) on déduit

ded’z+dyd’y +dzd's _ , ds __ ;
di By —d?; = Xdz + ‘Ydy' -+ Zdz-

En exprimant le dernier membre en fonction de s, il en résultera
d’s
() ds 52 = o (s) ds;
en intégrant et désignant par C une constante, on aura
ds\*
(E{) = 2 fo(s)ds +C,

ds
d‘ e ———
e V2[o(s)ds+C

et, par conséquent, on pourra obtenfr s en fonction de .
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6. Supposons enfin que la courbe exerce un frottement I' sur le

point mobile; le frottement s'exercant suivant la tangente a la courbe

et en sens inverse du mouvement, on a, au lieu des équations (1), les
suivantes : 3

d:z g ‘ dx
> e X 4+ Ncosa—F =
dy o ody
diE L5 ; dz
. -(-m_dq-hcosv—-r—gs-,

et 'on aura encore les équations (a), (4), (¢). Le probleme contient en
plus I'inconnue F; mais, en supposant que F soil proportionnel a la
réaction normale, comme on 'admet généralement, on aura

F=fN,

J/ étant une quantité constante. Cependant la solution du probleme
devient beaucoup plus difficile; en effet, au lieu de I'équation (2),
on a

ds :;T‘ = o(s)ds = Fads
ou
d*s I
(3) i — P8I =FN;

L]
équation dans laquelle N est une fonction inconnue de s.

Si la vitesse est nulle et que le frottement surpasse la composante
tangentielle de la force accélératrice, le mouvement s’arrétera. Done,
pour trouver si le mobile s’arrétera, il faudra chercher un point de la
courbe pour lequel la vitesse sera nulle, et examiner si en ce point le
frottement est plus grand que la composante tangentielle de la force
accélératrice.

- Si I'on regarde le frottement du mobile sur la courbe comme négli-
geable, mais que I'on tienne compte de la résistance du milien dans
lequel il se meut, il faudra introduire dans I'équation (3) cette résis-

tance au lieu de /N cette résistance est une fonction ‘P(i?{i) de Ia
13,
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vitesse du mobile, et 'on aura cette équation différentielle du second

ordre
d*s ds)\
=l —v(g)

on en déduira s en fonction de ¢, et 'on en pourra ensuite tirer 2, y, z.

MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE DONNEE.

7. Prenons pour déterminer le mouvement d’un point sur une sur-
face un systeme de coordonnées ¢,, ga, ¢s, tel que 'équation de la
surface se réduise a '

(1) . ¢ = consl.;

alors un point de cette surface n’aura plus que deux coordonnées va-
riables ¢,, g,.
Soit ds I’élément d’une ligne tracée sur la surface; on a
ds* = dz* + dy* + dz?,
et, comme x, ¥, s sont fonctions de ¢,, ., on obtient

(2) ds* = Adq’? + 2Bdq, dq, + Cdq3,

A, B, C étant fonctions de ¢, ¢,.
Si nous désignons par ¢, ¢, les dérivées de ¢,, ¢,, nous aurons

ThiT (%): Agi+2Bg\q, + Cg3)

p= §-:— =Agq,+ B¢,

d'l‘ r r
Pr= W = Bq', + Cq’,

et, par suite,
,_Cp—Bp. _—Bp+Ap,
o amept - A = U aAgea

On a done
.. Cp?—aBp,p.+Ap?
2T =B B oy
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et 'équation T — U = 4 devient

r

Cp? — 2B p, pa+ Apl = 2(AC— B)(U + &),

¢, = const. joint 4 I'équation (1) donne un systeme de lignes tracées
sur la surface donnée; de méme ¢, = const. joint a l'équation (1)
donne un second systeme de lignes tracées sur cette surface. Si 'on
choisit ces deux systemes de lignes rectangulaires entre eux, on aura
B = o. En effet, soit ds, un élément d’une ligne du premier systeme
mené par un point, ds, un élément d’une ligne du second systeme
mené par le méme point; on aura, d’aprés I'équation (2), en faisant
dg, = 0, dg,= o,

ds; = Cdq;, ds} = Adq};

et I'élément ds qui joint les extrémités de ds,, ds, sera donné par la
formule

ds*=— Adq? + Cdq?,
si les deux éléments ds,, ds, sont rectangulaires entre eux, et, par

conséquent, B sera nul.

En faisant
e e
‘fl_ d{}| Pl_dq:’

le probleme revient & la recherche d’une solution compléte de I'équa-
lion
dv\: dV dV dv\: :
C (%) — 2t o +A_(d—q:) — a2 (AC— BY)(U+ 4),
qui pour B = 6 devient
1 (dV\L 1 [(dV\? =
Si nous supposons que le point ne soit sollicité par aucune force,
mais qu’il se meuve en vertu d’une impulsion initiale, I'équation pré-
cédente deviendra
15 (dV \2ugsnfd YNt us
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et le point décrira en général sur la surface la ligne la plus courte
entre un quelconque de ses points et un point suffisamment rapproché
(Section I, n° 26).

8. Comme exemple, cherchons la ligne la plus courte sur I'ellip-
soide. Prenons pour son équation

x! .y.‘l :1'

=1,

7 +P’——b’ + P — ¢
ot p, b, ¢ sont constants, ¢ > b et p > c. Adoptons les coordonnées

elliptiques de Lamé, et considérons les hyperboloides & une et & deux
nappes, homofocaux avec I'ellipsoide et fournis par les deux équations

o 3 2
(@ s o
) e N #
ol e ey bl

ou p. et v sont des parametres variables et ot I'on suppose.
el == B bl

Ces hyperboloides tracent, comme on sait, sur P'ellipsoide ses lignes
de courbure. En résolvant ces trois équations par rapport a a?, y*, z*,
on a

R o

x b:ca

‘!-{2__bl u.’-—-b)(u‘——b‘

i bk — ¢ 3
o (P=e)(p=c)(r=0)
TR ce? — b’)

Dans le systeme de coordonnées ot I'on adopte les quantités p, p., v
pour déterminer la position d’un point, I'équation p = const. repreé-
sente I'ellipsoide. Prenons les logarithmes des deux membres des équa-
tions précédentes, puis lllﬂClOllllOl‘lS en supposant le point (, y, 3)
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situé sur 'ellipsoide, et nous aurons
] ay
dx — 'E—'? dp. + — dy,
2 v

|?..:u ‘?I‘”
ﬁt}": E’:—_b} (lfa'. -+ ;1 __ b'= fl’y,

ds = =t dp. + ;,B—— dy.

P‘= e o

Ajoutons les carrés des dernieres équations en remarquant que, si
I’on retranche I'une de 'autre les équations (@), on a

.zd "y" =1

p T == 0) " (=)A=

:0‘

et il en résulte

dﬂ+dﬁ+dﬂ:[§+wwiwﬁ+ : P]WQQ

w=e
’ A =i ?E__._. A .__z.1.____ 1 Jy2
+[5+ 5w+ ey

Remplacons 2% y*, z* par les valeurs trouvées ci-dessus, et nous
aurons pour le carré de I'élément d’une courbe menée sur la surface

P it b U a2 1 A RN
=) ¥ e =)

Nous en concluons pour A et C les valeurs

(e i) (v'—p') (v — )

] —_ .

(p = b*) (' — )

f

et nous avons par suile pour I'équation (3),

(o) AV b)) (AV

Pour intégrer cette équation, on peut, en désignant par g* une
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constante arbitraire, la décomposer en les deux suivantes :

(p2— b?)(pu2— c?) (r!V)’
— ) =a2h(p— g
pi— gt df" (@ g]s

i e

v — p? dy

dont la premiere renferme seulement p. et la seconde seulement v. On
aura done pour V

V=i VEE=g e V== 4]

Les deux intégrales, relatives au mouvement d’un point qui se meut
sur I'ellipsoide par une impulsion initiale, sont

dVv dVv Iy
P U g T

{3, = étant des constantes arbitraires; et comme, d’apres le principe des

forces vives, on a
ds\? -
0l it

on en conclut ds = 2k dt, et la formulc

= ;‘;{f =~ V"—:‘:
v Lo Vah
donnera la rectification de la ligne la plus courte tracée sur la surface.
Les deux constantes g, 2 se détermineront par la position du point et la
direction de sa vitesse & 'instant initial.

OSCILLATIONS DU PENDULE SIMPLE.

9. Prenons des axes rectangulaires dont I'axe des z soit vertical el
dirigé dans le sens de la pesanteur, et supposons le point de suspen-
sion du pendule situé a lorigine des coordonnées. Le probleme des
oscillations du pendule revient a celui du mouvement d’un point

pesant sur une sphere dont le rayon est égal & la longueur du pendule.
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Désignons par ¢ I'inclinaison du pendule sur la verticale, et par ¢
I'angle formé par un plan vertical passant par le pendule avec un autre
plan vertical fixe mené par le point de suspension; désignons dussi
par 7 la longueur constante du pendule.

@, y, & étant les coordonnées du point pesant, on a

x ==rsiny cosg, - y=rsindsing, z=rcosy,

et Uexpression de la force vive est

L] e x i d Y ' 3
o =p? [sm’q.l (%) S (%:?) ],

la masse du point pesant élant prise pour unité; enfin on a pour la
fonction de forces, en désignant par g 'accélération due i la pesanteur,
U= g% == grcos lk.
De I'expression de T on déduit, en désignant par ¢/, &' les dérivées
de ¢, ¢, :
AT , T ;
R-cl;' = r*sin’y.¢’, W =3 by

et, par suite,
i _'___ dr L{J’—— .l_ _dI
¥ psind dot’ T rdy’

L’équation des forces vives T — U = 4 devient

= -—-.-l--- ((—“,Y = i (ﬂ)nr_ 2t + 2grcosy;
risin*y \ dg') ri\dl
en y faisant
' A TR Y W
do! — de¢’ d¥ — dy’

on obtient I'équation aux différences partielles

Lo (@) o 4y =2k 2grcosy
risintd \ do NS &' i
Comme ¢ n’entre pas explicitement dans cette équation, posons

T
dV 24
do

14
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D élant une constanle arbitraire, et nous aurons

r (dV\? D?
F FZ—J) =i ft = ngGOSKIJ Fot ;;S'i'n,'q) \
Il en résulte
B dV _ Var'(h -+ greosy) bm’q; —_ I)’
dpiE  en sind

et, par suite, on a la solution complete

v=Dg [VELEEprove by =1

siny
Alors les deux équations intégrales du mouvement du pendule sont

Vs aN-
TR Y X

.

E, = étant des constantes arbitraires, et elles peuvent s’écrire

p—E=— J Dagh R
siny /21 (h -+ greosy) siny — D*

f rsing dy e
Vari(h -+ gr cosy]sm".p-*]]’

On pouvait encore arriver a ces deux équations en appliquant I'équa-
tion des forces vives

2 | 2
L Isnn’n]z(d“g) "‘(5?) ]:arcosn}x-i- I,

et I'équation des aires qui a lieu autour de I'axe des z, parce que la
fonction de forces ne change pas par la rotation du systeme de coor-
données autour de I'axe des s (Section I, n° 12),

i sin“n}: ;—i‘? =21}

En résolvant ces deux équations par rapport i dy et dt, puis intégrant,
on retrouve les deux équations qui donnent ¢ et Z.



SECTION 11I. — MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL. 107

10. Nous allons chercher & exprimer o et & ou z en fonction de ¢
-au moyen des fonctions elliptiques. Si nous remplagons la variable ¢
par z dans l'expression de ¢ -+ =, nous avons

e’ do
3 7 s [ e v Y
\/z \/ ) ) ( +_*)___
o Q_g
En égalant i zéro la quantité soumise au radical, nous avons I'équation
du troisieme degré

(a) (r*—27) (z + ::r) = % 03

si 'on substitue la valeur initiale z, de = dans le premier membre de
cette équation, le résultat est positif, puisque 'expression de ¢ + 7 doit
étre réelle; on en conclut facilement que celte équation a trois racines
réelles : une comprise entre r et z,, la deuxieme entre z, et — r, et la
troisitme plus petite que — r. Désignons ces racines respectivement
par a, b, — ¢; la valeur de = variera entre a et b, et I'expression de
-+ 1 deviendra
e {“ i ln e spdiniish
Vaga V(a—3z)(z—b)(c+z)
en prenant pour limite inférieure la plus grande valeur de =.
z étant compris entre a et b, on peut poser

z = acos's -+ b sin’c;
si de plus on fait
%
z do - 2 do 57
Jo V1— ksin’c ' b \1— I sin'c
on a
amu —=gag.

el

a—z=[a—b)sin’c = (a— b) sin*amu,

g2-—b=(a—b)cos’amu;

fa‘:\/t_b
a-+.¢

enfin, si 'on prend pour £
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on a
¢+ 3=(c+a)(1— Fsinfamu) = (¢ +- a) A2amu.

Comme d’ailleurs on a

dsinamu = cosamu Aamu du,

il en résulte
ar

S B Ry
\;zg{a—i—c)
si nous désignons par T le temps qui s’écoule quand s varie dea a 0,
nous en déduisons
T B di g,
Vagla—c¢)
et, en divisant ces deux égalités entre elles,

"= (t+7).
On a ces deux formules

z == acos’amu -~ b sin’amu,
A z = @cos’am -Ef— (¢ 7) - bsin’am !](7 (t-+17);
donc z, considéré.comme fonction de u, a pour période 2K, et, consi-
déré comme fonetion de ¢, il a pour période 2T; de plus, =z prend la
“méme valeur pour £= —1 —j et t== — v+ J, quel que soit j, et la
quantité — = indique le temps du passage du pendule au point le plus
bas. ‘

Done la montée et la descente du pendule s’effectuent d’'une maniere
périodique; P'oscillation entiere a lieu dans une période de temps
égale & 2T, et le mouvement du pendule se fait de la méme maniere
en montée et en descente, c’est-a-dire qu’il prend des vitesses, suivant
la_verticale, égales et contraires a la méme hauteur.

Dans le cas ol le pendule oscille dans un plan vertical, on a D = o;
les trois racines de I’équation (a) sont

h

a=r, b=— =y  —C=—1
s

et les formules précédentes rvestent encore applicables.
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11. Déterminons ensuite I'angle ¢. Partons de I'équation des aires

do
i s e Sy
(== dt !

comime nous avons

r—z=[r—a+(a—>b)sinfamu] [r+ a— (a—b) sin*amu],

il en résulte
2rD du

i Vagla-+c) L7 —a -+ (a—b)sin‘amu] [r+a — (@ — b)sin*amu]’

Décomposons la fonction du second membre en deux fractions simples

et intégrons;-nous aurons

n i
beollim S y }:_r__a ] aitb” S ;_‘__5
- e e e . =
Vagla--c) Srcdies v sinfamu

L= (3 ) ’ il L

(/]

du

a
1-4-
r—

0

— sin*amu
a

En adoptant la notation de Jacobi ( Fundamenta nova theorie functio-

num ellipticarum, § 51), posons

“JFrsiname cosame Aame sinam u du
1— [P sin*fame sinam u

M(w,e)= {‘ —

Lo e

-]

et cherchons & exprimer I'angle ¢ au moyen de ce genre de fonctions.
Occupons-nous d’abord de la premitre intégrale qui se trouve dans

I'expression de ¢, et posons

a—b :
: = J? sin’am,
r'--a
il en résultera
; AT e
(a) sin‘ame.=— ——
r--a
et
it du X “ Jrsinfame sintam w
e i —— == - - P ——— - du
a=10 o I— h*sin*amesintam e ?
1— - Sinfamu
i r--a
sinama
= U wor L LR )
cosamoe. Aame (, a)
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Nous pouvons prendre, d’apres la formule (), en faisant i ==y —1,
P P \

, e P b
siname — ——,  cosame = —1 e N T e 4 )
- r-ta Pl r+.a

et, par suite,

sinam o _ﬁ“+au/";_q}c .
cosama Aame (r+a)(r+b)(c—1r)’

or a, b, — ¢ étant les racines de I'équation (a), on a

h D2
b r*— gz (:-I--—-)—~—-:‘- a—z)(z—0)(z-¢),
(6) ( ) 2) Tiag ( ) ) ( )
et, en faisant z = — r dans cette identité, on obtient
D Ta o) (F %) (= 4 ).
2g
Il en résulte i
_sinama o V28(@ 4 o)
cosameAamea |TRE PR
el
¢ du : Vao(a -+ ¢)
[ N e e e V2Lt ) M, o).
11— ——SsIn‘amu
o I’ ==.a

Calculons de méme la seconde intégrale renfermée dans I'expression

de ¢. Posons
: a—b

: — = l*sin?am

r—a B

il en résultera

. /a-c re-c r—b
smamﬁ:zvi‘_--—(;, cosam 3= = Aam?;:-\/ i

!t 12—

et 'expression de la seconde intégrale se déduisant de celle de la pre-
miere par le changement de 7 en — r, on a
e _d'?‘__, e L {.-. Pl a} ngg{;;;_-g_ t.'_) 11 (“’ ﬁ) -

@i
-+ ——— sin’am
0 ? ol ¢ ¢
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En portant ces deux intégrales dans l'expression qui donne ¢, on
obtient

e h 2Dr — w—+ i[O (u, &) — I (u, B)].

(Pt —at} v’z—g{a + ¢)
Les quantités « et 5 sont imaginaires, parce que cosame et sinam f3
sont imaginaires et renferment le I’actcur { = y— 1; mais, si 'on fait
a=—1ic+ K, B=1in,

il est aisé de voir que ¢ et » seront réels, et nous aurons

¢— E= 2Dr L sy b :[H[u, isv{-K}—H(u,f‘ﬂﬂ-

(r*— rz’] \f:!g [_n_-f— c)

Posons avee Jacobi

la fonction jacobienne (J(QI:"T) a pour valeur (Fundamenta, § 63 )

oK

0] (—ﬂ-‘_-—) = 1— 24 C0S2x 4- 2¢'C0S4x — 29" cosbz -+ 2q‘°cos$x~....

et comme on a (Fundamenta, § 52)

si 'on pose

foa T RN ety % dlog® (ie+-K) dIO"O(m)

5 (re— n“);/z'_;;\a -+ c) de sy

tq‘ i (J'u—zs—l\)() (& + in)
Ou—+ie+K)O(u—in)

()

on obtiendra
p—E= LI.-(t-f—TJ—f—‘l’.

La fonction ® ne change pas quand on augmente « de 2K ou zde 2T
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Done I'angle ¢ se compose d’une partie qui croit proportionnellement
au temps, et d'une seconde partie qui est périodique et qui a pour
période 2T,

Remarquons encore que ® change de signe seulement, si ’on y rem-
place u par — u; donc aussi ® prend deux valeurs égales et de signe
contraire pour ¢t +t=j et L 4+ 7= — J,

D’aprés cela, imaginons un plan vertical passant par 'axe des z, et
tournant autour de cet axe uniformément et avec une vilesse angulaire

égale a LK. supposons de plus que ce plan vertical ait passé par le pen-
T iebal Y ¢ Y5 d P I P P
dule 2 un instant ot sa masse était le plus bas. Alors le pendule oscil-
lera symétriquement de part et d’autre de ce plan et reprendra exac-
tement le méme mouvement au bout d’un temps égal & 2T; sa masse

traversera ce plan mobile aux points le plus haut et le plus bas & un
intervalle de temps égal a T.

12. Examinons maintenant le cas ol les oscillations du pendule sont”
trés-petites. La durée du passage du point le plus haut au point le plus

bas est
f 2

~ Vagla+o)
Faisons
@ =reosifos b =108 fi,

et supposons trés-petits /et /,, qui sont la plus petite et la plus grande
valeur de I'angle ¢. En négligeant les quantités du quatrieme ordre,

on a .

a, b, — ¢ étant les racines de I'équation (@), on en cenclut
(d) © ab—wec—be=—rt,

et I'on en déduit ¢ = 7 en négligeant les quantités trés-petites du qua-
trieme ordre; si I'on négligeait seulement celles du sixieme ordre, on

aurait .
c=r (1 -t 1-23}(‘_) .
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On a done

Gt 15w

fre=t s

a--c¢ 4

K:fa(I+E5in’a)da:E(l+E),
L 2 2 4

et 'on en conclut pour la durée des petites oscillations du pendule

AR \/; (I+j" —:;iff).

Caleulons ensuite la valeur de z. Nous avons (Fundamenta, § 41),

4(@)!%’1’ 2K A_B(qcosz:r 3 3_:;’0054.3'_'_ 3q’c056x+“_)'

anm — =
3 T e = =1
4(ﬂ>“cos’am S + 8 (M e 3-91-?—%’: +. ) ;
T L=y I—q
en posant

: 4 e
gt =gt Wil e gi
n:l‘ i S A el

HEE et L (T =l

par suite la valeur z du n° 10 devient

[ (q cos ) 2q* (:05:.—aE u .
w \? + s A K
z-.—_(;k}{) aB -+ bA +8(a—Db) T T Rl .

Si @ — b est Lres-petit, & le sera aussi, ainsi que ¢, et cette série sera
tres-convergente; simplifions cette formule, en supposant que les quan-
tités trés-petites du quatrieme ordre sont négligeables. Nous ferons

— ﬁ’(l_f_.f._")’ -ﬂc-—l-i—/.f( :l—l—f—2
q = 3 S8 q &

16 7

Ii* 5k f? 3
A———;(I—'—T)i B—-;(l‘{-T)a
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et nous aurons
¢ T 1 g T e
Z=r—r L AT rucosz\/g[t + 7).
i ;

l‘I",

Comme z peut étre remplacé par r(l — -?—), on en déduit aussi

Yr= f-,—-:_fj'- + L;:ﬁ c0s2 v/*:’—?(t +1)

ou

(«) 2 ::‘f’cos’ \/Q:{[ -+ 7) +ff Sil’l’\/f_lr I:! = T).

13. L’angle dont tourne le plan vertical du pendule quand il passe
du point le plus bas au point le plus haut est égal a LK. 1l est trés-aisé
de simplifier les deux premiers termes de I'expression (¢) de L, en
négligeant les quantités du quatrieme ordre; mais, comme le troisieme
terme présente de ’embarras, nous procéderons autrement pour cal-
culer cet angle.

D’aprées le n° 11, nous avons

di— ar dir= AL g
Vagla-+c¢) Vag(a—+¢) yi—k'sino
Ddise Ddt

—r—2z ri—cosy)’

il en résultera

; do = ___2;9..__ T L

ryagla+c¢) 1— cos’y i — k?sin’e

expression qu’on peut décomposer ainsi en deux parties

D 1 do

do = ——— : — e
ryag(a-+e¢) 1+ COSY Jr— fisin’e

D 1 do
_]_ — :

ryagla+c) 1—CcosY Ji— fisinte

a = rcos/ et b = rcos/f, étant racines de I'équation

(,.:‘ - =4 3')) (3 e ﬁ_) i ET 0,

GRS
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nous avons

D? iatnl v g
2@ risin f('CUSf“‘ ,}) i

D2
2 — = pigin’f | reos fi + =) 3
28 \ 8

éliminons / entre ces deux équations, nous obtenons
DA ik, o ) s
= (sin*fi — sin?f’) = r¥sin? fsin’ f; (cos f— cos fi);
=

nous en déduisons

D2 pisin’fsin’fi r_‘:f’.__ff (! [ f’,)’

2g  cosf+ cosfi

On a, d’autre part,

et, par suite,
Examinons successivement le premier et le second terme de dp que

y e ’ \ 2 T .
nous aurons & intégrer par rapport 4 ¢ de o a ‘:—a: puisque ¢ prend les

™ Ly s .
valeurs o, ~ pour la position la plus basse et la plus élevée de la masse

du pendule.
On a pour le premier terme de dp, en négligeant le quatrieme ordre,
WAL
"7r f!o’.

Le second terme de do est beaucoup plus long a caleuler, parce que
1 = cosy qui y entre en diviseur est lui-méme une quantité trés-petite

du second ordre. On a

1— €os Y =1— cos fcos’c —- cos fisin*c = p - g cosag,
Ff
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en posant )
cos f -+ cos f, cos fi — cos f
P — 1 — - = 3 — —2__._._... .
Il en résulte 2
B kg ©
. A T
1-—c0SY i fsin’e P+ ¢cosa2c
i o !L. _]._;I_ _.__I__. do
TR e hq )p -+ qcoszc
Orona .
{'___‘{“' 1 arctang (P —-_q_)_m_;_lga;
v Pk qcosza- \;"P _q vp: ,__,q'.'

il en résulte, en désignant par Il une constante arbitraire,

R TR IS d
o B b (it )

o et AL 2 {p==q)aneo
,\[ 4qc+(1+ i 4 4‘1)@‘—9 arclang - \/F = :,
On fera :
v L= Ji Affcosfi =acogy " Tfid —__[_‘
k= —-‘—4—"' ] q = —“—“i — 4 o = 4
o cosf+cosfy i1  [fr+fi
P =] — — ‘—2—~‘—-——~ = 4 48 b
s sl pit S
1 I+4__-{- ?[‘q -..I—"g"

Il faut calculer p* — ¢* jusqu’au sixieme ordre, ce qui donne
Pt — ¢* =1 — cosf - cosfi + cosfcosf
= (1—cosf) (1—cosfi) = i , ( i) ;:f:)a
e iR )’
=g I\ R

et S
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En substituant ces quantités dans I'expression de ¢ — I, on obtient

facilement
e i B Opagieps  Hifiocose: S

¥ T
Faisons ¢ = = dans le sccond membre de cette formule, et nous ob-

tiendrons

pour I'angle dont tourne le plan vertical du pendule dans le temps
qu’il va du point le plus bas au point le plus haut.

14. Si I'on néglige les quantités trés-petites du second ordre, on a

t—i—::\/—f—'n-_\/-r-a- ou c:\/‘g(t--k-:],
8 5 I

et la formule («) devient
(B) Y2 = f2cos?a - f1sin’ e,

D’autre part, en négligeant les quantités du second ordre et faisant
E =o0,0na :

@ — arc-lang (T lang o') 3
(7) lango = ; lango.

Eliminons s entre (f3) et (), nous aurons

IR
— fisinig+ ficosle’

.

r¢ peut étre considéré comme le rayon de la projection de la trajec~
toire sur un plan horizontal, et I'on en conclut que cette projection est
une ellipse.

Lorsque le pendule ne fait qu'une révolution autour de la verticale,
on peut considérer la courbe décrite par 'extrémité du pendule comme
une ellipse; mais, si I'on considere un certain nombre de révolutions
du plan vertical du pendule, il faudra avoir égard a ce que I'angle o,
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mesuré entre le point le plus bas et le point le plus haut suivant, n’est
: 3fh :

pas 5’ mais E(I o= %) On pourra donc se représenter le mouve-

ment en imaginant que, tandis que I'extrémité du pendule décrit une
ellipse, cette courbe tourne dans le méme sens avec une vitesse angu-

laire égale a
13/

15. Ainsi I'angle ¢,, dont tourne le plan vertical du pendule en
allant du point le plus bas au point le plus haut, est plus grand qu’un
angle droit quand les oscillations sont tres-petites. Nous allons démon-
trer que la méme propriété alieu, quelle que soit la grandeur des oscil-
lations, ainsi que I’a remarqué M. Puiseux.

On a

do— Ddt_ M {1 T e 8L

Tz V2g (r*—3?) y( a-—z)(z_—“-_br_)_(c+zq),
Dr dz

T Vagds (P V@bl (et 3)

la plus grande valeur de z étant @, on a

D R & dz

Jag (a+¢) (r’—z’)\/a—;' z—b)

P>

De I'équation (&) on déduit
b2
28
D
? o

(a~-r)(r+0b)(c—r),
= (r—a)(r—>0)(r-+e);

multiplions ces deux formules et extrayons la racine carrée, nous
aurons

_I_)_] — \/(J"" ___a:} (rf s b:} [c‘.‘ SiE 1.2},
2g

ct comme on a, d'apres (d),

- grapoal
T a+b’
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il en résulte
D (==l bt

?

28 o a+b
et, par suite,
D _ Jr—=a)(r=0)
Vagla+o)  yritaab-ta.

On a ensuite

[‘ dz I [\/‘{'r_ a) (3 — b}]
= e ——arclang e ;
(m—z)y/la—3z)(z—06) ry(r—a)(r—b) [rolies

| ;v’l\ .‘ -}-_ﬁ]_(_;' i {;] arclang Ii\/(! iE I"i) ::ﬂ‘,— Z) )

-

ﬁar conséquent,

f" ga _“_[___' ’ ! ]
yr=a)ya=3)(s—b) 2r|lyir—a)(r—b) y(r+a)(r+0)[

on a done

w| Vir+a)(r+0) +V(r—a)(r—»b)
?|> E[ ]'

Vri+aab+a
Il est aisé de voir que le second facteur est plus grand que l'unité;

™
donc ¢, est plus grand que >
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SECTION IV.

SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION D'UN CORPS SOLIDE,

1. Sil'on a h étudier le mouvement de corps de petites dimensions,
on peut souvent, en les supposant réduits 2 des points, obtenir avee
une grande appffoximation leur mouvement de translation. Mais tous
les corps de la Nature ayant une certaine étendue, il est clair qu’on ne
peut traiter rigoureusement de leur mouvement qu'en ayant égard a
leurs dimensions; c¢'est done un des problemes les plus simples de la
Dynamique que la recherche du mouvement, autour d’un point fixe,
d’un corps solide sollicité par des forces données; et pour examiner
d'abord le cas le plus facile de ce probleme, nous commencerons par

supposer que le corps ne soit sollicité par aucune force extérieure.

SUR LE MOUVEMENT AUTOUR D'UN POINT FIXE D'UN CORPS QUI N'EST SOLLICITE
PAR AUCUNE FORCE EXTERIEURE.

2. Soient OX, OY, OZ trois axes de coordonnées rectangulaires et
immobiles, passant par un point fixe O autour duquel le corps solide
peut seulement tourner; puis, imaginons un second systeme de coor-
données reclangulaires qui ait la méme origine et formé par les axes
principaux d’inertie du corps relatifs & ce point. Désignons par A, B, C
les moments d’inertie du corps par rapport a ces trois axes et par x,
¥, s les coordonnées d'un élément dm de ce corps relatives aux mémes
axes; nous aurons

A=[(pr+3)dm, B=/[f(22+2)dm, C=[f(2'+y)dm,
Syzdm=o0, [zxdm=o, f[fazydm=o,

les intégrales s'étendant & toute la masse du corps.
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On passe du premier systeme de cordonnées au second par les for-

mules
Xe=az +by +e¢3z,

Y=dz 4 by +c's,
Z=ad'xz+by+cs,

a, b, ¢ étant les cosinus des'angles de 'axe des X avec ceux des , y,
z, ete. Désignons : 1° par ¢ angle compris entre I'axe des X et la trace

Fig. 3.

3y Y
e
sl
\“\.
ke
X/'. ¥
A
OA du plan des @, y sur celui des X, Y; 2° par o P'angle de celte
trace avec I’axe des a; 3° par 9 l'inclinaison du plan des , y sur celui
des X, Y. Nous supposons les deux systemes de coordonnées superpo-
sables et nous concevons que I'angle 6 formé de OZ et O = varie de zéro
a 7, tandis que ¢ et g sont regardés comme variant de zéro a 27. Enfin
Pangle ¢ est compté de OX vers OY et I'angle ¢ dans le sens de Ox
vers Oy.
Nous aurons alors les formules connues

a = — cosfsiny sing -+ cos cosy,
b = — coslsindcose — cosy sing,
¢ = sin0siny;

a' = coslcosy sing +- siny cosy,

b' = coslicoscosey— sind sing,
¢ =—sinfcosd;
a"=sinfsing, b”=sin6cosg, ¢"= cosl.
Posons
cdb -+ ¢'db - ¢"db’ = p dt,
ade + a de' + a"de” = q dt,

bda~ bda +b"da’"= rdi;
16
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il est aisé de reconnaitre que p dt, ¢ dt, rdt sont les rotations instanta-
nées du corps autour des axes principaux Ox, Oy, Oz. En eflet, dési-
gnons par Ox,, Oy,, Oz, les positions que prennent ces axes apres un
temps infiniment petit d¢; en négligeant les infiniment petits du second
ordre, on a, pour la rotation qui a lieu pendant ce temps autour de O «,

sin (y0y:) = cos (y103z) = (b + db) ¢ + (b' +db') ¢' + (b” 4 db”) ¢”
=cdb-+ ¢ db + ¢"db”,

ce qui prouve bien que pdt est la rotation instantanée autour de Oz :
le méme raisonnement s’applique a gde, rde. D’apres les valeurs de a,
b, ¢, ..., les trois équations précédentes se changent en les suivantes:
pdt=singsind dy + cosg db,
g dt —=cosgsinfdy — sing db,
rdt = dg + cosf dy.
Des deux premiéres on déduit

(1) sinfdy —=sing . pdt + cosg.qdt.

Désignons par u, ¢, w les projections de la vitesse du point (, y, )
sur les trois axes principaux, en sorte que I'on a

dX ,dY . di

U=a— +a—-+a

dt dt dt’

dX , dY , dZ
e NG T
V== ax + ¢ dY | o dz
R T e

Or de la différentiation des expressions de X, Y, Z il résulte

dX =z da + ydb - z de,
dY =z da' +ydb + zd¢,
di =xda’+ydb +zdc";

et, en substituant dans les expressions précédentes, on obtient

u:qz—-ry, V=1rx—psz, szy‘—qx.
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3. Maintenant prenons pour plan des X, Y le plan invariable; car,
dans le probleme actuel, les trois intégrales des aires ont lieu (Sec-
tionI, n°13), et projetons 'axe Z du plan invariable, qui est dirigé sui-
vant I'axe des Z, sur les axes des @, ¥, z; si nous désignons alors par
01y @1y ¥, ce que deviennent les angles 0, ¢, ¢, nous aurons, pour ces
projections, i

[sinf,sing,= [ (yw — z0¢)dm,
[sinf,cos9,—= [ (su —axw)dm,

lcosO,=f(xv —yu)dm,

puisque les seconds membres, étant multipliés par dz, représentent
évidemment les projections des aires décrites, dans cet instant, sur les
plans mobiles de coordonnées. En remplacant u, ¢, o par leurs expres-
sions, on a
| Isind, sing, — Ap,
(2) lsinf,cosg,— Bgq,
lcosO,=Cr.

D’apres le principe des forces vives, on a
Slw+ v+ w*)dm = 2 h,
en désignant par /& une constante arbitraire, ou
Ap+B@g+Cr=ah;

d’ailleurs, en faisant la somme des carrés des équations (2), on a cette
autre équation entre p, ¢, r

Alpt 4 Blgr 4 Cri= 1.

Multiplions les deux membres de 1'équation (1) par /sin 0, et nous
aurons
Usin’0, dy, = [Ap* -+ By?) dt,
AP B
W= Foovs, |4
Ap*-- Bg?

(3] d LIJ. = E‘._;;;':l-_—ﬁ,? ldi.
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4. Différentions I'expression de la force vive
2T=Ap*+Bg+C#?,

parrapport a o', &', ¢, dérivéesde ¢,, 0,, ¢, par rapport & ¢, et nous

aurons
dar . d¥ dr .

dg, — dr dqa, "
dT dr
@, =Ap 7 +Bg :9‘ e
:Apcobcp.-—qumq:.:o,
dp dp dr
--—__A FBg —++ +Cr—+
ag,~"Pay, "M@y Ty,

—=Ap .ﬂ.inq:,:alnﬁl - By cosgsind, -+ Creost, =1,

Portons les deux premieres expressions (2) dans I'équation du prin-
cipe des forces vives, et nous aurons

(4) Cr- (TI& sin’o, - -IB cos’cp.){!’ — Crt) =ah.

Remarquons que Cr est conjugué de ¢, et / de ¢,; on aura donc
I’équation aux différences particlles en V qui donne la solution du
probleme en faisant dans I’équation précédente

EoaY o
de’ " dy’
et il en résulte

(2 Ll domin ) (00 o B0 S0P, (ffV)-..z,,
R ekl B VTN B Y B\ A =t

FFaisons
V=W-+ 1},

W étant indépendant de ¢,, et I’on déduira de la formule précédente

(T )
i Ly s_j'n:‘ = "‘:_'d L.
_sing, _cos's,
[ W (5 B




SECTION 1V. ~- MOUVEMENT DE ROTATION D'UN CORPS SOLIDE. 125

On en conclut, pour les deux intégrales finies du mouvement,

av _ dv
T ‘ = T, Rf_ — g‘,

dh

t et g étant deux constantes arbitraires, ou

do,

sm sin*o, Cos’tp.)\/l sin’y,  cos'y,
i e o]

i 7=

B G A B

(5) (mn’cp. ., cos? o.)
e - : e do,
\/zh sin? qa. €059, \/E_:'éiﬁ-"q:, __cos'g,
- 4B G A B

En remplagant Cr par /cosd, dans la formule (4), on a

L S SI0E . COR I\ EN B flois (o
(6) (C-— Y B )fcosﬂ._zk l‘( A g )

et de la formule (3) on déduit

ali — £;!(:05’0.
(7) ayi= {sin*0, at.

Au moyen des équations (5), (6), (7) on pourra caleuler ¢,, 6,, ¢, en
fonction de ¢; on aura ensuite p, ¢, r par 'emploi des formules (2).

5. Le systeme des variables précédentes dépend de la position du
plan invariable; revenons maintenant au systeme plus général de va-
riables que nous avons d’abord examiné. Pour cela, concevons une
sphere dont le centre soit au point fixe, ¢’est-a-dire a I'origine des co-
ordonnées, et considérons le triangle sphérique intercepté sur la sphere
par le plan fixe des X, Y, par le plan invariable et parle plan des , y
qui passe par deux axes principaux d'inerlie et que nous appellerons
I’équateur. L'angle ¢ représente la longitude du neeud de I'équateur
avec le grand cercle déterminé par le plan des X, Y; désignons par « la
longitude du neeud du plan invariable avee le méme plan, en sorte que
¢ — « est un coté du triangle. Les angles ¢, el o sont ceux que fait
I’axe principal A avec I'intersection du plan de I’équateur par le plan
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invariable et par le plan des x, y; done ¢, — ¢ est le coté du triangle
sphérique situé sur I’équateur. Enfin, en convenantde compter 'angle ¢,
a partir du neeud du plan invariable, nous aurons ¢, pour le troisieme
coté du triangle sphérique. Alors, si nous désignons par y I'inclinaison
du plan invariable sur le plan des X, Y, les angles 7, 6,, # —0 seront
respectivement opposés aux trois cotés o, — o, & — a, ¢, et, d’apres
les formules de la Trigonométrie sphérique, nous aurons

cosf = cosy cosf, — siny sin 0, cos,,

sin(¢.— @) _ sind, _ sin(y — a)
gnyl - -’ kind

Au moyen de ces trois équations, on pourra calculer les trois angles 9,
. p .
@, ¢, quand on aura déterminé les valeurs de 0, 9,, ¢,.

6. Le probleme devient beaucoup plus simple dans les deux cas par-
ticuliers suivants :

1° Dans le cas ol B est égal & A, la premiere formule (5) devient

t+1= = D

_-__l 33\_0
T;‘__K\/(::.fcx\—-!] — (Fc),
[
"-I)I_'g:;_\‘("'i_-r)!

(2hA—0)C
e T i

cosif, =

Le cas ot A est égal a B offre un intérét particulier, parce qu’il se
présente pour le globe terrestre. Pour que B soit égal 4 A, il n’est pas
nécessaire, comme on sait, que le corps soit de révolution autour du
troisieme axe principal. Or c’est ce qui a lieu pour la Terre, qui est
loin de pouvoir étre considérée comme un solide de révolution autour
de la ligne des poles; mais, d’apres ce que j'ai démontré (Journal de
Liouyille, t. 11, 1876), la différence entre les deux axes A et B perpen-
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diculaires & la ligne des poles est si petite, que toutes les observations
astronomiques sont les mémes que si B était égal & A, et que la quan-

Bk . : ~23¥ fam
tite —5— est plus petite qu'elle ne le serait pour un ellipsoide de

méme dimension que la Terre, et dont les demi-axes de I'équateur dif-
féreraient seulement de 2 metres.

0 Supposant que 'on a C>B > A, remarquons que nous avons les

deux équations

£ —2Ah=B(B—A)g*+-C(C—A)r,
#—2Ch =A(A—C)p*+B(B— C) ¢,

et qu'il en résulte
P—a2Ah >0, P—2Ch<o;

mais il peut arriver que /* — 2B/ soit nul, et I'on reconnaitra aisé-
ment que, dans ce cas, les intégrations peuvent encore s’effectuer sans
I’emploi des fonctions elliptiques.

Sur Uemploi des fonctions elliptiques dans le probléme précédent.

7. L’angle ¢, peut s’exprimer au moyen de ¢, d’apres la formule (6),
et, si 'on introduit 0, au lieu de ¢, dans la premiere formule (5), on
trouve facilement '

_______CyABIsin6,d6, :
~ V(2hC—7)B — &(C — B)sin'0, y/*(C— Asin'f, — (24C — {7) A

e s —

Supposons C>> B > A; d’aprés ce que nous avons vu au numéro pré-
cédent, la quantité 2/4C — 2% est positive, et, afin que expression de
di soit réelle, il faut que I'on ait

S AR R R G
SI[]’G. L mj— ) sin 9| > m)—'
Posons
(2AC--1)B _ . (ahC=)A _
D=0 ok Olo—a] — "

sin®0, étant compris entre /et s, on peut poser

sin?f, = f'sin’y + § cos?p,
i t
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en désignant par p. une nouvelle variable. On en déduit

(24C — &) B— 13(C — B) sin*6, — &(C — B) (f=- s) cos'ps,
(C— A)sin®0, — (2hC—I1) A = [(C— A) (f — s) sinp,
sinf, cosf, df, = (f — s) sin p.cosp.dp,

(f—s) sin',u. cosp.dp.

sin8, df, =" —L :
Vi—s— (f—s)sin*p

On en conclut, pour I'expression de dz,

e C\/Alidp : .
f\/[b—-x\][t.-—- )\/l__,-_'j__s blll’
On a
I_S:C(E’ﬁ.ﬂhr\‘] (ZIIC_P)C(B-—A)-

r(C—Aa) "’ Lt S Ee= AJC=B)

donc, si I'on pose

_f;'?_—_ﬁ:,

=

il en résulte
(B—A)(2Ch — 1)

= e Bf(roanh)’

Nous avons ainsi
= VABC dy.
— J[C=B)(¢—2Ah) \/I—fr’sm’

En désignant par « une nouvelle variable, posons

= d‘u — =N,

\/l-—k’sm‘

nous aurons (. = amu et

VABL

i
\/u —B) (& — 2Ak)

la constante — = indiquant I'époque pour laquelle « = o. Nous avons
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ensuite
e i arate G =0 AR o
c0s*0, = (1—s) (1— k*sin’p) = TC=A) Aram u,
C(E—2Ah)
cosf, = E‘ ‘—‘—W .S'1mu
! '—oAh
=0 cosh, = C } Aamu.

Comme cos§, ne peut s'annuler, on peut supposer 6, <Z = et compris

| S = |

entre zéro et gq on peut donc prendre le radical précédent avee le
signe +-.
L’équation (6) du n® % peut s’écrire sous cette forme
S e s e (S A B M Be=Gie
--AB-—I sin’g, sin’f, =2/ — B— —Bg oS 0,3

et, en remplacant cos?0,, on trouve

Xi s : ahli—
A-i sin’g, sin?f, — =,

1
———— 2
A CoS'-

On aura, par suite,

:—sm sinfi== «_;!;G—P cosamu;
P ? A=)

sin@, est toujours positif; on prendra donc le signe + ou —, selon
que, pour #==0 ou t= — 1, singy, sera positif ou négatif.

On passe de I’ exprcssmn de p, vitesse de rotation autour de I'axe
principal Ox, i I'expression de ¢, qui est la vitesse de rotation au-

tour de Oy, en changeant A en B, B en A et ¢, en E + 0,, ce qui

T .
change p. en p.+ > et cosamu en — sinamu. On a donc

9.&( — b
= cosm. sing, = ¢ ———— sinam u.

8. Reste a calculer I'angle ¢, donné par la formule (3) dun® 3

Ap'+Bg®
TAp B

dd =
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D’apres les valeurs précédentes de p, ¢, on a

e Baifath—r) (:\ chsiai\nf{ ‘- B :nia:;”f)
s f\_{l’.‘:f’_} [ e S S C\B— sm’amu]
C—A | TA(C-—B)
et I'on a ensuite
Do S
Ap - Bg A A Ap - Big®
1. (B—A)[C—A) - sin?am u .
Eade A*(C—B) e ("_{\lsmamu
A(C—B)

Donc, en désignant par g une constante arbitraire, on obtient la for-
mule

— (B—A)(C—A) sinfamu du
l\/ (C—B) (!‘ mUe}lu_ ~ X(C=BY f:-l—C(B iy a-n_l_r;].
A (C—B)

Afin de comparer cette expression a la fonction déja employée (Sec-
tion IIT, n® 11 ) II («, a) ou

O(u—a)
80 (u+a)

TLEAN i 1

*ftsinamacosamaA amasinfamu du r!lnn(){a}
= == ~u -+ +lo
1 — h?*sin*famasin?am u da

v 0
posons, en introduisant la quantité «,

CIE= R

2
AC—B)" — I sin*am (i),

il en résultera, en choisissant les signes et faisant ¢ == — s
. oo [CIE—=2A k)
sinam (ie) =1 X(EhC=T)’
; R S e
cosam ({z) ;!\/;\_'(m‘
. B(C—A)
Aam (ia) = \/ﬁ—{(ﬁ';ﬁ’
BC

.fr’sinam(fa)cosam[:’a}&am[ia]:;{( A (L—- - \) \/ [C—B)(P—aAH)'
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Posons

= \/ BG __ C cosam {_fg_ﬁ_:_lﬂn_\fac}
(C—B)(¢—2Ah) ™ C“ A sinam (ia) 2

el nous aurons

“Jrsinam (ie) cosam (iz) Aam (fz)sinfamudu

— o= mi f — LSSy B
Yi—8 1— [i*sin*am ({a) sin*amu

v

ikl o diog@ilia) Lo s 'Ef?__i_th_fi)J.
W '—l\ ] do Ju ; “”Ug[" (w4 ie)

En faisant

ou

\/((J—B)( Bl }'—n, m -| AL 2N, =

ABC ' ; do k
on a
T O O (u-—ia)
u=n(t+z), $i—g=n‘u :Io{.,ol,” i)
9. Sil'on augmente « de 4K et, par suite, ¢ de 4: les valeurs de p,

¢, r et, par suite, celles de ¢,, sing,, cosg, resteront les mémes; donc
0,, sing,, cosp, sont des fonctions périodiques du temps dont la pé-
riode est

4K

2T = —
n

Ensuite, si I'on augmente « de 2K, la fonction © (« - v«) ne change
pas; done 'angle ¢, se compose d’une partie qui croit proportionnel-
lement au temps ¢ et d’une partie périodique par rapport a z et quiaT
pour période.

D’apres cela, imaginons que les axes des X, Y tournent dans leur plan
autour du point fixe avec une vitesse angulaire égale & nn' (cette vi-
tesse étant comptée dans le méme sens que I'angle ¢, ), alors le mouve~
ment du corps redeviendra exactement le méme au bout d’un temps

r \ K ) ’ ’
égal & 2T = '4:;" par rapport au systeme d’axes de coordonnées formé

des deux axes mobiles et de I'axe du plan invariable.
l';}n
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Si nous posons

W g i3 O (u-—ia)

O(u+ia)

nous aurons
bi=g-+nu+V, '

i[O
T VO(u+ia)

O(u+ia)®(e—ia)=P,

Il en résultera aussi

posons

el nous aurons

O (e + r'ad_-:l: O (10— :':Fj, sin¥ — t'-)_[ig—_{_ ie)—0O _(_f_ﬁ_—:_fi] :

2/P : 2 i \P

st aisé de calculer ces deux expressions. En effet, wres les for-
1l est aisé de calcul deux expre En effet, d’apreés les fi

1 Al
mules de Jacobi ( Fundamenta, § 63 ), nous avons, en faisantg, =e *,

cosY —

O] (EE‘E): 1—2¢,c082% + 24| cosfa — 2q? cosbz—. ..

(nous mettons un indice a la lettre ¢, cette letire ¢ représentant une

24

quantité précédente), et, en posant e = 1, nous obtenons

1[O(u+ia)+0O(w—ia)]
27N

=1—¢'"*(14¢}") cos '—l—:: o= U=k gt ) c08 Oy

2%.[6 (u+-ia)— 0O (u—ia)]

= q‘;*‘[l —¢**)sin %{rﬁ =g li=g s 3’—;—? s
Les formules qui précedent suffisent entierement pour déterminer la
position du corps solide. Cependant Jacobi a donné les formules les
plus simples qui représentent au moyen des fonctions elliptiques les
neuf cosinus des angles des axes prineipaux avec le systeme mobile
d’axes dont il a été parlé ci-dessus (Sur la rotation d’un corps, t. 11 de
ses Memoures ).
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De la stabilité du mouyement d’un corps solide autour des axes principaux
d’inertie.

10. 11 est ais¢ de démontrer que les axes principaux d’inertie
peuvent servir constamment d’axes de rotation a un corps solide qui
n’est sollicité par aucune foree extérieure, mais que la stabilité n’a lieu
qu'autour des axes du plus grand et du plus petit moment d’inertie.

Supposons, en eflet, que I'on ait p = o, ¢ = o0 a un cerlain instant;
d’apres les valeurs de p, ¢ exprimées au moyen de amu (n°7), il faut
que I'on ait 22C — I* = o ect, par conséquent, p, ¢ resteront constam-
ment nuls, c'est-a-dire que,si le corps tourne d’abord autour d’un axe
principal, il continuera indéfiniment & tourner autour de cet axe.

Supposons ensuite, comme précédemment, que B soit 'axe moyen
entre A et C. Si p et ¢ sont (rés-petits & un certain instant, en sorte que
'axe instantané de rotation s’écarte tres-peu de I'axe C, alors, d’apres
les valeurs dep, ¢, on voit que 22C — {* est tres-petit; or, d’apres la
supposition qui a été faite, le module £ des fonctions elliptiques est
réel et plus petit que I'unité, et méme il est trés-petit; il s’ensuit que
cosamu, Aamu sont compris de zéro a 1; donc p, g vesteront toujours
tres-petits.

C’est au reste ce que I'on voit immédiatement d’apres la formule

ahC—1'=A(C—A) p'~+B(C—B) ¢,

dontle premier membre est de méme signe que les deux termes du se-
cond, en sorte que 'on a toujours

) 2hC—12 o 2hC -1
B S A(C=) . 1 B(G~B)

11. Bien que les formules qui donnent p, ¢, r(n°7) en fonction de
amu aient été calculées en vue ghe B soit moyen entre A et C, elles
sont encore admissibles si I'on prend C pour cet axe moyen; seulement
les facteurs qui composent p, ¢ ne sont plus tous réels.

Supposons donec A = C > B, et admettons que, & un certain instant,
Py g soient trés-petits, on en conclura encore que 24C — I est trés-petit.

Remarquons ensuite que, 'expression de 2 A% — [ étant positive, la
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valeur de ux en fonection de ¢ doit s’écrire

- JIC=B)[2Ah—1) .,
£= \/ ABC LE R
Faisons done¢

, (C—=B)(2Ah—0) ;
u =y, t":\/L Hi;:}h J(l—l-?f;

I'—2Ah <o, I*—2aBh >0,

nous avons

mais {* — 2CA peut étre positif ou négatif.
Supposouns /* — 2C/k > o, nous aurons

" —2Ch I*—z(, 3
D=2l ﬂ-}\__b)comm(w g =z B(C—B] isinam (vi),

= \/Z?Aﬁ _(f) Aam (¢i).

[* - 2Ch étant trés-petit, les quantités £ et ¢, seront des quantités ima-
ginaires trés-petites et les fonctions sinam (or), cos am (i) se calcule-
ront aisément par les formules ot & = 1 — £

(%sin UGS 2 5Il]3~-- i sin Snei
: 2 2 P ¢i hy :al{ i
sinam (vi) = — — it R s S
Vi 11— 2 coszw -t zf‘coséﬁw ﬂzq“cos——ﬁuf -+
q K q K K '
i 3moi
l, q.GOh-—K—I—q coS I—{"‘F-.-
cosam (vi) = 2\/ - — - )
A e PR UL P
e et D e il U

dans lesquelles on remplacera les sinus et cosinus d’arcs imaginaires
par des exponentielles. On voit aussi, d’apres ces formules, que
sin am (¢¢) et cosam (¢c) peuvent devenir tres-grands pour une grande
valeur de ¢ et que, par conséquent, sip, g sont d’abord trés-petits, il ne
s’ensuit pas qu’ils restent tres-petits. Ainsi I’axe moyen d‘merlle n’est
pas un axe stable de rotation.

Si /* — 2ChA était négatif, il suffirait de désignerle plus petit axe
par A et, par suite, le plus grand par B, pour que les mémes for-
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mules et les mémes conclusions sur la stabilité fussent applicables; car
on a alors les inégalités

AL C<B, {*—2Ch <o,

IP—2Ah >0, I!—aBlhi<o,

SUR LE MOUVEMENT AUTOUR D'UN POINT FIXE D'UN CORPS SOLIDE
SOLLICITE PAR DES FORCES QUELCONQUES.

12. Supposons, pour plus de généralité, que, par le point fixe au-
tour duquel le corps peut tourner, on méne d'une maniére quelconque
trois axes rectangulaires fixés a ce corps, Ox, Oy, Oz. Adoptant les
mémes notations qu’au n° 2, posons

9
o _, do

i L

L - I,
7 e/ P 1 T )
et les expressions de p, ¢, r deviendront

p = singsin@.y’'-- cosg. 0,
g ==cosgsind.'— sing. ¢,

r=:¢'+ cosf.y’,

En désignant par u, ¢, w les composantes de la vilesse par rapport aux
trois axes, on a, pour I'expression de la force vive,

o = [ -+ ¢* + w?) dm,
avee
U= (fﬂ = .f"}"', V=rx — ‘.’)3, W .= P}"' — q.“l’,
et, en posant
A= f(y*+3z)dm, B=[(2+42")dm, C=f(x'+y?)dm,
D = [yzdm, = [faxzdm, F = fzydm,

on a
2T =Ap?+ Bg* -+ Cr* — aDgr —2Erp — 2F pg.

On a ensuite
A BRI b ol o

i ;,"{_J- UP 5 dq 6q o W (“"-
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ou .
" b dl \ . L.t dT: 8 dr ;
ol = (@ q— JEI-P) dp + (E sing cosf + g5 cosf — -~ snn@) P’ a0
gltice i [dT s dT : dT X\
et 80’4 (Esmqasmﬁ 45 dq C0S @ sin f - = cosO) oy
WS ey
4 EP_ COS? dE 3 ‘q’ .

Appliquons I'équation de Lagrange (Section I, n® 23)

dT
dg; _av _av

B A T

0,
en prenant o, 4, & pour les variables ¢;, et nous aurons

FL

£ e L

de- = dp g P e T

dT dT d-IT
s D ‘ ar .
d(—— SInq)S_I,nJ+ cosanlﬁﬂf = COsG) du

dp dq d =5 =
di SR ¥
¢ (dT cosg 47 einc,:)
aniceaedn dr S dT AN dy- S gt
= i _(?i‘;fbmcp cos - g cosQ cosﬂ—m-mnﬁ) FEoTan T

Ces équations ont été employées par Lagrange dans ses Recherches
sur la libration de la Lune.
Examinons la premiere de ces trois équations. Nous pouvons poser

U= fvdm,

¢ étant fonction des coordonnées X, Y, Z de I'élément de masse dm du
corps solide, et I'intégrale s’étendant & toute la masse du corps; or on

a les formules
X=ax +by + ¢z,

(a) Y=dz+ b0y +cs,
| Z=a"z+ 'y + ¢z,

ou x, y, z restent constants quand ¢ varie; ¢ et U varient donc seu-
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lement avec les cosinus a, b, ¢, @', .... Ainsi I'on a

dU du, dU
E = (— cosfdsind cose — cosy sing) - b (cos0 sin Y sing — cosy cos9)

du : : dU
+ T (cosf cos cosg — sind sing) + A — c0s 0 cosy sing — siny cosy)

dU dU
F sinf cosg — !,,s:nﬂsmqo

Pour comprendre les dérivées de Uet ¢ par rapport d a, b, ¢, ..., il
faut se représenter U et ¢ comme des fonctions de X, Y, Z dans les-
quelles ces coordonnées sont remplacées par les expressions (a), sans
qu'on ait égard aux relations qui existent entre les neuf cosinus, car
autrement ces dérivées n’auraient pas de sens déterminé.

La formule précédente peut s’éerire plus simplement

dli sodll r?ll ,dU dl] dU , dU

Hrartgaen g Y g@ e Sy

do , v , dv do r!u , dv
_f(b-aa ‘b d 7 e b R{? ‘—(I'JB d{)’ — a Jb”)d”h

Oron a

(_fi Sl r{u_ dX ; ﬁ. dyY i dv d7.  dv 5 _(.'.'t'__ SR LG
7 dX dz TdY dr dZ dz _ ydb® " ydb * T ydb" “’

et de méme

dv _ dv dv U dv b7
dy — wda ~ zdd Sl

U= Efv__ dv 3
Gy e tagiim

13. il n'existe pas de fonetion de forces, il suffira de remplacer

%, “;—V par les composantes, suivant les axes des a et y, de la force

appliquée au point (@, y, =) (Section I, n° 20), et 'expression de -Z%

il en résulte done

sera remplacée par la somme des moments des forces autour de I'axe
18



138 DYNAMIQUE ANALYTIQUE.

des z. Désignons par N cetle somme, et nous aurons I’équation

dT
__dr;_dT +ﬂ SEANR
dt @q dqp_' :

nous en déduisons par analogie, au moyen d’une permulation des
lettres p, ¢, r, les deux autres équations
dT

da dp d’ I' dT

Tdt c.’q Nadhudiss X
fd T \
: dg dT 5. 18K M,

TN T B

L et M étant les sommes des moments des forces autour des axes des
et des y.

Bien qu'il puisse étre utile, pour certains problemes particuliers, de
ne point faire coincider les axes des @, y, z avec les axes principaux
d'inertie, il sera, en général, plus commode d’établir cette coincidence
afin de simplifier les formules. Alors on aura D = I = I = o, et I'on
obtiendra les trois équations données pour la premiere fois par Euler :

ﬂ"

av-i— B A]Q‘P:-_:N,

t—}r—‘\ti-h[[,wB):q =

B %‘:% +(A—C)pr=M.

14. On peuat encore démontrer les équations du numéro précédent
par la méthode suivante, donnée par Lagrange :

Désignons par dP, dQ, dR les trois quantiwés pdt, gdt, rdt, bien
qu’elles ne soient pas des différenticlles exactes, et par oP, 0Q, JR ce
que deviennent ces trois quantités quand on y remplace les différen-
tielles selon d par les variations selon d. Nous aurons

dP = cdb+- c'db' -+ e"db",
OP = ¢ db - ¢'db'—+ ¢”db";
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en différentiant la premiere des deux formules selon 0 et la seconde
selon d, on a

3dP == ¢ddb -+ ¢’ 3db'+- " 3db’+ dedb -+ dc' db'+ de” db”,
doP = cddb 4+ ¢ dob'+- ¢"d db" + dedb -+ de’ b+ de” 6b”
et, par suite, . .
0dP — doP — dedb - de'db' - de"db”"— dedb - de' ob' — de” db.

Or des équations :
ade 4+ a'de' + a"dc" = dQ,
— bde — bde' — V'de"— dP,

cede + ¢'de’' -+ ¢"de"— o

on tire
de == adQ — bdP, par suite, dc = adQ — boP,
(«) de' = a'dQ — b'dP, » dc' = a'6Q — b'oP,
de"= a"dQ — b*dp, » 3¢"= a"8Q — b"8P.
On a, par analogie,
db — cdP — adR, ob — cdP — adk,
dlb! = 'dP — d'dR, ob' = ¢'0P — a'dR,
db"= ¢"dP — a"dR, ob"=¢"6P — a’Sit;

on en conclut la premiere des trois équations suivantes :

3dP — doP = — dRdQ + SRdQ,
8dQ — doQ — — dP3R - SPdR,
8dR — doR = — dQoP + 3QdP,

les deux autres s’en déduisant par analogie; ces formules montrent
que, dans les expressions d 0P, d 9Q, d 0R, les signes d et & ne peuvent
élre intervertis.
On a d’ailleurs
¥ dT ddP ; d"] odQ dI 6‘_(_1.'3'

Tdp dt U dg Tdt U dr dt’
et, en se servant des trois équations qui précedent,
] At AP e N
,; gai, 'J,:(‘EH‘ £ goR —:oQ)
(B) ' _ d’l‘(rirEO

=S ((EEE 43P — poRY) -
\ dq 1 P )

dT (u“.é‘ll
dt

Ny s SRR ‘?‘3")-
18,
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Appliquons I'équation (Section I, n® 22)

(7) JS(8T +8U) dt = o;

nous avons

dT T, -d;_;'\ ¥
Edap--—adp-—'l 7{'— Opd!q

done, en faisant
oU="UU,dP + U,dQ -+ U, 3R,

I'équation () deviendra

dT

dr?ﬁ dT

O:fd[ - -(_ﬂ__all L.(qan___ "0);{;
ddT

;ITI.\ - [ dT

__W_ Q'Jr—(POp“—pr )E}“

dT
e Une (poQ — qap)%l; +UidP +U,6Q + U, GR].

14

En égalant a zéro les coellicients de JR, 0P, 0Q, on a les trois équations

7l
¢dr dT dT

B

Je n’ai pas voulu appliquer immédiatement-a la formule () les
équations de Lagrange, parce que, dP, dQ, dR n’étant pas de véritables
différentielles, il était bon de reprendre dans ce cas particulier le rai-
sonnement qui a fourni en général ces équations.

On a ensuite

= dU dU dU

OU_EE R+Eab+! b
.0 o 40, dU ., dU ., dU ., dUu.,
NG R AT L e S dl? LA o o
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el, par suite,

du i du , .

SU= T2 (bR — ¢8Q) + G- (0P — adR) + 77 (a3Q — boP)
dU = (B8R — ¢'3Q) -+ ‘f}’,{ '8P — a'dR) + ‘.j_U (a'3Q — b'3P)
‘f,”,u"“n—p”amur @5 (e3P — aoR) -+ 00 (a73Q — 179P).

11 en résulte

_ci[]f JU! dUb dU gl oadUes
S rdany e e e

et, d'aprés ce que nous avons vu a la fin du n® 12, U, représente la
somme des moments des forces par rapport & I'axe des z : nous retrou-
vons donc bien les équations du n° 13.

EQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE ENTIEREMENT LIBRE.

15. Considérons un corps solide absolument libre; désignons par
«, B, 7 les coordonnées de son centre de gravité par rapport i trois
axes rectangulaires et fixes, et par &, 3, % les composantes de la force
accélératrice qui agit sur 'élément dm du corps. Nous savons que les
trois équations différentielles du mouvement de ce centre sont

de
m

e = [fXdm,

m C-L—:E? =iy dm

diy
m -?-‘--JA = [Ldm.

Si I'on désigne ensuite par X, Y, Z les coordonnées rectangles de
chaque élément dm, prises par rapport i trois axes paralleles aux pre-
miers et menés par le centre de gravité, on aura ces trois autres
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équalions
d*Y d*X : o
f(x _df:- —-Y_(f.f-’_) dﬂi—f[x.-’j’ ——lul-j d”l'
d* 7 a2y = =
.f(Y "dtT— Y/ ﬁt_‘) dm -—f(Yi‘—Zgﬁ’)d?ﬂ,
, B2X d* 7 S o)
‘f(l, SR X W) dm : ..ﬁZe’JG — X&) dm.

Yy

Ces trois équations conviennent également au mouvement d’un corps
solide autour d'un de ces points supposé fixe et placé a I'origine des
coordonnées X, Y, Z. On a, d’autre part,

X=az+by+cs,
Y=dz-+by+<asz,

Z=az+ by+c"3z,

x, y, 5 étant des coordonnées rectangulaires par rapport a trois axes
fixés dans le corps, qui sont donc invariables avec 7; ensuite a, b, c,
@', ... ne dépendent que des angles ¢, 6, ¢ qui déterminent entiere-
ment la position du corps (n°2). Ces trois quantités peuvent étre dé-
terminées par les trois équations différentielles précédentes, qui sont
les mémes que si le centre de gravité était fixe.

Ainsi le mouvement d’un corps libre, par rapport & trois axes rec-
tangulaires de direction invariable et menés par le centre de gravité,
est le méme que si ce point était fixe et que toutes les forces qui solli-
citent les différents points du corps fussent appliquées de la méme
maniere. Ce mouvement de rotation sera, par conséquent, donné par
les formules des n° 12 et 13.

16. Il ne faut pas croire cependant que I'on puisse calculer séparé-
ment, du moins en général, le mouvement de translation du centre de
gravité et le mouvement de rotation autour de ce centre. En effet, les
forces motrices, x, &, %, appliquées aux différents points du corps,
dépendent des coordonnées de ces points et, par suite, des trois angles
9, 0, ;3 les trois équations du mouvement de translation dépendent
donc de ces trois angles. D’un autre c¢oté, les mémes forces dépendent



SECTION 1V. — MOUVEMENT DE ROTATION D'UN CORPS SOLIDE. 143

des coordonnées &, v, ¢ des points du corps par rapport aux axes
fixes; et comme 'on a

E=wEX, " n=04Y,  t=y9Z,

on voit que les équations du mouvement de rotation dépendent des
coordonnées du centre de gravité. Ces deux mouvements sont toutefois
indépendants I'un de P'autre dans les deux cas particuliers que nous
allons indiquer.

Si le corps mobile n’est soumis qu'a I'action de la pesanteur, le mou-
vement de translation du centre de gravité du corps s’effectuera sur
une parabole et la résultante de toutes les actions de la pesanteur pas-
sant par le centre de gravité, le mouvement de rotation ne sera da
qu’aux impulsions initiales.

Si le corps est une sphere composée de couches concentriques et
homogenes dont toutes les parties sont attirées par divers centres en
raison inverse du carré de la distance, chacune de ces actions et, par
suite, leur résultante passeront par le centre de gravité. Donc ce centre
se mouvra comme un point de méme masse que le corps, et sollicité
par toutes les forces appliquées a ce corps et transportées parallelement
a elles-mémes en ce point. Quant au mouvement de rotation, il sera
indépendant de ces forces et il ne résultera que des circonstances ini-
tiales.

SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS PESANT SUSPENDU PAR UN POINT FIXE.

17. Supposons un corps suspendu par un point fixe autour duquel -
il peut tourner en tout sens. Prenons ce point O pour origine des coor-
données fixes et 'axe des Z de ces coordonnées suivant la verticale qui
passe par le point de suspension; puis mettons I'origine des coordon-
nées mobiles @, y, s au méme point et I'axe des s de ces coordonnées
suivant la droite OG qui joint le point O au centre de gravité G. Si
nous désignons par 7 la distance OG, nous aurons

Sxdm=o, [ydm=o, [fidm=my,

L=da"z+b"y+ "z,
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a’, b, ¢ étant les cosinus de 'axe des Z avec ceux des «, y, 5. Nous
aurons pour la fonction de forces

U= fgZdm= + ga’ fxdm + gb" [y dm - g¢’ [zadm = -+ mgyc".
Appliquons les équations du n® 13, en nous rappelant que I'on a en
général (n° 12)

flatudineg SdUsRye, db dU_,,dU _,,dU
b e ghe e o ns)

el nous avons

[ de
CRp AP Ry 3 4
7t g == (7.?1' -+ mgyb” -
dﬂ

(A) foq dgiaiedline caliey. 200 500
dt 8 dp P odn s TENE 0
dgl
dr ps d'l‘ dT

ol b dq il u"P

en faisant
2T = Ap*+ B¢ + Cr* — 2Dgr—2Erp — 2¥ pq.

Nous ne faisons pas D = E = F = o car nous restreindrions la géné-
ralité de la question, en supposant que la droite qui joint le point de
suspension au centre de gmv:le est un axe prmupa[ d’inertie.
Multiplions ces trois équations par p, ¢, 7, el nous aurons en ajoutant
dT dT

dT 5 i &
dﬁ Ll qd 77 -+ rd ey mgy(b"p—ad q)dt=o

pd
Or la troisieme des équations () du n® 14 nous donne
(a) de"=—(b"p —a"q) dt,

et il en résulte

pd%%‘ + qd ?;} 4+ rd ZT—‘ — mgydcd"=o,
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ou en intégrant
dT dT _ dT 3
(B) p$+qaa-+fﬁ—T—mgy¢_ﬁ,

h étant une constante arbitraire.
Multiplions les trois mémes équations par a”, 4", ¢”, nous aurons

AT S AT AT i e
{iT U " ‘JT'H "
-+-~(E(cp—a r)a'!—!—f(?r—La q—b"p)dt=o,

et, & cause des deux équations analogues i (a),

da" = — (" q—b"r)dt, db"=—(a"r—c"p)dt,
nous avons
» 9T Apdil s dT i da T S e d Ty e i e
a ddp + b dd—q+c dE: +E!’Fda fd—qdb +R?dc =0}
et en intégrant
(C) @ oL LAl AR,

dp dg dr

{ étant une constante arbitraire.

18. On pourra intégrer complétement les équations du prebleme
dans le cas o la droite qui passe par le centre de suspension et le
centre de gravité est un axe principal d'inertie et ou les deux moments

d’inertie par rapport aux deux axes des « et des y sont égaux. Alors,
en effet, on a
e ie—Ri— o A=l

2T=Ap*+ Ag+ Cr,
" et la troisitme des équations (A) devient

(‘dr ou
W, a0, } ¢ ket
dt “,

w étant une constante arbitraire.

L)
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Si I'on remplace a’, b”, ¢” par leurs valeurs dans les équations (B)

et (C), on a
A(p*=+q*) + Cr*—amgycosb =2h,

A (psinfsing + gsinfcosg) + Cwcosf = L
Or des expressions de p, ¢, 7 (n°2) on déduit

dy

psinfsing 4+ gsinf cosg = sin*f T’

3 Ry 'i dl;’ 7 de :
g = sin Q(E) Gt d (m-) )

_ dy dy
= TF -+ cosf 5

et, en substituant les valeurs des premiers membres des deux premitres
équations dans les deux précédentes, on a les trois équations

A "sln’f}(%)i*i- (g?),] + Co? — 2agmycosf=2h,

Asin?f % + Cwcosf=1,

do ay
E -+ cosf E =w.
On tire de la deuxiéme
!l — Cwcosf
r' e
Y = e i /

et en portant cette valeur dans la premiere

Asinf df

dir= o
V(2h — Cw* + 2gmy cos ) Asin?6 — ({ — Cw cosf ’

puis on aura
= (Il — Cwcosf) db :
sinfy(2h — Co?+ 2gmy cos6) Asin*g — ({ — Cw cosf)?
e [Aw — lcosh —+(C -:{\__‘]hnfos‘ 6] do ;
sinf V([ 2/ — Co? + 2gmy cosf) Asin’0 — ({ — Co cosb)?

et le probleme est ainsi ramené a des quadratures.
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FORMULES POUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS PESANT DE REVOLUTION
ET SUSPENDU PAR UN POINT DE SON AXE.

19. Nous allons des formules précédentes tirer 6, ¢ et ¢ en fonction
de ¢. Sinous désignons par = la distance du centre de gravité au plan
horizontal qui passe par le point de suspension, nous aurons

z = ycosé,
Ads
V(2h — Cw*+ogmz)A(y— 3*) — (yl~ Cwz)

dt =

Désignons par z, la valeur initiale de z, et posons I’équation en z,
(a) A(2h — Co? +-2gmz)(y*— 3*) — (y! — Coz)*=o;

si 'on fait z = z, dans le premier membre, il sera positif, parce que dt
est réel. Si donc on fait dans le premier membre de cette équation
successivement

b f— s IR T3 Priskey st i S

on obtient respectivement les signes

- -+ - -

et I'on en conclut que les trois racines de I'équation sont réelles : une
comprise entre 7 et z,, la seconde entre z, et — 7 et la troisieme au
dela de — . Désignons ces trois racines respectivement par a, b, — c.
La valeur de d¢ étant réelle, z ne pourra varier qu’entre a et b, et I'ex-
pression de ¢ + = deviendra :

AR — dsz
i \/mgj,: Via—3)(z—6)c+3)

en prenant pour limite inférieure la plus grande valeur de z et dési-
gnant par t une constante arbitraire. On oblient ainsi une formule
toute semblable & celle que nous avons obtenue pour le pendule simple
(Section III, n° 10).

19.
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z élant compris entre a et b, on peut poser
z=acos’c + bsin‘c;

st de plus on fait

a2l g

Bt \/a = b G do =
a+c’ b V1— kisinic Vi—kisinie
on a amu = q, et I’on trouve

t+r—\/
mg(a -+ c)

Si I'on désigne par T le temps qui s’¢coule quand z varie depuis @

jusqu’a b, on en déduit
T \/'_:2{\:
mg(a+c)

et, en divisant ces deux égalités entre elles,

Il en résulte donc pour =
z—acos’am,}f( )+bsin’am%[!+:}.
20. Calculons ensuite I'angle 4. Nous avons I'équation du n° 18
Asin®0 (4 —=[!— Cwcosb,
dt

qui peut s'écrire
: dy
A(y— 2% = ly* — Coyz,

et, d’aprées la valeur de dz,

: 2 ly—Cwz
dy= —=L o Y —hedy,
Via+c)amgh 7'- 3

Comme on a
z=a— (a— b)sin‘c,
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il en résulte

ly—Cwsz ly —Cwa+ Cw(a— b)sin’s
y'—2z  [y—a+(a—b)sin'c][y+a— (a—b)sin‘c]’

et si 'on pose d’apres cela

iy-ﬁsz:M_F 1ga: _‘Nsin’fr otgigioti Psin‘a BYL
y— 3z y—a+ (a—b)sin’e  y+a—(a— b)sin'z
on aura
M:{}{_—Cma, N:[_Cm-—i](a—b}’ p:(Cm—!—i){a-—b}‘
P —at 2(y — a) 2(y + a)

On aura donc, en désignant par E une constante arbitraire,

b—E= fL Mu-+- 7[({“’“”(3—51 : sm’a;nudu
vVamgAla-tc) (y—ajﬂ\/zmg)\(ﬂ-f-cJ ]+a- SN
(4]

—
(b) ¢ ¢ :
= y(Ca-+1)(a—b) “  sinfamudu ;
(y+a)*yamgA(la+c) l—aubsin’amu
0 ?4—&
Posons
Al — k*sin’amea, dout sin‘ama = S 2
1562 y+a
et prenons, en faisant ¢ = —1,
siname = \/a+c’ casama:_—f\/c-—?s Aame = ?+bn
y+a y+a y+a
il en résultera, comme au n° 11 de la Section III,
“  sin*famu du 1
- = I (u, «)
a—b ., Jrisiname cosamaAama
1— sinfamu
s 4 17 T
o i(y+a) Ja+c (1, ).
: (@a—b)V(y+a)(y+0b)(c—y)

Or a, b, — ¢ étant racines de 'équation (@), on a

(¢) Al2h—Cow'+2mgz) (y'—3)—(yl—Coz)=2mg(a—3)(s—b) (z+c)A,



150 DYNAMIQUE ANALYTIQUE.
et, en faisant z = — 7 dans cette identité, on obtient
— ¥ (l+Co)=2mgA(a+y)(y+b)(y—c)

71+ Cw)
~ JamgA

Viy +a)(y+0b)le—7y)=

On trouve ainsi que le troisieme terme de I'expression de ¢ — E se
réduit a

i (u, ).
Posons ensuite
E= D g sinfamB, dot  sin"amp=— <2<,
V=8 , —y+a
et prenons
. =8 a—+c¢ Yo e
sinamf3 =1 o= cosamf3 = \/ 2’ &am{B \/y—a
il en résultera
“  sin*famudu —i(y—a)ya+c
?
2= Gama @Oy —a) (¥ = B) (v +2)
0 —F
et, en faisant = = 7 dans (¢), nous obtenons
7l —Cow)
[y — —b)(y+¢) = ——=
Vir—a)(y=">)(y+¢) laneh

on trouve donc, pour le deuxieme terme du second membre de (&),
— il(u, ).
Il en résulte

2y ;
( —E= ———Mu+i[ll L, —II u,@] .
@ 4= E= R M (T, o) — T, )]

Sil'on pose, en faisant i =y —1,

a=Tti=K B =in,;



SECTION IV. — MOUVEMENT DE ROTATION D'UN CORPS SOLIDE. 151

¢ et » seront réels. Faisons

Al 2y ; +[d|og®(£s+]{) % dlog@(in)],
Via+c)2amgA de dn

i, Olu—ice—K)O(u+in)
e Iog@(u—i- ice+K)O(u—in)’

et nous aurons
¢—~E=L,IT{, (t+7)+ ®.

Les valeurs obtenues pour z et ¢ sont entierement semblables &
celles des mémes quantités que nous avons trouvées pour le pendule
simple (Section III, n® 10, 11).

21. Calculons ensuite I’angle ¢ au moyen de la formule
dp=wdt — cosfd.
On a

a—b
sin‘c;

coséiz-zl:E
;L 6

d’apres le numéro précédent, on a aussi

A 2y ly —Cwa~+ Co(a—b)sin’c a
= Viawo)agmh [T—a+la—0b)swa] [y +a—(a—b)sma]
et il en résulte
2 Cowy—al+lla—b)sin’e ‘]
e e —— C = 3 r
cosfdy Via+cj2gmA [ g y[y—a+(a—b}sm"‘a'] [y +a—(a—b)sin’q]_ 3

Si nous posons
Coy — al + l(a — b) sin*e
[y —a-+(a—b)sin’c]| |y +a— (@ —b)sin’c]
2 g N'sin’c ¥ P’sin’e
AR y—a+(a—b)sinc " y+a—(a—b)sin’c’

il est aisé de voir que M’, N', P’ se déduisent des valeurs de M, N, P du
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numéro précédent en permutant / et Cw, ce qui donne

M/— C&:y—{c_t’ N'— —(Co—1) (a—b) = —N,- P (Cor+1) (a—b) .
n—e 2(y —aj 3(y+a)
On a done
cosbdy = ————2— (Cw — yM') du
(a-+c)2gmA

Nsin’c o5 P sin’c ]a’u
+(a—b)sin’e y—+a—(a—b)sintc|

et, par suite, en désignant par G une constante arbitraire, on trouve

e
Vi@a+c)agmAlLY —a

oo ag LA — Gl + M i) + T (u, B))

Faisons

dlog®(ie+K) dlog® (i)
Lr=ﬁ A——C = Ll’ .+.[ / :I
T [((A—C)o+yM'] 2 st )
(D’—i. o Olu—ic—K)O(u—in) '
EEa Ou-+ic+K)Ou+in)

et nous aurons

L'K
o —G= T (t+7)+ D
D’apreés cela, pour nous représenter le mouvement du corps, conce-
vons d’abord le mouvement donné par les formules

z=acos’amu + bsinamu, Y=E-+ O, o=G- P/;

le corps reprendra périodiquement le méme mouvement par rapport
aux axes fixes de coordonnées, et la période de ce mouvement sera

o —A_---
o

Supposons ensuite que les axes des X, Y tracés dans le plan hori-
zontal qui passe par le point de suspension tournent dans ce plan avec

: ; 7 . LK
une vitesse angulaire constante et égale a 0 et que le corps tourne
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autour de son axe de révolution avec une autre vitesse angulaire con-
]lli L’ensemble de ces mouvements donnera le mou-
vement total du corps pesant.

stante égale a

22. Remarques relatives au cas ot le corps a un mougement trés-rapide
de rotation autour de son axe de révolution. — Supposons que la vitesse
de rotation o soit trés-grande, et revenons aux formules du n® 18;
alors, dans I’équation

A(p*+ ¢*) + Cw* — 2mgy cosl =24,

il n’y aura de tres-grand au premier membre que C»?; done 2/ — Cw®
ne sera pas tres-grand; d’autre part, I'équation
. d
: : ASm"G—q)+CmcosG=€
P dt

montre que / est tres-grand. Done, pour que le radical

V(2h — Co' ++ 2mgy cost) A sin*6 — ({— Gw cosb )7,
qui entre dans 'expression de d¢ soit réel, il faut que (I — Cw cosf)?
soit trés-petit par rapporta /et Cw; done on aura toujours & trés-peu
pres
cosf = :

B T
et 'angle 0 sera a trés-peu prés constant.

0 et, par suite, la coordonnée z du centre de gravité variant tres-
peu, @ — b est tres-pelit, et la formule (&) du n° 20, qui peut s’écrire

y—E=——2=L ____ Mu+(a—b)8,
V(a4 c)amgA

S étant du méme ordre de grandeur que M, montre que ¢ croitra
a trés-peu pres proportionnellement & z. Enfin de la formule
¢=wt—fcosfdy,
on tire & Lres-peu pres
[
g=twil— T b,

20
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Pelites oscillations d’un pendule de révolution.

23. La formule qui donne la durée des oscillations du pendule,
c’est-a-dire le temps que met son centre de gravité pour revenir au
point le plus haut ou au point le plus bas est

AT =g \/-—f--‘— K.
zmg(a -+ c)

Si l'on pose
a=vycosf, b=ycosf,

Jet f, seront tres-petits; et, d’apres le calcul du n® 12 de la Section I1I,
on a s
R Va (1+ f”_+f_i).
16

mgy .

24%. Calculons 'angle dont tourne le plan vertical du pendule dans
une demi-oscillation, en supposant le pendule trés-allongé, en sorte
que le moment d’'inertie C soit trés-petit en comparaison de A. Nous
avons & faire un calcul tout semblable & celui du n° 13 de la Section
citée.

Nous avons
ﬂ __l{—Cocosh
dt — A(1—cos'0)
ou
dy — 2 { — Cw cosl do
S e —————ut —— e
VamgAla+ c) 1— c0s*f \/I—._fa"sin’o-
Aot 1 (!—i—Cm = I—Cm) do
b V2 mgA_(a ~+¢) 14 cosf 1— cosf \/l_:ﬁm

7 cosf et 7 cosf, sont racines de I'équation en z
(pl —Cwz)=A(2h — Co®+ 2mgs) (y* — 2°);

nous avons done

({l—=Cmcosf )= (2h— Cw’+ 2mgy cosf) Asinf,
({l —Co cosfi)?=(2h — Co’+ 2mgy cosf) Asin’f,
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et, par suite, en éliminanl h,
({—Cwcosf ) sin*fi— (I—Cw cosfi)*sin’f —2mgAy sin*fsin’f, (cosf— cosf).

Cette équation peut s'écrire
(I — Co -+ Co g’),siﬂ’f. — (J — Cw + Cow 'fz—'): sinf’

T =amgAysinfsin’f(cosf— cosfi);

on en conclut facilement que / — Cw est une quantité du second ordre,
et, en négligeant les termes du huititme ordre et regardant C comme
du second ordre par rapport & A, on a

(l —Co)*=2mgAy csol;_j;'{f—l:bfj =mgAyfif: (,_ f’_;;_ﬁ),

on en conclut

(= Co = NmEAT LY, (:—n f%}-ﬁ),

en négligeant les quantités du sixieme ordre.
On obtient pour la premitre partie de dy, en négligeant ce qui est

du quatrieme ordre,
(fﬁ Co )da
2/ mgyA :

. ’ L4 ) TT
et en I'intégrant de zéro i =

(e) (l;il ﬂ—ﬁm) o

On a ensuite, d’apres le caleul du n° 13 de la Section 11T,

l—Co ff( 2 f? ;,ﬂ),
2 ‘

VamgA (a—+c)
E
2

‘[; AT ICObG \/1 (i'ablllh; - 7‘7':? ( ff n'f:-:;}:tﬁi) 3

20.
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done l'intégrale du second terme de dy est
T AL

) 5 ('+ HB—)

Ajoutons (e) et (f), et nous aurons

3ff Ce
s z«mgﬁ)’

pour I'angle dont tourne le plan vertical du pendule dans le temps T.

DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE PESANT QUI S'APPUIE SUR UN PLAN.

25. Supposons un corps solide convexe qui ne puisse toucher un
plan qu’en un seul point; ce corps, placé sur le plan, est sollicité par
la pesanteur et par la réaction N provenant du plan, et que nous sup-
posons normale & ce plan, en négligeant le frottement.

Désignons par C le point de contact du corps avee la surface du plan
et par G son centre de gravité. Représentons par A, 1, v les angles de
la réaction N avec trois axes fixes de coordonnées rectangulaires OX,
0Y, 0Z, dont le dernier est vertical et mené de bas en haut; enfin,
soient «, f3, 7 les coordonnées du centre de gravité : nous aurons, pour
les équations de ce centre,

d’o

M ;2 — NcosA,

(1) M ﬁ. Ncosp.,

d/

ML

— Ncosv — Mg,

M étant la masse du corps et g I'aceélération due & la esanteur.
[

Etablissons ensuite les equ'lllons du mouvement de rotation autour
du point G; la résultante des actions de la pesanteur passe par ce
point: elle est done sans influence sur ce mouvement (n°® 15 ). Désignons
par £, 1, ¢ les coordonnées du point de contact G, par rapport aux axes
principaux d’inertie GZ, G#, GS qui passent par G, et par X', p/, v’ les
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angles de N avec ces axes principaux. Nous aurons les trois équations
suivantes (n°13):

dp

A7+ (C—B)gr=N(» cosy' — Zeosp!),
' / Eii sl — NI ] ]
(2) B +(A—C)rp=N({cos¥ — Ecosy'),

C:—j%' - (B—A)pg=N(Ecosp'—ncos ).

Nous avons ensuite les équations (n° 2)

pdt—singsinfd + cosedl,
(3) qdt =cosgsinfdd — sing df,
rdt—=do -+ cosfdy.

Les équations
: cosA' — acosd -+ a'cosp - a”’cosy,

4) cosp' = b cosd + b'cosp. + b"cosv,
cosy’ = ccosh -+ ¢’ cosp. + ¢” cosy

déterminent 2, p., v' au moyen des quantités constantes ), p, v et des
neuf cosinus a, b, ¢, ... ou des angles ¢, 6, 4.

Soit 3
(5) Yea&) =0

’équation de la surface convexe du mobile rapportée aux trois axes
principaux G&, Gy, G&; on aura ces trois équations qui se réduisent
a deux

6 )'—If]—F cos it OB ‘05'—-'dF 5
(6) cost’ = & a5’ s e =y @
avec

v /(%Y & (FEY 4 (FFY
-~ dk dn BT g
le signe du radical devant étre pris de maniere que la direction de N

soit menée vers I'intérieur de la surface.
L'équation du plan sur lequel repose le corps sera

208 A - ) COS . -+ 5COSY =— 0,
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d étant une quantité constante et donnée. Cherchons I'équation de ce
plan par rapport aux axes principaux; nous ayons

z—a-+ at +bn + c&,
y=pB+dE+bn+ g,
2 =y+a't+b'n+ ¢,

et 'on en déduit que le point (&, 4, &) situé sur ce plan satisfait &
I’équation
(7) £cos}' 4 ncosp’ + L cosy + «cosh + [3cosp - ycosy = 4,

Si le corps est terminé par une pointe comme une toupie et que cette
pointe soit constamment sur le plan donné, le point (&, 4, &) sera tou-
jours le méme point du corps et &, », £ seront conslants et connus;
mais les équations (6) n’auront plus lieu.

Nous avons done, en général, seize équations pour déterminer les
seize quantités N, &, 3, 7, p, q, 1, 9, 0, ¢, X, p', V', &, n, §. Mais dans
le cas ou le corps repose sur une pointe, &, 1, £ ne sont plus des incon-
nues, et I’on a en moins les équations (5) et (6) qui se réduisent a trois.

26. Supposons que le plan, sur lequel repose le corps, soit horizon-
tal, et prenons-le pour plan des @, y; nous aurons

COSA=—0; . COS L. =10, COBV.~—1,

et, par suile, S Sy E
cosX. = a’ scospl=2>01  cosy =i,

D’apres les équations (1) le mouvement horizontal de G est rectiligne
et uniforme; la (roisieme donne

M (%Y.
N,——— M (}!I“_!_ g’) .

On a donc, au lieu des équations (2),

] 3 d* o B
‘ AZE+(C—Bjgr=M (af +g)(-nc —zb?),
(a) { Bf—qa—u\h(}) p=M (%—f— = g)({a” £c”)
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et, au lieu de (7),
(b) Y4+ a4+ b'n+ "= o,

A ces ¢quations on joindra les équations (3) et, dans le cas ou le
point de contact C varie a la surface du corps, les équations (5) et (6).

On peut obtenir deux mlcﬂrqleq des équations précédentes, comme
au n° 17.

Multiplions les équations (a) par @, b”, ¢” et ajoutons-les; simpli-
fions I'équation obtenue et intégrons, nous aurons

(¢) Aa’p +Bb'q + Ce"r=1,
/ étant une constante arbitraire. En second lieu, multiplions ces équa-
tions par p, ¢, r et ajoutons; nous aurons
Apdp <+ Bqdq + Crdr
— (h ‘é;:% )[E(b”r—c"q +n(c"p—a’r) _F‘f[“ q—b"p)ldt,

rf/

Apdp + Bqdyq + Crdr=— (M i

En différentiant (4), on a
d}’ + Eda! +ndb +tde” = — (a” dE + b" dn + ¢" d2);

or le second membre est nul si & «, & sont constants; il est aussi si
le point C est variable sur la surface; car on aura

dr rfl" dF
@ dt + d.q -+ i dti=a),

et, par suite, en vertu des équations (6),

a'dE 4 b" dn + ¢"df = o;

on a donc :
¢da" +ndb” + {de” = — dy,

et il en résulte

Apdp +Bqdg + Crdr-+ M (17 s g) dy=o0,"
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puis en intégrant, on a

(d) AP’+BQ’+CJ“+I\'I[(3—-3> 5 zgy] =
A élant une constante arbitraire.

27. Mouvement d’un solide de revolution termuné par une pointe qui
s’appuie sur un plan horizontal. — Ce mouvement est celui de la
toupie; la pointe (£, 4, &) étant sur I'axe principal d’'inertie G&, on a

BI==TAL S0k e ==l0;
et § est constant. L’équation (&) devient, puisque ¢” = cos0,
y= —&cosd.
La troisieme équation (@) donne
r=u,

» élant une conslante arbitraire.
Des équations (3) on déduit
dy

?‘E’
7 A I AL
p’—%—q’:sm*&(d—i’) -4—((—1}-) ’

et il en résulte pour les deux intégrales (¢) et (d),

a’p —+ b"q=sin*f

(e) Asin’egwf—(}wcos@:!,

LF) A [Sin’ﬁ (i—f): - (%) :] + M [ﬁ’sin’ﬁ (ﬁ—f)‘ —ag¢ 0059] —

&' étant une constante égale & 2 — Cw?. A ces deux équations il faut
joindre la troisieme équation (3),

do dy
( 2% — o —cos0 2y,
(g) : et cosft s
Ces trois formules permettent d'obtenir ¢, ¢, ¢ en fonction de 0 & I'aide
de quadratures; on pourrait encore, comme aux n** 19, 20 et 21, ex-

primer 0, ¢, o en fonction de ¢ par 'emploi des fonctions elliptiques.
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De I'équation (e) on déduit

[ — Ceo cosl

= Asin'd

dit,

et en substituant dans I'équation ( /), on obtient

; VA sin 6 VA - ME sin®f :
V(W +2Mgtcosd) Asin'6 — (I — Cw cosf)?

Si o est tres-grand, / le sera aussi, et comme la quantité
(&' +2Mg&cos0)Asin’0

n'est pas tres-grande, il faut, pour que dz soit réel, que I'on ait & tres-
peu pres
cosl — i,
Cw
done, si I'on a donné & la toupie une vitesse tres-grande autour de
son axe, et que le frottement de sa pointe sur le plan soit négligeable,
I'inclinaison de I’axe de la toupie sur la verticale variera trés-peu.

28. Mouvement d'un corps pesant de révolution roulant sur un plan
horizontal. — On a B == A, et, comme la réaction normale N rencontre
I’axe de révolution, on a £0” — na” = o; donc on a

dr
HE_TG, r= 1wy
w Gtant constant.

Exprimons ¢ en fonction de 05 soit
(&) Filtyn) =0

I’équation du méridien, & étant la distance de chaque point au plan
des &, u, et p le rayon du parallele.

Par le point de contact C et I'axe de révolution, faisons passer
un plan qui coupe la surface suivant un méridien et le plan suivant
une tangente a ce méridien; désignons par u l'angle que fait cette
tangente avec le plan du parallele qui passe par le point C: nous

aurons
tang u = aH a8,
SIS T T

21
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oronaf—m—u; onadonc

§ __dF _dF
(7) tangG_Bﬁ.aE-

Des deux équations (%) et (¢) on pourra tirer & et p en fonction
de 6. On reconnait facilement que ’on a

y = — £ cosf + psind,

de sorte que 7 peut aussi étre considéré comme une fonction connue
de 6, f(9). '
On obtient, comme dans le probleme de la toupie, les équations (e)
et (g), et de la formule () on déduit la troisitme équation

Lo (2 (8 S (5 o]

en faisant A’ = & — Co?*.

On pourra, comme dans le probleme précédent, au moyen de ces trois
équations, obtenir ¢, ¢, » en fonction de § par des quadratures; mais
on ne pourra plus caleuler 0, ¢, ¢ en fonction de z au moyen des fonc-
tions elliptiques.
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SECTION V.

SUR LA THEORIE DES MOUVEMENTS RELATIFS,

1. On peut calculer les mouvements relatifs comme des mouvements
absolus, en ajoutant aux forces appliquées aux points du systeme des
forces fictives auxquelles on denne le nom de forces d’entrainement et
de forces centrifuges composées. Mais, si I'on déduit immédiatement de
celte maniere les équations différentielles du mouvement, non-seule-
ment on est obligé & des considérations géométriques assez compli-
quées, mais on obtient des équations beaucoup plus difficiles a traiter
que celles qui se déduisent de Ia méthode suivante.

MOUVEMENT RELATIF D'UN SYSTEME LIBRE.

2. Soient O, 0y, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires mo-
biles dont on suppose le mouvement donné et auxquels on rapporte le
mouvement d’un systeme de points libres. Désignons par /, n, s les pro-
jections sur ces axes de I'accélération d’un point de ce systeme dont la
masse est 7 et les coordonnées @, y, =, et soit U la fonction de forces.

Nous aurons

T . dU o dU
mié— f_{-£| y mn= J"'I) ms = az"}

en désignant par @y, y,, z, les coordonnées de m estimées par rapport
aux axes O, Oy, Oz supposés fixes pendant tout I'instant dz, et il est

aisé de voir 'on a Ghp = mais qu’au contraire /, qui est égal
aise de vour que on 4 ({-';E'; —-dxs q H H b q ] g

21,
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2

d? S 5 . dix
EX ) nest pas égal a /73 bous avons done

a4dr

1=2 £ ms—ilg-
(1) ml= —> mn = “d}, =
Soient ensuite O’'X, O'Y, O’Z trois axes fixes de coordonnées rectan-
gulaires,! X, Y, Z et X,, Y,, Z, les coordonnées de m et de I'origine O
par rapport  ces axes; on a les formules de transformation de coor-

données suivantes :
X=X,+azx + by +cz,

(2) Y=Y +dz+by+caz,
Z=7Z +adz+ by+c'sz,

a, b, ¢ étant les cosinus des angles de O'X avee Oa, Oy, O3, elc.
En différentiant ces équations, on a

dX _ dX, da db  de dxz dy dz

= +xm—t—yzﬁ+am+ E+bdt+°3?’
dY dY, de’

arEsandE e

Désignons par u, ¢, w et u,, v,, w, les composantes de la vitesse

absolue du point 7z et de celle du point O par rapport aux axes mobiles,

nous aurons
dX 7 X , dZ.

u:am -+ a -‘-3,‘+a "_{E)

3 dx‘ !dY " z
(4) Pk e b
i dj+ dY_(_ o dL

TRT TSR Ha T

et de méme

dX,  dY, ., dZ,
uu_a-dT 7T - E’?’ elc.

Substituons les expressions (3) dans les formules (4), et, en posant
cdb+ ¢'db + ¢"db” = pdt,
ade + a'de' + a"de” = qdt,
bda + 0 dd’ + V' da” = rdt,
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p» ¢, r seront les composantes de la vitesse de rotation du systeme
d’axes O, Oy, Oz autour de chacun de ces axes, et nous aurons

daz
U U= 4+ gz —ry,

.

(5) (v — v'_E;l_+ reE— pz,

dz
W— W= — +py—qax.

dt

Désignons par &, 4, & ces expressions, et posons

dx
. ’é:?ﬁ-i-qz—ry,

_dr ;
n= (_fF = rx —-ps,

-

L= ﬁ +py—qa;

puis tlrons‘; j; 22 de ces trois équations pour les porter dans les
équations (3); en remarquant que l'on a (Section 1V, n® 14)

uases L ... . S aNdp b
{‘ﬁ-—-— r—cq, 'd—t'--— LP""GJ, Ej_aq S p,

nous obtiendrons

IX _ dX,

e SL AR

AV AN e :
(6) e T B S

jf = d{—"i + a4 b"n "L

Désignons par /,, ny, s, les composantes de I'accélération de I'ori-
gine O par rapport a Oz, Oy, Oz. Les quantités  — l,, » — ny, s — 5,
relatives au point 7z se composent au moyen de u — w,= £, ¢—¢, =1,
W — Wy =&, Comme u— Uy, ¥ — ¢,, W — W, se composent au moyen
de @, y, z, et I'on a ainsi les équations suivantes, analogues aux for-
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O

mules (5)
{ —fo:%» +qt—rn,
n—n— j—? +rE—pk,
e — g?— -+ pa—qé.

En ayant donc égard aux équations (1), nous aurons

d dU
n;3§ s ‘(E - mln — m(q"; = rﬂ),
: d, dU
\:\} md_..-.J: — @ —mn;— m'{rE A% pa-)’
de - dl
nl;zt_. ] dz -—m‘fo-' fn(p'ﬁ _"qg] ;

joignons-y les équations

dx

7 =E—qz-+ 1y,

r d

(B) T:z""—’”+f’z'
dz g
TE =0 TPY+ 4%

les formules (A) et (B) appliquées a chacun des points donnent les
¢quations du mouvement du systeme.

3. La force vive apparente est
: dz\*  [(dy\® [dz\?
2T :Zm [(EI_) -+ ((71—) ~te (d—l) ]1
et, d’apres les équations (B), on a

2T =Zm(E+ »*+-§7)
+2Zm[(ry —qa)E+(ps — ra)n +. (g% = py €]
“+ Zm[(ry —q3) 4 (pz=rz) + (g —py)l;
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il en résulte que les équations (B) peuvent s’écrire

(7) Clos i Jobnc s a s sl e
7 dt ~ d(mE)’ dt — d(mw)’ dt_ d(mg)
Posons
E=—L3mx —nZmy — s EZms,
F=1Zm[(ry —qz)+ (pz —rz)+ (g —pr)l,

U+E+F=U, 'T-U=H

Les quantités 4, n,, s, p, ¢, r, qui appartiennent au mouvement d’en-
trainement, sont, par hypothese, des fonctions connues du temps ;
elles sont donc indépendantes des coordonnées z, y, z, et la premiere
équation (A) peut s’écrire ;

dimg)  dH

diid e = i
D’ailleurs, U, étant indépendant de 9?"'—"31 E{Z, ge et, par suite, de &
i Postit ar v dr VP ? 2

1, &, on peut, dans les équations (7), remplacer T par H. Les équa-
tions différentielles du mouvement relatif sont done ramenées a la
forme canonique suivante, donnée par Bour (Journal de M. Liougille,
t. VIII, 2¢ série) :

dx dH dimé)  dH

at- - dlmt) A - e
(C) dr _ dH , rz'(m-n‘a:_é!-l_,
dt ~ d(mn) dt dy
dz _ dH dimt)  dH
dt — d(mg]' *% di v ds

MOUVEMENT RELATIF D'UN SYSTEME ASSUJETTI A DES LIAISONS.

4. Désignons les variables , y, = par la seule lettre Q affectée de
différents indices, et les variables correspondantes m&, m«n, mg par la
lettre P affectée des mémes indices. Alors les équations (C), qui ex-
priment le mouvement relatif d’un systeme libre, pourront s’écrire

dQi_dil  dP, __dH
(a) de ¢ ~dPy « - dt o oF dg)
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¢ étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., 3n, si n est le nombre des
points matériels. Elles sont renfermées dans la seule équation

dQI b dQ:ln » dpl dp:m
(b) (1] QO O = 0P — TR (e 30, = oH,

ot les variations dQ, oP sont toutes indépendantes entre elles.
Si les variables Q,, Q,, ... sont assujetties a 7 équations de condition

I:"") F'(Qi’ 03! AR 05") — 0, ey Ff{Ql! Qr; vy QSFI] =0,

les équations (a) ne subsisteront plus, mais I'équation (5) aura encore
lieu (Section I, n°® 20), les variables ¢Q,, 0Q,, ... satisfaisant aux
équations qu’on obtient en différentiant les équations (c).

L’équation (&) peut s’écrire

) dQ‘ dO;sri I gy
o(P.?—t— L R ) L (PiBQ+4. -+ P 0Qu) == OH.

Posons 3n — r == k; d’apres les équations (c), les variables Q; peuvent
s'exprimer au moyen de k variables seulement ¢,, ¢, ..., ¢x et, si
nous supposons & variables p,, p,. ..., pi, telles que I'on ait

[d) P|6q3+...+p§aq&:P|6Q‘ ‘1‘...+p3u603".
on aura aussi

d d 3
(Pldg B g2 d(?) 3(P|°9-—f'-~+P*39*):6H

et, par suite, les 2 £ équations renfermées dans les deux suivantes :

dg; _dH  dp; __dH
(e) ae T apl = do =g
oit 7 est susceptible des valeurs 1, 2, ..., £.
De la formule () on déduit

IQ. 4 dQ..
!’,—Pi e .---+p3n?!q—’!
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et en remettant, au lieu des variables P, Q, les quantités qu’elles re-
présentent, on a
g g 25,
P: _Em dq . dq.
dx

i A dq*__ ]
g Sy R de

Si 'on fait

on a s
x"— .L{f. ! d_x -+ .
= a‘ql ql q q: e
et, par suite,
dz _ dz'
dg, ~dq.’

or on a
E=a'4+qz—ry,

et, comme dans le second membre 2’ seul dépend de ¢/, on a

dz' __ dE G dz _ d§
;{q: . d‘?: dq' dqc

P rIE dn dt
2 ( ag, " dy; +qu)

T =4Zm(E& +n*+ )
Em(a2" + p'2 4 3"
2m[(qs —ry)a'+ (rz—pz)y + (py—qz)s' |+ F,

-Ainsi I'on a

et, si I'on pose

| [

(f)

+ 2

on obtient
f{T|

(8) B Fai

Bour a donné aussi celte équation et les équations (e), mais au moyen

d’un caleul qu'on peut regarder comme trés-compliqué, surtout si on
le compare au précédent.

22
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SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION D'UN CORPS SOLIDE PESANT AUTOUR
D'UN POINT, EN AYANT EGARD A LA ROTATION DE LA TERRE.

5. Supposons un corps libre de tourner autour d’un de ces points O
que nous prenons pour origine des coordonnées x, y, 5; prenons I'axe
des z vertical et dans le sens de la pesanteur, O tangent au méridien
et dirigé vers 'équateur, Oy tangent au parallele et dirigé de I'ouest
a est.

Désignons par » la vitesse de rotation de la Terre et par A la latitude
du lieu; nous aurons, pour les composantes de cette vitesse, suivant
les axes précédents :

p=wcosd, ¢g=o, r=uowsinl

Si nous représentons par P, Q, R les composantes de la vitesse angu-
laire instantanée du corps suivant les trois axes printipaux Owx,, Oy,
0z, menés par le point O de suspension, nous avons (Section 1V, n® 2)

P — sing sinf. '+ cose.0',
Q =cosgsinf.y'—sing.0',

= o'+ cosf.d"\

On obtient done par la formule (/)

Ti=$2m(a"? + y"* + 31)
+ wsinAEm(zy' — yx') + wcosA Zm(yz'— zy') + F,

T
F :_r,;_ Em[y? + (cosd.z — sink.z)?].

Désignons par u,, ¢,, &, les composantes de la vitesse relative suivant
les trois axes principaux; nous aurons (Section IV, n°3)

fI‘

Il

13 m(z" + y"* + 57)

13m(u? + v} + w?) =4(AP? 4 BQ? + CR?),

A, B, C étant les moments d'inertie principaux du corps.
Ecrivons, pour les formules de transformation de coordonnées du
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systeme des @, y, = dans celles du systeme des &,, ¥y, ¢,

‘x=ax 4 By .+ 75,
y=aa+fy+y'a,
s =c'z,+B"y+ 9"z,

nous aurons aussi
z'= au, 4+ Bo, -+ yw,

y=ealu 0o+ yw,
d=o"u, -+ B+ y'w,
et, par suite,

Sm(ay'— ya') = (By — y8') Sm(wy— vz,)
+ (ya'—ay') Em(uzs, —waz)) + (af'— Ba’) Em(vz,— uy:)
=a’Im(wy,—vz)+p"Zm(uz —wz) 4y’ m(ve, — uy)
= APa"+ BQP”+ CRy”".

On a de méme
Em(ys'— sy') = APa +- BQP + CRy.

Dans I'expression de F remplacons les coordonnées @, y, = par les
coordonnées @, y,, 5, et faisons usage des formules

AR R
T )

2

it i—

B+C—A ____C—!—,:—B, S

= y  2Zmy?
nous aurons
1 — &—: [A(a” sind -+ cxcosh)* + B(B” sind -+ 3 cosA)® + C(y"sink + y cosA ) ].

En appliquant la formule (g), on a

D= j—l,' — CR + Cy" wsink + Cym cosi,
4

p= %;;l = AP cosg — BQsing + (Aa"cosg —B,B.”sir_lq:) wsind
. +(Aacosy —BBsing)wcosh,

p,::%%%::APa”4-BQﬁ"4uCRy”4-(Aa“%-BB“—FCy”}mshﬂ

+ (Aaa”+ BER" -+ Cyy") w cosh
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Les neuf cosinus «, f3, 7, «, ... s’expriment au moyen de ¢, 6, ¢
par les formules qui donnent a, b, ¢, @', ... (Section IV, n°2). En ré-
solvant les trois équations précédentes par rapport a AP, BQ, CR, on a

CR = p, — Co (cosf sink -+ sinf siny cosj,

y__ Ps—picosf . ;
AP = —sing__ Sin¢ + pacosg
— Asinfsing m sini + A (cosOsing siny — cosg cos ) w cos A,
__ ps—picosd s
BQ = i e s ) S

— Bsinf cosgwsind + B (cos0 cospsiny - sing cos ) w cosA.

On passe de AP 4 BQ en chaﬁgeant AenBetoeno+ g-
Exprimons la quantité
T =2 (AP’ + BQ?+ CR?)
en fonction de ¢, 4, 4, p,, p., p; et posons
T =T+ oL + w8,
en partageant T en trois parties des degrés o, 1 et 2 par rapport & »;
DOUS aurons
25 L
~ 2A | sinf

1 [coso Spdios R RN EE
+ 55 [ Sing (po— prcost) —pusing ||+ S,

(pa— picost) +p,cosq:_]=

: sin g ot cosf . - et
. = — p.cosi v i 2 cosAcosy —0—;:“(0051 sing Sinv sml) )
w'S=TF.

Nous avons par suile
TI—F=T-+wl.

Nous avons pour la fonction des forces
U=g3m fdz=g2m(a" 2, +p"y +7"3)
—ga'Smz, + g’ Zmy, + gy'Zmi,,

g étant I'accélération de la gravité, due & la seule attraction de la Terre,

¢’est-a-dire en faisant abstraction de I'accélération centrifuge. L'accélé-
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ration de 'origine des coordonnées est 'accélération centripéte, pro-
venant de la rotation de la Terre; done, si 'on désigne par p le rayon de
la Terre, on a :

: ly= — w*pcosAsind, my=o0, $=uwpCos'l,
E=wp cosA(sinAZma — cosAZmsz);

on a ensuite
W= e R i Tk [ e

Si donc on a obtenu une solution approchée du mouvement du corps
en négligeaut la rotation de la Terre, on pourra ensuite avoir égard a
cette rotation en observant que U doit étre changé en U — oL -+ E.

6. Sur le mouvement d’un corps suspendu par son centre de gra-
pité. — Pour appliquer les formules du numéro précédent a ce cas par-
ticulier, il n’y a qu’a y faire U = o; mais il faul remarquer que, dans
le cas actuel, il n’y a plus aucune raison pour choisir 'axe des s ver-
tical, puisque nous n'avons plus a tenir compte de la pesanteur. Pour
simplifier 'expression de la fonction L, prenons donc I'axe des z pa-
rallele & la ligne des poles de la Terre et dirigé vers le pole boréal;
quant aux axes des @ ety, qui sont dans un plan perpendiculaire,
prenons-les, par exemple, suivant le prolongement du rayon du pa-
rallele et suivant la tangente au parallele et dans le sens de la rotation
de la Terre.

Nous aurons alors
P:o, q = 0, r—mw;j

il faudra done faire dans les formules ci-dessus ) = T;:’ et comme on a
U = o, E = o, il en résultera
L=—p;, H=T —ap,

Les équations différentielles canoniques du probleme sont done

de  dT' dpssuiadl
W R T
a9 i T} dpsi & i adTs
e R s g
dy dT Ay vt dds

—_—— ),

dt — dps N TR L
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T’ ne renferme pas ¢; done I'angle ¢ n’entre que dans la cinquieme
équation et I'on passe du cas o w est nul a celui ol'il ne I'est pas, en
changeant simplement J en ¢ <+ o ¢.

Nous avons obtenu aux n* 4, 5 de la Section IV les intégrales du pro-
bleme lorsque » est nul, en introduisant trois angles auxiliaires ¢, 0,,
¥, ; prenons les trois équations qui déterminent ces trois variables, et
ajoutons-y les équations

cos 0 = cosy cosl, — siny sinf, cosy,,

sinite, = @) 1 singi [ 'sin (§' + wt — )

siny sinf sind,

obtenues en changeant ¢ en ¢ -+ w¢ dans les équations du n® 5 de la
Section citée, et nous aurons les intégrales du probleme actuel.

7. Influence de la rotation de la Terre sur le mouvement du pendule
simple.— Appliquonslesformules dun®5 av pendule simple. En prenant
I'axe des z, suivant la longueur du pendule, désignant par Z cette lon-
gueur et par M la masse qui la termine, et dont les coordonnées sbnt «,

Y %, 0D .2 _
A=B=Ml& C=o, p=0, U=Mglcoso,

oy Ly e s :
L= 2A (\P’ : sm'f))
E =w'pcosk (M sink — Mz cos)

==M/w*pcosA(sin0 siny sinA — cos 0 cosh ).
L'équation de la force vive
H=~t ou T+ eolL—-U-—E=/},

ou % est une constante, devient, en négligeant les termes multipliés
par w?,

i foliprapsed
2 A ("”’ o 5iu”0)

~- ) [— p:COSA COSY — p,sini -+ pscoshcollsind ) — MglcosO = h
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et nous avons les équations différentielles canoniques

:Eg;b e :j;jl B Tbi:iﬁ_{; - [~ sinA -~ cosAcotl sind),
gfj T Zi'qu == o p:cosAsing — wp; cosd cold cosd,
dg dH iy

T = Srian cos cosd,
ffﬁ, : gHn? :*_059

e BPy COSh
dt T do T Asino

—Mglsin6 + T sin g,

Si l'on suppose que I'angle 6 dont le pendule s’écarte de la verticale
reste tres-petit, on sait que, en négligeant o, I'extrémité du pendule
décrit sensiblement une ellipse horizontale dont le centre est sur la
verticale du point de supension et qui tourne dansson plan d’une tres-
petite quantité angulaire que nous ayons calculée (Section III, n® 14);
négligeons d’abord », nous aurons, en désignant par D une constante
arbitraire,

‘_NJ — ~—J.]—: d i A—S-ilﬂ dd.
- dt A sin*@ D

Multiplions les trois derniéres équations canoniques par d¢ et
remplacons, dans les termes multipliés par w, dz par la valeur pré-
cédente, ces termes deviendront des fonctions périodiques de ¢ qui ne
feront que changer de signe quand on y remplacera ¢ par ¢ + = et les
intégrales de ces termes seront négligeables. Mais, au contraire, le terme
— wsink qui se trouve dans la premiere équation par l'intégration
sera multiplié par ¢, et cette équation donne sensiblement

b+ wisinh= — .

Ainsi, par Uintroduction des termes en w, § ne change pas et ¢ est
changé en ¢ + » ¢ sin). On voit donc que I'ellipse décrite par I'extré-
mité du pendule tourne, par I'effet de la rotation de la Terre, avec une
vitesse angulaire égale & wsin) de I'est & 1'ouest.

8. Sur le gyroscope. — Le gyroscope est un solide de révolution qui
tourne trés-rapidement autour de son axe dont le milica est fixe et re-
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présente le centre de gravité et cet axe est assujetli & rester sur un
plan fixe par rapport a la Terre.

Soit O le centre du gyroscope que nous prenons pour origine des
coordonnées; prenons le plan du gyroscope pour plan des z, y et me-
nons le plan des z, @ parallele 4 la ligne des poles, enfin menons I'axe
des y, en sorte que le mouvement de I'axe des 2 vers I'axe des y sef-
fectue dans le sens de la rotation de la Terre.

L’axe des 3, dirigé suivant celui du gyroscope, étant dans le plan
des @, y, on af = ;, I'angle ¢ est égal a I'angle de I'axe des @ avec
la trace de I'équateur sur le plan des @, y et, si I'on désigne parv I'angle

—_

2,0, 0nau=tp—;-

Désignons par ) I'angle de la ligne des poles avec le plan du gy-
roscope, nous aurons

p=—w®cosk, ¢-—o0, r=msin,

et, bien que A n’ait plus la méme signification qu'au n° 5, on pourra
appliquer les formules du commencement de ce numéro, en y faisant
simplement § = T—é, etB=A.
Nous aurons ainsi
P—1{'sing, Q=4'cose, R=¢'

et 4
Ti=T L ul F,

en faisant
T =+ (A¢ = Coh),
wJ=wsind.A (Pa"+ Qf”) +wcosh(APa+ AQB -+ CRy)
=wsind.Ad' -+ wcosd.Co’siny,

P "—; [Asin®} + (A cos’y + Csin?y ) cos*A].

Nous aurons donc

= :5—1: = Co¢' + wCcoshsind,

dT,

pS:(E, = Ad' + wAsind
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<1
~3

Nous en lirons

® —_%' — wcoshsiny,

Yi= j\ — wsind

et, en portant ces valeurs dans I'expression de T,

& PT ' 5 w? " !
L= (picosAsiny +pysind) -+ ;-[A51:1-1+ C cos*Asin*y),

T—F—Ps . P % si e ¥ oost
=Pt «Z-C_m(p.cus sing -+ pssind) — —-A cos’Acos d.

On a H=T — F et I'équation
dp, dH

— — 03

e de

done, en appliquant 'équation de la force vive, désignant par «, £

deux constantes arbitraires et négligeant »®, on a les deux intégrales
Pr= ¢,

Ps

o? i .
:\._:zkw T H2e (pssink + xcoshsind .

En continuant & négliger »®, si nous posons

A (zk — 95) + 2mAsink \/A (zk — %) =

Ps —\{+ 20Accoshsiny.

nous aurons

Posons (Section II, n® 19)
V=ua9+ [ p.d,

et, en prenant les dérivées de V par rapportaux deux constantes « et 2,
nous aurons les deux intégrales

dngeze g Ay St 3
CP-‘fE{x— (!LIJ-—-{T, faﬁ d.i}--!—!— Ty

olt @ et 7 représentent deux conslantes arbitraives. La seconde donne
23
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-] | 13 3 1 2 H E =3 v Cl'.
d’abord ¢ et la premiere ensuite ¢. Si I'on remplace ¢ par -+
qu’on désigne par e une constante, en posant

la seconde intégrale peut s’écrire

edy
_ = 4T3
V{4 20A coshcosu

¢’est la formule du pendule simple qui oscille dans un plan vertical,
v étant ’écartement de la verticale. Désignons par ¢ la vitesse angu-
laire initiale qu’on donne au gyroscope et supposons que I'angle ¢ soit
d'abord nul, d’aprés la formule qui donne p,, nous aurons, pour la con-

stante «,
o= C(P'n.
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SECTION VI.

THEOREMES GENERAUX SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DE LA DYNAMIQUE.

DE LA TRANSFORMATION DE CES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

1. Si I'on désigne en général par ¢, @sv .. » Gus P1» Pas +++» Pp D
systeme de 27 variables conjuguées d’un probleme de Dynamique, par
¢ le temps et H une fonction de ces variables, on a 2 équations renfer-
mées dans les deux suivantes :

dg:  dH dp; _ dH
[l) dt Eﬁ:" E“"—-—'a)

ou ¢ est susceptible des valeurs'1, 2, 3, ..., n. La difficulté de I'inté-
gration de ces équations dépend entitrement de la forme de la fonc-
tion H; il est done utile de chercher & transformer un systeme cano-
nique dans un autre par un (,h.mgement de v’lrlables qui donne
seulement une nouvelle forme & cette fonetion.

Les équations différentielles (1) sont renfermées dans la seule
équation

d i d noa d d}"
(2) L aputen s Sl op — Sl og — . — TPt ag,=om,
ou les variations d¢,, 0¢s, ..., 0p,, Opa, ... sont indépendantes, et
cette équation a méme encore lieu quand les variables ¢, ¢a, ..., ¢,

du probleme sont assujetties a des équations de condition, en sorte que

les équations (1) n'ont plus lieu et que les variations d¢,, dg,, ..., dyg,

satisfont & des équations linéaires qu'on obtient en différentiant les
a3,
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équations de condition. Nous avons déja mis précédemment I'équa-
tion (2) sous cette forme

s dq, %
(3) 0(111 —(ﬁ- ey ) — 5 (pdgit.. .+ Pafqn) = oH,

et, quoique le passage de la forme (2) a la forme (3) soit extrémement
simple, cette derniere m'a permis d'obtenir tres-facilement plusieurs
théoremes.

Tramformat:on d’un systéme canonique d’équations différenticlles
dans un pareil systéme.

2. Supposons un systeme de variables ¢;, p; satisfaisant aux équa-
tions (1) et remplacons ces 22 équations par la seule équation (3):
choisissons des v*lrnbles Q;, P, en méme nombre et satisfaisant a
I"équation

(4) PoQi+. .- PudQ.=pidqi-t. ..~ Padgn,
il en résultera aussi

dQ a‘Q,, e, dq.

= Rezggster eFiPelgn

P'+ 4P,

en prenant pour les variations 8¢, ¢4, . .. 0Q,, 9Q,, ... les accrois-
sements de ¢, g, +-+» Qs Qay ... dans l'instant dz, et nous aurons
I’équation

a(P.%—;-.. + P, TS)ﬂ(%(PlaQ.+..‘+P,,60,,)—_—6[l,

entitrement semblable & I'équation (3) et ol les lettres p, g sont seule-
ment remplacées par P, Q; elle équivaut done aux 27 équations renfer-
mées dans les deux suivantes :

dQ; _dH  dP;  dH
DTSRI | T T T (AT

Nous n’avons plus maintenant qu'a examiner comment nous satisfe-
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rons & 'équation (4); or elle revient aux 22 équations comprises dans
celles-ci

= it s 1§ dq, dq.
(9) MEPiag TP ag o T P gy,
t 1 d " a8 d n
(6) Jiglil ag s g, oo P g
ol ¢ est susceptible des valeurs 1, 2, ..., n.
Si des n équations (6) on élimine p,, p,, ..., pa, On en conclut que

le déterminant
E_‘ dq. dg:  dq.
dp, dp, dp,
est nul, et, d'aprés un théoreme connu, il en résulte qu’il existe entre
les variables ¢, ¢a, ..., gu» qui sont fonctions des variables Q;, Py,
une relation qui ne renferme pas Py, P, ..., P,; celte relation peut
done s’éerire

(?) LP('?HQ‘:! o0y oy QHQR""}QR)ZO;

¢y désignant une fonction arbitraire. En différentiant cette équation
successivement par rapport a Q; et & P;, on a

_dy L avidge f dyides o U dbrdg,

{8) dQl dQH dQI dq:l dQl dqn an
_dydg  dydg Y dg,

! S Tvdy, dﬂ+dqg dP,-+"'+dq,, dv;’

En comparant les n équations renfermées dans cette derniere avee les
P
n équations (6 ), ona
dy d dy
——=upn e — U s e D)
(9) dgi s P g B P s | dgi P
p. étant une fonction indéterminée et, en comparant (5) avec (8),
on a

rdt{/

P f!Q

ou les n équations

av dy (hp
dQl '—.U.pu H’D—,.—‘uph ey
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Des équations (7) et (9) on peut tirer p, Q;, Qu, ..., Q, puis des
équations (1o )tirer Py Py, ..., P,.

Remarquons le cas particulier ot I'on prend pour les variables ¢, des
fonctions seulement de Q,, Q,, ..., Q,; alors les n équations (6) sont
satisfaites d’elles-mémes et les.variables P; sont immédiatement déter-
minées par les équations (5).

La résolution des équations (1) peut, comme on sait, étre remplacée
par celle d’une équation aux différences partielles (Section II, n° 7);
H étant une fonction de ¢,, ga, -5 @us Piy Pas -+ Pas

H(PU Pn sy | Ph! ql’ qll imgrly q,.)‘

faisons-y
dv

iy P
T el SR

il suffira de trouver une solution compléte de I’équation aux diflérences
partielles

; ay AV
{ll} H(B’}-.’ 3?: *y Gy Gy ...).—.-fl.
ol 4 est une constante arbitraire. A la transformation des équations
canoniques correspond une transformation de I'équation (11) et la
formule

; P,0Q, + P,dQ, + ... = p,dq, -+ padga+. ..

montre que la fonction V est la méme dans I’équation (r1) et dans celle
en laquelle elle se transforme.

3. Comparons la regle que je viens de donner pour passer d’un sys-
teme canonique a un systeme semblable avec celle qui a été donnée
par Jacobi pour résoudre le méme probleme. Voici cette regle :

« Supposons 2n variables ¢;, p;, données par les équations hamil-
toniennes

i} dg; dH  dp; dH
(a) e g dt g

ol 7 est susceptible des valeurs 1, 2. . ., n; soit, de plus,

kIJl:f]n*‘}n O f]u:Ql:Qn- 1Q)
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une fonction arbitraire des n variables ¢,, .. ..., g, et de n nouvelles
variables Q,, Q,, ..., Q,; déterminons Q,, Q., .... Q, et d’autres
variables P,, P,, ..., P, en fonction des premieres variables au moyen
des équations

' dy dy dy
L!}) dq ];ﬁ, R’é‘; = P2, S my d—q; == P",

. dn[; dq; dy )
(CJ th pu sz p:, iy d-—(-);_—p"’

les variables Q;, P, satisferont aux équations

(d) d_Q" 'm ﬂ’f’ R Ty ﬁ 0
; dt —dP g Ay . L. a0

On voit que la regle que j’ai donnée ci-dessus a une certaine analogie
avec celle de Jacobi; les équations (g) et (10) sont identiques aux équa-
tions (b) et (¢), si I'on y fait p = 1. La solution de Jacobi renferme
I'inconnue p. en moins, et, par compensation, elle renferme une équa-
tion de moins qui est

y=o.
Le systeme des équations (&) peut étre remplacé par la suivante :
: d sty d 5
(12) u(p, _&‘E_’ - "'"""d—i)_ﬁé (p.og, + +p,,6g,,): oH.

Or on a, d’apres les équations (b),

dq, dq, d : .
9 (p,—?— e S bathpy Ta?t) iy (pi6gy —+ .o .+ palga)

. (dY ﬂ'ql ) thrl dq, dy . dy .

”(d_q. " I T d:)' dt(dq 9g0rt; "'+H¢'..°g")
EAy dy dQ. dy dQ, d -.p dy :
s o S B (G do,.“Q")’

car I'égalité des deux derniers membres revient a

3 dy: =
dit T di 5!.].!
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En ayant égard aux équations (¢), on voit done que le premier membre
de I'équation (12) est égal a I'expression

n {101 dQu (I -
) ( TR o P"'Ff) = d—l(P.a‘Q. + .. 4+ P,8Q.),

qui est ainsi égale a JH, et I'on en conclut les équations (d).

4. Il existe beaucoup d’autres moyens pour passer d’un systeme
canonique i un autre semblable. Nous allons en indiquer quelques
autres.

Le systeme des équations canoniques est renfermé dans une seule
équation

dQI ) (q" ) dpl f!pn - i,
—dtde.‘-I—..-—[— -—Op"—' i 6!}1 =iy -—'_(?T OQr:-—O‘H:

et celle-ci peut se mettre sous ces deux formes :

in d n d i
8 (p.-f.l.,‘_ gongios, ‘:,?t) — & (pidg+l 4 padg) = H,

dp, dp. d . .
— 39 (q.?'gt +ooot g R%) + o (9:9ps + ¢udpa) = oH;

en les ajoutant, on a

. dq, dp, dq. dp,
(e g e o)

- ;—i (p18¢i— qOp, + p20q: + ¢qa0ps +. . . ) = 201,

On en conclut aisément que les variables Q,, Q,, ..., Q, Py, Pa, ...,
P, satisferont a4 un systeme canonique semblable, si elles satisfont &
I'équation

P8Q;— Q.dP, +.. .4+ P,8Q, — Q.0P,,

(A) Z IR DVRE MY i A o e
= Hi dq' qiop houed Pfloq!! qn Oy

qui équivaut, comme on sait, & 2n équations.
Remarquons encore la transformation indiquée par I'équation

2 (P. o"Q, e e P"aQu) =P affl =i aﬂl et kRt iy G(Ira — a}"-«)

et celle qui en résulte par I'échange des grandes lettres avec les petites.
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On peut voir, par ce qui précede, qu’il s’est glissé une inadvertance
dans le premier Mémoire de Jacobi qui suit ses lecons sur la Dyna-
mique (p. 453), ou il est dit qu’on vient de donner toutes les transfor-
mations possibles d’un systeme canonique dans un autre. Cette inad-
vertance s’explique d’ailleurs tres-aisément dans une ceuvre posthume.

Revenons sur la transformation renfermée dans la formule (A).
Posons généralement

(13) P,—=Ricos0®;, Q.=R;sin@;,

(14) pi=ricosb, ¢i = risin 6;,

i étant susceptible des valeurs de 1, 2, .., n. La formule (A) de-
viendra

(B) R8O, +...+ R3O0, =r?d0,+ ..+ r} db,.

Si I'on prend pour les ¢ des fonctions déterminées des ©, récipro-
p I

quement les ® pourront s’exprimer au moyen des ¢ et les R seront

donnés par la formule

b, :
o, " hde gl

=3
Plus généralement on pourrait raisonner sur I’équation (B), ainsi qu’on
I’a fait, au n° 2, sur I'équation
P, 6Q, ...+ P, 0Qu=pi 08¢+ . . .+ puOgn

et déterminer ainsi les variables 7;, §; en fonction des R;, ©;, et, par
suite, les g;, p; en fonction des Q,, P;.
On pourrait encore, apres avoir mis 'équation (12) sous la forme

rﬂm' .:dg"' d % 22 R 1
a(“?{?*”'ﬁ*'“) — D (r100, 41180, +...) = 23H,

raisonner comme au n° 3 et démontrer que, si
'.;J [6|-, Gy‘ e ANy 9",9” (")!ﬂ AR ) @H‘:‘

est une fonction quelconque des variables 6,, 6.. . ., 0,, ©,. ... et
qu’on exprime les quantités 7, 6; en fonction des R;, ©; au moyen des

24
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équations 5
S s A
T R
B e nidl o Lok
R"@‘[—-—Ilr, I‘:}—,_‘_R“ caey

puis qu’on applique les équations (13) et (14), on obtiendra la transfor-
mation d’un systeme canonique dans un autre.

Transformation d'un certain systéme d'équations dans un systéme

canonique.
5. Supposons encore que les variables ¢, ¢ay ... s @uy oy Pay ooy Pa
satisfassent a I"équation
d 1 d n d B d n
(1) R%-ﬁp.+...+-—ﬂ%6p,..—d—’t;dq.——...-— 1 3gu = oML

mais supposons, en outre, que ces variables soient liées par 27 équa-
tions de condition

i?'] j::O, ﬁ:o,..., _ﬁ,:o,

«qui renferment également les variables ¢; et p;; nous considérons ainsi
un systeme plus général que celui qu’on rencontre en Mécanique.

Je vais démontrer que ces 27 variables peuvent étre remplacées par
‘un systeme de 22 — 2r variables Q,, Q,, ..., Qu—rypy, P,y Py, ooty P,y qui
satisfont aux 2z — 2r équations canoniques

3) dQ; _dH dP; _  dH
( de D, L dE T dor

¢ étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., n — 7.
Mettons encore I’équation (1) sous cette forme

dq. dq, s N
6(p‘-d—t+...+p,.m:—)—(—E[p.oq,—i-...+p,.6q,4)_6H,

si nous choisissons de nouvelles variables qui satisfassent a I’équation

(4) P aql e P:aq'l o R Puaf}u — pl 6Ql s =P, (?Qn—-n
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nous aurons

dQ, a0, d :
8 (PI _&‘E‘—"- T Pn-r T) = E{pHSQ. - A P,._,EQ,._,):M:I,
et, comme les variations 0Q,, 0Q,, ..., 0P,, dP,, ... seront indépen-
dantes, on en conclura les équations (3)

Montrons comment on pourra satisfaire & I’équation (4). En diffé.
rentiant les équations (2) selon la caractéristique o, on aura

df; dfi dfi fn
d_ql 691 s R ;;,—(-1—';:; 6Qp.—r e b (—!‘F 8p| - apu—r

ey, df, r{f- df

— dqn_r_'_‘ 6q"_,+, —_—ae— dq,. 6 dpn_._r+| 5p,l_..+| S ap—" 6P“ N
df’ 3+t L age ; 3p, + f 3P

= df df: fff: df;

A dQH—r-H 6‘1“"”’" S d_qn aq" = dpn-—l’-l-l ap"_r-'-l o _(;'Fi;apﬂ,
De.ces 2r équations on peut tirer les 27 variations 0¢,_,,(, ..., 0¢,,

OPu—rirs +++» OPuy €t, en les portant dans I’équation (4), on aura une
équation de cette forme

G, aq; 7 G:a(Iu T Gn-—r aq!l—f + L, 6P| —+ Lzap: === Liper 6Pr1-r
= P! 601 o P.‘. an = e i Pn-r aOn—r;

Gy Gyy ...y Ly, Ly, ... pouvant, d’apres les équations (2), étre réduits
a ne contenir que les variables q,, gay .+ .y Gueyy Pis Pas <+ s Prers

La question est donc ramenée a transformer I'expression différen-
tielle du premier membre en une autre qui renferme moitié moins de
différentielles des variables. Ce probleme est connu sous le nom de
probléme de Pfaff, et I'on sait qu’il est tonjours possible.

6. Le probleme de Pfaff’ ne peut se résoudre, en général, que par
des opérations de Calcul intégral tres-compliquées; mais nous sommes
arrivé a ce point important, que le systeme des équations (1) et (2)
peut étre réduit & un systeme canonique. Il faut remarquer aussi que
'application du probleme de Pfaf’ peut souvent étre évitée dans la

24.
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question actuelle, comme je 'ai démontré (Journal de M. Liouyille,
t. XIX, p. 281; 1874): mais j’examinerai ici seulement le cas qui se
présente fréquemment dans la Dynamique, ou, outre I'équation (1),
on a r équations de condition

(5) fi=o i fiso, il M =",

qui renferment seulement les variables ¢,. g5, ..., ¢a.
En différentiant une quelconque de ces équations, on aura

df, dq, _ df, dq, TN
dqt ‘Ezt— a:—g—; dt e

mais, dans le cas actuel, ’équation (1) donne

dg,_dB_ dg, _ dh
de wadpi. - At ip,

[ »<|:’

par suite, on a I’équation

df, dH_df, dH

a;a-l @—quj d'p: et —Lin

qu’on peut écrire, d’aprés une notation déja employée,

fo B]=o0.
Ainsi I'on a 7 équations entre les variables ¢;, p;,
(a) Lf, Bl=0, [fuH]=0, ..., [f,H]=o0:

le probleme actuel est donc un cas particulier de celui qui a été posé
au commencement du numéro précédent, et il s’en déduit en faisant

fa=1f 8], fru=[fH], ..., fu=[f H].
Mais I’application de la formule
(6) P.dQ+...+ P 0Qu_,=pidq +...4 p.0qu

devient ici beaucoup plus facile. En effet, on peut exprimer les va-
riables ¢,, g1 ---, ¢, au moyen de n —r nouvelles variables Q,, Q., ...,
Q.._,, de telle sorte que les expressions obtenues satisfassent identique-
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ment aux équations (5). Les variables ¢; ne dépendant que des va-
riables Q;, I'équation (6) équivaut aux n — r suivantes :

1 d 2 d R
P _P'“tg +P’d?), +. .= Pa dﬁ)‘
= dg, dq. dqn
< e i O 7 R R T

Nous avons déja fait 'application de ce caleul dansle n® 17 de la
Section I et dans le n® 4 de la Section V.
En différentiant les équations (5), nous aurons

({f X +df RS %‘aqﬂ:u,
df, , . df dfs, =it
dq| 6q| q’ 6(}': - s HEI 6(]“ — 05

multiplions ces équations par des fonctions inconnues ., pay «- -y Py
et retranchons-les de I’équation (6); nous aurons, en égalant Ics coef-
ficients des variations 0¢,, 0¢,, ... dans les deux membros,

dQl dQ‘.I dQn-r R d'f‘ ()f r
I P;'LEI- dq|+”l-l- P dql “PI+IL1I“_1+.”+FraEI,
(7} ......................... do ............ f .............
dOI (‘?Q: AT ﬂ:_l dﬁ-

i dq,, P'JJ‘}: 0Py d P '(‘!qu = =+ e da.

Les variables g,, ga, .... ¢, sont des fonctions déterminées de Q,.
Q,, ...y Q.3 les variables Q,, Q,, . ., Q,_, sont au contraire fonetions
des variables ¢; d’une infinité de manieres, et I'on obliendra une quel-
conque de ces manieres en résolvant, par rapport a Q,, Q, ..., Bi;.
n — r combinaisons des n équations qui expriment les ¢; au moyen
des Q;. Ayant obtenu un systtme d’expressions des Q; en fonction
des ¢;, on les portera dans les équations (7).

Au moyen des n équations (7) et des r équations (a), on calculera
Pis Pas woor Pn €L [hyy gy +oes [r €D fonction des variables P;, ¢; et, par
suite, en fonction des variables P;, Q;.
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THEORIE DES DERIVEES PRINCIPALES.

7. Je vais maintenant exposer une théorie qui non-seulement m’a
permis de démontrer plus facilement certaines formules dela Mécanique
analytique, mais qui m’a fait aussi découvrir des résultats nouveaux.

Des différents groupes de dérivées d’une fonction de plusieurs variables
qui ne sont pas indépendantes.

8. Considérons une fonction ¢ d’un nombre pair de variables que
nous désignerons par ¢, ga, ...y §us Pis Pas -++» Pus €L SUPPOSODS que,
entre ces variables, il existe £ équations

(1) =0 a0, .l fi=0,

k étant < 2n. Ainsi ¢ est une fonction donnée des variables ¢;, p;:
mais, & cause des équations (1), ¢ peut aussi étre considéré comme
fonction des mémes variables d’une infinité d’autres manieres.

Nous désignerons sous le nom de dérivées immédiates de la fonc-
tion ¢ les dérivées par rapport aux quantités ¢;, p; de la fonction don-
née pour ¢; mais, i cause des équations qui lient entre elles ces va-
riables, la fonetion ¢ peut étre mise sous différentes formes renfermées

dans la formule
D=0+ Afi+bfi+...+Nfi,

Ais Aay +.vy Jy étant des fonctions des mémes variables qui ne deviennent
pas infinies dans les limites ol I’on fait varier ces variables. Les déri-
vées de @ sont renfermées dans les denx formules

dd do df, dfs 2w d?t, LN
dq; = + N d e )\1 7 +...4+2 dq ;17(}-; f f; E_ﬁ,
dd drp df, d'f; 9’& di, (1);
dp; :’fp, ! —}7 il d; ¢ Sisart M dp; d,'p Ji+ d f ﬁ’
ou 'on doit donner & ¢ les valeurs 1, 2, ..., n; mais, en nous appuyant
sur les équations (1), nous pouvons réduire ces dérivées aux expressions
g e den sl SO T g dfi

dq.-+ dq, e dgi’  dp: " dp ST
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nous désignerons ces expressions sous le nom de dérivées virtuelles de
la fonction ¢, et chaque groupe de dérivées virtuelles variera avec les
fonctions adoptées pour les multiplicateurs 2, 2y, ..., X

On peut encore définir les dérivées virtuelles de ¢ d’une autre ma-
niere. Faisons varier, dansla fonction donnée pour o, les variables ¢;,
pi de quantités infiniment petites indiquées par la caractéristique d'; la
variation de ¢ sera '

_d ] do rfcp . do
op = d'q 6‘q. q 0¢s + . . -{—7‘-1-6(1,. & op.+...+EF"3p,,,

et, en différentiant les équations qui lient entre elles les variables g¢;.
pi> DOUS AUTONSs

d d| ] 1 dl
0= aé“'-‘ aq\ = H"Z—‘ 6(}1 . == ‘d"‘% oqﬂ‘Jr‘ 'i 5P| e f_if_ Bp,,,
dfi R df. f dﬂ :
= 2 8q, + 4 0¢at.. .+ == Ofn—+ Opr ..+ —=— OPuy
L n q dq q dq, q i dp, P

Multiplions ces équations respectivement par A, Ay, ..., et ajoutons-
les & la formule qui donne d%; nous obtiendrons ainsi d¢ sous diffé-
rentes formes, et les coeflicients des variations des variables dans cha-
cune des formes de 0y donnent un groupe de dérivées virtuelles.

Dérivées principales d’une fonction.

9. Pour distinguer les dérivées virtuelles des dérivées immédiates,
nous placerons les premieres entre parentheses, et nous aurons

A A df, dfi

(dg) Tq- r!q,+7‘=;,a—l—...+h@s

(2) dcp) do. df, af. R
(dqg a3 dQR +) ;?q——’ +)~ d_-; .. P).*Ra,

......................................
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Suivant la notation habituelle, posons, « et ¢ étant deux fonctions
quelconques des variables,

7 u]—f{ig}:——kd—”iﬁ——l— _}_d_ud_v
Ay, dpy  Agadp, . dqs dps
_du dv = dudv - du dy
dp, dq  dp: dq. " dp. dg)’
si nous multiplions les équations (2) respectivement par ]‘{; %
i 3
et les équations (3) par dfi, dfi et que nous retranchions la somme
9 P dq.’ dq. q :
des secondes de cel[e des premiéres, nous aurons
do \ dfi do \ df; de \ dfi
(dq) dp " (W) 3;7z+“ = (ffqu) dp,
i (d’q) ) dfi (d{p_\) df; ( ) df;
dp,) dq, dp.) dg.” "~ \dp.) dq.
=[of] + o fdh+ o fil a4 Ui fi] M5

et, ¢ 6tant susceptible des valeurs 1, 2, ..., £, celle équation en ren-
ferme £ distinctes.

Jusqu’a présent, nous avons laissé absolument arbitraires les expres-
sions des multiplicateurs %,, 2,, ..., %;; adoptons maintenant pour ces
fouctions celles qui rendent nul le second membre de I'équation précé-
dente, et qui sont les solutions des £ équations

" AL U filh+ o fil M= 1) ¢
;[fnﬁ]?‘w+ t o Ufilh e+ LSl M= 0),

.................................................

Lfofidh+[fofilb+ o fil s+ .+ * =[fig].

Il en résulte que les dérivées virtuelles de la fonction ¢ satisfont
aux k équations renfermées dans la suivante :

| do\  df 4 (de)
s Fﬁ(_)+dpe(d&1 ) e dp, \dy,

*”f( LY (_ R (d_ﬁ’)_
dq, n‘p) dq. ‘dp,) Sk A AP

ou ¢ est susceptible des valeurs 1, 2, ..., /. 2

(5)

\
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Quand les quantités X auront les valeurs déterminées par les équa-
tions (4 ), nous donnerons aux dérivées virtuelles de ¢ le nom de déri-
pées principales, et nous désignerons de plus 'expression

=g+ A+ hfit...+Nfi

sous le nom de forme principale de la fonetion ¢. D’apres I'équation (5),
on voit que cette forme principale satisfait aux équations

[ Dli=0, |fu Q=0 s i 0] =i

Comme on a

Vs fil=—hh) Uhl==1ffl ...,

le déterminant des équations (4) est gauche, et I'on sait qu’un tel dé-
terminant est nul si le nombre des équations est impair; nous suppo-
serons donc désormais £ pair.

10. Réciproquement, si les dérivées virtuelles de ¢ satisfont aux
équations (5) supposées en nombre pair, les quantités A satisferont
aux équations (4). Nous avons donc ce théoreme :

Trtorime I. — ¢ étant une fonction des 2n variables q,, q,, ..., ¢y,
Pis Pas +-s Pus lices entre elles par un nombre pair d’équations

fi—=0, ﬁ:o, ceny Je=0y

il existe un groupe de derivées virtuelles de la fonction ¢, et il en existe
un seul qui satisfait aux équations linéaires (5). Ce groupe de dérivées,
dites principales, s’obtient en prenant pour les multiplicateurs ). les va-
leurs fournies par les équations ().

De ce théoreme on peut déduire comme corollaire le suivant :

Tutorime II. — Le groupe des dérivées principales de la fonction o ne
dépend pas de la forme sous laquelle ¢ a été donne.

En effet, supposons qu’on parte d'une autre forme ¢, donnée i o; les
différents groupes de dérivées virtuelles resteront les mémes. Le groupe

des dérivées principales satisfera encore aux £ équations (5 ), et comme,
25
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parmi le nombre infini de groupes de dérivées virtuelles, il n’y en a
qu'un qui satisfasse & ces équations d’apres le théoreme précédent, le
groupe des dérivées principales qu’on obtient en partant de la forme g,
est le méme que celui que 'on obtient en partant de la forme donnée
d’abord.

On peut déja comprendre par ce dernier théoreme l'utilité qu'il
peut y avoir a distinguer le groupe des dérivées principales d’entre
tous les autres groupes de dérivées.

Takorime [, — Chaque dérivée principale de la somme de deua: fonc-
tions par rapport & une des variables q; ou p; est égale a la somme des de-
rivées principales de ces deux fonctions par rapport a la méme variable.

Sil’on résout les équations (4), on aura pour les quantités A des ex-
pressions de forme suivante :

7‘.“: Ln,: [ﬁ, ?] o e Ln,! [.fa, ?] i Lu.ﬂ’ [ﬁl C?] = 2: Lu.s [f.‘n ?]!
le signe de sommation s’étendant aux valeurs de s égalesa 1, 2, ..., £.
et 'on a, en général,

=iy —0

On aura pour la dérivée principale de ¢ par rapport & ¢;

(33:) T % *Z’*’g{ﬁ = ﬁ; +Z“-2,L“"§—ﬁ et

le signe de sommation relatifa u s’étendant aussi aux valeursr, 2,..., £.
Nous aurons les dérivées principales d'une autre fonction ¢, et de
o + 9,, en remplacant, dans celle de ¢, ¢ par o, et ¢ + ¢,; et comme

on a
ool +[foal=0foe+al

()= () ()

les dérivées entre parentheses désignant des dérivées principales.

on en conclut



SECTION VI. — THEOREMES SUR LES EQUATIONS CANONIQUES. 1Go

Propriété remarquable des dérivées principales.

11. Considérons 2 n — 2r fonctions des 2n variables ¢;, p; que nous
désignerons par la lettre f

By =B (¢ gu.- -+ Qus Pis Pas «« -5 Pu)s
B =Bi(qugn s qupops - s pals

Batn—r) == Bagar) (15 Gy - - s@us Pis Pas « vy Pa)s

ol les variables ¢,. p; sont supposées satisfaire aux 2 équations

Fi=0, Ji==05 cies Jie=0,

Au moyen de ces 2n équations, on peut exprimer les 272 variables
¢i pi en fonction des quantités 8 et d’une maniere unique; et sil'on se
donne une fonction ¢ des quantités ¢;, p;, cetle fonction pourra elle:
méme s’exprimer au moyen des quantités £ et d’une seule maniere.

Si, aprés avoir exprimé ¢ au moyen des quantités 2, nous en pre-
nons la variation, nous aurons

2= 22 75 9B+ SF .+ dlsrm-rJ 3Baiacr )_2 Z,’g 3,

ou encore

a‘ dB { IS
39 "—Z ( og, + an:—!— +-—q—3q.. ‘i)}: op, ....—i—d—-iup..)-

On a ensuite, en différentiant les équations qui relient entre elles les
variables,

dpk o dfi . df af

0 dq— 5q.—}-(—f—— aq:"i‘ a—- n‘i“ 3;;'5 {ot= +(T}';R0P"’
s i apet 8 e af;

O e 1 +h 7T, 02t .o 0 O¢n+ dp, dpit.. dp 0Py

Désignons par
By By ooy pa(B)
25,
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des fonctions des variables ¢;, p; que nous considérons comme corres-

pondant a f3,, par
t(Be)y pa(Ba)s ooes prar(B)

d’autres fonctions des mémes variables et correspondant a f3,, ete., et
posons généralement

0 al(p) g (B) o+ (B =, T (B,

¢ étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., 2r; puis, apres avoir multiplié
les 27 équations précédentes respectivement par

Y Fuie) Y FEwme)

ajoutons-les  la variation de ¢; nous aurons

i ﬁz_g dB H-(?’) +p=(ﬁ)g§’-l -1—...: 3q,+
= idq‘ + i (B) 5 dq; -+ pa(B) dq: =85 -j 0qi—+
+ jﬁ —=—#{ﬁ)%+p,[p)§£-p-‘.._ ap;+_,_}.

Les coefficients des variations des quantités ¢;, p; forment un groupe
de dérivées virtuelles de la fonction ¢ (n° 8), et ces dérivées sont don-
nées par les deux formules

[ Ty e—r
(k) =2 a5 '””Eff‘:k*” '*‘”"{5)%]‘

dans lesquelles ¢ est susceptible des valeurs 1, 2, ..., 2.

Les quantités renfermées entre parentheses dans les seconds membres
sont les dérivées virtuelles de 2. Prenons pour les multiplicateurs p, (),
ta (), ... les quantités qui satisfont aux 27 équations

: =g Lﬁ,ﬁ]m'ﬁﬁ Ao filpa(B) 4 ot [fan fi] ar (B) =15 B,
j U fo] pa (B) 4 Y il (B [fnfi] par(B)=[F B,

........................................................ N
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alors le groupe des dérivées virtuelles de chaque fonction 8 deviendra
celui des dérivées principales. Désignons, pour abréger, ces dérivées

principales par
() (i)

et les dérivées virtuelles de ¢ deviendront

0 sl =X () () =B

Or je dis que ces dernieres dérivées de ¢ sont principales. En effet,
les dérivées prmclp‘l]es de 3 satisfont aux 2r équations renfermées dans

la suivante : 7 ( )+ = (d[ﬂ)_i L ({Q)
dp. \dg.) " dp.\dg: © o dpa\dq.

”_ﬁd’f}( _Eif;( ) Mﬂ'ﬁ-(dﬁ P
dg.\dp,)  dg:\dp,) " dq.\dp.) "’
ou 7 est susceptible des valeurs 1, 2, ..., 27 (n°9). On en conclut im-

médiatement que les expressions (8) satisfont aux mémes équations
dans lesquelles la lettre 8 est remplacée par la lettre g, et, par suite,
les expressions (8) sont bien les dérivées principales de o.

Ainsi les dérivées principales de la fonction ¢ peuvent se représen-
ter, d’'une part, par

do , 4 dfi , 5 dfs dfer
dqi )‘I -(_fq_'; = ?\7 a&; =+ =1 )" a—é-:- 1
do o dfi 5 df . ar.
dp; + 2 1 dp: )\: t o }n;,- dp, 3
X5 Aoy ... ayant pour valeurs les solutions des équations (4) du n® 9,

ol £ est égal a 2r; et, d’autre part, elles peuvent se mettre sous la
forme (6), en prenant pour les fonctions p.(f3) celles qui satisfont aux
équations (7). En égalant ces deux genres d’expressions, on obtient le
théoreme suivant :

Tutortme 1V. — On imagine 2n — ar fonctions, désignées généra-
lement par [3, des variables q,, @y ..\ Guy Pis Pas -+ Puy €L Uon suppose
entre ces variables les 2r équations

j;-_—o, "ﬂ:o, siviay f,,"_;t):
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alors, en désignant par ¢ une fonction quelconque de ces variables, on
aura les deux formules

d{D )‘I ‘GZ‘ S ?:r E /;l‘ dm I:dﬁ (ﬁ] df =F .L"‘lr(ﬁ) Ef‘f’r]

dg: " M dgq; dq: s dp | dg; dg: © dq;
dg af dfer _ dp dfi dfr
Ez’};?+l‘ dpi - +}"d d@[dp, i o (B) ]
les quantités (1, (), pa(f3), ... €tant les solutions des équations (7) et
les quantités )., ), ... étant les solutions des mémes équations dans les-
quelles les seconds membres sont remplaces par
[foel, [fsols - o [fors ol

Nous ne considérerons plus désormais de dérivées virtuelles que
celles qui sont principales; nous pouvons donc convenir maintenant
que les dérivées placées entre parentheses représenteront les dérivées
principales, et le théoreme précédent sera renfermé d’une maniere
concise et tres-élégante dans les deux formules (8), qui montrent
que le théoreme élémentaire relatif a la dérivée d’une fonction com-
posée peut étre étendu aux dérivées principales d’une fonction com-
posée, renfermant plusieurs variables qui ne sont pas indépendantes.

12. Examinons le cas particulier oit le nombre des équations qui
lient les variables g;, p; se réduit & deux

Ji—=0,t0] =0

le nombre des fonctions £ est 22 — 2, et nous avons la formule
do\ do [ df
()= 2\
'(E‘E) _do  [f, 0] dfi _ [fi, 9] dfs
dq. dg: " [fo fi] dgi~ Ufir fi] g
[
|

(rfﬁ)___dﬁ [£: B] dfi _ [fir 8] dfs.

dg:) = dq " (o £l dg: [ ) da:’

si 'on donne & ¢ la valeur particuliere p, p ise parmi les variables p,.

avec
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Pas «++s Pn» cette formule devient
Y da(dBy L e (@R gk 4
g df lerj.] dq, dQI dq: dq

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE LA DYNAMIQUE DANS LE CAS D'EQUATIONS
DE CONDITION ENTRE LES VARIABLES.

13. Désignons par ¢,, ¢s, - .., ¢, des variables propres & déterminer
la position d’un systeme de points matériels en mouvement et sollicités
par des forces; supposons, de plus, que les liaisons du systeme soient
exprimées par r équations de condition entre les variables ¢; :

(1) = = O i Jr= 05
Alors p, pa, ..., p, élant n variables auxiliaires, on a une équation
de cette forme

) S

H étant une fonction des variables g;, p;.
En différentiant les équations (1), nous avons

dq, diq., dp, dp,
6p=+ 1 6p oyt d—iaﬂu 5"‘1- '-_iaq":aﬂ'

dafi s df,

T 1 1 ---+‘_a n=— 10,
dq. d¢, + G’ 9, + dg q
UL dfy oL
“i—‘qlaq;“aad 2 —|—;}.—6qn—_0,

Multiplions les équations précédentes respectivement par 2, 2y, . .,
et ajoutons-les & I'équation (2); alors, si I’on dispose convenablement
de ces multiplicateurs, les coefficients des variations d¢; seront égaux
dans les deux membres de I'équation résultante, et I'on aura

3) dgy _dH dg, dH @ _dH
AL et e dpe —dp.

dp,  dH ; df, dfy EIL
Gt T d i =S dgr el dq.'

dp, = B i g By A
(4) dbiGTs 56 i 9 vedge oo B hise s 2ot Ags,
FHBEES (- [IdReE Ndf B sodf;




‘200 DYNAMIQUE ANALYTIQUE.

Si U'on différentie une des équations (1), /; = o, on a

dfi dq, - df; dq.

dq,-at. Sdge gty % e
ou

df; da”Vdf a7

dq. dp, * gy dpy T
ou encore

[fi Bl =o;

désignons, pour abréger, cette équation par F; = o, et nous aurons
les r équations

(5) Rji=togw By oy, B =l,

auxquelles satisfont les quantités ¢;, p;.
Différentions les équations (5), puis appliquons les équations (3)
et (4), et nous aurons les équations

B Bl= 1 fis Bl M- L s Bty settfofesRadPon
(6) [Fs, Bl = [l Mt B Eal Mizkoreite L ife s Failihes

desquelles on pourra tirer ,, A,, ..., A, pour les porter dans les équa-
tions (4).

On peut remarquer entre les coefficients les égalités faciles & dé-
montrer :

[fo Bal=[fo B, ooy [Sfo B]=[f0 Fd5 ooy

Généralisation du probléme du numeéro précédent.

14. Supposons encore que les 27 variables ¢,, qa, « .., Gn) Pis Pas <+ o
P satisfassent & I’équation

(Zr.\ dl
(7) ZLop 4L

_ dqa dp, . L AR
dt dt Ops ..~y P O, g3+ o= dg, = oH,

e (T dt

ot H est fonction des variables ¢;, p;; mais supposons de plus que les
variables ¢;, p; satisfassent & un nombre pair d’équations

(8) fi=o, ﬁ; T e e s
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En introduisant des multiplicateurs 2,, 24, ..., Ay, comme dans la
question précédente, on déduit des équations (7) et (8) les 2n équa-
tions suivantes :

dq, _ dH fi df; df
dt dp| )\; dp, 11 [ : ‘+“ - R:r 3‘};‘" ]

(A) {dg, _dH . df . df daf;
?_(?t d};: = )"d_)m_i‘l'(_f:h{_"'hl_z"gﬁ;’

dp, _ dH 3 df; df Sy dfr

A Apn g c_fa T

B) dp, __dH T dfi e dfs ; df
d‘ dq: | dql 1 dq: o= har dq1 )

En différentiant une des équations (8), f;= o, on a

Gl dge dfindgs, o dfidpo RS
dg, dt ~ dgq, dt ' dp, dt " dp, dt

— 0,
et, en remplacant les dérivées des ¢;, p; d’apres les équations (A) et (B),
on a

Lfi; H] = )ll [_fnﬁ] = )-: [ﬁ,ﬁ] s e =

les quantités X, Xy, ..., Ay, satisfont done aux 27 équations suivantes :

" —l—[ﬁ,ﬁ]?ﬁ +[ﬁ,f:]?|;—|—+[.f”f1

+[ﬁ+nﬁ])\n+| e [ﬁ+:,ﬁ] A AT e e R + [ fars il Bar = j'”]_]]’
[ﬁ’ﬁl): " o [ﬁ»ﬁ]?l +ooo Lo fil R
.f"H:‘f?])er o ﬁm-:;ﬁ] o P bR e [.f’”.f!])ﬂf — [ﬁ, ]’
B S P e A VR e AT S

L [ﬁ+l:,f!r] 1,-.,4 - ['ﬁ_{.},ﬁr] ?\r+3 'S S ey SR —= ot = [ﬁ” "],

-et on pourra les tirer de ces équations pour les porter dans (A) et (B),
Si 'on compare ces ¢quations aux équations (4) du n°® 9, on voit que
les seconds membres des équations (A) et (B) représentent les dérivées

principales de H; les équations (A) et (B) peuvent donc s’écrire,
26
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d’apres la notation adoptée ci-dessus pour les dérivées principales,
dq. _ di dg: dll ey rﬂl)
Wt dp e N ) LSRNy )
dp, dH dp:. dH o Sedpasn 3 [ dH
gt T N dgc)CT g SR TINAmR - s OF B\ A

Ea question du numéro précédent se déduit de celle-ci, en faisant,
comme il a été dit au n° 6,

Jn=F=[f,B], fr.=F=[f,H], .

Examinons ce que deviennent alors les équations en 2, 25, .... Les r
premieres de ces équations ont leurs seconds membres nuls, et dans
leurs premiers membres les coeflicients de ), ),, ..., A, sont nuls; on
en conclut que les valeurs de )., d,1s, ..., Xy, s’annulent. Ensuite les 7
équations suivantes fourniront X, J,, ..., . et coincideront avec les
équations (6) du numéro précédent.

Ainsi les équalions (3) et (4)sont aussi de la forme (C), et 'on doit
remarquer que les dérivées principales de H par rapport aux p; coin-
cident alors avee les dérivées immédiates.

C’est dans la Section suivante que nous ferons des appllcalwns de Ia
théorie des dérivées principales.

(C)
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SECTION VIL

THEORIE DES PERTURBATIONS,

1. En général danslessciences physiques, on peut calculer sans beau-
coup de peine les phénomenes qui dépendent d’une seule cause; mais, si
deux causes agissent sur un phénomene, les caleuls présentent presque
toujours une difficulté beaucoup plus grande et quelquefois méme in-
surmontable. Cependant il arrive souvent que U'on a & examiner avec
une action principale une ou plusieurs actions secondaires, et la solution
devient alors moins embarrassante. On résout d’abord la question par
approximation en ne s’attachant qu’a I'action principale et I'on cherche
ensuite de quelle maniere on doit modifier les résulfats obtenus pour
tenir compte des autres actions et arriver & la précision que I'on dé-
sire. :

Dans les problemes de Mécanique, on obtient ordinairement une
premiere approximation, en tenant compte seulement d’une ou de
plusieurs forces principales quiagissent sur le systeme matériel; ensuite
on a égard aux autres forces que I'on appelle perturbatrices. La solution
par premiere approximation donne licu & des intégrations qui intro-
duisent un certain nombre de constantes arbitraires et 'on conserve
ensuite la forme de la solution obtenue d’abord, en supposant seule-
ment que ces constantes se changent en des variables qui varient tres-
peu. La théorie des perturbations peut ére appliquée avec utilité a
beaucoup de problemes de Mécanique, mais on en fait surtout usage
dans I'Astronomie pour laquelle on a imaginé pour la premiere fois de
faire varier les constantes arbitraires.

26.
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THEOREME SUR LES VARIATIONS DES CONSTANTES ARBITRAIRES.

2. Les équations différentielles de la Dynamique sont renfermées
dans la formule

dq. dqn dp- dpn
(1) = 0Py ot A Opa —

i 69',. = doH,

8ql

el si nous n’avons entre les variables aucune équation de condition, ces
équations différentielles sont les suivantes :

(2) dgi _ dH dpi _ __dH
dt = dprs - dt = Ay

¢ étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., n.

Concevons que I'on ait obtenu les valeurs des ¢;, p; qui dépendront
de 2n constantes arbitraires et de ¢, et faisons précéder les quantités
i» pi et la fonction H de la caractéristique D pour désigner leurs acerois-
sements quand ces constantes subissent de certaines variations.

Multiplions les équations (2) par Dp; et — Dg¢;, ajoutons-les et som-
mons par rapport a Z; nous aurons I'équation

(3) 3 (dg:Dp; — dp;Dg;) = DH L,
qui est entierement analogue a I’équation (1)
Désignons par A une caractéristique qui se rapporte a d’autres varia-

tions des constantes arbitraires, et différentions I'équation précédente
selon A; nous aurons

.2,' (ddth‘U; ok dq; AD)D; s dﬂp; Dq; oy dp,' ﬁDq,} —ADHd!.
Nous obtenons une équation également yraie en permutant les carac-
téristiques D et A
E; (qu, AP. e dq: DAP; -_ dDP,ﬁq, —_ dp,DAq,) — DAHd!L.
Retranchons ces deux équations 'une de I'autre, en remarquant que
les deux signes DA et AD sont équivalents, et nous obtenons

3:d(AqiDp; — DqiAp;) = o;
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nous en concluons que I'expression
(4) 2:(Aq:Dp: — Dqi Ap:)

est indépendante du temps. C'est 'important théoreme donné par La-
grange ( Mécanique analytique, 2° Partie, Section V, § 1).

Si les variations selon A& se rapportent a I'aceroissement infiniment
petit Az d’une seule constante & et les variations selon D & l'accroisse-
ment D d’une autre constante f3, le théoreme de Lagrange exprime

que la formule
¥ dytdplig:dge dps
de dp  dB da
est indépendante du temps. ;

3. On peut généraliser le théoreme précédent en supposant que les
variables ¢;, p; satisfont & I’équation (1) et que les variables ¢; satis-
font aussi & des équations de condition; on obtient ainsi un systeme
d’équations qui se rencontrent aussi dans la Dynamique; mais, pour
généraliser davantage, supposons des équations de condition qui ren-
ferment non-seulement les variables ¢;, mais encore les variables p;,

ﬁ:o, ‘f,:o, o A j;,:o.

D’apres ce que nous avons vu au n° 14 de la Section VI, nous au-
rons, au lieu des équations (2), les suivantes :
dgi _(dH\  dp __(dW
Al dp‘-)’ dt.s - \dgi)i
dont les seconds membres représentent les dérivées principales de la
fonction H. Remarquons ensuite que I'expression

dH dH dH dH
(}7(}-') DQ| . o (E.;") ]]q" o (?!;)Dp; e T e (('!E) DP::

est égale 4 la méme expression dans laquelle on supprimerait les pa-
rentheses des dérivées, ¢’est-a-dire d DH; nous obtiendrons donc encore
I’équation (3), et, en suivant les calculs faits ci-dessus, nous trouve-
rons de nouveau que I'expression (4) est indépendante du temps.
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FORMULES DE PERTURBATION.

4. Si nous supposons 2n variables g;, p; satisfaisant aux équations
différentielles canoniques

(1) dgi _dH  dp,  dH
at — dp;’ dt T dq

?

ou ¢ est susceplible des valeurs 1, 2, ..., n, les valeurs de ces variables
en fonction de ¢ contiennent 22 constantes arbitraires o, «y, ..., %3
représentons-les par
(2)

ql-: CF;{‘, Clig Clay o v oy 05::::'»

P.l‘:!*l’l-lz{’ iy Pay o0 a0y “?u‘.l-

Supposons qu’apres avoir obtenu ces intégrales on se propose de
résoudre le méme probleme oit H est remplacé par H + Q, Q étant en
général tres-petit en comparaison de H; Q est désigné sous le nom de
Jonction perturbatrice.

On adopte encore les expressions (2) pour formes des nouvelles solu-
tions, mais en considérant e, ¢y, ..., oy, comme des [onctions de ¢
qu’il s’agit de déterminer. D’apreés cela, les dérivées partielles des
quantités ¢;, p; prises par rapport a ¢, en considérant ¢, o, ... comme
constants, satisfont encore aux équations (1); mais les dérivées totales
des expressions (2) par rapport a Zseront égales aux seconds membres
des équations (1) dans lesquelles H est remplacé par H+ Q, et 'on
aura

(dq;  dgi doy | dq; dos 4 (0]
: gt e gt dam dro T 2Ep e
-~ dpi | dpi dzy  dpidey A dO
R 7 T T R S R B A ST R

En retranchant les équations (1) des deux dernieres, on obtient

iq—“ d‘a1 g'qi dag = (—IE df,
() da, do, dp;

dpe g O POR .Y

da, d‘ 1= = d ﬂra:‘-f— = dg; d

Multiplions ces équations par dp;, — dg¢;; ajoutons-les et sommons
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I"équation résultante par rapport & , qui est susceptible des valeurs 1,
2, ..., 7j NOUS AUrONS

Fo n'q, dpi : a'ac._l_ (d’q, < dp; )dﬂg :
o E(da. pi— g o0i) it ), T Opi — ol dan) G .

Les quantités ¢;, p; étant données par les équations (2), leurs varia-
tions proviennent de celles des constantes devenues variables «,,
oy, «evy €6 1'0Nn 2
dq; dpi .

- dp
Eq,:—f—l —}-Eaac, ity op(_.d 0 + -

= :3a,~‘ - 55

d’ailleurs les variations de «,, ,, ... sont indépendantes; on aura
donc, en égalant dans les deux membres de I'équation (3) les coeffi-
cients de la variation d’'une méme quantité « que nous désignerons

par 3,

A (d’q; dp:  dp; dq.-) day _‘_Z (u’q( dp.  dpi ﬂ)n’_«z e

dp ~ Lu\da, dp "~ de, dB ) dt doy dp ~ da; dB

Si 'on pose généralement

(00 2 ) o

e

de dB ~ da dp

cette formule deviendra

1€) da tde,
a5 = (o B) 7t + (an B) T2 +
ou
d'Q s=in d
(4) T = (a,,ﬁ)g‘j—’--

(Vest la formule de perturbation donnée par Lagrange (OEugres de La-
grange, t. V1, p. 713). Les coeflicients («;, [2) y sont indépendants du
temps, d’aprés ce que nous avons vu au numéro précédent. En faisant
dans cette formule successivement 8 == o, s, ..., %, ON aura 27 équa-
tions pour déterminer les dérivées de ces 22 quantités par rapport a £



208 DYNAMIQUE ANALYTIQUE.

5. Dans ce qui précede, on a supposé que les forces perturbatrices
donnent lieu & une fonction de forces ; s’il n’en est pas ainsi et que
la fonetion perturbatrice £ n’existe plus, nous représenterons encore

par &Q I’expression
S(Xdz+ Yoy + 28z),

X, Y, Z étant les composantes de chaque force perturbatrice suivant

trois axes de coordonnées rectangulaires (Section I, n® 20); transfor-

; ’ A 5 c et A€ dQ
mons cette expression dans les variables ¢;, p;; les dérivées Frnac du

numéro précédent devront étre remplacées par les coeflicients de d¢;,
dp; dans la nouvelle expression de 8Q, et I’on arrivera de la méme ma-
niere a 'équation (3). On remplacera dans cette expression de 0Q les

0q;, Op; par

dyg; dyq: dp; dp; ;
aaa.%—-d—é: az:—!-.'., -{—3;'- 2y == a;; doty - 5
dQ

la dérivée = dans le caleul du numéro précédent devra étre remplacée

i
par le coeflicient de du; dans 0Q; on arrivera donc & une formule sem-
d)

dp

blable a la formule (4), dans laquelle —-- sera seulement remplacé par

le coeflicient de J dans dQ.

6. On peut généraliser la formule (4). En effet, supposons que I'on
ait la formule

: d dp, dpny
—5 9P sk Opn - + 0 —...— 75 o¢.— oH

avec les 2r équations de condition
i o, SN ofRE e T e — 0L

Les valeurs des quantités ¢;, p; en fonction de ¢ ne renfermeront plus
que 2(n — r) constantes arbitraires e«,, a,, ..., ¢, ¢t I'on aura, au
lieu des équations (2),

Ji= q:;{!, Ol Cay o1 oy Ka(nmst) )y

P;‘:'-Pa‘(f; Cliy Olyy v v -1052Ln—r,\)-
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Pour appliquer le raisonnement précédent, il n’y aura qu'a rempla-
cer, dans les seconds membres des équations (a) et (b), les dérivées qui
y entrent par des dérivées principales, et I'on arrivera de méme a
I’équation

s=2{n—r)

749 do,
() T= ) (B

F=i

Si les fonctions « peuvent se partager en deux groupes de » — r quan-
tités oy, Cay +ovy %nery Bys Pay oooy Buery qui satisfont aux équations

(@i ax) =0, (B P4) =0, (anBi)=0, (afi)=1,

ou ¢ et £ sont susceptibles des valeurs 1, 2, ..., n — r, el assujeltis
seulement a étre différents entre eux, I'équation (3) devient

2z rfﬁ. dp, dﬁ,,_,
A i gy 1 Wnig, i BB
78 %‘i:- 3B, + “'“‘ S8 38t d""*" 3Bure

et fournit les 2 (n — r) équations suivantes, renfermées d'ailleurs dans
I"équation (5) :
ff&!,' {JQ dﬁ.’ =, (]&2

dt — dp dt T T da
¢ étant susceptible des valeurs 1, 2, ....n 7.

7. Proposons-nous ensuite de trouver des formules de perturbation
qui donnent explicitement les dérivées des quantités a,, a,, ... par rap-
port au temps; ces formules fourniront par conséquent la résolution
des équations (4) ou (5) par rapport a ces dérivées.

Supposons encore entre les 27 variables ¢y, ga, -.-. @uy Py pay ..« 0,
les 27 équations finies

(6) Jr==nnaal fse=0, R0,
et les équations différentielles

dq;  (dH dpi _ (dﬂ)
(7) dt — \dpi AT dg
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dans lesquelles 7 est susceptible des valeurs 1, 2, ..., n, et ol H peut
renfermer z outre les variables ¢;, p;.

Concevons que l'on ait intégré ces équations et que 1’on ait trouvé
pour intégrales les 22 — 27 équations

ﬁl = LIJI((IM Gay o ooy Gus Pis Pas =+ 'y Py f:'!
{8‘] [?):“-—_«LIJ:(GH,Q:; sy Gy Prs Pas "'met],

i

D T T e i W T T T S R Y

,Bi{rr—r) == Hbz{m—r)(ql’ q:i! ety Qn;Pl, P'}, voes Puy t),

dans lesquelles 8,, B, ..., Ban_r désignent des constantes arbitraires
qui n’entrent pas dans les seconds membres.

S'il s’agit d’un probleme de Mécanique et que la fonction de forces
ne dépende pas de ¢, H en est aussi indépendant, et alors on peut sup-
poser que ¢ ne se présente que dans une des équations (8) et additive-
ment a la constante qui y entre.

Imaginons ensuite que I'on ait & résoudre le méme probleme, dans
lequel la fonction H est seulement remplacée par H+ Q, la fonction
perturbatrice Q élant en général une tres-petite quantité. Les équa-
tions (6) subsistent donc encore, mais les équations (7) sont rempla-
cées par
~ dpi
Alors les fonctions des ¢;, p; qui forment les seconds membres des
équations (8) n’ont plus de valeurs constantes; mais leurs dérivées
sont en général de tres-petites quantités qu'il s’agit de déterminer. Ces
fonctions, que nous désignerons par la lettre (3, sont définies par les
équations (8) qui, jointes aux équations (6), pourraient servir a expri-
mer les 2n variables ¢;, p;, au moyen des quantités 8 et de ¢, et d’une
seule maniere.

Désignons par « = & une intégrale du probleme sans perturbations,
c’est-a-dire une des équations (8), dans laquelle « est la constante
arbitraire. En différentiant cette _équation, on a

(9) = o

dq;_( (u+u})’ dpita ((l(lz;:ﬂ})

e (dqa dq; " dy rt'pf-) 2 di

dg dt. dp ot T 9’



— THEORIE DES PERTURBATIONS. 217

SECTION VII.
et le dernier terme est nul, si zne se présente pas explicitement dans ¢;
fq, {.l’p,
si ’on tire T de

comme § =z est une intégrale des équations (q),
ces équations pour les porter dans la derniére, on aura identiquement

=3[ - @]

(10)
Passons ensuite au probleme avec perturbations. Nous devrons alors
regarder, dans I'équation « = ¢, « comme une fonction de ¢, et, en la

différentiant, nous aurons

i dy dg;  dy dp) , dy.
4 dq; di dp,v dt dt’

les dérivées des variables ¢;, p; étant fournies par les équations (g), et

il en résulte
e C a

23 ( H~+—Q) dy
dqg . ; dpf dq, dt

Retranchons I’équation (10) de cette derniére et dans le résultat
mettons la lettre & au lieu de ¢, ce qui ne peut plus maintenant en-

trainer de confusion, et nous aurons
i=n
g S\ it 4 (001
diiiic — dq. dp, dp: dq.!
La fonction Q peut s’exprimer au moyen des quantités [3 et de ¢z, et

d’une seule maniere, et, d’aprés une propriété démontrée sur les déri-
vées principales (Section VI, n° 11), les dérivées principales de Q par

rapporl aux variables ¢;, p; sont données par les formules
A\

(8-S @)-22 )

dqi) — LupdB \dgq

%3y @ -5

27 .
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On a d’ailleurs

("5) By (p) df (@)fff’ s gy e

dyg a'q dq;

d 1f: dfs

() =2 +up df lB) L o ()
en prenant pour p., (), (), ... les quantités qui satisfont aux 2r
équations

R +[fofilpa(B) -+ [fos filps(B) -+ oot [fon fi]par (B) = [ fis BT
Lfis falpa (B) + g + [ el (B) 4o+ [fon fo] pr(B) = [fas B

........................................

En remplacant les dérivées principales des quantités 8 par les ex-
pressions ci-dessus, on a enfin

dt —Z g ([ B] + pi(B) [ty il + pa(B) [ fi] +- o+ pae(B) [, fr]),

qui est la formule cherchée et que j'ai donnée dans le Journal de
M. Liougille, p. 298, t. X1X; 1874.

Cette derniere formule peut étre considérée comme provenant de la
résolution des équations (5) par rapport aux dérivées des éléments
troublés; done, puisque les quantités («, () sont indépendantes du
temps ¢, il en est de méme de 'expression

[ 8]+ p(B) (@ il + pa(B) [ fo] +- .

La formule de perturbation qui vient d’étre obtenue est évidemment
exacte, quelles que soient les limites entre lesquelles Q puisse varier;
mais, si Q reste toujours trés-petit, ainsi que ses dérivées, les quantités

dt
et 'on aura une valeur approchée d’une dés quantités « par une qua-

% seront elles-mémes trés-petites, les quantités « varieront trés-peu,

; d
drature, en regardant le coeflicient de (—% comme constant, et en ne

regardant comme variable, dans Q qui est fonction des « et de ¢, que
la quantité ¢.
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8. Si I'on suppose qu'il n’existe aucune équation de condition entre
les variables ¢;, p;, on obtient la formule de perturbation donnée par
Poisson (Journal de I’ Ecole Polytechnique, Cahier XV, p. 288)

dz
() Z=Y w6

mais cette formule se simplifie encore souvent beaucoup.
Concevons, en effet, qu’on ait obtenu la moiti¢ des intégrales d’un
systeme d’équations canoniques

lf_!q.‘ A dH. dp_,' B dHl

13} db i dpriodn Sh g
¢ élant susceptible des valeurs 1, 2, ..., n et H, indépendant de z
Désignons ces intégrales par

((I) ]L"A—_R‘, II:——" Oay ey Hu_-am

Gy Ogy ..., %, Clant des constantes arbitraires, et supposons que les
premiers membres satisfassent aux équations

(0) [H, H,] =0,

u et s étant deux quelconques des nombres 1, 2, ..., n; alors, en tirant
Pis P2y -« -y Pn des équations (@) pour les porter dans I’expression

prdqy + padgat-. .o+ padq.,

elle deviendra la différentielle totale d’une fonction V (Section II, n°19)
et, si lon fait Hy = H, (¢,, ¢as -+ s @ns P1s P2y -+ pu)s V est une solution
complete de I'équation L

o dy dy._  dY
N\Iv IR I da didis kg

et les inlégrales restantes seront

dV adN =% gV A
3o LBk e = e g = Pe

£i Bay ... élant des constantes arbitraires. Désignons par L,, L, ...,
L, ce que deviennent les premiers membres de ces intégrales, quand
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on y remplace «,, «,, ... d’apres les équations (a), nous aurons les
intégrales
. :C‘,‘ L| = [+ ﬁ” L;: 53, alnieily L"_: puo

D’apres ce que nous avons vu (Section I, n° 22), on a les équations
(d) [Le L}=0, [H: H]=o0,  [Hy,Ls]=—1,

u, s étant deux quelconques des nombres 1, 2, ..., n, mais différents
entre eux.

Dans le probleme des perturbations, les quantités o,, (; cessent d’étre
des constantes pour devenir des fonctions représentées par les premiers
membres des équations (@) et(c), et 'on peut écrire, au lieu des équa-
tions (b) et (d),

l:e‘j [auv OE,] =0, [pm @:] =0, [“u! ﬁ:] : o, [“u! Bu]: o~y 1
donc les équations de perturbation de Poisson deviennent
dengoipddy xi9Piasniiy
e 3_[5";’ dt ~— do;
Les formules (4) de Lagrange (n° %) devant se réduire aux mémes
équations, on en conclut que I'on a

(f) (aw ) =0, (BuB)=0, (awfi)=0, (awfi)=—T1.

C'est ce qu’il est aisé de démontrer directement. En effet, on a ob-
tenu (Section II, n® 21) les quatre équations
dﬁ:‘ =3 dp: fl’d,' X dP;

SRR T

dg. da’ dq,  d

dp, __ dg, da __ dq,
dp, —  de’ dp,— dB’
u et s étant deux quelconques des nombres 1, 2, ..., n. D'apres cela,

on a

3 dq: dp:  dp: dq;)
(s @) —Z( Trida e dx

3 (G 50
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et I'on (rouve de méme
[dn ﬁu} — [an! ]'3.1']! |:f3u; ﬁ:) — [“u; OC,].

Les équations (e) reviennent donc aux équations (/).

9. Nous avons vu que l'expression [e, 8] de la formule (11), qui est
fonction des ¢;, p; et de ¢, ne dépend pas de ; elle ne change donc pas
si 'on y fait 2 == o et que I'on y remplace les variables ¢;, p; par les va-
leurs a;, b; qu’elles prennent pour z = o; or, si 'on pose

a=0(qu gy < s PuPo» T BN

cette fonction «, qui est constante en vertu des équations (12), a aussi

pour valeur
el B % gl daienng0)s

ainsi 2z et de méme (3 sont des fonctions de a,, a,, ..., a,, b,, b, ...,
b,, et, en faisant £ — o dans le second membre de

wl da dp  da dB
L 81=, (G do— s )’
on a

&) = P1=Y, (G 6 — s )

Il suit encore de 1a que, si 'on prend pour , {3 les quantités a;, b,

on aura
[(?.., ﬂ,] ==t [bu, b:] =0, [(fru bx] —= 0, [(fru bu] =41,

u, s étant deux quelconques des nombres 1, 2. ..., n et différents
entre eux, et la formule (11) fournira les équations

da; _dQ  db;  dQ
dt ~ db; di da;

entierement semblables aux équations (12).
Remarquons aussi que, si I'on fait dans la formule (g) ff =0, el

ff = a;, on a
da da
[_“I b,‘] __.Fﬂ—} llrx, ai] — H(TI'

i
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Théoréme relatif @ Uintégration d'un certain systéme d’équations
différentielles.

10. Nous venons de voir (n® 7, 8) que le coefficient de jé.! dans la

formule

(0 2 7 L8]

est indépendant de ¢; autrement dit, [«, 3] est une fonction des ¢;, p; et
de ¢, et, lorsqu’on y remplacera les variables ¢;, p; en fonction des con-
stantes de I'intégration et de ¢, le temps ¢ en disparaitra. On voit,
d’apres cela, que Iexpression [«, 8] est une fonction des seconds
membres des intégrales (8) des équations

(a dg; _dW dp; _ dH
) dt =idpes. dbai o aar

on retrouve done ce théoreme démontré précédemment (Section II,
n°®25) : Si o = const. et B = const. sont deux intégrales d’un systéme
d'équations canoniques, la formule

| &, B] = const.

est aussi une intégrale de ces équations, a moins que le premier membre
ne soit identiquement constant.

Ce théoreme s'est d’abord présenté a Poisson, qui démontra que le
coelficient [«, 3] de la formule (1) est indépendant du temps, et a
Lagrange, qui prouve ensuite la méme chose dans sa Mécanique analy-
tique; Jacobi est cependant le premier qui ait énoncé ce théoreme sous
la forme précédente et comme une proposition de Caleul intégral.

Le théoreme précédent jpeut étre étendu a un systeme d’équations
plus général. Supposons, en effet, entre les 22 variables ¢;, pi,
I’équation :
rip,,

d I = (f n
(a) & ap, . d‘f 8pn— ot " d¢, — =7

dt dx S —2H
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et les équations de condition
(b) =10 — 08 ey e =0,
nous avons vu, a la fin du n°® 7, que 'expression
[ B] + wi(B) [& fi] +pa(B) [t o] +- ..

est indépendante de z et 'on en conclut, comme ci-dessus, ce théoreme :

Si « = const. et 3 = const. sont deux intégrales des équations (a) et
(b), U'équation

Lo B] +p(B) [, fi] + pa(B) [, fi] +-- . .= const.

est une intégrale des mémes équations, a moins que le premier membre ne
soit identiquement constant.

Propriétés de Uexpression [a, B].

11. Nous avons démontré (Section VI, n° 5) qu'on peut remplacer
les 2n variables ¢;, p; qui satisfont aux équations (a) et (b) par
an -~ arvariablesQ,, Q.. ..., Q. P,, Py, ..., P,_. qui ne sont reliées
par aucune équation de condition, et qui satisfont aux 22 — 2r équa-
tions différentielles canoniques renfermées dans les deux Suivantes :

dQ; dH  dP;, _ dH
(1) dc v @
ol ¢ est susceptible des valeurs 1, 2, ..., n—r.

La quantité que nous avons désignée précédemment par [«, 3] est
formée avec les dérivées de o et 3 par rapport aux variables ¢;, p;;
formons une quantité qui se compose de la méme maniére au moyen
des dérivées de « et 3 par rapport aux variables Q;, P;, et posons

,__da dB da dB , da dB
Py =F0raw; Y a0, a6, T A0 I
dﬁ dﬁ__ da ﬁ = __d'z dp
L T T B R B

Comme il n’existe pas d’équation de condition entre les variables Q;,
28
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P;, la formule de perturbation par I'emploi de ces variables se change

en la suivante :
de dQ 0
dt  ZandB [« B

On a aussi (n“ 7)
2 dp( Bl + pi(B) [5 fi] + pa(B) ety f2] 40 )s

et comme les coefficients des dérivées de Q doivent étre égaux dans les
deux formules, on en conclut cette formule remarquable

(2) [= B =[= B]+ pu(B) [ il + palB)les o] +. .+ par (B) [ fir]s

qui, dans le cas particulier ou les variables ¢;, p; ne sont elles-mémes
assujetties & aucune équation de condition, se réduit a

[ BY = [ B]:

Dans ce qui précede, les fonctions « et (3 ne sont pas quelconques;
car

(3) « = const., [3= const,

sont deux des intégrales des équations (1), et en différentiant les équa-
tions (3), puis ayant égard aux équations (1), on a les deux équations

dx {
(4) [ HY + 9 =0, [B,H] + Jr=0

auxquelles satisfont ces deux fonctions. Cependant on peut démontrer
qu’en prenant pour ¢, 3 deux fonctions quelconques des variables ¢;,
pi» on a encore I'équation (2). En effel, concevons que I'on ait obtenu
la formule qui détermine I'expression [«, £]" au moyen des variables
¢i» pi» lorsque «z et B sont deux fonctions quelconques. Les variables
¢i» p: sont des fonctions des variables Q;, P; qui ne dépendent pas de
la fonction H, ni de ¢, ainsi qu’on a vu (Section VI, n°35); pareille-
ment la formule (2) qui donne [«, 8]’ est indépendante de H. D’apres
cela, si I'on suppose ensuite que, dans cette formule, « et 3 satis-
fassent aux équations (4), il ne s’ensuivra aucune réduction; done,
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réciproquement, la formule (2), trouvée dans la supposition que les
équations (4) sont satisfaites, peut étre étendue a deux fonctions quel-
conques.

12. Le théoreme renfermé dans la formule (2) a été démontré par
Jacobi, dans le cas trés-particulier ou les équations de condition ne
renferment que les variables ¢;, au moyen de calculs extrémement
laborieux; il se propose de découvrir la formule relative a ce cas (Nova
methodus, etc., § 38, t. Il de ses Mémoires) : Quum propter rei utili-
latem, tum propler egregiam ejus difficultatem, tum quia accurate exa-
minare juvat queecunque spectant ad expressionem [, [3] tantis proprieta-
tibus gaudentem. Alors cette formule prend une forme différente et plus
compliquée. Dans ce cas, en effet, en désignant, comme au n° 1% de la
Section VI, par

e e S s R )
les équations de condition données, il faut faire dans la formule (2)
ik A MR S PR A S,

Il convient aussi de faire remarquer que la formule que Jacobia démon-
(rée s’'appuie sur une transformation particuliere des variables ¢;, p;
en les variables Q;, P;, ce quil'oblige & donner deux pages entieres &
I’énoncé de son probleme. Dans mon théoreme, au contraire, la trans-
formation des ¢;, p; en les Q;, P; se faisant dans un systeme canonique
quelconque, son énoncé est tres-simple.

13. Au heu de la fonction donnée pour «, mettons dans la for-
mule (2) I'expression

(@) = &+ Afid-hafi oo it D fry

en choisissant pour 2, A.. ... les multiplicateurs qui donnent & « sa
forme principale. D’aprés ce que nous avons vu au n® 9 (Section VI),
on a

@)y fil=0, [(&)fil=0, ..., [(@)fx]=0o0.

Donc tous les termes qui suivent le premier dans le second membre de
28.
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la formule (2) s’annulent, et I'on a

(5) [“1 ﬁ]F == [1 -+ 11]| i )nsrj;n p].

11 est évident que nous n’avons pas eu & mettre (z) au lieu de « dans le
premier membre; car «, dans ce premier membre, est exprimé au
moyen des variables Q;, P;, ce qui ne peut avoir lieu que d’une seule
maniére.

De méme, si (3 a sa forme principale, on a

w(B)=o0, pm(B)=o0, ..., px(B)=o,
et 'on conclut encore de la formule (2)

lo B] = [a, (B)]

ou
(6) Lo BY = [on B+ pu(B)fi + pa(B) o -+ o prar (B) Sfor)

Aux formules (5) et (6) on peut évidemment ajouter cette autre

[ B =[(a) (Bl = [+ Afit- Dfit.oos Btpf+pf+. ]

et cette derniere revient encore 2 la suivante, qui est formée au moyen
des dérivées principales de « et f3:

da\ [ d de\ [ d|
1= () () () )
(rfa: dp do\ [ df
=) (@)~ () (@)

Les formules précédentes montrent que I'on peut choisir les formes
des fonctions a, [z, d’apres les équations de condition, de maniere A
rendre 'expression [«, ] indépendante du choix des variables ¢;, p;.

Remarquons, enfin, une propriété de I'expression (a;, ) analogue a
celles que nous venons d’obtenir pour I'expression [a, £]. Nous avons
trouvé au n° 6 la formule de perturbation

s=aln—r)
B= Y (B G

§=1
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en posant

i=n

2, dq; dp; dpi dq;
Bl 2 (& B da E@')’

i=

Si 'on suppose que les variables ¢;, p; soient transformées en les
variables Q;, P; qui satisfont aux équations (1), on doit remplacer I'ex-

d (2
pression du coeflicient de ~-* dans cette formule par cette autre

i=(n=1r

(2 B) =

'}(do v, dp; dO,
de, df  de, d{3)

=1
On en conclut que ces deux expressions sont égales et qu'on a

(e )= (a1, B)-

FORMULES DE PERTURBATION RELATIVES AU MOUVEMENT D'UNE PLANETE.

14. Imaginons généralement un systeme matériel soumis a des forces
données et dont on ait formé les équations différentielles et les équa-
tions intégrales du mouvement. Si a un instant du mouvement des forces
d’impulsion viennent a agir sur le systeme, apres cet instant les équa-
tions différentielles du mouvement seront encore les mémes, et il n’y
aura de changées dans les intégrales que les valeurs des constantes
provenant des intégrations. Pour obtenir les valeurs nouvelles des
constantes, il faudra calculer les vitesses de chaque point provenant
des impulsions, et, d’apres les positions de ces points a I'instant du
choc et leurs vitesses modifiées par les impulsions, on pourra calculer
les valeurs nouvelles des constantes arbitraires.

Si un syslume matériel est sollicité par des forces perturbatrices, on
peut imaginer qu’on remplace ces forces par des impulsions infiniment
petites, agissant pendant chaque instant. Au commencement de chaque
instant, les positions des points seront les mémes que s'il n’y avait pas
d’impulsions pendant cet instant, les vitesses seront aussi les mémes,
les accélérations seront seulement changées. Les constantesarbitraires
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varient de quantités infiniment petites 4 la fin de chaque instant et par
conséquent deviennent des quantités tout a fait variables.

D’ou I'on conclut que les formules qui donneront les positions des
points matériels et les composantes de leurs vitesses resteront les mémes
que s’il n’y avait pas de forces perturbatrices, les constantes arbitraires
qui sont renfermées dans ces formulesse changeant seulement ¢n quan-
tités variables. On retrouve ainsi sous une forme géométrique les con-
sidérations qui ont servi précédemment de point de départ a la théorie
des perturbations (n° 4), en regardant la fonction perturbatrice Q
comme indépendante des quantités p;.

Supposons ensuite qu’il s’agisse du probleme d’un point attiré par
un centre fixe, et concevons qu'ala force provenant de ce centre on
ajoute d’autres forces perturbatrices. Les éléments de 'orbite qui for-
maient les constantes arbitraires du probleme deviennent variables.
A chaque instant ellipse variable aura pour foyer le centre d’attraction,
passera par le point atliré et sera tangente i la trajectoire du point.

Equations différentielles canoniques du mouvement troublé.

15. Si I'on désigne par V la solution complete trouvée (Sectionlll,
n® 1) de ’équation aux différences partielles relatives a I'attraction
d’un point vers un centre fixe, et qu'on représente, en changeant les
notations, par /&, @8, k les trois constantes renfermées dans V, on a

pour les intégrales du mouvement les (rois équations

dv ayRvRs ayin

dhinsds Ph dpeinia HEwldRE B

T, @, g étant trois autres constantes arbitraires.

D’apres ce que I'on a vo (Section Ill, n®2), 4 est la constante de 1’¢-
quation des forces vives, £ I'axe du plan invariable, 8 sa projection sur
la normale & un plan fixe sur lequel on compte les longitudes; — t re-
présente le temps du passage de la planete au périhélie, « la longitude
du neeud, g la distance angulaire du périhélie au neeud.

Ces six constantes s'appellent les éléments de ['orbite. Si 1'on sup-
pose que le corps soit non-seulement sollicité par le centre, mais en-
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core par d’autres aclions, et que la fonction de force soit augmentée de
— Q, alors on adoptera encore les formules du mouvement elliptique
pour celles du mouvement de la planete, mais on y rerrardem comme
variables les six éléments 2, 8, £, 7, «, g, et, d’apres le n° 8, les valeurs
de ces quantités seront fournies par ces six équations

dhi . .dQ dr v 0
LT drh At dh
i@ dQ) iat ado
At R TR it rb
de  dQ dg_ dQ
dat= E’g’ T, |

Autre forme des équations du mouvement trouble.

16. D’aprés ce que nous avons vu (n° 6), au lieu des six équations
précédentes, on peut mettre la suivante :

(1) agz_%a—-ﬁ'a +ﬁa +(—"‘af a@-—-_

En désignant par 7 la masse de la planete et par /2 I'attraction du
centre fixe sur 'unité de masse a I'unité de distance, par 2a le grand axe
de I'orbite, par e son excentricité et par z son inclinaison sur le plan
fixe, on a (Section ITI, n°2)

h=——, k=1jma(t— '), B=1Ikcosi.

Nous allons aux quantités %, 8, % substituer a, e, . En différentiant
ces trois formules, on a

ml

dh — % da, dl= s [ 1 — &) da--2aede],

ml?

2k

df =

[(r— e) cosida— 2aecoside]— ksini di,

et 'on en déduit trois autres en remplacant la caractéristique d par d.
Substituons dh, dk, df3, ok, ok, 0f, tirés de ces équations, dans I'équa-
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tion (1), ct nous aurons

DYNAMIQUE ANALYTIQUE.

dQ . dQ dQ) dQ | dQ dQ

‘—],Etla—l—%-ﬁe d ot +?0 —!——3 —'—'?g"ag
S mi? . .da mllae _ .de L
.._.—E;E‘-a +[—R(I—6)COS!E+T OSIW-F;FSII'IIE]SQ

ml*(1 —e*)da  ml*ae de P
2k ]

=

-E—, %aa -+ dd[':;:(l - e’)cosxaa— =
j? ;nfl [(1— e*) da — 2aede].

Les coefficients des variations da, de, .

I? : ot
kae coside — Ik sinf&t]

. doivent étre égaux dans les

deux membres, et 'on en déduit facilement les six équations suivantes:

da _ —2a*dQ

TR T

do —x 4o

dt t\/ma 11— e’)sm: di

de _—ali—e)do (i—cd0

L 5 l’e dr Vmale dg

[ 1 dQ cosi dD
dt [yma (1t —e*)sini dz siniyma(1— e }d"
dr _ 2a2dQ  a(1—e) d.Q

ar e e de

dg _Ji—edd cosi _do

dt — \male de¢  Isiniyma(i — ¢) dt

Les éléments a, e, i, T, , g étant supposés varier tres-peu, si on
les regarde comme constants dans les seconds membres de ces équa-
tions et ¢ qui se trouve dans Q comme seule variable, on pourra cal-
culer ces quantités avec une grande approximation pendant un temps
assez considérable a I'aide des quadratures indiquées par les formules

précédentes.

17. A la cinquieme de ces équations, qui donne 7, il sera utile d’en
substituer une autre. A cet effet, au lieu d’examiner la valeur de =,



SECTION VII. — THEORIE DES PERTURBATIONS. 225
nous considérerons celle de 'anomalie moyenne
A=n(l+7),

_3
ou l'on an=la *.
7 n’entre dans @ que par A qui le renferme; on a done

r_f_q_ 2a? ‘dﬂ_ 2a*n dQ}
(2) R Loy T s S TR TR

; Yo dQ Ty : ' :
Si I'on désigne par (Ea_) la dérivée de © prise par rapport a @, en sup-
posant constant A, qui renferme a, on a

dz _aa’(a’&l) 2a* df) a(1—e) dQ

=elis _,dn
(3) Fo Gl T B

D’ailleurs, la différentiation de A donne

dn da

dh
ldadi’

——-—n+ndr—1 (T
it & dt 2

et, en y substituant les formules (2) et (3), on a

t\fﬁe de

A 2d’ (dO\ 1—edQ
die EEE\e

Equations différentielles du mouyement relauf, de corps qui s attirent,
autour de l'un d'entre eux.

18. Soit M, m,, m,, ... les masses de corps qui s’atlirent en raison
inverse du carré des distances, et il s’agit de trouver le mouvement re-
latif des corps m,, m,, ... autour du premier M, qui sera le Soleil s'il
s'agit du systeme planétaire. Désignons par ry, 7y, ... les distances de
m,, my, ...au corps M et, en général, par r;, la distance de m; & m;.
Soient (X, Y, Z), (@15 s 51 )s (@2y Y2y 32), - - - les coordonnées de M,
m, m,, ... par rapport a un systeme fixe d’axes reclangulaires de
coordonnées. ;

Si nous posons, en général,

xl'::X"I"‘E_:" J‘f:\r e iy zl':z—'_;l‘!
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&, n;, &;seront les coordonnées de la masse m; par rapport a trois axes
rectangulaires mobiles menés par M et paralleles aux axes fixes. Le
corps M étant attiré par my, il en résulte une force accélératrice dont

la composante suivant I'axe des @ est Ei;-, et’on en conclut I’équation
P ,.‘,a

X O mE
ar L

on a de méme
Y i mix
de “2 P’
(P A EK
it P

Examinons ensuite les trois équations relatives & 72;; la masse m; est
attirée par M avec une force accélératrice dont la composante suivant

'axe des « est — ?’:31 elle subit ensuite de la part des corpsm,, my, ...

i

des forces dont la résultante a pour composante, suivant I'axe des @,

- ON
— —— en posant
V —_ Z H::-I.m,1

m; dig

(Section I, n®5); on a donc
dri s ME v AV
_(T{;—_ P;' ¥ m; dE;,

et puisqu’on a
&z, A X dE Emi
qr e Tdr T de T

il en résulte la premiere des trois équations semblables

L E, SN E ST :
T TN 2 gy ;?E,-’
d*.q, 3 Mr,, RS N
dr e _-y m; dn,’
7~ (s MK,- me s 1Ay,

W= AT Tmd
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Posons
Q t__lv 2 m, ( EtE:—f— mnﬁ ].

m; j
le signe sommatoire = s’étendant i toutes les masses m.. Mghic e oX=
cepté a la masse m;, el il en ILSUItEI'a, en faisant M -+ m; = ., les trois
équations .

(f_Ei _ pb_ dQ

e L ey

di: r‘:‘ dE
g dO
itass rf If‘n,
By __ g do,
dii T P at;

Si I’on néglige d’abord les termes qui dépendent de 2, on obtient un
mouvement elliptique pour celui du corps m; autour de M; on prendra
ensuite Q pour la fonction perturbatrice, et I'on voit que cette fonction
change d’un corps a I'autre.

Sur la forme des termes de la fonction perturbatrice.

19.. Cherchons la fonction perturbatrice pour le corps m,; en ne
considérant que la partie qui provient du corps m,, on a

Q== {Jj.'. == ml_ [_T_,_.T, + ? I )": + Z a,)

Fils r

si 'on désigne maintenant par (z,, y,, %,), (®a. s, %.) les coordonnées
de m,, m, par rapport au centre du Soleil.
On a

Ma=(r— @)+ (=) (5 —n)=r + 1 —2(2@ )+ 505),

et si I'on désigne par a, a, les demi-grands axes des orbites de m,, m,,

par e, e, les excentricités, par -— 7, — 7, les temps des passages des

corps a leurs périhélies, et par n, n», leurs vitesses angulaires, on a,
29.
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@’apres les formules du mouvement elliptique,

] 2
%:I—GCOSRU—FT) -%[0052?1(3'*'1')“‘]“‘"'*
(a) ¥ : -e" :
f:x-——e.cosu.(t-ﬁ—r.)—;}[coszn1(£+r.)—~t]—+—-...
'._ 1
en faisant

n= —1 = V&’
3 3
) [

avec £
p=M-+m, p=M-+ m,.

Soient « la longitude du neeud de Porbite du corps m sur le plan
des @, y; ¢ 'inclinaison de I'orbite sur ce plan, et g la distance angu-
laire du périhélie a la ligne des nceuds. :

Par le centre du Soleil, menons dans le plan de P'orbite deux axes
rectangulaires, dont I'un passe par le périhélie, et désignons par X, Y
les coordonnées du corps m,, situé sur I'orbite, par rapport a ces deux
axes. Alors, en appliquant les formules du n°2 de la Section 1V, et dé-
signant par @ la distance angulaire de la planéte m au périhélie, puis
par p, p', p” les cosinus de I'angle de 'axe des X avec ceux desa, y, 3,
et par ¢, ¢, ¢” les cosinus de 'angle de I'axe des Y avec les mémes
axes, on aura, en comptant la longitude « a partir de 'axe des x,

zy=pX-+ gY=nr(p cos®+qsind),
ri=p X+ ¢qY=nr(p'cos®+q'sin®),
5 =p"X+q"Y=nr(p"cos®+¢"sin®),

avec
' p =— — cosisina sing -+ c0Sa C0S g, .
¢ = — cosisinz cosg — cosasing,
p'= cosicosasing -+ sinaxcosg,
q¢'= cosicoszcosg—sinasing,
P”:: Sil'lI'Si!‘lg,
¢"= sinicosg.

L’anomalie @, d’apres les formules du mouvement elliptique, a pour
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développement

®=n(t+r)+2esinn(t +r)+§e’sin2n{t S ey o

qu'on peut écrire, pour abréger,

(b) " ®=nft+r1)+L,

et I'on aura
sin® = sinn(t + 7)cosL + cosn(¢ + 7)sinL,

cos® = cosn (¢ + ) cosL — sinn(t+ z)sinL,

sinL et cosL pouvant étre développés suivant les puissances de e.
Représentons par les mémes lettres que pour le corps 7, les quan-
tités relatives au corps m,, mais affectées de I'indice 1. Nous aurons

2 ss=nnrl (pp-+pp.+p'p,)cos® cosd,
+(pq + p'q\+ p"q) cos® sin @,
+(pg+piq'+piq") cos® sin®
+(qq.+q'¢\+ q¢"¢,) sin® sin®, ].

Posons

T,.=(pp+ p'p,+p'p.) cosn (L 4 7) cosn, (L + 1)

)

“+(pg+p'q\+p"q)

“+ (pig+pq'+piq”) cosn(t 4-1)) sinn (£ +-1)
1)

+ (qq+ q'q\+ ¢"¢,) sinn (¢ +7) sinn, (¢ +1);

cosn (L + ) sinn(t + “)

m
supposons @, > a; l'expression de —=, renfermée dans Q, contient

LA

celte premiere partie

2a a\ ?
——m.,a',"(l— ?Th:—}— (?) E]
1

" que je désigne par ©. Si l'on fait, d’aprés les formules (a) et (b),

-rn=a(t+u), rz“:al(l-l—m],

(I):'JE(E-E'T)‘-E-L, (I]':fh(!—l—fl)—l—[u,
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on aura
m d
—— =0 +au— {—a.u.-—@—
I { da,
S do T do
ndr n, dr,
auwt d'O d'® - aul d'O
- — - aa, utt, —— - —
o dal dada, %O
L* d'0 d*0 L? d*0
S P B ol s Y,
2 nidr? nn, drdr, 2 ndr;

© pourra étre développé en série convergente dont tous les termes sont
de la forme :

(e) Acos(N¢-+1),
A, [ étant constants et N de la forme
in-+1in,

dans laquelle 7, 7, sont des nombres entiers; les dérivées de ® peuvent
étre développées de la méme maniere; enfin on en peut dire autant
o

de u?, uu,, u?, L*, LL,, L?. Donc la quantité

peut étre dévelop-

pée en une série dont tous les termes sont de la forme («).

mz(-rl i+ + 2 z:}
3

loppé en une série de termes de la forme («); donc tous les termes de

sont de cette forme.

peut aussi étre déve-

On voit aisément que

Sur la variation du grand axe de l'orbite d'une plancte.

20. Les actions mutuelles des planétes font varier les éléments de
eur mouvement elliptique, et les variations de ces éléments se com-
posent de différents termes qu'on distingue en inégalités périodiques et
en inégalités séculaires. Ces dernieres inégalités alterent peu a peu les -
figures des orbites et leurs positions et peuvent étre considérées pen-
dant plusieurs siecles comme proportionnelles au temps.

Pour déterminer les variations séculaires, il faut prendre dans Q les
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termes non périodiques, ¢’est-a-dire les termes («) du numéro précé-
dent, pour lesquels N et, par suite, 7, 7, sont nuls, et substituer cette
partie de Q & la place de cette fonction méme dans les formules de per-
turbation du n°® 16.

La constante = n’entre dans le terme

A cos(Nz+ 1)

que parce qu’elle est ajoutée a z dans la partic inz de 'argument; = dis-
parait done des termes constants. Or nous avons, d’apres le n°® 16,

et, si I'on met & la place de Q les termes constants de cette fonction, le
second membre s’annule; donc le grand axe n’est assujetli 2 aucune
inégalité séculaire.

En premiere approximation, on considere dans les seconds membres
des formules de perturbation les éléments des orbites des planetes
comme constants; mais, pour passer a une seconde approximation, on
a ensuite égard aux variations de ces éléments, et I'on introduit ainsi
dans Q des termes qui sont du second degré par rapport aux masses
perturbatrices. Dans une troisitme approximation, on aurait égard
aux termes du troisieme degré par rapport aux masses; mais on pousse
rarement ’approximation jusqu’aux termes du second ordre, et a plus
forte raison on néglige les termes du troisitme ordre.

Poisson a démontré (Journal de I’Ecole Polytechnigue, XV¢ cahier)
que le grand axe de l'orbite d’une planéte n’est assujetti 2 aucune
inégalité séeulaire, méme quand on a égard aux termes de la fonction
perturbatrice, qui sont du second ordre par rapport aux masses; dans
le Journal de M. Borchardt (t. 80), j'ai démontré que ce théoréme est
encore vrai quand on a égard aux termes de la fonction perturbatrice
du troisieme ordre.
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SECTION VIIL

SUR LES PROBLEMES DE LA PYNAMIQUE POUR LESQUELS ONT LIEU
LES TROIS EQUATIONS DE LA CONSERVATION DES AIRES.

1. Nous allons nous occuper dans cette Section des problemes pour
lesquels ont lieu le principe des forces vives et les (rois intégrales des
aires. Nous avons vu (Section I, n° 13) que ces équations ont lieu toutes
les fois que la fonction de forces et que les équations relatives aux liai-
sons ne changent pas de forme par le mouvement des axes de coor-
données autour de leur origine, et les liaisons satisfont évidemment a
cette condition toutes les fois que le systeme n’est lié a aucun point
situé en dehors de I'origine. On sait aussi que ces équations ont lieu
pour le systeme planétaire, si 'on prend pour origine des coordonnées
le centre de gravité qui a un mouvement rectiligne et uniforme.

Quoique la position relative des points du systeme varie, on peut se
représenter & chaque instant ce systeme comme s'il était solide, et les
trois axes principaux d’inertie qui y sont relatifs et qui passent par
Iorigine des coordonnées. La considération du plan qui passe par deux
de ces axes principaux nous conduira a différents résultats importants.
Puis nous obtiendrons des formules de perturbation trés-curieuses;
ces formules renferment celles qui ont été données précédemment pour
un point atliré par un centre fixe; elles fournissent aussi celles que
Poisson a obtenues pour le mouvement d’un corps solide qui n’est sol-
licité que par des forces perturbatrices. Et, de la sorte, j'explique, ainsi
que je I'ai fait (Journal de M. Liouville, 1874 ), la parfaite analogie de
deux systemes de formules qui avaient été trouvées d’abord par des
calculs différents. -
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FORMULE QUI DONNE LA TRACE DE L'EQUATEUR, D'UN SYSTEME DE POINTS
EN MOUVEMENT, SUR LE PLAN INVARIABLE. P

9. Etant donné un systeme de points matériels, représentons-nous, a
chaque instant, les trois axes principaux d’inertie qui y sont relatifs et
qui passent par le point O origine des coordonnées; désignons ensuite
sous le nom d’éguateur un plan mené par deux des trois axes prin-
cipaux. Nous supposons que le principe des forces vives et les trois
équations des aires ont lieu; par conséquent, il existe un plan inva-
riable, ¢'est-a-dire un plan du maximum des aires qui est fixe.

Outre un systeme fixe d’axes rectangulaires des X, Y, Z, qui a son
origine au point O, imaginons un second systeme rectangulaire des a,
y, s, le plan de I'équateur étant pris pour celui des x, y et 'axe des z
étant 'axe d’inertie perpendiculaire a ce plan. Quant a I'axe des «, il
est mené d'une maniere quelconque dans le plan de I'équateur.

Désignons généralement par 7z la masse du point dont les coordon-
nées sont X, Y, Z dans le premier systeme et @, y, =z dans le second :
I'axe des z étant un axe principal d’inertie, on a les deux équations

2myz =0, 2mix=o,

le signe sommatoire X se rapportant a toutes les masses m, et I'on passe
du premier systeme de coordonnées au second par les formules

X=ax +by +cz,
Y=dz+by+c=z,

Z—=a"a+0y+c"s,

a, b, c, ... étant les cosinus des angles des axes des X, Y, Z avec ceux
des @, y, z. Désignons : 1° par ¢ I'angle compris entre I'axe des X et
la trace du plan des @, y sur celui des X, Y; 2° par ¢ I'angle de cette
trace avee I'axe des a; 3¢ par ¢ I'inclinaison du plan des , y sur celui
des X, Y. Les cosinus a, b, ¢, ... s’expriment au moyen des trois

angles o, 6, ¢ daprés les formules du n°® 2 de la Section IV, et si nous
30
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posons, comme dans ce numéro,
edb - ¢'db' - ¢" db” = P dt,
. : ade + a'de’ + a"de” —Qdt,
bda+ b'da' + b"da” —Rdl,

ces trois quantités représentent les rotations instantanées de I'angle
triedre formé des axes des @, y, z autour de chacun de ces axes, et
nous avons
P — singsing.¢’ -+ cosg.0',
(1) t Q=cosgsinf.¢’ —sing.0’,
( R = ¢'-+ cosf.c

en désignant par ¢', 0, ¢’ les dérivées de ¢, 0, ¢ par rapport a .
Eafin, en représentant par u, ¢, w les composantes de la vitesse ab-
solue du point , y, s par rapport aux axes principaux, on a

dX 'qYL "ﬂ

u:ad—t-r—a _d&_ -~ a ‘”‘J
dX naX A
l’_...bm——]—b m +b ﬁ;l
=0 {EE = ! {.f_.Y (W T {}z
= Sy e g

3. Prenons maintenant pour plan des X, Y le plan invariable; si
nous remarquons que l'on a

a” =sinfsing, b0”=sinfcosg, c¢”=_cos0,

en projetant l'axe £ du plan invariable, qui est dirigé suivant I'axe
des Z, sur les axes des x, y, z, nous aurons

Zm(yw — zv) = ksinfsing,
(2) Em(zu — rw)=lksinfcosgp,
{ Zm(xv — yu) = kcosf,

car, par exemple, (wv — yu)dt représente l'aire, infiniment petite,
décrite par la projection de la masse 7 dans le plan des @, y et autour
du point O pendant I'instant de.
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Des équations (1) on déduit
(3) sin?6 dg = sing sinf . P dt + cosgsing. Qdt,
et de la troisieme équation (2),
sin’(:?.: ﬁ [ﬁ’ —2Zm(xv—yu)?].

Posons
Zm(zv — yu) =L,

A indiquera deux fois la somme des masses multipliées par la vitesse
aréolaire de leurs projections sur le plan de I'équateur, et U'on déduit
de I'équation (3) la formule

(4 e

qui donne le mouvement de la trace de I'équateur sur le plan inva-
riable.

Nous allons donner une autre forme au numérateur de cette formule.
Nous avons les deux équations

Smys=o0, 2mszz=0

a tout instant du mouvement, et, par conséquent, en les différentiant,

dsz Sy dz ds _
(5) ZHUW_}_Z’H‘E_O’ Z"‘ZR?+E”‘xHZ"°'

Formons les dérivées de X, Y, Z pour les porter dans les expressions
de u, ¢, w, et nous aurons facilement

u=0Q2z— Ry ‘-L?,

v=Rax— Pz + %,
=7 0z dz

w= y'_ X - -d'_f

3o.
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On a done

dz 1
E"‘U’W— 3¢) ;'—'2"1(1’3”’ = Qzy +rgp— Raz - P3? — (1”)

!
=P Em(:'+_y’} -+ E m (]g—? — :!Z) Q E may;
on a de méme

zm (20 — xw) = QE m(a® -+ 2°) -i--Zm (z % — (dif) PZ ey,

On déduit des formules (2)

ksin@ sing = AP - 2 (y‘ TR dv) QE mazxy,
Jesinf cose—=BQ -+ ¥ m (z %}E — 2 3;) — Pmey,

en posant
Sm(z*+9)=A, Zm(x*+2?) =B,

En substituant ces expressions dans la formule (4) et en ayant égard
aux équations (5), on a la formule

AP+ BQ* +2Xm (Py — Q.r) (i’_z_ — 2PQ2m zy

(6) do=— — — e g S o
qui détermine le mouvement de la ligne des nceuds du plan de I'équa-
teur sur le plan invariable.

Nous avons laissé arbitraire 1'axe des x. Si nous prenons pour axes
des @ et des y les deux axes principaux d'inertie situés dans le plan
de I'équateur, comme lorsqu’il s’est agi du mouvement d’un corps
solide (Section 1V, n°2), nous aurons Xmay = o, et le dernier terme
de la formule (6) s’évanouira. On peutencore simplifier davantage cette
formule en prenant pour axe des « I'intersection du plan de I'équateur
avec la position infiniment voisine qu’il occupe apres I'instant de, car
alors la rotation autour de I'axe des y devient nulle; on a Q = o, par
suile,

da —A[‘ + 2[’2;11;_’”]

dt ]
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DE L'ORDRE DU SYSTEME DES EQUATIONS.

4. Conlinuons a prendre les deux mémes systemes d’axes de coor-
données, par conséquent, le plan invariable pour le plan fixe des X, Y
et le plan de I’équateur pour le plan mobile des , y. Nous avons, pour
'expression de la force vive,

2T = Zm (w4 '+ @),

et, d'apres les expressions de u, ¢, w du numéro précédent, nous en
concluons

il T

(—m:::}.'m(yw—zv}, . — Sm (su — zw),

dQ

dt
e oY =
du_._.m[xv yu),

ou, d’apres les formules (2),

Al

d
a — — ksin@sino, ~ = [ sinf cosg, "—!I—_-ﬁ'cosﬂ.
dp ¢

!Q dR
D’apres les équations (1), on peut, aux variables P, Q, R, substituer
G, 6" etc’,etl'on a
dlls dl

I
= —— C05¢ — — 5ing,

o dp Y dQ
ar (.-rr A b Pl
75 = \gp Sin9 cos Q $059 €089 — T sin )c

(IS ) dT

dT
T gp sing sin0 —+ 40 cos@sinf 4 — cos0,

dR

puis, en employant les trois équations (@), on a ces trois autres

n‘T_ A aies n"?‘_ g
G

qui, comme les trois premieres, sont équivalentes aux équations de la
conservation des aires. Ces trois équations remarquables ont é1é don-
nées par M. Radau (Journal de M. Liouyille, p. 195; 186g).
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5. Supposons maintenant que I’on prenne pour axe des @ la trace de
I'équateur sur le plan des X, Y, cn sorte que 'angle ¢ est nul. Les po-
sitions de tous les points du systeme seront déterminées par leur coor-
données @, y, = par rapport aux axes variables,-et par les angles 6 et o,
qui déterminent la position de I’angle triedre des axes des z, y, z.
On a d’ailleurs les deux équations

(b) 2mrs=—0, 2Myi—0,

qui permettent d’éliminer deux de ces coordonnées.

Le systeme peut étre assujetti a des liaisons; mais, les trois équations
de la conservation des aires ayant lieu, nous savons que les équations
qui expriment ces liaisons, aussi bien que la fonction de forces U, ne
changent pas de forme par un mouvement des axes de coordonnées
autour de Iorigine. D’apres cela, la fonction U et les équations des
liaisons étant exprimées au moyen des coordonnées X, Y, Z, si I'on y
remplace simplement les lettres X, Y, Z par les lettres @, y, z, on
aura une expression exacte de U et des équations équivalentes aux
équations de condition données et, par conséquent, la fonction U et
ces équations sont indépendantes des angles § et .

Désignons done par ¢, ¢,, ..., ¢, des coordonnées du systeme ma-
tériel par rapport aux axes des @, y, z, réduites au moindre nombre
possible d’apres ces équations de condition et les équations (&). En se

reportant aux expressions de u, ¢, w, on voit que T est une fonction
dz dy dz
Eé_’ (—“J a} el dc p; Q| R,
done, d’apres les expressions de P, Q, R, si l'on pose, en général,

homogene et du second degré des dérivées

dqd‘ oy
dr —
T est une fonction homogene et du second degré de q’,'. U e i Fol
et ¢’, qui renferme en outre ¢,, ¢., ..., g, et 6. Mais, puisque I'on a
les deux équations
dT dT

&= q@=

qui permettent d’éliminer G et &', T peut étre considéré comme fonc-
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tion seulement de g, gav -+ Gu» Gi» Gos - -+ ¢, L c". Posons

_:I‘:P" dq','_"p" sovy gq-ﬂ':"Pw

et & ces équations ajoutons

daT
===
do
au moyen de ces équations nous pourrons exprimer ¢, ¢, ..., ¢., ¢’

en fonction de ¢, ¢av ..y Gyus Pis Par - > Py €LA; NOUS pourrons donc
aussi obtenirT en fonction de ces quantités. Nous avons ainsi (Section I,
n° 18) ces équations hamiltoniennes, ot H =T — U,

dg, dH dp,  dH

B el — 2 [ e L b g

Ut el dq,

dgw (T dpiale e

Ji Upy (H ; r_fgl'r.t‘J
ds _dA dk _ dH _
At STugkls e ide B

Comme H est indépendant de ¢ et que % est constant, on a un sys-
teme d’équations de I'ordre 2 . seulement; et, apres I'avoir intégré, on
aura ¢ au moyen de I'équation

(io' _di
di wdl !

quiindique une quadrature ; cetle équation doit revenir aI’équation (6)
du n° 3.

L’ordre du systeme peut encore étre abaissé de deux unilés, en re-
marquant que H = const. est une intégrale et que I'élément dz s'¢li-
mine immédiatement; l'ordre est donc 2(p —1).

Si le systeme est libre el composé de n corps, on a p.=3n —2,
h cause des équations (b) et 'ordre des équations est 6n — 6. Si, de
plus, la conservation du mouvement du centre de gravité a lieu, l'ordre
peut étre abaissé A 6n — 125 ainsi, dans le probleme des trois corps,
I"ordre est égal a 6.
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6. On peut établir I'équation

dz _ dil
detis dif
plus rapidement et sans faire aucun choix des variables, pourvu seule-
ment que ¢ soit une de ces variables. En effet, apres avoir remarqué que
U est la méme fonction des coordonnées o, y, z que des X, Y, Z et que
les équations de liaison s’expriment au moyen des premiéres coordon-
nées comme au moyen des secondes, on observera que S

T=31Zm(u~+ '+ w),

d’apres les expressions de P, Q, R, dépend de ¢”sans renfermer . Ainsi
H =T — Uest indépendant de ¢ et, en [aisant

dT
_'_'_, —_— l‘"iI’

do
puis exprimant H au moyen des variables adoptées, de leurs conju-
guées et de £, puisque ¢ et £ sonl conjugués, on aura, parmi les
équations canoniques de la question, les deux suivantes :

“ do _dn di__an_
dtdiidio i cdta do

= 0.
Ensuite, I'équation aux différences partielles en V (Section II, n°11)
ne renfermant pas g, elle est de la forme

= dv v d_")—n
q“l?h----f}';n;;;'!"‘? J;j—“g {[‘g —i/ {1

et I'on en a une solution complete en faisant
V=W-+k Ty
W étant indépendant de ¢, et une solution complete de I'équation

' W
H (q‘.q,. T ‘;g, Bh .‘%, ;r) =
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ainsi I'on aura pour une des inlégrales finies

dV dW

H:.—_g ou W —l—c‘r.:g,

g étant une conslante arbitraire.

SUR LES INTEGRALES DES AIRES.

7. Désignons généralement par @;, 3, 3; les coordonnées d'un point
dont la masse est 7, par rapport a trois axes reclangulaires ct fixes,
et par &}, ¥, z; leurs dérivées par rapport & ¢; nous aurons, pour les
trois équations des aires,

2my(yi3,— z:y;) = consts,
2m;(zi &, — x;5;) = consl.,

Sm;( iy — yix;) = const.,

dont nous représenterons les premiers membres par 2,, 2., 2,. On a,
pour la force vive,

2T =Zm(x*+ 3 + 517 );
m;x', m;y', m;z;sont les variables conjuguées de a;, y;, 5;5 désignons
par g, une quelconque des coordonnées et par p; sa conjuguée, s étant
susceptible des valeurs 1, 2, ..., 3n si n est le nombre des points;
enfin posons, suivant la notation habituelle,

i=in

du dv du dv’
N )

u, ¢ étant deux fonctions quelconques des coordonnées el de leurs dé-
rivées. Alors on obtient facilement les équations

[pn 0] =06 [9n9]=0s [9s¢:]=0.

Supposons qu'il existe entre les coordonnées les r équations de con-
dition

|:|:| j. 0, j;:_.:u, gLt =0y
31
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qui expriment des liaisons entre les points du systeme matériel, et
posons .

fro=1full) fro=[fpoB], ..., fi=[fH];

les coordonnées peuvent s’exprimer au moyen de 3 — rvariables seu-
lement Q,, Q., ..., Q,, ,, et T peut s’exprimer au moyen de ces mémes
variables et de leurs dérivées Q',, Q,, ....
Posons, en général,
dT

ﬂ,—(};:Pi:

les fonctions u, ¢ peuvent s’exprimer au moyen des variables Q;, P;, et
I'on peut former 'expression

i=3n=-r

E du dv du dy )
dQ; dp;  dp; dQ;)’
i=1
que nous représenterons en général par [u, ¢]'.
Imaginons qu’on exprime les fonctions ¢,, ¢,, ¢, au moyen des va-
riables Q;, P;, et examinons les trois expressions

[C??! ?3] s [Qu; ?:]’; [?l, q’ﬁ:]'.

Désignons par ¢ une fonetion quelconque des variables g;, p;, et nous
aurons, d’aprés une formule donnée précédemment (Section VII, n® 13),

(2) [ @)= [¥s @5 -+ i - pafo oo o pac ]

Piy Par - -» oy 6tant donnés par les 2r équations renfermées dans
celle-ci :

]

(3) Uo £l U filps o Lo fil i = [ for 93]
ol s est susceplible des valeurs 1, 2, ..., 2r.

Si s n'est pas plus grand que r, la fonction /; désigne le premier
membre d'une des équations (1); elle ne dépend que des variables ¢,
0U &, ¥ir 3y €t 'on trouve facilement

Lfss @31-:2, (“’" ';LL el gai) '
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Or, par hypothése, I'équation f; = o ne doit pas changer par le mou-
vement de rotation du systeme de coordonnées autour de I'axe des z,

et il en résulte
afi e afi\en o
E (x.- d')";- =il er) =

on a donc, si s n’est pas plus grand que 7,

(4) [fir 93] = o.

Je dis ensuite que cette équation a également lieu si s est > r. En effet,
on a I'identité connue et facile i vérifier (Section I, n®25)

[[H, £, 9] -+ (L9 B, £ + [ 2], H] = o.

Si s est supposé n’étre pas plus grand que r, on a I'équation (4); et,
puisque @, = const. est une intégrale du probleme, on a [H, ¢, ] = o;
donc le deuxieme et le troisieme terme de I'identité sont nuls, et elle
se réduit a

[fr4 93] = 0.

On a donc enfin I'équation (4) pour s =1, 2, ..., 2r.

Il résulte de la que les seconds membres des équations (3) sont nuls;
donc on satisfera & ces équations en prenant ., pa. ..., L, tous égaux
a zéro, et I'équation (2) se réduit a

[, &:]= (4 ]

on obtient deux autres équations en remplacant dans la derniere o,
par ¢, et v,. On aura, en particulier, les trois formules

[on @) =[00 0] [on o) =[50l [, 0] =[9)0:];
et, par suite, on aura aussi les formules suivantes:
[ @] =0n  [one] =10y [0,0] =0,

que Jacobi a données (Nova methodus, elc., § 51, t. 111 de ses Mémoures,
p. 234).
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ANALOGIE ENTRE DEUX PROBLEMES.

8. Désignons par ¢, ¢.- ..., ¢, les coordonnées du systeme matériel
réduites au moindre nombre possible, d’aprés les équations de condi-
tion, et par p,, pa. ..., py les variables conjuguées. Soit

H=T U=/

I’équation des forees vives, A étant une constante arbitraire, et soient,
comme-rci-dessus,
¢=PRy =B, o=p

les trois équations des aires, (3, 3,, f, étant aussi des constantes arbhi-
traires.

D’aprés ce que nous avons vu a la fin du numéro précédent, on a les
trois équations

(1) [pn0s]=9u [#n]=0n [9,¢:] =0

Posons
L= Vol +¢i -+ 95,

nous aurons les (rois équations
(2) [H,e]=o0, [HL)=0, [¢,L]=0,
les deux premieres ayant lieu parce que

9, =const.,, L= consl.

sont deux intégrales, et la troisieme étant une conséquence des équa-
tions (1). Posons les trois équations
(3} lI e fl, "P-‘ — B, l; — ,\’F,

ou &, 3, k£ sont des constantes arbitraires. Par 'origine menons une
normale au plan invariable et portons, & partir de ce point, sur cette
droite une longueur égale a £, qui est 'axe du plan invariable ; 1a con-
stante [3 désignera la projection de cet axe sur I'axe des z (Section I,

n® 15),
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Il y a deux problemes qui ne dépendent que de trois variables g,, ¢a,
s, et pour lesquels ont lieu le principe des forces vives et les équa-
tions des aires : ¢'est celui d’un point attiré par un centre fixe et celui
du mouvement, autour d'un point fixe, d’un corps solide qui n’est sol-
licité par aucune force extérieure. On peut alors tirer p,, p., p, des
équations (3) en fonction de ¢, ¢., ¢, et, si I'on pose

V=/(p.dq. + p:dg: + p; dgs),

d'aprés un théoreme connu (Section 1I, n° 19), les intégrales finies

seront
ay.- dV A%

W = =15 J‘Fj =l E};_‘ = ‘(:n

7, 1,, I, étant trois nouvelles constantes arbitraires.

Il est intéressant de montrer que ces deux problemes peuvent étre
traités suivant la méme marche de caleul; mais, pour le second pro-
bleme, qui se rapporte au mouvement d'un corps solide autour d’un
point fixe, on serait conduit par cette marche & des opérations beau-
coup plus compliquées que ne le nécessite la question en elle-méme.

SUR DES RELATIONS EXISTANT ENTRE SIX ELEMENTS DES INTEGRALES.

9. Supposons ensuite que le probleme de Dynamique dépende de
plus de trois variables. On peut aux trois intégrales (3) ajouter n — 3
autres intégrales, de maniere & former le systeme d’équations

(4) H=h, W=h, H=h ..,« H_=h_,
résolues par rapport aux constantes arbitraires et satisfaisant aux
a ) conditions renfermées dans la formule

[H, H,]=o,

ol 7, s désignent deux quelconques des nombres o, 1, 2, ..., n —1.
La premiere intégrale est celle des forces vives, la deuxieme I'équation
des aires pour le plan des 2, y, en sorte que la constante &, est égale
a @, la troisieme I'équation L = £, en sorte que £, est égal & &, Alors,
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si l'on tire des n équations (4) les quantités p,, p,, ..., p, en fonc-
tion de ¢,, ¢., ..., g, et qu'on les substitue dans 'expression
V= f(p.dq, + p:dq. +. . .-+ p.dq),

on aura les intégrales finies

Lt P i e, A dV

—_— ] —_— s eandl R e
dh, JSe i i = s ST !

et les quantités

(Exaits fip== R =T vn i ey
R

— Ty 1,, [n c ey "I'r-l

forment un systeme d’éléments canoniques, c’est-a-dirve satisfaisant
aux équations

[hiy h]=o0, [ll]=o0, [hyl]=0, [kh]=1,

7, s élant susceptibles des valeurs o, 1, 2, ..., n —1, mais différents
entre eux (Section I, n° 22). Ainsi 'on aura en particulier

[4,p1=0, [hK]=0, [B,K] =0,
ce qui n’est autre chose que les équations (2), et ensuite
[T, !’1] = 1, [@, “-_'] =0, []., 1'] =)

Prouvons ensuite que I'élément /, peul étre supposé égal i o, « élant
la longitude du neeud du plan invariable sur le plan fixe des «, y. Pour
cela, établissons les équations

(7) Wizl —0 sl Bl == =l ] == o=t Sl =y
Supposons I'axe des 2 mené suivant 'origine des longitudes et I'axe
» : T iy 3 in:
des y suivant la longitude ; désignons par 4 I'inclinaison du plan
invariable sur celui des @, y, nous aurons
Bi==lsinysina, (.= — ksinycosa

et, par suite,
By L BudB— PadBy,
2 Brepi

lange —
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il en résulte

[‘& ] .6: l pz I."FI'? {3’] e Bz—:' [!"'? ‘3'1 ==L

car on a [A, fB,] = o, [A, B,] = 0, de méme qu'on a [A, 3] =o.
2° On a _

[B, &l = 5rEgs 16,1 — griigs [, B;
or, d'apres les équations (1),
[8,B1=~B, BB =ps
[Ba) ==,

il en résulte

3° On a

[y o1 = grtgs (Bl B — B[ 1)

or, de méme qu’on a [k, 8] = o, on a aussi [£, #,] = o, [£, f3.] = 03
done
i, e =0
4° Enfin, puisque 'on a [r, ] = o, quel que soit d’ailleurs le choix
que I'on ait fait des variables g;, p;, on a de méme
[_";, ﬁ{] ar U, [t‘, (3,:[ =03
B

et, comme on a tange = — ¢* il en résultera
it}

[zy &]=0
Ainsi, toutes les équations (7) sont démontrées; or elles reviennent,
comme on sait (Section VII, n® 9), aux suivantes :

dgrt e e e L Sl
e rgmiSil o g anifees eI
on a done
o= l’l - fonet. (.’ln l‘(h, ey ;lrl—|‘,! 13; !H AESEL ) ["'—' :';

la fonction du second membre est arbitraire; on peut la prendre égale
a zéro, et alors on a l, = «.
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10. Je vais maintenant démontrer que I'élément /, du systeme (6)
d’éléments canoniques peut étre pris égal a la constante — g, qui s’ajoule
a I'angle ¢ obtenu par une quadrature (n° %). :

Imaginons une sphere dont le centre soit a 'origine des coordonnées;
elle est coupée par le plan des @, y suivant le grand cercle DB, par le
plan invariable suivant le grand cercle CA; enfin, par I'équateur sui-
vant le grand cercle AB ( fig. 4).

-

oy

Convenons de compter I'arc ¢ & partir du point C, alors on aura
CA = o; si D est le point & partir daquel on compte les longitudes, on
a DC = «. Désignons 'arc CB par y; enfin, sur le grand cercle CA,
prenons, a partir du point C, CP égal a g.

L’angle aigu ACB représente 'inclinaison 3 supposons les longitudes
comptées positivement de C vers B, alors sur la figure « est positif.
Comptons positivement les arcs sur le grand cercle CA dans le sens de la
fleche; alors, en ayant égard au signe, il faudra faire CP = — g, g étant
négatif, et I'on aura

PA=0c—pg.

Supposons que le plan des @, y tourne autour de la ligne des nceuds,
jusqu’a ce qu'il vienne coincider avec le plan invariable; a la limite,
I'inclinaison 7 sera nulle et f = £cosy deviendra égal a £; I'arc CB
ou y deviendra égal 3 CA ou o, et, si 'on suppose qu’a la limite PC
est égal a DC, ce qui est permis, on aura aussi & la limite g = — a;
or 3, « sont constamment deux éléments conjugués : donc £, — g sont
également deux éléments conjugués a la limite; par conséquent, I'élé-
ment /, du tableau (6) peut étre pris égal & — g, pour celle limite.

Ainsi I'on a /, = — g, quand le plan des «, y est venu coincider avec
le plan invariable, et je dis maintenant que /, peut étre pris égal a — g,
quelle que soit la position du plan des z, y mené par 'origine.

Les éléments %;, /; du tableau (6) forment un systeme d’éléments
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I~
o

canoniques, dont les six premiers sont

fi= = Arasslli =t

!0:1" !“1:&, 12-

Désignons par %, /; ce que deviennent les éléments A;, /;, quand le
plan des @, y, apres avoir tourné autour de la ligne des nceuds, vient a
coincider avec le plan invariable; nous aurons

=, I —=iltq

I yoite
In—f’ !2—"_{1'!

les ¢léments Z; , I} s’étant confondus avec Ay, 7.

Les deux quantités f3, « sont suffisantes pour déterminer la position
du plan invariable, qui passe par l'origine, par rapport aux axes de
coordonnées. Donc on peut regarder £, 0y, by, I, ... comme indépen-
dants de la position du plan invariable par rapport a ces axes, et, par
suite, lorsque le plan des , y, aprés avoir tourné autour de la ligne
des noeuds, aura coincidé avec le plan invariable, on peut supposer

que hyy by, hy, Ly, . .. vestent les mémes ou qu’on a

=1 =i
L= A i

&

209

b

done, réciproquement, si 'on a d’abord caleulé les éléments %, /',
Ky, Uy, ..., on pourra les prendre pour les éléments 4., 4y, 2y, L5, . ..,
et, en particulier, puisque I'on a [, = — g, on a également /, = — g.

On peut arriver plus rapidement a ce résultat de la maniere sui-
vante :

Continuons a désigner par ¢ I'arc CA, el représentons par ¢, I'arc PA
qui a été désigné par ¢ au n° 6; on a, d’apres ce numéro, pour une
des intégrales du probleme,

ays= 3 dW

P e

— I étant la constante quis’ajoute & g, ; cetle équalion représentera la
troisieme des intégrales (5); on a donc /, = E.
Or on peut supposer que ¢, — E représente I'arc AC; il suflira, pour
32
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cela, d’ajouter & W une constante convenable qui renferme £ en fac-
teur, ce qui est permis; alors E sera égal a PC= — g; on aura donc
bien /, = — g.

11. On a done, enfin, le théoreme suivant :

Supposons un probléme de Dynamique pour lequel le principe des forces
vives et les trois intégrales des aires aient lieu. Désignons par h la con-
stante du principe des forces vives, par k la grandeur de l'axe du plan
invariable, par o la longitude de la trace C du plan invariable sur un
plan fize, par (3 la projection de k sur la normale a ce plan fize, par t
la constante qui s'ajoute aw temps t par lintégration, enfin par g la
distance angulaire du nceud C a un point fixe du grand cercle déterminé
par le plan invariable sur la sphere dont le centre est a Uorigine. Alors

les six quantités
I, sl I,

T + o, - g

Jorment trois couples d’éléments canoniques conjugués, c’est-a-dire qu'tls
satisfont aux quinze équations suivantes :

[ =1, (B, —al=w [k gl=1,
[y Bl =0t =0 [y i =i | g =0,
s iiieson imeal=0sa |z, =0 xR ele=—0y
1By kl=o0, [B.gl=0, [a, k]=0, [, g]=

SUR DES FORMULES DE PERTURBATION.

12. Supposons que 'on soit parvenu a intégrer les équations diffé-
rentielles d'un probleme de Mécanique, dans lequel ont lieu le principe
des forces vives et les trois intégrales des aires. Concevons ensuite
que I'on ajoute aux forces de ce probleme des forces perturbatrices:
désignons par + Q la fonction perturbatrice; alors on passe des équa-
tions différentielles canoniques du probleme précédent,

dges Soodib i das s ff_l_] 237
e ;4!;:1’ i S dp,, ;
RS L

ey

des T UG NIYE T TG
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i celles du probleme actuel, en y changeant Uen U--Q ou Hen H-+ Q;
Q est une fonction des quantités ¢;, p;, el, en remplacant les g;, p; par
leurs valeurs résultant des intégrations, on aura Q exprimé au moyen
de ¢ et des constantes

g f;‘ ﬁl !!"1 ’!;.'H hsa L sieiy ‘!fﬂ—ll

f
(1) S e R

Dans le second probleme, on conserve la méme forme aux expres-
sions des ¢;, p; que dans le premier, mais les constantes (1) qui y sont
renfermées sont alors considérées comme des éléments variables, et,
d’aprés un théoreme connu (Section VIT, n° 8), ces éléments satisfont
a un systeme d’équations différentielles canoniques, dont je ne marque
que les six premitres

' dh dQ ‘dr o dQ

di-n. e gt v dh

) s __do dx_  dO
= de = idpie At s ik
’ T (T R ()

T T R e T

Ces six équations ne permettent pas, en général, de déterminer les six
quantités

(3) ; h, B, I,

T, +a, — g

parce que @ renferme,-outre ces quantités, encore 6n — 6 éléments
variables
(%) z ey e
; Ieells v

Toutefois, si toutes ces quantités varient trés-lentement, on pourra cal-
culer les éléments (3) avec une grande approximation, pendant un
temps assez considérable, a 'aide de quadratures.

On n’a plus que les six ¢léments (3) dans le cas d’un point attiré
par un centre fixe et dans celui d'un corps solide qui tourne autour d’un
point fixe et qui n’est sollicité que par des forces perturbatrices; ils
sont, par conséquent, complétement déterminés dans ces deux cas par

les équations (2). Pour le premier probleme, le plan invariable devient
3a.
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celui de 'orbite, et 'on retrouve les formules de perturbation qui ont
été obtenues (Section VII, n°15); la quantité g, il est vrai, peut pa-
raitre avoir une autre signification, mais nous reviendrons plus loin
sur la signification de cette quantité. Pour le second probleme, ces
formules de perturbation reviennent a celles que Poisson a données
(Journal de I'Ecole Polytechnique, XV* cahier, p. 336).

Il n’est pas indispensable que les 62 — 6 constantes qu'il faut ajouter
aux six constantes (3), pour obtenir toutes les constantes arbitraires
des intégrales, forment un systeme d’éléments canoniques; il suffit évi-
demment, pour appliquer les équations (2), que Q soit exprimé au
moyen des six éléments (3) et de 62 — 6 autres éléments qui soient
fonctions des éléments (4), sans étre fonctions des éléments (3). En
désignant donc par s un queleonque de ces nouveaux éléments, il
devra satisfaire a ces six équations

(il ="0 iz, ‘5] =0, [,’3‘31:-.-:0,. R e o A e R 5]10;-

car ces équations (Section VII, n® 9) reviennent aux suivantes :

ds ds ds -4 ds . ds s -
—_—0 —_— 0} — i | —_—0 — >
dr Sl ' da LB T dg ST

13. L’élément = ne se trouve dans Q que par ¢ + 7, et, sans que I'on
soit obligé & aucune attention pour la détermination des constantes,
elles seront indépendantes de =, de sorte que I'on aura la premiére
des équations (2) :
dh_ dQ

5 7 oy et
{3) dt - idr

quel que soit le choix que I'on ait fait des éléments, outre % et 7.

Si I'on examine le mouvement du systeme par rapport au plan inva-
viable, les 27 — 2 constantes que ’on obtiendra par les intégrations
seront indépendantes de (3, «; on en peut encore conclure la deuxieme
ligne des formules (2)

dp __ dQ  da_ dQ

(6) TG L T T e

sans étre obligé de choisir les autres éléments.
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Si I'on introduit, selon ce qui a été dit au n® 10,  parmi les variables
du probleme ot la fonction de forces est U seulement, ¢ s’obtient, apres
toutes les autres variables, au moyen d’une quadrature, et g est la con-
stante ajoutée A cette quadrature. Il est done évident que toutes les
constantes obtenues dans les intégrations qui ont précédé sont indé-
pendantes de g, et I'on aura la cinquitme des équations (2)

die  dQ
(7) A alle

pour déterminer la variation de k dans la perturbation du systeme.

Pour indiquer une application des formules précédentes, supposons,
par exemple, qu'un corps, en s’approchant de notre systeme planétaire,
vienne a le troubler; alors on prendra pour origine des coordonnées
le centre de gravité du systeme dont le mouvement est rectiligne et
uniforme, et l’on sait que le principe des forces vives et les trois inté-
grales des aires auront lieu (Section I, n® 14). Les formules (6) et (7)
permettront de calculer le déplacement du plan invariable. En effet, au
moyen de ces formules, on peut calculer la variation de la longitude «
du plan invariable et les variations de A et 3; par suite, on peut cal-
culer aussi la variation de I'inclinaison 7 du plan invariable donnée par
la formule

B
COSiyi—= ;f_,

14. Calculons la rotation élémentaire du plan invariable autour de
son axe, que nous désignerons par dg’. Si le neeud du plan invariable
sur le plan fixe était immobile, on aurait évidemment dg’ = dg;
mais, ce neeud élant mobile, on peut considérer, dans le probleme du

Fig. 5.
-
m'/ /
- m,
» e
P oy P
H_h__‘____f;;; e
A" Cy
i 1]
a——
L

mouvement troublé, le plan invariable comme ayant, dans I’instant dz,
un premier mouvement de rotation autour de son intersection avec sa
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position infiniment voisine et un second mouvement autour de I'axe de
ce plan, que nous avons désigné par dg’.

Ainsi, soit L (fig. 5) I'intersection du cercle Cm qui représente le
plan invariable et de C,m, la position de ce cercle apres I'instant d,
et s0it DC le grand cercle sur lequel sont comptées les longitades; sup-
posons que le pointm du cercle Cm, par suite de la rotation dg’, soit
venu en m,. Nous aurons

dg'=Lm, — Lm,
dg = Cim,— Cm,
dacosy = LC, — LC;

et, par suite,
ds’ e H'g - cOSy de.

D’apres les équations (2), on a

dQ 0 dQ
dg—‘.‘— a——k- {f‘, dﬂ — ‘7{5 d!,

on en conclut done, pour la vitesse angulaire du plan invariable autour
de son axe, due a la perturbation,
dg’ d<) dQ
dl —— L -+ cosy 1
15. Revenons au probleme d'un corps attiré par un centre fixe; le
planinvariable devient celui de I'orbite, I'équateur un plan quelconque,
passant par le rayon vecteur mené du corps au centre fixe; la quantité
que j'ai désignée (n° 10) par ¢ représente 'angle compris entre la ligne
des nceuds et le rayon vecteur; g est la distance angulaire au neeud
d’un point fixe quelconque de I'orbite, lequel est ensuite censé se mou-
voir en vertu de la perturbation. Mais je dis que I'on peut aussi prendre
pour g la distance angulaire du périhélie a la ligne des nceuds et que
les éléments (roublés seront encore fournis par les équations (2).
Faisons, pour ce probleme, le calcul indiqué au n° 8, avee la sim-
plification qui résulté de la supposition que les coordonnées se rap-
portent au plan de I'orbite, ce qui les réduit a deux seulement.
Formons les deux équations de ce numéro

H=," L=i;
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en désignant par rle rayon vecteur mené du centre au corps, et prenant
la masse du corps égale a 'unité, nous trouverons facilement qu’elles
se réduisent aux deux suivantes :

AnNRAR i S ety
((:i,() + 1 (;j_.f_) o 2U = .-!E, T (_fz -——ff.

En représentant par r’ et ¢’ les dérivées de el ¢ par rapport a ¢, on a

S dTiois dr

e O

—] f"c",
et ces deux équations deviennent

P+ ;T‘:P‘; =aU+ 2k, pi=1l;
'expression V= [ (p, dq, 4 p,dg,) devient

V=lo-+ f \/2U—}—2ft—i+:dr,

p ¢tant une constante, et I'on aura les deux intégrales finies

(a) d\*’_! o n’_\’_n_
dhi o, S o
qui peuvent s’écrire
i [” rdr
() BTy F VI2U;"—1-2!u'“—~ﬁ"“
/
ey {”' ledr _
pEO Jp T \.*.:l.'l_l' P2 bt — k7

Si, au lieu de prendre pour p une valeur constante déterminée et indé-
pendante de %, k, on prend pour p la valeur minimum de r, laquelle
satisfait & I'équation

/i?

[C) EU_E_ 2[‘ T ;?_'Oi

ou U est fonction de r, les deux équations (@) se confondront encore
avec les équations (b). En effet, quand on prend pour p une quantité
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dépendant de 4, &, les seconds membres des équations (&) doivent, en
général, étre augmentés de nouveaux termes; mais ces Lermes ont pour

facteur
\/:r.Ul—i—‘Zk —!L:-,
p

U, étant le résultat de la substitution de p a la place de r dans U, et,
par conséquent, ils s’annulent si p est racine de I'équation (¢).
En faisant r = p dans les deux équations (&), on a

e=g, l=—7

¢’est-a-dire que g représente la distance angulaire du périhélie au nceud
et — tle temps du passage du corps au périhélie.

Nous voyons donc que les intégrales sont exactement les mémes
quand on prend pour g la distance angulaire du neeud, ou & un point
fixe du plan de 'orbite ou au périhélie. Il est évident qu’il en sera de
méme pour un systeme plus général de coordonnées ou I'on aura trois
intégrales
i SRR dv

(d) W Pslgs A P e S 8!
au liea de deux seulement.

Done, enfin, les six équations canoniques (2) du n® 12, relatives au
mouvement troublé, qui se déduisent des trois équations (), subsistent
encore, en prenant pour g la distance du neeud au périhélie, et pour
— = le temps du passage du corps & ce point. Ainsi 'on voit que le
périhielie a le méme mouvement angulaire qu'un point du plan de l'or-
bite, regardé comme fixe dans le mouvement non troublé.

SUR LES FORMULES DE PERTURBATION RELATIVES A UN SYSTEME DE POINTS
POUR LEQUEL ONT LIEU LE PRINCIPE DES FORCES VIVES ET UNE INTEGRALE

DES AIRES.

16. Supposons un systeme de points pour lequel I'équation des forces
vives
H=1"

soit applicable, ainsi que I'équation des aires par rapport & un plan
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que nous choisissons pour plan des 2, y. Soit

“1 — f.*.
cette seconde équation.
. Nous avons examiné ce systeme de points (Section II, n° 27), et,
adoptant des coordonnées polaires, nous avons posé

== rC0SH, L == 1Si,

en désignant par Oy Oa, ..., 05 ce que devient § pour chaque point
matériel ; nous avons vu alors que, si I'on substitue aux variables 0,,
0, ..., 05 les variables

'y.:f)l—a,, 7= G-z—'gs, eany Yem1 = 0;-:-0, el Gu

la variable 6; n’entrera pas dans H, qui contiendra seulement sa dé-
rivée 0}, et que

—— =consL. =/
db; '
représente 'intégrale des aires.
Si nous formons I'équation aux différences partielles en V, apres
avoir réduit les variables au moindre nombre possible au moyen des
¢quations de condition, nous aurons une équation

dV AV dViie s
B (gt e G gy ) =

qui ne renferme pas la variable 0;, et I'on pourra prendre pour solution
complete
V=W i 8,
W étant une fonction indépendante de 0.
Done, parmi les intégrales du mouvement, on a les deux équations

ey + dv
dhioiTao e sadh

=1,

7 et / étant deux constantes arbitraires, et ces deux équations peuvent
s'éerire
dW dW
—_— T _ foe— s
(a) T A e
33
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done G, n’entre dans les intégrales du mouvement qu’ajouté a la con-
stante — /.

Sil'on suppose ensuite que la fonction H soit changée en H+- Q, on
aura parmi les formules de perturbation les quatre suivantes :

ffff R D dQ dr dQ
dte & bialrd dt T dk
dhy _ dQ ~di _ dQ
Al i dl cidtidhi

h, étant le double de la vitesse aréolaire autour de l'axe des z, et —/,
comme nous avons dit, la constante qui s’ajoute a 0,.

Dans le cas du pendule simple, le nombre des coordonnées se réduit
a deux, qui sont I'angle du pendule avec la verticale et I'angle que fait
le plan vertical qui passe par le pendule avec un plan vertical fixe; le
dernier de ces deux angles se substitue ici a I'angle 0,. Donc les quatre
dernieres formules suffisent pour déterminer les perturbations du pen-
dule simple.

Sur le mouvement du pendule simple dans I’air.

17. D'aprés les nolations adoptées dans la théorie du pendule simple
(Section III, n°®9), nous devons faire 4, = D, /=E dans le numéro
précédent, et nous avons pour les formules de perturbation du pendule
simple

di 4O .de_ dO

i i Bt BT St

(1) dD_ dQ dE_dQ
&= =

Nous voulons calculer les variations des quantités £, 7, D, E, prove-
nant de la résistance de P'air. Alors la fonction perturbatrice Q n’existe
réellement plus; mais nous considérons une expression différentielle
que nous représentons par 0Q, dans laquelle nous prendrons les coefli-
cients de d4, dz, 2D, dE comme des dérivées de Q, pour former les
¢quations précédentes (Section VII, n®35). D’apres ce que nous avons
vu, nous devons poser

—0Q = Xox + Ydy - Zdz,
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X, Y, Z étant les composantes de la résistance; cette résistance agit en
sens contraire du chemin parcouru par la masse du pendule; comme
elle s’annule en méme temps que la vitesse ¢ de cette masse, il est na-
turel de la supposer de la forme A¢ + p.¢?, ) et p. étant des constantes,
lorsque la vitesse ¢ n’est pas considérable. Donc, en désignant par ds
I’élément de la trajectoire, on aura

— 30 = (M0 = po?) (— e &3y iu)

ds ds T us
5 dz dyier-foads 50
00 = (A - uv) (H? 0% &~ O o o:) :

\ : {

Or on a
z =rsindcosg, y=rsinysing, z=rcosy,

et 'on en conclut, par une transformation facile,

(2) 0Q = (A pv) (rd/dd - r*sin?d .o dg),

les accents indiquant les dérivées des quantités par rapport a ¢.

Au reste, celte transformation peut se faire d’apres une formule. gé-
nérale qu’il est bon d’indiquer. Soient ¢,, ¢., ¢, les nouvelles variables
que 'on substitue & @, y, z; @, y, s sont des fonctions de ¢,, ¢, ¢s,
et, en les différentiant, nous aurons

dx = Adq, + Bdgq. + Cdy,,
dy = N'dq, -+ B'dg, + C'dq,,
dz — A'dq, -+ B"dq.+ C'dys,.

Remplagons dans ces formules & par d, puis formons la quantité
dzdx + dydy -+ dzdz; elle sera de la forme suivante :

( dxdz + dydy - dz0z = Ldg,dq, + M(dq,9¢, +- dg.9¢.)
+ N(dq0qs + dqsoq.) +-. . ..

On peut dans cette formule remplacer 0 par d, et 'on a celte autre
équation

da* + dy? + dz* = Ldq} -+ 2Mdq,dq. + 2Ndgq, dgs + ...
335
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Le premier membre est égal 3 2T d¢®, T étant la demi-force vive; on a
done
dT
L(qu+h'1dq1+quJ '_q':‘ d“’

1

41» Gs» q5 etant les dérivées de ¢,, ¢,, g5 par rapport a ¢ On obtient
ainsi le coefficient de d¢g, dans le second membre de (3), et I'on en
conclut

dlc, dT dEs
dxéx + dydy -+ dzd (a‘q 0q, + 9 3¢ -+ a7 oqﬁ) dt.

Si nous revenons au pendule simple, nous avons
= sy
I'= = (sin’.e"” + ¢),
el nous retrouvons la formule (2).

18. Pour continuer les calculs, supposons les oscillations tres-petites.
Nous avons trouvé (Section I1I, n° 12 et 13), en posant

>
\/‘l (t+7)=0@,
7
bi= f1cos’c + f! sin’c,

=i [ 3ff' [fi=[f:  singcosc
o — E =arclang (F langs ) + —5— 7 + ffi —L T T T,

les formules

En différentiant ¢ et o par rapport aux constantes devenues va-
riables, et négligeant dans la seconde équation les termes du second
ordre par rapport a fet /;, nous aurons

Yo = fafcost + fiofs sinte + (£ — 1) \/Q sing coso oz,
<
St —fof

- sing cosa.
f*cos'a + ! sin‘c

3p = OE +

On en déduit, d’apres la formule (2),

2]

569. (A+4po) ~—:—[ fofcoste - fi of sin*c + \/’?(f,"‘-—f’)sino' cosa'r'}"r]

; 3 ofi — fiof ;
/ "2 2.0 ? f
f + (A pv) r2sin?d .o (oL Frcos'e f nTE mnccusa).

(4)
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Les quatre équations (1) peuvent étre remplacées par la suivante :

: g Dy de dE
() 77 gy O TR

oD =3dQ.
Or les quantités

@ reosh= I‘(l—- ?)‘ b'_—. r.cosfi = I"-(l—-— %), ko

/

étant racines de I'équation

(;-1_.:—2‘- _+fi)__]]_’ —0
S\ B

(Section III, n° 10), on a
(6) . F‘(l— —2—4 i ) ﬂ;

2 g
on a aussi, dapres le n° 13 de la méme Section,
o)
D =grffi.
En différentiant ces deux équations, on a
b

dh == gr(fdf + fidf)), dD=ygr' (fidf+ fdf.).

On peut done mettre P'équation (5) sous cette forme
( dF | o B Nor = 2 p A ol
s ‘ FHH (fdt ki Fﬂ) 'DJ kf dt +-fd'.t) ot
(7) i AL
( 4= T (Sof + fidh) + Vgr' - (fidf + f3fi)=3Q

Exprimons 0Q au moyen de ¢ seulement.
D’apres I'équation de la force vive, nous avons

’J
vor = 2 (4 grgn) = groosy + I,
= —grdid2(gr+h);

or, d’apres I'équation (6), on a

2 (gr+h)=gr(f*+f1)
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et il en résulte

(- vi= —gr( ficos’c 4 f}sin'c) -+ gr(f* + [?)
a oL ST
(a) au:_ﬁ\f’gr\/: J}, J sin’a.
D’apres I'équation des aires, on a
; I) o
(6) SR S BT
De I'équation (a) on déduit
P (42 4 o) = r.qf — gr j’ ) sin?a,
pr=—m ey + L £ —E(f2— ) sina,

et_en ayant égard a I’équation (&), puis simplifiant et extrayant les
racines carrées des deux membres, on obtient

-. o (f2— f)sinccosa
(¢) s \/ VI =+ (/2- — [ sin'c

D'apres les équations (a), (b), (¢), si I'on pose

e

N= I— __ -+ sin*e,

f!
A= (h+pfiJgra)Jgr j +—I/)‘:]::;1'c::1(i:a

B = (A+ p.fivgra) Vgrffi,
on aura, au lieu de I'équation (4 ),

00 =A (fcos’o-éff—{—f. sin’e of, + \/f? (fr—r?) sinacosaﬁ?)

B (EE +j——- — {r}fl'—_{{:—'iml snwcosa\) :

Si nous égalons ensuite les coefficients des variations ot, oE, of, 9f;,
pris dans chaque membre de I'équation (7), nous oblenons les quatre
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équations suivantes :

{ d
f;,{ f‘?fl:_ St xf’ )sing cosa,
. dfies 4 318
'ﬂF frft b e
a7

Bfising cosa

grf 750 Ver fi o= Afcos’crhf,_i_ Fr=Fsins’
Bfsing coso

"’fde+‘/b I 7 7 = Misinto + F+ (fi=f")sinig

Résolvons ces quatre équations par rapport aux dérivées de f, £, *
et B; puis remplacons A et B par leurs valeurs, et nous trouverons

facilement

df =(A+pf, \‘#O’A)[f Jr =) s SII;:,,UCC‘);: ) sin’e __L____;]

1 = g ! sin‘c cos’c It

;'); __\).+{.lf. \/g!_\}[f(fl _‘f )j’-l—{f,’—f’)sin’c' 55 2]’
‘:;-_lj:—_ ——'f-,lfff}zsiuo-coss(?.-i—luf. Vara),
f;:— : %——jﬂ- singcosa (A - pfiygrd).

Regardons z ou

/e
—y /B (t+1)
a._vr[ )

comme seul variable dans les seconds membres de ces formules, et elles

permettront de déterminer /, £, B, = & I'aide de quadratures. Les deux
premieres formules exigent I'emploi des intégrales elliptiques, mais

les deux autres donnent

_ *F[;
F=—.- -/ - 1— €0820) + Sl
j"z_f:\/g ‘fil dl{fl ja

i, [%{:—— c0s20) + 3———&:/,{;:_{'},) (1— Aﬂ}].
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19. Le calcul de /et f; déterminera les variations des demi-axes de
I'ellipse décrite par extrémité du pendule. Pour = — 7, ona ¢ = E,
Y = f; ce qui correspond au petit axe de ellipse; done la formule qui
donne E exprime la variation de 'azimut de cet axe; mais on doit re-
marquer que, pour ¢ = 7, la quantité E est nulle comme pour ¢=o;
ainsi, apres avoir tourné de deux angles droits, le plan vertical du
pendule occupe la méme position que s'il n’y avait pas de perturbations.

On voit done qu'une oscillation s’accomplit quand ¢ — E s’accroit
de =3 d’apres I'équation :

¢ — E = arc tang (}—' lunga).

¢ s'aceroit aussi de 7; d’ailleurs = reste le méme ; il en résulte, d’apres

la formule
J‘f \
g= F[l—l—r,l,

g . . r . . .
ue la dorée d’une oscillation est # /-, comme s’il n'y avait pas de
q z ) P

perturbation. En ajoutant le terme complémentaire trouvé (Section Iil,

n° 12), on a
91-4—\/{;( o )

pour la durée des oscillations du pendule qui se meut dans I'air aussi
bien que dans le vide.

20. Le probleme se simplifie beaucoup dans le cas ol le pendule
oscille dans un plan vertical. On a alors

= fising, @ =0,

et, en désignant par la caractéristique @ les accroissements provenant
de la variation des constantes, on a

oY = 6ﬁsma—|—f\/ cos 7 o1,

On a ensuite

: 1 T pr sin3 o
qf'_.———(t +§\/grbm25> Th (‘—-'3————4—3‘11[]5)

. fir [r [cos3e \
or = -E- cos25 — E—’;l—,- \/%_ (E‘—;—— -+ coso') 3
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on en conclut

= zE :
oY =— Mt sing. — l—ﬂ\/’—: cosa-i-&i'— (cos2g + 2cos7),
2 2 g 6

et I'on obtient, enfin,

Ty
Y=fie * (sino—— 2\/§ cos g )+ vierfi (cos26 + 2cosc)

pour la formule qui exprime le mouvement du pendule, en y faisant

g:twgn
r
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SECTION IX.

SUR LE MOUVEMENT DES PROJECTILES.

DE LA NATURE DE LA RESISTANCE EPROUVEE DANS L’AIR PAR UN PROJECTILE.

1. Suivant Newton, la résistance sur un élément plan, qui s’avance
dans la direction de la normale a cet élément, éprouve dans Dair une
résistance normale proportionnelle au carré de sa vitesse ¢. Ainsi, en
désignant par do la grandeur de cet élément plan, celte résistance serait
représentée par Av*ds et, d’apres la théorie de Newton, le coefficient A
serait aussi déterminé; mais on sait maintenant que cette formule ne
peut étre admise. Cetfe résistance étant fonction de la vitesse, repré-
sentons-la done par

(a) S(v) da.

D’apres la méme théorie, la résistance sur un élément plan, qui se
meut dans une direction qui fait un angle aiguz avec la normale, sera
encore normale a cet ¢lément, et I'on obtiendra son expression en
remplagant dans I'expression (@) la vitesse ¢ par la composante normale
de cette vitesse, vcost; par conséquent, on obtient pour la composante
de la résistance dans la direction du mouvement

Sflveosi)eosids.

Imaginons ensuite un corps en mouvement dans 'air, et supposons
que sa surface soit convexe; on peul distinguer cette surface en deux
parties, l'une antérieure, l'autre postérieure, séparées par la courbe
de contact d’un cylindre circonserit dont les génératrices sont paral-
leles & la direction de la vitesse. On admet généralement que les élé-
ments de la partie antérieure résisteraient, comme nous avons dit pour
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un élément plan, et que les éléments de la partie postérieure n’éprou-
veraient aucune action de la part de I'air.

Ces deux parties de la surface en lesquelles on la divise et qui varient
a chaque instant sont une grande difficulté pour I'application de I’ana-
lyse; il est évident, en eflet, que le probleme serait beaucoup plus
simple, si I'on pouvait supposer tous les éléments de la surface du
corps assujettis & la méme loi de résistance. D’ailleurs, I'hypothese
que I'on a faite sur les deux parties de la surface ne peut étre qu’'une
approximation ; car, bien que la partie antérieure du corps ait certai-
nement la plus grande influence sur la résistance au mouvement, il
n’est pas vraisemblable que la partie postérieure n’en ait aucune.

D’apres ce qui vient d’étre dit, on admet que les résistances, au moins
pour de grandes vilesses, se réduisent 4 des réactions normales ; mais
cette hypothese ne peut étre encore qu’une approximation, et, si elle
est suffisamment exacte pour les corps sphériques homogeénes lancés
sans mouvement de rotation, elle ne doit pas I'étre pour la partie cylin-
drique des projectiles oblongs, et, de plus, le frottement sur ces corps
doit changer leur orientation et doit tendre & rapprocher leur axe de la
direction du mouvement.

Pour trouver théoriquement la loi de la résistance de I'air, il faudrait
étudier simultanément le mouvement du projectile et la propagation
du mouvement dans I'air a partir des différentes positions du corps.
Un probleme de ce genre a été résolu par Poisson dans le cas de trés-
petites oscillations d’un pendule sphérique dans D'air [ Mouvernents
simultanés d’un pendule et de I'air environnant ( Mémores de I' Académie
des Sciences, 1. XI, 1832)]. Mais les calculs que Poisson a di employer
dans cette question relativement si simple et les hypotheses qu'il a pu
faire et qui ne seraient plus applicables dans le mouvement d’un pro-
jectile ne peuvent servir, pour la question dont nous parlons, qu’a en
montrer la difficulté. Il est done indispensable de considérer la loi de
la résistance comme une donnée de I’expérience.

Dans cette Section, j'expose une théorie rigoureuse du mouvement
des projectiles oblongs; jétablis les équations différentielles de ce
mouvement, et je montre comment on peul les intégrer, sans faire
aucune hypothese particuliere sur la loi de la résistance de 'air, qm est
ainsi laissée au choix du calculateur. e bd

34.
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PREMIERE SOLUTION DU MOUVEMENT D'UN PROJEGTILE DANS L'AIR.

2. Concevons un point matériel pesant qui se meuve sous l'influence
de la résistance de I'air dirigée en sens contraire de sa vitesse, et dé-
terminons les formules relatives a son mouvement. Ces formules con-
viendront aussi aumouvement du centre d’une sphere homogene lancée
dans I'air sans mouvement de rotation (Section 1V, n° 16), puisque la
résistance de I'air sur ce corps sera évidemment directement opposée
4 son mouvement.

Le point mobile restera pendant tout son mouvement dans le plan
vertical mené suivant la direction de la vitesse initiale. Prenons dans ce
plan un axe des s vertical mené de bas en haut et un axe des  horizon-
tal. Si nous représentons par ¢ la vitesse et par « I'angle qu’elle fait
avec I'axe des x, nous aurons

z £
= ¢sina;

di ool ds
(r) =veosa,

dt
d’apres cela, désignons par R la résistance de I'air divisée par la masse
du corps et par g l'accélération due a la pesanteur, nous aurons ces
deux équations

(2) d_____(v;?s::) = — Recose,
d(vsina) :
T oy = — g— Rsine.

Multiplions les deux derniéres équations respeclivement par sinez,
— cosz, et ajoutons-les; R s'éliminera, et 'on aura
do

(3) v = = gceosa.

Eliminons d¢ entre (2) et (3), nous aurons

d(vcosz) R

(4) - A

v,

La résistance ne doit varier qu’avec la vitesse; afin que I'expression de
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cetle résistance se préte facilement au caleul, posons

(5)

- —
U3 =

=a-+ bv;

alors I'équation (4) devient

dv a-sina by
e Th—
da cosa

~ cosa
Si 'on fait
vt =W,

on obtient I'équation linéaire et du premier ordre

dw

- Sine 0 —__bﬁ
dz cosa ~ cosz
En résolvant cette équation, on obtient
Tk do W
tw=— bn cos"« tang™ - — -
s

-+ conslt, |3
cos"*'e lang™ (’Z_ — E)

2

¢, ¢; nous aurons

remplagons w par ¢~" et indiquons par «,, ¢, les valeurs initiales de

1 1

%
A4 do
— == — bnlang™| - — ~)
v"cos"a Vi cosa

i cos™* o lang" (E — a)

2

Représentons, pour abréger, par — U le second membre de cette
équation, nous aurons

1 1
- — ===
v'cos'a v cos"o

et, par suite,

Vo COS 2,
Y= —— = e
cosay1— Ul cose

Cette équation déterminera ¢ en fonction de ¢, et comme, d’apres

269
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les équations (3) et (1), on a

S PRLE ) vdz
DR _.g;u':osa:1
d.r:-gdaa, 3

VJ
ds —— 7 langa dz,

on aura, par trois nouvelles quadratures, les quantités ¢, «, z en fonc-
tion de .

Si I'on suppose dans les formules précédentes @ = o, on a la solution
donnée par Jean Bernoulli. L'expression qui vient d’étre prise pour
I'expression de la résistance n’est pas admissible pour toutes les valeurs
de la vitesse, puisqu'elle doit s'annuler avec celte vitesse. Mais il
pourra arriver que, dans I’étendue ot ¢ doive varier, la résistance soit
représentée avec toute I'approximation désirable par la formule (5).
Toutefois, la solution précédente conduirait, dans la pratique, a des
calculs d'une extréme complication, et, de plus, il est impossible de la
modifier pour la rendre applicable au mouvement des projectiles diffé-
rents de la sphere.

MOUVEMENT D'UN PROJEGTILE SPHERIQUE.

3. Concevons un projectile sphérique, homogene, lancé sans mou-
vement de rotation; nous allons développer les coordonnées du projec-
tile par rapport aux puissances de ¢; ce calcul est sans difficulté, mais
nous I'exposons, parce qu’il nous sera nécessaire pour la détermination
rigoureuse du mouvement d’un projectile oblong. Prenons dans le plan
de la trajectoire décrite par le centre du corps deux axes de coordon-
nées reclangulaires, I'axe des x horizontal, I'axe des z vertical et mené
de bas en haut; désignons par g 'accélération de la gravité, par p. la
masse du corps, par R la résistance, par ds 'élément de la courbe,
nous aurons les équations

d' dx d*z dz

Eermp R o = e R o
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Représentons la vitesse par ¢, remplacons ds'par vdt el 'posous‘

da dz
(1) W_A’ E-&—gc:(},

nous aurons les équations

dA R dC R
=l e F(C —gt), v=A*+ (C—gt).
R n’étant fonetion que de ¢ et s’annulant avee cette quantité, prenons
pour R une expression de la forme

o 4 B+ y 2,

ol «, 3, 7 sont des constantes.

4. En concevant A et C développés suivant les puissances de .
posons
A=Ay+Al+A B+ AP ..,
C=C 4Gt Co4-Ctr 410

f

(2)
et nous aurons

97:A: +2.’\n A | f+'(A 3 4-31\“\:) {12 [An-‘\n“f"i\l AI} IP_"[')-An ;\‘4—2{\, A-'l+"\ ;) I+t
+C3 +2C,C, £+ (C? +2C,Cy) £2+2(CoCy+ €, Go) £ +(2C, €y +2 C,Cs -+ C2) ' +-..
=agt(C+ Cit 4 G+ Cyt' ... ) + g0,

ou bien

e ;\: —E-‘C;—l—?‘{;\qu—}—CnC;—(_:ug)t—l—':-“: B 3A0)\u+(:f +2C&{:?_'2C*g+g:} &
+ [24&.“1\3"*‘*2.&;1\34" 2‘:ocn+ :’-Ct(:I_ 2{:2{;} t:
+ (280A+2A, A+ A2 + 20,0+ 2C,Ci+- €2 —2Cyg) &2

Si I'on a, en général, & extraire la racine carrée d’une série de la
forme ng + n,t 4 nyt* + ..., et qu'on pose
a1
(me=nit 4+ na b 4+ B+ ) = No+ Nt 4 Not’4- Ny &2 4. 0 o

on pourra calculer successivement les coefficients Ny, N,, Noy ...,
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d’apres les égalités suivantes :

Ne=n,?, 2N.N, —qh aN,N7 N1 = n.,
'ZNnNa"‘ 2N|N3:H5, 2N9N|+ 2N;N3+N::n.‘, elc.

D’apres cela on aura

(3) 0=No+ N2+ Nl =Ny 2+ ...,
en calculant N;, Ny, N,, ... d’aprés les formules précédentes et en
prenant pour n,, n,, 7y, ... les valeurs suivantes :

ny—A =G5,

ny=2AA, +2C (Ci—g),
n,=A+2A,A;+ (Ci— g)*+ 2G,C,

ns—=2A,As 4+ 2A, A+ 2C,C+2C, (C—g),

n,—=2A A+ 2A,A,+ A2+ 2C,C,+ 2(C,— g) C;+ C3,

Les deux équations qui donnent A et C sont
dA

e

(C—gt) dA = AdC.

— (4 P+ vl A,

Substituons les expressions (2) et (3) dans ces équations et égalons
dans les deux membres les coefficients desmémes puissances de 2. Nous
déduirons de la premitre équation les formules suivantes, qui donnent

les coefficients A,, A,y A,, ..
A.'__—-——E.An'—@Aan'— ZAn.ﬂg‘!
p 2
SV, s ——S A— E (AnNa‘{* Aan} m— Z (Anﬂ|+ Aﬂi.:‘,
pom @
31‘32 —’El\g‘— E(A.N;"“ A|N|+A:Nn) " ‘:" {.‘\.ng+I\|ﬂ|+Agnu ),

4Ai —_ - Aa— E(A|N3+ A\N:—I" A:N|'l— A:Nu) — 5 [Agng-i— A;n;—!—A;fh—'— A;n,:',
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Ensuite de I'équation entre A et C nous concluons les valeurs de Cy,
lay Cgy ..., d’apres les formules

A,Ci— AiC=0,

2A4,C.— 2A,C=— A, g,

3A,C,—3A,C= A:Ci— A,C.—2A,g,

4A:Ci— §ACi=2A,Ci—2A,C:— 34,8,

5A,Co— 5A,Co=3A,C,— 3A,Ci+ A C:— A,C,— 4 A5,

Lorsque les développements de A, C seront obtenus, on aura, d’apres
les équations (1),
e
— g; 0 5 CTRanRal

i e
=D + At +A -4+ A=+ ...,
2 3
D, D’ étant deux constantes arbitraires:

5. Il peut arriver que les formules que nous venons d’obtenir ne
soient pas convergentes pour toutes les valeurs de ¢ qui se rapportent
a la trajectoire parcourue par le mobile; mais on pourra toujours diviser
la trajectoire en parties assez petites pour que ces formules soient tres-
convergentes, lorsqu’on les appliquera & un de ces arcs de la courbe,
en prenant pour temps initial le temps ol le mobile passe au commen-
cement de cet arc; on aura ainsi des formules diflérentes pour repré-
senter le mouvement sur chacune des parties de la courbe en lesquelles
on I'a divisée.

Lorsque les formules précédentes seront applicables tout le long de
la trajectoire, on pourra déterminer I'instant ou le corps passe au point
le plus haut en résolvant I'équation C — g¢ = o, ou

Cu "‘i_[cl‘_g i""‘{:;t"‘*"{g";i‘i' il t |5
Pour résoudre cette équation, posons

{=L,C=+ L, G- LG8t .. .
35
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Substituons dans I'équation et égalons a zéro les différentes puissances
de C,; alors L,, L, L,, ... seront déterminés par les équations sui-
vantes :

(Ci—g)Li+1=0,
(CG—gL+CLi=o,

(C,— g) L.+ 2G,L, L+ C,L; = o,

(Ci— g)Ls+ Ci(2L,L,+ L}) + 3G LI L + G L{ =0,

(Ci— g)Li—+ Cy(2L,L;+ 2L, L) + G, (3L L.+ 3L,L3) + 4G L L, +- G, L} =o,

....................................................

6. Exemple. — Déterminons le mouvement d'une bombe dont le
rayon est r==0",1355, le poids 50%,60, et qui estlancée sous une
inclinaison de 19°58'30”, avec une vitesse de 120™, 14 par seconde.

Nous prendrons pour la résistance sur ce projectile sphérique 1'ex-

pression
710,029 v’[l -+ 0,0023¢),

donnée dans la Balistiqgue de M. Didion, en supposant le poidsd’un litre .

d’air égal & 1%, 208; car la résistance peut étre considérée comme va-

riant proportionnellement a la densité de air. :
Nous obtiendrons

log & = 147986, log L =7,8415

4

Nous calculerons ensuite les coefficients des séries

A=A +At+ A0+ ...,
'::CG-I‘CI!‘FC:P—%— ey
v =N+ Nt-+Nt2+4 ...,

et nous trouverons successivement

A= 112,91, Co— " £1,045, ny—s - 14432305 N=—= 120,11,
A= —5,2266, C.=— 18999, ni=— 2141,§6, N,=— 8,9124,
B 030083, (i — 0,35673, n,=— 274,283, N.— 0,81087,
A= —0,029165, C;=— 0,027763, n,— — 20,9488, N;—=— 0,027036,

A= o,0019199, Ci= 0,0022000).
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On obtient ensuite pour le temps que met la bombe pour arriver au
point le plus haut 3¢, 86, et la vitesse en ce point est g6™,71.

Autre solution du mouvement d’un projectile spke’r:'gue.

7. Concevons encore un projectile sphérique lancé sans mouvement
de rotation. Si nous négligeons d’abord la résistance de I'air, nous
aurons pour I’équation de la force vive, en prenant les mémes axes de
coordonnées que ci-dessus, :

a1 5) + g
Pour former I'équation aux différences partielles d’'Hamilton, nous
devons faire (Section II, n° 4)

BTy T Y d T N

T i 7 PR - e e B

et il en résulte I'équation

1 [/dV)\? dvy:
L\ Nl e

on y satisfait en posant ces deux autres, oil @ représente une constante
arbitraire,
dv dv Sk
e L et ;——a-—zgz;
et I'on en déduit I'intégrale complete
¥/ :
V=par— - (?—--—- @ — 'zﬂ'.:> :
g3 3g\ n 5
Done, en désignant par 7, m deux nouvelles constlantes arbitraires, on a,

pour intégrales finies,

d\e'_! 7 gy~
(1) ] -+ 7, -(?;;_._m

35.
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(Section IT, n°7) ou

1
2/ =
i (F’—!—- at — 2gz) —ili=beT,
‘U.

Iz

1

pa (2h : :
P‘x-*-_rr_ —:‘-.-“"‘f! “I’.gz =y
HE NG

ct ces équalions peuvent s’écrire

[ m 7 \
\ x=—+all4+71l,
i 1 e :
(2] L
; o — pat o ;
' Z = — ----A-I'—-- -—J:'-lf—}—?:’.
\ 2.8 sl

Pour tenir compte ensuite de la résistance de I'air, nous devrons,
suivant ce qui a été dit au n® 5 de la Section VII, introduire I'ex-
pression

0Q = (2 + Bv + yv*) (2’ 0z + 2'd3), ,

el nous avons

2=a, #=—g(t+1), v=ya+g(t+1
O — aﬁ—i— (¢ +17)da + adr,
IU'
0z -:L! _p'—q-a—a-—g(!—i—r}ar.
s

Il en résulte

oh  a
— + —dm+2a(t+7)da).
Pt

(3) 0Q=(z+Bv+y¢?){[a’+ g (t+7)!] 0t — (t 417

Les quantités 4, t, a, m, qui d’abord étaient constantes dans les for-
mules (2), sont devenues variables et satisfont, d’apres les formules (1),
aux équations

dh 198 _a'_!.';: e d__&).
gt ol dt
da__d0 dm_d0
dt dm’ dt — da’

dans lesquelles on ne doit pas considérer les seconds membres comme
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les véritables dérivées d'une fonction Q, mais comme les coefficients
de Ot, %, Om, da dans la formule (3). On obtient donc

dh
dt

dr

=— (a+pBv+y¢)(a+ gt + 1)),

1
T
da
R

o (t—47) (e )
77 = 2al T) (e Bo—-yv2),

(o + o+ y07) (t 1),

(B +70%)a,

T It

et I'on peut remplacer ces équations par les suivantes :

dﬂ @ (oo £ a5 ey gy \
i [+ B @+ gt +1) +yl@+ g (t+1)7)],

adr= (t +1)da,

dm = —2p(t+7)da,

dh = £ (@ gi(t + 7)) da.

[

8. Les quantités a, t, m, h peuvent étre considérées comme fonc-
tions de la seule quantité z + =, ol 7 est lui-méme fonction de z. Posons

done

t4+7=T,
et nous aurons
da da dr
m=ﬁ@+ﬁ)
Nous aurons de méme
dr
dr dr dr dr dr
m =HT(I+3?) ou 3}5 —d‘l.',
'I—(—i-,-l-,
et il en résulte
da
Al s dT
dic dr’

I—--—
al
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Done les quatre équations qui déterminent @, t, m, A deviennent

da a —— . R dr
=— %L+ Vgl + (@ +g™)] (1- 1)

d_rla
(a) e gl
(b) LY
(e) %:%{a’—kgﬁ’]j—;-

En éliminant = de la premiere au moyen de la deuxieme, on obtient

d 1 , : ) da
(d) a%:—;[ac-i—ﬁ\/rgl‘—l-yga’—&-g"f’;] (“_“Ta"'f)'

Cette équation du premier ordre permettra de calculer @ en fonction
de T, et I'on pourra développer cette quantité en une série ordonnée
suivant les puissances croissantes de T

. (4) _ a=a+ aT+ aT'+aT+....
On pourra ensuite caleuler = sous la forme d'une série semblable
(5) r=n+uT+aul+5T4...,

au moyen de I’équation (a).
Ensuite de I'équation (&) on tirera, en désignant par m, une con-
stante arbitraire, '

(6) m=m—2p(te, T+ 3T+ {aT +...).
Enfin on déduira de I'équation (¢)
1 dh da dr da
iy M TR P ELat o - -T2 - oy b
pdl % dT +gT m=am+g(nT+anT+ 3T +. ),
et, par suite, en désignant par %, une constante arbitraire,

(7) :I[f:-— ) =2%(a—a})+g ($nT+ 0T+ ;T -+ Tty ).

Si I'on déterminait ensuite T en fonction de  au moyen de I'équation

T—itl=g+nT+oT'+...,
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on aurait les valeurs des quantités a, 7, m, & en fonction de ¢. Mais il
n'est pas commode d’exprimer T en fonction de ¢, et il vaudra mieux
faire varier T par degrés trés-petits et calculer les valeurs_correspon-
dantes de ¢ d’apres la formule .

G p e S S IR P o T

9. Calculons maintenant les deux séries (4), (5) au mdyen des'équa-
tions (d) et (a). Nous avons

a4 gT=a) +2a,a,T + (@} + 2a,a, + g*) T?
+ (2ats+aa,a:) TP+ (@} +2aias+ 2a0a ) T+ .. .4

posons
Pe=@Qiy pi=2a,@, pi=aj -+ 2dsa:+ g%

Py= 20005+ 24,0, Pri=a; F2aiay2aa0, 0 -,

et nous aurons

1 . L] = =

Vg T = (py+pyT +piT: 4. o) =Py PT -+ Py T2 4 P, T+

en calculant Py, P,, Py, ... d’aprés les formules

Po=p; =8y 2PPi=pi aP,Pi+ Pi=p,, elc.

-

En substituant donc la série (4) dans l’équalion (d) et égalant dans
les deux membres les coefficients des mémes puissances de ¢, on oh-
tient

B
| — 0 1}” (]
a a (F‘ i 4oL p)
sdy—— y "'P|+— 1]
“ (P‘ e

Ba,:E m—l—% (— @ P+ a,Py) + E{— Aoa—- AP},

fa,= £ aa,+ o (— @P;,+ a,P, + 2a,P,) + L (— @ops—+ aspy+2a:p, )
¢ ¢ e :

5 _GC ' @. ) 1}

Ja._;?:a,—:—“{—anlpl- P+ 2a;,P, 4+ 34a,P,)

+ % (— dapi+ asps+2a;pi + 3a,p, ),
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En substituant ensuite les deux séries (4) et (5) dans I’équation (a),
on obtient les égalités suivantes pour déterminer 7,, 75, 75, ...:

Ti=0, 2Tally— iy ITiy—+ 2T20— 20y,
fria+ 37,4+ 210, = 3a,,
5t,a, -+ 4?4& 43, -+ 2Ty — fay,

6tea,+ S5, + i+ 3nsai+ ama, = bay,

10. Détermination des constantes arbitraires. — Nous allons déter-
miner les constantes arbitraires, d’apres les conditions initiales. Non-
seulement les expressions de 2, = sont identiques pour les mouve-
ments troublé et non troublé, mais il en est de méme de leurs dérivées
a', z’. Ainsi 'on a (n°7)

r

A — z=—gT,

iy 1
x:E+a'l‘, z:zl—fm._gTz.
2 2pg 2

Supposons que 'on ait, pour ¢ = o,
R R e N =

L3

@', #, étant des quantités données. Désignons par / la valeur de = ou
de T pour ¢= o, nous aurons pour ces quatre condilions, en ayant
égard aux formules (G) et (7),

(A) i =ay+al+ali+t. ..,

(B) #, =—gl,

(C) o::??~—2{%aJ14—iaJ“4-%aJ‘+n..}+!zﬂ.
)‘o 2 ra A

(D) m:i—5%¥i+gmﬁh+ﬂﬁ+§mhhpL

L’équation (B) donne

dans I'équation (A), les coefficients @, a,, ... sont fonctions de a,:
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on pourra donc calculer @, au moyen de cette équation. Enfin on aura
m, et h,, d’apres les équations (C) et (D).

Reste & délerminer z,. Au pointle plus haut de la trajectoire, on a
=0 ou T =o0, et comme on a

r=n+ 0T+l 4+ T+, ..,

— 1, représente le temps du passage du mobile au point le plus élevé.
Faisons ¢ = o dans cette équation : T ct = deviennent égaux a /, et nous
avons

o=l — il — s 3— lh— .

pour calculer z,.

11. De la formation de Tables pour le calcul du mouyement des projec-
tiles. — La courbe décrite par un projectile sphérique donné est com-
plétement déterminée de forme, quand on connait sa vitesse @, au
point le plus haut. En faisant varier cette vitesse, on obtiendra toutes
les trajectoires que peut décrire le mobile; on ne peut toutefois consi-
dérer que des longueurs de ces trajectoires, dans I'étendue desquelles
les séries

a=a+a,T+aT 4+aT*+...
trt=n+nltnT ...

sont suffisamment convergentes. Pour étudier le mouvement en dehors
de cette étendue, il faudrait avoir recours aux formules des n® 3 et 4.

Dans les formules des numéros précédents, supposons 2 = o au point
le plus haut, c’est-a-dire lorsque T est nul; nous aurons alors aussi
T =0 én ce point, et par suite

Ta—=— 01y
ainsi 'expression dée t se réduira a
cr=nlltaD T, ...
Nous avons ensuite

i a, e gT!
et si, dans les équations
m Lt h @ o
z= —+aT, z:——-—-—--——gl’,
1 H‘l{ e Nt b 3
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nous remplagons m, A par leurs valeurs (6), (7), en ayant égard aux
valeurs des constantes, nous aurons

zxal —taT—ia;T'— a1 — s T —...,

1 - X\
s=—E8Tt (2o £ 3T + {u T+, ..

s le cas actuel, 1l e i ans le cas
Dans 1 tuel, il est beaucoup plus facile que dans le ca
général, examiné au n° 8, d’exprimer T en fonction de z. En effet,
dans la formule

T—t= '_.zT: =)= '.':{T: +T.‘T‘ s T
faisons

T=t{+he4 L+ L+, ..,
et nous trouverons

!,-_—_I, f,:":,, {,:9"’4—’-’-" 3‘2514—5',"3—%*

= 147! + 21237 + 607y + 322 1, ele.,

On peut, pour une valeur de a@,, qui représente la vitesse au point
le plus haut, calculer pour de petits accroissements de ¢ les valeurs de
', 5, x, z, d’apres les formules précédentes. Concevons que 'on ait
calculé de méme une suite de trajectoires pour des valeurs de a, crois-
sant par petits degrés. Alors, pour avoir la trajectmre décrite par le
mobile lancé avec une vitesse dont les composantes sont &, z, il n’y
aura qu’a examiner quelle est la trajectoire calculée sur laquelle les
composantes de la vitesse prennent ces valeurs ou des valeurs qui s’en
rapprochent le plus.

12. Exemple. — Proposons-nous de trouver le mouvement d’une
bombe dont le rayon est o“‘.:doS le poids 50,60, et dont la vitesse
au point le plus haut est g6, 7

Dans la formule qui donne la vntesse

a=a+aT+al*+aT 4. ..,

nous connaissons le premier terme 96,71t et, en calculant les coeffi-
cients suivants d’aprés les formules du n° 9, nous avons

a,=gb,7r1, a,—— 3,45166, a.—— 0,072804,

ay;=—0,007419, a,=— 0,00020270, elc.,
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En calculant ensuite les termes de la série

t=nl+ o+ T4 T4,
0,00007731,

— 0,000003651, ele.

ol —

vy

on trouve
T,=—0,019845,
7, = — 0,00004875
La trajectoire qui nous occupe est celle qui a été déjh examinée au
n°® 6, mais les séries actuelles sont beaucoup plus convergentes que
celles de ce numéro pour la branche descendante de la courbe.
Pour retrouver les mémes résultats, examinons le point d’ott le mo-
bile part avec une vitesse dont la composante verticale est

2l = 1" o4 2%

la valeur de T correspondante sera
_f
. §,1842;

1

| &

I—

o

r

on obtiendra pour la composante horizontale de la vitesse
2 =a,+ a,l +a:l'+ a, P+ .. .= 1127,907,

pour la vitesse elle-méme
v =Na' 4 5% = 120", 14,

et pour le temps que mettra la bombe pour aller du point considéré au

point le plus haut
{—=1{— ‘C:P—' Tal"—‘ uli—"-'sf‘—< b —— 3’,856.

Comment on peut ayoir égard a la variation de la densité de Uair traverse
par le projectile.

13. Dans ce qui précede, nous n’avons pas tenu compte du change-
ment de deosité de 'air avee la hauteur du projectile; montrons com-

nge

ment on peut y avoir égard.
Désignons par IT la pression de I'atmosphere, par p sa densité, par r
la distance .du projectile au centre de la Terre pour ¢= o, par g l'ac-
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célération de la pesanteur a cette distance. Sila distance verticale z du
projectile & sa position initiale varie de dz, la pression IT subit la dimi-
nution

o

: !
dll =— 25 “—‘_i:"—z]: dz.
En désignant par a le coefficient de dilatation de I'air, par 0 la tem-
pérature et par £ une certaine constante, on a

¢ : Il
L A R S e

il en résulte
g "
h(t+eaf) (r+3z) gz

(“I:—

2

¥ . 1
En négligeant le facteur ET

dll —g A
G R T

donc, en appelant IT, la valeur de IT pour z = o,

—E

kir+ =l
G |l

Pour déterminer la conslante £, supposons dans la formule
IL="/p(1+ab),

6 =o et la pression de 760 millimetres de mercure; IT représente la
pression d’une hauteur de ro,334 meétres d’eau sur 1 metre carré; ce
qui fait 10334 kilogrammes; gp est le poids d’un metre cube d’air ou
1*¢,293. On a done

el
10334 = 1,293 =y = =rgg2.
129 g z 79

Posons
1

:?992{: + af) T
nous aurons

1I :Hol‘.‘- {2 el, pal‘ Suit(.‘., = f_—lq']{{'—“—o‘—“ ! ami L]
t \ }I
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Or la résistance de I'atmosphere doit varier proportionnellement a
sa densité ; done, au lieu de supposer I'expression de la résistance de la
forme o9 + B¢ + 7¢*, nous devons la prendre de la forme

(av Lo yvilen.

D’apres cela, 'expression de 0Q du n°7 sera seulement multipliée
par e, et I'on aura

80 =(a+pv+yot)e[(a+ g (t+ 1)) 8t — (L +7)0h —adm+2a(l+7)da],

et les formules qui donnent a, 7, m, A seront

da e 3 oy .. da

T = [x+?u/rc+rrl +fa+g'1](a-—lm)
_ _n:f_- — t.l'n‘
i Uy £ 111

dm da

ar. = 2¢T gp’

dh _p SR da

= g + g'T ik

L.es trois dernidres restent les mémes, la premiere seule est changée;
nz seraen général assez petit pour qu’on puisse remplacer e™** par
).’: — ma ne ..
I —RE=1—Nn - ;-— —[—(—f"]?.

i

».,

Apres avoir calculé a, 7, m, &, en supposant n = o, on modifiera
facilement les valeurs obtenues pour tenir compte des termes multi-
pliés par 7.

Sur Uinfluence du mouyement de rotation de la Terre.

14. Sil'on veut tenir compte de I'influence du mouvement de rota-
tion de la Terre sur le mouvement d’'un projectile, on pourra faire
usage des formules du mouvement relatif (Section V, n*2, 3). Pre-
nons trois axes de coordonnées rectangulaires, I'axe des z vertical,
mené de bas en haut, I'axe des @ tangent au méridien et dirigé vers
I'équateur et I'axe des y tangent au parallele et dirigé de I'ouest a I'est.
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Nous désignerons par @, y, s les coordonnées du centre du corps
par rapport i ces axes, el par &, 4, § les quantités représentées par ces
lettres dans la Section citée. En représentant par o la vitesse de rota-
tion de la Terre, par ) la latitude du liew, et par p le rayon du parallele,
nous devrons faire aux numéros cités

l,== opsind,' ni=o0, s=—u'p cosh,
E = pop(xsink -+ z cos A,
p=—wcosd, ¢g=o, r=awmsinl,

T—F= (4w + )+ po[yEsink — (zcos)k + @ sind) 1+ y¢ cosi],

NIR

et, si I'on supposait le corps sollicité par des forces qui donnassent lieu
4 une fonction de forces U, on aurait

H=T—F —U— pwp(xsin + z cosh).

Il faut remarquer que £, », & sont les variables conjuguées
de @, y, z, et I'on passera du cas o I'on néglige la rotation de Ia
Terre a celui out 'on y a égard, en changeant la fonetion de forces U en

U— pw [yEsind — (3 cosh -z sink)n -+ 3 cosh] -+ po’p (2 sink + 3 COSA).

En désignant par m, n, h, a, b, = des constantes arbitraires, les for-
mules du mouvement parabolique, produit par la pesanteur, sont

1t } ¥ %
r—=—+alt+1), ; E=1a;

‘U.

n ;
y===0b(l+1), 0= b,

'U. J

oh —pla*+0*) g 2
z:-—---——F—'-(—— B (il Sl ()l

28 2

et on a, comme au n°7, les formules de perturbation

[ dh =4 ) - 4y 40
B g MO
(=) f:r.’rr____i&_l_, @:@5
A dt dm 't du
db fdl) dn dQ

Vdt = 4R’ dt db’
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La résistance opposée par I'air au mouvement n’est pas fonction de

la vitesse vraie du mobile, mais bien fonction de la vitesse relative

ya't 4+ y* + z’*, etl'on aura, d’apres le calcul du n°7, pour la partie
de dQ qni provient de la résistance de 'air,

e ' : .
om + - dn + 2all + 1) du + 2!':(t+r}ab]}
25 :

bR
2

avec

0= 2’ + )72+ 2= [+ wysind) -+ [n — o (xsink + 3005A)] + (E+0 y COSA )

Enfin, pour tenir compte de la rotation de la Terre, il faudra, en
négligeant les termes en »*, ajouter a 0Q' la variation 0Q” de I'expres-
sion

Q"= pw [k sind — (5 cosh -+ & sink)n + L cosi]

oh— p.(a*+b?)

= becosh— ng(t+z)cosh+ pbg(t-+1) cosl] .
28

= | (na—mb)sinh—

On résoudra les équations («) d’'apres les caleuls des n® 8, 9, en
faisant d’abord » = o; puis on tiendra ensuite facilement compte des
termes qui renferment o en facteur, et qui sont tres-petits.

SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS DE REVOLUTION LANCE SUIVANT SON AXE
AVEC UNE GRANDE VITESSE DE ROTATION.

Equations différentielles du mouvement.

15. Imaginons un corps de révolution lancé suivant son axe avec une
rotation trés-rapide autour de cet axe et supposons que le centre de
gravité coincide avec le centre de figure; tres-peu de temps apres I'in-
stant initial, axe de rotation sera incliné sur la tangente i la trajectoire
décrite par le centre de gravité. Pour se donner une premiere idée du
mouvement du corps autour de ce centre, on observera qu'il est solli-
cité par une résistance inclinée sur P'axe; si alors on regarde cette ré-
sistance comme constante pendant un certain temps, le corps ayantun
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mouvement trés-rapide autour de cet axe et étant sollicité par une
force constante inclinée sur 'axe, son mouvement de rolation autour
du centre de gravité pourra étre assimilé a celui d'une toupie dont
I'axe serait incliné sur la verticale, la résistance prenant la place de la
réaction du plan horizontal sur lequel est posée la pointe de la toupie;
car, si sa vitesse de rotation est tres-grande, cette réaction est a tres-
peu pres constante (Section IV, n°® 27).

On voit done que 'axe doit sortir du plan vertical initial. Quant au
mouvement de translation, il est da : 1°a la vitesse acquise, 2° a la
pesanteur, 3°a la résistance. Si la résistance était directement opposée
3 la vitesse, la vitesse au bout d’un instant d¢ resterait dans le méme
plan vertical, et il n’y aurait pas de dérivation du corps. Mais I'axe du
corps n’étant pas dans le plan vertical mené par la tangente a la trajec-
toire, la résistance ne sera pas située exactement dans ce plan et le
centre de gravité du corps sortira du plan vertical du tir.

La grandeur de la résultante des résistances qui s’operent sur toute
la surface du mobile dépend évidemment de la vitesse du corps; elle ne
dépendra en outre que de I'angle j formé par I'axe du corps et la
direction du mouvement ; donc¢, en supposant que I'angle j reste
trés-pelit, cette résistance peut étre représentée par la formule

(1) R=oav+4Boid-pod+jla' o o2 yor).

Nous aurons, en outre, & nous occuper de la direction de la
résistance, afin d’obtenir ces trois composantes par rapport & des
axes fixes.

Nous prendrons des axes fixes de coordonnées rectangulaires
Ox, Oy, Oz, passant par la position initiale O du corps, I'axe des z étant
dirigé suivant la verticale, 'axe Oz mené suivant la projection de la
vitesse initiale sur I'horizon et Oy 4 la droite d'un observateur placé
suivant Oz et regardant le projectile. Nous imaginerons, en outre, un
systeme mobile d’axes de coordonnées Gz,, Gy, Gz,, passant par le
centre de gravité G du corps, dont 'axe des z, coincide avec I'axe du
corps. Soient @, b, ¢ les cosinus des angles de I'axe des a avec ceux
des x,, y,, z,; solent a’, &', ¢" et a’, b”, ¢" les mémes quantités pour
'axe des y et celui des z.

D’aprés la loi élémentaire admise pour la résistance, on pourra cal-
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culer non-seulement expression (1), mais encore 'angle ¢ que la di-
rection opposée i la résistance fait avec la vitesse ¢; cet angle ne dé-
pendra que de ¢ et j el, comme ¢ doit sannuler pourj = o, nous

ferons
e= (I ¢+ v+ Fa0?) J.

Représentons les cosinus des angles de la direction opposée a la ré-
sistance avec les axes fixes de coordonnées par
(2) it 4 m i]l —+n n"_z 4
A ds s S P o
cette direction est évidemment située dans le plan z, GV, mené par
Gz, et une parallele GV a la vitesse ¢; I'angle ¢ de cette droite avec la
tangente étant trés-pelit, m, n, p sont de tres-petiles quantités. Le
plan z,GV s'écartant trés-peu du plan vertical initial, on peut cal-
culer m, p, en supposant que la direction qui nous occupe est siluée
dans ce plan.

D’apres cela, désignons parIlinclinaison sur 'axe des  de la di-
rection opposée a la résistance et supposons 'angle ¢ compté en allant
de la tangente a la trajectoire vers la direction opposée a la résistance:
alors nous aurons  trés-peu pres

dz dz dr
ﬁ-hlan;.!.s E_'-E.:?.?
tangl = - e P e o
I—Elangs —(Eﬁsm

Comme dans la derniere fraction la somme des carrés des deux termes
est égale a 'unité, pourvu que 'on néglige le carré de ¢*, ces deux
termes peuvent étre pris pour cosI et sinl, ou pour le premier et le
troisieme des cosinus (2); on a done

m..—..-—sﬂr—z, p.—_-ad'{'-‘-
ds ds

D’apres le degré d’approximation avee lequel 72, p sont calculés, on
devrait faire » = o; mais alors il n’existerait pas de dérivation et la
trajectoire resterait dans un plan vertical. Pour avoir égard 4 la déri-
vation, remarquons que la résistance est située dans le plan des deux

' 31
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droites Gz,, GV, qui sont paralleles aux droiles qui ont pour équa-

tions
VIR BT AR e TR

e R

ey i anc e dr, Ay 05

X, Y, Z étant les coordonnées courantes, il en résulte

(¢dz — " dy) (d —r'J'R) | o”dx—cdz)(-{;—:-' =~ n) 4 ledy—c dx) (g -&-p) A

ou
(¢'dz — ¢"dy)m + (¢"dx — eds)n + (edy — ¢'dx ) p =o,

et, en remplacant m, p par leurs valeurs,

g ,dzt-dz* v dy

dx —cds

Or, en projetant la vitesse ¢ sur Gz, et sur une perpendiculaire d Gz,
menée dans le plan z,GV, qui s'écarte tres-peu du plan des X, Z,
on a

? sdz
veosj=¢ - ¢
Sz dz
vsinj =c" e
et il en résulte
( RCCAE
(3) ey sinj v dt GOV

D’apres cela, en désignant par p. la masse du corps, nous aurons
pour les équations du mouvement du centre de gravité

( n’ﬁ:_ﬁ(dx d;‘)’

\ wt? 23 K_EE;

diy R [(dy )

4) e (o B

(4) di . (n"s =+ u) :
[@e_ s e
MdBERES 2 s s\ Vs “ s )

Si I'on réduisait 7 au second terme de la formule (3), il cst aisé de
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A dy , : %
voir que, y et If? étant nuls pour z = o, y serait constamment nul, et il
n'y aurait pas de dérivation; et comme d’ailleurs ce terme est tres-

. . d?‘ . . )
petit en comparaison de =% nous pourrons réduire dans la deuxieme

équation (3) n a
ec'

n=———=— (It 0+ kat? = bav?) ¢
sinj

16. Pour délerminer le mouvement de rotation du corps, nous sup-
poserons que I'on ait d’abord calculé @, z au moyen des équations (4),
en réduisant R & «¢ + B¢* 4 7¢° et en négligeant les termes qui dé-
pendent de ¢ et qui proviennent de ce que la résistance n’est pas direc-
tement opposce a la vitesse; ce calcul se fera d’apres le n° 4.

Les résistances sur la surface du corps étant symétriques par rapport
au plan z, GV, elles ne pourront que faire tourner le corps autour d’un
axe perpendiculaire & ce plan.

Désignons par oru la somme des moments des résistances élémentaires
par rapporta un axe mené par le point G perpendiculairement au plan
z, GV et par aw,, o, la somme des moments de ces résistances par rap-
port & Ga,, Gy,. Représentons aussi par &, € les moments d’inertie

par rapport a Ga,, Gz, et par p, ¢, r les composantes de la vitesse de
rotation suivant les axes mobiles, nous aurons

&3 (_f.’: —0
el
d, - A
o alrm,
s Anbba s
oo ‘d—" -+ | Ay — u)p? b= DlLQ»

pour les équations du mouvement de rotation (Section IV, n° 13) et I'on
déduit de la premiere
=)
w étanl constant.
On pourra caleuler la grandeur du moment o1 d’apres la loi ¢é1é-
37.
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mentaire de la résistance, et, comme 91 est nul si 7 est nul, posons
U :J‘-“.U -t f,v“ -t f:,l'"].

Désignons par GV’ la projection de GV sur le plan «, Gy,, en proje-
tant I'axe du moment oiu sur les axes G, et Gy,, nous aurons

: ; : N cos (VG
M, = — M cos (V Gf'fz_“cT}?(\T(Gv’),)’

M=  AMcos (V' Ga,) = 97;‘—;;"(5%3‘;)
Comme j est supposé trés-petit, on a
\- J =sin(2,GV) = cos(VGV'),
et si 'on pose, pour abréger,

L=10+1lv+ L,
on obtiendra

M == — L cos (VGy,) =— (b— b::: bﬂ""‘)

=) dx ,dy ,,dz
DTL:—- LCDS[VG.Z‘.)_- L( (?T+a|nf_t+ dg)‘

On a done, pour les équations du mouvement de rotation,

\,>£E+.v—«’l)qol~ui,(f {-!f f? + b !z)

dt dt a’
dq I dx , dy , 1z
(f! N, — | P = L(ﬂzﬁ—‘ {h—"‘i‘ﬂ ﬁf)

Caleul du mouyement de rotation du projectile autour de son centre
de gragité.

17. A l'origine du mouvement, le mobile tourne autour de son axe
de révolution ; le plan du maximum des aires coincide done avec celui
de ’équateur. Posons

A (PP gt =2,
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en sorte que % est la grandeur de Iaxe du plan mobile du maximum
des aires. Comme r a une valeur conslante » et que p, ¢, d’abord nuls,
deviennent de tres-petites quantités, la quantité £ subit un acerois-
sement.

Le plan fixe des @, y, celui de I'équateur et le plan invariable déter-
minent, sur une sphere qui a pour centre le centre de gravité du
corps, un triangle sphérique. Adoptant les notations du n° 5 de la
Section 1V, nous voyons que les cotés du triangle situés sur ces trois
plans seront désignés respectivement par & — o, ¢, — ¢, ¢, et les
angles opposés a ces cotés par 0,, 7, m— 0, et nous aurons ces formules

cosf = cosy cosl; — siny sinf, cosy, ,

__sinf,siny, __siny siny,

(1) - sl
A Bl sing (=9 sinf

v

Des deux formules du n® 3 de la méme Section,
lrsinf,sing, = Jup, Kksind, cos9,= g,

on conclut, pour 0, 'angle du plan invariable avec I'équateur, la for-
mule :

1 2
sinf, = E-M{pfji
1

dans laquelle £ differe trés-peu de €w, et, comme o est tres-grand, on
reconnait que I'angle 0,, qui est d’abord nul, reste toujours tres-petit.

Comme le corps tourne d'un mouvement uniforme autour de son axe
de révolution, son mouvement autour de son centre de gravité sera
parfaitement déterminé quand on aura calculé la position de cet axe.
Or la direction de I'axe du corps est fixée par I'angle ¢ qu'il fait avec
la verticale et par I'angle v de sa projection sur le plan horizontal
des &, y avec I'axe des a, et I'on a

-
u..:L]J—%a

puisque ¢ est I'angle de O« avec la trace du plan des @, y, sur celui
des @, y.
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Si I'on fait d’abord 6, = o dans les formules (1), on a
9:?! Hl-’-_:-‘x: (?:c:h‘—‘q)::
et si 0, n'est pas nul, mais trés-petit, on aura

6 =y — sinf, cosyy,
o5 sinf, siny,
LIJ =it T‘T’

et les parties principales de 6, ¢ sont les quantités 7, « qui désignent
I'angle du plan invariable avec le plan des x, y et la longitude du
nceud du plan invariable sur ce plan des «, y.

18. Quand un corps de révolution n’est sollicité par aucune force
extérieure, les formules qui donnent 6,, ¢,, ¢, sont (Scction 1v,

n° 6)
; :F,:;C\/[zkul,-—ﬁ’]dﬂge[!—i-':)'
(2 (G G= (£2),

Mais, sil’on suppose le méme corps sollicité par des forces perturba-
trices, on doit regarder %, 7, «, 3, k, G non comme des constantes,
mais comme des quantités variables données par les formules

ﬂ e abd Qi ()

Al ea dve pedli T ah’
dx o dQ dp__ dO
b b aidBit udladi - 4021
di _ dQ dG_| dQ
V! | e e 7

(voir Section VIII, n” 12) ou par la seule

d_!;_
at

dels <k ol e
or + FE—O;JTEZ-OG—F(T‘

-d—G-ék

= dp
30 = Oh — =5 00— S ok
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B est la projection de I'axe & du plan invariable sur I'axe des z; intro-
duisant donc 7 au lieu de 3, nous aurons

B =lcosy, op=2dkcosy— ksinydy,

et la formule précédente deviendra

dQ dQ dQ dQ ,  dO al ..
‘-ﬂﬁa+-@oy‘ T ik == 8t o+ - 3k + = 3G

: dh /
(3) / == = 0t -+ {if (0k cosy — ksinydy) + j’f oG
a dr dl iy dG .,
\ St oh — (“ cosy — e siny m-) Oot — 7 olk.

Cette formule équivaut aux six équations que I’on obtient en égalant
dans les deux membres les coefficients des mémes variations; on a done
ces trois équations

I siny e @9
Tdt — T dy
dle dy __ dQ dl Q

Y cosy — I siny —- N 8 e e

et 'on en tire les formules

- FRdoes 1 L)

i \ &= Ty &y
f Irsiny =~ s g -4 g cosy
dt — de = dG ;

qui serviront a calculer o, ;.

19. La quantité 0Q n’est pas, comme.nous savons, une différentielle
exacte, en sorte que 1'on doit supposer dans les formules précédentes
les dérivées de Q par rapport & «, 7, G, remplacées par les coeflicients

de dz, 07, dG dans dQ.
D’apres les notations du n® 14 de la Section 1V, posons

0Q = adc—+ a'dc'+ a"dc’,
ﬁPz-—bﬁc——b'ac — b det,
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multiplions les équations du mouvement de rotation respectivement
par dP, dQ et ajoulons; nous aurons

dp P o= \ o d
(-bd—’:-}-l,_o — ml,jgax)ol’—i—( l?“‘}“\m‘»'—ulpﬂ)) a0

55 dx , dy iz dx (ﬁ
_-L( rr b—+b—)PiI(dI1~ —+ a” )oQ,

t, d’apres les considérations de 'endroit cité de la Section 1V, le se-
(.011(] membre de cette équation représente — 0Q. On a donc, en sup-

dy
primant les termes multipliés par —-» puisque nous supposons la tra-

jectoire plane pour calculer le momcment-de rolation,

4 \ s ‘ ; . {v
— 00 = L[{@+ b*)dc + (aa’ - b )3¢’ + (aa” 4 bb" )" ] (d_:

: : o x ds
+ L[[aa” + bb")dc + (ad’ + bb' )¢’ + (a"* 4 ") dc" ] ﬁ-

ou
dx

0Q =L[(— 1+ ¢?)dc + cc’d¢' + ¢c 3" | — =5

-
+ L[ce”de + ¢ ¢"dc’ + (¢"*—1)dc"] ;,f

Or, en différentiant ’équation ¢* + ¢* -+ ¢"* =1, on a
¢dec+c¢'dc' + ¢"d¢"=o,

et il en résulte la formule trés-simple
. dx dz , ,
00 = — L (5 do o).

On a ensuite
¢ =sinfsiny, ¢’=—sinfdcosy, "= cosb,

par conséquent
de = — 'Y —+ ¢"sinddb,
d¢” = —sin640;

on en conclut

30 =Le ‘i’iauwl( :slnq:cosal

dz
d 7 -i-smOd )66.
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Or, en négligeant les termes multipliés par ¢,, on a
0y = da, 00 =27y, 0¢=—0G -+ M,dr + M,0/ -+ M, ok;

donc, si'on applique les équations (4), on devra y faire

dQ
dG 7 2
et I’on aura les formules
do I f : {x 2\
T T \—— sind cosf %& -+ sinf :l_t ’
dy it il o d
dt fs‘siuy" dt’
Si nous y faisons 0 ==, ¢ =@, ¢'= —sinfcosy, ces équations de-
viendront
L e
il T d I dt’
LIRS cos o 7
Alaraisly di
Faisons dans ces deux formules
A=y 2,
2
et nous aurons
n’_y S L ookl dx I:idz
5) di v o SR T de
d § 3
i B8 !- sinv l—f—r

dt — % di’

20. Pour résoudre les deux équations (5), faisons 4 == Cw, et

4
posons
v=uy -l gt

“/'.::}’n—!—y,f-{—‘/zf“—} SE

de plus, v étant trés-petit, nous pourrons remplacer cosv par 1 — -';—
38
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ou méme par l'unité. Faisons

Lodz s ns :
-C—mm-—lu-r-l|t+.[’zl+.
L dz

6{:;8? :llg-5—1{|t+[{:£!+-.-,

en substituant dans les équations (5 ), nous aurons

v+2ul +3u 82, = (PP L4 P,tu—...](colya— —.?',—z-au 4
' sin?y, /

—Ro—Rit—Ryt12—, .,
Yi+29:0 +3p0+ .. = (PPt +Po?+. . ) (v ot + w4 )

Si le temps ¢ est compté de l'instant ol sort le projectile de la
bouche a feu, on aura v, = o. D’autre part, on aura aussi (n° 4)

o

G
C=A,coly,, (= A, A A, coly,,
i ]

et, d’apres la maniere dont se déduisent P,, P,, .. , on en conclut

facilement
P,coty,— Ry=o0, P,coly,— R, =o.

Ensuite des deux équations ci-dessus, on conclut successivement
1830 =0, S0l =0 eGS0 SO
ainsi v et 7 se réduiront aux formes suivantes :

ve=w P u e u -
Y=y Yol v AR
D’apres le n® 17, nous avons, pour calculer les deux angles 6, v
qui déterminent la position de I'axe du corps, les deux formules
0 =y — sinf, cosy,,

sin, sin

7
vV=a— — s
2 siny

Nous venons d’apprendre & calculer 4, v, en négligeant les derniers
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termes qui sont effectivement tres-petits et négligeables. Cependant,
si 'on voulait y avoir égard, il faudrait calculer 0,, ¢, d’apres les
formules (2), en y regardant les quantités G, %, =, /& qui y entrent
comme des quantités variables données par les équations renfermées
dans la formule (3).

Caleul du mouvement de translation du centre de gravite.

21. Nous avons déja calculé les valeurs des coordonnées , z du
centre de gravité, en supposant que 1'axe du corps soit constamment
dirigé suivant la tangente a la trajectoire; calculons ensuite la valeur
de la dérivation y et les corrections & apporter aux valeurs de z, z.

Posons

dx dz dy

:’_I.?:A’ ;ﬁ-:{:ﬁg-’, ?“-rB,

nous aurons les trois équations

2R 4 R R
R "JA s (C— gt)e,
dc R g
() b == (C—gl)— 0 As,
dB R gc’
8 T it T
On a
¢' = —sinf cosy,

ou a trés-peu pres

¢’ =siny sinv =usiny.
Exprimons dans la troisitme équation («) les quantités autres que
B en fonction de ¢, et nous pourrons la mettre sous la forme

%:(S“+S‘t+s,t=+...]B+L.t+L=P+Lm+...:

nous ferons ensuife

‘i_”:B:B.,+B.1-+-B,1=+-‘.,
i

38.
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et nous pourrons calculer les coefficients B,, B,, ... d’aprés cette
équation. Si le temps ¢ est compté de I'instant du départ du projec-

tile, on verra facilement que I'on a B, =o0, B, =o, B, =0, B, =o0.
& ; : 3 dA dC
On exprimera ensuite en fonction de ¢ les parties de -7 == que

I’on avait d’abord négligées, et, en les intégrant, on aura les correc-
tions a apporter aux valeurs de A, C calculées précédemment.

CALCUL Dﬁ LA RESISTANCE DE L'AIR SUR UNE SURFACE DE REVOLUTION.

22. Supposons d’abord un corps de révolution qui se meuve suivant
son axe. Désignons par ) I'angle de la normale avee le plan du paral-
lele; si nous représentons par f(¢) la résistance de I'air surune surface
plane égale & 'unité, qui se meut suivant la normale, on aura (n° 1)
pour la résistance normale sur I'élément do

f(esind)do

et pour ses deux composantes parallele et perpendiculaire & I'axe

flvsind)dzsind, f(vsink)dscosa.

Les secondes composantes se détruisent entre elles, et, pour calculer
la résultante des premieres, on remarquera que la surface engendrée
par la rotation de I'are ds du méridien autour de I'axe est 2wy ds, et 'on

en conclut pour la résistance

ax [f(vsin})sindyds = 2rr'ff(c' ;{:) rdy,

I'intégrale s'étendant aux valeurs de y qui correspondent a la partie
antérieure du projectile.

23. Supposons ensuite que I'axe du projectile fasse un angle avec la
direction de la vitesse. Imaginons un cylindre circonserit a la surface
du corps et parallele & la direction de la vitesse; la courbe de contact

I p : :
partagera la surface en deux parties: 'une qui éprouve une résistance,
ct I'autre qui n’en éprouve pas.

.
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Soit Oz I'axe de révolution; par cet axe menons un plan parallele
a la vitesse que nous prendrons pour le plan des z, y. Soient dz un
élément de la surface, y I'angle de la normale extérieure a cet élément
avec la vitesse et j 'angle de la vitesse avec la direction de I'axe
de révolution. Nous aurons sur I’élément dz la résistance normale

flvcosy)de,

et si 'on désigne par) I'angle de la normale avec le plan des x, y et
par ¢ la longitude & partir du plan des =, y, on a pour les trois compo-
santes suivant les axes des , y, =

f(vcosy)cosksinods, f(ecosy)costcosods, f(vcosy)sindds.

Prenons pour do I'élément de surface compris entre deux paralleles
et deux méridiens infiniment voisins; soient p le rayon de courbure du
méridien sur cet élément et y sa distance A I'axe : nous aurons

dg = e d). !’f(p .

Les composantes suivant ’axe des 2 des résistances sur deux élé-
ments symétriques par rapport au plan des z, y se détruisent; les com-
posantes suivant les axes des y el des = s’ajoutent pour ces mémes élé-
ments et donnent les expressions

n ==2ypf(veosy)coshicosodhdy, L=2ypf(vcosy)sinidldo.
Il en résulte par rapport & ’axe des « le moment élémentaire
£y cose —ns.

Si donc nous désignons par Y, Z les composantes de la résistance to-
tale et par 9L son moment nous aurons

Y =2 [ fypflvcosy)cosicosodrdy,
Z = [ [ypf(vcosy)sindhdArdy,
MU == [ fyp flvcosy)(rsindk — zcost)cosodrdy,

les intégrales s’étendant aux valeurs de %, 7, qui se rapportent i la
partie antérieure du corps, située d’un méme coté du plan des =, y.
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Quand I'angle y de la normale et de la vitesse est aigu, I’élément
éprouve une résistanee; quand cet angle est obtus, 1'élément n’en
éprouve pas : done la courbe qui sépare la partie de la surface qui subit
une résistance de l'autre partie a pour équation

COSy = 0.

Menons par un méme point trois paralleles a I'axe des z, & la nor-
male sur I’élément do et a la vitesse ¢, il en résultera un angle triedre
dont on déduira :

(0sy, = sin} cosj -+ cos)sin j coso.

Pour déterminer les points ou la courbe de séparalion rencontre
le plan des z, y, faisons ¢ = o0 ou = dans cette équation en méme
lemps que cosy = o, et nous aurons

tang/ = tangh ou A=z].
D'apres cela, nous distinguerons la surface résistante en deux par-
ties : 1° celle pour laquelle X est = j; pour cette partie, il faudra faire
varier dans les intégrales doubles A de; a '—:‘etcpde zéroam; 2°celle pour

laquelle % varie de — 7 & + 7 pour cette partie de la surface, il faudra
faive varier, dans les intégrales doubles, A depuis — j jusqu’a +j et ¢
depuis zéro jusqu'a la valeur de ¢ = /, fournie par I'équation

lang)._
langj

sindcosj -+ cosAsinjcosl=a ou cosl= —

Résistance de Uair sur la surface d’un tronc de céne qui s’avance
la petite base en avant.

24. La latitude X de tous les points du tronc de cone est la méme et
égale & la moitié de 'angle au sommet du cone.

Soient 7, 7/ les rayons dela grande et de la petite base, et % la hau-
teur; nous aurons

r
3 r—or h
sini = —_——=" CDS}.: i —
Vit (r—1r)? Vil (r—r')

(r—1")cosj <+ hsinj coso

coSy = S
Vi (r—1")? :
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Reprenons les deux formules relatives a la résistance sur deux élé-
ments symétriques, par rapport au plan des yz,

n = 2f(vcosy)cosrcoseds, L=2f(vcosy)sinide.

Comme X reste le méme le long d’une génératrice, on a, en prenant
pour ds la partie de la surface latérale renfermée entre deux généra-
trices infiniment voisines,

do =4 (r+-r) k' +(r—r)dy.

Remplagons do par sa valeur dans 4 et &, puis faisons la somme de
toutes ces composantes ¢lémentaires; nous aurons

Y=h(r+r")[f(vcosy) c05q:dqa,
Z = (r— 1) ff(vcosy)c

et il n’y a plus qu'a indiquer les limites de ces intégrales.

Si j est <), tous les points de la surface latérale du trone de cone
subiront une résistance, et il faudra intégrer par rapport a o de zéro
a m. Si j est =), la partie de la surface latérale qui subira une résis-
tance aura sa longltude @ comprise de zéro a == /, en posant
tangh r—

Cos = tang; i'r.langj;

il faudra done intégrer par rapport a ¢ de zéro a L.

Pour déterminer la résistance éprouvée par la petite base, remar-
quons que la composante de la vitesse suivant la normale & cette sur-
face est ¢cosy; on aura donc, pour les composantes de cette résistance,

Ve AR e :r’j‘i\vcos‘j -

25. Cherchons le point ou la résultante des résistances sur la sur-
face latérale rencontre I’axe.

Comme la résistance est uniforme tout le long de I’élément renfermé
entre deux génératrices infiniment voisines, le point d’application de
la résistance totale sur I'élément sera au centre de gravité F de cet élé-
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ment, qu’'on obtiendra en prenant sur la génératrice une longueur

(r+2r')< AB
3(r+1')

i‘ E‘ —_—

Elevons la normale FI ( fig. 6) a la surface, les résistances sur tous les
éléments semblables rencontrent 1'axe au point I donc il en sera de

Fig. 0.

méme de la résultante, et 'on trouve facilement

(r+or ) ht—a(*—r3)

e 3hir+r')

Soit G le centre de gravité du tronce de cone, on a

GD - ‘!iff + 312 2m')
T (et )

on connait donce GI, et 'on a, pour le moment de la résistance par rap-
port a ce centre,

26. Supposons la fonction /(¢) de la forme
ol -+ g,
nous aurons, pour les composantes de la résistance sur la surface
latérale,
(a) { Y=pvh(r+r)[fcos'ycosgdp + yv*h(r-r') fcos’ycosody,
' { Z =20 (rr—r") fcos'yde + yv* (1 — ') fcos*y do,

en remplagant dans ces expressions cosy, par sa valeur donnée au n® 24.
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Dans le cas oui j est < ), les intégrales devront étre prises depuis
¢ = o0 jusqu’a ¢ = =, et I'on aura

. ) : : ; 3D
Y= i(r:_ " n [4Bvisin2) sin2d - 3y¢*(sin’AcosA sin j cos’j -+ Lcos*Asiny )],

Z =nBe*(r*— r't)(sin*d cos’j 4+ L cos’Asin’j)
+ mye (12 — 1) (sin*hcos’j + I sindcosthcosj sin?)).

On aura de plus, pour les composantes de la résistance sur la petite

base, . : 2|
Y =0, Z=mr*(pPetcos’] - yvicos'y).

Pour obtenir les composantes de la résistance sur la surface latérale
d’un cylindre, il faudra faire, dans les expressions (@), 1 =o, r'=r
T

et intégrer depuis ¢ = o jusqu'd p = >: ce qui donnera

Y = {Berhrsin’] + iayethrsiny, Z=o.

Résistance sur un projectile formé d'un cylindre surmonté d’un tronc
de cone.

27. Le cylindre et le tronc de cone ont le méme axe, et le rayon du
cylindre est égal a celui de la grande base du tronc de cone; désignons
par H la hauteur du cylindre. Réunissons les résistances qui pro-
viennent de la surface latérale du trone, de sa base et de la surface
latérale du cylindre, et nous obtiendrons, en supposant j <2, pour
leurs composantes i

Y = Eﬁk (r—+ r')v*sin2dsinaj

-4 ? yh(r—+r')¢(sin*AcosAsing cos’j -+ | cos*Asin’j)
-+ %ﬁl[:‘vﬂsin’j + 3 myHrv'sinij,

Z = mf(r? — r'*)v*(sin? A cos’j <+ ;cos*Asin’j)
7y (r? — r'?) ¢*(sin A cos?y <+ 3sind cos'A cos; sinj)

+ 't (Beicos?] + yvicos'y).
. 36
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Supposons que le projectile soit plein et homogene, et désignons
par O son centre de gravité, on trouve facilement
rH: e
ok ——L—.’:r’ <+ 31 4-2rr')
12
DO — k -
1 H -+ 3 (P2 rr' -+ r'?)

Décomposons la quantité Y en deux parties : 'une Y’ provenant des
résistances qui ont lieu sur la surface du trone de cone, I'autre Y”
provenant des résistances sur la surface du cylindre, nous aurons

Y =h(r+1)Z Besina sin2)

4
3wl 7 £ LA : ]
=5 ?J- I(r— r")yv*(sin’} coshsinj cos?j + | cos'Asin?j),
Y’=4BHresin’j + Loy Hrosindy,

et nous obtiendrons pour le moment des résistances par rapport a une
droite menée par le centre de gravité O, perpendiculairement au plan

des z, y,
M =Y x<0I—Y" x0E,

G’ élant le centre de gravité du cylindre, ou
H \

DL = ¥ 5¢ (0D + ID) —¥” 3 (; —on),

OD et 1D étant deux longueurs constantes que nous avons calculées.

Exemple de mouvement d’un projectile oblong.

28. Supposons un projectile ayant la forme d'un cylindre surmonté.
d'un tronc de cone de méme base inférieure, et adoptons pour les
rayons des bases, pour la hauteur du trone et pour celle du cylindre,
les dimensions suivantes :

r— o BN 3h A =0 on5 V H = 0,101

Prenons son poids égal & 28 kilogrammes. Quoique le projectile ait
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une partie creuse, on supposera que les centres de gravité du tronc,
du cylindre et du corps entier soient les mémes que si le projectile était
plein et homogéne. Pour calculer le moment d’inertie € autour de
'axe du corps, il faudrait connaitre la forme de la cavité intérieure;
prenons @ = 0,0090; enfin supposons le corps lancé suivant son axe
avec une vitesse de 4oo metres sous une inclinaison de 6 degrés. Si le
pas de I'hélice suivie dans la piece par le projectile est de 4 metres, la
vitesse de rotation sera

2 400 = 628,31852.
4
Pour déterminer le signe de cette rotation, nous remarquerons que, au
n° 15, Paxe Oy a été mené a droite du plan de tir pour un observateur
situé suivant Oz et regardant Ox;: le ‘i.}st{,mc d’axes Ga,, y,, 5, est su-
perposable avec Oa, y, z. D’apres cela, si I'on suppose que la rotation
ait lieu de Oz vers Oy, ou de Gy, vers Ga,, la vitesse de rotation sera
négative et I’on fera
o= — 628,31852.
Représentons la loi de la résistance sur I'élément do supposé normal

a la vitesse par
(Biv* + 7,¢*) da,

-

et, pour caleuler £, 7,, admettons comme au n°® 6, pour la résis-
tance sur la surface d’une sphere de rayon r, la formule

mri(flvt+y'v*) avec [ =o0,027, y'= 0,0000621.

En appliquant la formule du n® 22, on trouve aussi pour cette ré-
sistance
o r? M = ?'__‘_.ﬂ ) 3
4 5

et, en égalant ces deux expressions, on obtient

™
o
gt
|

f;,:'.?.

La grandeur de la résistance est \Z* -+ Y*, en prenant pour Z, Y les
expressions du n° 26; si I'on néglige les termes multipliés par 72,
39
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cette résistance se réduit a Uexpression de Z, qui elle-méme se réduit a
(=B (r*—1'2) sin?A+mr'* 3]0 + [my, (P —17?) SiRPA - writy, ]2,

et, en la représentant par S¢* 4+ y¢°, on a

B=mnp (r? — r'*)sin?d + wr"p,
¢ =mxy (e2—r?)sin?dA 4 writy.

Nous avons ensuite

sin*h = ?-—(L:-QT— —0,18326, logsini=1,63153;
=k [r— 1)
3 = 0,00036870, 7 = 0,00000079548,
Pob = s
log = = 4,11115, log £ = 7,44512.
€, 4, 8, 44 ‘

Calculons, d’aprés le n° 4, les coefficients des séries
A-_—'Au—"'A|t+A,t}+.. .y
CZCQ +C|l "i‘C;‘R 4 ey
=g -+ il -+ R L. ..,
v =No-++-Nit 4N +...,

¢l nous avons

log A, = 2, 59967, log C, = 1,62129,
log n, =5,20412, - logN, = 2,60206,
log— A, =1,58310, log — C, =o0,60472,
log — n = 4,49999, log — N, = 1, 59690,
log A, = 0,66382, IOQ‘C,:T,QSOBI,
log n, = 3,73291, logN; =0,68160,
log — A; = 1, 78368, log — C; = 1,09527,
log — n. = 2, gfo27, log — N, = 1,78866,
log A: = 2,92342, log C, = 2,23376,
log n, = 2,14709, log N, = 2, 93344,
log — A, = 2,06923, log — C. = 3,38195,
log —n, = 1,34772, log — N, = 2, 07838,
log A, = 3,22566, log C; = 4, 59263,
log n, = 0,54728, log N, = 3, 23583,
log — A; = 4,38710, log — C, =5,71978,

log — n: = 1, 74569, log — N; = §,39831.
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On a ainsi
A= 3097;81 — 3_8,'),5}: {4+ 4,61120° — 0,60768¢* + 0,083833 ¢*
—0,011928¢ + 0,0016813 {* — 0,00024384 ' +.. .,

C=41,811 —4,0245 14 0,05678 £ — 0,12453 1* + 0,017130¢"
— 0,0024006 ¢* + 0,00039141 {* — 0,000052453 I’,

x=397,81 ¢ — 19,145 £+ 1,5371 * — 0,15192 1* + 0,016967 &*
-— 0,001954 {* + 0,0002402 I" — 0,00003048 ¢,

Z=41,8111—6,9166 + 0,31893 1" — 0,03113 {' + 0,003426 1*
— 0,0004016 1Y + 0,00005592 (" — 0,000006557 ¢

29. Occupons-nous ensuite du mouvement de rotation. En négli-
geant les termes multipliés par 2, on a (n°27), en ayant égard au signe

du moment,
I —= —Y¥' < (0D + DI},

™ o s 5o B ¢ e
(a) Y’:;ft(r—kr’}ﬁsmzl.v'sm;—i——ZEfau'—f—r’}ysm’).cos?..v’sm‘;.

D’apres les formules qui donnent DI, DO (n® 25, 27), on a
DI = 0,012677, DO = 0,066964, log(OD -+ DI)= 2,qg0114,
et en faisant comme au n° 16 |

31L:(IQU’+I’3“'S:|J., L:f,v—i—’;.t",

il en résulte i
log — &,=5,75667, log— = 7,02293.

En remplacant cosv par 1 dans les formules du mouvement de rota-
tion, parce que v est (res-pelit, on a (n°19)

du I S i dz

qd e O g e ar
d_}_l_ L u(fx \
dt — Sn dt
Posons
A R
i

nous aurons e
log f= 5,00423, log ki = 8, 27049,



310 DYNAMIQUE ANALYTIQUE.

el comme on a

v—= N, SN No b2 g 3 =y = nal -4 ey E::A,,+A.t+...

il en résulte

[; d.T

o’
|r * 3 b - rl
P e (fo+kv*) — _P S PrarsPrr o su T
en posant

Pn:ran—f‘ f't'na}Aln P|:{an'i_ Ifﬂ-u Al“'li—l:fN +ffn|]l\o-
P.—= (fNi+ kns) As+ (fN =+ kn, ) A, =+ ( fNa - kn,) Ag, etc.
On a de méme

Elidsian

e fv+ﬂv"(—l—_ﬂ+[{!~l—[li4

en posant

Ry=(fN,+kn)Cs, Ri=(fNo+ kn,)Ci+ ( fN, + kn) C,,
R, = ( N, + kn,) G+ (fNi + kn,) C, + ( f Na+ kna) G, etc.

On calculera d’abord les quantités

log( fNe<kno) = 3,84645, log( fNi+ kn,)=06,54182,
log (— fN, — kn,) = §,99505, log (— fN. — ken,) = 7,72925,
log( fN:+ kn,)=§,17403, log( JfNi+ kn;) = 8,91966,
log (— fN; — kn,) =5,35128, log(— fN; — kn;) = 8, 11032,
el I'on aura ensuite

logP, =0,44612, - logP, = 3,61518,

log — P, = 1,82097, log — P, — 4,84887,

logP, =T, :’1267, logP, = 4,07632,

log — P, = 2,37062, log — P, =5,20912;

R,=— o0,29359, R,=— 0,00006228,

R, = — 0,069597, R = — 0,000110350,

R.= o0,0169487, Ri=— 0,0000194481,

R, = — 0,00335997, R; = — 0,00000332032.
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Calculons d’apres cela les coefficients des deux séries

V2ROt u i ol Y=Yyt

nous avons
coty = coty, — SilT:'Yn 14— siz:?n *— Sili:‘:y, e siz’?yu !-1
== (Jr_}::_};; —_ 3%%73) t‘—;—.'..;
v: étant trés-petit, le coefficient de ¢® peut étre réduitd — —2—, et

.-,m’y,
lon peut faire une semblable remarque sur les coefficients suivants.
D’apres le n® 20, on obtient

3 Uy = 1)3 I’.‘.Ot}’u s ]{_h 4]’1 :pn Uiy
41“:. Pa'COl}'g.—Pt,, sythuui—%—[’.b;,
==t bm,}, =+ P coty, — Ry, 6= Povs+ Piv, + Puv,,
6ug=— "’: _P‘—,f{—+P,coty,—l¥5-

*sin’y, sin*y,

Par.ces formules, on trouve ces logarithmes, dont nous aurons besoin
plus loin,

log — v, = 3,04477, log — v, = 5,20330,
logu, =1,34850,  logu, =5,65123,
logu, = 4,60150, log — v, —5,16360;

log — ve = §,31834,
et nous avons les deux séries

u=——0,0011086{*4 0,0002231 ¢+ 0,00039949“—0,009208[31‘
— 0,00001597 17 - 0,0000447951* — 0,000014574 1"+ . .

y = 84°— 0,00077415 '+ 0,000271451* + 0, 00n1374£*“—-o 000112991’
+ 0 00001[)90! -+ 0,000011227¢°— 0 onoooﬁﬁﬁo;;t“’

30. Calculons la dérivation d’apres la formule du n° 21, en y
faisant ¢’ = vsiny,; elle devient

@— _R_B_[_R.
dt —  pe p. sing

usiny,
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On compte P'angle ¢ en allant de la direction de la vitesse vers la
direction opposée a la résistance (n° 15); désignons par £ I'angle de
cette derniere direction avec le plan des «,, y,, nous aurons

__ langf —coyy > 7
lange = 7{ e langﬁ CO[J‘, lanbﬁ -S.
et, en négligeant ;2, nous obtenons
Z sinj —
E lang: — il—]‘;——! .

Z

Négligeant done les termes multipliés par dam Z et ceux qui sont
multipliés parj* dans Y, on a

Z=0r+yv, Y=[(Go+ G, ¢)siny,
B, 7 ayant les valeurs données au n® 28 et G, G,, d’apres la formule (a)
du n° 29, ayant pour logarithmes
logG = §,85553, logG,=6,12199.

Il-en résulte
G =+ G.v)

e = sinj (u = oml
Changeons la forme de cette expression, en posant

2 GY- G v ki
_ﬁ_'_yv — 0 3

et calculons £_,, £, par interpolation; pour cela, faisons dans cette
équation ¢ = 400, v = 350 et nous aurons

ko =— 25,924, k,=— 0,74988.
Ainsi l'on a

w) A

et I'équation en B devient

dB s R

R :
m_. #vB‘_F{-_L;{’l—I_‘_ﬁuU)JSInyO'
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En posant

E:EM—Z w,—:Q(Nu+N.1+N,£=+...)+Z (o 4+l +n, ... )
[ 12 # 2

=—8 —8t—8t—...,

on a
S, = — 0,096257, 8, = — 0,000050184,
S, = o0,0130184, 8. = 0,0000079536,
8, = —o0,0021272, S = — 0,00000120497.
S,— 0,00032228,

On aura ensuite

!—}{; (s + o v) siny,=(— 8 — 8§t =8, #—85, ' —. ..)
> (fey == Teg No + ko N + by Ns £+ . . ) siny,

=F,+Ft+Fe4...,

avec
F,=— 2874,0, F, =— 4,46455,
F| - 699’331 F5 — 0!76745!
F, = — 139,032, F: =— o0,12099;

By=—"t 05, a504,3

puis on posera

:—:uf_. S Housings = (F,+F t+F, 0 +..) (n P+ ut4 )

= Lidet-L, a4 Lot - aig

avec
L.= "  3.,1862; L= 0,81849,
L=~ 1,41642, L, = — o, 14454.

Ly =—0,8379,
Reste A résoudre I’équation

%l;i:(Sﬂ+S|!’+S:£:+..-}B+Lst!+L‘£.*+"':

en posant
B=Bt'+B.+Bt"+...,

4o
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on a : .
4B,=L,, 5B,=5§,B; +L, 6B, =S,B, + 8, B, + L,,

et en calculant, on obtient

B,— - r1,0bat; B,= o,11780,
B.—=—o0,30373, B, = —o0,01959.
Bﬂ:_ 0;1309,

On a done enfin

g% —=B=1,0621t'— 0,303731*— 0,1309(" + 0,117801" — 0,01959 %,

y=0,2124{1"— 0,050624' — 0,0187 "+ 0,01472.1* — 0,00218 "
31. Calculons ensuite les corrections de A, C, , z. On a

dx dz
vsing = ¢” TF i T

or on a
¢"=cosf = cosy, ¢=sinfsiny s siny cosv,

et, comme v est trés-pétit, il en résulte
S Eoda Wi dz
(e) vsinj = cosy -z — siny 7>

formule qui permettrait de caleuler ;. D’aprés le n° 21, on a pour les

¢ tions de —- dA dC
orrectio =By

R, \ R,
—;._C-—g!.:e. - Ew.»\s,

ou, d'apres I'expression (b) de ¢,
% (C— gt)vsing, — IGAvsing,

en posant
By v) P O 8

[ ¢
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Remplagons 9% par une quantité constante, en y faisant ¢ = 350;

nous aurons
log — 9% = 4,52612.

D’aprés la formule (¢), on a . .

vsinj = (A,cosy — C;siny)*--(A;cosy — Gy siny ) £+ ..
= 0,46952 " — 0,06033 {* — 0,008273 ' — 0,0011705 ¢* — 0,00021352 1",

On en conclut

Correction de % = 0,0065928#*— 0,0013343*— 0,00001327 *

— 0,00002225280 . . .,

~

» d(a &
Correction de y A 0,06275(°— 0,0020218# — 0,0010565 ¢¢

— 0,000047588 . . . ;

par suite

Correction de A = 0,0021976#— 0,0003336 ' — 0,000002654 ¢*
— 0,0000037091" 4. . .,

Correction de C = — 0,020921'— 0,00050551' — 0,0002113 £*
— 0,00000793 {°,
Correction de x== 0,0005494 ' — 0,0000667 * — 0,000000442 (*

— 0,0000005291,

Correction de z =— — 0,00523 ' — 0,000101 1 {* — 0,0000352 {°
: — 0,00000113 (7.

On doit remarquer que A, C, @, =, sont donnés (n° 28) par des sé-
ries assez convergentes; on pourrait, par exemple, les employer jusqu’a
¢ =3 secondes et, par un calcul semblable, on pourrait obtenir les dé-
veloppements de ces mémes quantités depuis le commencement de la
quatrieme seconde jusqu’au point ot le projectile revient au niveau du
point de départ. Mais les séries qui donnent y, v, 7 sont beaucoup
moins convergentes; celles que nous avons trouvées (n°29) pour v, v
ne doivent pas étre employées au dela de z = 1 seconde. En posant
¢ =1+t et partant des valeursde A, C, n, N, v, 7 pour t= 1,

A = 363,598, C= 38,6132, n= 133034, N = 364,736,
v = — 0,0000799 = — 220", ¥ = 84"— 0,00045678 = 83°58'16",
41.)'
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on pourra développer v, 7 par rapport aux puissances de 2 et ces déve-
loppements pourront étre employés pendant la durée de la deuxieme
seconde; il sera ainsi possible de calculer successivement les valeurs
de v, 7.
On voit que les calculs que j'obtiens pour le mouvement d'un pro-
_jectile oblong, sont fort compliqués; mais la solution précédente est,
je crois, la seule rigoureuse qui ait été donnée jusqu’a présent.
Dans la théorie des n® 15-21, j’ai laissé arbitraire la loi de la ré-
sistance de I'air; dans I'application j'ai supposé que la résistance de
I'air sur un projectile sphérique ou oblong ne résulte que de pressions
normales et, d’aprés la résistance qui a lieu sur un projectile sphérique,
j'en ai conclu celle qui s’exerce sur le corps que j’ai examiné. Mais,
comme I'hypothese dont je suis parti n’est pas exacte, 'application pré-
cédente n’a été donnée que pour mieux faire comprendre comment
mes formules peuvent étre employées. :

Remarque sur la théorie précédente.

32. On doit observer que le probleme du mouvement d’un projectile
de révolution se décompose en plusieurs autres : 1°il exige la détermi-
nation par I'expérience dela résistance de I'air sur une surface plane qui
se meut dans ce milieu ; cette question difficile n’est pas encore résolue;
2° il exige la détermination géométrique, d’apres cette loi, de la résis-
tance de I'air sur le projectile donné dont I'axe de révolution fait un
anglej avec la direction du mouvement; cette résistance est située dans
le plan mené par I'axe du corps et une parallele ala vitesse; on aura a
déterminer en fonction de la vitesse ¢ et dej la grandeur de la résis-
tance,sa direction dans ce plan et son moment par rapport au centre
de gravité; 3° on aura ensuite a résoudre les équations différentielles
des mouvements de translation et derotation (n° 19 et 21).

FIN.
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