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Stanistaw ZUKOWSKI*

Ocena bezpieczenstwa plaskich konstrukcji pr¢towych
w aspekcie teorii przystosowania

W pracy przedstawiono algorytm probabilistycznej oceny bezpieczenstwa ptaskich konstrukeji preto-
wych wykonanych z materiatow sprezysto idealnie plastycznych. Algorytm obejmuje dwa zasadnicze
zagadnienia: okres§lanie warunkow granicznych na podstawie teorii przystosowania i oceng bezpie-
czenstwa konstrukcji z wykorzystaniem teorii niezawodno$ci. Algorytm uwzglednia obciazenia sta-
tyczne stale i zmienne, w tym zmiany temperatury w granicach, w ktérych mozna przyjaé, ze nie po-
woduja zmian wlasciwosci fizycznych materialu. Przedstawione zwiazki zachowuja swa waznos¢ takze
w przypadku dziatania obcigzen dynamicznych.

Na podstawie najistotniejszych pozycji literatury przedstawiono rys historyczny teorii przystosowania
oraz wyniki badan do$wiadczalnych uzasadniajace wybor tej teorii jako podstawy oceny bezpieczen-
stwa konstrukcji wykonanych z materiatdéw sprezysto idealnie plastycznych. Przedstawiono tez pod-
stawowe zalozenia i twierdzenia tej teorii. Wskazano na niespdjnosci klasycznych sformutowan kine-
matycznych ze sformutowaniami statycznymi teorii przystosowania i zaproponowano sposob ich
eliminacji. Zaproponowano algorytm formutowania warunkdéw granicznych wykorzystujacy analogie
migdzy sformutowaniami pierwotnymi i dualnymi programowania liniowego oraz migdzy sformuto-
waniami statycznymi i kinematycznymi teorii przystosowania. Algorytm ten obejmuje formulowanie
liniowych statycznych warunkow przystosowania konstrukcji, formutowanie liniowych uktadow row-
nan z ograniczen pierwotnych i dualnych uktadéw réwnan, ktérych rozwiazania pozwalaja na wyzna-
czanie warunkow granicznych jako funkcji zmiennych wyjsciowych okreslajacych konstrukcjeg i jej
obciazenia. Otrzymywane tak warunki graniczne moga by¢ traktowane jak ograniczenia kinematyczne
generujace, wraz z odpowiadajacymi im sformutowaniami statycznymi (pierwotnymi), rozwiazania zu-
petne. Przedstawiono liniowe warunki przystosowania wyrazone poprzez sity przekrojowe, dla prze-
krojow bisymetrycznych w przypadku zginania, w przypadku zginania z udziatem sity podtuznej oraz
w przypadku zginania z udzialem sity podtuznej i poprzecznej. Wskazano na niescistos¢ istniejacego
twierdzenia statycznego dla zginanych elementow o przekroju monosymetrycznym i wyprowadzono,
wyrazone poprzez sily przekrojowe, zlinearyzowane warunki przystosowania w przypadku zginania
oraz zginania z udziatem sity podtuzne;.

Podobnie jak w przypadku teorii przystosowania, na podstawie literatury przedstawiono rys historyczny
rozwoju teorii niezawodnos$ci. Uwzgledniono istniejace prace z zakresu oceny niezawodnosci w aspekcie
teorii przystosowania. Scharakteryzowano podstawowe miary i metody ich okreslania stosowane w teorii
niezawodno$ci. Zaproponowano iteracyjny algorytm wyznaczania wskaznika niezawodnos$ci Hasofe-
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4 Podstawowe oznaczenia

ra—Linda. Oméwiono podstawowe systemy niezawodnosciowe i przedstawiono modelowanie nimi
konstrukeji w kontekscie oceny bezpieczenstwa na podstawie teorii przystosowania.

Przedstawiono szczegdtowe zwiazki umozliwiajace oceng bezpieczenstwa ptaskich konstrukeji prgto-
wych o przekrojach jednorodnych i hybrydowych wykonanych z materiatow sprezysto idealnie pla-
stycznych. Proponowany algorytm moze tez by¢ tatwo adaptowany do oceny bezpieczenstwa takze
innych konstrukeji, na przyktad zelbetowych i uwzgledniania takze innych stanéw konstrukcji uzna-
wanych za awaryjne, na przyklad utraty statecznosci.

Zilustrowano zastosowanie proponowanej koncepcji oceny bezpieczenstwa konstrukeji dwoma przy-
ktadami. Przedstawiono wyniki kilku rozwiazan tych przyktadow ilustrujace rézne elementy propono-

wanego algorytmu.

Podstawowe oznaczenia

Przyjmujac oznaczenia, kierowano si¢ nastgpujacymi zasadami:

1) litera o normalnej grubosci czcionki oznacza stata, zmienna lub funkcje,

2) litera pogrubiona oznacza wektor lub macierz,

3) w oznaczeniach dwuliterowych druga litera doprecyzowuje oznaczenie zasadnicze,
jakim jest pierwsza litera (wyjatek stanowi symbol A, ktory oznacza przyrost lub am-
plitude wielkosci oznaczonej druga litera),

4) indeks gorny okresla przyczyng, ktorej skutkiem jest dana wielko$¢ lub stan uktadu
(wyjatek stanowi tu indeks 7, ktory moze oznacza¢ wptyw temperatury lub transpo-
zycje wektora lub macierzy),

5) indeks dolny pierwszy oznacza miejsce wystgpowania danej wielkosci lub jej nu-
mer,

6) indeks dolny drugi doprecyzowuje to miejsce.

Duze litery lacinskie

A — pole przekroju preta,

A — zbior zdarzen okreslajacych stan niebezpieczny (awaryjny) systemu,

A, — pole czgsci przekroju czynnej przy $cinaniu,

A — macierz wspotczynnikdw reprezentujacych pola naprezen resztkowych
samozréwnowazonych w przekrojach,

Ay — macierz wspotczynnikoéw reprezentujacych pola naprezen resztkowych
samozréwnowazonych w przekrojach,

Ay — macierz wspolczynnikow reprezentujacych pole resztkowych sit prze-
krojowych pozostajacych w rownowadze z obciazeniem zerowym,

Ay — macierz A, zredukowana do wspotczynnikow wystepujacych w ogra-
niczeniach aktywnych,

Ay — macierz Ay zredukowana do wspotczynnikow wystepujacych w ogra-

niczeniach aktywnych,
B — zbidr zdarzen okreslajacych bezpieczenstwo systemu,
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macierz wspotczynnikéw reprezentujacych pole naprezen resztko-
wych,

macierz wspotczynnikéw reprezentujacych pole naprezen resztko-
wych,

macierz kowariancji zmiennych X,

macierz podatnosci,

wspotczynniki spre¢zystosci materiatu,

modul sprezystosci Younga,

warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X,

obciazenie,

dystrybuanta zmiennej losowej X,

funkcja graniczna w przestrzeni standaryzowanych normalnych zmien-
nych losowych,

macierz sztywnosci,

macierz deterministyczna, ktorej elementami sa wartosci oczekiwa-
ne poszczegodlnych elementow tej macierzy,

macierz losowych fluktuacji macierzy K, ktorych wartosci oczekiwane
sq rOwne zeru,

moment bezwladnosci przekroju preta,

macierz jednostkowa,

dtugose, rozpigtose,

moment zginajacy w przekroju preta w uktadzie sprezystym,
moment resztkowy w przekroju preta,

graniczny moment plastyczny przekroju preta.

graniczny moment sprezysty przekroju preta.

maksymalny moment, przy ktérym mozliwe jest obciazenie w zakre-
sie sprezystym momentem z przeciwnym zwrotem o wartosci 2Me,
moment odpowiadajacy osiagnigciu przez strefg uplastyczniong osi
geometrycznej przekroju przy obciazaniu od zera do M",

moment zginajacy w i-tym przekroju wywotany jednostkowa sita hi-
perstatyczna Y; =1,

wektor amplitud spre¢zystych zmian momentow w przekrojach,

sita osiowa w przekroju preta w uktadzie sprezystym,

sita osiowa resztkowa w przekroju preta,

graniczna plastyczna sita osiowa w przekroju preta.

graniczna sprezysta sita osiowa w przekroju preta.

sita osiowa w i-tym przekroju wywotana jednostkowa silg hipersta-
tyczna Y; =1,
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prawdopodobienstwo zdarzenia Z,

dowolna sita przekrojowa,

wektor wspotczynnikow uktadu ograniczen statycznych na przysto-
sowanie reprezentujacych obciazenie,

wektor Q zredukowany do wspotczynnikow wystepujacych w ogra-
niczeniach czynnych,

moc dyssypacji uktadu,

moc obciazenia,

wektor przemieszczen,

sita tnaca w przekroju preta w uktadzie sprezystym,

sita tnaca resztkowa w przekroju preta,

graniczna sprezysta sita tnaca w przekroju preta,

graniczna plastyczna sila tnaca w przekroju preta,

wspotczynnik zmiennosci zmiennej X,

sita tnaca w i-tym przekroju wywolana jednostkowa sitg hiperstatyczna
r-1,
sprezysty wskaznik zginania przekroju preta,
plastyczny wskaznik zginania przekroju preta,
wskaznik zginania przekroju preta na przystosowanie (dla przekroju
bisymetrycznego Ws = Wo),
— wektor bazowych zmiennych losowych, to jest zmiennych
wyjsciowych stanowiacych parametry geometryczne i fizycz-
ne konstrukcji oraz parametry obcigzenia,

XR = (XRy,..., X&, )T 0 X — wektor zmiennych losowych okreslajacych no$no$¢ konstruk-

cji,

Xs = (Xsy,..., Xs)T 0O X — wektor zmiennych losowych okreslajacy obciazenie,

Y
Y = (Y, YT

Z(X) -

— wektor standaryzowanych zmiennych losowych,
— wektor zmiennych niezaleznych okreslajacych pola resztko-
wych sit przekrojowych,
zapas bezpieczenstwa (funkcja bazowych zmiennych losowych).
Male litery lacinskie
szerokos¢ przekroju,
funkcja ggstosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej X,
wysoko$¢ przekroju,
stopien statycznej niewyznaczalnosci uktadu,
liczba przekrojow krytycznych,
prawdopodobienstwo awarii,
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niezawodno$¢ (prawdopodobienstwo niewystapienia awarii),
grubos¢ stopki przekroju dwuteowego i teowego,

grubos¢ srodnika przekroju dwuteowego i teowego,

wektor wspotrzgdnych geometrycznych poszczegdlnych punktow cia-
1a,

pole naprgzen resztkowych samozrownowazonych w przekroju pre-
ta,

punkt obliczeniowy w przestrzeni standaryzowanych zmiennych lo-
sowych.

Duze litery greckie
przyrost (ujemny) wskaznika [ wynikajacy z uwzglednienia loso-
wego charakteru zmiennej X,
macierz losowych fluktuacji macierzy K, ktorych wartosci oczekiwane
sq rOwne zeru,
wektor predkosci odksztatcen naprzemiennych,
wektor amplitud spre¢zystych zmian momentow w przekrojach,
funkcja plastycznosci,
dystrybuanta rozktadu normalnego zmiennej losowej X,
dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego zmiennej losowej
X,
funkcja odwrotna do dystrybuanty rozktadu normalnego.

Matle litery greckie
wektor kosinusow kierunkowych,
macierze wspotczynnikow okreslajacych pola naprg¢zen resztkowych
samozréwnowazonych w przekrojach,
wskaznik (indeks) niezawodnos$ci Hasofera—Linda przy zmiennych
normalnych standaryzowanych,
wskaznik niezawodno$ci Hasofera—Linda,
wskaznik niezawodnos$ci Cornella,
wskaznik niezawodnosci wyznaczony metoda FORM,
wskaznik niezawodnosci wyznaczony metoda SORM,
wskaznik niezawodno$ci Roseblutha—Estevy,
przyrost (ujemny) wskaznika 8 wynikajacy z uwzglednienia losowe-
go charakteru zmiennej X,
delta Diraca,
wspotczynnik bezpieczenstwa,
odksztalcenie,
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odksztalcenie sprezyste,

odksztalcenie plastyczne,

odksztalcenie termiczne,

wektor odksztalcen transponowany,

predkos¢ odksztatcenia,

sktadowa tensora odksztalcen,

wektor zmiennych dualnych (predkosci odksztatcen plastycznych),
wektor zmiennych dualnych bez sktadowych zerowych,

krzywizny glowne powierzchni aproksymujacej,

wspolczynnik intensywnos$ci obcigzenia (mnoznik granic zmiennosci
obciazen),

wspotczynnik Poissona,

wspotrzedna przekroju krytycznego w przgsle preta,

wspotczynnik korelacji zmiennych R oraz S,

napr¢zenie normalne w jednoosiowym stanie naprgzenia,

granica plastyczno$ci materiatu,

sktadowa tensora naprezen,

odchylenie standardowe zmiennej losowej Z,

sktadowe normalne tensora naprezenia w uktadzie wspotrzednych x,
Y,z

sktadowe styczne tensora naprgzen,

predkosci zmian katow w przegubach plastycznych zginanych,
funkcja ggstosci prawdopodobienstwa,

n-wymiarowa normalna ggstos¢ prawdopodobienstwa standaryzowa-
nych zmiennych losowych,

wektor predkosci odksztalcen naprzemiennych.



1. Cel i zakres pracy

1.1. Cel pracy

Celem pracy jest opracowanie algorytmu probabilistycznej oceny bezpieczenstwa pta-
skich konstrukcji pretowych wykonanych z materialow, dla ktérych dopuszczalne jest
przyjgcie modelu sprezysto idealnie plastycznego. Algorytm uwzglednia obciazenia sta-
tyczne state i zmienne, w tym zmiany temperatury w granicach, w ktérych mozna przy-
jac, ze nie powoduja zmian wiasciwosci fizycznych materiatu. Przedstawione zwiazki
zachowuja swa wazno$¢ takze w przypadku dziatania obcigzen dynamicznych.

Podstawe oceny bezpieczenstwa stanowia warunki graniczne, ktorych spenienie ozna-
cza osiagnigcie przez obciazenie, o okreslonym programie dziatania, poziomu uznawa-
nego za zagrazajacy bezpieczenstwu. Przy przyjetych zatozeniach (konstrukcja sprezy-
sto idealnie plastyczna poddana dzialaniu obciazen statych i zmiennych) podstawowy-
mi zagrozeniami bezpieczenstwa sa: mozliwos¢ przeksztalcenia si¢ konstrukcji w me-
chanizm w wyniku uplastycznienia materiatu, wystgpowanie odksztatcen plastycznych
przeciwnych znakéw, mogace prowadzi¢ do zmgczenia niskocyklowego, lub mozliwo-
$ci utraty statecznosci.

Ocena bezpieczenstwa konstrukcji, w ujeciu probabilistycznym, obejmuje dwa za-
sadnicze zagadnienia: formulowanie warunkoéw granicznych i obliczanie, na ich pod-
stawie, warto$ci wspotczynnikow stanowiacych miary bezpieczenstwa. Warunki granicz-
ne okreslane sa z wykorzystaniem metod analizy konstrukcji przyjmowanych stosow-
nie do typu konstrukcji, dziatajacych obcigzen i rodzaju materiatu, z ktérego wykonana
jest konstrukcja. Ocena bezpieczenstwa konstrukcji, gdy znane sa jej teoretyczne mo-
dele z okreslonymi warunkami granicznymi, zajmuje si¢ teoria niezawodnosci wyko-
rzystujaca metody rachunku prawdopodobienistwa i statystyki matematycznej. Aktual-
nie zastosowanie teorii niezawodno$ci w praktyce inzynierskiej ogranicza si¢ do two-
rzenia wzoréw normowych i kalibrowania ich wspolczynnikow, oceny niezawodnosci
konstrukeji specjalnych, takich jak wieze wiertnicze oraz w dzialalnosci eksperckie;j.

W pracy przedstawione zostana szczegotowe zwiazki umozliwiajace oceng bezpie-
czenstwa ptlaskich konstrukcji pregtowych o przekrojach jednorodnych i hybrydowych
wykonanych z materialow sprezysto idealnie plastycznych. Moga to by¢ na przyktad
konstrukcje stalowe lub ze stopow aluminiowych. Proponowany algorytm moze tez by¢
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fatwo adaptowany do oceny bezpieczenstwa takze innych konstrukcji, na przyktad zel-
betowych 1 uwzgledniania innych stanow konstrukcji uznawanych za awaryjne, na przy-
ktad utraty statecznosci.

Uwzgledniajac, ze do podstawowych obciazen konstrukcji budowlanych naleza ob-
cigzenia zmienne, warunki graniczne bgda okreslane na podstawie teorii przystosowa-
nia, ktora, jak wykazuja badania doswiadczalne, dostarcza bezpiecznych warunkow gra-
nicznych w przypadku dziatania takich obcigzen. Szczegdlnym przypadkiem takich ob-
cigzen sg obciazenia stale, ktére moga by¢ traktowane jak obciazenia zmienne o dolnej
i gérnej granicy ich zmiennosci rownych sobie. W rozwazaniach zostanie pominigta te-
oria no$nosci granicznej jako oddzielna metoda, ktora dostarcza bezpiecznych warun-
kow granicznych tylko w przypadku dziatania obcigzen statych, ktore po ewentualnym
narastaniu w jednym cyklu do wartosci konicowych nie ulegaja zmianie. W przypadku
obciazen zmiennych no$no$¢ graniczna okreslona wedhug teorii no$nosci granicznej moze
znacznie przewyzszac rzeczywista no$nos¢ konstrukcji. Teoria no$nosci granicznej jest
szczegdlnym przypadkiem teorii przystosowania odpowiadajacym obciazeniom stalym,
jej pominigcie w rozwazaniach jako oddzielnej metody nie zawgza zakresu rozwaza-
nych zagadnien.

1.2. Zakres pracy

Na tres$¢ pracy sklada si¢ siedem rozdziatow. W rozdziale pierwszym sformutowano
cel i omowiono zakres pracy, ktory obejmuje dwa zasadnicze zagadnienia: okre$lanie
warunkow granicznych na podstawie teorii przystosowania i oceng bezpieczenstwa kon-
strukcji z wykorzystaniem teorii niezawodnoSci.

W rozdziale drugim przedstawiono rys historyczny rozwoju teorii przystosowania
z uwzglednieniem najistotniejszych pozycji literatury dotyczacych tej teorii i jej zasto-
sowan w zakresie odpowiadajacym niniejszej pracy. Przedstawiono wyniki badan do-
$wiadczalnych uzasadniajace wybor teorii przystosowania jako najlepiej okreslajacej
no$no$¢ konstrukcji wykonanych z materiatu sprezysto idealnie plastycznego. Przed-
stawiono tez podstawowe zatozenia i twierdzenia tej teorii.

W rozdziale trzecim wskazano na niespojnosci klasycznych sformutowan kinema-
tycznych ze sformutowaniami statycznymi teorii przystosowania i zaproponowano spo-
sob ich eliminacji. Wykorzystujac znane analogie migdzy sformutowaniami pierwotny-
mi i dualnymi programowania liniowego oraz migdzy sformutowaniami statycznymi
i kinematycznymi teorii przystosowania, zaproponowano algorytm przedstawiania wa-
runkow granicznych dla konstrukcji jako funkcji parametrow okreslajacych konstruk-
cj¢ 1 obciazenie. Algorytm ten obejmuje formutowanie liniowych (zlinearyzowanych)
statycznych warunkéw przystosowania konstrukeji, formutowanie liniowych ukladow
réwnan z ograniczen pierwotnych i dualnych uktadéow rownan, ktérych rozwiazaniami
sa zmienne dualne jako funkcje zmiennych bazowych rozumianych tu jako parametry
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wyjsciowe okreslajace bezposrednio konstrukcje i obciazenia. To pozwala na wyzna-
czanie warunkow granicznych i zapasow bezpieczenstwa jako funkcji zmiennych bazo-
wych. Otrzymywane tak warunki graniczne moga by¢ traktowane jak ograniczenia ki-
nematyczne generujace, wraz z odpowiadajacymi im sformutowaniami statycznymi (pier-
wotnymi), rozwiazania zupetne. Wyprowadzono tez, wyrazone poprzez sity przekrojo-
we, zlinearyzowane warunki przystosowania dla przekrojow bisymetrycznych w przy-
padku zginania z udziatem sity podluznej oraz podtuznej i poprzecznej. Wskazano na
niescistos¢ istniejacego twierdzenia statycznego dla zginanych elementow o przekroju
monosymetrycznym i wyprowadzono, wyrazone poprzez sity przekrojowe, zlinearyzo-
wane warunki przystosowania w przypadku zginania oraz zginania z udziatem sity podtuz-
nej.

W rozdziale czwartym przedstawiono rys historyczny rozwoju teorii niezawodnosci
z uwzglednieniem najwazniejszych pozycji literatury. Uwzgledniono tez prace z zakre-
su oceny niezawodnosci w aspekcie teorii przystosowania, w tym istotniejsze prace au-
tora niniejszej pracy. Scharakteryzowano podstawowe miary i metody ich okre$lania sto-
sowane w teorii niezawodno$ci. Zaproponowano iteracyjny algorytm wyznaczania wska-
znika niezawodnos$ci Hasofera—Linda.

W rozdziale piatym oméwiono podstawowe propozycje oszacowan niezawodnos$ci
konstrukcji jako systemdw niezawodnosciowych. Proponowana w rozdziale trzecim kon-
cepcja wyznaczania warunkoéw granicznych pozwala na okreslanie szeregowego mode-
lu systemu niezawodno$ciowego konstrukcji.

W rozdziale szostym zilustrowano zastosowanie proponowanej koncepcji oceny bez-
pieczenstwa konstrukcji dwoma przyktadami. Przedstawiono wyniki kilku rozwiazan tych
przyktadéw ilustrujace rozne elementy proponowanego algorytmu.

W rozdziale siodmym przedstawiono posumowanie rozwazan zawartych w pracy.



2. Podstawy teorii przystosowania ukladow pretowych

2.1. Wstep

Za prekursora teorii przystosowania uwaza si¢ Griininga [56], ktéry na przyktadzie
kratownicy wykazat niebezpieczenstwo zniszczenia konstrukeji sprezysto-plastycznej
w wyniku uplastycznienia materiatu pod dziataniem obcigzen zmiennych.

Warunki przystosowania belek o przekroju idealnie dwuteowym wyrazone poprzez
momenty zginajace przedstawit Bleich [14]. Analizowat on tez przystosowanie kra-
townic.

Ogodlne twierdzenia dotyczace przystosowania kontinuum sprezysto idealnie plastycz-
nego i sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem przedstawit Melan [107, 108, 109, 110].

Problemy przystosowania kratownic rozwazali tez Prager [141] i Neal [123], ktorzy
zwrocili uwage, ze w tym przypadku nalezy si¢ liczy¢ z mozliwoscia utraty stateczno-
$ci pretow $ciskanych przed ich uplastycznieniem.

Rozréznienia plastyczno$ci przyrostowej i naprzemiennej dokonali Horne [70] oraz
Neal i Symonds [124], ktorzy wyprowadzili warunek zmegczeniowy dla przypadku zgi-
nania wykazujac, ze dla zginanych przekrojow innych niz dwuteowe bez $rodnika do
przystosowania sig potrzebne jest spetnienie warunkow przedstawionych przez Bleicha
i warunkow chroniacych przed plastycznoscia naprzemienna. Warunki te tacznie stano-
wia podstawe twierdzenia zwanego twierdzeniem Bleicha—Melana.

Wychodzac z warunkow Bleicha traktowanych jako warunki przyrostowe dla prze-
krojow dwuteowych, Neal [121, 122] sformutowat twierdzenia kinematyczne dotycza-
ce przystosowania i nieprzystosowania przyrostowego belek i ram, wyrazone poprzez
momenty zginajace.

Koiter [80] pokazat, ze warunki na przystosowanie wyrazone poprzez momenty zgi-
najace sa prawdziwe tylko dla przekrojow bisymerycznych. Nie zapewniaja natomiast
przystosowania przekrojow monosymetrycznych i ewentualne ich stosowanie na przy-
ktad w przypadku przekrojow teowych prowadzi do oszacowan przyblizonych od gory.
W tym zakresie Konieczny [82] przedstawil ogdlne warunki na przystosowanie belek,
obejmujace takze przystosowanie belek o przekrojach monosymetrycznych.

Ogolne twierdzenie kinematyczne o przystosowaniu i nieprzystosowaniu kontinuum
materialnego sformutowat Koiter [79, 80]. Uogdlnienie tego twierdzenia na obciazenia
termiczne przedstawit Rozenblum [150]. Gokhfeld [54] i Sawczuk [156] zapoczatko-
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wali stosowanie twierdzenia Koitera w analizie przystosowania dla odcinkowo linio-
wych warunkéw granicznych. Pham [135], Pham i Stumpf [137] zaproponowali ,,zre-
dukowana” postac twierdzenia Koitera, ktora nie wymaga wykonywania catkowania cykli
obciazen wzgledem czasu. Wersjg szczeg6lng tego podejscia dla kratownic i ram wyra-
zona poprzez naprezenia przedstawit Pham [136].

Ogo6lne twierdzenia o przystosowaniu (wyprowadzone z twierdzenia Melana)
1 nieprzystosowaniu (wyprowadzone z twierdzenia Koitera) wyrazone poprzez sity prze-
krojowe przedstawit Konig [87, 89, 90]. Tam tez uzyt on pojecia powierzchni sprezy-
stej jako obszaru w przestrzeni sit przekrojowych, w obrgbie ktorego zmiany tych sit
nie powoduja uplastycznienia w zadnym punkcie przekroju. Wykazat tez wtasnosci tych
powierzchni utatwiajace ich dobieranie.

Problemy przystosowania dla materialow ze wzmocnieniem rozpatrywali Templin
i Sturm [184], Maier [102], Konig [89] i inni.

Zagadnienie przystosowania w przypadku obciazen termicznych rozwazali: Parkes
[133, 134], ktory pokazal, ze zmiany temperatury moga powodowac zniszczenie przy-
rostowe lub naprzemienne, na przyktadzie skrzydet samolotdéw, Prager [142] i Rozenblum
[151], ktorzy wykazali, ze wspomniane powyzej warunki na przystosowanie sa praw-
dziwe takze w przypadku termicznych obciazen zmiennych dla zmian temperatury
w granicach niepowodujacych zmian wtasciwosci materialu. Konig [88] rozpatrywat
twierdzenie Melana, w przypadku gdy warunek graniczny i modul sprezystosci mate-
riatu zaleza od temperatury.

Ceradini [22, 23], Hwa Shan Ho [72], Corradi i Maier [32], Capurso [21], wykazali,
ze twierdzenie Melana jest prawdziwe takze w przypadku obciazen dynamicznych.

Opis zagadnienia przystosowania w ujeciu programowania liniowego stosowali Hodge
[66], Heyman [62], Gavarini [53], Cyras [34], Corradi i Zavelani [33] oraz inni. Ogodl-
nie problem przystosowania w ujeciu programowania matematycznego zostal sformu-
lowany przez Maiera [102, 103], Kamenjarzha i Weicherta [75] oraz innych. Warto wspo-
mnie¢, ze programowanie matematyczne nalezy do podstawowych metod optymaliza-
cji, ktora jest waznym zagadnieniem w analizie konstrukcji, $cisle zwigzanym z ocena
ich niezawodnosci. W tym zakresie przyktadowo mozna wymieni¢ prace Jendy i Putre-
szy [73].

Wiele prac dotyczy algorytmizacji numerycznej analizy przystosowania. Mozna tu
przyktadowo wymieni¢ pracg Borkowskiego i Kleibera [18], w ktorej autorzy zastoso-
wali przyrostowa analiz¢ numeryczna, prace Orkisza i wspolautoréw [128—-132],
w ktoérych rozpatrywano problem wyznaczania naprgzen resztkowych, proponujac ro6z-
ne algorytmy numeryczne oparte na nierownosci Martina [105], dotyczacej catkowitej
pracy uzupeltniajacej. Wielu autoréw proponuje algorytmy wykorzystujace metode ele-
mentow skonczonych (MES). Przyktadowo wymieni¢ mozna pracg Zwolinskiego i Bie-
lawskiego [200], w ktorej przedstawiono algorytm doboru naprgzen resztkowych w ana-
lizie przystosowania i nosnosci granicznej, Cichonia i Waszczyszyna [25, 26] oraz Ci-
chonia [27], w ktorych przedstawiono algorytmy MES do analizy przystosowania tu-
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koéw oraz prace Nguyen Dang Hunga i Koniga [126], Weicherta i Gross-Weege’a [188],
Yana i Nguyen Dang Hunga [195], Hachemi i Weicherta [57], Heitzera i Staata [61].
Pycko i Mroz [145] zaproponowali metodg iteracyjng analizy przystosowania konstruk-
cji, oparta na warunkach statycznych, a polegajaca na wyznaczaniu mnoznika okresla-
jacego modut plastyczny materiatu niezbedny do przeniesienia obciazen o okreslonym
programie. W calosci metodom numerycznym poswigcony zostal europejski temat badaw-
czy ,,LISA FEM-Based Limit and Shakedown Analysis for Design and Integrity Asses-
sment in European Industry”, z ktorego sprawozdanie pt. ,,Numerical Methods for Limit
and Shakedown Analysis” przedstawili w internecie Staat i Heitzer w 2003 roku. Poza
szerokim wykazem literatury przedstawiono tam propozycje postgpowania w przypadku
projektowania na przystosowanie. Przedstawiono tez podstawowe zalozenia normy euro-
pejskiej (,,Basic Pressure Vessel Design in New European Code prEN 13445-3:1999”)
projektowania zbiornikdw, opartego na teorii przystosowania.

Literatura dotyczaca zagadnien przystosowania zawiera tez prace przedstawiajace
wyniki badan do$wiadczalnych. Massonet [106] przedstawil wyniki badan belek dwu-
przestowych obciazonych dwiema sitami w $rodkach rozpigtosci przgset jedna stata
i jedng zmienna. No$nos$ci wyznaczone do§wiadczalnie przewyzszaja nosnosci okreslone
na podstawie obliczen w granicach do 5%, a no$nos$¢ graniczna przewyzsza no$nosc¢ na
przystosowanie o okoto 19%. Bertero i Popov poddali badaniu na zmgczenie niskocy-
klowe belki wspornikowe wykonane z dwuteownikéw stalowych normalnych o wyso-
kosci 120 mm. Badania [20] wykonano na serii belek, dobierajac naprzemienne obcia-
zenie konca wspornika tak, by w wtoknach skrajnych w przekroju przypodporowym
w kazdym cyklu powstawaly te same odksztatcenia naprzemienne wynoszace od +1%
do £2,5%. Obserwowano zniszczenie w wyniku zmgczenia niskocyklowego po kilku-
dziesigciu cyklach zmian obciazenia. Fukumoto [50] przedstawit wyniki badan belek
stalowych o przekroju dwuteowym lub prostokatnym jednoprzestowych, jednym kon-
cem utwierdzonych, a drugim przegubowo podpartych. Badano belki pod obciazeniem
ruchomym oraz pod dziataniem sit o zmiennych warto$ciach o ustalonym potozeniu.
Uzyskano wyniki zgodne z teoretycznymi w zakresie no$nosci i przemieszczen oblicza-
nych wedlug przedstawionej tam procedury. Przytoczone w pracy [91] wyniki badan
Derbye’go, dotyczace dwuteowych belek ciagtych od dwu do pigcioprzestowych obcia-
zonych przetaczanym wielokrotnie walcem po gornym pasie wykazuja duza zgodno$¢
z wynikami obliczen w zakresie no$nosci i nieco mniejsza w zakresie przemieszczen.
Biegus i wspotautorzy [12, 40] badali belki stalowe o przekroju prostokatnym 20x10 mm,
dwuprzestowe, obciazone dwiema sitami w $rodkach rozpigtosci przeset jedna stata
i jedna zmienna. Uzyskano no$no$¢ mniejsza od teoretycznej o okoto 3%. Neal i Symonds
[125] przedstawili wyniki badan modelowych ramy parterowej jednonawowej wykona-
nej z pretdw stalowych o przekroju kwadratowym (1/4%1/4 cala) obciazonej dwiema
sitami zmienianymi zgodnie z zatozonym programem. Z badan otrzymano nieznacznie
wigksza no$nos¢ niz z obliczen i mniejsze przemieszczenia trwate niz obliczone. Popov
i McCarthy [140] badali ramy parterowe jednonawowe o jednakowej wysokosci shu-
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poOw i o rdéznej wysokosci stupow, wykonane z pretow stalowych o przekroju dwuteo-
wym z uzebrowanymi we¢zlami obcigzonymi dwiema sitami zmienianymi zgodnie z za-
tozonym programem. Wykonano badania no$nos$ci granicznej na przystosowanie przy-
rostowe i na zmeczenie niskocyklowe. Z badan otrzymano nosnosci wigksze o kilka pro-
cent niz z obliczen. Gdy w obliczeniach uwzgledniono fakt, ze uplastycznienie nastgpo-
walo nie w przekrojach na przecigciu osi rygli i stupow, lecz w przekrojach na przecig-
ciu osi rygli i krawedzi stupow, uzyskano wyniki obliczen znacznie blizsze wynikom
uzyskanym z badan. W pracy [63] przedstawiono wyniki badan otrzymane przez Goo-
della i Minera dla ram pigtrowych wykonanych z aluminiowych pretow kwadratowych
o przekroju 1/4x1/4 cala o stupach zamocowanych w fundamentach sztywno lub prze-
gubowo. Ramy byly obciazone stata sita pionowa w srodku rygla dolnego i dwiema po-
ziomymi sitami zmiennymi w linii rygli. No$no$ci z pomiar6w nieznacznie przewyz-
szaty nosnosci teoretyczne zaréwno dla no§nosci granicznej, jak i na przystosowanie.

Publikowane sa tez prace przedstawiajace wyniki badan, ktore wykazuja znaczne
rozbieznos$ci z wynikami obliczen teoretycznych. Na przyklad: Eyre i Galambos [46]
przedstawili wyniki badan belek stalowych dwuprzestowych o przekroju prostokatnym
lub dwuteowym poddanych dziataniu jednej lub dwu sit ruchomych. No§nosci uzyska-
ne z badan znacznie przewyzszaja no$nosci teoretyczne. Analogiczne badania dotycza-
ce belek dwu- i trojprzestowych przedstawit Grundy [55]. Badane belki o przekroju dwu-
teowym obcigzone byly dwiema sitami poruszajacymi si¢ po pasie dolnym na rolkach.
Otrzymano nos$nos$ci o ponad 10% mniejsze niz z obliczen. Wyniki te w pordwnaniu
z innymi i z soba nawzajem wskazuja na pominigcie jakich$ istotnych elementow w ba-
daniach lub w obliczeniach teoretycznych, na przyktad pominigcie w obliczeniach wptywu
zginania stopki dwuteownika w ptaszczyznie poprzeczne;j.

Generalnie no$nosci okreslane na podstawie badan doswiadczalnych raczej przekra-
czaja nosnosci okreslone na podstawie obliczen wedtug teorii przystosowania do kilku
procent, przemieszczenia pomierzone sa zwykle nieco mniejsze niz obliczone, czego
podstawowa przyczyna wydaje si¢ by¢ pomijanie w obliczeniach wzmocnienia mate-
riatu. R6znice migdzy no$noscia dla obciazen statych i zmiennych uzyskiwane z badan
(nawet tych budzacych watpliwosci) sa bardzo bliskie analogicznym réznicom uzyski-
wanym z obliczen wedtug teorii nos$nosci granicznej i wedlug teorii przystosowania.
Zaleznie od ztozonosci uktadu i programu obciazen zmiennych réznice te wynosza od
kilkunastu nawet do kilkudziesi¢ciu procent. Oznacza to, ze teoria przystosowania po-
zwala na bezpieczne szacowanie nosnosci konstrukcji, a zastosowanie teorii no$nosci
granicznej w przypadku obciazen zmiennych moze prowadzi¢ do znacznego przeszaco-
wania rzeczywistej nosnosci konstrukcji. Jako przyklad mozna tu przytoczy¢ opisana
przez Heymana i innych [63] konstrukcje stycznikowni na wybrzezu morskim Walii
narazonej mi¢dzy innymi na znaczne zmienne obciazenia wiatrem. Konstrukcja w pierw-
szej wersji zostata zaprojektowana na podstawie teorii nosnos$ci granicznej przy zaloze-
niu wspolczynnika bezpieczenstwa o wartosci 1,525. Po wykonaniu obliczen wedlug
teorii przystosowania okazato sig, ze wspotczynnik bezpieczenstwa wynosi tylko 1,04.
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Konstrukcje przeprojektowano tak, ze wspolczynnik bezpieczenstwa wedtug teorii przy-
stosowania wyniost 1,3, co wedtug teorii no$nosci granicznej dalo wspotczynnik bez-
pieczenstwa rowny 1,76.

Zasadnicza rdznica miedzy wynikami badan do§wiadczalnych a wynikami obliczen
polega na tym, ze teoretycznie przystosowanie powinno nastepowac zwykle po jednym,
ewentualnie dwoch cyklach zmian obciazen, a w praktyce potrzeba na to kilku cykli.

W praktyce projektowej teoria przystosowania znajduje jeszcze mate zastosowanie,
mimo ze w Polsce od 1976 roku dopuszczalne jest wykorzystanie rezerwy plastycznej
materiatlu w projektowaniu konstrukcji stalowych. Norma PN-76/B-03200 ,,Konstruk-
cje stalowe. Obliczenia statyczne i projektowanie” oraz jej edycja z 1980 r. dopuszcza-
ly wykorzystanie w projektowaniu rezerwy plastycznej materialu dla obcigzen statycz-
nych pod warunkiem zapewnienia przystosowania do pracy sprezystej. W edycji tej normy
z 1990 roku dopuszczono wykorzystanie rezerwy plastycznej materiatu wedlug teorii
no$nosci granicznej dla belek i ram ptaskich obciazonych przewazajaco statycznie, jed-
nak zamieszczono tam tablice do projektowania belek opracowane na podstawie teorii
przystosowania (Lubinski i wspotautorzy [99]).

2.2. Zalozenia podstawowe

Przyjmuje si¢ izotropowy, sprezysto idealnie plastyczny model materialu wedtug
Prandtla [143], przy zatozeniu matych odksztatcen. Odksztatcenia & i predkosci odksztal-
cen €, oraz naprezenia 0; moga by¢ przedstawione w postaci sum czgsci sprezystej
i czesci plastycznej [92]:

E; =& +sl.’]’., (2.2.1)
g =&i +el, (2.2.2)
aij = O-i?‘ + O'ir; . (2.2.3)

W przypadku wystgpowania zmian temperatury po prawej stronie wzorow (2.2.1)
do (2.2.3) nalezy doda¢, odpowiednio, sktadniki g, €/, 0,/ uwzgledniajace wptyw tych
zmian [92].

W zakresie sprezystym zwiazki miedzy odksztalceniami i naprezeniami okresla pra-
wo Hooke’a [92]

i = Ejg & (2.2.4)
_ 1
&; = Eja 9% (2.2.5)

gdzie £, — state wspotczynniki charakteryzujace wiasciwosci sprezyste materiatu.
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Dla materiatu izotropowego parametry te okreslone sa przez modul sprezystosci
podtuznej Younga E i wspotczynnik odksztalcalno$ci poprzecznej Poissona v zwiazkami

Eiju =%Eﬁk it~ qj %H (2.2.6)

Eukl —*((1+V)5ik 0j —V 9 dd), (2.2.7)

I [
gdzie 9; = % %laal ¢J — delta Diraca.

W zakresie plastycznego ptynigcia materiat jest idealnie plastyczny i spetnia warun-
ki neutralnej stateczno$ci wedtug Driickera [41, 168]

(aij -0 )ms,}’ >0, (2.2.8)

do; [def =0. (2.2.9)

Z warunkow (2.2.8) 1 (2.2.9) wynika, ze powierzchnia neutralna w statecznym mate-
riale plastycznym nie jest wklesta, a wektor predkosci odksztatcenia plastycznego jest
do niej prostopadly i zwrocony na zewnatrz. Przyjmuje sig, ze istnieje w przestrzeni
naprezen funkcja plastycznosci @(gj;) =0 identyczna z funkcja potencjatu plastyczne-
go Misesa [115]. Wynika stad, stowarzyszone z funkcja plastycznosci @(oj) =0, pra-
wo plastycznego ptynigcia [157, 168]

P —

);BCD(OH-).

do;

(2.2.10)

Dla idealnej plastyczno$ci czastka materiatu moze znajdowac si¢ w stanie plastycz-
nego plynigcia (stan czynny) lub w jednym z dwu stanow, gdy plastyczne plynigcie nie
wystepuje, to jest w stanie neutralnym lub w stanie biernym zaliczanym do stanu spre-
zystego

>0 =0 stan czynny (obciazenie),
0 . 09(g ) _
AFO i J =0 stan neutralny, (2.2.11)
O
Bz 0 1 H< 0 stan bierny (odciazenie).

Przyjmuje sig tez, Ze istnieje taka funkcja ¢ (o) i taki parametr K charakteryzuja-

cy material, ze zachodzi zwiazek ®(0j;)=¢(0;;) —k. Rownos¢ ¢(o;;) =k stanowi
warunek idealnej plastycznosci. Jako Warunkl plastycznosci przyjmowane sa hipotezy
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wytezenia. Przyklad moze stanowi¢, dobrze odpowiadajaca stanowi rzeczywistemu
w konstrukcjach metalowych [10, 99], hipoteza Hubera—Misesa—Hencky’ego [71, 115]

2, 2, 2 2 .2\ 42
oy +oy +0; —0,0, -0, 0, =0, Oy +3(T§y +Ty, "‘sz) =05,  (2.2.12)

gdzie: 0,,0,,0,,T,,, T, T —skladowe tensora naprezen w ukladzie wspotrzed-
nych x, y, z,
0, — granica plastycznos$ci materiatu.

W szczego6lnych przypadkach warunek ten ma postaé:
» plaski stan naprezenia w uktadzie wspotrzednych x, y

2 2 2 2 _ 2
oy to, +o, —0,0, +31,, =0p, (2.2.13)

* plaski stan naprezenia w punkcie przekroju preta (0, =0, T, =T)

0% +31% =0¢, (2.2.14)
* jednoosiowy stan naprezenia
o%=0¢, (2.2.15)
* czyste §cinanie na ptaszczyznie
3r¢=0¢. (2.2.16)

2.3. Istota i kryteria teorii przystosowania

Do podstawowych obciazen konstrukcji budowlanych naleza obciazenia state

i zmienne. Zaleznie od intensywnosci ekstremalnych wartosci obciazen mozna wyrdznic

pie¢ zasadniczych sytuacji [92]:

1. Naprezenia w zadnym punkcie nie osiagaja wartosci powodujacych uplastycznienie
— zmiany odksztatcen nastepuja w zakresie sprezystym (rys. 2.3.1a).

2. Obciazenie w jednym cyklu osiaga konfiguracje¢ i intensywnos$¢ graniczna wedtug
Pragera [143], co przeksztalca uktad w mechanizm i prowadzi do teoretycznie nieo-
graniczonego narastania odksztalcen plastycznych (nieograniczonego narastania ener-
gii dyssypowanej w wyniku odksztatcen plastycznych) bez zmiany obcigzenia — kon-
strukcja ulega zniszczeniu w wyniku osiagnigcia no§nosci granicznej w jednym cy-
klu narastania obcigzenia (rys. 2.3.1b, 2.3.2 — poziom [, 2.3.3 — krzywa zewng-
trzna, 2.3.4 — linia ng).

3. Obciazenie w réznych cyklach jego zmian osiaga konfiguracje i intensywno$¢ po-
wodujaca wystgpowanie odksztatcen plastycznych, ktore po kilku (niekoniecznie ko-
lejnych) cyklach takich zmian zanikaja we wszystkich punktach (energia dyssypo-
wana w wyniku odksztalcen plastycznych w czasie ¢ — o jest skonczona): — kon-
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strukcja przystosowata sig, co oznacza, ze wszelkie dalsze zmiany obciazenia (zgod-
ne z programem do, ktérego nastgpito przystosowanie) nie beda powodowaty od-
ksztatcen plastycznych (rys. 2.3.1e, 2.3.3 — obszary ograniczone liniami przerywa-
nymi, 2.3.4 — linie pn i pp).

4. Obciazenie w roznych cyklach osiaga konfiguracje i intensywnos$¢ powodujaca wy-
stgpowanie odksztatcen plastycznych takich, ze prowadzi do (teoretycznie nieogra-
niczonego) narastania odksztalcen i przemieszczen (energia dyssypowana w wyniku
odksztatcen plastycznych w czasie t — oo rosnie nieograniczenie) — konstrukcji gro-
zi zniszczenie w wyniku narastania odksztatcen plastycznych w roznych cyklach, co
okresla sig jako zniszczenie przyrostowe (rys. 2.3.1d, 2.3.2 — poziom [, 2.3.4 —
linie np).

5. Obciazenie w roznych cyklach osiaga konfiguracje i intensywno$¢ powodujaca wy-
stgpowanie w niektorych punktach odksztatcen plastycznych przeciwnych znakow
(plastyczno$¢ naprzemienna), co moze prowadzi¢ po stosunkowo nie duzej liczbie
cykli do utraty ciagto$ci materiatu, mimo ze odksztatcenia moga pozostawac ,,mate”
— konstrukeji grozi zniszczenie w wyniku zmeczenia niskocyklowego (rys. 2.3.1c,
2.3.4 — linia nn).

Nalezy podkresli¢, ze zachowania konstrukcji po osiagnigciu stanu granicznego

w jednym cyklu (no$no$¢ graniczna wedlug teorii no$nosci granicznej) i w wyniku na-

rastania odksztatcen plastycznych w réznych cyklach (no$no$¢ graniczna przyrostowa

wedtug teorii przystosowania) sa analogiczne w tym sensie, ze charakteryzuja si¢ nara-
staniem odksztatcen plastycznych bez zmiany ekstremalnej intensywnosci obciazen. Roz-
nica polega jednak na tym, ze w pierwszym przypadku to narastanie odksztatcen odby-
wa si¢ w sposob ciagly w jednym cyklu, a w drugim przypadku sktada si¢ ze skonczo-

nych przyrostow nastepujacych w réznych, nie koniecznie kolejnych, cyklach (rys. 2.3.2).

Intensywnos$¢ graniczna wedtug teorii przystosowania jest nie mniejsza niz intensyw-

no$¢ graniczna ze wzgledu na no$nos$¢ sprezysta i nie wigksza niz no$nos¢ graniczna

wedtug teorii nosnosci granicznej. Obszary dopuszczalnych zmian obciazen ze wzgle-
du na przystosowanie zaleza od programu obciazen i w ogolnosci sa obszarami powsta-
jacymi w wyniku przesunigcia i ewentualnie zawgzenia obszaru nosnosci sprezystej, co

ilustruje rys. 2.3.3.

Kryterium przystosowania przyjmuje si¢ w postaci warunku skonczono$ci energii
dyssypowanej w,w wyniku odksztatcen plastycznych. Konig [86] zaproponowat to kry-
terium w postaci warunku (2.3.1), ktéry musi by¢ spelniony dla kazdego punktu ciata

t
W, :,[0” (x,t) L& (x,t) [t < oo, (2.3.1)
0

gdzie: 0;; (x,t) — sktadowe tensora naprezen,

éi}o (X,t) — sktadowe tensora predkosci odksztatcen plastycznych,
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a) Au b) AIJ c) Au
max U | max U > max M|
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Rys. 2.3.1. Przyktadowe zalezno$ci przemieszczen O od intensywno$ci U obcigzen zmiennych:
a) zakres sprezysty, b)no$nos$¢ graniczna, c) plastyczno$¢ naprzemienna,
d) nieprzystosowanie przyrostowe, ) przystosowanie
Fig. 2.3.1. Example relations of the displacements J versus live loads intensity u
a) elastic range, b) limit analysis, c) alternating plasticity,
d) incremental collapse, e) shakedown

0%:
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Rys. 2.3.2. Schematyczne poréwnanie granicznych intensywno$ci obciazen: U, — sprezysta nosnos¢

graniczna, [, — nos$no$¢ graniczna przystosowania, {f,, —nosno$¢ graniczna jednocyklowa

Fig. 2.3.2. Schematical compare of the limit loads intensities: 1, — elastic limit load capacity,
M, — shakedown limit load capacity, i,,— instantaneous limit load capacity
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AF Krzywa no$nosci granicznej

jednocyklowej

Przyktadowe obszary
przystosowania

Przyktadowe obszary
przystosowania

Krzywa graniczna no$nosci
sprezystej

Rys. 2.3.3. Przyktadowe obszary dopuszczalnych zmian obcigzen
wedlug teorii no$nosci sprezystej, granicznej i przystosowania
Fig. 2.3.3. Example admissible range of the load changes
with respect to the elastic theory, limit analysis and shakedown
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Rys. 2.3.4. Przyktadowe wykresy zaleznosci przemieszczen plastycznych od liczby cykli zmian obcigzen:
ng — przekroczenie odksztalcalnosci materiatu w jednym cyklu, np — przyrostowe przekroczenie
odksztatcalnos$ci materiatu, nn — niezanikajaca plastycznos$¢ naprzemienna, pn — zanikajaca plastycznoscé
naprzemienna (przystosowanie), pp — zanikajaca plastycznos$¢ przyrostowa (przystosowanie)

Fig. 2.3.4. Example diagrams of the plastic displacements relation versus the number of load change cycles:
ng — instantaneous upcrossing of the material deformability, np — incremental upcrossing of the material
deformability, nn — unvanished alternating plasticity, pn — vanished alternating plasticity (shakedown),
pp — vanished incremental plasticity (shakedown)
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t - o —czas,
x — wektor wspolrzednych geometrycznych poszczegdlnych punktow ciata.
Rychlewski zaproponowat to kryterium (na konferencji, z ktorej nie publikowano
materialdow) w postaci [92]

t
1 .
W, =\7J !aij (XD &P (x,t)dtdV <oo, (2.3.2)

gdzie V — objetos¢ ciala.
Maier [103] zaproponowat kryterium rownowazne do (2.3.1) w postaci

max max lim
X i,j tooo

& (x,1) \ =\8£(X)\ <oo, (2.3.3)

gdzie £ — ekstremalne odksztatcenie plastyczne.

Fizycznie przystosowanie si¢ konstrukcji, zwane tez przystosowaniem sprezystym,
zwiazane jest z istnieniem statego pola naprezen resztkowych (0, = const), powstatego
w wyniku odksztatcen plastycznych wywotywanych przez zmieniajace si¢ obciazenie
w okresie przystosowywania si¢ konstrukcji. Po okresie przystosowywania sig¢ konstrukcji
zmianom obciazen nie towarzyszy wystgpowanie odksztalcen plastycznych w zadnym
punkcie.

Jedyna merytoryczna roznica migdzy teorig przystosowania a teoria nosnosci gra-
nicznej tkwi w wymogu stawianym przez tg pierwsza, by pole naprgzen resztkowych
powstajace w wyniku odksztalcen plastycznych bylto niezmienne. Zatozenie to nie jest
istotne w przypadku dziatania tylko obciazen stalych, gdyz zadne naprezenia nie ulega-
ja wtedy zmianie i obydwie teorie, przy identycznej doktadnosci analizy, prowadza do
identycznych wynikow.

Teoria no$nosci granicznej jest szczegdlnym przypadkiem teorii przystosowania, gdyz
obciazenie stale jest szczegdlnym przypadkiem obciazenia zmiennego, ktérego dolna
i gérna granica zmiennosci jest identyczna. W teorii no$nos$ci granicznej przyjmuje si¢
wprawdzie, ze obciazenia narastaja w jednym cyklu do poziomu granicznego, jednak
teoria ta nie uwzglednia ewentualnych zmian obcigzenia po osiagnigciu tego poziomu,
co oznacza, ze nosno$¢ graniczna wyznaczona wedtug teorii nosnosci granicznej doty-
czy w istocie obciazenia stalego. Wedtug teorii przystosowania cykl dochodzenia po-
ziomu obciazenia statego do poziomu granicznego jest cyklem przystosowywania si¢
konstrukcji do przenoszenia takiego obciazenia bez wystgpowania odksztatcen plastycz-
nych w okresie, w ktorym obciazenie to nie ulegnie zmianie. W przypadku obciazen
zmiennych mozna wyznaczaé, na podstawie tej teorii, poziom graniczny réoznych konfi-
guracji tych obciazen traktowanych niezaleznie od innych mozliwych konfiguracji tych
obciazen, jednak takie rozwiazania nie uwzgledniaja skutkow wystgpowania odksztat-
cen plastycznych podczas przechodzenia od jednej konfiguracji obciazenia do innej.
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Teoria przystosowania dostarcza za$ narzedzi umozliwiajacych okreslanie poziomu
granicznego obciazen zarowno o jednoznacznie sprecyzowanym programie zmian, jak
i 0 dowolnej zmiennosci w okre§lonych granicach, ktorego nieprzekroczenie zapewnia
sprezysta praceg konstrukcji poza cyklami, w ktorych nastepuje przystosowanie (powstanie
odpowiedniego pola naprezen resztkowych). W przypadku powierzchni granicznych
wypuktych na wyniki rozwiazania nie wptywa sposob zmiany obciazenia, lecz tylko gra-
nice jego zmiennos$ci [87].

2.4. Twierdzenia statyczne o przystosowaniu

2.4.1. Twierdzenie Melana dla kontinuum materialnego

Statyczne kryterium przystosowania kontinuum materialnego pierwszy sformutowat
Melan [107, 108]. Twierdzenie to mozna sformutowaé nastgpujaco:

Konstrukcja sprezysto-plastyczna przystosuje sie do okreslonego programu obciq-
zen (lub znajdzie sie w stanie granicznym ze wzgledu na przystosowanie), jesli istnieje
samozrownowazone, niezalezne od czasu pole naprezen resztkowych O iE (X) takie, ze
suma tych naprezen i pozostajqcych w rownowadze z obciqzeniem naprezen ,,sprezy-
stych” O i'f (X,t) spetnia w kazdym punkcie warunek

¢ (o (x) + g5 (x,1)) <k(x), (2.4.1)

przy czym warunek @ (o (X) + 0 (X,1)) =K(X) jest warunkiem plastycznosci.
Wykazano [86], ze przyjecie warunku (2.4.1) w postaci

$(0j(+osx) =<, (42)

gdzie s > 1, zapewnia przystosowanie si¢ konstrukcji w sensie kryterium (2.3.2). Dla
s -1, W, - o, cooznacza, ze spetnienie warunku (2.4.1) rownosciowo w okreslonej
liczbie punktow moze oznacza¢ nieograniczong dyssypacje energii w wyniku odksztat-
cen plastycznych, czyli nieprzystosowanie. Wynika stad, w kontekscie analizy bezpie-
czenstwa konstrukcji, ze stan graniczny okreslony na podstawie warunkow (2.4.1) na-
lezy zaliczy¢ do obszaru niebezpiecznego. Nalezy tez podkresli¢, ze dla wypuktych
warunkow plastycznos$ci za O i? (X,t) w zwiazku (2.4.1) lub (2.4.2) wystarczy bra¢ pod uwage

warto$ci ekstremalne max aije(x,t) i minaﬁ (x,t) [87]. Twierdzenie Melana (2.4.1) do-
t t

starcza dolnego oszacowania nosnosci ze wzgledu na przystosowanie i stanowi uogolnie-
nie statycznego twierdzenia teorii no$nosci granicznej na przypadek obciazen zmiennych.
W przypadku gdy wszystkie sktadowe obciazenia moga by¢ przedstawione w postaci

F,=ulF’, (2.4.3)



24 2. Podstawy teorii przystosowania uktadow pretowych

problem wyznaczania granicznego poziomu obciazenia ze wzgledu na przystosowanie
moze by¢ przedstawiony w ujeciu programowania matematycznego [92]

znalez¢ max U

przy ograniczeniach ¢(0; () +u o (x 1) <k(X), (2.4.4)

ktore musza by¢ spelnione w kazdym punkcie,
gdzie Ui‘j’e (x,1)) — sktadowe tensora napr¢zen wywotanych w uktadzie sprezystym ob-
ciazeniami F}.

2.4.2. Twierdzenie o przystosowaniu wyrazone poprzez sily przekrojowe

W uktadach pretowych, a takze powierzchniowych wygodnie i efektywnie (ze wzgledu
na znaczna redukcje liczby ograniczen) jest postugiwac sig sitami przekrojowymi. Ogolne
twierdzenie o przystosowaniu wyrazone poprzez sity przekrojowe sformutowat Konig
[87, 89]. Przedstawiajac naprezenia resztkowe w przekroju Uig (X) w postaci sumy na-
prezen samozrownowazonych w przekroju grj (x) inaprezen o rozktadzie ,,sprezystym”

w przekroju S5 = Q; (X) [ (X), pozostajacych w rownowadze z samozrownowazo-

nymi resztkowyminsilarni przekrojowymi Qy (X)
7 () =5 () +H Q) @ (%), (2.4.5)
n

twierdzenie to mozna przedstawi¢ w postaci:

Konstrukcja sprezysto-plastyczna przystosuje sie do okreslonego programu obciq-
zen (lub znajdzie sie¢ w stanie granicznym), jesli istnieje samozrownowazone, niezalez-
ne od czasu pole sil przekrojowych Qq (X) i niezalezne od czasu samozréownowazone
w kazdym przekroju pole naprezen resztkowych Sﬁ (X) takie, Ze wyrazenie
S,E (x) + z (Q,r1 x)+Q7 (X,t))O{iE1 (X) nie narusza w zadnym przekroju warunku plastycz-

nosci "

500+ (QF00 +Q50xD) @] (9 <k(x), (2:46)

n

gdzie: QF(x,t) — sity przekrojowe bedace wynikiem rozwiazania uktadu od danego ob-
ciazenia przy zatozeniu, Ze jest on wykonany z materiatu sprezystego,
ai? (X) — wyrazenie definiujace sktadowa naprezenia wywotanego przez site
przekrojowa Qg (X) w punkcie przekroju.
Na postawie warunkéw (2.4.6) mozna w przestrzeni sit przekrojowych wyznaczy¢
odpowiadajacy danemu przekrojowi obszar okreslajacy granice dopuszczalnych zmian
sit przekrojowych zwany powierzchnia sprezysta [89].
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Przedstawione twierdzenie daje podstawe do formutowania warunkéw na przys-
tosowanie wyrazonych poprzez sity przekrojowe. Jednak problem stanowi tu dobor pol
naprezen resztkowych w przekrojach okreslajacych powierzchnie sprezyste tak, by otrzy-
mane warunki na przystosowanie byty dostatecznie doktadne i pozwalaty na efektywna
analize rozpatrywanego zagadnienia. Konig [92] przedstawit propozycje rozktadow
naprezen resztkowych dla przypadku rownoczesnego dzialania momentdéw zginajacych
i sil osiowych w przekrojach prostokatnych. Przyjmujac dwa rozktady samozréwno-
wazonych w przekroju naprezen resztkowych, jak na rys. 2.4.1 b i ¢, otrzymal dwie
odcinkowo liniowe rodziny powierzchni sprezystych.

a) b) 0)

Rys. 2.4.1. Proponowane przez Koniga [92] rozktady naprezen
resztkowych (b i ¢) w przekroju prostokatnym (a)
Fig. 2.4.1. Distributions of the residual stresses
in the rectangular cross section proposed by Konig [92]

2.4.3. Twierdzenie Bleicha i Bleicha—Melana

Bleich [14] sformutowat warunki przystosowania belek o przekroju idealnie dwute-
owym.

Konstrukcja sprezysto-plastyczna przystosuje sie do okreslonego programu obciq-
zen reprezentowanych przez pozostajqce w rownowadze z tymi obciqzeniami ekstremal-
ne momenty ,,sprezyste” max M, min M; (lub znajdzie si¢ w stanie granicznym ze
wzgledu na przystosowanie), jesli istnieje samozrownowazone, niezalezne od czasu pole
momentoéw resztkowych M. takie, ze w kazdym przekroju spetnione sq ograniczenia

M/ +maxM?<Mo, ,
_ (2.4.7)
-M/ -minM? <Mo, ,

gdzie: min M|, max M| — ekstremalne momenty zginajace w przekrojach krytycznych
wyznaczone przy zatozeniu, ze materiat jest sprezysty,
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M/ — momenty resztkowe w przekrojach krytycznych wywotane odksztatcenia-
mi plastycznymi pozostajace w rdwnowadze z obcigzeniem zerowym (sa-
mozrownowazone),

Mo, — graniczna nosnos¢ plastyczna przekroju na zginanie.

Uwzgledniajac warunki Melana (2.4.1) dla uktadéw zginanych, ztozonych z elemen-
tow o przekroju bisymetrycznym, Horne [70] oraz Neal i Symonds [124] wykazali, ze
przystosowanie tych uktadow zapewnia spetnienie warunkow Bleicha (2.4.7) i warun-
ku zmeczeniowego. Twierdzenie zwane twierdzeniem Bleicha—Melana dotyczace ukta-
dow o przekrojach bisymetrycznych moze by¢ sformulowane nastepujaco:

Konstrukcja sprezysto-plastyczna przystosuje sie do okreslonego programu obciq-
zen reprezentowanych przez pozostajqce w rownowadze z tymi obciqzeniami ekstremal-
ne momenty ,,sprezyste” max M, min M; (lub znajdzie si¢ w stanie granicznym ze
wzgledu na przystosowanie), jesli istnieje samozrownowazone, niezalezne od czasu pole
momentow resztkowych M. takie, ze w kazdym przekroju spetnione sq ograniczenia

M +maxM; < Mo,

-M] —minM; < Mo, , (2.4.8)

max M —minM £ <2Me ,
gdzie Me, — graniczna no$nos¢ sprezysta przekroju na zginanie.

Twierdzenie Bleicha—Melana dostarcza dolnego oszacowania nosnosci ze wzgledu
na przystosowanie. Dwa pierwsze warunki, czyli warunki wedtug twierdzenia Bleicha,
uwazane sa [92, 125] nie w pelni stusznie (co zostanie pokazane w punkcie 3.1) za wa-
runki przystosowania przyrostowego, a warunek trzeci za chroniacy przed odksztatce-
niami plastycznymi przeciwnych znakdw, czyli przed zniszczeniem w wyniku zmeczenia
niskocyklowego.

2.4.4. Przystosowanie ukladow pretowych
o przekrojach monosymetrycznych

Konieczny [82] przedstawit dowod (nie w petni przekonujacy), ze twierdzenie
o przystosowaniu Bleicha—Melana jest, po modyfikacji warunku zmeczeniowego, shu-
szne dla uktadéw o przekrojach monosymetrycznych. Zaproponowany przez niego wa-
runek zmeczeniowy ma postac

maxM -minME <ax; Mg, (2.4.9)

gdzie: ak; =2 = —MD,
THT we d
M — moment zginajacy, ktoremu odpowiada taki rozktad naprezen w przekroju,
ze granica strefy uplastycznienia styka sig ze srodkowa osia geometrycz-
na przekroju (rys. 3.3.3 ¢).
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Wyrazenie ak; [IMe w zwiazku (2.4.9) przyjmuje dla okre$lonego przekroju war-
tos¢ stata z przedziatlu (0, 2Me, ), co pokazano narys 2.4.2. Na rysunku tym linia ciagta
oznaczono poziom 2Mea linig przerywana poziom ak [Me wedlug Koniecznego. War-
tos¢ ta nie zalezy od wartosci ekstremalnych momentéw obciazajacych przekroj, co bu-
dzi watpliwos$ci. Wiadomo bowiem, ze dla obcigzen niewychodzacych poza zakres sprg-
zysty dopuszczalna amplituda zmian momentéw w przekroju wynosi 2Me, a dla obcia-
zeh o poziomie Mo nie jest mozliwa zadna zmiana obcigzenia bez wywolywania od-
ksztalcen plastycznych, co §wiadczy, ze warunki wedlug Koniecznego sa zbyt ostre
w zakresie obciazen sprezystych i nie zapewniaja przystosowania dla poziomow obcia-
zen bliskich granicznym.

Tax e
2Me
ak [(Me

| | !
-Mo —Me Me Mo

AN
d

Rys. 2.4.2. Dopuszczalny przedzial zmian warto§ci momentu obciazajacego przekrdj monosymetryczny
wg Koniecznego [82] w zaleznosci od ekstremalnej wartosci tego momentu

Fig. 2.4.2. Admissible range of the value changes of a moment loaded the monosymmetrical cross section
with respect to the extremal value of such a moment proposed by Konieczny [82]

2.5. Twierdzenia kinematyczne o nieprzystosowaniu

2.5.1. Twierdzenie kinematyczne dla kontinuum materialnego

Kinematyczne kryterium nieprzystosowania dla kontinuum materialnego sformuto-
wal Koiter [79, 80, 81].

Konstrukcja sprezysto-plastyczna moze ulec zniszczeniu w wyniku nieprzystosowa-
nia, jesli istnieje taki kinematycznie dopuszczalny cykl predkosci odksztatcen i przemie-
szczen plastycznych éij (x,t),u 7 (x,t) i taki cykl zmian obcigzen p j (x,1), Ze moc roz-
praszana w czasie t(t,,t,) w uktadzie nie przewyzsza mocy obciqzen zewnetrznych

t tp

[[ s xDu; (xt)dAdt 2 [ [y (x ) £f (x. )V, (2.5.1)
A \%

L 4

gdzie: A — powierzchnia obciazenia,
V' — objetos¢ ciata.
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Bezposrednie wykorzystanie tego twierdzenia jest ktopotliwe ze wzgledu na koniecz-
nos$¢ obliczania calek wzgledem wspotrzednych geometrycznych po obszarach, w ktorych
nastepuje uplastycznienie i wzgledem czasu odpowiadajacego cyklom obcigzen.

2.5.2. Twierdzenie kinematyczne o nieprzystosowaniu
wyrazone przez sily przekrojowe

Kinematyczne kryterium nieprzystosowania wyrazone przez sity przekrojowe sfor-
mutowat Konig [89].

Konstrukcja sprezysto-plastyczna moze ulec zniszczeniu w wyniku nieprzystosowa-
nia, jesli istnieje taki kinematycznie dopuszczalny cykl predkosci uogolnionych odksztat-
cen plastycznych Q jp (X,t) i taki cykl obcigzen, ze zachodzi nieréwnosé¢

Hz QF (x,1) P (x,t) dAdt EIZ Q; (x)AqP (x) dA, (2.5.2)
tA ] Al
gdzie: Qf(x,t) — sity przekrojowe wyznaczone przy zatozeniu materiatu sprezyste-
£0,
Q;(x) — sily przekrojowe takie, ze w kazdym przekroju krytycznym spetnia-
ja warunek plastycznosci @(Q; (x) =K,
A — pole wszystkich przekrojow krytycznych konstrukeji,
0¢(Q; (x
AP (x) = A M
0Q; (x)

2.5.3. Twierdzenie kinematyczne Neala

Wychodzac z warunkow Bleicha, traktowanych jako warunki przyrostowe, Neal [121,
122] przedstawit kinematyczne twierdzenie o nieprzystosowaniu przyrostowym dla pta-
skich, zginanych uktadéw pretowych.

Konstrukcja sprezysto-plastyczna moze ulec zniszczeniu w wyniku nieprzystosowania
w sensie przyrostowym, jesli istnieje taki kinematycznie dopuszczalny mechanizm, ze od-
powiadajqcy mu cykl predkosci odksztatcen plastycznych okreslony przez predkosci od-
ksztatcers w przegubach plastycznych ¢ @; oraz taki cykl obcigzen, Ze moc rozprasza-
na w uktadzie nie przewyzsza mocy obciqzen zewnetrznych

-nZk (maX Mg -minM? Rbi_)2 % (MOI E(¢i+ + ¢i_))’ (2:5.3)

gdzie: ¢, i ¢; odpowiadaja mechanizmom (¢, = ¢ — ¢, , ¢, = ¢, i ¢; =0, gdy
¢i 20, ¢i+ =0i¢; :_¢i = ‘¢| , gdy ¢i <0),
n, — liczba przekrojow krytycznych.




3. Wyznaczanie warunkow granicznych dla konstrukcji

3.1. Wstep

W teorii przystosowania mozliwe jest stosowanie metod (oszacowan) statycznych
i kinematycznych.

Metody statyczne bazuja na warunkach dla punktow (elementéw, przekrojow), a ich
stosowanie nie stanowi istotnego problemu, gdy chodzi o wyznaczenie rozwiazania de-
terministycznie ekstremalnego, natomiast stwarza problem w zakresie generowania zbioru
warunkow granicznych okreslajacych system niezawodnos$ciowy konstrukcji umozliwia-
jacy oceng jej bezpieczenstwa bez odwotywania si¢ do kinematycznie dopuszczalnych
postaci awarii.

Metody kinematyczne bazuja na warunkach dla konstrukcji odpowiadajacych okre-
slonym formom zniszczenia konstrukcji, jednak wymagaja przewidywania kinematycz-
nie dopuszczalnych pol predkosci odksztatcen, co nie nastrecza trudnosci jedynie w przy-
padku uwzgledniania tylko zginania lub tylko sit osiowych w kratownicach. Istotne jest
tu tez to, co zostanie pokazane ponizej, ze kresy dolne rozwigzan kinematycznych nie
musza by¢ styczne do obszaréw bezpiecznych okreslanych przez kresy goérne rozwia-
zan statycznych.

Jak wynika z twierdzen statycznych, kres gorny oszacowan statycznych okresla brzeg
obszaru oszacowan bezpiecznych, przy czym brzeg ten nalezy juz do obszaru oszaco-
wan niebezpiecznych. Ze wzgledu na to, ze powierzchnie graniczne sa powierzchniami
ograniczajacymi obszar bezpieczny ze wszystkich stron, sformutowania statyczne sa ogra-
niczeniami zabezpieczajacymi zarowno przed narastaniem odksztatcen (ograniczenia

OSZACOWANIA KINEMATYCZNE
NIEBEZPIECZNE

—-----
-
-
b )

OSZACOWANIA STATYCZNE
BEZPIECZNE

Rys. 3.1.1. Kresy oszacowan statycznych i kinematycznych
Fig. 3.1.1. Limits of the static and kinematic estimations
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przyrostowe), jak i przed plastyczno$cia naprzemienna (zabezpieczenie przed zmecze-
niem niskocyklowym).

Kres dolny oszacowan kinematycznych ograniczonych do predkosci odksztatcen pla-
stycznych odpowiadajacych mechanizmom stanowi brzeg obszaru oszacowan niebez-
piecznych, ale tylko ze wzgledu na zagrozenie zniszczenia przyrostowego. Oszacowa-
nia te nie stanowia, w ogdlnosci, z odpowiednimi oszacowaniami statycznymi par osza-
cowan ekstremalnych, okreslajacych rozwiazania zupetne, co ilustruje rysunek 3.1.1 oraz
przedstawiony ponizej przyktad (rys. 3.1.2).

Wezmy uktad jak na rys. 3.1.2a. Niech program obciazen bedzie okreslony ograni-
czeniami (3.1.1)

M M
—adP < <M, A< <M. @

L L L L
Jak wida¢ na wykresie (rys. 3.1.2b), dla wartosci parametru a > 0,2, kres dolny mnoz-
nika U granic zmienno$ci obciazenia wyznaczonego na podstawie twierdzenia Neala
(2.5.3) rozni sig od kresu gornego tego mnoznika wyznaczonego na podstawie twier-

dzenia Bleicha (2.4.7), co oznacza sytuacj¢ zilustrowana na rys. 3.1.1 i wskazuje, ze
warunki Bleicha niestusznie uwazane sa za warunki przyrostowe [92, 125]. Oznacza to

a)

b)

t\ﬁj
//

Q
T
T N
i , \\
A
F, 5 - — — —| wg tw. Nepla ™~
Bt b wg tw. Bleicha
= 1
]
— w4 -1 - 05 0 02 05 1 a

Rys. 3.1.2. a) schemat statyczny i oznaczenia przekrojow krytycznych, b) zaleznos¢ granicznego
mnoznika obciazenia [ od parametru a okreslajacego program zmiennosci obcigzen
Fig. 3.1.2. a) static scheme and designations of the critical cross sections, b) dependence of the limit load
multiplier i on the parameter @ which determines the domain of load variations
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tez, ze w ogdlnosci twierdzenia odwrotne do twierdzen kinematycznych nie musza okre-
$la¢ warunkow zapewniajacych bezpieczenstwo ze wzgledu na przystosowanie.

Aby twierdzenia kinematyczne pozwalaly na generowanie warunkow granicznych
okreslajacych brzeg obszaru bezpiecznego, musza by¢ tak sformulowane, by wraz
z odpowiadajacymi im twierdzeniami statycznymi tworzyty pary twierdzen ekstremal-
nych, okreslajacych w swoich kresach rozwiazania zupetne (rys. 3.1.3).

OSZACOWANIA KINEMATYCZNE

OSZACOWANIA STATYCZNE
BEZPIECZNE

Rys. 3.1.3. Kresy oszacowan statycznych i kinematycznych okreslajacych rozwiazania zupetne
Fig. 3.1.3. Limits of the static and kinematic estimations determining complete solution

Dla $cistosci nalezy dodac, ze mozliwe jest formutowanie warunkow statycznych przy-
rostowych, ktore tworzytyby pary z odpowiednimi przyrostowymi twierdzeniami kine-
matycznymi, jednak musiatyby to by¢ warunki jednostronne. Na przyktad, jesli
w przedstawionym powyzej przyktadzie dla a <1/3 pozostawi¢ tylko ograniczenia dla
maksimoéw w przekrojach 2 i 3, a dla minimow w przekrojach 11 4, zas dla a 21/3
pozostawi¢ tylko ograniczenia dla maksiméw w przekrojach 1 i 4, a dla minimow
w przekrojach 2 i 3, to otrzyma sig rozwigzanie statyczne przyrostowe identyczne z roz-
wigzaniem wedlug ograniczen Neala.

W dalszych rozwazaniach pominigto zagadnienie formutowania przyrostowych wa-
runkow statycznych i ograniczono zainteresowanie do warunkdéw zapewniajacych przy-
stosowanie zar6wno przyrostowe, jak i naprzemienne, gdyz tylko takie warunki moga
by¢ podstawa oceny bezpieczenstwa.

Podstawg oceny bezpieczenstwa z wykorzystaniem metod teorii niezawodnosci sta-
nowia warunki graniczne postaci

Z(X)=0, (3.1.2)
gdzie Z(X) — zapas (margines) bezpieczenstwa (safety margin),
X =(Xq,0 X,,)" — wektor bazowych zmiennych losowych, to jest zmiennych

wyjsciowych stanowiacych parametry geometryczne
i fizyczne konstrukcji oraz parametry obciazenia,
indeks gorny 7w symbolu (...)" oznacza operacje transpozycji.
Nalezy jednak uwzgledniac¢, ze zapas bezpieczenstwa definiowany jest tak, ze:
Z(X) < 0 oznacza stany niebezpieczne, (3.1.3)

Z(X) >0 oznacza stany bezpieczne. (3.1.4)
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Oznacza to, ze okreslanie zapasu bezpieczenstwa na podstawie warunkow granicz-
nych wedtug teorii plastycznosci wiaze si¢ ze zmiana znaku tych ostatnich.

3.2. Wykorzystanie programowania liniowego do okreslania
warunkow granicznych dla konstrukcji

Programowanie liniowe [52] bylo wykorzystywane w analizie przystosowania w wielu
pracach [34, 53, 62, 66]. W punktach 3.3, 3.4 i 3.5 zostana przedstawione liniowe sta-
tyczne i wynikajace z nich kinematyczne warunki teorii przystosowania dla ptaskich
konstrukcji pretowych. Warunki statyczne moga by¢ przedstawione w ujgciu programo-
wania liniowego w postaci:

» sformulowanie pierwotne (statyczne)

e O
U
znalezé U = max BOT IE%(rD
%, u
U
A A Q Lo D
U Ags ) N
przy ograniczeniach [] ¢ Y s [T( D< E?D u=0, (3.2.1)
D_Aa’ _AY’ - mm %l O
gdzie: A, — macierz reprezentujaca samozrownowazone w przekrojach pola
napr¢zen resztkowych,
Ay — macierz reprezentujaca samozrownowazone w ukladzie resztkowe

sily przekrojowe,
Q — wektory reprezentujacy ekstremalne kombinacje obciazen w prze-
krojach krytycznych,
R — wektor no$nosci przekrojow krytycznych,
a — wektor niezaleznych szukanych wspotczynnikdéw okreslajacych pola
samozrownowazone w przekrojach naprgzen resztkowych,,
Y” — wektor zmiennych niezaleznych okreslajacych samozrownowazo-
ne w uktadzie pola sit resztkowych,
u — wspolczynnik (mnoznik granic zmiennosci obciazenia) okreslaja-
cy intensywno$¢ obciazenia,
» sformutlowanie dualne (kinematyczne) ma postac

max> Qmin

; T T L&D
znalezé p=minfR", R HD 0
B0



3.2. Wykorzystanie programowania liniowego do okreslania warunkow granicznych dla konstrukcji 33

AL, -AlOGD
| T TDD_D=0, (3.2.2)
By, —AvHE O

przy ograniczeniach

+

¢t
Inax’ _Q-ll-nin 0 021, €
® H@_E

gdzie poszczegodlne macierze wspotczynnikow przy niewiadomych sa macierzami trans-
ponowanymi do odpowiednich macierzy sformutowania (3.2.1),
£", £ sa wektorami zmiennych dualnych, ktére moga by¢ interpretowane jako
predkosci odksztatcen plastycznych.
Na mocy twierdzenia o rozwigzaniach dualnych sformulowanie (3.2.2) daje iden-
tyczna warto$¢ funkcji celu jak sformutowanie (3.2.1).
Zauwazmy, ze W rozwigzaniu zadania dualnego minimalizowane jest wyrazenie

Q+
quﬂ,FﬂHg;; (3.2.3)
E O
przy takim unormowaniu zmiennych dualnych €* i &, Ze zachodzi rownosé

+

0
T T
mac: ~ Qmingd _O=1, (3.2.4)
R H@E

ktora odpowiada minimalnej warto$ci funkcji celu, co jest rownowazne minimalizacji
wyrazenia

O
HQT, RTH% 0

u= L, EJrD. (3.2.5)
Bjrrnax’ _Q-rrninHD _D
B B
Zwiazek (3.2.5) moze by¢ zapisany w postaci
P OegtJ
BDLaX, —QLinHD_DH =HRT, RHO O, (3.2.6)
B O BeE

gdzie lewa strona rownosci reprezentuje obciazenie i moze by¢ interpretowana jako moc

[¢*0]
obcigzenia S= B}Inax, —QLinHD [0 pomnozona przez wspotczynnik bezpieczen-
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stwa [, a prawa strona reprezentuje nosnos$¢ i moze by¢ interpretowana jako moc dys-
. 0
sypacji uktadu R= BQT , RTH 0o
B O
Stad zapas bezpieczenstwa uktadu wzgledem postaci awarii okreslonej przez zmien-
ne dualne € i & moze by¢ przedstawiony w postaci

+ Og T
zzR—szqu, RTHE_E—HQIW, —QTmirEch. (3.2.7)
€

Warto zwrdci¢ uwage, ze moc obciazen S, ze wzgledu na liniowa zalezno$¢ sit prze-
krojowych od obciazen, moze by¢ przedstawiona w postaci sumy sktadnikow pocho-

dzacych od obciazen sktadowych S = Z S'D . Jesli postacia awarii jest mechanizm i wszy_

P
stkie rzedne sit przekrojowych od okreslonego obciazenia F, wehodzace w sktad wyra-
zenia S, pochodza od jednej konfiguracji tego obciazenia (co zawsze ma miejsce W przy-
padku obciazen statych), to na mocy zasady prac wirtualnych zachodzi rownos¢

S, = Z HQL(SH“) 2 B = Z Fip ;. (3.2.8)

gdzie: F, - sktadowa o numerze j obciazenia F' '

c‘);. — sktadowa predkosci przemieszczenia w miejscu i kierunku odciazenia £,

Wynika z tego istotny wniosek, ze w tych przypadkach sktadniki S, nie zaleza od
elementow macierzy sztywnosci czy podatnosci, a tym bardziej od ich losowego cha-
rakteru, i moga by¢ wyznaczane przy numerycznych macierzach sztywnosci lub podat-
nosci. W tych przypadkach jedynie wyrazy wolne uktadu rownan musza by¢ przedsta-
wione w postaci funkcji parametrow obcigzenia i dtugosci elementow, co zdecydowa-
nie upraszcza przeksztatcenia. Sktadniki te moga tez by¢ okreslone bezposrednio na
podstawie zwiazku (3.2.8), co sprowadza je do postaci takiej samej jak wedtug teorii
nos$nosci granicznej. Przedstawione spostrzezenie zilustrowano na przyktadzie belki
pokazanej na rys. 3.2.1

Moment maksymalny w przekroju 1 max M =M 1(Fig) +* M (Fpy) .

Moment minimalny w przekroju2 minMj5 =M 2(Fig) * M, (Fy) -

Moc obciazenia

S=maxM; @] —-minM; @,
= (My(F) B ~My(Fig) B3 ) +(Ma(Foa) @5 ~M,(Fg) B5)
= Fiy B, +(My(Foa) B ~M,(Fyg) B7) =S +S,. (3.2.9)
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O0<FyqysF=shy, 0<Fy =F, < Fy
a) > l
- s B \
0<Fy <k <hy
Z(Flg)
b) M, (Fy) =
_ﬁ _______
- + M (Fq) A
Ml Flg)
Ml(FZg) MZ(FZQ) 0<F2d SFZSFZQ

¢, =6,

Rys. 3.2.1. Przyktad ilustrujacy mozliwosci wykorzystania zwiazku (3.2.8): a) belka z obciazeniem,
b) obwiednia momentéw zginajacych dla obciazenia F'|, ¢) obwiednia momentdéw zginajacych
dla obciazenia F,, d) wykres predkosci przemieszczen dla przyktadowo przyjetego mechanizmu.
Fig. 3.2.1. An example illustrating the possibilities of using expression (3.2.8): a) beam with load,
b) bending moments envelope due to the load F|, ¢) banding moments envelope due to the load F,,
d) diagram of displacement velocity for some chosen mechanism

Sktadnik S =M, (F,) [p," - M, (F) @, =F,, [B, okreslony jest przez konfigu-
racjg obciazenia F; = Fj i F, =0, z ktora pozostaja w rtownowadze momenty M, (Fy,)
i M,(Fy,), za$ skladnik S, =M (F,4) (b, — M, (F,,) [@, okreslony jest przez dwie
konfiguracje obciazen. W tym sktadniku moment maksymalny w przekroju 1 pochodzi
od konfiguracji obcigzen F, =0 i F, =F,;, a moment minimalny w przekroju 2 po-
chodzi od konfiguracji obciazeh F; =0, F, =F,;, co oznacza, ze momenty te razem
nie znajduja si¢ w rownowadze z zadna z tych konfiguracji obciazen i nie zachodzi tu
zwiazek (3.2.8).

Istota proponowanego sposobu okreslania zapaséw bezpieczenstwa (3.2.7) wzgle-
dem mozliwych postaci utraty zdolnosci konstrukcji do przenoszenia obciazen jest za-
stosowanie sformutowan dualnych (3.2.2). Procedury rozwigzywania zadan programo-
wania liniowego sa jednak procedurami numerycznymi i pozwalaja na numeryczne wy-
znaczanie wartosci zmiennych dualnych. W celu uproszczenia okreslania zapaséw bez-
pieczenstwa dla roznych postaci awarii wykorzystamy, ze rozwiazaniu zadania (3.2.1)
odpowiada cze$¢ ograniczen spetnionych rownosciowo (ograniczenia czynne, aktyw-



36 3. Wyznaczanie warunkow granicznych dla konstrukcji

ne) i cz¢$¢ ograniczen spelnionych nieréwnos$ciowo (ograniczenia bierne, nieaktywne),
ktore nie wptywaja na rozwiazanie i moga by¢ pominigte, gdyz ograniczeniom nieak-
tywnym odpowiadaja zerowe wartosci zmiennych dualnych. Ograniczenia aktywne two-
rza uktad réwnan, ktory moze by¢ przedstawiony w postaci

e [0
* * * D *
Ha, Ay, QeksH%(r =R’ (3.2.10)
HJ O
N
Uktadowi rownan (3.2.10) odpowiada dualny uktad rownan
%*T E .
* g =0,
* T
v B
Que @ =1 (3.2.11)

identyczny z uktadem réwnan wynikajacym z ograniczen (3.2.2) przez usunigcie ko-
lumn, ktorym odpowiadaja zerowe wartosci zmiennych dualnych.
Stad zapas bezpieczenstwa przyjmuje postaé

Z=RTE -Q,L &, (3.2.12)

ktora wynika tez z (3.2.8) po wyeliminowaniu sktadnikéw zerowych.

Jesli uwzglednié, ze ograniczenia aktywne tworza uktad rownan, procedurg nume-
ryczna rozwiazania zadania (3.2.1) dla wartosci srednich parametréw mozna wykorzy-
sta¢ tylko do wybrania ograniczen aktywnych odpowiadajacych okreslonym postaciom
awarii. To pozwala na sformutowanie analityczne uktadéw rownan (3.2.10) i (3.2.11).
Z rozwiazania uktadu (3.2.11) mozna otrzymac zmienne dualne jako funkcje zmiennych
bazowych g (X) , ana podstawie zwiazku (3.2.12) mozna otrzymac¢ zapasy bezpieczen-
stwa jako funkcje zmiennych bazowych Z(X). Analogicznie mozna wyznacza¢ inne po-
staci osiagnigcia stanu granicznego uktadu.

Uwzgledniajac, ze do przeksztatcenia uktadu w mechanizm w wyniku uplastycznie-
nia wystarczy powstanie n, + 1 przegubow plastycznych, uktady rownan odpowiadaja-
ce wszystkim mechanizmom mozna otrzymac automatycznie, rozwiazujac kolejno uktady
ograniczen zlozone z ograniczen dla n;, + 1 przekrojow we wszystkich kombinacjach.
Liczba takich kombinacji wynosi

dn g n!

o 0= - ,
o +1g (ny +D!(n —ny —1)!

gdzie: n, — stopien statycznej niewyznaczalnosci,
n, — liczba przekrojow krytycznych.

(3.2.13)
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Niektore otrzymane uktady rownan moga odpowiada¢ tym samym mechanizmom,
gdy wystepuja mechanizmy lokalne (o mniejszej liczbie przegubow niz n;, + 1), co ozna-
cza, ze liczba przyrostowych postaci awarii jest nie wigksza niz liczba kombinacji okre-
$lona zwiazkiem (3.2.13). Nalezy tu wspomnie¢, ze ze wzgledu na zmienno$¢ obciazen
moc obciazenia moze by¢ dodatnia dla mechanizméw o przegubach plastycznych w tych
samych przekrojach a r6zniacych sig tylko znakami predkosci odksztatcen plastycznych.
Jednak takie pary mechanizmow sa zdarzeniami wykluczajacymi si¢ wzajemnie, co ozna-
cza, ze w analizie nalezy uwzglednia¢ tylko niekorzystniejszy z nich. W przyjetym al-
gorytmie wybor ten dokonywany jest automatycznie.

Ograniczenia (3.2.1) charakteryzuja si¢ specyfika polegajaca na tym, ze ogranicze-
nia dotyczace poszczegdlnych przekrojow zawieraja parami identyczne cztony, lecz
z przeciwnym znakiem. Po zsumowaniu tych ograniczen parami otrzymuje si¢ ograni-
czenia dotyczace plastycznosci naprzemienne;j

[Q,x — Quin] U < 2R. (3.2.14)

Wynika stad, ze dopuszczalnymi rozwigzaniami ograniczen (3.2.1) sq tez rozwigza-

nia, ktorym odpowiadaja tylko dwa ograniczenia aktywne dotyczace jednego przekro-

ju. Rozwigzania te i odpowiadajace im rownania (aktywne ograniczenia) mozna otrzy-

mac rozwiazujac uktady ograniczen (3.2.1) lub (3.2.14) dotyczace kolejno pojedynczych

przekrojow. Prowadzi to do n, zapaséw bezpieczenstwa wzgledem wystapienia naprze-
miennych odksztalcen plastycznych

Z=2R _(Ql,max - |,min)- (3.2.15)

Laczna liczbe postaci awarii uktadow pretowych w aspekcie teorii przystosowania
oszacowuje zalezno$¢

an O _ n!
Na<Q Otne = +ny. (3.2.16)
h +10 (ny + D!y —ny, —1)!

Zapasy bezpieczenstwa odpowiadajace wszystkim tym postaciom mozna wyznaczy¢
na podstawie sformutowan statycznych teorii przystosowania w ujeciu programowania
liniowego w sposéb omowiony powyzej. W praktycznej ocenie bezpieczenstwa kon-
strukcji wystarczy uwzglednianie tylko postaci awarii, ktorych prawdopodobienstwo wy-
stapienia nie jest mniejsze od najwigkszego o dwa do trzech rzgdow, zaleznie od ich
liczby.

Oddzielny problem stanowi okreslanie potozenia przekrojow krytycznych w przgstach,
gdy dziatajq obciazenia roztozone lub skupione zmieniajace potozenie. W tym przypadku
macierze wystepujace w sformutowaniach (3.2.1) do (3.2.12) oraz (3.2.14) 1 (3.2.15) sa
funkcjami wspotrzednych geometrycznych &, ktore okreslaja potozenia przekrojow kry-
tycznych w przestach i ktore jako funkcje zmiennych bazowych &(X), sa zmiennymi
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losowymi zaleznymi od nich. Wspoétrzedne te sa zmiennymi, ktére minimalizuja r6zni-
ce miedzy prawymi i lewymi stronami sformutowan statycznych (3.2.1), a formalnie
okreslone sa przez warunek

méin(max Ug)). (3.2.17)

Zadanie takie nie jest mozliwe do rozwiazania analitycznego, natomiast jest stosun-
kowo tatwe do rozwigzania numerycznego na drodze iteracyjnej. Okreslenie ograniczen
aktywnych odpowiadajacych kazdej postaci awarii moze wigc by¢ wykonane iteracyj-
nie, a w dalszych przeksztatceniach parametry & moga by¢ traktowane jak pozostale
zmienne. Prowadzi to do zapasu bezpieczenstwa Z(X,&) jako funkcji zmiennych bazo-
wych X iwspotrzednych geometrycznych &, ktore okreslaja potozenia przekrojow kry-
tycznych w przegstach. W takim sformutowaniu wskaznik niezawodnosci jest funkcja
parametrow &, a jego miarodajna warto$¢ moze by¢ wyznaczona iteracyjnie jako

B=n1gnﬁ(§). (3.2.18)

Obliczenia numeryczne wskazuja, ze wartos¢ ta jest bliska wartosci wskaznika nie-
zawodnosci wyznaczonej po przyjeciu parametrow & jako statych obliczonych na pod-
stawie zwiazku (3.2.17) i stanowi jego oszacowanie od dotu.

Nalezy tu podkresli¢, ze wyznaczanie wspolrzednych & na podstawie sformutowan
statycznych z wykorzystaniem warunku (3.2.17) nie moze by¢ zastapione wyznaczaniem
tych wspotrzednych na podstawie sformutowan dualnych (kinematycznych) z wykorzy-
staniem warunku min(min t(§)) . Wynika to z faktu, ze w sformutowaniach statycznych
wystepuja sumy kombinacji ekstremalnych sprezystych sit przekrojowych i sit resztko-
wych, a w sformutowaniach kinematycznych takie sumy nie wystepuja. Obliczenia nu-
meryczne wskazuja, ze wyznaczanie parametrow & na podstawie sformutowan dual-
nych moze prowadzi¢ do znacznych bledow.

Wykorzystanie przedstawionych powyzej zwiazkow w algorytmie oceny bezpieczen-
stwa wymaga sformutowania warunkow statycznych teorii przystosowania w ujgciu pro-
gramowania liniowego, co sprawia, ze w ogdlnosci beda to warunki przyblizone. Nale-
zy jednak bra¢ pod uwage, ze w analizie niezawodno$ci pretowych konstrukeji budow-
lanych, gdy uwzgledniany jest losowy charakter parametrow konstrukeji i ztozony stan
naprezenia, ztozono$¢ zadan jest tak duza, ze uzyskanie rozwiazan doktadnych nie jest
mozliwe. Stosowane sa rozne uproszczenia badz procedury numeryczne, ktore prowa-
dza do oszacowan trudnych do oceny nawet jakosciowej w sensie czy sa to oszacowa-
nia bezpieczne czy niebezpieczne. Natomiast linearyzacja statycznych warunkow przy-
stosowania moze by¢ tak dokonana, by prowadzita do oszacowan bezpiecznych. Zline-
aryzowane statyczne warunki przystosowania przedstawiono w punktach 3.3, 3.4 1 3.5.
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3.3. Warunki przystosowania w uj¢ciu programowania
liniowego w przypadku uwzgledniania zginania

3.3.1. Uklady pretowe o przekrojach idealnie dwuteowych

Warunki statyczne wedtug twierdzenia Bleicha [14] moga by¢ przedstawione w uje-
ciu programowania liniowego nastepujaco:

Orr0
znalezé p=max[0', HO O
H O
UM, maxMeéUGyrO
przy ograniczeniach [J DS{ 0< DMOB, u=z0, (3.3.1)
BM, -minM®gH 0O SAOD

gdzie: ol - zerowy wiersz o n,, elementach,
maxM € =[max M-, maxM]™, minMe=[minM£,---,minMg]" — wektory
ekstremalnych momentow ,,sprezystych” w przekrojach
krytycznych,

Y =1y, ~,anh 1" - wektor niewiadomych resztkowych sit hiperstatycznych,

1 n, [
) h ) M "
M = g\ﬂ;l . ! B — macierz momentéw wywotanych w przekrojach kry-
W .0 tycznych jednostkowymi sitami hiperstatycznymi,
h . .
a\/' no M n ] W izostatycznym uktadzie podstawowym,

Mo = [Mo,,..., Mo,]" — wektor momentow granicznych w przekrojach krytycz-

nych,
n, — stopien statycznej niewyznaczalnosci,
n, — liczba przekrojow krytycznych,
U — mnoznik granic zmienno$ci parametréw obciazenia.

Sformutowanie dualne do sformutowania (3.3.1) ma postac:
0
znalez¢ H:minH\/IOT,MOTH%_D
@ O

+

0
przy ograniczeniach H\/l T -M TH %’ =0, (3.3.2)
B 8
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HmaxM®)T, —(minMe)TH%EzL
B B

$"=0, ¢ =0, wu=0,

gdzie: poszczegolne macierze wspolczynnikow przy niewiadomych sa macierzami trans-
ponowanymi do odpowiednich macierzy sformutowania (3.3.1),
" =[¢y . 0517 1 & =[@1,.... d1" sa wektorami zmiennych dualnych.
Stad zapas bezpieczenstwa ma postac

— T T %Jﬂ e\T ; e\T D¢D
Z=fo" Mo H@_E—H(maxl\/l )", —(minM )Héq;%' (33.3)

a warunek nieprzystosowania ma postac taka sama jak wedtug twierdzenia Neala (2.5.3).

Roéznica migdzy rozwigzaniem dualnym a rozwigzaniem przyrostowym wedlug twier-
dzenia Neala wystepuje wtedy, gdy rozwiazanie statyczne determinowane jest przez ogra-
niczenie wynikajace ze zsumowania warunkow dla przekroju wedlug Bleicha
(max M; —min M/ <2Mo;, ), ktore ogranicza amplitudy zmian obciazen. Zmienne du-
alne przyjmuja wtedy, dla tego przekroju, wartosci ¢; = ¢, >0, a dla pozostatych
¢ = ¢; =0, co zilustrowano na rysunku 3.3.1.

Takie predkosci nie odpowiadaja mechanizmom, lecz oznaczaja wystgpowanie od-
ksztatcen plastycznych przeciwnych znakow w przekroju. Aby kres dolny rozwiazan
wedtug twierdzenia Neala byt zawsze identyczny z kresem gornym rozwiazan wedlug
twierdzenia Bleicha (2.4.7) wystarczy zatem uwzglednia¢, w sformutowaniach kinema-

o; 97
Ap ="+

97
¢

Rys. 3.3.1. Naprzemienne predkosci odksztalcen plastycznych

Ap =¢ +¢;

Fig. 3.3.1. Alternating velocities of plastic deformations
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tycznych, poza predkosciami odpowiadajacymi mechanizmom réwniez predkosci od-
ksztatcen przeciwnych znakéw w kolejnych przekrojach ¢ = ¢ >0 (naprzemien-
ne). Nalezy podkresli¢, ze rozwiazania dualne daja automatycznie zaro6wno rozwiaza-
nia odpowiadajace mechanizmom, jak i odksztatceniom naprzemiennym.

3.3.2. Uklady pretowe o przekrojach bisymetrycznych

Warunki przystosowania wedtug twierdzenia Bleicha—Melana [121] moga by¢ wy-
prowadzone po przyjeciu naprezen w przekroju bisymetrycznym w postaci sumy napre-
zen pokazanych na rysunku 3.3.2 i zatozeniu spelnienia warunkéow wedtug twierdzenia
Melana (2.4.1) w punktach 1, 2, 31 4 (rys. 3.3.2).

a) b)
M7
e We

AT i """""""" I

Rys. 3.3.2. Napregzenia w bisymetrycznym przekroju zginanym: a) naprgzenia resztkowe
samozrownowazone w przekroju, b) napr¢zenia od momentow resztkowych pozostajacych
w rownowadze z obcigzeniem zerowym, c¢) naprgzenia od obciazenia
Fig. 3.3.2. Stresses in the bisymmetrical bending a cross section: a) self-equilibrated residual
stresses in the cross section, b) stresses due to residual moments being in the equilibrium
with the zero load, c) stresses due to the load

Warunki wedlug twierdzenia Bleicha—Melana, ktore nie ma odpowiednika kinema-
tycznego moga by¢ przedstawione w ujeciu programowania liniowego w postaci

Oy
znalezs p=max[0', Ho 0O
H O
OM, maxMed
0 7 oy MOE
przy ograniczeniach 3-M, —-minM°®0 DSBK/IOD, U =0. (3.3.4)

E 0, AM® Euu Y v
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Sformutowanie dualne

0
; T T 1, 2O
znalez¢ g=min[Mo', Mo', 2Me' ][ O
O
Mg
przy ograniczeniach IMT, -MT] 3’ 0=0, (3.3.5)
@ 5
O

HmaxM®)T, —(minM*®)", AM eHI])_EZl,
O
o

¢ =0 ¢ =0, Ap=0, u=0,

gdzie: Me = [Me,,..., Me,]"T — wektor ,,sprezystych” momentow granicznych,
A = [A¢1, Y k]T — wektor zmiennych dualnych odpowiadajacych predko-
Sciom naprzemiennym,
AM® =maxM ¢ —minM ¢,
pozostate oznaczenia jak we wzorach w punkcie 3.3.1.
Stad wynika warunek nieprzystosowania (uogoélnienie twierdzenia Neala na przypa-
dek uwzgledniajacy plastycznos$¢ naprzemienna)

+[] O¢ ™0
T T g T ; T T Dq) =
B\/Io ,Mo ,2Mdﬂ[¢ SsH(maxMe) ,— (minM ©) ,(AMe)ng)"D. (3.3.6)
¢@ EA

Zapas bezpieczenstwa w tym przypadku ma postac
O OO
T T —D e\T : e\T e\Tf 0 O
Z=fMMo' ,Mo', 2Me] 0-HmaxM )", —(minM®)", (AM)HOdT . (3.3.7)
O O
bg gt
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3.3.3. Uklady pre¢towe o przekrojach monosymetrycznych

Jak juz wspomniano, warunki przystosowania zaproponowane przez Koniecznego
[82] nie zapewniaja spelnienia zatozenia o niezmienno$ci w czasie naprgzen resztko-
wych. Moga by¢ traktowane jako warunki przyblizone, jednak w niektorych obszarach
niezapewniajace przystosowania. W celu sformutowania warunkéw zapewniajacych przy-
stosowanie dla dowolnych programéw obciazen wykorzystane zostanie twierdzenie
Melana (2.4.1). Na rysunku 3.3.3 przedstawiono napre¢zenia w przekroju monosyme-
trycznym zginanym w zakresie sprezysto-plastycznym wzgledem osi nie bgdacej osia
symetrii:

a) naprezenia odpowiadajace plastycznemu momentowi granicznemu Mo,

b) naprezenia odpowiadajace maksymalnemu momentowi Ms, przy ktorym mozliwe jest
obciazenie w zakresie spregzystym momentem z przeciwnym znakiem o wartosci 2 Me,

¢) naprezenia odpowiadajace momentowi M* powodujacemu uplastycznienie we wszy-
stkich punktach po jednej stronie osi geometrycznej,

d) naprezenia odpowiadajace granicznemu momentowi sprezystemu Me,

e) naprezenia odpowiadajace dowolnemu momentowi M przy nieograniczonym zakre-
sie sprezystym,

f) naprezenia resztkowe samozrownowazone w przekroju pozostajace po obciazeniu
momentem Ms i odcigzeniu, to jest obcigzeniu momentem M ze zwrotem przeciw-
nym o warto$ci Ms.

Najogolniejszym rozktadem naprezen sposrod przedstawionych jest rozktad odpo-
wiadajacy momentowi Ms, gdyz pozostale sa jego szczegolnymi przypadkami.

a) b) c) d) e) f)
M Ms
Oy o g, o, We We
2 A A ) _ +,
h, - _ -
Mo Ms
h M | Me M
3- of | Ms-M
r AN 4 ) \/J 1 \dia M = Ms
4 h j/ 'q \ I B :'7 77777777 x ’’’’’’’’’’ \J:;’
e [
1YY — =
! Ms [h
oo e e kg i
v hy We [h, We L[h,
o$ obojetna dla Mo 0$ obojetna dla Ms 0§ geometryczna

Rys. 3.3.3. Naprgzenia w monosymetrycznym przekroju zginanym wzgledem osi niebgdacej osia symetrii
Fig. 3.3.3. Stresses in the mono-symmetrical bending cross section about an axis which is not a symmetry axis
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Jesli obciazy¢ przekroj momentem Ms o rozktadzie naprezen pokazanym narys. 3.3.3b,
a nastepnie przytozy¢ sprezysty moment M (rys. 3.3.3e) z przeciwnym zwrotem, to na-
prezenia nie narusza warunku plastyczno$ci w zadnym punkcie przekroju, gdy nie na-
rusza go w punktach 1, 2 i 4, co prowadzi do uktadu warunkow

E‘ME@ 0 S0,

Me h

BK—IB]TO <o, (3.3.8)

OMe [

M
01+azs%01+]we[~l}j—lw0%soo.

Z pierwszego warunku (3.3.8) wynika M 20, z drugiego M < 2Me, a z trzeciego

M . h o : . .
‘01‘ <a-" o i M<-L —u e . Z drugiego warunku wynika wigc,
Me hy s (o

ze niemozliwa jest sprezysta zmiana momentu w zakresie wigkszym niz 2Me.
Z trzeciego warunku wynika, ze aby taka zmiana byla mozliwa w zakresie 2Me, to

‘01‘ < E -2 E);—IEEO . Jesli ten warunek nie jest spetniony, to M zalezy od ‘01

,a oy

zalezy od Ms, czyli M zalezy od Ms. Jesli na przyktad Ms = Mo, to ‘01‘ =0, 1M=0.

Oznaczajac symbolem Ms graniczna wartos¢ momentu obcigzajacego o rozktadzie
napr¢zen jak na rys 3.3.3b, przy ktorej mozna przytozy¢ moment ze zwrotem przeciw-
nym o wartos$ci 2Me bez naruszania warunku plastyczno$ci w zadnym punkcie przekro-
ju otrzymujemy, ze dla momentow obciazajacych przekrdj z przedzialow (Me, Ms)
oraz (—Ms, —Me) mozliwe jest sprezyste obciazenie z przeciwnym zwrotem momentem
2Me. Dla momentow obciazajacych z przedziatow (Ms, Mo) oraz (—-Mo, —Ms) zakres
sprezystego obcigzenia z przeciwnym zwrotem zalezy od momentu obciazajacego i wy-
nosi 2Me dla ekstremalnej wartos$ci obciazenia Ms i —Ms oraz zero dla ekstremalnej war-
tosci obciazenia Mo 1 —Mo.

Przyktadowo dla przekroju jak na rys. 3.3.4 charakterystyki odpowiednio wynosza:
— pole przekroju

A=hd, +(b-t,)d,, (3.3.9)

— moment bezwladnosci wzgledem osi geometrycznej

| = , (3.3.10)

P, (b-t)  h f 0 O
+ +ht —eq +(b -t )t e —
12 12 WBE eH ( Wt %ﬁ 2%
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ly

ul

Rys. 3.3.4. Przekroj teowy i napr¢zenia odpowiadajace momentowi Mo 1 Ms
Fig. 3.3.4. T-bar and the stresses corresponding to the moments Mo and Ms

— sprezysty wskaznik wytrzymato$ci na zginanie

We = , (3.3.11)
h-e
— plastyczny wskaznik zginania
Ch? L0 0O 0
Wo =t —hey +ey A+t (b -t —
WEE €1 Q)l% i (b -ty) Bﬁbl 2%’ (3.3.12)
gdy e =ey2ty,
- 2 2 2
Wo=05(t,(h-e;)* +heg, +(t; ~ez)” (b ), (33.13)
gdy e =epsty,
— wskaznik wytrzymatoséci na zginanie na podstawie warunku przystosowania
0 —e )30 O t0
Ws=0,5t, h-eq)” +(eq )2 =S bt o =15 G310
h-e E 0 20

gdy € =€y 2t
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Ws =0,5((n =€)t +(t; -€s2)? (b ~1,) +bess?)

t O ts 0
E-e)’ 3 +O-t o) 225 ~F0 (s
h-e '
gdy eg=eg <t;,
2 b-t,){d?
gdzie: S=h [ﬂw+( w) 0 , —E,
2 2 A
_(h+t;) Db, _(h—tf)[ﬂw+t

f
o 2 2[ﬂw’e°2 2[b 2’

ey :Jg[hz -5Chie+3@° -t, ((h-e)(b/t, -1) —h+2[&,

“+(h+t, -3@) 0, +(h-2@&)°* -h+2[&.

_J((h—e)t(h—tf)—(e—tf)z)m
€50 = b

Przedstawiajac dopuszczalny zakres sprezystego odciazania (dopuszczalna amplitu-
de sprezystych zmian momentu w przekroju) w postaci takiej jak w zwiazkach Koniecz-

nego (a [Me ) mozna numerycznie wyznaczy¢ zalezno$¢ parametru o od momentu ob-
cigzajacego. Ponizej zilustrowano wyniki obliczen dla przekroju jak na rys. 3.3.4 dla
danych ¢, = tf=0,1b, h=b+ Iy Dla tych danych Me/Mo = 0,5523, Ms/Mo = 0,9908. Na

rysunku 3.3.5 przedstawiono zalezno$¢ GB%E dla obciazenia przekroju momentem
0

M [0 (Ms, Mo). Maksymalna odchytka wzgledna tego wykresu od linii prostej opisanej

zwiazkiem o (M ) =2 EB - KH B _Ms Hwynosi 0,000081, co wskazuje, ze zaleznos¢
O Mol 0 MoC
liniowa bardzo dobrze aproksymuje tu zaleznos¢ doktadna.

Po uwzglednieniu, ze a(M) = a(-M) oraz ze dla M U (— Ms, Ms) a =2, otrzymuje
si¢ zalezno$¢ parametru o dla dowolnego poziomu obciazenia przedstawiona wykre-
sem na rys. 3.3.6 (linia ciagta). Wedlug Koniecznego dla rozpatrywanego przypadku
a = 1,88 (linia przerywana na rys. 3.3.6).

Z obliczen wykonanych dla walcowanych przekrojow teowych i potowek dwuteow-
nikow wynika, ze dla tych przekrojow réznica Mo — Ms nie przekracza 1% warto$ci
Mo, a zaleznos¢ wspotczynnika a(M) dla M U (Ms, Mo) 1 M [ (-Ms, —Mo) jest prawie
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Rys. 3.3.5. Zaleznos$¢ wspotezynnika przedziatu sprezystego odciazania (o$ pionowa)
od wzglednych wartos$ci M/Mo momentu obciazajacego M z przedziatu (Ms, Mo)
Fig. 3.3.5. Dependence of the elastic relief interval coefficient (vertical axis)
on the relative values of the M/Mo loading moment M within the interval (Ms, Mo)

a e
2Me
a(M)Me
ak [(Me S
Y | [P -
1
1
A/} T I I [ M
- - M
O—MS e Me Ms Mo

Rys. 3.3.6. Zalezno$¢ przedziatu sprezystego odciazania Me od poziomu obciazenia M
Fig. 3.3.6. Dependence of the elastic relief interval on the level of the load

liniowa (z doktadnos$cia do tysigcznych czgsci procenta). Dla niesymetrycznych dwute-

ownikow rdznice te sa jeszcze mniejsze.

Z tego wynika, ze warunki na przystosowanie i-tego przekroju monosymetrycznego

mozna przedstawi¢ w postaci

M +maxM<Mo ,

max M -minM? <a, (Me ,

1 gdy M;<Ms,
gdzie o, =2 M; O MsU
-1 1- Ms <M. <Mo,,
% MQDE NTOE gdy Ms i |

M; =max[(M{ +maxM¢), (=M -minM?)].
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Jesli uwzgledni sig, ze dla przekrojow stosowanych w praktyce rdéznica Mo — Ms nie
przekracza 1% warto$ci Mo, to warunki te z nieznaczng rezerwa moga by¢ przyjete dla
praktycznych zastosowan w postaci analogicznej do postaci jak dla przekrojow bisyme-
trycznych (uogolnienie twierdzenia Bleicha—Melana)

M/ +maxM<Ms ,
-M{ -minMf<Ms , (3.3.17)
max M; —minM; <2Me; ,

W tym przypadku sformutowania w ujgciu programowania liniowego oraz zapas bez-
pieczenstwa s takie same jak dla przekrojow bisymetrycznych (jedynie Mo, nalezy za-
stapi¢ przez Ms,).

3.3.4. Uklady pretowe o przekrojach hybrydowych

Na rysunku 3.3.7 przedstawiono naprezenia w hybrydowym przekroju symetrycz-

nym obcigzonym momentem zginajagcym o réoznych wartosciach:

a) naprezenia odpowiadajace plastycznemu momentowi granicznemu Mo,

b) naprezenia odpowiadajace sprezystemu momentowi granicznemu Me (0, =0; lub
0, =00y),

¢) pole naprezen resztkowych pozostajace po obciazeniu przekroju momentem Mo (rys.
3.3.7 a) i odciazeniu go to jest dodaniu momentu —Mo o liniowym rozktadzie napre-
zen,

d) naprezenia odpowiadajace momentowi Mo — 2Me.

a) b) c) d)
Mochw o Mo_, Mow o, 2Me_
O g, We h e of We h We 0f
[ AN =7
0, + +

v toc ) Yo g, |
h ow Oow

We We h

Rys. 3.3.7. Naprezenia w hybrydowym przekroju zginanym
Fig. 3.3.7. Stresses in the hybrid bending cross section
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Naprezenia 0, 1 O, (rys. 3.3.7b) wynosza

Oh h
Qn—wOW gdy 0g 22— [y,

_thw hw

0,=0 o
%Of gdy Oo¢ SMWOW’

(3.3.18)

O h

g—OW gdy 0y¢ =2— L[y,
0,=0

hw h

SFBTOf gdy Oy¢ <— [y,

przy czym przynajmniej jedna z tych warto$ci musi by¢ rowna odpowiedniej granicy
plastycznosci (0, =0y; lubo, =0, ),
gdzie: 0, — granica plastyczno$ci materiatu srodnika,

O, — granica plastycznos$ci materialu potek,

h  — wysokosc¢ przekroju,

h,, — wysoko$¢ Srodnika.

Sprezysty moment graniczny
Me = min(Me,, Mef), (3.3.19)
210y, _ h 2l 0y 2
— =— Weld,,, Me; = =Weld,;, We=—,
I — moment bezwladnosci przekroju wzgledem osi geometrycznej.

Naprezenia ekstremalne w stopce 1 w §rodniku dla obciazenia Mo —2Me odpowie-
dnio wynosza

gdzie: Mg, =

h 0 h
DMe 0 %m%w‘%fﬁg%f gdy Op¢ ZW\II]TOW’

Hwe 20! Hzg; h (3.3.20)
of

dy 0Oy <— [W0n,,
gay Og¢ W ow

O h
gfo\m gdy Oy¢ meowi
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Z faktu, ze przynajmniej jedno z nich rowne jest odpowiedniej granicy plastyczno-
$ci i zadne z nich nie przekracza odpowiedniej granicy plastyczno$ci wynika, Ze po ob-
ciazeniu momentem Mo mozliwe jest obciazenie sprezyste z przeciwnym znakiem, mo-
mentem z przedziatu (0, 2Me). Oznacza to, ze dla przekrojow hybrydowych warunki na
przystosowanie sg takie same jak dla przekrojéw bisymetrycznych. Jednak, gdy uwzgle-
dnia si¢ losowy charakter parametrow nalezy bra¢ pod uwage, ze w rozpatrywanym przy-
padku $rodniki i stopki wykonane sa z r6znych elementéw, co oznacza, ze ich charakte-
rystyki geometryczne i fizyczne sq zmiennymi losowymi wzajemnie niezaleznymi,
a w szczegolnosci 0 jest zmienna losowa niezalezng od 0, . Nie mozna wigc w tym
przypadku wyznaczy¢ momentu Me na podstawie zwigzku (3.3.19) i aby uwzglednic¢
zarowno realizacje zmiennych losowych, dla ktorych zachodzi przypadek Me, > Me,
jak i przypadek Mef> Me,, warunek nie wystgpowania odksztatcen plastycznych na-
przemiennych w przekrOJu przyjmie posta¢ ograniczen

max M —minM¢ < 2Me, ,
(3.3.21)

max M —minM¢ < 2Me .

W tym przypadku sformutowanie warunkéw statycznych w ujeciu programowania
liniowego ma postac

y'0
znalezé p=max(0", 10 O

H O
SM, maxMeE 0 Mo[
O O
— r|:| MO
przy ograniczeniach EHVI’ minM ES{ D_D 0 U=0. (3.3.22)
0 o, AM € Dul 0 (2Me,, D
Sformutowanie dualne
+
O
il
,, — T T T o O
znalezé p=minHMo’, Mo’, 2Me,, 2MefH§3¢ 0
w(]
Hd 5

+
- : §*0

przy ograniczeniach M, -MT ] 0=0, (3.3.23)
=
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25
HmaxM )T, —(minM®)T, (am9)T, (ameTEP s,
wi]

Hé(H

¢" =0, ¢~ =0, Ad, =0, Ad; =0, u=0,

gdzie M)W, Ad)f — plastyczne odksztalcenia naprzemienne odpowiednio w §rodniku lub
w stopkach.
Zapas bezpieczenstwa ma w tym przypadku ma postac

il
Z=HMo", Mo', 2Mey, 2MeTfHE§¢ E
w(J
Ho (4
4
—HmaxMe)T, ~(minme)", (am®)", (AMe)TH%d)
b

0
0
0 (3324)
0

3.4. Warunki przystosowania w uj¢ciu programowania
liniowego w przypadku uwzgledniania zginania
z udzialem sil podltuznych

3.4.1. Uklady pretowe o przekrojach bisymetrycznych

Proponowane przez Koniga [92] podejscie oparte na wykorzystaniu powierzchni spre-
zystych generowanych na podstawie zalozonych rozktadow napregzen resztkowych nie
jest zbyt wygodne, gdyz wymaga dwuetapowego rozpatrywania zagadnienia (formuto-
wanie odcinkowo liniowych powierzchni sprezystych, a nastgpnie warunkéw przysto-
sowania).

W celu sformulowania warunkow na przystosowanie wyrazonych poprzez sity prze-
krojowe wykorzystano tu bezposrednio twierdzenie Melana (2.4.1) i zalozone pola na-
prezen resztkowych. Przyjeto dwuparametrowe pole samozrownowazonych w przekroju
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naprezen resztkowych w postaci sumy zmodyfikowanych pol proponowanych przez
Koniga naprezen resztkowych dla przekrojow prostokatnych.

Na rysunku 3.4.1 przedstawiono naprezenia w bisymetrycznym przekroju preta zgi-
nanego i rozciaganego w stanie sprezysto-plastycznym odpowiadajace réoznym sktado-
wym przypadkom obciazenia:

a) naprgzenia samozrownowazone w przekroju odpowiadajace obciazeniu momentem

Mo, 1 odciazeniu,

b) symetryczne pole naprezen samozrownowazonych w przekroju,
¢) naprezenia odpowiadajace momentowi resztkowemu M/,

d) naprezenia odpowiadajace resztkowe;j sile osiowej N/,

€) naprezenia odpowiadajace momentowi od obciazenia M (1),

f) naprezenia odpowiadajace sile osiowej od obciazenia N (z).

Pola resztkowych sit przekrojowych (momentéw M/, sit osiowych N/, a takze sit
tnacych V) sa facznie samozrownowazone (pozostaja w rOwnowadze z obciazeniem
Zerowym).

Przyjmujac naprezenia resztkowe (rys. 3.4.1 a, b, ¢, d) w przekroju w postaci sumy

M [z N/
g (9=s@+— "+, (3.4.1)
ly; A
gdzie: s;(z) — naprgzenia resztkowe samozrownowazone w przekroju (suma napre-
zen, rys. 3.4.1 aib),
©) d) e) f)
M N; M) Ni (@)
We, A We; A;
M/ N UHOI G
__3,._.____» ..... L . ._._._.__>_>
+ + X
. \
M] N/ M; (1) N(2)
We; A4; We; A;

0$ geometryczna potowki przekroju

Rys. 3.4.1. Naprgzenia w przekroju bisymetrycznym preta zginanego i rozciaganego
Fig. 3.4.1. Stresses in the bisymmetrical cross section of the bending and tensioning bar
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M, N — sity przekrojowe resztkowe samozrownowazone w ukladzie,
We;, A; — wskaznik zginania i pole przekroju,
i uwzgledniajac naprezenia sprezyste od obciazen (rys. 3.4.1e, f)

M/ (), NI @)
lyi A

mozna warunek Melana na przystosowanie w dowolnym punkcie przekroju przedsta-
wi¢ w postaci

of(zt) = (3.4.2)

@M BN OB VOB, (3.43)
4; ! Iy; 4;

Vi

r r
_%:(ZHM,. B +£B_mnHM O, N/ (t)H<
Iy, 4; H ! H Iy, 4 EI—
przy czym warunki te musza by¢ spetnione w kazdym punkcie kazdego przekroju.
Ze wzgledu na odcinkowo liniowe rozktady naprezen dla spetnienia twierdzenia Me-

lana w kazdym punkcie wystarczy, by byto ono spetnione w punktach 1, 2, 3, 4.
Wynikaja stad warunki na przystosowanie, ktére moga by¢ przedstawione w postaci

Da D
oA, B, C, Q 0 B (RO
0 max D rg HQD’ 3.4.4)
D—A1 -B, -C, lenDB{

El E

o O 0 2, X g
glee A= d|@[Ar ] B= d|®[B ] a= D D: B |:| Da C= - |:|9 =0: Ea
|

B EAE K« H o

O(Wo -We ) ;0

ml ,max 0 |121,m1n 0 ml 0 U 0

_D: 0 D; O _D; DA E(Wq WQ) o
Qmax - - ) Qmm . b R = O o ri = O NQ R
0 0

ng maxH BQk mmH @ka E —NQ E



3. Wyznaczanie warunkow granicznych dla konstrukcji

O hz SN VI e b IR VILR VAR il
Ore We Lo A A
I N 0
Ohz 0 1_gryve ot o VG

BizD_ZNVQRTOiD Ci:[MI N A’ M .

U ;
—1 —n
Cwewy 0 g NN e ND G
O-Weloy § o N | N
O 0 oo o 0O N
mnex g+ NS g o aminMe +Ne D
0O O A DO 0 O A
0 g e O 0 0 e
 _COnaxpme-Ne e O, = Dhinpme - e V8 i
Q|,max Bn %Ml | A ED QI min BT] %Ml | A
ad O 0 _
0 max N O O min N g
O o O U e O
g max N; g g min N; g
[(Me; [
R, = ey
" Dve, O
g 0
ENe; §
Mo; , . . .
Wo, = — plastyczny wskaznik zginania przekroju,
Ooi

We; — sprezysty wskaznik zginania przekroju,

4; — pole przekroju,

Oy, — granica plastycznos$ci materiatu,

Me; =We; L&, — graniczny moment sprezysty przekroju,

Ne =No, = A Lo, — graniczna sprezysta i plastyczna sifa podiuzna przekroju,

a;, B — parametry pola naprgzen resztkowych samozrownowazo-

- nych w przekroju,

M lj , N lj — moment zginajacy i sita osiowa w przekroju wywotane
jednostkowa sita hiperstatyczna Y/ = 1 w izostatycznym
uktadzie podstawowym,

n, — stopien statycznej niewyznaczalno$ci uktadu,

k — liczba przekrojow krytycznych.
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W zwiazkach (3.4.4) wykorzystano, ze momenty resztkowe M i sity osiowe reszt-
kowe N!'moga by¢ wyrazone przez hiperstatyczne sily resztkowe er (J=12,..,n,)

My = ZW Y/, N/ = thij v/ . (3.4.5)

W ujeciu programowania liniowego:
» sformulowanie pierwotne (statyczne)

fo [
55 O
znalez¢ uzmaxB)T, o, 0, :EB(VE
O O
& 0
e O
O
oA B C O (RO
przy ograniczeniach [ Qe Da}rgs o H20, (3.4.6)
TA -B, -C —QunOr'H R
B 0

e sformulowanie dualne

: g0
znalezé p=minfRT, RTED O
¢ O

AT, -ATO
o O O+

przy ograniczeniach BT, -B" OO O=0, (3.4.7)
O B
T _ T
EXRE B
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-
gdzie poszczegdlne macierze maja znaczenie jak w warunkach (3.4.4), €" = ,...,& H

T
ie" =Ry ,....6cB — wektory zmiennych dualnych, ktore moga by¢ interpretowane jako

predkosci odksztatcen plastycznych i wyznaczone jako rozwiazanie zadania (3.4.7).
Zapas bezpieczenstwa ma wigc postaé

+0 0
Z=MR", RTQ%_D—HQMX ), —(Qmin)T%s_D . (3.4.8)
E O e

3.4.2. Uklady pre¢towe o przekrojach monosymetrycznych

Na rysunku 3.4.2 przedstawiono naprezenia w monosymetrycznym przekroju preta
zginanego i rozciaganego w stanie sprezysto-plastycznym odpowiadajace réznym skta-
dowym przypadkom obciazenia. Wykorzystano tu oméwione w punkcie 3.3.3 pole sa-
mozréwnowazonych w przekroju naprgzen resztkowych (rys. 3.4.2 a). Sens pozostatych

naprezen przedstawionych na rys. 3.4.2 jest analogiczny do naprgzen przedstawionych
narys. 3.4.1.

3) b) 0) d) €)
CBMs_ Ho My N M N ()
¢ H s We 4; We; A;
25 — ©“ § —
5| § -
h, S| 2
. g g\l M) "
2. N/ ' N{(t
o, Lo S| & + i + i
ERI T EA B AR LA
4 N 5 x
5 [hy i O W; A
1 Y__V¥ v .
Ms, L3, 2 s; Ly, —o. Ha. M; b, N M (1) [hy, N
e, th, OB Be T Welh; A4 We, [h,, 4

Rys. 3.4.2. Naprgzenia w monosymetrycznym przekroju preta zginanego i rozciaganego
Fig. 3.4.2. Stresses in the mono-symmetrical cross section of the bending and tensioning bar

Uwzgledniajac, ze spetnienie warunkow Melana (2.4.1) w kazdym punkcie przekroju
jest zapewnione przez ich spetnienie w punktach 1, 2, 3, 4 1 5 i postgpujac analogicznie
jak dla przekrojow bisymetrycznych, otrzymano warunki na przystosowanie w postaci
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A c 9 Ua O R
O : M O
A YR < (3.4.9)
A, C, —QminO 010
0+ 0
[Me; [
‘ 0
o, 0 , 0 %r E %\4 e

g.Od a. O
glee A= d|®[Ar] a= o- D, C= D [p X= O: 0 R D\/Ie 3

w8 8 F0 Bed

BVQIH

h,; O 0O

(02 Ws ~We Qg0

oy O O

O

gl.l,max E gl.lmln E S ENS —Wq D|])' 0

Qmax =0 b Qmi 0: 3 Ar, h.'IJ o ],

O

B)k,max H B)k min H 0 Wq |])'0i 0

o ~(ws -we )@y 5

g Ne ]
hy En7.1+ﬁ.l§& o @EM. +Ni éﬁ%
A hy; AQ
E,%Dﬁhﬁilﬁ%, rzm_/l'nh +Ni” é%%

L 0 R, O
Og —1 — —n —n O
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d M 0 N
mwww + NP é&[ﬂ] mlnmwe+N é&ﬂ]]
= Oy 0 Oh
0
%naxEﬁEMe+N é& Snlnﬁw +N¢® é&
D My
Qi,mmzﬂnaxﬁwi +N? é& , Qi,min:[mmD*[Mie"'Ni El],
0 O A @ o O A
O O u 0 n U0
O maxEMie—Nieé.@E O § minEMie—Nieé&D O
O O AgU o g AgU
0 O U e O
0 max N 0 0 min N; 0
s; — odlegtos$¢ osi obojetnej odpowiadajacej obciazeniu przekroju momen-
tem Ms; od osi geometrycznej,
hy; , hy; —odleglosci wtokien skrajnych przekroju od osi geometrycznej przekroju

(hli 2 hZi )’

pozostate oznaczenia przyjeto podobnie jak dla przekroju symetrycznego.

W ujeciu programowania liniowego:
sformutowanie pierwotne (statyczne)

e O
O
znalesé p=max o', 0", 15%”5
O
i
[ [0
OA  C Quy M, d_[RD
przy ograniczeniach [ mY[os %2
oA, -C _QminD%l 0
U
» sformulowanie dualne
, [e*0
znalezé p=min(R", RTED O
® g

U=0 (3.4.10)
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AT, -ATeO
przy ograniczeniach O (o O=0, (3.4.11)

', -C'Hed

(&0
Qmax)T’ _(Qmin)T D_Dzl,
d H@ |

e">0, €20, u=0.

Zapas bezpieczenstwa ma postaé (3.4.8).

3.5. Warunki przystosowania w ujeciu programowania
liniowego w przypadku uwzgledniania
naprezen normalnych i tnacych

3.5.1. Wprowadzenie

Przyjeto warunek graniczny w punkcie przekroju preta na podstawie hipotezy Hube-
ra—Misesa—Hencky’ego [71]

Vo2 +302% =a,, (3.5.1)

gdzie: 0 — naprgzenia normalne,
T —naprgzenia styczne,
0, — granica plastycznosci.
Aby moc wykorzystywaé w analizie narze¢dzia i twierdzenia programowania linio-
wego, lewa strong zwiazku (3.5.1) przedstawiono w postaci quasi-liniowej

Oo+n@, gdy o=20ir12=0,
m:‘a‘ o qua—a—nﬁ, gdy o<0i 1 <0, (3.52)

Ea—nﬁ‘, gdy 0=20i 1 <0,
gdziel‘/:ﬂEEgFE;—
Or O

H-o+n@, gdy o<0i 120,
>0.
Wartosci wspotczynnika 1) w zaleznos$ci od stosunku 0/T zestawiono w tabeli 3.5.1.

o
T
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Tabela 3.5.1. Wartosci wspotczynnika 1 w zaleznosci od stosunku o/T
Table. 3.5.1.Values of the coefficient 1 versus the proportion 0/T

g T g/t n g T g/t n

1 0 00 0 1 1 1 1

1 0,1 10 ]0,14889 0,9 1 0,9 ]1,05192
1 0,2 5 0,2915 0,8 1 0,8 |1,10788
1 0,3 |3,33333|0,42314 0,7 1 0,7 |1,16815
1 0,4 2,5 10,54138 0,6 1 0,6 ]1,23303
1 0,5 2 0,64575 0,5 1 0,5 ]1,30278
1 0,6 |1,66667(0,73703 0,4 1 0,4 |1,37764
1 0,7 |1,42857| 0,8166 0,3 1 0,3 |1,45784
1 0,8 1,25 0,886 0,2 1 0,2 |1,54356
1 0,9 1,11111] 0,9467 0,1 1 0,1 1,63494
1 1 1 1 0 1 0 1,73205

Warunki na przystosowanie wedtug twierdzenia Melana (2.4.1) po wykorzystaniu
zwiazkow (3.5.1) 1 (3.5.2) moga by¢ dla punktu przedstawione w postaci

o' +na@" +oft)+nE°(t) <o,
-o"-n@"-o°(®)-n@°()<0oy,
o' -nG"+of@t)-nk°(t)<ao,, (3.5.3)

o' +n@' -o®t)+nG°(t)<o,-

W rozwazaniach teoretycznych proponowane sa rézne uproszczone rozktady napre-
zen tnacych w przekroju, prowadzace czgsto do zblizonych wynikow [10, 116]. W celu
sformutowania mozliwie prostych i jednoczesnie bezpiecznych warunkéw na przysto-
sowanie przyjeto prostokatny rozktad naprezen tnacych w przekroju przy zatozeniu, ze
elementy przekroju usytuowane poprzecznie w stosunku do kierunku dziatania obcia-
Zeh nie uczestnicza w przenoszeniu $cinania [10]. Dalsze rozwazania ograniczymy do
dwoch typow przekrojow: przekrojow typu prostokatnego nie posiadajacych elemen-
tow poprzecznych na krawedziach gornej i dolnej i przekrojow typu dwuteowego po-
siadajacych takie elementy. Na rysunkach 3.5.1 1 3.5.2 przedstawiono przyktadowo prze-
kroje obydwu typdw. Zacieniowano czg$ci czynnie uczestniczace w przenoszeniu $ci-
nania.

Naprezenia tnace w czgséci czynnej przekroju na $cinanie okresla zaleznos¢

r e
T(t)=1' +Te(t):V7+V7(t)’ (3.5.4)
A A
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w ktorej: A, — czes¢ pola przekroju czynna przy Scinaniu,
)" —resztkowa sita tnaca w przekroju,
Ve(f) — sprezysta sila tnaca w przekroju wywolana obciazeniem.

Rys. 3.5.1. Przekroje typu prostokatnego
Fig. 3.5.1. Cross sections of rectangular type

Rys. 3.5.2. Przekroje typu dwuteowego
Fig. 3.5.2. Cross sections of the I-section type

3.5.2. Przekroje typu prostokatnego

3.5.2.1. Zginanie i §cinanie
Na rysunku 3.5.3 przedstawiono naprezenia w przekroju typu prostokatnego (rys.
3.5.1) preta zginanego i $cinanego w stanie spre¢zysto-plastycznym odpowiadajace roz-
nym sktadowym przypadkom obciazenia.
Naprezenia resztkowe w przekroju okreslaja zwiazki

M [z A
o/ (2=s(9+——, 11 (9)=——, 3.5.5
i (D =5s/(2 ly i (2) Av (3.5.5)
w ktorych: s/(z) — naprezenia resztkowe normalne samozrownowazone w przekro-

Ju,
M/, VI — sily przekrojowe resztkowe samozrownowazone w uktadzie,
Iy, — moment bezwtadnosci przekroju.



62

3. Wyznaczanie warunkow granicznych dla konstrukcji

a) b) c) d) €
0; -0 M; v’ M; (1) 420
we, "H' We, Av, We, Ay,
Y 2 =
o 0, \ M + M (t +
1O, m r
\ 0i ! Vi Vie (f)
v 1 + -
0. 5 M; ME(@)
77 0i i We. —tZ
Zy € i We.

1

Rys. 3.5.3. Naprezenia w przekroju typu prostokatnego (rys. 3.5.1) pregta zginanego i Scinanego

Fig. 3.5.3. Stresses in the rectangular cross sections (Fig. 3.5.1) of the bending and shearing bars

Naprezenia sprezyste w przekroju pozostajace w rownowadze z obciazeniem okre-

slaja zwiazki

(2

ly;

M ()

e Vi)

Av

(3.5.6)

Po uwzglednieniu zwiazkow (3.5.5) 1 (3.5.6), warunki (3.5.3) przyjmuja postaé

s (2)+

-5 (-

Mm@ -mintt O @t O ke,
ly, Ay, t ly, Ay, ’

s (2)+

—§ -2, (z)E\&—minEW—m (Z)El\m@gaoi.
ly; Ay, t ly; Ay,

Mz

r

@ e emad 0 o Ok,
ly Ayt ly; Av, ’

n@, st 0% @0 <o,

(3.5.7)
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Jesli uwzgledni sig, ze dla spelnienia warunkow (3.5.7) w kazdym punkcie przekro-
ju wystarczy ich spelnienie w punktach 1, 2, 3 14 (rys. 3.5.3), warunki Melana na przy-
stosowanie uktadu o przekrojach typu prostokatnego mozna przedstawi¢ w postaci

A C 0O Do O -
a A, , N a
0 mex 'S H?H (3.5.8)
oA, -C, lenDD:L
o O @1 e O
mo mo ME et
gdzie: A =diag[Ar], a= D,C=D:D,Y=D:EI,QW—D- O
P O
wH KB g R
Me; O Mo, — Mg )0
Q1 min U R, O %w 0 d Q)D
Qua=0i  DR=0: DR =00 5 oMo ~Ma)
min B) | H E{ E i g,oig T VOi Er
k,min k @/0,' E E —VOi E

D M Mg
_ _ 0

i - éﬂ ey My Y
c =0 AV
: D e . N I:l
0 hwl r'im/lh O
o 3 3 0
O _ . O

N3 1 N3 <M

0 By, Byt O
o 3 N
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O O o O d. 0
max (M +1y ¥ %D O minCME +ny ° S
0 O AVO O 0 O AV
Sﬂaxg\/he—nu e %H g HninCM -y V° é%
Qi,max =B D] |:| Ba QI min :S D7 0 I |j
; 3i e
ax 0 = 0 o mngZMTO 0
. VI 0 V3 'O0 g
0 [n 0 O O - Ny 0 0
O ax G Ve O g mins Ve g
g W3 'O 8 ™3 '0 O
Mo, — plastyczny moment graniczny przekroju,
Me, — sprezysty moment graniczny przekroju,
Av, — pole czynne przekroju przy $cinaniu,
a, — parametr pola napr¢zen resztkowych samozrownowazonych w prze-
kroju,
M/, V" — moment resztkowy i sila tnaca resztkowa pozostajace w rownowa-
dze z obciazeniem zerowym,
M = "H+3—0“20, Ny = 3IHH—G”N,
¥ ¥ ¥ T;

0y _ (Mo, — Me, )Ty, + M[ +M; (t) v on Vo, 0/3 o,
T, Vi +VE@) We, 1, WV +VE@D)
i=1,2,..,k
W zwiazkach (3.5.8) wykorzystano, ze momenty resztkowe i sity tnace resztkowe
moga by¢ wyrazone przez resztkowe sily hiperstatyczne Y/ (j =1, 2,..., n))

MF=21W oYr, V' = ZV v/, (3.5.9)

gdzie: ¥/ — sity hiperstatyczne okreslajace pola resztkowych sit przekrojowych,
M M/ , V' — moment zginajacy i sita tnaca w przekroju wywotane jednostkowa
sila hiperstatyczna yr=1w izostatycznym uktadzie podstawowym,
n, — stopien statycznej niewyznaczalno$ci uktadu.
Sformutowania ograniczen (3.5.8) w ujeciu programowania liniowego maja postac¢
(3.4.10) 1 (3.4.11), a zapas bezpieczenstwa posta¢ (3.4.8).
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3.5.2.2. Zginanie, rozciaganie i §cinanie
Na rysunku 3.5.4 przedstawiono sktadowe naprezenia w przekroju preta zginanego,

rozciaganego i $cinanego w stanie sprezysto-plastycznym.

a) b) 0) d) e f) 9)
Mo, _ Hﬁ M/ N/ \A M (t) NE () VE(t)
e O W A A We A AV,

[\S)

+
veMa __ B, M/ N a ME®) NS )
. 'H e A Av We A Av

Rys. 3.5.4. Naprezenia w przekroju typu prostokatnego preta zginanego, rozcigganego i §cinanego
Fig. 3.5.4. Stresses in the rectangular cross section of the bending, tensioning and shearing barr

Naprezenia resztkowe w przekroju (rys. 3.5.4a, b, ¢, d) okreslone sa zwiazkami

r r r
air(z):sr (Z)+M +N_', Tir :L, (3.5.10)
A Ay

gdzie: s/(z) —naprezenia resztkowe samozrownowazone w przekroju,
M/, N/ — sily przekrojowe resztkowe samozrownowazone w uktadzie,

I, A, —moment bezwladnosci i pole przekroju
Naprezenia sprezyste (rys. 3.5.4e, f, g) pozostajace w rownowadze z obciazeniem

okreslone sa zwigzkami

o(z1) = Miel(f) z, Ni(t), e =V£\(/_t). (3.5.11)

Stad warunek Melana na przystosowanie punktu przekroju przyjmuje posta¢

M?(t) (2 + NF(®) +n, Y- HSUOV
A Ay,

r r r
| &"‘Nii‘”]i EIVi +maXE
i A Ay, ot

s (2)+
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M N_ Eﬁ_minEMi O, N,V “)Esoop
| A A, ot H A A,

Sﬁr(z)+|\/|;r Dz+|::f n B\%ert @M I(t)Dz NE() V (t)ESUo.

g MIZ_N/ Vil M) NS VS
s (2) ] A +niBA7Vi mtmE ) + A n; %Eﬁaov

(3.5.12)

Jak wida¢ na rysunku 3.5.4 spetnienie tych warunkéw w kazdym punkcie przekroju

jest zapewnione przez ich spetnienie w punktach 1, 2, 3 i 4. Stad warunki na przystoso-
wanie uktadu moga by¢ przedstawione w postaci

o O
OA, C, Q0O 0 RO
r (3.5.13)
Ha -c —QmmEHé(l Eﬁ%%

o, 0 &y O Q1 O
_D1D _%j-lg r_D:1 u _D:l O
gdzie: A=diag/Ar].a=qin. C=5i 5 Y =0: 0Qux =0: O
r O
@Xka E:kﬁ nhg B-\)k,maxB
Mo - Me O Me O
O O
Mo -Mep  (Mep
(Mo - Mg U (vie O
gQLmin S ml 0 |:|M0 M: O |j/|el
_ . 0. O , — Vg0
len_D: DR:D: DArI:D DRl_ 50
B)kminH @ka 0 NOi O a\lo
: O No O
O O
o ~No Bvo.m
E_NOI H 9\‘0.5
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max ENF E'Wj*"?si A é'&g
O A Av, O
max ENie de -nz W° éﬁ%
a A Av, O
max ENie E'Wj +Ng V° d/vj%
O A Av;
max ENie de —Ngi V° ME
0 A Av O

HDDDDDDDDDDDDDDEDD%DD

= VR Vil RN e kB VI VA éfvimb v ﬂﬂ
0 A AV, 'D
01 — N S _n, We O
A Vie LI N 7 L B M.”“+N”“é{v——n M.”“ﬂ
i 1i
. A A A
01 — . — — _ D
ml—N?é&mN?é@, S VILISIVILE= R A QD
2i 2i
O Av, A Vi O
0 _ _ _ O
IZMll Ni é& ~Ny Vi ﬂ’ e M N é&_nzi Ak S0
c =0 A Av;O
i~ O _ _ _ O
O Ni +Ng Wi Bi, R Ni" N3 v Bi O
0 AY, Ay O
O O
—1 —1 — —n
E Ni —ny Vi E'A%i’ Ty i e " B% E
O O
0 N oen,wiY, Ny e, WY O
B | Nai [ AVi, ) I Nai ! AVi E
J N gy wiE , [T ViR =a
H Av Ay H
O |
Emax EM ¢+ NF #ﬂhl v 5%
I
O
aXEMle"'NiedA;i_rlll m/ieé'A&
O Vi
aXEMie‘Nieé&“hl v, é&%
O A Avi [
aXEMie‘NF 3 —N Y %%
Qi,max = | d

o
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S
I%I:I
)

+
=z

®

3

+
]
=

e e
Avi O

e g&m
Av, [D
o, e
I

. 0 eayq e V& ol
min ON; +Ng 0
0 A Av O
m|n%Nle dlvj_nm W/ie d’ng
0 A Av O
minENieBWj“Mi A\ MS
0 A Av

min BNie E'Wj -Na V° %S
O A AV, O

<
o
+
Z
o
D
=
=

= =1
O DDZD I Ry
o
|
=z
)
>T§ >E >
+ |
=
=

<

Qi,min =

I]:DI:JDDDDDDDDDDDDD?DD%DDD?DDED
= . .

10 o o e

Mo, — plastyczny moment graniczny przekroju,

Me, — sprezysty moment graniczny przekroju,

Ne, — graniczna sprgzysta sita podtuzna przekroju,

Av, — pole czynne przekroju przy $cinaniu,

A, — pole przekroju,

0, — granica plastyczno$ci materiatu,

a. — parametr pola naprezen resztkowych samozrownowazonych
w przekroju,

M!,N/!, V! — moment resztkowy, sila osiowa resztkowa i sila tnaca resztkowa
pozostajace w rownowadze z obcigzeniem zerowym,

T VI Ve We
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~(Mo, -Me )@ -M[ +N{ %‘Mie(t)‘F Nie(t)d%

Oai _ i

T VT +VE(D) We

o5 _ Noj [or + N +NF°(t) Eﬁvi 04 _ —No @ + N +NF(t) Av
T V" +VE() AT VT +VE(D) A
i=1,2,..k

W zwiazkach (3.5.13) wykorzystano, ze momenty resztkowe, sity tnace resztkowe
i sily osiowe resztkowe moga by¢ wyrazone przez resztkowe sity hiperstatyczne Y’ (=
1,2,.,m,) '

nn, . n, . n, .
MI=SMIDY), Nf =5 N/ Y, v =3 Vi Y], (3.5.14)
=1 =1 1=l
gdzie: ¥/ — sily hiperstatyczne okreslajace pola resztkowych sit przekro-
jowych,

M/, V], N/ — moment zginajacy, sita tnaca i sita osiowa w przekroju wy-
wotane jednostkowa sita hiperstatyczna Y= 1 w izostatycznym
uktadzie podstawowym,

n, — stopien statycznej niewyznaczalno$ci uktadu.

Sformutowania ograniczen (3.5.13) w ujeciu programowania liniowego maja postac¢
(3.4.10)1(3.4.11), a zapas bezpieczenstwa posta¢ (3.4.8).

3.5.3. Przekroje typu dwuteowego

3.5.3.1. Zginanie i $cinanie

Uwzgledniajac w stanie granicznym przekroju typu dwuteowego preta zginanego
i §cinanego napregzenia przedstawione na rys. 3.5.5 (w kazdym punkcie przekroju
0%(2) +3[1?(2) =0?), okreslono dwuparametrowe pole naprezen resztkowych samo-
zrownowazonych w przekroju pokazane na rys. 3.5.6 a, b.

Naprezenia sktadowe w przekroju typu dwuteowego preta zginanego i §cinanego
w stanie sprezysto-plastycznym przedstawiono na rys. 3.5.6.

Jesli uwzgledni sig, ze dla spelnienia warunkoéw w postaci (3.5.7) w kazdym punk-
cie przekroju wystarczy ich spetnienie w punktach 1, 2, 3, 4, 51 6 (rys. 3.5.6), warunki
Melana na przystosowanie uktadu o przekrojach typu dwuteowego mozna przedstawic
W postaci

Ua O
Un O
EA, B, C, QmaXEDB 0. RO
s [
TA, B, -C, Qu.i'D" Y (3:5.15)

15
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a) b)
o(2) 1(2)
1 l
4
il I SO T
h| hw ) v,
+ V
+
Y
Y
o
z v 0
Rys. 3.5.5. Naprezenia w stanie granicznym (02(2) + 3[%(2) =0&) w przekroju
typu dwuteowego (rys. 3.5.2) preta zginanego i §cinanego
Fig. 3.5.5. Stresses in the limit state (02(2) +3[@?(2) =0
in the I-section (Fig. 3.5.2) of the bending and shearing bar
a) 0 d) e) f)
%W oy E3
o _y M] v M Ve
we, " o B, e, Av, We, Av,
2 = PR = - .
4 Ooi [j};i B |
N ;5 Oy; ml n 3Mir + l Mie(t) + l x
h R S [N NN N —— S S VS N S — LY
w 16 —-lo, [d; * r } *
| 0i i Vl Vig (t)
Yy .3 1 Oo d’lﬂﬁz + +
Y : 1 + \ n; A
| 0 _g 00 B, M v M; (1) A0)
z We, g We; Ay, We. Av,
v 1

Rys. 3.5.6. Naprgzenia w przekroju typu dwuteowego preta zginanego i §cinanego
Fig. 3.5.6. Stresses in the I-section of the bending and shearing bar

@’15 Eﬁl H31
gdzie: A =diag[Ar;], B =diag[B], a _D D’ B= D D’ c=0U Sk D’ Y' =

B BE KB
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Me O
gll,max E gll,min E %Ql E %’Iq E
Qmax:D: DQmin:DS DR:D DRlzg\/lelg,
B)k,maxH B)k,minH @Qk E D/oi 0
B/Oi H
0 Mo, -Me 0O [ Me 0
O W O | O
Mo, --Me O oo - v, E:Mei 0
0 h, E 0 . h O
= W _
O | O 0 - h, 'O
0 Vo, 0 0 0 0
_ O O
_l —
E Mi, ~, Mi" B
%ildﬂ‘“hi Vi é&, o M dM RUE Vi B
0 h Av h Avi O
O _ _ 0
C = EMildm"ki Wiléﬁ, e M e N3 v 0,
i—g h Av; h Vi O
0 By, . B -
0 V3 V3 0
7 Bg . BE g
g V3 V3 g
O max M O O minM?
2.1 i .0
%Tﬁxﬂwiedﬂ"”?a‘ gyieéﬁ %“inﬂ\/'iedﬂ‘”b m/ieé&
o O R Av, % o O h Av
O [ O 0
(inax -edﬂ— -Neé& Cmin -edﬂ— -Neﬁ
Qi,max - B 5M| ’73| i AVi , Qi,min - 0 %M| h ’73| i A\/i
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O i el 0 O 5 el
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O O O
0 Mg el O 0 g el
0 max = Vg 0 0 min3—= N
i V3 ' O 0 0 N3 ' O

OOooOoOoodno
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Mo, — plastyczny moment graniczny przekroju,

Me, - sprQZys‘Fy moment granl.czny pI.'ZCkIjOJu, .

Ww, — wskaznik wytrzymatosci na zginanie $rodnika,

Av,  — pole czynne Przequu przy $cinaniu, ’ .

a;,B. — parametry pol naprezen resztkowych samozréwnowazonych w prze-
kroju,

M/, V/— moment resztkowy i sifa tnaca resztkowa pozostajace w rOwnowadze
z obcigzeniem zerowym,

g5 _ Vo, 0/3
T VI Ve

EV\ dL MQE]Y ENW E]/‘Qm“\/' dLJrM(t)dLEﬁl,

V' +VE(1) We

i=1,2,..,k

Sformutowania ograniczen (3.5.15) w ujeciu programowania liniowego maja postaé

(3.4.6) 1 (3.4.7), a zapas bezpieczenstwa postac (3.4.8).

3.5.3.2. Zginanie, rozciaganie i Scinanie

Naprezenia sktadowe w przekroju typu dwuteowego preta zginanego, rozciaganego

i $cinanego w stanie spre¢zysto-plastycznym przedstawiono na rys. 3.5.7.

Jesli uwzgledni sig, ze dla spetnienia warunkéw postaci (3.5.12) w kazdym punkcie

przekroju wystarczy ich spetnienie w punktach 1, 2, 3, 4, 51 6 (rys. 3.5.6), to warunki

) d) €) f) 9) h)

N; v M@ N7 (@) Vi)
4 Ay, We; A; Av,
t =1
+ + M)+ + x
—> |- ¢ ffffffff 3 fffffff = * fffff >
N Vi N (@) V()
L3 +
L1 3 W A}
[ §

Zlv O’Oid%ﬁi \%x%—?mmgmi

Rys. 3.5.7. Naprgzen w przekroju typu dwuteowego prgta zginanego, rozcigganego i $cinanego

Fig. 3.5.7. Stresses in the I-section of the bending, tensioning and shearing bar
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Melana na przystosowanie uktadu o przekrojach typu dwuteowego mozna przedstawic

W postaci
DC( D
OA, B, C, Qux DDB Oc (RO
0 _ _ D HQD
oA, -B, -C lenDB{
El E
0 RO o
gdzie: A =diag[Ar;], B = diag[B], a-D D,B D D, _% EI,Y’=DE
e HBH . B
ml |:| gll,max E g)ljmm E ml D
_0. 0 — 4 : _0. 0
R—D: DQmaX_D' Dlen : D R—D: D
B{k H B)k,max H BJk,min H qu E
Me
O Mo -Me O E M: E
O O -
[(Me E g Ma-Me ¢ E e hw E
i 0 -— -
Map o L -me U% h %MD
EMQ O O C'V 0 E %q hw, E
D i _ 0 [ .
e o LW O Opowe  hw 0
R, = 0 — [Mo. '-Mel B. = - '%ZM-
Me O AN =pto T TMe g B g% h g
0 . 0
S\IO'D Mo, WI_MeiD %— & _hw E
h, €
D O NI O 0 [ h, 0
O 0, O
d\lo 0 o 0 - ° 0
i 0
B\IOiH U = O O
O  —No, O 0 0 0
l [l 0 0
0O —No 0 & 0 i

(3.5.16)
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Qi,min =

Ogi

O O 0 O
0 min M £ + N¢© D\Aﬁm 0
0 0 A QO 0
O O
O ¥y OJ
E m|n DM ie - Nie Q D E
O = O
O
Hmin M e EL+ NE ﬂN—+n3, we Ve
o O AV Em
O
O

OminpM £ EM +N? ﬂN— -ng W° &DD
E O h Vi DD
aninEMle - Nie q N4 Y,

0 O hi ' | DD
O 0 , o
Dn'n DM ie E"M_ Nie B\N—Q _n4i m/ie q Dl:l
E O hy Ay, DE

O
5 minpNS P g e o .
0 0 A Av O 0
O g O O
O O A Av O O
O O
O minEN-eDW—q+n A D\N—q% O
0O i 6i i AV, O
g 0 A i O g
O ¥y ¥Y O

E min ON? 3 -Nei V;° 5 O E
0 0 A Av, O 0

— plastyczny moment graniczny przekroju,

— sprezysty moment graniczny przekroju,

— wskaznik wytrzymalo$ci na zginanie $rodnika,
— pole czynne przekroju przy $cinaniu,

— parametry pol naprezen resztkowych samozrownowazonych w prze-

kroju,

— moment resztkowy i sita tnaca resztkowa pozostajace w rownowadze

z obciazeniem zerowym,

= Noj [ + N + N7 (1)

Vi" +VE() A

b

No &, + N +Nf° (t)EAv
Vi +VE(D) A
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Ua E\AQEJL MQEI]‘( % EMQ@,+MrEJL+M (t)éLEﬁ_.

VT +VE() We
N +NF (t)gA_
Vr+V ® A
W En % E:M M! e
%ﬂ g § 0B - OS!
vf+v (t) We
N'+N(t)i
Ve A
i=1,2,..,k

Sformutowania ograniczen (3.5.16) w ujeciu programowania liniowego maja postac
(3.4.6) 1 (3.4.7), a zapas bezpieczenstwa postac (3.4.8).
3.5.4. Quasi-linearyzacja warunku plastycznos$ci na poziomie przekroju

Zdecydowanie prostsze warunki na przystosowanie przekrojow zginanych z uwzgle-
dnieniem wptywu $cinania, jednak mniej doktadne, mozna otrzymaé¢ dokonujac quasi-
-linearyzacji na poziomie przekroju. Warunek graniczny dla przekroju moze by¢ przed-
stawiony w postaci [116]

Mi g gV -A M, Vi =1, (3.5.17)
Mo, o Mo o

gdzie: M; =M} + M — aktualny moment zginajacy w przekroju,

V.=V +V,/ - aktualna sila tnaca w przekroju,

Mo, — graniczny moment plastyczny przekroju w przypadku czyste-
go zginania,

Vo, — graniczna plastyczna sita tnaca w przypadku czystego $ci-
nania,

A — wspolczynnik zalezny od ksztattu przekroju.

1
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Dla przekroju prostokatnego A, = 0, dla przekroju dwuteowego

_29-27 B, B = 1
a A o0
EL BI 1+4E| f +L
AW hW
gdzie: 4, - pole przekroju stopki,
A —pole przekroju $rodnika,

w

t, —S$rednia grubos¢ srodnika,
h,, ~—wysoko$¢ Srodnika.

Warunek (3.5.17) moze by¢ przedstawiony w dwodch postaciach rownowaznych

i E(MO)Z,V,Z‘%E(V@)Z,

M? =

i i |
M. V.
e ol
0; 0;

skad wynika zredukowana wptywem $cinania warto$¢ granicznego momentu plastycz-
nego oraz zredukowana wplywem zginania warto$¢ granicznej plastyczne;j sity poprzecz-
nej dla przekroju

(3.5.18)

(3.5.19)

Mov; =y, (t) (Mo;, Vom =m, (t) Vo, , (3.5.20)

Mﬁ . Mé

EV +Vf (t)g = EM +M! (t)B2

Wykorzystujac zwiazki (3.4.20), mozna warunki na przystosowanie przekroju przed-
stawi¢ w postaci quasi-liniowe;j:
— dla przekrojow o przewazajacym wplywie zginania

gdzie v;(t) =

M +max M £ <v,(max M) Mo,
-M/ =minM¢ <v,(minM?) (Mo, (3.5.21)

max M & —minM? s(vi (Mmax M ) +v; (minMie))EMq :



78 3. Wyznaczanie warunkow granicznych dla konstrukcji

— dla przekrojow o przewazajacym wptywie $cinania

V" + maxV.® <m (maxV,®) Vo,
-V, =minV,* <m (minV;®) Wo,, (3.5.22)
maxV,® = minV;°® < (m (maxV,®) + m (minVie))W/ei :

gdzie: v;(max M), v;(min M) — wspolczynniki obliczone dla wartosci V,° sprze-
zonych odpowiednio z max M lub min M/,
m;(max V;*), m;(min¥V,) — wspotczynniki obliczone dla wartosci M sprze-

zonych odpowiednio z max V;* lub minV®,
_ Av; Lo,
i T ﬁ >
Av, —czes¢ pola przekroju przenoszaca naprezenia tnace.
Sformulowania ograniczen (3.5.21) wzglednie (3.5.22) w ujeciu programowania li-

niowego moga by¢ przedstawione w postaci (3.4.10) 1 (3.4.11), a zapas bezpieczenstwa
w postaci (3.4.8).

Ve

3.6. Algorytm okreslania zapasu bezpieczenstwa

W punktach 3.3, 3.4 i 3.5 przedstawiono bezpieczne linearyzacje statycznych wa-
runkoéw przystosowania oraz sformutowania tych warunkdéw w ujeciu programowania
liniowego. Wszystkie przedstawione sformutowania moga by¢ zapisane w postaci (3.2.1).
Wykorzystujac te sformutowania mozna, jak pokazano w punkcie 3.2, wyznacza¢ zapa-
sy bezpieczenstwa wzgledem okreslonych postaci utraty zdolnosci konstrukcji do prze-
noszenia obcigzen umozliwiajace oszacowania bezpieczenstwa konstrukeji. Sformuto-
wania te zawieraja macierze reprezentujace cztery grupy sktadnikow: naprezenia reszt-
kowe samozrownowazone w przekrojach A, resztkowe sity przekrojowe pozostajace
w rownowadze z obciazeniem zerowym A, obciazenie Q, ., Q.. 1nosnos¢ R. Ele-
menty tych macierzy okreslane sg na podstawie odpowiednich wzoréw przedstawionych
w punktach 3.3, 3.4 lub 3.5, zaleznych od rozpatrywanego przypadku. Gdy nie jest uwzgle-
dniany wptyw naprezen tnacych, wspotczynniki ograniczen okres$lane sa bezposrednio
lub iteracyjnie wzgledem wspotrzednych okreslajacych potozenia przekrojow krytycz-
nych w przestach pretow. Gdy uwzgledniany jest wptyw naprezen tnacych, wspotczyn-
niki ograniczen okre$lane sa iteracyjnie wzglgdem stosunkow naprezen normalnych do
statycznych. W praktyce wptyw naprezen tnacych moze by¢ istotny w konstrukcjach
szczegolnych, na przyktad. w przypadku duzych sit skupionych dziatajacych w poblizu
podpor, w przypadku belek wysokich (o stosunku wysokosci do rozpigtosci wigkszej od
1/10) itp.
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Elementy macierzy A, i R okreslane sa bezposrednio przez zmienne wyjsciowe.
W celu wyznaczenia elementow macierzy A, (w punktach 3.4 1 3.5 oznaczono je sym-
bolem C) niezbgdne jest wyrazenie resztkowych sil przekrojowych w przekrojach kry-
tycznych przez zmienne niezalezne, co mozna wykona¢ na podstawie rozwiazan sta-
tycznie wyznaczalnego modelu uktadu od jednostkowych sit hiperstatycznych Y, =1

Najbardziej pracochtonne jest okreslanie wektorow Q, .., Q... . Niezbedne JCSt wy-
konanie symbolicznych rozwiazan uktadu od jednostkowych sktadowych obciazen i na-
stepnie, w drodze odpowiednich superpozycji tych rozwiazan, okres§lenie wspdlczynni-
kéw tych wektorow jako funkcji parametrow charakteryzujacych konstrukcje i obcia-
zenie. Mozna tu zastosowa¢ dowolna metodeg rozwiazywania uktadéw hiperstatycznych
jak metodg sit, metode przemieszczen, metode mieszana, metode elementow skonczo-
nych i inne. Jest to zadanie wykonalne dla duzej klasy praktycznie waznych ptaskich
konstrukcji pretowych takich jak belki ciagte, kratownice i ramy przy uzyciu narzedzi
komputerowych umozliwiajacych obliczenia symboliczne.

Stosujac na przyklad metodg sit do okreSlania wektorow Q, .., Q.. jako funkcji
zmiennych bazowych X =(ky,...,k,,F,...,F,) nalezy sily przekrojowe w statycznie
wyznaczalnym modelu uktadu od Jednostkowych sit hiperstatycznych ¥, = 1 i od jedno-
stkowych obciazen zewngtrznych F;= 1 przedstawi¢ w postaci funkcji parametrow okre-
slajacych konstrukcje k,. Uklad rownan metody sit przyjmuje postaé

DKy, ors K ) CEY (Koo K) TP, Y ™ (K, Ky ) TP
+HD (K, e, k) Ty, D™ (Ko Ky ) TFRH=0, (3.6.1)

gdzie: D(k,...,k,) —macierz podatnosci,
[Y (Koo Ky )oY ™ (kg .. K, )] — macierz niewiadomych zfozona z wektorow od-
powiadajacych poszczegolnym parametrom obciazenia F,=1,
[D'(Ky,..s Kn), ooy D™ (Ky, .o K )] — Macierz wyrazow wolnych zlozona z wektoréw
0dp0w1adajapych poszczegélnym parametrom obciazenia F =L
Korzystajac ze wzoréw Kramera sity hiperstatyczne mozna przedstawi¢ w postaci

WKy, K)oy W (K, K]
W(ky,.... k)

[YA Ky K)o Y P (K K )] = U 3.6.2)

gdzie: W(ky,....k, ) =det[D(k,....,k, )] — wyznacznik macierzy podatnosci,
AP (ko K )D
WP(ky) =0
: 0 i}
gvnh(kl,..., n)@
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WP (k,...,k,) — Wyznacznik macierzy podatno$ci z zastapiona i-ta kolumna przez
wektor DP (k... k)

Sity w przekrojach krytycznych wywotane obciazeniem F' B (p =1,..., m) mozna przed-
stawi¢ w postaci funkcji

SP (Kyvoor Ky, Fp) = (S(Kps v k) Y P Ky ) +S% (Ko i) )

(~Sysowe k) VP (K k) + 5% (K ) WV (Ko k) _
W(ky,....K,) P

_UP (K, ky)
W(ky,...k,) P’

gdzie: S(ky,....k,) — macierz sil przekrojowych w przekrojach krytycznych wywo-
tanych jednostkowymi sitami hiperstatycznymi,
S®(Kky,...,k,) — wektor sit przekrojowych w ukladzie podstawowym w prze-
krojach krytycznych wywotanych obciazeniem F =1L
Zaleznie od analizowanego przypadku, wykorzystujac zwiazki przedstawione
w punktach 3.3, 3.4 lub 3.5 i zwiazki przedstawione w punkcie 3.2 otrzymuje si¢ zapas
bezpieczenstwa w postaci funkcji zmiennych bazowych

(3.6.3)

m .
Z=ZZ’(k1,...,kn) F, . (3.6.4)
p=l

Na rysunku 3.6.1 przedstawiono schemat blokowy algorytmu oceny bezpieczenstwa
konstrukcji. Zasadniczymi elementami tego algorytmu sa: okre$lanie elementow ogra-
niczen statycznych teorii przystosowania w ujgciu programowania liniowego, okresla-
nie zapasow bezpieczenstwa wzgledem poszczegolnych postaci awarii i okreslanie wska-
znikow bezpieczenstwa. Jako procedury wydzielono okreslanie elementdw macierzy
reprezentujacych obciazenie w ograniczeniach statycznych przystosowania (schemat blo-
kowy narys. 3.6.2), okreslanie zapasow bezpieczenstwa wzgledem poszczegdlnych po-
staci awarii (schemat blokowy na rys. 3.6.3) i wyznaczanie wskaznikow niezawodno-
$ci, ktore moze by¢ wykonane przy uzyciu algorytméw FORM lub SORM lub tez
z zastosowaniem algorytmu iteracyjnego zaproponowanego w punkcie 4.9.

Jest oczywiste, ze przedstawiony algorytm moze by¢ wykorzystywany jako proce-
dura numerycznego generowania zapasu bezpieczenstwa czy okreslania charakterystyk
probabilistycznych parametréw odpowiedzi konstrukcji z zastosowaniem na przyktad
metod symulacyjnych, powierzchni odpowiedzi, czy metod linearyzacyjnych.

Algorytm moze tez by¢ wykorzystywany w wersjach uproszczonych polegajacych
na pomijaniu losowego charakteru niektoérych parametrow na wszystkich etapach obli-
czen lub na niektorych etapach obliczen. Na przyktad jak wynika z obliczen wykona-
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nych przez autora, wptyw losowego charakteru zmiennych dualnych moze by¢ pomi-
nigty. Istotne uproszczenie analizy mozna by uzyskac, pomijajac wptyw losowego cha-
rakteru parametréw charakteryzujacych konstrukcje na etapie wyznaczania ,,sprezystych”
sil przekrojowych od obciazen. Wptyw ten wydaje si¢ w niektorych przypadkach pomi-
jalny, zwlaszcza wptyw losowego charakteru parametréw charakteryzujacych przekro-
je, a w mniejszym stopniu wptyw dlugosci elementow. Wpltywy te zaleza od parame-
trow rozrzutu zmiennych bazowych i w przypadku ich pomijania musi by¢ dokonywa-
na ocena pomijanego wptywu, gdyz pomijanie losowego charakteru zmiennych prowa-
dzi do oszacowan niebezpiecznych.

W razie duzych trudnosci z uzyskaniem macierzy reprezentujacych obcigzenie
w postaci funkcji zmiennych bazowych moze by¢ stosowane podejscie iteracyjne,

| Okreslenie zbioru przekrojow krytycznych |

v

| Deklaracja danych, w tym bazowych zmiennych losowych X|

Przyjecie izostatycznego modelu uktadu
przez zastapienie n, wigzi niewiadomymi sitami Y,

v

Wyznaczenie sit przekrojowych w przekrojach
krytycznych od jednostkowych sit Y,

v

Okresélenie, na podstawie odpowiednich wzorow, wspotczynnikow
ograniczen statycznych reprezentujacych napregzenia resztkowe i no$nosci

v

Okreslenie wspotczynnikow ograniczen statycznych
reprezentujacych obcigzenie (rys. 3.6.2)

v

Analiza ograniczen statycznych prowadzaca do
sformutowania zapaséw bezpieczenstwa dla
poszczegodlnych postaci awarii (rys. 3.6.3)

Wyznaczenie wskaznika niezawodnosci
i prawdopodobienstwa awarii uktadu

b

Rys. 3.6.1. Schemat blokowy algorytmu oceny bezpieczenstwa

Fig. 3.6.1. Flowchart of the safety estimation algorithm
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uwzgledniajace w kazdym cyklu losowy charakter tylko niektorych zmiennych (czg-
sto bardzo niewielu) w polaczeniu z iteracyjnym okreslaniem wskaznika niezawod-
nosci. Propozycja takiego wyznaczania wskaznika niezawodno$ci zostala przedstawiona

w punkcie 4.9.

Przedstawienie macierzy podatnosci D(X) lub sztywnosci
K(X) w postaci funkcji zmiennych bazowych

‘ Wyznacznik macierzy podatno$ci lub sztywnosci W(X) ‘

W przypadku stosowania metody sit
wyznaczenie sit przekrojowwych w modelu <
izostatycznym od jednostkowego obciazenia F,= 1

v

Przedstawienie wyrazow wolnych ukltadu rownan metody sit DP(X)
lub metody przemieszczen K P (X) w postaci funkcji zmiennych bazowych

v

'Wyznacznik macierzy podatnos$ci lub sztywnosci
z zastapiona kolumna wektorem wyrazéw wolnych W P (X)

Sity przekrojowe od jednostkowego
obciazenia Fp = 1; SP =SWP/W+S°

v

Tyl

tak

Ustalenie ekstremalnych kombinacji obcigzen dla
przekrojow krytycznych i wyznaczenie wspotczynnikow
ograniczen statycznych reprezentujacych obciazenie

Rys. 3.6.2. Schemat blokowy algorytmu wyznaczania wspotczynnikow
ograniczen statycznych reprezentujacych obciazenie
Fig. 3.6.2. Flowchart of the algorithm for determining the coefficients
of static constraints representing load
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Numeryczne sformutowanie ograniczen statycznych przy zatozeniu
$rednich wartos$ci parametrow z ewentualnym pozostawieniem postaci
analitycznej wzgledem wspotrzednych & okreslajacych potozenia
przekrojow krytycznych w przgstach pretow

Rozwiazanie uktadu ograniczen (ewentualnie iteracyjne wzgledem &)
w celu wyznaczenia determonistycznie dominujacej postaci awarii

Wykonanie rozwiazan uktadéw ograniczen dotyczacych n, +1
przekrojow w kazdym rozwigzaniu w celu wyznaczenia zbioru
uktadow rownan odpowiadajacych probabilistycznie istotnym

(dominujacym) mechanizmom

v

Wykonanie rozwigzah uktadéw ograniczen dotyczacych
poszczegdlnych przekrojow w kazdym rozwiazaniu w celu
wyznaczenia zbioru réwnan odpowiadajacych probabilistycznie
istotnym warunkom zmeczenia niskocyklowego

v

Sformutowanie analityczne uktadéw rownan
odpowiadajacych dominujacym postaciom awarii

Wyznaczenie zmiennych dualnych odpowiadajacych poszczegdlnym
postaciom awarii w drodze rozwigzan dualnych uktadow roéwnan

Sformutowanie zapasow bezpieczenstwa odpowiadajacych
poszczegdlnym postaciom awarii w postaci funkeji zmiennych bazowych

Rys. 3.6.3. Schemat blokowy okreslania zapasu bezpieczenstwa na podstawie
sformutowania ograniczen statycznych teorii przystosowania w uj¢ciu programowania liniowego

Fig. 3.6.3. Flowchart of the safety margin determination based on the formulation
of the static constrains of the shakedown in terms of linear programming
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4.1. Wstep

Literatura dotyczaca oceny niezawodnos$ci konstrukcji jest bogata. Pierwsze prace
z zakresu bezpieczenstwa konstrukcji wykorzystujace rachunek prawdopodobienstwa po-
jawily sie kilkadziesiat lat temu. W Polsce pionierem w tym zakresie byt Wierzbicki
[189, 190]. Pierwsze propozycje procedur obliczeniowych stuzacych obliczeniom wspot-
czynnikow bezpieczenstwa, a w szczeg6lnosci podejscie linearyzacyjne przedstawili
Rzanicyn [153, 154, 155] i Levi [94, 95, 96]. RZzanicyn proponowat linearyzacje¢ zapasu
bezpieczenstwa poprzez rozwinigcie tej funkcji w szereg Taylora wokot warto$ci ocze-
kiwanych, a Levi wokoét punktu na hiperpowierzchni graniczne;j.

Miarami niezawodnosci i algorytmami ich obliczania zajmowali si¢ Freudenthal [51],
ktory wykorzystywat linearyzacje proponowane przez Rzanicyna i Leviego, Cornell [28,
29, 30] oraz Ang i Cornell [2], ktorzy jako miare niezawodnosci proponuja wskaznik
niezawodnosci obliczany na podstawie wartosci oczekiwanych i wariancji zmiennych
losowych, i przedstawiaja procedury jego obliczania wykorzystujace linearyzacjg pro-
ponowang przez Rzanicyna.

Fundamentalne znaczenie w zakresie rozwoju miar niezawodnos$ci ma praca Haso-
fera i Linda [59] oraz prace Linda [97, 98], w ktérych zaproponowano niezmienniczy
wskaznik niezawodnos$ci wykorzystujacy linearyzacje Leviego i podano sposoby jego
obliczania.

Zastosowanie przez Rackwitza i Fiesslera [147] transformacji Rosenblatta [148] do-
wolnych zmiennych losowych na normalne standaryzowane zmienne losowe umozliwi-
o powiazanie wskaznika niezawodnosci Hasofera—Linda z prawdopodobienstwem awarii.

Prace Ditlevsena [36, 37], Fiesslera, Neumanna i Rackwitza [48], Chena i Linda [24],
Breitunga [19], Hohenbichlera i wspotautorow [67, 68, 69], Abdo i Rackwitza [1], Sin-
dla i wspotautoréw [167] doprowadzity do opracowania metod FORM (First Oder Re-
liability Method) i SORM (Second Order Reliability Method), ktore w powiazaniu
z transformacja zmiennych losowych na zmienne normalne standaryzowane sa obecnie
najpopularniejszymi numerycznymi metodami szacowania warto$ci wskaznika Hasofe-
ra—Linda (i prawdopodobienstwa awarii). Nalezy podkresli¢, ze zastosowanie metod
FORM i SORM wymaga znajomos$ci warunku (wzglgdnie warunkéw) granicznego
w postaci funkcji zmiennych bazowych. Metody te realizuja ostatni etap analizy bez-
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pieczenstwa, to jest wyznaczanie wskaznika niezawodnosci, gdy znana jest funkcja gra-
niczna.

Oddzielny problem stanowi wyznaczanie funkcji granicznych. Stosowane sa rozne
podejscia, na ogdt numeryczne. Metoda powierzchni odpowiedzi (Myers [119], Myers
i Montgomery [120]) pozwala na aproksymacje¢ funkcji granicznej funkcja analityczna,
gdy znany jest zbior warto$ci powierzchni granicznej. Stosowane tu moga by¢ rdzne
metody aproksymacyjne, w tym regresja liniowa lub regresja nieliniowa. Metoda po-
wierzchni odpowiedzi z wykorzystaniem statycznych warunkow teorii przystosowania
i regresji liniowej zostata do$¢ szczegdtowo przedstawiona w pracy Knabela [78]. Sto-
sowane tez sa metody oparte na metodzie elementdéw skonczonych i wykorzystujace me-
tody symulacyjne, realizujace caly proces analizy w jednym etapie, dajac w wyniku praw-
dopodobienstwo awarii. Moze tez by¢ stosowane podejs$cie polegajace na analitycznej
aproksymacji funkcji ggstosci rozktadu prawdopodobienstwa zapasu bezpieczenstwa i na
wyznaczaniu na tej podstawie prawdopodobienstwa awarii (Puta [144]).

Inne podejscie stanowia metody, w ktorych stosuje sig¢ rozwijanie macierzy sztyw-
nosci (podatnosci) i wyrazéw wolnych w szeregi pozwalajace na okreslanie momentow
probabilistycznych odpowiedzi konstrukcji, a nastepnie na wyznaczanie wskaznikow nie-
wymagajacych znajomosci rozktadéw zmiennych na przyktad wskaznik Cornella. Jest
to metoda perturbacyjna (Hisada i Nakagiri [64, 65]) i metoda wykorzystujaca rozwi-
nigcie macierzy sztywnosci lub podatnosci w szereg Neumanna (Yamazaki i wspotau-
torzy [194]).

Z opracowan monograficznych dotyczacych oceny niezawodno$ci mozna przykta-
dowo wymieni¢ prace: Ben Haima [9], Biegusa [11], Bototina [16, 17], Ditlevsena [37],
Ditlevsena i Madsena [39], Eimera [43], Elishakoftfa [44], Madsena, Krenka i Linda [100],
Murzewskiego [117, 118], Melchersa [113], Nowaka i Collinsa [127], Toft-Christense-
na i Bakera [186], Toft-Christensena i Murotsu [187], Sniadego [170], Wolinskiego
1 Wrobla [191] i pracg zbiorowa pod redakcja Sundarajana [169].

Wigkszo$¢ z wymienionych prac, poza rozdziatami poswigconymi teorii niezawod-
nosci, zawiera tez rozdziaty dotyczace oceny bezpieczenstwa konstrukcji w aspekcie teorii
nos$nosci granicznej. W tym zakresie na uwage zastuguja tez prace: Kowala i Zubrzyc-
kiego [85], gdzie przedstawiono zwiazki pozwalajace na obliczanie prawdopodobien-
stwa awarii dla r6znych konstrukcji, jednak przy zatozeniu niezalezno$ci probabilistycznej
zmiennych opisujacych nosnosci graniczne elementow, Kowala [84], Kopycinskiego
i Kowala [83] oraz Dziubdzieli i wspotautorow [42] gdzie zaktadajac, Zze nosnosci wszy-
stkich elementéw sa zmiennymi normalnymi, niezaleznymi przedstawiono propozycje
oszacowan bezpieczenstwa konstrukcji odpowiednio w przypadku systemu rownolegtego
oraz gdy dwa lub trzy przeguby plastyczne sa wspolne dla réznych mechanizmow.

W przeciwienstwie do teorii no$nos$ci granicznej, teoria przystosowania nie jest po-
pularnym narzedziem wykorzystywanym w ocenie bezpieczenstwa konstrukcji. Pierw-
szymi pracami na ten temat byly prace Augustiego i wspotautorow [3, 4, 5]. Wykorzy-
stanie programowania liniowego oraz symulacji w ocenie niezawodno$ci ram rozpatry-
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wali Corotis i Nafday [31]. Kilka prac Heitzera i Staata [60, 61] dotyczy algorytmow
numerycznych oceny niezawodnosci konstrukcji wykorzystujacych metodeg elementow
skonczonych. Wymieni¢ tu tez nalezy prace Knabela [78], w ktorej zastosowano meto-
de powierzchni odpowiedzi z wykorzystaniem statycznych warunkow teorii przystoso-
wania. Mozna tez wymieni¢ kilkanascie prac [159, 160, 161, 162, 163, 164, 165, 166,
171,172,174, 175, 178, 180, 181, 182, 193] dotyczacych oceny bezpieczenstwa w aspek-
cie teorii przystosowania, ktorych jestem wspotautorem. Przedstawiono w nich algoryt-
my wyznaczania wskaznika niezawodnos$ci Cornella, wskaznika niezawodnos$ci Haso-
fera—Linda i prawdopodobienstwa awarii. Stosowano metod¢ symulacyjna Monte Car-
lo, metody FORM i SORM oraz wyznaczanie prawdopodobienstwa awarii w drodze
wyznaczania funkcji gestosci prawdopodobienstwa zapasu bezpieczenstwa i jej catko-
wania. Rozwazania dotyczyly belek, ram i kratownic obciazonych statycznie oraz be-
lek, rusztéw belkowych, kominéw z odciagami i szyn obciazonych dynamicznie.

4.2. Prawdopodobienstwo awarii

Czesto stosowang probabilistyczng miarg bezpieczenstwa jest prawdopodobienstwo
wystapienia awarii zwane tez zawodnoS$cia lub awaryjnoscia

0
p; =P[z(X)<0]=1-P[z(X)>0]=1-p, = [f,(z)Cez, (42.1)
gdzie: P[Z(X)<0]- prawdopodobienstwo wystapienia stanow niebezpiecznych,
JA2) — funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu zapasu bezpieczen-
stwa.

Bezposrednie obliczanie prawdopodobienstwa awarii na podstawie zwiazku (4.2.1)
jest mozliwe tylko dla matych zadan, gdyz wymaga wyznaczenia funkcji f,(z), co anali-
tycznie jest trudne, a numerycznie utrudnione przez fakt, ze wymaga stosowania du-
zych doktadnosci obliczen, gdyz o prawdopodobienstwie awarii decyduja tzw. ogony
rozktadow prawdopodobienstwa, czyli bardzo mate wartosci.

W ocenie niezawodno$ci zamiast prawdopodobienstwa awarii stosowany jest czgsto
jako miara niezawodnosci wskaznik niezawodnosci 8 zwiazany z prawdopodobienstwem
awarii zaleznoS$cia 3= —CDO(pf). Stad prawdopodobienstwo awarii moze by¢ wyznaczo-
ne, po obliczeniu wskaznika 3, na podstawie zalezno$ci odwrotnej Ps = —Po(—f) (gdzie
@, (.) — dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego). Maksymalne dopuszczal-
ne prawdopodobienstwa awarii i odpowiadajace im minimalne wartosci wskaznikow 3
zaleza od skutkow ewentualnej awarii obiektu (w tym zagrozenia zycia ludzi)
i wzglednych kosztéw zapewnienia niezawodnos$ci. Norma PN-ISO 2394:2000 ,,0g06l-
ne zasady niezawodnos$ci konstrukcji budowlanych” sugeruje przyjmowanie jako mini-
malnych nastgpujacych wartosci wskaznikow S:
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— w stanach granicznych uzytkowalnosci = 0 dla stanéw odwracalnych,

B= 1,5 dla stanéw nicodwracalnych,
— w stanach granicznych zmeczenia B=12,3 do 3,1 zaleznie o mozliwosci kontroli,
— w stanach granicznych no$nosci B=3,1do 4,3 (tabela 4.2.1).

Tabela 4.2.1. Sugerowane przez PN-ISO 2394:2000 minimalne warto$ci
wskaznika niezawodnosci (8 dla stanéw granicznych no$nosci
Table. 4.2.1. Minimal values of the reliability index f3 for the limit states of the load
capacity suggested by the PN-ISO 2394:2000 standard

Relatywny koszt Skutki zniszczenia
zapewnienia
bezpieczenstwa mate odczuwalne umiarkowane wielkie
wysoki 3,1
umiarkowany 3,1 3,8
niski 3,1 3.8 43

W tabeli 4.2.2 podano prawdopodobienstwa awarii odpowiadajace poszczegdlnym
warto$ciom wskaznikow niezawodnosci.

Tablica 4.2.2. Prawdopodobiefistwa awarii odpowiadajace okre$lonym wskaznikom [3
Table. 4.2.2. Probability of failure occuring corresponding to the given reliability indices 3

glo 1,3 1,5 2,3 3,1 3.8 43

pr|05] 0968107 | 0,668107" 1,071-10° | 0,968-10° | 0,724-10* | 0854107

4.3. Wspolczynnik bezpieczenstwa

Jesli zapas bezpieczenstwa mozna przedstawi¢ w postaci

Z(X)=R(Xr) - S(Xs), (4.3.1)
gdzie: XR = (XRl yeers XR,. )T OX — wektor zmiennych losowych okreslajacych nosnos¢
konstrukeji,
Xs = (Xsl yeees XS )T UX - wektor zmiennych losowych okreslajacy obciazenie,
s+r=2n,n — laczna liczba zmiennych bazowych,
to losowy wspdtczynnik bezpieczenstwa okreslony jest zalezno$cia
R(X
y(x)= (xe) (43.2)

S(Xs)
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Poniewaz jest on zmienna losowa, wigc miara bezpieczenstwa moze by¢ prawdopo-
dobienstwo awarii

p: =Ply(x)<1]. (4323)

W praktyce wspolczynnik bezpieczenstwa jest stosowany jako miara bezpieczenstwa
w metodach deterministycznych i potprobabilistycznych, gdzie licznik i mianownik zwiaz-
ku (4.3.2) sa liczbami rozumianymi jako okreslone kwantyle.

4.4. Wskazniki niezawodnosci

4.4.1. Wskaznik niezawodnos$ci Cornella

Cornell [29, 30] zaproponowat jako miarg niezawodno$ci wskaznik niezawodnos$ci
B rowny odwrotnosci wspotczynnika zmiennos$ci zapasu bezpieczenstwa
1 E[lz
Bc =—=L, (4.4.1)
A\ F
gdzie: E[Z]— warto$¢ oczekiwana zapasu bezpieczenstwa,
0, — odchylenie standardowe zapasu bezpieczenstwa,
V, —wspotczynnik zmiennosci.
Przedstawiajac zapas bezpieczenstwa wedhug (4.3.1), wskaznik Cornella mozna przed-
stawi¢ w postaci

Be= ZE[R]_EM , (4.4.2)
Jo} +02 ~2p(R,S) Wy, B

gdzie: E[R], E[S] — warto$ci oczekiwane zmiennych R i S,
0p10,  — odchylenia standardowe tych zmiennych,
OlR, ] — wspodtczynnik korelacji tych zmiennych.

Stosunkowo prosto mozna obliczy¢ przedstawiony wskaznik w przypadku, gdy
zapas bezpieczenstwa jest funkcja liniowa. Gdy funkcja ta nie jest liniowa, wowczas
Cornell proponuje rozwinigcie w szereg Taylora wokot wartosci oczekiwanych
E[X]=(E[X,],....E[X,]) W przestrzeni bazowych zmiennych losowych z doktadnos$cia
do wyrazow liniowych (linearyzacja wg Rzanicyna)

n0Z(Xy,... X,
Z(X)=Z(E[X])+ z—( C;X )
= i X, =ELX]]

(X; —E[X;]. (4.4.3)

Stad warto$¢ oczekiwana zapasu bezpieczenstwa
E[Z(X)] = E[Z(X{,..., X)] = Z(E[ X,],.... E[X,,]) = Z(E[ X]) (4.4.4)
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oraz wariancja

0 0Z(Xqser X)) L@Z(><1,---,Xn)|

0%, oX,
Xi=E[X;]:X; =E[X;]

var[Z] =

[@ov X, X;] (44.5)
1=1 =1

gdzie cov[X,, X;] — kowariancja zmiennych X; oraz X,.
Okres$lania wskaznika niezawodnosci Cornella dotycza prace [160, 172, 176, 177,
180, 181], ktérych jestem wspotautorem.

4.4.2. Wskaznik niezawodnosci Rosenblutha—Estevy

Jesli wspotczynnik bezpieczenstwa przedstawi¢ w postaci logarytmicznej

_ OR(XR)O
”Wﬁ (4.4.6)

to warunek graniczny moze by¢ przedstawiony w postaci

OR(XR)O

Inﬁiﬁ—ln (Xr)) -In(S(Xs)) =In1) =0.  (4.4.7)

Wskaznik niezawodnosci Cornella przyjmuje posta¢ zaproponowana przez Rosen-
blutha i Esteve [149]:

ORCD
ﬂ st _ Egin(RE+ Egin(S)

ORE  /varin(RYg vain(Sl 2cov[In(R), In(S)]
G

Bre = (4.4.8)

OR(XR)C

Po zlinearyzowaniu funkcji Inﬁ%ﬁ wokot warto$ci oczekiwanych E [R (XR)]

i E [S (Xs)] i podstawieniu do (4.4.8) wskaznik Rosenblutha—Estevy przyjmuje postac

_In(E[R])-In(E[S])
JVE +VE ’

R_j V¢ = —=— wspotczynniki zmienno$ci zmiennych R 1 S.
E[R] E[S]

(4.4.9)

gdzie V' =



90 4. Podstawowe miary i metody oceny bezpieczenstwa

4.4.3. Wskaznik niezawodnosci Hasofera—Linda

Do spetienia postulatu niezmienniczosci wskaznika niezawodnos$ci potrzeba, aby
punkt, w ktérym dokonywana jest linearyzacja, znajdowat si¢ na powierzchni stanu gra-
nicznego. Linearyzacj¢ taka zaproponowat Levi [94, 95], a twierdzenie to udowodnili
i zaproponowali algorytm wyznaczania wskaznika niezawodno$ci Hasofer i Lind [59].

Majac macierz Cy kowariancji zmiennych bazowych X

Cx =cov[X,X] =E{X ~E[X]) {X ~E[X])'5 (4.4.10)

mozna wyznaczy¢ macierz A transformacji zmiennych bazowych w zmienne nieskore-
lowane na podstawie zwiazku

AC, (AT =1I. (4.4.11)
Transformacja
Y =A (X - E[X]) (4.4.12)

przeksztatca zmienne bazowe X w zmienne nieskorelowane Y o warto$ci oczekiwane;j
E[Y]=0. Transformacja odwrotna do (4.4.12) ma posta¢

X=A"0r +E[X]. (4.4.13)

Warunek graniczny Z(X) = 0 po uwzglednieniu transformacji zmiennych przyjmuje
postaé

G(Y)=Z(X(Y))=Z(A™ ¥ + E[X]) =0. (4.4.14)

Wskaznik Hasofera—Linda okreslony jest zaleznoscia

Bu = min Y'Y (4.4.15)

Punkt y* realizujacy minimum w zwiazku (4.4.15) nazywany jest punktem projekto-
wym lub obliczeniowym.

Jesli dokona¢ transformacji zmiennych bazowych X w zmienne Y tak, by zmienne
Y byty standaryzowanymi zmiennymi normalnymi, to wskaznik Hasofera—Linda jest
roéwny najmniejszej odleglosci powierzchni granicznej (odleglosci punktu projektowe-
go) od poczatku uktadu wspoétrzednych. Jesli dodatkowo powierzchnia graniczna jest
hiperptaszczyzna, to prawdopodobienstwo awarii wyraza si¢ poprzez wskaznik nieza-
wodnosci zaleznoscig

St

N
p; =Py (-B)=0,5 [ +erf % (4.4.16)
O nE
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w ktorej: @,(.) — dystrybuanta standaryzowanego, jednowymiarowego rozktadu nor-
malnego (funkcja Laplace’a),
erf(.) — funkcja bledu.
Stad

B=—V2 et (20p, -1), (4.4.17)

gdzie erf'(.)) — funkcja odwrotna do funkcji bledu.

4.5. Metody FORM i SORM

Metody FORM (First Order Reliability Method) i SORM (Second Order Reliability
Method) sa metodami numerycznymi wyznaczania wskaznika Hasofera—Linda
w potaczeniu z transformacjq zmiennych bazowych w zmienne normalne standaryzo-
wane. Rosenblatt [ 148] udowodnit istnienie takiej transformacji i na przyktadzie zmien-
nych jednostajnych przedstawit algorytm jej dokonywania. Do obliczen wskaznika nie-
zawodnos$ci Hasofera—Linda adaptowali t¢ transformacj¢ Hohenbichler i Rackwitz [68].
Jesli przyjaé, ze dany jest rozktad taczny prawdopodobienstwa zmiennych bazowych X
mozna wyznaczy¢ zmienne losowe normalne standaryzowane Y na podstawie zwiaz-
kow

Y1 = @51(FX1 (%)),

Y2 =Po" (Fypx, (% %)) (4.5.1)

Xo| Xgsoes Xn_l(xn‘xl""’xn—l))’
X (Xn| Xqy--y Xq—1) — Warunkowa dystrybuanta zmiennej X,

@, (...) — funkcja odwrotna do funkcji Laplace’a.

Gdy wspotrzedne wektora zmiennych bazowych X sa niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi, wowczas transformacje t¢ okresla formuta

i =P (Fy (%), i=1,2,..,n, (4.5.2)

gdzie Fy — dystrybuanta rozktadu zmiennej losowej X,
Wykonujac transformacj¢ odwrotna do (4.5.1), otrzymuje si¢ funkcj¢ stanu granicz-
nego Z(X) = 0 w postaci funkcji zmiennych normalnych standaryzowanych

z,(Y)=z(x(y))=o0. (4.5.3)
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Podstawowym zagadnieniem w poszukiwaniu wskaznika Hasofera—Linda [ jest
wyznaczenie potozenia punktu projektowego y* realizujacego minimum odlegtosci hip-
erpowierzchni granicznej od poczatku uktadu wspoétrzednych.

W metodzie FORM powierzchnia graniczna Zy(Y) = 0 aproksymowana jest przez
hiperptaszczyzng, okreslona rownaniem

K(Y)=B-a' IY, (4.5.4)
styczng do powierzchni granicznej w punkcie projektowym y*,
gdzie a =[a,,..., a,]” jest wektorem kosinusow kierunkowych wektora prostopadtego
do powierzchni Z(X) = 0 w punkcie obliczeniowym

_ 0Zy ()

ayi
a. =- = (4.5.5)

" sBzo B

>
’:IE %; y=y*E

5

Aproksymacja (4.5.4) prowadzi do przyblizonego wzoru (4.4.16) na prawdopodo-
bienstwo awarii.

Do poszukiwania potozenia punktu projektowego stosowane jest podejscie iteracyj-
ne oparte na zalezno$ci zaproponowanej przez Hasofera i Linda [59]

\ . ozy®
y' =yD = (y )2 Oz (y Oy ®- 27 (y®y) (4.5.6)
D2/ |

kontynuowane do spetnienia warunkow

y - yi(k)‘ <e dlawszystkich i oraz Z(x')<e, (4.5.7)
gdzie: €— zatozona doktadno$¢ wyznaczenia punktu projektowego,
x =47'(y").

Przedstawiony algorytm jest efektywny, gdy powierzchnia graniczna jest niezbyt od-
legta od hiperptaszczyzny. W przypadku silnej nieliniowosci powierzchni graniczne;j al-
gorytm jest stabo zbiezny lub moze by¢ niezbiezny. T¢ wadg procedury czg$ciowo usu-
wa zaproponowana przez Abdo i Rakwitza [1] redukcja dtugosci kroku.

Istota metody SORM jest aproksymacja powierzchni granicznej w punkcie projek-
towym hiperparaboloida. Wykorzystuje sie tu punkt projektowy y* wyznaczony wedtug

FORM. Po dwukrotnej transformacji zmiennych i aproksymacji parabolicznej otrzymuje
si¢ warunek graniczny w postaci
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n-1

Zy(W)=-p +§Di;;<i W =0, (4.5.8)

gdzie W — wektor zmiennych losowych Y po dwukrotnej transformacji,
K; —krzywizny gldwne powierzchni aproksymujace;j.
Oszacowanie prawdopodobienstwa awarii dla duzych 3 wynika z udowodnionej przez
Breitunga [19] zaleznosci

n-1

p = lim & (= B) T (1= B 1k, )™* . (4.5.9)

=1

Doktadniejsza formute podali Hochenbichler i Rackwitz [69]

i ¢o(-B)
p; =&, (- B) %— 0 m«% (4.5.10)
f ° E!:! D (_ B ) |
gdzie @, (— B ), [ (— B ) — dystrybuanta i funkcja gestosci prawdopodobienstwa stan-
daryzowanego rozktadu normalnego.
Modyfikacja prawdopodobienstwa awarii pociaga za soba zmiang wskaznika nieza-
wodnosci, ktory wyznacza si¢ na podstawie wzoru

Bsorm = 0 (p+). 4.5.11)

Oszacowania (4.5.9) 1 (4.5.10) sa zadowalajace, gdy Bjest duze (8> 3). Nie stanowi
to istotnego mankamentu w ocenie bezpieczenstwa, gdyz zalecane w tym zakresie war-
tosci wskaznikéw niezawodnos$ci nie sa mniejsze od 3.1 (tabela 4.2.1).

4.6. Metody symulacyjne

4.6.1. Metoda Monte Carlo

Podstawe obliczania warto$ci miar niezawodnos$ci metodami symulacyjnymi stano-
wi metoda Monte Carlo [152, 199], ktora polega na ,,prébkowaniu” przez komputer we-
ktorow z rozktadu prawdopodobienstwa wektora losowego X za pomoca numeryczne-
go generatora liczb pseudolosowych i obliczaniu przyblizonej warto$ci prawdopodo-
bienstwa awarii wedlug estymatora J,

N

pr= Y 1(203)=0)= 3, (461)

=1

gdzie | [Z (X)< O] — funkcja charakterystyczna dwupunktowa okreslona wzorem
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A gdy Z(Xk0,
|g(x)50§=%), gdy Z(X)>o0.

Wariancja estymatora prawdopodobienstwa awarii okre§lona jest zaleznos$cia

(4.6.2)

var[J,] ——DZvarH (z(x, )<O)H—M (4.6.3)

Wskaznik niezawodnosci 3 odpowiadajacy prawdopodobienstwu awarii pyokreslo-
ny jest zalezno$cia (4.4.17). ‘
Doktadno$¢ wyniku mozna oszacowaé na podstawie wzoru

PH.-p; 264 <9, (4.6.4)

w ktorym: £€>0, 0 >0, .
J| — estymator podpowiadajacy N=N, = /071 [138],
Jo — najmniejsza liczba spetniajaca zaleznosci
i 2] 8 EIlDJO

d 2]
Y 270 3 ) et Blo*Y)

Ogolnie metoda Monte Carlo wymaga bardzo duzego naktadu obliczeniowego i jest
czasochtonna nawet dla bardzo sprawnych komputerow.

4.6.2. Metoda symulacji wazonej

Zwigkszenie zbieznosci metody Monte Carlo mozna uzyska¢ w drodze jej modyfi-
kacji w taki sposéb, by uzyska¢ redukcje wariancji estymatora J,.

Jednym ze stosowanych podejs¢ jest symulacja wazona (importance sampling tech-
nique). Technika ta zaproponowana przez Kahna i Marshalla [74] polega na wprowa-
dzeniu nowego wektora losowego W o gestosci prawdopodobiefistwa ky, (W) tak dobra-
nego, by wariancja prawdopodobienstwa awarii ulegta stosownej redukcji. Estymator
prawdopodobienstwa awarii okreslony jest tu zaleznoscia

1 fx(w;) _
~NJZlH(Z(Wj)SO)EEIm—J2. (4.6.5)

Wariancjg tego estymatora okresla zaleznosé¢

var[J, =|ila[§|(2(wj)so)gMDZ Ty (W) [diw — p? .

4.6.6
e (W (4.6.6)

I_||:J|:JEI
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Technika ta daje bardzo dobre efekty w polaczeniu z metoda FORM lub SORM.
Korzystajac z rozwiazania uzyskanego ta metoda, przyjmuje si¢ gesto§¢ prawdopodo-
bienstwa k(W) w postaci skoncentrowanej wokot punktu projektowego y". Melchers
[111, 112, 113] zauwazyl, ze dokonujac transformacji zmiennych bazowych w standa-
ryzowane zmienne normalne, wzor (4.6.5) mozna przedstawi¢ w postaci

¢.(Y;)
~7z|( (v, )co) il = g, (4.6.7)
kw (Y5)
gdzie: ¢, — n-wymiarowa normalna gesto$¢ prawdopodobienstwa standaryzowanych
zmiennych losowych,
Y - wektor standaryzowanych zmiennych losowych nieskorelowanych,

G(Y)) — funkcja graniczna w przestrzeni standaryzowanych normalnych
zmiennych losowych.
Proponuje on przyjmowanie jako kyw(Y;) n- wymlarowej gestosci rozktadu normal-
nego o wartos$ci oczekiwanej w punkcie obhczenlowym y.
Hohenbichler i Rackwitz [69] oraz Fujita i Rackwitz [49] zaproponowali natomiast
wykorzystanie symulacji do wyznaczenia wspotczynnika (mnoznika) C poprawiajace-
go doktadno$¢ wynikow uzyskanych metoda FORM lub SORM

C= 13 Do (=AY ) Wnaly; ) (4.6.8)
N = Py Wna(y;)
gdzie: y, - punkt wygenerowany z rozktadu o ggstosci Y, _;,

Y,_,— (n— 1)-wymiarowa ggsto$¢ rozktadu normalnego stosowana jako ge-
sto$¢ probkowania,
@, — (n—1)-wymiarowa ggsto$¢ standaryzowanego rozktadu normalnego,

@, - dystrybuanta jednowymiarowego standaryzowanego rozktadu normalne-
£0,
Py - prawdopodobienstwo awarii wg FORM lub SORM,

/\(yj) — odlegtos¢ rzutu punktu y; na powierzchnig stanu granicznego w kierun-
ku prostopadtym do hiperptaszczyzny stycznej w punkcie projektowym
y* od hiperptaszczyzny rownoleglej do hiperptaszczyzny stycznej i prze-
chodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych.

4.6.3. Metoda warunkowej wartosci oczekiwanej

Istotnym elementem metody warunkowej warto$ci oczekiwanej jest podziat zmien-
nych bazowych X = (X, X,,..., X ) na dwie grupy: zmienne probkowane w procesie sy-
mulacji X' = (X, X,...., X) i zmienne pozostale X" = (X", X,",..., X") tak, ze X =
(X", X", k + [ =n. Podzial ten musi by¢ dokonany w taki sposob, aby uprosci¢ oszaco-
wanie prawdopodobienstwa awarii i jednoczes$nie istotnie zredukowaé wymiar zadania.
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Metodg t¢ zaadaptowali do obliczen niezawodnosci konstrukceji Ayyub i wspotautorzy
[6, 7]), Karamachandani i Cornell [77].
Prawdopodobienstwo awarii w tym przypadku moze by¢ zapisane w postaci

0
P; ID I Fepe=x (X)X’ EDX. ) dx | (4.6.9)

Cxz(X.X') 0

gdzie f(x") — gestos¢ rozkladu wektora losowego X',
Jaxr=x — 8esto$¢ warunkowa rozkladu wektora losowego X" pod warunkiem
X'=x"
Uwzgledniajac, ze
J Frpe o (X)X = Py [=c (4.6.10)
xX":Z(X X )<0

wzor (4.6.9) mozna przedstawi¢ w postaci

Ps =_[|Of\xr=x [y (X) dX' . (4.6.11)

Estymator prawdopodobienstwa awarii ma postac

1 N
of :NZ Pipxe=x = Jas (4.6.12)
1=1

gdzie wektory x' sa generowane z rozkladu o gestosci f (x"), a prawdopodobienstwo
warunkowe Prxi=x musi by¢ oszacowane inng metoda, na przyktad FORM lub SORM.
4.6.4. Metoda adaptowanej warunkowej wartos$ci oczekiwanej

Metoda adaptowanej warunkowej warto$ci oczekiwanej jest polaczeniem metody
warunkowej warto$ci oczekiwanej i metody symulacji wazonej. Karmachandani
i wspolautorzy [76, 77] zaproponowali metodg redukcji wariancji wychodzac ze zwiaz-
ku

Gfx (x)d
kw (X )D

ktéremu odpowiada nieobcigzony estymator prawdopodobienstwa awarii

g ,
p; = J‘Epf‘x,zx, Cdx (4.6.13)

f (x)
NZ - fX o) (4.6.14)
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Za gestos¢ probkowania przyjmuje sig gestos¢ wektora zmiennych generowanych
zrozktadu fy(x') przesunigtego do punktu, w ktorym wyrazenie Prxi= " JfxAx') osiaga
maksymalng warto$¢. Dobdr gestosci probkowania ky, dokonywany jest iteracyjnie pod-
czas procesu symulacji poprzez dostosowywanie jej, co pewna okreslona liczbg reali-
zacji procesu symulacyjnego. Polega to na wyszukaniu, z uwzglednieniem wszystkich
poprzednich realizacji procesu symulacyjnego, punktu, w ktorym wyrazenie Prxi=x"" JxAx)
osiaga maksimum i przesunigciu poczatkowej gestosci fy(x') do tego punktu. W tym
przypadku nieobciazony estymator prawdopodobienstwa awarii (4.6.14) moze by¢ za-
pisany w postaci

1 X fye (Xi;)
Ps N ; Ptix=x,; fX—I,J =Js, (4.6.15)
i=ma w (Xi;)

gdzie: N — liczba realizacji w procesie symulacyjnym,
j —numer funkcji gestosci probkowania,
M — liczba adaptacji gestosci probkowania.
Wariancjg estymatora J; oszacowuje zaleznos¢

1 Y5 v d e (%)

o of
0 ., -J.0, 4.6.16
NN-D) & A P g B 401

gdzie N, — liczba realizacji w procesie symulacyjnym dla j-tej funkcji gestosci prob-
kowania.

var[J,] =

4.6.5. Metoda symulacji kierunkowej

Metoda ta oparta jest na probkowaniu z rozktadu jednostajnego n-wymiarowego [35]
i na zaleznosci [13, 38, 112]

pi= [ ¢n(y)dy=£!fxﬁ(r2) Eﬂrzﬁli/\(u)=;(1—Fxg(r2(a)))d)\(a), (4.6.17)

Z(y)<0

gdzie: y — wektor standaryzowanych normalnych niezaleznych zmiennych lo-
sowych,
fX2 , FX2 — gestos$¢ prawdopodobienstwa i dystrybuanta rozktadu chi-kwadrat
! " o n stopniach swobody,

S — sfera jednostkowa,
A(a) — jednostajna miara probabilistyczna,
r(o) — odlegtos¢ od poczatku uktadu wspotrzednych do powierzchni gra-

nicznej Z(y) = 0 w kierunku jednostkowego wektora a.
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Ze zwiazkow (4.6.17) wynika nieobciazony estymator prawdopodobienstwa awarii

L SIS S @619

4.7. Metody aproksymacyjne

4.7.1. Metoda powierzchni odpowiedzi

Metoda ta zostata szczegotowo przedstawiona w monografiach Myersa [119] 1 My-
ersa 1 Montgmery’ego [120]. Do analizy niezawodnos$ci konstrukcji metodg t¢ adapto-
wali Rackwitz [146], Wong [192], Faravelli [47] i inni. Ide¢ wykorzystania metody po-
wierzchni odpowiedzi w analizie niezawodnosci konstrukeji wedtug teorii przystoso-
wania przedstawili Siemaszko, Bielawski i Knabel [158]. Polega ona na aproksymacji
funkcji okreslonych zmiennych, gdy znany jest zbidr wartosci tej funkcji wyznaczony
na przyktad w wyniku obliczen. Mozliwe jest wykorzystywanie réznych funkcji apro-
ksymujacych. Tu przyktadowo przedstawiona zostanie aproksymacja zapasu bezpieczen-
stwa z wykorzystaniem funkcji regresji

E[Z(X)]=h(X,B) +¢, 4.7.1)
gdzie: i(X, B) — okreslona funkcja, ktorej posta¢ przyjmuje si¢ jako zatozenie,
E[Z(X)] - warto$¢ oczekiwana odpowiedzi,
X — wektor zmiennych bazowych o m elementach,
B — wektor szukanych parametrow funkcji regresji o k£ elementach,
£ — zmienna losowa opisujaca btad estymacji funkcji Z(X) o zerowej

wartosci oczekiwanej.

Majac zbior danych (Zi » X ), i=1,2,.,n,1=1,2,.., m, zagadnienie aproksymacji
sprowadza si¢ do wyznaczenia warto$ci skladowych wektora parametrow B minimali-
zujacych sumg kwadratow roznic warto$ci danych funkcji Z; i wynikajacych z przyjetej

v
aproksymacji Z;

n \

5"=ZBZi —ZiBZ. (4.7.2)
U 0

Odchylenie standardowe zmiennej losowej £ jest rowne

min
o. = b in_ 473
£ | ( )
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Najbardziej rozpowszechnionymi metodami wyznaczania minimum funkcji ¥sa: me-
toda linearyzacji oraz metoda najszybszego spadku [104], ktore jednak wykazujq wolna
zbieznos¢. Efektywniejszy jest zaproponowany w pracach [45, 146] sposob polegajacy
na aproksymacji warunku granicznego funkcja h(X, B(X)) wokot punktu obliczenio-
wego. W tym przypadku dobre wyniki moga by¢ uzyskiwane po przyjeciu aproksyma-
cji z wykorzystaniem regresji liniowej, co szczegdtowo zostato przedstawione w pracy
[78].

4.7.2. Aproksymacja gestosci prawdopodobienstwa
zapasu bezpieczenstwa wielomianami ortogonalnymi

Aproksymacja funkcji ggstosci prawdopodobienstwa zapasu bezpieczenstwa wielo-
mianami ortogonalnymi moze by¢ przedstawiona w postaci [ 144]

HOEPTACIO (4.7.4)

gdzie:c,  — wspodlczynniki Fouriera,
Jo(x) — funkcja gestosci prawdopodobienstwa skoncentrowana w przedziale
(-1, 1].
Przyktadowo w przypadku stosowania wielomianéw ortonormalnych Legendre’a

@ (2) =Jk+0,5M(2), k=12,..., 4.7.5)

20k +1

k+1
Wspotczynniki Fouriera maja postaé

gdzie Py(z)=1, P(z)=z, Py (2) = & [P, (z) - kk+1 P, (2).

K 1
¢ =vk+050) a [(IZ fy(2)dz, (4.7.6)
Jerosiga e

gdzie a, — wspotczynniki k-tego wielomianu Legendre’a okreslane rekurencyjnie
dla k=0- a4 =1,
dla k=1 - ap=0,a, =1,
dla k=2 - a,=-1/2, a; =0, a,=3/2,
dla k=3 - ap=0,a, =-3/2, a,=0,ay,=5/2.
Czynniki

Jl'zi [, (z) (8iz (4.7.7)
=1
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sa momentami statystycznymi wzgledem gestosci prawdopodobienstwa f(z) i moga by¢
oszacowane metodami symulacyjnymi. Moga by¢ stosowane aproksymacje takze inny-
mi wielomianami ortogonalnymi na przyktad wielomianami Czebyszewa [144].

4.8. Metody numerycznego obliczania momentow
probabilistycznych

Gdy procedura generowania funkcji stanu granicznego jest procedura numeryczna
i nie daje mozliwos$ci uzyskania funkcji stanu granicznego w postaci funkcji parame-
trow bazowych, ocena bezpieczenstwa konstrukcji si¢ komplikuje. Do wyznaczania mo-
mentow probabilistycznych odpowiedzi konstrukcji moga by¢ stosowane metody wy-
korzystujace rozwinigcia funkcji w szereg. Wymieni¢ tu mozna metodg perturbacyjna
i metode wykorzystujaca rozwinigcie macierzy sztywnosci w szereg Neumanna.

4.8.1. Metoda perturbacyjna

Metoda perturbacyjna do okreslania momentow probabilistycznych w analizie me-
toda elementow skonczonych zostala zaproponowana w pracach [7, 64, 65] i innych.
Wykorzystuje ona rozwinigcia elementow rownan opisujacych problem w szereg pote-
gowy wzgledem fluktuacji jej parametrow. Dany jest uktad rownan metody przemie-
szczen

KU=F, (4.8.1)
gdzie: K — macierz sztywnosci,
U - wektor przemieszczen,
F — wektor obciazen.
Macierz sztywnosci jest funkcja wektora zmiennych losowych X = (X,..., X). Roz-
winigcie macierzy sztywnosci w szereg Taylora w otoczeniu wartosci Srednich wzgle-
dem fluktuacji AX = (AX,..., AX,) wektora X ma posta¢

K k k
L0 1 1 2

K=K+ KX +5 0y 3 Kif X X +.., (4.8.2)

=1 1=1 J=1

gdzie:
Ok By Kkiz K e oK o
=K(E[X4],-- E[Xi])> Ki OAX; AX—O’ " aAX, LOAX; | _ o
= AX=0

Rozwinigcia wektorow przemieszczen U i obciazen F, ktére sa dodatkowo funkcja-

mi parametréw obciazen X = (X,_,,..., X, ) maja postaci analogiczne do (4.8.2)
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F=F°+§ F DX, += FP X X +.. (4.8.4)

prwgs
Ul X += UF X, X +.. (4.8.5)

R b

gdzie:
FO = F(E[X,],-. E[X,)]) pr=9F 2o OF (4.8.6)
s§ EEXEY nl/)> 'i aAXI AX:O) 1) OAXI @AXJ Ax:o: -O.
ou 0°U

U® =U(E[X,],....E[X,]), Ut = Z= T = 4.8.7
(E[X],- E[X0]), Ui x|, 0 o, @ax, . (4.8.7)

Po podstawieniu tych rozwinig¢ do (4.8.1) i pordwnaniu odpowiednich wyrazow
rozwinigcia otrzymuje si¢ rekurencyjny uktad wzoréow okreslajacych poszczegdlne
wspotczynniki rozwinig¢cia wektora przemieszczen

uo=(K"*E
Ut =K% OR -Ki w°),
Ui = (K™ ORf -K{ W5 -KS Wf -K§ m°) (4.8.8)

W przypadku perturbacji pierwszego rzedu (metoda linearyzacji) zachowuje si¢ tyl-
ko sktadniki liniowe, co daje warto$¢ oczekiwana przemieszczenia w postaci

E[U]* =U° (4.8.9)

i macierz kowariancji w postaci

n
S up, (& W, (4.8.10)

1 =1

M:

cov(U,U)" =[ci], cb,

1

gdzie
o =E[ax, x| 4.8.11)
sq danymi wspotczynnikami macierzy kowariancji C, = [¢;*] zmiennych bazowych X,

uy, iu, sa elementami wektoréw U/ i U/,
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W zakresie wykorzystania metody linearyzacji w analizie probabilistycznej konstrukcji
i ocenie bezpieczenstwa wymieni¢ mozna kilka prac, ktorych jestem wspotautorem [160,
172,176, 177, 180, 181].
W przypadku perturbacji drugiego rz¢du zachowuje si¢ trzy pierwsze sktadniki roz-
winig¢, co daje warto$¢ oczekiwana przemieszczenia w postaci
N N
E[u]® :u°+;mzzuilj &) (4.8.12)

=SS
i macierz kowariancji w postaci

n n n n
1

DZZZZU% QUE)T M) ) +ck @), (4.8.13)
=1 =1

cov(U,U)? =cov(U,U) +=
1=1 =1

Mozliwe jest takze oszacowanie wyzszych momentow statystycznych zmiennych U
(w przedstawionym przypadku przemieszczen). Jednak uzyskanie zadowalajacej doktad-
nos$ci ich oszacowania wymaga uwzglednienia kolejnych wyrazoéw rozwinigcia w sze-
reg.

Zeitoun, Baker, Uzan [198] uwazaja, ze perturbacja pierwszego rzedu daje zadowa-
lajace wyniki przy niezbyt duzych fluktuacjach, to jest przy wspotczynniku zmiennosci
nie wigkszym niz 15%.

4.8.2. Wykorzystanie rozwini¢cia Neumanna

Metoda zaproponowana przez Yamazaki, Shinozuka, Dasgupta [194] rozni si¢ od
metody perturbacyjnej tym, ze rozwinigciu w szereg podlega macierz odwrotna do ma-
cierzy sztywnosci. Po pomnozeniu lewostronnie rownania (4.8.1) przez macierz D = K™!
odwrotna do macierzy sztywnosci otrzymuje si¢

U=DIF. (4.8.14)

Macierz sztywno$ci zostaje przedstawiona w postaci sumy macierzy deterministyc-
znej (okreslonej dla warto$ci $rednich parametréw) i losowej fluktuacji o zerowych war-
tosciach oczekiwanych

K = K+ AK, (4.8.15)

gdzie: K° — macierz deterministyczna, ktorej elementami sa warto$ci ocze-
kiwane poszczegdlnych elementdéw tej macierzy,
AK = K - K° — macierz losowych fluktuacji macierzy K, ktérych warto$ci ocze-
kiwane sa rOwne zeru.
Rozwinigcie macierzy D = K™ odwrotnej do macierzy sztywnosci w szereg Neu-
manna ma postac

D=K™1=(Ky+AK) ™" =D, +D =D, +(P +P? P° +.) Dy, (4.8.16)
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gdzie: Dy = (K,) !, P=-D AK,
indeksy gorne przy P oznaczaja kolejne potegi w sensie iloczynu macierzowego.
Po podstawieniu zwiazkow (4.8.16) do (4.8.14) otrzymuje sig

U, +AU =D, [F +(P +P2 +..) D, B . (4.8.17)

Stad
U, =D, [F,, (4.8.18)
AU=(P+P?+.) D, [F =-AJ; +AJ, —J, +.., (4.8.19)

gdzie AU; =P' D, [F = -P [, ;.

4.9. Metoda iteracyjna wyznaczania
wskaznika niezawodnosci Hasofera—Linda

Losowy charakter r6znych zmiennych ma rozny wptyw na warto$¢ wskaznika nieza-
wodnosci i prawdopodobienstwo awarii. Zwykle losowy charakter parametrow obcia-
zenia ma wigkszy wpltyw na niezawodnos¢ niz parametrow konstrukcji, co wynika ze
zdecydowanie wigkszych wspotczynnikow rozrzutu zmiennych charakteryzujacych ob-
cigzenie. Nasuwa to pomyst (stosowany zreszta w metodzie symulacyjnej wedtug funk-
cji waznosci) podziatu zmiennych bazowych na dwie grupy: zmienne dominujace, ktorych
losowy charakter ma najwigkszy wptyw na warto$¢ wskaznika f3, i zmienne pozostate o
mniejszym wptywie na wartos¢ wskaznika f. Podziat taki umozliwia zastosowanie do
wyznaczania wskaznika 3 nastgpujacej formuty iteracyjne;j

n
B=B(X,, Xg)— YABX)), (4.9.1)
i=d+l1
w ktorej:  AB(X;)=B(Xy,... Xg) = B(Xysos X g X)),
XXy — zmienne bazowe dominujace,
X i1 X, — zmienne bazowe pozostate,
B(X,.. Xy) — wskaznik niezawodno$ci wyznaczony z uwzglednie-

niem losowego charakteru zmiennych dominujacych,
B(X,,... X ,X;)— wskaznik niezawodnosci wyznaczony z uwzglednie-
niem losowego charakteru zmiennych dominujacych
1 zmiennej X..
Gdy zmienne pozostate sa wzajemnie zalezne w grupach, wowczas moze by¢ stoso-
wana formula iteracyjna w postaci



104 4. Podstawowe miary i metody oceny bezpieczenstwa

,B:ﬂ(xl,...,xd)—iAﬁj(x”,x,j,...), (4.9.2)
=1

W ktérej: AB](XZJ,X[],) = B(Xl”Xd) - B(Xl ""’Xd’X

i> Xjjre)s
— zmienne bazowe pozostate X, X,,... zaliczone
do j-tej grupy,

k — liczba grup zmiennych pozostatych,

B(X,. Xy, X X,j,...) — wskaznik niezawodno$ci wyznaczony z uw-
zglednieniem losowego charakteru zmiennych
dominujacych i zmiennych X, X,,... zaliczonych
do j-tej grupy.

Proponowana formuta (4.9.1) i (4.9.2) ma te istotng zalete, ze pozwala redukowaé
liczbg zmiennych traktowanych w poszczegdlnych etapach obliczen jako zmienne loso-
we i rownoczes$nie pozwala na uwzglednienie losowego charakteru wszystkich zmien-
nych bazowych. Nalezy tu podkresli¢, ze zmienne, ktoérych losowy charakter jest w okre-
slonym cyklu pomijany, traktowane sa na tym etapie jak parametry deterministyczne
o wartosciach réwnych warto$ciom $rednim odpowiednich zmiennych.

Problem badania zbiezno$ci proponowanego procesu iteracyjnego ogranicza si¢ do
oceny, ile zmiennych nalezy zaliczy¢ do grupy zmiennych dominujacych generujacych
punkt startowy iteracji, jesli do tej grupy zaliczy¢ wszystkie zmienne, to otrzyma sig
wynik, ktory jest oczekiwanym punktem zbieznosci. Przy ocenie czy liczba zmiennych
zaliczona do grupy dominujacych jest wystarczajaca, niezbgdne jest przynajmniej dwu-
krotne rozwiazanie zadania z zaliczeniem do zmiennych dominujacych w drugim roz-
wiazaniu o przynajmniej jedna zmienna wiecej niz w poprzednim. Jesli wyniki uzyska-
ne z takich dwoch rozwiazan beda dostatecznie bliskie sobie, to taki wynik mozna przy-
jac jako oszacowanie wskaznika niezawodnosci.

Gdy do grupy zmiennych dominujacych zalicza si¢ mata ich liczbe, zaproponowana
procedura umozliwi rozwiagzanie zadania stosunkowo prostymi srodkami. Transforma-
cja zmiennych w zmienne normalne standaryzowane i wyznaczenie odlegtos$ci krzywej
granicznej od $srodka uktadu wspoirzednych moga by¢ wykonane z zastosowaniem na
przyktad systemu Mathematica, a nawet z zastosowaniem arkusza kalkulacyjnego Excel.

Zaproponowana procedura pozwala tez na stosunkowo proste szacowanie wptywu
losowego charakteru poszczegdlnych zmiennych na wskaznik niezawodnosci i1 szaco-
wanie btedow popetianych w przypadku pomija losowego charakteru niektorych zmien-
nych. Procedura zostanie zilustrowana na przyktadach w rozdziale 6.

ij°



5. Niezawodnos¢ konstrukcji

5.1. Modele niezawodnos$ciowe konstrukcji

Aby zapewni¢ bezpieczenstwo konstrukcji, nalezy spetni¢ wiele warunkéw dotycza-
cych punktow, przekrojow, elementow, zbioréw elementéw badz catej konstrukceji. Mo-
del matematyczny konstrukcji zawierajacy zbidr informacji o elementach, w tym o ich
stanie oraz warunki umozliwiajace okreslenie stan konstrukcji na podstawie stanu ele-
mentow nazywany jest systemem [15]. Strukturg systemu mozna przedstawi¢ za pomo-
ca: grafu o dwoch koncach, tablicy, funkcji logicznej lub funkcji analityczne;j.

W analizie bezpieczenstwa konstrukcji w aspekcie teorii no§nosci granicznej system
bywa tez rozumiany jako konstrukcja zastgpcza (model fizyczny) obciazona na koncach,
ktoérej elementami sa przekroje krytyczne zwane tez elementami sprawczymi [11]. Struk-
tura takiej konstrukcji jest identyczna ze strukturag modelu matematycznego okre§lona
przez odpowiedni graf. Elementom tak rozumianego systemu przypisuje si¢ no$nosci
odpowiednich przekrojow krytycznych skorygowane wspotczynnikami wagowymi, ktore
sa funkcjami parametrow opisujacych no$nosci przekrojow i obciazenie konstrukeji [11,
84]. Przy tych samych zatozeniach obydwa podejscia w zakresie prawdopodobienstw
awarii i niezawodnosci oraz wskaznika Hasofera—Linda prowadza do identycznych wy-
nikow, w zakresie wskaznikow niezawodnosci, ktore nie sa niezmiennicze jak na przy-
ktad wskaznik Cornella, moga dawac r6zne wyniki.

W dalszych rozwazaniach jako system niezawodnosci rozumie¢ bedziemy model ma-
tematyczny zawierajacy informacje niezbgdne do oceny bezpieczenstwa konstrukcji.
Struktura systemu moze by¢ szeregowa, rownolegta lub mieszana (kombinacja struktu-
ry rownoleglej i szeregowej). Szczegdlnymi przypadkami struktury mieszanej sa: struk-
tura szeregowo-rownolegta (systemy rownolegte taczone szeregowo) i struktura row-
noleglo-szeregowa (systemy szeregowe taczone rownolegle). Stan systemu wynika ze
stanu jego elementéw i moze by¢ wyrazony przez funkcje charakteryzujace stany ele-
mentow, to jest zapasy bezpieczenstwa elementow.

Warunek bezpieczenstwa elementu wyrazony przez funkcje okreslajaca jego zapas
bezpieczenstwa ma postac

Z,(X)>0. (5.1.1)
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Bezpieczenstwo elementu jest zagrozone, gdy jego zapas bezpieczenstwa spetnia
warunek

Z,(X)<0. (5.1.2)

System szeregowy charakteryzuje si¢ tym, ze jego bezpieczenstwo B jest zapewnio-
ne wtedy, gdy kazdy z jego elementdéw spetnia kryterium bezpieczenstwa (5.1.1), co
okresla koniunkcja (iloczyn) zdarzen

B=((z,(¥)>0). (5.13)
j=1

a jako stan awaryjny A4 traktuje si¢ niespetnienie kryterium bezpieczenstwa, to jest spet-
nienie warunku (5.1.2) dla przynajmniej jednego elementu, co okresla alternatywa (suma)
zdarzen

n

Uz, 0 <0). (5.1.4)

=1

A

System rownolegly charakteryzuje si¢ tym, ze jego bezpieczenstwo B jest zapewnio-
ne wtedy, gdy przynajmniej jeden z jego elementow spetnia kryterium bezpieczenstwa
(5.1.1), co okresla alternatywa zdarzen

n
B=U(z,(x)>0). (5.1.5)

=1

a jako stan awaryjny A4 traktuje si¢ niespetnienie kryterium bezpieczenstwa, to jest spet-
nienie warunku (5.1.2) dla wszystkich jego elementow, co okresla koniunkcja zdarzen

A=z, =0). (5.1.6)
El

Warunek bezpieczenstwa systemu mieszanego zalezy od struktury systemy i jest od-
powiednig kombinacjgq warunkow dla systemow sktadowych. Przyktadowo dla systemu
szeregowo-rownoleglego bezpieczenstwo okreslone jest zalezno$cia

B=NU(z;(x)>0). (5.1.7)
joi
a awari¢ definiuje zalezno$¢
A=UNz, (x)<0). G.19)
i

w ktorej Z,(X) jest zapasem bezpieczenstwa i-tego elementu j-tego systemu rownole-
glego.
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Analogiczne zwiazki dla systemu réwnoleglo-szeregowego maja postaé

B:UO(ZU (x)>0): (5.1.9)

A:(J]Lij(zij (x)<0)- (5.1.10)

gdzie Z.U(X) jest zapasem bezpieczgﬁstwa i-tego elemenFu Jj-tego systemu szeregowego.
Jesli mozna okresli¢ zapas bezpieczefistwa Z(X) taki, Ze

z,(x)>0 =Ulz, (x)>0)i z (x)<0 = N(z; (x)<0), (5.1.11)
to bezpieczenstwo i awari¢ systemu szeregowo-rownoleglego okreslaja zaleznos$ci

BzﬂLiJ(zij(x)>o)=ﬂ(zj(x)>o), (5.1.12)

i
A:UO(Z”- (X)<0)=Ulz; (x)=<0). (5.1.13)
Jesli za$ okreslony jest zalias bezpieczeﬁstw.:t Z(X) taki, ze
z;(x)>0=N(z, (x)>0) i z;(x)<0 = Y[z, (x)=<0), (5.1.14)
to bezpieczenstwo i awarie Isystemu réwnolegio-szeregovlfego okreslaja zaleznosci

Bzuo(z”(x)>o):U(zj(x)>o), (5.1.15)

J

A=NUlz; X)<0)=Nz;(x)<0). (5.1.16)
joi j

Zwiazki (5.1.11)—(5.1.16) ilustruja mozliwos$ci przeksztatcania systemow zlozonych
w prostsze i odwrotnie, zaleznie od potrzeb i mozliwosci zdefiniowania funkcji okre-
$lajacych stany systemow sktadowych.

Struktura systemu niezawodno$ciowego zalezy od stopnia niezbgdnej jego identyfi-
kacji dla osiagnigcia celu, jakim jest ocena bezpieczenstwa konstrukcji. Uwzglednia-
jac, ze proponowany algorytm wykorzystujacy sformutowania dualne programowania
liniowego warunkow teorii przystosowania dostarcza warunkéw chroniacych przed na-
rastaniem odksztatcen plastycznych, ktore moze by¢ interpretowane jako przeksztatce-
nie uktadu w mechanizm, i przed wystapieniem odksztalcen plastycznych naprzemien-
nych, ktére mogloby prowadzi¢ do utraty ciagtos$ci materialu w wyniku zmegczenia
niskocyklowego, jako funkcje okreslajace stany konstrukcji przyjeto zapasy bezpieczen-
stwa sprzezone z tymi formami utraty zdolno$ci do przenoszenia obciazen. Podejscie
takie stosowane jest w ocenia bezpieczenstwa wedtug teorii no$nosci granicznej [39,
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186], ktora uwzglednia tylko mozliwo$¢ zniszczenia w wyniku powstania mechanizmu.
Bezpieczenstwo konstrukcji jest zapewnione, gdy zapasy bezpieczenstwa Zj (X) wzgle-
dem wszystkich mozliwych form utraty zdolnos$ci do przenoszenia obciazen spetniaja
warunek (5.1.3), a do uznania stanu za awaryjny wystarczy, by cho¢ jeden z wymienio-
nych zapaséw nie spelnial warunku bezpieczenstwa, co okresla warunek (5.1.4). Propo-
nowany algorytm prowadzi wigc do uktadu warunkoéw, ktore pozwalaja na identyfika-
cje konstrukcji na poziomie globalnym jako systemu szeregowego, ktorego elementy
1 sprze¢zone z nimi zapasy bezpieczenstwa reprezentuja poszczegodlne formy zniszcze-
nia w wyniku uplastycznienia.

Moze by¢ oczywiscie dokonana bardziej szczegotowa identyfikacja systemu. Jesli
jako poziom doktadnosci identyfikacji przyjac przekrdj krytyczny, to uwzgledniajac, ze
do przeksztalcenia konstrukcji w mechanizm niezbgdne jest uplastycznienie
w N, <n, +1 (n, - stopien statycznej niewyznaczalnosci) przekrojach krytycznych, kaz-
demu mechanizmowi odpowiada system rownolegly o n, elementach, ktérymi sa prze-
kroje ze sprzgzonymi z nimi zapasami bezpieczenstwa. Jesli poszczegdlne mechanizmy
zawieraja wspolne przekroje [11], to systemy rownolegte odpowiadajace tym mechani-
zmom maja wspolne elementy odpowiadajace tym przekrojom. W zakresie plastyczno-
$ci naprzemiennej, identyfikacja na poziomie konstrukcji i przekroju jest taka sama, gdyz
stanem awaryjnym konstrukcji jest wystapienie plastycznosci naprzemiennej w choc
jednym przekroju. Przy tym poziomie doktadnosci identyfikacji otrzymuje si¢ wige sy-
stem szeregowo-rownolegly. Zagadnienie okreslania systemu niezawodno$ciowego zi-
lustrowano na przyktadzie belki przedstawionej na rys. 5.1.1. Na rysunku 5.1.2 przed-
stawiono predkosci przemieszczen odpowiadajace trzem parom wykluczajacych si¢ me-
chanizméw (rys. 5.1.2 a-b, c—d i e—f). Na rysunku 5.1.3 przedstawiono predkosci prze-
mieszczen odpowiadajace odksztatlceniom naprzemiennym w kolejnych przekrojach kry-
tycznych. Narys. 5.1.4 przedstawiono grafy systemu niezawodnos$ciowego odpowiada-
jace szczegotowosci identyfikacji na poziomie przekroju (rys. 5.1.4a) i na poziomie kon-
strukcji (rys. 5.1.4b).

Mozna tez jako poziom szczegotowosci identyfikacji przyja¢ punkt krytyczny nale-
zacy do przekroju krytycznego, to jest punkty ktorych zbior dostarcza wystarczajacej
liczby warunkow do okre$lenia stanu przekroju krytycznego. Przekroj krytyczny, jako
element mechanizmu, jest systemem réwnolegtym, ktorego elementami sa jego punkty
krytyczne, gdyz dla uplastycznienia przekroju musi nastapi¢ uplastycznienie we wszy-

Fos <F, < Fyy Fu <F <Fy
' ' ' '
1 P 3 ! ;
T2 AT T T T
P Moyt Mo, ! Mo, | Mo, i

Rys. 5.1.1. Schemat belki wraz z obcigzeniem
Fig. 5.1.1. Scheme of the beam with load
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Rys. 5.1.2. Wykresy predkosci przemieszezen odpowiadajace mechanizmom
Fig. 5.1.2. Diagrams of the displacement velocities corresponding to the mechanisms
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Rys. 5.1.3. Wykresy predkosci przemieszczen odpowiadajace plastycznosci naprzemienne;j
w przekrojach krytycznych
Fig. 5.1.3. Diagrams of the displacement velocities corresponding to the alternating plasticity
in the critical cross sections
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a)  Mecha - Mecha - Mecha - Plast. Plast. Plast. Plast.
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Rys. 5.1.4. Graf systemu niezawodno$ciowego uktadu jak na rys. 5.1.1
a) identyfikacja na poziomie przekroju, b) identyfikacja na poziomie konstrukc;ji.
Fig. 5.1.4. Graphs of the reliability system of the structure as shown in Fig. 5.1.1
a) identification on the level of the cross section, b) identification on the level of the structure

stkich jego punktach. Bezpieczenstwo przekroju wzgledem plastycznosci naprzemien-
nej jest zapewnione, gdy takie bezpieczenstwo jest zapewnione w kazdym jego punk-
cie, co oznacza, ze przekrdj jest pod tym wzgledem systemem szeregowym. Przy tym
poziomie doktadnosci identyfikacji otrzymuje si¢ wigc ztozony system szeregowo-row-
nolegty, ktorego elementy wchodzace w sktad systemow szeregowych sa systemami sze-
regowymi, a elementy wchodzace w sktad systemow rownolegltych sa systemami réw-
noleglymi.

Zaleznie od poziomu szczegdlowosci niezbednej identyfikacji, element moze by¢
systemem, jesli uwzgledni si¢ jego strukturg, i odwrotnie, system, gdy okreslony jest
jego stan, moze by¢ traktowany jak element.

5.2. Niezawodnos$¢ systemu

Prawdopodobienstwa awarii systemow okreslaja zaleznosci:
— systemu szeregowego

p; =P[A]= P@é(zi (X)< o)ﬁz P%(Zi (X) < o)% (5.2.1)

— systemu rownoleglego

Py =PLAI=P(Z, () <0) (522)
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— systemu rownolegto-szeregowego

b =PLA=PIUN (2, (X)<0) =PI, (X)<0) - P§ (2,005 O)E: (>-23)
Oi i o i O =1
— systemu szeregowo-rownolegtego
b =PLA=PAUE, (0= P, (<0 (24
Oi i g i g

Niezawodno$¢ systemow okreslaja zaleznosci:
— systemu szeregowego

[n [l
p. =1- p, =P[B] =P (Z, (X)>0) (5.2.5)
(=1 |
— systemu rownoleglego

p, =1- p, =P[B]=J(z,(X)>0)= Pi(zj (X) >o)§, (5.2.6)

j=1

— systemu rownolegto-szeregowego

p, =1- p, =P[B] = P%ju(zij (X)>0) = P%j(zj X)>0h (527
O 0 O 0

— systemu szeregowo-rownolegtego
0
p. =1-p; =P[B] =P J)(z; (X) >0)0
i

i H
0 0

=P(z,()20) =P 3 (2,00 0]

Gdy elementy systemu, ktérymi sa zapasy bezpieczenstwa, nie sa skorelowane, praw-
dopodobienstwa awarii poszczegdlnych systemow okreslaja nastgpujace zaleznosci:

(5.2.8)

— SZeregowego

o =P[A=3 HZz,09<d. (529)
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—réwnoleglego
p, =P[A1=(Plz,(X) <4, (5.2.10)
i=1
—rownolegto-szeregowego
U =3
p; =P[A]= |:>D ﬂ(zij (x)s O)E: z P[zi (X) < O], (5.2.11)
i =1
— szeregowo-rownoleglego
%} O
p, =P[A] = pD_ U (zij (X)< O)Ez N P[ZJ. (X)< 0] . (5.2.12)
joi j

Niezawodnos$¢ systemow o elementach nieskorelowanych mierzona prawdopodo-
bienstwem niewystapienia awarii wynosi odpowiednio:
— systemu rownoleglego

N 0
p, =1- p, =P[B]=P§'] P[Z]-(X)>O]E, (5.2.13)
=1

— systemu szeregowego
p, =1- p; =P[B]=Y P|Z,(X)>0), (5.2.14)
J

— systemu rownolegto-szeregowego
O
p, =1- p, =P[B] = ngu(zij (x)>o)%=m Plz,(x)>0, (5215
i j

— systemu szeregowo-rownolegtego

p, =1-p, =P[B]=P§JO(Z”— (x)>o)§:zp[zj(X)>o]. (5.2.16)
] J

5.3. Oszacowanie sumy i iloczynu zdarzen zaleznych
W sytuacji, gdy rozpatrywane zdarzenia F; =(Z;(X)<0) nie sa roztaczne, praw-

dopodobienstwo awarii mozna tylko oszacowac. Cornell dla systeméw szeregowych pro-
ponuje nastgpujace oszacowania prawdopodobienstwa awarii

max P[Z; <0]< p; <5 P[Z; <0]. (5.3.1)
] ]
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Korzystajac ze zwiazkow migdzy prawdopodobienstwem awarii a wskaznikiem nie-
zawodno$ci S Hasofera—Linda, zwiazek (5.3.1) mozna przedstawi¢ w postaci

mJaX@o(—BJ-)S Pt SZ_@O(_BJ)- (5.3.2)
]

Ditlevsen [36] proponuje oszacowanie doktadniejsze

> P[F] Z 1 {PEENFH = ZP[F] <1,

q % i~ q

2 P[F]+ ;rrj\gxg , P[F] —Jzzlpgziﬂﬁ-% > max P[F] =0,

1=1

pr = (5.3.3)

DQ)ZIDDIRD

gdzie F, =(Z;(X)<0).

Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen PI_FZ» NF jJ w zwiazku (5.3.3) moze by¢ osza-
cowane na podstawie zaleznosci

D>max{¢o(_ﬁi)@o(_ﬁj\i) Do (=5;) @0(_3“)}1 gdy g; >0,
PE:HFEEE‘%( Bi) [@o(=Bjji) +Po(—B;) @o(-H;) gdy p; >0, (5.3.4)
?mm{@o( Bi) @o(=Bjji): Po(=B;) @o(—B;)t .  gdy g <0,

gdzie p; — wspotczynnik korelacji pomigdzy zdarzeniami F; oraz F; okreslony zalez-

noscia
cov(F,F;) ( )
Pj=———=, 53.5
O BTFJ_
cov(F, F].) — kowariancja zdarzen F; i F,
Og,0fF - odchylenia standardowe zdarzen F;i F,
Dy(...) — dystrybuanta jednowymiarowego standaryzowanego rozktadu nor-
malnego,
Bi.B; — wskazniki niezawodno$ci elementéw systemu i-tego oraz j-tego
wyznaczone na podstawie warunkow granicznych Z(X) = 0 oraz
Z(X)=0,
,Bl.‘ Iz B aio~ warunkowe wskazniki niezawodnosci okreslone zalezno$ciami
Bj-p _Bi-p;
By = Bi=py P Bi=pitB; (5.3.6)

Ji-p? P = | PU
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W celu oszacowania prawdopodobienstwa iloczynu zdarzen w pracy [67] propono-
wane jest wykonanie transformacji zmiennych w standaryzowane zmienne normalne
i wyznaczenie punktu projektowego y” realizujacego minimum wskaznika 3 dla iloczy-
nu zdarzen

g=minly| da y:(fz;(y)<d. (53.7)

m
=1

Nastegpnie prawdopodobienstwo awarii szacowane jest na podstawie wzoru

Om 0O
PO |F,G & (B R)IC 53.8
g]l JE « € YCsorm , ( )

ktory jest prawdziwy przy zatozeniu, ze zachodzi Z(y") = 0 dla przynajmniej jednej po-
wierzchni granicznej, przy czym @, jest dystrybuanta k-wymiarowego standaryzowa-
nego rozktadu normalnego okre§lona zalezno$cia
-B
D (BiR)= [ Gela) L, (5.3.9)

gdzie: P (U)=(27[)_2 et(R)_% Bxpﬁ—%(uT R E)E’

R=aa, — macierz wspétczynnikéw korelacji,
B — wektor o wspotrzednych B = aI v,
Csorm — Wspotezynnik korekcyjny uwzgledniajacy krzywizny aktywnych po-

wierzchni granicznych.
Gdy Zj(y*) =0dla j=12,..,k orazZ(y")>0dla j=k+1..,m

Csorm =|det(D)| 2, (5.3.10)

k

0 2 i 0
gdzie: D:éﬁij —Zysazs(y); i,j=k+1,...,nél,

=7 oyoy,
517 — delta Kroneckera,
Y, — wspotczynniki stanowiace rozwiazanie uktadu réownan liniowych

.k
y =Yy ;.
=



6. Przyklady ilustrujace zastosowanie
proponowanego algorytmu

6.1. Przyklad 1

Dana jest belka dwuprzegstowa jak na rysunku 6.1.1 wykonana z dwu dzwigaréw
dwuteowych potlaczonych nad podpora srodkowa, tak by no$no$¢ potaczenia nie byta
mniejsza niz nosnosci przekrojow dzwigarow sktadowych.

Symbolami 1, 1,, 2, 3, 4, 5 oznaczono przekroje krytyczne. Parametry &, i &, okre-
$laja potozenie przekrojow krytycznych w przgstach.

Losowymi zmiennymi bazowymi (traktowanymi jako zmienne niezalezne) sa:

41, 9,  — gorne granice obciazen zmiennych (rozklad Gumbela),

g1, &  — obciazenie stale (rozktad normalny),

ATy =Ty —Tiy , AT, =T,,; = T5, —rdznice temperatur we wioknach dolnych i gornych
(rozktad normalny),

L, Ly —rozpigtosci przeset belki (rozklad normalny),

hy, h,  —wysokosci przekrojow dwuteowych (rozkiad normalny),

b,, b,  —szerokoSci stopek przekrojow (rozktad normalny),

tws by — grubosci Srodnikow przekrojow (rozklad normalny),

tr1, tya — grubosci stopek przekrojow (rozktad normalny),

E,, E, —moduly sprezystosci materialu pretow (rozktad normalny),

Oy, 0y, — granice plastycznosci materialu pretow (rozktad normalny).

4 2 Iy, 1 3 5
Gryd b il HHHHH&EHHHHH HHHHEl%
g il HHHHH@;HHHHH Wit e,
I\ DT Ep 0o, 1200 /N AT, Ey,00, ) 1200 /\

L, & L, [&,

L

L,

Rys. 6.1.1. Schemat belki
Fig. 6.1.1. Scheme of the beam
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Y e tf

Rys. 6.1.2. Przekroj uproszczony
Fig. 6.1.2. Simplified cross section

Aby charakterystyki geometryczne przekrojow przedstawi¢ w postaci funkcji ich
wymiardw (4, b, ls t,,) traktowanych jako zmienne bazowe, przyjeto model uproszczo-

ny przekroju jak na rysunku 6.1.2.

Przyjety model powinien by¢ rownowazny przekrojowi nominalnemu w zakresie jego
podstawowych charakterystyk geometrycznych. Niestety charakterystyki obliczone dla
modelu rdéznig sig nieco (na 0ogoét sa nieco wigksze) od odpowiednich charakterystyk
podanych w tabelach dwuteownikow. Wprowadzono wigc odpowiednie wspolczynniki

korekcyjne
K, = A,
A
hn |:ﬂwn-l-zmbn _twn)[ﬂfn

We,
kWe_hZB 41 259
n6wn +(bn_twn)|]fn [@'”_szn-l- 3|]J;” .
U "0
k[:hSB o 2H
S (b, =1, E@”Z =y O+ g
u U

Wo,

n

o = ,
R+ b, ~ty) B T, )
gdzie: Wo, = A, ﬁm —e'nﬁ,

h,b e, A, We, I —wartosci wedlug tabel,

n “n> jn’ wn’ n nn

e, — wspotrzedna srodka cigzkosci potowki dwuteownika (wedtug tabel).

(6.1.1)

(6.1.2)

(6.1.4)
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Dla 7200 wspolczynniki te majq wartosci:
k,=09969, k, = ky, = 0,98994, k,, = 0,99345.

Po uwzglednieniu wspolczynnikow korekcyjnych charakterystyki uproszczonego
przekroju rownowaznego wyrazaja sig, jako funkcje wymiaréw przekroju, nastgpujaco:
— pole przekroju

A= (ht, +2(b—t,)t; )k, (6.1.5)

— plastyczny wskaznik zginania

t
Wo=§wZZW+(b ~t)t; (h —tf)ﬁkwo, 6.1.6)

— sprezysty wskaznik zginania

2 O 4t 21
Wez%ﬂb —t, )t @q—th +3—L%kWe (6.1.7)

moment bezwladnos$ci

|—Elhsﬂ+(b )t i ht +2tf2mk 6.1.8
—le twf2 f B%M (6.1.8)

W celu otrzymania funkcji granicznych:

— wykonano symboliczne rozwigzania uktadu od sktadowych obciazen,

— zbudowano funkcje okreslajace ekstremalne sity przekrojowe w przekrojach krytycz-
nych,

— zbudowano pierwotne ograniczenia na przystosowanie w ujgciu programowania li-
niowego 1 rozwigzano je dla wartosci $rednich parametrow, dobierajac iteracyjnie
warto$ci parametrow ¢, i ¢, tak, by minimalizowaty funkcje celu En!fn(max H), co

pozwolito okresli¢ uktady réwnan odpowiadajace poszczegdlnym formom zniszcze-

nia,

— zbudowano dualne uktady réwnan w postaci symbolicznej, z ktorych rozwigzan otrzy-
mano zmienne dualne jako funkcje zmiennych bazowych i parametrow &, i &,,

— Wwyznaczono zapasy bezpieczenstwa jako funkcje zmiennych bazowych i parametrow
El 1 629

Zadanie rozwigzano w kilku wariantach dla danych zestawionych w tabeli 6.1.1.

Rozwiazanie 1

W przypadku uwzgledniania tylko zginania, wyznaczono wskazniki niezawodnosci
b,,» wykorzystujac system STRUREL metodami FORM i1 SORM oraz symulacj¢ Monte



Tabela 6.1.1. Dane charakterystyki zmiennych bazowych

Table 6.1.1. Given characteristics of base variables
Zmienna q1 q- g1 g2 AT, AT, ag a, L, L, E,
Rozktad G G N N N N N N N N N
Jednostki] kN/m | kN/m | kN/m m °C °C 1/°C 1/°C m m GPa
E[Xi] 7 7 7 7 30 30 0,000012 0,000012 6 6 205
V xi 0,05 0,05 0,03 | 0,030 0,050 0,050 0,01 0,01 0,005 | 0,005 ] 0,010
O xi 0,350 | 0,350 | 0,210 | 0,210 1,500 1,500 [0,00000012(0,00000012| 0,030 | 0,030 | 2,050
Zmienna | &, ho b b tf1 > w w o O (2 E,
Rozktad N N N N N N N N N N N
Jednostki m m m m m m m m MPa | MPa GPa
E[Xi] 0,2 0,2 0,09 0,09 0,0113 0,0113 0,0075 0,0075 235 235 205
V xi 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 | 0,010
O xi 0,002 | 0,002 | 0,0009 | 0,0009]0,000113(0,000113| 0,000075 0,000075 | 2,350 | 2,350 | 2,050

N — rozktad normalny, G — rozktad Gumbela

811
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Carlo i symulacj¢ adaptowana. W celu uzyskania mozliwie doktadnej wartosci wska-
znika niezawodnosci dla poréwnania z nig wartosci uzyskanych z rozwiazan iteracyj-
nych wykonywano obliczenia symulacyjne do momentu, gdy zwigkszanie liczby prob-
kowan nie powodowalo zmiany wyniku. W celu okreslenia wplywu $cinania obliczono
tez wskaznik b,,,, metodami FORM i SORM. W rozpatrywanym przypadku wptyw ten
nie przekracza 1%. Uzyskane wyniki zestawiono w tabeli 6.1.2.

Tabela 6.1.2. Warto$ci wskaznika niezawodnosci 3 obliczone réznymi metodami
z uwzglednieniem losowego charakteru wszystkich zmiennych bazowych
Table 6.1.2. Values of the reliability index (3 calculated by different methods
taking into account the random nature of all base variables

FORM By = 3387 Bur = 33064 Bu/Bur =1 =0,0068
SORM Bu = 3,3535 Buyv = 33313 Bu/Burv =1 =0,0067
Symulacja Monte Carlo
Liczna probkowan 500 000 | 1000000 | 1500000 [ 2000000
Bu = 3342 3,357 3,356 3,357
Symulacja adaptowana
Liczna probkowan 500 000 | 1000000 | 1500000 [ 2000000
Bu = 3,349 3,355 3,354 3,354

Wszystkie wyniki (z wyjatkiem FORM) sa bliskie sobie. Uwzgledniajac, Zze najbar-
dziej wiarygodna wydaje si¢ symulacja Monte Carlo, gdyz nie jest obciagzona modyfi-
kacjami przyspieszajacymi zbieznos¢, jako wskaznik najblizszy doktadnego mozna uzna¢
B=3,356.

Rozwiazanie 2

W celu oceny wptywu zmian temperatury na bezpieczenstwo konstrukcji wykonano
rozwigzanie z pominigciem zmian temperatury. Otrzymano: Byopy = 4,268, Bsorm =
4,2254. Wptyw zmian temperatury, w rozpatrywanym przypadku, wynosi 4,2254/3,3535
-1 = 0,26 = 26%, co oznacza, ze jest on istotny w analizie bezpieczenstwa konstrukcji.

Rozwiazanie 3

W celu przetestowania iteracyjnego sposobu wyznaczania wskaznika niezawodno-
sci:

a) Korzystajac z systemu Mathematica dokonano standaryzacji zmiennych X; w wa-
runkach granicznych na podstawie zaleznosci: dla zmiennych o rozktadzie nor-
malnym X; =Y, [0, + E[X;] i dla zmiennych o rozkladzie Gumbela X, =a
-bs Eln(— ln(CD(Yi )) , gdzie Y, — zmienne losowe standaryzowane, E[X ], 0, — war-
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b)

. . . . . 6
to$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe zmiennej X, bg = , Qg

V6 Iy
Tt
=E[X;]-bs LC,C=0,5772156649015329... — stata Eulera. Otrzymano w ten spo-

sob funkcje graniczne wyrazone poprzez zmienne standaryzowane Z,(Y) = 0.

W celu oceny wptywu losowego charakteru poszczegdlnych zmiennych na warto§¢
wskaznika niezawodno$ci rozwiazano, korzystajac z systemu Mathematica, ciag za-
dan, przyjmujac w kazdym rozwiazaniu, ze losowa jest tylko jedna zmienna. Obli-
czenie wskaznikow niezawodno$ci nie stanowi tu problemu, gdyz ; = min(abs( yi* ),
gdzie y;” jest warto$cia zmiennej standaryzowanej, najblizsza zeru, spelniajaca row-
nanie ( Z, (E[Y,],..., E[Y,]) =0). Wyniki zestawiono w tabeli 6.1.3 oraz zilustrowa-
no na wykresie (rys. 6.1.3), na ktorym dla zwigkszenia pogladowosci odlozono od-
wrotnosci wskaznikow (gdyz wigksze wartosci wskaznikow odpowiadaja mniejszym
wptywom) unormowane do przedziatu (0, 1). Trzeba wspomnie¢, ze procedury nu-
meryczne systemu Strurela nie radza sobie z takim zadaniem.

Do grupy zmiennych dominujacych zaliczono tylko jedna zmienna g, i aby obliczy¢
ilosciowe wptywy losowego charakteru poszczegdlnych zmiennych (okreslone wzo-
rem AB(X)=pB(9,) - B(q,, %)) na wskaznik 3 rozwigzano ciag zadan, przyjmujac
w kazdym rozwiazaniu, ze losowe sa dwie zmienne ¢, 1 X; (X; — w kazdym rozwiaza-
niu inna sposrod zmiennych pozostatych). Wyniki zestawiono w tabeli 6.1.4 oraz zi-
lustrowano na wykresie (rys. 6.1.4), na ktérym linia pozioma odpowiada obliczonej
symulacyjnie warto$ci wskaznika f3.

BailBxi
i

0.9+

0.8+

0.7
0.6

0.5+

0.4+

0.3+

0.2+
0.1

— . X
q1 & 92 T1 Ty ay ay Ly Ly hy hy by by try tr by twa 001 002 B B,

Rys. 6.1.3. Wplyw losowego charakteru parametréw na wskaznik [ (rozwiazanie 3b)
Fig. 6.1.3. Influence of the random nature of the parameters on the reliability index [ (solution 3b)



Tabela 6.1.3. Wyniki rozwiazania 3b
Table 6.1.3. Results of the solution 3b

W kazdym rozwiazaniu losowa jest tylko jedna zmienna

Zmienna q. g1 q- AT, AT, a, a, L, L, h, h,
B(x;) 3,635 8,223 8,384 | 63,275 | 63,275 | 98,162 | 98,162 | 15,558 | 88,585 | 12,374 | 41,179
BlqyBx| 1,000 | 0,442 | 0434 | 0,057 | 0,057 | 0,037 | 0,037 | 0234 [ 0,041 | 0,294 | 0,088
Zmienna bl bz tfl (fz twy tw O Oy E] E2
B(x;) 21,973 | 52,109 | 25,118 | 66,032 | 54,280 | 86,321 | 17,099 | 39,340 | 99,240 | 99,240
BlqyBxd| 0,165 | 0,070 | 0,145 | 0,055 | 0,067 | 0,042 [ 0,213 | 0,092 | 0,037 | 0,037
Tabela 6.1.4. Wyniki rozwiazania 3¢
Table 6.1.4. Results of the solution 3¢
W pierwszym rozwiazaniu losowy jest parametr ¢,, w pozostatych ¢, i jedna dodatkowa zmienna
Zmienna q1 g1 q> AT, AT, a, a, L, L, h hy
B(gix.) | 3,6350 | 3,5581 | 3,6241 | 3,6336 | 3,6336 | 3,6350 | 3,6350 | 3,5907 | 3,6346 | 3,5742 | 3,6308
AB(x,) 0,0769 | 0,0109 | 0,0014 | 0,0014 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0443 | 0,0004 | 0,0608 | 0,0042
B 3,6350 | 3,5581 | 3,5472 | 3,5458 | 3,5444 | 3,5444 | 3,5444 | 3,5001 | 3,4997 | 3,4389 | 3,4347
Zmienna b 1 b 2 ff] ffz w tw, [ (% El Ez Bhi(d
B(gix.) | 3,6167 | 3,6333 | 3,6214 | 3,6337 | 3,6334 | 3,6349 | 3,6047 | 3,6294 | 3,6350 | 3,6350
AB(x;) 0,0183 | 0,0017 | 0,0136 | 0,0013 | 0,0016 | 0,0001 | 0,0303 | 0,0056 | 0,0000 [ 0,0000
B 3,4164 | 3,4147 | 3,4011 | 3,3998 | 3,3982 | 3,3981 | 3,3678 | 3,3622 | 3,3622 | 3,3622 | 0,0018

[ prpydzid “[°9

IZ1



W pierwszym rozwiazaniu losowe sa parametry ¢, i g,, w pozostatych ¢, i g, i jedna dodatkowa zmienna

Tabela 6.1.5. Wyniki rozwiazania 3d
Table. 6.1.5. Results of the solution 3d

Zmienna q.1 g1 q- AT, AT, a, a, L, L, h h,
Blgigix,) 3,5581 | 3,5471 | 3,5566 | 3,5566 | 3,5581 | 3,5581 | 3,5129 | 3,5577 | 3,4962 | 3,5538
AB(x;) 0,0110 | 0,0015 | 0,0015 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0452 | 0,0004 | 0,0619 | 0,0043
B 3,5581 | 3,5471 | 3,5456 | 3,5441 | 3,5441 | 3,5441 | 3,4989 | 3,4985 | 3,4366 | 3,4323
Zmienna b, b, ) 5 tw w, Oy Oy, E, E, Btad
Blgigix,)| 3,5395 | 3,5563 | 3,5443 | 3,5567 | 3,5564 | 3,5579 | 3,5272 | 3,5523 | 3,5581 | 3,5581
AB(x;) 0,0186 | 0,0018 | 0,0138 | 0,0014 | 0,0017 | 0,0002 | 0,0309 | 0,0058 | 0,0000 [ 0,0000
B 3,4137 | 3,4119 | 3,3981 | 3,3967 | 3,3950 | 3,3948 | 3,3639 | 3,3581 | 3,3581 [ 3,3581 | 0,0006

l
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Xi
qy & 9, T T2 av a2 Li Lo by ha by by 1 tr2 twi w2 001002 B B>

Rys. 6.1.4. Tlustracja iteracyjnego wyznaczania wskaznika [3 (rozwiazanie 3c)
Fig. 6.1.4. Illustration of the iterative determination of the system reliability index 8 (solution 3c)

d) Do grupy zmiennych dominujacych zaliczono dwie zmienne ¢, i g, i aby obliczy¢
ilosciowe wplywy losowos$ci poszczegdlnych zmiennych (okreslone teraz wzorem
AB(x) =pB(a,,9;) — B(a,,9,,%) ) na wskaznik [3, rozwiazano ciag zadan przyjmu-
Jjac w kazdym rozwiazaniu, ze losowe sa trzy zmienne q,, g, iX,. Wyniki zestawio-
no w tabeli 6.1.5. Nie przedstawiono oddzielnej ilustracji na wykresie, gdyz wyniki
sa prawie takie same jak dla rozwigzania c).

Rozwiazanie 4

W celu oceny bezpieczenstwa uktadu jako systemu wykonano rozwiazania dla trzech
form osiagnigcia stanu granicznego odpowiadajacych trzem kolejnym najnizszym war-
tosciom wskaznika niezawodnosci (trzem pierwszym ogniwom tancucha systemu szere-
gowego). Wyniki zestawiono w tabeli 6.1.6.

Tabela 6.1.6. Oszacowanie wskaznika niezawodnosci systemu (rozwiazanie 4)
Table 6.1.6. Estimation of the system reliability index (solution 4)

f;::;ﬁ Bj Dfi Pr=3psi B
1 3,3535 0,000399 0,0003990 3,3535
2 3,3535 0,000399 0,0007980 3,1566
3 6,8211 4,5173E-12 0,0007980 3,1566

31566< 8 <3,3535
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Rozwiazanie 5

W celu porownania wplywu losowego charakteru ré6znych grup zmiennych wykona-
no obliczenia (bez obciazen zmianami temperatury), pomijajac wptyw losowego cha-
rakteru okreslonych grup zmiennych. Obliczenia wykonano dla danych zestawionych
w tabeli 6.1.1 i dla podwojonych wspotczynnikow zmiennosci. Wyniki zestawiono
w tabeli 6.1.7.

W otrzymanych wynikach zwraca uwagg stosunkowo maty wptyw na wskaznik nie-
zawodnosci losowego charakteru zmiennych okreslajacych sztywnosci i podatnosci ele-
mentow, to jest modutdw sprezystosci i momentdw bezwiladnosci przekrojow i dlugosci
elementow na etapie uktadow rownan shuzacych wyznaczaniu sit przekrojowych.

Tabela 6.1.7. Wpltyw pomijania losowego charakteru niektoérych parametrow (rozwiazanie 5)
Table 6.1.7.Effect of neglecting random nature of some parameters (solution 5)

Podwojone wsp.

Wedtug tab. 6.1.1 i .
zmienosci

Przypadek

Bsorm Btad Bsorm Btad
Wszystkie zmienne losowe 4,2254 2,7523

Pominigto losowy charakter parametréw okreslajacych
sztywnosci przekrojow (E i )

4,2335 1 0,0019 | 2,7644 | 0,0044

Pominigto losowy charakter rozpigtosci przgset (L)

. , 4,2290 | 0,0009 | 2,7580 | 0,0021
w ukladzie rOwnan

Pominigto losowy charakter rozpigtosci przgset L 4,2588 1 0,0079 | 2,8112 | 0,0169

Pominigto losowy charakter parametréw okreslajacych
nosnosci przekrojow (o, i Wo)

Uwzgledniono losowy charakter tylko obcigzen 4,3841 1 0,0376 | 2,9870 | 0,0853

4,3409 | 0,0273 | 2,9243 | 0,0625

Rozwiazanie 6

W celu zilustrowania wplywu losowego charakteru wspotrzednych okreslajacych
potozenia przekrojow krytycznych w przgstach wykonano obliczenia dla réoznych war-
tosci € z otoczenia & = 0,436 okreslonego dla warto$ci $rednich zmiennych bazowych
oraz traktujac & jako zmienng losowa o rozktadzie normalnym o wartosci sredniej 0,436
dla r6znych wspotczynnikéw zmiennosci. Wyniki zestawiono w tabelach 6.1.8 1 6.1.9
oraz na wykresach (rys. 6.1.51 6.1.6).

Otrzymane wyniki wskazuja na mata wrazliwos$¢ wskaznika niezawodnosci na zmiany
wspolrzednej okreslajacej potozenie przekroju krytycznego w przgsle w dos¢ duzym
zakresie. Odchylfce & o ok. 5% od sredniej odpowiada btad wskaznika [ rzedu 0,5%,
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Tabela 6.1.8. Zalezno$¢ wskaznika niezawodnos$ci 8 od wspotczynnika
zmienno$ci wspdtrzednej & (rozwiazanie 6)
Table 6.1.8. Dependence of the reliability index (8 on the coefficient
of variation of the coordinate & (solution 6)

Vel 0 [0,01f0,02] 0,03]0,04]0,05| 0,06 | 0,07 0,08 0,09 ] 0,1
B 14,225]4,226|4,229] 4,233]4,239]4,247| 4,255 | 4,264 | 4,274 | 4,284 | 4,293
0 10,000]0,001} 0,002]0,003{0,005| 0,007 | 0,009 | 0,012 ] 0,014 0,016

Ostatni wiersz zawiera odchylki 8 w zaleznoéci od wsp. zmienno$ci zmiennej &

43
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424
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Rys. 6.1.5. Zalezno$¢ 3 od wspotczynnika zmiennosci wspotrzednej & (rozwiazanie 6)

Fig. 6.1.5. Dependence of the reliability index 3 on the coordinate & (solution 6)

a odchyltce & o ok. 7% odpowiada btad wskaznika B rzedu 1%. Wyniki te wykazuja tez,
ze przyjecie wspolrzednej & = 0,48 jako wartosci minimalizujacej mnoznik obciazenia
w sformutowaniu dualnym dla warto$ci srednich zmiennych bazowych prowadzi¢ moze
do znacznych btedow (w przyktadzie otrzymano odchyltki wskaznika o 2.82% i 3.27%)).
Natomiast przyjecie & = 0,436 jako warto$ci minimalizujacej mnoznik obciazenia sfor-
mulowania statycznego (pierwotnego) prowadzi do wynikow bliskich przyjeciu é = 0,432
minimalizujacych wskaznik f (oszacowanie wskaznika f3 ze wzgledu na wspotrzedne
é). W przyktadzie dla obydwu tych oszacowan otrzymano identyczne wyniki.
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Tabela 6.1.9. Zalezno$¢ B od wspotrzednej wzglednej & (rozwiazanie 6)
Table 6.1.9. Dependence of the reliability index S on the relative coordinate & (solution 6)

Ochytka & od B Btad B [ Blad

g $redniej min. g dla podw. wsp. zm.
0,402 0,0846 0,0746 4,272 0,0111 2,789 0,0131
0,404 0,0792 0,0693 4,266 0,0098 2,784 0,0113
0,406 0,0739 0,0640 4,261 0,0084 2,780 0,0098
0,408 0,0686 0,0588 4,255 0,0070 2,776 0,0084
0,410 0,0634 0,0537 4,250 0,0059 2,772 0,0069
0,412 0,0583 0,0485 4,245 0,0048 2,769 0,0058
0,414 0,0531 0,0435 4,241 0,0039 2,766 0,0047
0,416 0,0481 0,0385 4,237 0,0030 2,763 0,0036
0,418 0,0431 0,0335 4,235 0,0023 2,761 0,0029
0,420 0,0381 0,0286 4,232 0,0016 2,759 0,0022
0,422 0,0332 0,0237 4,230 0,0011 2,757 0,0015
0,424 0,0283 0,0189 4,229 0,0009 2,756 0,0011
0,426 0,0235 0,0141 4,227 0,0005 2,755 0,0007
0,428 0,0187 0,0093 4,226 0,0002 2,754 0,0004
0,430 0,0140 0,0047 4,225 0,0000 2,753 0,0000
0,432 0,0093 0,0000 4,225 0,0000 2,753 0,0000
0,434 0,0046 0,0046 4,225 0,0000 2,753 0,0000
0,436 0,0000 0,0093 4,225 0,0000 2,753 0,0000
0,438 0,0046 0,0139 4,226 0,0002 2,754 0,0004
0,440 0,0092 0,0185 4,227 0,0005 2,755 0,0007
0,442 0,0138 0,0231 4,230 0,0011 2,756 0,0011
0,444 0,0183 0,0278 4,233 0,0018 2,758 0,0018
0,446 0,0229 0,0324 4,236 0,0025 2,760 0,0025
0,448 0,0275 0,0370 4,238 0,0032 2,763 0,0036
0,450 0,0321 0,0417 4,242 0,0041 2,766 0,0047
0,452 0,0367 0,0463 4,246 0,0050 2,769 0,0058
0,454 0,0413 0,0509 4,250 0,0059 2,772 0,0069
0,456 0,0459 0,0556 4,255 0,0070 2,776 0,0084
0,458 0,0505 0,0602 4,261 0,0084 2,780 0,0098
0,460 0,0550 0,0648 4,266 0,0098 2,784 0,0113
0,462 0,0596 0,0694 4,272 0,0111 2,789 0,0131
0,464 0,0642 0,0741 4,279 0,0127 2,794 0,0149
0,466 0,0688 0,0787 4,286 0,0143 2,799 0,0167
0,468 0,0734 0,0833 4,292 0,0159 2,804 0,0185
0,470 0,0780 0,0880 4,300 0,0177 2,810 0,0207
0,472 0,0826 0,0926 4,308 0,0196 2,816 0,0229
0,474 0,0872 0,0972 4,316 0,0216 2,822 0,0251
0,476 0,0917 0,1019 4,325 0,0236 2,829 0,0276
0,478 0,0963 0,1065 4,335 0,0259 2,836 0,0301
0,480 0,1009 0,1111 4,344 0,0282 2,843 0,0327
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Rys. 6.1.6. Zaleznos$¢ 3 od wspdtrzednej wzglednej & (rozwiazanie 6)
Fig. 6.1.6. Dependence of the reliability index 3 on the relative coordinate & (solution 6)

6.2. Przyklad 2

Dana jest rama jak na rysunku 6.2.1 wykonana z trzech dzwigarow dwuteowych

0 nosnosci weztow nie mniejszej niz nosnosci przekrojow dzwigaréw sktadowych.

Cyframi 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 oznaczono przekroje krytyczne. Parametry ¢, &, i &; okre-
$laja polozenie przekrojow krytycznych w przgstach, a ich wartosci beda okreslane ite-

racyjnie jako odpowiadajace minimalnemu zapasowi bezpieczenstwa.
Losowymi zmiennymi bazowymi (traktowanymi jako zmienne niezalezne) sa:

s — obciazenie $niegiem (rozktad Gumbela),
w=wp 0w, — obciazenie wiatrem (rozktad Gumbela),

g — obciazenie stale (rozktad normalny),
hy,hy,hy — wysokosci przekrojow (rozktad normalny),

tylstyast,s — grubosci srodnikéw (rozkiad normalny),

bs1,b5y,b 3 — szerokoscei stopek (rozktad normalny),

tr1strastr3  — grubosci stopek (rozklad normalny),

L,L,, L, — dlugosci pretow (rozktad normalny),

E|,E,,E;  —moduly sprezystosci materialu pretow (rozktad normalny),
001,002,003 — granice plastycznosci materialu pretow (rozktad Normalny).

wl»

W obliczeniach wykorzystano modele uproszczone przekrojow jak na rys. 6.1.2.
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Rys. 6.2.1. Szkic ramy
Fig. 6.2.1. Scheme of the frame
Tabela 6.2.1. Wspotczynniki korekcyjne przekrojow
Table 6.2.1. Coefficients adjusting the cross sections
Prze-| & Le | by | 2ty
L A e N T L ky

krgj | mm | mm | mm | mm
1180] 180 | 69 82 | 104 ] 099312 | 099414 | 0,99498
1200 200 | 7,5 90 | 11,3 | 0,98994 | 0,99345 [ 0,99569

Wspotczynniki korekcyjne tych modeli zestawiono w tabeli 6.2.1.

Potrzebne charakterystyki przekrojow wyrazone sa wzorami (6.1.5)—(6.1.8).

Obliczenia wykonano przyjmujac dane zestawione w tabeli 6.2.2. Wykonano podobne
rozwiazania jak w przyktadzie 1. Wyniki rozwiazan dominujacych otrzymane metoda-
mi FORM i SORM z uwzglednieniem i pominigciem wptywu sit osiowych zestawiono
w tabeli 6.2.3. W tej tabeli przedstawiono tez wyniki rozwiagzan dominujacych otrzy-
mane metodami symulacyjnymi. Uwzgledniajac, ze wyniki rozwiazan symulacyjnych
sa prawie identyczne i uznajac metodg¢ Monte Carlo za bardziej wiarygodna, przyjgto
do poréwnan 3= 3,626.

Wyniki okreslajace wplyw losowego charakteru poszczegdlnych zmiennych ilustru-
je wykres (rys. 6.2.2). Wykonano tez trzy rozwiazania iteracyjne, za kazdym razem za-
liczajac do grupy zmiennych dominujacych jedna tylko zmienna. W pierwszym przy-
padku za zmienna startowq iteracji przyjeto zmienng dominujaca, to jest obciazenie $nie-
giem s (rys. 6.2.3). W drugim przypadku za zmienng startowa iteracji przyjgto zmienna,



Tabela 6.2.2. Dane charakterystyki zmiennych bazowych
Table. 6.2.2. Characteristics of base variables

Zmienna K g w L, L, L; hy ho hs b, b, bj
Rozktad G N G N N N N N N N N N
Jednostki] kN/m kN/m kN/m m m m m m m m m m
E[Xi] 3,2 2,1 2,75 6 10,198 8 0,18 0,2 0,18 | 0,082 0,09 0,082
V xi 0,04 0,02 0,03 0,005 0,005 0,005 0,01 | 0,01 | 0,01 0,01 0,01 0,01
Oy 0,128 0,042 0,083 0,030 | 0,05099 | 0,040 [0,0018{0,0020]0,0018]0,000820,00090]0,00082
Zmienna tf tf, tf3 tw tw, tw, O (o O3 E, E, E;
Rozktad N N N N N N N N N N N N
Jednostki m m m m m m MPa | MPa | MPa GPa GPa GPa
E[Xi] 0,0104 | 0,0113 | 0,0104 | 0,0069 | 0,0075 | 0,0069 235 235 235 205 205 205
V xi 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 | 0,01 | 0,01 0,01 0,01 0,01
Oy 0,000104(0,000113]0,000104 | 0,000069]0,000075] 0,000069| 2,35 | 2,35 | 2,35 2,05 2,05 2,05
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Rys. 6.2.2. Wplyw losowego charakteru parametréw na wskaznik 3
Fig. 6.2.2. Influence of the random nature of parameters on the reliability index 3
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Rys. 6.2.3. Tlustracja iteracyjnego wyznaczania wskaznika f3

>

(wskaznik poczatkowy iteracji ﬁ B, = 4,128, wskaznik koncowy iteracji B, = 3,631, wskaznik ,,doktadny’
B= 3,626, odchylenle punktu poczatkowego S,/B, ~1 = 0,14, blad /B-1 = 0,0013)
Fig. 6.2.3. Illustration of the iterative determination of the reliability index f3
(initial index of iteration 8, = B = 4,128, (final index of iteration B, = 3,631, “exact” index 3= 3,626,
deviation of the initial iteration point ﬁp/ﬁk —1=0,14, error B/B—-1= 0,0013)
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Tabela 6.2.3. Warto$ci wskaznika niezawodnosci 3 obliczone réznymi metodami
z uwzglednieniem losowego charakteru wszystkich zmiennych bazowych
Table. 6.2.3. Values of the reliability index S calculated by different methods taking
into account the random nature of all base variables

FORM Bun = 3,651 By = 3.826 Bu/Bun -1 = 0,048
SORM Bun = 3,6242 Bu = 3,7982 Bu/Bun —1= 0,048
Symulacja Monte Carlo
Liczna probkowan 500 000 [ 1000000 | 1500000 2 000 000
B un 3,612 3,628 3,626 3,626
Symulacja adaptowana
Liczna probkowan 500 000 [ 1000000 | 1500000 2 000 000
B un 3,618 3,626 3,625 3,625
B

6.49}1
G

_—

X
w s g Li Ly I3 hy ha hs b by b3 tr1 tr2 tr3 twi tw2 tw3oo1o2003 B1 E> E3

Rys. 6.2.4. Tlustracja iteracyjnego wyznaczania wskaznikaf3
(B,= B, = 6493, B, = 3,596, B=3,626, B,/B~1=10,79, B/B -1 =0,0083)
Fig. 6.2.4. Illustration of the iterative determination of the reliability index

(B, = B, = 6493, B, = 3,596, B=3,626, B,/B~1=10,79, B/B -1 =0,0083)

ktora nie jest dominujaca, to jest obciazenie wiatrem w, i wynik iteracji takze okazat sig
pomyslny (rys. 6.2.4). W trzecim przypadku za zmienng startowa iteracji przyjgto zmienng
L,. Tu wynik iteracji nie okazat si¢ pomyslny (rys. 6.2.5), co nie umniejsza walorow
proponowanego podejscia iteracyjnego jako podejscia umozliwiajacego znaczna redukcje
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Rys. 6.2.5. Ilustracja iteracyjnego wyznaczania wskaznika 3 (B, = B L)
Fig. 6.2.5. Illustration of the iterative determination of the reliability index B (3, = BL )
2

liczby zmiennych, ktérych losowy charakter jest uwzglgdniany na poszczegdlnych eta-
pach obliczen. Oznacza to jednak, ze jako startowe nalezy przyjmowac zmienne domi-
nujace.

W celu oceny bezpieczenstwa ukladu jako systemu wykonano rozwiazania dla pig-
ciu form osiagnigcia stanu granicznego, odpowiadajacych pigciu kolejnym najnizszym
wartosciom wskaznika niezawodnosci (pigeiu pierwszym ogniwom tancucha systemu
szeregowego). Wyniki zestawiono w tabeli 6.2.4.

Tabela 6.2.4. Oszacowanie wskaznika niezawodnosci systemu
Table 6.2.4. Estimation of the system reliability index

Element
systemu BJ Py Pr=3spsi B

1 3,4242 0,0003083 0,0003083 3,4242
2 3,8158 0,00006767 0,0003760 3,3699
3 48211 7,138E-07 0,0003767 3,3694
4 4,8696 5,591E-07 0,0003772 3,3690
5

5,8252 2,8522E-09 0,0003772 3,3690

3,3690< 3 <34242



7. Podsumowanie

Celem autora pracy byto opracowanie algorytmu probabilistycznej oceny bezpieczen-
stwa plaskich konstrukcji prgtowych wykonanych z materialow sprezysto idealnie pla-
stycznych poddanych dziataniu obcigzen statych i zmiennych.

Do oceny nos$nosci konstrukcji zastosowano teorig przystosowania. Utrudnienie ana-
lizy bezpieczenstwa uktadow prgtowych stanowi stosunkowo duza liczba parametrow,
ktore sa zmiennymi losowymi, charakteryzujacych te uktady. Ulatwienie analizy moze
stanowi¢ mozliwos¢ redukcji liczby warunkéw granicznych przez wyrazenie ich poprzez
sity przekrojowe.

Uwzgledniajac fakt, ze istnieja obecnie narzgdzia komputerowe, takie jak np. MA-
THEMATICA, MATLAB, SCILAB, MAPLE, GNU OCTAVE (licencja GPL), ktore
umozliwiaja dokonywanie ztozonych przeksztatcen analitycznych i opracowywanie pro-
gramoOw realizujacych te przeksztatcenia, przedstawiono algorytm analitycznego gene-
rowania warunkow granicznych stanowiacych podstawg oceny bezpieczenstwa konstruk-
cji. Algorytm moze by¢ oczywiscie wykorzystywany jako procedura obliczen numerycz-
nych.

Aby zrealizowa¢ zatozony cel, niezbgdne bylo przyjecie zatozen upraszczajacych.
Podstawowym zatozeniem byto przyjgcie linearyzacji warunkow granicznych dla prze-
krojow z uwzglednieniem podziatu naprezen na zmienna czg$¢ ,,sprezysta” pochodzaca
od obciazen i stale samozrownowazone naprgzenia resztkowe pochodzace od odksztal-
cen plastycznych. Pozwolito to na wykorzystanie algorytmow programowania liniowe-
go do generowania warunkow granicznych (zapasow bezpieczenstwa) dla konstrukceji
zaleznych od parametrow okreslajacych konstrukcjg i obciazenie. Przyjgtych uproszczen
dokonano tak, by prowadzily do bezpiecznych oszacowan wskaznika niezawodnosci.

Proponowany algorytm obejmuje dwa zasadnicze etapy analizy: generowanie funk-
cji granicznych dla konstrukcji 1 wyznaczanie wskaznika niezawodnosci 1 prawdopodo-
bienstwa awarii. Etap formulowania warunkow granicznych obejmuje:

a) rozwiazania analityczne (symboliczne) analizowanego uktadu od obciazen jednost-
kowych, z zastosowaniem dowolnej metody analizy (metody sil, metody przemie-
szczen, metody mieszanej lub metody elementéw skonczonych),

b) symboliczne sformulowanie problemu przystosowania uktadu w ujgciu programo-
wania liniowego,
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¢) rozwiazania zadania programowania liniowego (sformulowania statycznego) przy
przyjeciu wartosci $rednich parametrow w celu wyznaczenia ograniczen aktywnych
odpowiadajacych okreslonym formom awarii,

d) sformutowanie dualnych uktadow réwnan odpowiadajacych aktywnym ogranicze-
niom statycznym dla poszczegodlnych postaci awarii,

e) rozwiazania symboliczne dualnych uktadow rownan,

f) przedstawienie zapasow bezpieczenstwa jako funkcji zmiennych bazowych.

W zakresie algorytmu generowania warunkow granicznych:

* przedstawiono szczegotowe zlinearyzowanie warunkow teorii przystosowania pta-
skich uktadow pretowych ztozonych z elementéw o dowolnych przekrojach bisyme-
trycznych w przypadku uwzgledniania zginania i sit podtuznych oraz dla przypadku
uwzgledniania naprezen normalnych i tnacych,

* przedstawiono szczegotowe zlinearyzowanie warunkow teorii przystosowania pta-
skich uktadéw pretowych ztozonych z elementéw o dowolnych przekrojach mono-
symetrycznych w przypadku uwzgledniania zginania oraz zginania z udziatem sit
podtuznych,

» wskazano tez na niespdjnosci klasycznych sformutowan kinematycznych ze sformu-
fowaniami statycznymi teorii przystosowania i przedstawiono propozycje sformuto-
wan kinematycznych spdjnych ze sformutowaniami statycznymi.

Do okreslania wskaznika niezawodno$ci Hasofera—Linda i prawdopodobienstwa
awarii moga by¢ wykorzystane dowolne procedury numeryczne, na przykltad zawarte
w systemie STRUDEL metody symulacyjne lub FORM i SORM.

W pracy zaproponowano procedurg iteracyjna, ktéra umozliwia uwzglednianie
w kazdym cyklu iteracji losowego charakteru tylko niektorych zmiennych. Proponowa-
na procedura jest szczegolnie efektywna, gdy iteracja jest zbiezna przy uwzglednianiu
w poszczegdlnych cyklach iteracji losowego charakteru tylko dwoch lub trzech zmien-
nych bazowych, gdyz punkt projektowy minimalizujacy odlegltos¢ od poczatku uktadu
wspotrzednych moze by¢ wyznaczony w kazdym kroku iteracji w drodze systematycz-
nego przeszukiwania funkcji granicznej. W tym przypadku tatwo jest tez omina¢ ewen-
tualne minima lokalne.

Przedstawione w pracy przyklady mialy na celu przetestowanie zaproponowanego
algorytmu. W celu ich rozwiazania zaprogramowano odpowiednie procedury realizuja-
ce przeksztalcenia analityczne (obliczenia symboliczne) w systemie Mathematica. Dla
poroéwnania roznych metod obliczen wykorzystywano tez system STRUREL do wyzna-
czania wskaznikow niezawodnosci Hasofera—Linda w przypadku uwzgledniania loso-
wego charakteru duzej liczby zmiennych losowych w jednym cyklu obliczeniowym
(w szczegdlnosci do wyznaczania rozwiazan najbardziej wiarygodnych z wykorzysta-
niem symulacji).
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Uzyskane wyniki, ze wzgledu na ich ograniczony zakres, nie dajg podstawy do wy-
ciagania daleko idacych wnioskow, jednak wskazuja, gdzie mozna szukac uproszczen
ijakie elementy nie moga by¢ pomijane. Na ich podstawie mozna stwierdzi¢, ze zmia-
ny temperatury moga w sposob istotny wplywa¢ na wskaznik niezawodnosci oraz ze
uwzglednianie (badZz nieuwzglednianie) losowego charakteru parametrow fizycznych
1 geometrycznych, na etapie wyznaczania sit przekrojowych, ma zdecydowanie mniej-
szy wplyw na wskaznik niezawodno$ci niz uwzglednianie losowego charakteru tych
zmiennych na pozostatych etapach obliczen. Wskazuje to, Ze na etapie wyznaczania sit
przekrojowych mozliwe sa uproszczenia polegajace na pomijaniu losowego charakteru
niektorych zmiennych Iub uwzglednianiu tej losowosci w sposob przyblizony, co jest
o tyle istotne, Ze ten etap analizy jest pracochtonny. Wspotrzedne okreslajace potozenie
przekrojow krytycznych w przgstach pretow sq zmiennymi losowymi zaleznymi, a wy-
znaczenie analitycznych zaleznos$ci tych zmiennych od zmiennych pozostatych jest
w 0golnosci niemozliwe. Jednak wptyw losowego charakteru tych zmiennych na wska-
znik niezawodnos$ci wydaje si¢ stosunkowo maly, 1 — co wazniejsze — pomijanie loso-
wego charakteru tych zmiennych prowadzi do oszacowan wskaznika niezawodnosci bli-
skich oszacowaniom od dotu uzyskiwanym w drodze jego minimalizacji ze wzgledu na
wspotrzedne okreslajace potozenie przekrojow krytycznych w przgstach pretow.

Wykonane obliczenia wskazuja na mozliwosci pomijania losowego charakteru nie-
ktérych parametréw na okreslonych etapach obliczen, co wskazuje, ze niezbednym roz-
winigciem pracy powinny by¢ analizy numeryczne dla wybranych klas konstrukcji po-
zwalajace na szczegdtowe okreslenie mozliwosci tych uproszczen.

Przedstawiony algorytm moze by¢ bezposrednio wykorzystywany w ocenie bezpie-
czenstwa rusztow belkowych, ktorych elementy sa zginane w jednej ptaszczyznie. Sto-
sunkowo tatwo moze by¢ rozszerzone jego wykorzystanie na ruszty (zginanie i skreca-
nie), dzwigary zginane w dwoch plaszczyznach oraz oceng bezpieczenstwa z uwzgle-
dnieniem mozliwosci utraty statecznosci, co moze by¢ istotne w szczegdlnosci w anali-
zie kratownic. Mozliwo$¢ utraty stateczno$ci moze by¢ uwzgledniana na dwa sposoby.
Pierwszym i zdecydowanie prostszym a przy tym prowadzacym do oszacowan bezpiecz-
nych jest pominigcie pokrytycznej pracy konstrukcji, to jest przyjecie, ze utrata statecz-
nosci elementu, czgsci konstrukeji lub konstrukcji oznacza awarig. Podejscie to wyma-
ga wprowadzenia dodatkowych ograniczen dotyczacych elementéw $ciskanych. Drugi
sposoOb, uwzgledniajacy pokrytyczna prace konstrukceji moze by¢ realizowany przez ogra-
niczenia dotyczace elementow $ciskanych uwzgledniajace nosnosci elementow w za-
leznosci od poziomu obciazenia. W tym przypadku mozliwa jest iteracyjna analiza ogra-
niczen.

Dalszym rozszerzeniem zakresu oceny bezpieczenstwa konstrukcji w aspekcie teorii
przystosowania moga by¢ uktady plytowe, pltytowo belkowe i konstrukcje zelbetowe,
a takze wybrane konstrukcje przestrzenne.
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Cenna bytaby, zdaniem autora, efektywna algorytmizacja oceny bezpieczenstwa,
w aspekcie teorii przystosowania, wybranych konstrukcji poddanych dziataniu obcia-
zen dynamicznych zaréwno o okreslonym usytuowaniu (konstrukcje obciazone maszy-
nami), jak 1 zmieniajacych swoje polozenie (konstrukcje mostowe, belki podsuwnico-
we).
Planowany zakres dalszych prac naukowych autora obejmuje:
* uwzglednienie w ocenie bezpieczenstwa konstrukcji wedtug teorii przystosowania
mozliwosci utraty statecznos$ci (w szczegolnosci kratownic ptaskich i przestrzennych),
* wykonanie analiz wptywu losowego charakteru parametrow konstrukeji na okreslo-
nych etapach obliczen w celu okre$lenia mozliwych uproszczen analizy dla wybra-
nych typow konstrukeji,
* wykorzystanie teorii przystosowania w ocenie bezpieczenstwa wybranych konstruk-
cji zelbetowych,
* wykorzystanie teorii przystosowania w ocenie bezpieczenstwa wybranych konstruk-
cji przestrzennych,
* wykorzystanie teorii przystosowania w ocenie bezpieczenstwa wybranych konstruk-
c¢ji poddanych dzialaniu obciazen dynamicznych,
* poszukiwanie efektywnych algorytmow numerycznych i numeryczno-analitycznych
oceny bezpieczenstwa w aspekcie teorii przystosowania konstrukcji ztozonych
iz wykorzystaniem programowania nieliniowego.
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Safety estimation of the plane bar structures
based on the shakedown theory point of view

In the dissertation an algorithm for the probabilistic safety estimation of the plane
bar structures made of elastic perfectly plastic materials is presented. The approach con-
cerns two fundamental problems: determining the limit conditions on the basis of the
shakedown theory and estimating the structure safety applying the reliability theory. The
algorithm takes into account the static live and dead loads including temperature chang-
es over the ranges in which it can be assumed that they do not change the material prop-
erties. The relationships presented apply also to the case of dynamic loads.

Based on the related literature a historical review of the shakedown theory is made
and the results of experimental investigations which justify the fact of choosing this theory
as a basis for estimation of the safety of structures made of elastic perfectly plastic ma-
terials are given. The basic assumptions and theorems of this theory are presented, too.
An inconsistency between classical kinematic and static formulations of shakedown has
been pointed out and an approach to its elimination has been proposed. For formulating
the limit conditions an algorithm which uses the analogy between the primary and dual
tasks of linear programming and between the static and kinematic formulations of the
shakedown theory has been proposed. The algorithm includes setting up the systems of
linear equations which describe the structure shakedown, building systems of linear equa-
tions from the primary constraints and dual systems of equations, the solutions of which
allow limit boundaries to be determined as functions of variables describing the struc-
ture and its load. The limit conditions obtained may be treated as the kinematic con-
straints which, together with corresponding statical formulations, generate the closed
solutions. The linear shakedown conditions expressed through the cross-sectional forc-
es for the bisymmetric cross-sections for the case of bending, the bending with axial
force and for the bending with the axial and shear forces are presented in detail. The
inexactness of the existing static theorem for bended elements with mono-symmetric
cross-section is pointed out. The linearized shakedown conditions for the bending and
for the bending with the axial force expressed through the cross-sectional forces are de-
rived. The shakedown conditions appropriate for the safety assessment of elements with
hybrid cross-sections are presented.
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Like for the shakedown case, a historical review of the development of the reliabili-
ty theory based on the related literature is presented. Scarce publications about the reli-
ability assessment from the shakedown theory point of view are taken into account. Ba-
sic measures and methods of determining them applied to the reliability theory are de-
scribed. An iterative algorithm for computing to the Hasofer—Lind reliability coefficient
is proposed. The fundamental reliability systems and their usage for the structure mod-
eling are discussed in the context of safety assessment based on the shakedown theory.

The algorithm introduced in this publication may be easily adopted to the assess-
ment of structures with different cross-sections than shown above (e.g., concrete ones)
and to take into account other structure states which are regarded as failure, for exam-
ple, loss of stability.

The application of the idea of the structure safety assessment proposed is illustrated
by two examples. Some solutions of these examples, showing different elements of the
algorithm considered are presented.
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