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1. Wstęp 

W ostatnich latach nastąpił rozwój teorii sterowania dotyczący syntezy nowych 
algorytmów regulacji, spowodowany gwałtownym rozwojem techniki komputerowej. 
Można bardzo łatwo przeprowadzać eksperymenty symulacyjne dla układów automa-
tyki, a mikroprocesorowe urządzenia sterujące są w stanie wykonywać bardzo złożone 
algorytmy zaprojektowane przez inżynierów. 

Teoria układów liniowych (opisywanych liniowymi równaniami różniczkowymi) 
jest bardzo dobrze poznana [Kaczorek 1999]. Dla obiektów tego typu można już synte-
tyzować układy regulacji spełniające żądane wymagania, natomiast teoria i praktyka 
układów nieliniowych nadal stanowi wyzwanie dla naukowców i inżynierów. Postęp 
w tej dziedzinie polega na ciągłym poszerzaniu klasy nieliniowych obiektów, dla któ-
rych można konstruować poprawnie działające układy regulacji. Rozwijające się metody 
syntezy takich układów można podzielić na dwie zasadnicze grupy: metody heurystycz-
ne i metody analityczne. Do metod heurystycznych należą metody sztucznej inteligencji 
(ang. soft computing), oparte na sieciach neuronowych lub logice rozmytej. Metody 
analityczne polegają na ścisłym wyznaczaniu prawa regulacji. Do tej grupy zalicza się 
metody oparte na linearyzacji przez sprzężenie zwrotne [Isidori 1995], [Nijmeijer, van 
der Schaft 1990], [Sastry 1999], metody oparte na funkcji Lapunowa (np. backstepping, 
czyli całkowanie wsteczne) [Krstić i in. 1995], [Isidori 1999]) oraz metody wykorzystu-
jące model obiektu w pętli sprzężenia zwrotnego (model based control). 

Istota linearyzacji polega na zastąpieniu modelu nieliniowego modelem liniowym 
z zachowaniem możliwie jak największej liczby cech modelu pierwotnego. Najprost-
szym sposobem wykonania linearyzacji jest zastosowanie przybliżenia liniowego. 
Nieliniowe funkcje występujące w równaniach rozwija się w szereg Taylora wokół 
wybranego punktu równowagi. Jednak przybliżenie liniowe dobrze odzwierciedla 
właściwości pierwotnego modelu jedynie w otoczeniu wybranego punktu równowagi. 
To podejście jest historycznie najstarsze i stosowano je od początków rozwoju teorii 
sterowania układów nieliniowych. Jednak na przełomie lat 70. i 80. ubiegłego wieku 
pojawiła się możliwość linearyzacji przez odpowiednie przekształcenie zmiennych 
stanu. Okazało się, że można tak przekształcić nieliniowy model, by był on liniowy 
w określonym obszarze, w którym pracuje obiekt, a nie tylko w jednym punkcie. 
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Pierwszy krok na tej drodze postawił Krener [1973], który podał warunki lineary-
zowalności przez zastosowanie czystej transformacji zmiennych stanu. Brockett 
[1978] rozszerzył klasę linearyzowalnych obiektów, wprowadzając ograniczone sta-
tyczne sprzężenie zwrotne. Rezultat ten został uogólniony w fundamentalnej dla line-
aryzacji (przez przekształcenie zmiennych stanu) pracy Jakubczyka i Respondka 
[1980], którzy podali warunki lokalnej linearyzowalności przez statyczne sprzężenie 
zwrotne. Podobny rezultat uzyskał Su [1982]. Hunt i in. [1983] sformułowali warunki 
globalnej linearyzowalności przez statyczne sprzężenie zwrotne. 

Rozwinięto trzy rodzaje narzędzi matematycznych umożliwiających wyznaczanie 
linearyzacji, oparte na metodach geometrii różniczkowej (jak w cytowanych pracach), 
na pojęciu płaskości Fliessa, Jakubczyka [Fliess i in. 1995] badź na rachunku ze-
wnętrznych form różniczkowych (np. [Shadwick 1990], [Martin 1993]). 

Znalezienie linearyzujących transformacji (dla zmiennych stanu i sterowań) jest 
jednak ograniczone do wąskiej klasy nieliniowych obiektów. Klasę linearyzowalnych 
obiektów udało się poszerzyć dzięki zastosowaniu dynamicznego sprzężenia zwrotne-
go (ang. dynamic extension). Możliwość ta była początkowo badana w pracach Char-
leta i in. [1989], [1991]. Sluis [1993] i Rouchon [1994] zaprezentowali warunki ko-
nieczne linearyzowalności tą metodą. Warunki wystarczające i konieczne podali Guay 
i in., [1997], korzystając z rachunku form różniczkowych. 

Inną metodą poszerzenia klasy linearyzowalnych obiektów, bez zwiększania rzędu 
obiektu, jest linearyzacja nieregularna ([Sun, Xia 1997]). 

Mimo ciągłego doskonalenia metod linearyzacja napotyka wiele przeszkód, po-
nieważ wyznaczenie linearyzującej transformacji wymaga w ogólnym przypadku 
rozwiązania układu nieliniowych równań różniczkowych o pochodnych cząstkowych. 
Mimo to opublikowamo wiele udanych sposobów zastosowania linearyzacji. Najczę-
ściej stosuje się tę technikę do obiektów mechanicznych (w tym do robotów). Ze wzglę-
du na postać równań obiekty te są linearyzowalne (np. [Park i in. 2000]). Metoda jest 
również stosowana do sterowania silnikami elektrycznymi (np. [Chiasson 1996]) oraz 
do zapewnienia stabilności systemu elektroenergetycznego (np. [Lu, Sun 1989],  
[Gao i in. 1992], [Wang, Hill 1996]). 

Metodę linearyzacji zastosowano również do obiektów, w których zachodzą pro-
cesy cieplne, przepływowe oraz chemiczne. W pracy Badmusa i in. [1996] zastosowa-
no ją do sterowania sprężarkami osiowymi. Model sprężarki można opisać dwoma 
nieliniowymi równaniami. Zmiennymi stanu są strumień masy gazu oraz ciśnienie. 
Główną nieliniowość w tym modelu wnosi charakterystyka ciśnienie–przepływ  
[Kryłłowicz 2001]. W pracy Kimury i in. [1997] zastosowano linearyzację do modelu 
siłownika pneumatycznego w postaci gumowego sztucznego mięśnia (ang. rubber 
artificial muscle). Siłownik ten składa się z gumowej rury oplecionej siatką z tworzy-
wa sztucznego. Podanie ciśnienia do wnętrza rury powoduje powstanie siły, która jest 
wielkością wyjściową. Nieliniowość wprowadza tu równanie przepływu oraz równa-
nie stanu gazu. Rudolf [2000] zastosował linearyzację do sterowania połączonymi 
szeregowo reaktorami chemicznymi. Nieliniowości w tym modelu wynikają z bilansu 
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energii oraz ilości substancji poszczególnych reagentów. [To i in. 1995] zastosowali 
linearyzację do procesu destylacji rudy używanej w produkcji aluminium. 

W niniejszej pracy podjęto próbę zastosowania linearyzacji do konstruowania 
układów regulacji procesów termoenergetycznych. Możliwe jest również uproszczenie 
linearyzujących transformacji dzięki wykorzystaniu specyficznej struktury obiektu. 
Jak wykazali Fujimoto i Sugie [2001], linearyzacja zawiera kilka stopni swobody, 
które mogą być wykorzystane w odpowiedni sposób. 

Okazuje się, że wyznaczanie linearyzującej transformacji w znacznej liczbie prak-
tycznych przypadków jest możliwe. Wynika to z faktu, że rozpatrywane obiekty mają 
specyficzną (szeregową) strukturę [Bolek 2002b], [ Bolek, Wiśniewski 2006]. Dlatego 
dokładnie zanalizowano metody wyznaczania linearyzacji. Procedura ta może ulec znacz-
nemu uproszczeniu, jeśli obiekt ma odpowiedni podsystem liniowy [Bolek 2000]. Zapro-
ponowano oryginalną procedurę wyszukiwania takiej struktury w nieliniowym obiekcie 
[Bolek 2003]. Zaproponowano również nową wersję metody, określoną jako nieregularna 
linearyzacja rozszerzona o proporcjonalne prawo sterowania ([Bolek, Sąsiadek 2001], 
[Bolek 2002a]). Pozwala ona uzyskiwać taką samą strukturę układu regulacji nielineary-
zowalnego obiektu, jak gdyby był on linearyzowalny przez statyczne sprzężenie zwrotne. 
Bolek i Sąsiadek [2002] podali warunek konieczny takiej linearyzacji dla szczególnej 
klasy obiektów MIMO oraz sformułowali warunek wystarczający dla obiektów o dwu 
wejściach [2003]. 

W rozdziale 2 monografii przedstawiono nieliniowe modele matematyczne proce-
sów termoenergetycznych, które umożliwiają zastosowanie nieliniowych układów 
regulacji. Do wyznaczenia linearyzacji użyto aparatu matematycznego geometrii róż-
niczkowej, który w skrócie przedstawiono w rozdziale 6. Podano tam jedynie pojęcia 
niezbędne do przeprowadzenia linearyzacji. W rozdziale 6 omówiono różne rodzaje 
linearyzacji, poczynając od podstawowej linearyzacji przez czystą transformację 
zmiennych stanu, przez podstawową linearyzację przez sprzężenie zwrotne, aż do 
metod rozszerzających klasę linearyzowalnych obiektów, takich jak: zastosowanie 
dynamicznego sprzężenia zwrotnego i linearyzację nieregularną. Wyznaczanie line-
aryzacji wymaga przekształcania złożonych wyrażeń. Wykonanie w praktyce tych 
przekształceń jest możliwe dzięki zastosowaniu obliczeń symbolicznych dostępnych 
np. w pakiecie Matlaba [MATLAB 1997]. Procedury linearyzacji dla poszczególnych 
przypadków przedstawiono w postaci czytelnych algorytmów, które ilustrowano aka-
demickimi przykładami. Okazało się, że jeżeli obiekt ma liniowy podsystem, to jest 
linearyzowalny przez częściowo tożsamościowy dyfeomorfizm, co może znacznie 
uprościć proces linearyzacji. W rozdziale 6 przedstawiono wyniki zastosowania line-
aryzacji do modeli nieliniowych procesów termoenergetycznych. Linearyzację prze-
prowadzono według wcześniej opisanych algorytmów, zwracając uwagę na uprosz-
czenia, jakie można uzyskać dzięki wykorzystaniu obecności liniowego podsystemu. 
Opracowane układy regulacji przetestowano za pomocą eksperymentów symulacyjnych 
z liniowymi regulatorami (PI oraz regulator stanu), których nastawy zostały dobrane do 
przybliżenia liniowego modelu wyznaczonego w nominalnym punkcie pracy. 
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W Polsce większość energii elektrycznej jest wytwarzana w elektrowniach zawo-
dowych o mocy bloku rzędu kilkuset megawatów. Stąd też celowe jest rozwiązanie 
zagadnienia, które pozwoliłoby na poprawę jakości regulacji w ARCM. Prawidłowe 
prowadzenie bloku energetycznego umożliwia zmniejszanie emisji zanieczyszczeń 
w postaci tlenków azotu emitowanych do atmosfery oraz uwzględnienie zmian para-
metrów obiektu (np.inercji cieplnej kotła) w przypadku współspalania biomasy 
w kotle. W wyniku modernizacji elektrowni wprowadza się regulatory mikroproceso-
rowe, które umożliwiają zastosowanie nawet bardzo złożonych algorytmów. 

Celem niniejszej pracy jest znalezienie sposobu wyznaczania algorytmu regulacji blo-
ku energetycznego. Rozważono prosty model bloku energetycznego o mocy 200 MW. Za 
wielkości wejściowe przyjęto strumień masy paliwa oraz stopień otwarcia zaworów 
turbiny, a za wielkości wyjściowe moc oddawana przez turbozespół oraz ciśnienia 
pary przed turbiną. Najistotniejsze nieliniowości w modelu bloku wynikają z nieli-
niowych zależności wiążących strumień masy z ciśnieniami w turbinie parowej (rów-
nanie Flügla–Stodoli) i w przegrzewaczu (pierwiastek z różnicy ciśnień). Niektóre 
współczynniki modelu można określić na podstawie rozważań analitycznych – rów-
nania bilansu masy i energii. Inne współczynniki można wyznaczyć na podstawie 
eksperymentów przeprowadzonych na rzeczywistym obiekcie. Najtrudniejszym para-
metrem do wyznaczenia jest stała czasowa inercji cieplnej kotła. Jej wartość może 
zależeć od wartości opałowej węgla i od trybu pracy młynów. W związku z tym war-
tość tej stałej czasowej powinna podlegać adaptacji. 

Opracowano modele bloku pracującego na sieć sztywną i na sieć wyspową. Po-
nieważ większość krajowych bloków energetycznych pracuje w jednym systemie, 
szczegółowej analizie poddano model bloku pracującego na sieć sztywną. Rozważono 
również model samej turbiny (jako fragment całego bloku), dla którego zaproponowa-
no niezależne sterowanie dwoma zaworami w przeciwieństwie do stosowanego z re-
guły sterowania jednym zaworem. 

Stosowane w praktyce sposoby regulacji blokiem energetycznym opierają się na 
syntezie układu regulacji na podstawie przybliżenia liniowego modelu lub na meto-
dach heurystycznych [Sindelar 1996], [Pitscheider i in. 2000]. 

Syntezę nieliniowego prawa regulacji wykonano, korzystając z metody linearyza-
cja przez sprzężenie zwrotne oraz rekurencyjnej metody „całkowania wstecznego”, 
opartej na funkcji Lapunowa. 

Metodą linearyzacji przez sprzężenie zwrotne można znaleźć takie przekształcenie 
zmiennych stanu wraz ze sprzężeniem zwrotnym, że obiekt w pewnym obszarze 
zmiennych stanu będzie zachowywał się jak obiekt liniowy, nie tracąc nic z dokładno-
ści. Kluczowym zagadnieniem jest znalezienie odpowiedniej funkcji wyjścia. Rząd 
względny, czyli liczba równań między tym wyjściem a sygnałami sterującymi, określa 
liczbę równań, które można zlinearyzować. Udało się określić klasę nieliniowych 
obiektów, dla których rząd względny jest mniejszy od liczby równań obiektu, ale mi-
mo to można zlinearyzować wszystkie równania. Podejście to udało się zastosować do 
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modelu bloku pracującego na sieć wyspową i do modelu turbiny sterowanej dwoma 
zaworami. 

Udało się również opracować nową technikę linearyzacji obiektów o co najmniej 
dwu wejściach. Jeżeli obiekt nie może być zlinearyzowany za pomocą znanych metod, 
to można poświęcić jedno ze sterowań w celu umożliwienia linearyzacji całego ukła-
du. Oznacza to, że po zlinearyzowaniu prawo regulacji określające to sterowanie nie 
może być dowolne. Jednak dla zlinearyzowanego obiektu stosuje się regulację opartą 
na proporcjonalnym sprzężeniu od stanu. Pomysł polega na tym, aby sprzężenie zasto-
sować przed linearyzacją do jednego ze sterowań. W niektórych przypadkach dopiero 
dzięki takiemu rozwiązaniu przeprowadzenie linearyzacji staje się możliwe. W pro-
jekcie sformułowano warunki wystarczające do zastosowania takiego podejścia. 
Sformułowanie warunków koniecznych wymaga dalszych badań. To podejście udało 
się zastosować do modelu bloku pracującego na sieć sztywną. 

Całkowanie wsteczne polega na sukcesywnym tworzeniu funkcji Lapunowa, które 
pozwalają stabilizować kolejne równania obiektu. Okazało się jednak, że bezpośrednie 
zastosowanie metody do modelu bloku energetycznego prowadzi do prawa regulacji, 
którego obliczanie jest źle uwarunkowane numerycznie. Udało się jednak sformuło-
wać klasę obiektów, dla której za pomocą odpowiednich przekształceń można ominąć 
to złe uwarunkowanie. Model bloku pracującego na sieć sztywną należy właśnie do tej 
klasy. 

Do prawa regulacji wyznaczonego metodą całkowanie wsteczne można łatwo do-
łączyć prawo adaptacji. Funkcję Lapunowa uzupełnia się o składnik zależny od błędu 
estymacji nieznanego parametru modelu. Pochodna tej rozszerzonej funkcji Lapunowa 
jest ujemna, jeśli estymata nieznanego parametru spełnia określone równanie różnicz-
kowe. Równanie to jest wyznaczonym prawem regulacji. Jest ono na bieżąco rozwią-
zywane podczas pacy układu regulacji, a otrzymywany wynik służy do adaptacji 
głównego prawa regulacji. 

W obydwu metodach wyznaczenie prawa regulacji i prawa adaptacji wymaga wie-
lokrotnego, analitycznego obliczania pochodnych nieliniowych funkcji występujących 
w modelu obiektu. W przypadku kilku równań obiektu obliczenia stają się na tyle 
złożone, że obliczanie bez użycia metod numerycznych staje się w praktyce niemoż-
liwe. Kontrola poprawności wykonywanych obliczeń i procedur wprowadzonych do 
symulacji jest żmudna. Jedynym rozwiązaniem pozwalającym na szybkie i poprawne 
wyznaczanie prawa regulacji jest zastosowanie obliczeń symbolicznych i to na tej 
samej platformie programowej, na której są później wykonywane badania symulacyj-
ne. Zarówno obliczenia symboliczne, jak i symulacje przeprowadzono za pomocą 
pakietu MATLAB/Simulink. Przenoszenie wyników obliczeń symbolicznych pomię-
dzy różnymi programami (np. Mathematica – MATLAB) może być przyczyną trud-
nych do wykrycia błędów. 

Wykonano badania symulacyjne pozwalające porównać trzy układy regulacji: kla-
syczny regulator liniowy z korektorami, regulator nieliniowy oparty na linearyzacji 
przez sprzężenie zwrotne oraz nieliniowy regulator oparty na metodzie całkowania 
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wstecznego z adaptacją. Wszystkie te algorytmy przetestowano na modelu bloku pra-
cującego na sieć sztywną. 

W rozdziale 2 przedstawiono różne warianty modeli bloku energetycznego oraz 
przeprowadzono symulacje porównawcze tych modeli z modelem liniowym w róż-
nych punktach pracy. 

W rozdziale 3 przedstawiono nowe techniki opracowane w celu usprawnienia syn-
tezy i analizy klasycznych układów liniowych stosowanych w praktyce. Omówiono 
możliwość ułatwienia operacji porównywania rozwiązań układów automatyki bloku 
między sobą. Wykazano możliwość syntezy nieparametrycznej korektora zmian zada-
nego ciśnienia pary za kotłem oraz wskazano sposoby jego parametryzacji. Pokazano, 
jak można usprawnić dobór nastaw i reguł ich adaptacji dla korekora i regulatorów 
ciśnienia i mocy za pomocą przyborników pakietu Matlab w warunkach zmian para-
metrów dynamiki bloku enegetycznego wywołanych np. zmianami strumienia współ-
spalanej biomasy w kotle. 

W rozdziale 4 przedstawiono podstawy teoretyczne metody całkowania wsteczne-
go. Omówiono szczegółowo klasę obiektów, dla których wyznaczane prawo regulacji 
jest dobrze uwarunkowane numerycznie. Przedstawiono również sposób uzupełniania 
prawa regulacji o prawo adaptacji. W rozdziale 5 rozwiązano zadanie syntezy nieli-
niowego regulatora metodą całkowanie wstecznego poszerzoną o adaptację stałej cza-
sowej inercji cieplnej kotła dla różnych postaci modelu bloku energetycznego. 

W rozdziale 6 rozwiązano zadania syntezy nieliniowego regulatora opartego na li-
nearyzacji przez sprzężenie zwrotne. W rozdziale tym przedstawiono także badania 
symulacyjne, porównujące nieliniowe układy regulacji z tradycyjnymi. Symulacje 
i obliczenia przeprowadzono za pomocą pakietu MATLAB/Simulink. Przeprowadzo-
ne badania poszerzają klasy nieliniowych obiektów, dla których taka synteza jest moż-
liwa. Warto jednak zauważyć, że obydwa zadania nieliniowej syntezy udało się roz-
wiązać jedynie dla najbardziej uproszczonego modelu tzw. inercji cieplnej kotła. 
Model jest prawidłowy i może być zastosowany do syntezy układu regulacji mocy 
w przypadku nowoczesnych kotłów opalanych paliwem gazowym lub mazutem albo 
do kotłów węglowych fluidalnych, w których nie występują instalacje młynowe 
w torze oddziaływań regulacyjnych. Uzyskiwane w ten sposób prawa regulacji są i tak 
bardzo złożone w stosunku do liniowych algorytmów regulacji. Niektóre elementy 
pracy, np. przedstawione w rozdziale 3 i podrozdziale 6.7 można zastosować bez 
podanych ograniczeń. 

Automatyzacja procesów przemysłowych w energetyce jest ważną dziedziną zain-
teresowań badawczych w Zakładzie Automatyki i Kriogeniki I-22 Politechniki Wro-
cławskiej. W Zakładzie wykonuje się prace związane z identyfikacją i symulacją wie-
lowymiarowych obiektów termoenergetycznych oraz z syntezą układów sterowania. 
Opracowywany symulator bloku energetycznego jest doskonalony, uzupełniany 
o dalsze zmienne stanu. Powstają także prace z dziedziny syntezy układów sterowania 
oraz zbierania i weryfikacji danych do modeli użytych w badaniach symulacyjnych. 

 



 

2. Modele matematyczne 
procesów termoenergetycznych 

Proces termoenergetyczny przebiega z wymianą masy i ciepła. Zastosowanie nie-
liniowego modelu procesu pozwala użyć jednolitego prawa regulacji w szerokim za-
kresie parametrów. Konstrukcja modelu matematycznego opiera się na prawach za-
chowania masy, energii oraz pędu [Friedly 1975], [Wiśniewski, Chorowski 1978]. 
W uproszczonym podejściu bilans wielkości podlegających zachowaniu wykonuje się 
dla stanu ustalonego. W teorii sterowania równania algebraiczne, które otrzymuje się 
na podstawie tych bilansów, są nazywane równaniami statyki. Nie wystarczają one 
jednak do poprawnej regulacji procesu, która wymaga uwzględnienia zmiennego 
w czasie stopnia akumulacji wielkości podlegających zachowaniu w stanach nieusta-
lonych. Wyrażenia związane z akumulacją wprowadzone do równań mają postać po-
chodnych tych wielkości po czasie, a równania stają się równaniami różniczkowymi. 
W teorii sterowania nazywa się je równaniami dynamiki procesu. Jeżeli można wy-
dzielić pewną przestrzeń, w której zachodzi akumulacja wielkości podlegającej za-
chowaniu, to w równaniach modelu matematycznego musi pojawić się odpowiadająca 
jej pochodna. Taką wielkość określa się mianem zmiennej stanu. Im więcej w danym 
procesie wielkości podlega akumulacji, tym więcej zmiennych stanu trzeba użyć do 
sformułowania modelu. Rząd procesu (rząd modelu) określa liczba zmiennych stanu, 
które występują we wszystkich równaniach modelu matematycznego. 

Jeśli akumulacja danej wielkości bilansowej zależy nie tylko od czasu, ale i od 
przestrzeni, to w równaniu pojawiają się pochodne cząstkowe. Taki model, w odróż-
nieniu od modelu o parametrach skupionych, nazywa się modelem procesu o parame-
trach rozłożonych [Chorowski 1978]. W niniejszej pracy do syntezy układu regulacji 
są używane modele o parametrach skupionych. Nawet jeżeli dany proces w formie 
wyjściowej będzie opisywany za pomocą równań cząstkowych, to po przeprowadze-
niu odpowiednich rozważań jego opis będzie zastępowany opisem za pomocą równań 
zwyczajnych. Oznacza to, że w dalszej części pracy zostanie przyjęte założenie, że 
wielkości bilansowe są stałe w określonych przestrzeniach. 

Zasadę zachowania wielkości X przedstawiono na rys. 2.1. Wielkość X jest dostar-
czana do (wyprowadzana z) przestrzeni bilansowej wraz ze strumieniem dopływające-
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go (wypływającego) płynu. Stan wielkości X w przestrzeni bilansowej może ulegać 
zmianie w wyniku oddziaływania ze środowiskiem zewnętrznym. Chwilowy brak 
równowagi w bilansie składników prowadzi do zmiany wielkości X zakumulowanej 
w przestrzeni bilansowej. 

 

Rys. 2.1. Zasada zachowania wielkości X w przestrzeni bilansowej 

Równanie bilansu wielkości X można przedstawić ogólnie w postaci 

 d w z
dX X X X
dt

= − + . (2.1) 

Zmienną stanu opisującą stan procesu w danej chwili jest wielkość X zakumulo-
wana w przestrzeni bilansowej. Strumienie , , d w zX X X  są funkcjami wielkości X oraz 
innych wielkości zakumulowanych w układzie. Funkcje są nieliniowe, co należy 
uwzględnić podczas dokładnego modelowania procesu.  

Charakter pojawiających się nieliniowości można wyjaśnić na przykładzie proce-
su, którego fragmentem jest przepływ gazu przez zbiornik o pojemności V (rys. 2.2). 

 
Rys. 2.2. Proces, w którym zachodzi przepływ gazu przez zbiornik: p1 – ciśnienie  

przed zbiornikiem, p2 – ciśnienie w zbiorniku, p3 – ciśnienie za zbiornikiem, ϑ  – temperatura  
w zbiorniku, Rg – indywidualna stała gazowa, m1, m2 – strumienie masy gazu dopływającego  

i wypływającego ze zbiornika, M – masa gazu zgromadzonego w zbiorniku,  
V – objętość zbiornika, R1, R2 – opory pneumatyczne 

Model matematyczny tego procesu wyznaczono na podstawie bilansu masy. 
Wielkością X, która podlega akumulacji w zbiorniku, jest masa gazu M. Jednak bez-
pośredni pomiar masy gazu jest trudny do wykonania i wykorzystania w układzie 
regulacji. W związku z tym przyjmuje się, że zmienną stanu w modelu jest ciśnie-
nie p2. Jeśli przyjmie się założenie, że temperatura w zbiorniku jest stała, to ciśnienie 
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p2 jest jednoznacznie związane z masą M przez równanie Clapeyrona. Równanie bi-
lansu masy ma postać 

 2
1 2

g

dM V dp m m
dt R dtϑ

= = −  (2.2) 

Jeżeli przyjmie się, że proces przebiega w stałej temperaturze, to wartość  

zb
g

VT
R ϑ

=
 

jest stała i ma wymiar czasu. Określa się ją mianem stałej czasowej. 
Przepływ gazu jest spowodowany gradientem ciśnienia. Strumienie masy dopły-

wającej i wypływającej ze zbiornika określa się za pomocą wzorów [Kalinowski 
1994]: 

 
2 2

1 1 2 1

2 2
2 2 3 2

m R p p

m R p p

= −

= −
 (2.3) 

Można przyjąć, że wartości ciśnienia p1 i p3 są stałe. Gdyby uznano je za zmienne 
stanu, musiałyby odpowiadać akumulacji masy w innych częściach bardziej złożonego 
procesu. Jeżeli na wlocie do zbiornika zamontuje się zawory, to opór pneumatyczny 
R1 można zmieniać zgodnie z wolą projektanta układu regulacji. Wielkości R1 można 
uznać za sygnał sterujący. Przyjmując standardowe w automatyce oznaczenia zmien-
nych stanu i sygnału sterującego (x1 = p2, u = R1), otrzymuje się równania opisujące 
proces  

 2 2 2 22
1 3 1 1 1

zb zb

R ux p x x p
T T

= − − + −  (2.4) 

Nieliniowości pojawiające się w modelu matematycznym procesu przepływu gazu 
przez zbiornik mają postać pierwiastka oraz iloczynu. W niektórych publikacjach 
([de Mello i in. 1991], [IEEE Report 1991]) przyjmuje się założenie, że strumień masy jest 
proporcjonalny do pierwiastka z różnicy wartości ciśnienia). Wymaga to jednak kolejnego 
założenia, że gęstość gazu w procesie nie zmienia się w sposób istotny. Przyjmuje się, że 
jeżeli nie zmienia się ona więcej niż o rząd, to można stosować zależności: 

 
1 1 2 1

2 2 3 2

m R p p

m R p p

= −

= −
 (2.5) 

Podobne rozważania można przeprowadzić, stosując zasady zachowania energii 
i pędu. 
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Okazuje się, że modele matematyczne dynamiki wielu procesów termoenerge-
tycznych są nieliniowe. Jednak można zastosować do nich procedurę syntezy układu 
regulacji opartą na linearyzującym sprzężeniu zwrotnym oraz na transformacji zmien-
nych stanu. Do takich procesów można zaliczyć sterowanie wielokadłubową turbiną 
parową, blokiem energetycznym, przegrzewaczem pary, kompresorem, siłownikiem 
pneumatycznym, szeregowym układem reaktorów chemicznych. 

2.1. Model turbiny wielostopniowej 

Zagadnienie sterowania turbiną (blokiem energetycznym) w systemie elektroener-
getycznym łączy zjawiska mechaniczne i elektryczne. Głównym zadaniem w takim 
systemie jest regulacja częstotliwości. System znajduje się w stanie równowagi, jeśli 
moc produkowana jest równa mocy konsumowanej. Niezbilansowanie mocy powodu-
je zmianę częstotliwości. Równowaga jest utrzymywana przez sterowanie mocą wy-
twarzaną w układach mechanicznych, którymi są na przykład turbiny parowe. W sys-
temie elektroenergetycznym tylko niewielka liczba turbin uczestniczy w regulacji 
częstotliwości, pozostając na ogół w tzw. gorącej rezerwie. Większość turbin pracuje, 
produkując nominalną wartość mocy, i ich praca nie zależy od zmian częstotliwości. 

Wprawdzie procesy zachodzące podczas zmiany mocy w systemie są złożone 
[Machowski i in. 1997], ale ostatecznie zawory turbin otwierają się lub zamykają tak, 
aby osiągnąć równowagę dla zadanej częstotliwości. W wielkich systemach pracuje 
jednocześnie duża liczba turbin. Ułamek mocy produkowanej przez pojedynczą turbi-
nę jest wtedy stosunkowo niewielki. Można więc przyjąć założenie, że praca pojedyn-
czej turbiny nie wpływa na częstotliwość systemu. Mówi się wtedy, że turbina pracuje 
na tzw. sztywną sieć. 

Model turbiny wielostopniowej pracującej na sztywną sieć rozważono w niniej-
szym rozdziale [Bolek 2002a], [Bolek i in. 2002a]. Komplementarny przypadek, gdy 
turbina pracuje na sieć wyspową, można np. znaleźć w pracach Bolka i in. [Bolek i in. 
1999], [Bolek i in. 2000a]. W modelu turbiny uwzględniono jedynie część mecha-
niczną. Zjawiska elektryczne zachodzące w generatorze można pominąć ze względu 
na warunki pracy w synchronizmie w sieci sztywnej. Zagadnienie syntezy nieliniowe-
go regulatora dla obwodu wzbudzenia generatora omawiano w pracach [Gao i in. 
1992], [Wang, Hill 1996], [Lu, Sun 1989]. 

Schematy turbiny dwu- i trójstopniowej pokazano na rys. 2.3 i 2.4. Para wyprodu-
kowana przez kocioł dostaje się do stopnia wysokoprężnego (WP) turbiny przez zawór 
WP, po czym wraca do kotła, gdzie ulega wtórnemu przegrzewowi. Następnie przez 
zawór niskoprężny (NP) przepływa przez stopień NP turbiny. W przypadku turbiny 
trójstopniowej para przepływa jeszcze dodatkowo przez stopień średnioprężny (SP). 
W klasycznych rozwiązaniach układów regulacji turbin jedynie zawory WP służą do 
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regulacji mocy, natomiast zawór NP (ewentualnie SP) jest zawsze otwarty i używa się 
go tylko w sytuacjach awaryjnych. Zastosowanie nieliniowego układu regulacji umoż-
liwia wykorzystanie wszystkich zaworów w procesie regulacji mocy. 

 

Rys. 2.3. Schemat turbiny dwustopniowej 

 

Rys. 2.4. Schemat turbiny trójstopniowej 

Model matematyczny turbiny dwustopniowej (rys. 2.5) oparto na pracach Kundura 
[1994], de Mello i in. [1991] oraz Bourlesa i in. [1997]. Przyjęto, że parametry pary 
przed i za turbiną są stałe: 

 1 1 1HT x x u= − +  (2.6a) 

 2 1 2 4RT x x x x= −  (2.6b) 
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 3 3 2 4LT x x x x= − +  (2.6c) 

 4 4 2AT x x u= − +  (2.6d) 

 1 3(1 )P x xα α= + −  (2.6e) 

Poszczególne symbole oznaczają: u1 – sygnał sterujący, położenie zaworu WP,  
u2 – sygnał sterujący, położenie zaworu NP, x1, x3 – zmienne stanu oznaczające warto-
ści znormalizowanych przepływów przez stopnie WP i NP turbiny, x2 – znormalizo-
wane ciśnienie w przegrzewaczu, x4 – zmienna stanu oznaczająca położenie zaworu 
NP, TH, TR, TL, TA – stałe czasowe stopnia WP, przegrzewacza, stopnia NP oraz siłow-
nika sterującego zaworem, α – ułamek mocy wytwarzanej przez część WP, P – moc 
wytwarzana przez turbinę. 

 

Rys. 2.5. Schemat blokowy modelu matematycznego turbiny dwustopniowej 

Równanie (2.6a) określa inercję związaną ze stopniem WP turbiny. Nie pojawia 
się tu nieliniowość, ponieważ przyjęto założenie, że ciśnienie przed turbiną jest stałe. 
Stała czasowa jest związana z objętością pary w stopniu WP. Wartość tej stałej jest 
mała w porównaniu ze stałą czasową układu wykonawczego zaworu. W związku 
z tym nie modelowano dynamiki zaworu za pomocą oddzielnego równania. Przyjęto, 
że równ. (2.6a) opisuje łącznie dynamikę układu wykonawczego i stopnia WP. 

Równanie (2.6b) opisuje akumulację pary w przegrzewaczu wtórnym. Wypływ 
pary z przegrzewacza jest kontrolowany przez zawór NP. Ekspansja za turbiną NP 
zachodzi do ciśnienia panującego w skraplaczu, które jest niższe od ciśnienia atmos-
ferycznego. Przyjęto, że ciśnienie w skraplaczu równa się zeru (próżnia). Wówczas 
zależność (2.3) staje się prawem Flügla–Stodoli, zgodnie z którym przepływ pary 
przez turbinę jest proporcjonalny do iloczynu stopnia otwarcia zaworu i ciśnienia 
przed turbiną [Chmielniak 1998]. Nieliniowość typu iloczyn pojawiająca się w rów-
naniach modelu wynika z równania Flügla–Stodoli. 
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Równanie (2.6c) określa inercję związaną ze stopniem NP turbiny, równ. (2.6d) do-
tyczy dynamiki zaworu NP, równ. (2.6e) określa natomiast wielkość wyjściową, którą 
jest moc turbiny. 
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Rys. 2.6. Schemat blokowy modelu turbiny trójstopniowej 

W podobny sposób tworzy się model dla turbiny trójstopniowej (rys. 2.6): 

 1 1 1HT x x u= − +  (2.7a) 

 2 2
1 2 1 4 2 5RT x x x x xγ= − −  (2.7b) 

 2 2
3 3 4 2 5MT x x x x xγ= − + −  (2.7c) 

 4 4 2AT x x u= − +  (2.7d) 

 2 2
2 5 4 2 5 5 7RT x x x x x xγ= − −  (2.7e) 

 6 6 5 7LT x x x x= − +  (2.7f) 
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 7 7 3AT x x u= − +  (2.7g) 

 1 1 2 3 3 6 1 2 3, 1P x x xα α α α α α= + + + + =  (2.7h) 

W modelu tym poszczególne symbole oznaczają: u1 – sygnał sterujący, położenie 
zaworu WP, u2 – sygnał sterujący, położenie zaworu SP, u3 – sygnał sterujący, poło-
żenie zaworu NP, x1, x3, x6 – zmienne stanu oznaczające wartości znormalizowanych 
przepływów przez odpowiednio stopnie WP, SP i NP turbiny, x2, x5 – znormalizowane 
ciśnienie w przegrzewaczach wtórnych I i II stopnia, x4, x7 – zmienne stanu oznaczają-
ca położenie zaworów SP i NP; TH, TR1, TR2, TM, TL, TA – stałe czasowe stopnia WP 
turbiny, przegrzewaczy wtórnych I i II stopnia, stopni SP i NP turbiny oraz siłownika 
sterującego zaworem, α1, α2, α3 – ułamki mocy wytwarzanej przez część WP, SP,  
NP, P – moc wytwarzana przez turbinę. 

W tym przypadku przyjmuje się, że przepływ pary pomiędzy stopniami WP i SP 
odbywa się zgodnie z równ. (2.3), czyli jest proporcjonalny do pierwiastka z różnicy 
kwadratów wartości ciśnienia. W zależności tej nie można pominąć ciśnienia SP. 
Wartości wszystkich zmiennych stanu w modelach (2.6) i (2.7) są wielkościami 
względnymi – odniesionymi do wartości nominalnych. 

2.2. Model bloku energetycznego 

Blok energetyczny jest układem złożonym z kotła parowego, turbiny parowej, 
zwykle wieloczęściowej (wielokadłubowej), i generatora elektrycznego. Modele ma-
tematyczne bloku energetycznego o różnej strukturze i stopniu szczegółowości można 
znaleźć w pracach Kundura [1994], Prasada [1999] i Neuman i in. [2000]. W niniej-
szej pracy oparto się głównie na modelu zalecanym przez de Mello [1991] do badań 
symulacyjnych. Model ten zachowuje wszystkie najważniejsze właściwości procesu  
z zachowaniem prostoty opisu. 

W modelu matematycznym przyjęto następujące założenia upraszczające: 
• układ automatycznej regulacji (UAR) poziomu wody w walczaku pracuje do-

kładnie, 
• można pominąć wpływ UAR spalania w kotle na wytwarzanie mocy (pary) oraz 

wpływ UAR temperatury pary przegrzanej na wytwarzanie mocy. 
Praca na sieć sztywną oznacza praktycznie stałe obroty turbiny, co pozwala pomi-

nąć równanie dynamiki ruchu obrotowego. Uproszczony schemat technologiczny blo-
ku z zaznaczonymi zmiennymi stanu pokazano na rys. 2.7, schemat strukturalny na 
rys. 2.8. Wszystkie zmienne stanu są wielkościami względnymi, odniesionymi do 
wartości nominalnych odpowiednich wielkości fizycznych. 
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Rys. 2.7. Schemat bloku energetycznego pracującego na sieć sztywną: x1 = Pe – bezwymiarowa 

moc elektryczna oddawana przez blok, x2 = pT – bezwymiarowe ciśnienie przed turbiną, 
x3 = pD – bezwymiarowe ciśnienie w walczaku, x4 = mw – bezwymiarowa potencjalna wydajność  
parowa kotła (strumień masy), x5, x6 – bezwymiarowe zmienne pomocnicze związane z inercją  

układu paliwowego, u1 – stopień otwarcia zaworu przed turbiną, u2 – strumień paliwa  
doprowadzony do kotła, Pz – wartość zadana mocy 
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pD

1
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1
C shs

1
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Rys. 2.8. Schemat strukturalny nieliniowego modelu bloku energetycznego 

W schemacie strukturalnym modelu na rys. 2.8 występuje nieliniowość związana 
z równaniem określającym strumień masy przepływającej przez opór stały z pominię-
ciem zmian gęstości płynu 

0

0

, 1, 2D
D T

T

pm k p p
p

γ γ= − = =  

oraz uproszczone nieliniowe równanie Flügla–Stodoli określające strumień masy 
przepływającej przez turbinę 
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2 2
1 1T k Tm u p p u p= − ≈  

gdzie pk – ciśnienie w kondensatorze. Ciśnienie to jest prawie równe zeru (5 kPa), i spełnia 
nierówność pk << pT, co potwierdza możliwość zastosowania wersji uproszczonej. 

Ze schematu procesu na rys. 2.7 i odpowiednich bilansów (masy, energii i pędu) 
wynika schemat strukturalny obiektu (rys. 2.8) i układ równań: 

 1 1 1h TT x x p u= − +  (2.8a) 

 1sh T D T TC p k p p p uγ= − −  (2.8b) 

 4D D D TC p x k p pγ= − −  (2.8c) 

 4 4 5wT x x x= − +  (2.8d) 

 5 5 6wT x x x= − +  (2.8e) 

 6 6 2wT x x u= − +  (2.8f) 

Układ równań (2.8) stanowi nieliniowy model bloku energetycznego, odpowiada-
jący strukturze pokazanej na rys. 2.7. Równanie akumulacji masy w przestrzeniach 
wlotowych turbiny i w przegrzewaczach pary wtórnej generuje równanie dynamiki 
zmian mocy bloku Pe = x1 (równ. (2.8a)). Równanie akumulacji masy w przegrzewa-
czach pary świeżej (równ. (2.8b) generuje dynamikę zmian ciśnienia przed turbiną pT. 
Równanie bilansu masy w walczaku (2.8c) generuje równanie dynamiki zmian ciśnie-
nia w walczaku pD – tzw. właściwości akumulacyjne pary w kotle scharakteryzowane 
stałą CD. Równania (2.5e, f) są liniowe i określają tzw. inercję cieplną kotła, czyli 
dynamikę układu paliwowego od strumienia masy paliwa u2 do potencjalnej wydajno-
ści parowej kotła x4. Jak już wspomniano, zakłada się idealne działanie układu zasila-
nia kotła (regulacja poziomu w walczaku). 

Inercję cieplną kotła można aproksymować pojedynczym członem inercyjnym 
o trzykrotnie większej stałej czasowej Tw odpowiadającej TL. Odpowiada to zreduko-
wanemu modelowi nieliniowemu postaci 

 

1 1 1
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L w w

T x x p u
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C p m k p p

T m m u

γ

γ

= − +

= − −

= − −

= − +

 (2.9) 

w którym wszystkie zmienne x, u, y są przyrostami względem stanu bazowego zmien-
nych bezwymiarowych z układu równań (2.8). 
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Przybliżenie liniowe modelu bloku energetycznego 

Przeprowadzono linearyzację w nominalnym punkcie pracy w celu porównania 
w nawiązaniu do heurystycznego modelu bloku, a przede wszystkim stworzenia 
możliwości korzystania z uzyskanych eksperymentalnie parametrów modelu bloku. 

Przybliżenie liniowe równań dynamiki bloku energetycznego (patrz rozdział 6.1 
wzory (6.3) i (6.4) ) powstałe w wyniku zlinearyzowania równań (2.8) wokół znamio-
nowego punktu pracy w zapisie przestrzeni stanów mają postać: 
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 (2.10) 

a równanie wyjść ma postać: 
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  (2.11) 

Parametry modelu heurystycznego (rozdz. 2.3) i przedstawionych modeli nieli-
niowych są powiązane i wynoszą dla testowego typowego bloku: 

TL = Tw = 260 s, Tg = CD = 120 s, Tp = 29 s, Th = 7 s, Csh = 20 s, γ  = pD 0 /pT 0  = 1.2. 

Porównanie modeli 

Aby uzasadnić potrzebę stosowania nieliniowego modelu bloku energetycznego 
do syntezy układów automatycznej regulacji, przeprowadzono badania symulacyjne. 
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Porównano wyjścia modelu nieliniowego (moc Pe i ciśnienie przed turbiną pT ) z przy-
bliżeniem liniowym w dwóch punktach pracy (rys. 2.9): 

Dla mocy znamionowej Pe = 1 i trzech różnych wartości wymuszenia skokowego: 
• ∆u1 = –0,1 (10% zmniejszenia otwarcia zaworu turbinowego względem stanu 

nominalnego), 
• ∆u2 = –0,1 (10% zmniejszenia strumienia masy paliwa względem stanu nomi-

nalnego), 
• ∆u1 = –0,1 i ∆u2 = –0,1 (równoczesne zmniejszenie otwarcia zaworu turbinowe-

go i strumienia masy paliwa o 10%). 
Dla mocy Pe = 0,7 (70% obciążenia) dla dwóch różnych wartości wymuszenia 

skokowego: 
• ∆u1 = –0,3 (30% zmniejszenia otwarcia zaworu turbinowego względem stanu 0,7), 
• ∆u1 = 0,2 (20% wzrost otwarcia zaworu turbinowego względem stanu 0,7). 

 
Rys. 2.9. Schemat układu do porównywania modeli bloku energetycznego 

Z porównania odpowiedzi skokowych wyjść (moc Pe i ciśnienie przed turbiną pT) 
modeli bloku energetycznego – nieliniowego modelu z jego przybliżeniem liniowym 
wyznaczanych względem stanu ustalonego w punktach Pe = 1 oraz Pe = 0,7 wynika: 

• bardzo mała różnica w odpowiedziach skokowych wyjść modeli wskutek zakłó-
cania strumieniem paliwa (rys. 2.11), 

• stosunkowo mała różnica w odpowiedziach skokowych przy małych zmianach 
położenia zaworu (zakłócenie 10%) (rys. 2.10, 

• duża różnica w odpowiedziach skokowych (ponad 2 razy większe zmiany ci-
śnienia) dla modelu nieliniowego przy dużych zmianach położenia zaworu (za-
kłócenie –30%) i mocy startowej 70% (rys.2.13), 

• dość duża różnica w odpowiedziach skokowych (zmiany ciśnienia) dla modelu 
nieliniowego przy zmianach położenia zaworu (zakłócenie 20%) i mocy starto-
wej 70% (rys. 2.13), 
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• różnica zmian mocy w odpowiedziach skokowych przy zmianach położenia za-
woru modelu nieliniowego w porównaniu z jego przybliżeniem liniowym jest 
nieznaczna (rys. 2.12 i 2.14). 

 
Rys. 2.10. Odpowiedzi skokowe modeli: ∆u1 = –0,1*1(t) 

 (10% zmniejszenie otwarcia zaworu turbinowego względem stanu nominalnego) 

 
Rys. 2.11. Odpowiedzi skokowe modeli: ∆u2 = –0,1 (10% zmniejszenie 

strumienia paliwa względem stanu nominalnego) 
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Rys. 2.12. Odpowiedzi skokowe modeli: ∆u1 = –0,1 i ∆u2 = –0,1 

(równoczesne zmniejszenie otwarcia zaworu turbinowego i strumienia paliwa o 10%) 

 
Rys. 2.13. Odpowiedzi skokowe modeli: ∆u1 = –0,3 

(30% zmniejszenie otwarcia zaworu turbinowego względem stanu 0,7) 
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Rys. 2.14. Odpowiedzi skokowe modeli: ∆u1 = 0,2  

(20% zwiększenie otwarcia zaworu turbinowego względem stanu 0,7) 

2.3. Heurystyczny liniowy model bloku 

Parametry modelu niskiego rzędu bloku energetycznego wyznacza się głównie 
eksperymentalnie. Najłatwiej jest wyznaczyć tzw. akumulację TL, inercję cieplną Tp 

i Tg strumienia pary w kotle. Oznacza to przyjęcie, że strumień pary M jest funkcją 
ciśnienia p za kotłem i obciążenia kotła L (tzn. wymuszenia L sterującego obciąże-
niem kotła) 

 ( , )m m p L=   (2.12) 

Jeżeli gwiazdką * oznaczymy względną zmianę dowolnego parametru, po lineary-
zacji i przekształceniu Laplace’a otrzymamy 

 
* *

* * *
* *

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )o p L

m s m s m sm s L s p s
m L s p s

Δ Δ Δ
Δ = = Δ + Δ

Δ Δ
  (2.13) 

lub w skrócie 

 * * * * *( ) ( ) ( ) ( )p L L pm m m G s L s G s p sΔ = Δ + Δ = Δ + Δ   (2.14) 
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Indeks p w przyrostach oznacza warunek zmiany od ciśnienia, a indeks L zmiany po-
chodzące od strumienia paliwa (obciążenia kotła) 

 
*

*

Δ ( ) 1( )
Δ ( )

1
L n

L L

m sG s
L s T s

n

= =
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.15) 

Transmitancja GL(s) oznacza definicyjną inercję cieplną strumienia pary, transmi-
tancja GL(s) oznacza akumulację pary w kotle: 

 
*

*

( )( )
( ) 1

g
p

pL

T sm sG s
p s T s

−Δ= =
Δ +

  (2.16) 

W całościowym modelu wymagane jest jednak określenie zależności strumienia 
pary M i ciśnienia p od obciążenia kotła L i otwarcia zaworu turbinowego A, to 

 ( , ), ( , )p p L A m m L A= =  (2.17) 

W wyniku analogicznej linearyzacji uzyskuje się 

 * * * * *
1 2A Lp p p G L G AΔ = Δ + Δ = Δ + Δ   (2.18) 

 * * * * *
1( ) ( ) ( ) ( )A L IIm m m G s L s G s A sΔ = Δ + Δ = Δ + Δ   

Model ten można wyprowadzić z modelu inercja cieplna–akumulacja, korzystając 
z równ. (2.14)–(2.16) i równ. statycznego turbiny 

 , constm cpA c= =   (2.19) 

Wskutek linearyzacji równ. (2.19) uzyskano: 

 m mm p A
p A

∂ ∂Δ = Δ + Δ
∂ ∂

  (2.20) 

Dzieląc obustronnie przez mo, dla punktu pracy o otrzymano: 

 O O

O O O O O o o

cA cpm p Ap A
m cA p cA p p A
Δ Δ Δ= Δ + Δ = +   (2.21) 

a następnie wyznaczono zależność przyrostów względnych w postaci 

 * * *( ) ( ) ( )Am s p s A sΔ = Δ + Δ   (2.22) 

Po żmudnych, lecz elementarnych przekształceniach otrzymuje się model pokazany 
w postaci blokowej na rys. 2.5. 
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Rys. 2.15. Model transmitancyjny bloku energetycznego (bez części temperaturowej) 

u1 = ΔA*(s), u2 = ΔL*(s), yI = Δp(s)*, yII = Δm (s)*  

Model heurystyczny bloku w przestrzeni stanów (w pełni równoważny modelowi 
pokazanemu na rys. 2.15 dla n = 3) powstaje przez formalne przekształcenie modelu 
transmitancyjnego w równania stanu. 

Po wprowadzeniu parametrów a, b, c, d zależnych od Ti, Tg i Tp  
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gdzie Ti = (TL – Tp)/3, model w przestrzeni stanów ma postać: 
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 (2.26) 

gdzie: ∆y1 = ∆m* (przyrost strumienia pary) ∆y2 = ∆p* (przyrost ciśnienia), ∆u1 = ∆A* 
(przyrost względny otwarcia zaworu turbiny), ∆u2 = ∆L* (przyrost względny strumie-
nia paliwa). 

2.4. Podsumowanie 

Nieliniowość modeli opisanych procesów powoduje, że właściwości dynamiczne 
zmieniają się istotnie wraz ze zmianą punktu pracy. Oznacza to konieczność zastoso-
wania takiego algorytmu sterowania, który będzie to uwzględniał. Taką możliwość 
stwarza linearyzacja przez transformację zmiennych stanu i sprzężenie zwrotne. 

 



 

3. Synteza nieparametryczna i parametryczna  
układów automatycznej 

regulacji bloku energetycznego 

W układach automatycznej regulacji (UAR) mocy nowoczesnych dużych bloków 
energetycznych (np. 200 MW, 360 MW itp.) występują dwa typy struktur: z prowa-
dzącą turbiną (PT) lub z prowadzącym kotłem (PK). W układzie UAR z PT moc tur-
bozespołu jest regulowana przez zmiany otwarcia zaworów turbiny, a ciśnienie pary  
przez zmiany strumienia paliwa. W UAR z PK natomiast moc turbozespołu jest regu-
lowana przez zmiany strumienia paliwa, a ciśnienie pary przez zmiany otwarcia zawo-
rów turbiny. W strukturze PT wykorzystanie tzw. właściwości akumulacyjnych kotła 
(wzór (2.19)) do szybkiego wzrostu mocy jest naturalne (przez obiekt) i najlepsze, ale 
przebiega ze znacznym i długotrwałym spadkiem ciśnienia w kotle, tzn. następuje 
rozprężenie kotła. W układzie PK natomiast łatwość regulacji ciśnienia pary (za po-
mocą zaworów turbiny) może być wykorzystana do poprawy jakości regulacji wtórnej 
mocy bloku na potrzeby automatycznej regulacji częstotliwości i mocy (ARCM) tylko 
przez aktywne, kontrolowane wykorzystanie właściwości akumulacyjnych kotła. 
Dzięki energii zakumulowanej możliwe jest bowiem szybkie wytworzenie w kotle 
dodatkowego strumienia pary wskutek szybkiej zmiany ciśnienia pary na wylocie 
z kotła, zanim pojawią się skutki zmian strumienia paliwa, obarczone dużą inercją 
cieplną. Jest to tzw. układ TAM z aktywnym ciśnieniem poślizgowym. Człon korek-
cyjny do wyznaczania zmian wartości zadanej ciśnienia pary w zależności od zmian 
mocy zadanej bloku może być zaprojektowany w sposób racjonalny na podstawie 
zaproponowanego algorytmu wyznaczania odpowiedzi skokowej idealnego korektora. 

Model matematyczny bloku energetycznego użyteczny do badań symulacyjnych 
sprawdzających regulacyjność w systemie UAR składa się z czterech transmitancji 
wiążących dwa wejścia: strumień paliwa L oraz położenie zaworu turbiny A z każdym 
z wyjść: moc bloku N oraz ciśnienie pary za kotłem p. Charakter dynamiki we 
wszystkich czterech torach oraz duża różnica dynamiki toru paliwo–moc (wolno-
zmienny, obarczony znacznym opóźnieniem) i toru otwarcie zaworu–ciśnienie (szyb-
kozmienny, bez opóźnień) oraz to, że ciśnienie czasem nie musi być stabilizowane 
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(tryb pracy z naturalnym ciśnieniem poślizgowym), sprawia, że mimo wielowymia-
rowości obiektu regulacji nie rozwiązuje się dla niego klasycznych zadań autonomiza-
cji (odsprzęgania obwodów) czy kompensacji zakłóceń. Wszystkie inne obwody regu-
lacyjne są podporządkowane głównej regulacji nadążnej mocy. Po skokowej zmianie 
wartości zadanej mocy (np. o 10%) powinien nastąpić możliwie szybki monotoniczny 
wzrost mocy oddawanej przez blok. Znane jest wymaganie, aby połowa przyrostu 
mocy (tzn. 5%) nastąpiła po 5 s, a reszta po 30 s. Takiemu wymaganiu mogą sprostać 
jedynie hydroelektrownie oraz bloki cieplne na paliwo gazowe lub jądrowe. Bloki 
opalane paliwem stałym pracujące w regulacji wtórnej mocy osiągają prędkość mak-
symalną naboru mocy 2%/min, co daje możliwość uzyskania 0,8 przyrostu mocy 
o 10% po 4 min zgodnie z wymaganiem Krajowej Dyspozycji Mocy (KDM) dla tzw. 
sygnału Y0. Mimo że nie jest to wymaganie zbyt duże, uzyskanie takiego narostu 
mocy bez pracy korektora wartości zadanej ciśnienia jest praktycznie niemożliwe. 
Mniejsze wymaganie dla pasma regulacyjnego ±5%, zgodnie z którym oczekuje się 
uzyskania połowy przyrostu (2,5%) po 5 s, wykorzystując właściwości akumulacyjne 
kotła, jest możliwe do spełnienia tylko w niektórych blokach opalanych paliwem sta-
łym. Dotyczy to bloków o mniejszych ograniczeniach, wynikających z naprężeń 
w elementach grubościennych i dostatecznym udziale przyrostu natychmiastowego 
mocy bloku po skokowej zmianie mocy zadanej. Należy oczekiwać, że charakter wy-
magań dotyczących przebiegów sygnałów mocy zadanej w regulacji wtórnej ulegnie 
złagodzeniu po rozpowszechnieniu regulacji pierwotnej. 
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Rys. 3.1. Schemat blokowy UAR bloku enegetycznego 

Charakter powiązań wielowymiarowego modelu bloku energetycznych z uprosz-
czonym modelem sieci wydzielonej pokazuje graf przepływu sygnałów dla struktury 
układów automatycznej regulacji bloku przedstawiono na rys. 3.1. 
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3.1. Synteza korektora 

Rozwiązanie zadania syntezy układów regulacji bloku energetycznego z korekto-
rem składa się z następujących etapów: 

1) doboru nastaw jednoobwodowego regulatora mocy bloku dla założonej idealnej 
regulacji ciśnienia (praktycznie zerowej odchyłki regulatora ciśnienia); 

2) wyznaczenia odpowiedzi skokowej idealnego korektora wartości zadanej ci-
śnienia pary za kotłem zapewniającej założony przebieg odpowiedzi UAR mocy tur-
bozespołu na skok wartości zadanej mocy (synteza nieparametryczna); 

3) wyznaczenia nastaw korektora o zadanej strukturze opartego na wynikach obli-
czeń korektora idealnego (synteza parametryczna). 

Rozwiązanie tak postawionego zadania odwrotnego: zakładając odpowiedź sys-
temu (UAR mocy turbozespołu) wyznacz dynamikę (odpowiedź skokową) elementu 
systemu (korektora) – było możliwe dzięki specyficznej strukturze układu i zastoso-
waniu numerycznego odwrotnego przekształcenia Laplace’a opracowanego w Matla-
bie przez autora tej monografii [Chorowski i in. 1983]. 

Poszczególne etapy projektowania zostaną zilustrowane obliczeniami dla bloku 
energetycznego cieplnego o mocy 360 MW. 

Ad 1. W jednoobwodowym układzie regulacji mocy bloku przyjęto kryterium 
aperiodycznego przebiegu odchyłki regulacji mocy na zakłócenie skokowe mocą za-
daną i właściwości inercji cieplnej w torze: względny strumień paliwa L – względny 
strumień pary M w postaci członu inercyjnego siódmego rzędu (GL) (równ. (2.18), 
TL = 43·7 = 301 s). Rolę układu ochrony młynów węglowych przed zasypaniem (zwa-
nego też układem forsowania paliwa) spełnia w proponowanej w strukturze człon 
wyprzedzający KA i spowolnione różniczkowanie z inercją w regulatorze mocy GR  
(Td2 = 100 s), patrz rys. 3.5. 

Ad 2. Ze względu na wymagania systemu energetycznego w ARCM moc wytwa-
rzana bloku N po skokowej zmianie mocy zadanej Nz powinna zmieniać się począt-
kowo bezinercyjnie do 10% zmiany, a następnie powinna aperiodycznie zdążać do 
wartości zadanej. Oznacza to transmitancję całego układu postaci: 

 1( )
1g

aG s a
Ts

−= +
+

 (3.1) 

gdzie: a = 0,1, T = 150–400, s (przyjęto 300 s). 
Niemal bezinercyjne zwiększenie mocy można uzyskać w wyniku dynamicznych 

zmian (obniżenia) ciśnienia w kotle, wywołanych działaniem korektora. Właściwości 
obiektu w tym torze opisują właściwości akumulacyjne kotła Gp(s) (równ. (2.19)). 
Założono zatem transmitancję Gg(s) UAR mocy z korektorem. W wyniku analizy 
schematu blokowego UAR mocy (rys. 3.1) wyznaczono transmitancję idealnego ko-
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rektora, założywszy idealną regulację ciśnienia (co w strukturze PK jest możliwe) 
w postaci: 

 
( ) ( )( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
g T L R A R Lz

TAM
z p T p

G s G s G s G s K G s G sp sG s
N s G s G s G s

+ +Δ= = −
Δ

  (3.2) 

gdzie: 
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8 1 1
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k T sG s G s k
s T s T s

⎡ ⎤
= + = + +⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

  

 Gp(s) = –kMTps/(Tps + 1) jest przekształconym równ. (2.19). 
Następnie wyznaczono odpowiedź skokową korektora za pomocą numerycznego 

odwrotnego przekształcenia Laplace’a w Matlabie [Chorowski i in. 1983] (rys. 3.3). 
Minimalna wartość ciśnienia Δp = –0,066 MPa/% odpowiadająca czasowi t = 270 s 
posłużyła następnie do wyznaczenia nastaw korektora o zadanej strukturze (rys. 3.4). 
Korektor ten daje realny przebieg zmian mocy przedstawiony na rys. 3.2. 

Ad 3. Z przebiegu Δp(t) wynika, że korektor musi mieć właściwości członu róż-
niczkującego z inercją wyższego rzędu oraz dodatkowo posiadać równoległy człon 
różniczkującego z inercją I rzędu G(s). Najprostszą strukturę takiego korektora daje 
kombinacja członów inercyjnych II rzędu. Przyjęto: 

 2 2
1 2

( ) 1 1( ) ( )
( ) ( 1) ( 1)

z
TAM T

z

p sG s k G s
N s T s T s

⎡ ⎤Δ= = − − +⎢ ⎥Δ + +⎣ ⎦
 (3.3) 

Zakładając korzystny stosunek stałych czasowych T2 = 2T1, można zadanie para-
metrycznej optymalizacji nastaw korektora rozwiązać analitycznie z warunku na 
zgodność ekstremum ciśnienia. Przyrównując pochodną równania odpowiedzi skoko-
wej korektora o transmitancji TAMG (bez członu G) do zera, otrzymano: 

 1
16,

4ln 2 3 4ln 2T
t pT k Δ= =

+
 (3.4) 

i obliczono parametry korektora: T1 = 150 s, kT = –0,2 MPa /%, T2 = 2T1 = 300 s. 
Na rysunku 3.2 pokazano oczekiwany oraz realny przebieg odpowiedzi skokowej 

układu regulacji mocy czynnej bloku 360 MW (przyrost mocy ΔN = 10%). W wy-
prowadzeniu równ. (3.2) założono idealną regulację ciśnienia, co w strukturze PK jest 
do przyjęcia (regulacja ciśnienia przez zawory turbinowe). 

Na rysunku 3.3 przedstawiono oczekiwany oraz realny przebieg odpowiedzi sko-
kowej korektora ciśnienia uzupełnionego różniczkowaniem z inercją pierwszego rzę-
du, aby uzyskać gwałtowną zmianę, w chwili gdy moc zaczyna się zmieniać. 
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Na rysunkach 3.2, 3.3 przedstawiono przebiegi czasowe wielkości regulowanych – ci-
śnienia i mocy, na rys. 3.6 i 3.7 natomiast wielkości nastawiających – strumienia paliwa 
i otwarcia zaworów turbinowych. W badaniach symulacyjnych uwzględniono pracę ukła-
du regulacji nadążnej ciśnienia, korzystając ze schematu pokazanego na rys. 3.5. 

 

Rys. 3.2. Wyniki symulacji wartości mocy względnej: założonej (linia przerywana) i realnej 
(linia ciągła) dla zadanej struktury korektora (rys. 3.4) po skokowej zmianie mocy zadanej o 10% 

 
Rys. 3.3. Zmiany ciśnienia [MPa] obliczone oraz rzeczywiste dla zadanej  
struktury korektora (rys. 3.4) po skokowej zmianie mocy zadanej o 10%  
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Widoczna jest znaczna poprawa jakości regulacji i korzystny dla pracy młynów 
przebieg zmian strumienia paliwa (niewielkie, 10-procentowe przeregulowanie ponad 
wartość statyczną). Zaproponowany algorytm strojenia korektora wartości zadanej 
ciśnienia pary ma dokładność wystarczającą w praktyce. 

 

Rys. 3.4. Struktura korektora GTAM (z rys. 3.5)  
do zmian wartości zadanej ciśnienia pary 

(człon T3 odpowiada za szybką zmianę ciśnienia) 

 
Rys. 3.5. Układ badawczy do sprawdzenia syntezy 

nieparametrycznej UAR mocy bloku energetycznego 
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Rys. 3.6. Wyniki symulacji: względne zmiany strumienia  

paliwa po skokowej zmianie mocy zadanej o 10% 

 
Rys. 3.7. Wyniki symulacji: zmiany względne położenia 

zaworu turbiny po skokowej zmianie mocy zadanej o 10% 

Formułowanie praktycznych problemów optymalizacji wymaga często uwzględ-
nienia więcej niż jednego kryterium. Kryteria te na ogół nie są wzajemnie przeliczal-
ne, i wobec tego nie można ich sprowadzić do jednego kryterium skalarnego. W real-
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nych sytuacjach występują nie tylko kryteria nieporównywalne, lecz także kryteria 
wzajemnie sprzeczne. 

W dotychczasowych rozważaniach wybierano jedno kryterium optymalności, nato-
miast pozostałe uwzględniano ewentualnie w sposób ukryty w ograniczeniach.  ,,Rozwią- 
zanie optymalne”, o ile istniało, zostało już a priori wybrane na początku procesu poszu-
kiwania optimum. Stawiając problem optymalizacji z uwzględnieniem wielu kryteriów, 
mamy szanse odrzucenia w procesie optymalizacji rozwiązań niekonkurencyjnych, a także 
dokonać kompromisowego wyboru z wielu rozwiązań optymalnych w wyniku wprowa-
dzenia preferencji kryterialnych lub uwzględnienia dodatkowych informacji. 

Pojęcie kompromisu optymalnego wprowadzono w ekonomii. Trudności w rozwią-
zywaniu problemów z wieloma kryteriami jakości omija się w ten sposób, że poszcze-
gólnym kryteriom przypisuje się współczynniki wagowe i w ten sposób formułuje jedno 
zastępcze kryterium optymalności, w którym udział poszczególnych kryteriów jest wy-
rażony przez ich współczynniki wagowe. Metoda sprowadzania problemu wielokryte-
rialnego do jednego kryterium zastępczego nosi nazwę skalaryzacji. Nie usuwa jednak 
ona wielu trudności, a tylko zastępuje je innymi. Powstaje np. problem wyboru współ-
czynników. 

Przykłady i analiza porównawcza algorytmów regulacji 

Autor monografii opracował symulator bloku energetycznego, pozwalający po-
równywać różne struktury i dobierać w nich nastawy regulatorów mocy ciśnienia 
i temperatury (rys. 3.8). 

 

Rys. 3.8. Symulator UAR bloku energetycznego 
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Przykładem wykorzystania symulatora będzie znalezienie reguł adaptacji nastaw 
klasycznych regulatorów PID (z różniczkowaniem z inercją) w układzie z prowadzą-
cym kotłem (PK) w warunkach zmian wartości stałej czasowej inercji cieplnej TL. 
Wykorzystano procedurę Matlaba NCD (ang. Nonlinear Control Design) Blockset, 
ilustrując jej wyniki na rys. 3.9–3.11. 

 

Rys. 3.9. Zmian mocy (strumienia pary) po skokowej zmianie mocy zadanej (rząd inercji cieplnej n = 4) 
dla B = 0,5 (kolor niebieski), B = 0,7 (kolor zielony) i B = 1 (kolor czerwony) 

 
Rys. 3.10. Zmiany ciśnienia po skokowej zmianie mocy zadanej 

dla B = 0,5 (kolor niebieski), B = 0,7 (kolor zielony) i B = 1 (kolor czerwony) 
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Rys. 3.11. Zmiany strumienia paliwa po skokowej
dla B = 0,5 (kolor niebieski), B = 0,7 (kolor zielony)

Inercję cieplną zdefiniowano jako: 

L

Ln

TB
T

=  

Aproksymowane zależności nastaw korektora i re
cieplnej B mają postać: 

• nastawy korektora TAM (o najprostrzej strukturz
Kt = 2B, T1 = 160B, T2 = 310(B – 0,05), 

• nastawy regulatora ciśnienia: 
kp = 7, Ti = 25B, H = 0,1, Td = 10B, 

• nastawy regulatora mocy: 
kp = 0,75(1 – (1 – B)·0,33), Ti = 190(B – 0,05), H
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• produkcję i sprzedaż tzw. „zielonej energii”, 
• obniżenie kosztów opłat za korzystanie ze środowiska naturalnego. 
Powoduje to zmiany dynamiki i statyki procesu wytwarzania mocy bloku. 
W przypadku częściej stosowanej struktury UAR bloku z prowadzącą turbiną 

wzrost parametru sumarycznej inercji cieplnej kotła TL spowodowany dodaniem 
biomasy do paliwa w młynach sprawia, że obiekt będący wielowymiarowym ukła-
dem dynamicznym (MIMO) można regulować, stosując słuszną na ogół procedurę 
optymalizacji nastaw dla przypadku najgorszej dynamiki obiektu (maksimum TL). 
Przebiegi sygnałów sterujących są na granicy dopuszczalnych lub stosuje się adap-
tację nastaw w układzie otwartym z wykorzystaniem np. globalnych funkcji wrażli-
wości [Wiśniewski 1973], [Wierzbicki 1977]. 

Możliwe jest także znalezienie innych prostych reguł strojenia regulatorów za-
równo w tradycyjnych strukturach UAR bloku z wiodącym kotłem i wiodącą turbiną, 
jak i w ich zmodyfikowanych wersjach (np. struktury PK2 i PT2). 

W wyniku poszukiwań optymalizacyjnych z użyciem przybornika Matlaba NCD 
wyznaczono nastawy regulatorów UAR bloku z wiodącą turbiną: regulatora mocy 
sterującego zaworem turbiny i nastawy regulatora ciśnienia sterującego strumieniem 
paliwa do kotła [Wiśniewski  2008]. 

3.2. Wyznaczanie parametrów modelu bloku energetycznego 

Inercja cieplna kotła (równ. (2.18)) jest związana z dynamiką na drodze paliwo–
spalanie–ciepło–para wodna (tzn. młyny, palenisko, parownik). Wiąże się z nią brak 
możliwości uzyskania szybkiej zmiany strumienia ciepła doprowadzanego do czynni-
ka (mieszaniny paro-wodnej) i związanej z tym wydajności parowej kotła 
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 (3.5) 

Wartość stałej czasowej inercji TL można wyznaczyć na wiele sposobów. Dogod-
nym sposobem jest obliczanie pola nad wykresem zmian względnej mocy bloku lub 
wydajności kotła po skokowym wymuszeniu strumieniem paliwa pod stałym ciśnie-
niem regulowanym zaworem turbinowym. Metoda ta jest godna polecenia zwłaszcza 
dla odpowiedzi rzeczywistego obiektu, gdy wskutek zakłóceń wykresy nie są „gład-
kie” i trudno zastosować inne metody. 

Dla inercji I rzędu: 

 ( ) / /
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gdzie: 
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Dla inercji n-tego rzędu zależność ta przedstawia się następująco: 

 ( )
0

1 ( ) it d t T n Tη
∞

− = =∫   (3.7) 

Stałą czasową inercji cieplnej TL wyznacza się z przebiegu wydajności kotła albo 
z mocy generatora, dla stałego ciśnienia lub stopnia otwarcia zaworu turbiny w struk-
turze pokazanej na rys. 3.12. 

 
Rys. 3.12. Układ z wiodącym kotłem w przypadku wyznaczania inercji cieplnej TL 

Przykład 1 

Stała czasowa inercji cieplnej Tg oraz Ti została wyznaczona eksperymentalnie. 
Przedstawiony na rys. 3.13 układ zawiera blok: dane źródłowe, odtwarzający rzeczy-
wisty przebieg przejściowy wywołany zakłóceniem strumienia paliwa dla stałego po-
łożeniu zaworu. 

 

Rys. 3.13. Układ do wyznaczenia stałej czasowej inercji cieplnej 
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Za pomocą bloku wartość całki w programie Matlab odczytano wartość stałej  
T równej TL = 243,3 s. Do zamodelowania tego przebiegu użyto inercji trzeciego rzędu 
(n = 3) o stałej czasowej Ti = TL/3. Ostatecznie przyjęto Ti = 81 s. Oba przebiegi 
–  rzeczywisty i modelowy pokazano na rys. 3.14. 

 

Rys. 3.14. Przebieg rzeczywisty (kolor niebieski) 
i odpowiedź modelu inercji cieplnej (kolor czerwony) 

Przykład 2 

Układ badawczy w przypadku otwartych UAR pokazano na rys. 3.15, a przebiegi 
sygnałów z eksperymentu na rzeczywistym obiekcie na rys. 3.16.  

 
Rys. 3.15. Układ w przypadku otwartych UAR do wyznaczania sumy TL + Tg 

Na podstawie wykresu mocy generatora po skokowej zmianie strumienia paliwa 
w górę (bez regulacji ciśnienia), możemy wyznaczyć współczynniki modelu. W pro-
gramie AutoCad (pasek Zapytania/Pole) splanimetrowano pole nad wykresem prze-
biegu mocy. Po pomnożeniu przez współczynnik skali: 
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Aby wyznaczyć inercje cieplną TL, należy wyrugować współczynnik Tg pojemno-
ści cieplnej (wyznaczony z innego eksperymentu), a następnie podzielić przez rząd 
inercji przyjętego modelu (np. dla rzędu n = 3, Ti = TL/3). 

 

Rys. 3.16. Zmiany mocy N(t) po skokowej zmianie w górę strumienia paliwa 

STRUMIEŃ PALIWA
MOC CZYNNA 
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Przykład 3 

Na rysunku 3.17 przedstawiono przebiegi sygnałów eksperymentu na rzeczywi-
stym obiekcie. Na podstawie wykresu mocy generatora po skokowej zmianie strumie-
nia paliwa w dół możemy wyznaczyć współczynniki. 

 

Rys. 3.17. Zmiany mocy przy skokowej zmianie w dół strumienia paliwa 

W programie AutoCad (pasek Zapytania/Pole) splanimetrowano pole nad wykre-
sem przebiegu mocy. Po wymnożeniu przez współczynnik skali (jednostki): 
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a współczynnik 
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Aby wyznaczyć inercje cieplną TL, należy wyrugować współczynnik Tg pojemno-
ści cieplnej (wyznaczony z innego eksperymentu), a następnie podzielić przez rząd 
inercji przyjętego modelu (np. dla rzędu n = 3, Ti = TL/3). 

Wyznaczenie stałych czasowych pojemności cieplnej kotła 

Pojemność (akumulacja) cieplna kotła związana z pojemnością cieplną masy (me-
talu i wody–pary) objawia się tym, że energia dostarczana (ustalona przez brak zmian 
strumienia paliwa) nie musi się równać energii wyprowadzanej, a wydajność kotła 
rośnie przejściowo (patrz równ. (2.19)) 
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( ) 1

g
p

pL

T sm sG s
p s T s

−Δ= =
Δ +

 

Wyznaczenie stałych czasowych Tg i Tp jest bardziej skomplikowane niż wyzna-
czenie stałej czasowej inercji cieplnej. Dokonano tego analitycznie, a także dzięki 
wykonaniu eksperymentu polegającego na skokowej zmianie ciśnienia zadanej przed 
turbiną na obiekcie rzeczywistym, a następnie modelowaniu równocześnie w progra-
mie Matlab–Simulink. W niniejszej pracy przyjęto następujące wartości stałych cza-
sowych: Tg = 120 s, Tp = 29 s. Akumulacja, zwana inaczej pojemnością cieplną kotła, 
jest inną właściwością dynamiczną kotła. Objawia się ona chwilowym zwiększeniem 
wydajności kotła bez zmian strumienia paliwa. 

 



 

4. Metoda całkowania wstecznego w syntezie 
nieliniowego regulatora adaptacyjnego 

Poza bardzo szczególnymi przypadkami nie potrafimy rozwiązywać nieliniowych 
równań różniczkowych, co stanowi przeszkodę w konstruowaniu układów regulacji dla 
obiektów nieliniowych. Tę trudność można ominąć przez zastosowanie różnych metod: 

1) przybliżenia liniowego, polegającego na rozwinięciu nieliniowych funkcji wo-
kół punktu pracy w szereg Taylora, 

2) linearyzacji przez zmianę bazy (2a) lub przez sprzężenie zwrotne (2b), 
3) wyznaczenie nieliniowego prawa regulacji na podstawie funkcji sterowania La-

punowa (ang. backstepping, w języku polskim nazywany całkowaniem wstecznym, 
nadaje się do obiektów o nieznanych parametrach). 

Całkowanie wsteczne jest rekurencyjną procedurą, która pozwala wyznaczyć ste-
rowanie dla nieliniowego obiektu w połączeniu z funkcją Lapunowa, gwarantującą 
stabilność [Krstić et al. 1995], [Freeman, Kokotović 1996], [Qu 1998], [Isidori 1999]. 
Rozważmy przykład zaczerpnięty z fundamentalnej pracy [Krstić et al. 1995]. Roz-
ważmy obiekt sterowania: 

 ( )x x uθϕ= +�  (4.1) 

gdzie ϕ(x) jest znaną nieliniową funkcją, θ – nieznanym parametrem stałym. 
Zastosowany odpowiedni statyczny regulator: 

 2 ( )u cx x xκ ϕ= − −  (4.2) 

powoduje, że zamknięty układ sterowania jest pierwszego rzędu: 

 2 ( ) ( )x cx x x xκ ϕ θϕ= − − +�   (4.3) 

Wybierając funkcję Lapunowa V(x) =x2/2, mamy zależność określającą jej po-
chodną postaci: 

 
2

2

4
V cx θ

κ
≤ − +�  (4.4) 
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Oznacza to, że rozwiązanie x(t) jest zbieżne do przedziału 

 
2

x
c

θ
κ

≤  (4.5) 

i nie jest zbieżne do zera. Aby uzyskać lepszą jakość regulacji, zastosujmy dynamicz-
ny regulator z adaptacją. Jeśli parametr θ jest dokładnie znany, to sterowanie 

 1 1( ) , 0u x c x cθϕ= − − > ,  (4.6) 

mogłoby sprawić, że pochodna V0(x) = x2/2 byłaby ujemnie określona: V0(x) = –c1x2.  
Oczywiście prawo regulacji (równ. (4.6)) nie może być zastosowane, jeśli θ nie 

jest znane. Można wówczas zastosować formułę, gdzie zamiast parametru θ wystąpi 
jego estymata θ̂  

 1
ˆ ( )u x c xθϕ= − −   (4.7) 

Wstawiając równ. (4.7) do równ. (4.1), uzyskujemy: 

 1 ( )x c x xθφ= − + ��  (4.8) 

Pochodna V0(x) = x2/2, gdy błąd parametru 

 ˆθ θ θ= −�  (4.9) 

ma postać 

 2
0 1 ( )V c x x xθ ϕ= − + ��  (4.10) 

Drugi człon jest niezdefiniowany i zawiera nieznany błąd parametru .θ� Nie możemy 
zatem wnioskować o stabilności równ. (4.6). 

Aby skonstruować poprawnie prawo regulacji, należy dodać kwadrat błędu para-
metru do funkcji Lapunowa 

 2 2
1

1 1( )
2 2

V x x θ
γ

= + �  (4.11) 

gdzie γ  > 0 jest parametrem adaptacji 

 2 2
1 1 1

1 1 1( ) ( ) ( )V x xx c x x x c x x xθθ θ ϕ θθ θ φ θ
γ γ γ

⎛ ⎞= + = − + + = − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

� � �� � � � � � �� �  (4.12) 

Drugi człon jest nadal niezdefiniowany, bo zawiera nieznany błąd parametru. Jed-
nak sytuacja jest lepsza niż w przypadku równ. (4.10), bo mamy do dyspozycji po-
chodną błędu 
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 ˆ ( )x xθ θ γ ϕ= − =� ��  (4.13) 

co daje 

 2
1 1( ) 0V x c x= − ≤�   (4.14) 

Wynikowy system sterowania adaptacyjnego składa się z obiektu (4.1) ze stero-
waniem (4.7) i prawem adaptacji (4.13), co ilustruje rys. 4.1.  

 

Rys. 4.1. Układ sterowania adaptacyjnego według równań (4.1) (4.7) i (4.13).  
Rysunek sporządzony według rys. 3.1 [Krstić et al. 1995, s. 90] 

System sterowania adaptacyjnego w nieco dogodniejszej formie po skorzystaniu 
z równ. (4.8) i (4.13) 

 1 ( )x c x xθϕ= − + ��   (4.15) 

ˆ ( )x xθ γ ϕ=�  

jest równoważny pojęciowo, lecz ma znaczenie tylko teoretyczne. Wyrugowanie sy-
gnału sterowania u przez podstawienie równ. (4.7) do (4.1) i pojawienie się sygnałów 
parametru θ i błędu θ� jego estymacji raczej utrudnia stosowanie w praktyce.  

Ponieważ 2
1 1( ) 0,V x c x= − ≤�  więc punkt równowagi równań (4.15) x = 0, θ��  = 0 

jest globalnie stabilny. Adaptacyjny nieliniowy regulator, który to zagwarantuje, jest 
dany przez układ na rys. 4.1 lub równoważny układ na rys. 3.2 w pracy [Krstić et al. 
1995] według równania (4.15). Warto zauważyć, że na rys. 4.1 występuje operacja 
całkowania w strukturze regulatora, co uzasadnia nazwę całkowanie wsteczne. 
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Uogólniając rozważania jednowymiarowego obiektu (SISO) na przypadek obiek-
tów wielowymiarowych (MIMO), otrzymuje się: 

 ( ) ( ) , ,nx x x u x R u R= + ∈ ∈� f g  (4.16) 

gdzie f, g są gładkimi funkcjami wektorowymi o odpowiednich wymiarach. 
W i-tym kroku syntezy znana jest funkcja Lapunowa Vi, która stabilizuje pierwsze i 

równań. Dla funkcji tej jest określone wirtualne sterowanie αi. Jedna ze zmiennych sta-
nu w (i + 1) równaniu jest przyjmowana jako kolejne wirtualne sterowanie. Wyznacza 
się je tak, aby pochodna kolejnej funkcji Lapunowa Vi+1 była ujemna. Klasy obiektów, 
dla których można zastosować tę procedurę, podano w [Krstic et al. 1995]. Jedną z ta-
kich klas, określaną jako strict-feedback systems, określa układ: 

 

1 1 1 1 1 2

2 2 1 2 2 1 2 3

1 1 1 2 1 1 1 2 1

1 2 1 2

( ) ( )
( , ) ( , )

( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , )

n n n n n n

n n n n n

x f x g x x
x f x x g x x x

x f x x x g x x x x
x f x x x g x x x u

− − − − −

= +
= +

= +
= +

�
�
#
� … …
� … …

 (4.17) 

Dla obiektów tych zmienne stanu mogące stanowić wirtualne sterowanie pojawia-
ją się sukcesywnie w kolejnych równaniach. Można zdefiniować bardziej ogólną klasę 
obiektów (4.3), określaną jako pure feedback systems 

 
( )

( )
( )

1 1 1 1 1 2

2 2 1 2 3

1 1 1 2

1 2

( ) ( )
, ,

, , ...,

, , ..., ,
n n n

n n n

x f x g x x
x f x x x

x f x x x

x f x x x u
− −

= +
=

=

=

�
�
#
�

�

 (4.18) 

Krstic et al. [1995] stwierdzili, że procedurę całkowania wstecznego można zasto-
sować niezależnie od struktury gładkich funkcji fi. Jednak bardziej dokładna analiza 
procedury doprowadza do wniosków, że obliczanie sygnału sterującego na podstawie 
wyznaczonego w ten sposób prawa regulacji może być źle uwarunkowane numerycz-
nie. Po wprowadzeniu oznaczeń (4.19), (4.20) zostanie rozważona iteracja (i + 1) 

 ( )
1

1, , dla 1, ...,k k k k k

k

x
X X F X x k n

x
+

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�#   (4.19) 

gdzie 
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 ( )1, ...,i ix xα −  wirtualne sterowanie dla 0 1, ..., 1, 0i n α= − =  (4.20) 

Funkcja Lapunowa i jej pochodna w kroku (i + 1) jest określona za pomocą rów-
nań (4.21) i (4.22) 

 ( ) ( ) ( )( )2
1 1 1

1
2i i i i i i iV X V X x Xα+ + += + −  (4.21) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
i

i i i i i i i i i i i
i

V X V X x X f X F X
X
αα+ + + + + +

⎛ ⎞∂
= + − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

� �  (4.22) 

Odpowiednie składniki są dodawane i odejmowane tak, aby pochodna Vi była 
ujemna: 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1 2 1

1 1 1, ,

i
i i i i i i i i i i i

i

i i i i i i i i i

V X W X x X f X F X
X

x X f X x f X

αα

α α

+ + + + + +

− − +

⎛ ⎞∂
= − + − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

+ − −

�
 (4.23) 

gdzie ( ) 0i iW X > . 

Można zauważyć, że funkcja if  jest gładka, jeżeli fi jest gładka 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, , ,i i i i i i i i i i if X x f X f X x xα α+ + +− = −  (4.24) 

W istocie if  jest ilorazem różnicowym w odniesieniu do zmiennej i + 1, ale bezpo-
średnie obliczenie if  z równ. (4.25) jest źle uwarunkowane numerycznie [Bolek,  
Sąsiadek 2001], gdy xi+1 dąży do αi 

 ( ) ( ) ( )
( )

1
1

1

, ,
, i i i i i i

i i i
i i

f X x f X
f X x

x
α

α
+

+
+

−
=

−
 (4.25) 

Procedura ta działa poprawnie, tylko gdy składnik xi+1 – αi może być wyciągnięty 
przed nawias z lewej strony równ. (4.24). Klasę nieliniowych obiektów (inną niż 
(4.17)), dla których jest to możliwe, zbadano w niniejszej pracy (rozdz. 5). Klasa ta 
jest związana z procesami, w których występuje przepływ płynów. Wprowadza to 
nieliniowość typu pierwiastek kwadratowy. 

W celu dokończenia kroku i + 1 procedury backstepping składnik xi+1 – αi 
w równ. (4.23) jest wyciągnięty przed nawias 
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 2 1,

i i i i i i i

i
i i i i i i i

i

V X W X x X

f X x f X F X
X

α

α
+ + +

+ + + +

= − + −

⎛ ⎞∂
× + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

�

 (4.26) 

W drugim nawiasie równ. (4.26) zmienna xi+2 jest traktowana jako kolejne wirtu-
alne sterowanie αi+1. Wybiera się je tak, aby cały składnik był ujemny 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1, , i
i i i i i i i i i i i i

i

f X x f X F X c x X
X
αα α+ + + + + + +

⎛ ⎞∂+ − = − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
  (4.27) 

dla pewnego ci+1 > 0. 
Klasa obiektów (4.17) może być rozszerzona do klasy 

 ( ) ( ) ( )( )1 2 1 3 ,  1, ...,
km

i i i i i i i i ix h X a h X x h X i n+= + + =�  (4.28) 

gdzie ai – pewien niezerowy współczynnik, hij(Xi) – gładkie funkcje, m – liczba natu-
ralna; 

• warunek (i): jeżeli k jest liczba naturalną, to nie nakłada się żadnych dodatko-
wych warunków na hi2, hi3, 

• warunek (ii): jeżeli k jest niezerową liczbą wymierną, to dla wszystkich Xi+1 na-
kłada się warunek 

 ( ) ( )2 1 3 0m
i i i i ih X x h X+ + >   

Lemat 4.1. Dla obiektów klasy (4.28) sterowanie otrzymane za pomocą procedury 
całkowania wstecznego jest dobrze uwarunkowane numerycznie. 

Dowód. Należy udowodnić, że składnik zawierający funkcję ( )1i if X +  nie zawiera 
dzielenia przez zero w prawie sterowania wyznaczonym w kroku (i + 1). Zanalizujmy 
równ. (4.24).  

Przypadek 1. Jeżeli k jest liczbą naturalną, to otrzymuje się  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )(
( ) ( )( ) ) ( )( )

( ) ( )( )

1 2 1 3

2 3 2 1

1 2 1
1 1 1 1

, ,

...

km
i i i i i i i i i i i i

km
i i i i i i i i i i

m m m
i i i i i i i i

f X x f X a h X x h X

h X h X a h X x

x x A f X x

α

α α

α α α

+ +

+

− − −
+ + + +

− = +

− + = −

× + + + = −

 (4.29) 

gdzie 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
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2 3 2 1 3

2 1

2 3 2 3

...

k km m
i i i i i i i i i i

m m
i i i i i i i i i i

k km m
i i i i i i i i i i

A h X x h X h X x h X

h X h X h X x h X

h X h X h X h X

α

α α

− −

+ +

+

− −

= + + +

× + + + +

× + + +

 (4.30) 

Okazało się, że możliwe jest wyciągnięcie składnika xi+1 – ai przed nawias bez 
dzielenia przez zero w ( )1i if X + . 

Przypadek 2a. Jeżeli pk
q

=  jest dodatnią liczbą wymierną, to można zastosować 

zależność: 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

/ /

1 / 2 / 2 / 1 /1/ 2/

1 / 2 / 2 / 1 /1/ 2/

...
...

, , ,

p q p q

p q p q p q p qq q

q q q q q q q qq q

a b a b B

a a b a b bB
a a b a b b

p q a b

− − − −

− − − −

+

− = −

+ + + +=
+ + + +

∈ ∈N R

 (4.31) 

W tym przypadku 

 ( ) ( ) ( )1 2 1
1 2 1 1 ...m m m

i i i i i i i i if X a h X x x Bα α− − −
+ + += + + +  (4.32) 

Jeżeli ( ) ( )2 1 3
m

i i i i ia h X x h X+⎡ ⎤= +⎣ ⎦ , ( ) ( )2 1 3
m

i i i i ib h X h Xα +⎡ ⎤= +⎣ ⎦  oraz przyjmie się 

B zdefiniowanym jak w (4.16), to a, b są dodatnie ze względu na warunek (ii) i dlate-
go mianownik B jest niezerowy. 

Przypadek 2b. Jeżeli k jest ujemną liczbą wymierną 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

2 1 3 2 3

, ,

1 1

i i i i i i

i m m
i i i i i i i i i i

f X x f X

a B
h X x h X h X h X

α

α

+

+

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 (4.33) 

to a, b w B są takie same jak w (4.32). B jest dobrze określone, ponieważ a, b są do-
datnie ze względu na warunek (ii). Po wykonaniu odpowiednich przekształceń otrzy-
muje się. 

( ) ( )

( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2 1
2 1 1 1

2 1 3 2 3

, ,

...

i i i i i i

m m m
i i i i i i i i

i m m
i i i i i i i i i i

f X x f X

h X x x x
a B

h X x h X h X h X

α

α α α

α

+

− − −
+ + +

+

−

⎛ ⎞− − + + +
⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 (4.34) 
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oraz 

 ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1
2 1 1

1
2 1 3 2 3

...m m m
i i i i i i

i i i m m
i i i i i i i i i i

h X x x
f X a B

h X x h X h X h X

α α

α

− − −
+ +

+
+

⎛ ⎞− + + +
⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

  (4.35) 

Mianownik wyrażenia w głównym nawiasie jest niezerowy dzięki warunkowi (ii). 

Uwaga. Klasa rozważanych obiektów jest odpowiednia do procesów, w których 
zachodzi przepływ płynów. W procesach takich za zmienne stanu przyjmuje się war-
tości ciśnienia panującego w różnych częściach obiektu. Strumień masy jest propor-
cjonalny do pierwiastka kwadratowego z różnicy ciśnienia, jeżeli można pominąć 
zmianę gęstości  

 2 1m p pβ= −  (4.36) 

Jeżeli zmiana gęstości ma znaczenie, to przepływ jest proporcjonalny do pier-
wiastka z różnicy kwadratów wartości ciśnienia (4.37). 

 2 2
2 1m p pβ= −  (4.37) 

gdzie: m – strumień masy płynu, p1 – niższe ciśnienie (ujście), p2 – wyższe ciśnienie 
(źródło), β – współczynnik związany z oporem. 

Prawo regulacji uzyskane metodą całowania wstecznego można przystosować do 
sytuacji wymagającej adaptacji niektórych parametrów. Adaptacji można dokonać, 
tworząc równania różniczkowe, których rozwiązaniem jest bieżąca estymata niezna-
nego parametru. Syntezę adaptacyjnego prawa regulacji rozpoczyna się od wyznacze-
nia prawa regulacji w przypadku znajomości adaptowanych parametrów (ang. certain-
ty equivalence) [Kstić et al. 1995], [Ioannou, Sun 1996], [Feng, Lozano 1999]. 

Niech obiekt będzie opisany równaniem 

 ( ) ( ) ( )x x x uθ= + +x f F g�  (4.38) 

Zakłada się, że można znaleźć prawo regulacji ( , )cu u θ= x stabilizujące układ 
(4.38) na podstawie funkcji Lapunowa ( , )cV θx (indeks c pochodzi od ang. certainty). 
Gdy wartość θ jest nieznana, prawo regulacji może być obliczane tylko na podstawie 
estymaty θ̂ . Wprowadza się błąd adaptacji ˆ.θ θ θ= −�  

Funkcję Lapunowa uwzględniającą adaptację otrzymuje się, uzupełniając funkcję 
Vc o składnik zależny od błędu adaptacji 

 21ˆ ˆ( , ) ( , )
2a cV Vθ θ θγ= +x x �  (4.39) 

gdzie γ  – współczynnik adaptacji. 
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Zakłada się, że adaptowany parametr jest stały, chociaż nieznany. Oznacza to, że 
ˆ.θ θ= − ���  Obliczając pochodną adaptacyjnej funkcji Lapunowa, otrzymuje się 

 1ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )a cV Vθ θ θθγ= −x x ��� �  (4.40) 

Sterowanie ˆ( , )cu u θ= x  nie zapewnia tego, że pierwszy składnik pochodnej funk-

cji Va będzie ujemny, ponieważ w równaniu obiektu nie występuje ˆ,θ  lecz θ. Wykonu-
jąc przekształcenia polegające na jednoczesnym dodawaniu i odejmowaniu odpo-
wiednich składników do równ. (4.40), można doprowadzić do postaci 

 ( ) 1
0

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) , ( , , )aV W W γθ θ θ θ θθ= − + −x x x �� ��  (4.41) 

gdzie funkcja ( )ˆ,W θx  jest dodatnio określona. 

Kolejnym etapem przekształcania jest wyciągnięcie przed nawias z dwu ostatnich 
wyrazów składnika θ�  

 ( ) ( )1
1

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) , ( , )aV W W γθ θ θ θ θ= − + −x x x ���  (4.42) 

W1, W0 funkcje wynikające z wykonania odpowiednich przekształceń. 
Pochodna funkcji Lapunowa staje się ujemna, jeśli ostatni wyraz w równ. (4.42) 

zostanie wyeliminowany, co uzyskuje się przez wprowadzenie prawa adaptacji 

 ( )1
ˆ ˆ,Wθ γ θ= x�  (4.43) 

W ten sposób uzyskano równanie różniczkowe, które rozwiązywane podczas re-
gulacji obiektu daje estymatę nieznanego parametru θ. 

Warunkiem prowadzenia poprawnej adaptacji jest tzw. warunek ciągłego pobu-
dzania [Ioannou, Sun 1996]. Oznacza to, że adaptacja nie następuje, gdy obiekt znaj-
duje się w stanie ustalonym. Adaptacja może zachodzić jedynie podczas przebiegów 
przejściowych. 

 



 

 



 

5. Zastosowanie metody całkowania wstecznego 
do sterowania bloku energetycznego 

5.1. Synteza nieliniowego regulatora 

Model obiektu (równanie (2.9)) 

 
11 1 1

2

,

,

sh T D T Th T

w w w D D w D T

C p k p p p uT x x p u

T m m u C p m k p p

γ

γ

= − −= − +

= − + = − −
 (5.1) 

ma punkt równowagi: 

 2 1 1w D T Tu m k p p p u xγ= = − = =  (5.2) 

Równowaga układu może być osiągnięta dla dowolnej wartości mocy x1 i ciśnie-
nia przed turbiną pT. Celem pracy układu regulacji jest produkowanie zadanej mocy Pz 
pod stałym ciśnieniem w walczaku pT = 1. Aby usytuować punkt równowagi dla tych 
wartości, należy w układzie regulacji wprowadzić odpowiednie działania całkujące. 
Równania mają wtedy postać 

 

11 1 1

1 1 1

2 2 2

,

,

1,

sh T D T Th T

i z D D w D T

i T w w w

C p k p p p uT x x p u

T e x P C p m k p p

T e p T m m u

γ

γ

= − −= − +

= − = − −

= − = − +

 (5.3) 

Ti1, Ti2 – stałe czasowe integratorów. 
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W punkcie równowagi zmienne stanu osiągają wartości 

 
2 2

1 2, 1, z
w z T D

k Px m P p p
kγ
+

= = = =
 

(5.4) 

W stanie równowagi sterowania muszą mieć one wartości 

 1 2, , 1z
z T

T

Pu u P p
p

= = =  (5.5) 

Aby uprościć obliczenia, przesuwa się punkt równowagi do początku układu no-
wych współrzędnych, oznaczanych tyldą. Można też łatwo wyeliminować nielinio-
wość związaną ze sterowaniem u1 

 

1 1

1
1

2 2

2

2 2

1

1

z

T T

z

T

z
D D

w w z

z

x x P
p p

u Pu
p

k Pp p
k

m m P
u u P

γ

= +
= +

+=
+

+= +

= +
= +

 (5.6) 

Układ równań w nowych współrzędnych jest następujący: 

 
1 1 1

1 1 1

2 2

h

i

i T

T x x u
T e x

T e p

= − +
=
=

 (5.7a) 

 

2

1

2

2

z
sh T D T z

z
D D w z D T

w w w

PC p k p p u Pk

PC p m P k p p k

T m m u

γ

γ

⎛ ⎞= − + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= + − − + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − +

 (5.7b) 

Zasady syntezy oparte na metodzie całkowania wstecznego opisano w rozdz. 4. 
W pierwszym kroku synteza regulatora zostanie przeprowadzona dla pierwszych trzech 
równań (5.7a), które są liniowe; zmienna Tp  będzie traktowana jako pierwsze wirtualne 
sterowanie α1. Liniowy podukład (5.7a) można zapisać w postaci macierzowej: 
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 1

1

u
α
⎡ ⎤

= ⋅ + ⋅ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

x A x B  (5.8) 

 [ ]
1

1 1 2
1

2

2

1 0 0 1 0

1 0 0 0 0
100 0 0

h h

i

i

T Tx
e T
e

T

⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

x A B b b    

Dla tego podukładu wyznacza się regulator liniowo-kwadratowy, rozwiązując od-
powiednie równanie Riccatiego. Dodatnio określona, symetryczna macierz P, która 
jest rozwiązaniem tego równania, może być użyta do skonstruowania funkcji Lapu-
nowa (5.9), której pochodna jest ujemna (klasyczny wynik w teorii sterowania) 

 3
TV = x Px  (5.9) 

Wyznaczone na tej podstawie sygnały sterujące mają następującą postać: 

 
1 1

11 12 131 1
1 1

21 22 231 2
2 2

x x
g g gu

e e
g g g

e e
α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅ = ⋅ = ⋅⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

g
g x

g
 (5.10) 

czyli wirtualne sterowanie wyznaczone w tym kroku jest równe 

 1 2α = g x  (5.11) 

W kolejnym kroku procedury całkowania wstecznego funkcję Lapunowa uzupeł-
nia się składnikiem zawierającym różnicę między wirtualnym sterowaniem a rzeczy-
wistą zmienną 

 ( )2
4 3 1

1
2 TV V p α= + −  (5.12) 

Za wirtualne sterowanie w tym kroku wybiera się zmienną .Dp Prawo regulacji 
związane z nią należy tak dobrać, aby pochodna funkcji V4 była ujemnie określona 

 

( )( )

( )( )

4 1 1

1 1
1 1

T T
T T

T

T
T T

T T

V p p

p p
p p

α α

α α

= + + − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x Px x Px

g x g x
A x B Px x P A x B

  (5.13) 

Rozpisując pierwszy składnik i dodając człony, które zależą od wyznaczonego 
wirtualnego sterowania, nie zaś od zmiennej ,Tp  otrzymuje się 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 1 1 2 1 1 2

1 1 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 1 2 1 1 1

T T T T
T T

T TT
T T

T TT T
T

TT T
T T T

V p p

p p

p

p p p

α α

α α α α

= ⋅ + + + ⋅ + +

+ − − + + −

− = + + + +

+ − − + − −

A x b g x Px b Px x P A x b g x x P b

b g x Px x P b g x b g x Px

x P b g x x A Bg P P A Bg x b Px

x P b b Px x P b

 (5.14) 

Ponieważ P i g wynikają z rozwiązania równania Riccatiego, więc pierwszy 
składnik w równ. (5.14) jest na pewno mniejszy od pewnej ujemnie określonej funkcji 
–W3. Z pozostałych składników wyciąga się czynnik ( )1Tp α−  przed nawias 

 

( )( )

( )

4 3 1 2 1

2

3 1 2 1 1

2

12

T
T T

T z
T D T z

sh

V W p p

PW p k p p u PC k

α α

α γ α

≤ − + − + −

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟= − + − + − + − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

x Pb

x Pb
 (5.15) 

W równaniu tym zmienną Dp  (wirtualne sterowanie α2) należy wyznaczyć tak, 

aby drugi składnik sumy był równy ( )2
4 1Tc p α− − , gdzie c4 > 0, czyli 

 ( )
2

2 1 1 4 1
12 T z

D T z T
sh

Pk p p u P c pC kγ α α
⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟+ − + − − − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

x Pb  (5.16) 

 
( )( )2

4 1 2 1 12 T
sh T zz

D T

C c p u PPp p k k
α α

γ
− − − + + +⎛ ⎞− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

x Pb
 (5.17) 

Równanie (5.17) ma sens tylko wtedy, gdy prawa strona jest dodatnia. Można 
stwierdzić, że w pewnym otoczeniu punktu równowagi wszystkie zmienne stanu są 
równe zeru, a o znaku tego wyrażenia decyduje moc zadana Pz. Wielkość otoczenia 
zostanie rozpatrzona w innym miejscu. Podnosząc obustronnie do kwadratu ostatnie 
równanie, otrzymuje się wyrażenie określające wirtualne sterowanie α2 

 
( )( )( )22 2

4 1 2 1 1
2 2

2 T
T z sh T z

D

k p P C c p P
p

k

α α
α

γ

− + − − − + + +
= =

x Pb g x
  (5.18) 

Pochodną pierwszego wirtualnego sterowania α1 po czasie oblicza się analitycz-
nie: 

 ( ) 1 121 1
1 2

T T

ud
p pdt

α αα
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂= = = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

g xg x
x A x B g A x B

x x
 (5.19) 
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W kolejnym kroku funkcję Lapunowa uzupełnia się o składnik zawierający różni-
cę pomiędzy ciśnieniem w walczaku Dp~  a wirtualnym sterowaniem α2 

 ( )2
5 4 2

1
2 DV V p α= + −  (5.20) 

W celu uzyskania ujemnej pochodnej funkcji V5, zmienna wm  zostanie użyta jako 
kolejne wirtualne sterowanie 

 
( )( )

( )( ) ( )( )
5 4 2 2

1 1 2 2

D D

T T
T T D D

V V p p

p p p p

α α

α α α α

= + − −

= + + − − + − −x Px x Px
 (5.21) 

Po wykorzystaniu przekształceń wykonanych w poprzednim kroku i wprowadze-
niu odpowiedniego składnika zawierającego wirtualne sterowanie α2 otrzymuje się 

 

( ) ( )( )5 2 1

2

1

1 1

2

2 1

1 1

2

2 1

1 1

2

2 ( )

( )

( )

( )

( )

TT T
T

z
D T z

T
sh

z
T z

T
sh

z
T z

T
sh

D

V p

Pk p p Pk
p

C

Pk p Pk
p

C

Pk p Pk
p

C

p

α

γ
α α

γα
α α

γα
α α

α

= + + + + −

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠+ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠+ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠− − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ −

x P A Bg A Bg P x x Pb

g x

g x

g x

2( )Dp α−

  (5.22) 

 

2
5 3 4 1

2 2

1 2

2 2

( )

( )

( )( )

T

z z
T D T T

sh

D D

V W c p

P Pk p p p pk kC

p p

α

α γ γα

α α

= − − − +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ − − + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
+ − −

   (5.23) 

Kolejną trudnością w dalszych obliczeniach jest wyciągnięcie z drugiego składni-
ka przed nawias czynnika ( )2 .Dp α−  Równanie obiektu nie jest liniowe względem 
wirtualnego sterowania α2. W rozdziale 4 rozważono to zagadnienie w sposób szcze-
gółowy. W ogólnym przypadku wyciągnięcie takiego składnika przed nawias powo-
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duje, że obliczanie prawa regulacji według takiej zależności jest źle uwarunkowane 
numerycznie. Można wskazać klasę obiektów (do której należy rozważany tu model), 
dla której możliwe jest uniknięcie niestabilności numerycznej przez zastosowanie 
odpowiednich przekształceń. 

Wyrażenie znajdujące się w składniku w drugiej linii sumy można przekształcić 
w następujący sposób: 

 

( )

2 2

2

2 2

2

2 2

2

2

2 2

2

z z
D T T

z z
D T T

z z
D T T

D

z z
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P Pp p pk k

P Pp p pk k

P Pp p pk k

p

P Pp p pk k

γ γα

γ γα

γ γα

γ α

γ γα

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.24) 

zatem 

 

( )

( ) ( )

2
5 3 4 1

1
2 22 2

2

T

T
D D

sh z z
D T T

V W c p

pkp p
C P Pp p pk k

α

αγα α

γ γα

= − − −

⎛ ⎞−
+ − + −⎜ ⎟

⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (5.25) 

Wirtualne sterowanie 3 wmα =  należy tak dobrać, aby 

 ( ) ( )1
2 5 22 2

2

T
D D

sh z z
D T T

pk p c p
C P Pp p pk k

αγ α α

γ γα

−
+ − = − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.26) 

Wstawiając wyrażenie określające ,Dp  otrzymuje się 
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2
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5 2 22 2
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1 z
D T w z

D
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sh z z
D T T

Pk p p m PC k

pkc p
C P Pp p pk k

γ
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⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
−

= − − − +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.27) 
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D T T

Pm c C p k p p Pk
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⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.28) 

Wyrażenie określające 2α  oblicza się analitycznie. Ze względu na jego rozmiar 
nie zostało tutaj przytoczone 

 2 2
2 T

T

p
p

α αα ∂ ∂= +
∂ ∂

x
x

 (5.29) 

Funkcja Lapunowa przyjmuje ostateczną postać przez dodanie kolejnego składnika 

 ( )2
6 5 3

1
2 wV V V m α= = + −  (5.30) 

Pochodną funkcji V trzeba uczynić funkcją ujemną przez wybór odpowiedniego, 
tym razem rzeczywistego, sterowania 2u  
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x Px x Px  (5.31) 
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⎛ ⎞
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 (5.32) 
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 (5.33) 
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 (5.34) 
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 (5.34) 

Po podstawieniu wyrażenia określającego α3 do trzeciego składnika oraz po 
uproszczeniu składnika drugiego i czwartego otrzymuje się: 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
6 3 4 1 5 2

3 2 2 3
1 1

T D

w D w
D w

V W c p c p

m p m uC T

α α

α α α

= − − − − −

⎛ ⎞+ − − + − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (5.35) 

W ostatnim składniku sterowanie 2u  dobiera się tak, aby zachodziła równość: 

 ( ) ( ) ( )2 2 3 6 3
1 1

D w w
D w

p m u c mC Tα α α− + − + − = − −   (5.36) 

 ( ) ( )2 6 3 2 3
1

w w w D
D

u m T c m pCα α α⎛ ⎞= − − + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5.37) 

W ten sposób wyznaczono sterowania 1,u 2u metodą całkowania wstecznego. Za-
leżność określającą 3α  wyznacza się w sposób analityczny. 

5.2. Synteza adaptacyjnego prawa regulacji 

Synteza adaptacyjnego prawa regulacji zostanie przeprowadzona dla modelu blo-
ku energetycznego z działaniami całkującymi (5.3). Pierwszym etapem jest wyzna-
czenie prawa regulacji, w przypadku gdy wszystkie współczynniki są znane (certainty 
equivalence). Można zatem wykorzystać rezultaty uzyskane w poprzednim rozdziale. 

Aby nie powtarzać uczynionych poprzednio kroków, opis syntezy rozpocznie się 
od modelu w postaci (5.7). 
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 (5.38) 

wektory x, b1, b2 oraz macierz A są określone zależnościami (5.8), wektor g1 wynika 
z syntezy liniowego prawa regulacji dla zmiennej 1,u ρ – nieznana odwrotność stałej cza-
sowej Tw. Wartość ρ będzie podlega estymacji. Prawo regulacji wyznacza się na podsta-
wie estymaty ρ̂  tego parametru. Prawo regulacji określone, gdy ρ jest znane, przedsta-
wiono w (5.39). Należy zauważyć, że sterowanie 2u  zależy będzie od estymaty ρ̂  
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 (5.39) 

gdzie c4, c5, c6 – stałe, dodatnie współczynniki określające udział poszczególnych 
składników w funkcji Lapunowa. Pochodne 1 2 3, ,α α α  są obliczane analitycznie.  

Celem syntezy prawa adaptacji jest wyznaczenie równania różniczkowego 

 ( )ˆ ˆ, , , ,T D wp p mρ τ ρ= x  (5.40) 

pozwalającego na bieżąco obliczać wartość estymaty ρ̂  parametru ρ. Uzyskuje się to 
na podstawie funkcji Lapunowa uzupełnionej o składnik zależny od błędu adaptacji 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 3

1 1 1 ˆ
2 2 2 2

T
a T D wV p p m

ρ
α α α ρ ρβ= + − + − + − + −x Px  (5.41) 

gdzie β – współczynnik określający szybkość adaptacji. 
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Prawo adaptacji należy tak dobrać, aby pochodna funkcji Lapunowa była ujemnie 
określona 
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m m

α α α α

ρ
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+ − − + − −

x Px x Px
 (5.42) 

Ponieważ ρ jest stałym parametrem, więc 0ρ = . Następnie przeprowadza się 
przekształcenia podobne jak w przypadku pełnej znajomości wszystkich parametrów 
(równ. (5.9)–(5.35)) 
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 (5.43) 

Do równania (5.43) dodaje i odejmuje się wyrażenie zawierające estymatę niezna-
nego parametru 
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 (5.44) 

Do trzeciego składnika wstawia się sterowanie 2u  z równ. (5.39). Z drugiego 
i czwartego wiersza wyciąga się przed nawias składnik ( )ˆρ ρ−  
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 (5.45) 

Wyrażenia zawierające nieznany składnik ρ zostaną wyeliminowane, jeżeli będzie 
spełniona równość 

 ( )( )3 2 ˆ 0w wm m u
ρ

α ρβ− − + − =  (5.46) 

 ( )( )1
3 2ˆ w wm m uρ β ρ α−= − − +  (5.47) 
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Po uwzględnieniu zależności określającej sterowanie 2u  otrzymuje się 

 ( ) ( ) ( )3 6 3 2 3
1ˆ

ˆ w w D
D

m c m pC
ρ

ρ β α α α α
ρ

⎛ ⎞= − − − + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5.48) 

Ponieważ ρ > 0, więc przyjmuje się sgn( ) 1
ˆ
ρ

ρ
ρ

= =  [Krstić et al. 95]. Prawo  

adaptacji jest określone zależnością 

 ( ) ( ) ( )3 6 3 2 3
1ˆ ( , , , )T D w w w D

D
p p m m c m pCρ τ β α α α α⎛ ⎞= = − − − + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
x  (5.49) 

5.3. Symulacje układu regulacji z całkowaniem wstecznym 

Obiekt nieliniowy jest scharakteryzowany za pomocą układu równ. (2.3). Parame-
try modelu są takie same. Nieliniowe prawo regulacji (5.37) zapisano w procedurze 
sterowania (rys. 5.1). Informację o zmianie wartości zadanej Pz wprowadza się od razu 
do bloku generującego sygnały sterujące. 

Dla liniowej części obiektu zastosowano liniowe sprzężenie zwrotne od stanu przy 
kwadratowym wskaźniku jakości. Macierze we wskaźniku jakości są równe 

8

1 0 0
1 0

0 0,05 0 1000
0 1

0 0 10−

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

Q R  

• Wartości własne części liniowej są następujące:  

6

0,14244
0,01182

2,6352 10−

−
−

− ⋅
 

• Wartości stałych czasowych integratorów: Ti1 = 0,6 s, Ti2 = 1,2 s. 
• Wartości współczynników w funkcji Lapunowa (6.35) wynoszą: c4 = 0,23, 

c5 = 0,001, c6 = 0,00001. 
Należy podkreślić, że układ regulacji był bardzo wrażliwy na wartość współczyn-

nika c4. 
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Rys. 5.1. Schemat modelu do badania układu regulacji (UAR) z całkowaniem wstecznym 

 

Rys. 5.2. UAR z całkowaniem wstecznym, sygnały sterujące bloku energetycznego, 
zmiana mocy zadanej Pz o 2% od 0,90 do 0,92 
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Rys. 5.3. UAR z całkowaniem wstecznym, zmienne stanu bloku energetycznego,  

zmiana mocy zadanej Pz o 2% od 0,90 do 0,92 

 

Rys. 5.4. UAR z całkowaniem wstecznym, sygnały sterujące bloku energetycznego, 
zmiana mocy zadanej Pz o 10% od 1,0 do 0,90 

 

Rys. 5.5. UAR z całkowaniem wstecznym, zmienne stanu bloku energetycznego, 
zmiana mocy zadanej Pz o 10% od 1,0 do 0,90 
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Rys. 5.6. UAR z całkowaniem wstecznym, sygnały sterujące bloku energetycznego,  
zmiana mocy zadanej Pz o 5% od 0,50 do 0,45 

 
Rys. 5.7. UAR z całkowaniem wstecznym, zmienne stanu bloku energetycznego,  

zmiana mocy zadanej Pz o 5% od 0,50 do 0,45 

5.4. Układ z całkowaniem wstecznym i adaptacją 

Obiekt nieliniowy jest scharakteryzowany układem równań (2.3). Parametry mo-
delu i parametry prawa regulacji są jak w p. 5.3. Prawo adaptacji (5.49) zostało zreali-
zowane za pomocą S-funkcji pod nazwą adaptacja. Adaptowanym parametrem jest 
odwrotność stałej czasowej inercji cieplnej kotła. Jej rzeczywista wartość wynosiła: 



Rozdział 5 70

1 1 0,003846
260WT

ρ = = =  

Wartość początkowa estymaty 0ˆ 0,003,ρ =  co odpowiada ˆ 333,3WT =  s. 

 
Rys. 5.8. Schemat modelu do badania układu z całkowaniem wstecznym  i  adaptacją 

Pierwszy eksperyment 
Zmiana mocy zadanej Pz o 5% od 0,80 do 0,75 

 

Rys. 5.9.  UAR  z adaptacją, sygnały sterujące  bloku energetycznego 
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Rys. 5.10. UAR  z adaptacją, zmienne stanu bloku energetycznego 

 

Rys. 5.11. UAR  z adaptacją, estymata (1/Tw) inercji cieplnej bloku energetycznego 

Drugi eksperyment 
Zmiana mocy zadanej Pz o 10% od 0,80 do 0,90 

 

Rys. 5.12. UAR z adaptacją, zmienne stanu bloku energetycznego 
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Rys. 5.13. UAR z adaptacją, sygnały sterujące bloku energetycznego 

 

Rys. 5.14. UAR z adaptacją, estymata (1/Tw) inercji cieplnej bloku energetycznego, 
zmiana mocy zadanej Pz o 10% od 0,80 do 0,90  

Najszybsze zmiany mocy można było uzyskać za pomocą układu całkowania 
wstecznego wyznaczonego dla uproszczonego modelu inercji cieplnej kotła. Układ 
osiągał nową wartość zadaną po ok. 200–300 sekundach bez przeregulowania (rys. 
5.10). 

Uzyskanie tak dobrych właściwości układu w przypadku metody całkowania 
wstecznego  do syntezy układu  regulacji mocy bloku energetycznego wymagało jed-
nak bardzo dużych zmian sygnału sterującego paliwem (rys. 5.9), co nie jest korzystne 
dla młynów zasilających kocioł. Układ całkowania wstecznego z adaptacją wykazy-
wał zarówno dłuższy czas ustalania się stanu ustalonego  mocy, jak i  powolną zbież-
ność estymaty nieznanego parametru obiektu i  zależną od znaku zakłócenia mocą 
zadaną  (rys. 5.11–5.14). 



 

6. Układy wykorzystujące linearyzację 

W przedstawionych przykładach zastosowania linearyzacji wykorzystano 
przekształcenie zmiennych stanu i sprzężenie zwrotne do syntezy układów regula-
cji w wybranych procesach termoenergetycznych. Modele matematyczne tych 
procesów omówiono w rozdziale 2. Działanie wyznaczonych nieliniowych ukła-
dów regulacji porównano z działaniem typowych układów liniowych na podstawie 
eksperymentów symulacyjnych. 

Rozważane obiekty energetyczne można opisać nieliniowymi równaniami róż-
niczkowymi 

 ( , )=x F x u  (6.1) 

gdzie: ,nX∈ ⊂x R mU Ru ⊂∈  są wektorami stanu i sterowania, ( ), : nX U⋅ ⋅ × →F R  
jest gładkim odwzorowaniem. 

W teorii sterowania najlepiej poznano zasady analizy i syntezy układu regulacji 
dla obiektów liniowych 

 = +x Ax Bu  (6.2) 

gdzie A, B są macierzami o stałych współczynnikach o wymiarach n × n oraz n × m. 
Obiekty (6.2) stanowią podzbiór obiektów klasy (6.1) dla .),( BuAxuxF +=  Inte-

resujące jest pytanie, czy można dla obiektów nieliniowych przeprowadzić syntezę 
układu regulacji metodami opracowanymi dla obiektów liniowych. Zagadnienie to 
określa się mianem linearyzacji obiektu nieliniowego. Należy przy tym odpowiedzieć 
na pytanie, kiedy i jak można przeprowadzić linearyzację oraz w jakich warunkach 
pracy obiektu linearyzacja ta jest poprawna. 

Istnieją dwa podejścia do linearyzacji. Jedno jest klasyczne, oparte na zastosowa-
niu przybliżenia liniowego, drugie to podejście stosunkowo nowe, oparte na zastoso-
waniu przekształcenia zmiennych stanu i sprzężenia zwrotnego. Podejście to wynika 
ze stwierdzenia, że nieliniowość w modelu obiektu nie jest jego zasadniczą cechą, lecz 
pojawia się w równaniach jedynie ze względu na „niewłaściwy” wybór zmiennych 
stanu. 
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W dalszej części rozdziału wprowadzono definicje precyzujące poszczególne ro-
dzaje linearyzacji oraz warunki wystarczające i konieczne do jej przeprowadzenia. 

6.1. Przybliżenie liniowe 

Niech x0, u0 określa stan równowagi układu (równ. (4.1)), tzn. F(x0, u0) = 0. Bez 
straty ogólności można przyjąć, że x0 = 0, u0 = 0. Funkcję F(x, u) można rozwinąć 
w szereg Taylora wokół tego punktu i zastąpić ją przybliżeniem liniowym, pomijając 
składniki wyższych rzędów 

 ( , ) ( , )( , )
= =
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥≅ +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x 0 x 0
u 0 u 0

F x u F x uF x u x u
x u

 (6.3) 

Otrzymuje się przybliżenie liniowe układu (4.1) w zapisie (4.2), gdzie: 

 ( , )
=
=

⎡ ⎤∂⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂
⎣ ⎦

x 0
u 0

F x uA
x

 oraz 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂=

=
=

0u
0xu

uxFB ),(  (6.4) 

Projektując układ regulacji na podstawie przybliżenia liniowego, nie wprowadza 
się do jego struktury żadnych dodatkowych elementów. 

 

Rys. 6.1. Schemat struktury układu regulacji 
wyznaczonego na podstawie przybliżenia liniowego 

Regulator liniowy, którego schemat pokazano na rys. 6.1, projektuje się tak, jakby 
obiekt był liniowy, pomijając wszelkie nieliniowości. Przybliżenie to dobrze oddaje 
właściwości dynamiczne układu jedynie wokół punktu równowagi. 

Jeśli posługujemy się metodą linearyzacji przez sprzężenie zwrotne, należy zdefi-
niować pochodną i nawias Liego. 

Niech f(x) oraz g(x) będą odwzorowaniami f, g: X →  Rn, .nX∈ ⊂x R Odwzoro-
wania te można zapisać w postaci wektorów kolumnowych. Nazywa się je również 
polami wektorowymi 
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Niech ω(x) będzie kowektorem, czyli wektorem wierszowym o wymiarze 1 × n, 
którego składowymi są funkcje gładkie 

1 2( ) [ ( ) ( ) ... ( )]nω ω ω ω=x x x x  

Kowektorem o szczególnym znaczeniu jest gradient. Oznacza się go jako dλ lub 
.xλ∇  Każda składowa i-tego kowektora jest pochodną cząstkową funkcji λ po i-tej 

zmiennej xi. dλ nazywa się również formą różniczkową pierwszego rzędu 

 
1 2
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n

d
x x x

λ λ λλ λ
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x
x x xx x   

Używa się również bardziej zwartego zapisu 

 ( )( )d λλ ∂=
∂

xx
x

  

Przejście między wektorami a kowektorami (i odwrotnie) odbywa się za pomocą 
operacji transponowania. Transponowany kowektor jest wektorem kolumnowym 
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Niech λ(x) będzie gładką, skalarną funkcją n zmiennych; nX Rx ⊂∈ . 

Definicja 6.1. Pochodna Liego Lfλ(x) funkcji λ(x) wzdłuż pola f (x) jest zdefinio-
wana jako 
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Jeżeli pochodną Liego oblicza się wielokrotnie, to stosuje się oznaczenie 
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Pochodne Liego można wyznaczać wzdłuż różnych pól wektorowych. Stosuje się 
wówczas oznaczenia 
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Kolejnym fundamentalnym pojęciem jest nawias Liego 

Definicja 6.2. Nawias Liego dwóch pól wektorowych f(x), g(x) jest określony za-
leżnością 
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oznaczają macierze Jacobiego dla g(x) i f(x).  □ 

W celu uproszczenia zapisu będzie pomijane oznaczenie zależności od x. 
Nawias Liego można obliczać wielokrotnie, co prowadziłoby do zapisu [f, [f, ...,  

[f, g]…]]. Dla skrócenia zapisu stosuje się oznaczenie 

 1,k kad ad −⎡ ⎤= ⎣ ⎦f fg f g  dla k > 0  

  ggf =0ad   

Nawias Liego ma następujące właściwości: 
• Jest dwuliniowy nad zbiorem liczb rzeczywistych. Niech f1(x), f2(x), g1(x), g2(x) 

będą polami wektorowymi, a r1, r2 – liczbami rzeczywistymi. Zachodzą wtedy zależ-
ności 

[ ] [ ] [ ]12211112211 ,,, gfgfgff rrrr +=+  

[ ] [ ] [ ]21211122111 ,,, gfgfggf rrrr +=+  

• Jest skośnie symetryczny; f(x), g(x) – pola wektorowe 

[ ] [ ]fggf ,, −=  
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• Spełnia tożsamość Jacobiego; f(x), g(x), p(x) – pola wektorowe 

[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0gfpfpgpgf =++  ,, ,, ,,  

Dla tak zdefiniowanych operacji różniczkowych zachodzą zależności: 
1. Jeśli )(xα  i )(xλ  są funkcjami skalarnymi, a f(x) jest polem wektorowym, to  

))()(()( xxx ff λαλα LL =  

2. Jeśli )(xα  i )(xβ  są funkcjami skalarnymi, a f(x), g(x) są polami wektorowy-
mi, to 

[ ] [ ], , ( ) ( )L Lα β α β α β β α= + −f gf g f g g f  

3. Jeśli )(xλ  jest funkcją skalarną, a f(x), g(x) są polami wektorowymi, to 

[ , ] ( ) ( ) ( )L L L L Lλ λ λ= −f g f g g fx x x  

4. Jeśli )(xλ  jest funkcją skalarną, a f(x) jest polem wektorowym, to  

( ) ( ( ))L d d Lλ λ=f fx x  

6.2. Linearyzacja przez czystą transformację zmiennych stanu 

Transformacja zmiennych stanu jest podstawowym narzędziem pozwalającym zastą-
pić obiekt nieliniowy obiektem liniowym nie tylko w jednym punkcie, lecz w obszarze X. 
Zastosowanie transformacji zmiennych stanu rozważa się dla klasy obiektów afinicznych 
(6.5), które stanowią podzbiór wszystkich gładkich obiektów nieliniowych (6.1) 

 uxGxfx )()( +=  (6.5) 
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Wektor f(x) bywa nazywany dryfem. Zakłada się, że rząd macierzy G(x) jest stały 
i wynosi m w całym obszarze .nX ⊂ R  

Zmienne stanu można przekształcić za pomocą transformacji (6.6), która jest dy-
feomorfizmem 

 )(xTz = , nZ Rz ⊂∈  (6.6) 

Po zastosowaniu tego przekształcenia do obiektu (6.5) otrzymuje się 

 ))()(()()()( uxGxf
x
xTx

x
xTxTz +

∂
∂=

∂
∂==

dt
d  (6.7) 

Prawa strona równania (6.7) zależy od x. Ponieważ transformacja (6.6) jest dyfeo-
morfizmem, więc )(1 zTx −= . Dlatego równanie (6.7) przyjmuje ostatecznie postać 
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xTzTf
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= −− ∂
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∂=  (6.8) 

Definicja 6.3. Obiekt (6.5) jest linearyzowalny przez czystą transformację zmien-
nych stanu w obszarze X, jeżeli można tak dobrać transformację T(x), że równanie 
(6.8) będzie liniowe, czyli dla każdego X∈x  będą spełnione warunki 

 AzzTf
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∂ −
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∂
∂ −
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 (6.9) 

Oznacza to, że obiekt (6.5) jest transformowalny do postaci (6.2). Obiekt nieli-
niowy można zatem traktować jak obiekt liniowy w całym obszarze X, w którym dy-
feomorfizm (6.6) jest dobrze określony, a nie tylko w pobliżu jednego punktu jak 
w przybliżeniu liniowym. W strukturze układu regulacji pojawia się nieliniowa trans-
formacja zmiennych stanu (rys. 6.2).  □ 

 

Rys. 6.2. Schemat struktury układu regulacji z linearyzacją 
przez transformację zmiennych stanu 

Warunki linearyzowalności przez czystą transformację zmiennych stanu zostały 
sformułowane po raz pierwszy w pracy Krenera [1973]. 
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Twierdzenie 6.1. Obiekt (6.5) jest linearyzowalny lokalnie przez czystą transfor-
mację zmiennych stanu wtedy i tylko wtedy, gdy w każdym punkcie obszaru X∈x  
zachodzi: 

1. Wymiar dystrybucji dim ( ) nΔ =x , gdzie Δ = span{ ( );q
f iad g x 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ q 

≤ n – 1}, 
2. [ ( ), ( )] 0q r

i jad ad =f fg x g x  dla wszystkich 1 ,i j m≤ ≤  oraz 0 1,q n≤ ≤ −
0 r n≤ ≤ . □ 

Okazuje się, że znalezienie takiej transformacji jest możliwe tylko dla stosunkowo 
wąskiej klasy obiektów nieliniowych. Rozszerzenie tej klasy można uzyskać przez 
zastosowanie sprzężenia zwrotnego. 

6.3. Linearyzacja przez sprzężenie zwrotne 

Drugim podstawowym narzędziem służącym do linearyzacji jest sprzężenie 
zwrotne. Pojęcie linearyzacja przez sprzężenie zwrotne oznacza, że zastosowano 
transformację zmiennych stanu (6.6) oraz w pętli sprzężenia zwrotnego wprowadzono 
zależność (6.10), którą określa się jako linearyzujące sprzężenie zwrotne. Takie podej-
ście do linearyzacji uważa się za standardowe, dlatego jego warianty określa się za 
pomocą bardziej rozbudowanego nazewnictwa. Linearyzacja przeprowadzona za po-
mocą jedynie sprzężenia zwrotnego nazywa się linearyzacją przez czyste sprzężenie 
zwrotne – analogicznie do linearyzacji przez czystą transformację zmiennych stanu. 
Jeśli w pętli sprzężenia zwrotnego zamiast statycznej zależności (6.10) wprowadzi się 
człon dynamiczny, to ten wariant nazywać się będzie linearyzacją przez dynamiczne 
sprzężenie zwrotne (podr. 6.4). Zależność (6.10) określa się również mianem trans-
formacji sygnałów sterujących 

 vxβxαu )()( +=  (6.10) 
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( ),α x β(x) są wektorem i macierzą zawierającą gładkie funkcje, które pozostają 
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Po zastosowaniu transformacji (6.6) i sprzężenia zwrotnego (6.10), równanie 
obiektu przyjmuje postać 

 vxβxG
x
xTxαxG

x
xTxf

x
xTz )()()()()()()()(

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=  (6.11) 

Po zmianie zmiennych stanu po prawej stronie równ. (6.11) otrzymuje się równa-
nie obiektu w postaci 
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Definicja 6.4. Obiekt (6.5) jest linearyzowalny przez sprzężenie zwrotne w obsza-
rze X, jeżeli można tak dobrać T(x), α(x), β(x), aby równanie (6.12) było liniowe, 
czyli dla każdego X∈x  będą spełnione warunki 
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 (6.13) 
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 □ 

Projektant układu regulacji ma do dyspozycji trzy elementy: T(x), α(x) i β(x), co 
pozwala przeprowadzić linearyzację dla większej klasy nieliniowych obiektów. Struk-
tura układu regulacji staje się jednak bardziej złożona (rys. 6.3). 

 
Rys. 6.3. Schemat struktury układu regulacji z linearyzacją 
przez transformację zmiennych stanu i sprzężenie zwrotne 

Warunki linearyzowalności przez sprzężenie zwrotne można określić za pomocą 
rzędu względnego. Chociaż warunki te nie są bezpośrednio weryfikowalne, to jednak 
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pokazują istotę procesu linearyzacji. Najpierw zostanie omówiony przypadek lineary-
zacji obiektu o jednym wejściu. Dla m = 1 przyjmuje się oznaczenie G(x) = g(x) 

 u)()( xgxfx +=  (6.14) 

Twierdzenie 6.2. Obiekt (6.14) jest linearyzowalny przez sprzężenie zwrotne, je-
śli istnieje skalarna funkcja wyjścia h(x), taka że rząd względny r jest równy rzędowi 
obiektu n w każdym punkcie obszaru X [Isidori 1995]. □ 

Funkcję h(x) spełniającą ten warunek nazywa się wyjściem linearyzującym. Do-
wód warunku wystarczającego, który wyjaśnia istotę samego procesu linearyzacji, 
zostanie przytoczony poniżej. 

Dowód warunku wystarczającego. Ponieważ rząd względny jest równy n, więc 
zachodzą zależności 

 0)(...)()( 2 ==== − xxx fgfgg hLLhLLhL n  oraz 0)(1 ≠− xfg hLL n  (6.15) 

Niech pierwszą nową zmienną stanu będzie z1 = h(x). Jej pochodna jest równa 

huLhLhz gfx
x

+=
∂
∂=1  

Równość 0=hLg  wynika z równ. (6.15). W związku z tym pochodna z1 nie zale-
ży od sygnału sterującego i może być wybrana jako kolejna, nowa zmienna stanu z2 

hLzz f== 12  

Obliczając kolejną pochodną, otrzymuje się 

hLuLhLhLz fgf
f x
x

+=
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∂= 2
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Wyraz hLL fg  przy sygnale sterującym u jest równy zeru, co wynika również  
z równ. (6.15). Obliczając w ten sposób kolejne pochodne, można zdefiniować prze-
kształcenie T(x) 
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Równanie obiektu w nowych współrzędnych ma postać 
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 (6.17) 

Wszystkie równania (6.17), poza ostatnim, są liniowe. Jednak w dyspozycji pro-
jektanta układu regulacji jest jeszcze sygnał sterujący. Można go tak dobrać, aby 
ostatnie równanie zależało liniowo od nowego sygnału sterującego v. Wtedy lineary-
zujące sprzężenie zwrotne ma postać 
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Mianownik równ. (6.18) jest niezerowy dzięki odpowiedniej wartości rzędu 
względnego równ. (6.15), zatem to prawo regulacji jest dobrze określone. Wyrażenia 
α (x), β (x) ze wzoru (6.10) przyjmują postać 
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Obiekt staje się liniowy w nowych współrzędnych z i z nowym sygnałem sterują-
cym v, przyjmuje postać 
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 (6.19) 

Jeśli ponadto okaże się, że 0)( =xf hLn  oraz const)(1 =− xfg hLL n , to do linearyzacji 
nie trzeba już stosować sprzężenia zwrotnego (6.18); wystarczy transformacja zmien-
nych stanu (6.16). 

Twierdzenie 6.2 pokazuje, jak ważnym pojęciem w linearyzacji jest rząd względ-
ny. Kluczowym zagadnieniem jest znalezienie takiej funkcji h(x), która może stano-
wić podstawę do konstrukcji dyfeomorfizmu (6.16), więc h(x) musi być rozwiązaniem 
układu nieliniowych cząstkowych równań różniczkowych 
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 2... 0nL h L L h L L h−= = = =g g f g f  oraz 1 0nL L h− ≠g f  (6.20) 

Po uwzględnieniu właściwości pochodnej Liego i nawiasu Liego otrzymuje się 

 0... 2 ==== − hLhLhL nadad ggg ff
 (6.21) 

czyli 
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Wynika stąd, że gradient h(x) musi anihilować dystrybucję Δn–2 = ,,{span gg fad ..., 
}.2gf

−nad  Twierdzenie Frobeniusa daje odpowiedź na pytanie, kiedy znalezienie ta-
kiego h(x) jest możliwe – dystrybucja Δn–2 musi być inwolutywna. 

Weryfikowalne warunki linearyzowalności obiektu (6.14) przez statyczne sprzę-
żenie zwrotne formułuje twierdzenie 6.3. 

Twierdzenie 6.3 [Isidori 1995]. Obiekt (6.14) jest linearyzowalny przez sprzężenie 
zwrotne w obszarze X wtedy i tylko wtedy, gdy w każdym punkcie X∈x : 

1. Dystrybucja 2
2( ) span{ ( ), ( ), ..., ( )}n

n ad adΔ −
− = f fx g x g x g x  jest inwolutywna. 

2. Dystrybucja ( ) 1
1 span{ ( ), ..., ( ), ( )}n

n ad adΔ −
− = f fx g x g x g x  ma wymiar n. □ 

Analogiczne twierdzenia można sformułować dla obiektu (6.5) o wielu wejściach. 

Twierdzenie 6.4 [Isidori 1995]. Obiekt o wielu wejściach (6.5) jest linearyzowal-
ny przez sprzężenie zwrotne w obszarze X, jeżeli istnieje m funkcji skalarnych h1(x), 
h2(x), ..., hm(x), takich że wektor rzędów względnych [r1, r2, ..., rm] istnieje w każdym 
punkcie X∈x  oraz r1 + r2 + … + rm = n. □ 

Twierdzenie nie określa metody wyznaczania wspomnianych funkcji, nie pozwala 
również rozstrzygać, czy dany obiekt jest linearyzowalny. Weryfikowalnych warun-
ków linearyzowalności obiektów dostarcza twierdzenie 6.5. 

Twierdzenie 6.5 [Jakubczyk, Respondek 1980]. Definiuje się dystrybucje iΔ  dla 
obiektu (6.5) 
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0 1span{ , ..., }mΔ = g g , 

1 1 1span{ , ..., , , ..., }m mad adΔ = f fg g g g , 
 

1 span{ : 0 1,1 }k
n jad k n j mΔ − = ≤ ≤ − ≤ ≤f g . 

Obiekt (6.5) jest linearyzowalny przez sprzężenie zwrotne w obszarze X wtedy 
i tylko wtedy, gdy w każdym punkcie :X∈x  

1. Dla każdego 10 −≤≤ ni  dystrybucja iΔ  ma stały wymiar. 
2. Dystrybucja 1nΔ −  ma wymiar n. 
3. Dla każdego 20 −≤≤ ni  dystrybucja iΔ  jest inwolutywna. □ 

Dla obiektu (6.5) transformacja zmiennych stanu ma postać 
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 (6.23) 

a linearyzujące sprzężenie zwrotne 
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 (6.24a) 

 1( ) ( ) ( ),−= −α x R x P x  )()( 1 xRxβ −=  (6.24b) 

Linearyzacja przez czystą transformację zmiennych stanu jest szczególnym 
przypadkiem linearyzacji przez sprzężenie zwrotne. Warunek (2) twierdzenia 6.1 
implikuje inwolutywność dystrybucji iΔ  dla każdego 20 −≤≤ ni , co stanowi wa-
runek (3) twierdzenia 6.5. Również istnienie odpowiedniego wektora rzędów 
względnych (twierdzenie 6.4) jest warunkiem koniecznym linearyzacji przez czystą 
transformację. 

W przypadku linearyzacji przez czystą transformację stanu transformacja ta ma 
także postać równ. (6.23), natomiast zależności (6.24) muszą przyjąć postać 
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gdzie B jest macierzą o stałych współczynnikach. 
Uproszczoną wersją linearyzacji jest linearyzacja przez czyste sprzężenie zwrot-

ne (rys. 6.4). Stanowi ona szczególny przypadek linearyzacji przez sprzężenie 
zwrotne. W tej sytuacji dyfeomorfizm (6.6) jest przekształceniem tożsamościowym. 

 
Rys. 6.4. Schemat struktury układu regulacji 

z linearyzacją przez czyste sprzężenie zwrotne 

Po zastosowaniu czystego sprzężenia zwrotnego (6.10) do obiektu (6.5) otrzy-
muje się równanie obiektu w postaci 

 .)()()()()( vxβxGxαxGxfx ++=  (6.26) 

Definicja 6.5. Obiekt (6.5) jest linearyzowalny przez czyste sprzężenie zwrotne 
w obszarze X, jeśli można tak dobrać α(x), β (x), że równanie (6.26) będzie liniowe, 
tzn. dla każdego X∈x  będą spełnione warunki  

 AxxαxGxf =+ )()()(  oraz BxβxG =)()(  (6.27) 

6.4. Linearyzacja przez dynamiczne sprzężenie zwrotne 

Dalsze poszerzenie klasy linearyzowalnych obiektów można uzyskać przez zasto-
sowanie członu dynamicznego w sprzężeniu zwrotnym. Metodę tę określa się również 
mianem rozszerzenia dynamicznego. Wprowadza się q nowych zmiennych stanu w, 
które spełniają równanie 

 vwxwxw ),(),( ξη +=  (6.28) 

w którym 

v

( ) ( )uxGxfx +=

regulator
liniowy

xu

( ) ( )vxxu βα += x
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η(x, w), ξ(x, w) są wektorem i macierzą zawierającą gładkie funkcje, które pozostają 
w dyspozycji projektanta układu regulacji. 

Rząd rozszerzonego obiektu wynosi n + q. Należy wykonać transformację wszystkich 
zmiennych stanu 

 ,
⎛ ⎞⎡ ⎤

= ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎦⎝ ⎠

x
z T

w
 qn+∈ Rz  (6.29) 

Statyczne, linearyzujące sprzężenie zwrotne może zależeć także od zmiennych w 

 .),(),( vwxβwxαu +=  (6.30) 

Równanie obiektu po dokonaniu transformacji (6.29) i zastosowaniu sprzężeń 
zwrotnych (6.28) i (6.29) ma postać 
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Definicja 6.6. Obiekt (6.5) jest linearyzowalny przez dynamiczne sprzężenie 
zwrotne w obszarze qnX +⊂ R , jeżeli można tak dobrać T(x, w), α(x, w), β(x, w), 
η(x, w), ξ(x, w), że równ. (6.31) będzie liniowe, czyli będą spełnione warunki (6.32) 

w każdym punkcie .qnX +⊂∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
R

w
x
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Zastosowanie dynamicznego sprzężenia zwrotnego powiększa klasę linearyzo-

walnych obiektów, jednak ceną, jaką trzeba za to zapłacić, jest wzrost złożoności 
układu (rys. 6.5), a zwłaszcza wzrost rzędu układu. 

w

v z

( ) ( )uxGxfx +=

regulator
liniowy

xu

( )xTz =

( ) ( )vwxwxu ,, βα += ( ) ( )vwxwxw ,, ξη +=

 

Rys. 6.5. Schemat struktury układu regulacji  
z linearyzacją przez dynamiczne sprzężenie zwrotne 

Zastosowanie linearyzacji przez dynamiczne sprzężenie zwrotne zostało zapropo-
nowane pod koniec lat 80. ubiegłego wieku w pracach Chenga [1987] oraz Charlet 
i in. [1989]. Charlet i in. udowodnili, że jeżeli obiekt o jednym wejściu jest linearyzo-
walny przez dynamiczne sprzężenie, to jest również linearyzowalny przez statyczne 
sprzężenie zwrotne. Oznacza to, że rozpatrywanie linearyzacji dynamicznej ma sens 
tylko dla obiektów o wielu wejściach. 

Jeżeli okazuje się, że dla pewnych sterowań rząd względny jest za mały, by prze-
prowadzić linearyzację, to można w ciągu sterowań uwzględnić odpowiednie człony 
dynamiczne (np. ciąg integratorów), które umożliwią uzyskanie wymaganego rzędu 
względnego. W pracy Charlet i in. [1991] sformułowano warunki wystarczające dla 
linearyzacji dynamicznej 

Twierdzenie 6.6. Obiekt (6.5) jest linearyzowalny przez dynamiczne sprzężenie 
zwrotne wtedy, gdy istnieją takie liczby całkowite  
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1 2{ , , ..., }mμ μ μ , 10 ... mμ μ≤ ≤ ≤ , 
1

m

i
i

q μ
=

=∑   

oraz dystrybucje (uwzględniając ewentualną zmianę numeracji wejść) 

0( ) span{ ( ) : 0}k kΔ μ= =x g x  

1( ) ( ) ( ) span{ ( ) : 1}i i i k kad iΔ Δ Δ μ+ = + + = +fx x x g x  

takie że w każdym punkcie nX Rx ⊂∈ : 
1. Δi(x) są inwolutywne i mają stały wymiar dla 10 −+≤≤ mni μ ; 

2. 1dim ( )
mn nμΔ + + =x ; 

3. 1[ ( ), ( )] ( )j i iΔ Δ +⊂g x x x  dla wszystkich j, mj ≤≤1 , takich że 1≥jμ  oraz dla 
wszystkich i, 10 −+≤≤ mni μ . □ 

6.5. Linearyzacja nieregularna 

W metodach linearyzacji wykorzystujących sprzężenie zwrotne wektor nowych 
sygnałów sterujących v ma wymiar taki sam jak wektor pierwotnych sygnałów steru-
jących u. Można jednak rozważyć sytuację (6.33), kiedy v będzie miał inną liczbą 
składowych niż u 

m~~ Rv ∈  mm <~  

 vxβxαu ~)()( +=  (6.33) 
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Definicja 6.7. Obiekt (6.5) jest linearyzowalny nieregularnie przez statyczne 
sprzężenie zwrotne, jeżeli można tak dobrać T(x) n × n, α(x) m × 1, β(x) mm ~×  oraz 

mm <~ , że spełnione będą warunki (6.13), a rozmiar macierzy B jest równy .~mn×  □ 

Zasadniczą trudnością w linearyzacji przez sprzężenie zwrotne jest, żeby macierz B 
(6.13) przy wektorze v~  była stała. Jeżeli wymiar wektora v~  jest mniejszy niż wektora 
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u, to macierz B będzie miała mniejszy rozmiar mm ~× , czyli łatwiej można spełnić wa-
runki (6.13). Nie ma zatem sensu wprowadzać większej liczby sygnałów sterujących niż 
w układzie pierwotnym. Rozszerzenie klasy linearyzowalnych obiektów można uzyskać 
jedynie przez zmniejszenie liczby sygnałów sterujących. 

Linearyzację nieregularną rozważa się przede wszystkim dla obiektów nielineary-
zowalnych przez regularne sprzężenie zwrotne. W obiektach nielinearyzowalnych 
przez sprzężenie zwrotne, ale linearyzowalnych nieregularnie, sygnały sterujące moż-
na podzielić na dwie grupy: 
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... ,
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⎡ ⎤
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⎡ ⎤
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u mmm =+ ~  (6.34) 

Sygnałom sterującym u  są przypisane sztywne prawa regulacji (6.35), natomiast 
sygnałom sterującym u~  przypisuje się prawo regulacji (6.36) zależne od nowych sy-
gnałów sterujących v~  
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 (6.35) 
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 (6.36) 

 
Linearyzacja nieregularna obiektu, który jest nielinearyzowalny przez regularne 

sprzężenie zwrotne, jest możliwa, ponieważ części sygnałów sterujących u  przypisano 
sztywne prawa regulacji, których już nie można zmieniać po linearyzacji. Oznacza to, że 
nie można ich zastosować na przykład w procesie strojenia zlinearyzowanego obiektu. 

Do wykazania prawdziwości powyższych rozważań zostanie wykorzystane poję-
cie częściowej linearyzacji. 

Definicja 6.8. Obiekt (6.5) jest częściowo linearyzowalny przez sprzężenie zwrot-
ne w obszarze X, jeśli dla każdego X∈x  istnieje dyfeomorfizm z = T(x) oraz sprzę-
żenie zwrotne ( ) ( ) ,= +u α x β x v  takie że obiekt w nowych współrzędnych można 
podzielić na część liniową i nieliniową: 

 
( , ) ( , )Z Z

= +

= +

z Az Bv

z f z z G z z v
 (6.37) 
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Twierdzenie 6.7 [Isidori 1995]. Jeżeli istnieją takie skalarne funkcje h1(x), .., 
hm(x), że wektor rzędów względnych nnrr m <=++ ...1 , to obiekt (6.5) jest częścio-
wo linearyzowalny przez sprzężenie zwrotne i wymiar liniowego podsystemu w no-
wych współrzędnych wynosi .n  

Marino [1986] pokazał, że dla każdego obiektu (6.5) można znaleźć takie line-
aryzujące transformacje, dla których rozmiar liniowego podsystemu w równ. (6.37) 
będzie maksymalny n . Oznacza to, że nie można znaleźć innych funkcji wyjścia 

1( ), ..., ( ),mh h′ ′x x  dla których wymiar liniowego podsystemu byłby większy od n . 
W linearyzacji nieregularnej zwiększenie wymiaru liniowego podsystemu można 
uzyskać przez zmniejszenie liczby sygnałów sterujących. Sygnały sterujące v dzieli 
się na dwie grupy 

 ,⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

v
v

v
,m∈v R ,m∈v R mmm =+ ~  (6.38) 

Części nowych sygnałów sterujących przypisuje się zależność od zmiennych stanu 
i pozostałych sterowań 
 ( , ) ( ( ), )= =v v z v v T x v  (6.39) 

Zwiększenie wymiaru liniowego podsystemu w równ. (6.37) może nastąpić tyl-
ko wtedy, gdy wyrażenie B·v nie będzie zależało od sygnałów sterujących, a tylko 
od zmiennych stanu. Istnieje wtedy możliwość, że kolejne pochodne Liego funkcji 
h1(x), ..., hm(x) nie będą zależały od sygnałów sterujących, co umożliwi zdefiniowa-
nie kolejnych zmiennych stanu, które będą obecne w liniowym podsystemie. 

Możliwość taka istnieje tylko wtedy, gdy sterowania v~  nie występują w podsystemie 
liniowym i gdy sygnały v  nie zależą od v~ . Oznacza to, że obiekt (6.37) ma strukturę 

 ( ) ( ) ( )1 2, , ,Z Z Z
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⎣ ⎦

z Az Bv 0v
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z f z z G z z G z z
v

 (6.40) 

a prawo sterowania (6.39) ma postać 

 ( ) ( ( ))= =v v z v T x  (6.41) 

Jeśli 0~ >m , to po wstawieniu równ. (6.41) do (6.40) otrzymuje się 

 
1 2
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z Az B v z

z f z z G z z v z G z z v
 (6.42) 
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Dla obiektu (6.42) można dalej poszukiwać maksymalnego liniowego podsyste-
mu. Jeśli postępując iteracyjnie w ten sposób, otrzyma się nn = , to obiekt (6.5) bę-
dzie linearyzowalny nieregularnie. 

Jeśli obiekt częściowo zlinearyzowany ma mieć strukturę (6.40), to linearyzują-
ce go sprzężenie zwrotne musi mieć postać (6.43). Ponieważ muszą istnieć takie 
pierwotne sygnały sterujące ,u  które będą zależały tylko od ,v  a nie będą zależały 
od ,v  więc 
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β x 0u v
u α x
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 (6.43) 

Na podstawie równ. (6.41) otrzymuje się (6.44) w postaci (6.35) i (6.36) 
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 (6.44) 

Jeżeli do przeprowadzenia linearyzacji nieregularnej trzeba wykonać wiele itera-
cji, to w każdym kroku jest zachowana struktura częściowo linearyzującego sprzęże-
nia zwrotnego (6.43).  

Sygnałom u  przypisane są sztywne prawa regulacji (6.35), których już nie można 
zmieniać podczas strojenia zlinearyzowanego obiektu. W pozostałych torach sterowa-
nia u~  wprowadza się prawa sterowania zależne od v~ , które umożliwiają użycie tych 
torów podczas strojenia zlinearyzowanego obiektu. Strukturę układu z linearyzacją 
nieregularną przedstawiono na rys. 6.6. 

 

Rys. 6.6. Schemat struktury układu regulacji z linearyzacją nieregularną 
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Podobnie jak linearyzację przez dynamiczne sprzężenie zwrotne linearyzację 
nieregularną można stosować tylko do obiektów o wielu wejściach. Jeśli rząd 
względny dla danego wejścia jest zbyt mały, to wejściu temu przypisuje się sztywną 
zależność. 

Zastosowanie linearyzacji nieregularnej po raz pierwszy zaproponowali Charlet i in. 
[1989]. Warunki wystarczające linearyzowalności nieregularnej przez statyczne 
sprzężenie zwrotne sformułowali Sun i Xia [1997]. Kwestia sformułowania warun-
ków koniecznych i wystarczających w tym przypadku jest otwarta. 

Twierdzenie 6.8. Obiekt (6.5) jest linearyzowalny nieregularnie przez statyczne 
sprzężenie zwrotne wtedy, gdy: 

1. Istnieją takie liczby całkowite  

1 2{ , , ..., }mμ μ μ , 10 ... m nμ μ≤ ≤ ≤ ≤  

oraz dystrybucje (uwzględniając zmianę numeracji wejść) 

0( ) span{ ( ) : 0}k kΔ μ= =x g x  

1( ) ( ) ( ) span{ ( ) : 1}i i i k kad iΔ Δ Δ μ+ = + + = +fx x x g x  

takie że w każdym punkcie .nX∈ ⊂x R  
2. Δi(x) jest inwolutywna i ma stały wymiar dla 0 1.i n≤ ≤ −  
3. ( )

1rank .n nΔ − =x  
4. 1[ ( ), ( )] ( )j i iΔ Δ +⊂g x x x  dla wszystkich j, mj ≤≤1 , takich że 11 −≤≤ njμ  oraz 

dla wszystkich i, 30 −≤≤ ni . □ 

6.6. Rozszerzona linearyzacja nieregularna 

Dotychczas opisane (podr. 6.4 i 6.5) próby poszerzenia klasy obiektów linearyzo-
walnych wiązały się z wprowadzeniem pewnych utrudnień podczas konstruowania 
układu regulacji. Podczas linearyzacji dynamicznej zwiększał się rząd układu, a pod-
czas linearyzacji nieregularnej nie wszystkie dostępne sygnały sterujące były w pełni 
wykorzystane. Naturalnym prawem regulacji, które stosuje się do zlinearyzowanego 
obiektu, jest proporcjonalne sprzężenie zwrotne od zmiennych stanu – w tym przy-
padku od nowych zmiennych stanu. 

Można zatem zaproponować modyfikację linearyzacji nieregularnej. Polega ona 
na przypisaniu do części sterowań proporcjonalnego prawa regulacji względem no-
wych zmiennych. Okazuje się, że istnieje taka klasa obiektów, dla której po zastoso-
waniu transformacji zmiennych i statycznego sprzężenia zwrotnego, prawo regulacji 
pojawia się dalej w sposób liniowy. 
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W celu lepszego zilustrowania istoty rozszerzonej linearyzacji nieregularnej zo-
stanie przedstawiona struktura układu regulacji z obiektem o dwóch wejściach, który 
jest linearyzowany różnymi metodami. Do zlinearyzowanego obiektu stosuje się pro-
porcjonalne sprzężenie zwrotne od stanu 

 1 1 2 2( ) ( ) ( )u u= + +x f x g x g x  (6.45) 

Jeśli obiekt (6.45) jest linearyzowalny przez statyczne sprzężenie zwrotne, to 
w zlinearyzowanym obiekcie są dostępne dwa sygnały sterujące v1, v2, do których 
stosuje się proporcjonalne sprzężenie zwrotne od stanu 

 11 1
1 1 2 2 1 2

21 2

, ...,
[ ]

, ...,
n

n

k k
v v

k k
⎡ ⎤

= + + = + ⎢ ⎥
⎣ ⎦

z Az b b Az b b z  (6.46) 

kij – współczynniki proporcjonalnego sprzężenia zwrotnego, i = 1, 2;  j  = 1, ..., n. 
Niech obiekt (6.45) nie będzie linearyzowalny przez statyczne sprzężenie zwrotne, 

ale przez dynamiczne sprzężenie zwrotne. W zlinearyzowanym obiekcie nadal są do-
stępne dwa sygnały sterujące v1, v2, do których stosuje się proporcjonalne sprzężenie 
zwrotne od stanu 

 11 1 1,
1 1 2 2 1 2

21 2 2,

, ..., , ...,
[ ]

, ..., , ...,
n n q

n n q

k k k
v v

k k k
+

+

⎡ ⎤
= + + = + ⎢ ⎥

⎣ ⎦
z Az b b Az b b z  (6.47) 

gdzie kij – współczynniki proporcjonalnego sprzężenia zwrotnego, i = 1, 2;  j = 1, ..., n + q, 
ale nowy wektor stanu z jest większy o q zmiennych. 

Niech obiekt (6.45) nie będzie linearyzowalny przez statyczne sprzężenie zwrotne, 
ale będzie linearyzowalny nieregularnie. W zlinearyzowanym obiekcie jest dostępny 
tylko jeden sygnał sterujący v1, do którego stosuje się proporcjonalne sprzężenie 
zwrotne od stanu (6.48). Nowy wektor stanu z ma wymiar n (taki sam jak wektor x) 

 zbAzbAzz ]...,,[ 1111 nkkv +=+=  (6.48) 

gdzie ki – współczynniki proporcjonalnego sprzężenia zwrotnego, i = 1, ..., n. 
Niech obiekt (6.45) nie będzie linearyzowalny przez statyczne sprzężenie zwrotne, 

ale będzie linearyzowalny nieregularnie w sposób rozszerzony. W zlinearyzowanym 
obiekcie jest dostępny tylko jeden sygnał sterujący v1. Do drugiego sygnału jest już 
przypisane proporcjonalne sprzężenie zwrotne od stanu 

 11 1
1 1 2 21 2 1 2

21 2

, ...,
[ , ..., ] [ ]

, ...,
n

n
n

k k
v k k

k k
⎡ ⎤

= + + = + ⎢ ⎥
⎣ ⎦

z Az b b z Az b b z  (6.49) 

gdzie kij – współczynniki proporcjonalnego sprzężenia zwrotnego, i = 1, 2;  j = 1, ..., n. 
Nowy wektor stanu z ma wymiar n (taki sam jak wektor x). 
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Okazuje się, że w rozszerzonej linearyzacji nieregularnej można otrzymać taką 
samą strukturę układu regulacji, jak gdyby obiekt był linearyzowalny przez statyczne 
sprzężenie zwrotne. Prawe strony wzorów (6.46) oraz (6.49) są takie same. 

Rozszerzoną linearyzację nieregularną definiuje się w sposób ogólny dla obiektu 
o wielu wejściach. Przez u  oznaczono tę część sygnałów sterujących, którym przypo-
rządkowano liniowe prawo regulacji, przez u~  – pozostałe sygnały sterujące 

1

,

m

u

u

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

u  gdzie 1 2{ , , ..., },i mu u u u∈ dla i = 1, ..., m  < m, niech m m m= −  

Przy takim podziale, zmieniając ewentualnie numerację, wektor sygnałów sterują-

cych można zapisać jako ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

u
u

u ~ , a sam obiekt jako 

 ( ) [ ( ) ( )] ⎡ ⎤
= + ⎢ ⎥

⎣ ⎦

u
x f x G x G x

u
 (6.50) 

Spośród nowych zmiennych stanu wybiera się zmienne ,z które posłużą do kon-
strukcji liniowego prawa regulacji. 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

kz

z1

z   

gdzie 1 2{ , , ..., }i nz z z z∈  dla i =1, ..., k ≤  n. 
Do obiektu stosuje się transformację zmiennych stanu o postaci (6.6) oraz sprzę-

żenia zwrotne 
 =u K z  (6.51a) 

 ( ) ( )= +u α x β x v  (6.51b) 

gdzie: K )( km ×  – macierz stałych współczynników wzmocnienia, m~~ Rv ∈  – wektor 
nowych sygnałów sterujących. 

Po dokonaniu transformacji zmiennych stanu oraz zastosowaniu (6.51) obiekt 
w nowych współrzędnych ma postać 

 
1 1

1 1

1 1

( ) ( )

1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( )( ( )) ( ( ))

( ) ( )( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

− −

− −

− −

= =

− − − −

= =

∂ ∂= + ⋅
∂ ∂

∂ ∂+ ⋅ +
∂ ∂

x T z x T z

x T z x T z

T x T xz f T z G T z K z
x x

T x T xG T z α T z G T z β T z v
x x

(6.52) 
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Definicja 6.9. Obiekt (6.5) jest linearyzowalny nieregularnie w rozszerzony spo-
sób, jeżeli można tak dobrać T(x), ( ), ( )α x β x  i K, że równanie (6.52) będzie liniowe, 
czyli spełnione będą warunki 

1 1

1 1 1

( ) ( )

( ) ( )
( ( )) ( ( )) ( ( ))

− −

− − −

= =

∂ ∂
+ =

∂ ∂x T z x T z

T x T xf T z G T z α T z Az
x x  

 
1

1
1

( )

( ) ( ( ))
−

−

=

∂
=

∂ x T z

T x G T z B
x

 (6.53) 

1

1 1
2

( )

( ) ( ( )) ( ( ))
−

− −

=

∂
=

∂ x T z

T x G T z β T z B
x

 

gdzie B1(n × k), B2(n × (n – k)) – macierze o stałych współczynnikach.  □ 

Obiekt po zlinearyzowaniu przyjmuje postać 

 .~
21 vBzKBAzz ++=  (6.54) 

Poprzez sygnały sterujące u  można stroić układ regulacji za pomocą współczyn-
ników macierzy K. Do sygnałów sterujących v~  można przypisać dowolne prawo 
regulacji. Jeśli zastosuje się proporcjonalne sprzężenie od stanu, to wszystkie sygnały 
sterujące będą miały ten sam typ prawa regulacji. Wtedy dobór wzmocnień można 
przeprowadzić jednocześnie dla wszystkich sygnałów sterujących, korzystając np. 
z metody syntezy regulatora liniowo kwadratowego. 

 

Rys. 6.7. Schemat struktury układu regulacji z rozszerzoną linearyzacją nieregularną 

Dotychczas dla linearyzacji rozszerzonej nie udało się sformułować warunków 
wystarczających i koniecznych dla obiektu w ogólnej postaci (6.5). W pracach Bolka 
i Sąsiadka [2002, 2003] sformułowano warunki, kiedy omówioną linearyzację można 
przeprowadzić dla obiektów o specjalnej strukturze. W rozpatrzonych do tej pory 
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przypadkach obiekt zawsze musiał mieć w swojej strukturze liniowy podsystem. Na 
przykład dla obiektu o dwu wejściach potrzebna jest struktura 

 
1

1 1 2 2( ) ( ) ( )

u

u u

= +

= + +

x Ax b

x f x g x g x
 (6.55) 

w której nRx ∈ , n~~ Rx∈ , u1, u2 – sygnały sterujące. 

6.7. Układ regulacji turbin wielostopniowych 

Model matematyczny turbiny dwustopniowej jest określony za pomocą równ. 
(2.6). Jest to obiekt zawierający cztery zmienne stanu (n = 4) oraz dwa sygnały steru-
jące (m = 2). Wprowadzając standardowe oznaczenia, otrzymuje się obiekt w postaci 

 1 1 2 2( ) ( ) ( )u u= + +x f x g x g x  (6.56) 

1

1 2 4

3 2 4

4

1

1 ( )
( ) ,

1 ( )

1

H

R

L

A

xT

x x xT

x x xT

xT

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥= ⎢ ⎥

− +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

f x 1

1

0( ) ,
0
0

HT
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

g x  2

0
0

( ) 0
1
AT

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

g x  

Warunki linearyzowalności przez statyczne sprzężenie zwrotne wymagają spraw-
dzenia wymiaru i inwolutywności dystrybucji Δ0, ..., Δ3. 

 0 1 2

1 0
0

0span { , } span , 0
0 1
0

H

A

T

T

Δ

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪= = ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

g g  (6.57) 

Δ0 ma stały wymiar 0dim 2Δ =  i jest inwolutywna, ponieważ pola wektorowe g1, g2 są 
stałe 
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xTT T T
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Δ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥− ⎢ ⎥= = ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

f fg g g g (6.58) 

Δ1 ma stały wymiar 1dim 4Δ =  we wszystkich punktach R4 poza 02 =x . Zmienna x2 
oznacza w modelu ciśnienie w przegrzewaczu. Jej wartość musi być zawsze dodatnia. 
W całym zakresie rzeczywistej pracy obiektu dystrybucja Δ1 ma stały wymiar. Δ1 jest 
także inwolutywna, ponieważ jej rząd jest pełny, 1dim 4nΔ = = . Dwie pozostałe dys-
trybucje Δ2, Δ3 mają zatem pełny rząd i są inwolutywne. Obiekt (6.56) jest linearyzo-
walny przez statyczne sprzężenie zwrotne. Inny sposób polega na próbie znalezienia 
struktury z liniowym podsystemem. Obie metody porównano w pracy [Bolek 2002b]. 

Otrzymuje się m1 > 0 dla κ = 0 

 1 0rank( ) 4 2 2m n Δ= − = − =  (6.59) 

Należy znaleźć dwie niezależne funkcje h1(x), h2(x), których gradienty anihilują 
dystrybucję Δ0. Ponieważ druga i trzecia składowa (wektorów g1 i g2 rozpinających 
tę dystrybucję) jest zerowa, więc wybór tych funkcji jest oczywisty 

 21 )( xh =x , 32 )( xh =x  (6.60) 

Jeśli m1 = m, to w tym miejscu kończy się algorytm. 
Przyjmuje się, że dwie pierwsze nowe zmienne stanu z1, z2 są równe tym funk-

cjom. Dwie pozostałe zmienne oblicza się jako odpowiednie pochodne Liego 
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3 2 4 1 2 4 4 2 4 2 2 2
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  (6.61) 
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Ostatecznie transformacja przyjmuje postać  

 

2

1
3

2
1 2 4

3

4
3 2 4

1( ) ( )

1 ( )
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z x
z

x x xTz
z x x xT

⎡ ⎤
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⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

T x  (6.62) 

a linearyzujące sprzężenia zwrotne 

 

2
1 3 2 4 2 1

1

2 2
1 4 2 4 3 2 4 2

2
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( )

L H H H L H L R

L
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T
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− + + +
=

− + − + −
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 (6.63) 

W innej metodzie poszukuje się liniowego podsystemu. Przedstawiono działa-
nie algorytmu dla jednego wybranego podziału sterowań, gdzie poszukiwanie li-
niowego podsystemu kończy się sukcesem: 

Krok 1. Istnieją trzy możliwe podziały sterowań 3 = 2m – 1. Jest to liczba wszyst-
kich możliwych podzbiorów zbioru dwuelementowego (m = 2) bez zbioru pustego. 
W nieliniowym podsystemie musi być przynajmniej jedno sterowanie. 

Zanalizujmy podział sterowań, który umożliwia znalezienie odpowiedniego linio-
wego podsystemu 

1,u=u  1,m = 2 ,u=u 1m =  

Macierz 1( ) ( )= =G x g x b  ma stałe składowe elementy 

1 2( ) ( ),=g x g x 1 1( ) ( )=g x g x  

Krok 2. Ponieważ jedynie czwarta składowa wektora 1( )g x  jest niezerowa, więc 
wstępny podział zmiennych stanu jest następujący: 

{1, 2, 3},I = {4},I = 0 3 1n m= > =  

Krok 3. Tabela rzędów względnych 

( )if x , i I∈  1( , )ird f g 1( , )ird f g

1 1
1( )
h

f x
T

= −x  1 ∞ 

2 1 2 4
1( ) ( )
R

f x x x
T

= −x 1 1 

3 3 2 4
1( ) ( )
L

f x x x
T

= +x 2 1 
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Krok 4. Ponieważ jest tylko jedno sterowanie w nieliniowym podsystemie, więc 
Fk są jednoelelmentowe, k = 1, 2, 3; Fk = [ fk]. 

Krok 5. Warunek odpowiedniego wektora rzędów względnych jest spełniony tylko 
dla F3 = [f3]. Macierz D3(x) = 1 2( ) ( )=g x g x  ma tylko jeden niezerowy wiersz, natomiast  
r1(3) = 1. Podział wstępny jest zatem również podziałem ostatecznym 

(3) {1, 2, 3},I = (3) {4}I =  

Krok 6. Funkcje f1(x) oraz f2(x) muszą być kombinacjami liniowymi zmiennych 
stanu x1, x2, x3 oraz f3. 

1 1
1( )
h

f x
T

= −x  

2 1 3 3
1 1( ) ( )L

R R R

Tf x x f
T T T

= − +x x  

Krok 7, 8. Ponieważ jest tylko jedno k, więc nie trzeba wybierać maksymalnego 
liniowego podsystemu. 

Krok 9. Z funkcji f3 wydziela się część nieliniową 2 4( )f x x=x , która jest lineary-
zującym wyjściem dla nieliniowego podsystemu. 

□ 
Obiekt (6.56) można zatem zapisać w postaci 

 
1 1

2 2 2 4 1

3 3

1 0 0 1
0

1 10 0 0
0

1 10 0

H
H

R R

L L

T Tx x
x x x x u

T T
x x

T T

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (6.64) 

4 4 2
1 1

A A

x x u
T T

= − +  

Oznaczenia są następujące: 
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x 4x=x , 1u=u , 2u=u , 3n = , 1n =  

Rząd względny między ψ(x) a u2 jest równy 1 1 .r n= =  W tym przypadku lineary-
zująca transformacja ma postać 
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a sprzężenie zwrotne 
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 (6.66) 

Jak można zauważyć, równ. (6.65) i (6.66) są znacznie prostsze od (6.62) i (6.63). 
Dla tak zlinearyzowanego obiektu utworzono układ regulacji. Wprowadzono działania 
całkujące (dodatkowe zmienne stanu e1, e2), które przesunęły punkt równowagi, tak by 
turbina pracowała z zadaną mocą oraz by w stanie ustalonym zawór NP był całkowi-
cie otwarty. Wartość mocy zadanej Pz określa punkt równowagi układu regulacji. 
W punkcie tym wszystkie nowe zmienne stanu z mają wartość równą Pz, a dodatkowe 
zmienne e1 = e2 = 0. Do tak zmodyfikowanego obiektu zastosowano regulator liniowo-
kwadratowy. Ze względu na obecność w pętli sprzężenia zwrotnego transformacji 
(6.65) oraz (6.66), układ ten będzie określany jako nieliniowy. 

W pracy Bolka i in. [2002a] przedstawiono badania symulacyjne, na podstawie 
których porównano działanie nieliniowego układu regulacji ze standardowymi, linio-
wymi układami opartymi na regulatorze PI i przestrzeni stanu. Schematy odpowied-
nich układów przedstawiono na rys. 6.8 i 6.9. W standardowych układach sterowanie 
prowadzi się tylko za pomocą zaworu WP. Położenie zaworu NP jest wtedy sztywno 
związane z położeniem zaworu WP za pomocą relacji (6.67) dla a = 0,7. 
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Rys. 6.8. Schemat nieliniowego układu regulacji 
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Rys. 6.9. Schemat liniowych układów regulacji 

Wartości wszystkich zmiennych stanu są wielkościami względnymi odniesionymi 
do wartości nominalnych, dlatego wyraża się je w jednostkach [p.u.] (ang. per unit). 

Zakres normalnej pracy obydwu zaworów leży w przedziale (0, 1,1] p.u. Stopień 
otwarcia zaworu WP u1 = 1 odpowiada nominalnej wartości mocy Pz = 1. Zakłada się, 
że zawór może otworzyć się jeszcze o 10% więcej w czasie maksymalnego przyrostu 
mocy. Przyjęto następujące wartości stałych czasowych (w sekundach): TH = 0,8, TR = 4, 
TL = 1,2, TA = 0,6. 

Poniżej przedstawiono wyniki eksperymentów symulacyjnych 6.1–6.4. Układ 
przed pobudzeniem znajduje się w stanie ustalonym i produkuje moc o zadanej warto-
ści. W dwu pierwszych eksperymentach wynosi ona Pz = 0,9 p.u. W dwóch kolejnych 
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Pz = 0,7 p.u. Eksperymenty polegają na skokowej zmianie wartości zadanej mocy 
o 0,1 w chwili t = 1 s. Wartości współczynników wzmocnienia dobrano tak, aby prze-
mieszczenia siłowników sterujących zaworami były podobne. Przebiegi przejściowe mocy 
oraz stopni otwarcia zaworów pokazano na rys. 6.10–6.21. 

Eksperyment 6.1 
Zmiana wartości zadanej mocy od 0,9 p.u. do 1,0 p.u. 

 

Rys. 6.10. Przebiegi przejściowe mocy 

 

Rys. 6.11. Przebiegi przejściowe stopnia otwarcia zaworu WP 
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Rys. 6.12. Przebiegi przejściowe stopnia otwarcia zaworu NP 

Eksperyment 6.2 
Zmiana wartości zadanej mocy od 0,9 p.u. do 0,8 p.u. 

 
Rys. 6.13. Przebiegi przejściowe mocy 
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Rys. 6.14. Przebiegi przejściowe stopnia otwarcia zaworu WP 

 

Rys. 6.15. Przebiegi przejściowe stopnia otwarcia zaworu NP 
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Eksperyment 6.3 
Zmiana wartości zadanej mocy od 0,7 p.u. do 0,8 p.u. 

 
Rys. 6.16. Przebiegi przejściowe mocy 

 

Rys. 6.17. Przebiegi przejściowe stopnia otwarcia zaworu WP 
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Rys. 6.18. Przebiegi przejściowe stopnia otwarcia zaworu NP 

Eksperyment 6.4 
Zmiana wartości zadanej mocy od 0,7 p.u. do 0,6 p.u. 

 
Rys. 6.19. Przebiegi przejściowe mocy 
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Rys. 6.20. Przebiegi przejściowe stopnia otwarcia zaworu WP 

 

Rys. 6.21. Przebiegi przejściowe stopnia otwarcia zaworu NP 

Zastosowanie nieliniowego układu regulacji opartego na linearyzacji przez sprzę-
żenie zwrotne pozwoliło uzyskać taką samą jakość regulacji w całym zakresie pracy 
obiektu. W układach liniowych następuje pogorszenie jakości regulacji, gdy obiekt 
pracuje z dala od nominalnego punktu pracy. 

Podobne rozważania można przeprowadzić dla modelu turbiny trójstopniowej. 
Dla tego przypadku przedstawiono jedynie syntezę linearyzującej transformacji 
i sprzężenia zwrotnego, przede wszystkim w celu pokazania różnicy w postaci trans-



Rozdział 6 108

formacji otrzymanej klasycznym sposobem oraz otrzymanej dzięki znalezieniu odpo-
wiedniego liniowego podsystemu. W związku z tym nie zamieszczono eksperymen-
tów symulacyjnych. 

Model matematyczny turbiny trójstopniowej jest określony za pomocą równ. (2.7). 
Obiekt zawiera siedem zmiennych stanu (n = 7) oraz trzy sygnały sterujące (m = 3), 
czyli jest obiektem o wielu wejściach. Wprowadzając standardowe oznaczenia, jak 
w równ. (2.7), otrzymuje się obiekt w postaci 
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Warunki linearyzowalności przez statyczne sprzężenie zwrotne podane w twier-
dzeniu 6.5 wymagają sprawdzenia wymiaru i inwolutywności dystrybucji Δ0, ..., Δ6 
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Δ0 ma stały wymiar 0dim 3Δ =  i jest inwolutywna, ponieważ pola wektorowe g1, g2, 
g3 są stałe 
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Δ1 ma stały wymiar 1dim 6Δ =  i jest inwolutywna dla wszystkich x, dla których 

02
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2
2 >− xxγ . Warunek ten jest spełniony, gdyż para przepływa przez turbinę od kotła 

do skraplacza, a nie odwrotnie.  
Kolejne dystrybucje Δ2, ..., Δ6 mają już pełny wymiar i są trywialnie inwolutyw-

ne. Obiekt (6.68) jest zatem linearyzowalny przez statyczne sprzężenie zwrotne. 
W celu znalezienia odpowiedniej transformacji, próba zastosowania najmocniej-

szego narzędzia w postaci algorytmu 5.1 kończy się niepowodzeniem 
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Dla obiektu o wielu wejściach stosuje się poniższy algorytm: 
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Krok 1–3. Dopiero dla κ = 1 i k = 1 zachodzi .0167)Δ(rank 11 >=−=−= nm  

Krok 4. Należy znaleźć funkcję h1(x), której gradient anihiluje Δ1. Niestety w tym 
wypadku nie można skorzystać wprost z lematu 5.1 lub lematu 5.2. Można spróbować 
rozwiązać układ równań (5.43), mając nadzieję, że rozwiązanie będzie stanowiło róż-
niczkę linearyzującej funkcji. W tym wypadku układ równań (5.43) przyjmuje postać 
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 (6.72) 

Okazuje się, że rozwiązanie tego układu ma postać 
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Ponieważ wszystkie składowe rozwiązania są stałe dla a = 1, więc warunek (5.44) 
jest spełniony i na podstawie (6.73) można wyznaczyć funkcję h1(x), która przyjmuje 
postać 

 2
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Po rozwiązaniu układu analogicznego do (6.72) otrzymuje się rozwiązanie zależne 
od dwóch parametrów a, b: 
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Jeśli parametry a, b nie zależą od x, to przyjmując pary (a, b) = (1, 0) oraz (a, b)  
= (0, 1), otrzymuje się dwie niezależne funkcje 
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Krok 5. Ponieważ mmm ==+ 321 , następuje koniec algorytmu. □ 
Linearyzująca transformacja ma postać 
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 (6.77) 
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a sprzężenie zwrotne 

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

12 2 2 3
1 1 11 1 1

2
2 2 2 2 2 2

2
3 3 33 3 3

L L h L L h L L hu v L h
u L L h L L h L L h v L h
u v L hL L h L L h L L h

−
⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

g f g f g f f

g f g f g f f

fg f g f g f

 (6.78) 

1

2
1 0,L L h =g f 2

2 2 2
1 2 5

1 ,
L M A

L L h x xT T T γ= −g f 3

2
1 52

1
L A

L L h x
T T

= −g f  

1 2
1

1 ,
R M

L L h T T=g f 2

2 2
2 2 5

1

1 ,
R A

L L h x xT T γ= − −g f 3 2 0L L h =g f  

1 3 0,L L h =g f ( )2

2 22
3 2 5

2

1 1 R

A R L M M

TL L h x xT T T T T
γ

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟−⎝ ⎠

g f  

( )3

2
3 5

2

1 1R

A RL M M

TL L h xT TT T T
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟−⎝ ⎠
g f  

Wyrażenia opisujące 3 2 2
1 2 3, ,L h L h L hf f f  są natomiast zbyt rozbudowane, aby przyto-

czyć je w całości. Łatwo pokazać globalny dyfeomorfizm przekształcenia (6.77). 
Dla porównania zostanie przeprowadzona linearyzacja, w której wykorzystuje się 

liniowy podsystem. 
1. Obiekt (6.68) ma trzy wejścia. Istnieje 7 2 1m= −  możliwych podziałów stero-

wań. Od razu zostanie rozpatrzony przypadek, który umożliwia wykrycie liniowego 
podsystemu 

1u=u , 1,m =  1 1( ) ( ),=g x g x 2

3

u
u
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

u  

1 22, ( ) ( ),m = =g x g x 2 3( ) ( )=g x g x  

W tym przypadku macierz 1( ) ( )= =G x g x b  jest wektorem o stałych współczyn-
nikach. 

2. Tylko czwarta składowa 1( )g x  oraz siódma składowa 2 ( )g x  są niezerowe. 
Wstępny podział sterowań jest następujący: 

0

{1, 2, 3, 5, 6}

{4, 7}
5 2

I
I

n m

=

=
= > =
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3. Tabela rzędów względnych 

( )if x  1( , )ird f g  1( , )ird f g  2( , )ird f g  

1 1
1( )
H

f xT= −x  1 ∞ ∞ 

( )2 2
2 1 4 2 5

1

1( )
R

f x x x xT γ= − −x  1 1 2 

( )2 2
3 3 4 2 5

1( )
M

f x x x xT γ= − + −x  2 1 2 

( )2 2
5 4 2 5 5 7

2

1( )
R

f x x x x xT γ= − −x  2 1 1 

( )6 6 5 7
1( )
L

f x x xT= − +x  3 2 1 

 
Nie ma takiego j, że rzędy względne między wszystkimi fi oraz jg  są równe nie-

skończoności.  

4. Jest 0

0

! 5! 20
( )! 3!

n
n m

= =
−

 możliwych linearyzujących wektorów Fk, k = 1, …, 20. 

F1 = [f1, f2],   F2 = [f1, f3], F3 = [f1, f5], F4 = [f1, f6]  

F5 = [f2, f1], F6 = [f2, f3], F7 = [f2, f5], F8 = [f2, f6]  

F9 = [f3, f1], F10 = [f3, f1], F11 = [f3, f5], F12 = [f3, f6]  

F13 = [f5, f1], F14 = [f5, f2], F15 = [f5, f3], F16 = [f5, f6]  

F17 = [f6, f1], F18 = [f6, f2], F19 = [f6, f3], F20 = [f6, f5] 

5. Warunek stałego wymiaru Δi jest spełniony tylko dla trzech kombinacji, czyli 
dla {11,12,16}k ∈  

F11 = [f3, f5],   1 2(11 [ (11) (11)] [1 1]r r= =r  

F12 = [f3, f6],   1 2(12) [ (12) (12)] [1 1]r r= =r  

F16 = [f5, f6],   1 2(16) [ (16) (16)] [1 1]r r= =r  

Dla wszystkich k z tego zbioru macierz 1 2[ ]k =D g g  ma taką samą postać i taką 
samą liczbę niezerowych wierszy równą 

1 2( ) ( ) 2r k r k+ = ,   ( ) {1, 2, 3, 5, 6}I k = ,   ( ) {4, 7}I k =  

6. Dla k = 11, funkcje f1, f2, f6 muszą być liniowymi kombinacjami x1, x2, x3, x5, x6, 
f3, f5. 
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1 1
1( ) ( )
H

f xT= −x  

( ) 1

2 2 1
2 1 4 2 5 1 3 3

1 1 1

1 1( ) ( ) ( ) ( )
R

M
T

R R R

Tf x x x x x x fT T Tγ= − − = − −x x  

6 6 5 7 3 6 3 5
2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M M

L L L L R

T Tf x x x x x f fT T T T T= − + = − − +x x x  

• dla k = 12, funkcje f1, f2, f5 muszą być liniowymi kombinacjami x1, x2, x3, x5, x6, 
  f3, f6 

1 1
1( ) ( )
H

f xT= −x  

( )2 2
2 1 4 2 5 1 3 3

1 1 1 1

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )M

R R R R

Tf x x x x x x fT T T Tγ= − − = − −x x  

( )2 2
5 4 2 5 5 7 3 6 3 6

2 2 2 2 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )M L

R R R R R

T Tf x x x x x x x f fT T T T Tγ= − − = − + −x x x  

• dla k = 16, funkcje f1, f2, f3 muszą być liniowymi kombinacjami x1, x2, x3, x5, x6, 
  f5, f6 

1 1
1( ) ( )
H

f xT= −x  

( )2 2 2
2 1 4 2 5 1 6 5 6

1 1 1 1 1

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )R L

R R R R R

T Tf x x x x x x f fT T T T Tγ= − − = − − −x x x  

( )2 2 2
3 3 4 2 5 3 6 5 6

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )R L

M M M M M

T Tf x x x x x x f f
T T T T T

γ= − + − = − + + +x x x  

W tych wszystkich przypadkach funkcje te są odpowiednimi kombinacjami linio-
wymi, więc {11,12,16}.I =  

7. Dla wszystkich k I∈  liniowy podsystem ma taką samą liczbą zmiennych. 
8. Wybiera się * 12k = . 
9. Po wydzieleniu części nieliniowej, linearyzujące wyjścia z dokładnością do sta-

łego współczynnika mają postać 

 
2 2

1 4 2 5

2 5 7

( )  ( )
( )

x x x
x x

ψ γψ
ψ

⎡ ⎤⎡ ⎤ −= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

x
x

x
 (6.79) 

Obiekt (6.68) można zatem zapisać w postaci 



Rozdział 6 116

 

1 1

12 2

3 3

5 5

6 6

1

2 2
4 2 5

5 7

2 2

1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

10 0 0 0

0 0 0 0 0
10 0 0 0

0 0
1 10

1 00  
0

1 1 0
010

H

R

M

L

R H

M

R R

L

T
x x

Tx x
x x

Tx x
x x

T

T T

x x xT
x x

T T

T

γ

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤−⎢ ⎥+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1u

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (6.80) 

 4 4 2

7 7 3

1 10 0

1 10 0

A A

A A

T Tx x u
x x u

T T

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥−

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

Oznaczenia są w tym przypadku następujące: 
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Transformacja zmiennych stanu ma postać 
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33

54

65
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( )
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z x x x
z x x

γ
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⎢ ⎥⎢ ⎥
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T x  (6.81) 

Linearyzujące sprzężenie zwrotne ma postać 

 1 2

1 2

1
1 1 1 1

2 22 2

L L v L
v LL L

ψ ψ ψ
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u  (6.82) 

( )2 2 2 2 2
4 2 1 2 1 2 2 5 1 5 7 4 2 2 1 5 2 5

1 2 2
1 2 2 5

 (  ) (  )  

 
A R R R A R A R R

A R R

x T T x x T T x x T T x x T x T x T x x x
L

T T T x x

γ γ γ γ
ψ

γ

− − + − + −
=

−
f  

2 2
2 7 4 2 5 5 7 5 7

2

1 1(  )
R A

L x x x x x x x xT Tψ γ= − − −f  

2

2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 2 5 1 5 7 4 2 5 2 5

1 2 2 2
1 2 2 5

 (  ) 2 (  )  

 
A R R R A R

A R R

T T x x T T x x T T x x x x x x x
L

T T T x x

γ γ γ γ
ψ

γ
− − + − + −

=
−

g  

3

2
4 5

1 2 2
2 2 5

,
 A R

x xL
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2 2
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 2A A R
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L

T T
γ

ψ
− − −

=g  

Jak można zauważyć, transformacja (6.81) jest znacznie prostsza niż (6.77). 
W transformacji (6.81) przekształceniu podlegają tylko dwie zmienne stanu, podczas 
gdy w (6.77) przekształceniu podlega sześć zmiennych stanu. We wzorze (6.82) wy-
starczy odwrócić macierz o wymiarze 2 × 2, natomiast we wzorze (6.78) odwracana 
macierz ma wymiar 3 × 3. 
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6.8. Układ regulacji bloku energetycznego 

Punkt równowagi modelu bloku pracującego na sieć sztywną (2.9) jest określony 
czteroma równaniami algebraicznymi 

 

1 1

1

2

0

0

0
0.

T

D T T

w D T

w

x p u

k p p p u

m k p p
m u

γ

γ

− + =

− − =

− − =
− + =

 (6.83) 

Równania (6.83) zawierają sześć zmiennych niezależnych: cztery zmienne stanu 
oraz dwa sygnały sterujące. Oznacza to, że punkt równowagi może być osiągnięty dla 
różnych wartości mocy produkowanej przez blok i dla różnych wartości ciśnienia 
przed turbiną. Wartości wszystkich zmiennych stanu są wartościami względnymi od-
niesionymi do wartości nominalnych [p.u.]. 

Celem konstruowania układu regulacji jest stabilizowanie mocy bloku na zadanej 
wartości Pz (która może zmieniać się zgodnie z wymaganiami systemu elektroenerge-
tycznego) oraz stabilizowanie ciśnienia przed turbiną na wartości nominalnej pT 0 = 1. 
W związku z tym wprowadza się dwa działania całkujące, które stabilizują moc i ci-
śnienie przed turbiną na zadanych wartościach 

 1 1

2 0

z

T T

e x P
e p p

= −
= −

 (6.84) 

Obiekt, który ma podlegać linearyzacji ma postać 

( ) ( )= +x f x G x u  

dla standardowych oznaczeń obiektu o wielu wejściach 
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W tym wypadku rząd obiektu n = 6. Liczba wejść m = 2. Definiuje się dystrybucje 

 1 2span{ ,  : 0 }k k
i ad ad k iΔ = ≤ ≤f fg g  dla i = 0, 1, ..., 5 (6.86) 

Obiekt byłby linearyzowalny, jeśli byłyby spełnione odpowiednie założenia. 
Dystrybucja 0 1 2span { , }Δ = g g  ma stały wymiar 2, równy liczbie wejść dla 0.Tp ≠

Należy sprawdzić inwolutywność, tzn. czy nawias Liego składników Δ0 należy dalej do Δ0 
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 (6.87) 

Dystrybucja Δ0 jest zatem inwolutywna.  
Dla dystrybucji 1 1 2 1 2span { , , , }ad adΔ = f fg g g g pola wektorowe 1adf g  oraz 2adf g  

mają postać 
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Dystrybucja Δ1 nie jest inwolutywna, ponieważ 1 1 1[ ,   ]ad Δ∉fg g . Oznacza to, że 
obiekt (6.85) nie jest linearyzowalny przez sprzężenie zwrotne. Jednym ze sposobów 
umożliwienia przeprowadzenia linearyzacji jest zastosowanie rozszerzenia dynamicz-
nego. Sygnałami wyjściowymi dla bloku energetycznego są moc i ciśnienie przed 
turbiną. W układzie (6.85) sygnały te poddano całkowaniu w celu ich stabilizacji na 
zadanym poziomie. W związku z tym, za wyjścia do poszukiwania rozszerzenia dy-
namicznego przyjmuje się funkcje 

 1 1

2 2

( )
( )

h e
h e

=
=

x
x

 (6.90) 

Znajdowanie rozszerzenia dynamicznego odbywa się dalej według następują-
cego algorytmu 

Iteracja 1. Krok 1.  

6n = , 2m =  

1 1 2 21 2 1 1 0L h L h L h L h= = = =g g g g  

Jednak już w kolejnych pochodnych Liego pojawia się u1, macierz R(x) ma zatem 
postać 
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Rząd macierzy R(x) jest stały dla dodatnich wartości ciśnienia i wynosi 

1 2r m= < =  
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Krok 2. W tym wypadku od razu ( 1m r− = ) ostatnia kolumna macierzy R(x) jest 
równa zeru, czyli macierz operacji elementarnych ζ  ma postać 
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Krok 3. W torze pierwszego sygnału sterującego ( 1r = ) wprowadza się działanie 
całkujące 
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gdzie w1 – nowa zmienna stanu, v1, v2 – nowe sygnały sterujące. 

Krok 4. Modyfikuje się obiekt (6.85), używając ponownie tych samych oznaczeń 
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Iteracja 2. Krok 1.  

7,n = 2m =  

1 1 2 2 1 1 2 21 2 1 1 1 2 1 1 0L h L h L h L h L L h L L h L L h L L h= = = = = = = =g g g g g f g f g f g f  

Jednak w kolejnych pochodnych Liego pojawia się u1, macierz R(x) ma zatem postać 
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Rząd macierzy R(x) jest stały dla dodatnich wartości ciśnienia i wynosi  

1 2r m= < =  

Krok 2. Jak w poprzedniej iteracji ζ ma postać 
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Krok 3. W torze pierwszego sygnału sterującego ( 1r = ) wprowadza się działanie 
całkujące 
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gdzie: w2 – nowa zmienna stanu, v1, v2 – nowe sygnały sterujące. 

Krok 4. Modyfikuje się obiekt (6.91), używając ponownie tych samych oznaczeń 
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Iteracja 3. Krok 1. 
8~ =n , 2~ =m  

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 1 1 1 2 1 1

2 2 2 2
1 2 1 1 0

L h L h L h L h L L h L L h L L h L L h

L L h L L h L L h L L h

= = = = = = =

= = = = =
g g g g g f g f g f g f

g f g f g f g f

 

W kolejnych pochodnych Liego pojawiają się u1, u2, macierz R(x) ma zatem postać 
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Tym razem rząd macierzy R(x) jest stały dla dodatniego ciśnienia oraz podczas 
przepływu od walczaka do turbiny i wynosi 1 2r m= = = , co kończy algorytm two-
rzenia rozszerzenia dynamicznego.  

Okazało się, że jeśli zastosuje się standardowy algorytm rozszerzenia dynamicz-
nego, do obiektu należy dodać aż dwie nowe zmienne stanu. Jednak już po dodaniu 
zmiennej stanu w1 obiekt staje się linearyzowalny. Po obliczeniu kolejnych dystrybucji 
dla (6.91) okazuje się, że spełniają one warunki linearyzowalności. Funkcje wyjścia 
przyjęte do poszukiwania rozszerzenia dynamicznego nie są jednak w tym przypadku 
linearyzującymi wyjściami. Linearyzację obiektu można przeprowadzić, korzystając 
z algorytmu wyszukującego odpowiedni podsystem liniowy, którego działanie nie 
zostanie już tu przytoczone. Obiekt (6.91) można zapisać w postaci 
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Używając nowych oznaczeń otrzymuje się 
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Transformacja zmiennych stanu ma teraz postać 
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Linearyzujące sprzężenie zwrotne ma postać 
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Tak przeprowadzona linearyzacja prowadzi do schematu układu regulacji przed-
stawionego na rys. 6.22. 

Przeprowadzono badania symulacyjne, których celem było porównanie układu re-
gulacji opartego na linearyzacji z dwoma liniowymi układami regulacji. Pierwszym 
z nich był proporcjonalny regulator stanu (rys. 6.23), którego wzmocnienie dobrano dla 
przybliżenia liniowego w nominalnym punkcie pracy modelu bloku energetycznego. 
Drugim był układ regulacji z wiodącą turbiną oparty na regulatorach PID (rys. 6.24). 

Układy regulacji testowano, zmieniając o 10% wartość mocy zadanej. Układy na-
strojono tak, by 70% zadanego przyrostu mocy następowało już po 50 s. Uzyskuje się 
to dzięki wykorzystaniu akumulacji pary w kotle. Założono dalej, że odchyłka dyna-
miczna sygnałów sterujących nie może przekraczać 10% zakresu podczas przebiegów 
przejściowych wywołanych taką zmianą mocy. 
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Rys. 6.22. Schemat układu regulacji bloku energetycznego 
opartego na linearyzacji 
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Rys. 6.23. Schemat układu regulacji 
z proporcjonalnym sprzężeniem zwrotnym od stanu 
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Rys. 6.24. Schemat klasycznego układu regulacji z wiodącą turbiną 

Eksperymenty  symulacyjne wykonano dla następujących stałych: Th = 7 s, 
Cd = 120 s, Csh = 20 s, Tw = 260 s, γ  = 1,2, 1 1k γ= − . 

Eksperyment 6.5 

Blok znajduje się w nominalnym punkcie pracy Pz = 1 p.u, po czym następuje 
zwiększenie mocy zadanej do Pz = 1,1 p.u. 

 

Rys. 6.25. Przebiegi przejściowe zmiennych stanu bloku energetycznego 
w układzie regulacji z linearyzacją podczas zwiększenia zadanej mocy 

Pz 
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Rys. 6.26. Przebiegi przejściowe sygnałów sterujących bloku energetycznego 
w układzie regulacji z linearyzacją podczas zmiany zadanej mocy 

 

Rys. 6.27. Przebiegi przejściowe zmiennych stanu bloku energetycznego w układzie 
z proporcjonalnym regulatorem stanu podczas zwiększenia zadanej mocy 
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Rys. 6.28. Przebiegi przejściowe sygnałów sterujących bloku energetycznego w układzie 

z proporcjonalnym regulatorem stanu podczas zwiększenia zadanej mocy 

 

Rys. 6.29. Przebiegi przejściowe zmiennych stanu bloku energetycznego 
w układzie z regulatorami PID podczas zwiększenia zadanej mocy 
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Rys. 6.30. Przebiegi przejściowe sygnałów sterujących bloku energetycznego w układzie 

z regulatorami PID podczas zwiększenia zadanej mocy 

Eksperyment 6.6 

Blok pracuje z mocą Pz = 0,9 p.u., po czym następuje zmniejszenie mocy zadanej 
do Pz = 0,8 p.u. 

 
Rys. 6.31. Przebiegi przejściowe zmiennych stanu bloku energetycznego w układzie regulacji 

z linearyzacją podczas zmniejszenia zadanej mocy 
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Rys. 6.32. Przebiegi przejściowe sygnałów sterujących bloku energetycznego w układzie regulacji 

z linearyzacją podczas zmniejszenia zadanej mocy 

 
Rys. 6.33. Przebiegi przejściowe zmiennych stanu bloku energetycznego w układzie 

z proporcjonalnym regulatorem stanu podczas zmniejszenia zadanej mocy 



Układy wykorzystujące linearyzację 131

 

Rys. 6.34. Przebiegi przejściowe sygnałów sterujących bloku energetycznego w układzie 
z proporcjonalnym regulatorem stanu podczas zmniejszenia zadanej mocy 

 
Rys. 6.35. Przebiegi przejściowe zmiennych stanu bloku energetycznego w układzie 

z regulatorami PID podczas zmniejszenia zadanej mocy  
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Rys. 6.36. Przebiegi przejściowe sygnałów sterujących bloku energetycznego w układzie 

z regulatorami PID podczas zmniejszenia zadanej mocy  

Eksperyment 6.7 

Blok pracuje z mocą Pz = 0,6 p.u., po czym następuje zwiększenie mocy zadanej 
do Pz = 0,7 p.u. 

 

Rys. 6.37. Przebiegi przejściowe zmiennych stanu bloku energetycznego w układzie regulacji 
z linearyzacją podczas zwiększenia zadanej mocy  
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Rys. 6.38. Przebiegi przejściowe sygnałów sterujących bloku energetycznego w układzie regulacji 

z linearyzacją podczas zwiększenia zadanej mocy  

 

Rys. 6.39. Przebiegi przejściowe zmiennych stanu bloku energetycznego w układzie 
z proporcjonalnym regulatorem stanu podczas zwiększenia zadanej mocy  
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Rys. 6.40. Przebiegi przejściowe sygnałów sterujących bloku energetycznego w układzie 

z proporcjonalnym regulatorem stanu podczas zwiększenia zadanej mocy  

 

Rys. 6.41. Przebiegi przejściowe zmiennych stanu bloku energetycznego w układzie 
z regulatorami PID podczas zwiększenia zadanej mocy  
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Rys. 6.42. Przebiegi przejściowe sygnałów sterujących bloku energetycznego w układzie 
z regulatorami PID podczas zwiększenia zadanej mocy  

We wszystkich eksperymentach symulacyjnych przebiegi przejściowe mocy mają 
taki sam charakter. Najpierw następuje szybka zmiana wynosząca kilkadziesiąt pro-
cent zadanej zmiany. Uzyskuje się to dzięki szybkiemu oddziaływaniu na zawór turbi-
nowy, co umożliwia wykorzystanie energii pary zakumulowanej w kotle. Dalszy przy-
rost mocy jest możliwy dopiero po zmianie strumienia paliwa. 

Przebiegi przejściowe w eksperymencie 6.5 w nominalnym punkcie pracy dla 
układu regulacji z linearyzacją oraz układu opartego na przybliżeniu liniowym są 
prawie identyczne, gdyż przybliżenie liniowe jest dokładne w pobliżu nominalnego 
punktu pracy. W tabeli 6.1 zestawiono parametry przebiegów przejściowych dla po-
szczególnych eksperymentów, takie jak: P50 [%] – procent przyrostu żądanej zmiany 
mocy po 50 s, u1max, u2max – maksymalne wartości odchyłek dynamicznych sygnałów 
sterujących odniesione do nowego stanu ustalonego. 

Tabela 6.1. Parametry przebiegów przejściowych  
układów regulacji bloku energetycznego 

Eksperyment Typ układu P50 [%] u1max [p.u.] u2max [p.u.]

6.5 
linearyzacja 67 0,101 0,073 
regulacja stanu 66 0,102 0,073 
wiodąca turbina, PID 58 0,100 0,057 

6.6 
linearyzacja 67 0,056 0,073 
regulacja stanu 47 0,026 0,051 
wiodąca turbina, PID 63 0,060 0,063 

6.7 
linearyzacja 67 0,056 0,073 
regulacja stanu 49 0,022 0,050 
wiodąca turbina, PID 65 0,062 0,055 
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W przebiegach przejściowych dla mocy innej niż nominalna układ z proporcjo-
nalnym regulatorem oparty na przybliżeniu liniowym nie wykorzystuje w pełni aku-
mulacji pary, ruch zaworem jest mniejszy, a co za tym idzie wartość mocy osiągana 
po 50 s jest mniejsza niż dla układu opartego na linearyzacji. 

Szybkość zmian sygnału sterującego otwarciem zaworu jest znacznie większa od 
szybkości zmian sygnału sterującego paliwem. Ta właściwość dobrze odpowiada moż-
liwościom rzeczywistych układów wykonawczych. Zawór turbiny można przestawić 
stosunkowo szybko, natomiast szybkie zwiększenie strumienia paliwa nie jest wskazane 
ze względu na możliwość zablokowania się zasobników z pyłem węglowym. 

Układ z regulatorami PID (z wiodącą turbiną) udało się tak nastroić, że przebiegi 
przejściowe mocy i ciśnienia są porównywalne z przebiegami pozostałych układów, 
ale przebiegi przejściowe sygnałów sterujących są wówczas nie do zaakceptowania. 

Układ ten wymagał zarówno gwałtownej reakcji zaworu turbinowego, jak i stru-
mienia paliwa w pierwszych sekundach po skokowej zmianie mocy zadanej (bardzo 
duże wartości du2/dt) – por. np. rys. 6.36 i 6.42 oraz rys. 6.32 i 6.38. Tak szybka zmia-
na, zwłaszcza strumienia paliwa, jest niedopuszczalna, gdyż mogłaby doprowadzić do 
zablokowania młynów węglem; młyny te są zabezpieczane specjalnymi układami 
przed gwałtownym wzrostem obciążenia. Takiej wady jest pozbawiony układ oparty 
na linearyzacji, co stanowi o jego przewadze (rys. 6.32). 



 

7. Podsumowanie 

W monografii porównano nieliniowe modele i algorytmy sterowania blokiem 
energetycznym pracującym na sieć sztywną i na sieć wyspową oraz nieliniowy model 
turbiny sterowanej dwoma zaworami. Porównano charakterystyki skokowe modelu 
bloku pracującego na sieć sztywną z jego przybliżeniem liniowym uzyskanym wokół 
nominalnego punktu pracy. Stwierdzono, że dla obciążenia bloku mniejszego od no-
minalnego o kilkadziesiąt procent występują znaczne rozbieżności tych charaktery-
styk, zwłaszcza gdy zakłócenie jest wywołane zmianą położenia zaworu. W modelu 
nieliniowym można było zaobserwować dwukrotnie większe zmiany ciśnienia. Symu-
lacje te potwierdziły konieczność syntezy nieliniowego układu regulacji.  

Blok energetyczny może pracować pod różnym obciążeniem (produkowanej mo-
cy) i ciśnieniem przed turbiną. Oznacza to, że równania modelu mogą osiągać stan 
ustalony dla różnych wartości Pe oraz pT. Wartość produkowanej mocy Pe musi być 
równa wartości zadanej przez Krajową Dyspozycję Mocy Pz, natomiast ciśnienie jest 
zwykle utrzymywane na poziomie wartości nominalnej z dynamicznymi zmianami 
w stanach przejściowych po zmianie mocy zadanej. W związku z tym w układzie re-
gulacji należy zastosować dwa działania całkujące, które pozwolą spełnić te wymaga-
nia. Problem polega jednak na tym, że model bloku pracującego na sieć sztywną jest 
łatwo linearyzowalny przez sprzężenie zwrotne. Wprowadzenie dodatkowych integra-
torów uniemożliwia natomiast przeprowadzenie linearyzacji w klasyczny sposób. 
Opracowano jednak nową technikę linearyzacji, która pozwala ominąć te trudności.  

Kolejną metodą syntezy nieliniowego układu regulacji jest całkowanie wsteczne 
(rozdz. 4 i 5). Okazało się, że zastosowanie w sposób klasyczny tej metody prowadzi 
do wyznaczenia prawa regulacji, które jest źle uwarunkowane numerycznie. Wynika 
to z występowania w modelu nieliniowości związanych z przepływem płynu, jakim 
jest przegrzana para wodna. Udało się sformułować klasę obiektów, dla których za 
pomocą odpowiednich przekształceń można ominąć złe uwarunkowanie numeryczne 
prawa regulacji.  

Prawa regulacji uzyskane zarówno dzięki linearyzacji przez sprzężenie zwrotne, 
jak i metodą całkowania wstecznego wyznaczano, na podstawie obliczeń symbolicz-
nych za pomocą programu MATLAB, co umożliwiało łatwe przenoszenie wyników 
do procedur symulujących działanie układu regulacji. 
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Badania symulacyjne przeprowadzono dla modelu bloku pracującego na sieć 
sztywną. Porównano działanie trzech układów: klasycznego – opartego na regulato-
rach PID z korektorami, nieliniowego – opartego na linearyzacji przez sprzężenie 
zwrotne oraz nieliniowego – opartego na metodzie całkowania wstecznego. Układy 
regulacji były pobudzane skokową zmianą mocy zadanej dla różnych warunków po-
czątkowych. We wszystkich przypadkach regulator liniowy dawał gorszą jakość regu-
lacji. Najszybszą zmianę mocy można było uzyskać za pomocą układu całkowania 
wstecznego. Układ osiągał nową wartość zadaną po ok. 200–300 s bez przeregulowań. 
W przypadku układu regulacji opartego na linearyzacji przez sprzężenie zwrotne no-
wy stan ustalony mocy był osiągany bez przeregulowania, ale w znacznie dłuższym 
czasie. W układzie z regulatorem liniowym stan ustalony był osiągany z przeregulo-
waniami i po czasie porównywalnym z układam z linearyzacją.  

Uzyskanie tak dobrych właściwości układu całkowania wstecznego wymagało jed-
nak bardzo dużych zmian sygnału sterującego paliwem, co nie jest korzystne dla mły-
nów zasilających kocioł. W pozostałych układach zmiany sygnałów sterujących nie były 
tak znaczne. Można jeszcze spróbować innego nastrojenia układu całkowania wsteczne-
go, tak aby czas regulacji był dłuższy, a zmiany sygnałów sterujących – mniejsze. Jak 
dotąd nie ma jeszcze narzędzi analitycznych, które pozwoliłyby uzyskać to w sposób 
jednoznaczny. Tę część eksperymentów można podsumować tak, że układy nielinio-
we regulacji okazały się lepsze w całym zakresie zmian mocy podczas normalnej pra-
cy bloku energetycznego. 

W rozdziale 2 przedstawiono model, a w rozdziale 6 zaproponowano nieliniowy 
układ jednoczesnego sterowania zaworami WP i NP turbiny dwustopniowej. W roz-
dziale 6.1 opisano jego badania symulacyjne. Nieliniowy układ regulacji wykazuje 
przydatność w szerokim zakresie zmian mocy, co zilustrowano na dwóch przykładach 
zamieszczonych w rozdziale 6. Proponowany algorytm umożliwia precyzyjne wyko-
rzystanie zaworu niskoprężnego.  

W rozdziale 2 przedstawiono różne warianty modeli bloku energetycznego oraz 
przeprowadzono symulacje porównawcze tych modeli z modelem liniowym w róż-
nych punktach pracy.  

W rozdziale 3 przedstawiono nowe techniki opracowane w celu usprawnienia syn-
tezy i analizy klasycznych układów liniowych stosowanych w praktyce. Omówiono 
możliwość ułatwienia operacji porównywania rozwiązań układów automatyki bloku 
między sobą. Wykazano możliwość syntezy nieparametrycznej korektora zmian zada-
nego ciśnienia pary za kotłem oraz wskazano sposoby jego parametryzacji. Pokazano 
również sposoby usprawnienia doboru nastaw i reguł ich adaptacji dla korekora i regu-
latorów ciśnienia i mocy za pomocą przyborników pakietu Matlab w warunkach 
zmian parametrów dynamiki bloku enegetycznego wywołanych np. zmianami stru-
mienia współspalanej biomasy w kotle. 

Rozwijane w ostatnich latach metody analityczne pozwalają syntetyzować nieli-
niowe układy regulacji. Opracowano i zbadano również adaptacyjny układ regulacji 
oparty na metodzie całkowania wstecznego (rozdz. 4 i 5), w którym adaptowanym 
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parametrem była nieznana stała czasowa inercji cieplnej kotła. Adaptowany parametr 
był wynikiem rozwiązywania na bieżąco odpowiedniego równania różniczkowego. Na 
tej podstawie zmieniano parametry prawa regulacji. Z przeprowadzonych symulacji 
wynika, że wartość adaptowanego parametru zbliżała się do wartości rzeczywistej, 
jednak nigdy jej nie osiągała. Wynika to z faktu, że warunkiem adaptacji jest ciągłe 
pobudzanie układu. Ponieważ układ regulacji szybko osiągał nowy stan ustalony, ad-
aptacja odbywała się głównie na początku przebiegu przejściowego. Pomimo niedo-
kładnej znajomości adaptowanego parametru cały układ regulacji zachowywał się 
poprawnie. Nowa wartość zadanej mocy była osiągana po takim samym czasie jak 
w poprzednich eksperymentach, jednak pojawiały się już wolne oscylacje. 

Układy regulacji oparte na nieliniowych algorytmach wykazują swoją wyższość 
nad liniowymi dzięki temu, że opierają się na dokładnym, nieliniowym modelu obiek-
tu, który jest słuszny w całym zakresie pracy. Dodatkową ich zaletą jest, stwierdzona 
symulacyjnie, mniejsza ich wrażliwość na zmiany paramerów statyki i dynamiki 
obiektu (np. wzrostu parametru TL inercji cieplnej w przypadku współspalania bioma-
sy w kotle) w porównaniu do klasycznych układów liniowych. 

 W rozdziale 6 rozwiązano zadania syntezy nieliniowego regulatora opartego na 
linearyzacji przez sprzężenie zwrotne. Określono również klasy obiektów, które są 
szczególnie łatwo linearyzowalne przez sprzężenie zwrotne. W tych przypadkach nie 
trzeba rozwiązywać nieliniowych równań różniczkowych o pochodnych cząstkowych, 
ani też nie trzeba znajdować odpowiednich kodystrybucji. Takie podejście zastosowa-
no do linearyzacji modelu bloku pracującego na sieć wyspową i modelu turbiny ste-
rowanej dwoma zaworami .  

 W rozdziale tym przedstawiono także badania symulacyjne porównujące nieli-
niowe układy regulacji z tradycyjnymi. Symulacje i obliczenia przeprowadzono za 
pomocą pakietu MATLAB/Simulink. Prowadzone w tej pracy badania poszerzają 
klasy nieliniowych obiektów, dla których taka synteza jest możliwa, jednak warto 
zauważyć, że obydwa zadania nieliniowej syntezy udało się rozwiązać jedynie dla 
najbardziej uproszczonego modelu pierwszego rzędu, tzw. inercji cieplnej kotła. Taki 
model inercji cieplnej kotła jest jednak prawidłowy i może być zastosowany do synte-
zy układu regulacji mocy w przypadku kotłów opalanych paliwem gazowym lub ma-
zutem albo do nowoczesnych kotłów węglowych fluidalnych (CFB), w których nie 
występują instalacje młynowe w torze oddziaływań regulacyjnych i niski rząd modelu 
inercji cieplnej jest dopuszczalny. Uzyskiwane w ten sposób prawa regulacji są i tak 
bardzo złożone w stosunku do liniowych algorytmów regulacji. Niektóre elementy 
pracy, np. rozdział 3 i podrozdział 6.7 jest możliwy do zastosowania bez podanych 
ograniczeń.  

Wraz z dalszym rozwojem techniki linearyzacji i sprzętu mikroprocesorowego re-
gulatory będą w stanie obliczać sygnały sterujące według coraz bardziej złożonych 
algorytmów, co nie byłoby możliwe z wykorzystaniem klasycznych regulatorów ana-
logowych. 
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