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Przedmowa

Zbiér obejmuje zadania Korespondencyjnego Kursu z Matematyk: z lat 1999—
2004. Kurs ten jest prowadzony przez Instytut Matematyki Politechniki Wroclaw-
skiej. Jest kontynuacja Korespondencyjnego Kursu Przygotowawczego z Mate-
matyki, ktéry w latach 1972—1999 byl prowadzony wspdlnie z Instytutem Mate-
matyki Politechniki Warszawskie;j.

Opracowujac niniejszy zbiér, autor pragnal ulatwié¢ szerokiemu gronu matu-
rzystow i kandydatéw na studia dostep do materialéw kursu ujetych w wygodna,
zwarta forme i w ten sposéb poméc im w lepszym opanowaniu wiadomosci z
matematyki w zakresie szkoly sredniej oraz daé jeszcze jedna okazje do powto-
rzenia materialu.

Wigkszos¢ zadan jest oryginalna, cze$¢ pochodzi z egzaminéw wstepnych na
Politechnike Wroclawska z ostatnich 20 lat, a tylko niewielka liczba z innych
7rédel (w tym powtdrzenia zadan z lat ubiegtych). Dla udogodnienia samodzielnej
pracy i zachecenia do korzystania z tego zbioru, podano odpowiedzi, a w oddziel-
nym rozdziale takze wskazowki do wszystkich zadan. W koricowej czesci zbioru
przedstawiono 12 przykladowych rozwiazan réznorodnych zadan wybranych ze
wszystkich dzialéw. Celem ich zamieszczenia jest pokazanie najwazniejszych
metod i narzedzi uzywanych do rozwiazywania zadan. Moga wiec stuzy¢ jako
wzorzec do przygotowania innych rozwiazan. Zastosowano dwuczlonowa nume-
racje zadan uwzgledniajaca chronologie kursu. Pierwsza liczba jest kolejnym
numerem pracy kontrolnej (z okresu 1999—2004), a druga podaje numer tematu
w danym zestawie. Dolaczony indeks tematyczny pozwala na szybkie wyszukanie
zadan z dowolnie wybranego dzialu matematyki.

Ze zbioru moga korzystac zaréwno osoby zdajace mature na poziomie podsta-
wowym, jak i rozszerzonym. Poczynajac od XXXI edycji, tj. od pracy kontrolnej
o numerze 15, pierwsze cztery zadania w kazdym zestawie odpowiadaja zakresowi
podstawowemu, a cztery nastepne zakresowi rozszerzonemu. Podzial ten dotyczy
w przyblizeniu takze wcze$niejszych prac kontrolnych.

Kurs ma swoja strone internetowa, na ktérej mozna znalezé zaré6wno mate-
rialy biezace, jak i archiwum zawierajace tematy z lat ubieglych. Dostep do niej
mozna uzyskac¢ przez strone gléwna Politechniki Wroclawskiej: www.pwr.wroc.pl.
Nastepnie nalezy wybraé¢ dzial Rekrutacja i w nim wyszukac pozycje Korespon-
dencyjny Kurs z Matematyki.

Serdecznie dziekuje Recenzentom Docentowi Zbigniewowi Romanowiczowi
oraz Doktorowi Roscistawowi Rabczukowi za cenne uwagi, ktére pozwolily usunaé
usterki i ulepszy¢ pierwotna wersje ksiazki.

Wroclaw, marzec 2005 Tadeusz Inglot
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1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

Praca kontrolna nr 1

Stop sklada sie z 40% srebra préby 0,6, 30% srebra préby 0,7 oraz
1 kg srebra préby 0,8. Jaka jest masa i jaka jest proba tego stopu?

Rozwiaza¢ rownanie
FF+1+374 ... =4,
ktorego lewa strona jest suma nieskoniczonego ciagu geometrycznego.

W tréjkacie ABC' znane sa wierzchotki A(0,0) oraz B(4,—1). Wiado-
mo, ze w punkcie H(3,2) przecinaja sie proste zawierajace wysokosci
tego tréojkata. Wyznaczy¢ wspolrzedne wierzchotka C'. Sporzadzi¢
rysunek.

Rozwiaza¢ rownanie
cos 4x = sin 3.

Narysowac staranny wykres funkcji
() = [logy (& — 2)°].

Rozwiazaé¢ nier6wnosé
1 1

2 T x+6

W ostrostupie prawidlowym szesciokatnym krawedz podstawy ma diu-
gos¢ p, a krawedz boczna diugos¢ 2p. Obliczy¢ cosinus kata dwuscien-
nego miedzy sasiednimi Scianami bocznymi tego ostrostupa.

Wyznaczy¢ rownania wszystkich prostych stycznych do wykresu funkcji
2z 4+ 10
f(@) = ——F,
x+4

ktére sa réwnolegle do prostej stycznej do wykresu funkcji
g(xz) = /1 —z w punkcie x = 0. Rozwiazanie zilustrowa¢ rysunkiem.
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2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Praca kontrolna nr 2

Udowodni¢, ze dla kazdego n naturalnego wielomian z%"~2 + 1 jest
podzielny przez tréjmian kwadratowy z? + 1.

W réwnoramienny tréjkat prostokatny o polu S = 10 ¢cm? wpisano
prostokat w taki sposob, aby jeden z jego bokéw lezal na przeci-
wprostokatnej trojkata, a pozostate dwa wierzchotki znalazly sie na
przyprostokatnych i réwnoczesnie tak, aby mial on najkrétsza prze-
katna. Obliczy¢ dlugosé przekatnej tego prostokata.

Rozwiazaé nieréwnosé

log,5 3 log, 5 + logy 8 log, z > 1.
Zmalez¢ wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych wykres funkcji
y = x? + 4x + 3 lezy nad prosta y = pr + 1.

Zbadaé liczbe rozwiazan réwnania
llz+5|—1=m

w zaleznosci od parametru m.

Rozwiaza¢ uklad rownan

{x2+y2:50
(z—2)(y+2) = -9.

Podac¢ interpretacje geometryczna tego uktadu i sporzadzi¢ odpowiedni
rysunek.

Wyznaczy¢ na osi odcietych punkty A i B, z ktorych okrag
2? + y* — 4z + 2y = 20 wida¢ pod katem prostym, tzn. styczne do
okregu wychodzace z kazdego z tych punktéw sa do siebie prostopadie.
Obliczy¢ pole figury ograniczonej stycznymi do okregu przechodzacymi
przez punkty A i B. Rozwiazanie zilustrowaé¢ rysunkiem.

W przedziale [0, 27| rozwiaza¢ réwnanie

1 —tgr + tg'e — tg®z + ... = sin? 3.
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Praca kontrolna nr 3

Bez stosowania metod rachunku rézniczkowego wyznaczy¢ dziedzine

i zbiér wartosci funkcji
flz) =2+ Vz —=z.

Jednym z wierzchotkéw rombu o polu 20 ¢cm? jest punkt A(6,3),
a jedna z przekatnych zawiera sie w prostej o rownaniu 2z + y = 5.
Wyznaczy¢ réwnania prostych, w ktorych zawieraja sie boki AB i AD.

Stosujac zasade indukcji matematycznej, wykazaé¢ prawdziwos$é wzoru
3 3
n’(n+1
31427+ .. +n") + (P4 2%+ . 4+0?) = % n> 1.

Ostrostup prawidlowy tréjkatny ma pole powierzchni calkowitej
P = 12v/3 ¢cm?, a kat nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny pod-
stawy a = 60°. Obliczy¢ objetos¢ tego ostrostupa.

Wirod trojkatéow réwnoramiennych wpisanych w kolo o promieniu R
znalez¢ ten, ktory ma najwieksze pole.

Zbada¢ przebieg zmiennosci i narysowaé¢ wykres funkeji
1
f(z) = §x2\/5 — 2z.

W trapezie réwnoramiennym dane sa ramie 7, kat ostry przy pod-
stawie o oraz suma d dlugosci przekatnej i dluzszej podstawy. Wyz-
naczy¢ pole trapezu oraz promien okregu opisanego na tym trapezie.
Podaé¢ warunki istnienia rozwiazania. Nastepnie przeprowadzi¢ obli-
czenia dla @ = 30°, r=+/3cm i d=6cm.

Rozwiazaé nieréwnosé

‘cosx+ \/gsinx‘ <2, z€l0, 3n].
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4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

Praca kontrolna nr 4

Rozwiaza¢ réwnanie 16 +19422+...4+x = 2000, ktérego lewa strona
jest suma pewnej liczby kolejnych wyrazow ciagu arytmetycznego.

Ze zbioru {0,1,...,9} losujemy bez zwracania pie¢ cyfr. Obliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze mozna z nich utworzy¢ liczbe podzielna
przez 5.

Zbadadé, czy istnieje pochodna funkeji f(z) = v/1 — cosz w punkcie
z = 0. Wynik zilustrowa¢ na wykresie funkeji f(z).

Udowodni¢, ze dwusieczne katow wewnetrznych rownolegloboku two-
rza prostokat, ktérego przekatna ma diugos¢ réwna réznicy diugosci
sasiednich bokéw rownolegloboku.

Rozwiazaé uklad nieréwnosci

r+y<3
log, (2°*' +32) < 2log, (8 — 27)

i zaznaczy¢ zbior jego rozwiazan na plaszczyznie.

Zmnalez¢ rownanie zbioru wszystkich punktéw plaszezyzny Ozy, ktére
sa $rodkami okregéw stycznych wewnetrznie do okregu 22 + 3% = 121
i réwnoczesnie stycznych zewnetrznie do okregu (z+8)%+y* = 1. Jaka
linie przedstawia znalezione rownanie? Sporzadzi¢ staranny rysunek.

Zbadac¢ iloczyn pierwiastkéw rzeczywistych réwnania
m2z? +8mx +4m —4=0
jako funkcje parametru m. Sporzadzi¢ wykres tej funkcji.

Podstawa czworoscianu ABC'D jest tréjkat réwnoboczny ABC' o boku
a, $ciana boczna BC'D jest tréjkatem rownoramiennym prostopadlym
do ptaszczyzny podstawy, a kat plaski sciany bocznej przy wierzchotku
A jest rowny «a. Obliczy¢ pole powierzchni kuli opisanej na tym
czworoscianie.
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Praca kontrolna nr 5

Narysowac na plaszczyznie zbiér
A={(zy): ll -yl <1, ~1<2<2)

i znalez¢ punkt zbioru A lezacy najblizej punktu P(0,4).
1
Obliczy¢ sin® a + cos® a, majac dane sin 2o = 19¢€ (0, 27).

Rozwazmy rodzine prostych przechodzacych przez punkt P(0,—1)
1
i przecinajacych parabole y = 1x2 w dwoéch punktach. Wyznaczy¢

rownanie srodkéw powstalych w ten sposéb cieciw paraboli. Sporza-
dzi¢ rysunek i opisa¢ otrzymana krzywa.

Rozwiaza¢ rownanie

\/x+\/x2—x+ —\/x—\/xQ—:v+2:4.

Dwaj strzelcy strzelaja do tarczy. Pierwszy trafia z prawdopodo-

bienstwem 3 w kazdym strzale i wykonuje 4 strzaly, a drugi trafia

1
z prawdopodobienstwem — i oddaje 8 strzalow. Ktory ze strzelcow
ma wieksze prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej trzech trafien,
jesli wyniki kolejnych strzaléw sa wzajemnie niezalezne?

Do naczynia w ksztalcie walca o promieniu podstawy R wrzucono trzy
jednakowe kulki o promieniu 7, gdzie 2r < 2R < r(2 +/3). Okazalo
sie, ze plaska pokrywa naczynia jest styczna do kulki znajdujacej sie
najwyzej w naczyniu. Obliczy¢ wysoko$¢ naczynia.

Dla jakich wartosci parametru m funkcja

/(@)
jest okreslona i rosnaca na calej prostej rzeczywiste;j.

Dany jest trojkat o wierzchotkach A(—-2,1), B(-1,-6), C(2,5).
Za pomoca rachunku wektorowego obliczy¢ cosinus kata miedzy dwu-
sieczna kata A i érodkowa boku BC. Sporzadzi¢ rysunek.

ZL‘3

:mx2+6x+m
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6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

Praca kontrolna nr 6

Rozwiaza¢ rownanie

1

xlogQ (2z—1)+log, (z+2)
z?

Styczna do okregu a? + y? — 4x — 2y = 5 w punkcie M(—1,2), prosta
[ o réwnaniu 24x 4+ 5y — 12 = 0 oraz o Ox tworza trdjkat. Obliczy¢
pole tego trojkata. Sporzadzi¢ rysunek.

Udowodni¢ prawdziwosé¢ tozsamosci

CY—i_ﬁcosﬁ%—vcosv%—oé
2 2 2

cos & + cos 3 + cosy = 4 cos

gdzie a, [, v sa katami ostrymi, ktérych suma wynosi g

Dlugosci krawedzi prostopadloscianu o objetosci V' = 8 tworza ciag
geometryczny, a stosunek dlugosci przekatnej prostopadioscianu do
najdiuzszej z przekatnych jego $cian wynosi 1\/5 Obliczy¢ pole
powierzchni calkowitej prostopadloscianu.

7 urny zawierajacej siedem kul czarnych i trzy biale wybrano losowo

trzy kule i przetozono do drugiej, pustej urny. Jakie jest prawdopodo-
bienistwo wylosowania kuli bialej z drugiej urny?

Prostokat obraca sie wokot swojej przekatnej. Obliczy¢ objeto$¢ pow-
statej bryly, jesli przekatna ma dlugos¢ d, a kat pomiedzy przekatna
i dluzszym bokiem ma miare . Sporzadzi¢ odpowiedni rysunek.

Wyznaczy¢ najwieksza i najmniejsza wartosé¢ funkeji
f(x) = 2°% = 102/ + 4021/
w przedziale [1,5].

Stosunek promienia okregu wpisanego w trdojkat prostokatny do pro-
mienia okregu opisanego na tym tréjkacie jest réowny k. W jakim
stosunku Srodek okregu wpisanego w ten trdjkat dzieli dwusieczna
kata prostego? Okresli¢ dziedzine dla parametru k.
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Praca kontrolna nr 7

Rozwiazaé¢ nier6wnosé

97 — 2| < 3" — 2.

Wyznaczy¢  réwnanie  krzywej  bedacej  obrazem  okregu
(r+1)*+ (y — 6)? = 4 w powinowactwie prostokatnym o osi Oz i sto-

sunku k = 3 Obliczy¢ pole figury ograniczonej ta krzywa. Sporzadzié¢

staranny rysunek.

Pewien zbidr zawiera dokladnie 67 podzbioréw o co najwyzej dwdéch
elementach. Ile podzbioréw siedmioelementowych zawiera ten zbior?

Trapez o katach przy podstawie wynoszacych 15° i 45° opisano na kole
o promieniu R. Obliczy¢ stosunek pola kota do pola tego trapezu.

Rozwiaza¢ uklad rownan

mx — 6y =3
20+ (m—T)y=m—1

w zaleznosci od parametru rzeczywistego m. Poda¢ wszystkie rozwia-
zania (i odpowiadajace im wartosci parametru m), dla ktérych x jest
rowne y.

. , e fso . . T™ T .
Rozwiaza¢ nieréwnos¢ sin 2x < sinz w przedziale 53 Rozwia-

zanie zilustrowac¢ starannym wykresem.

Ostrostup podzielono na trzy czesci dwiema plaszczyznami rownolegty-
mi do jego podstawy. Pierwsza plaszczyzna jest polozona w odleglosci
dy = 2 cm, a druga w odleglo$ci d, = 3 cm od podstawy. Pola
przekrojéw ostrostupa tymi plaszczyznami réwne sa odpowiednio
S1 = 25 cm? oraz S; = 16 cm?.  Obliczy¢ objetosé tego ostrostupa
oraz objeto$¢ najmniejszej czesci.

Trylogie sktadajaca sie z dwéch powiesci dwutomowych oraz jednej
jednotomowej ustawiono na polce w przypadkowej kolejnosci. Jakie
jest prawdopodobieristwo tego, ze tomy a) obydwu, b) co najmniej
jednej z dwutomowych powiesci znajduja sie obok siebie i przy tym
tom I z lewej, a tom II z prawej strony.
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Praca kontrolna nr 1

Suma wszystkich wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego
wynosi 2040. Jesli pierwszy wyraz tego ciagu zmniejszymy o 172,
a jego iloraz zwiekszymy 3-krotnie, to suma wszystkich wyrazow tak
otrzymanego ciagu wyniesie 2000. Wyznaczy¢ iloraz i pierwszy wyraz
danego ciagu.

Obliczy¢ wszystkie te skladniki rozwiniecia dwumianu (\/3 + f’@)ll,
ktore sa liczbami catkowitymi.

Narysowa¢ staranny wykres funkcji f(x) = |2 — 2|z| — 3] i na jego
podstawie poda¢ ekstrema lokalne oraz przedzialy monotonicznosci tej
funkcji.

Rozwiazaé nieréwnosé

z+ 1> log,(4° — 8).

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz podstawy ma diugosc
a, a polowa kata ptaskiego przy wierzchotku jest réwna katowi nachyle-
nia $ciany bocznej do podstawy. Obliczy¢ objetosé ostrostupa. Sporza-
dzi¢ odpowiednie rysunki.

Zmalez¢ wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych tréjkat K LM
o wierzchotkach K(1,1), L(5,0) i M(p,p — 1) jest prostokatny. Roz-
wiazanie zilustrowac rysunkiem.

Rozwiaza¢ rownanie
sinbx  sindx

sin3x  sin6x’

Przez punkt P lezacy wewnatrz tréjkata ABC poprowadzono proste
rownoleglte do wszystkich bokéw trojkata. Pola utworzonych w ten
sposob trzech mniejszych trojkatow o wspolnym wierzchotku P wyno-
sza odpowiednio S, S9, S3. Obliczy¢ pole S tréjkata ABC.
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9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

Praca kontrolna nr 2

Promien kuli powiekszono tak, ze pole jej powierzchni wzrosto o 44%.
O ile procent wzrosla jej objetos¢?

Wyznaczy¢ réwnanie krzywej utworzonej przez srodki odcinkéw maja-
cych obydwa konce na osiach ukladu wspétrzednych i zawierajacych
punkt P(2,1). Sporzadzi¢ doktadny wykres i podaé¢ nazwe otrzymanej
krzywej.

Zmalez¢ wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
(m—1)9"—4-3*+m+2=0
ma dwa rézne pierwiastki.

Réznica promienia kuli opisanej na czworoscianie foremnym i promienia
kuli wpisanej w niego jest réwna 1. Obliczy¢ objetos¢ tego czworoscianu.
Rozwiaza¢ nier6wnosé

2 S 1
|22 —9] — x+3

Stosunek dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego wynosi k.
Obliczy¢ stosunek diugosci dwusiecznych katéw ostrych tego trojkata.
Zastosowaé odpowiednie wzory trygonometryczne.

Zbadaé przebieg zmiennosci i narysowaé¢ wykres funkcji

x?+4

f(w):m-

Zmalez¢ rownania wszystkich prostych przechodzacych przez punkt
7
A (5, —2) i stycznych do wykresu funkcji f(z) = 2°—2z. Rozwiazanie

zilustrowaé rysunkiem.
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Praca kontrolna nr 3

Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnié, ze dla kazdej
liczby naturalnej n suma 27! + 32"~1 jest podzielna przez 7.

Tworzaca stozka ma dlugos¢ [ i wida¢ ja ze Srodka kuli wpisanej
w ten stozek pod katem «. Obliczy¢ objetosé i kat rozwarcia stozka.
Okresli¢ dziedzine dla kata «.

Bez stosowania metod rachunku rézniczkowego wyznaczy¢ dziedzine

i zbior wartosci funkcji
y=1/2+Vr—1z.

Z talii 24 kart wylosowano (bez zwracania) cztery karty. Jakie jest
prawdopodobienistwo, ze otrzymano dokladnie trzy karty z jednego
koloru (z czterech mozliwych)?

Rozwiaza¢ nier6wnosé

logy /3 (log, 4z) > logy /3 (2 —logy, 4) — 1.
Z punktu C(1,0) poprowadzono styczne do okregu z? + y? = r?,
r € (0,1). Punkty stycznosci oznaczono przez A i B. Wyrazié pole
tréjkata ABC' jako funkcje promienia 7 i znalez¢ najwieksza wartosé
tego pola.

Rozwiaza¢ uklad rownan

2%+ y* = 5|z
|4y — 32 + 10| = 10.

Podac¢ interpretacje geometryczna kazdego z réwnan i sporzadzi¢ sta-
ranny rysunek.

Rozwiazaé¢ w przedziale [0, 7] réwnanie
1+ sin 2z = 2sin?z,

a nastepnie nieréwnosé¢ 1 + sin 2z > 2sin® .
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11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

11.5.

11.6.

11.7.

11.8.

Praca kontrolna nr 4

W celu przyblizenia stuchaczom, jakie wymagania byly stawiane ich
starszym kolegom przed ponad dwudziestu laty, niniejszy zestaw
zadan jest powtorzeniem pracy kontrolnej ze stycznia 1979 r.

Przez $rodek boku trdjkata rownobocznego przeprowadzono prosta,
tworzaca z tym bokiem kat ostry « i dzielaca ten trojkat na dwie
figury, ktorych stosunek pdl jest réwny 1 : 7. Obliczy¢ miare kata a.

W kule o promieniu R wpisano graniastostup trdjkatny prawidiowy
o krawedzi podstawy réwnej promieniowi kuli. Obliczy¢ wysokosé
tego graniastostupa.

Wyznaczy¢ wartosci parametru a, dla ktérych funkcja
ax
xT) =
/(@) 1+ 22

osiaga maksimum réwne 2.

Rozwiazaé nieréwnosé

cos’x +cos’x+...+cos" x4+ ... <1+4cosz dla z€]0,27]

Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 prawdziwa jest
rownosc

o= ("5 )2 [(2) 0 (75 ) 5o ()]

Wyznaczy¢ réwnanie linii bedacej zbiorem srodkéw wszystkich okre-
géw stycznych do prostej y = 0 i jednoczesnie stycznych zewnetrznie
do okregu (x + 2)% + y? = 4. Narysowac¢ te linie.

Wyznaczy¢ wartosci parametru m, dla ktorych roéwnanie
922 — 3rlogs m + 1 = 0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste z1, xo
spelniajace warunek z? + a3 = 1.

Rozwiazaé¢ nier6wnosé

V30 + 2 — 22 - v 10
x 5
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Praca kontrolna nr 5

Za pomoca odpowiedniego wykresu wykaza¢, ze rdéwnanie
v —3 4+ =4 ma dokladnie jeden pierwiastek. Nastepnie wyz-
naczy¢ ten pierwiastek analitycznie.

Wiadomo, ze wielomian w(x) = 3z® — 5z + 1 ma trzy pierwiastki
rzeczywiste xy, T9, 3. Bez wyznaczania tych pierwiastkow obliczy¢
wartos¢ wyrazenia (1 + z1)(1 + x2)(1 + x3) .

Rzucono jeden raz kostka, a nastepnie moneta tyle razy, ile oczek
pokazata kostka. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze rzuty mone-
ta daly co najmniej jednego orla.

Wyznaczy¢ réwnania wszystkich okregéw stycznych do obu osi ukladu
wspolrzednych oraz do prostej 3z + 4y = 12.

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym dana jest odleglos¢ d
srodka podstawy od krawedzi bocznej oraz kat 2ac miedzy sasiednimi
Scianami bocznymi. Obliczy¢ objetosé ostrostupa.

W trapezie réwnoramiennym o polu P dane sa promien okregu opisa-
nego r oraz suma dtugosci obu podstaw s. Obliczy¢ obwdd tego tra-
pezu. Poda¢ warunki rozwiazalnosci zadania. Sporzadzi¢ rysunek dla
P=12cm?, r=3cmis =38 cm.

Rozwiaza¢ uklad rownan

pr+y=3p*—3p—2
(p+2)z+py=4p

w zaleznosci od parametru rzeczywistego p. Podac¢ wszystkie rozwia-
zania (i odpowiadajace im wartosci parametru p), dla ktérych obie
niewiadome sa liczbami catkowitymi o wartosci bezwzglednej mniej-
szej od 3.

Odcinek AB o koricach A <0, g) i B(1,y), gdzie y € |0, g

sie wokot osi Oz. Wyrazi¢ pole powstalej powierzchni jako funkcje
zmiennej y i znalez¢ najmniejsza wartosc¢ tego pola. Sporzadzié ry-
sunek.

, obraca
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Praca kontrolna nr 6

Wykazaé, ze dla kazdego kata « prawdziwa jest nieréwnosc¢
V3sina + V6 cos < 3.

Dane sa punkty A(2,2) 1 B(—1,4). Wyznaczy¢ dlugosé rzutu prosto-
katnego odcinka AB na prosta o réwnaniu 122+ 5y = 30. Sporzadzié¢
rysunek.

Niech f(m) bedzie suma odwrotnosci pierwiatkdéw rzeczywistych réw-
nania kwadratowego

(2™ — T)a? — 2™ — 8|z + 2™ = 0,
gdzie m jest parametrem rzeczywistym. Napisa¢ wzor okreslajacy
f(m) i narysowa¢ wykres tej funkeji.
Dwoch strzelcéw strzela rownoczesnie do tego samego celu niezaleznie
od siebie. Pierwszy strzelec trafia za kazdym razem z prawdopodobien-
2, . ) .
stwem — i oddaje 2 strzaly, a drugi trafia z prawdopodobienstwem 3

i oddaje 5 strzaléw. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze cel zostanie
trafiony dokladnie 3 razy.

Liczby a1, as, ..., a,, n > 3, tworza ciag arytmetyczny. Suma wyrazow
tego ciagu wynosi 28, suma wyrazéw o numerach nieparzystych wyno-
si 16, a iloczyn ay - ag = 48. Wyznaczy¢ te liczby.

W tréjkacie ABC, w ktérym |AB| = 7 oraz |AC| = 9, a kat przy
wierzchotku A jest dwa razy wiekszy niz kat przy wierzchotku B.
Obliczy¢ stosunek promienia kota wpisanego w tréjkat do promienia
kola opisanego na tym tréjkacie. Rozwiazanie zilustrowac rysunkiem.

Zaznaczy¢ na plaszczyznie nastepujace zbiory punktow
A={(wy)ia+y—22 o -2}, B={(a,y):y< Viz -2}
Nastepnie znalez¢ na brzegu zbioru AN B punkt @, ktérego odleglosc

od punktu P (g, 1) jest najmniejsza.

Zbada¢ przebieg zmiennosci i narysowaé¢ wykres funkeji

fla) = 5a* — 4+ VB2,
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Praca kontrolna nr 7

Ile elementéw ma zbiér A, jesli liczba jego podzbioréw tréjelemen-
towych jest wieksza o 48 od liczby podzbioréw dwuelementowych?

W szesciokat foremny o boku 1 wpisano okrag. Nastepnie w otrzy-
many okrag wpisano szesciokat foremny, w ktory znéw wpisano okrag
itd. Obliczy¢ sume obwoddéw wszystkich otrzymanych w taki sposob
okregow.

Dana jest rodzina prostych o réwnaniach 2x + my — m — 2 = 0,
m € R. Ktére z prostych tej rodziny sa:

a) prostopadle do prostej x + 4y +2 =0,

b) réwnolegle do prostej 3z + 2y = 0,

¢) tworza z prosta x — /3y — 1 = 0 kat g

-2
Sprawdzi¢ tozsamosé tg (:E — E) —-1= . Korzystajac z niej,
4 tgr +1
1
sporzadzié¢ wykres funkcji f(z) = — w przedziale [0, 7].

Dany jest okrag K o réwnaniu 224y?—6y = 27. Wyznaczy¢ réwnanie
krzywej I" bedacej obrazem okregu K w powinowactwie prostokatnym

o osi Ox i skali k = 3 Obliczy¢ pole figury ograniczonej tukiem
okregu K i krzywej I', lezacej pod osia odcietych. Wykona¢ rysunek.
Korzystajac z nieréwnosci 2vab < a + b, a,0 > 0, obliczy¢ gra-

nice lim log; 16 .
n—00 10g23

Trylogie skladajaca sie z dwoch powiesci dwutomowych oraz jednej
jednotomowej ustawiono na poétce w przypadkowej kolejnosci. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze tomy a) obydwu, b) co najmniej
jednej z dwutomowych powiesci znajduja sie obok siebie i przy tym
tom I z lewej, a tom II z prawej strony.

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz boczna jest na-
chylona do ptaszczyzny podstawy pod katem «, a krawedz podstawy
ma diugos¢ a. Obliczy¢ promien kuli stycznej do wszystkich krawedzi
tego ostrostupa. Sporzadzi¢ odpowiednie rysunki.
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Praca kontrolna nr 1

Dwaj rowerzysci wyruszyli jednoczesnie w droge, jeden z A do B,
drugi z B do A i spotkali sie po jednej godzinie. Pierwszy z nich
przebywal w ciagu godziny o 3 km wiecej niz drugi i przyjechal do celu
0 27 minut wczesniej niz drugi. Jakie byly predkosci obu rowerzystow
i jaka jest odleglos¢ AB 7

. . 2
Rozwiazaé¢ nieréwno$é¢ va2 —3 > —.
T

Rysunek przedstawia dach budynku w rzucie poziomym. Kazda
z plaszczyzn jest nachylona do plaszczyzny
poziomej pod katem 30°. Dlugos¢ dachu
wynosi 18 m, a szeroko$¢ 9 m. Obliczy¢ L
pole powierzchni dachu oraz catkowita ku-
bature strychu w tym budynku. . . .

Pewna firma przeprowadza co kwartal regulacje ptac dla swoich pra-
cownikow, waloryzujac je zgodnie ze wskaznikiem inflacji, ktory jest
staly i wynosi 1,5% kwartalnie, oraz doliczajac stala kwote podwyzki
16 z. W styczniu 2001 pan Kowalski otrzymal wynagrodzenie 1600
zt. Jaka pensje otrzyma w kwietniu 20027 Wyznaczy¢ wzor ogdlny
na pensje w, pana Kowalskiego w n-tym kwartale, przyjmujac, ze
wy = 1600 jest ptaca w pierwszym kwartale 2001. Obliczy¢ $rednia
miesieczna ptace pana Kowalskiego w 2002 roku.

Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f(z) = 2%, x € R. Nastepnie

narysowaé¢ wykres funkcji  h(z) = J(|z] —1) + 1, wyrazajac ja
za pomoca [ 1.

sin2x 1
cosdx 7

Dany jest tréjkat o wierzchotkach A(—2,1), B(-1,-6), C(2,5).
Za pomoca rachunku wektorowego obliczy¢ cosinus kata miedzy dwu-
sieczna kata A i sSrodkowa boku BC'. Sporzadzi¢ rysunek.

Rozwiazaé réwnanie

Zbada¢ przebieg zmiennosci i narysowaé¢ wykres funkeji

x x x
f(x)=x+x_1+(x_1)2+(x_1)3+...
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Praca kontrolna nr 2

Cena 1 litra paliwa zostala obnizona o 15%. Po dwéch tygodniach
dokonano kolejnej zmiany ceny 1 litra paliwa, podwyzszajac ja o 15%.
O ile procent konicowa cena paliwa rézni sie od poczatkowej?

Wyznaczy¢ i narysowaé zbiér ztozony z punktéw (z,y) plaszczyzny
spelniajacych warunek

2% +y* = 8|z| + 6]y|.

Wysokos¢ ostrostupa trojkatnego prawidlowego wynosi h, a kat mie-
dzy wysokosciami Scian bocznych poprowadzonymi z wierzchotka
ostrostupa jest réwny 2a. Obliczy¢ pole powierzchni bocznej tego
ostrostupa. Sporzadzi¢ odpowiednie rysunki.

Z arkusza blachy w ksztalcie réwnolegtoboku o bokach 30 cm i 60 cm
i kacie ostrym 60° nalezy odcia¢ dwa przeciwlegle trojkatne narozniki
tak, aby powstal romb o mozliwie najwiekszym polu. Okresli¢ przez
ktory punkt na dluzszym boku réwnolegtoboku nalezy przeprowadzic¢
ciecie oraz obliczy¢ kat ostry otrzymanego rombu. Wynik zaokragli¢
do jednej minuty katowej.

Rozwiaza¢ rownanie
2log\/§x _ (\/E)log@"?'

Wyznaczy¢ dziedzine i zbiér wartosci funkeji

f(z) = :

"~ sinz+2cosz+ 3

Zmalez¢ wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych réwnanie
prt =42’ +p+1=0

ma dwa rézne pierwiastki.

Wyznaczy¢ tangens kata, pod ktérym styczna do wykresu funkeji
8
xT) =
f(@) 2 +3

2
w punkcie A (3, §> przecina ten wykres.
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Praca kontrolna nr 3

Dla jakich wartoSci sinz liczby sinz, cosz, sin2z (w podanym
porzadku) sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego? Wyznaczy¢
czwarty wyraz tego ciagu dla kazdego z rozwiazan.

W pewnych zawodach sportowych startuje 16 druzyn. W elimina-
cjach sa one losowo dzielone na 4 grupy po 4 druzyny w kazdej grupie.
Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze trzy zwycieskie druzyny z po-
przednich zawodéw znajda sie w trzech réznych grupach.

Nie wykonujac dzielenia, udowodni¢, ze wielomian
(*+o+1)P° -2 -2 -1
jest podzielny przez tréjmian (x + 1)2.

Wyznaczy¢ réwnanie okregu o promieniu 7 stycznego do paraboli
y = 22 w dwéch punktach. Dla jakiego r zadanie ma rozwiazanie?
Sporzadzi¢ rysunek, przyjmujac r = 3/2.

Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodni¢ prawdziwo$é
wzoru

(2)- () (2) - () e (5) otz

Rozwiazaé nieréwnosé
log, (1 — 62%) > 1.

W trapezie ABC'D opisanym na okregu o $rodku S dane sa ramie
|AD| = ¢ oraz |AS| = d. Punkt stycznosci okregu z podstawa AB
dzieli ja w stosunku 1 : 2. Obliczy¢ pole tego trapezu. Sporzadzié¢
rysunek dla c =51d = 4.

Wszystkie Sciany réwnolegloscianu sa rombami o boku a i kacie
ostrym (. Obliczy¢ objetos¢ tego réwnolegloscianu. Sporzadzié
rysunek. Obliczenia odpowiednio uzasadni¢.
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Praca kontrolna nr 4

Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym

on g ontl 4 92n
= oty pom

Wyznaczy¢ réwnanie prostej prostopadlej do prostej o réwnaniu
2v + 3y + 3 = 0 i lezacej w rownej odleglosci od dwéch danych
punktéow A(—1,1) i B(3,3). Sporzadzi¢ rysunek.

Tworzaca stozka ma dlugos¢ [ i widac¢ ja ze srodka kuli wpisanej
w ten stozek pod katem «. Obliczy¢ objetosé i kat rozwarcia stozka.
Okredli¢ dziedzine kata .

Bolek kupit jeden dlugopis i k zeszytow, zaptacit k zt i 50 gr, a Lolek
kupit £ dlugopisoéw i 4 zeszyty, i zaptacit 2,5 k zt. Wyznaczy¢ cene
dlugopisu i zeszytu w zaleznosci od parametru k. Znalez¢ wszystkie
mozliwe wartosci tych cen wiedzac, ze zeszyt kosztuje nie mniej niz
50 gr, dlugopis jest drozszy od zeszytu, a ceny obydwu artykutéw
wyrazaja sie w pelnych zlotych i dziesiatkach groszy.

Rozwiazaé¢ nieréwnosé¢ tg®z > sin 2z.

Zaréwki sa sprzedawane w opakowaniach po 6 sztuk. Prawdopodo-
bienstwo, ze pojedyncza zaréwka jest dobra wynosi 3 Jakie jest
prawdopodobienistwo tego, ze w jednym opakowaniu znajda sie co
najmniej 4 dobre zarowki. O ile zwiekszy sie prawdopodobienstwo

tego zdarzenia, jesli jedna, wylosowana z opakowania zaréwka, oka-
zala sie dobra.

Prosta styczna w punkcie P do okregu o promieniu 2 i polprosta
wychodzaca ze srodka okregu majaca z okregiem punkt wspolny S
przecinaja sie w punkcie A pod katem 60°. Znalezé promien okregu
stycznego do odcinkow AP, AS ituku PS. Sporzadzi¢ rysunek.

W ostrostupie prawidlowym, ktérego podstawa jest kwadrat, pole
kazdej z pieciu $cian wynosi 1. Ostrostup ten Scieto plaszczyzna
rownolegla do podstawy tak, aby uzyska¢ maksymalny stosunek obje-
tosci do pola powierzchni catkowitej. Obliczy¢ pole powierzchni catko-
witej otrzymanego ostrostupa scietego. Sporzadzi¢ rysunek.
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Praca kontrolna nr 5

— —
W czworokacie ABC'D dane sa wktory AB= [2,—1], BC= [3,3],

*)

CD= [—4,1]. Punkty K i M sa $rodkami bokéw CD oraz AD. Za
pomoca rachunku wektorowego obliczy¢ pole tréjkata KMB.
Sporzadzi¢ rysunek.

Trzy rézne krawedzie oraz przekatna prostopadioscianu tworza cztery
kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego. Wyznaczy¢ sume dlugosci
wszystkich krawedzi tego prostopadloscianu, jesli przekatna ma diu-
gos¢ 7 cm.

Na plaszczyznie Ozy dane sa zbiory A = {(z,y) : y < Vbx — 2%}
oraz By = {(z,y) : 3z + 4y = s}. Dla jakich wartosci parametru s
zbior A N By nie jest pusty? Sporzadzi¢ rysunek.

Dziatka gruntu ma ksztalt trapezu o bokach 20 m, 30 m, 40 m i 60
m. Wiasciciel dziatki twierdzi, ze powierzchnia jego dzialki wynosi
ponad 11 aréw. Czy wlasciciel ma racje? Jesli tak, to narysowaé plan
dziatki w skali 1:1000 i poda¢ jej doktadna powierzchnie.

Dane jest réwnanie kwadratowe z parametrem m
(m +2)2* + 4y/mz + (m — 3) = 0.

Dla jakiej wartosci parametru m kwadrat réznicy pierwiastkow rzeczy-
wistych tego réwnania jest najwiekszy. Podac¢ te najwieksza wartosc.

Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnié¢, ze dla kazdego
n > 2 liczba 22" — 6 jest podzielna przez 10.

Rozwiaza¢ uklad rownan

tgx +tgy =4
1 dl € [, 7.
cos(x +y) +cos(z —y) = = a x,y € [—m, 7|

2

Réwnoramienny tréjkat prostokatny ABC' zgieto wzdiluz Srodkowe;j
C'D wychodzacej z wierzchotka kata prostego C' tak, ze obie polowy
tego tréjkata utworzyly kat 60°. Obliczyé¢ sinusy wszystkich katéw
dwusciennych otrzymanego czworoscianu ABC'D. Rozwiazanie zilus-
trowa¢ odpowiednimi rysunkami, a obliczenia uzasadni¢.
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Praca kontrolna nr 6

Wyznaczy¢ wszystkie wartosci parametru rzeczywistego m, dla
ktorych prosta z = m jest osia symetrii wykresu funkcji
p(x) = (m? — 2m)x? — (2m — 4)x + 3. Sporzadzi¢ rysunek.

Z kuli o promieniu R wycieto 6sma czes¢ trzema wzajemnie prosto-
padlymi ptaszczyznami przechodzacymi przez $rodek kuli. W tak
otrzymana bryte wpisano inna kule. Obliczy¢ stosunek pola powierz-
chni tej kuli do pola powierzchni bryty.

W trzech pustych urnach K, L, M rozmieszczamy losowo 4 rézne
kule. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze zadna z urn K i L nie
pozostanie pusta.

Dane sa punkty A(2,6), B(—2,6) i C(0,0). Wyznaczy¢ rownanie
linii zawierajacej wszystkie punkty tréjkata ABC, dla ktérych suma
kwadratéw ich odleglosci od trzech bokéw jest stala i wynosi 9. Spo-
rzadzi¢ rysunek.

Narysowa¢ doktadny wykres i napisa¢ rownania asymptot funkcji

(z4+1) -1
nie badajac jej przebiegu.
Rozwiazaé nieréwnosé
|x|2a:71 < i
— :L‘2 .

Styczna do wykresu funkcji f(z) = V3 +2 + /3 — 2 w punkcie
A(zo, f(zo)) przecina o§ Ox w punkcie P, a 0§ Oy w punkcie @
tak, ze |OP| = |0Q)|. Wyznaczy¢ x.

Trojkat réwnoboczny o boku a podzielono prosta [ na dwie figury,
ktorych stosunek pol jest rowny 1 : 5. Prosta ta przecina bok AC
w punkcie D pod katem 15°, a bok AB w punkcie F. Wykazad, ze
|AD| + |AE| = a.
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Praca kontrolna nr 7

Szescian o krawedzi 3 cm ma objetos¢ taka sama jak dwa szesciany,
ktérych suma obydwu krawedzi wynosi 4 cm. O ile cm? pole powierz-
chni wiekszego szescianu jest mniejsze od sumy pol powierzchni dwdéch
mniejszych szeScianow.

Obliczy¢ tangens kata utworzonego przez przekatne czworokata
o wierzchotkach A(1,1), B(2,0),C(2,4),D(0,6). Rozwiazanie zilu-
strowa¢ rysunkiem.

W tréjkat prostokatny wpisano okrag, a w okrag ten wpisano podobny
trojkat prostokatny. Wyznaczy¢ cosinusy katéow ostrych tréjkata,
jesli wiadomo, ze stosunek pol obu tréjkatéow wynosi 9.

Wykazaé, ze ciag a, = {/n(n+ 1) —n jest rosnacy. Obliczy¢ jego
granice.

Rozwiazaé nieréwnosé
T
2 cos? 1 > 1.

Rozwiaza¢ rownanie
3_ 2 1
log,(1 — x) + log,(z + 4) = log,(z° — 2* — 3z + 5) + 3

Nie wyznacza¢ dziedziny rownania w sposéb jawny.

W kule o promieniu R wpisano stozek o najwiekszej objetosci. Wyz-
naczy¢ promien podstawy 7 i wysokos¢ h tego stozka. Sporzadzié¢
rysunek.

Znalez¢ réwnania wszystkich prostych, ktore sa styczne jednoczesnie
do krzywych
y=—2%, y=2"—8r+18.

Sporzadzi¢ rysunek.
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Praca kontrolna nr 1

Narysowa¢ wykres funkcji y = 4 + 2|z| — 2?. Na podstawie tego
wykresu okresli¢ liczbe rozwiazani réwnania 4 + 2|z| — 22 = p
w zaleznosci od parametru rzeczywistego p.

Pompa napelniajaca pusty basen w pierwszej minucie pracy miala
wydajnosé 0,2 m?/s, a w kazdej kolejnej minucie jej wydajnosé zwiek-
szano o 0,01 m®/s. Polowa basenu zostala napemiona po 2n mi-
nutach, a caly basen po kolejnych n minutach, gdzie n jest liczba
naturalna. Wyznaczy¢ czas napelniania basenu oraz jego pojemnosc.

Stozek Sciety jest opisany na kuli o promieniu 7 = 2 cm. Objetos¢ kuli

stanowi 25% objetosci stozka. Wyznaczy¢ $rednice podstaw i dhu-

gos¢ tworzacej tego stozka.

W tréjkacie ABC dane sa promien okregu opisanego R, kat /A = «
8

oraz |AB| = gR. Obliczy¢ pole tego tréjkata.

Rozwiaza¢ nier6wnosé
(Vx)'oss® > /162,

W czworokacie ABCD odcinki AB i BD sa prostopadle,
— 5 — 1 —
|AD| = 2|AB| = a oraz AC= 3 AB +§ AD. Wyznaczyé¢ cosi-

nus kata /BCD = « oraz obwdd czworokata ABC'D. Sporzadzié
rysunek.

Rozwiaza¢ rownanie

1 1
— + = V8.
sinx  cosx
Wyznaczy¢ réwnanie prostej stycznej do wykresu funkeji y = —
x

w punkcie P(xg,yo), zo > 0, takim, zeby odcinek tej stycznej zawarty
w pierwszej ¢wiartce uktadu wspoétrzednych byl najkrotszy. Rozwia-
zanie zilustrowa¢ odpowiednim wykresem.
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Praca kontrolna nr 2

Czy liczby réznych ,,stow”, jakie mozna utworzy¢ zmieniajac kole-
jnos¢ liter w ,,stowach” TANATAN i AKABARA, sa takie same?
Uzasadni¢ odpowiedz. Przez ,,stowo” rozumiemy tutaj dowolny ciag
liter.

Reszta z dzielenia wielomianu x3 + pz? — x + ¢ przez tréjmian (x +2)?
wynosi (—x + 1). Wyznaczy¢ pierwiastki tego wielomianu.
Figura na rysunku sklada sie z tukéw BC, C'A okregéw o promie-
C niu a i $rodkach odpowiednio w punktach
A, B, oraz z odcinka AB o dlugosci a.
Obliczy¢ promien okregu stycznego do obu
tukéw oraz do odcinka AB.
A B

Podstawa pryzmy przedstawionej na rysunku jest prostokat
K L ABCD, ktéorego bok AB ma

7 T~ dlugos¢ a, a bok BC dlugosé b,
D C

gdzie a > b. Wszystkie Sciany
b boczne pryzmy sa nachylone pod
katem « do plaszczyzny podstawy.

A a B Obliczy¢ objetosé tej pryzmy.

Rozwiazaé¢ nier6wnosé

2

— < VH—12

x
Rozwiazanie zilustrowa¢ wykresami funkcji wystepujacych po obu
stronach nieréwnosci. Zaznaczy¢ na rysunku otrzymany zbiér rozwia-
zan.
Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie warunkami a; = 4,
api1 = 1+ 2y/a,, n > 1. Stosujac zasade indukcji matematycznej,
wykazaé, ze ciag (a,) jest rosnacy oraz 4 < a, < 6 dlan > 1.

Na krzywej o réwnaniu y = \/x znalez¢ punkt lezacy najblizej punktu
P(0,3). Sporzadzié rysunek.

Wykazaé, ze dla kazdej wartosci parametru « € R rownanie
kwadratowe 322+ 4xsina — cos2c = 0 ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste. Wyznaczy¢ te wartosci parametru «, dla ktérych oba
pierwiastki leza w przedziale (0, 1).
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Praca kontrolna nr 3

Suma wyrazéw nieskonczonego ciagu geometrycznego zmniejszy sie
0 25%, jesli wykreslimy z niej sktadniki o numerach parzystych niepo-
dzielnych przez 4. Obliczy¢ sume wszystkich wyrazéw tego ciagu,
wiedzac, ze jego drugi wyraz wynosi 1.

Z kompletu 28 kosci do gry w domino wylosowano dwie kosci (bez
zwracania). Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze kosci pasuja do
siebie, tzn. na jednym z pél obu kosci wystepuje ta sama liczba oczek.

Rozwiaza¢ uklad rownan

rT+2y=3
5T +my =m

w zaleznosSci od parametru rzeczywistego m. Wyznaczy¢ i narysowac
zbidr, jaki tworza rozwiazania (z(m),y(m)) tego ukladu, gdy m
przebiega zbior liczb rzeczywistych.

W graniastostupie prawidlowym szesciokatnym krawedz dolnej pod-
stawy AB wida¢ ze srodka gornej podstawy P pod katem a. Wyz-
naczy¢ cosinus kata utworzonego przez plaszczyzne podstawy i plasz-
czyzne zawierajaca krawedz AB oraz przeciwleglta do niej krawedz
D'E’ gérnej podstawy. Uzasadni¢ odpowiednio obliczenia.

2$+1/2
Rozwiazaé nieréwnosé¢ —1 < e < 1.

Bez uzycia tablic wykaza¢, ze tg82°30" — tg 7°30' = 4 + 2v/3.

Napisa¢ réwnanie prostej k stycznej w punkcie P(2,3) do okregu
2?+y? —2x—2y—3 = 0. Nastepnie wyznaczy¢ réwnania wszystkich
prostych stycznych do tego okregu, ktdre tworza z prosta k kat 45°.

Dobra¢ parametry a >0 i b € R tak, aby funkcja

(a+1)+ax—2% da z<aq,
fz) = b

x?2—1’

dla x > a,

byta ciagla i miala pochodna w punkcie x = a. Sporzadzi¢ wykres
funkcji  f(x) oraz stycznej do wykresu w punkcie P(a, f(a)) bez
szczegolowego badania jej przebiegu.
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Praca kontrolna nr 4

Dla jakich warto$ci parametru rzeczywistego ¢ rdéwnanie
x4+ 3 = —(tz + 1)® ma dokladnie jeden pierwiastek.

Czworoscian foremny o krawedzi a przecieto plaszczyzna réwnolegia
do dwoch przeciwleglych krawedzi. Wyrazi¢ pole otrzymanego prze-
kroju jako funkcje dlugosci odcinka wyznaczonego przez ten przekréj
na jednej z pozostalych krawedzi. Uzasadni¢ postepowanie. Przedsta-
wié¢ znaleziona funkcje na wykresie i podaé jej najwieksza wartosc.
Zaznaczy¢ na wykresie zbiér punktéw (z,y) plaszczyzny spelniaja-
cych warunek log,, [y| > 1.

Wyznaczy¢ réwnanie linii utworzonej przez wszystkie punkty plasz-
czyzny, ktérych odleglos$é od okregu z? + y? = 81 jest o 1 mniejsza
niz od punktu P(8,0). Sporzadzi¢ rysunek.

Na dziesiatym pietrze pewnego bloku mieszkaja Kowalscy i Nowa-
kowie. Kowalscy maja dwoch synow i dwie cérki, a Nowakowie jed-
nego syna i dwie coérki. Postanowili oni wybra¢ miodziezowego przed-
stawiciela swojego pietra. W tym celu Kowalscy wybrali losowo jedno
ze swoich dzieci i Nowakowie jedno ze swoich. Nastepnie sposrod tej
dwdjki wylosowano jedna osobe. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
przedstawicielem zostal chlopiec.

Uzasaﬁimc pre.m.rdmwosc nlerown‘osm n+ 3 > y/n(n + 1)., n > 1. K_(f_
rzystajac z niej oraz z zasady indukcji matematycznej, udowodni¢,

ze
2n 4"

>
<n>‘2\/ﬁ

dla kazdej liczby naturalnej n.

Zbada¢ przebieg zmiennosci i narysowaé¢ wykres funkeji

=

W tréjkacie ABC kat A ma miare «, kat B miare 2a,
a |BC| = a. Oznaczmy kolejno przez A; punkt na boku AC' taki, ze
BA, jest dwusieczna kata B; B; punkt na boku BC taki, ze A, By jest
dwusieczna kata A;, itd. Wyznaczy¢ dlugosé nieskonczonej tamane;j
ABA B A,...
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Praca kontrolna nr 5

Jakiej diugosci powinien by¢ pas transmisyjny, aby mozna go bylo
uzy¢ do potlaczenia dwéch kot o promieniach 20 cm i 5 cm, jesli od-
legtos¢ $rodkow tych két wynosi 30 cm?

Umowa okresla wynagrodzenie na kwote 4000 zi. Skiadka na ubez-
pieczenie spoleczne wynosi 18,7% tej kwoty, a sktadka na Kase Cho-
rych 7,75% kwoty pozostalej po odliczeniu skladki na ubezpiecze-
nie spoleczne. W celu obliczenia podatku nalezy od 80% wyjsciowej
kwoty umowy odja¢ skltadke na ubezpieczenie spoteczne i wyznaczy¢
19% pozostalej sumy. Podatek jest réznica tak otrzymanej liczby
i skladki na Kase Chorych. Ile wynosi podatek?.

Przez punkt P(1,3) poprowadzi¢ prosta [, tak aby odcinek tej proste;
zawarty miedzy prostymi x —y +3 =01z + 2y — 12 = 0 dzielil sie
w punkcie P na polowy. Wyznaczy¢ réwnanie ogélne prostej [ i obli-
czy¢ pole tréjkata, jaki prosta [ tworzy z danymi prostymi.

Podstawa czworoscianu ABC' D jest tréjkat prostokatny ABC' o kacie
ostrym « i promieniu okregu wpisanego r. Spodek wysokosci opusz-
czonej z wierzchotka D lezy w punkcie przeciecia sie dwusiecznych
tréjkata ABC', a $ciany boczne wychodzace z wierzchotka kata pros-
tego podstawy tworza kat 5. Obliczy¢ objetosé tego ostrostupa.
Sporzadzi¢ wykres funkeji f(z) = log,(2|z| —4)%. Odezytaé z wykre-
su wszystkie ekstrema lokalne tej funkc;ji.
tg x B
V3 + tgx
Dla jakich wartosci parametru a € R mozna okresli¢ funkcje

2
o(r) = F(F(2), arie f(r) = ——

Wyznaczy¢ asymptoty funkeji g(x) dla najwiekszej mozliwej catko-
witej] wartosci parametru a.

Odcinek o koncach A(0,3), B(2,y), y € [0,3], obraca sie wokot
osi Ox. Wyznaczy¢ pole powierzchni bocznej powstalej bryly jako
funkcje y i znalez¢ najmniejsza warto$¢ tego pola. Sporzadzié ry-
sunek.

Rozwiaza¢ rownanie cos 2z +

Napisa¢ wzor funkcji g(z).
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Praca kontrolna nr 6

Zmalez¢ wszystkie wartosci parametru rzeczywistego p, dla ktoérych
réwnanie \/z + 8p = \/x + 2p ma rozwiazanie.

Obrazem okregu K w jednokladnosci o srodku S(0,1) i skali £ = —3
jest okrag K, natomiast obrazem K; w symetrii wzgledem prostej
o réwnaniu 2x + y + 3 = 0 jest okrag o tym samym Srodku co
okrag K. Wyznaczy¢ rownanie okregu K, jesli wiadomo, ze okregi
K i1 K, sa styczne zewnetrznie.

W trapezie rownoramiennym dane sa promien okregu opisanego r,
kat ostry przy podstawie a oraz suma dlugosci obu podstaw d. Obli-
czy¢ dlugos¢ ramienia tego trapezu. Zbada¢ warunki rozwiazalnosci

5
zadania. Sporzadzi¢ rysunek dla a = 60°, d = o

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym kat ptaski Sciany bocznej
przy wierzchotku wynosi 23. Przez wierzchotek A podstawy oraz
srodek przeciwleglej krawedzi bocznej poprowadzono plaszczyzne
rownolegla do przekatnej podstawy wyznaczajaca przekrdj plaski
ostrostupa. Obliczy¢ objetosé ostrostupa, wiedzac, ze pole przekroju
wynosi S.

Obliczy¢ granice

S ke

5 9
n—0o0 7’L3

jesli « jest najmniejszym dodatnim pierwiastkiem rownania
2cosa = —V/3.

Rozwiazaé¢ nier6wnosé

21+2log2cosa? o § >9 0,5+ logy sinz
12 .

Wylosowano, ze zwracaniem, 4 liczby czterocyfrowe (cyfra tysiecy
nie moze by¢ zerem!). Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze co
najmniej dwie z tych liczb czytane od strony lewej do prawej lub od
strony prawej do lewej beda podzielne przez 4.

Zaznaczy¢ na rysunku zbiér punktéw (z,y) plaszczyzny okreslony
warunkami |z — 3y| < 2 oraz y*> < z. Obliczy¢ tangens kata, pod
ktorym przecinaja sie linie tworzace brzeg tego zbioru.
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Praca kontrolna nr 7

Dwa punkty poruszaja sie ruchem jednostajnym po okregu w tym
samym kierunku, przy czym jeden z nich wyprzedza drugi co 44
sekundy. Jezeli zmieni¢ kierunek ruchu jednego z tych punktéw na
przeciwny, to beda sie one spotyka¢ co 8 sekund. Obliczy¢ stosunek
predkosci tych punktow.

Dla jakich wartosci parametru p nierdwnosé

2 2
pr” + 2pr + 1 > 9
24+x+2-p*

jest spelniona dla kazdej liczby rzeczywistej 7

W réwnolegloboku dane sa kat ostry «, dluzsza przekatna d oraz
roznica bokéw r. Obliczy¢ pole réwnolegloboku.

Naczynie w ksztalcie pétkuli o promieniu R ma trzy nézki w ksztalcie
kulek o promieniu r, 4r < R, przymocowanych do naczynia w ten
sposob, ze ich srodki tworza tréjkat réwnoboczny, a naczynie posta-
wione na plaskiej powierzchni dotyka ja w jednym punkcie. Obliczy¢
wzajemna odleglo$¢ punktow przymocowania kulek. Sporzadzi¢ od-
powiednie rysunki.

Za pomoca metod rachunku rézniczkowego okresli¢ liczbe rozwiazan
réwnania  22° + 1 = 6|z| — 622
n

Bez stosowania zasady indukcji matematycznej wykazac¢, ze 7;_1

jest nieparzysta liczba naturalna dla wszystkich n > 2.

Rozwiazaé réwnanie

g (sian: + sin* z + ) =4 —2cosx + 3cos’ T — 20083.704—
Rozwazmy rodzine prostych normalnych do paraboli o réwnaniu
2y = x? (tj. prostopadlych do stycznych w punktach stycznosci).
Zmalez¢ rownanie krzywej utworzonej ze srodkéw odcinkow tych nor-
malnych zawartych miedzy osia rzednych i wyznaczajacymi je punk-
tami paraboli. Sporzadzié¢ rysunek.



Edycja XXXIII

2003 /2004



29.1.

29.2.

29.3.

29.4.

29.5.

29.6.

29.7.

29.8.

49

Praca kontrolna nr 1

Podstawa tréjkata réwnoramiennego jest odcinek AB o koncach
A(-1,3), B(1,—1), a wierzcholek C tego trdjkata lezy na prostej
[ o réwnaniu 3x — y — 14 = 0. Obliczy¢ pole trojkata ABC'.

Pewna liczba szesciocyfrowa zaczyna sie (z lewej strony) cyfra 3. Jesli
cyfre te przestawimy z pierwszej pozycji na ostatnia, to otrzymamy
liczbe stanowiaca 25% liczby pierwotnej. Znalezé te liczbe.

W trapezie opisanym na okregu katy ostre przy podstawie maja
miary a i 2, a dlugos¢ krétszego ramienia wynosi c. Obliczy¢ dlugosé
krétszej podstawy tego trapezu. Wynik przedstawi¢ w najprostsze]
postaci.

Rozwiaza¢ nier6wnosé

1 1
<.

22—x—2 " |z

Zaznaczy¢ na plaszezyinie zbiér wszystkich punktéw (x,y) speia-
jacych nieréwnosé¢ log, (1+ (y — 1)) < 1.

Rozwiaza¢ réwnanie sin? 3z — sin? 2z = sin? z.

Wysokos¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest trzy razy dluz-
sza od promienia kuli wpisanej w ten ostrostup. Obliczy¢ cosinus kata
miedzy sasiednimi $cianami bocznymi tego ostrostupa.

Dany jest nieskonczony ciag geometryczny
r+1, —2*(x+1), 2*(x +1), ...

Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$é funkeji S(z) bedace]
suma wszystkich wyrazow tego ciagu.
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Praca kontrolna nr 2

Trojkat prostokatny, obracajac sie wokoét jednej i drugiej przypros-
tokatnej tworzy bryly o objetosciach odpowiednio V; i V5. Obliczy¢
objetos¢ bryly powstalej z obrotu tego tréjkata wokdét dwusiecznej
kata prostego.

Czy mozna sume 42 000 zlotych podzieli¢c na pewna liczbe nagrod,
tak aby kwoty tych nagrod wyrazaly sie w pelnych setkach ztotych,
tworzyly ciag arytmetyczny oraz zeby najwyzsza nagroda wynosita
13000 zt? Jesli tak, to podaé liczbe i wysokosci tych nagréd.

Dane sa okregi o réwnaniach (z — 1)? + (y — 1)? = 1 oraz
(r —2)? + (y — 1)* = 16. Wyznaczy¢ réwnania wszystkich okregéw
stycznych réwnoczesnie do obu danych okregéw oraz do osi Oy.
Sporzadzi¢ rysunek.

W réwnolegloboku kat ostry miedzy przekatnymi ma miare /3, a sto-
sunek dlugosci diuzszej przekatnej do krétszej przekatnej wynosi k.
Obliczy¢ tangens kata ostrego tego rownolegtoboku.

Rozwiazaé réwnanie +/4x — 3 — 3 = /22 — 10.

Dobra¢ liczby catkowite a, b, tak aby wielomian 62® — 722 4+ 1 dzielil
sie bez reszty przez tréjmian kwadratowy 222 + ax + b.

Rozwiaza¢ nieréwnosé¢ [2° — 3| < 2172, Sporzadzi¢ wykresy funkcji
wystepujacych po obu stronach tej nieréwnosci oraz zaznaczy¢ na

rysunku zbiér rozwiazan.

Wyznaczy¢ przedzialy monotoniczno$ci funkeji

3
f(z) =sin®x + T T€ [—7, 7]
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Praca kontrolna nr 3

Z talii 24 kart do gry wylosowano 7 kart. Jakie jest prawdopodobien-
stwo otrzymania doktadnie czterech kart w jednym z czterech koloréw,
w tym asa, kréla i dame.

Pewien ostrostup podzielono na trzy czesci dwiema plaszczyznami
rownoleglymi do jego podstawy. Pierwsza plaszczyzna lezy w od-
leglosci d; = 2 cm, a druga w odleglosci dy = 3 ¢cm od podstawy.
Pola przekrojow ostrostupa tymi plaszczyznami rowne sa odpowied-
nio S; = 25 cm? oraz S, = 16 cm?. Obliczy¢ objetos¢ tego ostrostupa
oraz objetos¢ najmniejszej czesci.
T2 4 y? =24

Rozwiazaé¢ uklad réwnan 2logz +logy®

log(z + y)
W tréjkacie rownoramiennym ABC' odleglos¢ srodka okregu wpisane-
go od wierzchotka C wynosi d, a podstawe AB wida¢ ze srodka okregu
wpisanego pod katem «a. Obliczy¢ pole tego tréojkata.

2.

Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodni¢ prawdziwosé dla
n > 1 wzoru

sin 2
CcoST + cos3x + ... + cos(2n — 1)55 = H £nw

Ssing sinx # 0.

Wyznaczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym

an

V4n
= s n Z 1
Vv —\/n+ V4n?

Dany jest wierzchotek A(6,1) kwadratu. Wyznaczy¢é pozostale wierz-
cholki tego kwadratu, gdy wierzchotki sasiadujace z A leza jeden na
prostej [ : x — 2y + 1 = 0, a drugi na prostej k : x + 3y — 4 = 0.
Sporzadzi¢ rysunek.

Zbada¢ przebieg zmiennosci i narysowaé¢ wykres funkeji

r+1

fla) ="
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Praca kontrolna nr 4

Statek z Wroctawia do Szczecina plynie 3 dni, a ze Szczecina do
Wroclawia 5 dni. Jak dlugo z Wroctawia do Szczecina plynie woda?

Dla jakich wartosci rzeczywistych x liczby 1 + log, 3, log, 36,

3 logg 6 sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego.

Wanna o pojemnosci 200 1 majaca ksztalt polowy walca (rozcietego
wzdtuz osi) lezy poziomo na ziemi i zawiera pewna ilos¢ wody. Do
wanny wlozono belke (ciezsza od wody) w ksztalcie walca o $rednicy
cztery razy mniejszej niz Srednica wanny i dlugosci rownej polowie
dlugosci wanny. Okazalo sie, ze lustro wody styka sie z powierzchnia
belki zanurzonej w wodzie. Poda¢, z doktadnoscia do 0,1 1, ile wody
znajduje sie w wannie?

Wyznaczy¢ wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych obydwa
pierwiastki tréjmianu kwadratowego wv(x) = 22 + max — m? leza
miedzy pierwiastkami tréjmianu w(z) = 2% — (m — 1)z — m.

Urna A zawiera trzy kule biale i dwie czarne, a urna B dwie kule biate
i trzy czarne. Wylosowano cztery razy jedna kule (ze zwracaniem)
z urny A oraz jedna kule z urny B. Obliczy¢ prawdopodobienstwo
tego, ze wsréd pieciu wylosowanych kul sa co najmniej dwie kule
biale.

Rozwiaza¢ rownanie 2sin2x 4 2cos2z +tgx = 3.

Dana jest funkcja f(z) = 2* — 222, Wyznaczy¢ wszystkie proste sty-
czne do wykresu tej funkcji zawierajace punkt P(1, —1). Ile punktéw
wspolnych z wykresem tej funkcji maja wyznaczone styczne? Rozwia-
zanie zilustrowac¢ rysunkiem.

Podstawa ostrostupa ABC'S jest tréjkat rownoramienny, ktorego kat
przy wierzchotku C' ma miare «, a ramie BC' ma dlugos¢ b. Spodek
wysokosci ostrostupa lezy w $rodku wysokosci C'D podstawy, a kat
plaski sciany bocznej ABS przy wierzchotku ma miare o. Obliczyé
promien kuli opisanej na tym ostrostupie oraz cosinusy katow nachyle-
nia scian bocznych do podstawy.
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Praca kontrolna nr 5

Piaty wyraz rozwiniecia dwumianu (a + b)'®, gdzie a,b > 0,
jest 0 180% wiekszy od wyrazu trzeciego. O ile procent wyraz ésmy
tego rozwiniecia jest mniejszy badz wiekszy od wyrazu czwartego?

Wyznaczy¢ réwnanie linii utworzonej przez wszystkie punkty
plaszczyzny, dla ktérych stosunek kwadratu odleglosci od prostej
k:x—2y+3 =0 do kwadratu odleglosci od prostej [ : 3x+y+2 =10
wynosi 2. Sporzadzi¢ rysunek.

Obwod tréjkata ABC wynosi 15 ¢m, a dwusieczna kata A dzieli bok
przeciwlegly na odcinki dlugosci 3 cm oraz 2 ecm. Obliczy¢ pole kola
wpisanego w ten trojkat.

Czastka startuje z poczatku uktadu wspélrzednych i porusza sie ze

stala predkoscia po nieskonczo- ay

nej tamanej jak na rysunku, kto- as

rej dlugosci kolejnych odcinkéw P
ai

tworza ciag geometryczny maleja-
cy. Po pewnym czasie czastka za-
trzymala sie w punkcie P(10,3).
Jaka droge przebyla czastka?

a4

Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnié, ze dla wszyst-
kich n > 1 wielomian z3"T! + 23"~1 + 1 dzieli sie bez reszty przez
wielomian z2 + z + 1.

=
= o |z[+2
biegu. Poda¢ réwnania asymptot i ekstrema lokalne tej funkcji.

Narysowaé wykres funkcji f(x) bez badania jej prze-

Rozwiazaé nieréwnosé

| cos | TVZsinatV2coss < g [ ]

W stozek wpisano graniastostup tréjkatny prawidlowy o wszystkich
krawedziach tej samej dlugosci, tak ze dolna podstawa lezy na pod-
stawie stozka. Przy jakim kacie rozwarcia stozka stosunek objetosci

graniastostupa do objetosci stozka jest najwiekszy?
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Praca kontrolna nr 6

5
W koto o polu i wpisano tréjkat prostokatny o polu 1. Obliczyé
obwdd tego trojkata.
Sprowadzi¢ do najprostszej postaci wyrazenie
2(sin® a + cos® o) — 7(sin* a + cos* @) + cos 4a.

Wyznaczy¢ trojmian kwadratowy, ktérego wykresem jest parabola
styczna do prostej y = x + 2, przechodzaca przez punkt P(—2, —2)
oraz symetryczna wzgledem prostej x = 1. Sporzadzi¢ rysunek.

N
W trapezie ABCD, w ktérym AB || CD, dane sa AC= [4,7] oraz
R

BD= [—6,2]. Za pomoca rachunku wektorowego wyznaczy¢ wektory
- . . PR, . . - —

AB i CD, jedli wiadomo, ze AD1BD.

Jag ma w portmonetce 3 monety jednozlotowe, 2 monety dwuztotowe
i jedna pieciozltotowa. Kupujac zeszyt w cenie 4 zl, wyciaga losowo
z portmonetki po jednej monecie tak dlugo, az uzbiera sie suma wys-
tarczajaca na kupno zeszytu. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze Jas

wyciagnie co najmniej trzy monety. Poda¢ odpowiednie uzasadnienie
(nie jest nim tzw. drzewko).

Narysowac na plaszczyznie zbiér punktéw okreslony nastepujaco
F={(z,y): Vdr — 22 <y <4—+v1-2z+ 22}

35
W jakiej odleglosci od brzegu figury F znajduje sie punkt P (5, 5) ?
Dana jest funkcja f(z) = log,(1 — 2?) —log,(2* — x). Bez stosowania
metod rachunku rézniczkowego wykazaé, ze f jest rosnaca w swojej
dziedzinie oraz, ze g(x) = f (x - 5) jest nieparzysta. Wyznaczy¢
funkcje odwrotna f~!, jej dziedzine i zbiér wartodci.
Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego wy-
nosi ¢2, a kat nachylenia $ciany bocznej do podstawy ma miare o.
Ostrostup przecieto na dwie czesci plaszczyzna przechodzaca przez
jeden z wierzcholkéw podstawy i prostopadia do przeciwleglej krawe-

dzi bocznej. Obliczy¢ objetos$é czesci zawierajacej wierzcholek ostro-
stupa. Poda¢ warunek rozwiazalnosci zadania.
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Praca kontrolna nr 7

Dwa pierwsze wyrazy nieskonczonego ciagu geometrycznego sa pier-
wiastkami réwnania 422 — 4px — 3p? = 0, gdzie p jest nieznana liczba.
Wyznaczy¢ ten ciag, jesli suma wszystkich jego wyrazéw wynosi 3.

. . 2 3 NP
Wiedzac, ze cosy = 3 oraz ¢ € <§7r, 27r), obliczy¢ cosinus kata

. N S _ ¥
pomiedzy prostymi y = sm§ T, Y= cos§ x.

Kostka szeécienna ma krawedz 2a. Aby zmiesci¢ ja w pojemniku
w ksztalcie kuli o $rednicy 3a, ze wszystkich naroznikéw odcieto
w minimalny sposob jednakowe ostrostupy prawidlowe trojkatne.
Obliczy¢ dlugosé krawedzi bocznych odcietych czworo$cianéw?

Udowodni¢ prawdziwosé¢ nierownosci
2
x r
1+§Z \/1+.’1721+§—? dla :L’G[-l,l].
Zilustrowa¢ ja na odpowiednim wykresie.

Rozwiazaé réwnanie

Ccos bx .
= —sin 3zx.

sin 2x

Dany jest okrag K : 2% — 4z + y?> + 6y = 0. Znalez¢ réwnanie
okregu symetrycznego do K wzgledem stycznej do K poprowadzone;j
z punktu P(3,5) i majacej dodatni wspétezynnik kierunkowy.

W okrag o promieniu 7 wpisano trapez o przekatnej d, d > /3,
i najwiekszym obwodzie. Obliczy¢ pole tego trapezu.

Metoda analityczna okresli¢ dla jakich wartosci parametru m uktad
rownan

me—y+2=0
r—2y[+2=0

ma dokladnie jedno rozwiazanie. Wyznaczy¢ to rozwiazanie w zalez-
nosci od m. Sporzadzi¢ rysunek.



Indeks tematyczny
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1. Liczby rzeczywiste

e Obliczenia procentowe: 1.1, 9.1, 16.1, 26.2, 33.1.

e Zasada indukcji matematycznej: 2.1, 3.3, 10.1, 11.5, 17.5, 19.6,
23.6, 25.6, 31.5, 33.5.

e Inne: 8.2, 28.6, 33.1.

2. Funkcja liniowa

e Uklady rownan liniowych z parametrem: 7.5, 12.7, 18.4, 24.3, 35.8.
e Wartos¢ bezwzgledna: 2.5, 5.1, 13.7, 27.8, 35.8.

o Inne: 15.1, 28.1, 29.2, 32.1.

3. Funkcja kwadratowa

e Rownania kwadratowe z parametrem: 2.4, 4.7, 5.7, 9.3, 11.7, 13.3,
16.7, 19.5, 20.1, 23.8, 25.1, 28.2, 32.4.

e Uktady réwnan drugiego stopnia: 2.6, 10.7, 21.1, 31.3.
e Inne: 2.2, 3.1 (10.3), 8.3, 21.8, 22.1, 34.3, 35.1, 35.4.

4. Wielomiany

e 2.1,12.2,17.3, 21.1, 23.2, 28.5, 30.6, 33.5.
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5. Funkcje wymierne i niewymierne

e Wykresy funkcji: 12.1, 13.7, 15.5, 19.3, 20.5, 26.7, 33.6.

e Rownania i nierownosci: 1.6, 5.4, 9.5, 11.8, 15.2, 23.5, 27.1, 29.4,
30.5.

6. Funkcje potegowe, wykladnicze
i logarytmiczne

e Wykresy funkcji: 1.5, 13.3, 26.5.
e Przeksztalcanie wyrazen: 14.6, 27.5, 31.6, 32.2.
e Réwnania: 1.2, 6.1, 9.3, 16.5, 21.6, 31.3.

e Nier6wnosci: 2.3, 4.5, 7.1, 8.4, 10.5, 11.7, 17.6, 20.6, 22.5, 24.5,
25.3, 27.6, 29.5, 30.7, 33.7.

7. Funkcje trygonometryczne

e Tozsamosci, przeksztalcanie wyrazen: 4.3, 5.2, 6.3, 13.1, 14.4, 16.6,
17.1, 24.6, 31.5, 34.2, 35.2.

e Réwnania: 1.4, 2.8, 8.7, 10.8, 15.6, 19.7, 22.7, 23.8, 26.6, 27.5,
28.7, 29.6, 32.6, 35.5.

e Nieréwnosci: 3.8, 7.6, 10.8, 11.4, 18.5, 21.5, 23.8, 27.6, 33.7.
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8. Wilasnosci funkcji

e 3.1 (10.3), 15.5, 16.6, 26.7, 34.7.

9. Ciagi liczbowe

e Ciag arytmetyczny: 4.1, 13.5, 19.2, 22.2, 30.2.
e Ciag geometryczny: 6.4, 15.4, 17.1, 18.1, 32.2.

e Ciag geometryczny nieskoniczony: 1.2, 2.8, 8.1, 11.4, 14.2, 15.8,
24.1, 25.8, 28.7, 29.8, 33.4, 35.1.

e Granica ciagu: 14.6, 18.1, 21.4, 27.5, 31.6.
e Wiasnosci ciagu: 21.4, 23.6.

10. Granica i ciaglosé¢é funkcji.
Pochodna, styczna

o 1.8, 4.3, 9.8, 16.8, 20.7, 21.8, 22.8, 23.7, 24.8, 27.8, 32.7.

11. Zastosowania pochodnej

e Badanie przebiegu funkcji: 3.6, 4.7, 9.7, 13.8, 15.8, 25.7, 31.8.
e Ekstrema lokalne: 8.3, 11.3, 26.5, 28.5, 33.6.

e Wartos¢ najmniejsza i najwieksza funkeji w zbiorze: 2.2, 3.1 (10.3),
3.5, 6.7, 10.6, 12.8 (26.8), 18.8, 19.5, 21.7, 22.8, 25.2, 29.8, 33.8, 35.7.

e Inne: 5.7, 24.8, 30.8.
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12. Geometria analityczna

e Rachunek wektorowy, iloczyn skalarny: 1.3, 5.8 (15.7), 8.6, 13.2,
14.3,19.1, 21.2, 22.6, 23.7, 29.1, 31.7, 34.4.

e Prosta: 3.2, 14.3, 18.2, 26.3, 35.2.
e Okrag: 2.7, 6.2, 10.6, 12.4, 16.2, 24.7, 27.2, 30.3, 35.6.

e Zbiory punktéw o danej wlasnosci (miejsca geometryczne punktow):
4.6, 5.3, 9.2, 11.6, 20.4, 25.4, 28.8, 33.2.

e Geometryczna interpretacja uktadéow réwnan i nieréwnosci: 2.6, 4.5,
5.1, 10.7, 13.7, 19.3, 23.5, 25.3, 27.8, 29.5, 34.6.

o Inne: 7.2, 14.5, 17.4, 21.8, 34.3.

13. Planimetria

e Tréjkat: 3.5, 6.8, 8.8, 9.6, 11.1, 13.6, 20.8, 21.3, 22.4, 23.3, 25.8,
31.4, 33.3, 34.1.

o Trapez: 3.7, 7.4, 12.6, 17.7, 19.4, 27.3, 29.3, 35.7.

e Inne figury: 4.4, 14.2, 16.4, 18.7, 23.3, 26.1, 28.3, 30.4.
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14. Stereometria

e Graniastostupy: 6.4, 11.2, 19.2, 21.1, 24.4, 35.3.

e Ostrostupy: 1.7, 3.4, 4.8, 7.7 (31.2), 8.5, 9.4, 12.5, 14.8, 16.3,
18.8, 19.8, 25.2, 26.4, 27.4, 29.7, 32.8, 34.8.

e Bryly obrotowe: 5.6, 6.6, 10.2 (18.3), 12.8 (26.8), 20.2, 21.7, 22.3,
28.4, 30.1, 32.3, 33.8.

e Inne bryty: 15.3, 17.8, 23.4.

15. Rachunek prawdopodobienstwa
i kombinatoryka

e Prawdopodobienstwo klasyczne: 4.2, 7.8 (14.7), 10.4, 17.2, 20.3,
24.2, 31.1.

e Wz6r na prawdopodobienstwo catkowite: 6.5, 12.3, 25.5, 34.5.
e Niezaleznos¢ i schemat Bernoulliego: 5.5, 13.4, 18.6, 27.7, 32.5.

e Kombinatoryka: 7.3, 14.1, 23.1.



Odpowiedzi

do zadan
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1.1. Masa stopu 2,3 kg, préba stopu 0,690.

1.2. log, 2.

1
1.3. C (30 !

11°11

v k2_7r’

1.4. —
1ty

1.5. Rysunek 1.

3
1.7. ——.
5
. . . . . 1
1.8. Sa dwie takie styczne i maja réwnania y = —533 + 2 oraz
1
=——x—2.
) 215

2.2. Podstawa prostokata a
przekatna p = 2v/2 cm.

2 4
R 10 cm, wysoko$¢ b = g\/ 10 cm,
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2.3. (1, \3/5) U (3/@, oo).
2.4. 4-2/2 <p<4+2V2
2.5. Dla m < 0 brak rozwiazan,
dla m = 0 lub m > 1 sa dwa rozwiazania,
dla m =1 sa trzy rozwiazania,

dla 0 < m < 1 sa cztery rozwiazania.

2.6. Uklad ma trzy rozwiazania:

T = —7 To =1 T3 =05
Y1 = _17 Yo = 7; Y3 = —9.

1225
2.7. S = ——.
12
T 7m 97 157
2.8, —, —, —, —.
88’87 8

3.1. Driedzina jest przedzial [0, 4], a zbiorem wartosci przedzial

03]
2

3.2. Prosta AB ma rownanie y = 3, a prosta AD rownanie 4x—3y = 15.

8
3.4. —v/3 cm?.
V3 em

3v3

3.5. Tréjkat réwnoboczny o boku Rv/3 i polu TRZ.

5 - > ..
3.6. D = (—oo, 5], miejsca zerowe 0, 3’ minimum lokalne 0
dla z = 0; maksimum lokalne 2 dla x = 2; funkcja rosnaca w (0,2);

) 6

malejaca w (—o00,0) oraz w <2,§); wypukla w <—oo,2— g),
6 5 6 [62v6— 117

wklesta w (2— §,§>; punkt przegiecia P (2— %, WT)’

5 5
prosta x = 3 jest styczna do wykresu funkeji w punkcie (5,0). Wykres

funkcji przedstawiono na rysunku 2.
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Y
2
1 F,
1 Jo 1 2 3
Rys. 2
37 S d? — 2drcosa+r2c082arsma; R — d? — 2dr cos o + 7“2;
2(d — rcos ) 4(d — rcosa) sin«
13
rozwiazanie istnieje, gdy d > r(1+2 cos ). Wynik liczbowy S = E\/g cm?,
7
R = - cm.
3
s Tm 137w 197 2567 31w
A e s W
{ 12] 7 127 12 1212 127"
4.1. 109.
4.2. z
9
4.3. Pochodna nie istnieje.
r <1 0<y<l1
4.5 { l<y<3-—=x fub { 1<z <3—y.
4 2 2
4.6. Elipsa o réwnaniu (v ;:6 ) + g—o =1, srodku M(—4,0) i pdlosiach

a=6, b=25.
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4
4.7. Yy = f(m) = E —
asymptota pionowa obustronna m = 0; asymptota pozioma lewostronna

y = 0; maksimum lokalne 1 dla m = 2; funkcja rosnaca w (0, 2); malejaca
w (—00,0) oraz w (2,5); wypukta w (3,5); wklesta w (—o00,0) oraz

4 .
—5. D = (-00,0) U (0,5]; miejsce zerowe 1;

8
w (0, 3); punkt przegiecia P (3, §> Wykres przedstawiono na rysunku 3.
yl

1 7“&13\1
-4 -2 0 2 3 om
-1
-3
Rys. 3
4 5= T B0 (1T
16 cos?a(3 —4cos?a) 6" 2
35
5.1. Zbior A przedstawiono na rysunku 4. Punkt @ <§,§> lezy
najblizej punktu P.
1ty
N
Q
12
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7 7
5.2. 1—6\/5 lub — E\/5.

1
5.3. Szukana krzywa stanowia dwie galezie paraboli y = 53:2 — 1 dla
x> 2 oraz dla z < 2.

5.4. 11.
5.5. Pierwszy.
5.6. 2r + 4v/2Rr — R?.

5.7. Dla m € [2\/§, oo).

9
5.8. —+/85.

85

1
6.1. Z(—3+3\/§).

1
6.2. .

3

3/2

6.4. 8 + (1+\/33) &
6.5. =

10

6.6. 17T—2d3tg204 (8 cost o — 1).

6.7. Warto$¢ najmniejsza 31, a najwieksza 24/2.

6.8. Stosunek wynosi 1 + k, a dziedzina k jest przedzial (0, V2 — 1].
7.1. (0,1).

1 2 -3 2
7.2. Elipsa o réwnaniu (xz ) + g ] ) = 1, d$rodku S(-1,3)

i pétosiach a =2, b= 1. Pole figury wynosi 27.
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7.3. 330.

7.4. Z(f—\/é).

m—+ 2
m—4 " m_4
Dla m = 4 uklad sprzeczny. Dla m = 3 nieskonczenie wiele rozwiazan
spelniajacych warunek x — 2y = 1, gdzie x dowolne rzeczywiste. Sa dwa
rozwiazania spetiajace warunek z = y: dlam =7 (z = y = 3) oraz dla

m=3 (x=y=—1).

™ w7
o (50)(53)

7.7. Objetosc ostrostupa wynosi 3 cm?®, a objetod¢ najmniejszej czedci

7.5. Dla m r6znych od 3 i 4 jedno rozwiazanie x =

61
— cm?.
3
1 7
7.8.8) —; b) —.
20 20
8.1. q = %, a; = 1972.

8.2. Sa dwa takie sktadniki 26 730 oraz 1320.
8.3. Wykres funkcji przedstawiono na rysunku 5.

+y

Rys. 5
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Maksima lokalne 4 dla x = 11 2 = —1; minima lokalne 0 dla x = 3
iz = —3 oraz 3 dla x = 0. Funkcja rosnaca w przedzialach (—3,—1),
(0,1), (3,00); malejaca w przedziatach (—oo, —3), (—1,0), (1,3).

N
l\DIOJ
I_l

| —
l\D
|
N

8.5.

8.6.

—_

8.7.

P?‘

Wy ol =g

- .
—_

CT “|©

+k

VAR

. keZ.

/\ ©|ﬁ WnND

\_/W|

+ o|¥

8.8. V5

9.1. O 72,8 %.

9.2. Prawa galaz hiperboli o réwnaniu y = % + =, > 1
9.3. m € (1,2).

9.4. V3.

9.5. (—o0,—3)U|[L,3) U (3,5].

VI+E—1+k
k2v/2 '

9.7. D = R\ {2}; asymptota pionowa obustronna x = 2; asymptota

9.6.

1
pozioma obustronna y = 1; minimum lokalne 3 dla z = —2; funkcja rosnaca

w (—2,2); malejaca w (—o0, —2) oraz w (2,00); wypukla w (—4,2) oraz

w (2, 00); wklesta w (—oo, —4); punkt przegiecia P ( '3 . Wykres funkcji

przedstawiono na rysunku 6.
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Y
5
_ 1
P
-4 -2 2 4 6 T
Rys. 6
5) 1 38 16
9.8. y=10x — 16 =——I— - = —— —.
e S U T R DY
3
10.2. V = — 23 sin 4o cos 2, ¢ =31 —4da, «a € (E, —7T>
6 274
3
10.3. Drziedzina jest przedzial [0, 4], a zbiorem wartosci przedzial [0, ﬂ )
240
10.4. —— =~ 0, 136.
1771 ’

11
10.5. | -, = | U [2,4].
(3:3) v

3v3
10.6. S(r) = r(1 —r?)%2, r € (0,1). Warto$¢ najwieksza % dla

10.7. Uktad ma cztery rozwiazania:

16 16
x1=0 wQ_F J)g——g Ty =4
{ylzo, 12 12 {94:—2-
92237 y3:—€,
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Pierwsze réwnanie przedstawia dwa okregi styczne do osi Oy o srodkach
5 5 5t
S1 <§, 0> , SS9 (—5, 0) i promieniu 3" Drugie réwnanie przedstawia dwie

proste réwnolegte.

. . . 3m Iw . . . .
10.8. Rozwiazania réwnania: R Zbior rozwigzan nieréwnosci:

0 %) (]

v
11.1. —.
6
2
11.2. ﬁR.
3
11.3. 4, —4.
11.4. <E3_7T> U (5171)
4’ 4 474
2 2
11.6. |y| = (xi—l ©_ 1, € (—o0,—4) U (0,00).

11.7. 3Vl 3-ViL,

11.8. [~5,0) U (5, 6].

9 _
2

12.2. —1.

IS

12.1.

107
12.3. — =~ .
123 0,836

12.4. (z—1)°+(y—1) =1, (z—6)*+(y—6)*> = 36, (v+2)*+(y—2)? =4,
(=32 +(y+3)2*=09.

2 tg3
12.5. P—2% ¢ (E,E).
Vtgla —1 4" 2
16Pr V16P2 + st

. Warunek rozwiazalnosci r >

V16P2 + st 4s

12.6. s +
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12.7. Dla parametréw p réznych od 2 i —1 jedno rozwiazanie x = 3p,
y = —3p — 2. Dla p = 2 nieskonczenie wiele rozwiazan speliajacych waru-
nek 2z +y —4 = 0, gdzie x dowolne rzeczywiste. Dla p = —1 nieskonczenie
wiele rozwiazan spetniajacych warunek x — y + 4 = 0, gdzie x dowolne
rzeczywiste. Rozwiazania o wspoirzednych catkowitych:

T=-2 _ 1 T =—2 _ 2 Jax=-1 _ 1
y:2 7p_ ) y: 7p_ 37 y:—l 7p_ 37
z=0 =1 T =2
p=0; p=2 p=2

3 3\ 2 3
12.8. S(y) == (y+ 5) 1+ (y— 5) , Y € {0,5]. Wartos¢ naj-

13
mniejsza m dlay=0.

13.2. 3.

13.3. f(m) = ‘2*(’”*3) — 2‘ , m € (—o0,4]\ {log, 7}. Wykres funkcji f
przedstawiono na rysunku 7.
Y

Rys. 7



7

35
13.4. — =~ 0,243.
144 0,243

13.5. 10, 8, 6, 4 lub 10, 8,6, 4,2, 0, =2 lub —20, —12, —4, 4, 12,
20, 28.

10

13.6. —.
27

2 4
13.7. @ <2—|— g\/g,g\/g> . Zbiory A, B oraz AN B przedstawiono
na rysunku 8.

+y
A
2 — ™~ Q
/ N\,
/ \
4 / 1D
/
/ \
0 2 \ x
\
\
Rys. 8
13.8. Funkcja jest parzysta. D = [—+/8,/8]; miejsca zerowe —2 i 2;
1
maksima lokalne 3 dla £ = —+/7 oraz dla z = \/7; minimum lokalne
ty
t1
[\ 0,5 %H
-3 -2 -1 3 =
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—4++/8 dla x = 0; funkcja rosnaca w (—v/8, —/7) oraz w (0, v/7); malejaca
w (—V/7,0) oraz w (v/7,v/8); wypukla w (—2,2); wklesta w (—/8, —2) oraz
w (2,v/8); punkty przegiecia (—2,0), (2,0), proste x = —/8 oraz x = /8
styczne do wykresu funkcji. Wykres funkcji przedstawiono na rysunku 9.

14.1. 9.

14.2. 27 (3 + 2\/3).

1 4
14.3. a)m:—i;b)m:—;c)mzolubm:%/g.

3
2 _12

w_+(y )
6 4

a =6, b=2. Pole figury wynosi 87 — 6v/3.

14.5. Elipsa o réwnaniu =1, $rodku S(0,1) i pélosiach

14.6. +oo.
1 7
14.7. a) —; b) —.
20 20
9 _
14.8, Y2 —cosa L <0, E).
2sin « 2

15.1. 12 km/h, 15 km/h, AB = 27 km.
15.2. (—o0, V3| U (2,00).

405
15.3. 108v/3 m?, Tﬁ m?.

3 \\200
wynosi 1806,09 zi, sSrednia pensja w 2002 roku wynosi 1827,96 zi.

8000 [ 203\ !
15.4. w, = 1600+ —— (( ) — 1), pensja w kwietniu 2002 roku

15.5. f~'(z) = Yz, x € R. Wykres funkcji h przedstawiono na ry-
sunku 10.

e T
6. — + k- 7.
15.6. 5 +hz, ke
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1y
2
1
-2 -1 1 2 T
Rys. 10
157385
..85\/ .
15.8. f(z) = L7 b1+ -2 D = (—00,0] U (2,00)
0. X = = I JRE—— — —00 0):
x_z I_27 ) ) )

asymptota pionowa prawostronna x = 2; asymptota uko$na obustronna
y = x + 1; minimum lokalne 3 + 2v2 dla zp = 2 + V2; funkcja rosnaca
w (—00,0) oraz w (2 + /2, 00); malejaca w (2,2 + v/2); wypukla w (2, 00);
wklesta w (—o0,0). Wykres funkcji przedstawiono na rysunku 11.

Y

Rys. 11
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16.1. Cena mniejsza od poczatkowej o 2,25%.

16.2. Zbidr sklada sie z tukéw czterech okregéw oraz punktu (0,0) i jest
przedstawiony na rysunku 12.

K2 Kl

« S5 .S

.53

K3

16.3. 18h28.in2a, ac <0,E .
sin 3o 3

16.4. 18 cm od wierzchotka kata rozwartego, a = 38°13'.

2
16.5. V2, g
16.6. Dziedzina jest R, a zbiorem wartosci przedziat {3 — \/5, 3+ \/5]

AT

16.7. (—1,0]U{ 5

16.8.

2.
V17T —1 V17T —1 9— V17
17.1. 1, -1, \| ————, —\| ———; wyraz czwarty 0 lub ——.
8 8 4
1

6
17.2. — ~0,457.
395 ’
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1\? 1
17.4. 2° + (y —r? = —> = 7. Rozwiazanie istnieje dla r > 3

1
176, |1 V0.
376
d(c? + d? d(2c? —
17.7. %\/CLCF Iub %\/&—da ¢>d.
C

17.8. Gdy w rownolegloscianie sa dwa Wierzcholki tréjscienne o trzech

katach plaskich 3, to objetos¢ wynosi 2a>4/sin = 5 sin® —B Gdy g € <3 2)

i w réwnolegloscianie sa dwa wierzchotki trOJsmenne 0 trzech katach ptaskich

3 1
7 — [3, to objetos¢ wynosi 2a3\/— cos 56 cos? 56, .

3

18.1. —.
2

18.2. 3z -2y +1=0.
3 T 3T
18.3. V——gl sinda cos2a, ¢ =31 —4a, a € AR

18.4. Niech x oznacza cene dlugopisu, a y cene zeszytu. Dla k # 2 jest

ok + 2 k
+ ——. Dla k = 2 spelniona jest relacja 2z +4y = 5. Ceny

"+ YTkt
dlugopisu i zeszytu moga by¢ nastepujace:
1,7
0, 6;
1, =0,9
7 7 7 07 8'
+

2.3 2.1
0,9; 0,8;
18.5. {_Z 4k, lmr} E g, =+ kw) kel

496

18.6 @Noaso- 0 —— 20,001
o799 T 728729

4
18.7. 2 — gﬂ.

||
||
||
< K
I
f=r=

o w
||

\V]
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18.8.

19.1.

19.2.

19.3.

19.4.

62 — 4.

31

T

12 + 24v/2 cm.

s < 20.

3
3 55 aréw. Plan dziatki w skali 1:1000 przedstawia rysunek 13.

20
40 30
60
Rys. 13
19.5. Wartos¢ najwieksza 6 dla m = 0.
19.7. - - . 1
o s T
T = 1—72T X2 12 T3 = E Ty _ﬁ
_ _om 117 T
y1_127 Y2 = 12> y3__ﬁa Ygs = E
2 V42 /42
19.8. 1, 1, ﬁ, \ﬁ, ,
2 7 7 7
20.1. -1, 1,2
8
20.2. (2 - V3).
50
20.3. — = 0,617.
81 ’
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?  (y—5)°

20.4. Czesc elipsy o rownaniu — + —=—— =1 dla y < 6.

]

]
3 2

20.5. Asymptota pionowa obustronna x = 1; asymptota pozioma lewo-
stronna y = —1; asymptota pozioma prawostronna y = 1. Wykres funkcji
przedstawiono na rysunku 14.

20.6.

20.7.

21.1.

21.2.

21.3.

21.4.

21.5.

21.6.

yl
4_
2¢
2 0 2 4 oz
Rys. 14
1
(=00, —1] U [—§,o> U (0,1).
—+/8 lub V8.
O 5 cm?.
3
e
4—~2 4+V2
6 6

1

Granica ciagu wynosi 3

(—m + dkm, m + 4kr), k€ Z.

—1.
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21.7. 1 = 2\/§R, heip

3 3
21.8. y =1 — (44 2V5)(z — 2),

y=1-(4—-2V5)(z —2).

4 /.250

1 2 550\4:2

Rys. 15

22.1. Wykres funkcji przedstawiono na rysunku 15, gdzie zo = 1+ v/5.
Niech f(p) oznacza liczbe rozwiazan réwnania 4 + 2|z| — 22 = p. Wtedy

0 dla
2 dla
3 dla
4 dla

f(p)

22.2. 117 minut; 5475,6 m3.

p>9,

p<4 lub p=25,
p=4,

4 < p<hb.

22.3. Srednice podstaw 6 + 2v/5 ¢m oraz 6 — 2/5 cm; tworzaca 6 cm.

4

22.4. Gdy kat a jest ostry i sina < 5 wowezas sa dwa rozwiazania:

8
P, = —R?(4cosa — 3sina)sina oraz Py = %R2(4 cos & + 3sin «) sin a.

25



Jesli sina > 5 to jest jedno rozwiazanie Ps, a jesli o rozwarty i sina < 5

85

4

to brak rozwiazan.

22.5.

22.6.

22.7.

22.8.

23.1.

23.2.

23.3.

23.4.

23.5.

23.7.

23.8.

24.1.

24.2.

24.3.

<0 1} U [16, 00)
- 00).
74 7
7 1
cosa = %, obwdd 6(9 + V12 +v21)a.
U 27

T4k ke
TR

V21 +2y —3=0.
Tak. W obu przypadkach liczba ,,stéw” wynosi 210.

—3, -1, 1.
3

—da.

8

L Ba—b)tga
12 a g Q.
[—v5,0) U (1,2).
Punkt Q(1,1).

<%+2k‘ﬂ',3§+2kﬂ>U<3§+2k7;%+2k7>; keZ.

3
2+§\/§.

7
— = 0, 389.
18 ’

m m — 15

- . DI
m—10 "7 A

Dla m # 10 jedno rozwiazanie x =
m — 10

m = 10 ukiad sprzeczny. Rozwiazania tworza prosta x + 2y — 3 = 0 bez
punktu P(1,1).

24.4.

6 —6cosw c (0 7T)
5—4cosa’ @ "3/
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24.5.

24.7.

(2ol

Rownanie prostej k: x + 2y — 8 = 0. Roéwnania stycznych

tworzacych z k kat 45°: z —3y+2+5vV2 =0, z —3y+2 — 52 = 0,
3r4+y—4+5v2=0, 3z +y—4—-5/2=0.

24.8.

a =3, b=32. Styczna y = —3x + 13. Wykres funkcji przed-

stawiono na rysunku 16.

25.1.

25.2.

25.3.

25.4.
x> 9.

Y

6

Rys. 16

2
S(z) =z(a —x), x € (0,a). Wartos¢ najwieksza GZ dla z = g.

Rysunek 17.

. , (=4 Y . .
Elipsa o réwnaniu ~or + 9= 1 oraz czes¢ prostej y = 0 dla
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Ay//
12 %
11 \q\
. . /////////{
LA 1 2 3=z
\o\ +-1
7 |
Rys. 17
25.5 E ~ 0,417
. . 12 ~ 9 .
25.7. D = [1,5); asymptota pionowa lewostronna z = 5; funkcja

rosnaca w (1,5); wypukta w (2, 5); wklesta w (1, 2); punkt przegiecia P(2,1);
prosta x = 1 styczna do wykresu funkeji. Wykres funkeji przedstawiono na
rysunku 18.

Y

3

1 P

0 1 2 5 x
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m
25.8. 2acosa(l +2cosa), a€ (0, §>
26.1. 30 (7r + \/5) cm.
26.2. 213 z1 i 85 gr.

10
26.3. 4v — Ty + 17 = 0; pole 3
: B,
V2 ,(1+sina)cos 5etg 5 T
26.4. —r° : (—,7?).
3 cos ay/—cos 3 2

26.5. Maksimum lokalne 2 dla x = 0. Wykres funkcji przedstawiono na
rysunku 19.

1y
+3
A | 1 EN
1 1
Rys. 19
T w
26.6. —+k—, k€.
3Ty RE
26.7. Dla a € [0,4). Wtedy
—zt dla a=0,

g(z) = v

dla 0<a<4.
atx® — (a® + a)z? + 2ax — 1 . ¢

. 1 ,
Dla a = 3 asymptota pionowa obustronna z = 3 asymptota ukosna obu-
stronna 3z — 27y +4 = 0.
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26.8. S(y) = m(y+3)y/4+ (y —3)%, y € [0,3]. Warto$¢ najmniejsza

dla y = 0 wynoszaca 3m/13.

27.1. p € [-2,2].

8\ 2 0Nz 16
27.2. (2 -2 LA L
(x 5) + (y 5) 5

V16r2sin® a — d?

27.3. , 4rsinacosa < d < 4rsin a.

2sin o

18(ctg?f — 1)?
(17 + ctg?B)3 -

27.4. 2 SWﬂ

27.5. —o0.

27.6. <2k7r, . 2/@4 keZ

425
27.7. — ~0,553.
768 ’

9
27.8. Tangens kata przeciecia linii wynosi 37 Szukany zbiér pokazano

na rysunku 20.

Rys. 20
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28.2. p €

28.3.

28.4. 2h vV 3Rr.
R+r

28.5. Trzy pierwiastki, w tym jeden ujemny i dwa dodatnie.

28.7. 2% + 2k lub 4% + 2knw, k € Z.

28.8. Szukana krzywa jest parabola o réwnaniu y = 2z? + % bez
punktu W <0, %)

29.1. 15.

29.2. 307692.

29.3. c¢(cosa — cos2a), « € (0, g)
29.4. (—00, V2| U(=1,0)U(0,2) U [1 +/3,0).
29.5. Rysunek 21.

yi

. .,
. N,
.,
2 .,
. .,
-,
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29.6. %Jrk% lub k7, ke Z.

1

29.7. ——.
4

29.8. Wartos¢ najmniejsza 0 dla z = —1, a warto$¢ najwieksza
1 2
+2 dlaz=—-1++2.
V2 W

30.1. —
2 Vi+Vy
30.2. Tak, na dwa sposoby: 3800, 6100, 8400, 10700 i 13000 zt lub

1000, 3400, 5800, 8200, 10600 i 13 000 zi.

30.3. Sa cztery takie okregi i maja réwnania:

(=3) @ = f () e -

S5

gdzie V; > V5.

(z+1)2+@y—-12=1, (x—3)2+(y—1)?=09.

30.4. %sinﬁ, k> 1.

30.5. 7, 13.

30.6. a = -3, b=1.

30.7. (—o0,0] U |1, log, 3+Tm]

30.8. (—77 —2—7T> (—f 4—7T> (5—7T 7r>.

6 )7 6" 6/’ 6’

136

BL.1. L= ~ 0,028,

343
31.2. Objestos¢ ostrostupa wynosi KN cm?®, a objetoé¢ najmniejszej

czesci ) cm?.

31.3. Uklad ma trzy rozwiazania:

.7)1:3+\/§ .7)1:3—\/3 $1:2+2\/§
y1 =3 -3, y1 =3+3, Y1 =2—2V2.
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1
31.4. —§d2an2amg2%,¢ye (g,w).
31.6. —V/4.
31.7. B1(5,3), 01(3, 2), D1(4,0) lub B2(10,—2), 02(13,2), D2(9, 5)

31.8. D = (0,00); asymptota pionowa prawostronna x = 0; minimum
lokalne 2 dla x = 1; funkcja rosnaca w (1,00); malejaca w (0, 1), wypukla

4
w (0, 3); wklesta w (3, 00); punkt przegiecia P (3, g\/§>, krzywa asympto-
tyczna (w +00) y = /x. Wykres funkcji przedstawiono na rysunku 22.

Rys. 22

32.1. 15 dni.

32.2. 8,

co| —

32.3. 65,7 litra.

-1
32.4. m € (0, \/52 )

32,5, 2001 ~ 0, 882.
3125



93

s s oT
32.6. Z"—kﬂ' lub E"—kﬂ' lub E‘f‘kﬂ', k € Z.

32.7. y = —1 (dwa punkty wspélne), 32z + 27y — 5 = 0 (trzy punkty
wspolne).

1, |9+ 3cos?a
328. R = =b4 ————. Cosinusy katow nachylenia $cian
3 24 2cosa
1 1 —cosa
bocznych wynosza — oraz {/————.
2 7 —cos

33.1. Mniejszy o 23,56%.

33.2. Szukana linie stanowia dwie proste o rownaniach 2z +3y —1 =10
oraz 4 — y + 5 = 0 bez punktu ich przeciecia P(—1,1).

7
33.3. —.
4

33.4. 2 (7 + \/E).

Rys. 23
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33.6. Asymptota pionowa obustronna x = 1; asymptota pozioma lewo-
stronna y = —5; asymptota ukosna prawostronna y = 51‘ — 1; minimum

lokalne 0 dla z = 2. Wykres funkcji przedstawiono na rysunku 23.

337 { 5 7r> <7r 117

S1272) T\27 12

] U{—m,n}.

. . .11
33.8. Cosinus kata rozwarcia wynosi 3

34.1. 3+ /5.

34.2. —4.

1 1 1 14
34.3. —53132—".17—"2 lub —EZE2+§ZE—?

34.4. AB=[8,4], CD=[-2, —1].

6
34.5. —.
10
V26
34.6. Odleglos¢ P od brzegu F wynosi 5 —2. Zbiér F przedstawiono

na rysunku 24.

yk
' A
D, AN

F ‘\\ \
2
0 2 4 T

Rys. 24
1
34.7. f 1 (y) = D1 =R, W1 = (—1,0).

19y’



34.8.

35.1.

35.2.

35.3.

35.5.

35.6.

35.7.

35.8.

95

la 1- 3 cos?
6 (14 cos?a)sina
4,

3
vcos a. Zadanie ma sens, gdy cos a < %

44 4
"3y o

2v/3 -1

=

a

2

%wg lub %Jrlmr lub %”Hm, keZ.

(z+4)°+(y—1)*=13.



Wskazowki

do zadan
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Uwaga. Podano wskazowki do wszystkich zadan. Zaproponowano
pewna metode rozwiazania kazdego z zadan, najczesciej nie jedyna
i z pewnoscig nie zawsze najprostsza.

1.1. Najpierw obliczy¢ oddzielnie mase stopu i mase srebra w stopie.
1.2. Pamieta¢ o wyznaczeniu dziedziny rownania.

1.3. Oznaczyc nieznane wspolrzedne punktu C przez x i Y, 2 zaplsac
Wektory AC i BC za pomoca z 1 y i korzysta¢ z prostopadiosci ACJ_BH
oraz BC’J_AH Uzy¢ iloczynu skalarnego.

1.4. Zamieni¢ sinus na cosinus, stosujac odpowiedni wzér redukcyjny
i od razu przejs¢ do poréwnywania katow. Odpowiedz zapisa¢ w postaci
jednej serii rozwiazan.

1.5. Pamietaé, ze log, a® = 2log, |a| i skorzystaé¢ z symetrii wykresu
wzgledem prostej x = 2. Wykres otrzyma¢ przez odbicia symetryczne
i translacje standardowej krzywej y = log, x.

1.6. Najpierw rozwazy¢ przypadek oczywisty x < —6. Dla z > —6
poréwnaé¢ odwrotnosci obu stron i przejs¢ do nieréwnosci kwadratowe;.
Pamieta¢ o dziedzinie nieréwnosci.

1.7. Zastosowac twierdzenie cosinuséw. Podczas wykonywania rysunku
pamietac, ze w rzucie rownoleglym zachowuje sie réwnoleglos¢ oraz propor-
cje odcinkéw rownoleglych.

1.8. Proste réwnolegle maja takie same wspodlczynniki kierunkowe.
Wspélezynniki te wyznaczy¢ za pomoca pochodnych obu funkcji. Przy
kresleniu wykresu krzywej y = /1 — x zwrdci¢ uwage na lewostronne otocze-
nie punktu z = 1.

2.1. Wystarczy pokaza¢, ze dla kazdego n naturalnego wielomian
y*~! +1 jest podzielny przez dwumian y + 1.

2.2. Kwadrat dlugosci przekatnej wyrazi¢ jako funkcje wysokosci pros-
tokata wpisanego w tréjkat. Jest to funkcja kwadratowa i do jej badania
nie jest potrzebna pochodna.
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2.3. Przypadek 0 < z < 1 jest oczywisty. Dla x > 1 sprowadzi¢
logarytmy do wspdélnej podstawy 3 i przyjac logs x = t.

2.4. Warunek geometryczny zapisa¢ w jezyku nieréwnosci kwadratowe;j
Z parametrem.

2.5. Podstawi¢ x + 5 = ¢ i bada¢ réwnanie ||t| — 1| = m. Przypadki
m < 01m = 0 rozpatrze¢ bezposrednio, a dla m > 0 korzystac z tozsamosci
(la] =b) < (a=b lub a = —b) prawdziwej dla b > 0.

2.6. Pomnozy¢ drugie réwnanie przez 2 i nastepnie odja¢ oba réwnania
stronami. Podstawienie z — y = ¢ prowadzi do réwnania kwadratowego
z niewiadoma t.

2.7. Uzasadnié¢, ze szukane punkty A i B leza na osi Ox w odleglosci
5v/2 od $rodka danego okregu. Przy obliczaniu pola figury (ktéra jest
deltoid), najprosciej jest korzysta¢ z podobienstwa odpowiednich trzech
trojkatow prostokatnych.

2.8. Dziedzine réwnania okreslaja warunek istnienia tangensa i warunek
istnienia sumy nieskonczonego ciagu geometrycznego. Korzystajac ze wzoru

1+ tgy = :

—— oraz ze wzorow podanych we wskazowkach do zad. 3.8
08

i 4.3, przeksztalci¢ obie strony do réwnosci dwéch cosinuséw lub sinuséw
i przejs¢ od razu do poréwnywania katow.

3.1. Podstawi¢ \/x = t i korzysta¢ z whasnosci funkcji kwdratowej oraz
z monotonicznosci pierwiastka kwadratowego.

*)
3.2. Wyznaczyé srodek S rombu korzystajac z relacji S € [ oraz AS_L [
tzn. AS— an gdme n = [2,1] Jest Wektorem prostopadtym do prostej [.

7 warunku AS1SB wynika, ze SB= — SD= ¢[1,—2]. Dane pole rombu
pozwala wyznaczy¢ skalar ¢ 1 stad od razu otrzymujemy wspol-
rzedne wierzcholtkéw B i D.

3.3. W dowodzie kroku indukcyjnego przeksztalcajac lewa strone do-
prowadzi¢ do rownosci z prawa. Unika¢ dowodu metoda redukcji.
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3.4. Pole podstawy obliczy¢ korzystajac z nastepujacego twierdzenia
o zmianie pola figury plaskiej w rzucie prostokatnym:

Pole rzutu prostokatnego figury ptaskiej jest rowne polu tej figury po-
mnozonemu przez cosinus kata miedzy ptaszczyznami figury © jej rzutu.

3.5. Kwadrat pola tréjkata wyrazi¢ jako funkcje wysokosci trojkata.
Funkcja ta jest wielomianem. Nie myli¢ tego zadania z zagadnieniem wy-
znaczania ekstremow lokalnych.

3.6. Zauwazy¢, ze granica lewostronna pochodnej y'(z) w punkcie

z =3 jest rébwna —oo co oznacza, ze wykres jest w punkcie 5,0)

. ) )
styczny (lewostronnie) do prostej x = 3

3.7. Dla danych r i o najmniejsze d jest wtedy, gdy krotsza podstawa
trapezu ma dlugos¢ 0, tzn. trapez staje sie tréjkatem. Stad otrzymac
dziedzine dla d. Analiza otrzymanych wzoréw na pole i promienn okregu
opisanego na trapezie prowadzi do blednej dziedziny. W obliczeniach przyjac
jako niewiadoma polowe sumy obu podstaw i wyznaczy¢ ja z twierdzenia
Pitagorasa w trojkacie zawierajacym przekatna i wysokos¢ trapezu. Promien
okregu opisanego wyznaczy¢ stosujac twierdzenie sinuséw.

3.8. Wyrazenie znajdujace sie¢ pod wartoscia bezwzgledna przedstawic
jako a cos(z — ) dla odpowiedniego « i a, podniesé obie strony do kwadratu
i skorzysta¢ ze wzoru 2 cos?y = 1 + cos 27.

4.1. Wyrazi¢ x przez niewiadoma liczbe skladnikéw n i rozwiazac
réwnanie kwadratowe z ta niewiadoma.

4.2. Zbudowac¢ model probabilistyczny doswiadczenia, tj. okresli¢ zbior
Q) i prawdopodobienistwo P. Wygodniej jest oblicza¢ prawdopodobienstwo
zdarzenia przeciwnego, tj. ze z wylosowanych cyfr nie mozna utworzy¢
liczby podzielnej przez 5.

4.3. Korzystaé ze wzoréw 1 —cos 2y = 2sin? y oraz vVa? = |a|. Obliczy¢
pochodne jednostronne bezposrednio z definicji. Podczas rysowania wykresu
zwroci¢ uwage na otoczenie punktu x = 0.
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4.4. Korzysta¢ z wlasnosci katow w rownolegloboku. Nastepnie z przy-
stawania odpowiednich (trzech) tréjkatéow wywnioskowaé, ze przekatna
utworzonego prostokata jest rownolegla do dluzszych bokéw réwnoleglo-
boku.

4.5. Podczas rozwiazywania drugiej nierownosci rozpatrzy¢ przypadki
y € (0,1) oraz y € (1,00). Po podstawieniu 2* = ¢ przejs¢ do nieréwnosci
kwadratowych zmiennej ¢. Nie zapomnie¢ o dziedzinie uktadu i szczegolo-
wym ustaleniu, ktére punkty brzegu naleza do rozwazanego zbioru.

4.6. Korzystajac z wlasnosci okregéw stycznych zewnetrznie i wewne-
trznie, wykazac, ze suma odlegtosci rozwazanych punktéw od srodkéw obu
danych okregow jest stala i wynosi 12. Nastepnie zastosowa¢ geometryczna
definicje elipsy.

4.7. Dziedzina funkcji jest okre$lona przez warunki istnienia dwoch
pierwiastkéw rzeczywistych réwnania (ale niekoniecznie réznych). Uzy¢
wzoréow Viete’a. Do rézniczkowania przedstawi¢ otrzymana funkcje jako
sume funkcji potegowych. Ze wzgledu na posta¢ dziedziny nie mozna méwic
o asymptocie ukosnej prawostronnej. Pamietaé, ze ,,przyleganie” wykresu
funkcji do asymptoty pionowej moze by¢ inne z kazdej strony tej asymptoty.

4.8. ZauwazyC, ze czworoscian ma plaszczyzne symetrii, ktéra prze-
chodzi przez wierzchotki A, D i érodek krawedzi BC'. Srodek kuli opisanej
lezy na tej plaszczyznie w punkcie przeciecia sie prostej prostopadtej do pod-
stawy wystawionej w srodku okregu opisanego na podstawie z symetralna
krawedzi AD. Dziedzine kata « ustali¢ poprzez rozwazania geometryczne
(kat o musi by¢ wiekszy od jego rzutu prostokatnego na podstawe).

5.1. Korzysta¢ z tozsamosci (Ja|] < b) & (=b < a < b). Zbiér A
narysowaé za pomoca translacji standardowej krzywej y = |x|.

5.2. Wyznaczy¢ najpierw sin a + cos a i stosowa¢ wzér na sume szescia-
now.

5.3. Rozwazy¢ rodzine prostych przechodzacych przez punkt P. Proste
te przecinajac dana parabole, wyznaczaja cieciwy. Napisa¢ ukltad réw-
nan, ktéry spelniaja konce cieciw i nie rozwiazujac go, wyznaczy¢ srodki
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tych cieciw ze wzoréw Viete’a. Zwrdci¢ uwage na dziedzine (szukana krzywa
nie jest cala parabolal).

5.4. Wyznaczy¢ dziedzine i podnies¢ obie strony rownania do kwadratu,
otrzymujac proste réwnanie rownowazne wyjsciowemu.

5.5. Korzystajac ze schematu Bernoulliego, obliczy¢ odpowiednie praw-
dopodobienstwa dla obu strzelcéw. Dla drugiego strzelca najpierw obliczy¢
prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego.

5.6. Jesli R jest nieduzo wieksze niz r, to srodki kulek leza na przekroju
osiowym walca, gdyz kulki zajmuja mozliwie najnizsze potozenie. Najwiek-
sze R (przy ustalonym r), przy ktérym kulki przyjmuja takie potozenie jest
wtedy, gdy trzecia kulka (tj. lezaca najwyzej) bedzie styczna z pierwsza

Do . . . . V3
(tj. lezaca na dnie naczynia). To odpowiada warunkowi r < R < r + T\/_
Narysowa¢ przekrdj osiowy walca, zaznaczajac na nim przekroje kulek.
Korzysta¢ z twierdzenia o okregach stycznych zewnetrznie i z twierdzenia
Pitagorasa.

5.7. Przypadek m = 0 rozpatrze¢ oddzielnie. Dla m # 0 bada¢ mono-
tonicznos$¢ rozwazajac znak pochodnej. Prowadzi to do warunkow, przy
ktorych odpowiedni tréjmian kwadratowy w liczniku pochodnej jest nieu-
jemny na R. Pamietaé, ze funkcja jest rosnaca w pewnym przedziale takze
wtedy, gdy jej pochodna jest nieujemna i zeruje sie w skonczonej liczbie
punktow.

5.8. Przekatne w rombie sa réwnocze$nie dwusiecznymi jego katéw.
Jesli wiec dwa wektory sa roéwnej dlugosci, to ich suma wyznacza kierunek
dwusiecznej kata miedzy tymi wektorami.

6.1. Zauwazy¢, ze x = 1 spelnia réwnanie, a dla x # 1 przej$¢ do
poréownania wyktadnikow. Pamieta¢ o wyznaczeniu dziedziny réwnania.

6.2. Rownanie stycznej do okregu (z — z9)? + (y — v0)? = r* w punkcie
A(z1,11) lezacym na tym okregu ma postaé

(z1 — o) (z — 20) + (y1 — yo)(y — yo) = 1.
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6.3. Korzysta¢ ze wzoru na sume cosinusow oraz ze wzorow reduk-
cyjnych. Przeksztalcaé tylko lewa strone i doprowadzi¢ do réwnosci z prawa.

6.4. Przyjac, ze iloraz q ciagu jest wiekszy od 1. Zauwazy¢, ze sSrodkowy
wyraz ciagu jest rowny 2 i ulozy¢ rownanie z niewiadoma g¢.

6.5. Oznaczy¢ przez A; zdarzenie polegajace na wylosowaniu z pierwszej
urny ¢ kul bialych, ¢+ =0, 1, 2, 3, i zastosowa¢ wzoér na prawdopodobienstwo
catkowite.

6.6. Zauwazy¢, ze bryle mozna podzieli¢ na dwie (identyczne) potowy
odpowiednia plaszczyzna prostopadia do osi obrotu, a kazda potowa skiada
sie ze stozka oraz stozka $cietego o wspolnej podstawie.

6.7. Wyznaczy¢ tylko miejsca zerowe pochodnej i poréwnac¢ wartosci
funkcji w tych punktach z jej wartosciami na kornicach przedziatu. Nie traci¢
czasu na wyznaczanie ekstremow lokalnych.

6.8. Maksymalna wartosc¢ k jest osiagana wtedy, gdy tréjkat jest rowno-
ramienny. Stad ustali¢ dziedzine k. Korzystaé z podobienstwa odpowied-
nich trojkatéw i z nastepujacej wlasnosci tréjkata prostokatnego:

Suma przyprostokatnych jest rowna sumie $rednic okregow
wWPLSanego  0pisSanego.

7.1. Podstawi¢ 3 =t i korzysta¢ z tozsamosci podanej we wskazowce
do zadania 5.1.

7.2. Wykorzystac¢ zwiazek wspotrzednych punktu i jego obrazu w powino-
wactwie prostokatnym oraz zwiazek pol figury i jej obrazu w tym przek-
sztalceniu.

7.3. Liczba k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego wynosi
( Z ) . Nie pomina¢ zbioru pustego, ktory jest podzbiorem kazdego zbioru.
7.4. Korzystaé¢ z twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu. Do
wyznaczenia sin 15° oraz cos 15° nie korzysta¢ z tablic, lecz przeksztal-

ci¢ wyrazenie tak, aby otrzyma¢ funkcje kata 30° (por. wskazéwka do
zad. 3.8).
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7.5. Rozwiazan, dla ktérych = = y, szuka¢ takze wsrdd nieskoriczenie
wielu rozwiazan uktadu dla przypadku m = 3.

7.6. Rozwazy¢ oddzielnie przedzialy

—g,()) oraz [0, %], w ktorych

sin z ma staly znak, a funkcja cosinus jest monotoniczna. Zbiér rozwiazan
zaznaczy¢ na wykresie jako podzbiér osi odcietych.

7.7. Korzysta¢ z zaleznosci miedzy polami i objetosciami figur i bryt
podobnych.

7.8. Skonstruowa¢ model probabilistyczny, czyli okresli¢ zbiér €2 oraz
prawdopodobienstwo P. Oznaczy¢ przez Aj, Ay zdarzenia polegajace na
tym, ze oba tomy odpowiednio I, II powiesci znajduja sie obok siebie
i we wlasciwej kolejnosci. Interesuja nas zdarzenia A; N Ap oraz
A1 U Ay, Prawdopodobienstwo tego drugiego obliczy¢, stosujac wzoér na
prawdopodobienstwo sumy dwéch dowolnych zdarzen.

8.1. Pamieta¢ o warunku istnienia sumy nieskonczonego ciagu geome-
trycznego.

8.2. Skladnik 1@.1 31/39(11=0)/2 hedzie liczba catkowita wtedy i tylko

wtedy, gdy ¢ bedzie podzielne przez 3, a 11 — 7 bedzie parzyste.

8.3. Korzysta¢ z parzystosci funkcji. Narysowaé¢ w przedziale [0, 00)
wykres funkcji g(z) = 2 — 22 — 3 i zastosowaé geometryczna interpretacje
nalozenia na nia wartosci bezwzglednej.

8.4. Najpierw okregli¢ dziedzine nieréwnoéci. Napisa¢ z+1 = log, 2¢+1,
podstawic¢ 2% =t i przej$¢ do nierownosci kwadratowej.

8.5. Do obliczenia objetosci potrzebny jest tylko tangens kata nachyle-
nia sciany bocznej do podstawy ¢ = tga. Warunek podany w zadaniu zapi-

sa¢ w postaci réwnania z niewiadoma t. Uzy¢ tozsamosci = 1+tg’a.

cos? o

8.6. Kat prosty moze sie znajdowa¢ w jednym z trzech podanych wierz-
chotkow tréjkata. Zastosowac iloczyn skalarny.
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8.7. Po wymnozeniu ,,na krzyz” skorzysta¢ ze wzoru na iloczyn si-
nuséw, doprowadzi¢ do réwnosci dwoéch cosinusow i stad od razu przejs¢ do
porownania katow. Nie zapomnie¢ o uwzglednieniu dziedziny.

8.8. Korzystaé z twierdzenia o stosunku pél figur podobnych. Zauwazy¢
i uzasadni¢, ze suma skal podobienstwa trzech mniejszych trojkatéw jest
rowna 1.

9.1. Pole powierzchni powiekszonej kuli jest 1,44 razy wieksze od pola
kuli wyjsciowej.

9.2. Napisa¢ rownanie peku prostych przechodzacych przez punkt P
i majacych ujemny wspélczynnik kierunkowy m (dlaczego?). Wyznaczy¢
wspolrzedne punktow A, B przeciecia sie tych prostych z osiami uktadu
oraz $rodkéw odcinkéw AB w zaleznosci od m. Eliminujac parametr m
zapisa¢ réwnanie krzywej w postaci y = f(x).

9.3. Po podstawieniu 3* = t zadanie sprowadza sie do znalezienia
warunkéw, przy ktérych rownanie kwadratowe z niewiadoma ¢ ma dwa rézne
pierwiastki dodatnie.

9.4. Rozwazy¢ przekrdj czworoscianu plaszezyzna symetrii. Korzystajac
z podobienstwa odpowiednich dwoch trojkatow w tym przekroju, wykazac,
ze stosunek promieni kuli opisanej do wpisanej wynosi 3. Stad obliczy¢
wysokosé¢ czworoscianu, a nastepnie kolejno krawedz i objetos¢.

9.5. Dlax < —3 lewa strona jest dodatnia, a prawa ujemna i nier6wnos¢
jest oczywiscie spelniona. Dla x > —3, z # 3, obie strony sa dodat-
nie. Pomnozy¢ je przez (x + 3)|z — 3|. Po uproszczeniu dostajemy prosta
nier6wnos¢, do ktérej zastosowac tozsamosé (|a| < b) < (—b < a < b).

9.6. Przyja¢ k > 1 oraz oznaczy¢ przez a potowe wiekszego z katéw
ostrych tréjkata. Stosunek dwusiecznych wyrazi¢ za pomoca k oraz funkcji
trygonometrycznych kata a i przeksztalci¢ tak, aby wystapit tylko tg a.
Wartos¢ tg a obliczy¢, wiedzac, ze tg2a = k.
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4 8
9.7. Przedstawi¢ funkcje w postaci f(z) =1+ + iw tej
r—2 (x—2)?

postaci ja rézniczkowa¢. Zauwazy¢, ze wykres jest wyraznie asymetryczny
wzgledem asymptoty x = 2.

9.8. Napisaé¢ réwnanie stycznej w punkcie (zg, f(zo)). Po podstawieniu
do niego wspélrzednych punktu A otrzymujemy réwnanie trzeciego stop-
nia z niewiadoma xy. Rdéwnanie to ma trzy pierwiastki wymierne. Przez
bezposrednie sprawdzenie wystarczy znalezé¢ dwa. Trzeci mozna obliczyc¢,
wiedzac, ze iloczyn pierwiastkéw wyraza sie przez wyraz wolny i wspdt-
czynnik przy najwyzszej potedze xy. Podczas rysowania wykresu korzystac
z nieparzystosci funkcji f i juz wyznaczonych stycznych. Dodatkowe ba-
danie nie jest potrzebne.

10.1. Patrz wskazéwka do zadania 3.3.

10.2. Kat widzenia odcinka AB z punktu C' niewspolliniowego z A i B
to kat ZACB. Dany w zadaniu kat zaznaczy¢ na przekroju osiowym stozka.
Objetos¢ wyrazi¢ przez [ oraz funkcje trygonometryczne wielokrotnosci kata
a. Uwaznie stosowa¢ wzory redukeyjne i nie bac¢ sie napisa¢ znaku minus
we wzorze na objetosc.

10.3. Patrz wskazéwka do zad. 3.1.

10.4. Najpierw okresli¢c model probabilistyczny tj. €2 i P. Zdarze-
nie okreslone w tresci zadania jest suma czterech roztacznych (dlaczego?)
zdarzen A;, 1 =1, 2, 3, 4, gdzie A; oznacza otrzymanie trzech kart w i-tym
kolorze i jednej z innego koloru. P(A;) obliczy¢ bezposrednio, korzystajac
z tego, ze P jest prawdopodobienstwem klasycznym.

10.5. Wyznaczy¢ dziedzine nieréwnosci. Podstawic¢ log, z =1 1 korzy-

1
stajac z monotonicznosci funkcji logarytmicznej o podstawie 3 przejs¢ do

nieréwnosci wymierne;j.

10.6. Skorzysta¢ ze wskazowki do zadania 6.2 i wyrazi¢ wspdlrzedne
punktéw stycznosei jako funkeje zmiennej . Wygodniej jest szuka¢ wartosci
najwiekszej kwadratu pola, ktory jest funkcja wymierna.
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10.7. Korzystajac z tozsamosci podanej we wskazdéwce do zadania 2.5,

3
wyznaczy¢ y z drugiego réwnania, otrzymujac dwa przypadki y = 2” oraz

y=3%- 5 1 podstawi¢ kolejno do pierwszego réwnania. Krzywa opisana
pierwszym réwnaniem jest symetryczna wzgledem osi rzednych, a drugie

rownanie przedstawia dwie proste rownolegle.

10.8. Przenies¢ wszystkie wyrazy na lewa strone, uzy¢ wzoru podanego
we wskazowce do zadania 4.3, a nastepnie wzoru na sume sinusow.

11.1. Jedna z figur jest trojkat, ktorego pole stanowi 6sma czesé¢ pola
catego tréjkata (dlaczego?). Stad wywnioskowaé, ze o = g

11.2. Plaszczyzna przechodzaca przez jedna z krawedzi bocznych
i Srodek kuli jest plaszczyzna symetrii i przecina podstawy graniastostupa
wzdhuz ich wysokosci. Wybierajac odpowiedni trdjkat, obliczy¢ szukana
wysokos¢é. (Mozna tez argumentowaé inaczej zauwazajac, ze srodek kuli
opisanej oraz wierzcholki podstawy tworza czworoscian foremny, ktorego
wysokos$¢ stanowi potowe szukanej wysokosci graniastostupa.)

x
1+ 2%
Poniewaz f(x) = ag(z), wiec dobdr a jest natychmiastowy. Trzeba tylko
pamietac, ze a moze by¢ takze ujemne i wtedy maksimum f jest osiagane
tam, gdzie ¢ ma minimum.

11.3. Najpierw wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkeji g(x) =

11.4. Wyznaczy¢ dziedzine (warunek istnienia sumy nieskonczonego
ciagu geometrycznego) i pamietaé, ze w niej mianownik sumy po lewej
stronie jest dodatni. Pomnozy¢ obie strony przez ten mianownik i sko-
rzysta¢ ze wzoru podanego we wskazowce do zadania 3.8.

11.5. Uzycie indukcji matematycznej nie jest potrzebne. Przeksztalcic¢

prawa strone piszac 2 = i(i — 1) = 4* — i i pogrupowa¢ sktadniki

1
2
kwadratowe oddzielnie, a liniowe zsumowac jako kolejne liczby naturalne.
11.6. Oznaczy¢ srodek jednego z rozwazanych okregdéw przez A(z,y).
Stycznosé do osi Ox oznacza, ze promien tego okregu wynosi |y|, czyli
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odlegtos¢ A od srodka S danego okregu wynosi |AS| = 2 + |y| (stycz-
nos$¢ zewnetrzna!). Odleglosé |AS| wyrazi¢ bezposrednio za pomoca z i y
i tak otrzymac szukane réwnanie. Nazwac¢ otrzymana krzywa. Pamietad,
ze srodki okregéw leza na zewnatrz danego okregu.

11.7. Przyjac¢ logsm =t i korzystac¢ ze wzoréow Viete’a.

11.8. Najpierw wyznaczy¢ dziedzine nieréwnosci. Przypadek z < 0 jest
oczywisty, a dla x > 0 mozna podnies¢ obie strony do kwadratu, nastepnie
pomnozy¢ przez x2, otrzymujac nieréwno$é kwadratowa.

12.1. Narysowaé krzywe y = /x — 3 oraz y = 4 — x 1 za pomoca
rysunku uzasadnié, ze rownanie to ma tylko jeden pierwiastek oraz ze lezy
w przedziale (3,4). Obliczy¢ go przez podniesienie obu stron réwnania do
kwadratu.

12.2. Napisa¢ rozklad w(z) na czynniki i podstawi¢ do obu stron
réwnosci z = —1.

12.3. Niech A; oznacza zdarzenie polegajace na wypadnieciu ¢ oczek na
kostce. Woéwcezas (0 = A; U ... U Ag i skladniki sa parami roztaczne. Za-
stosowa¢ wzor na prawdopodobienstwo catkowite. Dla wygody obliczy¢
najpierw prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do okreslonego
w zadaniu, polegajacego na tym, ze rzuty moneta nie daly zadnego orla.

12.4. Zauwazy¢, ze sa cztery takie okregi; dwa w I ¢wiartce i po jednym
w IL i1V éwiartce. Srodek szukanego okregu ma w I ¢wiartce postaé¢ S(r, ),
w II ¢wiartce S(—r,r), a w IV S(r, —r), gdzie r > 0 jest nieznanym promie-
niem rozwazanego okregu. W kazdym przypadku niewiadoma r wyzna-
czy¢ ze wzoru na odleglos¢ punktu od danej prostej, tj. 3x + 4y = 12.

12.5. Poprowadzi¢ wysokosci sasiednich $cian bocznych do ich wspdélnej
krawedzi. Tworza one wraz z przekatna podstawy tréjkat réwnoramienny,
ktérego kat przy wierzchotku wynosi 2« (z twierdzenia o trzech prostopa-
dtych), a wysokos¢ jest rowna d.

12.6. Znajac P i s, obliczamy wysokos¢ trapezu, a nastepnie jego
przekatna z twierdzenia Pitagorasa, gdyz rzut prostokatny przekatnej na
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S . .
podstawe ma dlugos¢ 3" Ramie trapezu wyznaczamy z podobienstwa odpo-

wiednich tréjkatow. Przekatna trapezu nie moze przekroczy¢ srednicy okre-
gu. Stad wynika warunek rozwiazalnosci zadania.

12.7. Dla p = —11ip = 2 ukiad jest nieoznaczony tzn. ma nieskonczenie
wiele rozwiazan. Rozwiazania te tworza dwie proste. Dla kazdego z po-
zostalych p ukiad ma jedno rozwiazanie, ktore przy zmieniajacym sie p
przebiega trzecia prosta. Na tych trzech prostych znalez¢ punkty o podane;j
wlasnosci.

12.8. Badac¢ kwadrat pola powierzchni jako funkcje y. Jest ona wielo-
mianem. Nie myli¢ postawionego pytania z zagadnieniem wyznaczania
ekstreméw lokalnych. Warto$¢ najmniejsza jest osiagana w punkcie y = 0,
a nie w minimum lokalnym. (Wynik ten kléci sie z intuicja, gdyz w tym
przypadku tworzaca stozka jest najdtuzsza.)

13.1. Korzystajac ze wzoru na cosinus roznicy katow przedstawi¢ lewa
strone w postaci a cos(z — ¢) dla odpowiednio dobranego kata ¢.

13.2. Wektor [12,5] jest wektorem normalnym prostej [, czyli wektor

¥ = [5,—12] jest do niej réwnolegty (por. wskazéwka do zadania 31.7.).
—

| AB o]

Z definicji iloczynu skalarnego wynika, ze liczba 7 jest dlugoscia

rzutu prostokatnego odcinka AB na prosta [.

13.3. Wyznaczy¢ dziedzine (nie zapomnie¢ o warunku 2™ #£ 7) i uzyé
wzorow Viete’a. Wykres f otrzymac ze standardowej krzywej y = 2™ przez
translacje i odbicie symetryczne.

13.4. Oznaczy¢ przez B; zdarzenie polegajace na tym, ze pierwszy
strzelec trafit ¢ razy, ¢ = 0, 1, 2, a przez C; zdarzenie, ze drugi strzelec
trafit j razy, j = 0, 1, ..., 5. Wtedy rozwazane zdarzenie ma postac
(ByNC3) U (B NCy) U (ByNCy). Korzystaé ze schematu Bernoulliego
i niezaleznosci par zdarzen B;, Cj.

13.5. Oddzielnie rozwazy¢ n parzyste i nieparzyste. Zapisa¢ warunki
na sumy wyrazoéw tego ciagu i eliminujac niewiadome wyrazi¢ as oraz as
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tylko przez roznice tego ciagu. Nastepnie obliczy¢ te réznice z rownania
9 A3 = 48.

13.6. Poprowadzi¢ dwusieczna AD i wyznaczy¢ |BC|, korzystajac
z podobienstwa tréjkatéow ABC i ADC. Dalej korzysta¢ z twierdzenia

sinuséw oraz ze wzoru na promien okregu wpisanego w trojkat r = —.

13.7. Zbiér A wyznaczy¢ korzystajac ze wskazowki do zadania 5.1.
Uzasadni¢ (podnoszac obie strony do kwadratu), ze krzywa o réwnaniu
y = V4x — 22 nie jest tukiem paraboli lecz pélokregiem. Obliczy¢ odleglosé
punktu P od kazdej z trzech czesci brzegu zbioru AN B i poréwnad je.

13.8. Korzysta¢ z parzystosci funkcji. Z postaci dziedziny wynika, ze
funkcja nie moze mie¢ asymptot (dlaczego?). Granica lewostronna pochod-
nej w punkcie z = /8 wynosi —oo, wiec prosta z = /8 jest styczna do
wykresu funkcji f(x). Dla sporzadzenia wykresu dobra¢ odpowiednia jed-
nostke na obu osiach uktadu wspoétrzednych.

14.1. Korzysta¢ ze wskazéwki do zad. 7.3. Otrzymane wyrazenie jest
ciagiem rosnacym i zadanie moze mie¢ co najwyzej jedno rozwiazanie.

14.2. Uzasadni¢, ze promienie kolejnych okregéw tworza ciag geome-
tryczny, ktorego iloraz jest réwny pierwszemu wyrazowi ciagu.

14.3. Korzysta¢ z rachunku wektorowego i iloczynu skalarnego. Za-
uwazy¢, ze wszystkie proste z danej rodziny przechodza przez punkt P(1,1).

14.4. Stosowaé¢ wzér na tangens réznicy katéw. Wyznaczy¢ dziedzine
tej tozsamosci i funkeji f(z).

14.5. Skorzystac¢ ze wskazowki do zadania 7.2. Rozwazana figura jest
roznica odcinka danego kola, wyznaczonego przez o$ odcietych, oraz jego
obrazu w powinowactwie okreslonym w zadaniu.

14.6. Zastosowa¢ podana nieréwnos¢ i sprowadzi¢ logarytmy do pod-
stawy 2. Nastepnie wykazac¢, ze iloraz rozwazanego ciagu geometrycznego
jest wiekszy od 1 i stad od razu otrzymac odpowiedz.

14.7. Patrz wskazéwka do zadania 7.8.
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14.8. Rozwazy¢ przekrdj plaszczyzna przechodzaca przez przekatna
podstawy i wierzchotek ostrostupa. 7 twierdzenia o odcinkach stycznych
do kuli poprowadzonych z ustalonego punktu wynika, ze punkt stycznosci

kuli z krawedzia boczna lezy w odleglosci % od wierzchotka podstawy. Ko-

rzystajac z tej obserwacji obliczy¢ krawedz boczna na dwa sposoby i stad
wyznaczy¢ promien kuli.

15.1. Oznaczy¢ przez x odleglos¢ miejscowosci, a przez y predkosé
drugiego rowerzysty. Ulozy¢ uklad dwéch réwnan z tymi niewiadomymi,
zapisujac informacje podane w tresci zadania.

15.2. Okresli¢ dziedzine nieréwnosci. Przypadek xz < 0 jest oczywisty.
Dla x > 0 podniesé¢ obie strony do kwadratu, po pomnozeniu przez z? otrzy-
mujemy nieréwnos¢ dwukwadratowa.

15.3. Pole powierzchni dachu obliczy¢ z twierdzenia podanego we wska-
zoéwce do zadania 3.4. Objetos$¢ dachu obliczy¢, dzielac bryle plaszczyznami
pionowymi na dwa ostrostupy i graniastostup.

15.4. Wyrazi¢ w1 przez w,, korzystajac z danych zadania. Uzasadnic,
ze ciag A, = w,y1 — w, jest ciagiem geometrycznym o ilorazie 1,015 oraz
ze w, = w, + A1+ ... + A,_1. Pensja w kwietniu 2002 roku jest réwna wg.

15.5. Funkcja f(x) jest rosnaca i zbiorem jej wartosci jest R. Stad
f~Hx) = ¥z jest okreslona na R, a jej wykres jest odbiciem symetrycznym
wykresu f(z) wzgledem prostej o réwnaniu y = x. Wykres funkcji h(x)
w przedziale (0, 00) otrzymacé przez translacje czesci wykresu funkcji f=!(z)
i korzystajac z parzystosci funkeji h(z).

15.6. Wyznaczy¢ dziedzine, pomnozy¢ obie strony przez mianownik,
przej$¢ za pomoca wzoru redukcyjnego do réwnosci dwoéch cosinusow i stad
od razu do poréwnania katéw. Wynik zapisa¢ w postaci jednej serii.

15.7. Patrz wskazéwka do zadania 5.8.



113

15.8. Wyznaczy¢ dziedzine funkcji; nie pomina¢ punktu z = 0. Sume
wyrazéw nieskonczonego ciagu geometrycznego zapisa¢ w  postaci

2
flz)=zx+1+ 5 ktérej od razu odezytaé réwnania asymptot (uwazac
x _—

na dziedzine). Ta postaé jest takze wygodna do rézniczkowania (nie jest
celowe stosowanie wzoru na pochodna ilorazu). Podczas rysowania wykresu
jeszcze raz uwaza¢ na dziedzine.

16.1. Oznaczy¢ przez x,vy, z ceny odpowiednio poczatkowa, po obnizce
i po podwyzce. Wyrazi¢ y przez x oraz z przez y i w konsekwencji z przez x.

16.2. Punkt (0,0) rozpatrzy¢ oddzielnie. Zauwazyé, ze zbidr jest syme-
tryczny wzgledem obu osi ukladu wspélrzednych i wyznaczyé (oraz opisac)
najpierw te czes¢, ktora lezy w I ¢wiartce.

16.3. Wysokosci $cian bocznych oraz odcinek laczacy $rodki dwdéch
odpowiadajacych im krawedzi podstawy tworza tréjkat réwnoramienny

o kacie przy wierzchotku 2a i podstawie a (dlaczego?). Podstawa tego

tréjkata nie przechodzi przez spodek wysokosci ostrostupa. Przez porow-
nanie tego trojkata z jego rzutem prostokatnym na podstawe ostrostupa,
okresli¢ dziedzine dla kata .

16.4. Mozna odcia¢ narozniki zawierajace wierzchotki katow ostrych
rownolegloboku lub zawierajace wierzchotki katéw rozwartych. Nalezy wy-
bra¢ (i uzasadni¢ odpowiednim rachunkiem) to ciecie, ktére daje romb
o wiekszym polu, tj. odcia¢ narozniki zawierajace katy rozwarte. Punkt,
przez ktory nalezy poprowadzié ciecie wyznaczy¢ z twierdzenia cosinusow.

16.5. /2 zamieni¢ na potege o podstawie 2 i wykladniku ulamkowym,
skorzystac z regut dzialan na potegach, przejs¢ do poréwnania wykladnikéw
i podstawic¢ log, z = t.

16.6. Wyrazenie w mianowniku zapisa¢ w postaci 3+ a cos(x — «) (por.
wskazéwka do zadania 3.8). Wykaza¢, ze |a| < 3, co oznacza, ze dziedzina
funkeji f(z) jest R, a mianownik jest dodatni w R. Warto$¢ najmniejsza
funkcji f(x) jest osiagana w tym punkcie, w ktérym mianownik jest naj-
wiekszy i na odwrét. Uzycie pochodnej jest zbedne.
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16.7. Oddzielnie rozpatrzy¢ przypadek p = 0. Dla p # 0 réwnanie
dwukwadratowe ma dokladnie dwa rézne pierwiastki, gdy odpowiadajace
mu réwnanie kwadratowe ma wyréznik réwny zeru badz ma wyrdznik do-
datni i jednoczesnie jeden z pierwiastkow ujemny.

16.8. Napisa¢ rownanie stycznej w punkcie A, korzystajac z pochod-
nej funkcji. Styczna ta przecina wykres funkcji w innym punkcie B. Przy
wyznaczaniu tego punktu otrzymujemy rownanie trzeciego stopnia, ktore
ze wzgledu na stycznos¢ w punkcie A ma pierwiastek podwdéjny 3 i tylko
trzeba znalez¢ trzeci pierwiastek (por. wskazowka do zad. 9.8).

17.1. Najpierw rozwazy¢ przypadek, gdy iloraz réwny zeru, tzn.
cosr = 0. Wtedy wszystkie dalsze wyrazy ciagu sa rowne zeru. Jesli
cosx # 0, to liczby sinx, cosx, sin2z tworza ciag geometryczny wtedy
i tylko wtedy, gdy kwadrat liczby $srodkowej jest iloczynem liczb skrajnych,
tzn. gdy cosx = 2sin’ z. Podstawié¢ cosz = t.

17.2. Losowe dzielenie druzyn na grupy interpretowa¢ jako permuta-
cje numerow wszystkich druzyn, tj. liczb 1, 2, ..., 16, gdzie kolejne czworki
wyrazéw permutacji wyznaczaja sklad kolejnych grup. Pamietac o okresleniu
na poczatku modelu probabilistycznego, tj. €21 P.

17.3. Zauwazy¢, ze dane wyrazenie mozna zapisaé w postaci
(2% + 2+ 1) + 23] — [2° + 22% + 1] 1 stosujac wzdér na sume szescianéw,
wykazaé, ze oba sktadniki tej sumy dziela sie przez (z + 1)

17.4. 7 symetrii figury wynika, ze $rodek S okregu stycznego w dwdéch
punktach do danej paraboli lezy na osi rzednych, tzn. mamy S(0, o), przy
czym yo > r. Stycznosé¢ oznacza, ze rownanie kwadratowe z niewiadoma
rzedna y punktu stycznosci powinno mie¢ dodatni pierwiastek podwdjny, co
jest spetnione, gdy wyréznik tego rownania jest réwny zeru, a wspolczynnik
przy niewiadomej y jest ujemny.

17.5. Dbac¢ o logiczna poprawnos¢ zapisu catego dowodu indukcyjnego.
W dowodzie kroku indukcyjnego przeksztalcac¢ tylko lewa strone, pamietajac,
ze zwiekszenie n o 1 powoduje pojawienie sie dwoch dodatkowych skladnikéw.
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17.6. Ustali¢ dziedzine nieréwnosci i korzystaé¢ z wlasnosci logarytmu
o podstawie mniejszej od 1 (dziedzina jest zawarta w odcinku (0, 1)).

17.7. Uzasadni¢, ze /ASD jest prosty. To oznacza, ze dane ¢ = |AD|
oraz d = |AS|, dv2 > ¢ > d, jednoznacznie okreélaja tréjkat ASD
oraz promien okregu r i kat /DAB trapezu. Wyznaczy¢ r oraz dlugosci
odcinkéw, na ktére punkt stycznosci dzieli AD. Mozliwe sa dwa przy-
padki: albo podzial AB, liczac od wierzchotka A, jest w stosunku 2:1, albo
w stosunku 1:2. W drugim przypadku moze sie zdarzyc¢, ze kat przy wierz-
chotku B jest rozwarty.

17.8. Mozliwe sa dwa przypadki: albo w jednym z wierzchotkéw pod-
stawy wszystkie katy plaskie kata trgjsciennego wychodzacego z tego wierz-
cholka sa ostre, albo wszystkie sa rozwarte. W obu przypadkach poprowa-
dzi¢ plaszczyzne symetrii przez ten wierzcholek i przeciwlegly wierzcholek
drugiej podstawy oraz przez odpowiednie przekatne obu podstaw. Niezna-
na wysokosé¢ réwnolegtoscianu obliczamy z twierdzenia o trzech prostopa-
dlych. Obliczamy najpierw wysokos¢ rombu tworzacego kazda sciane réwno-
legloscianu, nastepnie odleglo$¢ spodka wysokosci réwnolegtoscianu od kra-
wedzi podstawy i wreszcie z twierdzenia Pitagorasa wysokos¢ rownoleglo-
Scianu. W obu przypadkach obliczenia sa analogiczne.

18.1. Zardéwno licznik jak i mianownik sa sumami skornczenie wielu
(ustali¢ ilu) wyrazéw dwéch ciagéw geometrycznych. Obliczyé te sumy
i podzieli¢ licznik i mianownik przez 22".

18.2. Szukana prosta przechodzi przez srodek odcinka AB i jest prosto-
padia do danej prostej. Stad od razu mozna napisa¢ réwnanie tej proste;j.

18.3. Patrz wskazéwka do zadania 10.2.

18.4. Oznaczy¢ przez x, y ceny dlugopisu i zeszytu. Wtedy
x >y > 0,50. Ulozy¢ uklad dwéch rownan z niewiadomymi x, y i para-
metrem k. Oddzielnie rozwazy¢ przypadek k = 2, dla ktorego uklad jest
nieoznaczony, oraz k # 2, gdy uklad ma jedno rozwiazanie. W pierwszym
przypadku wybraé¢ wszystkie k, dla ktérych = i y wyrazaja sie w pelnych
dziesiatkach groszy i spelniaja warunek z > y > 0,50. Odpowiedni rysunek
ulatwia znalezienie wszystkich rozwiazan.
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2tgy

——=— | podstawi¢ t =t
1+ tg?y b &7

18.5. Korzysta¢ ze wzoru sin2y =

18.6. Stosowac¢ schemat Bernoulliego. Drugie pytanie dotyczy praw-
dopodobienstwa warunkowego rozwazanego zdarzenia przy warunku, ze co
najmniej jedna zarowka jest dobra.

18.7. Poniewaz promien szukanego okregu jest bardzo maly, nalezy
przyja¢ na rysunku duza jednostke i narysowac tylko odpowiedni tuk danego
okregu. W obliczeniach korzysta¢ z twierdzenia o okregach stycznych ze-
wnetrznie oraz z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie, ktorego wierzchotkami
sa srodki obu okregéw oraz rzut prostokatny srodka malego okregu na od-
cinek AS.

18.8. Pole i objetos¢ ostrostupa Scietego wyrazi¢ jako funkcje dlugosci x
krawedzi gérnej podstawy tego ostrostupa, 0 < z < 1. Korzystac¢
z twierdzenia o stosunku pol i objetosci figur i bryt podobnych. Wyznaczy¢
miejsce zerowe pochodnej znalezionej funkcji, zbadaé¢ znak pochodnej i uza-
sadni¢, ze w tym punkcie funkcja osiaga nie tylko ekstremum lokalne, ale
takze wartos¢ najwieksza.

— — . —  —

19.1. Wektory BM oraz BK wyrazi¢ za pomoca wektoréw AB, BC
—

oraz C'D. Majac wspélrzedne tych wektoréw, od razu obliczy¢ pole AK M B.

19.2. Napisaé¢ zwiazek przekatnej prostopadioscianu z dlugosciami jego
krawedzi i stad obliczy¢ nieznana réznice ciagu. Odrzucié¢ to rozwiazanie,
ktore prowadzi do ujemnych dlugosci krawedzi.

19.3. Zbiér A wyznaczy¢ korzystajac ze wskazowki do zadania 13.7
(w czeSci dotyczacej zbioru B w tamtej wskazéwce). Dobraé s tak, aby
prosta By miala jeden punkt wspélny ze zbiorem A (co to znaczy geome-
trycznie?) i stad od razu podaé¢ odpowiedz.

19.4. Korzystajac z nierownosci trojkata, ustali¢, ktore pary odcinkow
moga by¢ podstawami trapezu. Sa trzy takie mozliwosci (sposréd szesciu).
W dwéch przypadkach pole trapezu jest mniejsze od 11 aréw. Wykazac to,
zauwazajac, ze wysokos¢ trapezu jest mniejsza od kazdego z jego ramion.
W trzecim przypadku nalezy obliczy¢ pole i wykazac¢, ze przekracza ono
11 aréow.
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19.5. Ustali¢ dziedzine dla parametru m i stosowaé¢ wzory Viete’a. Za
pomoca pochodnej wykazaé, ze kwadrat réznicy pierwiastkéw, jako funkcja
zmiennej m, jest malejacy w wyznaczonej dziedzinie.

19.6. W dowodzie kroku indukcyjnego uwaznie stosowac reguly dzialan
na potegach.

19.7. Sumy z lewych stron przeksztalci¢ na iloczyny. Stad wywniosko-
wac, ze sin(z +y) = 1, czyli z drugiego réwnania cos(z — y) = 3 i od razu

przejs¢ do ukltadéw réwnan liniowych z niewiadomymi z i y.

19.8. Oznaczyé¢ |CD| = |CA| = |CB| = a. Poniewaz CD 1 AD
oraz CD 1 BD, wiec dwie Sciany boczne sa prostopadle do podstawy
ABD (bedacej tréjkatem réwnobocznym) i tworza ze soba kat 60°. Kat
miedzy podstawa i plaszczyzna ABC wyznaczamy, przecinajac czworoscian
plaszczyzna symetrii CDFE, gdzie E jest srodkiem AB. Dla wyznaczenia
kata miedzy plaszczyzna ABC i plaszczyzna BC'D (i réwnoczesnie AC'D)
nalezy z wierzchotka D poprowadzi¢ wysoko$¢ czworoscianu na Sciane ABC'.
Poniewaz ABCD jest prostokatny i rownoramienny, wiec z twierdzenia
o trzech prostopadlych wynika, ze spodek tej wysokosci lezy w Srodku
okregu opisanego na trojkacie ABC. Wyrazi¢ te wysokos¢ przez a,
obliczajac objetos¢ czworoscianu na dwa sposoby i stad od razu wyznaczy¢
sinus rozwazanego kata.

20.1. Oddzielnie rozpatrze¢ m = 0im = 2. Dla pozostalych parametréw
m korzystac z faktu, ze o§ symetrii paraboli przechodzi przez jej wierzcholek.

20.2. Uzasadni¢, ze $rodek danej kuli i srodek kuli wpisanej w dana
bryle tworza przekatna szescianu o krawedzi rownej promieniowi kuli wpisa-
nej. Rozwazy¢ przekrdj plaszcezyzna symetrii zawierajaca srodki obu kul.

20.3. Okresli¢ model probabilistyczny, tj. 2 i P. Obliczy¢ prawdo-
podobienstwo zdarzenia przeciwnego, korzystajac ze wzoru na prawdopodo-
bienstwo sumy dwoch dowolnych zdarzen.
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20.4. Stosowa¢ wzor na odleglos¢ punktu od prostej. Pamieta¢, ze
rozwazamy tylko punkty wewnatrz danego tréjkata. Nazwaé wyznaczona
krzywa.

20.5. Rozwazy¢ przypadki x > 11z < 11 uprosci¢ wzor okreslajacy
funkcje. Podczas rysowania wykresu pamietaé o dziedzinie funkcji.

1
20.6. Napisa¢ — = |z|7? i rozwazy¢ przypadki |z| = 1, |z < 1 oraz
T

|z| > 1. Nie stosowaé bezposrednio definicji wartosci bezwzglednej.

20.7. Warunek zadania oznacza, ze rozwazane styczne maja wspolczyn-
niki kierunkowe +1 lub —1. Obliczy¢ pochodna funkcji f, przyréwnaé jej
wartos¢ bezwzgledna do 1 i rozwiaza¢ otrzymane réwnanie niewymierne.

20.8. Oznaczyé¢ x = |AD| oraz y = |AE|. Ze stosunku pdl obliczy¢ zy,

a z twierdzenia sinusow w tréjkacie ADE iloraz —. Nie wyznaczaé jawnie

x iy, lecz tylko sume z + y (korzystaé¢ ze wzoru skréconego mnozenia).

21.1. Oznaczy¢ przez x, y krawedzie mniejszych szeScianéw. Napisac
uktad réwnan z niewiadomymi x i y i nie wyznaczajac ich jawnie, obliczy¢
tylko 22 + y? za pomoca wzoréw skréconego mnozenia. Stad od razu
otrzymac¢ odpowiedz.

— —
21.2. Wyznaczy¢ wektory AC i BD i zastosowa¢ iloczyn skalarny oraz
tozsamos¢ podana we wskazdéwcee do zad. 2.8.

21.3. Wyznaczy¢ skale podobienstwa trojkatow i wyrazi¢ przeciwpros-
tokatna przez promien okregu r. Stad obliczy¢ sume przyprostokatnych
wyjsciowego trojkata i w konsekwencji sume cosinusow katow ostrych tréj-
kata. Podnoszac te réwnos¢ do kwadratu obliczy¢ oba cosinusy.

21.4. Przenie$¢ niewymierno$¢ do mianownika i podzieli¢ licznik i mia-
nownik przez n. Korzysta¢ z faktu, ze zlozenie funkcji malejacych jest

funkcja rosnaca.

21.5. Korzystaé¢ ze wzoru podanego we wskazéwce do zadania 3.8.
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21.6. Napisa¢ warunki okreslajace dziedzine, ale nie wyznaczaé dziedzi-
ny w sposob jawny. Sprowadzi¢ logarytmy do wspdlnej podstawy 4 i przejsé
do réwnania algebraicznego trzeciego stopnia. Obliczy¢ jego pierwiastki
i wybrac te, ktore naleza do dziedziny.

21.7. Narysowac przekrdj osiowy stozka. Objetos¢ wyrazi¢ jako funkcje
wysokosci stozka. Nie myli¢ tego zadania z zagadnieniem wyznaczania
ekstreméw lokalnych.

21.8. Obie parabole tacznie ze stycznymi tworza figure majaca srodek
symetrii S (dlaczego?). Wiec szukane styczne przechodza przez punkt S.
Wyznaczy¢ S. Napisa¢ réwnanie peku prostych przechodzacych przez S
i z warunku stycznosci (wyréznik odpowiedniego réwnania kwadratowego
réwny zeru) obliczyé wspélezynniki kierunkowe szukanych stycznych.

22.1. Wykorzysta¢ parzystos¢ funkeji. Podczas rysowania wykresu
zwrdci¢ uwage na otoczenie punktu x = 0.

22.2. Uzasadni¢, ze liczby metréw szesciennych wody wplywajace do
basenu w kolejnych minutach tworza ciag arytmetyczny. We wszystkich
obliczeniach przyja¢ minute jako jednostke czasu. Dane liczbowe podstawic
na koncu.

22.3. Oznaczy¢ $rednice obu podstaw przez x i y. Ulozy¢ uklad rownan
z niewiadomymi z, y i przejs¢ od razu do alternatywy ukladéw réwnan
liniowych.

22.4. 7 twierdzenia sinuséw wynika, ze znany jest takze bok |BC|.
W okregu o promieniu R zaznaczyé cieciwe o dlugosci |BC| i rozwazad
katy wpisane oparte na tuku wyznaczonym przez te cieciwe. Wybraé takie

polozenie (polozenia) wierzchotka A, ktére daje |AB| = —R. W zaleznosci

od wielkosci kata a (czyli dlugosci cieciwy |BC|) mamy rézne przypadki,
ktore nalezy kolejno rozpatrzy¢.

22.5. 0Od razu zlogarytmowadé obie strony, przyjmujac za podstawe
logarytmu liczbe 8.



120

—

— — — N
22.6. Wyrazi¢ wektory CB i CD przez AB=u i BD=v i uzy¢
iloczynu skalarnego.

22.7. Wyznaczy¢ dziedzine réownania. Pomnozy¢ obie strony przez
wyrazenie (sinz cosz) i doprowadzi¢ do réwnania elementarnego postaci
sin(f(z)) = sin(g(z)). Rozwiazania zapisa¢ w postaci jednej serii.

22.8. Napisa¢ réwnanie stycznej w punkcie xg, wyznaczy¢ punkty prze-
cie¢ tej stycznej z osiami uktadu wspétrzednych i wyrazi¢ kwadrat dlugosci
odcinka stycznej jako funkcje xy. Do rézniczkowania pozostawic te funkcje
w postaci sumy funkcji potegowych. Nie myli¢ postawionego pytania z za-
gadnieniem wyznaczania ekstremow lokalnych.

23.1. Liczba ,,stéw” utworzonych z danych liter odpowiada liczbie per-
mutacji z powtorzeniami.

23.2. Zadanie rozwiaza¢ bez dzielenia wielomianéw. Zauwazy¢, ze ilo-
raz danych wielomianéw ma posta¢ z + a i wyznaczy¢ najpierw niewia-
doma a.

23.3. Wykorzysta¢ symetrie figury i twierdzenie o okregach wzajemnie
stycznych.

23.4. Przez punkty K i L poprowadzi¢ plaszczyzny prostopadle do
plaszczyzny podstawy i rownolegte do BC'. Oblicza¢ oddzielnie objetosci
kazdej z tak otrzymanych bryl (dwie z nich sa identyczne). Por. zad. 15.3.

23.5. Wyznaczy¢ dziedzine nieréwnosci. Rozpatrzy¢ najpierw oczy-
wisty przypadek x < 0. Dla x > 0 podnies¢ obie strony nieréwnosci
do kwadratu i rozwiaza¢ nieréwnos¢ dwukwadratowa. Wykresem funkcji
z prawej strony nieréwnosci nie jest tuk paraboli lecz inna dobrze znana
krzywa (por. wskazéwka do zad. 13.7).

23.6. Dowdd kroku indukcyjnego przeprowadzi¢ wprost. Nie stosowac
niewygodnej metody redukeji. Dba¢ o logiczna poprawnosé zapisu dowodu.
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23.7. Punkt M(y2,v0), yo > 0, lezy najblizej P, gdy odcinek PM jest
prostopadly do stycznej do danej krzywej w punkcie M. Uzy¢ rachunku
wektorowego.

23.8. Poniewaz wspélezynnik przy 2 jest dodatni, wiec pierwiastki
tréjmianu kwadratowego beda leze¢ w odcinku (0,1), gdy odcieta wierz-
chotka paraboli bedacej jego wykresem znajdzie sie w tym przedziale,
a wartosci trojmianu dla x = 0 i x = 1 beda dodatnie. Otrzymane nieréw-
nosci trygonometryczne rozwiazaé¢ analitycznie. Ewentualny rysunek stuzy
do ilustracji rozwiazania.

24.1. Pamieta¢ o warunku istnienia sumy nieskonczonego ciagu geo-
metrycznego.

24.2. Zaczac¢ od okreslenia modelu probabilistycznego, tj. zbioru zdarzen
elementarnych {2 oraz prawdopodobienstwa P. Oznaczy¢ przez A zdarze-
nie polegajace na tym, ze kosci pasuja do siebie, a przez A; zdarzenie, ze
na jednym z pél obu kosci jest ¢ oczek, a na pozostatych polach cokolwiek,
i =0, ..., 6. Wtedy A = AgU ... U Ag i skladniki parami wykluczaja sie
(dlaczego?). Obliczy¢ P(A;) i skorzysta¢ z wlasnosci prawdopodobieristwa.

24.3. Wykaza¢, ze dla m = 10 uklad jest sprzeczny, a dla m # 10 ma
jedno rozwiazanie. Zauwazy¢, ze dla zadnego m € R para (1,1) nie jest
rozwigzaniem ukladu.

24.4. Okresli¢ dziedzine dla kata a poréwnujac ten kat z jego rzutem
prostokatnym na podstawe. Z twierdzenia o trzech prostopadlych uza-
sadni¢, ze AB 1 BD'. Wywnioskowaé stad, ze kat DBD' jest katem
ptaskim kata dwusciennego miedzy plaszczyzna ABD'E' i podstawa gra-
niastostupa.

24.5. Rozwazy¢ przypadki x < 1 oraz x > 1 i pomnozy¢ obie strony
przez mianownik (dodatni lub ujemny, odpowiednio). Jedna z nieré6wnosci
podwdjnych jest automatycznie spelniona, a druga, przez podstawienie
2% = t, sprowadza sie do do nieréwnosci kwadratowej. Nie potrzeba rozwazac
nieréwnosci wyzszego stopnia.
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1
24.6. Zauwazyé, ze tg 82°30" = oraz ze 82°30' — 7°30" = 75°
tg 7930/

i zastosowa¢ wzor na tangens réznicy katow. Nastepnie korzystaé z réw-
nosci 75° = 45° + 30°.

24.7. Skorzystac ze wskazéwki do zadania 6.2, a w drugiej czesci rozwia-
zania ze wskazéwki do zad. 5.8.

24.8. Przypadek a = 1 wymaga oddzielnego rozpatrzenia (dlaczego?).
71— b(z? —1)~! wygodniej jest oblicza¢ za pomoca
:1:‘ _
reguly rézniczkowania funkcji ztozonej. Zauwazy¢, ze dla a = 3, b = 32,
gwarantujacych ciagtosé i rézniczkowalnosé f(x), punkt P(3,4) jest jej punk-
tem przegiecia.

Pochodna funkcji

25.1. Najpierw rozpatrzy¢ oczywisty przypadek ¢ = 0, a nastepnie
t#0.

25.2. Korzystajac z twierdzenia Talesa wykazac, ze przekrdj jest réwno-
leglobokiem. Nastepnie prowadzi¢ plaszczyzne symetrii czworoscianu i sto-
sujac twierdzenie o trzech prostopadlych, wykazaé, ze przekrdj jest pros-
tokatem.

25.3. Okresli¢ dziedzine nierownosci. Zauwazy¢, ze szukany zbior jest
symetryczny wzgledem poczatku ukladu, co pozwala ograniczy¢ rozwazania
do I ¢éwiartki ukladu. Rozpatrzy¢ przypadki xy > 1 oraz xy < 1.

25.4. Poélprosta wychodzaca ze srodka okregu i zawierajaca dany punkt
A przecina ten okrag w punkcie A’ lezacym najblizej punktu A. Stad |AA'|
jest odleglos$cia punktu A od danego okregu. Prowadzac rozwazania geo-
metryczne uzasadni¢, ze dla punktéw lezacych wewnatrz okregu zachodzi
relacja OA + PA = 10, co oznacza, ze A lezy na elipsie o ogniskach O i P
(por. wskazéwka do zad. 4.6). Inaczej jest, gdy A lezy na zewnatrz danego
okregu.

25.5. Wszystkie przeprowadzane losowania sa wzajemnie niezalezne,
wiec ich kolejnos¢ nie ma wplywu na prawdopodobienstwo rozwazanego
zdarzenia. Oznaczy¢ przez K, N zdarzenia polegajace na tym, ze dziecko,
odpowiednio, Kowalskich, Nowakowskich zostalo wybrane przedstawicielem.
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Woéwezas KNN = O oraz KUN = ). Nastepnie zastosowaé wzor na praw-
dopodobienstwo catkowite.

25.6. Unika¢ niewygodnego dowodu redukcyjnego, a jesli sie go stosuje,
pamieta¢ o odpowiednim zakonczeniu potrzebnym dla poprawnosci rozu-
mowania.

25.7. Nie traci¢ czasu na badanie wlasnosci, ktorych ta funkcja nie moze
mie¢ (np. asymptoty ukosne). Do obliczania pochodnej przedstawié¢ funkcje
w postaci iloczynu funkcji potegowych, tj. f(x) = v3(z — 1)V/2(5 — z)~1/2
i zastosowacé regule rozniczkowania iloczynu. Zauwazy¢, a nastepnie wyka-
zaé, ze prosta x = 1 jest styczna do wykresu f(z) w punkcie z = 1 (por.
wskazowka do zad. 3.6).

25.8. Wykazad, ze kolejne odcinki lamanej tworza ciag geometryczny
o ilorazie mniejszym od 1. Nastepnie zastosowa¢ wzor na sume wyrazow
nieskoniczonego ciagu geometrycznego lub uzasadnié, ze suma ta jest réwna
obwodowi danego tréjkata.

26.1. Odcinek pasa laczacy oba kola jest styczny do kazdego z nich,
wiec prostopadly do promieni poprowadzonych do punktow stycznosci. Nie

uzywac zapisu postaci ,,26§7r cm”, ktory jest niejednoznaczny.
26.2. Zachowa¢ podana w zadaniu kolejnosé¢ obliczen.

26.3. Wygodnie jest postuzy¢ sie rachunkiem wektorowym. Oznaczy¢
przez A, B punkty przeciecia sie szukanej prostej [ odpowiednio z prosta k
— — —
i m. Wéwezas mamy A(z,z + 3). Wyrazié AP i AB=2 AP przy pomocy
niewiadomej x i korzystajac z faktu, ze B lezy na prostej m obliczyé¢ x.
*)

Wektor normalny prostej [ jest prostopadly do AB.

26.4. Wierzcholek C kata prostego, spodek O wysokosci ostrostupa
i jego rzuty prostokatne K, L na przyprostokatne podstawy tworza kwadrat
o boku r. Stad wynika, ze rzuty prostokatne punktéw K i L na krawedz DC'
pokrywaja sie (w punkcie E), zatem § = /KFEL. Wyznaczy¢ dziedzine dla
. Wysoko$¢ czworoscianu obliczy¢ z podobienstwa odpowiednich tréjkatow
w przekroju plaszczyzna ODC'.
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26.5. Skorzysta¢ z parzystosci funkcji oraz ze wzoru log, a® = 2log, |al,
c>0, ¢c#1,a#0. Wykres funkcji f otrzymujemy z wykresu standardowe;j
krzywej y = log, x przez translacje i odbicia symetryczne.

2
26.6. Zastosowa¢ wzor cos2x = ——-— i podstawic tgz = {.
1+tgox
26.7. Dwie funkcje mozna zlozy¢ wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér wartosci
funkcji wewnetrznej jest zawarty w dziedzinie funkcji zewnetrznej. Przy-
padek a = 0 rozpatrzy¢ oddzielnie.

26.8. Patrz wskazowka do zadania 12.8.

27.1. Wyznaczy¢ dziedzine réwnania. Aby istnialo rozwiazanie, prawa
strona musi by¢ nieujemna. Wtedy obie strony mozna podniesé¢ do kwadratu.
Przypadek p = 0 rozpatrzy¢ oddzielnie.

27.2. Zauwazy¢, ze srodki okregéw K i K, oraz punkt S leza na prostej
prostopadiej do danej prostej. Nastepnie korzysta¢ z zaleznosci miedzy
promieniami rozwazanych okregow.

27.3. Dane okreslaja jednoznacznie przekatna AC' trapezu, na ktorej,
jako na cieciwie okregu, jest oparty kat ostry przy wierzchotku B podstawy.
Przez zmiane polozenia punktu B na okregu, poczynajac od punktu C,
otrzymujemy rozne trapezy (tj. o réznych wartosciach d). Minimalne d
odpowiada sytuacji, gdy krotsza podstawa trapezu jest réwna zeru i trapez
staje sie trojkatem, a maksymalne, gdy B pokrywa sie z C'. Wysokos¢
trapezu obliczy¢ z twierdzenia Pitagorasa i stad bezposrednio ramie trapezu.

27.4. Najpierw ustali¢ dziedzine dla kata 3 (poréwnujac go z rzutem
prostokatnym na podstawe). Z twierdzenia o trzech prostopadtych wywnios-
kowaé, ze przekrdj ostrostupa jest deltoidem. W obliczeniach korzystac
z podobienstwa tréjkatow i twierdzenia o srodkowych w tréjkacie.

27.5. Przenie$¢ niewymiernos¢ do mianownika, stosujac wzér na roéznice
szescianéw i podzieli¢ licznik i mianownik przez n'3/®. Skorzystaé¢ z faktu,
ze a < 3.
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27.6. Stosujac definicje logarytmu sprowadzi¢ dana nieré6wnos¢ do pros-
tej nieréwnosci trygonometrycznej. Od razu ograniczyé¢ sie do dziedziny
(I éwiartka, cosinus dodatni), co pozwala tatwo rozwiazaé te nier6wnosé.

27.7. Rozwazmy losowanie jednej liczby i odpowiadajacy mu model
probabilistyczny €y i Fy. Niech A C )y oznacza zdarzenie, ze liczba czy-
tana od strony lewej do prawej jest podzielna przez 4, a B zdarzenie, ze
liczba czytana od strony prawej do lewej jest podzielna przez 4. Wowczas
zdarzenia A, B sa niezalezne (dlaczego?). FPy(A U B) obliczyé, znajac
Py(A) i Py(B). Zauwazy¢, ze Py(AU B) jest prawdopodobienistwem sukcesu
w schemacie czterech prob Bernoulliego.

27.8. Szukany zbiér jest przekrojem pasa pomiedzy dwiema prostymi
rownoleglymi i zbioru punktow lezacych pod wykresem i na wykresie funkcji
f(z) = Jx. Zwrécié uwage na przebieg tej funkcji w otoczeniu punktu
x = 0. W dwdéch punktach wykres funkcji f(z) jest styczny do danych
prostych, a w dwdéch innych przecina te proste pod tym samym katem
(dlaczego?). Do obliczenia tangensa tego kata uzy¢ pochodne;j.

28.1. Nie wyznacza¢ predkosci obu punktéw, lecz od razu ich stosunek.

28.2. Aby nieréwno$¢ byla speliona dla kazdego x € R, mianownik nie
moze mie¢ pierwiastkow rzeczywistych, czyli jest dodatni na calej proste;.
Wtedy mozna obie strony pomnozy¢ przez ten mianownik, zachowujac znak
nierownosci i bada¢ nieujemnos¢ otrzymanego trojmianu kwadratowego.
Przypadek p = 1 rozpatrzy¢ oddzielnie.

28.3. Zastosowac twierdzenie cosinuséw. Nie wyznaczac¢ dlugosci bokéw,
lecz od razu ich iloczyn. Okresli¢ dziedzine dla o, r i d.

28.4. Przekrdj plaszczyzna symetrii zawiera srodek kuli, srodek jed-
nej nézki oraz srodek odcinka laczacego pozostale n6zki. Wykona¢ rysunek
tego przekroju, przyjmujac r bardzo mate w poréwnaniu z R. Korzystac¢
z twierdzenia o okregach stycznych zewnetrznie.

28.5. Rozwiazanie w przedziale (—oo,0) wyznaczy¢ bezposrednio, ko-
rzystajac ze wzoru na szescian sumy. W (0, co) wyznaczy¢ przedzialy mono-
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tonicznosci, ekstrema lokalne oraz warto$¢ wielomianu w x = 0. Stad
i z wlasnosci Darboux okresli¢ liczbe rozwiazan (nie wyznaczaé ich jawnie).

28.6. Skorzysta¢ ze wzoru a” — 0" = (a — b)(a" ' +a" 20+ ... + b"71)
i rozwazy¢ oddzielnie n parzyste i nieparzyste.

28.7. Napisa¢ warunki okreslajace dziedzine (warunek istnienia sum
obu nieskoniczonych ciagéw geometrycznych), nie wyznaczajac jej w sposéb
jawny. Podstawi¢ cosx = t i wyeliminowa¢ pierwiastki nie nalezace do
dziedziny.

28.8. Za pomoca pochodnej napisa¢ réwnanie stycznej w punkcie
2

xg
P xy, — 5 lezacym na danej paraboli i bezposrednio stad réwnanie prostej

prostopadlej do stycznej przechodzacej przez P. Wyznaczy¢ wspoirzedne
srodka rozwazanego odcinka tej normalnej i po wyeliminowaniu parametru
o otrzymac¢ réwnanie krzywej. Zauwazyé, ze xy nie moze byé rowne zeru
(dlaczego?).

29.1. Oznaczy¢ C(z,3x — 14). Wyznaczyc srodek S odcinka AB. Ko-

rzystajac z prostopadlosci wektoréw AB i S C (iloczyn skalarny réwny zeru)
wyznaczy¢ niewiadoma x.

29.2. Oznaczy¢ przez x liczbe pieciocyfrowa powstala po skresleniu pier-
wszej cyfry i utozy¢ réwnanie liniowe z niewiadoma .

29.3. Wyrazi¢ promien okregu wpisanego za pomoca kréotszego ramie-
nia c¢. Uzasadni¢, ze srodek O okregu wpisanego i krétsza podstawa C'D
wyznaczaja tréjkat, w ktorym wysokosé do boku C'D tworzy z odcinkami

OC' i 0D katy a i %. Stad wyznaczy¢ |CD|.

29.4. Najpierw rozpatrzy¢ przypadek oczywisty, gdy 22 —2—2 < 0. Po-
zostale przypadki, przez odwrécenie utamkéw po obu stronach nieréwnosci,
prowadza do nieréwnosci kwadratowych (uwaga na znak nieréwnosci).

29.5. Ustali¢ dziedzine nieréwnosci i rozpatrzy¢ przypadki z < 1 oraz
x > 1. Wykres funkcji f(x) = 14 +v/x — 1 jest translacja standardowej krzy-
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wej y = /2 1 powinien byé¢ sporzadzony doktadnie, szczegdlnie w otoczeniu
punktu x = 1. Opisac, ktére czedci brzegu wyznaczonego zbioru naleza do
tego zbioru.

29.6. Wygodna metoda przeksztalcania obu stron jest przejécie do cos-
inuséw podwojonych katéw (2sin’y = 1 — cos2y, por. wskazéwka do
zad. 4.3). Otrzymane serie rozwiazan polaczy¢ w dwie serie.

29.7. Uzasadni¢, ze dziedzina szukanego kata jest przedzial <g,7r).

Poprowadzi¢ przekrdj plaszczyzna symetrii przechodzaca przez wierzcholek
ostrostupa i srodki przeciwleglych krawedzi podstawy i korzystac z podobien-
stwa odpowiednich tréjkatéow. Cosinus szukanego kata wyznaczy¢ za po-
moca twierdzenia cosinusow.

29.8. Wyznaczy¢ dziedzine D funkcji S(z), pamieta¢ o x = —1. Postuzy¢
sie pochodna funkcji, ale nie wyznaczac ekstreméw lokalnych, lecz ograniczy¢
sie do podania wartosci najwiekszej i najmniejszej funkcji S(x) w D.

30.1. Objetos¢ rozwazanej bryly jest réznica objetosci dwoch stozkéw
o wspolnej podstawie. Oznaczy¢ dluzsza przyprostokatna przez a, krotsza
przez b, a objetos¢ stozka powstatego z obrotu tréjkata wokdét krétszej
przyprostokatnej przez V. Wtedy Vi > V5. Nie wyznaczaé przypros-
tokatnych ani innych wielkosci liniowych, lecz od razu objetos¢ i po wye-
liminowaniu a i b wyrazic¢ ja przez Vi i V5.

30.2. Przyja¢ wysokos$¢ najmniejszej nagrody, roznice ciagu oraz liczbe
nagrod n za niewiadome. Ulozy¢ uklad dwoch rownan i wykazaé, ze
4 < n < 6. Rozwiazania wyznaczamy przez bezposrednie sprawdzenie.

30.3. Roéwnania okregéw, ktérych srodki leza na prostej y = 1, wyz-
naczy¢ bezposrednio z twierdzenia o okregach stycznych zewnetrznie lub
wewnetrznie. Srodki pozostalych okregéw otrzymujemy po rozwiazaniu
odpowiedniego uktadu rownan.

30.4. Korzystamy z twierdzenia cosinusow. Nie wyznaczamy bokéw
rownolegloboku, lecz tylko ich iloczyn i przez poréwnanie dwdch wyrazen
na pole rownolegloboku otrzymujemy od razu tangens szukanego kata.
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30.5. Okresli¢ dziedzine réwnania. Poniewaz w dziedzinie obie strony
rownania sa dodatnie mozna podnies¢ je do kwadratu.

30.6. Wyznaczy¢ wszystkie (trzy) pierwiastki danego wielomianu. Je-
den z nich nie moze by¢ pierwiastkiem tréjmianu 2z? + az + b (dlaczego?).
Znajac dwa pierwiastki, napisa¢ ten trojmian i odczytac¢ niewiadome a i b.

30.7. Podstawi¢ 2% = t. Korzysta¢ z tozsamosci podanej we wskazowce
do zad. 5.1. Wykresy obu stron otrzymac przez translacje i odbicia syme-
tryczne standardowej krzywej y = 2%,

30.8. Wyznaczy¢ miejsca zerowe pochodnej i za pomoca wykresu rozwia-
za¢ odpowiednia nieré6wnosc trygonometryczna.

31.1. Okresli¢c model probabilistyczny. Rozwazane zdarzenie przed-
stawi¢ w postaci sumy rozlacznych zdarzen By U By U B3 U By, gdzie B; jest
zdarzeniem polegajacym na otrzymaniu przez gracza 4 kart w i-tym kolorze
z asem, krélem i dama. P(B;) obliczy¢ bezposrednio, pamietajac, ze P jest
prawdopodobienstwem klasycznym i skorzysta¢ z wilasnosci prawdopodo-
bienstwa.

31.2. Patrz wskazowka do zad. 7.7.

31.3. Okresli¢ dziedzine ukladu. Zwrdci¢ uwage na jej asymetrie wzgle-
dem zmiennych x i y. Dodajac i odejmujac réwnania stronami przejsé¢ do
ukladéw réownan liniowych.

31.4. Najpierw okresli¢ (i uzasadni¢ geometrycznie) dziedzine dla kata
« oraz wyznaczy¢ katy tréjkata ABC.

31.5. W dowodzie kroku indukcyjnego przeksztalcaé¢ lewa strone i do-
prowadzi¢ ja do réwnosci z prawa strona. Korzysta¢ ze wzoru na réznice
sinusOw. Nie prowadzi¢ dowodu metoda redukcji.

31.6. Pomnozy¢ licznik i mianownik przez /n + \/n + v4n2,
a nastepnie podzieli¢ je przez n*3, zamieniajac wczesniej pierwiastki na
potegi o wyktadnikach utamkowych.
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31.7. Korzysta¢ z nastepujacej wlasnosci wektorow na plaszczyznie
(uzasadnié ja):
Jesli @ L v, ||d]| = ||9|| oraz @ = (a,b), to U= (b, —a) lub T = (—b,a).

Sugeruje ona, ze zadanie ma dwa rozwiazania.

31.8. Zapisa¢ funkcje w postaci f(z) = 2'/2 + 271/2 i obliczy¢
pochodna ze wzoru na pochodna funkcji potegowej. Zauwazyé, ze
lim (f(z) — &) = 0. Jaka wlasno$¢ geometryczna wykresu funkcji f(z)

T—+00
opisuje ta rOwnosc?

32.1. Oznaczy¢ przez x predkos¢ statku, przez y predkos¢ wody, a przez
d odleglos¢ z Wroclawia do Szczecina. Zapisa¢ odpowiednie rownania i nie
wyznaczajac niewiadomych, odpowiedzieé¢ tylko na postawione pytanie.

32.2. Sprowadzi¢ wszystkie logarytmy do tej samej podstawy 2 lub 8
i skorzystaé z definicji ciagu geometrycznego.

32.3. Narysowa¢ przekrdj pionowy wanny z lezaca na dnie belka. Ponie-
waz Srednica belki jest polowa promienia wanny, w jej przekroju pionowym
pojawiaja sie trojkaty réwnoboczne.

32.4. Zaréwno v(x), jak i w(x) musza mie¢ dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste. To daje dziedzine dla parametru m. Obliczy¢ pierwiastki xy,
xo wielomianu w(z). Jesli wierzcholek paraboli o réwnaniu y = v(x) lezy
pomiedzy x; i x5 oraz v(x;) i v(xs) sa dodatnie, to wymagany warunek jest
spelniony.

32.5. Rozwazy¢ nastepujace zdarzenia: C' — wylosowano co najmniej
dwie kule biale, D — z urny B wylosowano kule biala, F; — z urny A
wylosowano ¢ kul bialych, i =0, 1, 2, 3, 4. Wéwczas C' = Ey U D' N Fj.
Skorzystaé z niezaleznosci zdarzen D, E;, rozlacznosci zdarzen Ey, D' N E;
oraz ze schematu Bernoulliego.

32.6. Wyznaczy¢ dziedzine rownania. Pomnozy¢ obie strony przez cos x
i po zastosowaniu wzoréw sin 2z = 2sinzcosz oraz cos2z = 1 — 2sin’
rozlozy¢ wyrazenie na czynniki, wylaczajac przed nawias czynnik
(sinx — cos ).
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32.7. Napisa¢ réwnanie stycznej w punkcie S(zg,zq — 222), gdzie
ro € R, nastepnie wyznaczy¢ wszystkie xg, dla ktorych P lezy na sty-
cznej (trzy punkty). Dwa z nich wyznaczaja te sama styczna, a trzeci inna.
Sporzadzi¢ wykres funkeji f(z), korzystajac z jej parzystosci oraz informacji
zebranych przy wyznaczaniu stycznych bez dalszego badania jej przebiegu.

32.8. 7 twierdzenia o trzech prostopadlych wywnioskowaé, ze plasz-
czyzna SC'D jest plaszczyzna symetrii ostrostupa, a wiec zawiera srodek kuli
opisanej. Lezy on na prostej prostopadlej do podstawy ostrostupa wysta-
wionej w srodku okregu opisanego na podstawie. Wykazaé, ze ASCD jest
rownoboczny i stad okresli¢ potozenie srodka kuli.

33.1. Zastosowaé wzér Newtona. Liczba x jest wieksza od y o p%,

P
dyz=(1+-2)y.
gy <+100>y

33.2. Zastosowa¢ wzor na odleglos¢ punktu od prostej. Nalezy za-
uwazy¢, ze punkt przeciecia sie prostych k il nie spelnia zadanego warunku.

33.3. Skorzysta¢ z twierdzenia o dwusiecznej kata w tréjkacie oraz ze
wzoru Herona.

33.4. Tloraz ¢ ciagu (a,) jest mniejszy od 1, wiec droga przebyta przez
czastke jest skonczona i ruch czastki koriczy sie w punkcie P. Znajac
wspolrzedne tego punktu, utozy¢ dwa réwnania z niewiadomymi a; i q.

33.5. Nie uzywac¢ algorytmu dzielenia wielomianéw, lecz umiejetnie
stosowa¢ rozklad na czynniki np. 2* + 22 +1 = (22 + 1) — 2? =
= (22 + 1z +1)(2? — 2+ 1). Podobnie postepowaé¢ w dowodzie kroku induk-
cyjnego.

33.6. Oddzielnie rozwazy¢ przedzialty (0,00) oraz (—oo,0). Wykresy
w tych przedzialach sa istotnie réznymi krzywymi. Nazwac¢ je. Dokladnie
stosowac definicje asymptoty ukosnej prawostronnej i lewostronne;j.

33.7. Przypadek |cosz| = 1 jest oczywisty. Dla przypadku
0 < |cosz| < 1 przej$¢ do poréwnania wyktadnikéw obu stron. Rozwiazaé
odpowiednie réwnanie trygonometryczne i za pomoca wykresu wyznaczy¢
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zbiér rozwiazan nieréwnosci. Wygodnie jest postuzy¢ sie kolem trygono-
metrycznym.

33.8.  Wykonaé¢ przekrdj osiowy stozka przechodzacy przez jedna
z krawedzi graniastostupa. Wyrazi¢ stosunek objetosci bryl jako funkcje
zmiennej © = tg o € (0,00). Nie myli¢ postawionego pytania z zagad-
nieniem wyznaczania ekstremoéw lokalnych.

34.1. Napisa¢ uklad rownan z niewiadomymi przyprostokatnymi a i b.
Nie wyznaczacé ich oddzielnie, lecz tylko sume a+ b potrzebna do obliczenia
obwodu.

34.2. Skorzystac ze wzoru na sume szescianow oraz ze wzorow na sin 2y
1 cos 2.

34.3. Warunkiem stycznosci jest istnienie pierwiastka podwdjnego odpo-
wiedniego trojmianu kwadratowego. Zadanie ma wiecej niz jedno rozwia-
zanie.

34.4. Wektory (swobodne) @ i ¥ sa réwnolegle, gdy ' = cii dla pewnego
skalara c. Prostopadlosé¢ wektoréw wyrazi¢ za pomoca iloczynu skalarnego.

34.5. Oznaczy¢ przez B; zdarzenie polegajace na tym, ze za pierwszym
razem wylosowano monete ¢ zt, ¢« = 1, 2, 5. Wtedy B; U By U By = 2
i sktadniki sa rozlaczne. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze Jas wyciagnie
doktadnie dwie monety obliczy¢ ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite,
a prawdopodobienstwo, ze Jas wyciagnie tylko jedna monete (czyli 5 zl)
wynosi 6 Stad otrzymadé odpowiedz.

34.6. Zastosowaé¢ wzér Va2 = |a|. Uzasadni¢, 7e krzywa K o réwnaniu
y = V4x — 2 jest gérna polowa okregu o srodku S(2,0) i promieniu 2. Przy
obliczaniu odleglosci P od brzegu F ograniczy¢ sie do poréwnania odleglosci
P od krzywej K oraz od odcinka prostej y = 1 —z, x € (1,4). Pozostale
czesci brzegu F sa znacznie dalej polozone, co wystarczy uzasadni¢ przez
powolanie sie na (staranny) rysunek.
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34.7. Wzér okreslajacy f(xz) sprowadzi¢ do najprostszej postaci i za-
uwazy¢, ze jest ona zlozeniem dwdéch funkeji rosnacych (w dziedzinie!).
Dziedzina f~! jest zbiér wartosci f i na odwrét.

34.8. Do obliczenia krawedzi podstawy a wykorzysta¢ wskazéwke do
zadania 3.4. Poprowadzi¢ przekrdj ostrostupa plaszczyzna symetrii prze-
chodzaca przez wierzchotek ostrostupa i odpowiednia przekatna podstawy
i korzysta¢ wielokrotnie z podobienstwa tréjkatow. Objeto$¢ wyrazi¢ naj-
pierw przez a i dopiero na kornicu podstawi¢ c. Zadanie ma sens, gdy krawedz
boczna jest nachylona do podstawy pod katem co najmniej 45° (dlaczego?).
Stad warunek na «.

35.1. Wykluczyé p = 0 i z warunku istnienia sumy nieskoniczonego
ciagu geometrycznego wyznaczy¢ ap i q.

35.2. Kat miedzy prostymi jest réwny katowi miedzy ich wektorami
normalnymi (odpowiednio zorientowanymi). Napisa¢ réwnania danych
prostych w postaci ogélnej i uzy¢ iloczynu skalarnego.

35.3. Rozwazy¢ przekrdj szescianu plaszczyzna symetrii (zawierajacy
srodek i koto wielkie danej kuli oraz przekroje czterech naroznikéw). Szu-
kana krawedz obliczy¢ za pomoca twierdzenia Pitagorasa dla odpowiedniego
trojkata w tym przekroju.

35.4. Uzasadnié¢, ze w przedziale [—1, 1] obie strony nieréwnosci sa nieu-
jemne i podnies¢ je do kwadratu. Wykresy nalezy wykona¢ doktadnie (leza
blisko siebie), zwracajac uwage na otoczenia punktéow x =01z = —1.

35.5. Wyznaczy¢ dziedzine rownania. Pomnozy¢ obie strony przez
sin 2z. Zastosowa¢ wzoér na iloczyn sinuséw i z réwnosci dwéch cosinusow
przejs¢ od razu do porownywania katéw.

35.6. Napisa¢ wzér na styczna do okregu w punkcie lezacym na nim
(por. wskazowka do zadania 6.2) i po podstawieniu wspétrzednych punktu P
wyznaczy¢ punkt stycznosci, dla ktérego styczna ma dodatni wspdtczynnik
kierunkowy.



133

35.7. Dane r i d jednoznacznie okreslaja kat a przy podstawie trapezu,

s ’ « s . . s .,

przy czym « > —. Obwdd wyrazi¢ jako funkeje wysokosci trapezu. Ustali¢

dziedzine. Wartos¢ najwieksza funkeji wyznaczy¢, badajac jej przedzialy
monotonicznosci.

35.8. Wyznaczy¢ y z pierwszego réwnania i podstawi¢ do drugiego.

Nastepnie skorzysta¢ z tozsamosci (|a| = b) < (a = blub a = —b) prawdzi-

wej dla b > 0. Otrzymane alternatywy prowadza do czterech przypadkéw
1 1

m = ——=, m = 2 m = 1 oraz pozostale m. Na rysunku zaznaczy¢

odpowiednio wybrane proste z peku prostych (ktéremu odpowiada pierwsze
réwnanie ukladu) przechodzacych przez P(0,2).



12 przykladowych

rozwiazan
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Rozwiazanie zadania 2.1

I sposéb. Rozwazmy wielomian p,(y) = y*"~! + 1. Poniewaz 2n — 1
jest liczba nieparzysta dla kazdego n € N, wiec p(—1) = (=1)*""1 +1 = 0.
Z twierdzenia Bézouta wynika wiec, ze p,(y) jest podzielny przez dwumian
y + 1, tzn. istnieje wielomian g,(y) stopnia 2n — 2 taki, ze

pa(y) =y 1= (y+ Dan(y). (1)

Zauwazmy, ze wy(z) = "%+ 1 = p,(2?). Stad i z (1) wynika, ze
wy(7) = (12 4+ 1)g,(2?). Poniewaz g,(z?) jest wielomianem stopnia 4n — 4,
wiec réwnos¢ ta dowodzi prawdziwosci tezy.

Uwaga. Stosujac wzor skréconego mnozenia

a2n71 + b2n71 — (Cl + b)(a2n72 - a2n73b o= ab2n73 + b2n72)

mozna wielomian ¢, (y) napisa¢ w postaci jawnej. Nie jest to jednak koniecz-
ne dla poprawnosci dowodu.

IT sposéb. Dowdd indukcyjny. Rozwazmy funkcje zdaniowa zmien-
nej naturalnej n

T(n) : wy(z) = 2™ 2+ 1 jest podzielny przez x? + 1.

Sprawdzimy teraz, ze dla T'(n) obydwa zalozenia zasady indukcji mate-
matycznej sa spelnione.

1°. Sprawdzenie prawdziwosci zdania 7'(1).

Mamy w,(z) = 2¥ 241 = 22+ 1, czyli oczywiscie dzieli sie przez 22 +1,
a wiec T'(1) jest prawdziwe.

2°. Wykazemy, ze implikacja (T'(n) = T'(n + 1)) jest prawdziwa dla
kazdego n € N.

Dowéd. Niech n bedzie dowolna ustalona liczba naturalna. Zalézmy,
ze zdanie T(n) jest prawdziwe tzn. istnieje wielomian wv,(z) taki, ze
wp(z) = 22+ 1 = (22 + 1)v,(z). Wéwezas korzystajac z tej réwnosci
mamy

Wy 41 (T) = g2 L] = pint2 L = (x4 2%) — (2" — 1)
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=222+ 1) — (22 + D (2* — 1) = 2 (2® + Dvu(z) — (22 + 1) (2* — 1)
= (2 + 1) (20, (2) — 22 +1).

Poniewaz x'v,(z) — 22 + 1 jest wielomianem, wiec powyzsza réwnosé
oznacza, ze wy1(r) dzieli sie przez z? + 1. To koriczy dowdd 2°.

7. wykazane] prawdziwos$ci warunkow 1° i 2° oraz z zasady indukcji
matematycznej wynika, ze 7T(n) jest prawdziwe dla kazdej liczby
naturalnej n.

Rozwiazanie zadania 3.8

. . ., P . . 7T .
Dziedzina nieréwnosci jest R. Poniewaz V3 = tg 3 wiec ze Wzoru na

cosinus roznicy katéw mamy

s
cosz 4+ V3sinz = cosx + tggsinx =

s . .m
COS I COS § +sinzrsin — T
= 2cos (x — —)

i
coS —
3

2 cos (x — g)‘ < V2. Obie strony

nieréwnosci sa nieujemne, wiec po podniesieniu do kwadratu dostajemy

Nierownosé¢ przyjmuje zatem postac

nieréwnoéé¢ réwnowazna 2 cos’ (x — §> < 1. Stosujemy wzér 1+ cos 2y =

2m
2 cos? 7y i przeksztalcamy ja do prostszej postaci cos <2x — ?> < 0. Wiemy,

ze cosinus jest ujemny w II 1 III ¢wiartce, otrzymujemy wiec
s 2r 37 )
§+2k7f§ 2r — ? S 7“—2]{77', Czyll

n 137

— <zr< — Z. 2
12+/€7r_x_ 15 +km, k€ (2)
Wyznaczamy cze$¢ wspdlna zbioru rozwiazan (2) i przedziatu [0, 37|, dosta-
jemy (podstawiamy kolejno k = —1, 0, 1, 2) odpowiedz.

W} U [77r 1377} [197r 257r] |:317T 3 }

Odp. = ¢ [0’5 12° 12 12 12 12°"
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Rozwiazanie zadania 12.6

Oznaczmy przez O $rodek okregu opisanego na trapezie, a przez h
1 2P
wysokos$¢ trapezu (rys. 25). Wéwezas P = §Sh’ czyli h = —. Z twier-
s
2 16P* 45
dzenia Pitagorasa w ADFEB otrzymujemy d? = h*+ SZ = Ts
s
Z drugiej strony =z twierdzenia
o kacie wpisanym w okrag wynika, I
1
ze /DAE = izDOB = /DOM,
zatem tréjkaty prostokatne ADAFE
i ADOM maja identyczne Kkaty, cf|h 7
czyli sa podobne. To pozwala napi- ‘0 d

saé proporcje — = —, skad otrzy- &
S 2 A\ E 5/2 B

mujemy ¢ = 7 Po podstawie-

niu obliczonej wartosci d mamy

8Pr
¢ = ———. Ostatecznie ob-

J16P2 1 st op Rys. 25
T

V16P2 + %

znacznie h i d. Zadanie ma zatem rozwiazanie, gdy promien r jest wystar-
V16P? + s
4s .
Poprawnos¢ tego warunku, jak i jednoznacznos$c rozwiazania, najlepiej widac
z opisu konstrukcji trapezu, ktéry dla kompletnosci przedstawiamy ponize;j.

wod wynosi O = s+ 2¢c = s+ Dane P i s wyznaczaja jedno-

1
czajaco duzy, aby powstal tréjkat ADOM, tzn. r > id =

Opis konstrukcji trapezu

s
1. 7 odcinkéw h i 2 jako przyprostokatnych, konstruujemy tréjkat

prostokatny DEB. Odcinek BE przedluzamy i otrzymujemy prosta k,
a przez punkt D prowadzimy prosta [ rownolegla do k.

2. Z punktow B i D kreslimy tuki okregéw o promieniu 7, ktére przeci-
najac sie daja $rodek okregu opisanego O (z dwéch punktéw, w ktérych
przecinaja sie te tuki, wybieramy lezacy blizej prostej k, ktéra ma zawierac
dtuzsza podstawe trapezu).
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3. Ze srodka O kreslimy okrag
o promieniu r. Okrag ten prze-
cinajac prosta k, wyznacza wierz-
chotek A (oraz przechodzi przez
B). Podobnie, okrag ten przeci-
najac prosta [, wyznacza wierz-
chotek C' (i réwnoczesnie prze-
chodzi przez D). Na rysunku 26
przedstawiono konstrukcje
trapezu dla  danych liczbo-
wych zadania, tj. P = 12 cm?,
h=3cmis=28cm.

Rys. 26
16Pr

V16P2 + 5%’

Odp. Obwdd wynosi s+

P?

2
> — —.
" _52+16

a zadanie ma rozwiazanie, gdy

Rozwiazanie zadania 21.7

Logarytm jest okreslony dla liczb dodatnich, wiec dziedzine réwnania
wyznaczaja warunki:

1—2>0
D:¢{ z+4>0
23— 2% —3x+5>0,

czyli D : (z € (—4,1))A (2> —2*—32+5 > 0). W celu rozwiazania réwnania

wszystkie skladniki zapiszemy jako logarytmy o podstawie 4. Dla x € D
log, (1 —

jest logy (1 —x) = log,(1 — z)
log, 2

i rOwnanie przyjmuje postac

1
= 2log, (1 — ) = log,(x —1)? oraz 5= log, 2

log,(x — 1)* + log,(z + 4) = log,(z* — 2* — 3z +5) + log, 2. (3)

Korzystajac z witasnosci logarytmu oraz z réznowartosciowosci funkcji
logarytmicznej, widzimy, ze réwnanie (3) jest rownowazne (w dziedzinie)
réwnaniu algebraicznemu (z—1)%(z+4) = 2(z*—2?—3z+5). Po wykonaniu
dzialan i przeniesieniu wszystkich skladnikéw na jedna strone dostajemy

2* — 42’ + 1 +6=0. (4)
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Pierwiastki catkowite réwnania (4) sa podzielnikami wyrazu wolnego, tj.
liczby 6. Przez podstawienie sprawdzamy bezposrednio, ze liczby —1, 21 3
spelniaja (4), czyli sa wszystkimi pierwiastkami tego réwnania (majac dwa
pierwiastki, np. —11 2, trzeci mozna znale7¢ z relacji z1z923 = —6). Liczby
2 i 3 znajduja sie poza przedziatlem (—4,1), czyli leza poza D. Natomiast
—1€(—4,1) oraz (—1)3 = (—=1)> = 3(=1) + 5 =6 > 0, czyli liczba —1 jest
jedynym pierwiastkiem danego réwnania.

Odp. Réwnanie ma tylko jeden pierwiastek i jest nim liczba —1.

Rozwiazanie zadania 22.7

Dziedzine réwnania okreslaja warunki

| sinz #0
D'{COS:L"#O,

czyli warunki z # km oraz x # g + k7. To daje ostatecznie
D:x# k% k€ Z.

Dla x € D mnozymy obie strony réwnania przez (sinz cos z) i otrzymujemy
rownanie réwnowazne

sinx + cosz = V/8sin x cos . (5)

Korzystajac ze wzoru redukcyjnego oraz wzoru na réznice cosinuséw,

T T T
mamy Sinx + cosx = cOsST — COS (x + 5) = —2sin <_Z> sin <w + Z)
Ponadto v/8sinzcosz = +/2sin 2z, zatem réwnanie (5), po podzieleniu

obu stron przez /2, mozna zapisa¢ w postaci

. ™ .
sin (:L‘ + Z) = sin 2x.
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g Stad otrzymujemy alternatywe réwnan li-
) ™ ™
nlowychx—kz = 22 + 2km lubx—FZ =
T — 2x + 2kw, gdzie k € Z. Po standardo-
) s
wych przeksztalceniach mamy x = 1 + 2km

2m
lub z = % + k—. Zauwazmy, ze pierwsza
seria zawiera sie w drugiej (rys. 27), a ta

Rys. 27 z kolei jest zawarta w dziedzinie réwnania.

™ 2
Odp. 1 =—+k—, keZ.
p.- z 4+ 3 S

Rozwiazanie zadania 26.4

Oznaczmy przez O spodek wysokosci czworoscianu, a przez K, L
jego rzuty prostokatne odpowiednio na przyprostokatne BC' i AC podstawy
(rys. 28). Poniewaz O jest srodkiem okregu wpisanego w AABC, wiec

D |OK| = |OL| = r, czyli punkty
O, K, L i wierzcholek kata
prostego C' tworza kwadrat o bo-
ku r. Stad

|[KC| = |LC]. (6)

Mamy ADOK = ADOL, gdyz
oba sa prostokatne i maja takie
same przyprostokatne. Stad
|DK| = |DL|. Poniewaz wyso-
kos¢ DO jest prostopadia do pod-
stawy, wiec DO 1 BC. Ponad-
to OK 1 BC. 7 twierdzenia
o trzech prostopadlych wniosku-
B jemy, ze DK 1 BC. Analogi-
cznie stwierdzamy, ze DL 1 AC.

Rys. 28

Wynika stad, ze ADKC' i ADLC sa przystajacymi trojkatami prostokat-
nymi i w konsekwencji

/DCK = /DCL. (7)

Niech EF oznacza rzut prostokatny punktu K na krawedz DC. Ze
wzoréw (6) i (7) oraz z II cechy przystawania tréjkatéw (bkb) wynika, ze
AKCE = ALCE, a stad LE 1 DC. To oznacza, ze krawedz DC' jest
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prostopadia do plaszczyzny wyznaczonej przez punkty K, L i F i w kon-
sekwencji /KEL = . 7 porownania tréjkatow réwnoramiennych AKCL
i AKEL, majacych wspélna podstawe oraz |[KE| < |KC| (|KE| jest

przyprostokatna), wnioskujemy, ze /KEL = § > /(KCL = g, zatem

dziedzina dla kata f jest przedzial (g,w).

A L C
«, r
' r
S
O r K
B
Rys. 29 Rys. 30

W celu wyznaczenia wysokosci czworoscianu oznaczmy przez S $rodek

kwadratu OKCL. Wéwczas |ES| = ]SK]ctgg = %ctgg Poprowadzmy
plaszczyzne przechodzaca przez DO oraz przez C. Przekrdj czworoscianu ta
plaszczyzna pokazano na rysunku 29. Z twierdzenia Pitagorasa w AESC

2
T — COS
—ct 25 = p

2
mamy |EC|? = |SC|*—|ES|* = US——— . Z podobieristwa
2 2 2 2 sin? é
2
1 : , . H __ |ES]
tréjkatow AESC i ADOC dostajemy proporcje 0C] — |EC| Stad
p p
OC| |ES rlctgs cos 5
H— | || | _ 2 _ "2 2 (8)
|EC| . — cos 3 vV —cosf
2

2 sin 5
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Dla obliczenia pola podstawy czworoscianu (rys. 30) zauwazmy, ze
|AC| = |LC|+ |AL| =r + Tctg% oraz |BC|=|AC| tg a. Stad mamy

(s' o n o\ 2
1 1 2 1 n — -+ cos —)
P, = =|AC| - |BC| = =1 (Ctggﬂ) tg o = =12 2 _ 2) g
. 2 2 2 sin? —
2
i ostatecznie s
sina «
P, =r*———ctg—. 9
p=T COS & ¢ g2 ( )
Z réwnosci (8) 1 (9) otrzymujemy
1 \/i 1 +Sin0( ﬁ o
V=-PH=-"-r"——— cos ~ctg—.
377 3 cosay/—cosfB 2 &5

o L . V2 1+ sina a
Odp. Objetos¢ czworoscianu wynosi £r3 cos —ctg—.

3 cosay/—cospf 2 72

Rozwiazanie zadania 28.2

Aby nieréwnosé

2pz? + 2px + 1 S

2?2 +r+2-p*—
byla spelniona dla kazdej liczby rzeczywistej, jej dziedzina musi byé R, czyli
trojmian kwadratowy w mianowniku nie moze mie¢ pierwiastkow rzeczy-
wistych. Stad otrzymujemy warunek Ay = 1 —4(2 —p?) = 4p*> — 7 < 0.
Nieré6wnosé ta jest speiniona dla

p€< \ﬁﬁ)'

(10)

- — 11
55 (11)
Dla parametru p speliajacego warunek (11) mianownik lewej strony
(10) jest dodatni na calej prostej, wiec po pomnozeniu obu stron
(10) przez ten mianownik otrzymujemy nieréwno$é rownowazna
2px? + 2px + 1 > 222 4 22 + 4 — 2p? , a po uporzadkowaniu

2(p— 1)a? +2(p — 1)z +2p* — 3> 0. (12)
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Dla p = 1 lewa strona (12) jest réwna —1 i nieréwnos¢ nie jest spelniona dla
zadnego x. Gdy p < 1 tzn. wspolczynnik przy 2?2 jest ujemny, nieréwnoséé
(12) nie moze by¢ spelniona dla wszystkich = (gdyz ,,ramiona paraboli sa
skierowane w d6t”). Natomiast dla p > 1, nieréwnos¢ (12) bedzie spelniona
dla  wszystkich liczb rzeczywistych wtedy 1 tylko wtedy, gdy
Ay = 4(p—1)> —8(p — 1)(2p? — 3) < 0. Po podzieleniu obu stron przez
wyrazenie dodatnie 4(p —1) otrzymujemy —4p? +p+ 5 < 0, skad od razu

5 5 7
mamy p < —1 lub p > 1 Poniewaz 1 < > i zalozyliSmy, ze p > 1, wiec
5 VT
4’ 2 )
Odp. Nieréwnosc¢ jest spelniona dla kazdej liczby rzeczywistej, gdy

<)

taczac wszystkie otrzymane warunki dostajemy ostatecznie p € l

Rozwiazanie zadania 29.8

Z postaci ciagu odczytujemy wyraz poczatkowy ag = = + 1 oraz iloraz
g = —2% Jedli x = —1, to wszystkie wyrazy ciagu sa zerami i suma
S(—1) = 0. Gdy = # —1, wéwczas warunkiem istnienia sumy nieskoniczonego
ciagu geometrycznego jest |q| < 1, czyli |—z?| = 2* < 1, skad od razu otrzy-
mujemy z € (—1,1). Ostatecznie dziedzing sumy S(z) jest D = [—1,1).

Korzystajac ze wzoru na sume nieskoniczonego ciagu geometrycznego,

1 1
dostajemy S(z) = 1 f?—_ﬂ) = 521 T € (—1,1). Wzér ten pozostaje
prawdziwy takze dla x = —1. Dlatego mozna napisac
r+1
S(z) = ——— D=[-1,1). 13
(0)=231% sep=[11) (13)

Dalsze postepowanie sprowadza sie do wyznaczenia wartosci namniejszej
i najwiekszej funkcji wymiernej S(x), danej wzorem (13). Zauwazmy, ze
mianownik jest dodatni, a licznik nieujemny, zatem S(z) > 0 dla wszyst-
kich z. Stad wynika, ze najmniejsza wartoscia tej funkcji jest 0 i jest ona
osiagana dla x = —1.

Dla znalezienia warto$ci najwiekszej wykorzystamy pochodna funkcji
S(x).

1-(2*+1)—2z(z+1) —a2*—2z+1

S'(x) = (22 + 1) - (22 + 1)




146

Miejsca zerowe pochodnej spetniaja réwnanie —a? —2x+1 = 0. Stad dosta-

jemy A = 8 oraz 71 = —1 — /2, 25 = —1 + /2. Tylko z, € D. Mamy
2 1 2 1

S(xe) = V2 = V2 oraz lim S(z) = lim vl 1
1+2-2v2+1 2 a1 s—1- 22 + 1

+2
5

Poniewaz > 1, wiec najwieksza wartoscia funkcji jest

Odp. Warto$¢ najmniejsza sumy danego nieskoriczonego ciagu geo-
metrycznego wynosi 0 i jest osiagana dla x = —1, a warto$¢ najwieksza

2
i jest osiagana dla z = —1 + v/2.

tej sumy wynosi

Rozwiazanie zadania 30.7
Dziedzina nieréwnosci
27 — 3] < 2!7* (14)

jest R. Nierownos¢ te rozwiazemy przez podstawienie 2% = ¢, ¢ > 0. Mamy

27T =297 =9 o wiec po podstawieniu nieréwnosé (14) przyjmie postaé

|t —3| < . Stad od razu przechodzimy do nieréwnosci podwdjnej

——<t-3<-, t>0. (15)

~ | DN
~ | DN

Ze wzgledu na dodatni znak niewiadomej ¢ mozemy te nieréwnos$¢ pomnozy¢
przez t i otrzymamy nastepujacy uktad nieréwnosci kwadratowych

z >
{t 3t+2>0 .

t?—3t—2<0 "’

Pierwsza nieréwnos¢ powyzszego uktadu jest spelniona dla ¢t < 11t > 2,
czyli po uwzglednieniu warunku ¢ > 0 dla ¢ € (0,1] U [2,00). Dla drugiej
3— V17 3+ V17

nieréwnosci mamy Ay, = 17, tf = ———— < 0, ¢ = +T € (3,4).
Druga nier6wnosé jest zatem spetiona dla ¢ € (0,t5]. Cze$é wspdlna
zbioréw rozwiazan obu nieréwnosci ma postaé (0, 1[U[2, ¢5]. Poniewaz funkcja
t = 2% jest rosnaca, wiec zbidér rozwiazan nieréwnosci (14) ma postaé
(—00, 0] U [1, 2], gdzie zy = log, th € (1,2).
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Wykresy funkcji wystepujacych po obu stronach nieréwnosci (14) otrzy-
mujemy przez translacje i odbicia symetryczne standardowej krzywej
' .y = 2%, Wykres krzywej y = |2% — 3| dostajemy przez translacje T
o wektor [0, —3], a nastepnie odbicie symetryczne czesci lezacej pod osia
odcietych wzgledem tej osi. Krzywa ta ma asymptote pozioma lewostronna
y = 3. Natomiast krzywa y = 2!7% dostajemy przez odbicie symetryczne I'
wzgledem osi rzednych, a nastepnie translacje o wektor (1,0). Wykresy sa
przedstawione na rysunku 31.

Rys. 31
Odp. Zbiorem rozwiazan nieréwnosci jest suma przedzialow
34+ V17
(—o0,0]U [1, log, T]

Rozwiazanie zadania 31.7

Przy rozwiazywaniu zadania skorzystamy nastepujacej wlasnosci wek-
torow na plaszczyznie:
Twierdzenie. Jesli wektory 4 i v sq prostopadte i majq te
sama dlugo$é oraz @ = (a,b), to ¥ = (b, —a) lub ¥ = (—b,a).
Przez B oznaczmy wierzchotek kwadratu lezacy na prostej [, a przez
D jego wierzcholek lezacy na prostej k. Korzystajac z rownan prostych,
mozemy napisa¢ B2y — 1,y), D(4 — 3z,2), gdzie y, z sa niezna-
—>

nymi rzednymi tych wierzchotkéw, zatem AB= [2y — 7,y — 1] oraz
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— . — —
AD= [-3z — 2,z — 1]. Poniewaz ABLAD oraz oba wektory sa tej samej
dlugosci, wiec z powyzszego twierdzenia otrzymujemy z poréwnania odpo-
wiednich wspotrzednych dwa uktady réwnan liniowych:

2y —T=—-2+1 oraz 20—T=2—-1
—3z2—-2=y—-1 3z+2=y—1

Po rozwiazaniu pierwszego ukladu dostajemy y = 3, z = 0, czyli By (5, 3),
— —
D;(4,0) oraz AB= [—1,2]. Poniewaz AB=DC, wiec C(3,2). Rozwiaza-
niem drugiego ukladu jest y = 5, z = =2, czyli B2(9,5), Dy(10,—2)
— =

i podobnie jak poprzednio AB=DC= [4, —3], skad C5(13,2). Rozwiazanie
ilustruje rysunek 32.

Uwaga. Ze wzgledu na ogdlnie przyjety sposob oznaczania wierzchotkow
wielokatéw na rysunku 32 przestawiono litery B i D, oznaczajac
By(10,—2) i D9(9,5).

A

Rys. 32

Odp. Istnieja dwa kwadraty spelniajace warunki zadania. Ich wierz-
chotkami, oprécz wierzchotka A, sa punkty Bi(5,3), C1(3,2), D;(4,0) oraz
By(10, —2), C5(13,2), D4(9,5).

Rozwiazanie zadania 32.7

Réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) w punkcie S(zo, f(x)) ma
posta¢ ogélna y — f(z9) = f'(xo)(z — z¢). Poniewaz w naszym przypadku
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jest f(z) = z* — 222 oraz f'(x) = 423 — 42, wiec réwnanie stycznej przyjmie
postac
y — (zg — 223) = (4aj — 4x0) (2 — 0). (16)

Punkt P(1, —1) lezy na tej stycznej, wiec niewiadoma 1z, spelnia réwnanie
—1+ 222 — x3 = 4dao(23 — 1)(1 — ). Po wylaczeniu wspélnych czynnikéw
i uporzadkowaniu dostajemy (22 — 1)(zo — 1)(3zg — 1) = 0. Réwnanie (16)
ma wiec trzy pierwiastki —1, 1 oraz —.

Po podstawieniu do réwnania (16) pierwiastkéw zy = —1 1 zp = 1
otrzymujemy te sama prosta p : y + 1 = 0. Prosta ta jest wiec styczna do
wykresu f réwnoczesnie w punktach P(—1,1) oraz (—1,—1). Poniewaz
f(z) = 2* —22% > —1 (inaczej (z* —1)? > 0) dla wszystkich z i réwno$¢ ma
miejsce jedynie dla x = —1 1 x = 1, wiec styczna p ma dwa punkty wspolne
z wykresem f.

1

Dla zg = 3 réwnanie (16) przyjmuje postac [ : 32x+27y—5 = 0. W celu

okreslenia liczby punktow wspélnych stycznej [ z wykresem f nalezy okreslié¢

o0—32x . )
, tJ. rownania
27 1

272 — 5422 + 322 — 5 = 0. Ze wzgledu na styczno$¢ w punkcie zy = 3

liczbe réznych pierwiastkéw réwnania z! — 22% =

1
rownanie to ma podwdjny pierwiastek 3 oraz pierwiastek 1 (punkt P lezy

na wykresie f), zatem, jako réwnanie czwartego stopnia, ma takze czwarty

pierwiastek rzeczywisty, ktory obliczamy z réwnosci x xox3x4 = 77 czyli
1 — -5
w naszym przypadku §:E4 = 5 skad x4 = —. Styczna [ ma zatem
1 17 5 175
tr unkty wspélne kresem f: P, S <—,——> oraz A <——,—>.
zy punkty wspélne z wy J 3 T3l z 3 81

W punkcie A styczna [ przecina wykres f. Dla sporzadzenia rysunku
zauwazmy, ze f(x) jest funkcja parzysta. Liczba x = 0 jest pierwiastkiem
podwéjnym réwnania 2t — 222 = 0, co oznacza, ze wykres f jest styczny do
osi odcietych w poczatku ukladu. Pozostale miejsca zerowe funkeji to —v/2
i V2. Kreslac styczne y = 0, [ oraz p i zaznaczajac punkty stycznosci oraz

5 175
punkty (v/2,0), B (g; 3L
a przez odbicie symetryczne takze w (—oo,0). Wykres przedstawiono na ry-
sunku 33.

), mozemy narysowaé wykres funkeji na (0, 00),



150

Rys. 33

Odp. Sa dwie takie styczne jedna o rownaniu y = —1, ktéra ma dwa
punkty wspdlne z wykresem funkcji f(z), oraz druga o réwnaniu
32x + 27y — 5 = 0 majaca trzy punkty wspdlne z wykresem.

Rozwiazanie zadania 34.5

Wprowadzmy nastepujace zdarzenia:

A — Jas wyciagnie co najmniej trzy monety;

B;— za pierwszym razem zostanie wylosowana moneta o nominale 7 zl,
1=1, 2, 5

C;— dla uiszczenia zaptaty Jas wyciagnie j monet, j =1, 2, 3, 4.

Wowezas A” = C; U Cy i oba skladniki sa rozlaczne. Zauwazmy, ze
1 1
Cy = Bs oraz B; U B, U By = Q. Ponadto P(B;) = 3 P(By) = 3

1
i P(Bs) = P(CY) = 5 Ze wzoru na prawdopodobienstwo calkowite mamy
P(Cy) = P(Cy|B1)P(By) + P(Cs|By)P(Bs) + P(Cy|Bs)P(Bs).  (17)

1
Mamy P(Cs|B;) = = gdyz za drugim razem Jas musi wyciagna¢ mone-

2
te 5 zl sposréd 5 monet w portmonetce. Podobnie P(Cy|By) = E (za
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drugim razem musi by¢ wyciagnieta moneta 5 zl lub pozostala dostepna
moneta 2 zt) oraz P(Cy|Bs) = 0 (nie ma drugiego losowania, gdy w pier-
wszym byla moneta 5 zt lub inaczej Cy N Bs = ). Po podstawieniu tych

7
wartosci do wzoru (17) dostajemy P(Ch) = 30 i ostatecznie

7 1 6
P(4) =1- P(C) = P(C) =1— 5o — < = =

Odp. Prawdopodobienistwo tego, ze Jas wyciagnie co najmniej trzy

monety wynosi 5
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