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Vorwort.

Im Herbst 1898 hat Hermmoraz den Cyklus von Vorlesungen
itber theoretische Physik mit der vorliegenden Kinleitung begonnen,
die mein verstorbener Freund A. Koni¢ herauszugeben iibernommen
hatte. Bei seinem "Bqde war etwa der erste Bogen in Fahnen
gesetzt. Ich habe die Arbeit zu Ende gefihrt, indem ich mich,
soweit es moglich war, an™gen ,wértlichen Ausdruck der steno-
graphischen Nachschrift ‘gghaltc.zn habe.

- \

Hannover, Mai 1908. k: ,

] ™ CI Runge.
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EINLEITUNG.

§ 1. Die Philosophie und die Naturwissenschaften,

Zwischen Philosophie und Naturwissenschaft hatte sich in der
ersten Hiilfte dieses Jahrhunderts, namentlich unter dem Einfluls der
Scuerune - Heeer'schen Identititsphilosophie, ein wenig erfreuliches
Verhiiltnifs entwickelt. Die Ursache lag wesentlich in dem tief-
greifenden Gegensatz der Methoden, die einander gegenseitig ihre
Berechtigung bestritten. Die Spannung dauerte aber in ihrer ersten
Bitterkeit nicht lange. Die Naturwissenschaften erwiesen vor Jeder-
manns Augen durch eine schnell auf einander folgende Reihe gliinzen-
der Entdeckungen, dafs ein gesunder Kern ungewdhnlicher Frucht-
barkeit in ihnen wohne und es konnte ihnen daher Achtung und
Anerkennung auch von ihren principiellen Gegnern nicht dauernd
versagt werden.

Dals zu allen Zeiten die Menschen bemiiht waren, eine, wenn
auch schematische Kenntnifs des ganzen Zusammenhanges des Uni-
versums zu gewinnen, ist natiirlich. Da nun die Erforschung der
Thatsachen langsam geht und man andererseits in der Mathematik
sah, dals man auf Grund der gemeinsten alltiiglichen Erfahrung,
allein durch die Kraft des Denkens sehr allgemeine Gesetze finden
konnte, so versuchte man es auch auf dem Gebiete der Erforschung
naturwissenschaftlicher Gesetze mit dem sogenannten reinen Denken,
mit der Speculation.

Die Tauschungen und Irrthiimer, welche auf diesem Wege
nothwendiger Weise nicht zu vermeiden waren, da man Abstracta
und grammatikalische Ausdriicke als Realien behandelte und Re-
sultate der ungepriiften Erfahrung als Denknothwendigkeiten ansah,
haben eine Zeit lang die Philosophie in Verruf gebracht. Doch ist
man darin viel zu weit gegangen; denn jedenfalls ist sie bei der
Kritik der Methoden auch in den Naturwissenschaften berechtigt.
Wir miissen doch das Instrument untersuchen, mit dem wir arbeiten.

H. v. HeLvuontz, Theoret, Physik. Bd, I, 1. 1



9 EINLEITUNG. §1.

Die Kritik der Methoden kann solange vernachliissigt werden,
als man sich auf die Anwendung solcher Methoden beschriinken
kann, die sich bereits durch ihren Erfolg als richtig bewiihrt haben.
Naht sich die Forschung solchen Grenzen, wo es zweifelhaft wird,
ob die auftretenden Schwierigkeiten dem Stoffe oder der Unzuliing-
lichkeit der Methode zuzuschreiben sind, so mulfs jene Kritik ein-
treten. Daher ist neuerdings auch von den Naturforschern viel iiber
philosophische Fragen discutirt worden. Ks zeigt sich aber auch
hierbei, dafs die Besprechung einzelner sporadischer Punkte wenig
niitzt; es muls systematisch vorgegangen, untersucht und von Grund
aus aufgebaut werden.

Weil nun in der systematischen Darstellung der Physik, als
der Lehre von den allgemeinen Eigenschaften der Naturkorper, der
deshalb nicht unpassend bei den englisch redenden Volkern der
Name der ,Natural Philosophy“ geblieben ist, es mehr wie in irgend
einem andern Zweige der Naturwissenschaft am Orte ist, allgemeine
Gesichtspunkte an die Spitze zu stellen, so will ich hier zuniichst
die allgemeinen logischen und erkenntnifstheoretischen Principien
in der wissenschaftlichen Methodik der Erfahrungswissenschaften
vortragen, obschon ich dadurch von der allgemeinen Gepflogenheit
ziemlich abweiche; denn fiir gewhnlich verliert man bei dem Vor-
trage einzelner Zweige der Wissenschaften auf den Universititen
nicht viel Worte iiber die logischen Grundsitze, die den Unter-
suchungen, an die man herantritt, zu Grunde liegen.

Zu meiner persdnlichen Rechtfertigung mochte ich darauf hin-
weisen, dals ich aus langer Praxis eine ausgedehnte Kenntnils tiber
die zu behandelnden Probleme besitze und auch einige Erfahrung
iiber die leichteste Beseitigung der bei naturwissenschaftlichen Ar-
beiten auftretenden Schwierigkeiten gewonnen habe., Da die Philo-
sophen, bei denen ich mir Rath holen wollte, ihre Untersuchungen
meist erst bei dem Wissen anfangen, was bereits in Worten aus-
gedriickt werden kann und die davorliegenden Processe des Sammelns
von thatsichlicher Erfahrung meistens gar nicht oder doch nur
vom Horensagen kennen, so habe ich mir selbst helfen und mir
die Dinge vielfach in eigener Weise zurecht legen miissen.

§ 2. Die physikalischen Wissenschaften.

Ehe wir aber zu einer niiheren Darlegung der methodolo-
gischen Principien iibergehen, miissen wie uns zuniichst mit der
Abgrenzung und dem Inhalte derjenigen Wissenschaften beschiiftigen,




§ 2 DIE PHYSIKALISCHEN WISSENSCHAFTEN. 8

zu denen die nachfolgenden Betrachtungen als Einfiihrung zu dienen
bestimmt sind.

Die Physik konnen wir als die Lehre von den allgemeinen
Eigenschaften der Naturkorper definiren. Unter diesen allgemeinen
Kigenschaften sind hier aber nicht nur diejenigen Eigenschaften zu
verstehen, die allen Naturkdrpern ausnahmslos gemeinsam sind, son-
dern auch solche, welche nur grofsen ausgedehnten Klassen von
ihnen zukommen. Als physikalische Wissenschaften bezeichnen wir
diejenigen Wissenschaften, deren geistiges Geschiift zwar mit der
Art der geistigen Arbeit in der Physik iibereinstimmt, aber sich zum
Theil nur auf eine eng begrenzte Klasse von Korpern oder manch-
mal auch nur auf bestimmte einzelne Korper und Korpersysteme bhe-
zichen. So hat z. B. die Chemie die Aufgabe die besonderen Kigen-
schaften zu erbrtern, durch welche sich die einzelnen Elemente oder
ihre Verbindungen von einander unterscheiden. In anderen Zweigen
der physikalischen Wissenschaften werden nicht die unterscheidenden
Iigenschaften sondern die Veriinderungen besprochen, welche wir
an bestimmten einzelnen Naturkérpern oder Systemen von Natur-
korpern beobachten. Zu diesen zithlt z B. die Astronomie. Sie er-
ortert die Krifte und die Bewegungsvorgiinge, welche wir an den
Himmelskérpern wahrnehmen. Eine andere Wissenschaft, die phy-
sikalische Geographie, bespricht die Vorginge am Erdkbrper, so-
wohl solche, welche den ganzen Erdkorper, als auch diejenigen, die
nur grofse ausgedente Theile desselben betreffen. Die Meteorologie
behandelt die Erscheinungen und Vorgiinge in unserer Atmosphiire.
Es sind dies also alles specielle und gesonderte Zweige, die zur
Klasse der physikalischen Wissenschaften gehoren, und die in Be-
zug auf die Methode der Behandlung mit der Physik iibereinstimmen
und die man daher auch wohl als Physik im weitesten Sinne be-
zeichnen konnte.

Die Physik in engerem Sinne, das was wir oben als Physik
schlechthin bezeichneten ist also diejenige Wissenschaft, welche die
allgemeinen Eigenschaften der Korper oder vielmehr aller Korper
bespricht und kennen lehrt. Sie zerfillt in zwei grifsere Abthei-
lungen, welche gewthnlich gesondert von einander behandelt werden.
Man pflegt sie als theoretische Physik einerseits und Experimental-
physik andererseits zu bezeichnen. Beide- unterscheiden sich von
einander sehr wesentlich durch die Art der geistigen Arbeit, welche
bei den Untersuchungen angewendet wird; und so lange man mehr
auf die #ufserliche Art der geistigen Arbeit bei den einzelnen

Wissenschaften geachtet hat, ohne das eigentliche Wesen dieser
l‘
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Arbeit genauer zu untersuchen, war man geneigt, die theoretische
Physik, die wohl auch als mathematische Physik bezeichnet wurde,
streng und scharf von der Experimentalphysik zu trennen. Prak-
tisch sondern sich in der That diese beiden Zweige der Physik oder
genauer gesprochen diese beiden Behandlungsweisen in der Physik
insofern, als von den Beobachtern und Studirenden die Einen mehr
geneigt sind, experimentelle Untersuchungen zu machen, weil sie
dazu besondere Geschicklichkeit haben, und iiber diejenige Art von
Phantasie verfiigen, die erforderlich ist, um neue lehrreiche Experi-
mente aufzufinden, withrend die Anderen sich mehr bei der theore-
tischen mathematischen Seite der Arbeit befriedigt fithlen und darin
auch geschickter sind. Es ist aber nicht zu vergessen, dals die
mathematischen Kenntnisse und die Uebung in der mathematischen
Behandlung physikalischer Aufgaben eine wesentliche Rolle fiir Jeden
spielen, der sich der Physik widmet, gleichviel ob er den Schwer-
punkt seiner Thiitigkeit mehr dem Experiment oder der Rechnung
zuwendet. ’

Man wird bei weiterem Eindringen in die Physik allerdings von
rein praktischen Gesichtspunkten aus gut thun, sich dariiber zu
entscheiden, ob man der einen oder der anderen Richtung folgen
will und dementsprechend der einen oder anderen Richtung mehr
Fleils zuwenden. Doch mufs gleich von vorn herein betont werden,
dals Experimentalphysik ganz ohne mathematische Physik eine sehr
eng begrenzte Wissenschaft ist und wenig Einsicht in den Vorgang
der physikalischen Krscheinungen giebt, wihrend das Umgekehrte,
mathematische Physik ohne Experimentalphysik ebenfalls eine ziem-
lich lahme und unfruchtbare Wissenschaft sein wiirde, weil man
nicht wohl thut, Theorien iiber Naturvorgiinge zu machen, ehe man
diese Vorgiinge aus eigener Anschauung kennen gelernt hat.

Man pflegt bei der systematischen Darstellung /der verschiedenen
Wissenschaften gewdhnlich nicht viel Worte und Betrachtungen iiber
die logischen Grundsiitze zu verlieren, die den Untersuchungen, an
die man herantritt, zu Grunde liegen; aber gerade bei der Physik
ist dieses doch bis zu einem gewissen Grade nothwendig.




Erster Abschnitt,

Die methodologischen Principien.

§ 8. Kritik der alten Logik.

Die Lehre vom wissenschaftlichen Denken, die Logik, ist uns,
nachdem sie von Armsrorenes entwickelt worden, durch die
scholastischen Philosophen des Mittelalters iiberliefert und seitdem
in der Hauptsache stehen geblieben. Sie spricht, wie oben schon
erwithnt, nur von dem Wissen insofern es in Worten ausgedriickt
ist und dieses Wissen tritt in der Form eines Urtheils auf. Ein
Urtheil erscheint grammatikalisch als Satz, der zwei Begriffe, Subject
und Priidicat verbindet. Neue Urtheile werden durch Schliisse
gewonnen,

Wir brauchen dabei einen allgemeinen Satz, den wir bezeichnen als
den Major des Schlusses, und einen speciellen Satz, den Minor, welcher
letztere sich nur auf einzelne Objecte zu beziehen braucht, sogar
unter Umstiinden nur auf ein einziges Object, wiihrend der Major
zu einem allgemeinen und vollkommen sicheren Schlusse nur ge-
braucht werden kann, wenn er einen allgemeinen Satz ausdriickt,
der fiir alle Objecte einer gewissen Klasse giltig ist. Nun wird in
der Logik, wie sie gewohnlich als Theil der philosophischen Wissen-
schaften vorgetragen wird, iiber die Herkunft des Major und des
Minor gewdhnlich keine Auskunft gegeben. Es wird vorausgesetzt,
dals dergleichen Siitze gefunden werden kinnen, und die Auseinander-
setzungen in der Logik beziehen sich nur auf die Art der Ver-
bindung zwischen ihnen und auf die Grenzen des Schlusses, welche
man aus gegebenem Major und Minor ermitteln kann. Deshalb be-
schritnkt sich die gewdhnliche Logik darauf, die Wege und Methoden
anzugeben, wie man aus gewissen bekannten und gegebenen Sitzen
neue Sitze finden, d. h. wie man den Schlufs, die Conclusio ziehen
kinne; sie giebt aber keinen Aufschlufs dariiber, wie man nun zu
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den urspriinglichen Siitzen, dem Major und dem Minor, gelangt ist.
In der Regel sind dieses ja Siitze, die durch eine andere Autoritiit
gegeben sind. In solchen Filllen ist die Bildung der Conclusion
niemals die Erzeugung einer neuen Wahrheit. Das tritt noch klarer
hervor, wenn man fiberlegt, dafs der Regel nach der Major gar
nicht mit Sicherheit aufgestellt werden kann, wenn man nicht schon
weils, dafs auch dasjenige Object, welches in dem Minor genannt
ist und welches das Subject des Minor bildet, unter den Major
gehort, und dafs der Major auch in Bezug auf dieses Subject richtig
ist. Wenn man nun den Major nicht selbst aufgestellt hat, also
nicht unabhiingige Quellen fir die Richtigkeit des Major besitat,
wird durch den Schlufs nachher weiter nichts mehr gesagt, als dals
das Object unter den Major gehort, also dasselbe behauptet, was man
eben vorher schon wissen mufs, ehe man iiberhaupt den Major auf-
stellen kann. In diesem Sinne ist auch der Name der Logik, welcher
Ja urspriinglich Sprechkunst bedeutet, vollkommen gerechtfertigt.
Denn in der weitaus grofsten Mehrzahl der Fille sind die urspriing-
lichen Siitze, von denen man ausgeht, auf schriftlichem oder miind-
lichem Wege iberliefert, und die alte, gewdhnlich vorgetragene
Logik ist im Wesentlichen nichts anderes, als eine Anweisung dariiber,
wie man diese Siitze richtig auszudriicken hat, sodafls sie den ver-
langten Sinn erhalten, und dafs derjenige, welcher sie verstehen
will oder soll, den richtigen Sinn mit ihnen verbindet. Sie ist also
im Wesentlichen weiter nichts als eine Anweisung fiir den Kinen,
richtig zu sprechen, fiir den Andern, richtigen Sinn den gesprochenen
Siitzen unterzulegen. Ks kommt also in dieser ganzen Reihenfolge
von logischen Operationen nichts von Erzeugung neuer Kenntnifs
vor; withrend wir, in fundamentalem Unterschiede dazu in den
Naturwissenschaften Kenntnisse zu gewinnen haben, die bisher noch
nicht gewonnen sind, und welche uns kein Anderer auf seine
Autoritiit hin mittheilen kann, Wenigstens sind es gerade dergleichen
bis dahin unbekannte Siitze, welche den Haupttheil der Natur-
wissenschaft und ihr wichtigstes Element bilden. Daher weichen
auch die Denkoperationen, welche wir bei den Ueberlegungen in
der Naturwissenschaft auszufithren haben wesentlich ab und zeigen
einen bestimmten fundamentalen Unterschied von denjenigen Denk-
operationen, welche in der bisherigen Logik an itherlieferter Weis-
heit vorgenommen werden. Es ist daher nothwendig, zuniichst
einige kurze Auseinandersetzungen iiber das logische Geschiift zu
machen, welches wir in den naturwissenschaftlichen, physikalischen
Untersuchungen auszufithren haben.
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§ 4. Die Begriffe und ihre Connotationen.

Das Ziel der physikalischen Wissenschaften miissen wir darin
sehen, die Naturerscheinungen zu begreifen. ,Begreifen” aber heilst:
Begriffe bilden. Wenn wir nun die Bildung der Begriffe, die Ueber-
ordnung und Unterordnung derselben kennen lernen wollen, so giebt
uns dafiic die gewdhnliche Logik folgendes Verfahren an. — Wir
fassen zuniichst diejenigen Objecte zusammen, die sich in gewisser
Beziehung gleich verhalten und bestimmen durch eine Charakteristik,
die man als die Definition dieser Klasse zu bezeichnen pflegt, die-
jenigen Objecte, welche wir zu der Klasse rechnen wollen. Das
Aufstellen der Definition besteht also darin, denjenigen Complex von
Eigenschaften zu finden, welcher nothwendig bei allen Objecten der
Klasse vorhanden ist. Wenn man in dieser Weise einen solchen
Complex von Kigenschaften gefunden hat, welcher allen Objecten
der betreffenden Klasse zukommt und hingegen bei allen Objecten,
die man zu anderen Klassen rechnen will, fehlt, so ist damit die
Abgrenzung dieser Klasse von Objecten von allen andern Objecten
gegeben: sie sind zu einem Begriffe zusammengefafst. Das ist die
gewohnliche Beschreibung der Bildung der Begriffe nach den Er-
fordernissen der gewdhnlichen Logik,” Nun hat aber Jomx Sruart
Min auf einen wesentlichen Unterschied aufmerksam gemacht, der
zwischen den verschiedenen Merkmalen besteht, welche zu den
Definitionen des Begriffes gebraucht werden. s tritt besonders in
den naturgeschichtlichen Wissenschaften sehr deutlich hervor, dals
man in einer aufserordentlich grofsen Zahl von Fillen aufser den-
jenigen Merkmalen, die zur Definition einer Klasse oder einer Art,
also des Begriffes, ausreichen und nothwendig sind, noch andere
Merkmale findet, die bei allen Einzelwesen der betreffenden Art
oder Klasse vorkommen, An einem Beispiele konnen wir uns diese
Bigenthiimlichkeit leicht klar machen. Wiihlen wir dazu den Be-
griff ,Singethier’. Wir kinnen die Klasse der Siugethiere dadurch
begrenzen, dafs wir definiren: Siugethiere sind Thiere, welche
lebendig geboren und von ihren Milttern gesiugt worden sind.* Da-
durch wiirden wir alle iibrigen Thiere, alle Vigel, Amphibien u. s, w.
ausschliefsen. Nun findet sich, dafs aufser dieser Higenthiimlichkeit
ihrer Ursprungsweise und jugendlichen Ernithrungsart noch eine
Reihe von anderen Eigenthiimlichkeiten des anatomischen Baues
existirt, welche ebenfalls allen Siiugethieren gemeinsam ist. Wir
finden niimlich bei allen, dafs sie warmblitig sind, dafs sie einen
doppelten Blutkreislauf haben, indem das Blut, ehe es seine ganze
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Bahn durchlaufen hat, zweimal zum Herzen zuriickkehrt, dafs ferner
gewisse Kigenthiimlichkeiten in der Bildung der Gehorkndchelchen
und des Unterkiefergelenks bestehen, u. s, w. Alle diese gemein-
samen Kigenthiimlichkeiten kinnten also auch als Unterscheidungs-
mittel der Siugethiere gebraucht werden, da sie den Vigeln,
Amphibien, Fischen u. s. w. nicht zukommen. Wenn demnach eine
Definition von einer Klasse, die wir mit einem gemeinsamen Namen
bezeichnen wollen, aufgestellt werden soll, so haben wir zwischen
zwei verschiedenen Arten von Merkmalen zu unterscheiden: die
eine Art ist nothwendig, aber auch ausreichend, um die Definition
zu geben, die Klasse abzugrenzen und den Namen festzustellen;
daneben kann aber auch noch eine andere Art von Merkmalen
vorkommen, welche zwar immer bei allen Individuen der betreffenden
Klasse vorhanden, aber fiir die Definition nicht nothwendig sind,
Wenn wir z B. ein Thier finden, welches lebendig geboren und von
seiner Mutter gesiiugt worden ist, so werden wir es fiir ein Siiuge-
thier erkliiren und nicht weiter verlangen, wenigstens nicht, um den
Namen und die Klasse des Thieres festzustellen, dafs auch noch jene
anatomischen Eigenthiimlichkeiten in Beziehung auf die Bildung der
Gehorknichelchen und die Bildung des Herzens u. s. f, nachgewiesen
werden milfsten. Srtuarr Miun war der erste, welcher diese wichtige
Unterscheidung machte und also diejenigen Eigenschaften, welche
in die Definition eines Begriffes hinein gehoren, und an und fir sich
zusammen genommen geniigend sind, die Definition festzustellen,
von den Kigenschaften trennte, die aufserdem noch immer bej den
einzelnen Wesen vorhanden sind, — die unter den Begriff gehoren,
Letztere Kigenschaften bezeichnete er als die Connotationen des Be-
griffes. Dies ist nun eine sehr wesentliche und wichtige Unter-
scheidung, die eine ganz hervorragende Rolle spielt bei dem Ge-
brauch solcher begrifflichen Bestimmungen. Wenn eine solche
Connotation gefunden werden kann fiir diejenigen Objecte, welche
unter einen bestimmten Begrifl gefalst sind, so kann man allgemeine
Urtheile bilden, z B. in der Weise, dafs wir sagen: alle Siugethiere
besitzen mindestens drei Gehorknochelchen, haben einen doppelten
Blutkreislauf und sind warmbliitig. Hierin sind die drei Aussagen
liber die Siugethiere solche Connotationen,/ Nun zeigt sich in
der That — und es erkliirt sich auch sehr Teicht, warum sich das
zeigt —, dafs bei den Classificationen, welche der Bildung der
menschlichen Sprache zu Grunde liegen und die Namengebung be-
stimmen, vorzugsweise solche Begriffe gebildet worden sind, die
Connotationen zulassen, Denn es wiirde uns nicht viel helfen, wenn

S ——
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wir irgend welche beliebigen Definitionen aus beliebigen Merkmalen
zusammenwiirfeln wollten. Wir konnten ja z B. alle Pflanzen in
eine Klasse zusammenfassen, welche blaue Bliithen haben, und dieser
Klasse einen besonderen Namen geben. Aber die Definition einer
solchen Klasse wiirde keine Connotationen zulassen, denn wir kénnten
von diesen Objecten weiter nichts Gemeinsames aussagen, als das,
was in ihrer Definition bereits ausgesagt ist, niimlich, dafs sie
Pflanzen seien und blaue Blithen hiitten. Alle allgemeinen Sitze,
welche wir in Bezug auf solche Klassen aufstellen kinnten, wiirden
daher nothwendig tautologische Siitze sein. Wenn wir also neue
Begriffe bilden, so miissen wir suchen, solche Begriffe zu bilden,
denen wenigstens eine Connotation zukommt; anders zu verfahren
wiire sehr unniitz. Unsere Sprache ist nun schon gebildet unter
dem Einflufs dieses Gesichtspunktes; denn auch ohne streng wissen-
schaftliches Studium lernt der Mensch durch die tiigliche Beobachtung
eine grofse Menge von solchen Beziehungen kennen, wie sie eben
dargelegt worden sind. Ueber diese Kenntnifs geben wir uns frei-
lich nicht immer Rechenschaft, namentlich aber werden wir uns
nur selten bewufst, wie wir diese Kenntnifs erlangt haben. Bei
einem ruhig und verstindig beobachtenden Volke mufs sich aber
ein solcher Einfluls auf die Sprache nothwendig weiter entwickeln,
und zum Theil ist es wohl hierauf zuriickzufithren, dafls die civili-
sirteren Volker auch feiner ausgebildete Sprachen haben, Sprachen,
in denen mehr diejenigen Begriffe betont sind, von denen man All-
gemeines aussagen kann, also welche Connotationen haben.

§ 5. Die Gattungsbegriffe und die Naturgesetze,

Diese Art der Bildung von Begriffen ist nun in ziemlich breiter
Weise in den sogenannten naturgeschichtlichen Wissenschaften durch-
gefithrt. Diese beziehen sich meistentheils nur auf die Beschreibung
von Naturobjecten, die dauernd in der uns umgebenden Natur exi-
stiren, beziehlich durch die Zeugungsprocesse des thierischen Korpers
immer wieder in gleicher Form hergestellt werden, sodals immer eine
grofse Menge von Exemplaren jeder Klasse sich vorfindet. Bei diesen
haben wir also fast nur den dauernd bestehenden Zustand zu be-
schreiben, denn erst in neuerer Zeit hat man angefangen, sich mit
den Veriinderungen zu beschiiftigen, welche an solchen Naturkérpern
im Laufe mehrerer Generationen vor sich gehen konnen. Im Gegen-

satz dazu haben es nun die physikalischen Wissenschaften tiberwiegend
mit Veriinderungen zu thun, die sich an Naturobjecten vollziehen.



10 ERSTER ABSCHNITT. § 5.

Wenn wir frither gesagt haben, dafs die physikalischen Wissenschaften
die allgemeinen FKigenschaften der Naturkdrper zu bestimmen suchen,
so steht das mit dem hier Gesagten in keinem Widerspruch; denn
die hier betrachteten Eigenschaften der Naturkdrper kommen fiir
uns nur zur Beobachtung, indem wir Veriinderungen wahrnehmen.
Wir suchen in den physikalischen Wissenschaften zu ermitteln,
welche Veriinderungen iiberhaupt vorkommen kénnen und welche
tiufseren Kinwirkungen und Umstiinde vorhergehen milssen, um
solche Veriinderungen hervorzubringen, oder auch, was vorhergehen
muls, um das Eintreten von solchen Veriinderungen zu verhindern.
Also das, was wir in den physikalischen Wissenschaften zusammen-
zufassen haben, wofiir wir also etwas dem Geschiifte der Begriffs-
bildung bei den Naturkirpern ganz Analoges auszufihren haben,
sind Veriinderungsvorgiinge, die wir an den Objecten der Aufsen-
welt beobachten. Wenn wir nun aber solche Veriinderungen be-
greifen wollen, so miissen wir auf sie dasselbe Verfahren anwenden,
welches wir bei der Betrachtung der Naturobjecte als praktisch er-
funden haben: wir miissen solche Fiille zu Klassen zusammenstellen,
in denen aufser den Umstinden, welche zur Definition d.h. zur Ab-
grenzung der betreffenden Gruppe von Vorgiingen dienen, auch noch
andere gleichartige, gemeinsame Aenderungen, d. h. in ihrem Ab-
lauf einander gleichende Veriinderungen vorkommen. Ks ist also
im Wesentlichen wiederum dieselbe Aufgabe, nur ist hier die sprach-
liche Bezeichnung etwas anders. Denn fiir eine solche Klasse,
welche eine Anzahl in gleicher Weise hervorgebrachter und ab-
laufender Veriinderungen enthiilt, kinnen wir einen sprachlichen
Ausdruck nur geben in der Form eines Naturgesetzes. , Zwei
schwere Korper die sich in endlicher Entfernung von einander im
Raume befinden, erleiden eine Beschleunigung und zwar jeder ein-
zelne von ihnen in der Richtung gegen den andern hin® d. h. sie
bewegen sich in dieser Richtung mit wachsender Geschwindigkeit
auf einander zu. Das ist eine Thatsache, die sich immer zeigt,
wenn keine Umstiinde vorhanden sind, die hindernd einwirken, z. B.
Beschleunigungen die in ganz derselben Weise von dritten Korpern
in entgegengesetzter Richtung ausgeitbt werden, und eine Thatsache,
welche in dieser Form immer ausgesprochen werden kann und so-
eben auch in der Form eines Naturgesetzes ausgesprochen ist.
Ebenso wie wir also in den beschreibenden Naturwissenschaften,
der Zoologie, der Botanik u. s. w. [Klassen von Naturkirpern zu Be-
griffen zusammenfassen und deren Connotationen suchen, so haben
wir in den physikalischen Wissenschaften die ganz gleiche logische
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Aufgabe, nur dafs sie sich hier auf Vorgiinge bezieht. Wir haben
niimlich die Aufgabe, solche Kille von Veriinderungen und Vor-
gingen als Klassen zusammenzugreifen, bei denen auflser den be-
obachteten gleichartigen Umstiinden, welche der Definition des Be-
griffes entsprechen, noch regelmiifsig andere Vorgiinge stattfinden,
welche also den Connotationen des Begriffes analog sind.

Kine andere Gruppe von Naturvorgiingen konnen wir zusammen-
fassen in folgendem Satz: , Ein Lichtstrahl, der durch die Grenze
zweier verschiedenartiger durchsichtiger Medien hindurchgeht, er-
leidet eine Brechung, und zwar ist die Abweichung von dem
fritheren Wege gegeben durch eine bestimmte trigonometrische Be-
zichung* Das erste der beiden angefiihrten Naturgesetze bezieht
sich also auf Ortsveriinderungen schwerer Korper, das zweite auf
Richtungsiinderungen eines Lichtstrahls. Solche Beispiele kinnen
wir nun sehr mannigfaltig hitufen, und jeden regelmiifsig in der
Natur eintretenden Vorgang in dieser Weise zunichst nach seinem
thatsiichlichen Gehalt als Gesetz aussprechen. Wir brauchen dazu
nur die Bedingungen genau zu definiren, unter denen die betreffende
Erscheinung sich vollzieht, und dann genau anzugeben, wie der
Vorgang weiter verliuft. Ks wiire dieses also weiter nichts als eine
Beschreibung der thatsiichlich beobachtbaren Vorginge.

§ 6. Naturgesetz, Kraft und Ursache.

In dem sprachlichen Ausdruck weichen wir nun meistentheils
von der bisher angegebenen Formulirung der Naturgesetze ab, indem
wir Abstracta bilden und statt der Verba Substantiva einsetzen,
z. B. das erste der oben angefilhrten Gesetze in der Form aus-
sprechen, dafs zwischen je zwei schweren Korpern, die sich in end-
licher Entfernung von einander im Raume befinden, fortdauernd eine
Anziehungskraft von bestimmter Grofse besteht. Wir haben damit
statt der einfachen Beschreibung des Phiinomens der Bewegung ein
Abstractum, die Anziehungskraft, eingefiihrt. Wir bezeichnen damit
in der That weiter nichts, wenigstens nichts, was noch einen factischen
Sinn hat, als was auch in der blofsen Beschreibung des Phiinomens
enthalten ist. Wir versichern nur durch die Aufstellung des Gesetzes
in dieser Form, welches den Begrifi der Kraft benutzt, auch dafs
dieses Phiinomen der gegenseitigen Anniiherung der beiden Korper,
sobald die Bedingungen dazu gegeben sind, in jedem Zeitmoment
eintritt.

Nun weils man iiber eine solche Kraft weiter nichts Thatsiich-
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liches anzugeben, als dafs, so oft sie wirkt, oder die Bedingungen
eintreten fiir ihre Wirksamkeit, das betreffende Phiinomen beob-
achtet werden kann. ks ist also ein in gewissem Sinne leeres Ab-
stractum, welches aber, wenn es richtig verstanden wird, in der
That die wirklich vorkommenden Phiinomene beschreibt. Anderer-
seits ist aber doch zu beachten, dafs durch die Einschiebung des
Begriffes der Kraft in die Formulirung eines Gesetzes etwas hinein
gekommen, was leicht als ein hypothetisches Element angesehen
werden kann, und was eigentlich durch die Thatsachen nicht ge-
geben. Thatsiichlich hat diese Ausdrucksweise auch so lange man
sich nicht ihren Sinn vollig klar gemacht hatte mannigfachen Anstofs
erregt; sie ist vielfach in der Weise milsverstanden worden, dals
man dieses abstracte Substantiv die Kraft als die Bezeichnung von
irgend etwas wesentlich Existirenden aufgefalst hat, und dafs man sich
berechtigt glaubte, bestimmte Siitze iiber die wesentlichen Eigenschaften
der Kriifte aufzustellen, welche in der That, wenn richtig, entweder
Tautologieen waren oder nur scheinbar einen reellen Inhalt hatten.
In Folge davon haben in neuerer Zeit viele Physiker, denen
es darum zu thun war, nichts in die Wissenschaft hinein zu
tragen, als was reiner Ausdruck der Thatsachen war, danach ge-
strebt, auch den Ausdruck der Thatsachen so einzurichten, dals
in ihm nichts Hypothetisches untergeschoben wiire. Ks war
wohl zuerst FarapAy, der in dieser Richtung sich bemiiht hat.
Farapay hatte nicht den normalen Bildungsgang eines gelehrten
Physikers durchgemacht, sondern war durch eigene Intelligenz und
eigene Kinsicht zu dem grofsten Theil seiner Kenntnisse gekommen,
Er war urspriinglich ein armer Buchdruckerlehrling, der die Biicher,
welche er zu heften hatte, auch zu lesen begann, und dadurch seine
Kenntnisse schnell vermehrte. Spiiterhin kam er in Beriihrung mit
dem berithmten Chemiker Humprrey Davy, der sich fiir den offen-
bar sehr intelligenten Knaben so interessirte, dafs er ihn zuniichst
als Assistenten, oder vielleicht besser gesagt, als Laboratoriumsdiener
annahm.  Von dieser Stellung aus schwang sich dann Farapay,
dem Humpmrey Davy bald einen Theil seiner Vorlesungen iibertrug,
zu grossem Ansehen in der Welt empor. Der Keim zu seinen
aufserordentlich bedeutenden wissenschaftlichen Entdeckungen und
besonders das Originale seiner Anschauungsweisen ist wesentlich in
dem Umstande zu suchen, dafs er den gewdhnlichen Weg der
Wissenschaft nicht kannte, sondern von Anfang an darauf angewiesen
war, sich seinen eigenen Weg fiir das Verstiindnifs der Erscheinungen
zu suchen. Es war nun Faravay das Hypothetische, was ihm in
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der Einschiebung der Kriifte zu liegen schien, sehr zuwider. Dazu
kam, dafs er gewisse Kigenschaften, welche die Physiker den Kriiften
beilegten, sich nicht vorstellen konnte; namentlich polemisirte er
von Anfang an gegen die Vorstellung von der Wirkung in die Ferne
durch den leeren Raum, und es gelang ihm in der That, fir die-
jenigen Erscheinungen, fir die er sich am meisten interessirte,
niimlich fir die magnetischen und elektrischen Kriifte, eine Deutung
zu finden und auch die damit zusammenhiingenden Thatsachen
nachzuweisen, welche die bis dahin angenommenen Fernkriifte fiir
die magnetischen und elektrischen und elektro-magnetischen Er-
scheinungen fallen liefs. Farapay war durch diese Art seiner An-
schauung gezwungen, sich seine eigene Nomenclatur zu bilden.
Hierin war er aber nicht gliicklich, denn es gelang ihm nicht, das
Wesen dessen, was er erstrebte, methodisch klar zu machen. Seine
Zeitgenossen wulsten ihm in dieser Darstellung nicht zu folgen,
und deshalb dauerte es lange, fast bis in die folgende Generation
hinein, ehe sich Mathematiker fanden, welche den Sinn von Farapay's
Bezeichnungsweise entziffern konnten; unter ihnen ist in erster Reihe
MaxweLn zu nennen. . Neben FArapay und MAXWELL war es
namentlich Sir Winniam Tromson (der jetzige Lord Kenviy),
welcher in der mathematischen Physik alle solche bildlichen und
abstracten Ausdriicke zu vermeiden suchte. Spiiter hat sich diesen
auch Gusrav Kirommorr angeschlossen, der geradezu in der Vor-
rede zu seinem Lehrbuch der Mechanik sagt: Die Aufgabe der
Mechanik ist, die in der Natur vor sich gehenden Bewegungen voll-
stindig und auf die einfachste Weise zu beschreiben. Ks kommt
ihm also wesentlich nur auf eine genaue Beschreibung der Phiinomene
an. Was ich nun zu diesem Ausdrucke von Kircanorr hinzu-
fiigen mochte, besteht darin, dafs nun aber die mbglichst vollstiindige
und einfachste Beschreibung nur in der Art gegeben werden kann,
dafs man die Gesetze ausspricht, welche den Phiinomenen zu Grunde
liegen. Andererseits ist aber doch zu erwithnen, dals auch die ab-
stracte Bezeichnungsweise ihre Vortheile hat, um das Gesetz als
solches zu charakterisiren, und dafs die Bildung eines solchen Ab-
stractums mit seiner substantivischen Bezeichnung, doch auch durch
Momente gegeben ist, die ebenfalls in der Natur der Sache liegen.
Wenn wir das Gesetz als solches aussprechen, so sprechen wir eine
Erfahrung aus, von der wir voraussetzen diirfen, dafs sie sich immer
wiederholen wird, so oft die Bedingungen gegeben sind, unter denen
das betreffende Phiinomen zu Stande kommen kann. Das, was das
Gesetz aussagt, tritt, wie wir wohl wissen und durch Erfahrung



14 ERSTER ABSCHNITT. § 6.

Jjeden Augenblick bestiitigen konnen, unabhiingig von unserem Vor-
stellen ein, unabhiingig von unseren Wiinschen. Wir wissen, dafs
wir durch die Vorstellungen, die wir gleichzeitig haben, gar keinen
Einflufs auf den Ablauf der #ufseren Processe auszuiiben im Stande
sind, und wir konnen daher mit einer vielfach noch gebrauchten
Terminologie der philosophischen Wissenschaft diese Thatsachen,
welche nach dem Gesetz zu Stande kommen, bezeichnen als ein
Nicht-Ich, als Etwas, was nicht von unserem Vorstellen, von unserem
Bewulstsein, von unserem Willen und unseren Wiinschen abhiingig
ist, was wir nur als Thatsache constatiren kénnen, wenn es eintritt.
Je genauer und eingehender unsere Untersuchung ist, desto mehr
tiberzeugen wir uns, dafs der Eintritt dieser Phiinomene nur ab-
hiingig ist von gewissen fiufseren Bedingungen, aber ganz unabhiingig
von den Vorgiingen in unserer Seele. Wir miissen das Gesetz also
als Etwas anerkennen, was ganz unabhiingig von unserem Vorstellen
und unseren Wiinschen vor sich geht, und, wir miissen ferner an-
erkennen, dals diese betreffenden Erscheinungen eintreten werden
in jedem beliebigen Augenblick, wo die Vorbedingungen gegeben
sind, so dafs diese Macht, die uns da gegeniibertritt und welche
ohne unser Eingreifen und ohne unser Vorstellen solche eigenthiim-
lichen Erfolge hervorrufen kann, anerkannt werden mufs als etwas
Dauerndes, was in jedem Augenblicke wirkungsbereit vorhanden ist,
und zwar als etwas Miichtiges vorhanden ist, das seine Wirkung
eventuell gegen unseren Willen und gegen unsere Wiinsche durch-
setzt. Darin liegt doch mehr, als in der blofsen Auffassung einer
Thatsache als Thatsache, und wir pflegen nun solche Dinge, welche
beharrlich bestehen und welche sich als miichtig erweisen und die
Aulsenwelt zwingen, ohne dafs wir selbst einzugreifen brauchen,
mit den Namen zu bezeichnen, die wir fiir thatsiichlich bestehende
Dinge anzuwenden pflegen, und dadurch ist also, wenn wir es richtig
auffassen, die Bezeichnung einer solchen Kraft als eines dauernd
bestehenden Agens vollkommen gerechtfertigt. Frst durch diese
Bezeichnungsweise ist ausgesagt, dafs das Gesetz, das wir gefunden
haben, nun auch in jedem Augenblicke wirkungsbereit ist und in
jedem Augenblicke seine Macht erweisen kann. Das ist offenbar
der wesentliche Grund gewesen, weshalb die Menschen allgemein
zu der substantiven Bezeichnung iibergegangen sind und vorgezogen
haben, statt von Gesetzen von Kriiften zu sprechen, obgleich dem
thatsiichlichen Sinne nach, was nicht oft genug wiederholt werden
kann, der substantive Ausdruck, bei welchem wir von einer Kraft
sprechen, die in bestimmter Weise wirkt, factisch nichts anderes
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bezeichnet und keinen andern reellen Inhalt hat, als dals wir da-
durch ausdriicken: das Gesetz wird sich zeigen in jedem Falle, wo
die Bedingungen fiir seine Erscheinung gegeben sind. Von diesem
hypothetischen Substantivam, als welches wir die Kraft betrachten
miissen, wissen wir weiter michts, als dafs es in seinem Wesen liegt,
die bestimmte Wirkung hervorzubringen. Zuniichst ist nun zu be-
merken, dafs wir in Folge der aulserordentlich grofsen Mannig-
faltigkeit der #ufseren Erscheinungsweise auch die allerverschieden-
sten Arten von Kriiften annehmen.

Die Beschleunigung der Weltkorper gegen einander bezeichnen
wir als die Wirkungen einer Anziehungskraft, welche die schweren
Korper gegen einander austiben; bei der Lichtbrechung reden wir
von einer Lichtbrechungskraft, die wir den durchsichtigen Korpern
zuschreiben; in anderen Fillen finden wir, dals bestimmte Zu-
sammensetzungen von Metallen und leitenden Fliissigkeiten elek-
trische Strome hervorbringen, und indem wir die Stiirke dieser
elektrischen Strime messen und die Bedingungen genauer bestimmen,
unter denen sie eintreten und von denen ihre Stirke abhiingt,
gprechen wir von der elektro-motorischen Kraft einer galvanischen
Batterie, u. s. w. Kurz, wir nehmen also die verschiedenartigsten
Kriiffte an und machen in dieser Hinsicht zuniichst keine Be-
schriinkung. Spiiter, wenn wir die Kriifte im Einzelnen untersuchen,
werden wir allerdings auf besondere Betrachtungsweisen stolsen,
welche einen gewissen Zusammenhang und eine gewisse Verwandt-
schaft zwischen den einzelnen Kriiften nachweisen,

Ks lifst sich leicht zeigen, dafs diese Abstracta, Kraft und
Naturobjecte oder Korper, denen wir die Kraft zuschreiben, nicht
von einander getrennt werden konnen. Wenn wir von Bewegungs-
kriiften reden, so pflegen wir das, was bewegt werden kann, einfach
als die Masse oder als die bewegliche Materie zu bezeichnen. Kine
Kraft ohne Materie hat keinen Sinn; das wiirde einem Gesetze ent-
sprechen, welches da von Veréinderungen spriiche, wo keine Objecte
wiiren, welche veriindert werden konnten. Ein solches Gesetz wiirde
sich selbst widersprechen und sich selbst aufheben; und eben so
wenig wiirde es einen Sinn haben, von Materie ohne Kraft zu
sprechen; denn solche materiellen Gegenstiinde konnten keinen
Veriinderungen unterworfen sein, da Veriinderungen immer die
Existenz einer Kraft voraussetzen. In dieser einfachen Betrachtung
zeigt sich schon, dafs das materielle Object und die Kraft, zwei
Abstracta sind, die nicht von einander getrennt werden diirfen,
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or

welche einen bestimmten Sinn nur in ihrer gegenwiirtigen Be-
ziehung und in ihrer Vereinigung haben.

Mannigfache Irrungen sind in der Wissenschaft dadurch ent-
standen, dafs man den eigentlichen Sinn, der mit dem Worte ,Kraft*
zu verbinden ist, vergals und das, was mit einem substantivischen
Wort ausgedriickt wurde, nun auch als ein reelles Ding auffafste,
das unabhiingig existiren konnte.

Es war lange Zeit, namentlich in den physiologischen Wissen-
schaften, die Rede davon, dafs moglicherweise die ,Lebenskriifte¢
losgeldste Kriifte sein konnten, welche nicht von einer Materie ab-
hiingen, und dafs man ebenso die Seele des Menschen als eine
Kraft betrachten konne, die an keiner Materie haftete, die also los-
gelost wiire von den Objecten, an denen die Aenderung vor sich
gehen soll. Das hat aber, sobald man sich iiber die Entstehung der
Begriffe von Kraft und Materie klar ist, keinen Sinn mehr.

Man hatte bei jenen Anschauungen den urspriinglichen Sinn
der Bezeichnungsweise vergessen und betrachtete die abstracten Be-
zeichnungen als Bezeichnungen wirklicher Dinge.

Dafs dergleichen Irrthiimer vorgekommen sind, und dafls daran
sich allerlei falsche und unzuliissige Vorstellungen in der Entwicke-
lungsgeschichte der Wissenschaft gekniipft hatten, hat spiiterhin das
Mifstrauen gegen diese ganze Bezeichnungsweise hervorgerufen, und
manche, welche solche Irrthiimer unbedingt vermeiden wollten, ver-
anlalst, von jeder abstracten Bezeichnung abzusehen und ihre Dar-
stellung der Naturvorginge auf eine blofse Beschreibung auch dem
Wortlaute nach zu reduciren.

Wir haben noch eine andere Bezeichnung, die sich auf diese
Verhiiltnisse bezieht, freilich mit einer gewissen Modification der Be-
deutung. Ks ist das die ,Ursache®. Wir bezeichnen die Kriifte
insofern, als sie als der Grund vorgestellt werden, welcher Ver-
finderungen hervorbringen kann, auch als die Ursachen der ein-
tretenden Veriinderungen. Wenn wir nun die Bezeichnung ,,Ursache
ihrer Etymologie nach betrachten, so finden wir, dals mit der
Vorsatzsilbe ,,ur“ Etwas hinter den Erscheinungen Verborgenes be-
zeichnet wird. ,Sache® ist die Bezeichnung fiir ein dauernd
bleibendes Ding, fiir etwas Bestehendes. Das Wort ,Ursache“ wiirde
also seiner Ktymologie nach, die hier genau mit dem Wortsinne
iibereinstimmt, das Bestehende bezeichnen, was hinter den Ver-
iinderungen, die wir wahrnehmen, verborgen ist, also den verborgenen
dauernd bestehend bleibenden Grund der Erscheinungen. Das
stimmt aber mit dem, was wir iiber den Begriff der Kraft dargelegt
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haben, vollig iiberein; denn wir sehen, dafs die Kraft nur deshalb
von uns als etwas dauernd Bestehendes aufgefalst werden kann,
weil sie in jedem Augenblicke bereit ist, wirkungskriiftig einzu-
greifen,

In dem Begriffe des Gesetzes der Erscheinungen liegt schon alles,
was wir in diesen weiteren Benennungen hinzufiigen. Durch diese
wird nur der Begriff der Dauer und der stetigen Wirkungsbereitschaft
mehr hervorgehoben. Wenn wir das Causalitiitsverhiiltnils fiir alle
Veriinderungen in der Natur als nothwendig betrachten’ d. h. also
annehmen, dafs jede Veriinderung in der Natur ihre zureichende
Ursache haben mufs, so kénnen wir dieses auf Grund unserer eben-
gemachten Darlegungen auch anders ausdriicken, indem wir sagen:
Alle Veriéinderungen in der Natur miissen gesetzlich vorgehen. Da
wir die Naturerscheinungen nur dann begreifen, wenn sie in allen
ihren Theilen gesetzlich und nur gesetzlich vorgehen, so konnen wir
den Satz von der Causalitiit auch in der Form: ,Alle Naturerschei-
nungen milssen begreiflich sein® formuliren. Sobald die Gesetz-
lichkeit der Naturerscheinungen gegeben ist, dann haben wir auch
damit gesagt, dafls das Gesetz fortbesteht, wirkungsbereit in jedem
Augenblick, und wir sind berechtigt ein solches (Gesetz in dem Sinne
der angegebenen Worte als Ursache fiir die Erscheinungen zu
bezeichnen. Der Causalitiitssatz ist ein Satz, den wir eigentlich aus
der Erfahrung nicht beweisen konnen. Denn wenn wir nicht das
Causalititsgesetz schon haben, so konnen wir aus keiner vor sich
gehenden Erscheinung schliefsen, dafs sie von einer bestimmten Ur-
sache ausgehen miisse. Wir miissen das Causalitiitsgesetz schon
anwenden, um zuerst zur Vorstellung der Kraft und der Ursache
zu kommen. Es ist daher der Causalitiitssatz in der That ein von
formalen Bestimmungen unseres Denkvermogens abhiingiger Satz
a priori, denn wir kbnnten, wie gesagt, nicht zu der Vorstellung
irgend einer Ursache oder zur Anerkennung einer Ursache kommen,
wenn wir nicht an die Natur mit der Vorstellung herantreten, dals
es immer moglich sein mufs, Ursachen zu finden, Wenn wir nun
anfangen nach Ursachen zu suchen, so finden wir zwar ein gutes
Theil von Erscheinungen, in denen wir wirklich die Ursachen be-
zeichnen und bei denen wir die vollstindige und strenge Gesetz-
miifsigkeit nachweisen konnen; doch muls andererseits auch hervor-
gehoben werden, dafs unsere Kenntnils der Naturerscheinungen noch
lange nicht so weit ist, um als empirischen Satz zu folgern: ,Alle
Naturerscheinungen sind begreiflich.“ Wir miissen uns stets erinnern,
dafs wir bei grofsen Klassen von Naturerscheinungen, wie vor allem

H. v. Heoumorrz, Theoret. Physik. Bd. I, 1. 2
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bei den Erscheinungen des organischen Lebens in den Thieren und
Pflanzen, bisher noch so weit von einer vollstindigen Erkenntnifs
ihrer Ursachen entfernt sind, dafs es ein sehr gewagter Schlufs sein
wiirde, a posteriori aus der grofsen Reihe von bereits begreifbaren
Naturerscheinungen auf die allgemeine Begreiflichkeit zu schliefsen.
Bei anderen Gruppen, z B. den meteorologischen Krscheinungen,
welche jetzt zwar noch nicht vollig auf ihre Ursachen zuriickgefithrt
sind, ist es freilich wahrscheinlich, dals sie sich schliefslich werden
begreifen lassen.

§ 7. Die Hypothese als Vorstufe des Gesetzes,

Unsere Aufgabe ist also, die Gesetze der Naturerscheinungen
zu suchen. Wir haben dazu keinen anderen Weg, als dafs wir die
Naturerscheinungen beobachten. In diesen kommen nun aber die
Gesetze gewdhnlich nicht so ohne Weiteres zum Vorschein; sondern
meistentheils sind die Umstiinde, unter denen die Veriinderungen
in der uns umgebenden Natur vor sich gehen, so aufserordentlich
verwickelt, daB wir selbst bei Experimenten, die wir zu diesem
Zwecke anstellen, nur sehr selten im Stande sind, das Gesetz in
seiner einfachsten Wirkungsweise und fiir die unmittelbare Wahr-
nehmung offen vor uns liegend zu erkennen.

Gewdhnlich sind wir daher darauf angewiesen, versuchsweise
Gesetze zu bilden und dann zu untersuchen, ob diese Gesetze in
allen einzelnen Fillen, die wir durch kiinstliches Experimentiren
herbei fithren konnen, sich als richtig erweisen. Ks ist das im
Ganzen ein langsames und mithsames Suchen; denn die erste Auf-
stellung eines Gesetzes wird immer nothwendig den Charakter der
Hypothese haben, sie kann nicht gleich absolute Sicherheit ge-
withren und bedarf einer Verification, die in den meisten Fillen
ein sehr zeitraubendes Geschiift ist. Wenn also auch nothwendiger
Weise der Weg der Untersuchung bei den Naturwissenschaften
durch Hypothesen hindurchfiihrt, so darf doch nie vergessen und
verkannt werden, dals diese Hypothesen nur dazu dienen sollen, die
Anhaltspunkte fiir die spiitere Formulirung des Gesetzes zu liefern,
Bei der Aufstellung der Hypothesen ist es immer vortheilhaft, sie
so zu bilden, daB sie fiir jeden einzelnen Fall, auf den wir sie an-
wenden wollen, ein ganz bestimmtes und eindeutiges Resultat geben.
Es ist ein falscher Weg, wenn man glaubt, die urspriinglichen
Hypothesen unbestimmt und allgemein halten zu kinnen. Zur Auf-
stellung solcher Hypothesen gehort stets ein gewisser Erfindungs-
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geist; es ist gleichsam ein Rathen, und es wird im Allgemeinen

nur Derjenige zum Ziele kommen, welcher geschickt zu rathen weils. |

Meistentheils geht das in der Weise vor sich, dafs der einzelne
Beobachter, der in einem bestimmten Abschnitt der Physik eine
Reihe von Einzelbeobachtungen macht, zuniichst versucht, diese ihm
bekannten Fille unter ein bestimmtes Gesetz probeweise zusammen-
fassen, und dann iiberlegt, ob noch andere ihm bereits be-
kannte Fille, wo er den Ablauf der Erscheinungen schon gesehen
hat, existiren, die unter seine Definition fallen, d. h. in die Classe
der Fille, auf welche sich das von ihm probeweise formulirte
Gesetz bezieht. Sodann aber werden sich meistens auch neue Fille
angeben lassen, die unter das Gesetz gehoren sollten, und deren
Erfolg noch nicht verificirt ist. Diese in ihrem Erfolge bisher noch
unbekannten Fille sind nun, soweit das moglich ist, thatsiichlich
durch das Experiment herbeizufihren, um zu ermitteln, ob sie
nun auch unter das Gesetz passen. Dadurch wird aus der
methodischen und principiell richtig fortschreitenden wissenschaft-
lichen Untersuchung das hypothetische Element um so mehr heraus
geschafft, je weiter die betreffende Untersuchung ins Specielle durch-
gefithrt werden kann. Das Wissenschaftliche an diesem Verfahren
besteht darin, dafs wir uns moglichst vollstiindige Kenntnifs von der
gegebenen Classe der Naturerscheinungen zu verschaffen suchen,
theils, indem wir unmittelbar beobachten, was sich von selbst unserer
Erfahrung darbietet, theils, indem wir absichtlich noch nicht be-
obachtete Fiille herbeizufiibren suchen namentlich solche, die zwar
unzweifelhaft in den Bereich des Gesetzes hineingehdren, die aber
doch in irgend einer wesentlichen Beziehung von den bisher be-
obachteten uns bekannten Fillen abweichen.

§ 8. Die Vollstindigkeit der wissenschaftlichen Erfahrungen
und ihre praktische Bedeutung.

Das eben geschilderte Verfahren, eine blos probeweise aufgestellte
Hypothese als ein allgemein giltiges Gesetz nachzuweisen, geht im
Wesentlichen darauf hinaus, mbdglichst vollstindige Kenntnils aller
einzelnen Fille zu suchen. Dadurch, dafs wir ein Gesetz fiir sie
aufstellen, haben wir nun noch den weiteren Vorteil, dals wir eine
bestimmte Controle bekommen, theils iiber die Vollstiindigkeit in der
Uebersicht der Fille, theils auch dafiir, dafs uns kein gegentheiliger
Fall der unserem Gesetze widerspricht, gleichsam durchschliipft;

denn je mehr wir aufmerksam geworden sind auf das Gesetz, und
241
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je mehr wir daran gewohnt sind, das Gesetz in allen Killen be-
stiitigt zu sehen, desto auffilliger wird uns auch jeder Fall, der
der dem Gesetze widerspricht. Wenn wir es mit regellosen Fiillen
zu thun hiitten, so wiirden wir leicht einen einzelnen wider-
sprechenden Fall tibersehen konnen; aber gerade dadurch, dafs
wir alle uns vorkommenden Fille mit dem Gesetz vergleichen,
werden wir mit der Zeit den hochsten Grad der Sicherheit erhalten,
dafs kein Fall existirt, der ihm widerspricht.

Die echte Wissenschaft, nach richtiger Methode durchgefiihrt,
ist in der Kenntnils der einzelnen vorkommenden Fille und ihres
Ausgangs aufserordentlich viel besser unterrichtet, als irgend
ein dilettantisches Wissen es sein kann, das durch Zufall sich
in der Erfahrung eines einzelnen Menschen zusammengehiiuft
hat. Man hort sehr oft Aeulserungen, die ganz abstruse Be-
hauptungen iiber das enthalten, was die Wissenschaft iiber ir-
gend einen gegebenen Fall aussage. Namentlich sind in der
Socialpolitik und Moralwissenschaft solche falschen und unsinnigen
Angaben iiber das, was die Wissenschaft angeblich behaupte und
lehre, sehr hiiufig. Der verborgene, nur selten klar erkannte Grund
zu solchen Irrthitmern liegt in der Regel in der Verwechslung von
versuchsweise aufgestellten Hypothesen mit festerprobten Gesetzen.
Man hat vielfach die Vorstellung, dafs die Wissenschaft nur un-
gegriindete Hypothesen aufstelle und sich durch diese Hypothesen
irre leiten liefse. Nach dem, was wir aber soeben von der echten
wissenschaftlichen Methode gesehen haben, ist die echte Wissen-
schaft nichts anderes, als eine methodisch und absichtlich vervoll-
stindigte und gesiiuberte Krfahrung, und zwar eine Erfahrung,
welche viel vollstindiger und viel sicherer ist, als jede durch Zufall
zusammengekommene KErfahrung eines einzelnen nicht methodisch
verfahrenden Menschen. KEben deshalb diirfen wir auf die echte
Wissenschaft am meisten vertrauen und am meisten Wert legen.

Bei der Lisung unserer Aufgabe, die Gesetze fiir die einzelnen
Naturerscheinungen zu suchen, miissen wir danach streben, mog-
lichst allgemeine Gesetze zu finden, d. h. Gesetze, unter welche sich
moglichst viele einzelne Kiille begreifen lassen. Je mehr uns das
gelingt, desto weiter reicht unsere Kenntnifs im Kinzelnen. Wenn
wir das Gesetz einer Classe von KErscheinungen kennen, so wissen
wir auch im Voraus anzugeben, was der Krfolg sein wird, wenn
diese oder jene Bedingungen eintreten, und in vielen Fillen werden
wir die Bedingungen sogar so withlen konnen, dafs der von uns
gewiinschte Erfolg eintritt. Die richtige Kenntnils der Gesetze hat
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also nicht blos einen theoretischen Werth fiir die menschliche Ein-
sicht und die Erkenntnifs des Zusammenhanges des Ganzen, sondern
gie hat auch einen ungeheuren praktischen Werth. Unsere ganze
Herrschaft iiber die Natur und die Naturkriifte, wie sie sich nament-
lich in dem letzten Jahrhundert entwickelt, folgt aus dieser Kennt-
nifs der Gesetze.

Sowie wir die Kenntnifs der Gesetze besitzen, kdnnen wir zwei
wichtige Dinge leisten, wir kinnen erstens vorher wissen, was unter
gegebenen Umstiinden geschehen wird, und das ist bekanntlich die
einzig richtige Gabe der Prophezeiung, die dem Menschen gegeben
ist. Jede Prophezeiung, die sich auf vollstindige Kenntnils der
Gesetze und der Umstiinde stiitzen kann, unter denen die Gesetze
im gegebenen Falle wirken konnen, ist zuverlissig und sagt uns
wirklich voraus, was nun geschehen wird. Zweitens sind wir — und
das ist noch wichtiger — mittelst einer solchen vorgiingigen Kennt-
nils der Gesetze in der Lage, die Naturkrifte nach unserem Willen
und unseren Wiinschen fiir uns arbeiten zu lassen. Die ganze
Entwicklung der Industrie in der Neuzeit, und die ganze damit ver-
bundene Aenderung in der Form des menschlichen Lebens und der
menschlichen Thittigkeit, hiingt wesentlich von dieser unserer Herr-
schaft iiber die Naturkriifte ab,



Zweiter Abschnitt.

Die Grundlagen der mathematischen Darstellung.

§ 9. Die Darstellung der Erscheinungen in Integralen und
Differentialgleichungen.

Wenn wir uns eine Uebersicht iiber die Einzelfille zu ver-
schaffen suchen, welche in einem solchen allgemeinen Gesetz ein-
begriffen werden konnen, so finden wir, dals eine Menge Verschieden-
heiten des Erfolges dadurch zu Stande kommen, dafs die verschiedenen
Naturkdrper neben den wesentlichen Eigenschaften, die wir nicht
abiindern kdnnen, sehr verschiedene Form und Grofse haben. Diese
aber kionnen wir in einer aufserordentlich grofsen Zahl von Fillen
nach unserer Willkiir abéindern, und somit diirfen wir Form und
Grolse der Kdrper, die wir unseren Versuchen unterwerfen, meisten-
theils als relativ leicht veriinderliche Variable betrachten. Bs wird
dann unsere Aufgabe werden, uns in der Ausdrucksweise fiir die
Naturgesetze von den Zufiilligkeiten zu befreien, welche durch die
Form und Grifse bedingt sind. Aufserdem miissen wir aber auch
noch unabhiingig zu werden suchen von der Lage im Raum und
der Dauer in der Zeit. Je mehr uns das gelingt, in desto weiterem
Umfange werden unsere Gesetze giiltig sein konnen. Um von der
Form unabhiingig zu werden, milssen wir uns bestreben, Ausdriicke
zu gewinnen, in denen die Form, in welcher die Korper auftreten,
nicht mehr vorkommt, die also gegeben sind durch die ganz all-
gemeinen Raumverhiiltnisse, ohne dafs wir auf eine bestimmte Form
Riicksicht zu nehmen brauchen. Es sind nun bisher zwei Wege
beschrieben worden, um sich von der Bezugnahme auf eine bestimmte
Form frei zu machen. Jeder Naturkrper kann im Allgemeinen als
ein Aggregat kleinster Theilchen angesehen werden, welche man sich
nun entweder als Punkte, sogenannte materielle Punkte, d. h. Par-
tikelchen von Massen, die so klein sind, dafs wir keine Ausdehnungen
an ihnen und auch keine Richtungen in ihmen zu unterscheiden
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brauchen, oder als kdrperliche Volumenelemente vorstellt, d. h. als
Volumenelemente des Raumes, die mit Materie gefillt sind. An
einem punktformigen Raumgebilde sind keine Seitenrichtungen zu
definiren, denn durch einen Punkt kann man unterschiedslos nach
allen Richtungen gerade Linien ziehen, withrend man sich bei
korperlichen Raumelementen noch ein Coordinatensystem in das
betreffende Volumen eingelagert denken kann, und wir somit in dem
Volumen bestimmte feste Richtungen unterscheiden konnen, die
moglicher Weise verschiedene physikalische Kigenschaften haben.

In einer grofsen, vielleicht unbegrenzten Zahl von Fiillen kinnen
wir nun die Wirkungen, welche durch ausgedehnte Kérper hervor-
gebracht werden, als die Summe derjenigen Wirkungen betrachten,
die von den einzelnen materiellen Punkten in dem mit Materie ge-
fiillten Raume hervorgebracht werden, d. h. wir konnen die von den
Korpern ausgehenden Kriifte auf solche Kriifte zuriickfithren, die
von den einzelnen materiellen Punkten ausgehen und immer nur
von der Lage je eines dieser Punkte abhingen. In anderen Fillen
aber diirfen wir das nicht. Sondern, wenn wir es versuchen wollten,
die Gesammtwirkungen in die Wirkungen von Punkten auf einander
zu zerlegen, so wiirden wir mit unmittelbar benachbarten Punkten
zu rechnen haben, die also beliebig kleine Entfernung von einander
besitzen, und_dafiir fehlt uns bisher meistentheils noch die Kenntnifls
der Gesetze, nach welchen solche nahe an einander liegenden Punkte
auf einander wirken. Wenn wir auf getrennte materielle Punkte
zuriickgehen konnen, so ist unsere Betrachtungsweise einfacher, denn
wir haben dann nur die Wirkungen von Punkten auf einander zu
beriicksichtigen, welche selbst in einer gewissen Entfernung von ein-
ander liegen.

Das sind die beiden Grenzformen, auf welche wir in unserer
Analyse der riumlichen Zusammensetzungen der Wirkungen zuriick-
zugehen pflegen. In dem Umstande, dafs wir die Wirkungen aus-
gedehnter Korper auf Wirkungen von Massentheilen zuriickfithren
konnen, die sehr klein sind, oder die so weit von einander entfernt
gind, dafs man ihre Durchmesser gegen ihre Entfernungen vernach-
liissigen kann, liegt der Grund, warum die theoretische Physik iiber-
wiegend mathematisch wird. Wir miissen dabei niimlich Additionen
von den Wirkungen vornehmen, welche die einzelnen Punkte oder
Massenelemente des einen Korpers auf die einzelnen Punkte oder
Massenelemente des anderen Korpers ausiiben. Diese Additionen
erfordern in den meisten Fillen, dafs wir Summen bilden, deren
einzelne verschwindend kleine Theile verschiedene Groifse haben
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und namentlich von der Entfernung der Punkte, die auf einander
wirken, abhiingig sind, so dafs wir Summen von einer Reihe von
Elementen zu bilden haben, die sich mit der Lage der Theilchen
éindern. Solch eine Summe wird rechnungsmiifsig immer als ein
Integral darzustellen sein; oder wenn wir das Integral auflosen
wollen, so werden wir Differenzirungen ausfithren miissen. In den
meisten Fiillen wird die Folge davon sein, dafs das Gesetz die Form
einer Differentialgleichung erhiilt, und dafs die Folgerung, welche
wir aus dem Gesetze herleiten wollen, sich in der Form von Inte-
gralen dieser Differentialgleichung darstellen wird. Es giebt nur
wenige Fille, wo alle Elemente der zu bildenden Summe gleich
sind; das ist z B. der Fall, wo wir einen ausgedehnten schweren
Korper auf eine Wage legen und der Wirkung der irdischen Schwere
aussetzen, dann ist der Mittelpunkt der Schwerwirkung ungefithr im
Mittelpunkt der Erde und er ist von allen den einzelnen Theilen
der schweren Masse, die wir abwigen wollen, so weit entfernt, dals
wir die Unterschiede dieser Entfernungen vernachliissigen konnen.
Wir konnen in diesem Falle alle Kriifte, mit denen die Erde auf
die einzelnen Theile des Gewichtes einwirkt, als gleich grofs be-
trachten; und wenn wir eine Summe von lauter gleich grofsen
Elementen zu bilden haben, so brauchen wir nicht zu integriren,
sondern konnen sie durch Multiplication finden.

Ebenso wie die Verschiedenheit im Raum, kommt nun auch
die Verschiedenheit in der Zeit in Betracht. Wenn die auf einander
wirkenden Korper sich gegenseitig bewegen und allmithlich ihre
gegenseitige Lage iindern, so wird die Wirkung wiihrend dieser Zeit
nach einem bestimmten Gesetz, das von der Beweguug abhiingt, sich
dndern, und wenn wir diese Wirkungen nun wiihrend einer gewissen
Zeit zu addiren haben, so tritt uns die Aufgabe entgegen, eine con-
tinuirliche Reihe von veriinderlichen Grofsen zu summiren, was uns
wieder auf den Procels der Integrirung fihrt, withrend bei dem
umgekehrten Verfahren die Differentiirung nothwendig wird.

Die meisten Aufgaben der mathematischen Physik kénnen wir
also nur dadurch losen, dafs wir integriren oder differenziren, und
nur in wenigen besonders einfachen Fillen, z B. bei der Geschwindig-
keit eines frei fallenden Korpers, sind die einzelnen zu summirenden
Theile, das sind hier die Zunahmen der Fallgeschwindigkeit, welche
die Schwere hervorbringt, fortdauernd von derselben Grofse. In
solchen einfachen Fiillen ist die Aenderung in der Zeiteinheit einfach
mit der Zeit zu multipliciren. Diese verhiiltnifsmiilsig wenig zahl-
reichen Fiille werden besonders in der wExperimentalphysik® vor-
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getragen, da man hier die Methode, wie Gesetze gefunden und aus
ihnen Folgerungen gezogen werden, an solchen Killen demonstriren
mufs, bei denen man nicht auf complicirtere und schwierigere
Rechnungsarten gefithrt wird, und wo die sinnliche Erscheinung und
deren Verstiindnifs moglichst wenig durch die Schwierigkeit der
mathematischen Behandlung beeintriichtigt werden soll. Wenn man
aber zu einer vollstindigen und eindringenden Kenntnifs der Gesetze
kommen will, muss man auch zu den verwickelteren Theilen der
mathematischen Analyse seine Zuflucht nehmen, weil man sich nicht
auf den einen oder den anderen KFall beschriinken kann, Stets
muss man dann die Phiinomene ohne Auswahl beobachten und den
Ausdruck der aus den Beobachtungen abgeleiteten Gesetze von den
Complicationen zu befreien suchen, welche durch Ausdehnung und
Bewegung der Korper hinein gebracht werden. Das ist in der Regel
aber nicht moglich, ohne dafs man bereit ist, auch in die schwierigeren
mathematischen Untersuchungen einzugehen. Ja, es ist klar, dafs
man bei wirklich vollstindiger Kenntnifs der Physik bereit sein
miifste, die Gesetze an jeder noch so complicirten Combination von
Naturkorpern und ihren Bewegungen zu priifen. Ks kann sich z B.
die Astronomie nicht die Fille aussuchen, welche ihr erlauben,
Integrationen und Differentiationen zu vermeiden, sondern sie muls
bereit sein, in allen durch die Umstiinde gegebenen, wenn auch noch
so complicirten Fillen die Rechnung durchzufihren. KEs mag hier
noch bemerkt sein, dafs vielfiltig von Seiten der reinen Mathematiker
die mathematische Physik mit dem Zwecke betrieben wird und be-
trieben worden ist, interessante Beispiele fiir schwierige mathe-
matische Probleme zu finden und zu behandeln; wie denn auch in
der Entwickelungsgeschichte der Mathematik ein grofser Theil der
mathematischen Disciplinen sich an den Beispielen ausbildete, welche
zuniichst die Physik dargeboten hat. Das ist hier nicht unser
Zweck. Wir wollen hier eine moglichst klare und ttbersichtliche
Kinsicht von den physikalischen Gesetzen, d. h. von den Grund-
gesetzen der Natur und deren Anwendung fir die einzelnen Classen
der Naturkorper geben. Soviel wie moglich wollen wir uns dabei
an einfache Beispiele halten. Wir wollen Physik treiben, keine
Mathematik, und wollen uns den Weg so leicht machen, als es
moglich ist; es wird aber trotzdem die Vollstindigkeit der zu er-
langenden Einsicht ein gewisses Eindringen in die grofseren Tiefen
der mathematischen Analysis erfordern.
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§ 10. Der Begriff der Gleichheit.

In der ersten Definition des Naturgesetzes haben wir gesagt,
wir wollen Classen von Fillen suchen, in denen eine gewisse Gleich-
heit der Vorgiinge stattfindet. Da stofsen wir zuniichst auf den
Begriff des Gleich, und es fragt sich, wo ist denn der Begriff des
Gleich hergekommen und was bedeutet er? Wenn wir ihn auf einen
gewissen Fall anwenden wollen, so miissen wir doch von vorn herein
entscheiden knnen, ob er fir diesen Fall pafst, und um daritber
entscheiden zu kinnen, werden wir eine Definition haben miissen. Wie
ist die Definition zu geben? Sollen wir sagen, zwei Grofsen sind ein-
ander gleich, wenn sie fir einander gesetzt werden kinnen? Dagegen
ist einzuwenden, dafs man zwei Grofsen niemals in allen Fillen fiir
einander setzen kann. Man kann zwar z. B. zwei gleiche Gewichte fiir
einander setzen. Wenn man das eine Gewicht von der Waagenimmt, und
das andere statt dessen darauf legt, so wird die Waage sich ebenso
einstellen, wie sie vorher eingestanden hat, und die zwei Gewichte
konnen also fir einander gesetzt werden, insofern es sich um Be-
obachtungen der Schwere von zwei Korpern handelt. Man kann,
um ein anderes Beispiel zu nennen, zwei Korper am Thermometer
vergleichen und finden, dafs die beiden Korper gleiche Temperatur
haben, und dafs ein und dasselbe Thermometer in Berithrung mit
den beiden Korpern gleichen Stand annimmt. Dann kann man in
Bezug auf die thermometrischen Angaben sagen, dafs die beiden
Korper sich gegenseitig vertreten konnen. Man kann zwei Flichen
in Bezug auf ihre Helligkeit vergleichen und finden, dafs bei gleicher
Beleuchtung die beiden gleich hell erscheinen und keinen Unter-
schied im Gesichtsfelde erkennen lassen. Aber in allen diesen
Fillen sind die als gleich erklirten Gréfsen nur in gewisser Be-
ziehung einander gleich. Ks gehort, um @ber die Gleichheit zu
entscheiden, die Kenntnifs der Methode dazu, nach der die Ver-
gleichung ausgefithrt werden soll. Es kénnen zwei Gewichte gleich
schwer sein, sie konnen aber sehr verschiedene Temperatur und
konnen sehr verschiedene Helligkeit haben; die Gleichheit der
einen Beziehung lifst nicht auf Gleichheit der andern Beziehungen
schliefsen, und es wird immer noch nithig sein, dals wir eine
weitere Bestimmung dariiber hinzufiigen, in welcher Weise die beiden
Korper verglichen werden sollen. Zugleich bemerken wir, dafs die
Ungleichheit der allgemeinere Fall ist und die Gleichheit einen be-
sonderen Ausnahmsfall bildet. Wir werden bei der Vergleichung
zweier Korper in der Regel die Schwere oder die Temperatur oder
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die Helligkeit ungleich finden; aber es wird moglich sein, die Eigen-
schaften des einen Korpers so zu #indern, dals Gleichheit eintritt.

Nun ergigbt sich aber noch eine niihere Bestimmung des
Begriffs der Gleichheit, welche wir eigentlich als zur Definition ge-
gehorig bezeichnen konnen, eine Bestimmung, die sich ausdriickt
in dem gewdhnlich als erstes Axiom der Arithmetik angegebenen
Satze: Wenn zwei Grifsen einer dritten gleich sind, so sind
gie unter sich gleich. In dieser allgemeinen unbestimmten
Fassung ist der Satz offenbar nicht richtig, sondern es kann eine
Grofse z. B. in ihrem Gewicht einer zweiten gleich sein, und eine
dritte kann der zweiten in Bezug auf die Farbe gleich sein. Das
wiirde keinerlei Gleichheit zwischen der ersten und dritten be-
stimmen. Aber der Satz ist richtig und von grolser Wichtigkeit,
wenn wir ihn auf solche Grbfsen anwenden, die nach derselben
Beobachtungsmethode verglichen werden. Solche Grifsen wollen
wir in Bezug auf die Beobachtungsmethode als gleichartig be-
zeichnen. Hier kénnen wir ﬁjeses arithmetische Axiom -eigentlich
als die Definition einer Gleichheit betrachten. Ks muls das Axiom
erfilllt sein fir die Fille, wo wir zwei Paare von Grdlsen unter
einander als gleich anerkennen sollen. Um das zu erliutern, wollen
wir z B. annehmen, wir wiirden zwei Gewichte dadurch vergleichen,
dafs wir sie auf die beiden Schalen einer Waage legen und wiirden
sie fiir gleich erkliren, wenn die Waage einspielt. Man sieht
sogleich, dafs diese Definition der Gleichheit nur dann dem arith-
metischen Axiom entspricht, wenn die Waage genau gleicharmig
ist. Denn an einer ungleicharmigen Waage wiirde an dem liingeren
Arm das Gewicht @ etwas kleiner sein miissen, als das Gewicht 4
an dem kiirzeren Arm, wenn die beiden sich im Gleichgewicht
halten sollen. Wiirde nun ein drittes Gewichte in derselben Weise
mit & verglichen wie 4 mit a, so kiime & an den lingeren Arm und
¢ auf den kiirzeren. Spielt jetzt wieder die Waage ein, so wirde
sie nicht mehr einspielen kionnen, wenn ¢ in derselben Weise mit
a verglichen wird, wie 5 mit a verglichen wurde, Diese Definition
der Gleichheit durch das Einspielen einer ungleicharmigen Waage
wiire nicht zulissig, weil sie dem Axiom widerspricht, dals zwei
Grofsen, die einer dritten gleich sind, auch unter einander gleich
sind. In #hnlicher Weise kinnte es zuniichst als zweifelhaft er-
scheinen, ob man in Bezug auf die Temperaturen die Definition
der Gleichheit so geben darf, wie es oben geschah, weil die Art
wie wir einen Korper erwiirmen, sehr verschieden sein kann.
Werden zwei Korper in Bezug auf die Temperatur gleich genannt,
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die so in Berithrung gebracht sind, dafs die Wirme von dem
wiirmeren zum killteren tibergehen kann, so ist von vorn herein
noch nicht gewils, ob diese Definition zuliissig ist. Erst durch den
Versuch iberzeugen wir uns, dafls ein dritter Korper, z. B. ein
Thermometer, das mit dem ersten Korper gleiche Temperatur hat,
auch mit dem zweiten in der Temperatur ibereinstimmt. Aber
wir wiirden nicht berechtigt sein, ehe wir entsprechende Experi-
mente gemacht haben, zu schliefsen, dafs die Art der Erwiirmung,
also z. B. durch einen chemischen Prozefs oder durch die Somne
oder durch Reibung fir die thermometrische Wirkung nicht in Be-
tracht kommt, dafs also die thermometrische Wirkung unabhiingig
ist von der Art doy Wirme, die wir angewendet haben. Wir
miissen anerkennen, ('ifs das ein empirischer Satz ist, und in der
That ist er ja im Wesentlichen nichts Anderes, als der zweite Haupt-
satz der mechanischen Wiirmelehre, aus dem eine Menge anderer
Siitze hergeleitet werden. Zur Definition der Gleichheit gehort
also der Satz, dals zwei Grolsen, die einer dritten gleich sind, auch
unter einander gleich sind. Nur solche Untersuchungsmethoden
diirfen zur Definition der Gleichheit verwendet werden, fiir die das
arithmetische Axiom erfiillt ist. Ob es erfillt ist, wird durch das
Experiment entschieden,

§ 11. Vergleichung ungleichartiger Korper,

In der Natur haben wir es selten mit Fiillen zu thun, wo eine
grofsere Anzahl von Naturkdrpern vollstindig gleich sind. Awuch
selbst wenn sie gleichartig sind, so stehen sie nicht immer in
einem solchen Verhiiltnisse zu einander, dafs man sie gleich setzen
kann, sondern wir haben meistentheils mit Fillen zu thun, wo in
Bezug auf die zu vergleichende Eigenschaft die einzelnen Natur-
korper gewilse Grofsenverschiedenheiten zeigen. Den Begriff der
Gleichartigkeit hatten wir oben so definirt, dafs als gleichartig solche
Korper zu betrachten sind, welche nach derselben Methode unter
einander verglichen werden diirfen. Aber gleichartige Krper konnen
noch immer in der Grofse gleich oder ungleich sein. Wir kommen
dadurch zu der Aufgabe, ungleich grofse, aber gleichartige Kérper mit
mit einander zu vergleichen. Ist es moglich, eine Methode der Verglei-
chung so auszufithren, dafs man den einen Korper einem Aggregat
zweier oder mehrerer Korper gleich setzt? Zu dem Ende miissen wir
untersuchen, nach welchen Gesetzen sich zwei Korper in Bezug
auf eine Kigenschaft oder eine Wirkung zusammensetzen oder,
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wie (GrassmMANN sagt, mit einander verkniipfen lassen. Unter Ver-
kniipfung versteht GrassMany irgend eine Art der Verbindung,
sei es begrifflicher Verbindung, wie sie beim Zihlen vorkommt,
oder natiirlicher Verbindung, wie sie bei allerlei Arten von Zu-
gammenwirken verschiedener Korper vorkommen kann, wobei es
z. B. auf die Grofse oder auf das Gewicht oder auf die Raum-
dimensionen oder auf mannigfaltige andere Arten des Zusammen-
wirkens ankommen kann. Man kann sagen, dafs der grifste Teil
der Aufgaben, mit denen wir uns in der mathematischen Physik
zu beschiiftigen bhaben, mit Arten der Zusammenfassung oder der
Verkniipfung zu thun hat, bei welcher das Resultat wie das Resultat
einer Addition durch eine Summe dargestellt wird. Wir kénnen
uns aber nicht auf die Art der Addition beschriinken, wie
sie etwa einfach dadurch gegeben wird, dafs wir zwei Haufen von
Korpern zusammenthun und durchzihlen, sondern es kommen viele
verschiedene Arten der Verkniipfung vor, die sachlich von der
Zahlenaddition verschieden, aber durch dieselben (iesetze geregelt
werden. Man denke z B. an die Zusammensetzung gerader Linien
in Bezug auf ihre Linge, oder an die Zusammensetzung von Drei-
ecken in Bezug auf ihre Fliiche.

Wir setzen zwei gerade Linien in einer bestimmten Weise zu
einer dritten geraden zusammen, von der wir sagen, dafs sie der
Liinge nach der Summe jener beiden gleich sei; und ebenso kinnen
wir in einer bestimmten Weise zwei Dreiecke zu einem dritten Drei-
eck zusammensetzen, von dem wir sagen, dafs es der Fliche nach
der Summe jener beiden gleich sei. Und zahlreiche iihnliche Bei-
spiele finden sich in der theoretischen Physik, wo eine gewisse Zu-
sammensetzung der Grofsen Addition genannt wird, weil dieselben
Gesetze erfillt sind, die bei der Addition ganzer Zahlen gefunden
und fiir den Begriff der Addition als wesentlich erkannt werden.

Welches sind nun diese fiir den Begriff der Addition wesent-
lichen Gesetze? Sie ergeben sich am einfachsten aus dem Begriff

des Ziihlens.
§ 12. Der Begriff des Zihlens und die Gesetze der Addition.

Wenn wir die Anzahl eines Haufens von Gegenstinden zu be-
stimmen haben, so ist dazu nur vorauszusetzen, dals die Gegenstinde
weder eine Theilung erleiden noch mit einander verschmelzen; son-
dern dafs jeder Gegenstand eine abgesonderte Existenz besitzt und
withrend des Zihlens behilt.

Es kann sich dabei um irgend welche Objecte handeln, die
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unsere Aufmerksamkeit auf sich ziehen, nur dafs wir sie von ein-
ander miissen sondern kinnen. Ks konnen greifbare Dinge sein
wie Miinzen, Kldtze, Eier, oder nicht greifbare wie Worte oder Tone
oder Lichter, vorausgesetzt nur immer, dals jedes einzelne von diesen
Objecten nicht mit den andern verschmelzbar ist und eine abgeson-
derte Ixistenz besitzt und diese wiithrend des Zihlens behiilt.
Die Anzahl der Objecte bestimmen wir in der Weise, dafs wir eins
nach dem andern absondern und von der Zahl eins angefangen Jjedes-
Mal die nichste ganze Zahl nennen nach ihrer Reihenfolge. Die
letzte Zahl, zu der wir auf diese Weise kommen, heifst die Anzahl
der gezihlten Objecte. Die Zahlen sind im Wesentlichen nichts
anderes, als gewisse horbare oder sichtbare oder fihlbare Zeichen,
welche weiter keine wesentlichen Kigenschaften haben, als dafs sie
immer in einer bestimmten Ordnung wiederkehren sollen und jede
einzelne von allen anderen unterscheidbar sein soll. Dals auf die
Art dieser Zeichen gar nichts ankommt, das zeigt sich daran, dafs
in den verschiedenen menschlichen Sprachen ganz verschiedene
Zeichen fir die Zahlen gewiihlt worden sind. Fir jedes Zeichen
ist also wesentlich zu wissen, wie das folgende Zeichen lautet oder
aussieht oder sich anfihlt. Wenn wir das wissen und wenn wir
das erste Zeichen kennen, so kdnnen wir ziihlen,

So ist z B. das Zihlen ermdglicht, wenn wir festsetzen, das
erste Zeichen sei das Zeichen 1, das folgende das Zeichen 2, das
folgende 3 wu. s. f, gleichgiiltig ob wir nun gerade diese oder irgend
welche andere unterscheidbare Zeichen withlen. Die Festsetzung,
dals z B. das Zeichen 4 auf das Zeichen 8 folgt, wollen wir in der
Gleichung ausdriicken:

3+1=4,

Das Zeichen + 1 zu 8 gefiigt, soll also nur heifsen, dals das
folgende Zeichen genommen werden soll.

Die Moglichkeit des Zihlens besteht in der Fihigkeit unseres
Gediichtnisses, eine solche Reihenfolge von willkiirlich gewiihlten
Zeichen zu behalten und zu jeder Zeit in derselben Ordnung wieder
zu produciren. Die Art der Zeichen ist dabei vollkommen gleich-
giiltig.

Was nun den Begriff der Addition betrifft, so betrachten wir
zwei Gruppen von Objecten, die wir zu einer Gruppe zusammen-
fiigen. Wir addiren die Anzahlen der beiden Gruppen, indem wir
die Anzahl der Objecte in der Gesammtgruppe feststellen. Das ge-
schieht dadurch, dafs wir die beiden Gruppen hinter einander abzihlen.
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Nachdem wir mit der einen Gruppe fertig geworden sind, zihlen
wir weiter in der Reihenfolge der natiirlichen Zahlen, indem wir
die Korper der andern Gruppe allmiithlich zu dem Haufen gezithlter
Korper hinzufiigen.

Besteht z B. die erste Gruppe aus 8 Objecten und die zweite
nur aus einem Object, so ist die Addition durch die Gleichung 8 + 1 = 4
ausgedriickt, durch dieselbe Gleichung, welche die Beziehung der
beiden auf einander folgenden Zeichen definirt. Besteht dagegen
die zweite z. B. aus 4 Objecten, so zihlen wir von 8 aus 4 Schritte
weiter, d. h. wir ziihlen die Zahlzeichen, die auf 8 folgen, und bleiben
bei dem vierten stehen. Dies Zeichen ist 7, und das Resultat
driticken wir durch die Gleichung aus 8 4+ 4 = T.

Um dieses Verfahren auszufithren, brauchen wir aber keine
Gruppen von korperlichen Gegenstinden zu haben, sondern wir
konnen das auch an rein imaginirten Vorstellungen machen, an
unseren Zahlzeichen. Wir beginnen mit derjenigen Zahl, welche
der letzten Zahl der ersten Gruppe folgt, und ziihlen die Zahlzeichen
von hier ab durch, bis wir die der zweiten Gruppe entsprechende
Anzahl abgezithlt haben. Das letzte Zahlzeichen entspricht der
Summe der beiden Zahlen. Sei nun a das Zahlzeichen der ersten
Gruppe, & das Zahlzeichen der zweiten und s das Zahlzeichen der
Gesammtgruppe, so schreiben wir

a+b=s,

um diesen Procels zu bezeichnen, nach dem s gefunden wird., Fir
den speciellen Fall, wo & =1 ist, geht s in die auf a folgende
Zahl iber.

Wenn nun in der zweiten Gruppe die Anzahl um eins grifser
wiire, so wiirde 4 + 1 an die Stelle von 4 treten. Dann wiirden
wir auch beim Abziihlen der Zahlzeichen, die auf a folgen, um eine
Stelle weiter kommen. An die Stelle von s miifste also s + 1 treten.
Damit erhalten wir das Gesetz:

at(@+1)=s+1
oder anders geschrieben:
a+@b+1)=(a+0+ 1
Die Klammer bedeutet dabei, dals die Zahl gemeint ist, die

sich als Resultat der in der Klammer bezeichneten Operation ergiebt.
Wir kiénnen sagen, dies Gesetz enthalte die Definition der Addition,
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in so fern es lehrt, die Summe von a und 4 + 1 zu finden, wenn
man die Summe von a und 4 schon kennt. Da die Summe a 4 1
durch die Definition des Zihlens gegeben ist, so ist mithin durch
das Gesetz

at(b+1)=(a+0)+1

die Addition vollstiindig definirt.
Aus diesem Gesetz folgt sogleich das Allgemeinere:

a+G+c)=(a+bd+ec

Fiir ¢=1 geht es in das vorige Gesetz iilber. Nun lilst
sich zeigen, dafs, wenn fiir irgend einen Werth von ¢ das Gesetz erfilllt
ist, es auch erfillt bleibt, wenn ¢ + 1 an die Stelle von ¢ tritt,
Damit ist es dann allgemein bewiesen. Wir fiigen zu beiden Seiten
der Gleichung 1 hinzu. Dann miissen die beiden sich so ergeben-
den Zahlen ebenfalls einander gleich sein:

[a+@+0)+1=[@a+8+c]+1

Nach der Definition der Addition aber, werden wir diese Summe
auch so bilden kdnnen, dafs wir die 1 nicht zu der ganzen Summe
hinzu addiren, sondern zum zweiten Summanden. Damit erhal-
ten wir:

a+(G+e)+1)=(a+d+(+1)

und da ferner nach der Definition der Addition (b +¢)+ 1 =05+ (c+1)
ist, so wird:
a+(b+(c+1)=(a+b+(+1),

was sich nur dadurch von der Gleichung
a+b+c)=(a+b+c

unterscheidet, dals ¢ 4+ 1 an die Stelle von ¢ getreten ist. Da die
Gleichung fiir ¢ = 1 richtig ist, so muls sie daher auch fiir jeden
Werth von ¢ richtig sein,

Aufser dem Gesetz

a+b+e)=(a+d+c
ist noch ein anderes fiir die Addition wesentlich:

a+b="b+a
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Wir beweisen zuniichst den einfacheren Fall:
a+1=1+4a

In dem Falle, wo a =1 ist, fillt der Unterschied der beiden
Seiten der Gleichung weg und wir erhalten die Identitiit1 4-1 =1 4 1.
Wir beweisen nun, dafs, wenn diese Gleichung fiir einen bestimmten
Werth von a richtig ist, sie auch fir @ 4 1 richtig sein mufs. Aus

a+l=14a
folgt durch Hinzufiigung von 1 auf beiden Seiten:
@+l +1=01+a+1
Nach dem ersten Gesetz der Addition ist aber:
(14+a)+1=1+(+1)
Folglich ergiebt sich:
@+ +1=1+(@+1)

Mit andern Worten, wenn fir irgend einen Werth von a die
Gleichung @ + 1 = 1 + a richtig ist, so ist sie auch fiir den folgen-
den Werth und damit fiir alle folgenden richtig. Nun ist die
Gleichung fiir @ = 1 eine Identitit; mithin ist sie fiir alle Werthe
von a richtig.

Nun steigen wir von der Gleichung

a+1l=1+4a
zu dem allgemeineren Gesetz:
a+b=0b+a

auf, indem wir auch hier den Schlufs von & auf 4 + 1 machen. Ist
fir irgend einen Werth von 4 die @Gleichung a + b = b 4 a erfiillt,
so fiigen wir auf beiden Seiten 1 hinzu und erhalten:

@+8)+1=0+a+1

Auf der linken Seite finden wir nach dem Gesetz, dafs die
Addition definirt (@ 4+ &) +1=a+ @+ 1), auf der rechten Seite
b+a+1=>b+(+1)

Damit geht unsere Gleichung fiber in

at+@+1)=b+@+1).
H. v, HeLwnontz, Theoret. Physik. Bd.L, 1. 8
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Nun haben wir aber eben gesehen, dafs in der Summe a + 1
die Summanden vertauscht werden kitnnen. Wir konnen also auch
setzen:

a+b+4+1)=20b+(1 + a)

Indem wir nun wieder nach dem Definitionsgesetz auf der
rechten Seite das mittlere Glied zum ersten addiren, erhalten wir

a4+ 0+ 1)=@0+1)+ a

Wenn also die Gleichung a + & = & + a fur eine Zahl 4 gilt,
so gilt sie auch fir die niichst hthere Zahl & 4 1, welches auch a
sein mag. Da nun fiir 4 =1 und beliebige Werthe von a ihre
Richtigkeit bewiesen ist, so gilt sie damit auch fiir beliebige Werthe
von b.

Damit sind die beiden Gesetze der Addition

(@a+d+c=a+b+c¢
2. a+b=b+ a
aus dem Definitionsgesetz der Addition

@+ b +1=a+(@+1)
hergeleitet.

Aus dem ersten Gesetz kénnen wir auch folgern, dafs bei einer
Summe beliebig vieler Summanden irgend eine Gruppe auf einander
folgender Summanden fiir sich zu einer Summe zusammengefafst
werden kann, ohne das Resultat zu fndern.

Aus den beiden Gesetzen 1 und 2 folgt ferner, dals bei einer
Summe von beliebig vielen Summanden die Reihenfolge gleichgiltig
ist. Denn nach dem ersten Gesetz konnen wir irgend zwei auf
einander folgende Summanden zusammenfassen, ohne das Resultat
zu verindern und nach dem zweiten Gesetz konnen wir sie dann
vertauschen. Durch Vertauschung eines Summanden mit dem be-
nachbarten kann man aber jeden Summanden an jede beliebige
Stelle bringen und damit die Reihenfolge der Summanden beliebig
indern, :

Die Gesetze 1 und 2 sind specielle Fille dieser beiden all-
gemeineren Gesetze.

Bei irgend einem Process der Verkniipfung oder des Zusammen-
wirkens von Grofsen werden wir sagen: Die Axiome der Addition
gind erfilllt, wenn das Resultat des Zusammenwirkens unabhiingig
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ist, erstens, von der Ordnung, in welcher die Verkniipfungen der
einzelnen Paare von Grdfsen mit einander vor sich gehen, d. h. wie
diese gruppenweise zusammengefalst werden, und zweitens von der
Reihenfolge, in der diese Verkniipfungen erfolgen.

Denken wir z B. daran, dafls wir Gewichtsstiicke auf die beiden
Waagschaalen einer gleicharmigen Waage legen. Wir finden, dafs es
beim Einspielen der Waage ganz einerlei ist, in welcher Reihen-
folge wir die Stiicke auflegen, ob z B. die grofsen Stiicke zuerst
und nachher die kleinen oder umgekehrt. Und zweitens finden wir,
dals es einerlei ist, ob wir eine Gruppe von Gewichtsstiicken durch
ein ihnen gleiches ersetzen. Wir zeigen auf diese Weise durch
das Experiment, dafs das entstehende Gleichgewicht unabhiingig ist
sowohl von der Art, wie wir die einzelnen Gewichte verkniipfen
und etwa gruppenweise durch ein grofseres ersetzen, als auch von
der Reihenfolge, wie wir sie auflegen. Wir zeigen mithin durch
das Experiment, dals, wenn mehrere Gewichtsstiicke gleichzeitig auf
die Waagschaale gebracht werden, die wesentlichen Merkmale der
Addition erfiillt sind. :

Setzen wir gerade Linien dadurch zusammen, dafs wir Ende
an Ende legen und die Entfernung der beiden freien Enden als
Resultat der Verkniipfung ansehen. Die Entfernung ist nicht ein-
deutig bestimmt, so lange wir die Richtung beliebig lassen. Wir
machen daher die weitere Festsetzung, dafs die beiden Linien in
dieselbe Gerade gebracht werden sollen. Dann bleiben nur zwei
Moglichkeiten. Entweder liegen die freien Enden auf verschiedenen
Seiten, oder sie liegen auf der gleichen Seite der zusammengelegten
Enden. Im ersten Falle ist die Entfernung der #ufseren Punkte
ein Maximum, im zweiten ein Minimum. Wir konnen die Defini-
tion auch so machen: Es sollen die beiden freien Enden festgehalten
werden, Dann sollen die Linien so zusammen gelegt sein, dafs der
mittlere Punkt, indem 'die anderen Enden zusammenstolsen, keine
Bewegung mehr machen. s bleiben dann auch nur die beiden oben
erwithnten Arten der Zusammensetzung moglich. Sind nun fiir diese
beiden Arten die Gesetze der Addition erfilllt? Das Gesetza + b=4 4 a
ist fir beide Arten erfillt; denn die Entfernung der beiden freien
Enden bleibt bei der Vertauschung der beiden Linien die gleiche.
Aber das Gesetz (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) ist nur fir die eine Art
der Zusammensetzung erfiillt, wenn die zusammengelegten Enden
zwischen den freien FEnden liegen. Daher kann von den beiden
Arten nur diese Art der Zusammensetzung als Addition aufgefalst

werden.
3 -
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Wir konnen farbige Lichter zusammensetzen, z B. indem
wir dieselbe Fliiche gleichzeitig beleuchten. Durch das Ex-
periment lifst sich feststellen, dals die Gesetze der Addition
dabei erfilllt sind. Wir nennen die Lichter gleich, wenn sie die
gleiche Helligkeit und Farbe haben und fiiberzeugen uns durch das
Experiment, dafs sie bei der Zusammensetzung gruppenweise durch
ein ihnen gleiches Licht ersetzt werden konnen, und daB die Reihen-
folge der Zusammensetzung beliebig gelindert werden kann, ohne
das resultirende Licht in Farbe und Helligkeit zu #ndern. Man
ist daher berechtigt zu sagen, dafs die Lichter addirt werden,
Ebenso kann man die Widerstiinde von Leitungsdriihten fiir elek-
trische Strome addiren, indem man die Leitungsdrithte der Liinge
nach an einander fiigt und den Strom durch die ganze Liinge
hindurch gehen liBt. Andrerseits konnen wir auch die Leitungs-
fihigkeit der Drithte addiren, indem wir sie niimlich parallel mit
einander zu einem dickeren Leiter verbinden. Die resultirende
Leitungsfithigkeit sind wir berechtigt, die Summe der Leitungs-
fihigkeiten der einzelnen Driihte zu nennen. Dies Beispiel ist
insofern lehrreich, als die Art, wie Widerstiinde oder Leitungsfihig-
keiten verglichen werden, dieselbe ist, weil diese beide Grifsen
Funktionen von einander sind. Die Leitungsfihigkeit ist der reci-
proke Wert des Widerstandes, Die Methode der Vergleichung giebt
keine Entscheidung dariiber, welche von zwei ungleichen Grdfsen
die grofsere ist. Denn Widerstand und Leitfihigkeit z B. bewegen
sich ja entgegengesetzt. Der grdleren Leitfihigkeit entspricht der
kleinere Widerstand. Krst die Methode der Addition bestimmt
auch den Begriff des Kleiner und Grofser. Fast bei allen physi-
kalischen Grofsen ist es zuniichst ndtig, Zusammensetzungen zu
suchen, die als eine Addition bezeichnet werden kéinnen, bei denen also
das Resultat der ganzen Zusammenfassung von der Zusammen-
fassung in Gruppen und von der Reihenfolge, in welcher wir die
einzelnen Girofsen zusammenfassen unabhiingig ist.

§ 13. Die irrationalen Zahlen und die continuirlich veriinder-
lichen Grofsen.

Sobald wir fiir bisher unbekannte Arten von Grofsen die
Methode ihrer Addition gefunden haben, so erlangen wir dadurch
die Kenntnifs einer grofsen Reihe von KEigenschaften, von allen
solchen Eigenschaften, die unmittelbar aus den Axiomen der Addition
fliefsen. Wir konnen dann auch gleiche Grifsen derselben Art
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addiren und kommen dadurch auf den Begriff einer Anzahl von
gleichen Grofsen, die zusammengefiigt ein Ganzes bilden. In diesem
Falle ist aber das Ganze als die Summe einer Reihe gleich grofser
Stiicke zu betrachten, und solche Grifsen pflegen wir dann dadurch
zu bezeichnen, dafs wir die Anzahl der Stiicke und die Art der
Einheitsgrofse, d. i. die Art der gleichen Kinzelstiicke, welche wir
zusammengefiigt haben, angeben. Dadurch kommen wir auf den
Begriff der benannten Zahlen. Sobald die Einheitsgrofse als bekannt
vorausgesetzt werden kann, geniigl eine Zahl, um eine gleich-
artige Grofse zu bezeichnen. Wir kbnnen dadurch z B. jedem An-
dern, der weifs, wie schwer ein Grammstiick ist, jedes beliebige (ye-
wicht definiren und genau beschreiben, und zwar so beschreiben, dafs
er, wenn er will, es wieder herstellen und wieder auffinden kann,
Und zwar sind wir nicht gebunden an eine Reihe von Grofsen,
welche durch ganze Zahlen repriisentirt werden, sondern wir kinnen
Stiicke definiren, deren Grofsen sich wie irgend zwei ganze Zahlen
zu einander verhalten, indem wir jedes von ihnen durch dieselbe
passend gewithlte Einheit ausdriicken. Dadurch wird also die Moglich-
keit, die Naturgesetze auszusprechen, aufserordentlich erweitert, und
es ist deshalb die Riickfithrung der Beschreibung von Grdfsen auf
Einheitsgrifsen und auf die ganzen Zahlen und deren Verhiiltnisse
ein aulserordentlich wichtiger Schritt.

Nun ist hier eine Schwierigkeit zu erwiihnen. Bei vielen
Grofsenarten der Natur konnen wir Stiicke von jeder beliebigen
Grofse als zihlbare Gegenstinde herstellen und damit beliebige
Grofsenverhiiltnisse durch zwei verschieden grofse Stiicke thatsiichlich
zur Darstellung bringen. So konnen wir das bei Gewichten thun, wir
konnen es thun, wenn es sich um Lingen handelt und bei vielen
andern Grofsen, Aber wir kénnen nicht behaupten, dafs das Grifsenver-
hiiltnifs immer durch ganze Zahlen wiedergegeben werden kann, Die
Construction der Diagonale eines Quadrates z. B, giebt uns schon einen
Fall, wo das Liingenverhiiltnifs zur Quadratseite nicht durch ganze
Zahlen ausgedriickt werden kann. Wir nennen das ein irrationales
Verhiiltnifs. Um ein irrationales Verhilltnifs durch ganze Zahlen zu
bezeichnen, helfen wir uns dadurch, dafs wir Briiche mit immer
grofserem Zihler und Nenner suchen, die dem wirklichen Verhiilt-
nifs immer nither und nither kommen.

So giebt uns die Arithmetik eine Reihe von Methoden, um dem
Liingenverhiiltnifs der Diagonale zur Quadratseite, d.i. dem Werthe
/2 durch Verhiiltnisse von ganzen Zahlen so nahe zu kommen, wie
wir wollen. Wenn nach dem rationalen Verhiiltnifs aus der Quadrat-
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seite eine Liinge construirt wiirde, so wiirde sie mit der Liinge der
Diagonale so genau f{ibereinstimmen, als wir nur wollen.

Die Schwierigkeit liegt hier nur in der Rechenoperation. Dafs
in der Natur Diagonalen der Quadrate existiren, das ist ja keine
Frage, und ebenso konnen sich andere irrationale Verhiiltnisse bei
bestimmten physikalischen Untersuchungen uns darbieten. Die
Schwierigkeit oder die Unmoglichkeit besteht hier nicht in dem
wirklichen Vorkommen solcher Gréfsen und Grofsenverhiiltnisse,
sondern in der Unvollkommenheit unserer Methoden, die wirklichen
Grélsenverhiiltnisse anzugeben.

Aehnlich verhiilt es sich mit der viel diskutirten Frage iiber
die KExistenz continuirlicher Grofsen. Wir werden sehen, dafs uns
gleich die ersten Untersuchungen iiber physikalische Wirkungen von
Kriiften dazu fithren, Gesetze der Bewegung aufzusuchen, und dals
wir uns eine Bewegung eines materiellen Punktes nicht wohl anders
vorstellen kionnen, als dals der Punkt continuirlich ohne Liicke die
Reihe der Punkte durchliuft, welche auf seinem Wege liegen, und
zwar, ohne jemals einen noch so kleinen Zwischenraum zu iiber-
springen. Ks liegt sogar eigentlich schon in dem Begriff und
in der Vorstellung der Bewegung eines Punktes, dafls wir mit
einem solchen Gedanken eines von einem Punkte zu einem ent-
fernten iiberspringenden Korpers nichts anzufangen wissen. Wenn
ein Korper sich durch den Raum bewegen soll, so haben wir dabei
den Begriff und verlangen, diesen Begriff festzuhalten, dafls das
identisch derselbe Kirper sei, der nach einander in die verschiedenen
Punkte des Weges hinein kommt, und diese Identitit des bewegten
Korpers ist fiir unsere Vorstellung nur falsbar, wenn ein allmiihlicher
Uebergang vorhanden ist. Wenn der Uebergang durch eine con-
tinuirliche Reihe von Raumpunkten hindurch stattfindet, so ist durch
die Nachbarschaft der Punkte die Voraussetzung schon angebahnt,
dafs es derselbe Korper sein kann, der nach einander durch die
verschiedenen Punkte hindurch geht. Dagegen bei einem Punkte,
der intermittirend seine Bahn durchliefe und bald an der einen
Stelle, im niichsten Augenblicke an einer davon entfernten Stelle
wilre, bei einem solchen wiirden wir niemals in unserer Vorstellung
anerkennen, dafs es derselbe Punkt ist. Denn wir wiirden gar keine
Kennzeichen uns auch nur vorstellen konnen, wodurch der Punkt
als identisch gegeben wiire.

Andererseits wird der Begriff der Continuitiit auch durch die
Vorstellung verlangt, daB wir durch eine Fliche einen Raum ab-
schliefsen konnen und durch eine Linie eine Fliche abgrenzen
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konnen; denn eine solche Begrenzung eines Flichenstiickes wiirden
wir niemals ausfithren kionnen durch eine Reihe von einander ge-
trennter Punkte, die in der Fliche liegen, sic mégen noch so nahe
an einander sein.

Diese Vorstellungen zwingen uns dazu, auch die Existenz con-
tinuirlich sich éindernder Grofsenverhiiltnisse anzunehmen. Nun hat
es keine Schwierigkeit, von solchen continuirlich sich #ndernden
Grofsen stetig sich iindernde Functionen zu bilden. Diese stellen
dann auch continuirlich sich #indernde Grifsen dar,

Wenn z B. fiir einen Werth der unabhiingigen Verinder-
lichen # die Function grofser als 2, fiir einen anderen Werth dg-
gegen kleiner als 2 wiire, so wiirden wir einen Werth von 2z finden
konnen, fir welchen die Function den Werth 2 hat. D. h. strenge
genommen finden wir ein beliebig kleines Intervall von z, fir das
die Function beliebig wenig von 2 verschieden ist. Das Intervall
wird zugleich mit der Abweichung von 2 beliebig klein. Bei einer
stetigen Function geniigt es, dals sie fiir jeden rationalen Werth
der unabhiingigen Veriinderlichen z eines Intervalls definirt sei, um
fir jeden Werth des Intervalls mit beliebiger Genauigkeit berechnet
werden zu konnen. In der Physik haben wir es nur mit solchen
Functionen zu thun, obgleich man sehr wohl mathematische Aus-
driicke bilden kann, die in keinem Intervall stetige Functionen defi-
niren, trotzdem sie fir jeden rationalen Werth von 2 wohl definirt

sind,
So ist z B.:
y=>sin(al.z.7)

eine Summe, die fiir jeden rationalen Werth von z einen bestimmten
endlichen Werth hat. Sind m und = irgend zwei ganze Zahlen
und setzt man z = m/n, so ist von a == ab jedes Glied der Reihe
gleich Null, weil a!zn filr a =2 nothwendig ein ganzes Vielfaches
von « ist. s besteht dann also der Ausdruck aus einer endlichen
Anzahl von Gliedern und hat einen bestimmten endlichen Werth,
Fiir einen irrationalen Werth von z kann dagegen keines der
Glieder wegfallen. Die Reihe bleibt unendlich und es liBt sich
zeigen, dafs sie keinen bestimmten Werth annimmt.
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§ 14, Verkniipfungen von Gréfsen zu ungleichartigen
Grifsen,

Eine benannte Zahl bildeten wir als die Summe einer gewissen
Anzahl gleicher physikalischer GroBen. Das heilst also, wir haben
ein Product, in dem der eine Factor eine physikalische Grofse ist,
die wir als Einheit bezeichnen. Der andere Factor ist eine reine
Zahl. Alle diese Grifsen lassen eine additive Verbindung zu, die
immer wieder Grofsen der gleichen Art liefert. Nun giebt es aber
in vielen Fillen auch Methoden, um auf andere Art aus gegebenen
Grofsen andere abzuleiten, die nicht gleichartig sind.

So kinnen wir z B. aus Grundlinie und Hohe eines Rechteckes,
also aus zwei Lilngen, seine Fliche berechnen. Die Anzahl der
Quadratcentimeter, welche die Fliche # hat, finden wir als das
Product der Centimeter, die in der Grundlinie Z und der Hohe 2
enthalten sind:

Fe=1IL.R

Ebenso kann ein Volumen als das rechnungsmifsige Product
aus drei Linien dargestellt werden.

Wir finden auf diese Weise Gleichungen zwischen ungleich-
artigen benannten Zahlen. Sobald solche Gleichungen nur eine
Grolse enthalten, deren Benennung bisher noch nicht definirt ist,
so kann man sie benutzen, um die Definition der Benennung zu
finden.

Der erste Schritt ist gewthnlich der, zu erkennen, dafs
eine benannte Grifse einem aus anderen benannten Grofsen zusammen-
gesetzten Ausdruck proportional ist, und dann mufs man sich sagen,
dafs die Proportionalitiit in eine (leichung verwandelt werden kann,
wenn man einen passenden Proportionalititsfactor einfilhrt. Der
Proportionalitdtsfactor kann uns nun eine neue benannte Grofse
liefern.

So hat man z B. beim specifischen Gewicht zuniichst nur die
Thatsache, dafs bei demselben Stoff die Masse dem Volumen pro-
portional ist. Dann fithrt man den Begriff der Dichtigkeit ein, die
man definirt durch das Verhilltnifs zwischen der (Gesammtmasse
und dem Volumen des Korpers. Die Dichtigkeit wird dadurch zu
einer physikalischen Grofse, deren Einheit durch die Einheiten der
Masse und das Rauminhaltes gegeben ist.
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In den verschiedenen physikalischen Gesetzen kommen nun sehr
mannigfaltige Zusammensetzungen dieser Art vor. Und es werden
dadurch neue Grofsen eingefithrt, deren Kinheiten bisweilen in ziem-
lich complicirter Weise aus den urspriinglichen Einheiten zusammen-

gesetzt werden.

& 15. Die absoluten Einheiten.,

Nun besteht eine der ersten und wichtigsten Aufgaben der
theoretischen Physik darin, die Bewegungen eines materiellen Punktes
zu beschreiben.

Die Lage eines solchen Punktes im Raume ist durch 8 Co-
ordinaten gegeben. Als Coordinaten kann man allerlei geometrische
(Gebilde benutzen.

Kine einfache Methode besteht darin, dafs man die senkrechten
Abstiinde von drei zu einander senkrechten Ebenen zur Bestimmung
der Lage im Raume benutzt. Man kann die Bewegung eines Punktes
dadurch darstellen, dafs man angiebt, welche Coordinaten er in jedem
Zeitmoment haben soll. Wenn man auch die Einwirkung von Kriiften
darstellen will, so zeigt sich, dafs man noch eine weitere Grofse, die
Masse haben mufs, welche den Widerstand der Triigheit gegen die
cinwirkenden Kriifte darstellt und daher zu einer vollstindigen Be-
schreibung des Vorganges gebraucht wird.

Nun hat man im Laufe der Zeit immer mehr Beziehungen
zwischen den Bewegungen eines Korpers und den iibrigen physika-
lischen Kigenschaften der Korper kennen gelernt. Sobald wir einen
Einflufs einer physikalischen Kigenschaft auf die Bewegung eines
materiellen Punktes von gegebener Masse wahrnehmen, so konnen
wir die Eigenschaft durch den Einflufs auf die Bewegung messen
und damit ihre Einheit auf die Einheiten von Masse, Liinge und
Zeit zuriickfithren, durch welche wir die Bewegung des materiellen
Punktes beschreiben. Wir nennen diese drei die absoluten Einheiten.
Sie zeichnen sich dadurch aus, dafs sie genau reproducirt und
iiberliefert werden konnen und daher allgemein und genau be-
kannt sind.

Als Einheit fir die Zeit benutzt man bei kiirzer dauernden
Vorgiingen meistentheils die Secunde. Fir die Linge wird das
metrische System benutzt, fir Versuche, die in kleinem Maalsstabe
ausgefithrt werden, meistentheils das Centimeter oder wohl auch das
Millimeter, fiir grofsere Dimensionen das Meter, oder wenn sie sich
ther grofsere Teile der Erdoberfliche erstrecken, das Kilometer und
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noch grofsere Liingen. Endlich fir die Masse braucht man meisten-
theils das Gramm oder das Centigramm oder auch grifsere Einheiten
je nach der Grofse der Korper, mit denen man zu operiren hat.

Die gewiihlten Einheiten brauchen bei der Definition einer auf
Masse, Liinge und Zeit bezogenen Grdfse nicht angegeben zu werden,
weil die Beziehung fiir irgend welche Einheiten dieselbe bleibt. So
ist z. B. die Kraft gesetst gleich einer Masse multiplicirt mit einer
Liinge und dividirt durch das Quadrat einer Zeit: M.Z /7% Je nach
der Wahl der Einheiten richtet sich die Kinheit der Kraft. Wird
z. B. statt des Gramm das Kilogramm gesetzt, so wird die Einheit
der Kraft dadurch 1000 Mal so grofs, die Zahl, welche irgend eine
Kraft in den gewiihlten Einheiten miflst, wird also 1000 Mal so
klein, In der Gleichung

Kraft = » Gramm . Centimeter | (Secunde)®

haben wir nur Gramm = 1/, ., Kilogramm einzusetzen und erhalten
daraus

Kraft = z/,,,, Kilogramm . Centimeter / (Secunde)?

Das Analoge gilt fir die Aenderung der Liinge oder der Zeit.
Wenn statt der Secunde die Minute gewithlt wird, so wird damit
die Einheit der Kraft 8600 Mal kleiner. Die Zahl dagegen, welche
irgend eine Kraft in den gewiihlten Kinheiten mifst, wird damit
3600 Mal grofser. In der Gleichung

Kraft = 2 Gramm . Centimeter / (Secunde)?
haben wir einfach Secunde = !/,, Minute einzusetzen und erhalten
Kraft = 8600 z Gramm . Centimeter / (Minute)®.

statt der Zahl 2 haben wir in der neuen Einheit also die Zahl 8600 z,
wiithrend die neue Krafteinheit Gramm.Centimeter / (Minute)* gleich
/5400 Gramm . Centimeter / (Secunde)? ist. !

§ 16, Die Addition von Strecken und anderer complexer
Grofsen.

Die Gesetze der Addition lassen sich auch fir Complexe un-
gleichartiger Grofsen festhalten. Wir addiren dabei die gleichartigen
Grolsen, so dafs unter der Summe von Complexen ungleichartiger
Grolsen der Complex der Summen gleichartiger Grofsen verstanden
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wird. Eine Gleichung, die besagt, dals zwei Complexe zusammen-
genommen einem dritten gleich seien, bedeutet also nichts anderes,
als dafs alle in den ersten beiden Complexen enthaltenen Grofsen
derselben Art zusammen genommen gleich sind der in dem dritten
Complex enthaltenen Grofse derselben Art. Die Gleichung falst
daher nur in eine Gleichung zusammen, was wir in mehreren
(leichungen ausdriicken, indem wir die gleichartigen Grifsen addiren.
Arithmetisch betrachtet ist also der Unterschied nur formal.
Physikalisch aber giebt es Beispiele solcher complexen Addition,
die nicht nur als formale Erweiterung des Additionsbegriffes erscheint,
weil die ungleichartigen Grofsen wirklich zu einer neuen Grofse
zusammengesetzt werden. Die Lehre von der geometrischen Addition
der Strecken, wie sie zuerst H. GrassMaNN entwickelt hat, liefert
einen solchen Fall complexer Addition. Unter einer geometrischen
Strecke versteht Grassmany die gerade Verbindung von einem An-
fangspunkt zu einem Endpunkte, wobei aber nicht blos die Liinge
der Strecke in Betracht kommt, sondern auch die Richtung, so dals
wir zwei Strecken nur gleich setzen diirfen, wenn sie gleiche
Limge und auch gleichzeitig gleiche Richtung haben. Die Additions-
regel fir solche Strecken spricht GrassMaNx in der folgenden Weise
aus. Wenn eine zweite Strecke zu der ersten addirt werden soll,
s0 setzt man den Anfangspunkt der zweiten Strecke an den Knd-
punkt der ersten, und construirt nun die Strecke, die vom Anfangs-
punkt der ersten Strecke zum Endpunkt der zweiten liuft. Sie
wird als die geometrische Summe der beiden Strecken bezeichnet,
Zuniichst lifst sich zeigen, dals die Ordnung, in welcher wir
die Strecken zusammenfiigen, keinen Kinflufs auf die Summe hat.

Fig. 1. Fig. 2.

Wenn wir von demselben Anfangspunkt anfangen und nun zuerst
die zweite Strecke zeichnen und daran die erste abtragen, so gelangen
wir zu demselben Punkt wie im ersten Fall (Fig. 1). Die beiden
Constructionen zusammen bilden die Figur eines Parallelogrammes,
dessen eine Diagonale die geometrische Summe der beiden Strecken
ist. Damit ist das eine Gesetz der Addition @ 4+ & = b + a fur diese
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Zusammensetzung von Strecken bewiesen. Eben so lifst sich das
andere Gesetz (@ + &) + ¢ = a 4 (b + ¢) beweisen. Wenn wir zuerst
die Strecke 1 und 2 zusammensetzen und zu ihrer geometrischen
Summe eine dritte Strecke 3 geometrisch addiren, so gelangen wir
zu demselben Punkt, wie wenn wir zu der ersten Strecke die geo-
metrische Summe der zweiten und dritten geometrisch addiren
(Fig. 2).

Lifst man nur Strecken von zwei einander entgegengesetzten
Richtungen zu, so erhilt man eine geometrische Darstellung der
positiven und negativen Zahlen, '

Lifst man aufser diesen Strecken auch noch Strecken von zwei
andern einander entgegengesetzten Richtungen zu, so lassen sich durch
geometrische Addition einer Strecke der ersten Art und einer Strecke der
zweiten Art alle Strecken zusammensetzen, die einer Ebene parallel
sind. Diese bilden damit eine geometrische Darstellung der complexen
Zahlen. Der reelle Theil der complexen Zahl entspricht der Strecke
der einen Art, der imaginiire Teil der der andern Art. Die com-
plexe Zahl selbst entspricht der Strecke, die aus den beiden Strecken
durch geometrische Addition gebildet wird. Die Summe von irgend
welchen complexen Zahlen bildet man algebraisch, indem man die
reellen Theile fiir sich und die imaginiiren Theile fiir sich addirt.
Geometrisch livuft dies auf die geometrische Addition der ent-
sprechenden Strecken hinaus. Denn jede Strecke lifst sich als
geometrische Summe zweier Strecken jener beiden Arten darstellen,
Nun kann man nach den Gesetzen der geometrischen Addition die
Summanden beliebig vertauschen und damit alle Strecken der einen
Art fiir sich und alle Strecken der anderen Art fiir sich addiren.
Das ist dann aber genau das algebraische Verfahren. In dieser
Weise hat Gavss die Deutung der complexen Grofsen eingefithrt,
Er bezeichnet eine complexe Zahl mit

z+yi,

wo z und y die beiden Strecken verschiedener Richtung bestimmen,
Denken wir uns alle Strecken von einem Punkt aus abgetragen,
den wir zum Anfangspunkt der Coordinaten machen, so kénnen
z und y als die Coordinaten des Endpunktes der Strecke aufgefalst
werden. Die z-Axe giebt dabei die Richtung der Strecken an, die
dem reellen Theil entsprechen, die y-Axe dagegen die Richtung der
Strecken, die dem imaginiiren Theil entsprechen,

In dem speciellen Fall, wo wir diese Strecken senkrecht auf
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einander wiihlen, wird, wenn » die Liinge der Strecke und «
ihren Richtungswinkel bedeutet:

z=7rcosu Yy = rsing,
und damit

2 4 iy = r.(cos & + 7sin &),
oder auch:

fia

z4iy=r.e

In dieser Form ist die Multiplication und Division complexer
Zahlen am einfachsten auszufiihren, deren Besprechung wir indessen
hier fibergehen. Die geometrische Addivion ist nicht beschriinkt
auf Strecken, die einer Ebene parallel sind, sondern ist ebenso gut
auf Strecken anwendbar, die ganz beliebig im Raume gerichtet
sein konnen. Jede Strecke im Raume konnen wir als geometrische
Summe von drei Strecken darstellen, deren Richtungen drei beliebig
festgesetzten Richtungen gleich oder entgegengesetzt sind. Nur
diirfen die drei festen Richtungen nicht einer Ebene parallel sein.

In dieser Weise stellt sich eine Strecke im Raume als ein
Complex von drei ungleichartigen Grofsen dar. Und #hnlich wie
die Strecken in der Ebene auf die complexen Zahlen mit zwei
Kinheiten fihren, so fithren die Strecken im Raume auf complexe
Zahlen mit drei Einheiten, Das Rechnen mit solchen Zahlen ist
in der Quaternionentheorie von Hamiuron begriindet worden.

Dieselbe Art von Addition, wie wir sie fiir die Strecken definirt
haben, kann auf eine ganze Anzahl von Grofsen angewendet werden.
Und zwar gilt das nicht nur von Grdfsen, die ihrer Definition
nach schon durch Strecken dargestellt werden, wie z B. Kriifte und
Geschwindigkeiten; sondern auch von Grdfsen, die ganz andern
Giebieten der Physik angehoren. Man kann z B. zwei Lichter ver-
schiedener Farbe und Intensitiit mischen. Man denke sich dieselbe
Fliche von beiden Lichtern beleuchtet. Dann bezeichnet man die
Farbe und die Intensitit, unter der die Fliche bei der gleich-
milfsigen Beleuchtung mit zwei Lichtern erscheint, als die Misch-
farbe. Diese Mischfarbe kann man als die Summe der Farben
bezeichnen, mit der jedes einzelne Licht die Fliche beleuchtet.
Es lifst sich nimlich zeigen, dafs man gleich aussehende Lichter
auf sehr verschiedene Weise durch Mischung herstellen kann. So
lidlst sich z B. Weils zusammensetzen aus Scharlachroth und Griinblau,
oder aus Schwefelgelb und bliulichen Violett, oder aus Karminroth
und Griin. Die verschiedenen Arten von Weils, die durch Mischung
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verschiedener Lichter gewonnen werden, sind brigens in ihren
physikalischen Kigenschaften zum Theil sehr verschieden; so z B.
wirkt ein Weils, das aus Violett und Gelb zusammengesetzt ist,
aufserordentlich stark auf gewdhnliche lichtempfindliche Platten und
markirt sich in Photographien als ein sehr helles Licht, withrend
Scharlachroth und Blaugriin eine schwache Wirkung hat. Die
Bestandteile haben eben in den verschiedenen Killen ganz
verschiedene Wellenléingen, und wenn sie durch Diffraction zer-
legt werden, so bekommen wir ganz verschiedene Farbenerschei-
nungen.  Dennoch lifst sich fiir die physiologische Wirkung
auf das Auge der Satz aufstellen, wie er von Grassmany formulirt
wurde, dafs gleich aussehende Lichter, die also aus sehr ver-
schiedenen Bestandtheilen bestehen kinnen, gemischt gleich aus-
sehende Mischungen geben. Dabei ist die Reihenfolge der Mischung
filr das Resultat gleichgiiltiz. Damit ist die Berechtigung gegeben,
die Farbenmischung als Addition aufzufassen; und es zeigt sich, dafs
es eine complexe Addition ist, #hnlich der der Strecken im Raume.
Man kann jede Farbe als Mischung aus drei Grundfarben zusammen-
setzen, die man mit gewissen Intensititen zu nehmen hat. Jede
Grundfarbe mit ihrer Intensitiit bildet eine benannte Zahl und der
Complex der drei ungleichartigen benannten Zahlen stellt die
betreffende Mischfarbe dar. Die Zusammensetzung zweier beliebigen
Farben zu einer dritten liuft algebraisch auf die Addition der
beiden Intensitiiten jeder der drei Grundfarben hinaus, geradeso wie
die geometrische Addition zweier Strecken im Raume algebraisch
auf die Addition der Zahlen hinausliuft, welche jede der drei
Componenten definiren,

Ein anderes Beispiel solcher Addition bildet die Schwerpunkts-
construction von irgend welchen Massen, wenn wir uns jedes Mal
im Schwerpunkt die ganze Masse vereinigt denken.

Gewdhnlich werden die Farbenmischungen durch Schwerpunkts-
constructionen anschaulich dargestellt. Man lifst den drei Grund-
farben die Ecken eines Dreiecks entsprechen und ihren Intensitiiten
die Massen, die in diesen drei Punkten liegen sollen. Der resul-
tirenden Mischfarbe entspricht dann der Schwerpunkt der drei
Massen und der Intensitit entspricht die Summe der Massen.

Jeder Masse, die man sich in irgend einem Punkte der
Dreiecksfliiche denkt, entsprechen auf diese Weise drei Massen in
den drei Punkten als deren geometrische Addition man die erste
Masse auffassen kann.
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§ 17. Zusammensetzung von Drehungen.

Von den Zusammensetzungen, denen wir in der Physik be-
gegnen, folgen keineswegs alle den Gesetzen der Addition. Es
wird gut sein, auch ein Beispiel einer Zusammensetzung nither zu
untersuchen, die man nicht als Addition auffassen kann.

Wir betrachten die Drehungen eines festen Korpers um irgend
welche Axen. Wir wollen ihn uns als Kugel vorstellen, .die die
Freiheit hat, sich um ihren Mittelpunkt zu drehen. Dabei ver-
schiebt sich ihre Oberfliche in sich selbst, welche Bewegungen sie
auch ausfihren mag. Bei irgend einer Drehung der Kugel bleiben
die Endpunkte des Durchmessers, um den sie sich dreht, liegen.
Alle iibrigen Punkte der Oberfliche beschreiben dagegen Kreise,
deren Mittelpunkte auf der Drehungsaxe liegen.

Sei @ ein Endpunkt der ersten Drehungsaxe, 4 ein Endpunkt
der zweiten Drehungsaxe (Fig. 8). Es
mdge @ der Punkt der Kugelober-
fliche sein, der durch die erste Dre-
hung in den Punkt 4 fiibergeht und
« der Punkt der Kugeloberfliche, in
den durch die aweite Drehung der :
Punkt a ibergeht. Wir verbinden a A gt
mit #, a mit 4, 4 mit « durch grolste
Kreise. Bei der ersten Drehung geht
dann der Kreishogen af in ab iber, bei der zweiten Drehung
wird ba in be tibergefithrt.

Die Aufgabe ist nun, die beiden hinter einander angebrachten
Drehungen durch eine Drehung zu ersetzen. Um die Drehungsaxe
zu finden, miissen wir einen Punkt suchen, dessen Ort durch die
beiden Drehungen nicht veriindert wird, der also durch die erste ’
Drehung aus seiner Lage gebracht und durch die zweite Drehung
in diese Lage wieder zuriickgefihrt wird. Diesen Punkt finden wir
dadurch, dafs wir durch « und & grofste Kreise legen, die den
Drehungswinkel #a& und den Drehungswinkel @4 e halbiven. Der
Schnittpunkt » dieser grofsten Kreise ist der gesuchte Punkt. Denn
wenn wir die erste Drehung ausfithren, die Drehung um «, so wird
der Bogen af in ab tibergehen und der Punkt y wird dabei iiber
den Bogen ab hinweg nach y, riicken. Der Punkt y, mufs so
liegen, dafs der Winkel yay, von dem Bogen ab halbirt wird, Denn
ay, muls zu ab gerade so liegen wie ay zu aff, und daher muB
der Winkel 7, ab gleich dem Winkel yaf und damit gleich dem

g

Fig. 8.
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Winkel yab sein. Zugleich bleibt bei der Drehung die Entfernung
des Punktes y von dem Drehungspol a ungeiindert, so dals

ra=y,a
sein muls.

Verbindet man nun y mit 7, durch den Bogen eines grofsten
Kreises, so wird er durch den Bogen a4 senkrecht halbirt. Denn ist &
der Schnittpunkt, so miissen die Dreiecke a0y und a dy, congruent
sein, weil zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel itbereinstimmen.
Daraus folgt, dafs auch die Dreiecke y 9% und y, 04 congruent sind,
weil die Seiten y, 0 und y o gleich sind, die Seite 4 beiden Drei-
ecken gemeinsam ist und die Winkel bei & als rechte Winkel itber-
einstimmen, Daraus folgt, dafls 4y, = &y und dals auch der Winkel
7, by durch den Bogen a4 halbirt wird. Bei der zweiten Drehung,
der Drehung um &, wird demnach der Punkt y, wieder in den Punkt y
zurlickgefiihrt. Denn der Bogen, in den 4y, durch die Drehung
tibergeht, muls ebenso zu b« liegen wie 4y, zu ba, d. h. er mufs
den Winkel a b ¢ halbiren. Da zugleich die Entfernung des Punktes y,
von dem Drehungspol 4 bei der Drehung ungeiindert bleibt, so
muB y, in y ibergehen. Durch die beiden Drehungen zusammen
genommen bleibt also der Punkt y an seiner Stelle. Folglich muls
die Lageniinderung der Kugel auch durch eine Drehung um den
zu y gehdrigen Durchmesser bewirkt werden kénnen.

Um auch den dazu ndtigen Drehungswinkel anzugeben, braucht
man nur zu bemerken, dals der Punkt a in e iibergeht und damit
der Bogen ya in y e Der Drehungswinkel ist also ay e d.i, gleich
dem doppelten des Supplements von ay 4. Die Pole @ und 4 denken
wir uns so gewihlt, dafs der Sinn der Drehung derselbe ist. Das
lifst sich immer erreichen, weil bei der Drehung um einen Durch-
messer der Sinn der Drehung ftir die beiden Pole entgegensetat ist.
Unter dieser Voraussetzung ist auch der Drehungssinn um den Pol y
derselbe. Wenn wir die Reihenfolge der Drehungen umkehren und
erst um 4, dann um a drehen, so wird der Punkt y, durch die beiden
Drehungen zusammen nicht geiindert. Denn die erste Drehung
um & fithrt den Punkt y, nach y, wiihrend die zweite Drehung
um a ihn wieder nach y, zuriickbringt. Bei Vertauschung der beiden
Drehungen erhalten wir also eine andere Drehungsaxe, die das
Spiegelbild der ersten Drehungsaxe in Bezug auf die Kbene des
Kreises a4 ist. Um auch den Drehungswinkel zu finden, haben wir
das Spiegelbild von « in Bezug auf dieselbe KEbene zu bilden.
Ist ¢’ das Spiegelbild, so geht der Bogen y, ¢’ in y, a iiber. Wir
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erkennen aus der Symmetrie der Figur, dafs der Drehungswinkel
bei der Drehung um y, derselbe ist, wie bei der Drehung um .

Durch die Vertauschung der Reihenfolge der beiden Drehungen
wird also die Gesammtdrehung nothwendiger Weise eine andere. Der
Unterschied wird aber sehr klein, wenn die Drehungen sehr klein
sind. Denn dann fallen y und y, sehr nahe zusammen. Drehungen
um endliche Winkel und verschiedene Axen befolgen also bei ihrer
Zusammenfassung nicht das Gesetz der Addition

a+b=>b+ a

Wir ktnnen deshalb diese Art der Zusammensetzung nicht als
eine Addition auffassen. Erst wenn die Winkel unendlich klein
werden, sind die Gesetze der Addition erfiillt. Handelt es sich also
um Zusammensetzung von Drehungsgeschwindigkeiten, wo wir nur
die unendlich kleinen Winkel zu betrachten brauchen, die einem
unendlich kleinen Zeittheilchen entsprechen, so kénnen wir diese
als Addition betrachten ebenso wie die geometrische Addition von
Strecken. Es lifst sich in der That zeigen, dafs die geometrische
Construction bei der Zusammensetzung von Drehungsgeschwindig-
keiten sich so ausfithren lifst, dafs sie auf die geometrische Addition
von Strecken hinausliuft. Bezeichnen niimlich @ und 4 die beiden
Drehungswinkel um die Pole bei @ und 4 (Fig. 8), so haben wir in
dem sphiirischen Dreieck ay 4 nach dem Sinussatz die Gleichung

sin(ay) /sin (b y) = sin (a [ 2) /sin (b ] 2).

Fiir unendlich kleine Winkel filllt  in den Bogen a4 und die
Gleichung lifst sich schreiben:

sin(ay)/sin(by)=a/b.

Aus dieser Gleichung ergiebt sich die folgende Construction
fir die Axe y. Auf den beiden Radien, die vom Mittelpunkt der
Kugel nach den Punkten a und & fiihren,
triigt man Lingen auf, die den unendlich
kleinen Drehungswinkeln « und 4 proportional
sind. Die so entstehenden beiden Strecken
addirt man geometrisch. Die resultirende
Strecke giebt die Lage der Axe y (Fig. 4.
Denn die Winkel, die diese Strecke mit den
Componenten bilden, hestimmen sich durch dieselbe Proportiou

Fig. 4.

sin(ay):sin(by) = a:b
H. v. HeLunortz, Theoret, Physik. Bd. I, 1. 4
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Durch dieselbe Construction erhalten wir auch den unendlich
kleinen Winkel der zusammengesetzten Drehung. Denn bezeichnet
man ihn mit y, so ist sin y /2 wie oben erwithnt gleich sing=ay é (Fig. 3).
Mithin ist

sin (a d):sin (ay):sin(by) =siny [2:sina [2:s8ind /2,
was fiir unendlich kleine Winkel iibergeht in
sin (a b):sin(ay):sin(y b) = y:a:b.

Die Liinge der resultirenden Strecke y (Fig. 4) ist also zugleich ein
Mals fir den resultirenden unendlich kleinen Drehungswinkel.
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