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Yorwort.

Ucber den Zweck dieser Abhandlung giebt die Einleitung die nothige
Auskunft. Es migen deshalb hier nur einige Worte iiber die Darstellungs-
weise vorausgeschickt werden. Da der Verfasser naturgemiils den Wunsch
hegt, recht viele Leser zu finden, so hat er betriichtliche Miihe darauf ver-
wendet, die Entwicklung und den Bau der Gleichungen so iibersichtlich,
cinfach und regelmiifsig zu gestalten, wie nur irgend mdoglich. Dazu be-
durfte es der Anwendung einer Reihe abkiirzender Bezeichnungen. Die be-
treffenden Buchstaben sind an der Stelle, wo sie zuerst auftreten, stets durch
fetteren Druck hervorgehoben und bei passender Gelegenheit wiederholt er-
kliiet. Die Gleichungen sind in ausgiebiger Weise mit Nummern versehen,
so dals alle Bezugnahmen mit voller Bestimmtheit bewirkt werden konnten.
Ferner ist darauf Gewicht gelegt, auch den Formelsatz moglichst regelmiilsig
aufzubauen, da das bei sorgloser Anordnung entstehende wirre Durcheinander
lingerer, dicht aufeinander folgender Formeln den Ueberblick sehr erschwert
und vom Lesen abschreckt. Die Entwicklungen durch Weglassen einer
grifseren Zahl von Zwischengleichungen zu kiirzen, ist ein Mittel, das zwar
den Schein einer eleganten Einfachheit erwecken kann, das aber oft mehr
schadet als niitzt, da der Leser das Gestrichene selbst wieder herstellen muls,
wenn er den Faden der Rechnung genauer verfolgen will.  Ieh habe daher
80 viel beibehalten, wie der von der Verlagshandlung bewilligte Raum er-
laubte. Fiir das hierbei, sowie auch in der Ausstattung des Schriftchens
mit Abbildungen mir bewiesene Entgegenkommen sage ich derselben an
dieser Stelle meinen besten Dank.

Berlin, im Mai 1896.
Zimmermann.
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Einleitung.

Die Frage, welchen Einfluls der Umstand auf die Formiinderung und
Beanspruchung eines Briickentriigers ausiibt, dals die Lasten nicht auf dem
Triiger ruhen, wie es die statische Berechnung stillschweigend voraussetat,
sondern ihn mit einer endlichen, bei Hisenbahnbriicken sehr bedeutenden
Geschwindigkeit {iberschreiten, hat die Fachleute schon viel beschiiftigt.
Soweit dieser Einflufs aus den Unregelmiilsigkeiten der Bahn oder der Last-
bewegung entspringt, ist eine rechnerische Ermittlung natiirlich nicht moglich.
Man hat sich hier durch Einfihrung von mehr oder minder willkiirlichen
Coefficienten geholfen, die entweder auf eine ErhShung der rechnungsmiilsigen
Ruhelast oder auf eine Verminderung der zugelassenen Beanspruchung hinaus-
laufen. Aufser den unregelmilsigen bestehen aber auch regelmiifsige Wir-
kungen der Geschwindigkeit. Der Triiger iindert seine Form unter der Last,
diese beschreibt also bei ihrer Fahrt keine gerade Linie, selbst wenn die
Bahn urspriinglich vollkommen gerade und zwangliufig, die Bewegung des
Lastpunktes beim Auftritt parallel zur Bahnachse und das — im allgemeinen
veriinderliche — Lastsystem frei von stirenden, gegenseitigen Bewegungen
seiner Theile ist. Die Bewegung eines Korpers in gekriimmter Bahn ist
aber bekanntlich mit dem Auftreten eines Druckes, der Fliehkraft, verkniipft,
dessen Grifse nicht von dem Gewichte, sondern von der Masse der bewegten
Last sowie von deren Geschwindigkeit abhiingt. Der Druck, den die Last
als solche auf den Triiger ausiibt, wird also beeinflufst durch die Biegung
des letzteren und durch die Fahrgeschwindigkeit, und dieser Druck beein-
flulst seinerseits wieder die Durchbiegung des Triigers und damit die Form
der Bahn. So verwickelt nun auch das Gesetz der gegenseitigen Abhiingig-
keit dieser Grofsen sein mag, so ist doch klar, dals dasselbe einer rech-
nerischen Untersuchung zugiinglich sein mufs. In der That besitzen wir eine
Reihe von Arbeiten iiber diese Frage, die zum Theil von namhaften Fach-
leuten herriihren; sie streng und erschipfend zu beantworten, ist bisher jedoch
nicht gegliickt. Abgesehen von einigen ganz verfehlten Versuchen und groben
Irrthiimern (wie z. B. der Verwechslung der vorerwiihnten Bahn mit der
elastischen Linie des Triigers) ist die Liosung meist daran gescheitert, dafs

Zimmorman n, Schwingungen, 1
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sich die Forscher durch die mathematische Schwierigkeit des Falles zu ver-
einfachenden Annahmen haben driingen lassen, die entweder der Wirklichkeit
nicht entsprachen oder gerade das als bekannt voraussetzten, was erst bewiesen
werden sollte. >

Einer derer, die sich am eingehendsten mit der Aufgabe befalst und
solche willkiirliche Annahmen zu vermeiden gesucht haben, ist der franzosische
Ingenieur Souleyre. Aber auch dieser gewandte Rechner hat in seiner
grofsen Abhandlung Nebenwege eingeschlagen, die zu einer befriedigenden
Lisung nicht fiithren und dabei keineswegs einfach sind.!) Der Grund, den
er dafiir angiebt, ist so bemerkenswerth, dals wir ihn wortlich wiedergeben
mochten. Nachdem er dargelegt, warum die Untersuchungen seiner Vorgiinger
keinen Erfolg hatten, fihrt er fort: ,La question est done loin d'étre épuisée;
mais tout effort a tenter dans la voie de Pintégration des équations différen-
tielles nous parait d’avance condamné i la stérilite.“ Es ist also die Schwie-
rigkeit der Integration der in Betracht kommenden Differentialgleichung, die
Souleyre von dem geraden Wege abgeschreckt hat.  Allerdings gehort diese
ileichung selbst fiir den einfachsten Fall eines gewichtlos gedachten Trigers
mit iiberall gleichem Querschnitt auf nur zwei starren Stiitzen und mit einer
unveriinderlichen Einzellast zu einer Gattung, deren allgemeines Intregal
bisher nicht bekannt war. Trotzdem ist Schreiber dieser Zeilen stets der
Ueberzeugung gewesen, dals gerade die — wenn auch nur niiherungsweise —
Integration einer strengen Grundgleichung am besten geeignet sein wiirde,
der Unsicherheit auf diesem Gebiete ein Ende zu machen. Wie grols letztere
ist, und wie weit die Ansichten iiber den Einfluls der Geschwindigkeit auf
die Durchbiegung eiserner Briickentriiger auseinander gehen, lehren zahlreiche
Mittheilungen und Erirterungen in der Fachpresse, von denen hier nur auf
die in den letzten Jahrgiingen des Centralbl. d. Bauverw. enthaltenen hinge-
wiesen werden moge.?) Die Bemiihungen in der angedeuteten Richtung
hatten den Erfolg, dals das allgemeine Intregal fiir den bezeichneten Fall

1) Annales des Ponts et Chaussées 1889, II, 8. 341 bis 441.

2) Centralbl. d. Bauverw. 1890, 8. 817; 1891, 8. 448; 1802, 8,150, 199, 215; 1895,
8. 474. — Die Erbrterungen im Jahrg. 1892 beziehen sich auf einige Abhandlungen von
Glauser. Ks scheint, dafs die an denselben geiibte Kritik die im Jahre 1894 auf 8. 66
und 59 von Glasers Annalen fiir Gewerbe und Bauwesen erschienene, sehr bemerkenswerthe
Arbeit angeregt hat, in der Glauser mittels einer nitherungsweisen Integration der vom
Schreiber dieser Zeilen auf 8. 215 des Centralbl. d. Bauverw. fiir 1802 abgeleiteten Differen-
tinlgleichung zum erstenmale ziemlich richtige Ergebnisse bringt. Die Losung ist jedoch
unvollkommen, da die angewandte Entwicklung nach einer Potenzreihe fiir einen Theil des
Triigers versagt und tiberdies das eigentliche Bewegungsgesetz im dunkeln lifst. — Das all-
gemeine Integral der Differentialgleichung war mir schon im Jahre 1892 bekannt. Die
Verbffentlichung ist bisher unterblieben, weil es wiinschenswerth schien, nicht nur die
Moglichkeit der Integration nachzuweisen, sondern auch gleich ein praktisch brauchbares
Rechnungsverfahron  auszubilden und dasselbe auf eine Reihe von Beispielen anzuwenden.
Hierzu war ein nicht unbetriichtlicher Aufwand an Arbeit und Zeit erforderlich, wodurch sich
die Vorbereitung fiir den Druck lange verzigert hat.
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gefunden wurde. Wie zu erwarten war, zeigte sich, dals dasselbe die Bahn
des Lastpunktes nicht nur fiir die der regelmiifsigen Einwirkung der Schwere
und des Federdruckes unterworfene, sondern auch fiir die beliebigen, sti-
renden Einfliissen ausgesetzte Masse ergab, d. h. dals die Losung das allge-
meine Gesetz mit umschloss, nach dem die Schwingungen eines Triigers
unter gleichmiifsig fortschreitender Last, also z B. auch die Seitenschwan-
kungen, vor sich gehen. Wenn auch nach letzterer Richtung die Schwie-
rigkeit einer zahlenmiifsigen Darstellung des ganzen Vorganges deswegen
bestechen bleibt, weil die stérenden Einfliisse meist nach Art und Grisse
weder bekannt sind, noch auch theoretisch gefunden werden konnen, so
diirfte doch die Annehmlichkeit nicht zu unterschiitzen sein, welche die
Kenntnifs des Schwingungsgesetzes in vielen Beziechungen bietet.

Schliefslich erscheint bemerkenswerth, dals das hier angewandte und
nunmehr vorzufithrende Integrationsverfahren auch dann noch eine Lisung
ergiebt, wenn die auf die bewegte Masse wirkende Kraft nicht unveriinder-
lich, sondern eine Function der Laststellung ist. Dieser Umstand erdffnet
die Moglichkeit, den Einflufs der Veriinderlichkeit des Federdruckes wenig-
stens niiherungsweise zu ermitteln.

§ 1. Differentialgleichung der Bahn der bewegten Masse.

Ein gerader, biegsamer Stab von iiberall gleichem Querschnitte mit dem
Triigheitsmoment o, dem Elasticititsmafls ¥ und der Linge 27 ruhe auf zwei
starren Stiitzen. Ein im Abstande @ von der Mitte auf den Stab ausgeiibter
Druck erzeugt dort eine Durchbiegung g, die sich (vorausgesetzt, dals die
Kraftebene den Querschnitt in einer Hauptachse schneidet, und dals J das zur
anderen Hauptachse gehorige Triigheitsmoment ist) aus der bekannten Gleichung

. Q1 o\? z\?
D v=ggr (1—7) ( +‘z")

ergiebt.?) Denkt man sich den Angriffspunkt des Druckes allmiihlich iiber
den ganzen Stab verschoben, so beschreibt er eine Curve, deren Form
durch 1) bestimmt ist. Bei unveriinderlichem @ hiingt der Verlauf der
Curve lediglich von den beiden Klammerausdriicken ab; sie hat dann die
durch nebenstehende Abb. 1 veranschaulichte Gestalt. Wenn es sich um die
Bewegung einer' Masse ' .
handelt, ist die Unveriinder- i
lichkeit von im allgemeinen 4 \ y
nur bei sehr kleinen Geschwin-

digkeiten anniihernd vorhan-
den. Demgemiils bezeichnet
man die in Abb. 1 dargestellte Linie als Curve der Senkungen fiir ruhende
Last. Welche Form die Curve bei grifseren Geschwindigkeiten annimmt,
das zu ermitteln ist der Zweck der vorliegenden Untersuchung.

~
-~
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]
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1
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1
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Abb. 1.

3) Siehe des Ingenieurs Taschenbuch ,Hiitte®, 1890, Abth. 1, 8. 203,
’ L



Eine Masse m (Abb. 2) bewege sich unter dem Einfluss der loth-
rechten Kraft 7 in einer beliebigen Bahn, die in irgend einem Punkte «, ¥
unter dem Winkel » gegen die Wagerechte
geneigt ist und dort den Kriimmungs-
halbmesser » besitzt. V7 liifst sich ersetzen
durch die Seitenkriifte 7'= V" sin » in der
Richtung der Bahn und N =V cos » recht-
winklig dazu. Dann mufls bekanntlich,
wenn sonstige Einwirkungen auf m nicht
vorhanden sind, die sogenannte Fliehkraft
von m der Kraft N entgegengesetzt gleich
sein. Ist » die Geschwindigkeit in der
Richtung von 7', und ¢ die entsprechende
wagerechte Geschwindigkeit, wonach also v =¢:cos », so ergiebt sich

mu? me?

N=Veogy=— = —«—,
¥ r cos?y

Abb. 2.

Setzt man hierin fiir den Kriimmungshalbmesser den Ausdruck

secty 1
= d!y_ = iw,
. 7

¢
so erhiilt man V= me? ‘;;i, also unabhiingig von der Neigung » der Bahn.

Diese Gleichung ergiebt die auf m einwirkende Kraft 7 in dem Sinne von
+ ¥ (also nach unten) positiv, wenn die Bahn in derselben Richtung hohl
gekriimmt ist. Rechnet man die Kraft, die » der Einwirkung von aulsen
entgegensetzt, ebenfalls nach unten (im Sinne einer Lastvermehrung)
positiv, so ist diese Gegenkraft=— V zu setzen.

Unter der stets erfiillten (der gesamten Elasticititslehre zu Grunde
liegenden) Annahme, dafs die Formiinderungen des Stabes so klein seien,
dafs die Tangente des Neigungswinkels der elastischen Linie iiberall gegen
die Einheit vernachlissigt werden darf, und unter der Voraussetzung, dals
die Richtung des Fihrungsdrucks nur sehr wenig von dem rechten Winkel
gegen die Stabachse abweichen kinne, lifst sich die vorstehende Entwicklung
ohne weiteres auf unseren Fall anwenden, und zwar, was bemerkenswerth
ist, nicht etwa nur dann, wenn der Winkel zwischen der von dem Last-
punkte beschriebenen Bahn und der Stabachse klein ist, sondern auch bei
beliebig stark geneigter Bahn. Nehmen wir nun noch an, dafs aufser dem
von der Masse m, der Geschwindigkeit ¢ und der Kriimmung der Bahn
abhiingigen (vorliufig unbekannten) Druck ¥, auf die bewegte Masse und
durch deren Vermittlung auch auf den sie tragenden Stab eine beliebige
lothrechte Kraft P (z B. Schwerkraft + Federdruck) einwirke, so ergiebt sich

d*y
Q-P— V_’ P“"‘ 7”52E‘—.
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Fiithren wir diesen Werth von @ in die Gleichung 1) ein, so erhalten
wir nach einigen Umformungen als Differentialgleichung der von der
Masse m beschriebenen Bahn:

o W TSRS | LAt AN b T
da* B met [1 — (z/1)?]? me?
Wir setzen zur Vereinfachung der Schreibweise fortan a:?=§ und be-
halten im Auge, dals & ein zwischen — 1 und + 1 liegender echter
Bruch ist. Bezeichnet ferner & das Gewicht der Masse m und g die
Beschleunigung der Schwere, so geht Gleichung 2% mit da? = [*d&* und
m= (@ : g iiber in
2h) &Y . ORI pB. g i P gD
ds* GiE c* (1 —8& G ¢t
Es empfiehlt sich, die Bedeutung der einzelnen Ausdriicke etwas niiher
zn priffen. Mit =0 und Q-— G ergiebt sich aus Gleichung 1) fiir die
Senkung ,, die die Masse s erleiden wiirde, wenn sie in der Mitte des
betrachteten Stabgs ruhte (¢~ 0), der Werth y, = G1°: 6 K./

Ferner ist wsd—#, die Zeit, die die Masse gebrauchen wiirde, um die
Linge ¢ mit der Geschwindigkeit ¢ zu durchlaufen. Bezeichnet man die
Hihe, die die Masse in derselben Zeit frei durchfallen wiirde, mit &, so
ist 2k gt;—gl*:¢t. Hiernach kann die Gleichung 2%) in der Form

d*y 2h Y P
T (e ]
geschrieben werden,

24)

== (),

2h=0(

Wir wollen nun die Fallhthe 2% als Mals fiir y benutzen und den mit
dieser Kinheit gemelsenen Werth mit # bezeichnen, sodals also

2
n= "%a_ und d*y— ti;:
Theilt man die vorhergehende Gleichung durch 22 (was zuliissig, so
lange nicht ¢ unendlich grols ist), so ergiebt sich
iy  2h 9 =

Qo el i i iy i’ Sy N
2°9) Bty U=y G 0.
Setzen wir zur weiteren Vereinfachung
g
| R ot P
2 - THERC Lk i
6/

dann sind « und # Festwerthe, wenn P und ¢, wie dies nunmehr geschehen
soll, als unveriinderlich angenommen werden.*) Damit lautet die den Gegen-

4) s moge hier die Bemerkung Platz finden, dafs das weiterhin angewandte Inte-
grationsverfahren auch dann zum Ziele fiihrt, wenn g nicht unveriinderlich, sondern eine
beliebige Function von § ist. Man hat dann nur g unter, statt vor das Integralzeichen zu
setzen.
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stand der weiteren Untersuchung bildende Differentialgleichung in iibersicht-
lichster Form

1
1) T+ =g A=

Der Vollstindigkeit wegen wiederholen wir noch die fir die Veriinder-
lichen & und % bestimmenden Gleichungen

, & 12
’1“) g=T; 1]=ET_’I;; 2hl=%,_=a?foo

Aus 3) und 4% lifst sich dann die Bedeutung aller in der Grund-
gleichung 4) auftretenden Grofsen bequem {ibersehen ).

§ 2. Allgemeine Integration der Differentialgleichung.

Um die Gleichung 4) zu integriren, setzen wir zuniichst

b) 7 = medE, wo % und U7 vorlaufig unbekannte Funktionen yon &
Dann ist

dy ds fust o Jusk  fdx | Juak

aE J,‘.'g +alUe ﬁ(dg—}-,.U)e ;

d*y d*x S de GUF L o N

Fithrt man diese Werthe in 4) ein, so kommt

d*z dx dlU a ~ fuag

ol 7 ) s Rl | e i e ¥ o

Th+2U G (d; + U2+ (1——§*)=‘)‘ P

Das zweite Glied der linken Seite ergiebt durch Integriven nach Theilen
v v dl
DT . O (T% s | 2 (e,
J.,Udg 2% ./..xdgd,
Hiermit liefort die vorhergehende Gleichung bei einmaligem Integriren
dx A « : o LLE
8) T 8T P TR, S () /e dE 4+ G,.
) Gt Ux+ (=G5 +0+ “_g,},) ag=pfe? " ar+ G,
Es soll nun gepriift werden, ob sich die bisher willkiirliche Funktion (7
o bestimmen lifst, dafs der unter dem Integral der linken Seite stehende
Klammerausdruck Null wird. Zu diesem Zwecke ist die Hiilfsgleichung

dU o
eI o ¢ [ Bkt
ds e (1—&%2
zu integriren. Wir setzen T &) d’i +28u
7) Ue=-—%_  Dann wird S = —— L
—& dk (1— &)

Hiermit lifst sich die Hiilfsgleichung auf eine Form bringen, die in
der That mittels eines kleinen Kunstgriffes integrirt werden kann. Man
) e du u—28u «
erhiilt niimlich dis et S

5) Das Einpriigen der Bezeichnungen diirfte durch die Bemerkung erleichtert werden,
dafs die griechischen Buchstaben iiberall Ve vhiiltnifszahlen (Dimension Null) bezeichnen.



Fiigt man hierzn

" PO o
Lof? ol =gt
— 2 — &2
50 kommt ;;?; _(f{—; (]x-—éie'

Krsetzt man hierin « durch eine

neue Veriinderliche gemiils

8) w—E=gq, und du:d§—1 =dq:d§,
+ it dy q* a—E&?
so folgt T e T 1
a—1
1—&
dg dé
g il WL ™
) oder e i Kl

sodals nunmehr die Verinderlichen getrennt sind.
hiingt davon ab, welchen Werth « hat.

grifser oder kleiner als 1.

Die weitere Rechnung
Wir nehmen zuniichst an, « sei

Da negative Werthe nach 3) iiberhaupt ausge-

schlossen sind, so bleibt dann nur noch der Fall @ = 1 zu untersuchen.

D)l a1,
10) Gesetzt: Va—1=Fk.
Die Glcic}umg 9) liefert

1— arctg -
2 g

woraus folgt:

q = ktang (k Arftg &).
Mit Riicksicht auf die Gleichungen 7)
k tg (kAnttg &) + §

‘.!Itftg =

1) e<1.
Vi—a=1
Die Gleichung 9) liefert

10)

1 q 3

woraus folgt:

q =t Tang (—  Axftg &).
und 8) wird also
fTq(—[Arftg &) + &

11) U ea—=— —& | U= —""— T e
Es werde nun zur Vereinfac]umg gesetzt
12) Arttg & = @,
| l dw
also -E:
Dann wird
Ue=  ktgkw— aw -+ §__ U=—1t% lm E
8 dE 1—& 8 E
[Uds = g eosiw — S g (1= 2w fUdg — —1gGoffw — ‘—)'lg(lu,!}
(i o g iR
gcoskw Vl«—g* Lnf[w Vl
Hiermit ergiebt sich Hiermit ergiebt sich
Juak 1 Juds 1
e = ————————— e = o S v —
coshkw-Y1—& Goftew- Y1 —&
also nach 5): also nach b): ,
13) = R ey n= el s
coskw-y1—§? Gojfw Y1 —¢2




Bs ist jetzt nur noch der Werth von x zu ermitteln. Da U so be-
stimmt wurde, dafs der unter dem Integral der linken Seite von 6) stehende
Klammerausdruck und damit dieses Integral selbst verschwindet, und da
ferner U nach 11) eine Function nur von & ist, so bildet 6) eine lineare
Differentialgleichung erster Ordnung fiir #, deren Integral sofort angegeben
werden kann. Dabei ist es nicht erforderlich, die beiden vorstehend ge-
trennt behandelten Fiille noch weiter einzeln fortzufithren, da aus den bis-
herigen Ergebnissen schon folgt, dals sich dieselben — von den Beiwerthen &
und f abgesehen — nur dadurch unterscheiden, dafs im Fall @ > 1 die Kreis-
functionen, im Fall « << 1 die gleichnamigen Hyperbelfunctionen auf-
treten. Fiir den ersteren Fall findet man aus 6):

% 2= 01+{ijc_f g o+ costwyT—Fas
x-ﬂ_'l =p [C-‘,+ fe-’ v (0,+p*j cosf.:w-yl;'s-'dg)dg]
St Oy pa: f{cusﬁn Y1—8d§

cos® kw (1— &) |: ¥ tg kw + cos e (I—B9 d._.,].

Die Einfithrung dieses Werthes in 13) ergiebt fiir

a>1

y = cos kw y1—£ [Cﬂ + ‘;‘ tg .’m‘+ﬁf
und fiir e <1

5= Cof tw y1—& I:C, -+

[ eos kaw - }”1 —E"da-. dc:l

cos’kw (1— &) 3

Gof fuw -1 & e
Cof* tw (1—&) ’]'

Diese Ausdriicke lassen sich noch auf eine regelmiilsigere und zugleich
einfachere Form bringen, indem man das Doppelintegral durch Integriren nach
Theilen entfernt. Da niimlich

jfwi"}""' Y18 d"‘ - tg!'.w/cob kw - Y1— §2dE— %_Jsin hw - Y1— &4,

cos?he (1 —E’)

2 gon tai ot [ L
1 Tg tw +{if

so ergiebt sich mit anderer Bezeichnung der Integrationsfestwerthe als Glei-
chung der Bahn fiir

a>1und k=Va—-1:
144 :7 = ]fl —& [Alsm kw + A, coskw - ': (sin ke fcos kw1 — E*dE
— 008 w f'sin kew 1 — &% §'d§)]
und fiir @ <1 und t=]/1— a:
141) o y1—& [A Sin b + 4, Cof foe -+ (em tw [Gof fw Y 1— 2§

— Gof tw [Sintw)1—& d‘s‘)]

worin nach 12) w = rftg & und « und # durch Gleichung 3) bestimmt sind.
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Es ist noch zu ermitteln, wie sich die Gleichung der Bahn gestaltet,
wenn III) e=1 ist’
Hiermit geht 9) iiber in
L.
q'.' Vs gu
woraus leicht — —;—-——- Arltg & folgt. An Stelle von 11) tritt
1 £
4 72 Uektg £ 5
- iy
Benutzt man wieder die Abkiirzung 12), so wird
1 dw &
oot w d§ 1—&
also ./‘Ud{:'= —lgw — _13 Ig (1—5)
Poip. b i,
g w Vl _'gs
! ! [‘Udr 3
Hiernach ist ="

fhl w1 —F
Diese Glmchungeu unterscheiden sich von den frither fiir «¢>>1 gefun-
denen nur dadurch, dafs 1 und -1 :% an Stelle von &k und tgkw in U,
sowie 2 an Stelle von cos/kw im Integral von U erscheinen. Dieselbe Aen-
derung tritt, wie leicht nachzuweisen, in der oben ausgefithrten Berechnung
von x und daher auch in der Gleichung fiir 4 ein. Man findet demgemiils
— Gl ) IleﬁEd“
= 1} -—t! fr— 1 - t
n=wyl-§ [C’ w_l_ﬁ./ wi(l— &) d:|
Die rechte Seite lifst sich durch Integriren nach Theilen in ganz iihn-
licher Weise von dem Doppelintegral befreien, wie frither. Bs wird also
fir @ = 1.

1410y = Y184, w+ 4, + pofY1—E dE — fw) 1—Ed§).%)

S S

§ 3. Eigenschaften der Stammgleichung. Rechnungsprobe.

Ueberblickt man nun die drei Gleichungen 14), so zeigt sich zwischen
ihnen — wie zu erwarten — eine nahe Verwandtschaft. Beriicksichtigt man
niimlich, dafs &= ¢t ist, und fiihrt man letzteren Werth in Gleichung 147
ein, 80 nimmt sie wegen

sinifw = ¢Sinfw und cosifw = Cof fw
eine Form an, die sich von der der Gleichung 14" nur dadurch unter-
scheidet, dals 4,¢ an Stelle von A, getreten ist. Da aber dieser Integra-

G) Das erste Integral lifst sich olma weiteres auswerthen, Es ist

JYI=F dt= ] (awam P EY1-89),
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tionsfestwerth an sich willkiirlich ist, so stimmen die beiden Gleichungen
vollkommen iiberein und kann die eine die andere ersetzen. Niihert sich
ferner in 14') die Grofse & der Null, so nihert sich fiir alle endlichen Werthe

AREEE gin kw der Grenze kw und coskw der Grenze 1.

Damit geht die Gleichung 14') in 14™) iiber; die letztere kann also
ebenfalls durch die erstere ersetzt werden. Die drei Gleichungen lassen sich
in eine zusammenfassen, wenn man fiir die mit 4, und 4, multiplicirten
Ausdriicke und die Werthe %, f und 1 eine gemeinschaftliche Bezeichnung
einfiihrt. Wir setzen zu diesem Zwecke, wenn nach 3)

a>1 a=1 a<l ist,
7 =V1 —Bginkw; Y1—8w; Y1 -5&intw;
15) ny = Y1—Ecoskw; Y1=8 ; Y1— £2Gof tw;
ly=}/a——1":k Ea ; Y1—a = t

worin iiberall nach 4% &= :1 und nach 12) w = Axfty &
Damit ergiebt sich fiir die drei Gleichungen 14) die gemeinsame Form
16) m =4, n+ Ay % +-§( "y fn,dg— Ty fn:dé)-
Durch einmaliges Differenziren nach § folgt hieraus
dy _ 4 0 dy, . B (dw [, ge_ W €
1) Gh=aGhtAgt (df e ¥ — 30 m db).
Durch nochmaliges Differenziren nach & ergiebt sich
d*y d*y d*y g (d*y d*yy
18} E&@' - A1 —dg.;' + Ag _d'é'.';;_ e J’ ( Rg,—'/ e d‘f— -R_E:_!/ " dss
d, dy, )
" dE TR (i :

Diese Gleichungen sollen nun zuniichst zur Anstellung einer Rechen-
probe benutzt werden, die dem Leser die Gewilsheit geben wird, dafs bei
den bisherigen, nicht ganz einfachen Entwicklungen kein Fehler begangen
worden ist, und die aufserdem geeignet erscheint, den Zusammenhang zwischen
der Differentialgleichung 4) und ihren Stammgleichungen in ein helleres Licht
zu riicken, sowie fiir die weiteren Rechnungen als bequeme Grundlage zu

dienen.
Mit Benutzung der Beziehungen

d sin kw _dw  dcoskw e dw
—-d-g—::kcoskwgg—, S Mo i sin A.wa;,_.-;
d Sin fw dw  dGoffw ; dw
NN N s EO N N e i - e e
& f Cof tw dE & f Sin fu &>
e Gt 0 iR SRR
dg P SR B
ergiebt sich gemiils 15)
dy £ 4 Yt
19) E§l i +iE fiir « beliebig;
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ferner
dy & 2
20) d?:“"l_s 7 F lywa » @zl
&
und T :—H Uy AR
Mit Hiilfe der weiteren Gleichungen
— L2 ¢
(_I. Wi Rereeg ) 1..:*: W und {.l 4 7 il 2 7§
ds 1—§? (1—&92 ds 1—§2  (1—§9)?
folgt durch nochmaliges Diﬂ'eren?iren aus 19) ft‘ir i S
d*y, 14 &
BTt §*)*
§2 7§
i (1 __g':)z' !y B t:s}z Tl
ot r“
ST —_ t!)! (/) Bl L‘n): e

Wenn a= 1 ist, fillt das erste Glied der letzten Zeile fort. Ks wird
also mit Riicksicht auf die durch 15) gegebene Bestimmung der Werthe von
y fiir beliebige Werthe von a:

91 dz?fl £ ’ a
i T A
Ferner findet man fiir e = 1:
da’h 14 &3 3 ?’*i-'
&A=y T =gy
52 bk

+ gsyr Y2 i ’;‘2}2 I
y‘ g
{1 )3 ?172 —_ (1 '?t.t}:
Wenn a=1 ist, fallen alle Glieder mit doppeltem  Vorzeichen fort.
Mithin wird fiir beliebige Wertlle von «:
d*n,

22) ?g';!— e (l 2 '7!
Aus 19) und 20) folgt noch
¢ dy, d
23) d{; e e d’? = i_ i +) fiir @z 1
und :T-Z—_S;- 1?: g o= ].,
also =y s @ beliebig,

wie sich leicht ergiebt, wenn man fir #, und 7, ibre Werthe aus 15)
einsetzt.

Mit Benutzung von 21), 22) und 23) geht nun die Gleichung 18) in
die Form

d2
fﬁ“ e v (_1%3); [Al N+ Ay + {:, (o S A& — ?hf'hdf)] +
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iiber. Da aber nach 16) der Ausdruck in der eckigen Klammer - 7 ist, so
ergiebt sich
d? ; i g g
‘ﬂ'E? i _Lg:iji n -+ # in Uebereinstimmung mit 4).
Die Gleichung 16) stellt mithin richtig ein Integral jener Differential-
gleichung zweiter Ordnung dar, und da sie zwei willkiirliche Festwerthe ent-
hiilt, so liefert sie das allgemeine Integral.

Vielleicht konnte bei manchem Leser der Umstand Anstols erregen,
dals die gefundene Stammgleichung noch zwei Quadraturen verlangt, durch
deren Ausfithrung zwei weitere willkiirliche Festwerthe in die Gleichung ge-
langen miifsten, sodals deren eine Ueberzahl vorhanden wiire. Dies Be-
denken erkennt man aber sofort als hinfillig, wenn man die Gleichung 16)
auf die Form

24) 7 - (Al e gl/"?ud'f) n -+ (As o %j"hd'f) U

bringt, die zeigt, dafs die schon vorhandenen willkiirlichen Grifsen zugleich
die Rolle der durch die beiden noch auszufithrenden Quadraturen erforderten
Festwerthe spielen. Die Stammgleichung enthiilt mithin in der That — wie
es sein mufs — nur zwei von einander unabhiingige willkiirliche Festwerthe.
Da jene Quadraturen sich leider nicht durch eine Integration in geschlossener
Form bewerkstelligen lassen, so werden wir weiterhin ein anderes geeignetes
Verfahren dafiir entwickeln.

Es eriibrigt hier nur noch, einige Worte beziiglich der Vorzeichen der
Wurzelgrofsen y und V1 —¢& zu sagen. Bisher sind diese Wurzeln still-
schweigend als positiv angenommen worden. Wiihlt man statt dessen zuniichst
7 negativ, so iindert sich nach 15) nur das Vorzeichen von # und damit
auch das des ersten Gliedes der rechten Seite von 16), withrend alle {ibrigen
Glieder offenbar ihr Vorzeichen behalten. Da nun aber das erste Glied mit
dem willkiirlichen Factor 4, behaftet ist, an dessen Stelle auch — A, gesetzt
werden kann, so ist die Aenderung des Zeichens von y iiberhaupt ohne
Einflufs. Nimmt man anderseits Y1 —& mit negativem Vorzeichen, so
iindert sich mach 15) auch das von # und 7. In Gleichung 16) werden
dann die beiden erston Glieder der rechten Seite negativ, wiihrend der
Klammerausdruck ungeiindert bleibt. Wegen der Willkiirlichkeit von 4, und
A, greift dann aber dieselbe Erwiigung Platz, wie vorher, womit bewiesen
ist, dals auch die zweite Wurzelgrilse mit beliebigem Vorzeichen in Rechnung

gestellt werden darf.

§ 4. Darstellung der Grifsen », und o, fiir « = 1.

Fiir die weitere Behandlung der Gleichung 16) oder der gleichwerthi-
gen 24) ist eine Untersuchung der Functionen #, und 7, sehr forder-
lich. Obgleich sich eine solche auch auf dem analytischen Wege leicht
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durchfithren lassen wiirde, ziehen wir doch die geometrische Betrachtungs-
weise vor, da diese den Vortheil grifserer Anschaulichkeit bietet und die
Frage nach der Auswerthbarkeit der
in jenen Gleichungen noch vorhande-
nen Integrale bequem zu entscheiden
gestattet.

Bezieht man die Grifsen &, 7,
und %, auf ein rechtwinkliges Achsen-
kreuz (Abb. 3), so legen sie einen
Punkt im Raume fest. Betrachten wir
vorliutig %, und #, als unabhiingig
von &, so stellen diese Grilsen eine Fliche dar. Als Gleichung derselben
ergiebt sich, wenn zuniichst der Fall

a > 1

+E

+n,

N,
Abb. 3.

ins Auge gefalst wird, aus 15)
25) B+ =1

Die Fliche ist also eine Kugel mit dem Halbmesser 1. Die Gleichung
lifst sich moch in eine etwas andere, fiir die Anwendung bequemere Form
bringsn, wenn man den Abstand ¢ des Flichenpunktes von der &-Achse
einfithrt. Dann ist

26) e=Vi+tp=V1—§
und der in den Gleichungen 15) auftretende Winkel ke erscheint in der
rilumlichen Darstellung als Winkel zwischen ¢ und der Ebene &7,.

Auf dieser Kugel liegen jedenfalls die durch &, %, und #, nach 15)
bestimmten Punkte. Nun besteht aber aulser letzteren Gleichungen auch
noch eine durch 12) ausgedriickte Beziehung zwischen & und 2, womit fiir
jedes & ein bestimmter Punkt der Kugelfliche festgelegt ist. Die drei
Gleichungen 12) und 15) zusammen stellen hiernach eine auf einer Kugel
mit dem Halbmesser 1 liegende Raumcurve dar, und es sind ins-
besondere die beiden letzteren die Gleichungen der Projection dieser Raum-
curve auf die Ebenen &z und &7y, wiihrend 26) in Verbindung mit 12) die
Gleichung der Projection auf die Ebene 7, u, liefert, Aus 12) folgt & = Tang w;
hiermit geht 26) iiber in

27) 0= V1 —Tang*w = -@6—;;.

Triigt man die hieraus fiir ein gegebenes 2 berech- a
neten Werthe ¢ vom Nullpunkt 0 des Achsenkreuzes aus
auf einem Leitstrahl ab, der in der Ebene 7, 3, unter
dem Winkel ke gegen die Achse der 7, gezogen wurde,
so ergiebt sich der zu dem fraglichen w gehirige Punkt
der Projection der Raumcurve auf die genannte Ebene.
Dieselbe Auftragung liefert dann leicht, wie Abb. 4 er-
kennen lifst, auch die Werthe von %, und #,, und da & als Function von
w bekannt ist, so kinnen aus der einen Projection die zum Auftragen

e
Abb. 4.

e
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der beiden anderen erforderlichen Mafse ohne weiteres entnommen werden.
Bei Anwendung der vorhandenen Tafeln der Hyperbelfunctionen ist das
Verfahren sehr bequem.?) Bs lifst sich noch weiter vereinfachen mit Hiilfe
einer zeichnerischen Darstellung der Werthe & = Tang w und ¢ = 1:Cof 2.
Abb. 5 zeigt den allgemeinen Verlauf der betreffenden Linien. Fiir w=10
ist £=0 und ¢ = 1. Mit wachsendem oder abnehmendem w niihert sich &
dem Werthe 4 1 und — 1 und ¢ der Null, welche Grenzen jedoch erst fiir
w — 0o erreicht werden. Die Abb. 6 auf Tafel I enthiilt eine genauere Auf-
tragung nach Mafs, in der die fraglichen Linien jedoch, um an Platz zu
sparen, derartig abgebrochen gezeichnet sind, dafs sich die zu aufeinander
folgenden Einheiten von w2 gehirigen und am linken Rande mit der unteren

 Xang®

- i

—

+1

Abb, 5. Allgemeiner Verlauf von &= Tangw
und g ==1: Gofw.

Grenze der betreffenden Einheit bezeichneten Stiicke iibereinander geordnet
vorfinden. — Um die Auftragung der Werthe von ¢ nach Malsgabe der
Abb. 4 miglichst zu vereinfachen, wird man nicht runde Werthe von w
annehmen, sondern vielmehr den Winkel kb nach einfachen Bruchtheilen
etwa eines rechten Winkels abstufen.

Nach dem beschriebenen Verfahren ist als Beispiel zu dem Fall @ = 1
in Abb. 7 die Projection einer Hilfte der Raumcurve auf die Ebene #; 4, in
Abb, 8 rechts die Projection der zu den positiven Werthen von & gehorigen
Hilfte auf die Ebene &1y, und links die Projection der anderen Hiilfte auf
die Ebene &7, fiir @ = 388, also k= 6,15 dargestellt.®) Man erkennt, dals
die zur Veranschaulichung des Aenderungsgesetzes der Gréfsen #; und 7,
gewiihlte Raumcurve eine Schneckenlinie ist, die die Kugel von dem einen

7) 8. Ligowski, Taschenbuch der Mathematik, sowie desselben Verfassers Tafeln
der Hyperbelfunctionen (Berlin, Wilhelm Ernst u. Sohn).

8) Die Bedeutung von « ist zwar durch die Gleichung 3) vollkommen klargestellt,
doch diirfte das obige Beispiel an Anschaulichkeit gewinnen, wenn noch einige auf den
benutzten Werth von « filhrende Einzelannahmen hinzugefigt werden, wie sie etwa in der
Wirklichkeit vorkommen kénnten, Wiihlt man, um einen Fall von mbglichst ausgesprochener
Massenwirkung vor Augen zu haben, als Last eine starre Masse m von 7,6 t Gewicht, die
sich iibor einen gewalzten Triiger von 2m Linge mit einem Triigheitsmoment von 0888
(Normalprofil 30) bewegt, so entspricht dem obigen Werthe von « eine Geschwindigkeit e
von 20 m in der Secunde oder 72 km in der Stunde. Bei einem gofederten Eisenbahn-
fahrzeug mit 7,6 t Raddruck miifste man  wesentlich kleiner, also ¢ entsprechend grofser
annehmen, um denselben Werth von « zu erhalten.
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Pol (¢= —1) zu dem entgegengesetzten (¢ = -+ 1) hin in unzihlig vielen
Windungen umkreist. Ein niiheres Eingehen auf die Natur dieser Linie ist
fiir die vorliegende Aufgabe entbehrlich; es mige nur bemerkt werden, dals
sie die Bigenschaft besitzt, iiberall denselben Winkel mit den Meridianen
zu bilden, und zwar findet man die Tangente dieses Winkels = k. Die Linie
ist also die sogenannte Loxodrome, die besonders in der Seeschiffahrt (als
Bahn eines in unveriinderlichem Kompalskurs fahrenden Schiffes) eine wichtige
Rolle spielt.

Abb. 7. Darstellung von g, 5, und », Abb. 8. Darstellung von #, und »,
als Function von ke fiir « = 1. als Function von § fiir « = 1.

Nach Gleichung 8) ist k= Ya — 1 sehr grofs, wenn die Geschwindig-
keit ¢ sehr klein ist. Dann fallen die einzelnen Windungen der Schnecken-
linie sehr nahe zusammen und wird die Wellenlinge der in Abb. 8 dar-
gestellten Projectionen sehr kurz. Wiichst die Geschwindigkeit, so nimmt
die Wellenlinge zu, und wird @ = 1, also k = 0, so geht die Schneckenlinie
in einen Meridian {iber.")

Fiir noch grifsere Geschwindigkeiten wird ¢ < 1 und k = ¢f imaginiir.
Dann tritt Gleichung 14Y) fiir Gleichung 14') ein und verliert die auf letz-
tere gegriindete riumliche Darstellung offenbar ihre Giiltigkeit. Wenngleich
dieser Fall fir die Anwendung weniger wichtig ist, wollen wir ihn doch im
Interesse einer erschopfenden Losung der Aufgabe nicht tibergehen, zumal
es nicht schwer ist, durch eine ganz iihnliche Betrachtungsweise wie vorher
aus der Gleichung 14™) auch iihnliche Schliisse zu ziehen. Mit den fiir

a< 1
aus 15) folgenden Werthen von #, und 7,, nimlich
o= VI—EGmtw und 7 = V1 —ECoffw ergiebt sich statt 25):
&5 —h+p+e=-1

9) Fir den in Fufsnote 8 gewiihlten Fall tritt dies bei einer Geschwindigkeit von
124,6 m i. d. Secunde == 449 km i, d. Stunde ein,
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Hiernach ist die Fliche, auf der die den Verlauf der Gréfsen 7, und 7,
veranschaulichende Raumcurve liegend gedacht werden kann, nunmehr ein
Umdrehungs-Hyperboloid, das die frither gefundene Kugel in der durch
7, == 0 bestimmten Curve, also in einem grifsten Kreise beriihrt. Dieser
beiden Fliichen gemeinsame Kreis ist offenbar digjenige Form, in welche die
Raumcurve fiir den Grenzfall k= f = 0 iibergeht. (Er wurde oben bei der
Kugel als Meridian bezeichnet; bei dem Hyperboloid ist er dagegen Aequator.)
Denn bei unveriinderlichem %, ist 28) die Gleichung eines Kreises; wird
% == 0, so hat der Kreis den Halbmesser 1. Fiir einen beliebigen, durch
die Achse der 7, gelegten ebenen Schnitt ergiebt sich aus 28), wenn man
den Abstand eines Punktes von dieser Achse mit L bezeichnet, — da
0 e &2 9 ist — als Gleichung des Meridians der Umdrehungsfliche

".:’ & 7f'f= 1!
was eine gleichseitige Hyperbel mit der reellen Halbachse 1 darstellt,

=1
N
D
r §\
T~
M~
~
£-— 3 -3l*1
q’ -
\\
N s
N
\\\\ 5
. s I8
" =g
Abb. 9. Darstellung von #, und », Abb. 10. Darstellung von 5, und »,
fiir « = 1. als Function von § fir « = 1.

Abb. 9 zeigt einen derartigen Meridianschnitt durch die Kugel und das be-
rithrende Hyperboloid, und zwar ist als solcher der Schnitt mit der Ebene
7y 4y gewiihlt, fir den mit §=0 aus 28)
=1
folgt. In die Abbildung sind auch die Asymptoten dieser Hyperbel einge-
tragen. Sie bilden zugleich die Projection der Geraden, in denen das Hyper-
boloid durch zwei im Abstande + 1 von der Ebene #, 3, parallel zu dieser
gelegte Beriihrungsebenen geschnitten wird.
Die Raumcurve, welche die Gleichungen 15) in Verbindung mit 12)
darstellen, lifst sich nun am einfachsten zur Anschauung bringen, indem
man &, 9, und #, fir verschiedene fw berechnet und auftriigt. In Abb. 10

ist dies geschehen und zwar gleich fiir mehrere Werthe von f V1 —a,
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da der Verlauf der Curven ein solcher ist, dafs sich die angegebenen Linien-
ziige leicht voneinander unterscheiden lassen (was bei « = 1 nicht der Fall
gewesen wiire).1%9) Aus Abb. 10 sind die zusammengehirigen #, und #, in
Abb. 9 iibertragen, womit dann die Raumcurve in allen drei Projectionen
dargestellt ist. Sie ist in dem Grenzfalle @ = 1, also fiir f= k=0, wie schon
erwiihnt, ein Kreis mit dem Halbmesser 1. Wiichst die Geschwindigkeit, so
wird @< 1 und ist f = )/ 1 — e« ein echter Bruch. Die Raumcurve weicht
dann von dem Kreise ab, schneidet denselben aber stets in den drei zu &= — 1,
0 und + 1 gehorigen Punkten und zwar im ersten und letzten dieser Punkte
unter 45% im Punkte §=0, # =0, 5, =1, dagegen unter einem veriin-
derlichen Winkel, dessen Tangente—f ist. Da « nach 3) mit wachsendem ¢
immer abnimmt, so niihert sich f dabei der 1, der in Rede stehende Winkel
also dem Grenzwerth 45°% Die Raumecurve geht dann mit ¢=oco in einen
gebrochenen Linienzug iber, dessen Theile Erzeugende des Hyperboloides
sind. In der Projection auf die Ebene 7, 3, (Abb. 9) erscheint der Linienzug
als rechtwinkliges Dreieck mit der Spitze im Punkte #; =2, =0 und der
Grundlinie im Abstande 1 davon. Die Projection auf die Ebene &, iihnelt
einem N; auf die Ebene &7, projicirt erscheint die Raumcurve in der Form
eines halben Quadrates mit der Seitenlinge 2.

Ueberblicken wir nun nochmals die beiden Abbildungen 8 und 10, so
erkennen wir, dals die Grofsen » und 7, niemals unendlich grofs werden,
welches auch der Werth der Geschwindigkeit ¢ sein moge, und dals der Ver-
lauf von #; und %, ein stetiger ist, so lange ¢ << co. Die Fliichen, welche
die 7; und %, darstellenden Curven mit der Achse der & und zwei beliebigen
Ordinaten einschlielsen, sind ebenfalls immer von endlicher Grifse und stetige
Functionen von e« und & Sie iindern sich periodisch und liegen stets inner-
halb eines Kreises vom Halbmesser 1, so lange « > 1; sie sind unperiodisch
und liegen stets innerhalb eines dem Kreise umschriebenen Quadrates fiir
@ < 1. Hieraus ergiebt sich die wichtige Folgerung, dals die Werthe der
in den Bahngleichungen 147), 141) und 14™) auftretenden Integrale — die
offenbar die allgemeinen Ausdriicke fiir die Grifse der vorerwiihnten Flichen
darstellen — sich stets zahlenmiilsig bestimmen lassen miissen, sobald die
Grenzen der Integration gegeben oder angenommen sind. Es kinnte das
z. B. mit Hiilfe des Polarplanimeters geschehen; gerade fiir den praktisch
wichtigen Fall «@ = 1 wiire dies aber offenbar recht umstiindlich, da dann
sehr viele Curvenpunkte berechnet und aufgetragen werden miifsten, um
die wellenformigen Curven 7, und #, hinreichend genau festzulegen. Es soll
deshalb spiiter ein anderer, bequemerer Weg zur Bestimmung der Integral-
werthe gezeigt werden.

10) Fiir den in Fufsnote 8 gewithlten Fall entsprechen den in den Abb. 9 u, 10 ge-
nannten Werthen
w=FP 06 og0t 0
die Geschwindigkeiten 1246 1439 286 ©om i. d. Sec.
oder 449 b 1020  ©© km i, d. Std.

Zimmormann, Schwingungen. 2
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§ 5. Allgemeine Bestimmung der Integrationsfestwerthe.

Fiir die Aufsuchung eines zweckmiilsigen Niiherungsverfahrens ist es
von Wichtigkeit, die Grenzen zu kennen, innerhalb deren die Integration
auszufiihren ist. Dabei spielen aber, wie schon erwiihnt, auch die Integra-
tionsfestwerthe 4, und A, eine Rolle, sodals es sich empfiehlt, zuniichst die
Bedingungen zu ermitteln, denen diese Werthe in einem gegebenen Falle
geniigen miissen. Wir nehmen zu diesem Zwecke an, es sei ein belie-
biger Punkt #, ¥y der Bahn der schwingenden Masse, sowie der
dort vorhandene Neigungswinkel » gegen die Achse der z gegeben.
Der bequemeren Schreibung wegen soll eine besondere Kennzeichnung der
gegebenen und der von ihnen abhiingigen Grifsen nicht eingefiihrt werden;
es ist dann nur im Auge zu behalten, dals sich dieselben nicht auf die
laufenden Coordiaten, sondern auf einen ganz bestimmten Punkt beziehen.
Ferner setzen wir zur Abkiirzung — mit Andeutung des Factors sin und
cos oder ©in und Cof in 7 und %, — die bestimmten Integrale

! ;
29) fpdE=8 und fy,dE=C.

Mit den gegebenen Werthen @z, ¥ und » ergeben sich, gemiils der Be-
deutung von & und 3 deren zugehirige Werthe

: . fwlbpane Ay ay o ibdy: vl
89) g w1 o G B K

Setzt man diese Werthe in 16) und 17) ein, so erhilt man zur Be-
stimmung von 4; und A4, die zwei Gleichungen

tang ».

ndy+ o g 4y 2129& _g( 70— n S)i
dmy Wl it _B(dy ,_ dy )
TE AL e e Wik y(ds aEo)

Die allgemeine Auflosung dieser Gleichungen nach 4, und 4, liefert
ziemlich verwickelte Ausdriicke, die sich vermeiden lassen, wenn man Fol-
gendes beachtet. Die Nenncrdeterminaute wird nach 23)

d
31) _d_é' U dv:l it

Die Unterdeterminante fiir 4, wird

ydy 1 #( )
o d§ oh tnngv 'fﬂ+ y ’21 db +?'2 C

und digjenige fir A4,:
Y dy Py e d’h)
ok +2!tangr ql-i—y( ?’d§+1 S.

Auch hier kann auf die Klammerausdriicke die Gleichung 23) ange-
wendet werden. Damit ergiebt sich, wenn man fiir S und C wieder ihre
Werthe aus 29) setzt:
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32) o 7( Thds T u tangv - m—ﬂju;d,)
' AN g A
As = — 7 ( ry ’l —Q-+E—,—tangn Ny — F”"hdg)

Wir bringen in Erinnerung, dafs die hierin auftretenden Grifsen durch
die Gleichungen 3) fiir # und 15) fiir y, %, und 7, bestimmt, sowie dals die
Differentialquotienten der letzteren nach & = 2 :7 in 19) und 20) ausgerechnet
sind. Mit Beachtung der diesen (ileichungen beigefiigten Grenzbedingungen
gilt 32) fiir alle moglichen Werthe von «; die Integrationsfestwerthe 4, und
4, sind also hierdurch allgemein bestimmt. Fiir die weitere Ausfihrung be-
darf es nun niiherer Annahmen iiber die Kraft P, die auf die schwingende
Masse einwirkt. Wir konnen in dieser Beziehung zwei Hauptfille unter-
scheiden.

§ 6. Anwendung auf zwei Hauptfiille.

Erster Fall: Die Kraft P ist Null; die Masse bewegt sich also ohne
Einwirkung iufserer Kriifte. Mit P verschwindet nach 3) auch # und in den
Gleichungen 16) und 32) das diesen Factor enthaltende Glied. Die Gleichungen
werden dann frei von Integralen und geben also eine vollstindige Losung
der Aufgabe in der Form

33) = A+ Ay,

worin %, 3, und 4, die durch 4% und 15) festgelegte Bedeutung haben. Als
Beispiel hierfiir bieten sich die Schwingungen eines senkrecht belasteten
Trigers in wagerechter Ebene dar. Obgleich dieser Fall fiir die An-
wendung nicht ohne Wichtigkeit ist, miissen wir gegenwiirtig auf eine ein-
gehendere Behandlung verzichten und uns vorbehalten, bei Gelegenheit auf
ihn zuriickzukommen. Kinige ohne weiteres aus den gefundenen Gleichungen
zu ziehende Schliisse mogen jedoch kurz angefiihrt werden.

Angenommen, die die Bahn der schwingenden Masse bestimmende
Curve 3 habe ein Element mit der zu der betreffenden Geschwindigkeit ge-
hirigen Curve 7, gemein, sodals nach 30) y : 2k = 4, und ltangy: 2k —
duy : d§ ist. Dann wird nach 31) und 32)

4 =1 und 4, =0,
mithin 7 =9,
wonach die Curve % ganz mit der Curve # zusammenfillt. Hitte dagegen
erstere ein Element mit der Curve 7, gemein, so wiire nach denselben
Gleichungen 4, =0 und 4, =1,
also N = T
und es fiele die Curve  ganz mit der Curve 4, zusammen. Die frither ein-
gehend untersuchten und in den Abbildungen 8 und 10 veranschaulichten
Curven #, und 7, stellen also unter gewissen Bedingungen (verzerrt ge-
zeichnete) Bilder der Bahn der schwingenden Masse dar, und zwar zeigen

24‘
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sie die Liingen im Mafsstabe 1:7 und die Hohen im Malsstabe 1 :2k.1)
Ganz iihnliche Erwiigungen greifen Platz, wenn an irgend einer Stelle
zwischen y: 2% und %, oder 3, und zwischen /tang» : 2k und dy, : d§ oder
dny : d§ nicht Gleichheit, sondern nur Proportionalitit nach einem gleichen
Verhiiltnils besteht. In diesem Falle sind die Curven # und %, oder %, nicht
gleich, aber verwandt. Es tritt dann niimlich in obigen Gleichungen der be-
treffende Proportionalitiitsfactor an die Stelle der Einheit, d. h. es iindert sich
nur der Malsstab, mit dem die Hohen in den Abbildungen von %, oder 7,
zu messen sind, wenn dieselben als Darstellungen der Bahncurve 7 betrachtet
werden sollen.

Ferner lehren die Gleichungen 32), dals 4, und 4, verschwinden, dals
mithin % = 0 und die Bahn der bewegten Masse eine Gerade wird, falls
in irgend einem Punkte der Bahn % = 0 und tang» = 0 ist. Hiernach
treten Schwingungen iiberhaupt nicht ein, wenn die von einem der Auflager
her iiber den Stab gleitende Masse nicht durch irgend welche besondere Ur-
sache aus der geradlinigen Bahn abgelenkt wird — ein selbstverstindliches
Ergebnils, auf dem gerade die Schwierigkeit der Berechnung der Seiten-
schwankungen eines Triigers beruht. Da diese durchaus von Zufilligkeiten
abhiingen, ist eine theoretische Ermittlung iiberhaupt ausgeschlossen. Da-
gegen bieten die hier abgeleiteten Formeln sehr wohl die Moglichkeit, die
Bahn der bewegten Masse zu berechnen, sobald man irgend eine stirende
finwirkung von bestimmter Art, z B. etwa die eines Seitenstofses gemessen
oder angenommen hat. Die Gleichung der Bahn lifst sich sogar in eine
noch einfachere Gestalt als 33) bringen, wenn man den Anfangspunkt der
Ziihlung des durch 12) bestimmten Hilfswinkels w0 — je nach dem Werthe
der Grifsen A, und 4, — passend wiithlt. Die rechte Seite von 33) wird
dann ein eingliedriger Ausdruck mit der Form von # oder 7,, sodals also
die Bahn auch in diesem allgemeinen Falle einen éhnlichen Verlauf zeigt,
wie die Curven #; und 7,.

Zweiter Fall: Die Kraft P ist von Null verschieden, dagegen
treten irgend welche sonstige Einfliisse, die Schwingungen der
bewegten Masse erzeugen konnten, nicht auf Dann fillt in dem
Stiitzpunkte, von welchem aus die Masse sich iiber den Stab hin bewegt,
der Anfang der Bahn offenbar mit der Stabachse zusammen, d. h. es ist in
32) sowohl ¥, als auch tang» = 0. Damit verschwindet das zweite Glied der
rechten Seite dieser Gleichungen, withrend das erste Glied, wie die Gleichungen
19) und 20) mit § = 4 1 ergeben, in der unbestimmten Form 0:0 erscheint.
Der wahre Werth ist in bekannter Weise leicht zu ermitteln und findet sich
= 0. Wiihlen wir als Anfangspunkt der Bewegung das zu §= —1 ge-
hirige Stabende, so gehen die Gleichungen 32) in die folgenden iiber:

11) Wir erinnern daran, dals / die halbe Stiitzweite des elastischen Stabes und 4 die
Hihe ist, welche die bewegte Masse in der Zeit frei durchfallen wiirde, die sie zum Durch-
laufen der Linge / mit der (gegebenen) Geschwindigkeit ¢ braucht.
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-1

| 4 = — g./%dé‘ = rf-/'bd;c!

Uy
34) -l
B : B .
l Ay = » pd§ = — '},_:h d&.
Hiermit ergiebt sich nun aus 16) die Gleichung der Bahn in der Gestalt
: ¢ L
35) n = %("h f Ny dE— f n ds),

- ~1

wobei # durch 3) bestimmt und die Bedeutung von & und 3 aus 4 zu er-
sehen ist. Die allgemeinen Ausfiihrungen am Schlusse des § 4 lassen sich
nun fiir den vorliegenden Fall in die etwas bestimmtere Form der nach-
stehenden, den Sinn der Gleichung 35) in Worte fassenden Regel bringen:
Man ermittle die Flichen der Curven #, und %, (Abb. 8 oder 10 je nach der
Gieschwindigkeit) von —1 bis & und multiplicire die erstere mit dem zu § ge-
horigen Werthe von 7,, die zweite mit dem entsprechenden Werthe von 7,,
ziehe das erstere Product vom letzteren ab und multiplicire den Rest mit
g :y. Das Ergebnifs ist der Abstand des zu § = @ : [ gehorigen Punktes
der Bahn von der &-Achse, gemessen mit 2k = gi* : ¢* als Einheit. Mul-
tiplicirt man dieselben Fliichen statt mit 7, und #, mit den Ableitungen dieser
Grifsen nach & so erhiilt man bei im iibrigen gleichen Verfahren gemiils 17)
statt 4 den Werth dy : d§, und damit nach 30) den Neigungswinkel » der
Bahn, — Es handelt sich hiernach fiir den vorliegenden Fall im Wesent-
lichen nur noch um die zahlenmiifsige Bestimmung der fraglichen Flichen.

§ 7. Weitere Untersuchung des zweiten Hauptfalles. Umformung
der Bahngleichung.

Die rechnerische Auswerthung der in 35) auftretenden Integrale erfor-
dert, dafs eine der beiden in ihmen enthaltenen Grifsen § und @ entfernt

.

wird. Es empfiehlt sich, die Veriinderliche & mit Hilfe von 12) durch
auszudriicken. Aus &= Tang w folgt
i 1 dw
% =8 = G = Goftw

Setzt man den ersteren Werth in die Gleichungen 15) und die so ge-
fundenen 7, und 7, nebst dem vorstehenden Ausdrucke fir d§ in die Inte-
grale ein, so enthalten sie nur noch die eine Veriinderliche 2 und insbe-
sondere im Nenner die Grilse Goj*w, wiihrend an Stelle von —1 und § die
Grenzen —oo und  treten. Da jedoch die Reihenentwicklungen, die fiir
die weitere Rechnung in Betracht kommen kinnen, sich um so giinstiger ge-
stalten, je kleiner der Exponent von Cofw ist, so wollen wir die Integrale
auf eine Form bringen, bei der nur noch Goje im Nenner erscheint. Is
lilst sich das auf verschiedene Art erreichen; der einfachste und iibersicht-

und dé&
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lichste Weg diirfte der sein, dafs man von der leicht zu beweisenden Be-
ziel »
ziehung 1 S i
CopPew 200w 2 dw? Gojw
Gebrauch macht und die Differentialquotienten aus den entstehenden Einzel-

integralen durch wiederholtes Integriren nach Theilen fortschafit. So ergiebt
sich zunichst fiir e« > 1:

- '.fj;;,':';;j o= of Gode ke oyt
Gitwie= 1 Gt oo et
389 —; stnhf da Lulimd"' -——;a;f—{ (SU}N'HI“ Jerw -, /cos!.u di', LDIf udu'
38Y) _2 /u}m’m % Gojw dw = — f;fﬁ L,nli 00 08kt — f/.sm&w dd Lulr =
BHE) 5. /cusfm d’l Lolf e T = i; (Snli - o8 k- 21‘?2; w

30Y) -; /81“ l»u d Tk wdwu—f; (Ebf sm!.w-!- Tj&[ﬁ:“’

Addirt man nun einfach die zusammengehirigen (mit demselben Buch-
staben bezeichneten) Gleichungen, so folgt:

3 mnf.w Tl 1-1_-_}_;_’ a-lnkw 1 d _ 1 k coskw
109 [ G o, Sl nian D S ey Gofea b Tabant
oosﬁn 1 +L coskw 1 1 k sin kw

40 ) ./L, i“’ e 9, Lﬂi? d W — ‘) cos ku; d”) (_,Of 0 —2- -LS—D";};.

Wird die erste Gleichung mit coskw : Cof w, die zweite mit sin kw :
Coj multiplicirt und das erste Product von dem zweiten abgezogen, das
Ganze mit 8 : /% multiplicirt und wieder die Bezeichnung nach 15) einge-
fiihrt, so erhiilt man an Stelle von 35):

41) N = -%- %ﬁ("h_ / Ny dw — 1;,/:;1 dw)— m%

Wenn a <1 ist, bleiben die Gleichungen 37) bis 39) im wesentlichen
bestehen, da gemils 15) nur f, Sinfw und Cojfw an Stelle von k, sinkw
und cos/kew treten. Dies hat zur Folge, dals sich die Vorzeichen des zwei-
ten Gliedes auf der rechten Seite von 38%) und 39%), sowie simtliche Vor-
zoichen in 39Y) iéindern. Demgemiils tritt in 40*) und 40%) 1—4%* an Stelle
von 1+4%* und wechselt in der letzteren Gleichung auch noch das dritte
Glied sein Vorzeichen. Auf die Gleichung 41) aber iiben alle diese Aende-
rungen, wie leicht nachzuweisen ist, keinerlei Einfluls aus.

Ist @=1, so tritt nach 15) 1, % und 1 an Stelle von k, sin/kw und
cus kew. Dann fallen in den nach dem Vorbilde von 37) bis 40) zu ent-
wickelnden Gleichungen die siimtlichen Glieder fort, die denjenigen entspre-
chen, welche bei dem vorher erdrterten Uebergang von e> 1 zu @ <1 einen
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Vorzeichenwechsel erleiden. Auch in diesem Falle bleibt die Gleichung 41)
unveriindert bestehen. Sie gilt mithin ebenso wie 35) ganz allgemein fiir
jeden miglichen Werth von e.

Da es unter Umstinden erwiinscht sein kann, auch die Neigung der
Bahn im Punkte & zu bestimmen, so moge hier noch die dazu erforderliche
Gleichung fiir dy:d§ Platz finden. Durch Differenziren von 41) nach &
= Tang w findet man leicht:

u

v dy af (dy, dy 3
12) ¥ ! Tty v (dE jodew — d; N dw) + (# Tang w.
Diese Gleichung gilt ebenso wie 41) unter der Voraussetzung fiir alle
miglichen Werthe von «, dafs man den Zeichen y, 3, und 7, die je nach
Umstiinden verschiedenen, durch 15) bestimmten Bedeutungen beilegt. Die
Ableitungen von %, und 7, nach & sind in 19) und 20) berechnet.

§ 8. Werthe der unbestimmten Integrale.

Die in den Integralen der Gleichungen 41) und 42) auftretenden Grifsen
iy und 7, enthalten gemiils 15) beide den Factor J1— & — 1:Gofw. Mittels
der Beziehung 1 9 9 g—w

Cofw ~ e"+ev  14ew
lifst sich derselbe leicht in eine nach Potenzen von ¢—* fortschreitende
Reihe, niimlich

1 fi=w
£ i mm D gV p— B =0 gL = 2 N (— 11 p—(2n—1)
43) Gof 10 (e ¢ +e ¢ +on) =2 (=1, v

ne=l
entwickeln, die fiir alle positiven Werthe von w convergirt. Wird dem-
gemiils 2 als positiv (>0) vorausgesetzt, so erhilt man durch Einfiihrung
der Reihe in # und 7, Ausdriicke, die allgemein integrirt werden kdnnen
und dann summirt die den gesuchten Integralwerthen entsprechenden unbe-
stimmten Integrale ergeben. Die Einsetzung der Grenzen, die natiirlich nur
positiv sein diirfen, liefert schlielslich die Werthe der bestimmten Integrale.
Die Integrale der einzelnen Glieder von # und %, sind von der Form:
—usinyw—ycosyw _ .,

Se—# sin ywdw =

i ;:‘: ::: ;!Sin yw fiir a>1;
T Gl - e M
U 0s ywdw oty
Se— M Gin ywdw = Wi o Sin 73:’—7‘@[)[?@0 > AN
" — u Cof ;:0:?5111 w ( fiir @ <1;
Se—#e Gof ywdw = —* 9; o ;'! Y0l
Se—ne . — pw :._ 1 e
—u o s fiir a =1,
. L — e
fe—# dw 5 s |




Die (vorliufig unbestimmten) Gesamtintegrale werden gefunden, indem
man hierin fiir u der Reihe nach die Zahlen 1 3 5 7....=2n—1 setzt
(wo n die Ordnungsziffer der Glieder der Reihe 43) bedeutet), alsdann jedem
Einzelintegral gemiils 43) das Vorzeichen (—1)*+! ertheilt und die alge-
braische Summe bildet. Sondert man die gemeinschaftlichen Factoren der
einzelnen (ilieder aus, so bleiben Summenwerthe iibrig, fiir die wir eine ab-
gekiirzte Bezeichnung einfiihren wollen. Mit Riicksicht darauf, dafs nach 15)

flir e > 1: y*=a—1, also p?4y?=a—1+4 u*
fiir ¢ < 1: yi=1—a, also u?—y? = a—1+4 u?
ist, erhiilt man fiir die fraglichen Summenwerthe die bei jedem méglichen «

geltenden Ausdriicke
c--{2u-—l}w

fi=0m
9 e LN T i e W w
’ 22T T A s )
4“*]} ‘ d ‘)nx.‘—_m 1 n--1 {2“ G l}e—['-!l'l--‘lllf-' Vp
und — _,r__,:{l— ) e w13 = W'(a,w),

oder in entwickelter Form und noch einfacherer Bezeichnung
y— W —Bw —bw —Tw
gy (O1 Jreti oSy widtene 0, i
a a+8 a+4+24 a-48
e—w 3ﬂ—-8w He—bw Te—Tw
PR P S By ey - S )

‘1ﬁh)

und W'=—2 (

Diese Reihen convergiren offenbar auch fiir 2 =0 und im iibrigen
noch schneller, als die Reihe 43), da jedes Glied vom zweiten an kleiner
ist, als das entsprechende Gilied der letzteren. Nur das erste Glied ist grofser,
wenn a << 15 es wiichst ins Unendliche, wenn « sich der Null niihert, d. h.
nach 3) wenn die Geschwindigkeit ¢ der bewegten Masse unendlich grofs
wird. Sehen wir einstweilen von diesem leicht zu behandelnden Grenzfalle
ab, so ergeben sich aus 45) fir jedes w das > 0 ist, endliche Werthe von
W und W, die absolut genommen stets kleiner sein miissen als

1
Coj w

Die fiir die zweite Reihe von 45) gewiihlte Bezeichnung bringt zum
Ausdruck, dals diese Reihe, wie leicht zu ersehen, der Ableitung von W
nach w gleich ist. Aulserdem besteht noch die bemerkenswerthe Beziehung

l—a
+2 = s,

" 1
Mit Benutzung von 44) und 45) ergiebt sich nun
47) Sy dw =—kWeos kw + W' sin kw fir > 1;
=—tWCof tw+ WSintw , e<l;
=— W o W e g =
48) SJygdw=kWsin kw 4 W'cos kw , a>1;

=—f{WGCintw+ WCof tw , a<l;
- W PR
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Von der Richtigkeit dieser Gleichungen iiberzeugt man sich am ein-
fachsten durch differenziren nach w. Mit Benutzung von 46) erhilt man so
in der That auf der rechten Seite wieder die durch 15) und 36) bestimmten
Werthe von #, und z,.

§ 9. Werthe der bestimmten Integrale. Einfiihrung in die Gleichung
der Bahn,

Die Gleichungen 47) und 48) gelten (wie 45)) nur fir = 0. Die
Integrale in 41) und 42), um deren Auswerthung es sich handelt, haben
aber die untere Girenzo w = —oo und fir die eine Hilfte der zu bestim-
menden Bahn auch negative obere Grenzen. Die scheinbar hierin liegende
Schwierigkeit lifst sich indes leicht mit Hiilfe der frither (in § 4) angestellten
Untersuchung der Grifsen 3, und 7, iiberwinden. Wie die Gleichungen 15)
oder die Abbildungen 8 und 10 lehren, ist ®y eine ungerade, %, dagegen

eine gerade Function von w, sodals — wenn wir %, und %, als Functions-
zeichen betrachten —
NEW =— 9,0) u gy (—w)= 9, (W)
Hieraus folgen unmittelbar die allgemeinen Beziehungen:
0 +w 0 +w
/‘mdw -——-——j:q,dw u. /.iga dw = fq,dw.
- 0 — 0

Auf die in 41) und 42) vorliegenden Integrale angewendet ergeben
dieselben

T 0 +w +o
/’h i 17 /"'h dw - Ndw = *"/v'hdw
49) 1 g S o
und f‘q, dw = 2 / .'q, dw — /"q,,dw,
- @ 'U :|-w
—w “+w +°°
sowie fq, dw = /r“: dw = __/-,h dw
1 s +e
und f-q, dw = [‘?,r,dw.
s 5l

Mittels dieser Gleichungen lifst sich jedes Integral mit negativen Grenzen
auf ein solches zuriickfihren, das nur positive Grenzen besitzt.

Die Grifsen W und W’ verschwinden fiir 2 =oco. Daraus folgt, dals
sich lediglich die Vorzeichen der Ausdriicke auf der rechten Seite der
Gleichungen 47) und 48) umkehren, wenn man fiir die links stehenden
Integrale 2 als untere und w = oo als obere Grenze wiihlt. Lifst man das
(als positiv vorausgesetzte) 2 sich der Null nihern, so ergiebt sich — wegen
der Stetigkeit aller vorhandenen Functionen — mit leicht verstindlicher Be-
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zeichnung des der unteren Grenze Null entsprechenden Werthes von W' aus
48) insbesondere

- , | 3 b
bl) jq,dw:—'[V“-_-? (a_—;x_-};'s-{-a%'-"‘l ..... )
]
Es wird also fiir positive « nach 47), 48), 49) und 51):
52) /7;1 dw = —Wcos kw -+ W' sin kw fiir ¢ > 1;
PR =— [ WECof fw -+ W’ Sin fw 1 < b
=.— W + W . w , Q=1;
w

H3) /‘q, dw= EkWsin kw -+ W' cos kw—2W, fir a > 1;
it =—ftW&in tw+ W Cof lw—2W, , a<l;

— w —2W, , a=1,

Ist die obere Grenze w negativ, so bezeichnen wir sie mit — [w], ver-
stehen also unter [w] den Absolutwerth derselben. Dann ergeben sich
nach 50) fiir das erste Integral die gleichen Ausdriicke wie in 52), nur mit
[2¢] an Stelle von 2. Dieselbe Aenderung tritt bei dem zweiten Integral ein;
aufserdem unterscheidet sich dieses aber von dem durch 53) gegebenen
Werthen — wie aus einem Vergleich von 49) und 50) ohne weiteres hervor-
geht — dadurch, dafs das dritte Glied der rechten Seite von 53) fortfiillt,
und dals die iibrigen Glieder ihre Vorzeichen wechseln. Setzt man wieder
das algebraisch aufzufassende Zeichen 2 an Stelle von — [w], also — w fiir
[w], so iindert sich in beiden Integralen das Vorzeichen der Glieder, die
einen Sinus oder w selbst enthalten. Unter der Voraussetzung, dafs W
und W’ immer mit dem Absolutwerth von » berechnet werden,
gelten hiernach fiir negative w (d. h. fiir die Stabhiilfte, von der aus die
Masse ihre Bewegung beginnt) die folgenden Gleichungen:

H4) /"h dw = —kWcos kw— W'sin kw fir « > 1;
et - — WG fw— W Sintw , e<l;

=— W —W - w , a=1;

D) /1;, dw= LkWsin kw— W'cos kw , a>1;
e =— W&intw— Weof tw , a<l;

== — W gy @=1,

Diese Werthe sind nun in die Gleichung 41) einzusetzen. Nennen wir
die Hilfte des Stabes, von der aus die Bewegung beginnt, kurz die erste,
die andere die zweite Hiilfte, und bezeichnen wir die zugehiorigen Werthe
von # mit %, und %, so ergiebt sich mit Beriicksichtigung von 15) und
36) aus 41) nach einigen Umformungen sehr einfach und fiir alle moglichen
Werthe von @ geltend

- I o o ]
2 WS Gojw 260w
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In dihnlicher Weise lifst sich durch Einfiihrung der gefundenen Inte-
gralwerthe in die Gleichung 42) ein von Integralen freier Ausdruck fiir
dy:d§ gewinnen. Dasselbe erreicht man natiirlich auch durch Differenziren
von 56) nach & wobei es jedoch zur richtigen Bestimmung der Zeichen
einiger Vorsicht bedarf. Mit denselben Grenzbedingungen wie zuvor findet man

56M) und %y, = %E— 5 a_f W,,.

YRS ‘j;i_.l = # Tang w — 'sz (W&inw + W Gof w)

571 und ti{?—é-‘-mp’iang w— f'lf?-(l{-’ Sinw — W' Gof w)
15 2

4 [;"d (n, ©inw — yy, Cof w) W, Cof w.

Die Bedeutung der in den Gleichungen 56) und 57) auftretenden Gréfsen
braucht wohl, soweit dieselben schon in 41) und 42) vorhanden, hier nicht
nochmals erliiutert zu werden; neu hinzugekommen sind nur W, W’ und W,
Die beiden ersteren sind nach 45) Funectionen von « und w, also abhiingig
insbesondere von der Geschwindigkeit und von der Lage des betrachteten
Punktes gegen die Stabmitte. In W, — gemiils 51) der Werth, den W’
fiir 20=0 annimmt — tritt demnach nur noch a« auf.

§ 10. Andere Form der Bahngleichung. Grifsen W und W),

Die durch 56) bestimmten Werthe #; und 3, von 7 stellen nach 4%
die Ordinaten y,, der Bahn, bezogen auf die Einheit 24 dar. Zur Ge-
winnung eines Malsstabes fiir den Einflufs, den die Geschwindigkeit ¢ auf
die Form der Bahn ausiibt, erscheint es zweckmiilsig, nunmehr von einer
anderen Verhiiltnilszahl Gebrauch zu machen, in der die Senkung der Mitte
des Stabes (2 ==0) bei ruhender Last (¢= 0) die Einheit bildet. Wir haben
frither (im § 1) die Senkung desselben Punktes unter der ruhenden Last G
(Gewicht der bewegten Masse) mit y, bezeichnet. Da hier nicht die Wirkung
von G allein, sondern die der Gesamtlast P= @G in Betracht kommt, so ist
By, die fragliche Kinheit; sie moge — als besonderer Werth von y,,
aufgefalst — die Bezeichnung g, erhalten. Wird dann die gesuchte Ver-
hiiltnifszahl kurz ¥ genannt, so ergiebt sich mit Riicksicht auf 4%

D Yoo = Byo =22 - .o
08) Yo, ﬂyu s ; - k, also Y= Yo = ﬂ_ /8
Hiermit geht 56) {iber in
501 k50 U 1
591) Y, SGoiw Gof w0 (aW —_GOEW) Pilr w < 0

a’

Diese Gleichungen enthalten rechts nur noch @ und w; sie bieten daher
die Moglichkeit zur Berechnung von Tabellen fiir Y; und Yy, sowie zur
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Herstellung einer fiir die Veranschaulichung des Einflusses einer beliebigen
Geschwindigkeit ausreichenden Reihe von Curvenbildern. Bevor wir hierzu
schreiten, wollen wir sie jedoch erst noch einer allgemeinen Besprechung
unterziehen,

Wie friither (im § 9) hervorgehoben, ist W stets mit dem Absolutwerth
von w0 zu berechnen. Ferner ist €of 2 eine gerade Function von . Daraus
folgt, dals der zu einem beliebigen 2 gehirige Werth des ersten Gliedes der
rechten Seite von 59M) nach Grifse und Vorzeichen gleich ist dem zu —
gehdrigen Werthe von Y. Hiernach wird die zweite Hilfte der Bahn er-
halten, wenn man von dem (auf die Stabmitte bezogenen) Spiegelbilde der
ersten Hiilfte aus den Werth «?® W%, :y abgetragen denkt. Hierin ist nur
4, mit 2 veriinderlich; und da wir den gesetzmiilsigen Verlauf dieser durch
15) bestimmten Girofse aus der eingehenden Darstellung in § 4 schon fiir alle
miglichen Werthe von e« kennen, so eriibrigt zur Gewinnung eines all-
gemeinen Bildes von der Gestalt der Bahn nur noch die Ermittlung des
Verlaufes von Y, als Function von « und w, sowie von W; als Function
von «. Welcher Art dieser Verlauf aber auch sein moge, immer muls nach
Vorstehendem die Gestalt der Bahn eine unsymmetrische sein, so lange nicht
das zweite Glied von Y fiir alle Werthe von w2 Null ist. Bs wird sich
zeigen, dafs letzteres nur eintritt wenn ¢ -—co und wenn a0 ist. Der
ersteren Bedingung entspricht die Geschwindigkeit Null; dann muls die Bahn
der bewegten Masse mit der Senkungslinie fiir ruhende Last zusammen-
fallen. Der zweiten Bedingung wird durch die Annahme einer unendlich
grolsen Geschwindigkeit geniigt; dann ist die Bahn offenbar eine gerade
Linie,

Wenden wir uns nun zu den Grifsen W, W' und W;. Hs ist nicht
zu erwarten, dals sich die Reihen 45) fiir W und W' allgemein summiren
lassen; denn damit wiiren geschlossene Ausdriicke fiir die als nicht in solcher
Weise auswerthbar anzusehenden Integrale in 41) gefunden. Wohl aber ist
die Moglichkeit der Summirung in besonderen Fillen, also z B. fir w=0
oder fiir gewisse (irenzwerthe von « ins Auge zu fassen.”) Hierbei kommt
in erster Linie die Reihe 51) fiir W, in Betracht, da diese bei einigermalsen
grofsen Werthen von « sehr langsam convergirt, also zur Berechnung des
Zahlenwerthes von W, wenig geeignet ist.

Es empfiehlt sich, bei der Untersuchung von W wieder die Fille @ > 1
und ¢ << 1 zu trennen, und von der Bezeichnung nach 15) Gebrauch zu machen,
wo im ersteren Falle y—Vea—1, im anderen y= V1 —a gesetzt wurde.
Damit ergiebt sich:

w, 1 3 5

= £ fiir « 2z 1
2 " Txy Ty Ty ‘

12) Ein derartiger Fall ist schon in § 2, Fufsnote 6, orwilhnt. Die dort ausgefiihrte
Integration deutet darauf hin, dafs sich W' in geschlossener Form darstellen lifst, wenn
«=1 wird. In der That ist dann W'= — 2 arctang ¢~ ", Diese Summirung hat aber
fiir die vorliegende Aufgabe keinen besonderen Werth,
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Ein Vergleich mit den Reihen
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die zwar in den gebriiuchlichen Formelsammlungen nicht vorhanden sind,

aber wohl als bekannt vorausgesetzt werden diirfen8), lifst die vollige Ueber-

einstimmung ohne weiteres erkennen. Der Fall « = 1 erledigt sich einfach

dadurch, dals in vorstehenden Reihen x — 0 gesetzt wird; auch ergiebt die

Gleichung 51) mit @ = 1 unmittelbar die bekannte Leibnizsche Reihe fiir 7 : 4.

Damit ist die angestrebte Summirung bewirkt und lautet das Ergebnils fiir
e>1 3 a=1; o ==l

il M ilitanc gl

60) —m=—2 2 2y
(Eu[-é-y €08 57
WO 7=Va—1 Vl—a.

Hieraus lilst sich W leicht berechnen; da aber in 59') nicht W allein,
sondern der Ausdruck ' W;:y auftritt, so ziehen wir vor, gleich fiir diesen
einige Werthe anzugeben. In der am Schlusse folgenden Tabelle II sind
dieselben mit den zugehdrigen Werthen von « und y zusammengestellt. Fiir
a=1 ist y=1 und — @ W;:iy=} 7w =15708.

Wie die berechneten Zahlenreihen zeigen, ist —«*W, :y eine stets
positive Grifse, die von 0 bis co wiichst, wenn « von 0 bis 1 zu-, oder
von co bis 1 abnimmt. Zur weiteren Veranschaulichung der Abhiingigkeit
dieser Grifse von a migen die Abbildungen 11 und 12 auf Tafel II dienen,
in die auch gleich die Curven fiir y == V1 —a und y=k=VYa—1, die
offenbar Parabeln sind, mit eingetragen wurden. Fiir die im Bereiche der
praktischen Anwendung liegenden Werthe =30 bis =100 ist «’W:y so
klein, dals es zweckmiilsig erschien, den betreffenden Curventheil in einem
grolseren Malsstabe aufzutragen; dieser ist daher fiir die rechte Seite der
Abbildung 12 hundertmal grifser gewiihlt, als fiir die iibrige Darstellung.

Besser als die Reihe fiir W convergirt die Reihe fiir W, die nur bei
grolsem « und kleinem 2, d. h. bei kleinen Geschwindigkeiten und fiir Punkte,

13) 8. Schlémileh, Compendium der hiheren Analysis, Bd. I (5. Aufl.) Seite 230 und
280, wo die obigen Reihen in etwas anderer Form angefiilit sind.

14) Hierzu ist vielleicht die Bemerkung nicht iberfliissig, dafs W im Falle « < 1
nicht etwa eine periodische Function ist, wie es nach 60) scheinen kinnte; denn y ist dann
stets << 1.
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die nahe bei der Mitte des Stabes liegen, die Berticksichtigung einer gréfseren
Zahl von Gliedern erfordert. Wenn w =0 ist (also fiir den Mittelpunkt der
Stabliinge) kann diesem Mangel zwar durch eine Umformung der Reihe ab-
geholfen werden; da es sich aber hierbei um einen blofsen Rechenvortheil
handelt, so verzichten wir darauf die ziemlich weitliufige Entwicklung vor-
zufithren. 1%)

§ 11. Grenzfille ¢ = co und a= 0.

Wenn e=oco0 wird — entsprechend der Geschwindigkeit ¢=0 —

so muls die Bahn, wie schon bemerkt wurde, mit der nach Gleichung 1)
bestimmten Senkungslinie fiir ruhende Last iibereinstimmen, die fiir den
vorliegenden Fall mit Riicksicht darauf, dals die Last Q = P=pgG ist, mit
Benutzung von 58) in der Form

: Yow 232 1

61) Y o (1—¢&? GoT'w
geschrieben werden kann. Wir wollen versuchen, ob sich die Gleichung 59)
mit ¢=o00 in diese Form iberfilhren lifst. Zuniichst ergiebt sich hiermit
nach den Vorhergehenden —e&*W;:y=0; die Bahn ist dann also jedenfalls
symmetrisch zur Mitte. Nach 45%) ist

62) aW=2(e— —m_‘:‘__ﬁ R —sw_...).

Hiervon Eiili_e;-z( "—ﬁzc“a“-l- Zigi “5“’—---)

ergiebt: aW—-(&:b?;-l‘;=:( ais ok ﬂi‘:_'i_ —w_...).
Fiihrt man dies in die Gleichung 59) ein, so folgt

5l '@5‘1@' (aﬁfﬁ by f.i et )

e RO T e

8
L4 1+~

Die Gleichung 63) gilt (nur mit der Beschriinkung auf die erste Stab-
hiilfte) noch fiir beliebige Werthe von e« Wird jetzt «= oo, so ergiebt sich

1 . _
i —B8w_ 94406 y | S o/ ta¥i]
Y Silw (Se 4e=0% - 48— T — 8() g~ 9% | )
Da nun die eingeklammerte Reihe, wie sich — z B. durch einfache

Division mit (14-¢—2%)® in 8¢~ %% — Jeicht zeigen lifst, den Werth

2 8 1
(e“’-{-e—“’) T

156) Die oben erwiihnte Umformung liuft darauf hinaus, eine Anzahl Glieder der
Reihe fiir W, unmittelbar zu summiren und fiir den Rest eine Summenformel mit sehr
schnell abnehmenden Gliedern zu entwickeln,
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hat, so ist bewiesen, dals 59) in der That mit «= oo in 61) thergeht, dals
also die durch die vorliegende Untersuchung bestimmte Bahn der bewegten
Malse, wie gefordert werden mulfs, bei unendlich kleiner Geschwindigkeit
der Senkungslinie fiir ruhende Last gleich ist.

Der Fall @=0 — entsprechend einer unendlich grofsen Ge-
schwindigkeit — erledigt sich unmittelbar durch die Gleichungen 59)
selber. Da niimlich nach den friiheren Untersuchungen keine der hierin
auftretenden Grofsen (aufser @) unendlich grofs werden kann, so ergiebt sich
mit @ =0 aus 59)

Y =0,
d.i. die Gleichung einer mit der z-Achse zusammenfallenden geraden
Linie.'%) Grolseres Interesse als dieser selbstverstindliche Grenzfall bietet
die Frage, welche Form die Bahn annimmt, wenn « zwar nicht Null, aber
doch sehr klein ist. Dann kénnen in der Reihe 62) alle auf das erste
folgenden Glieder gegen dieses vernachliilsigt werden, wodurch sich
aW=2¢g"
ergiebt. Hiermit wird
1 2 272w v
aW— G =2 V— -
also nach Gleichung 59') und 36)

Fte v T ere v Gofw

G g—w «
0 S e
Um w zu entfernen, benutzen wir die Gleichung 12), wobei jedoch zu
beachten, dafs fiir die erste Stabhiilfte zwar % an sich negativ, aber nach
dem, was im § 9 iiber die Berechnung von W gesagt wurde, hier absolut
zu nehmen ist. Verstehen wir dagegen unter & einen algebraischen Werth,
so folgt mit Hilfe der bekannten Beziehung zwischen ttustangens und Loga-
rithmus aus 12) bei negativem §&:

e—2v(1—§2).

— 2w = 2Arftang & = log i‘—i—g—,
14§
—2w _—
also o 1—&
Die Einsetzung dieses Werthes in die Gleichung 64) ergiebt:
65) Y= 5 (14§,

Dies gilt zuniichst nur fiir die erste Stabhilfte, und zwar um so ge-
nauer, je grolser « (also auch —&), weil dann die in der Reihe 62) auf
das erste folgenden, hier vernachliissigten Glieder um so kleiner sind. Die

16) Rein theoretisch kinnte nach 3) auch der Fall in Betracht kommen, dafs « nicht
durch ¢==00, sondern durch g, = 00 Null wird, wobei der Stab gewissermafsen eine
unendlich grolse Biegsamkeit besitzen wiirde. Diese Annahme wird durch die gleich fol-
gende Untersuchung der Bahn fiir kleine Werthe von e« mit orledigt,
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Gleichung 65) gilt aber bei hinreichend kleinem a wegen der nothwendig
vorhandenen Stetigkeit der Bahn — nur mit geringerer Annitherung — auch
noch fiir den an die Mitte grenzenden Theil der zweiten Hiilfte, weshalb
wir Y statt ¥; geschrieben haben. Sie stellt eine Parabel mit lothrechter
Achse dar, deren Scheitel in den Anfangspunkt der Bahn fillt. Es liegt
nahe, einen Vergleich anzustellen zwischen dieser und derjenigen Parabel
— wir wollen sie kurz Wurfparabel nennen — in welcher sich die Masse
m unter dem senkrechten Druck P bewegen wiirde, wenn die Unterstiitzung
durch den biegsamen Stab ganz fehlte. Nach 3) und 58) kann gesetzt werden:
AU ay a Gy

Y= _y'a; o 2_ ﬂf.!, .2 _P_ h
Damit erhiilt Gleichung 65) die Form

}J
66) oy h (14 §)*

Hierin bezeichnet 2 nach § 1 die Hohe, um welche die Masse m —G:yg
in der Zeit, die sie gebraucht um die halbe Stablinge ! mit der vorgeschrie-
benen Geschwindigkeit ¢ zu durchlaufen, herabfallen wiirde, wenn sie nur
dem Einflusse ihres Gewichtes ', oder mit anderen Worten der Beschleu-
nigang ¢ der Schwere unterworfen wire. Wirkt statt G die Kraft P, so
{ritt an Stelle von ¢ die Beschleunigung Pg: G und (bei gleicher Masse
und Zeit) an Stelle von & die Fallhthe Ph: G. Denselben Werth ergiebt
aber Gleichung 66) fir § =z :1=0 als Ordinate der Bahn der bewegten
Masse in der Mitte des Stabes. Daraus folgt, dafs — soweit der Niiherungs-
grad von 66) reicht — die Bahn mit der Wurfparabel zusammenfillt.
Die Voraussetzung hierfiir, dafs e sehr klein sei, kann nach 3) entweder
durch eine sehr grofse Geschwindigkeit ¢, oder durch eine grofse Biegsamkeit
des Stabes (grofses y,) erfiillt werden. Je nachdem mehr der eine oder
andere Fall vorliegt, ist die Parabel mehr oder weniger flach.

§ 12. Gestalt der Bahn fiir beliebige Werthe von a.

Durch die Ausfihrungen im § 12 diirften die Grenzfille a — oo und
a — 0 hinreichend klar gestellt sein. Um nun auch noch einen Ueberblick
iiber die verschiedenen Formen zu geben, welche die Bahn annimmt, wenn
« innerhalb jener Grenzen liegt, haben wir Yy nach 597) fir die Mitte des
Stabes und sieben Punkte der ersten Hilfte mit zwolf Werthen von a be-
rechnet.!’) Die Ergebnisse sind in Tabelle I1I zusammengefalst und aulser-
dem behufs besserer Veranschaulichung in Abb. 13, Tafel III, als Functionen
von & nach Mafs aufgetragen, wodurch zugleich ein bequemes Mittel zur Be-
stimmung von Y; fir beliebige andere «, als die zur Rechnung benutzten,

17) Da os fiir den vorliegenden Zweck nicht auf eine ganz gleichmilfsige Vertheilung
der Punkte ankam, so wurden dieselben der bequemeren Rechnung wegen so gewilhlt, dals
sich rande Werthe von ¢ ergaben. Die dazu gehorigen & sind in die Tabelle 111 mit auf-
genommen.
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geboten ist. Die den einzelnen Curven beigefigten Ziffern bezeichnen die
entsprechenden Werthe von 100¢ . Da die Curven natiirlich nicht fir den
ganzen Bereich von « — 0 bis « — oo abgebildet werden konnten, so sind

die zur letzteren Grenze gehirigen Werthe als Asymptoten — um das Bild
nicht zu verwirren, jedoch nur durch kurze Linienstiicke — dargestellt.

Diese Curvenschaar lehrt, dafs die Senkung ¥; bei kleinem a, d. h. bei sehr
grolser Geschwindigkeit sehr klein ist und dals sie mit zunehmendem «
schnell wiichst. In den dem Anfange des Stabes benachbarten Theilen der
Bahn niihert sie sich dabei fortwithrend dem zu « — oo, d. h. zur Geschwin-
digkeit Null gehirigen Werthe, den sie schon bei « - 20 nahezu erreicht,
jedenfalls aber nie iberschreitet. In den folgenden, der Mitte des Stabes
niiher liegenden Theilen der Bahn wiichst dagegen Y;, wie schon die Curve
fiir =% — 0,60 erkennen lLifst, iiber den zu « — oo gehorigen Werth hinaus,
und zwar um so schneller und betriichtlicher, je nither der betreffende Punkt
der Stabmitte liegt, um dann bei noch weiter zunehmendem « in demselben
Verhiiltnisse wieder kleiner zu werden. Die entsprechenden Curven schneiden
also erst ihre Asymptoten und nihern sich ihnen dann von der entgegen-
gesetzten Seite. Der grifste Werth — etwa 1,32 — wird in der Stabmitte
ungefiihr bei « — 11 erreicht.

Ein ihnliche Darstellung kinnte auch fiir die zweite Hilfte der Bahn
versucht werden. Da aber das zweite Glied von Y nach 15) fiir a=1
eine periodische Function von kw, die Curve ¥y also eine Wellenlinie
ist, und da mit wachsendem « und w die Linge und Hiohe der ein-
zelnen Wellen fortwihrend abnimmt, so miifste man eine aulserordentlich
grofse Zahl von Curven berechnen und auftragen, wenn die Darstellung
nicht ein ganz unzuliingliches oder selbst irrefithrendes Bild der Beziehungen
zwischen Yy, w und a geben sollte. Wir sehen deshalb hiervon umsomehr
ab, als die Auftragung als Function von @ ohnehin nicht Selbstzweck, sondern
nur ein Hilfsmittel zur Bestimmung der zweiten Hiilfte der Bahn sein wiirde,
die auch ohne ein solches nach dem, was im § 10 iiber die Gleichungen 59)
gesagt wurde, mit Benutzung der zuvor berechneten Werthe von ¥; und
a*W;: y leicht gefunden werden kann. Als Beispiele hierfiir miogen die Abb.
14 bis 21, Tafel III und IV, dienen, in welchen die Grifsen ¥; und Yi als
Functionen von w fiir die Werthe von « aufgetragen sind, die zur Berechnung
der Tabelle IIT benutzt wurden. Diese Curven stellen also unmittelbar die
Bahn der bewegton Masse dar. Das zur Antragung der Werthe «? Wyiy
benutzte Spiegelbild der ersten Hilfte der Bahn ist iiberall durch eine
schwache, gestrichelte Linie bezeichnet; aufserdem ist in einem Theile der
Abbildungen des Vergleiches halber auch die Senkungslinie fir ruhende Last
(¢ = 00) als schwach ausgezogene Linie beigefigt. Wie schon im § 10 be-
merkt wurde, ist die Bahn unsymmetrisch, sobald e nicht Null oder un-
endlich ist. Aus den vorliegenden Abbildungen ergiebt sich aber, dafs die
Unsymmetrie, sowie auch der wellenformige Verlauf der zweiten Hiilfte der
Bahn schon bei ziemlich kleinen Werthen von « fiir das Auge fast ver-

Zimmermann, Schwingungen, ) 3
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schwindet; fiir @ > 60 ist deswegen immer nur die erste Hiilfte der Bahn
dargestellt.'®) Als Malsstab fiir den Grad der Unsymmetrie (wie auch als
Probe fiir die Genauigkeit der Auftragung bei kleineren Werthen von «)
kann die Neigung der Curve Y in der Mitte des Stabes dienen. Fiir die
Tangente des Neigungswinkels an dieser Stelle erhilt man leicht aus einer
der Gleichungen 57), indem man 2 = 0 setzt und # nach 58) durch ¥ aus-
driickt den Werth
2
67) (‘g)u -— % W,

Hiernach kann das Neigungsverhiltnifs bequem durch Multiplicatio
des in Tab. IT zu findenden Werthes von — «* W :y mit der Hilfte des
dariiber stehenden y berechnet werden. Das entsprechende Verhiltnils fiir
die wirkliche Bahn, von der ja die Curve Y nur ein verzerrtes Bild
giebt, wird hieraus erhalten, indem man Y durch y und & durch z aus-
driickt, d. h. nach 4*) und 58) durch Multiplication mit ¥, : L

Die parabelartige Gestalt, welche die erste Hiilfte der Bahn bei kleinen
Werthen von « annimmt, tritt in Abb. 18 fiir « =5 schon sehr deutlich
hervor. In Abb. 19 fiir @ = 1 erstreckt sich diese Form sogar bis iiber den
grifseren Teil der zweiten Hiilfte und in Abb. 21 fiir @ = 0,1 fast bis an das
Ende des Stabes. Je kleiner «, desto schiirfer wendet sich die Bahn dann
nach oben, um mit senkrechter Richtung in den Stiitzpunkt des Stabes zu
miinden. Aehnliches gilt iibrigens auch fiir ¢>1, wie der im § 4 unter-
suchte Verlauf der Grifse %, erkennen lifst. Dieser befremdlich erscheinende
Umstand wird weiterbin noch erirtert werden.

§ 13. Beanspruchung des Triigers.

Die Biegungsmomente und Beanspruchungen in einem gegebenen Punkte
des Triigers verhalten sich bei verschiedenen Geschwindigkeiten wie die
Senkungen, und diese wiederum wie die Ordinaten der Bahn der bewegten
Masse in dem betreffenden Punkte. Ein Vergleich der Bahn mit der Sen-
kungslinie fiir ruhende Last lifst also ohne Weiteres erkennen, in welchem
Malse das Biegungsmoment an irgend einer Stelle durch den Einfluls der
Fahrgeschwindigkeit gegen den Ruhewerth vermehrt oder vermindert wird.
Fiir die Tragfihigkeit des Stabes von iiberall gleichem Querschnitt ist aber
nicht das Verhiiltnils der zu ein und demselben Punkte gehdrigen Momento
ontscheidend, sondern dafs Verhiltnifs der Hochstwerthe, welches daher
jetzt bestimmt werden soll.

18) Da die Linge und Hohe der Wellen, wie schon erwiihnt, auch bei kleineren
Werthen von « nach dem Ende der Bahn hin fortwiihrend (bis zn Null) abnimmt, so ist
die Moglichkeit der bildlichen Darstellung hier durch die der Grifse des Malsstabes ge-
stockte Grenze beschriinkt. Das darf aber nicht etwa als eine Unbestimmtheit oder Unzu-
linglichkeit der Losung gedeutet werden; denn durch Zahlen lifst sich die Form der Bahn
in ihrer ganzen Erstreckung mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit bestimmen. Vergl.
hierzu die Ausfiihrungen in § 13.
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Wird zuniichst das Moment im Punkte & bei der Gese shwindigkeit ¢ mit
M.:, die zugehirige Senkung mit Yo i b!'/t‘ltllllt't s0 ist nach vorstehendem
M‘& _ Yt
M, Yok
Das Moment M,s im Abstande &z :1 von der Mitte des Stabes bei
rubender Last steht zu dem Momente M, fir die Mitte (§ = 0) bekanntlich
in der Bezichung: Myg = M, (1—&Y),

Aehnlich ist y, = o, (1—E&%* gemiils Gleichung 1). Fiihrt man diese
Werthe in 68) ein, indem man zugleich 4 Yot (Was von #,, nur in der Be-
zeichnung verschieden ist) nach 58) durch Y ausdriickt, so ergiebt sich das
Verhiiltnifs des Momentes M,: in dem beliebigen Punkte & bei der Geschwin-
digkeit ¢ zu dem grifsten Momente M, bei ruhender Last:

69) M=—t = — = ¥ Gofw.

68)

Diese Gleichung liefert in Verbindung mit den Tabellen und Curven
fir ¥ die Zahlenwerthe des gesuchten Momentenverhiiltnisses (das wir kurz
mit M bezeichnet haben, da es auch als ein Moment, gemessen mit der Ein-
heit M, ,, aufgefafst werden kann) fiir alle Punkte des Stabes in hochst ein-
facher Weise. Durch Auftragen der Ergebnisse wiirde leicht ein anschauliches
Bild des Verlaufes von M zu gewinnen und zugleich der Ort des Grifst-
werthes, sowie der letztere selbst zu finden sein. Wir miissen, um die vor-
liegende Abhandlung nicht allzu weit suszudehnen, die Durchfiihrung dieses
Gedankens dem Leser iiberlassen und uns mit einigen Bemerkungen iiber die
wichtigsten Rigenschaften der Function M begniigen.

Eine allgemeine Vorstellung von dem Verlaufe dieser Grifse erglubt sich
schon aus der Erwiigung, dals man die Hohen der betreffenden Curve erhiilt,
wenn man die Hihen der Curve Y in dem Verhiiltnifs 1 : 1—& vergrifsert

und dabei beachtet, dafs der Ausdruck 1—&* die Hihe einer zur Stabmitte
symmetrischen, durch die Stiitzpunkte gehenden Parabel darstellt. In der
Mitte (§=0) haben die Curven M und ¥ die gleiche Héhe und Neigung
gegen die §-Achse; denn aus 69) folgt mit &= 0
dM aYy
M=7Y und o e

Nahe der Mitte entfernen sich die Curven nur wenig von einander, da
1—&* mit wachsendem + & sehr langsam abnimmt. Wenn Y seinen grifsten
Werth in nicht zu betriichtlichem Abstande von der Mitte erreicht (d. h. wenn
@ nicht sehr klein ist), so gilt das gleiche auch fir M. Der Scheitel dor
zugehorigen Curve liegt dann um ein geringes Mals weiter gegen den niich-
sten Stiitzpunkt hin, als der Scheitel der Curve Y. So erreicht z B. Y fiir
@ = 20 seinen Grofstwerth 1,31 mit &= 0,1, wihrend M bei &= 0,2 am
grofsten, und zwar = 133 wird. Der gemeinschaftliche Werth von M und Y
in der Mitte ist 1,274 (s. Abb. 16 u. Tab. III). Diese drei Zahlen weichen
also nur wenig von einander ab. Bei grifseren Werthen von « wird der

3‘
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Unterschied so gering, dafs er fiir die Zwecke der Anwendung unbedenklich
vernachliissigt werden kann.

Der weitere Verlanf von M in grilserem Abstande von der Stabmitte
ist leicht zu verfolgen. Ueberall, wo ¥ kleiner ist, als bei ruhender Last,
gilt dies auch fiir M, wie die Einsetzung des Werthes von ¥ aus 61) in 69)
lehrt, Wo Y Null wird, verschwindet M ebenfalls, so lange & < 1 ist; die
Curven Y und M haben also (bei @ > 1) gemeinschaftliche Schnittpunkte mit
der Stabachse. Daraus folgt, dafs die Zahl, Liinge und Vertheilung der Wellen
" fiir ¥ und M die gleiche ist. Nahe dem Ende des Stabes wird die Wellen-
linge so klein, dafs die bildliche Darstellung der Curve auf Schwierigkeiten
stofsen wiirde; die Ausrechnung bleibt aber immer durchfiihrbar.'®) Sie ver-
einfacht sich sogar noch, wenn & so grofs wird, dals das erste Glied auf der
rechten Seite von 591) gegen das zweite vernachliissigt werden darf, da dann
die Natur der Curven ¥ und M lediglich von der in § 4 eingehend unter-
suchten Function 7, abhiingt. Die Grenze, von welcher ab dies zutrifft, kann
otwa bei & = 0,98 angenommen werden. Diesem & entspricht der Werth
w= 23, wofiir Cof w = 5,04 und } ¢ = 4,99 ist. Man begeht daher nur
einen geringen und bei noch weiter wachsendem & immer kleiner werdenden
TFehler, wenn man @of 20 durch } ¢ ersetzt. Hiermit wird nun nach vor-
stohendem fiir Punkte in der Niihe des Endauflagers

70) M=— ‘: w, -f—-ﬂ‘;‘—}-ﬁw- fir e>1;
7T e’ w G y
= EP s fir a/=13
w0 Siv Jan
o W;,-"-—%“ o B T

Diese Gleichungen kinnen nicht nur zur zahlenmiilsigen Berechnung
von M dienen (wobei — W, :y aus Tab. 11 zu entnehmen ist), sondern lassen
auch den Verlauf von M mit wachsendem 2 unmittelbar erkennen. Aus der
zweiten und dritten folgt niimlich, dafs M bei « = 1 stets wiichst und un-
endlich grofs wird fiir &= 1 oder w = co. Die erste Gleichung dagegen
lehrt, dafs M, wenn > 1 ist, bei zunehmendem  abwechselnd positive
und negative Werthe durchliinft, deren absolute Grifse ebenfalls fortwiih-
rend zunimmt.  Am deuatlichsten tritt dies hervor, wenn man @« um 7:k
wachsen lifst; dann bleibt sin ke der Grifse nach ungeiindert, wogegen e*
in ewtnik — ek jibergeht. Die Ordinaten dhnlich liegender Punkte der
auf einander folgenden Wellenhiilften der Curve M stehen also zu einander
in dem unveriinderlichen Verhiiltnisse e*:*: 1.

Die Gleichungen 70) ergeben M zuniichst als Function von 2. Unter
den bei ihrer Ableitung hinsichtlich der letzteren Grifse gemachten Voraus-
setzungen ist nun aber

71) E=1—20"7,

19) Vergl. § 12, Fuflsnote 18
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Hieraus ergiebt sich leicht, dafs im Fall « = 1 bei Darstellung von M
als Function von & die Linge zweier auf einander folgenden Wellenhiilften
in dem unveriinderlichen Verhiiltnisse ¢~27:#:1 steht. Die Curve M ist also
bei @ > 1 eine Wellenlinie, deren Wellenhéhen eine steigende und deren
Wellenliingen eine fallende geometrische Reihe bilden.

Dieses Ergebnifs ist insofern ein auffallendes, als das unbegrenzte An-
wachsen der Biegungsmomente gegen das Ende des Stabes hin auch ein eben
solches Anwachsen der Spannungen und damit den Bruch des Stabes zur
Folge haben miifste, was der Erfahrung widerspricht. Die Erklirung hierfiir
wird im § 15 gegeben werden.

§ 4. Anwendung.

Wie aus den bisherigen Untersuchungen hervorgeht, spielt die Grifse c
bei der Bestimmung der Bahn der bewegten Masse eine entscheidende Rolle.
Es wird daher, wenn es sich um Anwendung der Ergebnisse handelt, in erster
Linie zu ermitteln sein, welche Werthe diese Grifse in der Wirklichkeit an-
nehmen kann.  Nach § 1 stellt sie das Verhiiltnifs zweier Lingen dar, nim-
lich der Hohe 24, wo h = gl*:¢', und der Senkung y, der Mitte des Stabes
bei der Geschwindigkeit Null unter dem Gewicht @ der bewegten Masse, und
zwar ist y, = GP:6K1 Ist die Anordnung des Trigers und die Grifse
dieser Masse gegeben, so himgt @ nur noch von der Geschwindigkeit ¢ ab
und ist dem Quadrate derselben umgekehrt proportional. Dagegen ist « ganz
unabhiingig von der Grifse P, d. h. von dem auf die Masse einwirkendem
Gesamtdruck, welcher mithin auf das Verhiiltnifs der Senkungen ein und
desselben Punktes bei bewegter und bei ruhender Last keinen Einfluls iibt.
Aendert sich P, so iindern sich die Hihen der Senkungslinie fiir ruhende Last
und die zugehrigen Hiohen der Bahn der bewegten Masse in demselben Ver-
hiiltnisse.  Vorausgesetzt ist dabei aber, dafs eine solche Aenderung nicht
etwa eintritt, wiihrend sich die Masse iiber den Stab hin bewegt.?9) Diese
Bedingung ist jedenfalls erfiillt einmal, wenn der ganze iiber den Stab be-
wegte Korper eine einzige starre Masse bildet; sodann aber auch, wenn der-
selbe aus zwei Massen besteht, von welchen die eine unmittelbar auf dem
Stab, die andere durch Vermittlung einer Feder von unendlich grofser Bieg-
samkeit auf der ersten rubt. Es sind dies offenbar zwei Grenzfille, denen in
der Anwendung ein Fahrzeug mit sehr wenig wirksamer und ein solches mit
miglichst vollkommener Federung wenigstens anniihernd entsprechen wiirde.
In beiden Fillen ist ” das auf ein Rad treffende Gesamtgewicht. G da-
gegen ist verschieden, niimlich im ersten Falle = P, im zweiten gleich dem
Gewichte des ungefederten Theiles von P. Da die Wirkung auf den Triiger
jedenfalls um so stiirker wird, je grifser P und G, so sind fiir die Zahlen-
werthe dieser Grifsen bei Eisenbahnbriicken die Gewichte der schwersten

20) 8. § 1, Bemerkung zu Gl 3).
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Locomotiven und ihrer Theile (Rider, Achsen, Achsbuchsen und Zubehir)
malsgebend.  Zur Zeit kann demgemiils etwa gesotzt werden

bei fehlender Federung bei vollkommener Federung
P=87: P=8t:
G=8t=P; G=2t¢.

Hiernach ist #, bei mangelnder Federung gleich der Durchbiegung
unter voller, ruhender Last und viermal so grols, als bei vollkommener
Federung. Umgekehrt ist ¢ im letzteren Falle viermal so grols, als im
ersteren.  Wir kinnen daher den einen Grenzwerth von « mittels derselben
Zahlenwerthe bestimmen, die zur Berechnung der Tragfihigkeit des Stabes
dienen, und daraus den andern Grenzwerth durch Vervierfachung ableiten.
Um dies auszufiithren, bezeichen wir die Triigerhihe mit @ und die Biegungs-
spannung im idiufsersten Querschnittspunkte mit . Dann ist die Festigkeits-
bedingung fiir den Stab:

Pl 2J

72) 5=

Setzt man dies in Gleichung 3), indem man nach vorstehenden Aus-
fiilhrungen zuniichst ¢ = P annimmt, so wird fiir den Fall eines unge-
federten Fahrzeuges

g 9"
78) VR LT MRS Ll
: Vo o B, 1O, e g e

6EJ 3aF
und fiir ein Fahrzeug mit vollkommener Federung
.ga B

74) oy =4a, = U'E._.—U,

also unabhiingig von der Linge des Stabes. Trotzdem gelten die
Gleichungen 73) und 74) aber nicht fiir alle beliebigen Stiitzweiten; denn
es ist ja vorausgesetzt, dals sich immer nur eine Einzellast auf dem Triger
befinde, und dies trifft in der Wirklichkeit nur bei milsigen Weiten —
hiichstens bis ungefihr 4 m — zu. Demgemiils liegt auch @ innerhalb enger
Grenzen, etwa zwischen 30 und 50 cm, sodals es zur Erlangung einer all-
gemeinen Uebersicht geniigt, nur einige wenige Werthe von « in Rechnung
zu stellen. Die Grifsen £ und ¢ konnen fiir diesen Zweck als gegeben und
unveriinderlich zu rund 2000 t und 0,6 t/qem angenommen werden; ferner
ist, wie bekannt, g = 981 em. Da in allen diesen Zahlenwerthen als Lingen-
einheit das Centimeter auftritt, so miifste eigentlich auch die Geschwindigkeit ¢
in Centimetern fiir die Secunde ausgedriickt werden; ‘die hierdurch bedingten
grolsen Zahlen fiir ¢* lassen sich vermeiden, wenn man e = 100 €' setzt, wo
nun C die Geschwindigkeit in Metern fiir dic Sekunde bezeichnet.
Hiermit ergiebt sich abgerundet

75) @, = 500

a
0.‘.!. wiah

- und @, = 2000 o
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Mit Hiilfe dieser (ileichungen lassen sich die in § 10 und § 12 er-
irterten Tabellen und bildlichen Darstellungen am zweckmiilsigsten in der
Weise fiir die Anwendung nutzbar machen, dals man aus 75) die Geschwin-
digkeiten berechnet, die den Werthen von e entsprechen, welche jenen
Tabellen und Darstellungen zu Grunde gelegt sind. Hiernach ist die
Tabelle 1V unter Annahme der Trigerhthe @ zu 30, 40 und 50 em ange-
fertigt. Daraus ergiebt sich, wenn man eine Fahrgeschwindigkeit von 100 km
als obere Grenze ansieht, der kleinste iiberhaupt in Betracht kommende Werth
von @ mit @ = 30 em bei ungefedertem Fahrzeug zu 20 und bei vollkom-
mener Federung zu 80. Da die Lagerung des Fahrzeuges auf den Achsen
in Wirklichkeit nie ganz starr ist, so diirfte man mit « = 40 als unterem Grenz-
werthe ganz sicher gehen. Dann liegt der tiefste Punkt der Bahn, wie Abb. 15
lehrt, schon so nahe bei der Mitte und werden die Schwingungen so klein,
dals man fiir alle Fahrgeschwindigkeiten von weniger als 100 km unbedenk-
lich die Bahn als eine zur Mitte symmetrische Curve betrachten, also den
Einfluls der Geschwindigkeit auf die Beanspruchung aus der Senkung der
Stabmitte berechnen kann.™) Der hierfiir malsgebende Werth von Y liifst
sich nun mit grofser Anniiherung durch die Gleichung
a—:-‘igf,-b 5 oder genau genug durch Y, =1 + a—;‘i---]—g-
ausdriicken. Danach wird die kurz mit ¥ bezeichnete griolste verhiltnils-
miifsige Zunahme der Senkung oder die ebenso grofse Zunahme des
Biegungsmomentes und der Beanspruchung:

76) ¥, =1+

1
77) V= ia_——3 5 (Bed.: « = 40)
Diese Formel liefert beispielsweise >
fiir . = 40 G0 80 100 12000
V': I/T 1/19 1/11‘ l/‘!! l/ﬂ? 1/{:0

= 0,1428 0,0833 0,0588 00455 0,0370 0

Der genaue Werth ist =  0,1394  0,0843  0,0592 00454  0,0366 0

also der Fehler — + 0,0034 — 0,0010 —0,0004 + 0,0001 40,0004 0.

Die grifste praktisch in Betracht kommende Zunnahme beliuft sich hiernach
auf rund 14 v. H. des Werthes fiir ruhende Belastung,

21) In der friiher (s. Fufsnote 2) erwiihnten Abhandlung Glausers vom Jahre 1894
ist der Einfluls der Federung nicht beriicksichtigt und deshalb « viel zu klein in Rechnung
gestellt.  Die von Glauser geilufserte Meinung, dals fir den gefederten Theil des Wagens
kein Anlafs vorliege, eine andere Bahn zu beschreiben, als fiir die ungefederte Masse, ist
offenbar irrig; denn auf den ersteren wirken Schwerkraft und Federdruck in entgegengosetztem,
auf die letztere aber in gleichem Sinne. s ist ja gerade der Zweck der Federung, die
Bahn des Obertheiles gegen die des Untertheiles abzuflachen.
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§ 15. Schluflsbhetrachtung.

Die vorausgegangenen Untersuchungen haben gezeigt, dals bei Ge-
schwindigkeiten, wie sie im Eisenbahnbetriebe vorkommen, der Lastpunkt
seine tiefste Lage ziemlich nahe der Mitte des Triigers (und zwar stets etwas
hinter derselben) erreicht, und dals auch das Biegungsmoment in der Nihe
dieser Stelle (nur wiederum etwas dahinter) einen Grifsewerth besitzt. Weiter
nach dem Ende zu nehmen die Senkung und das Biegungsmoment wieder
ab; beide Grifsen werden dann Null und sogar negativ. Hier zeigt sich
cine Liicke in der Lisung der Aufgabe, denn die angestellte Rechnung be-
ruht auf der Voraussetzung, dals die bewegliche Masse stets mit dem Stabe
in Beriihrung bleibe; wenn sie nun aber beim Durchlaufen ihrer Bahn in
eine Lage kommt, wo eine solche Beriihrung die Durchbiegung des Stabes
nach oben erfordern wiirde, so muls offenbar eine Trennung, ein Abheben
stattfinden, da ja eine auch mnach oben hin wirksame Verbindung zwischen
der Last und dem Stabe nicht besteht. Die Abbildungen zu § 12 lehren
jedoch, dafs durch diesen Umstand nur ein kleiner Theil der Bahn beein-
flufst wird, dessen Liinge sowohl, als auch dessen Erhebung iiber die Auf-
lagerwagerechte nach Abb. 15 schon bei @ = 40 fast verschwindet.

Hier kinnte nun die Frage angekniipft werden, wie es denn iiberhaupt
miglich sei, dals die in wagerechter Richtung auf den Stab gelangende Masse
nachdem sie anfiinglich in gekriimmter Bahn herabgesunken ist, sich spiiter
itber die Auflagerwagerechte, erheben konne, und woher die Arbeit stamme,
die zu dieser Hebung nithig ist. Dals weder die Schwerkraft, noch der
elastische Stab jene Arbeit geleistet haben kann ist klar; es muls also eine andere
Quelle dafiir vorhanden sein, die allerdings nicht ohne weiteres ersichtlich ist.
Die Antwort ergiebt sich aus folgender Betrachtung. Unter den grundlegenden
Annahmen befindet sich auch die, dafs die wagerechte Geschwindigkeit ¢ unveriin-
derlich sei. Das ist bei wagerechter Bahn gleichbedeutend mit der Annahme,
dals der Masse weder Arbeit zugefiihrt, noch entzogen werde, setzt aber bei
fallender oder steigender Bahn umgekehrt das Hinzutreten einer negativen
oder positiven Arbeit voraus. Die zwischen zwei gleich hoch liegenden Punkten
einer abwechselnd fallenden und steigenden Bahn aufzuwendenden Arbeits-
mengen tilgen sich nur dann, wenn auch die Richtung der Bahn in beiden
Punkten die gleiche ist. Im vorliegenden Falle ist diese Bedingung nicht
erfiillt, denn die Bahn schneidet die Auffahrtsrichtung; der wagerechten
Geschwindigkeit ¢ entspricht am Schnittpunkte die grifsere Geschwindig-
keit » in der Richtung der Bahn. Das Arbeitsvermigen der Masse ist im
Augenblicke des Auffahrens } m ¢® beim spiiteren Schneiden der Auffahrts-
richtung dagegen } m ¢* also grifser, Der Unterschied mufs, wenn ¢ immer
denselben Werth behalten soll, von aulsen zugefiihrt werden. Die Quelle
dafiir ist das Arbeitsvermigen der Locomotive, und dieser entstammt auch



41

die Arbeit, die zam Heben der Masse iiber die wagerechte Auffahrtsrichtung
hinaus erforderlich ist.”)

Mit Vorstehendem hiingt ein anderes, befremdendes Ergebnifls zusammen,
das schon in § 13 besprochen wurde, niimlich der Umstand, dafs uns die
Rechnung auf ein starkes, theoretisch sogar unbegrenztes Anwachsen der
Biegungsmomente gegen das Ende des Stabes hin gefiihrt hat. Auch dieses
entspringt aus der Annahme ecines unverinderlichen ¢; denn da die Bahn
nach dem Ende zu die Auflagerwagerechte unter immer grifseren Winkeln
schneidet, so wiichst an diesen Stellen der Unterschied zwischen ¢ und »
fortwithrend.  Damit wachsen auch die Arbeitsmengen, die der Masse m von
aulsen zugefiithrt werden miissen, wenn ¢ immer dieselbe Grifse behalten
soll. Der Wechsel zwischen Jme? und 3me® muls aber mit um so griflseren
Kraftiufserungen verkniipft sein, je kiirzer die Wegeliingen sind, auf denen
diese Aenderungen des Arbeitsvermigens stattfinden. Da nun die Auf-
lager des Stabes vollkommen starr angenommen wurden, so miissen die
Schwingungen der Masse — und damit auch jene Wegelingen — zuletzt
unendlich klein, die Krifte also unendlich grofs gefanden werden. Das
Nichteintreten derartiger Kraftwirkungen erkliirt sich daraus, dafs weder die
Stiitzung des Stabes, noch die Masse selber eine vollkommen starre, und
dafs der Btab nicht nur einer elastischen Biegung, sondern auch ebensolchen
Zusammendriickungen (in  der Richtung seiner Hihe) unterworfen ist. %)
Diese Formiinderangen sind im allgemeinen sehr klein im Vergleich zu den
durch die, Biegung veranlafsten Senkungen der mittleren Strecke des Stabes
und kinnen daher gegen dieselben vernachlissigt werden. Fiir die nahe
den Stiitzpunkten gelegenen Theile des Stabes gilt das nicht mehr; und an
den Stiitzpunkten selbst sind die aus der Biegung entspringenden Form-
iinderungen sogar unendlich klein gegeniiber denjenigen, die sich aus den
anderen, eben erwiihnten Ursachen ergeben. Der Anfang der Bahn wird
(aus leicht ersichtlichen Griinden) hierdurch nicht beeinflufst, wohl aber das
Ende, dessen genauere Bestimmung also die Beriicksichtigung jener Neben-
umstiinde erforderlich machen wiirde. Schon die Einfiihrung einer elastischen
Stiitzensenkung verwickelt aber die Aufgabe so, dafs wir vorliufig von der
Untersuchung des Einflusses einer solchen Senkung Abstand nehmen. Schon
aus den vorliegenden Frgebnissen lifst sich wenigstens so viel ersehen, dafs

22) Wiire die bewegliche Masse nicht ein Eisenbahnfahrzeug, sondern ein abgefeuertes
Geschols, so wiirde die Bedingung, dafs ¢ unverinderlich sei, nicht mehr streng erfiillbar,
aber in Wirklichkeit doch mit grofser Anniitherung erfiillt sein und die vorliegendo Unter-
suchung umsomehr brauchbare Ergebnisse liefern, wenn in dem betreffenden Fall ¢ = 1
wiire, da dann ein Abprallen nach oben nicht stattfindet.

23) Wenn oben gesagt wird, dafs die bewegte Masse selber nicht vollkommen starr
sei, 80 soil sich dies nicht auf den Einflufs der im § 14 erbrterten eigentlichen Federung,
sondern auf den unterhalb der Federn liegenden, sogenannten ungefederten Theil des Fahr-
zeuges beziehen. Auch dieser ist kein vollkommen starrer Korper, sondern theils elastischen,
theils bleibenden Formiinderungen (Oberflichenverdriickungen) unterworfon.
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das Abfahrtsende des Stabes und die zugehbrige Stiitze bei schneller Fahrt
eigenthiimlichen, stofsartigen Beanspruchungen ausgesetzt sind, deren Grenze
um so hoher liegt, jo starrer die Stiitzung und das Gefige der an die Lauf-
flichen angrenzenden Massentheile (Fahrschienen und Radkranz) ist.
Leichter als der Einflufs der Stiitzensenkung liflst sich derjenige des
Spicles der Federn zwischen dem Unter- und dem Obertheil des Wagens
beriicksichtigen. Da indes die hierzu erforderlichen mathematischen Rnt-
wicklungen einerseits einen bedeutenden Raum beansprachen, und anderseits
in mancher Beziehung ein selbstindiges Interesse bieten, so behalten wir uns
vor, in anderem Zusammenhange auf diesen Gegenstand zuriickzukommen.




Tabelle I. Werthe von §=Iangew und ¢e=1:Cojew. (S. §4)
w £ 0 w - 0 w EES LY
|

0,0 0,0000 1,0000 20 09640 0,2658 10 099933 |  0,03662
0,1 0,0097 0.9950 2.1 0,9705 0,2413 41 099945 | 003314
0,2 0,1074 0,9803 . 22 0,9757 0,2189 42 099955 | 002998
0.3 0,2013 0,9566 23 0,9801 0,1985 43 | 099963 | 002713
04 0,3799 09250 24 0,9837 0,1800 44 | 000970 | 002455
0,5 0,4621 0,8868 25 0,9866 0,1631 45 | 099975 | 002222
0,6 0,5370 08436 2,6 0,0800 0,1477 46 | 099980 | 002010
0.7 0,6044 0,7967 27 0,9910 0,1338 47 009983 | 001819
08 0,6640 0,7477 28 0,0926 0,1212 48 0,99986 001646
0.9 0,7163 0,6978 2,9 0,9940 0,1097 49 | 0,99989 0,01489
1,0 0,7616 0,6481 3.0 0,9951 0,0093 5,0 099991 0,01348
11 0,8005 05993 31 09959 0,0899 51 | 099993 001219
12 0,8337 0,5523 3,2 0,9967 0,0814 2 | 099994 0,01103
1,3 0,8617 0,5074 33 0,9973 0,0737 53 | 09999 0,00998
14 0,8854 0,4649 34 0,9978 00667 5,4 0,99996 0,00903
1,5 0,9051 0,4251 35 0,9982 0,0603 5.5 ‘ 0,99997 0,00817
1,6 0,9217 0,3880 3.6 09985 0,0546 56 | 099997 000740
1,7 0,9354 0,3536 37 0,9988 0.0494 57 | 090008 0,00669
18 0,9468 0,3218 38 0,0990 0,0447 58 0,99998 0,00606
1,9 0,9562 0,2926 39 0,9992 0,0405 59 0,99999 0,00548
20 0,9640 0,2658 10 09993 0,0366 60 . " 099999 | 00496

(Die Grifsen § und ¢ sind in Abbildung 6 auf Tafel I darch Curven dargestellt.)

gl
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Tabelle IL. (8. § 10)

A. Werthe von y=Vy1—a=t und _%’ W, fira<l.

« = 001 0,05 0,10 0,30 0,50 0,60
y = 09950 00747 09487 08367  0,7071  0,6325
2 Ii) ’

- o= 0021 01013 02056 06659 12508 16382
a = 070 0,80 0,90 0,95 0,08 0,00
y = 05477 04472 08162 02286 01414  0,1000
W, _ _

< 'E‘,:""" = 21548 20453 45767 67522 10936 150588

B. Werthe von y=Va—1=k und —072 W T el

« = 1,01 1,06 1,10 1,20 1,30 1,40
gy = 0,000 02236 03162 04472 05477 06325
LT
= & T 7,2005 56,3381  4,0235 34780 38,1704
4
& e 150 1,70 1,90 2,00 3,00 5,00
y = 07071 08367 0,487  1,0000 14142 20000
T Ar'
— if--?-"-- = 20700 27195 25636  2,5041 21431 1,6038
i/
i = 705 10 15 20 30 40
y = 25405 30000 37417  4,3589 05,3852  6,2450
LW’
£ 2y 1,2608 09407 05204 03064  0,1113 004420
Ji’
« = 00 (i) 70 80 90 100
""" y = 7,0000 7,681 83066 88882 04310  9,90490
W’
_ Wy 501882 000847 000309 000195  0,00103  0,00054
r

(Die Tabellenworthe sind in Abbildung 11 und 12 auf Tafel 11 durch Curven dargestellt.)

-



Tabelle L. Werthe von ¥;=5eoe (aW—

ﬁ) und §=Tangee. (S. § 12).

| i 1 T
i 0,10 0.20 03 | 030 0.65 0,80 i 0.90 100 | — %
§=7= | —09802 | —09231 | —07817 |—06000 |—04060 | —02195 | —01050 | 000 —5=Z

| | | : i {

« | ! [ : «
01 | 000002 0,0003 0,0023 0,0079 0,0174 0,0299 0,0393 0,0490 0,1
05 | 0,00009 0,0014 0,0112 0,0373 0,0817 0.1401 0,1832 0,2275 0,5
1,0 | 000016 0,0026 0,0210 00698 0,1521 0,2588 0,3369 0,4160 1,0
I |
5 ! 0,00060 |  0,0000 0,0703 0,2267 04741 0.7676 0,9641 L1443 | 5
10 | 0,00087 0,0128 0,0986 0,3087 0,6210 0.9596 1,1611 1,325 | 10
20 | 000110 0,0163 0,1220 0,3672 0,7020 1,0195 1,1765 12143 | 20
| | i
I |
40 | 000129 0,0188 01367 | 03956 0,7381 09879 |  1,0954 L,1304. | 40
60 0,00136 |  0,0197 0,1418 0,4026 0,7167 0,0625 10535 | 1,0843 60
80 000140 | 00202 0,1443 0,4053 0,7133 0,9481 1,0325 | 1,0592 80
100 | 000143 | 00206 0,1458 0,4066 0,7106 09394 | 10203 | 1,0454 100
120 | 000145 | 0,208 0,1467 04074 0,7087 0933¢ | 10126 | 10366 120
oo | 000154 | 00219 0,1512 0,4006 0,6975 0,9060 09781 | 10000 | oo
i ! |
(¥ ist auf Tafel IIT und IV in Abbildung 13 als Funection von «, in den Abbildungen 14 bis 21 als Function von & dargestellt.)
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a" und G= /‘—02?“. S. § 14).

Tabelle IV. Werthe von C-'.=l/

Bemerkung. Die Geschwindigkeiten O, und C, sind durchweg in Secundenmetern, und nur soweit die betreffenden
Werthe die Grenze 200 nicht iiberschreiten, auch in Stundenkilometern angegeben.

46

Triigerhéhe @ = 30 em. Triigerhthe a = 40 cm. Trigerhdhe a = 50 cm.
a Fahrzeug Fahrzeug Fahrzeug &
ungefedert | vollkommen gef. ungefedert | vollkommen gef. ungefedert vollkommen gef.
q‘ l v Cu !. v u Cv
m/sec km/st | m/sec | km/st | m/sec | km/st 1 m/se¢c | km/st | m/sec | km/st | m/sec km/st

01 | 387 - 775 — 447 — | 894 — 500 - 1000 L 0,1

o5 | 173 % 346 — | 200 MR 07 N RN g - 05

1 122 — 245 — 141 - 283 — 158 — 316 - 1

- !

5 548 197 110 — 63,2 — i 126 _ 70,7 —_ 141 — 5
10 | 387 139 77,5 s 47 161 | 894 <3 50,0 180 100 a 10
20 | 274 | 986 | 548 197 | 316 114 | 632 — 35,6 128 | 707 — 20
40 19,4 69,7 :, 38,7 139 224 80,5 44.7 161 25,0 90,0 50,0 180 40
60 158 | 569 | 316 114 | 183 | 657 | 365 131 | 204 | 735 | 408 147 60
80 137 | 493 | 274 | 986 | 158 | 569 ,} 31,6 114 | 177 | 636 | 354 127 80

100 | 122 | 41 | 245 | 882 | 141 | 5090 | 283 105 | 158 | 569 | 31,6 114 100
| | i

120 | 11,2 40,2 || 224 80,5 12,9 46.5 il 258 93,0 14,4 52,0 28,9 104 120

o | © s e 0 i el g e 0 0 0 0 0 oo




Tafel I

Abb. 6. Darstellung von £ Yasg round g=1: Lof 1.
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Zimmemmm, Sclm-ingvung‘en eines Triders
mit bewegter Last.
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Abb. 12.Daratellung von y-Va-;
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Abb. 1L Du-stemmg von y-¥i=@ und
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7/ als Function von az.
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Abb. 13. Darstell

Abb. 14.
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