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WSTEP
7agadnienia dotyczgce istnienia i jednoznacznosdci rozwig-

zah ukradéw jak i réwnak rdéiniczkowych wyzszych rzeddw z warun-

kami brzegowymi juz od dawna /1897 Nicoletti/ interesowaly mate-
matykdéw 1 sg w dalszym ciggu przedmiotem wielu publikacji. Pro-
blematyka ta jest wazna ze wzgleddw czysto teoretycznych i ma
duze zneczenie w zastosowaniach teorii rdéwnar rdézniczkowych.
Wiadomo, ze zatozenia gwarantujgce rozwigzalnos$d zagadnien po-
czatkowych i przediuzalnogé rozwigzard na dany przeczial na ogdél
nie wystarczajg do rozstrzygniecia zagadnien brzegowych. Z tego

powodu wiekszodd wynikdéw dotyczgcych zagadnierd brzegowych uzys-

4

kuje sie przy pewnych dodatkowych zaXozeniach , ktdére postulujg

O

dpowiednie wtasnodci rodziny wszystkich rozwigzan danego rdéw-
nania lub nakladajs na prawe strony rdéwna:d rézinegc typu ograni-
czenia rdéwniez ilodciowej natury. Ostatnia grupa zaltozer daje
zwykle tylko warunki dostateczne . Ma Jednsk ona tg zaletge , 2e
tak sformutowane warunki sg wygodniejsze do efektywnego spraw-
dzania.

Sposrdd wielu prac traktujgcych o wielopunktowych zagad-
nieniach brzegowych odnotujmy grupge publikacji, w ktérych wa-
runki istnienia i jednoznacznosci lub tylko jednoznacznoédcei
rozwigzan ujeto w formie uktaddéw nierdéwnosci dla elementdw ma-
cigrzy Jacobiego prewych stron réwnark. Te grupa publikacji ze
wzgledu na formutowane tam warunki, jest najblizsza zagaednie-
niom rozpatrywanvi w niniejszej pracy. . nrzypadku zagadnien

z warunkami brzegowymi wielopunktowymi nalezy wymienié tu pra-



ce [A-g], [11, [6l, [17] dGotyczgee uktaddv rzedu pierwszego oraz

prace [1],[3], [14]1i[15])dotyczace réwnaf rzedu wyzszcgo niz dru-

gie. Uktady réwnand rzedu drugiego z dwupunktowymi warunkami brze-

cowymi badane byry np. w pracach Eﬂ ,[Kﬂ. Warto tu nadmienié,

2e dowéd twierdzenie 1 w pracy [2], dotyczacego istnienia i Jedno-
znacznoéci rozwigzania zagadnienia brzegowego, opiere si¢ na fal-
szywe] przestance, ze macierz jest dodatnio okreélona gdy wszys-

tkie jeJ minory gidéwne s3 nieujemne.

Nie vwyrieniemy tu liczneJ grupy prac dotyczacych dwupunkto-
wych zagednien brzegowych dla réwnen drugiego rzedu, ktdre czgsto
badane byly bardzospec jelnymi metocdami wiadciwymi dla danego typu
réwnen.

Fraca ta dotyczydé bedzie ukraddédw rdéwnan rézniczkowych rzgdu
piervszego / liniowych i nieliniowych / |

i X
= £(t,x), telty,t.], xe®® 2= 1,2,,..,m, (0.9

o
'ad ko

z warunkaml brzegowymi postaci
i i J _ ] . . .
M) =t x%(t,)= Y, iew, jew, (0.?2)

gdzie ¥ i N sg dowolnymi podzbiorami zbioru {1,2,...,n} niekxo-
"niecznie roztgcznymi, spetniegjgcyml warunekx ceard N + card N = n.
Rozpatrywana klasa warunkéw brzegowych (Q0.2) zavwiera w sobie

Jeko szczegélne przypadki rézne typy werunkdéw rozwazanych np.

w pracach [1], [3)6-€] , [14], 09 , 017 «

Redziemy zaklsdaé, ze funkcje £- i ich pochodne fx3 "

i,j = 1,2,...4n, 33 ciagte na zbiorze [tl,tj x R

Celem podstawowym niniejszej pracy jest jednolite ujecie



warunkéw, gwarantujacych istnienie 1 jednoznacznosé rozwigzan
zegadnienia (0.1),(0.2), dla ukladéw liniowych i nieliniowych.

Warunki te wyrazone bedq w formie pewnych nieréwnoéci dla ele-
mentdw macierzy Jacobiego funkecji f = (f1,f2,...,fn), a dokta-
dniej méwiac ustalajg one pewien rozkted znakdéw elementdw tej
macierzy.

Aby sprecyzowad dokladnie Jjakiego rodzeju rozkrady znakdéw
bedgq rozpatrywene oznaczmy przez Az()\:l]-) =>\'>\T, macierz kwadra-
tows stopnia m wyznaczongy przez wektor kolumnowyjk = (X1,)&”.,XU,

gdzie ‘A11 =1,1i=1,2,.0.,m. Powiemy, ze macicrz kwadratowa

A(t) = (a%(t» stopnia m jest kxlasy QA(J) Jezell
J
)\3- aE(t)}O dla teJ, i,j = 1,2,e..,m.

Jedli teraz dla danej mecierzy kwedretowej A stonnia n
oraz ustalonej liczby k, 1 {x {n-1, Ooanresilmy wacierz Sn.x(A)
stopnia m :<n§k)’ / por. wzdér (2.1 /, to wspomniany rozktad
znakéw cdla elementdéw macierzy A Jjest wyznaczony przez warunek
Bn_k(A)e Dy » gdzie A Jest pewna macierzs stopnies m okredlonig
powyzej. Liczba k Jest zwiazana z warunkiem brzegowym (0.2)

i k = cerd VM.

Letwo zauweza sig, 2e jesli k = n-1, to B _, (&) = A i wte-
dy rozk*ad znekéw elementdéw macierzy A Jest ustalony przez we-
rgnek Ae DA , 8t A = n.

Gtéwne wyniki pracy dotyczg istnienie i Jednoznacznogci
zagadnienia (0.1) ,(0.2)przy zatozeniu, 2¢ mecierz Jacobiego
F = (fx§) prawych stron uktadu (0.1) spetnia warunek Bn_k(F)eD

dla choéby jedneJ macierzy A, st A = (ngk)’ k = card M.



Warunck ten zapisuje sie Jednolicie dla réwnan liniowych
i nieliniowych, gdy2 w przypadku réwnad liniowych o macierzy A,

mamy oczywiscie F = Ag

Dla przyktadu zauwazmy, 2ze udowodnione w pracy [6] twie-
rdzenie o istnieniu i Jednoznacznodci rozwiazarn zagadnienia
brzegowego

a3 n
S =a) x+ gy, teft),t,], xer?,

xP(t)) =at, 1= 1,2,..0,0-1, x7(ty) =al

przy zatozonych warunkach dotyczacych elementdiw macicrzy A

af (e, (1) (1) >0, teftyyty), 1,0 = 1,2,.005n-1, 17,

an (1) &l (1)>0, te[t1,t2] , i=1,2,0e.,n-1,

macierzg generowans przez wektor
A = (sgn e?zsgn ag,...,sgn eg_l,l).

W ten sposdéb wyniki zawarte w niniejsze] rozprawie stanowip
uogélnienie rezultatédw uzyskenych w pracech [7] ,[6],[fL [ ,
oraz w pracy [€] , #dzie rozwazenc zegednienie (0.1) ,(0.2)w przy-
padku card M = n-1 przy warunku FG.Q& .

 Autor pragnie podkredlié, 2e inspiracja do badar prowadzo-
nych w teJj rozprawie, byla gtéwnie wspomniena juz praca ﬁ].
Rozprawg mozna zasadniczo podzielié na dwie czeécei. Czeéé

plerwsze obejmujgca punkty 1 - 3, dotyczy uktadéw liniowych,

T . . CP
& cruga, punkty 4 - 6, poédwiecona jest uktadom nieliniowym.



Punkty 1,2 maja charakter przygotowewczy i zawierajag pod-
stawowe wlasnodci klas 9&(3) oraz macierzy B, (A).

Punkt 3 zawiera dwa twierdzenia / 3.1 1 3.2 / dotyczace
istnicnia i Jjednoznacznodci rozwiszan zagadnienia (0.1), (0.2)
w przynadku uktaddéw liniowych.

Twierdzenie 3.1 gwarantuje istnienie i Jednoznaczno$é zaga-
dnienia brzegowego (0.1),(0.2) w przypadku liniowym dla dowolnych
M, N, NnN = @, card M = k, przy zatozeniu, 2Ze istnieje macierz
A stopnia (n%k), przy ktérej Bo_x (A)€D, ([ty,t5]) -

Jezeli dodatkowo zatozymy, Ze macierz B, _, (A) speinia tzw.
woerunek nieredukowselnosci, to zaYozenie MnN = & moze bydé pomi-
nig¢te / twierdzenie 3.2 /.

Wyniki tego nunktn zawierajg jako szczegélne przypadki pew-
ne rezultaty prac [3],1[6),[7]- [%]-.

Punkt 4 ma chsrakter przygotowawczy do tej czedei pracy,
ktéra dotyczy ukladéw nieliniowych.

W oparciu o twierdzenie A. Lasoty EZ,Tw.ﬂ dowodzimy lemat
4.5 o istnieniu i jednoznacznoéci rozwiszear dwupunktowego zagad-
nienia brzegowego, ktéry pozwala przenieéé wyniki punktu 3 na
ukrady nieliniowe. Dowdéd tego lematu jak i1 w konsekwencji twier-
dzenia 5.1 uzyskuje sig przy "niewdziecznym" zalbéeniu, ze macierz
Jacoblego prawych stron uktadu (0.1) Jjest ograniczona. Lemat ten
koresponduje z pewnym wynikiem o jednoznacznoéci rozwigzah przed-
stawionym w pracy [11, Pr.3.ﬂ

Wspomniane twierdzenie 5;1 Jest naturalnym uogdélnieniem
twierdzenia 3.2. Punkt 5 pracy zawiera ponadto wniosgski z twier-

dzenia 5.1 dla pewnych specjalnych uktaddéw nieliniowych o "addy-



tywnie rozdzielonych zmiennych" oraz dla réwnan n-tego rzedu po-
staci x™ = g,x) .

W ostatnim punkcie pracy rozwaza sie uklad (0.1) z warun-
k{@m brzegowym (0.2) postaci card M = n-1, card N = 1, gdzie na
innej drodze niz w punkcie 5 uzyskuje sig twierdzenie analogiczne
do twierdzenia 5.1, przy ostebionym warunku dotyczacym ograniczo-
noéci macierzy Jacobiego prawych stron uktsdu (0.1).

Wyniki uzyskane w tej czedci pracy uogdlniaja niektdére rezul-
taty zewarte w pracach [1],[8] i sq zblizone do rezultatéw uzys-

kanych w [17,Tw.2.1—2.4,s.8ﬂ .



1. Oznaczmy przez R, zbidr wszystkich macierzy rzeczywi-

n

stych stopnia n. W zbiorze R ~wprowadzamy tzw. 1ilcczyn Hede-

n
mera A o B macierzy A i1 B, tj. A o B = (ag b%) , 8dy A = (a}) 5
oraz B = (b%) y 1,3 = 1,2,...,n. Oczywiécie tak okredlcne mno-
Zenie jest przemienne i spetnie prewo rozdzielnoédei wzgledeﬁ do-
dewania mecierzy.

Zepis A20 (A>0) oznaczaé bedzie, ze wszystkie elementy
macierzy A sz nieujemne (dodatnie) . Bedziemy rdéwniez nisaé
A>2B (A>B) jedli A-B>»0 (A-B>0) .

Przez z‘nxn oznaczaé bedziemy podzbiér zbloru B . zawie-

raiacy wszystkie macierze A postaci

T
A=)\°k 3 (101)
gczie A jest n - vymisrowym wekxtorem koluwnowym o wspdéirzednych
A H o= , 1gign , a AT jest Jjegc trenspozycja.

tatwo zauwezyé, 2e macierze generowene przez wektory A 1 - X\ sa
tekie seame,

natomiast A #F XA 5, 1 Ay F = A to
7 1 2 1 2
>\1->\1, 7 Ao A

. . , . n-1
o Z&tem zbidr A‘nxn zewiera dokiadnie 2

Ny

réznych elementéw. W przypadku n = 3 zbiér A 3% 3 ztozony Jest

Zz czterech macierzy

generowanych odpowiednio przez wektory A.1 = (1, 1, 1)

i “A1 =(‘1"?:‘1) ’ A'2 =(‘1: 1, 1) i 'A2 = (1)'1"1) ’



\O

A g =(1,-1, 1) i -AB =(-1, 1,-1) oraz Ay =01, 1,-1)
i- -A4 =("1’—1, 1).
Z okredlenia (1.1) macierzyz\==(%§) wynika, ze jest ona

symetryczna i miedzy JjeJ elementami zachodzs nastepujsce rela-

0

®

J
ki)\k—ki 11,3,k
k]~ J ’ £1,J,k¢<n. . (1.2)

Niech J = [t1gt2]c R. Przez Cn(J) (Cnxn(J» oznaczead bsdzie-
my klasg wszystkich funkcji wektorowych (macierzowych) cisglych
na J i przyjmujacych wartogci z R° (Rnxn) .

Symbolem D, (J) , gdzie A Jest ustalons macierza ze zbioru

A’nxn , oznaczeaé bedziemy klase wszystkich macierzy AE.Cnxn(J)
spetniajacych nieréwnodé

Ao AtY20 , teJ . ' (1.3)

7definiowana powyze]j klasa Jest oczywidcie niepuste , w szcze-

gélnoéci zewiera ona wszystkie macierze diagonalne o nieujemnych
elementach.

Niektédre wrasnodci zbioru QA(J) y, Niezb@dne w dalszych roz-
wazaniach, ujmiemy w nastepujscym lemacie

Lemat 1.1. Jezeli A , BeDA(J) iceR, c20 to

A+B, cA,ABed W) .

Jezell natomiast Ane;qA(J) y A= 1,2..54 y A = 1im A, naJ ,

A€Cmm(J) y to réwnies

AELPAFJ) .

Dla dowodu wystarczy uzesadnié Jjedynie warunek A B(&DAﬂJ) $
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ktéry otrzymujemy natychmiast z réwnodci
(Ao AL (A 0 BCt) = A o(A®) B(t) , ted (1.4)

wynikejgcej bezposrednioc z (1.2) oraz ozreélenie iloczyndéw A B
i A o B necierzy A i3 .

Unege. Klasa D, (J) ject zerkniete, re wzgl¢du na operacjg do-
dawanis i mnozenia macierzy i jest domknietym pedzticrem prze—

strzeni C__ () z metryky Jednostajna. Jest ona ponadto stozkiem
A XLL

wypuktym w C__ .(J) =
Lemat1.?. Niech A¢ DA(J) . Jezali Ay Jest ciggiem mecierzy

okreglonych nastepujaco

A0 =T,
A (1) = St AT) A _(T) AT dls ted ; k= 2,3,08s

1
gdzie I, oznacze macierz Jjednostkowg stopnia n , to

A, €D, (J) dla k = 1,2,... .

Dowéd. Poniewaz macierze Ay , k=1,2,... , nelezg do kla-

sy Cnxn(J) , Wiec wystarczy pokazaé, ze

Ao A (t)>0 dla ted , k = 1,2,... .(1.6)

Qczywidcie nierdéwnoéé (1.6) Jjest prawdziwe dla k = 1 .

Latwo rdéwniez zesuwazyé, e jeéli dla pewnego k-1 , k>1

Ao A _(1)20 , teyg

to dla mecierzy A, , zgodnie z okreédleniem ciggu {Ak} mamy
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t
Ao A (L)= ‘t Ao (AT Ak_]('r)) aT " ted .
1

Stad

Ao A _(1)20 , ted ,

gdyz z lematu 1.1 1 zeYozenis AG‘QA(J) mamy A A_,€D,(J) .
Na mocy zasady indukcji nierdwnodé (1.6) Jest wiec prawdziwa
dla kazdegc naturalnego k .

Rozwazmy teraz macierzowe rdéwnanie réziniczkowe

X'=A()X dla teJ = [ty,t,] , (1.7)

z warunkiem poczatkowym
X(ty)=1I, (1.8)

gdzie macierz uktadu A€,Cnxn(J) "
Niech w dalszym ciggu A bedzie dowolna &le ustalona ma-

cierza ze zbioru A

L]

nxn

Lemat 1.3. Niech X bedzie rozwigzaniem macierzowym zagad-
nienie poczatkowzgo (1.7) , (1.8) na przedziale J. Jezeli ma-
cierz A nsalezy do klasy QAﬁJ) , to réwniez X me t¢ wtasnodé .

Dowdd. 7 (1.7) i (1.8) otrzymujemy réwnowe:ne réwnanie cat-

Kowe

t
X () =1, + St ACT) X(r) ar y ted

1

. X ; .
ktérego rozwiazanie mozna przedstawié w postaci Jednocstajnie
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zbieznego szeregu

o)
X(t) = A (1) , teJd |,
k=1

gdzie ciag macierzy {Ak] okredlony jest wzorem (1.5) .
wWerunek X€ QAFJ) Ject wigc konsekwencja lematdéw 1.2 i 1.1 .

Uwege. Lemat 1.3 orzeka, Ze jezeli X(t) , t€J Jest macierzy
fundementalna uk¥edu liniowego x'= At)x , X(ty) = I, i AeD,(J)
to XG_DA(J) .

Uwega. Przy zalozeniach lemstu 1.3 mamy réwniez X%&QA{J) .
Jedli ponadto A Jjest macierza stels, to X(k)é QA{[t1,+oo» y
dla kazdego naturelnego k .

Kolejny lemat wymaga wprowadzenia pewnych dodatkowych ozna-
czen.

Jezeli A Jest macierzg ze zbioru Cnxn(J) , tOo przez A°
oznaczaé bedziemy mecierz powstala z macierzy A przez zastapie-
nis w niej zerami elementdéw znajdujacych si¢ na g¥éwne] przeks-

tnej tJ.

n
n 3

C

A :A - diag(a}’&g’ooo,a

. 1 - s . - :
gdzie &; , 11§n , s3 elementaml disagonelnyml macierzy A.

Netomiast przez H, oznaczad bedziemy macierz diagonalng okre-

édlona wzorem

t t t
HA(t)z diag(expst a}ﬂ)dT,expSt agﬁﬁdT,...,eprt agﬂde) te J.
1 1 1

Oczywidcie tak okredlona maciarz jest nieosobliwa na przedzia-

le J . Ponadto prawdy Jest, ze
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g

HA , " eDA(J) . 1.9)

lemet 1.4. Niech X bedzie rozwigzaniem mecierzowym zagad-
nienia poczatkowego (1.7) , (1.8) na przedziale J. Jezeli macierz
A° nalezy do klasy QAFJ) , to réwniez X ma te¢ wlasnoéd.

Poradto na przedziale J prawdziwe jest nastepujsce oczaco-
wenie

t T,
Ao Xy E, (V{1 + St dTJt dTs  ssn
1 1

T. 1-1 '
1-2 -1 Q _
.,,S I‘I HA(TS)(ILO A (TSD HACTS) dTl—%} y Tgo =t . (1.10)
t
1 s=1
dle kezdej liczby naturelnej 1, 1> 2 .
Dowéd. Rozwazmy nastepujgce macierzowe zagednienie poczatko-

we

Y'=BWY , Yt =1 , teJ , a.11)

gdzie macierz B okredlona jest wzorem

B=H A°H, .
wobec (1.9) i zalozenia AoeaDAéJ), ne podstewie Jemetu 1.1 wnio-
skujemy, Ze BE_QAFJ) .

Niech teraz Y oznacza rozwigszenie macierzowe zagednienia
poczatkowego (1.11) okreslone ne przedziale J. Wtedy na mocy le-
matu 1.3 otrzymujemy, Ze Y nelezy do klasy D CJ) .

Stad, wobec (1.9) i tatwego do sprewdzenie zwigzku

HAY=X . (1.12)
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lemet 1.1 deje natychmiest Xe QA(J) , CO kXonczy pierwsza czesdé
dowodu.
Niech {Bi} bedzie ciagiem macierzy okreélonych rekurencyj-

nie przez macierz B wg wzoru (1.5) , tzn.

t
3,0 =1, , B;j(t) = ft B(T) B;_(T) 4T =
1
_ t aT IT1JT ‘Ti-1 =1 -1 0(1- o N _
- S 1y, “re2 ot Hy M AN TIETIAT 00 (T, = ),
t t Yty s=t

i = 2’3,... ’
: 00
Wtedy Y = }:’181 , &dzie na podstawie lematu 1.2 , mamy B, € DA(J) -
1=

1 =1,2,..0 . Poniewaz
o0
x-(1n+81)=);’231 , 12
il=
i#l
2 prawe strona tej réwnodci jest, wobec lematu 1.1 , mecierzsg
kleasy QACJ), wiec

Ao (XY() - (I, +By(v)) 0 , ted, 132 .

Stsd na mocy zwiszku (1.12) i oczywiste] réwnogci Ao Iy = Iy &

otrzymujemy

Ao (B Nt x(t) > I_+ Ao By(t) , t€J , 132 .

-1 ~1

Uwzgledniajac cczywista réwnoddé H, oA =H, oraz (1.4) mamy

Ao(H]' x) = H (Ao X)
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i

t Ty Tgan =1 o4 0
Ao }31(t)=./\o§t‘d'r1 SM dTy ... ft1 HHA (Ty) ATy Hy(Tg)dT,
s=1

- aT g aT. ... S = ET (T )@oA%T ZWE (T yar. ..
‘, 1 t, 2 :, slzll ATs NeAlT ) dT

Tek wiec ostatnia nieréwnoéé przyjmie postad

£=T () (Ao X(t) 3 I - ‘t ar,  Var.
zA \ 2 n t] 1 t1U2 e o 0
' "71'2 l-tP“(T Ao A°(T )DH (T )d4aT
A N [ Ha (T o) MEAT AT
1 s=1

co wobec faktu, ze HA Jest me_ierzy dfegonalng o nieujemnych
elementach, daje zadans nierdwnodé (1.10) .
Ze wzgleddéw technicznych sformutujemy i udowodniry nastepu-

‘Jacy wniosek

Wniosek 1.1. Elementy rczwiazanie macierzowego ¥ = (xE)
zegednienie poczytkowego (1.7), (1.8) spetniejsg na przedziale

J nastepujgce oszacowenie

ii vty PR &
lj xj(t)> exp([ aimﬁ dT){Sj - j dTlI dT2 i
kg L Y

T 1-2 1 i T i i
1-2 8 s s+1, “e+1 8
coe S A:= & T exp a. (T)- &. (TMAT)dTt
t1 (lil loeq 1s+$ s+0 St1 ( ls+¥’) 1s » 1—1}2

1 t .
> § exp ft almat ,  1gi,j¢n (.13)
1
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gdzie io’i1""’il—1 jest dowolnym uvktedem liczb naturalnych
ze zbioru {1,2,...,n} tekich, ze i, =1, il-l = J oraz
1, # s I dla 8 = 0,1,...,1-2 .

Oszacoweanie (1.10) wyrazone poprzez elementy macierzy X ,

A i A me dla dowolnego 1 , 12 , postaé

i t .
X; x (t) > exp gt aiﬁWdT X

<

. t T T 1-2 1 i
x{&% + 1d‘T . S L ( A5 2 % (Tart) x
3 1 2 1 1
J t1 1 t‘ i3 : 6 s+1 “s+1
' 1’ ?’..., 12

1S¢_S+1,u$s$1 -2

10—1,11;1:3

T i 1
" s+1 s+1 S
X &x] §+ & (T) - aigndﬂdTl_]}

2 s+1 P i,i¢n o (1.12)

Poniewaz na przedziele J prawdziwa jest z zalozenie nierdwnoéd
Ao Ao(t)> 0 , wiec dla kazdegc skoriczonego cisgu liczb natural-
nych i_,i,,...,i;_; ze zbioru {1,2,...,n} texich, ze ig # i,
0 s 1-2, zechodza nierdwnosdci

‘s ts

a; t)>o0 , 0gsgl-2 , teld .
s+1 “s+1

7 nierdéwnodci (1.14) otrzymujemy wiec

. - t . . t T
1 1 1 3 1
Aj xj(t))(éxp St a;(T) dT){éj + ft ATy ft dT, ...
1 1 1
T i i
o 1-2 s+1 “g+1
g (U e ls 1(Ts+1) expgt!’ ais+1(’r_)- a; (T) d'l') 1_1}>

. t .
>5§expL:a¥UdT , 1gi,j¢n , tev
1
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czyli zadena nieréwnodé (1.13) .

2 e, A=, 1= 1,2,000,0

Uwaga. Niech X =(2',»
bedzie wektorem generujgcym macierz A =(X3)El§nxn « Qkredlmy

zbidér SZX nastepujgco
IQX =[x=(x1,x2,-o-,xn) s xl Xl>0, 1<i\<n} °

Jezeli maciersz AOQDA(J), to rozwigzanie x(t}; t€J , 'uktadu
liniowego x' = A(t) x 2z warunkiem poczgtkowym x(t,) = xg

ma wrasnodd

x(t)G_SE,k, teg .

Dowéd. Niech X(t) = (xé(t» , t€J , bedzie macierzg funda-
mentalng rozwazanego uktadu liniowégo unormowang w punkcie Ly = o
7atem na podstawie lematu 1.4 mamy

i i v @
>‘j x J-(t)}O s LEJ 4 1;] = 1,250,400 &

Stad, zatozenia xg e_.Q.A oraz wzoru (1.1) otrzymujemy

0 ¢ 23.’1 >\3x3 yNxg = A" }:’ xg(t)xg , ted,
J= d=

i= 1’2,...’3

czyli zgdany uktad nieréwnodci.
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2. Dla ustelone liczby naturalnej r , 1 r¢n, niech G. n
]
oznacza zbidr wszystkich écidle rosnacych ciagéw r elementowych

utworzonych ze zbioru {1 2,...,?} « Oczywiécie G zawiera

r,n

doktednie ( ) elementéw, ktdre upurz.q kowane leksykogreficznie

ponumervimy liczbami od 1 do (r) - Przez h_ oznaczmy numer

ciagu x€G, , W takim uporzadkowaniu. Oczywidcie kazdy ciag <
3

ca Jjednoznacznie okres$lony numer h, 1i- keida liczba naturalna

n
h € {1,2,...‘r)} Jednoznacznie wyznacza elerent o w klesie G

dla ktérego h, = h.
Dle dane]j macierzy A = (a}) stopnia n 1 danych dwéch cig-
géw & = (ig,ipseee3ip) » P = (d1sdns--+1dp) (niekoniecznie

z G, n )° elementach ze zbioru {1,2,...,n§ oznaczmy przez
]

1’12”"’1r
RENG )

J1,J2,~--,J

wyznacznik podmacierzy A wyznaczonej przez wiersze z indsksami

i1,i2,...,ir i kolumny z indeksami 51,j2,...,jr 5 td.

r-i1 1, 11—
a: a: . . . a .
Ji1 92 Ir
i i i
2 2
a: a- . . . a.
E P Jd1 dp ' Ir
ALl .0 . . ) = det
J1’J2’...’JI‘ e o e o . . . e o . e o o
alr al_r alr
iy %, Jr |

r,n

>
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Przez ¥ (A) , 1 Lr&n , oznaczad bedziemy macierz stépnia

n . n
(r) o elexentach m}(A), 1 gi,j$<r) okreglonych nastgpujgco
i @

gdzie a.,(seGr,n tekie, 2¢ h,=J , hB =1 .
Qczywigcie g¥éwna przekgtna tek okredlone] macierzy =zawiera
wszystkie minory gtéwne stopnia r macierzy A.

W celu’okreglenia kolejnej macierzy stopnia (2) wprowa-
dzimy symbol bg' (a) , a,peGr’n , &= <i1’12""’ir) ,

P=(Jdysdpse-=sdp) » oOkreslony w nastepujacy sposébh

b

[ r i
Eai” y Jedli a=p ,
s=1 ~s . .
a.=(11,12,...,1r)’
prq 1
. . . i p : . = :
bQ(A) tlTalZ’o.o,lr(A) J <1) an’ Jeéli Oc$p {lp} s
—d ) - = . = ~ - . 2.1
p J‘|)Jz:°"er ?’ o= {JOB (, )
0 y Jeéli zbidr «anp
ma co najwyzej
] T - 2 elementdéw .

Przez Br(A) = (b} (4)), 1grgn , ozneczaé bedziemy ma-
n v . '
cierz stOpnia(r) , W ktdérej b} (A)=b;(A),vg‘diie oc,p&Gr,n wyzna-

czone sg przez warunki h, =1 , hP = Je

Bezpodrednio z okredlenia macierazy Br(A) wynika, 2e w przy-

padku r = 1 1 r = n mamy odpowiednio

Biy(AY =11 B(A) = Tr &

gdzie Tr A =§2: ai oznacza glad macierzy .
1=1
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-

Na uwage zastuguje réwniez przypadek r = n-1.
Wtedy elementy macierzy B,_.(A) , A = (33) , okredlone

83 nastepujaco

i _ i+j+1 n+1-j3 . . " .
bJ'(A) = (“) J an+1_g ) 1\<l,J\(I’1 ’ 1 7" J
bi(A) = i; ad , 1<ign .

s=

s#n+1-i

"Dla ilustracji rozpatrzmy Jjeszcze nastegpujgcy przykrad.

" Przykiad 2.1. Niech A = (83) bedzie macierzg stopnia czwar-

tego 1 niech r = 2. Wtedy macierz Bz(A) Jjest stopnia szdéstego

i ma postaé

-;;+a§ | ag ai -a? -al 0 |
ag a:+ag az | a; o) —al
ag a4 a}#—ag 0 a; a%
N
I S N

i 0 -a? a? -aé ag ag+aj;- .

Uwaga. Jezeli A€C,, .(J) wtedy

B.AAYEC, ) , N=(3), 1grgn .
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Udowodnimy teraz nastepujgcy lemat.

Niech X bedzie okredlonym na przedziale J

Lemat 2.1.

rozwigzaniem réwnania (1.7) z warunkiem poczgtkowym (1.8) .

Wtedy dla kazdego r , 1 (rn, M (X) jest rozwigzaniem ukladu

Y'=Br(A(t))Y , tedg (2.2)

z warunkiem poczgtkowym
Yy = I, o (2.3)

gdzie Iy Jest macierzg jednostkowg stopnia N =(?) .

Dowéd. Niech r bedzie dowolnym, ustalonym elementem zbioru
{1,2,...,n} i niech ponadto & = (iy,is,ece,i ), P =Chy,kpyeee,ky)

bedg elementami ztioru Gr
’
Dla wykazania, ze macierz M (X(t)), tedJ, Jjest rozwigza-

niem ukladu (2.2) wystarczy udowodnié nastepujacg réwnosé

d B - T p
xPay = Y2 bl oanxB@) , ted , (2.4)
e T=(J1932:“‘)Jr) = ! ’

(a4
Te Jr,n
gdzie wspdiczynaiki b; przyjimujg wartoéeci okredlone wzorem (2.1).
K tym celu réZniézkujac mino: Xﬁ i korzystajgc z faktu,

ze macierz X spelnie réwnanie (1.7) , otrzymujemy



A"S ,13’0'.’1

S i P,
- 5 Certttr }f’ t) X )+
a‘{ Xa (t)— :1811(t)x(k1’k2"..’ )+ s=1 a () (k1,k2,1(3’000, )

Pt enIET e
+ ce0 + ‘1 () k ""kr..1’kr ] L L

Poniewaz wyznacznik,w ktdérym-dwe wiersze cg identyczae znika,

wiec powyzezg réwnogé mozemy przepisad w postaci

i e e o i
d ﬂ _ ? t ] 2’ ’ T +

s¢{i],12,...,1rﬁ

18 sigyeee,iy yessslogas8
+ f;a (t)‘C(k1 ) ---*Z (t X(kl,...,krﬂ’k) *

1,]{2,‘3,...,{ u_1 r_1, T
s ¢{i1,i2,...,Lr§ Sﬂl1,12,..., 14

+x(“"l7""’ E )f (1), ted ,(2.5)

Zauwazmy, ze po naturalnym uporzadkowaniu elementdéw zbioru

{ify-..,i1_1,S,il+1r-'°’ir}.’ prawg strong (2.5) mozemy zapisad
Jdysdoreeesdy
jeko kombinacJje minordéw X(k1 k2 k_
1’ 2”00,

rLetwo sorawdze cie, ze wspbitczyrniki w tej kombinac ji majg po-

) wystepujacych w (2.4).

staé¢ (2.1) . Tym semym réwnoéé (2.4) jest prawdziwa.

Dlea zakorczenie dowcdu zeuwazmy, 2e werunck (2.3) jest

spetniony, glyz X(ty) =1, i M.(I) =1,
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Wynik zawarty w lemacie 2.1 dla uktadéw rdwnanl rézniczko-
wych (2.2) generowanych przez réwnania liniowe 3 - go i 4 - go
rzedu moz2na znaleZé w pracy Di] .

Uwaga. Poniewaz dla r = n mamy M (X) = det X oraz, jax Jjuz
poprzednio zauwaiylidmy, Bn(A) = Tr A , wiec z lematu 2.1 otrzy-

mujery dobrze znane réwnanie rézniczkowe Liouville’a

St det X (1) = Tr ACt)-det Xt) , teJd .

7anotujmy Jjeszcze Jjeden lemat, bedgcy bezpodrednim wnios-
¥Xier z lemetu 1.4 1 lematu 2.1 .

lemat 2.2. Niech X bedzie rcziwigzeniem macierzowyn zaga-
dnienia poczgtkowego (1.7) , (1.8) okredlonym na przedziale J.
liech r'e{ﬂ,Z,...,n} i niech ponadto dana bedzie n&cierz /X*

ze zbiloru ANXN , N = (:) , teka, Zze

0 T
| Br(A) G,DA(L) .

Wtedy macierz mirordéw ¥ . (X) rdéwniez nelezy do klasy D W) .
Ponadto wobec wniosku 1.1 dla elementéw mecierzy Mr(X),
(1 <rgn) , a wigc dla minoréw mecierzy X prawdziwe jest na

przedziale J nastepujyce oszacowanie
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. . t s - T
1 1 : _ A1 B P 1 1
;5 mJ-(X ) = A3 X, (t)>,(ex;>§t1bi(r)d'r){8j+ ft1d1'1 J't1 aT,

T 1-2 1 i T i i
1-2 'y 8 S s+1, "s+1 s
- A b. " (T ) ex b. T) = b; (¢T)dT)aT }>
St1 (;:g le+1 ts+1 s+1 P§t1 ls+1( ) ls ) 1-117
i t : n
;53 expst bi(T) ar 1<, d¢(p) , (2.6)

1

gdzie & ,ﬁeﬁr’n.sq wyznaczone przez warunki hy, = § , hB =i,

oraz i ,ij,...,i;_; Jest dowolnym ukladem liczbd naturalnych

. n . . y .
ze zhioru {1,2,...,(I)}, dla ktéryc? i, = i, %1_1 = j oraz
ig # 1g4q » 08 1-2 , natomiast mz ’ bE,i k.3 oznaczajg odpo-

wiednio elementy macierzy M (X) , BL(A) iA .
Dla elementéw diegonalnych macierzy,mr(x) tj. minoréw
gtéwnych Xg rozwigzenia macierzowego ¥ zagadnienia (1.7),(1.8),

memy w szczegdlnodcl nastepujgce oszacoweanie

t
¢ i -
Xp(t);expst1bg(f)dT =

t & de S
= ”‘ng Lo ,iman, p=(iy,n ey, ted, @227)

wyrazone bezpodrednio przez elementy macierzy A.
Na zakoriczenie tej czeécl pracy zanotujmy Jjeszcze jedna uwage.
, S - o) i .
Uwega. Foniewez By (A)= B.(A") dle kaizdego r, 1 {r¢n, wiec

w lemacie 2.2, zatozenie B?(A)e]%\ﬁl) mczna zastgpidé zaozeniem

o
Br(A)éDA(J) .
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3. Rozwazmy ukiad liniowych réwnand rézniczkowych

T -awx+gt) , teds= [tota] (3.1)
gizie AeC . (J) , geC, (J) ,

Zz werunkiem brzegowym

Pxt) + Qxi,)=c¢c , (3.2)

gdzie P 1 @ sg stalymi mecierzami stopnia n , orez ¢ Jest
n - wymiarowym wektorem kolumnowym.

W dalszym ciagu przez X (t;A) oznaczad bgdziemy macierz
fundamentalng uktzdu (3.1) unbrmowana w punkcie ty tj. roz-
wigzenie macierzowe féwnania (1.7) % warunkiem poczgtkowym(1.8).

Rozwigzanie uk¥edu liniowesgo (3.1) z warunkiem poczgtko-

wyr x(t,) mozne zatem przedstawié w postaci

x(t) X(t;A)x(t1)+v(t) , ted
gdzie

v(t)

t
S XX (T, gmatr , ted .
t
1

Poniewasz
L]

X(t2) = X(tZ;A)x(t1) + v(t2) .
wiee rozwigzanie powyzsze spetnia werunek brzegowy (3.2) jeéli

(P +QX(ty;A) x(t)) = ¢ - g v(t,)
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Prewdziwy jest wigc nastgpujacy zneny lemat ( por. np. D1] 1 Dé]),
lemat 3.1. Jedli macierz P + 9 X(tz;A) jest nieosobliwa
to zeagadnienie brzegowe (3.1),(3.2) ma jednoznaczne rozwigzanie

wyznaczone priez warunek poczgtkowy

x, = x(t) = (P + Q X(ty3A) 1 (e - Q V(). (3.3)

Delsze nasze rozwastania cdotyczyé bedg tylko pewnych oczcze-
gélnyech przypadkéw werunkéw brzegowych postaci (3.2). W tym
celu wprowadZmy pewne Jdodatkowe oznaczenia.

Przez Ig , 1&p,q&n , oznaczmy macierz stopnia n, kxtdérej )

wszystkie elementy sa réwne zero z wyjigtkiem elementu stojagcego
na przecigciu p - tego wiersza i q - teJ kolumny, ktéry réwny
Jest 1. Oczywidcie Ig = (8% Sg) y 1,J = 1,2,e..,n.
Natcomiest dla dowolnych dwdéch ciggéw / niekoniecznie rdéznych /
o= (11,12,...,ik) i B =0Cdysdoses=sdy) ze zbioru Gk,n ’

(1 £k §n-1) , przez Ig oznaczmy macierz stopnie n okregloneg

w

N

orem

i i |
X - ! + 2 + + I.k
IB = I'j1 IJ2 ® o0 Jk °

Ponadto 2la kazdego ciggu o« = (11,i2,...,ik)eGk’n, (1 <k ¢n-1),
przez « oznaczaé bedziemy écidle rosnagcy ciag utworzony ze

zbioru {1,2,...,n}\cx. Oczywiécie o € Gn~k,n’

Polézmy teraz P = IX i Q = I% » 8dzie o« 1 B sg cdpowie-

dnio elementami zbioréw b
S “k,n ~ Gn—k,n

runek brzegowy (3.2) przy mie postaé

(1 £k ¢n=-1) . Wtedy wa-

Igx(t) + IZx(ty) ¢ . (3.4)



Petwo zauwazyé, ze dane dwa ciggl & = (11,i2,...,ik) € Gk,n

1B = (drdpreeerdpix)€ Gnrk,n.’ (1 £k £n-1) , wyznaccaja

zbiory - nie%oniecznie rézne » tych wspéirzednych rozwigzania

x 4 dla ktérych zadane sy wartodci odfowiednio w chwilach-t1 i ts .
Zeauwezmy tez, Ze naclerz IgX , & » BeGn-—k,n' XeR yn

me zerowe wiersze o numerach nalezacych do « oraz wiersze tej

macierzy o numerach nalezacych do o« pokrywajg sie kcledno

Zz wierszami macierzy X o numerach nalezgcych doc B . Stad ¥korzy-

stajac z twierdzenia Leplece’s o rozwijaniu wyznacznikdéw,

otrzymujemy

det(Tg + ng<t2;A)) =X§(t2;A) ;
co z kolei na podstawic lemetu 3.! pozwele nam sforzu*owad
nastepujacy wnlosek.

Nniocek 3.1. Niech woe G,
k,n

e

>
m
(&)

(1<% <n=-1)

beda ustzlone. Jezeli

XSt,58) £ 0, (3.5)

to.zagadnienie brzezgowe (3.1) ,(3.4) ma Jjednozneczne rbzwiqzanie.
Sprowadzejsc rozwszana w przcy [15] dwupunktowe zagadnienie
brzegowe dla liniowego réwnania rdiniczkowego / rzedu trzeciego
i czwertego / Ao réwnowaznego mu zagadnienis dla ukYedu linio-
)

wego i korzystajac z lematu 2.1 , mozemy udowodnione tam twier-

dzenia 1 i 4 otrzymaé jako szczegélne przypadki wniosku 3.1.



FrzejdZmy teraz do pierwszego z dwdéch twierdzeri, ktdre
udowodnimy w tej czedcl pracy. Dotyczy ono zagadnienia istnie=l
nia i Jednoznacznoéci rozwigzer ukiadu liniowego (3.1)z warun-

kiem brzegowym postaci

—

A
&

Iex(ty) + IZxC,) =c , *€Gy o, a4 ¢x ¢n-0(3.6)

Problem ten stanowi oczywidcie szczegdélny przypadek zagadnienia
brzegowego (3.1) , (3.4) . Warunek (3.6) oznacza, ze kazda ze
wspétrzednych rozwigzania x jest zadana bgdZz w chwili t, bgdZ

w chwili tse

Twierdzenie 3.1. Niech k , 1 {k {n-1 , btedzie ustalone

i niech ponadto dana bedzie macierz [&EA;NXN , N =(n§k),teka,2e

o}
B, (A7) €DI) . (3.7)

Wtedy zagadrienie brzegowe (3.1), (3.6) ra jednoznaczne rozwig-
zeniz dla dowolnego ciggu o:.e,Gk B i dla dewolnego wektora ceR™.
. H

Dowéé. ""stalmy dowolny cigg oeZ,

x,n i przygm13my<x=(11,12,...

ceeyt ). Zgodnie z wnioskiem 3.1 , dla dowodu twierdzeaia wy-

sterczy sprewdzié warunek (3.5) w przypadku p = o« .

W tym celu cauwazmy, ze wobec (3.7), speXnione sg zaioze-

nia lematu 2.2 przy r = n-k . Z7atem gszacovianie (2.7) dle B=

daje nieréwnogé

- t2 n-k {S
Xa(t2;A) > expg a7 (T)dT =v>0 ,
,t1 8= s

co dowodzi zadenegc warunku i korczy dowdd twierdzenia.



Uwaga. Twierdzenie 3.1 daje dodé¢ ogélny schemat uzyskiwa-
nis konkretnych warunkdéw gwarantujgcych istnienie i Jednozna=z
cznodéé zagadnienie (3.1), (3.6) , wyrazonych poprzez elementy
mecierzy A. Wystarczy bowiem ustalié domolnezvukNxN 1 zagweran-
towad warunekx (3.7) . Prowadzi to dou pewnego uktradu nieréwnoéci
dla elementdéw mecierzy A.

Jako prosty przyktad zastosowanisa powyle; udowodnicnego
twierdéenia, rozwazmy nastepujgce zagadnienie brzegowe dla riéw-
nanie liniowego rzedu n

n+1
p:

x(m)(t1)=~cm 5 x(thg)z cF s, P =0,1,ce.,n=1,

p # m, (3.9)

dzie wspdéitczynniizi ap, p=0,1,...,n=-1, vraz y sg funkcjami

(9]

£lymi na przedziale J = [t1,t2] .

@]
pte
£

Powyzcze zagadnienie jest oczywidcie réwnoweine zagadnieniu
postaci (3.1) , (3.6) , w ktérym A jest macierzg uktadu réwno-
waznego réwnaniu rézniczkowemu (3.8) ; g(t) = (0,...,0,0(t))
oraz &= (m)€ G1,;. Przyjmujqc, ze /A jest macierzg ze zbioru
Anxn wyznaczong przez wextor X = (1,1,...,1) i korzystajac

z uwagl po twierdzeniu 3.1 , otrzymujecmy nestepujgcy wniosek.

N

Wniosek 3.2. Jezeli wspdiczynniki 8, O &p {n-2, réwna-

nia (3.8) , speiniajg na przedziale J nastepujace nieréwnoéci

(-1)"7P 8,20 , Ogpga-2 ,



to zagadnienie brocgowe (3.8) , (3.9) ma jednoznacine rozwig-
zanie dla dowolnego m , O Lm¢n-1 i dowolnegc uktedu liczd
c‘,cQ,..\,cn .

Mieco stabszy rezultat w stosunku do wniosku 3.2 uzyskano
W pracy [B,Tw.l] .

Niech A(t) = (a%(t», teJ, bedzie macierzg kwadratowg stop-
nia n. Powiemy, ze macierz A Jest nieredukowalna na J wzgledem
pary indekséw (i,j), 1 #J , / 1 - tego wiersza i jJ - tej kolu-
mny / , Jjezeli istnieje cigg io’i1""’il-1 elementdéw zbioru
{T,2,...,n} taki, ze i, =1 , i;_;, = J , ig #ig,y dlas = 0,1,...

«-+,1-2, oraz nierosngcy cigg g 4 , 8 = 1,2,...,1-1, g €J, ze

’

S
S+

i
Jest oczywiste, ze wystarczy ograniczyé¢ sie do 1 ¢n.
Macierz nieredukowalng na J wzgledem kazdej pary indekséw

i,d), i # j, bedziemy nazywaé krétko nieredukéwelng na J.

Zwréémy uwage na fakt, Ze jez2eli macierz A jest nieredukowalna

na J to réwniez macierz A° jest nieredukowalna na tym przedzia-

le, 1 odwrotnie.

Sens pojecia nieredukowalnodci wyjasnimy na przekradzie
macierzy statej. Z macierzg A = (ag) stopnia n, mozemy zwigzad
graf skierowany G = (V,M>, gdzie V = [1,2,...,n} Jest zbiorem
wierzcholkéw, a " jest odwzorowaniem V----ZV okredlonym naste-
pujaco

Py = {Jev ~(i} = al o0} .
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Wtedy nieredukowalnoéé macierzy A odpowiada silnej spéj-

nodci grafu G1/. W réwnaniu rézniczkowym x = Ax oznaczato, 2e

kazda wspdirzedna x* wektora predkodci zaleiy podrednio od wszys-

-

tkich wspéirzednych xY, j # i, wektora stanu.
Uwaga. Jezeli istnieje t e J, ze macierz stala A(t)) Jjest
nieredukowalna, to macierz A(t) Jest nieredukowalna na J.
Lemat 3.2. Niech za%ozenia twierdzenia 3.1 bedg spelnione.

Niech ponadto dane bedg dwa ciggl xeG, , 1 B€G (1 £k {n=-1),
A , _

n-k,n
p# x . Jezeli macierz Bn_k(Ao) Jest nieredukowalna na J wzgleg-
dem pary indekséw (i,J) = (hp,ha), to zagadnienie brzegowe (3.1),

(3.4) dla denych xeGy ,, 1 P€Gy_ i n pa jednoznaczne rozwiazanie

przy dowolnym ¢ € Rn.

Dowdd. Netoda dowodu jest analdgiczna jak w twierdzeniu 3.°
i polega na sprawdzeniu warunku (3.5) z wniosku 3.1.

Z zalozenia o nieredukowalnodeci Bn_k(Ao) wzgledem pary

indeksdw (hp,ha)oraz warunku Bn_k(AO)e.Q~CJ) wynika, ze

1 i
A.S b.% (A Yy >0 ,0¢sg1-2 , (i_=h i = h5)
ige1 g0 E s+ ’ N ’ e} B "1-1 &’

gdzie io,i1,...,i1_1, e is+1 , Jest pewnym ciggiem elemen-

téw zbioru {1,2,...,(h§k)‘. Ponadto

[l ]

i
S S

A;7b (At)) . >0 ,0<¢8¢1-2 , teJ ,
s+1 "8+l

e

'/ Graf G = (V, > jest silnie spéjny, gdy dla dowolnych
dwéch razlacznych wierzchotkéw i,J istnieje droga skierowana
%qczqca iz j. W teorii graféw dowodzi sie tatwo, 2e graf G
Jest silnie spéjny wtedy i tylko wiedy gdy dla dowolnej nie-
trywialnej partycji TuS zbioru V istnieje takie ie V,ze[(i)nS# #.
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7 nieréwnogei (2.6) otrzymujemy wiec

i t, i i t T
<t 2,70 o) 2 1
A0 X2 exn | P, (Am)dr{s. + | 2ar { tar, ...
o T I >2p ty o J t, 2

1-2 1 i T i
X '2(]_[>\ (A(‘l’ ) expg i ls* tacry- b Juryar) dT1_1}>O,
s+ t1 s+1 S

i
stad, waobec kio # 0, mamy natychmiast warunek (3.5).
1-1
7estawiajac terez twierdzenie 3.1 i lemat 3.2 mozemy sfor-

mutowadé nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 3.2. Niech k, 1{k {n-1, bedzie dane i niech

o

gdzie A jest pewng macierzg ze zbioru AN.xN y N = (nr},k)
Jezeli ponadto macierz Bn_k(Ao) jest nieredukowalna na przedzia-
le J, to wtedy zagadnienie brzegowe (3.1 ,(3.4) ma jednoznaczne

rozwigzanie dla kazdeJj pary ciggdéw (o, p)e Gy ,xC i dla do-
i

n-k,n
wolnego wektora ce€ R™.

W pracy [6) rozwazano m. in. dwupunktowe zagadnienie brze-
gowe (3.1),(3.4) w praypadku o= (1,2,.0.,0-1) i B =(n) i udo-
wodniono nastepujace twierdzenie

Twierdzenie. Niech

(8) a§<c>ai(t)ag(t>>o, ted, 1€i,jgn-1, i # j
(® a (v al(t)>o , teJ, 1<ign-!

5 i ’ . '
gdzie aj oznaczajg elementy macierzy uktadu (3.1). itedy zaga-
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dnienie brzegowe (3.1 ,(3.4) dla = (1,2,...,n=-1) 1 B =Cm
ma jednoznaczne rozwigzanie.

Latwo sprawdza sie, ze Jjezeli elementy macierzy A spel-
niajg warunki (Ca) i (b) , to A°¢ D (J) , gdzie A jJest macierzg

generowang przez wektor X okreslony nastepujaco

X = (sgn a?,sgn ag,...,sgn 32_1,1) "

Vacierz A Jest oczywigcie nieredukowalna na J. Zatem twierdzenie
3.2 / w przypadku k = n-1 / implikuje mocniejszg wersje powyzsze-
go twierdzenia.

0gélniejsze wyniki od uzyskanego wyzeJ rezultatu J.B. Garne-
ra i L.P. Burtona, wynikajgce réwniez z twierdzenia 3.2 , przed-
stewione sg w pracy [T]:

Rozwezania dotyczgce ukladéw liniowych zakoriczymy dwoma pro-
stymi przykYademi ilustrujacymi otrzymane wyniki.

Przyktad 3.1. Viech deny bedzie liniowy uk*ad réwnad rézni-

czkowych

4 | | (3.10)
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i niech A oznacza macierz tego ukXadu. Ktadgc k 2 otrzymuje-

my / por. przyktad 2.1 /.

52(A°) =

Jest to macierz nieredukowalna, nalezgca do klasy D, genero-

waneJj przez

Uxxad (3.10) spelnia wigc zaloZenia twierdzenia 3.2 pray
k = 2. Ma on zatem jednoznacznie okreélone rozwigzanie z warun-
kiem brzegowym postaci (3.6) gdzie a"pe62,4 ={(1,2);(1,3);(1,4);
3

(2,3);(2,4).;(3,4)} oraz ceR4 "
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Przyktad 3.2. Niech teraz dany bedzie nastepujacy ukied

réwnani rézniczkaowych

%% = x' - x%+ 42x3
dx? 1 3
<a-£=-2x + 3x (3-11)
3
%% = - x| 4 %XZ - x3
z warunkiem brzegowym
x'(@=c', x°)=c’, xjcénk c? (3.12)

2 3

gdzie c1, c”, ¢~ sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi spelniajg-

2

. L : P 5 @ .
cyml warunek c3 # -c equ? ..-Rozwazeane zagadnlenie Jest wigc

zezgadnieniem brzegowym postaci (3.1 ,(3.4), gdzie « = (1,3)&(}2’3
B= (3)6131’3 oraz ¢ = (c’,c2,c3)

znajdujac macierz fundamentalng uktadu(3.11) , unormowang
w punkcie t, = O, atwo sprawdza sig, 2e zagednienie brzegowe
(3.11) ,(3.12) nie ma rozwiqzania.'

Przeanalizumy zetem, ktére z zaYozer twierdzenia 3.2 nie

jest speinione.
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% rozwazanym przypadku mamy k = 2, oraz

1]
0 -1 45
B1(AO) =A% = |-2 0 3 .
L-1 % 0

Zatozenie o nieredukowalnodgci macierzy BICAO) Jest wigc speil-
nione. tatwo natomiast sprawdzidé, ze B1CAO) nie nalezy do zadne]
z mozliwych w tym przypadku klas D, , i=1,2,3,4, gdzie dopu-
szczalne maclerzeA,, A,, AL3‘i /\z pokazane sg na poczgtku

punktu 1 tej pracy.
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4. Rozwazmy teraz uklad réwnar réziniczkowych nieliniowych

- £,y 4.1)

gézie x 1 f(t,x) sg n - wymierowyml wektoremi kolumnowymi.
O prawej stronie powy£szego uktadu zekYedad bedziemy,

ze spelnie nastepujacy warunek:

(A) Funkcja f(t,x) (f1(t,x),fz(t,x),...,fn(t,x» i jej ma-

cierz Jscobiego F(t,x) = (f g(t,x» y 1, = 1,24.e+,n, wzglegdem

zniennej x sg okredloane i c?agle na zbiorze J x Rn3 J =[t15t2].
Rozwazaé bedziemy zagadnienie 1stnienia 1 jednoznacznoéci

rozwigzer uktadu (4.1) spetniajgcych warunek brzegowy (3.2) tj.

Px(t) + 2¥,) =c .

Przy czym, analogicznie jak w czedci dotyczacej ukZeddw linio-
wych, zegednienie to bedziemy badac szczegdiowo dla warunku

brzegowego postaci (3.4), ti.

I:'x(t1) + Ig‘x(t2) =c "

Inspirecjg przeniesienia pewnych rezulteatdéw uzys*anych
W punkcie 3 na przypadek ukladdw nieliniowych by¥o nastgpujace
twierdzenie udowodnione przez A. Lasote [12]

Twierdzenie L. Niech dana bedzie -  tréjxa (f, &, 92),

gdzie P i 2 sg zbiorami macierzy stopnia n a f : JxRU—eR"
Jjest funkcjag ciagia spe¥niajgcy nastepujacy warunekf

(C) Dla kazdego punktu (to,co')e JxR® , istnieje dokrad-
nie jedno rozwigzanie r¢wnania (4.1) 2z warunkiem poczgtkowym

x(t,)) = c, i Jjest ono przedluzelne na caly przedzia} Js
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Niech ponad*to, co najmnie] jeden ze zbiordéw P 1ub 2, bedzie
otwarty.

Zatézmy terez, ze dla katdej macierzy Pe & i QeZ2 oraz
dla dowolnego welztora cé€ r™ istnieje co najwyzej jedno rozwig-
zenie zagadnienia brzegowego (4.1),(3.2) . Wtedy dla kazdego
Pe P, Qe2i c e R® istnieje dokYednie jedno rozwigzenie zage-
dnienia brzegowego (4.1),(3.2) .

Przez uﬂloznaczaé hedziemy normg¢ taksdédwkowg w przestrze-
niach R? i Roxn®

Dalsze okredlenia i oznaczeniea wprowadzaé bedziemy konse-
kwentnie w miare pbtrzeby ich wykorzystania.

Sformutujemy teraz prosty lemat, ktérego dowdd pomijamy.

Lemat 4.1. Niech dana bedzie rodzina X ztozona z macierzy

K,Keanxn , wspélnie ograniczonych statg dodatnig =~ tzn.

Kl €N , KeX . (4.2)
Niech ponadiv istnieje stata docdatnis § taka, ze
|det K| > 8, KeX . (4.3)

Wtedy rodzine %~ 2102008 2 macierzy odwrotnych 4c macierzy
rodziny X jest réwniez ograniczona w normiel|.| .
Niech x; , xze(%JJ) . Oznaczmy przez f(t,x1,22) macierz

stopnia n okredlons wzorem

1
F(t,x1,x2) = SO F(t,sx2(t) +(1-3)x, (1) ds (4.4)



Wobec przyjetego zalozenia (A) prawdg jest, ze

Ft,x;,x,)€C, (I .

Symbulem & oznaczaé bgdziemy rodzing wuzystkich macierzy
P(t,x), gdzie x przebiega caly zbidr Cn(J) . Matomiast przez Z
analogicznie Jjak powylej oznaézymy rcdzine macierzy ?Ct,x1,x2),
gdzie (11,x2)€Cn(J)x C,(I) -

" Zanotujmy terez nestgpujacy lemat.

Lemat 4.2. MNiech wazystkie macierze rodziny % beda wspbi-

nie ograniczone, na przedziale J statg dodataigp , -

IFt, ) € p » ted , xec ) . 4.5)

Wtedy réwnies wszystkie macierze rodziny & s3 wspélnie cgrani-
czone na J , przez tg samg staxg pm .
Rzeczywidcie, wystarczy zauwazyé, ze Je$li x, , X, € Cn(J)

to na mocy zsatozenia (4.5) many

_ 1
"F(t,x1,x2ﬂ, = ”fO FQ, sxz(t)-+(1—s)x1(¢5)d3” £

1
4 follp(t, sX,(t) +(1=-8)x, () [[dsg p, teJ. (4.6)

Niech x, , x?Q(%JU). Rozwezmy nastepujgcy liniowy ukad

réwnaf rézniczkowych

%—’é = f(t,x1(t) ,xz(t))-x H x e R® " (4.7)

okreélony na przedziale J.
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tacierz fundamentalng powyZszego uktadu unormowang w punkcie t,
zgodnie z wczedniej przyjetg symbolikg oznaczmy przez
X(t;f(t,x1,x2» lub po prostu X(t3F) .

Przez D(x,,x,) , oznaczaé bedziemy stalg mecierz stornia n

okredlong wzorTem

D(x,,¥,) = P + Q X(t,;F (t,x,,%,))

Rodzine wszystkich macierzy D(x1,x2) ,vgdzie X4, xzeicn(J)ozna—
czymy symbolem D .
Ilemat 4.3. Niech rodzina Jz'spetnia zatozenia poprzedniego

lamatu. Niech ponadto istnieje stata dodatnia & taks, ze
d(x,x5) = ldet D(xy,x,)| > 8§, Xy, x,eC CI> . (4.8)

= , gdzie 27" oznacza rodzing zlozong

¥tedy rodziny I i IS
z meclierzy odwrotnych do mecierzy rodziny B , sg ogreniczone
w normielf|-|| .

Dowdéd. Niech Xy, X5€ Cn(J) . Macierz furcementalna ukXadu

(4.7) speilnia nastgpujgce réwnanie catkowe

t.~ el
X(t;f‘) = In + St F(T,x1,x2)XC1'°,F) d‘r_ s, teJd .
1

Stad na przedziale J prawdziwa jest nierdéwnodé

- t o< -
X&) ¢n + L [¥ e xy 2 xer ;B at
1
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z ktérej wobec lematu Gronwalla otrzymujemy

Ix(t;F)¢n exp It ﬁF(T,x1,x2)”dT , teJd .
1

Zatem na mocy nierdéwnoéci (4.6) , meamy

X Cto3F) § exp (o=t dp

wobec tego
ﬂD(x1 ,12)"‘-'-‘ [P + Q X(tg;i‘)" £ p+tqgnexp (tg't1)l“ )

gdzie p i q sg normami macierzy P i odpowiednio Q .
Poniewaz stata dodatnia~N = p + gn exp(tz—ti)p Jest nieza-
lezna od wyboru x,, xze;cn(J) y Wigc rodzina 9 jest ograniczona.
Qgraniczonodé rodziny .5-1 otrzymujemy teraz z lematu 4.1
wobec zalozenia (4.8) .
Lemat 4.4. Niech dane bedg macierze P i Q stopnia n,
1 niech zalozenia lematu 4.3 beda spetnione. Wtedy istnieje
sta¥a dodatnia 7 taka, ze dle wszystkich macierzy S€R yn

spetniajgcych nierdéwnodd

IP - s < q (4.9)

i dla kazdego wektors ceaRg,ﬁuklad réwnad rézniczkowych (4.1)
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z warunkiem brzegowym

Sxy + Q x(t2) =c (4.10)

ma co najwyzej jedno rozwigzenie.
Dowéd. Na mocy lematu 4,3 wiemy, 2Ze istnieje staia dodatnia
‘P taka, 2e dla dowolnej pary funkeji wektorowych xy, x5€ C_(J)

zachodzil nierdéwnogd

llD'1<x1,x2)ll <P . A.11)

spei-

Niech n = %)O. Zatézmy teraz, ze dla pewnego S eRnxn

niajgcego warunek (4.9) z wyzej ustalonym v i dla pewnego wekto-
re cean, zagadnienie brzegowe (4.1),4.10) ma dwa rdézne rozwig-
zenia xy 1 x5, . K¥adge x = xy - X, i korzystajgc z lematu Heda-

marda, mamy

1
£(t,x, (1)) - £(t,x, (1) = ‘-OF(t, sx9 (L) + (1-8) xy (L)ds-x (1) , tET ,

a wiec ¥ jest rozwigzeniem ukadu liniowego (4.7) .

Rozwigzanie to speinia ponadto warunek brzegowy

Px(t) + Qx(ty) =c ,

gdzie ¢ = (P - S)x(t,;) .



43

7»tem na mocy lemetu 3.1 , otrzyrujemy
=1 -
x(ty) =D (xq,x,)¢C "
e wigce z okredlenia liczby N oraz nierdwnodci(4.9)i(4.11), memy

€l = kp - s)xctpll<lp = s)xcepi<le]

cc nie jest mozliwe, Tym samym dovid lemeatu zostaX zekoriczony.
Uwaga. Aby uzyskeé tezg, e zagednienis (4.1),(3.2) przy
ustelonych mecierzach P i 0, wa cc najwyiej Jedno rozwiszanie,
wy;tarczy zeXozyé, ze d(xqy,xy)> 0 dla ¥y, x2€_Cn(J)(por.[11,Pr.4.2ﬂ)
Powyzszy cykl lematéw zskoriczymy nastepujacym lemestenm
o istnieniu i jednoznecznodci rozviazer zsgadnienis brz ro-
wege (4.1),(3.2) .
Lemast 4.,5. Niech dane bedzie funkcia f : J x R"—R"
J =[t1,t2] , spetnizigce warunek(A) i niech ponadts dane bedg
mecisrse P, QER __ .
Zar82my, ze wszystkie macierze rqdziny F sa wspélnie
ograniczone orez, ze istnieje stala dodatnia é taka, ze dla
dowolnej pary funkcji wektorowych ST x2€(%§J)zachodzi nie-

- réwnodé
dlxy,%,) =1det(P + Q X (4,3 F (t,x),x,0) 13 8

Wtedy dla kazdego wektora c € R® zagadnienie brzegowe (4.1), (3.2)

ma jednoznaczne rozwigzanie.
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Dowéd. Poniewaz w rozwazanym przypadku spetnione sg zato-
zenia lematu 4.4 , wigc istnieje kula otwarta X(P,q) w R,

o érodku w P i promieniu v taka, Ze dla kazdej macierzy

S € ]C(P,q) i danej macierzy Q oraz dle dowolnego c¢ eRn, zaga-
dnienie brzegowe (4.1),(4.10) ma co najwyzej jedno rozwigzanie.

Ktadac wiec
P=%(pr,) i 2={q} ,

oraz korzystajac z werunku (A) i wspélnej ograniczonodci wszyst-
kich macierzy rodziny % stwierdzamy, Ze spetnione sa zalozenia

twierdzenia Lasoty, co koriczy dowdéd lematu 4.5.
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5. W tym punkcie pracy rozwezania ograniczymy do zagadnie-
nia brzegowego postaci (4.1), (3.4) .

Niech A bedzie dowolng ale ustelong macierzg ze zbiorud ...
Rodzine macierzy 5{<:QAFJ) bedziemy nazywali niercdukowalng na

przedziale J, jezell istnieje macierz UeD,(J), nieredukowalna,

teka, ze na J speXniona jest nastepujgca nierdéwnosd
Aok®yAo0U° |, ke .

Vecierz U nazywaé bedziemy minorentsg rodziny x .

Uwege. Niech K €D,(J). Rodzina K = {K} zY¥ozona z jednej
meeierzy K jest nieredukowalna wtedy 1 tylko wtedy, 2dr macierz
K Jest nieredukowalna.

Podemy teraz twierdzenie, Xtdére jest natureloym uczélnie-
niem udowodnionego wczednie] twierdzenies 3.2.

Twierdzenie 5.1. Niech dane bedzie funkeje f : JxR°—=R" |

J = [t1,t2] , speiniajgca warunek (A) i1 niech wszystkie macierze
rodziny & beds wspélnie ogreaniczone starg dodatnia M . Niech
ponadto k e {1,2,...,1‘1—1} -
. o ’0 - . — n
Zatézmy teraz, ze dana Jest macierz l\GJSNyN y N = (

n-k/?
teka, ze

Bn_k(z«?o(t,x))eg\w) , X €C () (5.1)

i rodzina macierzy {Bn~k F(t,x)} xeC_¢J)° Jjest nieredukowalna
n ;
ne przedziale J. Wtedy zagadnienie brzezowe (4.1),(3.4) ma jedno=
znaczne rozwigzanie dla kazde] pary ~iggéw 0*’P%<16Gk n® BEG
]

. . n-k,n
1 dla dowolnego wektora c € R™.
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Dowéd powyzszego twierdzenia poprzedzimy dwoma lematami.

Lemat 5.1. Niech re {1,2,...,n} i niech dana bedzie macierz

n

AeAN’xN’ N =<r) , taka, ze

(0]
B.(FO(t,x) e D, (J) , xeC,(J) .

DA
Wtedy réwniez
BL(FO(t,x,,x,) € DA s Xy, X€C () .

Dowéd. 7 zatozenia lematu wynika, e dla dowolnej , ustalo-

nej pery funkcji wektorowych x, , x,€C_(J) , memy

Ao B (FOt,sx, (1) + U-)x, (tHO , te&J , sef0,1] .

Poniewas’

1
Br(FO(t,x1,x2» Br(SOFo(t»sz(t) + (1-s)x1(tﬂ dé)z

1
SOBr(FO (t,8%,(t) + (1-9)x, (t)ds, ted,(5.2)
wige

. 1
Ao B (FO(t,x,,x9)= Ao goBr(Fo(t,sxz )+ (1-8)x, (1) ds =

1
& SOAO Br(FO (t,sx2 M)+ (-s)x, (t)ds > 0,

teJ

co korezy dowéd lematu.
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lLemat 5.2. Niech zea*ozenia poprzedniego lematu bedg spet-
nione. Niech ponadto rodzina {Br(F(t,x»}xeiCn(J)bedzie nieredu-
koweslna na przedziale J. Wtedy rdéwniez rodzina
{BT(F(t’x1’X2ﬂ&X1,XQG;Cn(J)JESt nieredukowelne na J.
Dowdd. Anelogicznie jak poprzednio, z zalozenia lematu
wynika, ze dla dowolnej ustalonej pary funkcji wektorowych

Xy 5, X5€ Cn(J), memy

A o B (FO(t,sx,(1)+ O-8)x, (A1) > Ao @) , ted, seflo,1l,

gdzie UeDA(J) jest nieredukowelng minoreanty rodziny

[BL(F @,xN} xeC_(3) Stad, oraz wobec (5.2), otrzymujemy

Ao BL(FO(t,x,,x, N2> A0 v , ted

co koriczy dowdéd.

Dowéd twierdzenie 5.1. Ustelmy dowolne ciagicxeﬂk’n
i PeGn-k,n oraz dowolne dwie funkcje wektorowe x, , x,eC,(J).

Yacierz fundeamentelna X(t,f(t,xl,xz» ukradu (4.7) / dla
powyzeJ ustalonej pary funkcji Xy ,X, / unormowana w punkcie ty
jest rozwigzeniem zsgainienia pcczgtkowego (1.7),(1.8), gdzie
A0V = BR,x (B X Ct)) .

Kradge r = n-k 1 korzystajac z (5.1) otrzymujemy na mocy
lematu 5.1, Ze speXnione sg zatozenia lematu 2.2 , gdzie r = n-k

iA=F.zatem dla pary indeksdéw (i,J), (1 si,jg(ﬁfk)), okre-

glonych jednoznacznie réwneaniami i = hp ij-= ha, oszacowanie
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(2.6) z lematu 2.2 daje

. t .
)\3 Xg(tg;F) )(exp St2 b;‘_(f('l' X1 3X0)) dT) x
1

1 c 1 1-2 S S =~
x{gj + S dT1St ATy ven St ( A;TbT (F(Tgyy,Xg,X,) x

1 1
t1 1 1 s=0 s+1 s+

1 ~ S
X exp Sts+1 biS+:(F(T,x1,x2» ’biz(F(T’XI’XZﬁdTvdTl_ﬁ ,(5.3)
1 st

[k

gdzie

5 = 1, 174 = 3~
Wobec lematu 4.2 prawdziwe jest nastepujgce oszacowenie elemen-

téw diagonalnych macierzy 7
- u \<f3-(t,x1,x2)5p , teg

co z okredlenia (2.1) elerentéw macierzy Bn_k(f) daje

exp S£2 bi(?Cr,x1,xé» aTt > exp(4(n-kXt2-t1)P)
1

]

i

expS 9+1 z::(F(T x1,12D —b (F(T 11,xé»HT exp(—?(n-kth—t,hO
1

Natomiast wobec lematu 5.2 , ktére; o zsiozenis sa spetnione

przy r = n-k otrzymujemy, ze rodzina {Bn_k(ﬁ(t,¥1a7§ﬂx ¥.eC_(J)
ST 2% n
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jest nieredukowalna. Jesli wiec U = (u}) Jest minorantg tej ro-

dziny, to uwzgledniajgc ostatnie dwie nierdwnosci, otrzymujemy
na podstawie oszacowania(5.3)

. . t T
= 2 1
A X8 (i) > exp un-ire-t {8 + [ dT‘St1 | .
1

T 1-2 3 i
1-2 I—I s s
LI A’ U (T
St‘ ( = 1o+ lo+1 s+1

) exp (2 (k-n)(1-Np)d rl_ﬁ . (5.4)

Stad wobec nieredukowalnogci U oraz zalozenia UG.QAFJ), mamy

t T X 1-2 1
t, ks

(T )dT, _,> O
t1 3=0 loed ls+1 s+1) 1-1 )

wiec

1<(p2) * 1 s

1By 3ye[cd
N3 xg (t53F)5 (8]

+ 1 exp(z(k-n)(ggk)Pﬁ exp (k-n)p . (5.5)

Zauwazmy teraz, ze w przypadku rozwazanego warunku brzego-
wego (3.4), mamy

dlxy,x,) = |det(IT + IEXC(tFCt,xy,x M = 1XB i F(t,x,,x ) .

Zatem wobec oszacowania (5.5), prawdziwego dla dowolnej pary

funkc ji wektorowych Xy ,» Xp€C,(J) , zalozenia lematu 4.5
spefnione jezeli tylko liczbe §

sg
okredlimy wzorem
s =

= 0 exp {(k-n)p (1+B(L2 N} > O

Tek wigc teza twierdzenia 5.1 wynika z tezy lematu 4.5.
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Uwaga. W przypadku zagadnienia(4.1) ,(3.6), tj. w przypadku

B =& , zatozenie o nieredukowalnoéci rodziny{Bn_k(FCtax»}xecncg)

a w konsekwencji rodziny {Bn_k(f(t;x1,x2ﬁ] Xy,%, €C_(J), mozna

pomingé, gdyz dla i = j nierdwnosé (5.4) przyjmuje postad

AE Xg(tzgﬁ) > exp(k-n)p ,

niezaleznie od tego czy rodzina {Bn_k(F(t»X1’X2»} X1 ,X5 € cn(J)

Jest nieredukowalna. Wtedy zalozenia lematu 4,5 s§ spelnione przy
§ = expk-n)u .

Na zakoniczenie podamy dwa wnioski z twierdzenia 5.1 doty-
czgce szczegblnego typu uktradu réwnad rézniczkowych oraz réwna-
nia rézniczkowego rzedu n.

Niech

Ik = Agm) ’ (5.6)

bedzie danym uktadem réwnarh rézniczkowych, w ktérym A jest

2

ciggtg macierzg stopnia n, a x = (x‘,x ,...,xn) oraz g(x) =

= (g’(x’),gz(xz),...,gn(an y 8§ n - wymiarowymi wektorami kolu-
mnowymi. Ze wzgledu na postaé prawej strony (5.6) mozemy méwid,

2e Jjest to uktad o addytywnie rozdzielonych zmiennych x’,x2,...

cee, X W przypadku gl(xl) = xl, 1<ign, uktad (5.6) jest oczy-

widcie liniowy.
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Wniosek 5.1. Niech funkcja g : R” . r" spetnia warunek (A)

oraz nastepujgcy uklad nierdwnosci
a, <& gtauyga 1€¢i¢
1870 8 u) 2 ueRrR , £1€n .

Jezeli macierz A speilnia zalozenia twierdzenia(3.!)oraz 4,3 0 ,
to zagadnienie brzegowe (5.6),(3.6) ma jednoznaczne rozwigzanie
dla kazdego “eGk,n i dowolnego ceR".

Jezeli natomiast macierz A spelnia zatozenia twierdzenia 3.2
oraz 4,>0, to zagadnienie brzegowe (5.6),(3.4) ma jednoznaczne
rozwigzanie dla kazde] pery (o, B) “eGk,n’ ﬁeGn-k,n i dla
dowolnego wektora éeRn.

Rozwazmy teraz réwnanie rézniczkowe rzedu n postaci

x ™ =g(,x) , XxeR (5.7)

z warunkiem brzegowym

(68 i, 1) i i) i
x”(t1)= c 1,x 2(t1)= c 2,...,x k(t1)=:c k, O<i1<i2<...<iksn—1,

(.8)

(41 i . . . . .
xlkt2)= cl, 1 =0,1,eee,n=-1, 1 #—1‘,12,...,1k

Zagadnienie to rdéwnowazne jest zagadnieniu brzegowemu(4.1) ,
(3.6), gdzie f(t,x) = (x2,x3,.‘.’xn,g(t'xt» oraz o = (i;,isyy..
...,ik) € Gk,n‘ Zatem, elementy macierzy Jacobiego F(t,x) =

=-(fxg(t,xD réwnowaznego uktadu majg postad

i _ n .
£ it =1, £ = g;1(t‘,x1) , 1€ign-1

pozostate elementy tej macierzy sa réwne zero.
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Latwo wiec sprawdzié, korzystajac z okreslehia (2.1), %e elemen-
ty £ ;+1 wystepujg w macierszy Bn-k(lo) tylko ze znakiem plus.
X

Natomiast element f ? wystepuje w tej macierzy / niekoniecznie

tylko raz / zewsze z tym samym znakiem okreglonym wzorem (-t)n°k+1.

Niech teraz A bedzie macierzg ze zbioru A'NxN y N = <n§k)’
generowang przez wektor A = (1,1,...,1) . Oczywidcie wszystkie
elementy teJ macierzy sg jedynkami. Zatem jezeli tylko spelnio-
na Jest nierdéwnodd C—1)n'k+1 ; 4 I;(t.‘x); 0, dla xeC () to
Bn_k(Fo(t,x))e IZ\(J) , dla xegnCJ) . Yozemy wiec na podstawie
twierdzenia 5.1 1 powyzszych rozwazari, sformulowaé nastepujgcy
wniosek.

¥niosek 5,2. Niech g : J x R—=R bgdzie funxcjg speilniaja-
cg warunek (A) orez takg, 2e na przedziale J ma miejsce oszaco-

wanie

lg, L)l xeC (o)

Zatéimy teraz, 2e na rozwazanym przedziale spelniona Jjest

nastepujgca nierdéwnogé

- g 30, xec, W) .

Wtedy zagadnienie brzegowe (5.7),(5.8) ma jednoznaczne rozwia-

zanie dla dowoclnego ciggu “”(11’12""’ik) € Gy i dla dowol-
]

nego uktadu liczb c1,c2,...,cn .
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6. Rozwazmy raz Jjeszcze uktad réwned rézniczkowych(d.1) tjJ.

dx

kA = f(t,X)

i warunek brzegowy (3.4) przy o"‘:"Gn-hn ’ 5661,n '

Jezeli przyjmiemy o= (1,.ee,p-1,p+1,cee,n)

nek (3.4) ma postad

O ...OO

s 00 o
...O
eee O

L d L J L

...(L

x1 ty

xP7 e
xP (t1)
Xp+%t1)

n

x (t1h

1
X (t2)

P

x L)

i 2]

iP=(Cg) to waru-

cPl(6.1)

Dle tego szczegdélnego przypadku udowodnimy twierdzenie

analogiczne do twierdzenia 5.1 jednek przy nieco stabszych

zatozeniach.

Twierdzenie 6.1. Niech dana bedzie funkcja f

: J x RE»R",

J =[11,t2], spetniajgca warunki (A) i (C) i niech dane beda

macierze

AeA

0
F (t,x)e.QAfJ)

nxn

CySFt,x) = FOt,x)(C,

’

tekie, zZe

xeCn(J) ’

xeC ()

(6.2)

(6.3)
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7arézmy ponadto, ze rodzina & = {F(t’X))XE:C (Jy Jest
' n
nieredukowalna na przedziale J. Wtedy dla dowolnej pary ciggdéw

o« € G pe Gy , oraz dla kazdego ce Rn'zagadnienie brze-
’

n-1,n °?
gowe (4.:),(6.1) ma jednoznaczne rozwigzanie.

Dowgd. Niech ¢ = (c‘,cz,...,cn)ean oraz & = (1,¢0.,p-1,
pP+1,e.e,n)€E Gn-1,n ips= <q>ec,’n .

Przez x(t;c) oznaczmy Jjednoznaczne rozwigzanie ukladu (4.1)
z warunkiem poczgtkowym x(t,;c) = ¢, przedtuzalne na caty prze-
dzia¥ J. Istnienie takiego rozwigzenia / dla kazdego c eR"” /

gwarantuje warunek (C) . Ponadto niech X(tjc) oznacza macierz

Jacobiego rozwiazania x(t;c) wzgledem warunkdéw poczgtkowych tj.

X(t;e) = (x 2(t;0) .
cd
Macierz X(t;c) speinia tzw. réwnanie w wariacjach

& X(tje) = F(t,x(t;e)X(te) ,ted (6.4)

z warunkiem poczgtkowym

X(ty3e) = I (6.5)

Dla kazdej liczby rzeczywisteJ T okreélmy wektor c(p;DeRn
réwnaniem |

pt+!

C(p,T): (C‘,...,Cp‘1,;'r,c ’.-."cn) *
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Zauwazmy teraz, ze dla kazdego TeR 2z (6.2) wynika, ze

FO(t,x(t;e(p, DN €D (J) . (6.6)

Zatem zatozenia lematu 1.4 odnodnie zagadnienia(€6.4), (6.5) sa
spetnione dla ¢ = ¢(p,T) . Z oszacowania (1.13) danego we wnio-

sku z lematu 1.4 otrzymujemy dla kazdego TeR nierdwnogé

t
q Qey . T) ‘ £ v x(vic(p,T))dv) x
Ap xcp( 53¢ (P, ) >(exp St1 xq( ) p,TY) dv)

& T T 1-2 1 i N
a, ’ { 22 =48 T ™) x
x : daT dT,... ( x(T . ¢ (p,T))
{SP BT T (Q) lgeq tgeq SHIPTT SH1TT Y
1 1 1 X
T, 141 i
X exp s+le iS+1(v,x(v;c(D,TW)- f is(v,x(v;c(P,Tﬁ)dv)dTl_1},
t1 x s+ x S

(i-o:q;i]:_}:p)’

co wobec zatozenia (6.3) i nieredukowalno$ci rodziny

{F(t,x)}x‘scn(J), analogicznie jak w dowodzie nierdwnodci (5.5)

deje nastepujgcy warunek

Xp xcg(t2;c(p,T)))8>O , Te R . (6.7)

Niech teraz H bedzie odwzoroweniem R—-R okreglonym wzorem

h(T) = x(t,5e @ ) -
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Poniewaz Lxgl = 1, wiec z oszacowenia (6.7) wynika, ze h Jest
odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym i h(R) = R. Zatem istnie-

je liczba Te R taka, ze
h(T) = xq(tz,c(p,T» =cP .

Twierdzenie zostalo wiec udowodnione.

Zanotujmy analogiczng uwage Jjek po dowodzie twierdzenia 5.1.

Uwaga. W przypadku q = p teza twierdzenia 6.1 pozostaje
prawdziwa jezell zrezygnujemy z zalozenia o niéredukowalnoéci
rodziny ¥ Jjek réwniez z lewostronnego cszacowania F (t,x)- Fo(t,x),
w (6.3), /por. [8]/. Natomiast dla uzyskania tezy twierdzenia
6.1 przy ustalonym werunku brzegowym (6.1), gdzie p # q w miej-
sce zatozenia o nieredukowalnodci rodziny ¥ wystarczy zsagwaran-
towaé tylko nieredukowalncdé ¥ wzgledem pary indekséw (q , p)
tzn. zagwarantowaé nieredukowalnosé minoranty rodziny ¥ wzgle-
dem (a , pP)

Jako prosty przyktad zastosowania powyze] udowodnionego
twierdzenia rozwazmy nastepujgce zagednienie brzegowe dla rdéw-

nenia nieliniowego trzeciego rzedu

§

x" = g(t,x,x',x") , <xeR (6.8)

x(t) =c , Pap =c?, xty =2 (6.9)

gdzie g jest funkcja speiniajgcg werunek (A)na zbiorze JxRB.
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7agednienie to réwnowazne jest zagadnlieniu brzegowemu (4.1) ,
(€.1), gdzie f(t,x) = (xZ,XB,g(t,x1,x2,x?D oraz « =(1,3),p =) .
Przyjmujac, ze A jest macierzg ze zbioru A& 4,4 generowang przez
wektor A= (1 , 1 , 1) 1 korzystajgc z postaci macierzy Jacobiego
réwnowaznego ukladu wobec uwagi po twierdzeniu 6.1 otrzymujemy

nastepujacy wniosek

Wniosek 6.1. Niech réwnanie (6.8) speinia warunek (C) na

Jij, J =[tt,t2]. Jezeli ponadto

g 1(t,x)>0 y 8 2(t,x);0 y X =(X1,X2,X3)€CB(J),
X X

to zagadnienie brzegowe (6.8),(6.9) ma jednoznaczne rozwigzanie

dla dowolnego ukredu liczb c‘,c2,cj.

W przypadku réwnad (6.8) z prewg strona spelniajsca waru-

nek (A) wniosek 6.1 implikuje mocniejszg wersje rezultatu uzys-

kanego w pracy [1,L.2.1] .

Uwaga. Gdy z zaXozer twierdzenia 6.1 catkowicie wyeliminu-
Jemy warunek (6.3) oraz zalozenie o nieredukowalnodci rodziny &

zastgpimy nastepujgca nieréwnodcig
A o Fo(t,x)>0 y xeGn(J) -

to w miejsce (6.7) otrzymujemy

/\g xcg(tg ¢ (p,T)>0
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Wtedy odwzorowanie h okredlone w dowodzie powyiszego twierdzenia
jest cdwzorowaniem wzejemnie Jednoznacznym lecz niekoniecznie
musi byé h(R) =R |, a wiec mozemy Jjedynie stwierdzié, ze zagad-
nienie brzegowe (4.1),(6.1)ma co najwyzej jedno rozwigzanie.
Podobnego typu rezultaty dotyczgce jednoznacznodci rozwige
zai w orzypadku uktaddéw drugiego rzgdu-zawarte sg w pracy 17,

Tw.2.1 - 2.4, s.82] .
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