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WSTĘP

Zagadnienia dotyczące istnienia i jednoznaczności rozwią­

zań układów jak i równań różniczkowych wyższych rzędów z warun­

kami brzegowymi już od dawna /1897 Nicoletti/ interesowały mate­

matyków i są w dalszym ciągu przedmiotem wielu publikacji. Pro­

blematyka ta jest ważna ze względów czysto teoretycznych i ma 

duże znaczenie w zastosowaniach teorii równań różniczkowych. 

Wiadomo, że założenia gwarantujące rozwiązalnośó zagadnień po­

czątkowych i przedłużalność rozwiązań na dany przedział na ogół 

nie wystarczają do rozstrzygnięcia zagadnień brzegowych. Z tego 

powodu większość wyników’ dotyczących zagadnień brzegowych uzys­

kuje się przy pewnych dodatkowych założeniach , które postulują 

odpowiednie własności rodziny wszystkich rozwiązań danego rów­

nania lub nakładają na prawe strony równań różnego typu ograni­

czenia również ilościowej natury. Ostatnia grupa założeń daje 

zwykle tylko warunki dostateczne . Ma jednak ona tę zaletę , że 

tak sformułowane warunki są wygodniejsze do efektywnego spraw­

dzania.

Spośród wielu prac traktujących o wielopunktowych zagad­

nieniach brzegowych odnotujmy grupę publikacji, w których wa­

runki istnienia i jednoznaczności lub tylko Jednoznaczności 

rozwiązań ujęto w formie układów nierówności dla elementów ma­

cierzy Jacobiego prawych stron równań. Ta grupa publikacji ze 

względu na formułowane tam warunki, jest najbliższa zagadnie­

niom rozpatrywanym w niniejszej pracy. przypadku zagadnień 

z warunkami brzegowymi wielopunktowymi należy wymienić tupra- 
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ce p-8] , 01], [16], [17]dotyczące układów rzędu pierwszego oraz 

prace [1] , [3] , [14] i [15] dotyczące równań rzędu wyższego niż dru­

gi. Układy równań rzędu drugiego z dwupunktowymi warunkami brze­

gowymi badane były np. w pracach [2], [10] . Warto tu nadmienić, 

że dowód twierdzenia 1 w pracy [2] , dotyczącego istnienia i jedno­

znaczności rozwiązania zagadnienia brzegowego, opiera się na fał­

szywej przesłance, że macierz jest dodatnio określona gdy wszys­

tkie jej minory główne są nieujemne.

Nie wymieniamy tu licznej grupy prac dotyczących dwupunkto- 

wych zagadnień brzegowych dla równań drugiego rzędu, które często 

badane były bardzo spec jalnymi metodami właściwymi dla danego typu 

równań.

Praca ta dotyczyć będzie układów równań różniczkowych rzędu 

pierwszego / liniowych i nieliniowych /

= f^t^), teLt^t^, x€Rn, i = 1,2,...,n, (0.1)

z warunkami brzegowymi postaci

xl(t1) = oc1, xJ(t2)=pJ*, ieM, jeN, (0.2)

gdzie M i N są dowolnymi podzbiorami zbioru {l,2,...,n} nieko­

niecznie rozłącznymi, spełniającymi warunek card U + card N = n.

Rozpatrywana klasa warunków brzegowych (0.2) zawiera w sobie 

jako szczególne przypadki różne typy warunków rozważanych np.

w pracach [i] , [3][6-8] , [14] , [15] , [1^ .

Będziemy zakładać, że funkcje f1 i ich pochodne 

i,j = 1,2,...,n, są ciągłe na zbiorze [t^ ,t2] x Rn.

Celem podstawowym niniejszej pracy jest jednolite ujęcie 



4

warunków, gwarantujących istnienie i jednoznaczność rozwiązań 

zagadnienia (0. 1) , (0.2) , dla układów liniowych i nieliniowych.

Warunki te wyiażone będą w formie pewnych nierówności dla ele- 
mentów macierzy Jacobiego funkcji f = (f ,f , ...,f ), a dokła­

dniej mówiąc ustalają one pewien rozkład znaków elementów tej 

macierzy.

Aby sprecyzować dokładnie jakiego rodzaju rozkłady znaków 

będą rozpatrywane oznaczmy przezA=(Aj) = A A^, macierz kwadra­

tową stopnia m wyznaczoną przez wektor kolumnowy A = (X\^,...,A 

gdzie IA M = 1, i = 1,2,...,m. Powiemy, że macierz kwadratowa 

Aft) = (a^(tj) stopnia m jest klasy D (□) jeżeli

A^ a^-(t)>0 dla tej, i,j = 1,2,...,m.
J u

Jeśli teraz dla danej macierzy kwadratowej A stopnia n

oraz ustalonej liczby k, Uk^n-J, 

stopnia m =(n2k)» / por* wzór (2.1) 

określimy macierz

/, to wspomniany rozkład

znaków dla elementów macierzy A jest wyznaczony przez warunek

3 . (A)e 2. , gdzie A jest pewną macierzą stopnia m określoną

powyżej. Liczba k jest związana z warunkiem brzegowym (0.2) 

i k = card M.

Łatwo zauważa się, że jeśli k = n-1, to B^ V(A) = A i wte- 

dy rozkład znaków elementów macierzy A jest ustalony przez wa­

runek AC , st A = n.

Główne wyniki pracy dotyczą istnienia i jednoznaczności

zagadnienia (0.1) ,(0.2)przy założeniu, że macierz Jacobiego 
(f bF =

dla

prawych stron układu (0.1) spełnia warunek ^(F^D >

choćby jednej macierzy A, st A = fn2k), k = card M.
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Warunek ten zapisuje, się jednolicie dla równań liniowych 

i nieliniowych, gdyż w przypadku równań liniowych o macierzy A, 

mamy oczywiście F = ki
Dla przykładu zauważmy, że udowodnione w pracy [6] twie­

rdzenie o istnieniu i jednoznaczności rozwiązań zagadnienia 

brzegowego

■^ = A(t) x + gtt)^ U^tJ, xeRn, 
i

= a1, i = 1,2,...,n-1, xn(t2) = a n

przy założonych warunkach dotyczących elementów macierzy A 

aj (t) a^(t) a^(t) > 0, teft^t^ , i,j = 1,2,...,n-1, i / j,

(t) a^ (t )>0 , tcjtpt^ , i = 1,2,...,n-1,

mieści się w schemacie rozważanym w niniejszej pracy, gdyż z po­

wyższych nierówności wynika, że A €. ( [t p 12I) , gdzie A jest

macierzą generowaną przez wektor

X = (sgn e।,sgn a2»•••,sgn p O •

W ten sposób wyniki zawarte w niniejszej rozprawie stanowią 

uogólnienie rezultatów uzyskanych w pracach [3] , [6] , [7], [15J , 

oraz w' pracy [S] , gdzie rozważane zagadnienie (0.1) ,(0.2) w przy­

padku card M = n-1 przy warunku Fe •

Autor pragnie podkreślić, że inspiracją do badań prowadzo­

nych w tej rozprawie, była głównie wspomniana już praca [6] .

Rozprawę można zasadniczo podzielić na dwie części. Część 

pierwsza obejmująca punkty 1-3, dotyczy układów liniowych, 

a druga, punkty 4-6, poświęconajest układom nieliniowym.
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Punkty 1,2 mają charakter przygotowawczy i zawierają pod­

stawowe własności klas $^O) oraz macierzy Bn_k_(A).

Punkt 3 zawiera dwa twierdzenia / 3.1 i 3.2 / dotyczące 

istnienia i jednoznaczności rozwiązań zagadnienia (0.1) , (0.2) 

w orzynadku układów liniowych.

Twierdzenie 3.1 gwarantuje istnienie i jednoznaczność zaga­

dnienia brzegowego (0.1) ,(0.2) w przypadku liniowym dla dowolnych 

M, N, MnN = 0, card M = k, przy założeniu, że istnieje macierz 

A stopnia fn-k), przy której ,t2]) .

Jeżeli dodatkowo założymy, że macierz B^^A) spełnia tzw. 

warunek nieredukowalności, to założenie MnN = 0 może byó pomi­

nięte / twierdzenie 3.2 /.

Wyniki tego nunktn zawierają jako szczególne przypadki pew­

ne rezultaty prac [15].

Punkt 4 ma charakter przygotowawczy do tej części pracy, 

która dotyczy układów7 nieliniowych.

7i oparciu o twierdzenie A. Lasoty p2,Tw.f] dowodzimy lemat 

4.5 o istnieniu i jednoznaczności rozwiązań dwupunktowego zagad­

nienia brzegowego, który pozwala przenieść wyniki punktu 3 na 

układy nieliniowe. Dowód tego lematu jak i w konsekwencji twier­

dzenia 5.1 uzyskuje się przy "niewdzięcznym” założeniu, że macierz 

jacobiego prawych stron układu (0.1) jest ograniczona. Lemat ten 

koresponduje z pewnym wynikiem o jednoznaczności rozwiązań przed­

stawionym w pracy [1 1 , Pr.3.l]

Wspomniane twierdzenie 5.1 jest naturalnym uogólnieniem 

twierdzenia 3.2. Punkt 5 pracy zawiera ponadto wnioski z twier­
dzenia 5.1 dla pewnych specjalnych układów nieliniowych o "addy- 



7

tywnie rozdzielonych zmiennych” oraz dla równań n-tego rzędu po­

staci x(n> - g(t,x) .

W ostatnim punkcie pracy rozważa się układ (0.1) z warun­

kiem brzegowym (0.2) postaci card M = n-1, card N = 1, gdzie na 

innej drodze niż w punkcie 5 uzyskuje się twierdzenie analogiczne 

do twierdzenia 5.1, przy osłabionym warunku dotyczącym ograniczo­

ności macierzy Jacobiego prawych stron układu (0.1).

Wyniki uzyskane w tej części pracy uogólniają niektóre rezul­

taty zawarte w pracach [1] , [8] i są zbliżone do rezultatów’ uzys­

kanych w [17 ,Tw.2.1-2.4 ,s.82] .
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1. Oznaczmy przez Rnxn zbiór wszystkich macierzy rzeczywi­

stych stopnia n. W zbiorze wprowadzamy tzw. iloczyn Hada- 

mara A o B macierzy A i B, tj. AoB = (a^ b^ ) , gdy A = ( a 5 ) , 

oraz B = (t^) , i,j = 1,2,...,n. Oczywiście tak określone mno- 
U

żenie jest przemienne i spełnia prawo rozdzielności względem do­

dawania macierzy.

Zapis 0 (A> O) oznaczać będzie, że wszystkie elementy 

macierzy A są nieujemne (dodatnie) • Będziemy również pisać 

A^ B (A> B) jeśli A- B > O (A-B > O ) .

Pi zez A oznaczać będziemy podzbiór zbioru E_„n zawie- 

rający wszystkie macierze A postaci

guzie A jest n - wymiarowym wektorem kolumnowym o współrzędnych 

lA =1 , l^i^njaA1 jest jego transpozycją.

Łatwo zauważyć, że macierze generowane przez wektory A i - X są

takie same, jeśli natomiast A 1 
T T

A^ A । / A A 2 0 zbiór

różnych elementów. W przypadku n 

z czterech macierzy

X A 2 j ~ A 2 to
n_1

A zawiera dokładnie 2n nxn

= 3 zbiór A złożony jest

generowanych odpowiednio przez wektory A 1 = ( 1, 1, 1)

1) i -A2 =C ,



^3 = i ~ 3 =C-1, 1,-1) orez X 4 = C 1 , 1,-1)

i -x4 = (-t,-1 , 1).

Z określenia (1.1) macierzy A = (X) wynika, że jest ona 

symetryczna i między jej elementami zachodzą następujące rela­

cje

XjX^= V- , 14i,j,k4n. (1.2)

Niech J = [tpt?]C R. Przez C (J) f C (J)) oznaczać bądzie- 

my klasę- wszystkich funkcji wektorowych (macierzowych) ciągłych 

na J i przyjmujących wartości z Rn fR^n ) •

Symbolem DA(J) , gdzie A jest ustaloną macierzą ze zbioru

A , oznaczać będziemy klasę wszystkich macierzy A€C (J) 
1XJLXX X X X X

spełniających nierówność

A o A(t)) O , tej. (1.3)

Zdefiniowana powyżej klasa jest oczywiście niepusta , w szcze­

gólności zawiera ona wszystkie macierze diagonalne o nieujemnych 

elementach.

Niektóre własności zbioru D^ĆJ) , niezbędne w dalszych roz­

ważaniach, ujmiemy w następującym lemacie

Lemat 1.1. Jeżeli A , BeMJ) i c€R , c^O to

A + B , cA , A B eD (J)

Jeżeli natomiast A^eD^CJ) , n = 1,2,... , A = lim An na J ,
n—• oo

A£(WJ> , to również

ACD^CJ) .

Dla dowodu wystarczy uzasadnić jedynie warunek A BeD (J) , 



10

który otrzymujemy natychmiast z równości

(Ao A(t))(Ao BCt)) = A o(ACt) B(t)) , t€J , (1.4)

wynikającej bezpośrednio z (1.2) oraz określenia iloczynów A B 

i A o B macierzy A i B .

Uwaga. Klasa DA(J) je^t zamknięta, ze względu na operację do­

dawania i mnożenia macierzy i jest domkniętym podzbiorem pize- 

strzeni C n(J) z metryką jednostajną. Jest ona ponadto stożkiem 

wypukłym w C^fJ) .

Lemat1.2. Kiech AcD.(J) . Jeżeli A, jest ciągiem macierzy ------ A K 
określonych następująco

A/t) = In 

t (1,5)
Ak(t) = J A(T) Ak-1(T) dT dla ttJ » ^ = ,

t1

gdzie I oznacza macierz jednostkową stopnia n , to

AkC D^(J) dla k = 1 ,2....................

Dowód. Ponieważ macierze Ak , k = 1,2,... , należą do kla­

sy , więc wystarczy pokazać , że

A o AkCt) > 0 dla t£ J , k= 1,2,... .(1.6)

Oczywiście nierówność (1.6) jest prawdziwa dla k = 1 

Łatwo również zauważyć, że jeśli dla pewnego k-1 , k >1 ,

Ao Ak_1 (t) >0 , t € J ,

to dla macierzy Ak , zgodnie z określeniem ciągu (aJ mamy
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$t 
A o (ACO A^frftdT , t€J 

t1

Stąd

A o Ak-1 (t) > O , te J ,

gdyż z lematu 1.1 i założenia A€D^(J) mamy A A^_,£DA(J) . 

Na mocy zasady indukcji nierówność <1.6) jest więc prawdziwa 

dla każdego naturalnego k •

Rozważmy teraz macierzowe równanie różniczkowe

X'=A(t)X dla t£J = Ctj,^] , (1.7)

z warunkiem początkowym

X(tt)= In , (1.8)

gdzie macierz układu AG ^nxn(J) •

Niech w dalszym ciągu A będzie dowolną ale ustaloną ma­

cierzą ze zbioru A nxn .

Lemat 1.3* Niech X będzie rozwiązaniem macierzowym zagad­

nienia początkowego (1.7) , (1.8) na przedziale J. Jeżeli ma­

cierz A należy do klasy D^(J) , to również X ma tę własność .

Dowód. Z (1.7) i (1.8) otrzymujemy równoważne równanie cał­

kowe

rt
X(t) = I * J A(T) X(T) dT , te J , 

Ł1

którego rozwiązanie można przedstawić w postaci jednostajnie
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zbieżnego szeregu

co 
x(t) - E » te J ,

k= 1

gdzie ciąg macierzy {A^j określony jest wzorem (1.5) .

Warunek X€ D^CJ) jest więc konsekwencją lematów 1.2 i 1.1 .

Uwaga. Lemat 1.3 orzeka, że jeżeli X(t) , t€ J jest macierzą 

fundamentalną układu liniowego x* = A(t)x , X(tp = In i A&D^CJ) 

to X€DaCJ) .

Uwaga. Pizy założeniach lematu 1.3 mamy również K^D^ÓJ) . 

Jeśli ponadto A jest macierzą stałą, to X^k^£ D ([tp + oo)) , 

dla każdego naturalnego k ►

Kolejny lemat wymaga wprowadzenia pewnych dodatkowych ozna­

czeń.

Jeżeli A jest macierzą ze zbioru Cnxn^^) , to przez A° 

oznaczać będziemy macierz powstałą z macierzy A przez zastąpie­

nie w niej zerami elementów znajdujących się na głównej przeką­

tnej tj.

A° - A - diag^a p ^2 >•••>en ) >

gdzie a| , 1 ^i^n , są elementami diagonalnymi macierzy A.

Natomiast przez oznaczać będziemy macierz diagonalną okre­

śloną wzorem

r t 4 f t ę »t
HA(t)= diag(expj a^TjdTjezpj a2<T)dT,. .. ,exp J 8£(T)dT) te J. 

t1 t1 t1

Oczywiście tak określona macierz jest nieosobliwa na przedzia­
le J . Ponadto prawdą jest, że
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Ha . H71 € D (J) . (1.9)

Lemat 1.4. Niech X będzie rozwiązaniem macierzowym zagad­

nienia początkowego (1.7) , (1.8) na przedziale J. Jeżeli macierz 

A° należy do klasy I^(J) » to również X ma tę własność.

Ponadto na przedziale J prawdziwe jest następujące oszaco­

wanie

f f1 fT1
A o X(t)> H.(t) I + \ dT. ) dT2 ...A i II 1

r1

rT i-i ,
• ł1-2 n ha1(v<a° ^a^s^ b t0 = *

Ł1 3=1

dla każdej liczby naturalnej 1,1^2

Dowód. Rozważmy następujące macierzowe zagadnienie początko­

we

Y1 = B (t)Y , Y(tp = In , t€J , (1.11)

gdzie macierz B określona jest wzorem

B = H71 A° H. . 
A

Wobec (1.9) i założenia A°€D^(J) , na podstawie lematu 1.1 wnio­

skujemy, że Be 15 (J) •

Niech teraz Y oznacza rozwiązanie macierzowe zagadnienia 

początkowego (1.11) określone na przedziale J. Wtedy na mocy le­

matu 1.3 otrzymujemy, że Y należy do klasy D^CJ) • 

Stąd, wobec (1.9) i łatwego do sprawdzenia związku 

HA Y = X , (1.12)
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lemat 1.1 deje natychmiast KeD^CJ) , co kończy pierwszą część 

dowodu.

Niech {BjJ będzie ciągiem macierzy określonych rekurencyj- 

nie przez macierz S wg wzoru (1.5) , tzn.

ft
3t (t) = In , BiCt) = J B(T) B^^T) dT = 

t1

CO 
Wtedy Y = Esi 

i=1
i = 1,2,... .

i -2,3,... ,

, gdzie na podstawie lematu 1.2 , mamy B^G OA<J) *

Ponieważ

T - Un + Bp = , 1> 2 ,

i/1

a prawa strona tej równości jest, wobec lematu 1.1 , macierzą 

klasy U (-J.) , więc

A o (^(t) - (In + B1(t))) 0 , t€J , 1>2 .

Stąd na mocy związku (1.12) i oczywistej równości A o In = I , 

otrzymujemy

A o (H^Ct) X(t)) > In + A o B^t) , t€J , 1> 2 .

Uwzględniając oczywistą równość h£1 o A = oraz (1.4) mamy

A o(H"1 X) = H^CAo X)
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i

1-1 -1
n E~a <T s) aTi-1
S=1

Tak więc ostatnia nierówność przyjmie postać

-i rTiH. (t)(Ao X (t)) } ln * l dT. I 'dT A Al J x । Ja -ćt1 t1

co wobec faktu, że H. jest macierzą diagonalną o nieujemnych A
elementach, daję żądaną nierówność (1.10) .

Ze względów technicznych sformułujemy i udowodniły następu­

jący wniosek

Wniosek 1,1. Elementy rozwiązania macierzowego x = (xb 
u

zagadnienia poc-zątkowego (1.7), (1.8) spełniają na przedziale

J następujące oszacowanie

ti t1 x1

1 i , j n (1.1 3)
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gdzie i ,ip...,i^_^ jest dowolnym układem liczb naturalnych 

ze zbioru {l,2,...,n} takich, że iQ = i , ip_i = j oraz 

is * is+1 óla 3 = 0,1,. — ,1-2 .

Oszacowanie (1.10) wyrażone poprzez elementy macierzy X ,

A i A ma dla dowolnego 1 , 1>2 , postać

-t •
x^ (t) > exp | a-(T)dT x

L1

Ponieważ na przedziale J prawdziwa jest z założenia nierówność 

A o 1°(t)^ O , więc dla każdego skończonego ciągu liczb natural­

nych iQ,i1 ,...,i1_1 ze zbioru fl,2,...,n) takich, że ig X ig+1 , 

O^s^l-2, zachodzą nierówności 

is is
X? a. (t)^ O , 0^s<l-2 , tGJ .

s+1 s+1

Z nierówności (1.14) otrzymujemy więc

> 5j expft ap(T)dT , 1<i,jx<n , tej
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czyli żądaną nierówność (1.13) •

Uwaga. Niech X = (x\ X^ ,... , Xn), 1 » i = 1,2,...,n , 

będzie wektorem generującym macierz A • Określmy 

zbiór ujcL^ następująco

x = x^A l A । A ,xn) : X1 x^ O, 1 4 i 4 n]

Jeżeli macierz A°£DACJ), to rozwiązanie t£j , układu

liniowego xz - A (t) x z warunkiem początkowym x(t-|)- x0 

ma własność

x(t) £ &

Dowód. Niech X(t) = fxj(t)) , t€J , będzie macierzą funda­

mentalną rozważanego układu liniowego unormowaną w punkcie t^ = 0. 

Zatem na podstawie lematu 1.4 mamy

A*, t€J , i , j = 1 ,2,...,n .
u J

Stąd, założenia XęeS2x oraz wzoru (1.1) otrzymujemy

0 & X^(t)XJxi = X1 x^(t)xj
j=ł J J D j=1 J o

t e j ,

i — 1,2,...

czyli żądany układ nierówności.
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2. Dla ustalonej liczby naturalnej r r,n
oznacza zbiór wszystkich (ściśle rosnących ciągów r elementowych

utworzonych ze zbioru {1 ,2,. 
dokładnie Cr) elementów, któr

ponumerujmy liczbami od 1 do Cr) .

,.,n\ . Oczywiście G„ _ zawiera
1 >n

e uporządkowane leksykograficznie

Przez h oznaczmy numer

ciągu oc G $r,n w 

ma jednoznacznie

takim uporządkowaniu. Oczywiście każdy ciąg «.

określony numer i- każda liczba naturalna
/ni,

. .^r/j jednoznacznie wyznacza element cc w klasie Gr>n

dla którego h

Dla danej macierzy

gów

z G

= Ci1>*2’*’*’^r) 

) o elementach ze zbioru

A£ - A

) stopnia n i danych dwóch cią- 

»Ó2>*’*^r) Cniekoniocznie

oznaczmy przez

wyznacznik podmacierzy A wyznaczonej 

ij,i£,...,ir i kolumny z indeksami

przez wiersze z indeksami

> Jj’' “ ^r * tJ•

X1 
%

si2J1
t2

ajP a?Jr

h €

h

A

- ] »12 * * * * ’x
Jp J2’" * ’ ’

r
r

i i
11 rA det

r

ir 
%

£r
si J2

ir 
aór



19

Przez (A) , 1 ^rs<n , oznaczać będziemy macierz stópnia 
n\ r i
r/ o elementach mWA) , 1 określonych następująco

J

mj(A} = Ap ,

gdzie ot , p>GGr,n takie, że ha = j , h^ = i .

Oczywiście główna przekątna tak określonej macierzy zawiera 

wszystkie minory główne stopnia r macierzy A.
W celu 'określenia kolejnej macierzy stopnia (r) worowa-

dzimy symbol b^ (A) , 

P = (ji»j2’*”»jr) J

a» P€Gr,n ’ a ,i2’’ * *’xr)

określony w następujący sposób

jeśli a = p> , 

oc = (i ,i, } • ••»ir) *

p+q i
(-1) a-p, jeśli {i \ ,

H Ji»J2 ’ ’^r

, jeśli zbiór oc n p> 

ma co najwyżej 

r - 2 elementów

Przez B.(A) - (b; (A)) , 1 n , oznaczać będziemy ma-
/^\ i a

cierz stopnialr/ , w której bj (A)=łyA),gdxxe <x,|łCGr n wyzna­

czone są przez warunki ha = i , h^ = j.

Bezpośrednio z określenia macierzy Br(A) wynika, że w przy­

padku r = 1 i r = n mamy odpowiednio

3! (A) = A i Sn(A) = Tr A , 
gdzie Tr A - a^ oznacza ślad macierzy .
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Na uwagę zasługuje również przypadek r = n-1.

Wtedy elementy macierzy B » A = f a3- ) , określone
X A I

są następująco

bjU) = , UbJO , i / j ,

b^A) = a® , 1 4 i ^n •
1 s^1 s

4 4 1 4 1 1a2 a£ ai + a4 0 a2 a3

"a1 af 0 a2+a3 a4 "a4

-a^ 0 a? a« a^+a^ - a?
1 1 J 4 J

0 -a^ a^ -a^ a| a^-a*

Uwaga, jeżeli A€ Cnxn(J) wtedy

Br(A^eCnxnCJ) , N , 1 ^r^n .

s/n+1-i

Dla ilustracji rozpatrzmy jeszcze .'następujący przykład.

Przykład 2.1. Niech A = (aj) będzie macierzą stopnia czwar­

tego i niech r = 2. Wtedy macierz B2ÓA) jest stopnia szóstego 

i ma postać 
— 

1 2 2 2 3 1a^ag a3 a4 -af -a4 0

31331 1a^ aj + a^ a^ a2 0 -az



21

Udowodnimy teraz następujący lemat.

lemat 2.1. Niech X będzie określonym na przedziale J 

rozwiązaniem równania (1.7) z warunkiem początkowym (1.8) . 

Wtedy dla każdego r , l^r^n, Mp(X) jest rozwiązaniem układu

Y ' = Br(A (t)) Y , t£J , (2.2)

z warunkiem początkowym

Y(tp = IN •, (2.3)

gdzie I.T jest macier zą jednostkową stopnia N - .

Dowód. Niech r będzie dowolnym, ustalonym elementem zbioru 

{ 1,2,...,n) i niech ponadto oł = ( i1 ,i^ ,... ,ir) , = (k1 ,k2,... ,krj

będą elementami zbioru Gr Q.

Dla wykazania, że macierz Jćr(X(t)) , t €. J, jest rozwiąza­

niem układu (2.2) wystarczy udowodnić następującą równość

Tt =
(Ji » J 2’

b£ (A(t)) x£ (t) , tGJ , (2.4) 

Jr)

gdzie współczynniki bj przyjmują wartości określone wzorem (2.1). 

W tym celu różniczkując minor X^ i korzystając z faktu, 

że macierz X spełnia równanie (1.7) , otrzymujemy
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4r X? (t) = >x 2 ’
1 ’k2’

1 ’s ’13 ’ 
1>^2’K3 ’

tej .

Ponieważ wyznacznik,w którym-dwa wiersze są identyczne znika,

więc powyższą równość możemy przepisać w postaci

s £ {i1 ,i2,...,ir’1

’ r
,kr

s {i

1 > s , i
1 >^2,k3

1^2’
1 ,k2’

n i
♦-•‘E a?(t)x(

s = 1 r
M1! »12 ’ * * ’ ’ ^r'l

»lr*1 ;s\
,kr-1’ r

1 ’
1 ’

’ir) f>iSC)> .(2-5) 
s=1 s

Zauważmy, że po naturalnym uporządkowaniu elementów zbioru 

{i^y...,11_1,s,i1+1,...,ir] , prawą stroną (2.5) możemy zapisać
✓J i » Jp ’ ’ * * ’ \

jako kombinację minorów X(.^ k . k ' występujących w (2.4) . 

Łatwo sprawdza się, że współczynniki w tej kombinacji mają po­

stać (2.1) . Tym samym równość (2.4) jest prawdziwa.

Dla zakończenia dowodu zauważmy, że warunek (2.3) jest

spełniony, gdyż X (t.) = T i Jff (I ) =1 n r n' r’
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Wynik zawarty w lemacie 2.1 dla układów równań różniczko­

wych (2.2) generowanych przez równania liniowe 3 - go i 4 - go 

rzędu można znaleźć w pracy [15] .

Uwaga. Ponieważ dla r = n mamy Mn(X) = det X oraz, jak już 

poprzednio zauważyliśmy, Bn(A) = Tr A , więc z lematu 2.1 otrzy­

mujemy dobrze znane równanie różniczkowe Liouville’a

£ 
det X (t) = Tr A(t)-det X Ct) , tGJ .

Zanotujmy jeszcze jeden lemat, będący bezpośrednim wnios­

kiem z lematu 1.4 i lematu 2.1

lemat 2.2. Niech X będzie rozwiązaniem macierzowym zaga­

dnienia początkowego (1.7) , (1.8) określonym na przedziale J. 

Niech r € ,n| i niech ponadto dana będzie macierz A

ze zbioru △ NxN , N = ’ tsk6, że

Wtedy macierz minorów ^(K) również należy do klasy ^(J) .

Ponadto wobec wniosku 1.1 dla elementów macierzy L'p(X) , 

(1 4r^n) , a więc dla minorów macierzy X prawdziwe jest na 

przedziale J następujące oszacowanie
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t. • t TmVx(t)) = X^ xf(t)>(expj bkodT)^* L dT f 1 dT ...

bid(,TsM>eltP
S+ 1

. ^s+1
bi (T)

s+1
- b^cT) dT)dTl_1U

exp( b^T) dr 
j •+L1

(2.6)

gdzie Ot , p6Gp n są wyznaczone przez warunki ha = j , h^ = i, 

oraz i ,1^,...,i1_1 jest dowolnym układem liczb naturalnych 
ze zbioru {1,2,...,(£)j , dla których iQ = i , i^_^ = j oraz 

i # s+1 » s , natomiast m^ , b^ i X * oznaczają odpo- 

wiednio elementy macierzy Mr(X) , Br(A) i A .

Dla elementów diagonalnych macierzy J'r(X) tj. minorów 

głównych X^ rozwiązania macierzowego X zagadnienia (1 .X) , (1 .8) , 

mamy w szczególności następujące oszacowanie

Xa (t) \ exp ( b g(T) dT = 
p u p

t r j
= exPJ E8-:kT)ar, p = (-j .,jY t£j,(2.7) 

Jt] s=1 °s 1 1 r

wyrażone bezpośrednio przez elementy macierzy A.

Na zakończenie tej części pracy zanotujmy jeszcze jedną uwagę.
Uwagą, ponieważ 3°(A)= Br(A°) dla każdego r, 1 <r<n, więc

w lemacie 2.2, założenie B°(A)śD^(J) można zastąpić założeniem

Br(A°9 € D^(J)
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3. Rozważmy układ liniowych równań różniczkowych

= A(t)x ♦ g(t) , t€J = [tpt2] , (3.1)

gdzie A£Cnxn(J) , g£ Cn (J) , 

z warunkiem brzegowym

P x(tp + Q x(t2) = c , (3.2)

gdzie P i Q są stałymi macierzami stopnia n , oraz c jest 

n - wymiarowym wektorem kolumnowym.

W dalszym ciągu przez X(tjA) oznaczać będziemy macierz 

fundamentalną układu (3.1) unormowaną w punkcie t^ t J. roz­

wiązanie macierzowe równania (1.7) $ warunkiem początkowym (1.8) .

Rozwiązanie układu liniowego (3.1) z warunkiem początko­

wym. x(tp można zatem przedstawić w postaci

x(t) = X(t;A)x(t^) + v(t) , t€J t 

gdzie 

pt -1
v(t) = J X(t;A)X (T ,A) g(T)dT , t€J .

Ł1

Ponieważ

x(t2) = x(t2;A)x(tp + v(t2) ,

więc rozwiązanie powyższe spełnia warunek brzegowy (3.2) jeśli

(P * Q X(t2;A? x(t,) = c - Q v(t2)
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Prawdziwy jest więc następujący znany lemat (por. np. 0 i] i 06]). 

lemat 3.1. Jedli macierz P + Q X(t2*,A) jest nieosobliwa 

to zagadnienie brzegowe (3.1),(3.2) ma jednoznaczne rozwiązanie 

wyznaczone przez waiunek początkowy

xQ = iCtp - (P + Q X(t2-,A)) ~1 (c - Q v(t2)) . (3.3)

Dalsze nasze rozważania dotyczyć będą tylko pewnych szcze­

gólnych przypadków warunków brzegowych postaci (3.2). W tym 

celu wprowadźmy pewne dodatkowe oznaczenia.

Przez , 1 ^p,q-^n , oznaczmy macierz stopnia n, której

wszystkie elementy sa równe zero z wyjątkiem elementu stojącego 

na przecięciu p - tego wiersza i q - tej kolumny, który równy 

jest 1. Oczywiście = ($9 £2) , ij = 1,2,...,n.

Matomiaąt dla dowolnych dwóch ciągów / niekoniecznie różnych / 

a- (ii ,ik) i £ = (j j , j2 , • • jk ) ze zbioru Gk>n ,

(1 ^k^n-1) , przez oznaczmy macierz stopnia n określoną 

wzorem

T2
J2’ Ij1 I;k

Jk

Ponadto dla każdego ciągu oc - (i 1 ,i2,...,ik)6Gk , (1 4k4n-1), 

przez ćć oznaczać będziemy ściśle rosnący ciąg utworzony ze 

zbioru {1,2,►.., nl^oc. Oczywiście a £ G„ v .
* n—K । n

Połóżmy teraz p = I* i Q = Ip , gdzie a i £ są odpowie­

dnio elementami zbiorów Gk n i Gn_k n (1 ^k^n-1) . Wtedy wa­

runek brzegowy (3.2) pizyjmie postać

l£ x(tp + x(t2) - c (3.4)
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Łatwo zauważyć, że dane dwa ciągi - Ci,i2 ,...,1^) £ $k n 

i P = $n-k,n ’ C1 » wyznaczają

zbiory - niekoniecznie różne >• tych współrzędnych rozwiązania 

x , dla których zadane są wartości odpowiednio w chwilach t^ i t2

Zauważmy też, że macierz IpX , a , peGn_k^n, X 6 $nxn ’ 

ma zerowe wńersze o numerach należących do oc oraz wiersze tej 

macierzy o numerach należących do a pokrywają się kolejno 

z wierszami macierzy X o numerach należących do . Stąd korzy­

stając z twierdzenia Laplace’a o rozwijaniu wyznaczników, 

otrzymujemy

det(l* + l|x(t2;A)) = x|(t2-,A) 

•

co z kolei na podstawie lematu 3.1 pozwala nam sformułować 

następujący wniosek.

Wniosek 3.1. Miech aeG, i ££ G„ , . (1 (kśn-1) ,1 ■ -- k j n n -k. , n
będą ustalone. Jeżeli

xfót2;A) / 0 , (3.5)

to zagadnienie brzegowe (3.1) ,(3.4) ma jednoznaczne rozwiązani*.

Sprowadzając rozważane w pracy [15] dwupunktowe zagadnienie 

brzegowe dla liniowego równania różniczkowego / rzędu trzeciego 

i czwartego / do równoważnego mu zagadnienia dla układu linio- 

wego i korzystając z lematu 2.1 , możemy udowodnione tam twier­

dzenia 1 i 4 otrzymać jako szczególne przypadki wniosku 3.1.
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Przejdźmy teraz do pierwszego z dwóch twierdzeń, które 

udowodnimy w tej części pracy. Dotyczy ono zagadnienia istnie**! 

nia i jednoznaczności rozwiązań układu liniowego (3.1)z warun­

kiem .brzegowym postaci

I^sCtp > I*x(t2) =c , oceGk>n, Cl << x<n-1>(3.6)

Problem ten stanowi oczywiście szczególny przypadek zagadnienia 

brzegowego (3.1) , (3.4) . Warunek 03.6) oznacza, że każda ze 

współrzędnych rozwiązania x jest zadana bądź w chwili t^ bądź 

w chwili t2»

Twierdzenie 3.1. Niech k , 1 4k^n-1 , będzie ustalone 

i niech ponadto dana będzie macierz AGA^ , N , taka,że

• o.7)

Wtedy zagadnienie brzegowe 0.1), (3.6) ma jednoznaczne rozwią­

zanie dla dowolnego ciągu cceG. „ i dla dowolnego wektora cePn.

Dowód. T’stalmy dowolny ciąg oceGki przyjmijmy£=(i1,i2,.. 

. ..,i_k). Zgodnie z wnioskiem 3.1 , dla dowodu twierdzenia wy- 

starczy sprawdzić warunek (3.5) w przypadku p> - <x .

W tym celu zauważmy, że wobec (3.7), spełnione są założe­

nia lematu 2.2 przy r =• n-k . Zatem oszacowanie <2.7) dla p = x 

daje nierówność

-t9 n-k i
> exPJt aI^dT > O ,

co dowodzi żądanego warunku i kończy dowód twierdzenia.
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Uwaga. Twierdzenie 3.1 daje dość ogólny schemat uzyskiwa­

nia konkretnych warunków gwarantujących istnienie i jednoznarz 

czność zagadnienia (3.1) , (3-6) , wyrażonych popizez elementy 

macierzy A. Wystarczy bowiem ustalić dowolne ACA^jj i zagwaran­

tować warunek (3.7) • Prowadzi to do pewnego układu nierówności 

dla elementów macierzy A.

Jako prosty przykład zastosowania powyżej udowodnionego 

twierdzenia, rozważmy następujące zagadnienie brzegowe dla rów­

nania liniowego rzędu n

n*1
= E^ap(t)xCp) * u(t) , xCo) =x , (3.8)

z^tp^c® , xCp)(t2)= cp , p = 0,1 ,... ,n-1 ,

p X m, (3.9)

gdzie współczynniki ap , p = 0,1,...,n-1, oraz u są funkcjami 

ciągłymi na przedziale J = rtpt2] .

Powyższe zagadńieiiie jest oczywiście równoważne zagadnieniu 

postaci (3.1) , (3.6) , w którym A jest macierzą układu równo­

ważnego równaniu różniczkowemu (3.8) ; g(t) = (0 ,... ,0 ,yCt)) 

oraz ot= (m)€G. . Przyjmując, że A jest macierzą ze zbiorui , n
Anxn wyznaczoną przez wektor X = (1,1,...,1) i korzystając 

z uwagi po twierdzeniu 3.1 , otrzymujemy następujący wniosek.

Wniosek 3»2. Jeżeli współczynniki ap , 0 ^p^n-2, równa­

nia (3.8) , spełniają na przedziale J następujące nierówności

(-1)n"P ap>0 , O^p^n-2 
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to'zagadnienie brzegowe (3-8) , (3.9) ma jednoznaczne rozwią­

zanie dla dowolnego m , O^m^n-I i dowolnego układu liczb 

c1,c2,..1,cn .

Mieco słabszy rezultat w stosunku do wniosku 3.2 uzyskano 

w pracy [3,Tw.l] .

Niech A(t) = (aj (t)), t£J, będzie macierzą kwadratową stop- 

nia n. Powiemy, że macierz A jest nieredukowalna na J względem 

pary indeksów (i,j), i / j , / i - tego wiersza i j - tej kolu­

mny / , jeżeli istnieje ciąg iQ,i1,...,ij_1 elementów zbioru 

{l,2,...,n] taki, że iQ = i , i1_1 = j , is / is+1 dla s = 0,1,.. 

...,l-2, oraz nierosnący ciąg s , s - 1 ,2,... ,1-1 , tseJ’ że

' ^Słl) X O . O 041-2 •

Jest oczywiste, że wystarczy ograniczyć się do l^n.

Macierz nieredukowalną na J względem każdej pary indeksów 

(i,j), i X j, będziemy nazywać krótko nieredukówalną na J. 

Zwrróćmy uwagę na fakt, że jeżeli macierz A jest nieredukowalna 

na J to również macierz A° jest nieredukowalna na tym przedzia­

le, i odwrotnie.

Sens pojęcia nieredukowalności wyjaśnimy na przekładzie 

macierzy stałej. Z macierzą A = (aj-) stopnia n, możemy związać

graf skierowany G = (V,r>, gdzie V = 

wierzchołków, a P jest odwzorowaniem

{l,2,...,n] jest zbiorem 
y

V—*2 określonym nastę­
pująco

rei) - { j € v "(i] aj X°}
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Wtedy nieredukowalność macierzy A odpowiada silnej spój­

ności grafu . W równaniu różniczkowym x = Ax oznaczato, że 

każda współrzędna X1 wektora prędkości zależy pośrednio od wszys­

tkich współrzędnych xJ, j / i, wektora stanu.

1 Graf G = <V, r>jest silnie spójny, gdy dla dowolnych

dwóch rozłącznych wierzchołków i,j istnieje droga skierowana
łącząca i z j. W teorii grafów dowodzi się łatwo, że graf G
jest silnie spójny wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnej nie-
trywialnej partycji TuS zbioru V istnieje takie i e V,że rci)n SX 0L

Uwaga. Jeżeli istnieje t € J, że macierz stała A(tQ) jest 

nieredukowalna, to macierz A (t) jest nieredukowalna na J.

Lemat 3.?. Wiech założenia twierdzenia 3.1 będą spełnione.

Niech ponadto dane będą dwa ciągi aeG^. n i e n O 4 k ^n-1) , 

# óć . Jeżeli macierz B^^CA0) jest nieredukowalna na J wzglę­

dem pary indeksów (i,j) = (h^.hćć), to zagadnienie brzegowe 0.1), 

(3.4) dla danych i ma jednoznaczne rozwiązanie

przy dowolnym ceRn.

Dowód. Netoda dowodu jest analogiczna jak w twierdzeniu 3.’ 

i polega na sprawdzeniu warunku (3.5) z wniosku 3.1•

Z założenia o nieredukowalności B^^CA0) względem pary 

indeksów (h^,ha)oraz warunku Bn_k(A°)6 DACJ) wynika, że

Xj3 b-S ,» >0 , O^s^l-2 , Ci0 = h. , i1_, = hg),
S+ 1 3+1

gdzie iQ ,i1 ,... ,i1_i, is ? ig+1 , jest pewnym ciągiem elemen­
tów zbioru |l , 2 ,... , • Ponadto

is i3
X- b. (A(t)) >0 , 0 4 3(1-2 , t£J ,

Ts+1 *8+1 r ’

^io ~ hp> ’ il-1 = ha)*
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Z nierówności (2.6) otrzymujemy więc

Xy(t?)>(exp f2b!°(A(^ +

h-i “■ 2 \ o /l n-i

• • • V ’2( dS L1 bi L fA‘T^p) exp V"b t H- bi aT i - > 1 >° ■
L O-—v/ o» l o' I L o > I o J

iQ
stąd, wobec a. # 0, mamy natychmiast warunek (3.5).

1-1
Zestawiając teraz twierdzenie 3.1 i lemat 3.2 możemy sfor­

mułować następujące twierdzenie.

Twierdzenie 3.2. Niech k, Uk<n-1, będzie dane i niech

Bn-k^GD^J)

gdzie A jest pewną macierzą ze zbioru △ yjaN » = fn^k) •

Jeżeli ponadto macierz B^^fA0) jest nieredukowalna na przedzia­

le J, to wtedy zagadnienie brzegowe (3.1) ,(3.4) ma jednoznaczne 

rozwiązanie dla każdej pary ciągów ("a, B)eGv „xG„ . „ i dla do-• &. । n n-K । n
wolnego wektora c € Rn.

W pracy [6] rozważano m. in. dwupunktowe zagadnienie brze­

gowe (3.1), (3.4) w przypadku a = (1 ,2,... ,n-1) i £ = (n) i udo­

wodniono następujące twierdzenie

Twierdzenie. Niech

(a) (t)a$ (t) (t)> 0, tej, 1 i , j n-1 , i# j ,

(b) a^(t)a?(t)>0 , t€J, 1<i<n-1 ,

gdzie aj oznaczają elementy macierzy układu (3.1). Wtedy zaga-
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dnienie brzegowe ( 3.1) ,C3.4) dlao,= Cl,2,...,n-1) i p = (n) 

ma jednoznaczne rozwiązanie.

Łatwo sprawdza się, że jeżeli elementy macierzy A speł­

niają warunki Ca) i Cb) , to A°€ D^CJ) , gdzie jest macierzą 

generowaną przez wektor X określony następująco

X = (sgn a^.sgn a£,...,sgn a^ , O

Macierz A jest oczywiście nieredukowalna na J. Zatem twierdzenie 

3.2 / w przypadku k = n-1 / implikuje mocniejszą wersję powyższe­

go twierdzenia.

Ogólniejsze wyniki od uzyskanego wyżej rezultatu J.B. Garne- 

ra i L.P. Burtona, wynikające również z twierdzenia 3.2 , przed­

stawione są w pracy Ct].'

Rozważania dotyczące układów liniowych zakończymy dwoma pro­

stymi przykładami ilustrującymi otrzymane wyniki.

Przykład 3«1. Miech dany będzie liniowy układ równań różni­

czkowych

dx2_ 1 _ 3
TE ~ x x

•<
dx3_ 4
TE “ x

0.10)

x
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i niech A oznacza macierz tego układu. Kładąc k = 2 otrzymuje­

my / por. przykład 2.1 /.

0

0

0

-1

0

-3

0

-1

0

0

-1

0

0

0

-1

0

0

0
b2(a°) =

0 ■-1 0 0 -1 0

-1 . 0 -1 -3 0 -1

0 -1 0 0 0 , 0

Jest to macierz nieredukowalna należąca do klasy genero­

wanej przez

1-1 1 1-1 1

-1 1-1-1 1 -1

1-1 1 1-1 1

1-1 1 1-1 1

-1 1 -1 -1 1 -1

1-1 1 1-1 1

Układ (3.10) spełnia więc założenia twierdzenia 3.2 przy 

k = 2. Ma on zatem jednoznacznie określone rozwiązanie z warun­

kiem brzegowym postaci (3*6) gdzie a..p€G2. 4 = {(1,2) ; (1 ,3) ; (1,4) ; 

(2,3) ; (2,4); (3,4)} orazceR4 .
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Przykład 3.2. Niech teraz dany będzie następujący układ

równań różniczkowych

dx1 1 2 . . 1 3
= x - x + 42x

< - 2x1 + 3x3

3 ? TTcymi warunek c^ / -c^exp^ ..Rozważane zagadnienie jest więc 

zagadnieniem brzegowym postaci(3.1) ,(3.4), gdzie a = (1 ,3)£G9 
P= (3)€G1 oraz c = Cc^c^c3) .

Znajdując macierz fundamentalną układu(3.11) , unormowaną

w punkcie t^ = O, łatwo sprawdza się, że zagadnienie brzegowe 

(3.11),(3.12) nie ma rozwiązania.

Przeanalizujmy zatem, które z założeń twierdzenia 3.2 nie 

jest spełnione.

(3.11)

dx3_ 
at - V - x375 X X

1 
- X

z warunkiem brzegowym

x (O) = c 1 x3 (O) = c 3 x3(=n)= c2 (3.12;

. 12 3gdzie c , c , c' są dowolnymi liczbami rzeczywistymi spełniają-
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W rozważanym przypadku mamy k = 2, oraz

B^A0) = A° =

0 -1 4^

-2 0 3

-1 J 0
— —

•

Założenie o nieredukowalności macierzy B^CA°) jest więc speł- 

nione. Łatwo natomiast sprawdzić, że B^CA0) nie należy do żadnej 

z możliwych w tym przypadku klas , i = 1,2,3,4, gdzie dopu- 
i

szczalne macierzeA^, Aj, A.^ i A^ pokazane są na początku 

punktu 1 tej pracy.
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4. Rozważmy teraz układ równań różniczkowych nieliniowych

OT = > «•’)

gdzie x i f(t,x) są n - wymiarowymi wektorami kolumnowymi.

0 prawej stronie powyższego układu zakładać będziemy, 

że spełnia następujący warunek:
CA) Funkcja f(t,x) = (f1 (t ,x) ,f2 (t ,x) ,... jf^ft ,x>) i jej ma­

cierz Jacobiego F(t,x) = (f ^(t,x)) , i,j = 1,2,...,n, względem
x

zmiennej x są określone i ciągłe na zbiorze J x R J = [^,1?].

Rozważać będziemy zagadnienie istnienia i jednoznaczności 

rozwiązań układu (4.1) spełniających warunek brzegowy (3.2) tj.

P x (tp ♦ Q x (t2) = c

Przy czym, analogicznie jak w części dotyczącej układów linio­

wych, zagadnienie to będziemy badać szczegółowo dla warunku 

brzegowego postaci (3.4), tj.

I* x (tp + I* x(t2) = c

Inspiracją przeniesienia pewnych rezultatów uzyskanych 

w punkcie 3 na przypadek układów nieliniowych było następujące 

twierdzenie udowodnione przez A. Lasotę [12]

Twierdzenie Ł. Niech dana będzie o* trójka (f, , 2,),

gdzie i 2. są zbiorami macierzy stopnia n a f : JxRn-*Rn 

jest funkcją ciągłą spełniającą następujący warunek :

(C) Dla każdego punktu dxRn , istnieje dokład­

nie jedno rozwiązanie równania (4.1) z warunkiem początkowym 

x (tQ) = cq i jest ono przedłużalne na cały przedział J.
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Niech ponadto, co najmniej jeden ze zbiorów lub £ , będzie 

otwarty.

Załóżmy teraz, że dla każdej macierzy P € fi i Qe£ oraz 

dla dowolnego wektora c€ Rn istnieje co najwyżej jedno rozwią­

zanie zagadnienia brzegowego (4.1),(3.2) . Wtedy dla każdego 

Pe^, Qć2i c 6 Rn istnieje dokładnie jedno rozwiązanie zaga­

dnienia brzegowego (4.1),0-2) .

Przez || • || oznaczać będziemy normę taksówkową w przestrze- 

ni ach Rn i

Dalsze określenia i oznaczenia wprowadzać będziemy konse­

kwentnie w miarę potrzeby ich wykorzystania.

Sformułujemy teraz prosty lemat, którego dowód pomijamy.

Lemat A - 1. Niech dana będzie rodzinami złożona z macierzy 

K,KeRnxn , wspólnie ograniczonych stałą dodatnią^ tzn.

||K|| . (412)

Niech ponadto istnieje stała dodatnia <5 taka, że

|det K| > S » KeOC . (4.3)

Wtedy rodzina złożona z macierzy odwrotnych dc macierzy 

rodziny jest również ograniczona w normie ||-|| .

Niech , x2£Cn(J) - Oznaczmy przez F(t,x1 ,x2) macierz 

stopnia n określoną wzorem

P(t,x1,x2) = J F(t,sx2(t) +(1-3)x1 (t)) ds
(4.4)
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Wobec przyjętego założenia (A) prawdą jest, że

Ftt,^ ,x2) e CnxnCJ) .

Symbolem oznaczać będziemy rodzinę wszystkich macierzy 

F(t,x), gdzie x przebiega cały zbiór Cn(J) . Natomiast przez 

analogicznie jak powyżej oznaczymy rodzinę macierzy F(t,XpX2), 

gdzie ,x2) € CQ(J)x CnCJ) .

Zanotujmy teraz następujący lemat.

Lemat 4.2. Niech wszystkie macierze rodziny będą wspól­

nie ograniczone, na przedziale J stałą dodatnią p ,

l|F(t,x)|| < M , tej , xeCnCJ) . (4.5)

Wtedy również wszystkie macierze rodziny są wspólnie ograni­

czone na J , przez tą samą stałą pi .

Rzeczywiście, wystarczy zauważyć, że jeśli x^ , x2 € CnCJ) 

to na mocy założenia (4.5) mamy

. a1
||F(t,x1 ,x2)|| = [[ J F(t, sx2(t) + (1-s)x1 Ct)) ds||

A
J |F(-t, sx2(t) >(1-s)x1 (t))||ds<ju,łf€j. (4.6)

Niech x1 , Rozważmy następujący liniowy układ

równań różniczkowych

= F(t,x1 (t) ,x2(t)).x , xeRn , (4.7)

określony na przedziale J.
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Macierz fundamentalną powyższego układu unormowaną w punkcie t1 

zgodnie z wcześniej przyjętą symboliką oznaczmy przez

X (t;F (t ,x2)) lub po prostu X(t;F) .

Przez D(x^,x2) , oznaczać będziemy stałą macierz stopnia n 

określoną wzorem

D i »*2) -■ P + Q X(t2;F(t,x^ ,x2))

Rodzinę wszystkich macierzy D(xpX?) , gdzie x^ , x2 € CnCJ^ ozna­

czymy symbolem «2> .

Lemat 4,3. Niech rodzina spełnia założenia poprzedniego 

lematu. Niech ponadto istnieje stała dodatnia 6 taka, że

d('x1>x2) = |det D(x] ,x2)| 5 , , x2eCnCJ) . (4.8)

Wtedy rodziny i t gdzie oznacza rodzinę złożoną

z macierzy odwrotnych do macierzy rodziny J3 , są ograniczone 

w normie j|-|| .

Dowód. Niech x^, x2€ Cn(J) ’ Macierz fundamentalna układu 

(4.7) spełnia następujące równanie całkowe

ft <
X(t;F) = In + J F(T,Xl ,x2)X(T;F) dT , t€J . 

t1

Stąd na przedziale J prawdziwa jest nierówność 

||X(t;F)| n + f JPCT^.^IIzCTiF)^
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z której wobec lematu Gronwalla otrzymujemy

f t
0X(t;F)||^n exp | |FCr ,x, ,x2)| dT , t6J . 

t1

Zatem na mocy nierówności (.4.6) , mamy

||X(t2iF)0 4 exp(t2-tpH .

Wobec tego

|D(x1%x2)|= ||P + Q X(t2;F)|| p ♦ q n exp (t2-tpp ,

gdzie p i q są normami macierzy P i odpowiednio Q .

Ponieważ stała dodatnia-^ = p + q n exp(t2-t.)p jest nieza­

leżna od wyboru x1 , x2eCn(J) , więc rodzina J0jest ograniczona. 
— i

Ograniczoność rodziny JO otrzymujemy teraz z lematu 4.1 , 

wobec założenia (4.8) .

Lemat 4.4. Miech dane będą macierze P i Q stopnia n, 

i niech założenia lematu 4.3 będą spełnione. Wtedy istnieje 

stała dodatnia T] taka, że dla wszystkich macierzy SeR^ 

spełniających nierówność

|p - s| < n ,(4.9)

i dla każdego wektora ceR?,_układ równań różniczkowych <4.1)
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z warunkiem brzegowym

S iCtp ♦ Q xCt2) = c (4.10)

ma co najwyżej jedno rozwiązanie.

Dowód. Na mocy lematu 4?3 wiemy, że istnieje stała dodatnia 

'p taka, że dla dowolnej pary funkcji wektorowych x1 , x2eCn(J) 

zachodzi nierówność

Ud"1 (x1 rx2)|| 4 -p C4.11)

Niech =^>0. Załóżmy teraz, że dla pewnego speł­

niającego warunek (4.9) z wyżej ustalonym ą i dla pewnego wekto­

ra ceRn, zagadnienie brzegowe (4.1) , (4.10) ma dwa różne rozwią­

zania x1 i x2 . Kładąc x = x1 - x2 i korzystając z lematu Kada- 

marda, mamy 

f (t,x1 (t)) - f (t,x2 (t)) = f F(t, sx2(t)+ (1-s) x^(t))ds-x (t) , tej , 

a więc x jest rozwiązaniem układu liniowego (4.7) .

Rozwiązanie to spełnia ponadto warunek brzegowy

P X (tp + Q x (t2 ) = ć

gdzie c = (P - S)x(t1) .
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Zatem na mocy lematu 3.1 , otrzymujemy

x(tp = (x^ ,x2) c

a więc z określenie liczby rj oraz nierówności (4.9) i(4.1 1) , mamy

|6B = |Cp - sjittplkip - sflKtp||<iH

cc nie jest możliwe. Tym samym dowód lematu został zakończony.

Uwaga. Aby uzyskać tezę, że zagadnienia (4.1) ,(3.2) przy 

ustalonych macierzach P i Q, ma cc najwyżej jedno rozwiązanie, 

wystarczy założyć, że d(x^ ,x2)> O dla x1 , x2€ Cn( J) (por. D 1 ,Fr.4 .

Powyższy cykl lematów zakończymy następującym lematem 

o istnieniu i jednoznaczności rozwiązań zagadnienia brz go- 

wego (*.0,(3.2) . 
n nLemat 4.3. Niech dana będzie funkcja f : J x R —*>R ,

J = [tpt,] , spełniająca warunek (A) i niech ponadto dane będą 

macierze P , Q €Rnxn •

Załóżmy, że wszystkie macierze rodziny 5^ są wspólnie 

ograniczone oraz, że istnieje stała dodatnia <5 taka, że dla 

dowolnej pary funkcji wektorowych x^ , €Cn(J)zachodzi nie­

równość

dfx1 ,x2) =|det(P + Q X Ct2*,F (t ,x1 ,x2))) | 3

Wtedy dla każdego wektora c€ Rn zagadnienie brzegowe C4.1) ,(3.2) 

ma jednoznaczne rozwiązanie.
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Dowód. Ponieważ w rozważanym przypadku spełnione są zało­

żenia lematu 4.4 , więc istnieje kula otwarta w Rnxn

o środku w P i promieniu t] taka, że dla każdej macierzy 
S e j£(P,q) i danej macierzy Q oraz dla dowolnego c €Rn, zaga­

dnienie brzegowe (4.1),(4.10) ma co najwyżej jedno rozwiązanie. 

Kładąc więc

%CP>n) i 2 ,

oraz korzystając z warunku (A) i wspólnej ograniczoności wszyst­

kich macierzy rodziny stwierdzamy, że spełnione są założenia 

twierdzenia Lasoty, co kończy dowród lematu 4.5.
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5. W tym punkcie pracy rozważania ograniczymy do zagadnie­

nia brzegowego postaci (4.1) , (3.4) .

Miech A. będzie dowolną ale ustaloną macierzą ze zbioru △ nxn. 

Rodzinę macierzy K c D^CJ) będziemy nazywali nieredukowalną na 

przedziale J, jeżeli istnieje macierz U&D.(J), nieredukowalna, 

taka, że na J spełniona jest następująca nierówność

A o K° > Ao U° , K e K .

Macierz U nazywać będziemy minorantą rodziny # .

Uwaga. Miech KeD (J). Rodzina# = [K^ złożona z jednej 

macierzy K jest nieredukowalna wtedy i tylko wtedy, gdy macierz 

K jest nieredukowalna.

Podamy teraz twierdzenie, które jest naturalnym uogólnie­

niem udowodnionego wcześniej twierdzenia 3.2.

Twierdzenie 5.1. Miech dana będzie- funkcja f : JxRn—*Rn , 

J = [t^ A2] , spełniająca warunek (A) i niech wszystkie macierze 

rodziny będą wspólnie ograniczone stałą dodatnią ju . Miech 

ponadto k e {1 ,2 , ... ,n-l] .

Załóżmy teraz, że dana jest macierz , N =

taka, że

Bn_k(F°(t,x))6D^GJ) , x€CnCJ) (5.1)

i rodzina macierzy {3n-kF<-t,xH xeCn(J)’

na przedziale J. Wtedy zagadnienie brzegowe

jest nieredukowalna

(4.1) , (3.4) ma jedno-
znaczne rozwiązanie dla każdej pary ciągów (oc,p),<xeG1 , aeGi k । n । n-kjn
i dla dowolnego wektora c€ Rn.
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Dowód powyższego twierdzenia poprsedzimy dwoma lematami.

Lemat 5.1. Niech r € (1,2,...,n) i niech dana będzie macierz

■^^^NarN’ = Cr) ’ ^®ka, że

Br(F°(t,x))GDA(J) , x€CnGD .

Wtedy również

B ^t.,Xj,X2))^ x 1 ’ x2 ^n^ *

Dowód. 7 założenia lematu wynika, że dla dowolnej , ustalo­

nej pary funkcji wektorowych 6Cn<J) , mamy

Ao Br(P°(t,sx2(t) + C1-s)x1 (t)))>0 t£J , s e [o, 1]

Ponieważ

f 1
B^F^t,^ ,x2» = Br() F°(t,BX2(t) + (1-s)XlCt)) ds>

r1= J Br(F (t,sx2(t) + (1-s)Xl (t^ds, tfeJ,(5.2)

więc 

Ao Br(P°(t ,X1 ,X2))= Ao $Br (F°Ct,sX2 (t)> (1-s)Xl (t))) ds

f1
“ loAo MP°(t,sX2(t)+a-s)Xi Ct»)ds^

t € J , 

co kończy dowód lematu.
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Lemat 5.2. Niech założenia poprzedniego lematu będą speł­

nione. Niech ponadto rodzina fBr(F Ct ,x))}x 6 c ^będzie nieredu-

kowalna na przedziale J. Wtedy również rodzina

{Br(F (t ,x1 ,x2))}x^ fe Cn(J) jest nieredukowalna na J.

Dowód. Analogicznie jak poprzednio, z założenia lematu 

wynika, że dla dowolnej ustalonej pary funkcji wektorowych 

x1 , x2€CnCJ), mamy

A o Br(F°(t,sx2Ct)+ G-s)x1 (t») >AoU°(t) , tej, se£o,ll, 

gdzie UtDA(J) jest nieredukowalną minorantą rodziny

{Br(F (t ,x»} X6C (J) . Stąd, oraz wobec C5.2), otrzymujemy

AoB/^Ct.jpi^^Ao U°(t) , t€J ,

co kończy dowód.

Dowód twierdzenia 5.1. Ustalmy dowolne ciągiaeG^ n 

i Pe ^n-k n oraz dowolne dwie funkcje wektorowe x^ , x2eCn(J).

Macierz fundamentalna X (t,F(t ,XpX2)) układu (4.7) / dla 

powyżej ustalonej pary funkcji x^ ,x2 / unormowana w punkcie t1 

jest rozwiązaniem zagadnienia początkowego (1 .7) , (1.8) , gdzie 

A(t) = F(t,X| (t) ,x2 (t)) .

Kładąc r = n-k i korzystając z (5.1) otrzymujemy na mocy 

lematu 5.1, że spełnione są założenia lematu 2.2 , gdzie r = n-k 

i A - F . Zatem dla pary indeksów (i,j), (1 4 i,j, okre­

ślonych jednoznacznie równaniami i = ha i j = h_, oszacowanie 
P *
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(2.6) z lematu 2.2 daje

x|(t2-,F) >(exp J 2 b-^fCT ,x2)) dT) x 

x exp -bJa(F(T
s+1 s

X, ^dT^dT^ ,(5.3)

gdzie i0 = i, il_1 - j.

Wobec lematu 4.2 prawdziwe jest następujące oszacowanie elemen- 

tów diagonalnych macierzy F

- p ,x?) 4 u , tej ,

co z określenia C2.1) elementów macierzy Bn-jc(F) daje

exp j b^(F(T ,x1 ,x2)) dT > exp (-Gn-kKtg-tpp) , 
t1

i

JT^ 1^1 i w
°+ b-S+ ĆF(T ,x?)) -biS(F(T,x1 ,x?))dT > exp (-2 (n-k)Ctp-t Jp).

t1 *S+1 .3

Natomiast wobec lematu 5.2 , którego założenia są spełnione 

przy r = n-k otrzymujemy, że rodzina {Bn_k(F Ct y
1 ’ 2c^n ' 
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jest nieredukowalna. Jeśli więc U = (uj) jest minorantą tej ro­

dziny, to uwzględniając ostatnie dwie nierówności, otrzymujemy 

na podstawie oszacowania (5.3)

t TXj x£(t2;F)>(exp6^n-k)&2-tp^ * J 2 d^ J 1 dT2 
t] t1

(5.4)

założenia UGD^CJ), mamyStąd wobec nieredukowalności U oraz

więc

^j x|(t2;F)>[Sj + q exp(2 (k-n) exp (k-n)^ . (5.5)

Zauważmy teraz, że w przypadku rozważanego warunku brzego­

wego (3.4), mamy

d(xpx2) - |det(lj + I^X(t2-,F(t,x1 ,x2»)| * |xf (t2-,F(t,x1 ,x2))| .

Zatem wobec oszacowania (5.5), prawdziwego dla dowolnej pary 

funkcji wektorowych x] , x2eCn(J) , założenia lematu 4.5 są 

spełnione jeżeli tylko liczbę S określimy wzorem

$ - 1 exp {(k-n)p (1*3(n2k))j > O

Tak więc teza twierdzenia 5.1 wynika z tezy lematu 4.5.
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Uwaga. W przypadku zagadnienia (4.1) ,(3.6), tj. w przypadku 

0 - a , założenie o nieredukowalności rodziny (Bn_k(F (t ,x))] XfeC 

a w konsekwencji rodziny [sn_k(FCt;x1 ,x2)^ X1,X2eCn(J) , można 

pominąć, gdyż dla i - j nie?<5wnońć (5*4) przyjmuje postać

Aj X“(t2-,F) > exp(k-n)p ,

niezależnie od tego czy rodzina {Bn_]c(F(t,x1 ,x2))} € c
CJ)

jest nieredukowalna. Wtedy założenia lematu 4,5 są- spełnione przy

8 - exp(k-n))A

Na zakończenie podamy dwa wnioski z twierdzenia 5.1 doty­

czące szczególnego typu układu równań różniczkowych oraz równa­

nia różniczkowego rzędu n.

Niech

= A(t)g(x) , (5.6)

będzie danym układem równań różniczkowych, w którym A jest 
12 nciągłą macierzą stopnia n, a x = (x ,xd,...,xn) oraz g(x) = 

T 1 2 2 n n- Cg Cx ) ,g Cx ) , ...,g (x » , są n - wymiarowymi wektorami kolu­

mnowymi. 7e względu na postać prawej strony (5.6) możemy mówić, 

ze jest to układ o addytywnie rozdzielonych zmiennych x ,x ,...
...,xn. W przypadku g1Cxi) = xx, UKn, układ (5.6) jest oczy­

wiście liniowy.
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Wniosek 5.1. Niech funkcja g : Rn —♦ Rn spełnia warunek C k) 

oraz następujący układ nierówności

d] 4^ 5^) $ d2 u e r 1 < i < n .

Jeżeli macierz A spełnia założenia twierdzenia(3.1)oraz d.>0 , 

to zagadnienie brzegowe (5.6), 0.6) ma jednoznaczne rozwiązanie 

dla każdego a.6 0^ _ i dowolnego c € Rn.

Jeżeli natomiast macierz A spełnia założenia twierdzenia 3.2 

oraz d^>0, to zagadnienie brzegowe (5.6),(3.4) ma jednoznaczne 

rozwiązanie dla każdej pary (a, p) , £eGn-k n * dla

dowolnego wektora c e Rn.

Rozważmy teraz równanie różniczkowe rzędu n postaci

xCn) g(t,x) , xtF (5.7)

z warunkiem brzegowym

(i.) i. (i9) i? (ik) ik
X (tp = c ,x (tp = c , ...,x (tp - c , 04i1 <i2 <... <ik«n-1 ,

(5.8) 
x (t2) — c , i — 0,1 , •. • , n— 1, i X i ,i2 , • • •, ik

Zagadnienie to równoważne jest zagadnieniu brzegowemu (4.1) , 

(3.6), gdzie f(t,x) = (x2,x\...,xn,g(t(x1)) oraz a = 

...,ik)G Gk,n’ Zate®» elementy macierzy ^acobiego F(t,x) = 

~ (f ^(t,x)) równoważnego układu mają postać 
x

i+1 »x) = 1 । (t ,x) = g ^ (^yx^) , 1 i (n-1 ,
X XX

pozostałe elementy tej macierzy są równe zero.
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Łatwo więc sprawdzić, Korzystając z określenia C2.1), że elemen- 

ty f | . występują w macierzy B k(F°) tylko ze znakiem plus.
■a n

Natomiast element f . występuje w tej macierzy / niekoniecznie 
/ x . n-ktylko raz / zawsze z tym samym znakiem określonym wzorem (-1}

Niech teraz A. będzie macierzą ze zbioru A , N = (n2^)> 

generowaną przez wektor X = (1,1,...,!) . Oczywiście wszystkie 

elementy tej macierzy są jedynkami. Zatem jeżeli tylko spełnio­

na jest nierówność C-1) n~^+f n(t,x)^O, dla xeCn(J) to 

B_ , (F°(t ,x)) G D CJ) , dla xGCn(J) . Możemy więc na podstawie 

twierdzenia 5.1 i powyższych rozważań, sformułować następujący 

wniosek.

Wniosek 5«2. Niech g : J x R—*R będzie funkcją spełniają­

cą warunek CA) oraz taką, że na przedziale J ma miejsce oszaco­

wanie

• gx(t,x)| < , x£C (J) .

Załóżmy teraz, że na rozważanym przedziale spełniona jest 

następująca nierówność

, xecvCJ) .

Wtedy zagadnienie brzegowe (5.7),(5.8) ma jednoznaczne rozwią­

zanie dla dowolnego ciągu a » (i1,i2,...,i^) e Gk n i dla dowol- 
1 2 n *

nego układu liczb c ,c ,...,c .
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6. Rozważmy raz jeszcze układ równań różniczkowych (4.1) tj.

i warunek brzegowy (3-4) przy afeGn_1 , (3eGi _
IX I I £ I I 11

Jeżeli przyjmiemy og = ( 1 ,.. . ,p-1 , p+1 ,... ,n) i £ = C q) to waru­

nek (3.4) ma postać

0 0 0

o
o
o

o

1 o o
o o o o
o o o

0 0 0 o
p

0

0 X (tp

XP“ V p

X? (t.) 4 1
XP+ (tp

n X (tp

Dla tego szczególnego przypadku udowodnimy twierdzenie 

analogiczne do twierdzenia 5.1 jednak przy nieco słabszych 

z ałożeniach.

Twierdzenie 6.1. Wiech dana będzie funkcja f : J x Rn—».Rn,

J = * spełniająca warunki (A) i (C) i niech dane będą

macierze C1 , C2€Rnxn takie, że

F°(t,x> € D (J) X€CnCJ) , (6.2)

C1 4FCt,x) - F°(t,x) CC2 x€CnCJ) (6.3)
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Załóżmy ponadto, że rodzina = {F(t,x))xfeC (J) ^*est 

nieredukowalna na przedziale J. Wtedy dla dowolnej pary ciągów 

ol € Gn_j n , n oraz dla każdego c e Rn zagadnienie brze­

gowe (4.1) ,(6.1) ma jednoznaczne rozwiązanie.

Dowąd. Niech c = (c1,c2>...,cn) eRn oraz Ol = (1 ,... ,p-1 , 

p+l,...,n)€G , i P> - <q)6G1 .

Przez x(t;c) oznaczmy jednoznaczne rozwiązanie układu (4.1> 

z warunkiem początkowym x(tpC) = c, przedłużalne na cały prze­

dział J. Istnienie takiego rozwiązania / dla każdego c 6Rn / 

gwarantuje warunek (C) . Ponadto niech X(t;c) oznacza macierz 

Jacobiego rozwiązania x(t;c) względem warunków początkowych tj.

X(t;c) = (x kt;o) 
cd

Macierz X(t,c) soełnia tzw. równanie w wariacjach

X(t;c) = F(t ,x(t ;c))x (t,;c) , t€J , (6.4)

z warunkiem początkowym

X(t1;c) - In (6.5)

Dla każdej liczby rzeczywistej T określmy wektor c(p,T)eRn 

równaniem

e(p,T). Cc1.......... cP-’,T,cP+1,...,cn) .
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Zauważmy teraz, że dla każdego Te R z (6.2) wynika, że

F°(t,x(t;c (p,T)» G ^(J) . (6.6)

Zatem założenia lematu 1.4 odnośnie zagadnienia(6.4), (6.5) są 

spełnione dla c = c(p,T) . Z oszacowania (1.13) danego we wnio­

sku z lematu 1.4 otrzymujemy dla każdego TeR nierówność

x 2(t?’,c (p,T))^(exp f 2 f ^(v,x(v;c(p,T)))dv) x 
p cP t1 xq

r rT, 1-2 i i

1 i 1 X

x exp f S+1f *S + \ v ,x (v;c (p ,T))) - f . ,x (v;c (p ,T») dv) dT-, A , 
Jt, s+1 s J1 X X

<4 = q ‘ 4-1 = P} »

co wobec założenia (6.3) i nieredukowalności rodziny 

{FCt»x Ax GCn(J) analogicznie jak w dowodzie nierówności (5.5) 

deje następujący warunek

Xp E ’

Niech teraz fi będzie odwzorowaniem R-~R określonym wzorem

h(T) - xq(t2;c (p ,T)) .



56

Ponieważ |x = 1, więc z oszacowania (6.7) wynika, że h jest 

odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym i h(R) = R. Zatem istnie­

je liczba Te R taka, że

h(T) = x^(t2,c (p,Tj) = cp

Twierdzenie zostało więc udowodnione.

Zanotujmy analogiczną uwagę jak po dowodzie twierdzenia 5.1.

Uwaga, w przypadku q = p teza twierdzenia 6.1 pozostaje 

prawdziwa jeżeli zrezygnujemy z założenia o nieredukowalności 

rodziny jak również z lewostronnego oszacowania F(t,x)- F°(t,x) , 

w 66.3), /por. [8]/. Natomiast dla uzyskania tezy twierdzenia 

6.1 przy ustalonym warunku brzegowym (6.1) , gdzie p / q w miej­

sce założenia o nieredukowalności rodziny wystarczy zagwaran­

tować tylko nieredukowalnośó ¥ względem pary indeksów (q , p) 

tzn. zagwarantować nieredukowalność minoranty rodziny wzglę­

dem (q , p) .

Jako prosty przykład zastosowania powyżej udowodnionego 

twierdzenia rozważmy następujące zagadnienie brzegowe dla rów­

nania nieliniowego trzeciego rzędu

= g(t,x,x' ,x") , xeR (6.8)

x(tp = c1 , ^'(tp = c2 , x (t2) = S , (6.9)

• • * 3gdzie g jest funkcją spełniającą warunek (A)na zbiorze JxR .
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Zagadnienie to równoważne jest zagadnieniu brzegowemu (4.1) , 

(6.1), gdzie f(t,x) = (x2 ,x3 rg (t ,x1 ,x2 ,x^) oraz <x = (1,3),|3 = (1) . 

przyjmując, że jest macierzą ze zbioru △ 3x3 generowaną przez 

wektor X = (1 , 1 , 1) i korzystając z postaci macierzy Jacobiego 

równoważnego układu wobec uwagi po twierdzeniu 6.1 otrzymujemy 

następujący wniosek

Wniosek 6.1. Miech równanie (6.8) spełnia warunek (C) na 

Jxr\ j =ft|,t2]. Jeżeli ponadto

1 2 3g 1(t,x)^O , g 2(t,x)>0 , x = (x ,x ,x7)eC3(J) ,
X X J

to zagadnienie brzegowe (6.8),(6.9) ma jednoznaczne rozwiązanie
. 1 2 3dla dowolnego układu liczb c ,c ,c .

W przypadku równań (6.8) z prawą stroną spełniającą waru­

nek (A) wniosek 6.1 implikuje mocniejszą wersję rezultatu uzys­

kanego w pracy fi,L. 2.1] .

Uwaga. Gdy z założeń twierdzenia 6.1 całkowicie wyeliminu­

jemy warunek (6.3) oraz założenie o nieredukowalności rodziny^" 

zastąpimy następującą nierównością

o F°(t,x)> 0 , X6 enCJ) ,

to w miejsce (6.7) otrzymujemy

Ap X
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Wtedy odwzorowanie h określone w dowodzie powyższego twierdzenia 

jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym lecz niekoniecznie 

musi być h(R) =R , a więc możemy jedynie stwierdzić, że zagad­

nienie brzegowe (4.1) ,(6.1)ma co najwyżej jedno rozwiązanie.

Podobnego typu rezultaty dotyczące jednoznaczności rozwią­

zać w nrzypadku układów drugiego rzędu-zawarte są w pracy [i7, 

Tw.2.1 - 2.4 , s.82j .
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