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WYZNACZANIE ZMIENNOSCI STOP ZWROTU CEN AKCJI
Z UWZGLEDNIENIEM DEUGOZASIEGOWYCH
ZALEZNOSCI ABSOLUTNYCH STOP ZWROTU

1. Wstep

Punktem wyjscia do oceny ryzyka inwestycji w akcje (a takze w portfel akcji)
jest wlasciwe wyznaczenie zmiennosci zwrotéw cen akcji. Im zmiennos¢ jest
wigksza, tym wigksze ryzyko inwestycji. Analizy szeregdw cen akcji pokazuja, ze
warunkowa wariancja zwrotéw jest zmienna w czasie, a jej okreslenie nie jest pro-
stym zadaniem. Aby wyznaczy¢ warunkowa wariancje zwrotéw, dopasowuje si¢
teoretyczny model do szeregu finansowego. Jest to dos¢ skomplikowana metoda
wiazaca si¢ z koniecznoscia estymacji wielu nieznanych parametréw. Zupelnie
innym, znacznie prostszym rozwiazaniem jest zastosowanie metody proponowanej
przez RiskMetrics. W artykule przedstawiona zostanie propozycja modyfikacji tej
ostatniej metody, ktéra uwzglednia specyficzny rodzaj zaleznosci, jakie wystepuja
w szeregu absolutnych zwrotow.

2. Analiza zwrotéw cen akcji
Zatézmy, ze S, oznacza ceng akcji w momencie t. Rozwazmy szereg czasowy
opisujacy zwroty logarytmiczne cen akcji, czyli taki, ktérego kolejne wyrazy sa

. S . L . .
postaci: lné—“. W dalszej czgsci zwroty logarytmiczne beda nazywane krétko

zwrotami. W klasycznym modelu Blacka-Scholesa zaklada sie, ze zwroty maja
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rozktad normalny i sa od siebie niezalezne. Z faktu tego wynika w szczeg6lnosci,
ze warunkowa wariancja procesu zwrotéw jest stafa.

Najczesciej stosowana miara zaleznoséi poszczegdlnych wyrazéw szeregu czasowe-
go jest funkcja autokorelacji. Aby méc zastosowac funkcje autokorelacji, badany szereg
musi by¢ procesem stacjonarnym w szerokim sensie, czyli takim, ktéry ma skonczona
wariancje, stata wartos¢ oczekiwana, a korelacje pomiedzy dwoma elementami szeregu
zaleza tylko od dystansu, jaki je dzieli. Dla szeregu (X,, t=1,2,...), spetiajacego te
Cov(X,,X,,,)

VarX,
gdzieCov(X |, X, ,,) = E[(X, — EX X X,,, — EX,,))]. Zatem r(k) jest to kowariancja

pomiedzy elementami szeregu, ktére sa od siebie oddalane o k elementéw, unormowana
tak, ze r(0)=1. Funkcja r(k) moze przyjmowac wartosci z przedziatu [-1,1]. Im war-

warunki, funkcje autokorelacji r(k) definiujemy nastepujaco: r(k)=

tosci r(k) sa blizsze zeru, tym mniejsze sa liniowe zaleznosci pomigdzy wyrazami sze-
regu. Dla szeregu o niezaleznych wyrazach r(k)=0, dla k =1,2,3,... Niestety, zalez-
nos$¢ odwrotna nie jest prawdziwa. Jezeli korelacja pomigdzy dwoma wyrazami szeregu
jest zerowa, to wcale nie musi oznacza¢ ich niezaleznosci. W dalszej czg¢sci przebadane
zostang zwroty cen nast¢pujacych akcji:

General Motors Corp. (GM) 31.12.1969 r.-21.03.2005 1.

Goodyear Tire & Rubber Co. (GT) 02.01.1970 r.-21.03.2005 r.

Hewlett-Packard Co. (HPQ) 31.12.1969r-21.03.2005 r.

Lockheed Martin Corp. (LMT) 03.01.1977 r.-21.03.2005 r.

Raytheon Co. (RTN) 06.11.1993 r.-21.03.2005 r.

AT&T Inc. (T) 19.07.1983 r.-21.03.2005 r.

General Motors Corp. General Motors Corp
T T T T T T T T

Rys. 1. Funkcja autokorelacji zwrotow cen akcji (po lewej) oraz absolutnych zwrotéw (po prawe;j)
na przyktadzie General Motors Corp
Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Rys. 2. Zwroty cen akcji na przykladzie General Motors Corp
Zrédto: opracowanie wiasne.

)

Rozwazane beda dzienne notowania, a konkretnie ceny zamknigcia'. Estymo-
wane korelacje wyrazéw badanych szeregéw sa bardzo bliskie zeru, co mogloby
swiadczy¢ o wzajemnej niezaleznosci zwrotdw cen akcji. Jesli faktycznie zwroty
sa niezalezne, to niezalezne bgda takze zwroty absolutne (wartosci bezwzgledne
zwrotéw) oraz zwroty kwadratowe (kwadraty zwrotéw). W dalszej czgsci przeana-
lizowana zostanie funkcja autokorelacji szeregu absolutnych zwrotéw. Szereg
kwadratowych zwrotéw nie zostanie w ten sposéb przebadany, gdyz istnieje przy-
puszczenie, Ze wariancja szeregu jest nieskonczona.

Wida¢ wyraznie, ze w szeregu absolutnych zwrotéw wystepuja zaleznosci (rys. 1).
Przeczy to tezie o niezaleznosci zwrotéw logarytmicznych cen akcji. Absolutne
zwroty sa dodatnio skorelowane. Wynika stad, ze po zwrotach znacznie odleglych
od sredniej (ktéra w przypadku dziennych zwrotéw jest bliska zeru) z wigkszym
prawdopodobienistwem wystapi znowu zwrot o duzej wartosci bezwzglednej. Na-
tomiast po zwrotach bliskich sredniej mozna si¢ spodziewac kolejnego bliskiego
$redniej zwrotu. Faktycznie, analizujac wykres historycznych zwrotéw cen akcji
(rys. 2), mozna zaobserwowacl, ze wystepujg przedzialy, w ktérych przewazaja
wartosci znacznie odlegle od s$redniej, oraz takie przedziaty, w ktérych wystepuje
duzo zwrotéw bliskich s$redniej. Poniewaz zaleznosci te dotycza wartosci bez-
wzglednych i nie obserwuje si¢ zaleznosci pomigdzy wystgpowaniem dodatnich
zwrotéw oraz ujemnych zwrotéw, to w przedziatach o duzych wartosciach bez-
wzglednych zwrotéw wystgpuja zaréwno te o duzych dodatnich, jak i o matych
ujemnych wartosciach. W tych wiasnie przedziatach odchylenie standardowe jest
duze. Z kolei w przedziatach, w ktérych przewazaja zwroty bliskie sredniej, odchy-
lenie standardowe jest mate. Wniosek z tych obserwacji jest nast¢pujacy: wariancja
zwrotéw logarytmicznych w danym momencie zalezy od przeszlych wartosci. Za-
tem zwroty logarytmiczne cen akcji nalezy modelowaé szeregami czasowymi,
ktérych warunkowa wariancja nie jest stata.

! Historyczne ceny akeji pochodza z: http://finance.yahoo.com.
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3. Modele heteroskedastyczne

Szereg czasowy, ktory spelnia postulat zaleznosci warunkowej wariancji od prze-
sztych wartosci, to szereg w modelu ARCH, zaproponowany przez Engle’a w 1982 r.

[1]. Oto jak definiuje si¢ szereg X,,t=1,2,... w modelu ARCH(g): X, =\/E£,,

]

h =c, +Zf=lc,.X ? ., gdzie szum € ma standardowy rozktad normalny, wspét-
czynniki ¢, i ¢, sa dodatnie, a pozostale wspéiczynniki sa nieujemne. Wyrazy

szeregu w tym modelu sg nieskorelowane, natomiast wartosci bezwzgledne zwro-
téw sa skorelowane (rys. 3), jednak korelacje maleja szybciej niz w przypadku
absolutnych zwrotéw cen akcji (rys. 4). Tak naprawde wystepuja tu dwa rézne typy
zaleznosci.

ARCH(10)
T

ARCH(10)

T T T T

L T T T T T T T

Rys. 3. Estymowana funkcja autokorelacji szeregu czasowego w modelu ARCH(10) (po lewej) oraz
funkcja autokorelacji szeregu wartosci bezwzglednych w tym modelu (po prawej)
Zrédlo: opracowanie wlasne.

ARCH(10) General Motors Carp
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Rys. 4. Funkcja autokorelacji absolutnych zwrotéw cen akcji na przyktadzie General Motors Corp.
(po lewej) oraz funkcja autokorelacji szeregu wartosci bezwzgl¢dnych w modelu ARCH(10)

. (po prawej)
Zrédto: opracowanie wiasne.
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4. Analiza dlugozasi¢ggowych zaleznosci absolutnych zwrotéw

W wigkszosci proceséw stochastycznych, w ktérych wystgpuja zaleznosci,
funkcja autokorelacji maleje wyktadniczo, tzn. jesli przez k oznaczymy odlegtosci
wyrazéw procesu, to r(k) jest proporcjonalna do &, gdzie a jest pewna statg z
przedziatu (0,1). O procesie, w ktérym wystgpuja tego typu zaleznosci, méwi sig,
ze ma ,.krétka pamig¢”. Funkcja autokorelacji maleje w tym przypadku szybko,
wyrazy szeregu, ktére oddalone sa od siebie o kilkanascie (co najwyzej kilkadzie-
siat) miejsc, sg ze soba nieskorelowane.

W procesach, o ktérych méwi sie, ze maja ,,dtuga pamigc” (,,dlugozasi¢gowe
zaleznosci”, long range dependence, LRD), funkcja autokorelacji r(k) zmienia si¢

jak k? gdzie S jest parametrem z przedziatu (0,1). Oczywiscie tutaj réwniez
korelacje sa coraz mniejsze, ale maleja do zera wolniej niz w przypadku procesu z

) . - o . . , . .
,krotka pamigcia”. Suma Zk:o r(k) jest nieskoficzona, co oznacza, Ze pomimo

malejacych wartosci r(k) ich skumulowany efekt jest istotny.

Na rysunku 5 pokazano, w jaki sposob zanikaja korelacje pomigedzy elementami sze-
regu z , krétka pamigcia”” oraz szeregu z ,,dtuga pamigcia”. W tym pierwszym przypadku
oddziatlywania liniowe pomigdzy wyrazami, ktére dzieli dystans 25 elementéw, juz nie
wystepuja. Natomiast w przypadku szeregu z wlasnoscia LRD wspéiczynnik korelacji
tak oddalonych wyrazéw szeregu przyjmuje warto$¢ ok. 0,13, a dla odlegltych o 100
elementéw korelacja jest nadal zdecydowanie rézna od zera i wynosi ok. 0,08 [2].

Wlasnos¢ ,,dtugiej pamigei” jako pierwszy zauwazyt brytyjski hydrolog H.E. Hurst
w pierwszej potowie XX w. badajac zmiany poziomu Nilu. Lata dziewigcdziesiate przy-
niosty duze zainteresowanie tym pojeciem, gléwnie w odniesieniu do przeptywéw w
sieciach informatycznych. Liczne badania pokazaly, Zze np. szereg czasowy opisujacy
liczb¢ przesylanych pakietéw ma ,,dtuga pamig¢” [6]. Obecnie coraz czgsciej dhugoza-
siggowych zaleznosci szuka si¢ w finansowych szeregach czasowych [5; 7].

Ulamkowy szum gaussowskr
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Rys. 5. Korelacje procesu z ,,krétka pamigcia” — AR(1) (po lewej) oraz procesu z ,,dluga pamigcia™ —
utamkowego szumu gaussowskiego (po prawej)

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 6. Funkcja autokorelacji absolutnych zwrotéw cen akcji
Zrédto: opracowanie wiasne.

Na rysunku 6 widac, ze estymowana funkcja autokorelacji absolutnych zwrotéw cen
akcji zanika wolno, skorelowane s ze soba nawet znacznie odlegle wyrazy szeregu. Aby
potwierdzi¢ tez¢ o obecnosci ,,dlugiej pamigci” w szeregu absolutnych zwrotéw, w dal-
szej czgsci przeprowadzona zostanie doktadna analiza wystepujacych tu zalezmosci.

Tabela 1. Wspdtczynnik Hursta szeregéw absolutnych zwrotéw cen akcji

Symbol Metoda wartosci Metodg wanianci Periodogram Metoda wariancji
absolutnej reziduéw
GM 0,88 0,78 0,76 0,84
GT 0,85 0,85 0,86 0,87
HPQ 0,85 0,84 0,79 0,80
LMT 0,89 0,87 0,78 0,81
RTN 0,88 0,80 0,80 0,82
T 0,92 0,83 0,80 0,86

Zrédto: opracowanie whasne.

Istnieje wiele testéw pozwalajacych stwierdzi¢ obecnosc ,,dlugiej pamigci” w proce-
sie stochastycznym, a takze okresli¢ tempo zanikania korelacji [4]. Dwa parametry niosa
informacje o charakterze zaleznosci — H (zwany wykladnikiem Hursta) oraz d. Parametr H
przyjmuje wartosci z przedziatu (0,1). Jesli badany szereg czasowy ma skonczong wa-
riancje, wéwczas spetiona jest nastgpujaca zaleznos¢: H =d + 0,5. O obecnosci diu-
gozasiggowych zaleznosci swiadczy wartos¢ wykladnika Hursta wigksza od H = 0,5
lub réwnowaznie warto$¢ parametru d wigksza niz zero. Im wigksze jest H, tym wolniej
zanikaja korelacje. Jesli wyrazy szeregu sa niezalezme, wéwczas H =0,5. W przypadku
»krotkiej pamigci” H =0,5 lub rzadziej H <0,5. Wystarczy zatem wyestymowac
warto$¢ parametru H lub d, aby stwierdzi¢, jakiego typu zalezmosci wystepuja w bada-
nym szeregu. Oczywiscie, zaréwno przeprowadzajac testy na obecnosc ,,dlugiej pamie-
ci”’, jak i estymujac funkcje autokorelacji, trzeba dysponowa¢ odpowiednio duza prébka
danych. Badane w pracy szeregi absolutnych zwrotéw maja dtugosci rzgdu kilku tysigcy.

106



Wyniki, jakie zostaly otrzymane przy zastosowaniu czterech testéw — metody wartosci
absolutnej, metody wariancji residuéw, periodogramu oraz metody wariancji, wskazuja
na wystepowanie dlugozasiggowych zaleznosci w szeregach absolutnych zwrotéw cen
akgiji (tab. 1). Wyktadnik Hursta w kazdym przypadku przyjmuje wartos¢ zdecydowanie
wigksza od 0,5. Oczywiscie, estymacja parametru H obarczona jest pewnym bigdem,
stad wyniki uzyskane réznymi metodami nie s3 identyczne. Srednie wartosci tego para-
metru dla badanych szeregéw to ok. 0,80-0,85.

5. Wyznaczanie zmiennosci zwrotéw cen akcji

Metodologie pomiaru ryzyka opracowane przez RiskMetrics, takie jak Value at Risk
czy RiskGrade bazuja na estymowanej wartosci zmiennosci zwrotow [2). Zaklada si¢, ze
warunkowa wariancja procesu zwrotéw cen akcji nie jest stala i zalezy od przeszlych
warto$ci. Poniewaz srednie dzienne zwroty sa bliskie zeru, to wariancja zwrotéw jest
dobrze przyblizana wartoscia oczekiwana kwadratu zwrotu. W metodzie proponowanej
przez RiskMetrics wariancj¢ estymuje si¢ nie jako srednig arytmetyczna z poprzednich
wartosci kwadratéw zwrotdw, lecz jako $rednia wazona z wagami wykiadniczymi z
tychze kwadratéw. W artykule pokazano, ze korelacje pomigdzy absolutnymi zwrotami
maleja wraz ze zwigkszaniem dystansu, zatem i zaleznosci pomigdzy kwadratami zwro-
téw sa mniejsze dla tych bardziej odlegtych wyrazéw szeregu. Fakt ten jest uwzglednio-
ny w modelu RiskMetrics poprzez wprowadzenie malejacych wag. W rzeczywistosci po
duzych co do wartosci bezwzglednej zwrotach cen akcji wystgpuja przewaznie kolejne
duze co do wartosci bezwzglednej zwroty. Taka zaleznos¢ jest rowniez prawdziwa dla
kwadratéw zwrotéw. Cecha ta zostata uwzgledniona w modelu sredniej wazonej, esty-
mujacej przyszia wariancje.

Podczas analizy metodologii RiskMetrics nasuwa si¢ pytanie, czy wagi maleja-
ce wyktadniczo sa dobrymi wagami? W tym modelu wagi dla dziennych zwrotéw
dobrane sa tak, ze kazda kolejna stanowi 0,97 poprzedniej. Oznacza to, ze np. waga
pigcdziesiata stanowi ok. jednej piatej pierwszej wagi. Czy rzeczywiscie wplyw
przesztych warto$ci maleje tak szybko? W przypadku proceséw z , krétka pamig-
cia” korelacje zanikaja wyktadniczo, ale, jak byto wczesniej pokazane, bezwzgled-
ne zwroty cen akcji maja dlugozasiggowe zaleznosci, czyli ich korelacje maleja
wolno. Zatem takie jest réwniez tempo zanikania zaleznosci pomigdzy kwadratami
zwrotéw, stad wniosek, ze by¢ moze bardziej wlasciwe byloby zastosowanie w
Sredniej wazonej wag malejacych wolno, czyli potegowo.

Rysunek 7 przedstawia tempo zanikania wag proponowanych przez RiskMetrics oraz
wag potegowych. Te drugie zostaly dopasowane tak, aby malaly tak samo, jak maleje
funkcja autokorelacji absolutnych zwrotéw cen akcji r(k). Funkcja ta zostata przeska-

lowana, tak aby otrzymana w ten sposéb funkcja 7(k) spelniala nastgpujacy warunek:
S°P F(k)=1. Widaé, ze dla k=151 przeskalowana wartos¢ 7(k) jest znacznie
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oddalona od zera. Z pewnoscig obliczajac srednia z wagami potggowymi, nalezaloby
uwzgledni¢ o wiele diuzsza przeszlosc niz 151 obserwacji. Taka liczba zostala tutaj wy-
brana dlatego, ze poréwnywane sa dwa rodzaje srednich wazonych, a w metodzie Risk-
Metrics w przypadku dziennych zwrotéw rozwaza si¢ 151 przesztych obserwacji.

W przypadku sredniej z wagami wykladniczymi wplyw przeszlych obserwacji
na przyszla wariancj¢ maleje szybko, co oznacza, ze bardzo duze znaczenie ma
kilka ostatnich obserwacji. W praktyce oznacza to, ze kilka duzych co do wartosci
bezwzglednej zwrotéw ceny akcji powoduje znaczne zwigkszenie przewidywanej
wariancji. Wykres oczekiwanej wariancji w kolejnych momentach zmienia sig¢
znacznie. Inaczej jest w przypadku modelu sredniej z wagami potggowymi. Tutaj
wplyw przesztych zwrotéw na przyszla wariancj¢ maleje powoli i dlatego kilka
odleglych znacznie od zera wartosci nieznacznie tylko zwigksza oczekiwana wa-
riancj¢. Wykres warunkowej wariancji zwrotéw cen akcji zmienia si¢ tu fagodnie;j.
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Rys. 7. Przeskalowana funkcja autokorelacji absolutnych zwrotéw (na przyktadzie General Motors
Corporation) — ,.kétka”. Wagi wyktadnicze proponowane przez RiskMetrics — ,.,gwiazdki” — oraz
wagi potggowe, dopasowane metoda najmniejszych kwadratéw (wyktadnik réwny -0,22) — , kropki”
Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Rys. 8. Zwroty cen akcji General Motors Corp. oraz 95% przedziaty ufnosci uzyskane na podstawie wariancji
obliczonej jako $rednia z wagami wyk}adniczymi (linia przerywana) oraz z wagami pot¢gowymi (linia ciagta)
Zrédto: opracowanie whasne.
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Rysunek 8 przedstawia 300 wartosci zwrotéw cen akcji General Motors Corp.
oraz 95% przedzialy ufnosci wyznaczone dwoma sposobami. W kazdym z 300
momentdw obliczona zostata wariancja jako srednia z wagami wykladniczymi i z
wagami potggowymi. Nastepnie na tej podstawie, przy zatozeniu, ze zwroty sg
gaussowskie, wyliczone zostaly przedzialy ufnosci, przy czym w pierwszym przy-
padku, zgodnie z zaleceniami RiskMetrics, uwzglgedniono 151 przesztych obserwa-
¢ji, w drugim natomiast — 300 wartosci historycznych. W tym przypadku 19 warto-
sci nie zmie$cito si¢ w przedziale ufnosci wyznaczonym metoda stosowang przez
RiskMetrics. Stanowi to ok. 6% wszystkich obserwacji. Natomiast w przedziale
ufnosci, do ktérego wyznaczenia wariancja zostata obliczona jako srednia z waga-
mi potggowymi, nie zmiescilo si¢ tylko 9 wartosci. Stanowi to zaledwie 3% spo-
sréd 300 rozwazanych wartosci. Oczywiscie otrzymane w ten sposéb wyniki sa
jedynie orientacyjne, gdyz rozwazane tu bylo zaledwie 300 obserwacji. W przy-
padku 5000 obserwacji okazuje si¢, ze do przedziatu ufnosci wyznaczonego na
podstawie sredniej wazonej stosowanej przez RiskMetrics nie nalezy ok. 6,4%
wartosci. Natomiast do przedzialu ufnosci obliczonego na podstawie wariancji
wyznaczonej jako srednia z wagami potggowymi nie nalezy 5,8% wszystkich ob-
serwacji. Obie te wartosci sa wigksze niz 5%, jednak druga z nich jest blizsza war-
tosci teoretyczne;j.

6. Podsumowanie

Aby jak najlepiej zarzadza¢ ryzykiem portfela akcji, konieczna jest znajomos¢
parametrow opisujacych zachowanie poszczegdlnych waloréw. Wartos¢ oczeki-
wana zwrotéw niesie informacj¢ o potencjalnych zyskach, natomiast zmiennos¢
lub wariancja opisuja stopien ryzyka, jakim obarczona jest inwestycja w dang ak-
cj¢. Jezeli warunkowa wariancja zwrotéw bylaby stala, to wystarczyloby wéwczas
obliczy¢ srednia arytmetyczna np. ze stu przesztych zwrotéw kwadratowych, aby
wyestymowac jej warto$¢. Analizy pokazuja jednak, ze warunkowa wariancja stale
si¢ zmienia, wobec czego zastosowanie Sredniej arytmetycznej nie jest tu mozliwe.
Przedstawiona w artykule modyfikacja metody wyznaczania warunkowej wariancji
stosowanej przez RiskMetrics uwzglednia malejace wolno zaleznosci pomigdzy
zwrotami absolutnymi (a takze zwrotami kwadratowymi). Pomyst ten zostat jedy-
nie naszkicowany w niniejszym artykule. Nie rozstrzygnigto tu kwestii doboru
uniwersalnego dla wszystkich akcji wykladnika, z jakim maja male¢ potggowo
wagi, a takze wyboru odpowiedniej dtugosci uwzglgdnianej historii.

Ostatni przyklad pokazuje, ze metoda z wagami potggowymi moze dawa¢ re-
zultaty lepsze niz metoda z wagami wykltadniczymi. Modyfikacja metody RiskMe-
trics jest by¢ moze szansa na dokladniejsze przewidywanie przyszlej wariancji, co
pozwoliloby na lepsze zarzadzanie ryzykiem inwestycyjnym.
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ESTIMATING STOCK VOLATILITY WITH RESPECT TO LONG
MEMORY OF ABSOLUTE RATES OF RETURN

Summary

This paper presents a new approach to estimating stock volatility. There is
strong evidence of long-range dependence in absolute returns. The autocorrelation
function of absolute return time series decay slowly like a power function. That is
the reason why calculating volatility by using average with slowly decaying
weights seems to be more suitable for estimating volatility than the method with
exponetially weighted average, proposed by RiskMetrics.
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