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WSTEP

W tworzeniu wspdXczesnych konstrukcji powierzchniowych istnie-
je tendencja do coraz oszczedniejszego zuzycia materiaXdw.

Cel ten osigga si¢ miedzy innymi przez odpowiednie ksztaXtowanie
elementdw konstrukecji i stosowanie materiaXdéw kompozytowych. Jed-
nym z takich elementdéw sg cienkie konstrukcje tréjwarstwowe z lek=-
kim rdzeniem, ktére charakteryzujg sie znaczng sztywnoscisa przy
stosunkowo niskim ciezarze. Poczatkowo tego typu konstrukcje zna-
lazly vastosowanie w lotnictwie, pdiniej w budownictwie, w budowie
statkéw, nadwozi samochodowych i kolejowych.

Decydujgcym warunkiem wytrzymaiosci takich konstrukecji Jest
na ogét kryterium statecznodci.

W praktyce konstrukcy.jnej czesto spotykamy sie z elementami
powierzchniowymi osXabionymi otworami (wycieciami) np. otwory okien-
ne, otwory wentylacyjne, otwory do przeprowadzenia instalacji elek-
trycznej, paliwowej itp.

Obliczanie statecznosci spregzystej takich konstrukeji przyspa-
rza znacznych trudnodci, ze wzgledu na wystepowanie tutaj niejedno=-
rodnych pél napregzen, czego wynikiem jest na ogét zXoZzony charakter
wyboczenia. Zadanie to moZna rozwigzadé jedynie metodami przybliZo-
nymi. Stosowanie metod tradycyjnych korzystajacych z kryterium
energetycznego metodg Ritza pozwoliXo rozwigzywaé jedynie te przy=-
padki, dla ktérych znany jest rozkXad naprezerd np. obszary nieskor-
czone z otworem [85].

Dopiero rozwéj tzw. metod komputerowych (metody réznic skoriczonych,
metody elementdw skoriczonych) umozliwiX skuteczne rozwigzywanie
tego typu zadani. Przy pomocy tych metod mozna rozwigzywaé réwniez
zagadinienie statecznodci konstrukcji powierzchniowych niemalze
dowolnego ksztaXtu, przy dowolnym sposobie obcigZenia i podparcia.

W niniejszej pracy podjigto prébe opracowania algorytmu obliczen,
zastosowanego do analizy zlinearyzowanego, bifurkacyjnego problemu
statecznosci niejednospéjnych piyt tréjwarstwowych.

Zadanie to rozwigzano przez wprowadzenie odpowiedniego tréj-
warstwowego elementu skoriczonego, ktéry w zagadnieniu statecznosci
nie byt dotychczas stosowany. Problem wyboczenia plyty tréjwarstwo=
wej z otworem sprowadzono do uogdlnionego zagadnienia wartosdci



wlasnych i wektoréw wkasnych.
Celem pracy jest pokazanie przydatnosci tego typu elementu
w analizie statecznos$ci niejednospdjnych pXyt trdjwarstwowych.
W dalszej pracy przedstawiong koncepcje elementu mozZna w zna=
ny sposdéb bezposrednio zastosowaé w tworzeniu plaskich elementdw
powtokowych.

OZNACZENTA

WielkosSci geometryczne

h - grubosé piyty,

¥ - grubosé warstw zewnetrznych (okladzin),

2¢c - grubosé warstwy drodkowej (rdzenia),

11, 12 - rozmiary piyty prostokatnej odpowiednio w kie=

¥ runku osi Xqs %oy

C'=C+2-, _

S = 28 + Sb - pole powierzchni zewngirznej piyty,

Sy, - pole powierzchni bocznej pZyty,

@ - pole powierzchni Srodkowej piyty,

2a, 2b - dtugosé i szerokos$é elementu prostokatnego,

d = a/b,

Wielkosci fizyczne

Eqy By, Gior Vq9 Vo = state fizyczne dla materiaXu ortotropo-
wego okXadzin (dla materiaXu izotropowego
Ey = E2 = E, Vg = Vo =V, G12 =G =
= E/2(1 + v),

G13, 623 - moduly spregzystosci poprzecznej materialu
rdzenia (dla materiaXu izotropowego
Gyz = Gz = Gols

Eh
B o ey - sztywnmo$é piyty izotropowej na rozcigganie,



L% ]

Eho

D = ) - sztywnosé piyty izotropowej na zginanie,
12(1 -~ N°)
ﬂ2B=c
K = . - parametr sprezysto~geometryczny piyty
13 Gg tré jwarstwowe j,

Wielkosci kinematyczne

ui(i w1, 24 %) - skladowe wektora przemieszczen
odpowiednio w kierunku osi
! s
x;{i =1, 2, 3),
u?, ugf), ug(f) - J.w. odpowiednio w rdzeniu,
ok*adzinach (f= g, 4d), w powierz=
chni $rodkowej okadzin,

u, ?% (nzg + u& ), (x =1, 2) skXadowe wektora przemiesz-
czen sprowadzonych piyty

v, = é%.(ugg > u ), (> =1, 2) tré jwarstwowej,

Eo(f) (£) ’ ec - skXadowe tensora odksztaXcen

A A
P =h B odpowienio w ok}adzinach
(f= g, d), rdzeniu (a,p =1, 2)

L ] [ d
W3 =iy = dy, )

- skXadowe tensora odksztaXcen
sprowadzonych piyty tréjwarstwowej

(95115 = 1, 2)!

_ c c
&ﬂf-" ’ Hl_x]} ’ prr Ex%

Eap = % (€ og + EOd),
e (0”

xR 2 <A ap)'



Wielkosci kinetyczne

NO%?), N(ﬁg g Q23 - skladowe tensora sit jednostkowych

odpowiedwio v okladzinach (f= g, 4),
rdzen*n s p =1, 2)
l'g — = J'r
(P = 0\[‘)\ - )!
c \ c
N“P i Mmp 3 H@ﬁ' Qm3 - sklodove tensora sit Jjednostkowych
sprowad201ych piyty tréjwarstwowej

(0\,[5 = r ?)1
_ WOZ . WO
Vap = Ty * Mg
c _ ~{NO8 +od
IIG,\I..?' = C\Dut’ii - }\1(3),
Vv - energia potencjalna ukadu,
U(f), uc - energia odkszteXcenia sprezystego odpo-
wiednio ok*adzin (f= g, d), rdzenia,
W - praca sit zewngtrznych,
V2 = 52,” + 3222 = 32 - operator Laplace‘a,
’ ’ pOA
Eaa - delta Kroneckera, o= , gdy o =p,
60([3=O! gdy X # P‘g
2z - operator obcigzZenia,
F - funkcja naprezer Airy‘ego.

Oznaczenia macierzy i wektordw

- macierz prostokgina,
- wektor kolumnowy,
macierz diagonalna 1lub quasidiagonalna,

'_"-"—W—" |
]

T, [ ]T - wektor, macierz transponowana,
Ij - macierz jednosthkowa,
?[?j =[1 20 2a]
5]=[2v 2a]

-
—
N
—
T
b |
o)
C
o]
=
| P,



—r—
=
——t
=
li

{u1 Uy vy Vz u3} - wektor przemieszczeﬁ,

{P}T = {r$, r2,..., rg}- - wektor przemieszczen wezlowych
(n - ilo$é wezXéw),
. I m m 1 T ; i
{11}1 = {r?ll, r?T, r?T} = {r?l‘, riq'} - wektor przemieszczen
w weZle "i",
. : . - : i .
{r%l }P = {u% ué } lub {rgl}“ = {u% ué d% } - wektor prze-
mieszczen w
weZle "iM
dziaXajacych
w plaszczyZ-
nie piyty
P . | i
(3 = w5 + Uz 47,
f q lI' r _{ 1_ 1 wrel -t . ” ’:1
\ T } =¥y VYoo - wektor przemieszczen w we¢zle
' powodujacych Scinanie rdzenia,
{r?}r = {u%, a%, Gé } - wektor przemieszczen w weZle wyni-
kaiqcych z uglqc¢a oktadzin
<°'~1 = Mz, ar “2 = Uz 1),
(41 - macierz funkeji ksztaltu elementu,
(418 = [d1,..., dm] (m = il03$8 wgzidéw w elemencie)
Dl |
¢i
[4,1° = #2 :
b
{E}T =1 g ‘Hg HT SCT]- - wektor odksztaXcen piyty tréj-
warstwovej,
afo}T = {511 €00 2812} ~ wektor odksztalcern membranowych ,
y T C (o} o] . 1 4 1
{”c} ={u11 ® 5o 2#12} - wektor odxsztalcen zginajgcych ptyte
tréjwarstwowg ,
{H}T = {311 322 2312} - wektor odksztaXcen zginajgcych

oktadziny,



B

{EC}T = {2645 2655) - wektor odksztaXcer $cinajgcych
w rdzeniu .
{Ef}T ={ E?f €3£ 2835 - wektor odksztaXcen membranowych

Operatory rézn

w ok¥adzinach (f= g, 4).

iczkowe:

—

Lpl '8 0 0 0 ";‘L*
pl 3
ae |0 L 0 P o 0 0
(127 = 4 o bt {uPl =l 4 0 ’
0 I L o 0 0
gdzie
2
0 )
9,1 d, 11
Pl = d I,.b“I = - 4 = 1
[L5] 9 2,2 | { f= 19,2 1 1 [1, 1] »
%2 9,1 €9, 42
2,1 3,1 " 9,9
r q ._.E___'_ ’ l * _ : ’
\ L } c a!zj 2 {L.}' 13,2~ 8,2 .
| ¥3,2 © 9,1 ¥3,4° 92
O,a = ;'3-3_ ' (x =1, 2)s
o
CR%, [81] - macierze opisujace role odksztaXced w zalezZnodci

pPt

0

[8°] =[

Bpl

(3

] = (PRI[6RY) s

od przemieszczen wezXowych odpowiednio dla nieskoricze
nie matych odksztaXcen oraz dla odksztaXcen skonczo-

nych,
0 ; 0 Bg-"
.Bqu’ 3] = o o |
(1.1 = [0 % {L*} [¢°1] 9



[879] = | o

1

e {I\]

-Dq
Bs{

(i = 1,.«-, m)

T
Mt}

1

{Ng,

= {Q13 Q23} wektor siX poprzecznych w rdzeniu,
= {Ngf Ngg Ngg wvektor siX jednostkowych membranowych
w okXadzinach (£ = g, d),
2 . ¢
2 erl’ c Dpl’ Db' Dq-J - macierz sprezystosci piyty
trdiwarstwowej,
1 3 b b q
Diy DRz O Diq Dy O iz O
1 1 b h
= D)3 Dby O [0y = D34 Dy O |[Dy] =|: ’
1 b 0 nd
o o g 0 0 Dgg 23
E1t B Dpl _ v2E1t - v1E2t ’
= D5y = =
1 = VqVo 1 = V4Vs 1T = Vv,
E2t
; : =Y iMay
R
t2 1 a
.:!‘5 DI;T ! (1, =1, 2, 6)9 DOEE = 2¢ G‘XB’ (¢ =1, 2).

MT

PYSREPY,
[ n1C C C
= {My M Mpp}

» {”11 Mo Myp}

W0

H
9] - (P[4

haq Par b
[B53] = [L°1[47]s
B5%] = - [#2]s

1.’_'?- 1!'}')
[34%} = ELqJLdiJS

m - ilodéé wezXdw w elemencie.

- wektor si% jednostkowych piyty

tréjwarstwowej,
wektor sit jednostkowych membranowych,

wektor momentdw zginajacych piyte
tré jwarstwows ,

wektor momentdéw zginajgcych ok*adziny,
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1. KRYTERTIA STATECZNOSCT

Przedmiotem analizy jest problem statecznosci sprezystej piyt
prostokgtnych ostabionych otworem obcigZonych sitami konserwatyw-
nymi dzialajqcymi w plaszczyZnie piyty. W takim przypadku obcigZze-
nie odpowiadajace utracie statecznodci moZe hyé okresdlone z kry-
terium statycznego [106].

Statyczne kryterium utraty statecznoéci oznacza istnienie

réwnowagi w pewnym poloZeniu sgsiednim do polozenia badanego.
Wtedy hgdZ tworzy sie pewna nowa postaé rdéwnowagi, czyli nastepuje
hifurkac ja postaci réwnowagi, badZ tez parametr obcigzenia osigga
lokalne maksimum [106]. W przypadku bifurkacii najczesciej podsta-
wowa postal réwnowagi przestaje by¢ stateczna, natomiast nowa
postaé moze byé stateczna (stateczny punkt bifurkacji) lub nie
(niestateczny punkt bifurkacji) [98].

Jezeli podstawowe poloZenie rdéwnowagi opisane jest pewng funkcjg
przemieszczen (np. ugiecie piyty) z jednorodnymi warunkami brzego-
wymi, to bifurkacje mozemy opisal ukiadem liniowych réwnan rdéznicz-
kowych

[Lyy) {u} + 2 [yl {ul =0, 1=1,2,..,n (1.1)

gdzie [L1i]' [in] - odpowiednie liniowe operatory rézniczkowe,
n - iloé¢ stopni swobody wektora przemieszczen
{n}

Problem (1.1) jest problemem wartosci wXasnych i pozwala na okres-
lenie wartosci krytycznych parametru obcigZenia, natomiast nie
umozliwia okreslenia przemieszczeri, czyli nie okresla pokrytycz-
nego zachowania sie ukadu. Przemieszczenia {u} okreélone sg
jedynie z dok}adnoscig do statego czynnika. Najmniejsza z ciggu
wartosci wlasnych okresla praktycznie wazng wartosé obcigzenia
krytycznego.

Analiza utraty statecznodci majaca na celu okreslenie lokalne-
go maksimum parametru obcigZzenia (punkt graniczny) lub nastgpnych
punktéw bifurkacji wymaga zastosowania rdéwnan teorii nieliniowej [15].



Wéwczas réwvmowaga opisana jest ukiadem réwnari rézniczkowych nieli-
niowych postaci (1.1), gdzie odpowiednie operatory rézniczkowe sa
nieliniowe [106].

Fnerpgetyczna postaé kryterium statycznego. Jak wiadomo réwna-

nia réwnowagi odpowiadajgq warunkowi stacjonarnosci energii potencjal-
nej ukladu, znikaniu pierwszej wariacji:

&v = 0 1.2 ]

Aby stan réwnowagi byt stateczny energia potencjalna musi osiggad
wartosé minimalng, tzn. w stanie statecznym zmiana energii w wyniku
dowolnego zabhurzenia stanu réwnowagi powinna byé nieujemna.

Zmiang energil mozemy przedstawié w postaci sumy wariacii

AV = §V + 52\? ¥ 53‘\1 * vew (1.3)

Poniewaz pier wza wariacja &V Jjest w stanie réwnowagi réwna zeru,
stateczno$é réwnowagi zalezy w pierwszym rzedzie od drugiej wariacji.
Jezeli druga wariacja energii potencjalnej jest dodatnido okreslona
stan réwnowagi Jjest stateczny. Zerowanie sie drugiej wariacji

3°V =i B (1.4)

stanowi kryterium rdéwnowagi ohojetnej, a wigc kryterium stanu kry-
tycznego [106]. Natomiast kryterium bifurkacji mozna sformulowad
jako warunek rdéwnowagi w nowym poXoZeniu

Vv =0 (1.5)

Kryterium to stanowi podstawe przyhlizZonej metody energetycznej
Ritza. Jezeli dodatkowo przyjmiemy, Ze dla maltych odchylen od stanu
réwnowagi energia potencjalna jest staXa, to zgodnie z metodg ener-
getyczng Timoshenki zerowy poziom tej energii odpowiada sile kry-
tycznej [95], czyli

V=0 (1.6

w polozeniu sgsiednim jest réwniez kryterium bifurkacji [106].
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2. PRZEGLAD LITERATURY

2.1. Statecznos$é spresysta cienkich prostokatnych piyt

7. otworem

Zadanie statecznosci cienkiej sprezystej piyty z otworem
w zakresie teorii liniowej sprowadza sig¢ kolejno do rozwigzania
plaskiego zadania teorii sprezystosci w celu znalezienia dokry-
tycznego rozktadu naprgzer, a potem do okredlenia krytycznepgo ohcig-
2enia wedlug jednego z kryterium statecznosci.

W przypadku kryterium statycznego [32] zadanie sprowadza sie
do okreslenia ekstremalnej wartosci wiasnej zagadnienia brzegowego
opisanego réwnaniem statecznosci Saint-Venanta:

D g2

h

- ;
v Uy = So(_ﬁ Uz« (2.1)

ze zmiennymi w dan obszarze wspdXczynnikami § 1 odpowiednimi
¥ % o

A
kinematycznymi warunkami dla ugigd Us .
Natomiast podstawe energetycznej formy kryterium statycznego

stanowi funkcjonak Bryan‘a [95]:

V"‘P‘ . [(Vzu)z-“-v)L(u Uz )] d&’q‘.-EbG Ve 10 aR
2 3 2 e A 0 ) 4P T3,873,p
X (2.2)

=

gdzie:
Eh3

12(1 - 02)

. 2
L(U.B’ uj) = 2(U3’11 L3’22 - u3,12),

Jezeli obcigzenie zewnetrzne piyty wzrasta proporcjonalnie do
jednego parametru (tzn. ohcigzenie proste), to skiadowe stanu napre-
zenia mozemy zapisaé w postaci:

AP x5



gdzie 5§} sg skXadowymi stanu naprgZenia odpowiada jgcymi
pewnemu ohcigzeniu Jjednostkowemu.
W takim przypadku probhlem wyboczenia sprowadza sie do wyznae-
czenia mnoznika obcigzenia odpowiadajacego utracie statecznodci A
Rozk1ad naprezen jednostkowych wewnatrz piyty okreslony przez
funkcje be (x1, x2) otrzymujemy w wyniku rozwigzania pZaskiego
- zadania dla rozpatrywanego obszaru przy zadanym Jjednostkowym obcig-

kr*

zeniu,
Plaskie zadanie liniowej teorii spregzystosci sprowadza sie do

catkowania rdéwnail réwnowagi

6:1{\ ,?, ( )
i réwnania nierozdzielnosci (inaczej geometrycznej zgodnoéci)
odksztatcen
2
v 512‘1 = O’ (2-5)

przy warunkach brzegowych

gg = 6° I

x5 "p na Se o (2.6)

Jesli na powierzchni bocznej Sg (35 3 Sb) dziakajq slty powlerv-
chniowe Rg; nﬁ ((3: 1, 2) sg kosinusami kierunkowymi normalnej
do powierzchni Sg,

o) —0
Uy = Ny na Su (2.7)

jesli na powierzchni bocznej Su (SLl € Sb) zadane sg przemieszczenia

Ty »

Jezeli wprowadzimy funkcje naprezen F(xﬁ, x2) zwigzang z naprezeniami

6° (2.8)

-§ F__ =F
Aap ap B wﬂp_
to réwnania (2.4) i (2.5) mozna sprowadzié do réwnania biharmonicz-
nego :

v2 w2F.-o0, (2.9)

Metody rozwigzywania plaskiego zadania teorii sprezystosci mozZna po=-
dzielié na [93]:



- metody analityczne (np. przy pomocy wzoréw calkowych Cauchy‘ego),
- metody komputerowe (np. MRS, MES3),

~ metody analogowe,

Po rozwigzaniu ptaskiego zadania, otrzymane naprezenia wprowadzamy
do réwnania (2.1) lub potencjaiu (2.2) i korzystajgc z odpowiednie~
go kryterium statecznosci moZzemy wyznaczyé mnoznik obcigzenia kry-
tycznego, Zadanie to najczedciej wykonuje sie jedng z nastepujgcych
metod:

~ metoda Timoshenko lub Ritza,

metoda ortogonalizacj!l Bubnova=Galerkina,

i

metoda kollokacji,
MRS,
- MES L]

Metoda Timoshenko 1 Ritza

W wigkszosci prac poswigconych rozpatrywanemu problemowi [97]
dokrytyczny stan naprezenia aproksymuje sie przyblizonymi formutami
lub przyjmuje sie go jako Jjednorodny. W pierwszych pracach badano
statecznosé sprezystg piyt kwadratowych z centralnym kozowym otworem
przy Sciskaniu [43, 48]i dcinaniu [40, 42] siXami réwmomiernie
roztozonymi na brzegach. Dokrytyczny stan naprezenia przyjeto taki
sam jak dla obszaru nieskonczonego z otworem koXowym opisany rdvw-
nianiami Kirscha [85].Wladciwe zadanie statecznosci rozwigzano z
wykorzystaniem kryterium energetycznego Timoshenko [95, 106].
Funke je ugied u3(x1, x2) aproksymowano podwdjnym szeregiem trygo-
nometrycznym. Po scaXkowaniu po ob rze piryty metodsg numeryczng
Gaussa i zrézniczkowaniu po anieznanych wspdcz. otrzymano jednorodny

uklad rdéwnan algehraicznych, niezerowe rozwigzanie stanowio

O

podstawe do otrzymania sily krytycwnei. 7hadano wpiyw promienia
otworu na wielkosé sity xrvtyCﬂ e .

W zagadnieniu statecznosci pXyt osZabionych otworem naleZy zwrdcié
uwage na sposdéb obcigZenia, szczepdlnie, gdy pordwnujemy wymiki
teoretyczne z dodwiadczalnymi. OtdZz plyta moZe byé obcigZona sitg
réwnomiernie roztozong na brzegu {rys.la) lub w sposéb zapewniajgcy
révmomierne przemieszczenie brzegéw (rys.l1b).

Nie ma to istotnego znaczenia w przypadku pzyt bez otworu, natomiast

przy obecnosci otworu rézinica w globalnej sile krytycznej jest tym
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Rys.1. Ptyta prostokgtna obcigZona siXs Sciskajacy
a) réwnomiernie roziozons
L) w sposdéb zapewniajacy révnomierne przemieszczenie

obicigzonych brzegdw

wigksza im wigkszy jest otwér [33, 39, 386, 87].
W pracach [62, 86, 87] zbadano statecznosé plyt kwadratowych

)

centralnym %olowym otworem przy révmomiernym przemieszczeniu prze=-
ciwlegtych brzegdw. Zadanie statecznodci rozwigzano metodsg energe-
tycuna Ritza (§V = 0), zadajac funkcje aproksymujace ugigcie w
postaci szeregu trygonometrycznego.

Do oblic:uania statecznosci niejednospdjnych piyt z uwzglednieniem
plaskiego pola naprgzenl w pracach [11, 49] zastosowano metode kollo-
kacji. Zadanie rozwigzano w dwéch etapach. Pierwszy sprowadzil sie
do calkowania rdéwnania biharmonicznego (2.9) przy zadanych warun-
kach granicznych, W charakterze funkeji naprezen wybrano szereg fun-
keji hiperboliczno=trygonometrycznych, ktdéry sScisle spelnial réwnaf
nie rézniczkowe (2.9), a warunki hrzegowe tylko w zadanych punke
tach, -

Otrzymane naprezenia z zaleznodci [2.8) i (2.3) wprowadzono do
réwnania statecznodci Saint-Venanta {2.1). Ugiecie plyty szukano

v postaci szeregu potepowego, ktdéry dokiadnie speinial warunki gra-
niczne na zewngtrz i wewngtrz brzegu. Ze wzgledu na symetrig roz-
patrvono 1/8 cz¢dé piyty. Obliczenla prowadzono dla 9 punktéw kollo-
kacji. W konsekwencji otrzymano jednorodny ukad liniowych rdéwnan



algebraicznych, Przyrdéwnujsc co zera wyznacznik tego ukladu, otr y-
mano réwnanie wzgledem parametru A, minimalna wartodé ktérego
daje wartosé krytycznag Aype Zgodnie z tw. Papkowicza otrzymana
warlosé stanowi dolne oszacowanie rzeczywistej wartodci krytycunej.
Jak poda }a autorzy przy tej ilodci pumltdw kollokacii bkad nie
pr-ekrac-a 14%.

Dnuza popularnoé¢ przy rozwigzanin powyzszeso prohlemu maja
metody komputerowe, w tym szczegdlnie metoda rdéznic skoriczonych
(MRS) i metoda elementdéw skoriczonych (MES).

Metoda rdéznic skoriczonych . Jak wiadomo MRS polega na zamianie

operatordéw rézniczkowych na operatory réznicowe okreslane na dyskret-
nym zhiorze punktéw. Dzieki takiemu przyblizZeniu problem wZasny zagad-
nienia brzegowego (2.1) sprowadza sie do rozwiagzenia problemu wias-
nego jednorodnego ukiadu réwnan algebraicznych. Zazwyczaj stosuje

sie siatki regularne prostokatne ze wzgledu na Xatwosé generacji
réwnan rdézniczkowych. Dlatego tez tg metods rozwigzuje sie zazwy-
czaj zadania statecznodci piyt z otworami prostokgtnymi. Zastosowanie
siatek nieregularnych (o dowolnym rozmieszczeniu wezxdéw) pozwalaloby
obliczad statecznosé piyt o dowolnym ksztaXcie. Brak jest jednak
takich prac, Autorzy pracy [17J przedstawili wyniki obliczen statecz~
nosci ptyt bez otworu MRS przy zastosowaniu siatek regularnych i
nieregularnych. Okazalo sig, Ze zastosowanie tych ostatnich jest
bardzo wrazliwe na sposéb rozmieszczenia wezXdw brzegowych. I tak

" dla piyty prostokatnej (12/11 = 2, 24) z 50 nieregularnie rozmlesz-
czanymi wez}emi, wspdlczynnik obcigzenia krytycznego C (por. przy-
klad 10.1) zmieniaX sie od 1,?1 do 3,94, gdy obliczony metodami
Xlasycznymi [95] jest réwny £4,05.

W pierwszych pracach, gdzie zastosowano MRS w tego typu zadaniach
przyjmowano zatozenie, 2ze dokrytyczny stan naprezenia jest jednorod-
ny [9! 10, 56, 94].

W ten uproszczony sposéb rozwigzano zadanie statecznodci izotropo-
wej [94] 1 ortotropowej [89] pZyty kwadratowej z kwadratowym i prosto-
katnej z prostokatnym [9, 10, 56] otworem umieszczonym centralnie,
przy réznej komhinacji warunkdw nrzegowych na.zewnqtrznym i wewnegt-
rznym brzegu.

Dla osiggnigcia zadanej dokZadnosci MRS wymaga wprowadzenia
duzej ilosci punktéw wezXowych szczegdlnie przy speinieniu warunkdw



brzegowych na zewngtrznym i wewngtrzaym brzegu., Celem zmniejszenia
tej niedogodnosci Muzy¥enko [56JwprowadziX jako zmienne weztowe
oprdécz ugiecia plyty u; réwniez jej pochodne czastkowe “B,m‘
Dok}adne rozwigzanie problemu statecznosci piyt perforowanych
wymaga Jjednak rozwigzania plaskiego zadania teorii sprezystodci.
Wykorzystujge MRS do rozwigzania rdéwnania biharmonicznego (2.9)

i do réwnania statecznodei Saint~Venanta (2.1) (rozmiar siatki

1/16) w pracy [65] przedstawiono po raz pierwszy rozwigzanie zada-
nia statecznosci piyty kwadratowej z kwadratowym wycicciem przy
gcinaniu, Natomiast w pracach [30, 81] zhadano statecznosé plyt
perforowanych przy dziataniu si* skupionych, gdzie réwnanie biharmo-
niczne (2,9) rozbito na dwa harmoniczne Laplace’a i Poissona.

Rézne przypadki podparcia brzegdw zewnetrznych i wewnetrznych piyt
prostokgtnych (12'/11 1,5) z centralnym kwadratowym otworem zbadano
w pracy [23], gdzie dokrytyczny stan napreZenia przyjeto z pracy
Diuga¥a [19] (rozmiar siatki kwadratowej 11/8). Siatke w krzywo-
liniowym ortogonalnym ukladzie wspélrzednych zastosowano w [30, 32]
do zadania statecznosci piyty kwadratowej z koZXowym otworen, swobod~
nie podpartej na zewnetrznym i wewnetrznym brzegu, przy dzialaniu six
Sciskajgcych réwnomiernie rozXozon )ych na dwu przeciwleglych brzegach.
Ptaskie zadanie teorii sprezystosci rozwigzano przy zastosowaniu
funkcji zmiennej zespolonej. Jak wiadomo [55, 59] zadanie to prowa-
dzi do znalezienia dwdch funkcji analitycznych tzw, potencjazdw
Kotosowa w tym przypadku w obszarze pierécienia, ktéry odwzorowuje
sie na dany obszar piyty [93]. Funkcje analityczne poszukiwano w po-
stacl szeregu potggowego. DokXadnos$é rozwigzania okreslano wg
réznicy otrzymanych i zadanych naprezen na brzegu obcigZonym.

Np. aby osiggngé dokadnos$é 0,5% w szeregu potegowym nalezalo
uwzglednié 120 wyrazéw (dla otworu 2R/1 = 0,7). Rozwigzanie rdw-
nania statecznosci Saint-Venanta =zapisanego we wspéirzednych krzywo-
liniowych z uwzglednieniem warunkdéw granicznych, po rozpisaniu w
réznicach skonczonych sprowadzono do problemu wkasnego.

Podobny sposdb zaprezentowano w pracy [37], z tym Ze przy rozwigzaniu
problemu statecznosci skorzystano z kryterium energetycznego metoda
Ritza,
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1.7r

Metoda elementdéw skoriczonych. W ostatnich latach dominujgca
metodg w tej dziedzinie stala sie¢ MES. W pracy [101] zastosowano
MES do badania statecznosci piyt kwadratowych w centralnym kwadra-
towym otworem, Zbadano wplyw wielkodci otworu przy zastosowaniu

16 elementdéw kwadratowych w 1/4 czedci pZyty. Statecznoidé piyt
kwadratowych z centralnym otworem koXowym przy réwnomiernym prze-
mieszczeniu lub przy obcigzeniu révnomiernie rozXozonymi siXami
sciskajgcymi na dwéch przeciwlegiych bfzegach rbzwiqzano w [39, 78]
( por. przyktad 10.0). Zastosowano kombinacjg MES i metody Ritza.
Ptaski stan napre¢Zzenia rozwigzano MES wykorzystujac element tréjkat-
ny zapewniajgcy statosé odksztaXcen wewnatrz elementu. A do wiasci-

wego zadania statecznodci zastosowano metodeg Ritza, aproksymujac
ugiecie plyty w postaci pojedynczej sinusoidy w kierunku obcigzenia
i szeregu kosinusowego w kierunku prostopadiym. Otrzymano w [78]
dobrg zgodnosé wynikéw z badaniami eksperymentalnymi [43], jedli
chodzi o obcigzenie krytyczne. Przeprowadzona analiza pokrytyczna
z wykorzystaniem réwnania nierozdzielnosci odksztaXcen Karmana,
dala zgodné wyniki z doswiadczeniem dla maXych otwordéw. Przyczyna
rozbieznosci wynikéw w przypadku piyt z duzymi otworemi hbylo przy-
jecie ugiecia w postaci pojedynczej sinusoidy, podczas gdy w rze-
czywistodci wyboczenie w okolicy otworu ma charakter bardziej zXoZo-
ny (por. przyklad 10.8). Ponadto analiza nie uwzgledniXa zmiany po-
stacl wyboczenia w zakresie pokrytycznym. Zjiawisko to ma jeszcze
wigksze znaczenie w przypadku piyt tréjwarstwowych z miekkim rdzeniem
(157

Bada jgc statecznos$é MES piyty kwadratowej z otworem koXowym
obcigzonej réwnomiernie roztozonymi sikami Scinajgcymi stwierdzono
w [79] wieksze obnizenie sity krytycznej niZz otrzymane przez Kroll’a
[42]. Podobne zadanie w przypadku otworu wzmocnionego pierscieniem
przedstawiono w [5], gdzie zastosowano niedostosowany element
tréjkatny. Autorzy pracy [33] podajg natomiast, %e w eksperymencie
pracy [79] nie obcigzenie, lecz przemieszczenia Scinajace byly réwmo-
miernie roztozone na brzegach ptyty. Przeprowadzajgc obliczenia przy
takim zaozeniu obcigzenia kinematxcznego otrzymano lepszg zgodnosd
z doéwiadczeniem, Zastosowano tutaj elementy tréjkatne z wierzcholko=-
wymi punktami weztowymi o 9 stopniach swobody kazdy (tzn. przemiesz-
czenia translacyjne Ugs Upy Uz i ich pierwsze pochodne czgstlkowe
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wzgledem osi x, 1 X,) 1 wgzlem w Srodku clgzkosci o 3 stopniach
swobody (przemieszczenia Ugs Uoy uB).,Dodatkowe réwnania zapewniaje-—
ce ciggloéé przemieszczen uogdlnionych na brzegach elementu wXaczono
do analizy globalnej przy pomocy metody mnoznikdéw Lagrange’a.

W drugiej poXowie lat siedemdziesiatych ukazao si¢ szereg prac
v tej dziedzinie autordw japornskich [71}, 11 nas Jjednak trudno dostep-
nych, Jedna grupa tych prac opiera sie na metodzie funkcji zmiennej
zespolonej przy rozwigzywaniu pxaskiego zadania. teorii sprqéystdéci
i kryterium energetycznym metoda Ritza przy rozwigzywaniu wiasciwe=-
go zadartia statecznosci. Druga grupa pra
na MES,

O

opiera si¢ w obu zadaniach

Model ciggiy. Metoda modelu ciggiego polega na tym, 2e plyle
z otworem przedstawia sie w postaci rdévmowaznej konstrukeji ciggled,
ktérej materiat ma zmienng gestosé i zmienny modul sprezystosci [72].
Sztywnosé na zginanie i na rozcigganie.takiego modelu sg funkecjami

wspSirzednych, Podstaws analizy sa révmania réwnowagi, odpowiednik
révnania Seint Venanta, dla pZyty o zmiennej sztywnosci na zginanie
D (x1, x2) oraz réwnania nierozdzielrodci odksztalcer, odpowiednik
révman Karmana, dla piyty o zmiennej sztywnosci na rozcigganie
B (x1, xz). Modut sprezystosci i gestosé modelu ciggXego opisuje
sie przy pomocy funkcji impulsowej. Opis taki wygodny Jjest w przy-
padku ptyt z prostokatnymi wycieciami [69], ktdérych boki sg réwnolegte
do zewvmetrznych bokéw piyty. Aby obliczal przy pomocy tej koncepc]i
piyty z krzywoliniowymi otworami [67] 1ub otworami prostokatnymi
dowolnie zorientowanymi wzgledem bokdéw zewngtrznﬁh'plyty [96], zas-
tepuje sie rzeczywisty otwér sumg maiych otwordw prostokgtnych,
Zadanie statecznosdcl rozwigzuje sie tradycyjnymi metodami stosowa-
nymi w teorii piyt ciggXych bez uwzglednienia niejednorodnosci
dokrytycznego stanu naprezenia. Np. stosujac metode ortogonalizacji
Bubnova=Galerkina, aproksymuje sie¢ ugic¢cie w postaci pojedynczej
sinusoidy w kierunku osi Xy i X, 1ub w postaci podwdjnych szere-
géw trygonometrycznych [69, 96]. Metoda ta zostaXa rozwinieta przez
Preobra¥enskiego [67-70], ktéry rozwiazaZ szereg zadari teorii sta-
tecznodcl 1 drgand plyt z wycigciami, zakoriczona monografiag [72].
Zalets tej metody jest to, Ze rozwigzania duzej ilosci zadan
w tej dziedzinie otrzymuje sie¢ w postaci zamknietej. Wada natomiast
jest to, %e nie uwzglednia wpiywu niejednorodnosci dokrytycznego



20

stanu naprg¢zenia, przez co nie daje mozliwodeci badania lokalnego
charakteru wyboczenia w okolicy otworu.

Statecznos¢ piyty prostokatnej z otworem bez okresdlenia do-

krytycznepgo stanu naprezenia. Rozwigzanie zadania statecznodci

sprezystej piyt z otworami zwigzane jest z koniecznoscig rozwigza-
nia ptaskiego zadania teorii sprezystosci, co juz nie Jest proste
w przypadku niejednorodnych obcigzer i nieciaggiych powierzchni.
Jak wiadomo [44] zadaniu typu wariacyinego odpowiada nie jeden,
lecz caly zbidr funkcjonaldw. ¥ pracach [45, 46] przedstawiono
sposéb zhudowania takiego funkecjonzlu, z warunku starjonarnosci,
ktérego w stanie krytycznym okresla sie wszystkie réwnania réinicz-
kowe i warunki graniczne zagadnienia statecznodci piyt cienkich
z otworami, Pierwszymi pracami idacymi w tym kierunku byly [2, 3],
gdzie rozwigzano zadanie Sommerfelda (statecznoéé piyty przy obcig-
zeniu sila skupiong). W pracy [45] podano nowe energetyczne kry-
terium statecznosci, efektywne w rozwiazywaniu zadan statecznosci
piyt z otworami. Zadanie wymaga jedynie speinienia kinematycznych
warunkéw granicznych dla funkcji ugieé i warunkdéw granicznych dla
funkec ji opisujgcej wariacjg pxaskiego stanu naprezenia przy utracie
statecznosci, Na podstawie otrzymanego funkcjonaXu przedstawiono
rozwigzanie zadania statecznodci kwadratowej pXyty z centralnym
kotowym otworem Sciskanym réwnomiernie rozXoZonymi sitami, wyklu-
czajgce konieczno$é wczedniejszego rozwigzania paskiego zadania
teorii sprezystosci.

Ogbélniejszym problemem jest zagadnienie statecznodci powlok
z otworami, ktéremu réwniez poswiecono szereg prac. Obszerny prze=-
glad literatury w tym zakresie podano w pracach [7, 28, 34=36].
Czesto zagadnienie to rozwigzywane jest podobnymi metodami.
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2.2, Stateczno$é sprezysta vyt trdiwarstwowych

Piyta tréjwarstwowa (typu sandwich) zbhudowana jest z dwdch
cienkich warstw zewnetrznych z materiaXu o stosunkowo duzej sztyw=-
nosci (zwanych dalej okXadzinami), pomiedzy ktdrymi znajduje sie
lekka, o niskiej wytrzymeZXosci warstwa (zwana dalej rdzeniem).

Utrata statecznosci takiej piyty moZe odbywadé sie w dwojaki
sposéb: globalny lub miejscowy. Miejiscowa postaé wyboczenia moZe
mieé charakter symetryczny lub asymetryczny. Globalnej i miejscowej
utracie statecznosdci przyporzadkowane sg odrebne metody obliczen,
gdyz dla piyt tré jwarstwowych obie postacie sg wzajemnie niezaleZne
[95].

Okladziny przedstawia sie najczesciej w postaci cienkiej spre-

2ystej pityty, dla ktérej stuszna jest hi poteya prostej normalnej
Kirchhoffa=Love‘a (K-L).
Rdzer w ogdlnym przypadku nalezy rozpatrywaé jak ciaXo tréjwymiaro-
we, Podejscie takie przedstawiono w niektdrych pracach [27, 58],
lecz mo2liwos¢é rozwigzania tak przedstawionego zadania jest ograni-
czona do bardzo prostych przypadkdéw, np. piyta cylindrycznie Scis-
kana [27].

W zwigzku z tym wprowadzono szereg metod upraszczajacych sprowa=-

‘dzajacych tréjwymiarowe réwnania teorii sprezystodci do dwuwymiarowyck

Podziat tych metod podany w pracy [26] moZna przedstawié w nastepu-

jacy sposéb:

a) metoda rozkladu po grubodéci (w szereg potegowy, w szereg trygo-
gonometryczny, wielomiandw Lagrange‘a);

b) metoda asymptotyczna;

c) metoda hipotez (K-L, Reissnera, Timoshenko, Wasowa, Ambarcumja-
na i in.)

Wszystkie znalazty réwniez zastosowanie w teorii piyt tréjwarstwo-

wych (lecz nie zawsze w teorii statecznodci sprezystej). Np. metoda

rozk}adu w szereg wielomiandéw Lagrange’a w pracach [24, 25], metoda

asymptotyczna [31, 63, 64], metoda Reissnera [20, 64, 66, 76],

metoda Ambarcumjana [&4, 64, 75].

W tzw. technicznej teorii piyt trdéjwarstwowych przyjmuje sie
dalsze naproszczenia. Pomija si¢ przede wszystkim poprzeczng dci-

$liwo$é rdzenia. Zalozenie to jest dopuszczalne jedynie dla tzw.
cienkich piyt tréjwarstwowych [22, 34, 95].



W przypadku, gdy sztywnosci rdzenia i okadzin sg tego samego
rzedu, przyjmuje sie hipoteze K<L dla caZXego pakietu warstw. W pra-
ktyce jednak ze wzgledu na obniZenie cieZaru piyty trdjwarstwowe]
rdzenie wykonuje sie z lekkich maXo sztywmych materiaidw. Wowczas
nalezy uwzgledniaé wplyw poprzecznego écinania rdzenia na prace si
zewnetrznych. W przypadku lekkiego rdzenia odksztaXcenia poprzeczne-
go Scinania rozkladajg si¢ réwnomiernie na grubosci rdzenia, co
odpowiada liniowemu rozkladowi przemieszczern., Dla stosunkowo sztyw-
nych grubych rdzeni (cEc/Em'> 2) [29], rozkad poprzecznych odksztal=
cenl sScinajacych na grubosci rdzenia przyjmuje sie w postaci funkeji
kwadratowej. Natomiast, gdy stosunek modulu sprezystosci okledziny
E do modulu sprezystosci rdzenia E_ 1w pXaszczyZnie piyty Jjest
do gruhoséci rdzenia 2¢ nie
95], to slly podluZne prze-

duzy i stosunek grubosci okXadziny
jest bardzo matly (tzn. cEc/Et-<'0,1}
noszone sq niemal w catoéci przez okZadziny. Takie rdzenie przyjeto
nazywaé miekkimi., W dalszym ciggu bedziemy zajmowaé sie tylko tego
rodzaju ptytami (tzn. cienkimi z migkkim rdzeniem) ze wzgledu na

ich szerokie zastosowania praktyczne [82,95]. Pxyty tego typu przy
stosunkowo niskim cigzarze charakteryzujg sie duzg sztywnoscis,
dobrg izolacjg termiczng i akustyczng oraz dobrymi wXasnosciami
zmegczeniowymi. Do zasadniczych wad tego typu konstrukcji naleZy za-
liczyé: duze wymagania technologiczne oraz ma}g odpornosé na dziala-
nie sit skupionych.

Podstawg liniowej analizy statecznodci pxyt tego typu jest nastepu-
jace réwnanie rézniczkowe [82, 95]

28(c + )2 vy + (1 - & v (20 Vg - Mg o) =0, (2.10)
gdzie Et
i B =——-°-20
1=v

Rozwigzanie zgdania statecznosci piyty trdjwarstwowej moZna upro-
5cié, gdy zaniedba sie nierdwnomierny rozkXad naprezen na grubosci
oktadzin, tzn, gdy zalozy sie sztywmosé na zginanie okXadzin D
réwng zeru. Wéwczas ulegnie obniZeniu rzad réwnania rézniczkowego
(2.10) z szedciu do czterech i odpowiednio ilodé warunkéw brzegowych
[82].

Z zatozenia tego korzysta sie w obliczeniach metodg réznic skoriczo-
nych  [104, 105].
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2.3. Stateczno$¢é sprezysta piyt trdjwarstwowych z otworem

Podobnie jak w przypadku piyty Jjednorodnej cienkiejlzadanie
statecznosci spresystej (w przypadku kryterium statycznego) spro-
wadza sie do okredlenia ekstremalnej (minimalnej dodatniej lub
minimalnej co do wartosci bezwzglednej ujemmej) wartosci wiasnej
zagadnienia brzegowego opisanego rdévmaniem rézniczkowym (2.10) ze
zmiennymi wspdiczynnikami N AP i odpowiednimi kinematycznymi warune
kami brzegowymi.

Tak postawione zadanie rozwigzano w pracy [104] metoda réZnic’
skoriczonych, dla piyty prostokatnej 2&.2/3_,I = 1,5) swobodnie pod-
partej na calym brzegu zevmetrznym ze swobodnym kwadratowym wycie-
ciem (11/2 ) w centrum pyty, obcigZonej siami Sciskajacymi lub
rozciggajacymi réwnomiernie rozZoZonymi na dwu przeciwleglych
brzegach., Z powoddw podanych w poprzednim punkcie zaniedbano sztyw-
nosé na zginanie okladzin D, Uwzgledniono niejednorodnos$é dokry-
tycznego stanu naprezenia, ktéry =zaczerpnieto w gotowej postaci
z pracy [19]. Réwnanie réwnowagi (2.10) rozpisano w réznicach skori-
czonych dla regularnej kwadratowej siatki rozmiaru 11/8.

Ze wzgledu na symetrie piyty i obciaZenia rozwazano tylko 1/4 czesé
piyty, rozdzielajac wszystkie postacie utraty statecznosci na symet-
ryczne i1 asymetryczne wzgledem osi symetrii. Zagadnienie wartodci
wlasnych rozwigzano w sposdéb iteracyjny, badajac znak wartosci wyz-
nacznika. Vyniki obhliczen obcigZenia krytycznego przedstawiono w
postaci wykreséw w funkcji parametru sprezysto-geometrycznego piyty
trdjwarstwowvej k ='W2Bc/1§ G, w.przedziale (0=1). W podobny sposéh
w pracy [105] rozwigzano zadanie statecznosci kwadratowych piyt

tré jwarstwowych z centralnym kwadratowym otworem obcigZonych silami
Scinajacymi roztozonymi wg zadanej funkcii na brzegu zewnetrznym
plyty. Wykorzystano rozwigzanie pZaskiego zadania z pracy [65]

otrzymanego MRS przy siatce rozmiaru 1, 16. Natomiast do wXasciwepgo

v

zadania statecznosci zastosowano siatke kwadratowa rozmiaru 11/q.

-
L

Ve wszystkich przypadkach obcigzen zaobserwowano, 2e ze wzrostem
parametru Xk obcigzenie krytyczne zmniejsza siQ nagle dla k = 0=0,2
a péZniej w sposdb agodny dla k = 0,3~1, Rozpatrzono réwniez wplyw
varunkdéw brzegowych i stwierdzono, Ze rozhieznodé w sile krytycznej

dla réznych przypadkdéw podparcia jest najwieksza, gdy parametr k
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jest bliski zeru (odpowiada to piycie Jjednowarstwowej) i wynosi
20-25% pomiedzy skrajnymi wartosciemi. Natomiast dla wiekszych war-
tosSci parametru k wpiyw warunkéw brzegowych zmniejsza sie. Vynika
to z faktu, Ze plyta tréjwarstwowa jest mniej wrazliwa na waruonki
brzegowe w pordvnaniu z piyts jednorodna [33].

Prace te sg jedynymi w tej dziedzinie znanymi autorowi. Zastoso-
wana metoda rdéznic skoriczonych pozwala w prosty sposéb rozwigzywad
zadania statecznosci prostokatnych pXyt z prostokaltnymi wycieciami,

Ze vizgledu na duze znaczenie pralktyczne zaistniala potrzeba
opracovania skutecznego sposobu obliczania statecznodci plyt trdj-
warstwowych z otworami dowolnego ksztaltu. Na podstawie analizy
istniejgcej literatury w tej dziedzinie =zdecydowano sie na zasltoso=-
wanie metody elementdéw skonczonych. Na takg decyzje wplywa duia
uniwersalnosé te) metody. Pozwela ona rozwigzywal zaréwmo dokrylycze
ny ptaski stan naprezenia jak i wZXasciwe zagadnienie statecznodci.
tycznych i kinematycznych

Tstnieje duza swoboda w formuZowaniu kine
wvarunkdéw brzegowych. Obszar piyty moze hyé niemalze dowolnego
ksztaltu, Mozliwos¢é przedstawienia postaci wyboczenia np. w formie
planév warstwicowych., W prosty sposdb mozna uwzglednié sztywnosdé
na zginanie okXadzin. Zanim przejdzieny do przedstawienia sposobu
rozwigzania zagadnienia statecznodci pZyt trdjwarstwowych MES,
przedstawimy w jaki sposdéb tworzy sie tréiwarstwowe elementy skorie

czone w dostegpnej nam literaturze.

2.4, Tréjiwarstwowy element skoriczony

e

W stosunku do konstrulcji tréjwarstwowych obserwuje sicg dwa
kierunki budowania elementu skoiiczonego. P‘o-wsvy wychodzi z ogdlnej
tréjwymiarowej teorii sprezystodci, czego konsekwencjis jest budowa-

nie elementdw skorczonych przestrzennych. Drugi opiera sie na uscislo-
nych teoriach ptyt (odchodzacych od hipotezy X-L). W plerwszym przy-
padku wymaga sie, aby przy zmniejszaniu grubofici plyty, wyniki polry-
waly sie z hipotezg YL, Prdébe rozwiazania takiego elementu podjeto
v pracy [21], gdzie w opisie stanu przemiesrczen wevmagtrz elementu
wprowadzono dwa pola przemieszczerl. Pierwsze pole opisuje stan prze=-
mieszczen w catym superelemencie (budowano superelement zloZony =z
podziaXu plyty po grubosci na elementy przestrzenne) 1 jest zgodne
teorig plyt cienkich, Drugie pole ma charakter przestrzennego stanu



przemieszczenl w kazdym elemencie skXadowym. Superelement taki po-

5):

siada stosunkowo duza ilosé stopni =swobody, co znacznie wniywa na

-~

J 2

vydIuzenie czasu obliczenl na maszynie cyfrowej {np. przy podziale
|
=

grubosci plyty na 4 warstwy otrzymujemy 72 stopnie swohody w elew

mencie prostokgtnym, co przy ohliczeniach statyki piyl przy podziale
w planie na 16 elementdw daZo czas obliczell 3h 40 min, a na 25
elementdw ~ Gh), W zadaniu statGC?noéci piyt i przy obecnosici otwo=-
M, gdzie nalety zageszezal podziaX na elementy czas ten ulegiby
zwielokrotnienin,

Wiekszos¢ opracowaé stosujacych MES w teorii piyt tréjwarstwo-
wych oplera sie na zastosowaniu teorii jednorodnych piyt Srednie]
grubosci, pdzie uwzglednia si¢ wplyw poprzecznych odkszlalcen lci-
najgeych 1 Sciskajacych.

W pracy [83] przedstawiono element prostokatny piytowy z 10
stopniami swobody w weZle (10 ssw), tzn. vugiecie i pochodne czastko=-
we do 3 stopnia, a przemieszczenie vogdélnione aproksymowano wielo-
mianami siddmego stopnia. Na bazie teorii piyt Reissnera i Love‘a
uwzgledniono wplyw naprezen ﬁcinajqcvch na ugigcie piyty. Pryor w
pracy [73] uzupelnia klasyczny prostokatny element piytowy [103]

o odksztacenia Scinajace. Dla przemieszczenl w plaszczyZnie w stanie
tarczowym przyjmuje aproksymacje biliniowg, dla ugieé w stanie
zginania aproksymacje niepeinym wielomianem czwartego stopnia,

a odksztaXcenia poprzecznego Scinania wielomianem biliniowym. Podobny
opis elementu przedstawiono w monografii [13] w rozdziale poéwieco=
nym elementowi pXytowemu uwzgledniajacemu efekt poprzecznych odksztals
cen scinajacych. PoniewnZ odksztaZcenia od poprzecznego fcinania sg
state na grubosci rdzenia w celu zapewnienia zgodnosci odksztaXcen

na styku z okXadzing, wprowadza si¢ docdatkowa funkecje opisujaca w
sposéh paraboliczny rozklad tych odksztaZced (naprezerd) w ﬁastqpujqcy

sposdb

gdzie:

tnacych na grubosci rdzenia
a funkcja f(xa) speXnia warunek

c
Jc f(ww,d X5 = 1

Q = wartoéé drednia napreier .
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Dla piyt homogenicznych jest to funkcja paraboliczna postaci
3 Xex
£(x5) = 1~ )

Wprowadzenie takich réwnowaznych pod wzgledem caXkowym odksztalcer
powoduje w efekcie modyfikac;je macierzy sprezystosci

w nastepujacy sposéb

J

[D*] =

w g

gdzie:
[D] - macierz sprezystoici »rzyv zaloZeniu odksztaXcerl
Scinajacych staXych na grubosci rdzenia,

[D*] = przy odksztaXceniach écinajacych opisanych funkeis
paraboliczna.

Jak podaje Grigoljuk [29] uwzglednienie parzholicznego rozkadu
naprg¢zen tnacych jest istotne dla pXyt trdjwarstwowych o sztywnym i
grubym rdzeniu (np. dla pXyty trdiwarstwowej budowy symetrycznej,
gdy cE./Et > 2).

Stosujgc tego typu element w pracy [60] obliczono ugiecie w
$rodku piyty tréjwarstwowej obciazonej siXami réwnomiernie rozXoZony=-
mi, Przyjeto tutaj zalozenie, Ze powierzchnia Srodkowa okladziny
przylega bezpoérednio do rdzenia. Zakozenie to jest dopuszczalne
wtedy, gdy grubosé. oktadziny jest bardzo maXa w poréwnaniu z gruboscia
rdzenia.,

W pracy [38] przedstawiono element tréjkatny tréjwarstwowy z
trzema stopniami swobody w weZle (ugiecie i dwa obroty wzgledem
osl wspdirzednych). Efektywmosdé elementu zbadano przy obliczaniu
ugieé piyty tréjwarstwowej z rdzeniem komdrkowym ohcigZonej siXg
skupiong. Przedstawiono rozklady ugicé i naprezerl w obszarze piyty.

Podobnie w szeregu pracach [12, 14, 22, 53, 54, 77] jako wartosci
weztowe przyjmuje sie ugiecie piyty i katy obrotu normalnej do po-
wierzchni sSrodkowej. Plyta trdjwarstwowa pracuje wéweczas jak jedno-
rodna plyta wg modelu Timoshenko [21], odpowiednio dobrang sztywnos-
clg na zginanie.

Przy badaniu wpiywu obcigzer dziaZajacych poprzecznie do powXoki
walcowej w pracy [8] przedstawiono element skoriczony,w ktérym ugiecia



oktadzin nfe sg jednakowe. ZaZXozZono liniowy rozkZad odksztalcenl
poprzecznych 1 odksztaXcenl od Scinonia na grubosci rdzenia.
Przyjecie takiego pola odksztaZcerl narusza jednak warunek nieroze
dzielnofci odksztalcen. |

Obserwuje sie brak opraccwar w zalkresie statecznodeci piyt
tréjwarstwowych MES. W pracy [14] przedstawiono jedynie statecznodé
pretéw (belek) trdjwarstworrych.

3. PODSTAWOWE ZAXOZENTIA

Przedmiotem pracy Jjest analiza zlinearyzowanego problemu sta-
tecznosci niejednospdinych prostokatnych piyt tréjwarstwowych.

Zaktadamy, 2e plyta zXoZona jest z +rvecn warstw: z dwéch sztyw-
" nych jednakowej grubos$ci t, pomigdzy ktdérymi znajduje sie warstwa
o znacznie mniejszej sztywnosci gruhosci 2c.

Przyjmujemy, 2e okladziny pracuija Jjak cienkie pyty, dla ktdrych
stuszna jest hipoteza przemieszczeniowa Kirchhoffa-~Love‘a (X-L).
Dla rdzenia istotne znaczenie maja tylko odksztaXcenia od poprzeczne-
go Scinania. Pomijamy wplyw poprzecznych naprezen normalnych.
Sity podluzne przenoszg tylko warstwy zewng¢trzne .. Dla miekkich
rdzeni (Ecc/Et<( 0,1) naprezenia normalne i tnace w piaszczyZnie
rdzenia sg pomijalnie maXe w stosunku do pozostaXych naprezeri.
Materialy warstw zevmgtrznych oraz rdzenia sg liniowo spre¢zyste,
Jjednorodne i ortotropowe.

Pryte tréjwarstwows odnosimy do ortogonalnego uk}adu wspbirzed-
nych Xy i=1, 2,3 (rys.2). Funkcja przemieszezen w okadzinie

ﬂ
zgodnie z hipotezg X-L ma postad fﬁﬁﬁ (rys.3):

f O (f ) - ':' PN -
)
“é = Y3
gdzie:
£f= g = dla okadziny gérnej (rys.3), (c + t)g z3 € ~t,
£f=d - dla okadziny dolnej, ¢ < xj'ﬁ c+t (znak minus

w wyrazeniu w nawiasie),

. L
c’=c+ 3
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ll;(f ) - przemieszczenie powierzchni Srodkowej okiadziny

(f =g, d4) w kierunku osi X (2 =1, 2).

*o. A

ng

Rys.2, Pryta prostokatna tréjwarstwowa z otworem

/"‘f‘\'”«“}%u&“ nys.3.

/ Wykres przemiesz=

. : o~ czen pryty trdj-

~ varstwowej podcrzas

zginania w plasze

czyznie x b
Y o Xz

H*J _ 1
u%® l
B ul + g- Ug,o _’
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Funkcja przemieszczenl w rdzeniu zgodnie =z przythymi Z0X0%0m
niami ma postaé [95]

g = Uy = X3 ('”-‘lx"i?:' Uz )1 (2 =1, 2), (3.2)
Ug = ‘L13 ’
gdzie:
uy = ~ (ugg + uaﬁ)y
(3.3)
¥s = & (W98 - °3)
& % o /7

88 uogdlnionymi przemieszczeniami

mieszczen, Pierwsze trzy uy (i =1, 2, 3) okreélajs przemieszcze=
nia translacyjne w kierunku osi Xis @ dwie ostatnie obroty wzgle-
dem osi x, (a=1, 2),

Zwigzki geometryczne pomigdzy skZadowymi tensora odksztalcen,
a skladowyni wektora przemieszczer sg zgodnie z nieliniowag teoria
piyt nastepujace [76]:
- dla okladzin:

(2) _ 1 ¢,(£) () o X8 | AT o

fap © 2 (u.x,p. Fugs tusia Uy g Je (ap =1 2) (3.4)
-~ dla rdzenia:

Eqz = 5 (uf 5+ 15 ), (a=1,2), (3.5)

£33 = 0.

Uwzgledniajac wzory na przemieszeczenia (3.1-3.3) odksztalcenia piyty
mozemy wyrazié przy pomocy odksztaZcen uogdlnionych sprowadzonych
do powierzchni Srodkowej piyty trdjwymiarowej:

f ' Y '
fip) = gy cnfflg + (x5 2 e Ny, (p=1,2),  (3.6)
g5 =€

%) o3 9
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gdzie:

1
= (v o + w"d)a
i S 3.7
ap =7 U3,4p 0

”

Ex3 =3 (=Wy + 5 Usg)s &yp =1, 2),

sg uogbélnionymi odksztaXceniami powierzchni sSrodkowej piyty
tréjwymiarowej. Pierwsze 5§ odksztaXceniami typu bXonowego, drugie
sg odksztaXceniami zginania piyty trdéjwarstwowej wynikajace z
ré2nicy odksztaXcer (sit) gérnej i dolnej okladziny, trzecie sa
odksztaXceniami zginania ok*adzin, a czwarte sg odksztaXceniami
Scinajgeymi w rdzeniu. W wielu pracych [13, 14, 60] przyjmuje sie
2e c’/c =1, co jest uzasadnione w przypadku piyt tréjwarstwowych
o stosunkawo grubym rdzeniu w pordwnaniu z gruboéclq okXadzin lub
tes pomija sig zginanie okladzin # = 0 [18].

Dalej wprowadzimy wektor odksztaXcen piyty tréjwarstwowej:

{e}T ={e, »® w £°}={e,, €%}, (3.8)

gdzie: i
{eo} ={e49s €20 285}

cT c c
{x°} ={u3,, w35, 243,}s
fH]T 7
VM7 ={Hg g, Hpp, 2445}

T
{Ec} = {?813, 26,5 s

oraz wektor przemieszczen sprowadzonych do powierzchni sSrodkowej
ptyty trdéjwarstwowej

: , Py T
fu}” ={“1- YUy ¥q Vo u3}= ol L (3.9)

L]

Nieliniowe zwigzki geometryczne(3.7) moZemy teraz przedstawié
w formie macierzowej w nastegpujgcy sposdb:
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r \ ;
19 8,1 7 Uz,1 - 34
€20 9,2 -;_-u3,2 Y
22 80 24 % (ug 510 q+uz 48 5)
I
#14 2,1 -
HJSQ 9,2 Uy
) 2“?2 > = 2,2 9,1 IR VER
851 -a?¢1 Yo
Floz -0y %
2492 -2%1,
S | 1 e, (3.10a)
2€ 3 -1 Lo,
§ ) L _
lub o
(¢ ] [t o0 o] [o o 1 2* () | (1]
& o 1P o 0 0 0 .
Vo [ o o 1°|T|o o 0 10t A30m)
£° o I 1% fo o 0 U
i ’ - e — \ :
(e} = (L] + (LT(W)]-{u}, (3.10¢)
gdzie:

[L2], [L'(u)] - macierz operatoréw rézniczkowych.

Podstawg analizy statecznosci sprezystej jest zbadanie energii
potencjalnej uktadu, ktdéra w przypadku piyty tréjwarstwowej moZe
byé przedstawiona w nastepujgcy sposdb:
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V=t +ud+d-u, (3.11)

gdzie:
ut, us, Ud - energia odksztaXcenia sprPZystego odpowiednio
rdzenia, okXadziny gdérnej i dolnef,
W = praca sit zewngtrznych.

Warunek stacjonarnosci stanu réwnowagi moZemy zapisaé w postaci:

+J {6%)T. 5 {¢°) dv—f fq}" §{u}as = o, (3.12)

{Gc}, {G(f)}, (f = g, d) = wektor naprezen odpowiednio
w rdzeniu 1 ok*adzinach:

(607 - (680, 62, 2],

{GC}T = {635 » 533 };

{gc}, {g(f)}, ( £f =g, d) = wektér odksztaXcerl w rdzeniu i okla-

dzinach;
{s(f)} rfm, i), zggé)},
{EC}T

{q'}- wektor zewmgtrznych obciazen powierzch-
niowych,

il

{2€43, 2653} ;

VC’ V(f)' (f= g, 4) - objetosé odpowiednio rdzenia i okXadzin,

0
L]

zevmetrzna caikowita powierzchnia piyty
trd jwarstwowe]:

Szzﬁ +Sb

R - powierzchnia plaszczyzny. Srodkowe]
piyty trdjwarstwowej,

S,. - powierzchnia boczna pxyty.



33

Zwigzki fizyczne zgodnie z przyjetymi zaloZeniami majg postaé
-~ dla okXadzin:

{s™} = [F1{}, (3.13)
= dla rdzenia:
16} = [2°] {€%}, (3.14)
gdzie dla piyty ortotrorowve]
LB PaE . ]
1-v192 1= 01 5
. G 0
va B E 13
[£f] = ~1—‘-‘~---?- ;-4-;-?-—- 0 |y [E°] [ J, (3.15)
-V, -V, V
172 172 0 623
0 o) Gyn

E1=E2=E, \’1 =\a‘2=\‘, G12=G, G13=G23=GC’
E
G = o (3.16)
2(1 « v)

Po scalkowaniu wyrazenia (3.12) wzgledem wspdirzednej Xz otrzymamy:

sv = [ (n}Ta{e } + {M°} 6 {s°} + {1} & {u} +

®R
+ {o®}T 5{ec} ) an +f{'c'_}T §{ul a2 = o, (3.17a)
xR
lub w postaci zwartej:
Iy gi{g}T s{etan -[{qF s{u} av, | (3.17b)
i 5

gdzie wprowadzono nastepujace wektory sit jednostkowych:

{n} = {98} « =%}
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{r} = o (nE}-{n?}h,
-{M} =1{Mg} + {Md}1
{n(} 2 f {65 e B
e 3 9

[
{M(f)} =j 1G(f)}'(x3 z c’) d x3’ (f = g, d)!
-
-{N}T '{N11, Nooy qu}- Jjest wektorem sit jednostkowych stanu
membranowego,
2} Jjest wektorem momentéw jednostkowych
zginajgcyeh wyniktych z réznicy sii
na gérnej i dolnej ok¥adzinie,

fc1T
{me}' = {mS,, M5, m

lit

{M}T = -{FH1, M12, M12} Jest wektorem momentéw jednostkowych
zginajgcych oktadziny,

jest wektorem sikt poprzecznych jednostko=

fAC1T
107 “'{013’ Q23}
wych w rdzeniu,

(3.19)

|
(61T = {n, ¥°, 1, a®}»

{d}= [‘{Q} d %3 .

Zwigzki fizyczne pomigdzy silami jednostkowymi i odksztaXceniami
otrzymamy z (3.18) po podstawieniu wzordw (3.13)=(3.16) w nastepu-

jacej postaci
{s}= (0]{e} (3.20)
gdzie:
[0] = [20D,, 20°0,, 2B, Dg.] , (3.21)
[,y = t[{E),
[By] = %; (=], (3.22)

[qu = 2C [Ec] '
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Macierz spreizystosci plyty tréjwarstwowe] [D] tworza cztery podmacie-
rze: _
[2Dp1] - maclerz sprezystosci okXadzin na Sciskanie i
fcinanie w plaskim stanie naprezen (okladziny sa
jednakowe w zwigzku z tym pominieto indeks (f)),
[202D ] - macierz sprezystoéci piyty tréjwarstwowej na

- zginanie i skrecanie wynikle z réznicy sit na gérnej
i dolnej okZXadzinie,
[2Db] - macierz sprezystosci oktadzin na zginanie i
skrecanie,
(D] - macierz sprezystodéci rdzenia na Scinanie.

q

4, MACIERZ SZTYWNOSCI I NAPREZEN POCZATKOWYCH TROJWARSTWOWEGO
ELEMENTU SKONCZONEGO

Metoda elementdéw skoriczonych w wersji przemieszczeniowej polega
na aproksymacji rzeczywistego rozkZadu przemieszczen ‘{u(x1, xz)}
za pomocg funkcji interpolacyjnych (tzw. funkecji ksztaltu) i skori-
czonej liczby N wezlowych przemieszczed {r} ={ry) Topeees rN}
[6]. Zapisujemy to w postaci:

{ulxq, x50} =[btxq, 2,01 {r}> (4.1)

{u} jest funkcja przemieszczed (tutaj (3.9)), a macierz
funkeji ksztaXtu [d] okreslona jest oddzielnie dla
kazdego elementu,

Typowy uklad przemieszczen wezowych w odniesieniu do okladziny
przedstawiono na rys.4. W najprostszym przypadku pomija sie obrdét
wzgledem osi X3 tzn, m%<f . Natomiast w przypadku tzw. elementdw
dostosowanych dodatkowo wprowadza sie drugie pochodne czastkowe
ugigela Uz 44 [73]. Tutaj ograniczymy sie do minimalnego ukladu
parametréw weztowych stosowanych w zagadnieniu statecznodéci cien-

kich ptyt [73] w odniesieniu do okXadziny:

fr{mT L [0, ufle), oL, of, of ] 55
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oktadzina
dolna(d)

Rys.4. Prostokatny tréjwarstwowy element skoriczony

"1lub
£)|T > 4 1(f 84 i 1 gl 2
{rg )} ={u1( ), ‘12( )! dj( )! 1.13, "{1! ‘."‘2 }! (t= g, d4). (4.2b)
szklad przemieszczenl w okiadzinach opisujemy za pomocg tak przyjg-
tych parametréw wez}owych w nastepujacy sposéb: :

"
LA(0)
J200)
) _ i(f)
O(f)} . . o] ocji
Uy 4144 4313 L
Bl SR e e e o
/ — Jk 1"' e s e e
J
1ub -{u(f)} = [¢] {r(f)} k
1
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Po zastosowaniu transformacji zmiennych wg wzoru (3.3), wektor
przemieszczer (3.9) mozemy opisaé przy pomocy parametrdéw wezlowych
w nastepujacy sposdb:

By “111 ¢113
B 5122 ¢123

Vv (~ ¢l11 d113 i, (bh,
V2 5122 123

B /b 4D
Uz $iq Pio ¢13

- o em oam e = am  mm = =

k

LN

k-oo L

lub krétko 5

{u}e - {dir dj’ dk' d]_] 41"3 g [d] -{1"} ’

gdzie nowy uklad parametrdéw wezowych otrzymujemy stosujac odpowied-
nig transformacje:
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I"""""1 1 I 3
5 H | ig
Uy 3 2 U4

i 1 1 id
Wy -3 3 s

i ki 1 ig
23 /) s

i 1 1 id
Y1| | e |~ 7¢ | e
J 1 1 ig
y - X
{ 2+= . - 42—6. Ze o J 3 q (i*-5)
X} I i
V3 o¢c [ Z¢ 3

i i
u3 1 u3

i 1
&1 1 u1

i i
Mz 1 Laz ,

Uktad przemieszczen wezlowych {ri} wygodnie Jjest podzielié w
nastepujacy sposéb: '

: T 1 ! b Pl b
Irg} 7 = {4 :r'_f.f ry b= {r} 72 (4.6)

gdzie:
{r?l} oznacza wektor przemieszczen wezXowych dzialajgcych
w plaszczyZnie plyty

(. pInT _ i i
Fir s {w w45

o&% = u1’2 + U.2’.1 ’ (POI‘- [1])
lub ' :
Y ={w} oi};  (por. [73, 103))

{r?} oznacza wektor przemieszczer wezXowych wynikajgcych ze
Scinania poprzecznego rdzenia

: S O S | 1
{1} " =ivy v "’3}?
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Py o f i
¥z =¥4,8 T34 ;
lub
- T I3
{r}} ={wﬁ“-vé }; (por. [60, 73])

{r?} oznacza wektor przemieszczer wezlowych wynikajacych z
ugiecia okladzin (por. [73, 103]):

1R YR 29 SRRV SRS A
'{rif =quz ®y %39
gdzie:
ot = -
1 342
i
L .

Wéwczas macierz funkeji ksztaXtu mozna przedstawié w nastepujacy
sposéh:

— —

#At o 0
[4,1=|0 48 o | (4.7)
5X7
* LO 0 d?

Majac okreslone pole przemieszczer (4.4) mozemy opisaé pole
odksztatced (3.7)=(3.10) przy pomocy przemieszczen wezlowych:

.{g}»u [B° + B ({rP] {r} s (4.8)
gdzie:
I-Bp]_. q . . 1
, 0 0 0, 0 By
) - EmpEERES
5] 0 BEQ 0 pl 5] 0o, 0 0 i o
B = = B = J 09
o ' o Ba| |o B2} 0, 0 o0
0 E ng BpY 0, 0 0

Macierz [B®] jest macierzs, ktéra wystepuje w przypadku liniowych
nieskoriczenie matych odksztaZXcen:
Natomiast macierz [B1] Jest liniowa wzgledem przemieszczen -{r} 3
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{2} - 157 140, i
(81(r)] = 3 [{xPFT - (2,07 (87,

(P} (0507 19041 + 182407 [60,1)

stad wynika, ze:

s[8'(r)] = (87(sr) 14
[87(sr)1+ {r} = [8'(r)] s{r}.

Pozwala to wariacje odksztaXcen (4.8) zapisaé w postaci:
s{e}=[8° + 287(r)] 8 {r} (4.10)

Wéwczas z réwnania (3.17b) otrzymanmy

sv = sfr}’ {[B" + 28717 {6} a2 - 6{r}T {p} (4.11)
R |
gdzie:
{[p} = | 417 {q}a= (4.12)
4

jest wektorem sit wezlowych kinematycznie révmowaznych obcigZeniom

zewvnetrznym,
Kolejna wariancja wyrazenia (4.11) ma postad:

52y » E‘J-{r}-TI([BO + 287 )17 {6+ 25 [(B1(x)1T {6}) aR.(4.13)

. 5
Ze zwigzku fizycznego (3.20) i wzoru (4.10) mamy

5{6}= [p] §{e} = [DI[®° + 28"] &{r}. (4. 14)

Poniewa% macierz [B1(r)] jest liniowa wzgledem wektora {r}
mozemy nepisaé, 2e

§(87(r)) T {61 = [8Y(sr)) T {6} = } [2(5)) 6{r}, (4.15)
gdzie:
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o 0 0
[z(6)] = |0 0 0 9
0 0 Zb(G)

[z, (8)] = [d?1]T [d?z]'N11 + [d?zj[dfzj.mzz +

(4.16)
+ ([d?-‘]T [d?‘g] * [d?z]T [d?-ﬂ) : N12 .

Podstawiajac (4.14) i (4.15) do (4.13) otrzymamy

J tzte)ie) 8¢} (a1)

5°V = s{r}'l‘([[zﬁ + 28117 [D][B° + 2B7]a% +
R ?

1ub

PV e s{r}’ [K,] §{r}, (4.18)
gdzie:

(Kp] = [X,] + [K,] + [Kg ] (4.19)
jest macierzg sztywnosci stycznej. Sktadnikami tej macierzy sa:
- liniowa macierz sztywnosci sprezyste]
(k] = [ (°1T [D] [2°] ae, (4.20)
R

- macierz poczatkowych odksztatced (zawierajgca efekty duzych
przemieszczern)

(k] =2 [ ([8°)7 [D] [B%(r)] + 2[B7(r)1T [DI[BY(x)] +
i (4.21)

+ [B1(r)1T p] [2°]) am,

- oraz macierz poczgtkowych naprezen

[Kg] = | [2(6)] a=. (4.22)
@
Podstawiajac (3.21) 1 (4,9) do (4.20) otrzymamy:



Ll o o Pl
_________ = |
(K= |0 | K Ky |= |------| (4.23)
I T : bq
o , X K, B
gdzie:
(kPl] - 2I(BP1]T [0,,] (1] a (4.24)

est znang macierzg sztywnoscl w plaskim stanie naprezen
a a

[K,] = 2¢® [®P1] + (3], (4.25)

(131 = | (517 (o] (559] ae, (4.26)
@

[K45] a«;{ [832]" [D,] [379] a=, (4.27)

[K,] = 2 [K°] + (3], (4.28)

gdzie:

(k"] = | (8597 [p,] [B3%] aw (4.29)

@®

jest znang macierzg sztywnodéci na zginanie piyty cienkiej (w tym
przypadku okXadziny),

(k3 1 =] (8,007 [p ] [(B79] a=, (4.30)
2 4 Q 4
@
Macierz [th] jest macierzg sztywnoéci na Scinanie i zginanie piyty
tré jwarstwowe].
Macierz poczgtkowych odksztaXcer po podstawieniu (3.21) 1 (4.9)
do (4.21) ma postaé:

o o [P [p,;][Bl(m)]
(K] =4 0 0 . (4.31)
syn. 2 (81(x)]" (D, 30Bl(r)]
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W dalszej analizie zajmowal sie bedziemy piytami tréjwarstwowymi
obcigzonymi wylgcznie w jej pXaszczyZnie przy zaloZeniu, Ze zacho-
wanie si¢ konstrukcji przed utratg statecznosci jest liniowe.
ZaXozenie to pozwala pomingé nieliniowy skladnik [Ku] macierzy
stycznej [KT].

Macierz poczatkowych naprezerd [K.] jest funkcjg stenu napre-
zen i 5} :

0O 1 0 o
=eqLTc" ol o
[K51'= o , 0 Q = - - r —b- ) (4,352)
rr-q
o , 0 X2 0 | Kg
gdzie: - -
(K] = [ [2.(5)] a= . (4.33)
R

W przypadku, gdy stan naprezen w ptycie jest jednorodny naprezenia
mozemy wyniedéé przed znak caXki (4.33). Natomiast, gdy stan naprezen
nie jest jednorodny (np. dla obszardw niejednorodnych) nie powinno
sie tego robié. Jednak przy zageszczaniu podziaXu obszaru piyty

na elementy mozemy przyjaé, Ze w obrgbie elementu stan naprezen

jest zblizony do jednorodnego. ZaXozenie to (najczesciej stosowane
[71]) pozwala pomingé calkowanie napreZer w obrebie elementu.

5. PROBLEM WYBOCZENTIA

Zerowanie sie drugiej wariacji energii potencjalnej ukZadu,
stanowi kryterium stanu krytycznego. W zwigzku z tym utrata statecz=-
nosci wystgpi wtedy, gdy macierz sztywmodci stycznej (por. 4.18)
staje sie osobliwa., Zakladamy, Ze plyta przed utrats statecznosdci
jest ptaska i odksztalcenia sa liniowe. Pozwala to pominqé nielinio=
wy skladnik macierzy sztywnosdci stycznej [&u]. Ponadto przyjmujemy,
2e obcigZenie piyty wzrasta proporcjonalnie do jednego parametru,
tzn, {P(z)} = A {Po}. Wéwezas naprezenia w piycie mozemy zapisad
w postaci:

{6} = » {5} (5.1)
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gdzie:
{60] Jest wektorem napre¢zen odpowiadajgcych obcigzeniu
{r.}.
W ten sposdéb zadanie sprowadza sie do wyznaczenia mnoznika

A= odpowiada jgcemu obcigzeniu krytycznenu,

A
kr
W momencie wyboczenia wyznacznilk macierzy sztywnosci stycznej

jest réwny zeru
|Kp | = |K, + A K (6,) | =0, (5.2)

czyli problem wyboczenia polega na rozwigzaniu zagadnienia wartodci
wiasnych,

Najmniejsza dodatnia wartosé wkasna i odpowiadajgcy jej wektor
wlasny okreslajg rzeczywiste wyboczenia konstrukeji.

Zagadnienie (5.2) mozemy napisaé w nastepujacy sposéb:

([k,]+ a[x1{r} =0, (5.3)

gdzie:
{r} ~ wektor wiasny okredlajgcy postaé wyboczenia.
Jednorodny ukad réwnad (5.3) ze wzgledu na hudowe¢ macierzy [Ko]

(por. 4.23) i macierzy [K5] (por. 4.32) moZna przedstawié w
postaci

([kP2] + A[K33]). {r’%} = O (5.4)

Macierze [K’%] { [Kgq] sq macierzami pasmowymi symetrycznymi

o elementach rzeczywistych.

W celu wyznaczenia macierzy naprezer poczqtkowych [qu] nalezy
wpierw rozwigzaé ptaski stan napre¢zenia -{5p } pPrzy pewnym jedno-
stkowym obcigzeniu {PO} Stan ten moZemy wyznaczyé z rozwigzania
zagadnienia liniowego w nastepujacy sposéb. Z réwnania

[P (P = {p,} (5.5)

okredlimy pole przemieszczenl w ptycie przy obcigzeniu {Po}.
Dalej z révmania

{eP1} = [BP1] {P1} (5.6)
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otrzymamy odksztaicenia stanu tarczowego, a ze zwigzkéw fizycznych
pl gyl .
{657} = [n,,] {e?Y) (5.7)

otrzymamy poszukiwany rozklad naprezen.
Po podstawieniu odksztaXcen {Epl} ze wzoru (5.6) do wzoru (5.7)
otrzymamy

{684} = [P1] [+P1} (5.8)
gdzie:
[sP*] = [D,,] [5°1] (5.9)

jest tzw, maclierzg naprezen, a

{6217 = {n,, Nyo N5} (5.10)

jest weltorem naprezer (sit jednostkowych [N/m]) w paskim stanie
naprezeii, ktéry jest wprowadzany do macierzy naprezen poczgtkowych
(4.23) 1 (4.16).

6, ROZWIAZANIE PROBLEMU WARTOSCI WLASNYCH

Uogdlnione zagadnienie wartodci wxasnych (5.4) przeksztaZcamy
do postaci standardowej:

[A] {w} = p {w}. (6.1)

Postaé¢ tg dla macierzy pasmowych, symetrycznych o duzym wymiarze
najwygodniej mozna otrzymaé przeprowadzajgc rozkiad macierzy [Kbq]
(5.4) na czynniki tréjkgtne Choleskiego [6, 61, 100]

[x29] = [1] (LT = [U)T [u] (6.2)

gdzie:
[L] = macierz tréjkatna dolna (lower),
[U] - macierz tréjkatna gérna (upper).

Wéwczas po odpowiednich przeksztaXceniach [6, 100] otrzymamy postad
(6.1), gdzie
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[A) = [U3"T (xB9] [uT™
(6.3)
{w} = [u]- P2},
p=-

W zlinearyzowanym problemie statecznos$ci potrzebna jest jedynie
ekstremalna wartosé wiesna (pierwsza sia krytyczna) lub co najwy-
2ej jeszcze kilka nastgpnych. Dlatego ze wzgledu na swg efektywnodé,
szczepdlne znaccenie majig metody przeznaczone do znajdywania po.je-
dynczych (zwlaszcza ekstremalnych) wartodci wiasnych np. metoda
potegowa [47, 74], metoda "gradientowa" [41], metoda "gradientowa"
przy optymalnej redukcji bXedu rozwigrania na kazdym kroku Itera-
cyjnym [61, 100], Ostatnia z tych metod, podobnie jak metoda
Richardsona [47], bazuje na wykorzystaniu wlasnodci wielomiandéw
Czehysrzewa do oplymalnej redukcji biedu rozwigzania w wektorze
iterowanyn. Algorylm rozwigzania problemu wiasnego przedstawlono
na rys.5. Na schemacie blokowym pokazano podstawowe kroki algorytmu
i nazwy odpowiednich podprograméw. Macierz sztywmosci [Kbq] W
podprogramie o nazwie UTU jest poddana triangularyzacji (6.2).
Przed rozpoczg¢ciem procesu iteracyjnego przyjmuje sie wektor poczgte-
kowy {wq} = {15000, 1}T oraz poczgtkows warto$é wiasng p, = 0,
w podprogramie o nazwie POCZ,

W pierwszym etapie procesu iteracyjnego przeprowadza sieg
normalizacj¢ wektora iterowanego {wm] (podprogram NORM) w nastepu=
Jacy sposéb:

(F) = = (6.4)

gdzie:

= T ) 2172

jest normg euklidesows wektora {wm}.

Ulepszony wektor otrzymujemy ze wzoru:
{Wm+1} = [A] {Wm}? (6.5)

ktéry numerycznie rozwiazywany Jjest w tzw. kroku potegowym (pod-
program KROKPT , rys.6):
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Problen wlasny
([Kbq]- A[Kgq]){rbq}n o

| K9 . yly I uTU l
T
(]
W, o= {1,.00,1}
ma 1 POCZ
i Hy ® 0.
r
& } - _;L_'ir“l_}‘__ NORM
L"m
1w
TAK ’
T -(m>m

1 P

2=, -0 /ln = 1)
b =0
#a baz =1
[ i,
‘yo} = {WnJ

{Wmfl } 2 [ﬁ\] {;Jn}

KROKPT

m+1 ™ {i&m}T [”m+1}

VIWLAGIH

8+b-2p"  b-a 2a-iy 7
& = [ 2 T\ )ﬂ -
ALFAE
{-uri]’ - |:(1+5i|v"} ij - &y £A]J{Gi-1}
RICH
{ ba
(U] {2} = vy q ) |moKT
HORM *
N be e
{r} - _ij%gil._ HORH
I{ "4
TAK r-;—"'-"""L_- S SRS ST N e
= W™ Vi

Rys.5. Schemat blokowy rozwigzanie problenu wiasnego
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= krok pierwszy, tzw., krok wstecz polega na wyznaczeniu ze wzoru
[u] {a,} = {w_} (6.6)

weltora {am} (podprogram KROXT). Obliczenia wykonuje sie idac

od konca wektora {i& }, dlatego nazwa krolk wsteczj

{w, 4} = (A1 {& ) = (01" [39] (v~ {@ )}

:
I:y
U Qm Wnm
é Rys.6.
i Schemat "krolu potegowego"
bq, ]
~ g
U Wm+4 ym

- krok drugi, posredni polega na prostym mnoZeniu macierzy naprezen
poczgtkowych [Kzg] przez wektor -(am} (podprogram AV):

b
[kgll {e )} = {v,}; (6.7)
- krok trzeci, tzw, "krok w przéd" polega na obliczeniu ze wzoru:
T
(v 1" w4} = {v,) (6.8)

ulepszonego wektora {‘ﬂn;1} (podprogram KROKP), Obliczenia prze=-
prowadza sie tutaj idac od poczgtku wektora {Ym}.
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Dalej obliczamy iloczyn Rayleigh’a ze wzoru:

PSP IR T ("R (6.9)

zdzie
jest ulepszong wartoscig wlasng problemu standardo-

Pt
wego (6.1) o najwiekszym module (podprogram WWLASN),

Test zakoriczenia iteracji polega na pordwnaniu dwdch ostatnich

wartosci:

l”m+1 B Fm,
H

< TOL = 107 (6.10)

m+1

Jezeli warunek (6.10) nie zostal speiniony powtarzamy proces ite-
racyjny (rys.5). Je$li zostal speiniony wykonujemy transformacje
odwrotng wracajac do zmiennych problemu wyboczenia (5.4) przez
zwigzki (6.3). Mianowicie ze wzoru

[U] {rhq} = {wm+1 } (6.11)
i1 po normalizacji
{rP2} .
{7} = e (6.12)
I{ =593

otrzymamy znormalizowany wektor wXasny, a ze wzoru

1
Mm+1

wartos$é wkasng problemu (5.4). Przedstawiony algorytm opiera sie
na metodzie potegowej [47, 74] obliczania ekstremalnej wartosci
wtasnej i wektora wlasnego problemu (5.4).

Metoda ta jest szybko zbieZna w pierwszych dwéch,trzech krokach,
péiniej zbieznosé maleje przez co znacznie wydiuza sie czas obliczen,
Zaletg tej metody jest dobra stabilnoéé. W celu przyspieszenia
zbieznosci procesu iteracyjnego wykorzystano wlasnoséci wielomiandw
Czebyszewa do optymalnej redukcji bXedu rozwigzania w wektorze
iterowanym. Na schemacie rys.5 proces iteracyjny w pierwszych m~*
krokach przebiega wg metody potegowej, gdy m > m’ wg metody
Richardsona [61, 100]. |
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Ulepszony wektor w procesie iteracyjnym otrzymuje sie tutaj z
dwustopniowego wzoru rekurencyjnego:
~ pierwszy stopien (wewnetrzny) (podprogram RICH)

BCA ERICIN M54 B AR VAR S ___d:f:ri ([A1) {5 _qYs

(6.14)
(L = 1,600 k)
-~ drugi stopier (zewnetrzny)
oy = PaaD3) =y eee m [3) (6.15)

gdzie:

k = stopier wielomianu Czebyszewa

a+b=2u" ba-a 21 = 1 il
& = - cos ( ™ i X » lyanny X)
2 2 2k

(6.16)

tutaj a 1 b sg oszacowaniami widma wartosci wiasnych macierzy
[A]. Przy poszukiwaniu maksymalnej wartosci wlasnej proponuje sie
[100] wprowadzié nastepujace oszacowania:

# _ n
¥ = Pmax = Pm

(1}

=™ 2 Bl (n - 1) (6.17)

= Ppin = ©

gdzie:
n = rzad macierzy [A], réwniez ilosé wektoréw i wartodci
wiasnych,
n 3 . n
p° - n-ta vartodé wiasna (pu =p .0y p =p ),
N; - maksymalna wartos$é wiasna z m-tego kroku iteracyjnego.

W ten sposéb przygotowany (poprawiony) wektor iterowany ponownie tra=
fia do petki podstawowej kroku potegowego. Okazuje sie, Ze takie
postgpowanie przyspiesza zbieznos$¢ procesu iteracyhego. Pordéwnania
zbieznosci obu metod oraz dowdd zbieznodéci przedstawiono w pracy [100].
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7. PROSTOKATNY TROJWARSTWOWY ELEMENT SKONCZONY

W punkcie 4 przedstawiono ogélnie koncepcje elementu skoxczone-
go w zastosowaniu do ptyt trdjwarstwowych. Obecnie przedstawimy
v sposéb jawny odpowiednie funkcje i macierze dla elementu prosto-
kgtnepgo (rys.7).

X A
] | kl
G 3
c| o
' . Rys.7.
L J Element prostokatny
| 2a ) w lokalnym i globalnym
x6 uk*adzie wspdlrzednych

%4

Wygodnie jest do dalszych rozwazan wprowadzié wspdirzedne znorma-
lizowane

Cc
r = (7.1)
| = ety &=
b b

Jak podano wczesniej (4.4) pole przefhieszczerd wewnetrz elementu
tré jwarstwowego opisuje funkeja

{n}, = (4] {r}, (7.2)
gdzie:

fulg = P 1 ud iug} = (g wplvy vy | ug)

jest wektorem przemieszczern punktdw elementu,
|

{r}g ={ripece, 1y}
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Jest wektorem przemieszczen wezXowych elementu,
[dj = [di"'.’ dl]

sg funkcjami ksztaXtu,

Tlo3é skladowych wektora przemieszczen wgzXowych (4.6) przyjeto
réwng 7 (lub 9). Skladowe tego wektora mozemy podzielié, na te
ktére dzialajg w plaszczyZnie piyty (stanu tarczowego) oraz te
ktére sg wynikiem Scinania i zginania piyty tréjwarstwowej (stanu
$cinania i stanu zginania) rys.S.

7.1. Element prostokgtny w plaskim stanie naprezen

Stan tarczowy w elemencie prostokatnym (rys.8) opisuje 8 (12)
stopni swobody, przy pomocy ktérych funkcje przemieszczen wyrazamy
w postaci

{wPl} = [#P1] P11, (7.3)
gdzie:
[/1] = [£L,..., &1
Dla elementu z osmioma stopniami swobody najprosciej Jjest Jjako
funkcje interacyjng wybraé wielomian biliniowy [73, 103]:

d11'1 &
[#21] = g O Tyensy T (7.4)
¢ #132
gdzie:
Aar = Hoa =5 (1+55) (1+9,), (= 1,00, 1),

o © ¥1‘ ' T0 = ?11'

Natomiaest dla elementu z dwunastoma stopniami swobody funkecjg inter-
polacyjna jest wielomian trzeciego stopnia [1] w postaci:

A1 0 s
(1] = y (1= 1,00, 1), (7.5)

0 d 22 5123
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stan tarczowy stan scinania stan zginania

(7'~ {u o] frit={w v} REERY

Rys.8. Element tréjwarstwowy z wyrdznionymi stanami przemieszczen
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gdzie:
A1 =5 (14 %,) (2=n,) (149,02,

Pl
di22

o=

2
(14 95) (2= 8,) (1 + 1,02,

d?%B %% 71 (1 + Eo) (1 - 72)r(1 * 70)’

P

123 '™ T 5y (1+9,) (1= ?2) (1% £,05 (Lwm 350005 1),

Pole odksztalcen stanu tarczowego wyraZone przy pomocy przemieszczen
opisuje zwigzek geometryczny (por. (3.10)):

(ePY} = [IPL] {uP1}, (7.6)
gdzie:
1 i i
Dly_
[L ]= 0 9’2
8’2 3’-1

Jefli pole przemieszczer opiszemy przy pomocy zaleznoseci (7.3),
wéwczas pole odksztatcen wyrazimy poprzez przemieszczenia wezlowe:

{eP1} = [8P1] {1} (7eT)

gdzie:

[Bpl] = [Bgl’-g-’ Bgll'

W przypadku elementu z osmioma stopniami swobody:

1
BY 114 0 |
(B =] o B2, |s (7.8)
pl 1
B34 B30
1 1 gl
Bi11 = Bi3p =7z %5 (1 +9,),

(7.9)
1 1 1
Bi5p = B?Bﬂ w9y AT L),
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a dla elementu z dwunastoma stopniami swobody:

pl pl
Bi1q O Bi13
nDly _ pl pl
(8" ]=| b B2 Pi23 (7.10)
1 pl -l
B3q  Bis, Bizs
1 3
gdzies BE'H ol - (2= ‘?0)(1 + '?0)2

B30 = gk (2 - 1,01 + 1,2

= - ARG ISR

Bio3 = = 185 £ (1 =521 + %) (7.11)
B§%1 = 1%? 7,(1 + §)(1 = 92)
B3, = 1% §u(1 + 9,)(1 = §2)

1 1
B?BB i i1 % §o)(1 = 3%,)(1 + 70)
Macierz sztywnosci elementu w pXaskim stanie naprezen okredla wzdér
(4.24). Po podstawieniu macierzy [B?l] z (7.8) 1ub (7.10) i po
scatkowaniu po powlerzchni elementu otrzymamy:
+ dla elementu z odmioma stopniami swobody:

1b
D%1 a frgs(3+?r7s)+

s0PE B 90 (34, %)

pl 1
[krs] =6 e (7.11)
Dg2 b 7r73(3+¥r78)+

Dl
+fo

1 1
E(D%Z Ervs+D26 "r¥s

3007 10854706 )
12 10t P%0 Sp's g ¥rfs(3+7r?3)

O

(r, 8 =1, j, k, 1)

- dla elementu z dwunastoma stopniami swobody

1 .
Figd (B3 05%,00 + 18} [83,0] + 3 08h,,) »

Ply ..
[krs] - 11rs 22rs

2520ab
1 pl
+ Dgg [kgergd) [15] ki)
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gdzies ' :
18%.85(35+17095) 110 3¥.%.(35q4+99,)
[kg%rs1 = a7 0 : 0 : 0 )
3¢r85(350,4995) 10 3%r¥s (795 95*1)
0 : 0 : 0
[kg%rs] =d" | o ; 1895 (35+17%,. %) : 39p95(351+9%) |1
O | 39ng(35%#9%5) 1 39.05(7%.¥5+1)
I
0 ‘r 630%,.9g : 105¥,9415 |
[k%%rs] , 5301,¥s : 0 ; 1059095%s |9 74
_j05$r?sqrg 10595 ¥r ; 35%r8s1nYs
- ' _
252905 (3+ ¥ %5) | 630%5 0y : =210, ¥r ¥s
[kg%rs] = 6303815 i EﬁzFrY:{3+qrqs): b2%5(3+9,95)
LT210qS§rys : b2y (3+9..95) : 14(3+5%. % ) (3+9..95)
de=2

Zmieniajgc odpowiednio wskaZniki rs

sztywnosci elementu:

kii’..., I{il
(kP11 | :

LB B

kli""’ K99

mozemy otrzymac peing maclerz

(7:15)

W wyniku odpowiedniego zbierania (sumowania) macierzy sztywnodci
elementdéw otrzymujemy macierz sztywnosci calego ukXadu (piyty):

[P = 55 P
' e

(7.16)

—
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Teraz z réwvnmania (5.5) przy zadanym wektorze obcigZenia {Po}

i po uwzglednieniu warunkéw brzegowych otrzymamy wektor przemiesz-
czen wezlowych w ptaskim stanie naprgzenia. W celu otrzymania skla-
dowych pola naprezern w obszarze pxyty nalezy skorzystaé z réwmania
(%.8). Odpowiednie macierze naprezen [Spl] maja postad:

[sP1] = (5§00, 97D (7.17)
gdzie:
- dla elementu z osmioma stopniami swohody:
§ 1
DL, Pl 1,0l
D144 DiaBios
S =108y DB Eis |, (=1, 0,k 1), (7.18)
1, .p1 1 .apl
L)[:J B;i)22 Dg() i11

gdzie:
Bpl Bpl

111 Bisp oOkreslaja wzory (7.9). Jak widaé, skkadowe

stanu naprezenia w obszarze elementu sg linio-
wymi funkcjami wspdéirzednych ¥, 93

« dla elementu z dwunastoma stopniami swobody

~pl, w1l pl, .pl 1 +D1 pl pl |
Dif'Bi1q  Dia'Bis, Dy Biyz + i3 Bigs
ply _ |rpl.q0l s ) 1 .01 1 .pl
(Y71 = |Phz'Bi9q  Dap'Bio,  Dip Biz + Dh; Bins (7.19)
1, gpl pl, L0l 1 pl
PR6Bi31 DEa PR DZ5 -Bi33 _

gdzie:
B?l okreslajg wzory (7.11). Tutaj skXadowe stanu napreze-
nia sg funkcjami trzeciego stopnia wspdirzednych

§0 9.
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7.2. Element prostokatny w zagadnieniu statecznosci piyt
trd jwarstwovych

Pole przemieszczel w elemencie prostokatnym trdjwarstwowym powstale
v wyniku ugiecia ptyty Jjest zdefiniowane przy pomocy przemieszczen
weztowych i funkeji ksztaXtu w nastepujgcy sposéb:

{ubq} w [dbq] {rhq} (7.20)

gdzie:
[¢°9] = [6}9,..., 472,

43 0
[472] = 1 (7.21)
0 4"

[dq] jest macierzg funkcji ksztaXtu, ktére opisujg przemieszczenie
$cinajgce {uq} w rdzeniu elementu tréjwarstwowego w zalei-
noséci od przemieszczer wezlowych (60, 73]:

{uq} = [49] {rq} (7.22)
gdzie;

(69] = (4%, ..., 431

{rq}T = {r Y. rl},
natomiast

(=3} =[vis v2r v3 1,

lub w przypadku pominigecie dodatkowego stopnia swobody ‘xé(f)

a3 T 3 3
{r§1 7 = {vis v2}.
Macierz funkeji ksztaltu ma postaé

[63] = (4] (7.23)

gdzie:
[dgl] okreslamy wg (7.4) 1lub (7.5).

Macierz funkcji ksztaltu [d?] opisuje ugiecie piyty tréjwarstwowej



w zaleznoéci od parametréw weztowych [73, 103]:

gdzie:
b

H]

(] = [ ers B3, (0T = {2D,0es, 23],

b H b s b i i |
[d‘[] o [diu!r 65‘2! 653]! {rj_} = {U“B’ -L‘I3’2, u3,1}’

pdzie odpowiednie funkecje ksztaltu podane przez Melosha [51, 52y
103] maig postad:

i

5?1 o % (1 + fo)(1 + qo)(2 + ¥4, - §2 - ?2),

B == F by (141 4902 (g = 1) (7.25)

Az =5 afy (149001 + £.0%(8, - 1),

Funkc je te nie zapewniaja ciagXoéci pochodnej normalnej wzdluz

1linii podziaXn na elementy. Jest to tzw. element niedostosowany.

W przypadku elementu dostosowanego ugigcie U aproksymuje sig
peXnym wielomianem hiszeécienny@. VI wezXach wprowadza sie jednak
nienaturalny stopien swobody u§’12. Funke je ksztaltu w takim przy-
padku okredla si¢ przy pomocy funkejl Hermite’a [103],

Pole odksztaXcen elementu trdjwarstwowego okresla zwlgzek geometrycz=
ny (3.10)

{ePa} = [LPa] {uwP9] = [BP9] (<P}, (7.26)

dzie:
BT 1Bbay o [rPag[ePay, (7.27)

[qu] jest macierzg operatordéw rézniczkowych postaci
Pl 0

[LP9] = | o L2 |, (7.28)
-1 L4
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r'd

b4T 2 2 1k c .
[L°]" = ["'9'11 "'3322 "2(5"12]! [Lq] =3 [3’1 d’zjr

[1] = [ 1]

oraz zgodnie z oznaczeniami (3.8) i (3,9)
{qu}T = {H’cr '“t Ec} ?
{ubq}T “{‘P‘-}! Voo u3}.

Dziatajgc operatorem rézniczkowym (7.28) na macierz funkcji ksztal-
tu (7.21) otrzymamy macierz [BEq] w postaci:

B2S 0
[B}9] = | o 8% |, (7.29)
By By

gdzie wprowadzono nastepujgce oznaczenia podmacierzy:

(8591 = [tP11[63],  [B}9] = - [43,
(7.30)
(23] = [LPI[¢0], (8521 = [L](43].

Podstawiajac (7.23), (7.5) lub (7.4) oraz (7.25) otrzymamy:

bq bq 1 ) 1
B 0O B b b b
i 111 ) ;13 ) B%EA 8%25 3%36
= q q a7 _ | mba q q
i1 O  Byzp Byss |» [Bj3] =|Bjsy,  Byss  Bydg|¢
bq bg | rbq b b b
Biz1  Byzo 'Bi3s Biet,  Bigs  Bige
- - 3 J
- nbq bg bg  pbg bg
Bi71 0 Bi7s . | Pa7w o Bizs Bize
[B?%] = 9 [Big] = 9'6" 9 (7-31)
' bq bq bg bg bg
| 0 Biygs 3Bigs. Bign  Bigs Bige
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gdzie:
%5
Bo3,= e (2=, )(144,)%, B9, = _22.;0 (1+9), BEE5=O,
B?%2= g% (2-¥o)(1+¥b)2’ 3226“ = o (3$o+1)(1+70)’
b
i

2 b .
B $3= - T%E ?1?1(1+?°)(1“W )s Bi%&= _%Z fo (1+¥o)'

B3 - 1B fu0s(106) (1=p%),  BESs= AL (1e3)(143y,), B0,
B9y= g5 1 (145, (=07, B8 - gap ¥ 101 (4=355-39°),
¥
By,= e §1(1425)(1-4°), 33352 = (1495) By=1),
Bbq 1 (1 b _ '?i (7-32)
i33= ° B +¥0)(1"3¥o)(1+?o)' Big6“ - % (1+f5)(3¥h“1)'

b= = & (14%) (2290 ) (149)?,
bq = 2 9y (1+70)(1+qo)(1-7 )s
B?gz“ - % (1+7o)(2-70)(1+70)2’

Bigs= 9% §; (141,)(148) (1=¢°),

BE%& gi (1+70)(5+70"3$2“W2)3

B?$5“ é% ?171 (1+?o)(1'72)o

BE%6= % (145, ) (38,=1) (149, ),

bq

1 ’ ;
Biey= 5% (1+¥o)(3+?b'3?2"f2)'

B?%B’ - %(1+?o)(1+?0)(370-1)'

Blge= - o $115 (1+%,)(1-¢),

W przypadku uzycia macierzy (7.4) (tzn. dla 5 stopni swobody w
wgZzle), nalezy pominaé trzecig kolumne w macierzach [B?%] i [B?%],
a odpowiednie wyrazy maja postacl:
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b b 1
Bt = Bi3a =5z &1 (1 + 950,

b b 1
Bidq = Bigo = = (1 +%,)(1 +0.),

Macierz sztywnosci [kbq] elementu trdjwarstwowego wyznaczono z
wzoréw (4.23)=(4.30), po podstawieniu (7.30)=(7.33):

[ky..] = 262 [PL] + [k ] (7.34)

gdzie:
[k?é] wg wzordw (7.12) lub (7.13), (7.14)

(3., = mopry * [T5) e (D35 (2] 4 D%+ [6220) + [15]  (7.35)
r;(3+grts)(35+17qrqs) { 0 } -ns(3+fr$s)(35+9qrqs)—
[x!7] = o’ 0 o 0 ,
-7r(3+?r?s)(35+9?r78): 0| (3+8.85) (147 y5)
- o (7.36)

ol 0 | 0

|
DE2] = @ | 0 603 )(35417Y,8,) 1 =5 (341,0,) (3549%,.Y,)
o: -?r(35+9?r$3)(3+qrqs):“(3+?rqs)(1+7§rfs)

[k12rs] = 58%5 %; [I3J (D?3 [k;grs] + D%B [kigrs]) rIZJ (7.37)
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_-36fs(35+17hr”s) i '6¥s?s(35+9?r7s): "hgfr?s(5+27r7s)
13 -1 : |
[k12rs].= d 0 : 0 : 0 1
L§7r73(35+9?r7s) I 6%5(147015) RAM AL R |
' !
(7.38)
B 0 : 0 : 0 7
| )
(k33 1 = d | =360 (35417, )1 42 0 (5428 %) | 6%515(3549%,%5) |,
|
S 6¥r“s(35+9§r73) ; -7Yr?r?s(5+ers): "673(1+7?rﬁh) -

[1,]= [1 20 2a];

[1.{2r'sJ =2 [kgs] *+ I:kgl"s] (7.39)
[kgﬂl - ZE%EE'rIZJ'(D31[k?1rs] * DSZ[kgzrs] * D?z[k?zrs] t R
ki D26 [REGrs])' rIZJ

gdzie:

[60%, 5(3+0. %) ; 0, =30%,.(3+9,95) 1

|
(KD .g] = a2 0 Io: o0 ;
{

| =305, (3+9,mg) 101 5(3+8,.8) (B+y9,)]

(600 0. (3+¥.%) : 304,.(3+%,.%;) | ©]
[kgzrsl = a2 309, (3+%.%,) : 503+ %) G ) E 0 |9 (7.41)

o 0 E 0 | O
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[%teters | POMetslitis) 00t Ys) ]
[k?zrs] = | 30, %5 (9,495) : 0 ; =154 . +55) (1 41g) |y
| =300 (§p+8s) 1 =15(84%) Coptag) s |
336%. %5118 I 24% %5y | =260
[REGPS] = | 24%,%s%s : 4085 (5 g+3) : 0 9
=24%.1 g : 0 : by g (5%,.84+3)

[kb] -~ jest znang macierzg sztywnosci elementu plytowego prostokat-
nego [50, 103].

, 2
[kgrs] & 5&}'0' (Eé“)rIzj ‘{D% [k;_f.s] + D% [kggs]}flzJ (7.42)

gdzie:

24?r?s(63+29?r73): 6Trysqs(35+97rvs): -42{}(3+qr93)

[kgzs] = a”" 67r787r(35+97r?s): 6%,:95 (7951 : 0
'h273(3+7r?5) | ! 0 '?(3+57r§s)(3+qrqsL
(7.43)
2415 (63+29%.85) 429, (345, %,) |=659,15 (3549, 15)
[kggs] 4 4295(3+?}?s) :7(5+?rgs)(3+5?r?s)l 0
|
-6?r?r73(35+9ff$s)! 0 |67r75(7$fT%+1)
W przypadku 5 stopni swobody w weZle:
(3+%.%,) (3+9,.0) | 0
4 - l -
[k,.lrS] = 36 [Dq] | L (7.’44)
0 : 3+¥.%5) (3+99g)

[k15ps] = 735 & (D] (T3] [pp] 1,009 (7.45)
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| : i
r'18fé(5+27r93)| =3%5{59¢+p) : ~5%pts (341105

(Kol = | : gt

|

[
L-1878(5+2?rf3)| 57rqs(3+?r€5) 3?3(5?s+f}) .
rI:;J = |_2b 2&_'

Macierz naprezen poczagtkowych (4.33), (4.16) przy zatozeniu jedno-
rodnego pola naprezen wewnatrz elementu moZemy przedstawié¢ w nastepu-
jacy sposéh:

(kgpg] = B’U;IG [1,] (vyy [kg:ls] + Nyp [kgis] * N12[kg§sj) [1,]
(7.47)
gdzie:
21, %, (63429995 | 68,8, (350 499, )1 =42%(34y.y,)
= :
[kgls] - ™" 6$§¢s(357r+97s) l 6¥f?s(1+7?r75) : 0 ?
-42¢ (3rqn) 0 | 7(3+ 9,94) (3+5¥.%)
thrqs(63+ggyr?é) : b2, (5+8%g) 1'67r75(35?s+9?rf
(k52,1 = b2y (3+¥.¢,) | T34, ) (Syprg3))! 0 :
:67rqs(35$}+9?s) | 0 :67r78(1+7?r¥s) |
g r“360.(1"‘%’8 _ : -567r75(?r-?s) : "36?r?5(75"7r)
[kgrs] - i "36ﬁrﬂs(?3'?r) : B(Yr'ﬁs)(?r"?s) : =10%nYsIr Vs
_;36irfs(7r-os) { =10%:%s1r7s : 3(¥r=9s) (1= 4g)
(7.48)

Macierz [k?] elementu tréjwarstwowego jest tutaj identyczna z ma-
cierzg naprezen poczagtkowych elementu piyty cienkiej [103].
Vartosci skiadowych naprezen Ny, okreslimy z rozwigzania plaskie-
go stanu naprezen (5.5), (5.8) dla rozpatrywanej piyty przy obcig-
2eniu Jjednostkowym {Po} i przy okreslonych warunkach brzegowych,
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8., TROJKATNY TROJWARSTWOWY ELEMENT SKONCZONY

Obecnie przedstawimy podobnie jak w punkcie 7 odpowilednie
tunkcje i macierze dla elementu tréjkatnego (rys.9).

Xy )
A, >
L
= X o I L Af:
A Rys.9.
] =" Element tréjkatny w lokal-
L nym i globalnym ukiadzie
b Ak J wspéZrzednych
X1
LAY
LA

Tutaj przy opisie funkcji przemieszczen wewngtrz elementu wykorzys—
tamy, tzw. wspéirzedne powierzchniowe okreslone poprzez liniowg
zaleznosé od wspSirzednych kartezjariskich [103]:

L, = (a; + byxy + ¢;%,)/24 (1 =1, 3, k) (8:1)
gdzie:

A - pole trdjkate

n
>
n

(xq4 = X3 ) gy = Xp5) = (Rgye = x93 ) (K54 = X550

85 = Xq5%K = *1%23

1= X3 = ¥ (8.2)
Gt ™ Biie T B 4

(x1i, x2i)’ (x1j, x2j)’ (x1k, xzk) ~ wspéirzedne kartezjariskie
wierzcholkdéw tréjkata.
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Pole przemieszczerl elementu tréjwapstwowego tréjkatnego opisuje
funkcja:

fu}, = [4 1 {r}], (8.3)

gdzie:
r}g = {ri rj rk},
[d]: [ﬁi éj ék]’

2 4.9l .u
[u\e = { u u u3}.
Jako parametry wezlowe przyjeto tutaj przemieszeczenia translacyjne
; (1=1,2,3), obroty normalnej do okladzin Uz (=1, 2)
oraz obroty normalnej rdzenia Vo (=1, 2) w nastqpujqcym
porzgdku:

u

g i i i i i
{riyla {u% s w% Wé uz oy aZL
gdzie:

L1 == U3 09

) O

&« =8'U.3,.1.

8.1, Element trdjkatny w plaskim stanie naprezenia

Pole przemieszczenl w piaskim stanie naprezenia opisan¢o przy pomocy
funkeji liniowe]

{uPt} = [4P1] (P, (8.4)

0 .
}, (i =1, J, k)
di22

d111 = #5355 = L; . (8.5)
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Pole odksztalceri w praskim stanie naprezenia opisuje zwigzek (7.7)

;
{¢P1} = [2P11 {+P%), (8.6)
gdzie:
[Bpl] - [BEl, B?l, Bﬁl]y
[ o1 o0
Dly _ Dl
[Bi ] = 0 Bioo (8.7)
pl Pl
Biz1  Bizo
b
i i yoll i
B4 & PP o
111 192 oA
c.
Bpl = B’I.Jl = -——3;
i22 iz2 5 A

Skad widaé, 2e pole odksztalcerl wewngtrz elementu Jest staze,
Macierz sztywnosci w ptaskim stanie naprezen zgodnie z (4.24) otrzy=-
mamy w postaci:

\ : P ok s | i
1 D%1 br bs + DEG Cr Cs 1 Dﬁ2 br Cg * DEG Cr bs
P17 - Y : ,(8.8)
I
I

Dpl'c ‘b, + Dg% br'c

12 “r ™8 s

(I", S = -i’ j’ k).

Pelng macierz sztywnosci elementu w ptaskim stanie naprezen otrzy-
mamy wg schematu

pl { 1 pl
k ﬁgj KE

i1 ik
5 | bl Pl pl
= | k& kS k: "
P P P
K Ky Mg

Podobnie jak poprzednio z réwnania (5.5) otrzymamy przemieszczenla
weziéw w stanie tarczowym pXyty tréjwarstwowej. Sktadowe wektora
naprezei w elemencie otrzymamy z réwnania (5.8), gdzie macierz
naprgzen ma postac:
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[s]P! = [P 27 Spl]a

Dpl Dl
by +D37 ¢y D35
o1 1 Pl Pl

Dl
o; -Dk¢ b, *Deg

8,2, Element tréjkatny w zagadnieniu statecznosci piyt
tré jwarstwowych

Pole przemieszczen ugletej piyty trdjwarstwowej opisujemy w
nastepujgcy sposdb

{uP2] = [4°9] {rP9}, (8.11)

gdzie: .
[6°9] = (439, 459, 422

3 S ¢
[#P9] = [ . ] [4%] --[ il ] (L =1, 3, k)
. o 4 . #300

[ﬁb] = [¢b1t ¢b29 ¢ 3]

Odpowiednie funkecje ksztaitu dla elementu tréjkatnego przyjeto
w postaci [103]:
- dla przemieszczen Scinajacych:

¢i11 = d122 = L (8-12)

- dla przemieszczeri zginajacych:

2 3

2
di1"L +L +L L —LiLJ LiLk ’

1y
#la=op (L3 5 LiL L )=by (L LT + 7 LiLiL ),
1

(8.13)

~

#r5=cy (LILy + 3 LiL L )=ci (112 + 3 1,10,
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Sq to tzw, elementy niedostosowane. Dla wiekszos$ci praktycznych
przypadkdéw inzynierskich dok*adnoéé wynikajaca z zastosowania

elementdw tréjkatnych niedostosowanych jest wystarczajgca [103].
Pole odksztalcen elementu tréjwarstwowego opisujemy przy pomocy

podobnych wzordw (7.263=(7.30), VWskaznik "i" w tym przypadku przyJj-

muje wartosé (i, j, k). Elementy podmacierzy macierzy [BEQ] (7.29)

majg tutaj nastepujaca postaé: = podmacierz [BE%] {7.30)

21

2h (8.14)
= Bbq- = --——i- 2

182 ™ S T ok 9

b bq _
Biy = Bi3p =

BPd

- podmacierz [B?%} (7.30)

1 :

B, = = [2(26F + b5 + b2) L, + 20, (20, - by )L+ 25, (2b,=b, )L, Ty
1 "

51’215 " [byby (by = by )Ly + byby(3by + by )Ly=byby(3by + by, ] 9
1

BEEG = — {[bdck(l;bJ + 3b,) - bkcj(i;bk + 3bj)] Ly +

-
>

+by(bycy = 2bj0, = byoy )Ly + by(byey + 2bjey = chk)Lk},

1
By, = — [2(265 + c‘§ + cR)L; + 20, (2¢4 = ©4)Ly+20, (2c)=c, )Ly ]y

1
b
Bi%B = ZTZGZ {[ckbj(lrci + cJ) - chkﬁhci + ck)] L; +

* ci(cka-Zcibknckbk)Lj+ci(cdbd+2cibj-cdbk)Lk‘},

1
b

(8.15)

v

4 |
b 2 ol L -
By = = [4(2b,cy + bycy *+ b, Cy )Ly + 4(bye, + bycy bici)LJ ®

+ h(bick + bo, = bici)Lk} ’
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b 1
+ [bick(bJ - by) + bkci(5bj + Bbk)] Lj +

+ [byoy(by = by) = byo, (55 + 30,01 L}

BYY = Z:iz {[ckbj(5°3 + 3cy) = byey(Sey + 3ey)] Ly +
+ [cibk(cJ -c) + Ckbi(5cj + 3¢))] Ly +

+ [Cibj(cj s ck) 2l bicJ(BCk + 303)] Lk};

- podmacierz [Bi%] (7.30)

bq - Bbq

By %4 (8.16)

g2 == Li;
- podmacierz [BEE] (7430

bq 1 2 2 2
Bydy = e [o, (1 + 2LyLy + 2LyLy = LS - L) + bj(Li - ZLiLJ) +

+ by (L2 = 21,1, )]y

pPa 5
Byj7s5 = E;; [y (5 by +by) LyLy

y § 2 by + D) LiLk],

b
B %76 = EE: [b ck(ZLiL + Lk) < b,c J(2LkLi Lij) +

1

- b

5 . 9
bjck(Li + 5 LiLk) - g chJLiL + §‘bkckLiLj i
1
)

. bkcJ(Lf + 5 LyLy)],
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BPY. o ke o ¥2 2 - |
184 = 3, [e (1 + 2LyLy + 2L;Ly ~ L3 - L)+ ey (L] 2LyLy) +

+ ¢ (L2 = 2L,1,)] 4 (8.17)

b 1 1 1
3135 oy [cibk(2LiLJ + LJLR) - cibj(2LkLi + % LJLk) +
2 .1,
+ bk(L 5 L; L) = E chJLiLk + 2- ckbkLiLj -
- Ckb (L + %‘ iLJ)],

b 1 5 1
Bigs = e [e), (B ey +¢) Lily + 3 c, (e} = CJ)LJLR -

c; + cj) LiLk]'

N

- cJ (

W celu obliczenia podmaclerzy szitywnosci [kbq] (4.23) zastosowano
catkowanie numeryczne po polu tréjkata [103] wyrazer (4.25-4,30).

Maclerz naprezen poczgtkowych obliczono z réwnani (4.33), (4.16),
gdzie pochodne czgstkowe funkcji ksztaXtu przedstawiaja wyrazy pod=-
macierzy [B?E] (8.17). Tutaj réwniez zastosowano calkowanie nume-
ryczne po polu tréjketa z zastosowaniem siedmiu punktdéw catkowania
wewngtrz elementu,

9. ALGORYTM OBLICZANIA STATECZNOSCI SPREZYSTEJ NIEJEDNOSPOJNYCH
PLYT TROJWARSTWOWYCH

Rozwigzanie zadania statecznosdci sprezystej niejednospdjnych
pilyt tréjwarstwowych obejmuje dwa etapy. Pierwszy to rozwigzanie
plaskiego stanu naprezeri, a drugi to wiasSciwe zagadnienie statecz=
nodci, ktére w tym przypadku sprowacdza sie¢ do rozwigzania problemu
wiasnego. Schemat blokowy programu przedstawiono na rys.10.

Na schemacie podano podstawowe kroki algorytmu i nazwy odpowied-
nich podprograméw,

Podprogram GDATA sXuzy do wczytywania podstawowych zbiordw
danych tzn,:



- GDATA
L N=1,NE

BE

: i

[ FORMKO [x o] [ STIFTA(N)
]

! LOADP |

1T
|

JEDN

<ol=0[>0
J 1

r~
o
&
——
E
o

GEOMAA (N)

STRESSB 0 21 }

N=1,NE

[ i, )
| kroxT

4

BT (o} = {ry3~ {o]
i - FORMKG [K:'q ]

[ | S——

‘_z_:_p]_l rspl-g 'l_p_‘._} WEASNY

PYs

S

Rys.10. Schemat blokewy reozwigzania =adania statccznosci niejednospdjinych plyt

PROBLEM [Kbq]_ x [Kf—q] {‘rbq},g

el



- wspdirzedne wezxéw,

- wiasnosci materiaXu warstw,

- relacje przylegania (nr elementu - nrnr weziéw),

- warunki brzegowe (unieruchomicne stopnie swobody).

W podprogramie FORMKO tworzy sie globalng macierz sztywnosci
uk*adu [Ko] z jednoczesnym uwzglednieniem warunkéw brzegowych.

W przypadku rozwigzywania ptaskiego stanu naprezen tworzy sie
macierz [KP1] (por. rozdzia 7.1, 8.1). Natomiast, gdy rozwigzujemy
wiascive zagadnienie statecznodci jest to macierz [K°C] (por.
rozdziat 7.2 1 8,2). Podprogram FORMKO wywoluje podprogram STIFTA(N)
ktéry buduje macierz sztywnosci elementu N (N =1, NE), Ten z
kolei korzysta z biblioteki BE, w ktdrej zlokalimowane sa informacj
charakterystyczne dla danego elementu (w postaci podprograméw).

Podprogram LOADP modyfikuje macierz sztywnosci [K ] i wektor
obcigzen {P } wg pomystu Payne’a i Ironsa [103] w przypadku Wymu=
szen kinematycznych (kinematyczne warunki brzegowe).

W/ podprogramie UTU wykonywany jest rozklad macierzy [Ko] na
dwie macierze tréjkgtne metodg Choleskiego (zwanej révmiez metodg
Banachiewicza lub metods pierwiastkdéw kwadratowych) [41, 74, 90, 99].

Dalszy przebieg programu zaleZy od wartosci parametru JEDN. Jeze-
1i wartoéé JEDN < 0 rozwiazywany Jjest pZaski stan naprezen.

Wéwczas w podprogramie LOAD buduje sie wektor obcigZenia z jedno=

c zesnym uwzglednieniem unieruchomionych stopni swobody. Rozwigzanie
ukladu réwnan (5.5) zrealizowano korzystajac z rozkiadu macierzy
[Kplj na czynniki tréjkatne. Mianowicie za pomocg podprograméw KROKT
i KROKP (por. rys.6) rozwigzujemy nastepujace ukady réwnani réwe
nowazne uktadowi (5.5):

[U]T {v} = {Po}s
[u] {rP*} =v}.
Dalej dzialajqc na otrzymany wektor przemieszczen {rp } macierzg

naprezen [Sp ] (w podpr. STRESSA) otrzymamy poszukiwany rozkad
naprezen

(sB%} = [sP1] {1}
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Gdy celem zadania realizowanego przez program byio tylko
okreslenie przemieszczen i naprgzen w piaskim stanie naprezen
wéwczas nalezy dodatkowo przyjaé wartos$é parametru NPR =1 i zada-
nie zostanie zakoriczone. '

Jezell natomiast od razu po rozwiazaniu plaskiego stanu naprezen

est rozwigzywane zadanie statecznosci nalezy przyjaé NPR > 1 i
orzy Kolejnym wczytywaniu danych JEDN = 0, Wtedy wyniki pierwszego
2tapu zostaja zachowane i wykorzystane w etapie drugim.

"I przypadku, gdy rozwigzywanie dwuwymiarowego zadania teorii spre-
2ystosci nie jest konieczne np. dla jednorodnego pola naprezen
lub gdy wektor naprezen jest wczytywany w postaci tablicy, wtedy

4

nalezy przyjaé JZDN > O. A odpowiedni wektor naprezer zbuduje
podprogram STRIESSB, W podprogramie FORMKG buduje sie globalng macierz
naprezen poczatkowych ukzadu :\?9] z Jjednoczesnym uwzglgdnieniem
warunkdw brzegowych. Podprogram ten wywoiuje podprogram GEOMAA(N),
ktéry tworzy macierz napreZer poczatkowych elementu N (N = 1, NE).
Ten z kolei Xkorzysta réwvniez z biblioteki BE.

Rozwigzanie problemu wiasnego (5.4) przedstawiono w rozdziale 6.
W celu otrzymania postaci wyboczenia rzeczywistej konstrukcji
nalezy w wektorze wiasnym uwzglednié dodatkowo warunki brzegowe
co jest realizowane w podprogramie PWYB,

Program wyposazony zostax w bakiet podprograméw wyznaczaJjacych
plan warstwicowy funkcji dwéch zmiennych. Dzieki temu mozZzna w sposdb
przejrzysty otrzymywaé rozktady przemieszczen, naprezen oraz postad
wyboczenia analizowanej piyty.

W celu sprawdzenia dzialania programu jak i koncepcji elementu
tréjwarstwowego przeprowadzono szereg testéw kontrolnych. Obecnie
przedstawimy wyniki obliczen kilku przyktaddw rozwigzanych za
pomocg tego programu z zastosowaniem zaréwno elementu tréjkatnego
Jak i prostokgtnego. Do rozwigzania plaskiego zadania teorii sprezys-
toéci zastosowano elementy z dwoma lub z trzema stopniami swobody
w wezle (por. rozdz. 7.1). Element z trzema stopniami swobody
w wezle stosowano w tym przypadku, gdy wykorzystano symetrie ukZ*adu,
Wynika to z faktu, Z2e wéwczas dokiadniej mozna zamodelowad warunki
brzegowe na osiach symetrii,.

Do rozwigzania zagadnienia statecznos$ci wykorzystano element
z piecidma stopniami swobody w wefle, co okazaXo sie w praktyce
wystarczajgce. W trakcie testowania jest element z szescioma stop-
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niami swobody w weZle, Jjek réwniez calkowanie rozk*adu naprezen

wevmagtrz elementu, w przypadku wyznaczania macierzy napreZen po-

czagtkowych., Jednak celowo$¢ tych zabiégéw Jak wskazuja autorzy

[71, 103] nie Jjest w wigkszodci przypadkdw konieczna.

b  Aktualnie w programie w hibliotece elementéw BE dostepne sa

nastepujace elementy skonczone:

1) element prostokatny tarczowy z 2 ssw (stopniami swobody w weZle)

2) element prostokgtny piytowy z 3 ssw, gdzie funkcje ksztaltu
przyjeto wg [103]

3) element prostokatny tarczowy z 3 ssw

4) element prostokgtny piytowy z 3 ssw, gdzie funkcje ksztaltu
oparto na wielomianach Hermite’a wg [1]

5) element prostokgtny tarczowy tréjwarstwowy, opisany w oparciu
o element 1)

6) element prostokgtny piytowy tréjwarstwowy z 5 ssw, gdzie
funkcje ksztaXtu przyjeto wg [103]

7) element prostokatny piytowy z mozliwodcigy calkowania numerycze-
nego rozlkladu naprezen wewmgtrz elementu w przypadku wyznaczania
macierzy naprezen poczgtkowych ¥)

8) jak 7) dla elementu tréjwarstwowego =*)

9) element tréjkatny tarczowy z 2 ssw

10) element tréjkatny piytowy z 3 ssw

11) element trdjkatny tréjwarstwowy pXytowy z 5 ssw

12) element prostokatny tréjwarstwowy piytowy z 6 ssw, gdzie
funkcje ksztaitu przyjeto wg [1] ) \

13) jak 12) z 5 ssw %) |

14) jak 12), gdzie funkcje ksztaXtu przyjeto wg [103] »).

*) W trakcie testowania.
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10, PRZYKEADY LICZBOWE

Przykiad 10,1

Wyznaczy¢ obciagZzenie krytyczne piyty prostokatne] cienkiej
1,/1, = 3/2 $ciskeneJ sila réwnomiernie roziozong p, jak na rys.11,
wolno podpartej na calym brzegu. Zbadaé wpiyw dyskretyzacji na
dokladnosé otrzymywanych wynikdw, w pordwnaniu z rozwlazaniem
klasycznym [92]. -

Ko A
//AD
F Y Y Y Y YT OYY
) Rys - 1 '1 L

Pxyta prostokatna obcigZona

= ' sita Sciskajaca réwnomiernie

- roztozong z przyJjetym sposobem
dyskretyzacji
. i
X
= {4 P._
Rozwigzanie

Ze wzgledu na symetrie ukladu w obliczeniach rozwazano tylko czwar
ta czesé piyty, badajac symetryczne i asymetryczne postacie wyboczenia
wzgledem osi symetrii piyty. Ze wzgledu na jednorodny stan naprezen

‘'nie ma koniecznosci rozwiagzywania dwuwymiarowego zadania teorii
sprezystosci Nyy = Npy = 0, N,y = = Do

*) Mimo to dla dyskretyzacji (4x6) rozwigzano to zadanie w celu spraw=
dzenia poprawnosci przyjecia warunkdéw brzegowych na osiach symetrii
co ma istotne znaczenie dla riyty z otworem (por. przykiad 10.6).



/g

Parametr obcigZzenia krytycznego C zdefiniowano w nastepujacy
sposéb [92]:

Ppp = C "32" (10.1)
2
gdzie:
i t3 ; (12 242
D= C=|n, + =— --—-)
12(1 = v°) ' = T8 M,

n,- jest 1lodcig pdifal Jjeka wystapi w chwili utraty statecznosci.
Dla piyty 1,/1, = 3/2 minimalna warto$é parametru

C = éé% = 9,765625 dla n, = 2.
W tabeli 1 przedstawiono wartosci parametru C otrzymane przy
zastosowaniu elementéw prostokatnych i kwadratowych w zalezZznos$ci od
stopnia zageszczenia podziaZu.
Tabela 1
Wartosci parametru obcigzenia krytycznego piyty prostokagtnej cienkie,
$ciskanej sitg réwnomiernie rozozona,w zaleznoSci od sposobu

dyskretyzacji
Elementy kwadratowe Elementy prostokatne

Dyskrety=- - " Dyskrety- o

zacja C Btad w % zacia c Btad w ¢

2x3 ") | 7,506 | 23 3x3 " | 8,252 15,5

4L x 6 9,0239 726 x4 8,7585 10,3

8 x 12 9,5624 241 8 x 8 9, 4647 o
Dok*adnie 9,765625 - Dok*adnie 9,765625 -

J Dla teJj dyskretyzacji w obliczeniach rozwazano caig piyte, a nie
jej czwartg czesé. Oznaczenie dyskretyzacji tutaj i dalej
np. (2 x 3) oznacza podziaX piyty w kierunku osi x4 na dwie
czedci, a w kierunku osi X, na trzy.
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W obliczeniach wykorzystano macierz sztywnosci elementu piytowe-
go prostokatnego (7.40), (7.41) oraz macierz naprezend poczatkowych
(7.47), (7.48)., Jak widaé (tabela 1) wartosé parametru C otrzymuje=-
ny z niedomiarem i dla dyskretyzacji opartej na siatce (8 x 12)
hiad tej wartosci w stosunliu do dokkadnej réwny 2,1 % Jest juz
dopuszczalny w obliczeniach praktycznych.

Postaé wyboczenia otrzymany z obliczen jest zgodna z tg Jjakag
otrzymujemy wg wzoru (10.1), tzn. jedna péifala.w kierunku osi X4
i dwie pdifale w kierunku osi Xoe

Zbieznosc¢ wynikdw przy zageszczaniu siatki podzia*u w przypadiu
niedostosowanych elementdw prostokatnych zostala sprawdzona w pracy
[103].

Otrzymane wyniki potwierdzaja prawidXowos¢ wyprowadzenia odpo=-
wiednich macierzy, Jjak i dobre dzialanie programu, a w szczegdlnosci
rozwigzanie problemu wartodci wkasnych.

Przyklad 10,2

Zbadaé wplyw sposobu dyskretyzacji na wartos$é parametru obciaze=-
nia krytycznego, Sciskanej piyty cienkiej kwadratowej, wolno podpar-
tej na catym brzegu, Jjak na rys.1, przy zastosowaniu elementu
piytowego tréjkatnego.

Rozwigzanie

Vartosci parametru obcigzenia krytycznego C dla trzech réznych
apoSobéw dyskretyzacji przedstawiono w tabeli 2 (NE - oznacza ilo$é
. elementdéw). W obliczeniach wykorzystano element piytowy trdjkatny,
ktérego macierz sztywnodci opisuja wzory (4.29), (7.30) i (8.15),
a macierz naprgzen poczatkowych = (4.33), (4.16), (8.17). Vynik otrzy=
many przy dyskretyzacji a) tab. 2 jest -identyczny z podanym w pracyf
[103]. Sposéb dyskretyzacji c¢) tab. 2 zaczerpnieto z pracy [33],
gdzie badano statecznosé piyt kwadratowych z centralnym koXowym
otworem przy obcigzeniu scinajgcym.

Jak widac sposdb dyskretyzacji moze mied znaczny wpiyw na wartosdé
parametru obcigzenia krytycznego. Révmiez i w tym przypadku wyniki
otrzymujemy z niedomiarem.
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ITabela 2
Jartosci parametru obcigzenia krytycznego piyty kwadratowe ]
cienkiej sciskanej silg rdéwnomiernie rozXozona w zaleZnosci
od sposobu dyskretyzacji

Dyskraotyzocja C Bzad w 9
a/
_____ NN N
B .
\b —“:\"’\&t‘ ._.’Dj.(..g 2’&-
._FX . |
NN |
NE=32 !
b/
L
//? 33,8752 3,1
A48
NE = 32
c/
345915 10,2
NE=36
Dol:ladnie 4 -

Przyk*ad 10.3

Wyznaczyé obcigzenie krytyczne piyty prostokgtnej tréjwarstwowe]
(1,/1, = 3/2) obecigzonej i podpartej jak w przykladzie 10.1.
| 2

\larstwy sg 1zotropowe o nastgpujgcych parametrach fizycznych i geomet-
rycznychs:
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t =0,001m 2¢ = 0,02 m
I = 70534 MPa Gc = 23,5 MPa
1, =0,2m oF,
= 0,0078 (rdzen miekki)
12 = 0,3 m t E

Zbadaé wpilyw dyskretyzacji na dokZadno$é otrzymywanych wynikdéw w
pordvnaniu z rozwigzaniem otrzymanym metoda Ritza.

Rozwigzanie

Korzystajac z kryterium statycznego utraty statecznosci obcigzenie
krytyczne moZemy wyznaczyé z révmania (2.10), przyjmujac funkeje
ugiecia uz W postaci pojedynczej sinusoidy w kierunku osi X4 L]

Xo speiniajacg warunki brzegowe swobodnego podparcia

Uz = Uz Sint,X, Sind,X, , (10.2)
gdzie:
n,m n 7
1, 1,

oraz Jjednorodny stan naprezen N,H - qu = O, N22 = =D,
Otrzymamy wéwczas nastepujacy wzor na obliczenie sity krytycznej
p O 252
202 4+ 42)2 2B(c + 5)%(af + «3)

P = o A (10.3)

of ‘, c*B ;
2 2 2 2
d‘z 1 -!-"-E-g (d'] +{X2)]

Warto$é minimalna tej sity ze wzgledu na ilodé péxfal ng 1 Ny
stanowi praktycznie wazne obciazenie krytyczne

Dy = min p(n1, n2) (10.4)
Nqs7p

Z uwagl na to, 2e p Jest funkcjgy uwikZana zmiennych n, 1 n,
zadanie (10.4) rozwigzano numerycznie., Dla powyzszych danych otrzyma-
no:



Py, = 601320 N/m

przy
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W tabeli 3 przedstawiono wyniki obliczer otrzymane metods elementdw
skoriczonych, przy zastosowaniu clementu prostokatnego tréjwarstwo-

wego oplisanego w rozdziale 7.2.

katnej tréjwarstwowej éciskanej

- =
[ =] = |
S14L8

Tabela 3
Wartosci obclaZenia krytycznego oraz postaé wyboczenia pilyly prosto-

révmoniernie rozlozong w zalez-

nosci od sposobu dyskretyzacji

Elementy kwadratowe Elementy prostokatne
Dyskre- Py . Biad | Dyskre=- Py . pXad
tyzacja nylin, - : - tyzacja | n, Ny

N/m % N/m %
2x3 |11 564410 16,14 | 3 x3 {1 (1 596640 0,78
L x6 |1]5 591460 1,64 | 4 x4 |1|3 596760 0,76
8x 12| 1|5 600160 0,2 Bx8 1115 601750 |=0,07
Doktad= Doktad=-
nie 112 601320 e 11 |5 601320

Jak widaé blad otrzymanych wartosci obcigzenia krytycznego w pordw-
naniu z wynikami otrzymanymi dla piyty jednowarstwowej (tab.?1) przy

teJ samej dyskretyzacji Jjest tutaj znacznie mniejszy. Wyniki te
pmtwierdzaja prawidlowosé doboru odpowiednich funkcji ksztaXtu

(rozdz.7.2), jak i samg koncepcje budowy macierzy sztywnosci i ma-
cierzy naprezen poczatkowych elementu trdjwarstwowego. Podobnie jak
dla elementu piytowego Jjednowarstwowego wartosé obciazenia krytycz-

nego otrzymujemy z niedomiarem i przy stosunkowo grubym podziale otrzy-

mujemy wyniki z wystarczajgcg dla praktyki doktadnos$cig. W miare
zageszczania podziatu piyty otrzymano postaé wyboczenia zgodna z tg
jaka podaje rozwigzanie metoda Ritza (por. plan warstwicowy rys.25
w zatgczniku),
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o T 2 Y e are Lk i LT S el ¥
badac wpiyw sposobu dyskretyzacji na warto:sc obciazenia krytycz-
i yy AYRUMEL EEUPRRSEN RUEIUTS. (gt gy O TN A TR, PR g 5 L L g ¥
ego piyty trojwarstwowej kwadratowe]j, Sciskanej sita réwnomiernie
. s P . = o [ L, P T cF o . - - ~ S " *
roziozona i vodparta jak w przykiadzie 10.1, przy zastosowanip

- J

elementu trdjwarstwowego tréjkatnego.
arstwy sa izotropowe o
geometrycznych:

t =0,001 m 2c = 0,006 m
E = 70600 MPa Gc = 25 MPa
v = 0,3 Vo = 0
11 = 12 =1=1mn o) Ec
= 0,002 (rdzen miekki)
-
n-B-.c t E
1.-]'G 'I
¢
Rozwigzanie

Ze wzoréw (10.3) i (10.4) otrzymano nastepujacg wartosé obcig-

zenia krytycznego '
Py, = 63901 N/m przy ng =n, =1,

W obliczeniach metoda elementdw skorczonych zastosowano element
trd jwarstwowy trdéjkatny opisany w rozdz.8.2. Wyniki obliczen przedsta-
wiono w tabeli 4 przy dyskretyzacji a) i c¢) =z tabeli 2.
Postaé¢ wyboczenia otrzymano zgodng z wynikiem dokiadnym tzn.
n, =n, = 1. Wyniki wskazujg na szybkg zbieznosé do wyniku doktadne=-
go, Jjednak wartosci otrzymujemy tutaj z niedomiarem. Przy dyskrety-
zacji 8 x 8 a) bzad otrzymanej wartosci obcigzenia krytycznego
jest juz dopuszczalny w praktyce inzynierskiej. Otrzymane wyniki pot-
wierdzaja prawidXowo$é wyznaczania macierzy sztywnosci i naprezen
poczatkowych elementu tréjkatnego, a szczegdlnie zastosowania tam
catkowania numerycznego. Nalezy zauwazyé, Ze sposéb dyskretyzacji
podany w tabeli 2¢ ma tutaj znacznie mniejszy wplyw na doktadnosé
otrzymanej wartosci obcigZenia krytycznego niz w przypadku piyty
cienkiej (przyktad 10.2).
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Tabela &4

Wartos$é obciazenia krytycznego piyty kwadratowej trdjwarstwo-
wej Sciskanej sitg réwmomiernie rozZoZzona w zaleznosci od
sposobu dyskretyzac]ji

Elementy trdéjkatne
Dyskretyzacja Pyps [N/m] Bzad [%]
2x2 a) 155217 143
b x4 a) 72245 13
8 x8 a) 65665 2,76
c) 66260 3,69
Dok*adnie 63901 -

Przyktad 10.5.

Piyta prostokgtna tréjwarstwowa swobodnie podparta na brzegu
zewnetrznym obcigzona sitg Sciskajgca rdéwmomiernie roztozonag na
brzegach %, =0 i x, =1, o intensywnosci p_ (rys.11).

Celem obliczen jest zbadanie elementu trdjwarstwowego dla rdznych
wartosci parametru sprezysto-geometrycznego "k" piyty trdjwarstwowej
2

v -B.C
(10.5)

~
i
11

Obliczenia przeprowadzono dla piyty tréjwarstwowe], ktdérej warstwy
sg izotropowe o nastepujacych parametrach fizycznych 1 geometrycz-
nych:

t = 0,001 m 2¢ = 0,006 m

E = 70600 MPa Vg = O

v = 0,3 11=O,2m
1, =0,3m

W tabell 5 przedstawiono wartosci moduiu sprezystosci poprzeczne]
rdzenia Gc dla badanych plyt trdéjwarstwowych oraz vdpowiadajace
mu wartodci parametru k 1 ¢ Ec/t E. Rdzenie o takich parametrach
mozemy zaliczyé do miekkich [95] (por. rozdz. 2.2).



Tabela 5

Wartoscl modutu sprezystosci postaclowej rdzenia oraz wspétczynniki
sprezysto-geometryczne piyty tréjwarstwowej przyjete do obliczen

G, [MPa]|1344,5| 672 336 168 96 67,2 - 57,4

-

x |o,ou27|0,0854 | 0,171 | 0,342 ! 0,598 | 0,8546 1,0

cB_/tk |0,1143]0,0571 {0,0286 ‘ 0,0143 | 0,0082 | 0,0057 | 0,0049

W tabeli 6 przedstawiono wyniki otrzymane MES przy zastosowaniu elew

mentu prostokatnego (z dyskretyzacja oparta na siatce 8 x 8), ktére

pordwmano z wynikami otrzymanymi:

T. metodg Ritza wg wzordw (10.3) i (10.4) bez uwzglednienia sztyw-
noscl na zginanie okladzin (D = 0),
IT, j.w. przy uwzglednieniu sztywnosci na zginanie ok}adzin

(0 £ 0), |

III, metodg przedstawionag w pracy [84], gdzie uwzglednia sic wpiyw
poprzecznej sScisliwosci rdzenia.

Jak wida¢ bxad wartosci otrzymanych MES nie przekracza 2,3%,
‘dla szerokiego przedzialu zmiennosci parametru k. Ponadto uzyskano
pelng zgodnosé postaci wyboczenia. Pordéwnanie z pracg [84] pokazuje,
ze wplyw Scisliwosci rdzenia dla takich parametréw piyty Jjest pomi=-
Jalny.

Dla parametru k Dbliskiego jednosci bkad wynikajacy z pominiecia
sztywnosci gietneJj ok*adzin przekracza 7%.

Przyk*ad 10.6,

Ptyta prostokgtna tréjwarstwowa swobodnie podparta na brzegach
Xy = 0y X5 = 1 (pozostaXe brzegi sg swobodne) jest Sciskana sila
réwnomiernie rozlozong jak na rys.11.
\lyznaczyé obcigzenie krytyczne i pordwnadé z wynikami doswiadczalnymi
i teoretycznymi przedstawionymi w pracy [84].
Parametry fizyczne i geometryczne pilyty sa nastépujace:

t = 0,0005 m 2¢
E = 68694,79 MPa ¢

0,003; 0,005; 0,010; 0,015 m
25 ’ 162 T"ﬁja

c



Vartosci obcizzenia krytycznego piyty prostokatne] trdéjwarstwowej Sci

S

Treme 3
e

s a
sitg réwm

otrzymane metods Ritza, wg [84] oraz metods elementdw skoriczonych dla rdinych wartodci parametru
sprezysto=geometrycznego k
metoda Ritza (D=0)|metoda Ritza (D£0)| [84] (D40) |uES (8x8),(DA0) |, 1y 17
IV _II | ) S
- , “hr ~lor Px *krl
8 5 111 Iv 1I 11
k Pyr ny n, Pxr ny n, Per |n, n, Pxr N, 0, Pyr Prr
[kN/i] [xN/m] [k/m] [x17/m] x100% %1005
0,0427 1820 |1 | 2 1835 |1 | 2 [ 1832 |1 ]2 | 0,76
0,0854 1645 |1 | 2 1659 |1 | 2 | 1658 |1 |2 | 1696 1 |2 2,23 0,8k
0,1710 1580 | 1 2 1394 1 2 11393 |1 |2 | 1420 112 1,87 1,00
0,3420 1044 | 1 2 1058 1 2 | 1057 |1 12 | 1072 112 1432 Tyd2
0,5980 734 | 1 3 754 1 3 753 |1 |3 768 113 1,86 2,65
0,8546 546 | 1 5 576 1 3 575 |1 |3 583 113 1,22 bie
1,0 Leg |1 >30 506 1 4 50511 |& 7431

¢8
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Yy =0,53
0,185 m
0,285 m

))c = 0’17

-
Il

Rozwigzanie

Il obliczeniach metoda elementdw skoriczonych zastosowano element
prostokgtny tréjwarstwowy opisany w rozdz.7.2.
Wyniki przedstawiono w tab.7 1 na rys.12 dla symetrycznej i asymetrycz:
nej postaci wyboczenia wzgledem poziomej osi symetrii (rys.11), przy
dyskretyzacjl opartej na ciatce (8 x 12).
I/ celu pordwnania przedstawiono wyniki uzyskane z dodwiadczenia [84].
Vartosdé Pq Jest Srednig arytmetyczng obcigZzenia krytycznego z
s erii pomiardéw, a 6% Jjest odchyleniem standardowym.

Tabela 7

Wartosci obcigZenia krytycznego piyty prostokatnej trdjwarstwowej

$ciskanej sitg réwnomiernie rozozong otrzymane w doswiadezeniach

i teoretycznie wg [84] oraz metoda elementdw skoriczonych dla rdéznych
wartosci gruboséci rdzenia 2c

[84] MES (8 x 12)
26 doéwiaéczenie teoria Sym. asym,
Pq 6% Dy Pgq 1

m kN/m kN/m kN/m KN/m kN/m
0,003 26,514 343 23,120 22,350 55,023
0,005 53,759 2,9 49,580 | 48,032 99,861
0,010 125,886 13,6 136,969 | 132,860 219,528
0,015 217,284 | 26,6 240,372 | 233,506 | 342,670
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Rys.12. Wykres obcigzenia krytycznego pkyty prostokagtnej tréjwarstwo-
wej éciskanej sila réwnomiernie rozozona w zaleznosci od
grubosci rdzenia 2c:

1 - z doswiadczenia [84],
2 - z teorii [84],
A - MES (8 x 12)

Przyktad 10.7.

Plyta prostokgtna cienka z otworem kwadratowym (rys.13) jest ob-

cigzona silg Sciskajgcq réwvmomiernie roztoZong na brzegach X, = 0

i X, = 12 o intensywnoéci Py = 1 k¥N/m. Parametry fizyezne i geomete
ryczne 83 nastepujace:
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Rys.13., Piyta prostokatna z kwadratowym otworem obcigzona sig
Sciskajaca réwnomiernie rozozong, z przyJjetym sposobem

dyskretyzacji (16 x 24)

t = 0,001 m 14 =0,2m
E = 70534 MPa 12 = 0,3 m

Rozwigzaé dwuwymiarowe zadanie teorii sprgzystosci oraz obliczyé
obcigZenie krytyczne dla piyty swobodnie podpartej na brzegu zew=-

netrznym (brzeg wewvngtrzny swobodny).



Rozwigzanie

Dvuwymiarowe zadanie rozwigzano metodg elementdw skoiriczonych
przy zastosowaniu elementu prostokatnego opisanego w rozdz.7.1
z 12 stopniami swobody. Ze wzgledu na symetrig uwzgledniono tylko
1/ cze¢sé plyty pokazang na rys.13. Otrzymane wyniki przedstawiono
na wykresach skladowych stanu naprezenia Nmﬁ w wybranych przekro=-
jach piyty (rys.14) oraz (tab.8). Obliczenia przeprowadzono przy
réznej gestosci podzialu piyty, opartej na siatkach (4 x 6), (8 x 12)
i (16 x 24), Dla poréwnania przedstawiono wyniki otrzymane metoda
réznic skoiczonych [19] przy siatce (24 x 36), dla sktadowych Ngq
i N,, 1 przy siatce (8 x 12) dla = Nqoe
Viidaé wyraZna zgodnosé charakteru zmian odpowilednich sk*adowych
stanu napr¢zenia, a istniejace rdéznice ilosciowe wynikaja ze stosun=-
kowo grubego podziatu obszaru na elementy. PeXny obraz rozk}adu
napre¢zenl przedstawiono w postaci plandw warstwicowych (zob. plany
warstwicowe rys.26 w zakl,),

Obcigzenie krytyczne obliczono MES przy zastosowaniu elementu
piytowego prostokgtnego (por. rozdz.7.2). Ze wzgledu na symetrie
rozwazano 1/4 czgéé plyty badajac symetryczne i asymetryczne posta=-
cle wyboczenia wzgledem poziomej osi symetrii. Wyniki obliczen obcig-
2enia krytycznego dla obu postaci wyboczenia przy réznym stopniu
zageszczenia podziatu przedstawiono w tab. 9.

Wartosé minimalng obcigzZenia krytycznego otrzymano dla asymet-
rycznej postaci wyboczenia (por. plan warstwicowy rys.33 w zal.),
tzn., podobnie jak dla piyty bez otworu (por. przyktad 10.1).

Wspétczynnik k* oznacza stosunek obcigzenia krytycznego dla
piyty z otworem obliczonego metods elementdw skoriczonych (pEES)
do obcigzenia krytycznego dla piyty bez otworu obliczonego wg wzoru
1041 (pﬁg). lartosé tego wspdiczynnika otrzymana MRS [19] tab.9
rézni sie o okoro 1,2%. Wyniki obliczenr tego typu plyt przedstawiono
réwniez w pracach [69, 72], gdzie dla tych samych parametréw otrzy-
mano k" = 0,667, Réznica okolo 12-15 % wynika stad, Ze w oblicze-
niach wg modelu cigglego (por. rozdz.2.1) piyty z otworem nie uwzgled-
nia sie niejednorodnosci dokrytycznego stanu naprezeri. Sposéb ten nie
pozwala miegdzy innymi uchwycié lokalnego charakteru wyboczenia piyty
z otworem,
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Rys.14, Wykresy parametru naprezen jednostkowych Nd’,‘/p0 w wybra-
nych przekrojach plyty prostokatnej z otworen:
1 - MRS (24 x 36) [19],
2 - MES (16 x 24),

A - MES (8 x 12) element trdéjkatny (patrz uwaga pod tabela
8a i 8c)
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Tabela 8a

Jlartosci parametru naprezer Jjednostkowych Nd[%/po w wybranych prze-
krojach rys.14 otrzymanych MES i MRS przy rdznych sposobach dyskrety-

zacJji
e | 111/ \
wezla MES MES MRS [19] :
el,troéjkd element prostokatny siatka kwadratowa
j 8 xh22 | 6x6]3x12 [16x20] 8 x 12 |16 x 24|24 x 36

“25 | o,2866 | 0,1386| 0,0395 |-0,1839 | 0,346 0%

% | = " - [0,3000 | - 0,475 |

13 0,3110 - | 0,1973 | 0,2661 | 0,284

52 - - - | 0,1358 -

61 0,0121 |~0,06282(-0,00088| 0,0138 | 0,015

70 - - - |~0,0977 -

79 | =0,2124 - |-0,1971 |-0,1082 |~0,235’

88 - - - |-0,2891 -

97 ~0,4119 |=0,3452 |=0,3677 |=0,3732 [=0,473 ~0,560

29 | 0,7893 | 0,7658 | 1,283 | 1,360 | 1,468 | 1,715 | 1,751 |

38 - - 00,7675 -

47 0,2008 - | 0,2595 | 0,3468 | 0,375

56 = - 0,0692 =

65 | =0,1886 |-0,06128|=0,120L |=0,1171 |=0,123

74 - - | ~0,2661] =

83 | =0,5501 - |~0,3690 |-0,4180 |~-0,480
N - -C,6100 | -

101 | =0,8351 |=0,5019 | =0,7743 |-0,8936 |=1,014 |=1,187 | =1,230

*)w punkcie katowym nie podano napre¢zZzenia N,H1l lecz wartosé punktu
przylegtego, gdyz w punkcie kgtowym napr.

Nqq

szybko maleje [19]



Tabela 8b

. Noo/Pg
wezla MES MES MRS [19]
el,trdjk. element prostokatny siatka kwadratowa
8x12 | 4x6 |8x12 |16 x 24| 8 x 12 |16 x 24|24 x 36
1 -1,295 | =1,375 | =1,336 | -1,363 | =1,356 |=1,202 |-1,169
2 E - # -1,680 i T
T3 | 1,716 - -1,965 l-z,ooo -1,981
T | - - - ‘-2,32a -

5 -2,390 | =2,776 | =2,641 5—2,611 -2,682 |-2,799 |-2,819
21 =1,579 | =1,407 | =1,486 | =1,491 | =1,475 |=1,450 |=1,446
22 - - - -1,635 -

23 -1,888 - -1,759 | =1,803 | -1,862

ol - - - | ~2,059 -

25 -1,794 | -1,655 | =1,988 | -2,416 | -2,800 | 3,292 |-3,651
57 -1,392 | =1,344 | =1,419 | -1,463 | -1,405 -1,499
58 - - - | =1,384 -

59 1,255 - -1,515 | =1,318 | =1,303

60 - - - -1,213 -

61 -1,006 | =1,101 | =1,063 | =1,044 | =1,053

62 - - - -0,840 -

63 -0,687 - -0,668 | =0,664 | =0,668

64 - - - ~0,557 - '

65 -0,648 | =0,531 | =0,531 | ~0,524 | =0,545 ~0,507




Tabela 8¢
Nyo/Pg
e MES MES MRS [19] ¥
wezla el,trdjkatny element prostokatny siatka kwadrat.
! 8.x 12 4hx6 | 8x12 | 16 x 24 8 x 12
| 21 0,0958 -0,378 | =0,394 | =0,397 -
| 22 - - - | -0,386 0,0547
| 23 ~0,0203 s 0,480 | =0,462 " o
ol - - - ~0,709 -0,141
o5 | -0,286 ~0,826 | =1,196 | =1,653 .
34 - - - j -1,085 -0,347
43 -0,382 - -0,763 | ~0,725 -
52 - - - -0,674 =0, 421
61 -0,362 -0,479 | ~0,487 | -0,581 -
70 - - - -0,523 ~0,346
79 -0,246 - - =0,481 -0,478 -
88 - - - ~0,492 ~0,183
97 -0, 184 -0,0697 | =0,222 | =0,316 -

) w cytowanej pracy nie podano naprezen N12/p0, wartosci podane
tutaj w tablicy autor obliczyX na podstawie funkcji naprezen,
ktéra podano w pracy [19] jedymie dla siatki (8 x 12)



Tabela 9

Wartosci obcigZenia krytycznego dla symetrycznej i asymetrycznej
postaci wyboczenia pXyty prostokatnej cienkiej z kwadratowym otworem
w zaleznosci od sposobu dyskretyzacji

Dyskre= | _ BYMs 85y K
oMES ME VS
tyzacja | Pp® v _ plBS pbo [P | 1"“33/P1 MRS [19]
o TN—,——Im kr kr INTTIII £ )
I ¥ b 3669 0,5 0 3827 05,5575
8 x 12 | 4751 0,687 LOLY 0,585 ,578
16 % 24 L7746 0,686 L4122 0,596
PE? = 6917 N/m wg wzoru 10,1 dla n, = 1 n, = 2

Przyktad 10.8.

Piyta kwadratowa jednowarstwowa cienka (l1 = 12) jest obcigzona
sitg Sciskajaca:
a) révmomiernie roz¥oZong na brzegach X, = 0 i Xy = 12 lub
b) zapevmiajacg réwnomierne przemieszczenie obcigzonych brzegdw.
i/ drodku plyty znajduje sie koXowy otwdér o drednicy 2R/1 = 0,2 ,
0,4 , 0,6 (rys.15). Rozwigzadé ptaski stan naprezeil oraz obliczyé
obcigzenie krytyczne piyty swobodnie podpartej (E = 70,6 103 MPa,
V=0,3, t=0001m 1=1mR=20; 0,13 0,2; 0,3 m ),

Dyskretyzacjq przeprowadzono tak jek pokazuje rys.16 (por. [33]).
Rozk}ad naprezen lﬂaﬂ w obszarze piyty przedstawliono na planach
warstwicowych odpowiednio
a) rys. 27«29, zatgeznik
b) rys. 30-32, zaacznik,
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Rys.15. Piyta kwadratowa z kolowym otworem obcigZona siia
Sciskajacg rdévmomiernie rozlozong
A - obszar piyty przyjety do obliczen

Na rys.17, w tabeli 10 przedstawiono wartosci parametru napreze-
nia N:n = Nm/p0 odniesione do obcigzenia zewnetrznego w przekro-
jach symetrii piyty dla przypadku a) i na rys.18, w tabeli 11
dla przypadku b), W obliczeniach zastosowano element trdjkatny
przedstawiony w rozdziale 8.



a. bez olworu

c. 2R/L=0,4

o8

b 2R/1=0,2

d. 2R/L=0,6

Rys.16. Sposdéb dyskretyzacji piyty kwadratowej z koXowym otworem
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Tabe

1 a 10

lartoscli parametru naprezer jednostkowych N;; = Nﬁp/po w przekro-
Jach symetrii rys.17 dla pityty kwadratowe] z koXowym otworem obcigzoe

neJ sitag sciskajaca réwnmomiernie roztoZzong
mmuwnﬂﬂéﬁ}ifzno,a 2R/1 = 0,4 2rR/1 = 0,6
wgﬁla Iy Moo wggza P | Nyn wqgga oy | Noy
1 -1,0224 | 1 -0,8931] 1 -0,3158
"_:fw'“hM“ﬂ-m-“:]:1296 6 ~1,1730| 2 -2,0355
BN "~-1,3h28 11 -1,6074| 3 ':Z:B?EEf
16 | "1-1,0151| 16 ~2,4671| &4 ~6,8210
21 -2,6920( 21 ~3,5672
5 |=0,08185|=0,9730| 5 |=0,5267|-0,9881| 25 |[=2,0282(~0,9716
10 |-0,02286|-0,8780| 10 [=0,2642(-0,8951| 26 |=0,2805|=0,6732
15 0,04166|=0,6456| 15 0,05451=0,6535| 27 1,9853“:6,2599
20 _Eﬁsooz ~0,3082| 20 0,6179(=0,3072| 28 3,9842|=0,%233
25 0,6672 [=0,1941| 25 1,2921|=0,2323

Naprezenia w wezlach przyjeto jako srednig arytmetyczng wartosci

naprezen z elementdw przylegajacych do danego wezta,

llartosé parametru obciaZzenia krytycznego dla piyty z otworem do
wartodci parametru obcigZzenia krytycznego dla plyty bez otworu

k

= Ckr/Lkr

bo

przedstawiono w tabeli 12 i1 13 oraz na wykresach

1rys.19 i 20 odpowiednio dla przypadku obcigZenia a i b. Dla pordw=-
nania przedstawiono wyniki otrzymane w pracach [39, 43, 45, 48, 57,
78, 87, 102]. Dla przypadku b) calkowite obcigZenie zewnetrzne

obliczono wg wzoru:

L

P =] Plxplax,

0

(10.6)

gdzie: p(x1) jest obcigzeniem roziozonym zapewniajacym révmomierne
przemieszczenie obcigzonych brzegdw.
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Rys.17. Vlykres parametru naprezer jednostkowych N;ﬁ = N,‘(,/p0
dla piyty kwadratowej z koXowym otworem 2R/l = 0,2; O,4; 0,6
obcigZone) sita Sciskajaca réwvmomiernie roztozong



Wartosci parametru naprezern jednostkowych
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x
T
1\;\‘,‘ =

Tabela

11

T ~1 e
kxﬁ/po w przekro

Jach symetrii rys.18 dla piyty kwadratowej z koXowym otworem obcig-
zoneJ sila Sciskajaca zapewniajgcg rdéwnomierne przemieszczenie

obcigzonych brzegdw

2n/1 = 0,2 2R/1 = 0,4 2R/l = 0,6
wqua N{1 M£2 wqgga N;& Né% wqgga N{1 Néé
R 1,0676| 1 =1,2503| 1 -1,7646
5 @ 11,1201 6 -1,3608| 2 1=2,2506
11 1,3048| 11 -1,5639| 3 =3,1164
16 1,8348| 16 -2,1082| 4 -/ ,0706
21 2,5649| 21 -2,8878 '

5 |=0,0400|=0,9014| 5 |=0,1306 |=0,6918| 25 [=0,1914|=0,1104
10 |=0,0364|=0,8138| 10 |-0,0935 |=-0,5672| 26 |=0,0679|=0,0151
15 0,0011 [=0,6091| 15 [=0,0253 |=0,4201| 27 0,2002| 0,0067
20 0,2228[=0,2953| 20 0,2131 |=0,2011| 28 0,4962|=0,0108
25 0,5449|-0,1866| 25 0,54884|=0,1437

Réznice w parametrze obcigZzenia k* w pordwvmaniu z pracami [39, 78]

dla obu przypadkdéw obcigzenia wynoszg maksymalnie okolo

15%.

Dla plyty bez otworu réznica ta wynika ze stosunkowo niekorzystnego
podziatu na elementy (por. tabela 2), a dla piyty z otworem z powodu

grubego podzialu na elementy.

Ksztalt piyty po wyboczeniu (por. plany warstwicowe rys.34, 35,
zat.) zblizony jest do Jjednej pdifali w kierunku osi xy 1
Wl okolicy otworu moZzna dodatkowo zaobserwowaé charakterystyczne

pofalowanie piyty.

X2.
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Rys.18c.

Rys.18. \lykres parametru naprezen jednostkowych N:h = NmB/p0
dla ptyty kwadratowej z koXowym otworem 2R/1 = 0,2, 0,4, 0,6
obciazonej sita Sciskajacg zapewniajgcg réwnomierne
przemieszczenie obcigZzonych brzegdw



k

1,0 P =

0,93¢——

0,8

0,7}

0,5

Rys.19, Wykres parametru obciazenia krytycznego k* = pkr/pﬁg
w funkeji parametru wielkosci otworu przy obecigZzeniu piyty
sita Sciskajaca révmomiernie roztozonag.
Teoretycznie: 1 - [48], 2 - [43], 3 - [39], 4 - [78],
5 - [87], 6 = [45],
x - autor, dodwladczalnie: o - [43], O - [57], a=- [102]
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0, 9%
I X
0,7
0,6 L
) 0,1 0,2 0,3 0,4

Rys.20, lykres parametru obcigzenia krytycznego k* = pkr/p

Q5. 0,6 ZRVZ{

bo
kr

w funkeji parametru wielkos$ci otworu przy obeiaZeniu piyty
sita Sciskajaca zapewniajgcg révmomierne przemieszczenie

obcigZzonych brzegdvr:

1 = [39]! r2 - [78]!

X = autor



abela 12

- b : g om ¢ o B o B o e
Jartosci parametru obcizzenia lkrytycznego k  w zaleznosci od wielkosci otworu otrzymane
MES oraz wg 78] i [39] przy obciazeniu pZyty sitas Sciskajaca rdévmomiernie rozZozong

Sy, asym. :
. kY | k*[78]- k7, k* |k"[39]- k..
2rR/1 1ES ¥ _ JMES,.bo MES |, &_ ~MES,~bo - e Ok
Coro | &K'= O /O% | O [*- Cee /i (78] x* [78] |[39]| x* [39]
x 1005 x 1008
0 3,59 0,90 5,78 1,4l 1,0 10,0 1,0 10,0
02 3,23 0,82 5,39 1,47 0,92 10,9 0,95 13,7
0,4 3,02 0,76 5,66 1,42 0,76 0,0 0,84 9,5
r—— - ——
0,6 2,97 0,74 ‘!P,BS 1’09 0,6‘!1‘ 1536 0,77 3,9

1}

Cig b dla n, =1 (wg wzoru 10.1)

bo -
Ckr = 6,25 dla n, = 2

601




Tabela 13

ci otworu otrzymane MES
&
{

3 i ; * e s
Wartosci parametru obcizzenia krytycznego k= w zaleznosci o

dla symetrycznej i asymetrycznej postzci wyboczenia oraz wg |

sita Sciskajaca zapewniajzca rdéwnomiernme przemieszczenie obcigzonych brzegdw

&

przy cbcizzeniu piyty
&

sym, asyme. .
¥ ¥ ~ 1 * P _,"
2:/1 | ES ;b fantal .- 1S ;.1 g ‘ [7O]-r{min « ‘1':““"""'""""'"""‘[39] Lmin

Gh Rt Be0 1ot el eyeX | [98] x* [78] |[39] k* [39]

x 100% x 100%
0 3,59 0,90 5578 1,45 1,0 10,0 1,0 10,0
0,2 3,34 0,84 6,05 | 1,52 0,93 14,3 0,95 11,6
0,4 3,31 0,83 6,32 1,60 0,97 1 0,90 7,8
0,6 4y 15 1,04 6,30 1,58 1,16 10,3 1,20 13,3

Dla przypadku b) obcigzenie obliczano wg wzoru (10.6).

oLl
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11, PRZYKEADY OBLICZEN STATECZNOSCI SPREZYSTEJ PLYT
TROJWARSTWOWYCH Z OTVORIEM METODA ELEMENTOW SKOMCZONYCH

Przyktad 11.1.

Pryta tréjwarstwowa prostokatna (12/11 = 3/2) z otworem kwadra-
jest obcigzona silty révmomiernie rozloZong na brzegach

X, = 12 (rys.13), wolno podparta na zewnetrznym brzegu,
Ylasnosci fizyczne i geometryczne warstw jak w przyktadzie 10,3

i 10,7. Obliczyé obcigzenie krytyczne i zbadaé postaé wyboczenia,

towyn
Xy = ) 4

lRozwigzanie

W/ obliczeniach zastosowano element tréjwarstwowy prostokatny
opisany w rozdziale 7. NieJjednorodny dokrytyczny stan naprezen
przyjeto taki, Jaki otrzymano w przykiadzie 10,7,

Ze wzgledu na symetrie w obliczeniach uwzgledniono tylko 1/4 czesé
pilyty, analizujgc symetryczne i asymetryczne postacie wyboczenia
wzgledem poziomej osi symetrii, Przyjeto symetryczng postadé wybocze-
nia wzgledem pionowej osi symetrii,

| Tabela 14
Vlartosci obcigzen krytycznych Sciskanej piyty trdéjwarstwowe] z

lewadratowym otworem Pip i bez otworu pﬁg
Yacoa | Pur W/a) P Wal| P
asym. sym, Sym. Pir
L x 6 197640 | 176950 591460 0,299
B o 12 163340 | 156370 600160 0,260

Obciazenie krytyczne analizowanej piyty przedstawiono w tabelil 1&
ktére pordwmano z obcigzeniem krytycznym dla piyty bez otworu plcr
(por. przyklad 10.3, tabela 3) przy tej samej dyskretyzacji.

Postaé wyboczenia przedstawiono na planie warstwicowym rys.36, zai.,
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na ktérym widaé, Ze w wyboczeniu piyty tréjwarstwowe) bierze udziakx
w zasadzie tylko rejon w okolicy poziomej osi symetrii, Natomiast
pozostaly obszar, powyze] 1 ponizej otworu pozostaje niemal plaski.
Pordwnujige z postacia wyboczenia piyty Jednowarstwowej (plan warstwi-
cowy rysJ3, zat,) widaé, %e charakter wyboczenia obu piyt Jest
odmienny. I przypadku piyty Jednowarstwowej ma charakter globalny.

Przykiad 11,2

Plyta tréjwarstwowa prostokatna (1,/1, = 3/2) z otworem kwadrato-
wym jest obcigzona sita rdéwvmomiernie rozlozona na brzegach X, = 0
1 25 =1y (rys.13), wolno podparta na calym zewnetrznym brzegu.
w1as£0écihfizyczne i geometryczne warstw przyjeto jak w przykladzie
10.5. Celem obliczen jest zbadanie wpilywu parametru sprezysto-geomet-
rycznego k plyty tréjwarstwowsj na obciazenie krytyczne i pordwna=
nie z pracag [104], gdzie zadanie to rozwigzano MRSprzy siatce
(8 x 12).

Rozwigzanie

W obliczeniach zastosowano element tréjwarstwowy prostokatny
opisany w rozdziale 7. Niejednorodny dokrytyczny stan naprezen
rozwiazano w przykladzie 10.7. Dyskretyzacje piyty oparto na siatce
(8 x 12).

Tabela 15

Wartosci obcigzen krytycznych i postaé wyboczenia $ciskanej piyty
tréjwarstwowej z kwadratowym otworem dla réznych wartosci parametru
sprezysto=-geometrycznego k otrzymane MES i MRS

. MES (D # 0) : MRS [104] (D = 0)
: P . [kN/m] P /R0 P . . i b /pbo
asym. sym. sl o [xN/m] 1 2 kr! " kr
0,0854 898 938 0,529 830 1 1 0,480
0,1710 672 622 0,438 Gab 1 1 Oyl
0,3420 4Ok 366 0,341 420 1 2 0,385
0,5980 247 226 0,294 - 240 1 2 0,316
0,8546 167 164 0,281 190 1 | 2 0,345




3

1000 -

200 7

100 +

0 02 04 06 08 140

Nyse.21. 'lykres obciazen krytycznych w funkcji parametru sprezysto=-
geometrycznego k przy sciskaniu silg révmomiernie rozlozZong
4 - dla piyty trdjwarstwowej bez otworu otrzymany metoda Ritza,

2 = dla plyty trdjwarstwowej z kwadratowym otworem otrzymany

MRS [ 104

x - yyniki otrzymane przez.autora !MES przy siatce podzialu

(8 x 12)y (N5 o oonncza 11048 péifal w kierunku osi xp,

oy 2
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Wyniki obliczen obeciaZenia krytycznego dla symetrycznej i asymet-
rycznej postaci wyboczenia wzgledem poziomej osi symetrii przedsta-
wiono w tabeli 15 i na rys.21, gdzie dla pordwnania przedstawiono
wyniki z pracy [104]. Maksymalna réznica wynikéw miedzy obu metodami
nie przekracza 14%. (Warto$ci podane w tabeli 15 dla MRS odczytano
z wykresu zamieszczonego w pracy [104], gdzie 1 mm odpowiada
95 kil/m).

Przyklad 11,3,

Plyta tréjwarstwowa kwadratowa (12 = 11 = 1) z centralnie roz-
mieszczonym otworem koXowym o sSrednicy 2R/l = 0,2, 0,4 1 0,6
(rys.1%) obciaZonas
a) sily réwnomiernie rozXozong na brzegach Xy = 0 1 Xy = 1,

Tub
b) sita rozozong w sposdéb zapewniaj
obcigZzonych brzegdw (tzn. vymusze

acy réwnomierne przemieszczenie
nie kinematyczne).

Parametry fizyczne i geometryczne warstw przyjeto jak w przykia-
dzie 10,4, Obliczyé obclaZenie krytyczne Sciskajace plyte swobodnie
podpartg na catym brzegu zewngtrznym [16].

Rozwigzanie

W obliczeniach MES zastosowano element tréjkatny tréJjwarstwowy
opisany w rozdziale 8. Dyskretyzacje obszaru piyty przedstawioho na
rys.16. Niejednorodny dokrytyczny stan naprezen rozwigzano w przy-
k tadzie 10.8. Ze wzgledu na symetrie w obliczeniach uwzgledniono
tylko 1/4 czesé piyty. Analizowano symetryczne i asymetryczne posta=-
cie wyboczenia wzgledem poziomeJ osi symetrii.
yyniki obliczeA obciazenia krytycznego oraz pordwnanie z obcigZeniem
krytycznym dla pityty bez otworu (pﬁg = 63901 N/m dla ng =n, = 1
wg wzordw 10,3 i 10.4) przedstawiono w tabeli 16 oraz na rys.22 1 23
dla obu postacli wyboczenia odpowiednio dla pierwszego i drugiego
przypadku obcigzenia. DokZadnie postaé wyboczenla przedstawiono na
planach warstwicowych odpowiednio rys.37 i 28 w zaXl, Pordwnujac z
postacig wyboczenia piyty Jednowarstwowe] tutaj nie obserwuje sig
pofalowania powierzclni w okolicy otworu., Jak widaé na rys.22, 23
dla otworu 2R/l x 0,6 nastepuje zmiana postaci wyboczenia z symet-
rycznej na asymetryczng,



Tabela 16

Wartoéci obciazen krytycznych Sciskanej piyly tréjwarstwowej z koXowym otworem w
zaleznodci od wielkos$ci otworu dla symetrycznej i asymetrycznej postaci wyboczenia

a) obciazenie kinetyczne b) obcigZzenie kinematyczne

Sym. ) asym, sym, asym.
Sk Pre | GMES /pbo | B | Es /p00 P | pMES /600 pIES pHES /pbo
[I/m] kr /" kr [%/a] Pyr [17/m] kr [ /JJ kr /" kr
0 662690 1,037 88144 1,364 65260 | 1,037 87144 1,364
0,2 56827 0,936 81675 1,278 60961 0,953 84110 1,316
0,4 51680 0,809 61600 0,964 56775 | 0,888 71057 Tell2
0,6 L4556 0,697 L2423 0,664 63527 | 0,994 61518 | = 0,953

GLL
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Rys.22. \lykres parametru obciazenia krytycznego Pgis/pﬁg Ritz

w funkcji parametru wielkodeci otworu dla postaci wyboczenia

1 - symetrycznej wzgledem osi X4 : X5

2 = asymetrycznel wzgledem osi 24 i symetrycznej wzgledem
osi x, przy obcigzeniu piyty sitg dciskajgca rdévmomiers
nie roztozong
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Rys.23. Yykres parametru obcigzenia krytycznego PEES/PbO Ritz

w funkcji parametru wielkosci otworu dla postaci wybocze=-.

nia :

1 - symetrycznej wzgledem osi x, 1 x,,

2 = asymetrycznej wzgledem osi X4 i symetrycznej wzgledem
osi x, przy obciazeniu piyty tréjwarstwowe] sitg
Sciskajaca zapewniaja rdéwnomierne przemieszczenie
obcigzonych brzegdw
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12, ANALIZA DOKEADNOSCI I WNIOSKI

W pracy przedstawiono analize zlinearyzowanego, bifurkacyjnego
problemu statecznosci sprezystej niejednospdéjnych prostokatnych
plyt tréjwarstwowych metoda elementdw skoriczonych. Rozwazania ograni-
czono Jjedynie do piyt tréjwarstwowych cienkich z miekkim rdzeniem,
ZaXozono, Ze material warstw Jjest liniowo-sprezysty do momentu
utraty statecznosci, tzn. nie uwzgledniono na przyklad uplastycznie=
nia materiaiu w miejscach znacznych koncentracji naprezen oraz nie-
liniowosci fizycznej materiazu warstw,

Nie uwzgledniono révmieZz nieliniowodci odksztaXcen w plaskim stanie
napre¢zen, ktdra moze mieé istotne znaczenie w pewnych przypadkach
[85]. Dla niektdrych materiaXéw stosowanych na rdzenie istotne zna-
czenie mogg mieé réwniez zjawiska reologiczne [84], ktérych tutaj

nie analizowano., Ponadto zaloZono, Ze piyta Jjest idealnie pXaska

do momentu utraty statecznodci, W rzeczywistych konstrukcjach zawsze
istnieja pewvne niedokXadnodci ksztaZtu niejednorodnos$ci materiaiu,
ktére w istotny sposéb moga wpiynaé na nodnoéé danego elementu [15].
Dopiero analiza nieliniowa tal pod wzglgdem fizycznym Jak 1 geometrycz-
rym konstrukcji z imperfekcjami, z mozliwoscig uplastycznienia materia-
1u warstw pozwolilaby dokXadniej opisaé powyzsze zjawiska,

Dlatego przedstawiony zlinearyzowany problem statecznosci moZe mied
zastosowanie tylko wtedy, gdy efekty te nie wystepujg lub wpiyw ich
na ostateczny wynik jest niewielki., W przeciwnym wypadku otrzymany
wynik obarczony Jjest bXedem i moze byc¢ jedynie oszacowaniem rzeczy=
wistej wartosci.

Dokadnos$é metody elementdéw skoriczonych, Jak wiadomo, zalezy od
funkecji aproksymujacych przemieszczenia wewnatrz elementu (tzw.
funkecji ksztaXtu) oraz od stopnia zageszczenia podziatu na elementy.
Aby zbiezZznosé wynikdéw do dokladnych byZa zapewmiona przy zageszczaniu
podziatu funkcJje ksztattu musza speiniad odpowiednie kryteria zbies-
nosci [103].

Zagadnienie statecznosci niejednospdjnych piyt Jjest dwuetapowe
(por. rozdz. 2.1), z ktdérych kazdy rozwiazywany jest za pomoca od=-
miennych elementdw skoriczonych. Do plaskiego zadania teorii sprezystos-
ci zastosowano tréjkatne i czworokatne elementy dwuwymiarowe. Przy
zageszczaniu podzialu rozwligzanie pXaskizo problemu sprezystosci
przy zastosowaniu tego typu elementdw zdaza do 4cistego [103].
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Jednak na kazdym stopniu zageszczania otrzymuje sie rozwiazanie
przybliZzone, Dla caitego obszaru przemieszczenia i sily obliczone

58 z niedomiarem, lecz nie oznacza to, 2e Jest to sluszne dla

kazdego punktu obszaru [103] (por. réwmiez przyktad 10.7, tabela 8),
Napre¢zenia w weztach wyznaczono tutaj przez obliczenie wartosci
fredniej naprezen elementéw sasiadujacych z danym wezem. W przypadku
duzych gradientdw naprezen, przy stosunkowo grubym podziale na ele-
menty otrzymane wyniki moga znacznie odbiegad od rzeczywistych,

Wida¢ to wyraZnie w przyktadzie 10.7, rys.l4c, Ze zastosowana siatka
elementéw trdjkatnych jest zbyt rzadka.

Dolkkladnosé otrzymanych wymikdw mozemy okreslié pordwnujge wartosci
otrzymane z dwéch ostatnich stopni zageszczenia podziaiu,

Przy tym zbieznoéé monotoniczng otrzymamy wtedy, gdy siatka gesdcie-
sza powstaje na bazie siatki grubszej [103]. Bad otrzymanego rozkiadu
naprezed mozemy wyznaczyé lokalnie w dowolnym punkcie obszaru [tutaj

’ A
w vezle):

67 - 67|
9y = = 100% (12.1)

m
|65 |

lub globalnie, liczac érednie odchylenie kwadratowe wzgledne dla caleg
obszaru lub jego fragmentu

N -
L (67 - 67 T2
i=1 )
g ™ = | 100% (12.2)
o < 18
PIRGYE
i=1
gdzie:
m -~ stoplen zageszczenia podziaiu,

i = nr wezta siatki grubszej, (m = 1)-szej,, (i =1, n)
n - ilodé wezidw siatki grubszej w analizowanym obszarze,
5? - wartosé naprezenia w weZle "i" siatki gesciejszej "m",

1

6?“ - jew, dla siatki grubszej (m = 1)=szej,
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bla przykladu obliczono powyzsze biedy dla plyty prostokatnej =z
lkwadratowym otworem (por. przykiad 10.7). Pordvmano wyniki otrzymane
przy dyskretyzacji opartej na siatce (8 x 12) i (16 x 24) rys.24,
tabela 17).

Btad wyznaczony lokalnile w weZle wg wzoru (15.14) Jest bardzo
duzy szezegdlnie w okolicach punktdw naroinych oraz na brzegu wev-
netrznym 1 zewmegtrznym, Dlatego tez w celu dokradniejszego wyznacze-
ria rozldadu naprezen nalezaXoby w tych obszarach mocniej zagedcid
podzial na elementy. BXad wyznaczony za pomocg wzoru (12,1) nie
cowsze Jest dobrg miarg dokiadnodci np. gdy wartosciag dokXadng v
donym punkecic jest zero. I tak w weile 57 (tabela 17a) dla naproienia
prostopadlepo do krawedzi otrzymano bigd ¢ = 10775 chociaz naprg-
enle to dla siatki (16 x 24) niewiele rézni sie juz od zera, w pordu-
natiu z Jjednodcia.

"

93 95 97 99 101

75 77 79 g1 83

57 g9 61 63 65
Rys.24,

39 41 43 45 47 Fragment plyty prosto-
katnej z otworem
kwadratowym przyjety

21 23 25 27 29 do obliczeri z zaznaczong

: siatkg podziaZu
(16 x 24) i numerami

1 13 15 ; , weziéw pokrywajocymi
...... sie z weztami siatki
(8 x 12)
f 3 5 ' X,
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Tabela

17a

\‘artoici parametru napre¢zeri Jednostlkowych H,1/p° w wezlach siatki
(6 % 12) 1 (16 x 24) dla plyty prostokatnel z kwadratowym otworem

feiskane) sila rdvnomiermie rozloZona z podeniem rdinicy wzplednej

oblicrone] loknlnie i globalnie

. ;
te Hyq/Pg [:”;24"”121i |

Vs L " 3

“'lla Nyo MiZ4 % i34 1 (134)? (”131‘”111)2!
(8 x 12) (16 = 24) ! *100% ]

{mmmff'__ T 0,0708 | 0,002 i 93,7 0,001697 | 0,001490

| 3 0,012 | -0,0072 | = 272,2 0,000052 | 0,000334

‘1fM_nF:ﬁ:HEEF -0,00%6 | 5,7 0,001901 | 0,000655
{J"]]meuihmfﬁzfgﬁﬂh.m 0,020 b, 1 0,000660 | 0,06000%7 ]
| s |-o,0n0 | —0,0008 | 21 | o,000050 | o,000077
. 15 | 20,2768 | =0,0916 | 43h,h | 0,002683 | 0,000625 }

21 0,0317 | 0,0135 | 134,3 0,000102 | 0,000371

23 -0,0214 | =0,0465 | 54,0 0,002162 | 0,000620

25 0,0395 | =0,1839 121,5 0,033819 | 0,049908

27 0,9989 | 41,2859 22,4 1,656112 | 0,0829%4

29 1,2832 | 1,3600 5,65 1,849600 | 0,005898

39 0,0779 | 0,0177 340, 1 0,000313 | 0,003624

141 0,1687 | 0,1607 4,98 0,025824 | 0,0000Ch

43 0,1973 | 0,2661 25,9 0,070809 | 0,004733

45 0,2698 | 0,2599 3,8 0,067548 | 0,000003

47 0,2595 | 0,3468 25,2 0,120270 | 0,007621

57 0,0127 | =0,0013 | 1076,9 0,000002 | 0,000196

59 0,0248 | 0,0433 42,7 0,001875 | 0,000342

61 -0,0009 | ©,0138 106, 5 0,000190 | 0,000216

63 -0,0631 | =0,0777 18,8 0,006037 | 0,000213

65 -0,1204 | =0,1171 2,82 0,013712 | 0,000011

75 -0,0426 | =0,0161 1641, 6 0,000259 | 0,000702

7 -0,0818 | -0,0662 23,6 0,004382 | 0,000243

79 -0,1971 | ~0,1982 0,55 0,039283 .| 0,000001

81 -0,3145 | -0,3504 10,2 0,1227¢0 | 0,001289

63 -0,3690 | ~0,4180 11,7 0,174724 | 0,002401

o3 -0,0231 | 0,0335 169,0 0,001122 | 0,003204

o[ ~0,1078 -0,0352 206,3 0,001239 | 0,005271

97 | -0,3677 | -0,3731 1,45 | 0,139204 | 0,000029

9 -0,6547 | =0,7380 11,3 0,54h644 | 0,006939

101 ~0,7743 | -0,8936 13,4 0,798521 | 0,014232

;; 5,685222 | 0,244508

v—? 2,3844 0,4945
ey

g 20,7% !




Tabela 17b

Wartodcl parametru naprezend jednostkowych ;‘:22/130 w weziach siathkd

(4 x12) 1 (16 x 24) dla plyty prostokatnel z lovadratowym otworem

jciskanej silg réwnomiernie rozloZona z podaniem rézrnlcy wzpglecdne]
obliczonej lokalnie 1 globalnle

| e Naa/Py l“igz“”igzl
mE= N2 | Mz 52| (33207 (21350
\ 4 (8 x 12) [(16 x 24) | 21005
T -1,3357 | -1,3635 | 2,04 1,859132 |  0,000773
3 [ -1e06 |-2,0005 | 1,79 4,002000 |  0,001259
i' Ty | ~2,6000 | =2,6110 | 1,15 Vs,817321 0,0008304
[ 11 -1,3901 ; ~1,3752 | 1,08 1,891175 |  0,000222
13 -1,9111 | ~1,9435 | 1,67 3,777192 | 0,001050
15 ~2,9371 | =2,7308 | 7,55 7,457269 | 0,042560
o -1,4864 | =1,4910 0,31 2,223081| '0,000021
o3 -1,7589 | =1,8030 | 2,45 3,250809 0,001945
25 ~1,9877 | =2,4163 | 17,7 5,833506 |  0,183698
_"2',’ =0,0221 0,0617 } 135,8 0,003807 0,007022
29 0,0829 | 0,0643 | 20,9 0,004134 |  0,000346
39 -1,5175 | =1,6028 | 5532 2,563968 0,007276
41 -1,5192 | =1,5796 3,92 2,495136 |  0,003648
43 -1,2501 | =1,208% 2,14 1,459989 0,000666
L5 -0,3667 | -0,3384 8,36 0,114515 0,0008201
47 -0,2697 | -0,2061 30,9 0,042477 | 0,004045
57 -1,'{1159 =1,063% 3,04 2,141540 0,001930
59 -1,3154 | -1, 3181 0,205 1,757388 |  0,000007
61 21,0629 | -1,04441 1,80 1,090145 |  0,000353
63 | -0,6678 | ~0,6636 0,63 0,440365 [  0,000018
65 | =0,5313 | =0,5243 1,30 0,274890 | 0,000049
75 | =1,2187 | ~1,1953 1,87 1,471134 | 0,000502
"H_ _-_:1 21363 | =1,1194 1,51 1,253056 0,000286
79 -1,0152 | =1,0033 | 1,19 | 1,006611| 0,000142
T -a.'!,s:-':'»m -0, 07045 1,78 - | 0,764750}  0,000243
63 -0,7859 | -0,8182 3,95 0,669451 | 0,001043
93 -1,1027 | =1,0204 T2 1,059664 | © 0,005373
a5 -1,0578 | =1,0089 | 4,85 . 1,017879 | 0,002391
97 -1,0282 | =1,0115 1,65 | 1,023132| 0,000279
99 -1,0013 | =1,0154 1,30 | 1,031057 | 0,000199
101 -0,9853 | =1,0165 3,07 1,033272 | 0,000973
E; 59,779825 |  0,270094
(s 7,7317 0,5197
‘g 6,72%
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Tabtelasn

17c

VYartosci parametru navrgzen jednostkowych :HZ/PO w weziach siatkd

(2 x12) 1 (16 x 24)

dla

e

piyty prostokatnel z kwadratowym otworem

dciskaned sila rdwnomiernie rozioZona z podaniem réinicy wizgledne]

obliczonej lolkalnie 1 globalnie

~—

: i #2 2h3
e 5"‘%/p° 1_31%7;5121 0392 | o3 an2.2
i “1;: ”E%Q l“i121 L ez
(8 x 12) | (16 x 24) x100%
"1 | o,0000 | 0,0000 0 0 0
3 0,0000 0, 0000 0 0 o]
5 0,0000 0,0000 0 0 o
11 ~0,2337 |~0,2335 0,026 0,05452 0,00000
13 | =0,2605 |=~0,2665 2,25 0,07102 0, 00004
15 -0,0901 |=0,1920 53,1 0,03646 0,01033
21 -0,3943 |-0,%965 0,55 0,15721 0, 00000
T ZT;?JIJT" -0, 1616 4,07 0,21300 0, 00055
25 | =1,1964  |-1,6527 27,6 2,73142 | 0,20621
27 | -0,3672 |-0,4710 22,0 0,22184 | 0,01077
29 0,0000 | 0,0000 0 0 0
39 | =0,4277 |-0,4304 0,63 0,18524 | 0,00001
41 -0,5455 | =0,5653 3,50 0,31956 0,00039
43 |-0,7633 |-0,7248 2,74 0,61591 0,00046
45 | -0,6294 |-0,5614 12,1 0,31517 | 0,00462
[ W7 0,0000 | 0,0000° 0 0 0
57 | -0,3922 |-0,3646 7,57 0,13293 | 0,00076
59 |-0,5039 |-0,5193 2,97 0,26967 | 0,00024
61 -0,4859 |=0,5812 16,2 0,33779 0,00889
63 | =0,3425 |=0,3955 13,4 0,15642 | 0,00281
65 0,0000 0,0000 0 0 0
75 | =0,3525 |~0,3%225 9,30 0,10401 | 0,00090
77 | -0,4626 |-0,4514 2,48 0,203762| 0,000125
79 | -0,4806 |-0,4783 0,48 0,228771|  0,000005
3 =-0,3066 |~0,3120 1,73 0,007344 0,000029
03 0,0000 0,0000 (8] (4] (4]
93 | -0,2436 |-0,3127 22,1 0,097781| 0,004775
95 | =-0,2638 |=~0,3467 23,9 0,120201| 0,006872
97 |=0,2217 |=-0,3167 30,0 0,100299( 0,009025
99 | =0,1223 . |=0,1917 36,2 0,036749| 0,004816
101 0,0000 | 0,0000 o 0 0
2 6,807573|  0,274494
e 2,6091 0,5239
Q, 20,1%
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W przypadku badania globalnej postaci wyboczenia wydaje sie,
ze bardziej miarodajnym sposobem okredlenia dokadnos$ci rozkladu
naprezenn jest wartosé otrzymana wg wzoru (12.2). Dla naprezent
Sciskajgcych pokrywajacych sie z kierunkiem obciazenia biad ten
wynosi fp = 6,72%. Brak rozwiazania zamknietego dla tego przypadku
nie pozwala w sposdb bezwzgledny okreslié bizr otrzymanych wynikdw.
Do rozwigzania wlasciwego zadania statecznosci zastosowano, tzw.
niedostosowane elementy piytowe tréjkatne i prostokatne w odniesie-
niu do okladzin, Elementy te nie zapewniaja cigglosci odksztalcen
na krawedziach podzia*u, Jecdnak dokladnosé i zbiezno$é otrzymywanych
uynikdéw v obliczeniach pralktyecznych jest wystarczajaca [103]

(por. przyklady). '/ zagadnieniu statecznodci zbieznosé monotoniczna

otrzymujemy wtedy, gdy siatka gesciejsza powstaje na bazie siatki

grubszej oraz gdy postaé wyboczenia juz nie zmienia sie, Dopiero
wtedy mozemy pordwvnywaé wyniki. ostatnich dwéch stopni zageszczania
podziatu,

W przypadku obszaréw wielospdjnych, gdy w miare zageszczania
pojawiajg sie lokalne postacie wyboczenia nalezy stosunkowo gesto
dzielié¢ obszar na elementy. Podobnie nalezy postapié w przypadku
piyt trdjwarstwowych ze stosunkowo grubym miekkim rdzeniem (tzn. ze
wzrostem parametru k), gdzie podczas wyboczenia pojawia sie duza
ilosé pdifal,

W zwigzku z powyZzszym moZemy wysungé nastepujace wnioski:

-~ Opisany tréjwarstwowy element skorczony mozZe byé zastosowany do
obliczen ‘obcigzenia krytycznego niejednospdjnych cienkich piyt
tréjwarstwowych z miekkim rdzeniem (cEC/tE <0,1), przy nieobec-
nosci znacznych koncentracji napregzen.

- Il opisie elementu skonczonego uwzgledniono sztywnosé na zginanie
oktadzin, co ma istotne znaczenie w obliczeniach piyt tréjwarstwo=-
vych, ktérych parametr sprezysto-geometryczny "k" jest bliski
jednosci (por. tabela 6).

- 5poséb dyskretyzacji ma mniejszy wpiyw na wartosé obciazenia
krytycznepgo plyt tréjwarstwowych w poréwnaniu z pitytami cienkimi

jednowarstwowymi (por. tabels 1 z tabela 3 oraz tabele 2 z tabela 4).

- Przy zageszczaniu podzialu wyniki obcigzer krytycznych sg zbiezZne
dla elementu prostokatnego trdjwarstwowego od do?u, a dla elementu
tréjkatnego - od gdéry (por. tab.3 i tab.4).
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- Dla $ciskanej piyty trdjwarstwowej kwadratowej z kotowym otworem
przy wzroscie promienia otworu naste¢puje zmiana postaci wyboczenia
z symetrycznej na asymetryczng (przyki. 11.3).

- Ze wzrostem parametru sprezysto-geometrycznego piyty trdjwarstwo-
wej k postaé wyboczenia piyty prostokatnej z otworem kwadrato=
wym zmienia si¢ z typu globalnego na lokalny, (przyki. 11.2). _

= Doktadnodé otrzymywanych wynikdéw w pordvnaniu z rezultatami innych
metod teoretycznych dla ktdérych istniejq zamknigte rozwigzania
oraz v pordévmaniu z wynikami doswiadczalnymi okazala si¢ praktycz-
nie wystarczajaca (por. przykz. 10.3, 10.4, 10.5, 10.6).
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