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1. Wstep

W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC sktadki sa wyznaczane w dwdch eta-
pach. Pierwszy to obliczenie sktadki podstawowej na podstawie czynnikéw a prio-
ri (obserwowalnych czynnikdw ryzyka takich, jak np. rodzaj i rok produkcji samo-
chodu), drugi etap to taryfikacja a posteriori (historia szkodowosci kierowcy).

Praca dotyczy drugiego etapu, nazywanego systemem bonus-malus.

Systemem bonus-malus bgdziemy nazywaé metody wyznaczania indywidual-
nych skladek, uwzgledniajace liczbg szkéd spowodowanych przez kierowce w
przesztosci. W kazdym systemie bonus-malus musi by¢ ustalona klasa startowa, do
ktérej trafiaja ubezpieczeni bez historii szkodowosci, wektor stawek sktadki pod-
stawowej oraz zasady przej$¢ migdzy klasami.

W ubezpieczeniowym systemie bonus-malus wyznacza si¢ skladke a priori, a na-
stepnie uwzglednia si¢ indywidualny parametr ryzyka nazywany stawka sktadki [3].

W pracy do wyznaczania indywidualnych parametr6w ryzyka zastosowano es-
tymatory bayesowskie [1]. Za pomoca estymatoréw bayesowskich oszacowano i
poréwnano wspétczynniki bonus-malus dla indywidualnych sktadek wyznaczo-
nych trzema metodami: metoda wartosci oczekiwanej, metoda wariancji oraz me-
toda zerowej uzytecznosci. Badania przeprowadzono dla réznych parametréw roz-
ktadu liczby szkéd.
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2. Szacowanie sktadek w ubezpieczeniach komunikacyjnych OC

W ubezpieczeniach komunikacyjnych zaklada sig, ze liczba szkéd K w jedno-
rodnym portfelu jest zmienna losowa o rozkladzie Poissona o postaci:
A A k

F >

gdzie A nazywany jest parametrem intensywnosci szk6d.

Jezeli portfel jest niejednorodny [2], to parametr intensywnosci szkéd 4 jest
zmienng losowa o rozkladzie gamma z parametrami a i § , o funkcji ggstosci posta-
ci

P(K=k)=e (k=0,1,2,..), H

a -PA qa-|
f(/i)=—ﬂe A" a>0,4>0,1>0. )
I'e)
Woéwczas liczba szk6d w portfelu ma rozktad ujemny dwumianowy o postaci
+k -1 :
P(K=k)=[q . jp"(l—p)‘,(k=o,1,2, ) 3)
Z parametrami p i g, gdzie
g=a ip= pl(1+p). (4)
Estymatory parametréw a i , wyznaczone metoda momentéw, maja postad
ko k?

’B_s,f—l? Ot ©)
gdzie k jest wartoscia éredniej liczby szkéd w portfelu, S, - wariancja liczby
szkéd w portfelu.

Niech K; bedzie zmienng losowa oznaczajacq liczbe szkéd w roku j dla danej
polisy; (ky, k,....k;) wektorem obserwacji liczby szkdd przez ¢ lat dla danej polisy;
Aok, ky,....k,) bedzie nieznanym parametrem szkodowosci w roku ¢ + 1 dla poli-
sy opisanej wektorem obserwacji (ky, ks, .. ..k,).

Nieznany parametr A, (k,,k,,....k,) mozna oszacowac za pomoca estymatora
bayesowskiego na podstawie wektora obserwacji (k. k,....k,). Estymator bayesow-
ski parametru A jest warunkowg wartoscia oczekiwana rozktadu a posteriori.

Zatézmy, ze rozklad liczby szkéd w portfelu jest ujemny dwumianowy. Para-
metr intensywnosci szkéd A ma rozklad a priori gamma z parametrami a i 5. Za-
tem rozkiad a posteriori parametru A jest rozktadem gamma z parametrami
A=a+k orazf=pf+t.

Estymator bayesowski parametru 4 ma postac

Akl y=E 22K
p B+t

Parametry a i f wyznaczamy ze wzoru (5).

(6)
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W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC indywidualna sktadka netto w okresie

t + 1 wynosi:
P, (k,...k)=(EX) (EA)- b, (k,,....k,), N
gdzie P,,(k,,...,k,)— indywidualna sktadka netto w okresie ¢ + 1, (EX)— wartos¢
oczekiwana pojedynczej szkody, (EA)- warto$¢ oczekiwana liczby szkéd,

b, (k,,....k, )~ stawka szacowanej sktadki.
Przyjmijmy, ze (EX) = 1 oraz (EA)= 2 Wéwczas réwnanie (7) ma postac

P,H(k,,...,k,)=%-bm(k,,...,k,). (8)

Wynika stad, ze kierowca, ktéry po r latach zglosit k szkéd, powinien placic
stawke szacowanej sktadki réwna

P (kyseisk)
o

:+1(k17 Ll 100% . (9)

B

Najprostsza zasada kalkulacji sktadki w ubezpieczeniach komunikacyjnych jest
zasada wartosci oczekiwanej. Szacowana wedlug zasady wartosci oczekiwanej
indywidualna sktadka netto powigkszona o dodatek bezpieczenstwa 6 wynosi

o+ k

B+

Na podstawie wzoréw (9) i (10) kierowca, ktéry po ¢ latach zglosit k szkéd, w
roku ¢ + 1powinien placi¢ stawke sktadki réwna

b (K rok ) =1+ 0)PEER).
a(f+1)
Szacowana wedlug zasady wariancji indywidualna sktadka netto powigkszona
o dodatek bezpieczenstwa § wynosi
P, (kpvsk)=(1+ O)E, [A|k, ..k, 1+ OVar [A|k,,..k, ] =

o+ k a+k (12)
Bei (Ber)

Szacowana stawka sktadki netto dla kierowcy, ktéry po ¢ latach zgtosit k szkéd,
wynosi

P, (ky,...k)=(+DA, (k,...k)=(1+8) (10)

100% . (n

=(1+8)

OIS =i PP AL P AL ) (13)
a B+t (B+1)
Do szacowania indywidualnej sktadki netto zastosujemy zasade zerowej uzy-
tecznosci.
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Zasada zerowej uzytecznosci opiera si¢ na zalozZeniu, ze oczekiwana uzytecz-
no$¢ zarobku ubezpieczyciela, gdy ryzyko X zostanie ubezpieczone za ceng P,
réwna si¢ uzytecznosci poczatkowej rezerwy w ubezpieczyciela, czyli

u(w—P)=Eu(w-X). (14
Niech funkcja u(w) bedzie wykladnicza funkcja uzytecznosci o postaci
uwy=1(1-¢), (15)

C
gdzie ¢ > 0 jest parametrem okreslajacym awersj¢ do ryzyka towarzystwa ubezpie-
czeniowego. Jezeli funkcja uzytecznosci ma posta¢ okreslong wzorem (15), to

sktadka netto P wynosi
In [1 _el ]
B

Uwzgledniajac, ze &=a+k oraz B = ff+1t, szacowana wedlug zasady uzy-
tecznosci indywidualna skladka netto wynosi

p=Z
C

da B>e-1. (16)

P, (k.. .k )= an

Poniewaz celem badania jest oszacowanie, ile procent skiadki podstawowej
powinien placi¢ kierowca, ktéry po ¢ latach zgtlosit k szkéd, na podstawie réwnan
(9) i (17) stawka szacowanej sktadki w systemie bonus-malus wynosi

b,+,(kl,...,k,):§a:k 1n(1-f+_[;j-100%. (18)
3. Przyklad empiryczny

W pracy oceniono wptyw doboru metody szacowania indywidualnej sktadki na
estymowane wspétczynniki bonus-malus. Oceniono réwniez wptyw parametréw
rozktadu liczby szkdd na szacowane stawki sktadek.

Tabela 1. Stawka szacowanej sktadki wyznaczana wedtug trzech zasad ( wo — zasada wartosci
oczekiwanej, w — zasada wariancji, zu — zasada zerowej uzytecznosci). Parametry rozkiadu liczby
szkéd (rozkiad I: k = 0.8, Sf =0,86, p=093, ¢ = 10,67. 8 = 0.25, ¢ = 0,25)

k 0 1 2 3 1 wigcej

t wo w u wo w u wo w 2u wo w u

100 | 100 | 100
93 93 93 [ 102 [ 102 | 102 | 110 | 111 111 119 | 119 | 119
87 87 87 95 95 95 | 103 [ 103 [ i03 | 111 111 112
82 82 82 89 89 89 97 97 97 | 105 [ 105 | 105
77 77 77 84 84 84 91 91 92 99 98 99
73 73 73 80 79 80 86 86 87 93 93 93

N Hh|WIN—O

Zrédio: badania wiasne.
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Rys. 1. Stawka szacowane;j sktadki wyznaczana wedtug trzech zasad (wo — zasada wartosci
oczekiwanej, w — zasada wariancji, zu — zasada zerowej uzytecznosci), (rozktad I: X=08 S : =0,86,
p=093,4=10,67, =025, c=0.25)

Zrédto: badania wlasne.
Tabela 2. Stawka szacowanej sktadki wyznaczana wedtug trzech zasad ( wo — zasada wartoéci
oczekiwanej, w — zasada wariancji, zu — zasada zerowej uzytecznosci). Parametry rozktadu liczby
szkéd (rozktad 11 k = 0,8, S: =1,24, p=0,65, g = 1,45, 0= 0,25, ¢ =0,25)

k 0 1 2 3 i wigcej

t wo w zu wo w 2u wo w 2u wo w zu

100 | 100 | 100
65 62 66 | 109 [105 | 112 | 154 | 148 [ 157 | 198 | 191 | 203
48 45 49 81 76 84 113 [107 (118 [146 [ 138 | 152
38 35 39 64 60 67 90 84 94 [ 116 | 109 | 121
31 29 33 53 49 56 74 69 78 96 89 [ 101

5 27 25 28 45 42 48 63 59 67 82 76 86

slwln|=lo

Zrédto: badania whasne.

250 -
200 --

stawka sktadki
I
=)

Rys. 2. Stawka szacowanej sktadki wyznaczana wedtug trzech zasad ( wo — zasada wartoéci
oczekiwanej, w ~ zasada wariancji, zu — zasada zerowej uzytecznosci),(rozklad Il k=08, S: =1,24,

p= 0,6§, q=1,45,0=025¢=025)
Zrédto: badania wtasne.
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Tabela 3. Stawka szacowanej sktadki wyznaczana wedtug trzech zasad ( wo — zasada wartosci
oczekiwanej, w — zasada wariancji, zu — zasada zerowej uzytecznosci). Parametry rozktadu liczby

szkod (rozkiad Il k =08, S = 1,78, p= 0,45, = 0,65, § = 0.25.c = 0.25)

k 0 1 2 3 i wigcej

! wo w u wo w u wo w u wo w U

100 | 100 [ 100

45 40 49 (114 1102 [124 | 184 | 164 199 253 [226 |274

29 25 32 74 64 82 (119 [102 ]132 163 | 141 181

21 18 24 54 46 61 88 74 98 121 102 135

17 14 19 43 36 49 69 58 78 96 80 | 108

NI W|IN]—]|O

14 12 16 36 30 41 57 48 65 79 66 90

Zrédlo: badania whasne.
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Rys. 3. Stawka szacowanej sktadki wyznaczana wedtug trzech zasad ( wo — zasada wartosci
oczekiwanej, w — zasada wariancji, zu — zasada zerowej uzytecznosci), (rozktad III k=08,
S’ =1,78, p=045,9=0.65, 0 =025, c=0.25)

Zrédto: badania wtasne.

% v-—‘-—- rozktad I

% | @ rozktad 11
F |4 rozklad 11 |
s

W

Rys. 4. Poréwnanie stawek sktadek szacowanych za pomoca zasady wartosci oczekiwanej dla k=0
na podstawie danych z tab. |, 2, 3
Zrédto: badania wlasne.
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Rys. 5. Pordwnanie stawek sktadek szacowanych za pomocg zasady wartosci oczekiwanej dla k=1
na podstawie danych z tab. 1, 2, 3
Zrédlo: badania wiasne.
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Rys. 6. Porownanie stawek sktadek szacowanych za pomoca zasady wartosci oczekiwanej dla k =2

300 -
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100 -

stawka sktadki

50

na podstawie danych z tab. [, 2,3
Zrédto: badania wlasne.

’-—07—Wr()zk{ad I
-~ rozktad Il
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t

Rys. 7. Poréwnanie stawek sktadek szacowanych za pomoca zasady wartosci oczekiwanej dla k> 3

na podstawie danych z tab. 1, 2, 3
Zr6dio: badania wiasne.
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Przeprowadzone badania wskazuja, ze przy niewielkim wzgledem sredniej
zréznicowaniu liczby szkéd w portfelu metody wartosci oczekiwanej, wariancji i
zerowej uzytecznosci nie réznia si¢ istotnie co do wielkosci szacowanych stawek
sktadki netto.

Im wigksze jest zréznicowanie portfela ze wzgledu na liczbg szkéd, tym wiek-
sze réznice w wyznaczanych trzema wymienionymi metodami stawkach szacowa-
nych skladek, przy czym stawki szacowanej skladki sa najwyzsze w metodzie ze-
rowej uzytecznosci, najnizsze — w metodzie wariancji.

Wykresy na rys. 4-7 przedstawiaja stawki sktadki szacowanej wedlug zasady
wartosci oczekiwanej w zaleznosci od roku ubezpieczenia ¢, liczby szkéd k i para-
metru p rozkladu liczby szkéd. Jezeli kierowca nie spowoduje szkody, to ptaci w
kazdym roku nizsza stawke skladki netto. Stawki sktadki beda najmniejsze w port-
felach, w ktérych parametr p rozktadu liczby szkdd jest najmniejszy (por. rys. 4).
Im wigcej szkéd spowoduje kierowca, tym stawka skiadki ptacona w nastgpnych
latach ubezpieczenia bgdzie wyzsza. Dla liczby szk6d wigkszej od trzech lub réw-
nej trzy stawki sktadki beda najwigksze w portfelach, w ktérych parametr p rozkta-
du liczby szkéd jest najmniejszy (por. rys. 7).
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ESTIMATION OF THE BONUS-MALUS COEFFICIENTS
IN CR AUTOMOBILE LIABILITY INSURANCE BY MEANS
OF BAYESIAN ESTIMATORS

Summary

The basis of insurance activity is proper premium estimation. In the paper, indi-
vidual net premium is calculated by means of three methods: the expected value
method, the variance method, and the zero utility method. Subsequently, by means
of Bayesian estimators, the bonus-malus coefficients for the premiums calculated
by the three methods mentioned above were estimated and compared. The research
was performed for different parameters of the number of damages distribution.
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