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1. Wstep

Z kazda dzialalnoscia ekonomiczna nierozerwalnie laczy si¢ szeroko rozumiane
ryzyko wynikajace z niepewnosci jej prowadzenia. Gdy dziatalnos¢ daje si¢ od-
zwierciedli¢ poprzez zmienne mierzalne, ryzyko mozna mierzy¢ na podstawie
gromadzonych danych. W praktyce powszechne sa przede wszystkim miary wy-
wodzace si¢ z rachunku prawdopodobienstwa. Pociaga to za soba koniecznos¢
przyjmowania mniej lub bardziej dyskusyjnych zatozen modelowych.

Najbardziej rozpowszechniong miara ryzyka jest wariancja. Przyczyn jej popu-
wzgledach historycznych. Jednak obserwowana obecnie coraz wigksza zmiennosc
stép zwrotu sugeruje ograniczone mozliwosci zastosowan rozkladu normalnego, a
przeciez to m.in. dzigki ,,postulatowi normalnosci” wariancja w naturalny sposéb
jawi si¢ jako miara ryzyka, bowiem znajomos¢ wariancji i wartosci oczekiwanej w
sposéb jednoznaczny determinuje rozklad normalny. W zwiazku z tym analiza
danych, zwlaszcza finansowych o duzych czgstosciach, z pewnoscia wymaga
ogdlniejszego spojrzenia na problem oraz modyfikowania pomiaru ryzyka.

Celem pracy jest zaproponowanie specyficznego podejscia do pomiaru ryzyka.
Po pierwsze prezentowane sa wybrane miary, ktére moga stuzy¢ za miary ryzyka
stanowiace alternatyw¢ dla wariancji. Po drugie sugeruje si¢ dynamiczne ujgcie
pomiaru ryzyka — dynamiczne w tym sensie, ze wielokrotnie oblicza si¢ wartos¢
miary wraz z naptywem danych oraz ocenia si¢ zmiennos$¢ uzyskiwanego w ten
sposob ciagu wartosci miary.
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Praca zostala zainspirowana przez ciekawe ujg¢cie wariacyjnych metod pomiaru
ryzyka zaprezentowane w [4] oraz badania autora nad entropia i miara ApEn.

2. Definicje wybranych miar

Niech (x,,x,,...,x,) oznacza ciag reprezentujacy analizowany szereg czasowy.

Aby wariancje, liczona ze wzoru: 0 = 1) (x,-X)*, gdzie X jest $rednia z pré-
i=l

by, dalo si¢ dobrze interpretowaé, nalezy ciag (x,,x,,...,x,) uzna¢ za realizacj¢

modelowego wektora losowego (X,,X,,...,X,), w ktérym wspétrzedne sa nieza-

leznymi kopiami tej samej zmiennej X . Wéwczas o jest estymatorem wariancji
zmiennej X. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze wariancja jest miara rozproszenia masy
rozkltadu wokdt wartosci sredniej oraz ze wartos¢ wariancji z proby nie zalezy od
kolejnosci obserwacji.

Srednia wariacyjna (drugiego rzedu) dla ciagu (x,,x,,...,x,) okresla si¢ wzo-

rem: V = ( ﬁ2|x,. - x,._llz )”2 , przy czym mozna ja liczy¢ dla zupelnie dowol-
i=1

nych ciagéw. Zauwazmy, Ze Srednia wariacyjna odwoluje si¢ do kolejnych przyros-
téw analizowanego szeregu, jest zatem zalezna od kolejnosci obserwacji. Jesli si¢
uzna ciag (x,x,,...,X,) za realizacj¢ modelowego wektora (X, X,,..,X ), to w
zasadzie nie ma koniecznosci zaktadania niczego o rozkladzie tacznym. W zwiaz-
ku z tym srednia wariacyjna moze by¢ rozumiana jako estymator jakiejs syntetycz-
nej miary odzwierciedlajacej pewng cechg rozkladu facznego. Widoczna wigce staje
si¢ réznica, ze wariancja jest miara liczona dla n realizacji jednej i tej same;j
zmiennej X, za$ srednia wariacyjna — miara liczong dla jednej realizacji wektora o
n wspotrzednych.

Z kolei entropia (w sensie Shannona) rozkladu zmiennej losowej X definiowa-

na jest jako: H(X) = - Ifx () In f, (x) dx, gdzie f, jest gestoscia zmiennej X.

Jednak w przypadku danych empirycznych, dla ktérych gesto$é nie jest znana,
mozna postugiwac si¢ jedynie estymatorami entropii. Jezeli wigc (x,,x,,...,x,) jest
n-krotna realizacja zmiennej X , to entropi¢ estymuje si¢ np. jako [3]: A =

n—1
:ﬁZln(x(M) -X;) - yD + W("), gdzie y(x) = (InT(x)), przy czym T jest
i=]

funkcja gamma, a x, < x,, <...<x,, — proba uporzadkowana. Latwo spostrzec, ze

uporzadkowanie obserwacji w estymatorze sprawia, iz liczona wartos¢ entropii nie
zalezy od kolejnosci danych. Entropi¢ interpretuje si¢ jako miar¢ odstgpstwa roz-
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ktadu zmiennej X od rozkiadu jednostajnego. Niestety entropia niewiele méwi o
rodzaju tego odstepstwa — podobnie zreszta jak wariancja nic nie méwi kierunku
rozproszenia danych wzglgdem sredniej.

Ostatnia z rozwazanych miar — miara ApEn — jest swego rodzaju przyblizeniem
entropii' . Konstruuje si¢ ja sukcesywnie dla podciagéw szeregu danych i dowodzi,
Ze po przejsciu granicznym uzyskaé¢ mozna wielkosci nawiazujace do entropii w
sensie Kotmogorowa-Sinai [5]. Dla wektora danych (x,x,,...,x,) i ustalonego
me N definiujemy wektory x(i) = (x,X,,,...,%,,)» (€ {1,2,....,n—m+1}, roz-
wazajac je w przestrzeni R" z odlegloscia migdzy x(i) i x(j) zadana wzorem:
d, (x(),x())) = o Tax ”|x,.+,—xj+, |. Wéwczas dla dowolnych: m i i oraz
dodatkowo r >0 okresla si¢ kolejno wielkosci:

C'(r) = (n—-m+1)" #| je(L,2,...n—-m+1} : d(x(Dhx()))<r }7%
n—=m+l
D"(r) = (n-m+1)". Z InC"(r), ApEn(m,r,n) = ®"(r)—®""'(r).
i=]
Zauwazmy, ze: —ApEn(m,r,n) = ®"'(r)—®"(r) jest srednia po i z loga-

rytméw prawdopodobienstw, ze |x, |<r, pod warunkiem iz dla wszyst-

iom — Xjem
kich /e {0,1,...,m~1} zachodzi: |x,, - x,,, |<r. Ponadto miara ApEn bywa inter-
pretowana jako stopien zfozonosci sytemu generujacego dane [6].

Poniewaz w badaniach empirycznych dysponujemy skonczonymi ciaggami da-
nych i w zwiazku z tym, Ze juz dla m =1 uzyskuje si¢ dobre przyblizenie entropii,
w dalszej czgsci opracowania uwaga skupiona jest jedynie na ApEn(l,r,n), za
maksymalny rozstep wszedzie przyjeto zas: r =15% prébkowego odchylenia stan-
dardowego i n =120 obserwacji’.

3. Poréwnanie miar i dynamiczny pomiar ryzyka

W celu poréwnania wybranych czterech miar przeanalizujmy prosty przyktad.
Rozwazamy dwa szeregi danych umownych dtugosci 120 obserwacji. Wartosci w
pierwszym szeregu zaleza liniowo od numeru obserwacji: (1,01; 1,02; 1,03; ... ;
2,20), a w drugim te same wartosci ustawione sa w kolejnosci losowej (uzyto w
tym celu generatora liczb pseudolosowych).

! Skrét ApEn pochodzi od angielskiego terminu approximate entropy. Ze wzgledu na fakt, ze w nazew-
nict\:vie polskim nie przyjat si¢ zaden odpowiednik, w opracowaniu pojawia si¢ jedynie ten skrét.

~ #A oznacza liczebnosé zbioru A.

3 Zgodnie z sugestiami i badaniami z [6].
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Rys. 1. Przebiegi szeregéw danych umownych
Zré6dto: opracowanie whasne.

Zgodnie z wczesniej przyjetymi definicjami dla obu szeregéw wyznaczone zo-
staly wszystkie miary. Wyniki umieszczone sa w tab. 1.

Tabela 1. Miary ryzyka dla danych umownych

Dane liniowe Dane ,tasowane”
Wariancja 0,121 0,121
Srednia wariacyjna 0,01 0,495818
Entropia 0,749589 0,749589
ApEn -0,0082 0.442559

Zrédto: opracowanie wiasne.

Zauwazmy, iz wartosci miar znajdujace si¢ w tabeli potwierdzaja fakt, ze wa-
riancja i entropia (w przeciwienstwie do sredniej wariacyjnej i miary ApEn) nie
rozrézniaja obu szeregéw, cho¢ przebiegi tych szeregéw sa diametralnie odmienne
(por. wykres na rys. 1).

Do ograniczenia wplywu tego mankamentu na oceng ryzyka postuzy¢ moze dy-
namiczne podejscie do wyznaczania miar — dynamiczne w tym sensie, ze analizo-
wang miar¢ wyznacza si¢ wielokrotnie dla wszystkich podszeregéw o stalej dtugo-
sci, wybieranych z calego szeregu. Ujecie to przenosi si¢ réwniez na pozostale
miary — srednia wariacyjna i ApEn (jak i na kazda inng miarg), albowiem coraz
czesciej postuluje sig, ze szeregi finansowe charakteryzuja si¢ (ewolucyjna lub
skokowa) zmiennoscia w czasie powodowang nieustannie zmieniajacymi si¢ wa-
runkami egzogenicznymi. Ze wzgledu na ten fakt jako miarg ryzyka w pracy za-
proponowano, zamiast pojedynczej liczby, ciag wartosci wybranej statystyki.

Problemem pozostaje w tej sytuacji dobér wiasciwe) dlugosci podszeregdéw
wchodzacych do liczenia statystyk. Z jednej bowiem strony im podszereg dluzszy,
tym wigksza dokladnos¢ estymacji miary, o ile préba jest jednorodna. Z drugiej zas
strony przy przyjetym zalozeniu zmiennosci charakteru danych rozwazanie zbyt
dtugich podszeregéw moze sta¢ w sprzecznosci z jednorodnoscia.

Dodajmy, ze o ile fatwo mozna przeklada¢ wartosci wariancji i $redniej waria-
cyjnej na stopien ryzyka (im wigksza miara, tym wigksze ryzyko), o tyle interpreta-
cja entropii i miary ApEn nie jest tak oczywista. Zatem pomiar ryzyka w ujeciu
dynamicznym, pozwalajacy dokonywac oceny ryzyka w czasie, odbywa si¢ nie
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tylko na podstawie poszczegélnych nominalnych wartosci miar, ale takze przez
ocen¢ zmiennosci miar w czasie.

4. Przykladowe badania empiryczne

W zwiazku z zarysowanym ujeciem pomiaru ryzyka rozwazono dwa przykladowe
szeregi finansowe — indeks gietdowy i kurs walutowy. Analizowane sa dzienne notowa-
nia WIG20 na zamknigcie oraz dzienny kurs sredni wymiany euro wzgledem zlotego
notowany w NBP (szeregi dlugosci 470 obserwacji obejmuja okres od potowy lutego
2005 r. do konca grudnia 2006 r.) Przebieg szeregéw danych i szeregéw logarytmicz-
nych stép zwrotu ilustrujg ponizsze rys. 2-5, na ktérych dane umieszczone s3 w odwrot-
nej kolejnosci, tzn. od najswiezszych do najstarszych*.
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Rys. 2. Notowania WIG20
Zrédto: opracowanie wiasne.

0,06

0,04
0,02

0,02
0,04
0,06

Rys. 3. Logarytmiczne stopy zwrotu WI1G20
Zrédio: opracowanie wiasne.
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Zrédlo: opracowanie whasne.

4 Dane sa umieszczone w taki sposéb, gdyz szeregi miar ryzyka wyznaczane w dalszej czesci
opracowania sa krétsze. Wobec tego wprowadzenie ,,wstecznej” numeracji na osiach poziomych
wykresOw ufatwia odczytywanie informacji. W i-tym dniu roboczym wstecz znajdujemy bowiem
warto$¢ indeksu oraz miar¢ ryzyka liczonga dla 120 ostatnich wéwczas dostgpnych danych.
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Rys. 5. Logarytmiczne stopy zwrotu kursu euro
Zrddto: opracowanie wiasne.

Dla obu szeregéw empirycznych wyznaczono w ujeciu dynamicznym wszystkie
cztery uprzednio opisane miary’, przy czym liczono je dla podszeregéw dhugosci
120 obserwacji® z krokiem 1 obserwacja’. Szeregi miar ryzyka zamieszczone sa na
rys. 6-13, na ktorych, jak poprzednio, odwrdcona jest kolejnosé danych.
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Rys. 6. Wariancja logarytmicznych stép zwrotu WIG20

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Rys. 7. Srednia wariacyjna logarytmicznych stép zwrotu WIG20
Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 8. Entropia logarytmicznych stép zwrotu WIG20
Zrédto: opracowanie wiasne.

5 Ze wzgledu na prostotg obliczeniowa z powodzeniem uzyty zostat arkusz kalkulacyjny Excel.

% 120 obserwacji mozna uzna¢ za wystarczajaco duza prébe potrzebng do estymacji. nota bene:
120 dni roboczych to okoto pét roku.

7 Skutkuje to wyliczeniem szeregéw miar o dtugosci 351 (=470~ 120+ 1) rekordow.
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Rys. 9. ApEn dla notowan WIG20
Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Rys. 10. Wariancja logarytmicznych stop zwrotu kursu euro
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 11. Srednia wariacyjna logarytmicznych st6p zwrotu kursu euro
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 12. Entropia logarytmicznych st6p zwrotu kursu euro
Zré6dto: opracowanie wiasne.
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Rys. 13. ApEn dla kursu euro
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Analiza zamieszczonych w artykule wykreséw pozwala stwierdzi¢, ze zadna z
wyznaczonych miar — i dla indeksu WIG20, i dla kursu euro — nie jest stala w cza-
sie. Zmienny w czasie jest zatem stopien ryzyka zwiazany z tymi szeregami finan-
sowymi.

Przeprowadzmy dokladniejszg analiz¢ dla notowan WIG20. Po pierwsze ob-
serwuje sie w okresie ostatnich ok. 80 dni roboczych objg¢tych badaniem niezbyt
duzy, lecz wyrazny spadek wariancji, $redniej wariacyjne;j i entropii. W rozumieniu
tych miar mamy wiec do czynienia z malejacym stopniem ryzyka, bowiem w od-
niesieniu do logarytmicznych stép zwrotu miary wykazuja odpowiednio: zmniej-
szajace si¢ rozproszenie wokot sredniej, zmniejszajace si¢ rozbieznosci pomigdzy
sasiadujacymi obserwacjami i zmniejszajacy si¢ rozstgp migdzy najmniejsza i naj-
wieksza wartoscia. Po drugie miara ApEn po poczatkowych silniejszych fluktua-
cjach w zasadzie staje si¢ ustabilizowana w okresie ostatnich ok. 80 dni roboczych.
To takze $wiadczy¢ moze o spadku stopnia ryzyka, bowiem do$¢ stabilne stajg si¢
logarytmy prawdopodobienstw zdarzen warunkowych, ze jesli dane empiryczne
zmienialy si¢ w pewnym stopniu, to w tym samym stopniu zmienia si¢ za nastgp-
nym razem.

5. Podsumowanie

Przeprowadzone badania uwidaczniaja dwie wazne kwestie. Po pierwsze bada-
jac ryzyko, szczegblnie zwiazane z dlugimi szeregami finansowymi o duzej czgsto-
$ci, nalezy mie¢ na uwadze mozliwos¢ zmian stopnia ryzyka nastgpujacych wraz
uptywem czasu, stad tez zaprezentowane w pracy podejscie dynamiczne ma duza
przewage nad tradycyjnym syntetycznym pomiarem ryzyka. Przy takim ujeciu
ryzyka mozna méwic o jego duzym stopniu nie tylko ze wzgledu na konkretne
wartosci liczonej miary ryzyka, ale i ze wzgledu na duza zmienno$¢ czy niestabil-
no$¢ wyznaczanego ciagu statystyk. Z kolei osobnym problemem jest to, w jaki
sposdb owe zmiennos¢ i niestabilnos$é definiowad i mierzyc.

Po drugie w wielu przypadkach tradycyjny pomiar ryzyka moze nie by¢ wystar-
czajacy lub tez moze w ogdle nie przystawaé do sytuacji faktycznej ze wzgledu na
niespetnienie zatozen modelowych. Dlatego nalezy poszukiwaé alternatywnych
metod pomiaru ryzyka, ktére odwotywatyby si¢ do konkretnej wlasciwosci rozkta-
du analizowanego szeregu empirycznego, odzwierciedlajacej stopien ryzyka. Nie
zawsze bowiem ta wiasciwoscia jest stopien rozproszenia wokét Sredniej. W
zwiazku z tym coraz czg¢Sciej w literaturze teoretycznej i w praktyce pojawiaja si¢
miary inne niz wariancja (por. [1; 2]). Latwo wigc wyobrazi¢ sobie, ze rézne miary
moga catkiem odmiennie oceni¢ stopief ryzyka zwiazany z jednym i tym samym
szeregiem danych.
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Warto nadmieni¢ jeszcze, ze np. miara ApEn ma inne wazne praktyczne zasto-
sowania — w pracy [6] sugeruje si¢ mozliwos¢ prognozowania krachu na gietdzie
na podstawie odpowiednich zmian w czasie wartosci ApEn indeksu gietdowego.
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ALTENATIVE FORMULATION OF RISK MEASUREMENT
FOR FINANCIAL SERIES

Summary

The paper treats of the risk measurement problem and proposes an alternative
view for this question. Firstly, one may use such statistics as variational averages,
entropy and approximate entropy instead of variance to express and measure risk
associated with financial series. Secondly, a dynamic approach is suggested rather
than synthetic, which enables a researcher to detect changes of risk level in time.
Additionally, this approach broadens risk measurement interpretation since not
only values of measure but also inconstancy and volatility of the values’ series may
indicate a high level of risk.
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