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1. Wstep

Opracowana i wprowadzona po raz pierwszy przez RiskMetrics® w roku 1994 meto-
dologia oceny ryzyka, oparta na koncepcji tzw. wartosci zagrozonej lub inaczej — warto-
$ci narazonej na ryzyko value at risk (VaR) (zob. np. [1; 7]), zostata od samego poczatku
uznana za rewolucyjng i efektywna metode oceny ryzyka dla inwestoréw inwestujacych
na rynkach finansowych. Z punktu widzenia wielu praktycznych zastosowan metodolo-
gia ta jest z powodzeniem wykorzystywana w praktyce przez inwestor6w zaréwno insty-
tucjonalnych (np. banki), jak i indywidualnych.

W klasycznej metodologii RiskMetrics® przyjmuje si¢ dwa podstawowe zalo-
zenia (zob. [7, s. 59, 84-87]):

s oczekiwane dzienne logarytmiczne zwroty aktywéw finansowych sa rowne
zeru E[r,, ]1=0 (co jest do zaakceptowania tylko dla krétkich horyzontéw czasu),

+1|r
* zmiennos¢ aktywéw dla horyzontu czasowego k dni g, ,, jest obliczana na pod-

stawie zmiennosci jednodniowej o,,, i skalowana po przyjeciu wspéiczynnika skali

+lr
réwnego pierwiastkowi okresu prognozowania o,,,, = \/E Oy

Istnieje duze zapotrzebowanie na modele umozliwiajace mierzenie i oceng ryzyka
w dluzszych horyzontach czasu (czesto przekraczajacych 2 lata). Przedsigbiorstwa i
firmy, ktérych gléwnym rodzajem dziatalnosci nie jest zarzadzanie aktywami fi-
nansowymi, nie sg az tak wrazliwe na dzienne zmiany rynkowych cen tych akty-
woéw. Dla takich przedsiebiorstw wazniejsza jest ocena ryzyka potencjalnych strat
w wartosci portfeli inwestycyjnych w dluzszym horyzoncie czasu. Zapotrzebowa-
nie na modele prognoz dtugookresowych zglaszane jest takze przez instytucje za-

308



rzadzajace funduszami inwestycyjnymi. Gtéwnym zrédiem ich ryzyka sa zmiany
rynkowe cen aktywow finansowych, w jakie te fundusze inwestuja w wieloletnim
horyzoncie czasu. Prognozy dlugookresowe sa bardzo wazne réwniez dla otwar-
tych funduszy emerytalnych oraz firm ubezpieczeniowych, majacych dlugotermi-
nowe zobowiazania (renty, emerytury, odszkodowania), ktére musza by¢ okresowo
wyptacane. Z tych powodéw w 2000 r. opublikowany zostal dokument techniczny
opisujacy nowa metodologi¢ oceny ryzyka rynkowego dla inwestycji finansowych
w dtugim horyzoncie czasu (przekraczajacym 2 lata). Metodologi¢ t¢ RiskMetrics®
nazwato ClearHorizon™ (zob. [4]).

W publikacji zostana przedstawione teoretyczne aspekty metodologii ClearHori-
zon™ oraz pokazane b¢da mozliwosci praktycznego jej wykorzystania przy dlugo-
terminowej ocenie ryzyka inwestowania w akcje.

2. Model biadzenia losowego (random walk)

Model random walk jest jednym z dwéch podstawowych modeli szeregéw cza-
sowych, na ktérych opiera si¢ omawiana dtugookresowa metoda prognozowania
dla VaR. Niech V, oznacza ceng (w okresie #) badanego instrumentu finansowego,

wtedy dyskretng wersj¢ modelu btadzenia losowego mozna przedstawié¢ nastgpuja-
co (zob. [4, s. 3]):
Ap,=p,—-p,=In(V)-In(V,_)=pu+0-¢€, (1
gdzie: u - jest parametrem dryfu (trendu),
O - jest parametrem zmiennosci i wyrazony jest odchyleniem standardo-
wym,
€, — sa zakléceniami losowymi (btad losowy) o jednakowym rozkladzie
standaryzowanym normalnym N(0,1).

Zwykle Ap, okresla sig¢ jako proces bladzenia losowego (random walk), szereg
czasowy p, =In(V,) za$ jako szereg stacjonarny po réznicowaniu p, —p, , (tzw.
difference stationary series).

Przeksztalcajac réwnanie (1), mozna otrzymac nastgpujaca zaleznos¢ rekurencyjna:

Pi =P +ku+0(&,, +€,+..+E,,). (2)

Na podstawie zaleznosci (2) prognozy na k okreséw w przysztosé dla srednie;j i
wariancji zmiennej losowej p,,, =In(V,,,) mozna wyznaczy¢ (korzystajac z wias-
nosci operatoréw wartosci oczekiwanej E,[ ] i wariancji VAR [ | obliczanych w
czasie ¢) nastgpujaco (zob. [4, s. 4]):

s =E|p.|=p +ku+o-Ele, +..+ €, ]=p+k u,

2™ =VAR [p,,]=0" VAR [g,, +..+ €, |=k-o°.

1+l 1+k

3)
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Wynika to z faktu, ze €, s niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie ¢, :N(0,1)dla kazdegom=1,2, ..., k.

t+m

3. Model powracania do sredniej (mean reversion)

Model rewersji do $redniej, opisujacy fluktuacje¢ cen V, badanych aktywow fi-
nansowych, moze byé wyrazony w wersji dyskretnej nastgpujacym réwnaniem
(zob. [4, s. 4]):

Ap,=p,=p =H+0[ po+u(t-1)-p,_ |+0-€, )
gdzie: A€ [0,1] — parametr okreslajacy predkosé rewersji (powracania) do sredniej,
M — parametr trendu,
o — parametr zmiennosci (odchyleniem standardowym),
po=In(Vy), p,=In(V,), p,_, =In(V,_)),
€, — zmienne losowe niezalezne o jednakowym rozkladzie standaryzowa-
nym normalnym N(O,1).

Po odpowiednich przeksztalceniach dyskretna wersj¢ modelu powracania do

sredniej mozna sprowadzi¢ do postaci:
p=0,+fB-t+y-p_+0-E, (5)
gdzie: o, =6.p,+u(1-6), f=u-6, y=1-6.

Proces p, =In(V,) okresla si¢ jako tzw. proces powracania do sredniej lub jako

szereg czasowy stacjonarny po odjeciu trendu (frend stationary series).
Na podstawie réwnania (5) otrzymuje si¢ zaleznos¢ rekurencyjna:

_ao(l—y() ﬂ !(t+k) }/c(t_'_]) (1 i_l)]+}; p, +

+k 1_7 1_

(6)

+O (V7 VT et Y B FE)-

Po skorzystaniu z (6) prognozy na k okreséw w przysztos¢ dla wartosci sredniej
i wariancji zmiennej losowej p,,, =In(V,,,) mozna obliczy¢ (podobnie jak dla
modelu bladzenia losowego) ze wzoru (zob. [4, s. 5]):

-1
HM =E,[p,+k]=a°(l_’/)+ £ [ (r+k)~ 7/‘(t+1)—(1—}})} +7 P,
-y 1-y I-y

o’ (1-7)

-y
£,,,,5a niezaleznymi zmlennyml losowymi o jednakowym
:N(0,1) dlakazdegom=1,2, ...,

(
azk(M ke = VAR: [pl+k] =

Wynika to z faktu, ze £
rozkladzie £

r+m
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Wigcej na temat stacjonarnych i niestacjonarnych ekonometrycznych szeregéw
czasowych oraz na temat omawianych modeli mozna znalez¢ w pracach [2; 5; 8].

4. Optymalna mieszanina modeli random walk i mean reversion
w prognozach dlugookresowych VaR

Dla obu podstawowych modeli szeregéw czasowych (opisanych w punkcie 2 i 3)
mozna wyznaczyc¢, jak szybko zmienia si¢ w czasie ich wariancja w zaleznosci od
dtugosci horyzontu prognozy k . W tym celu w metodologii zaproponowanej przez

RiskMetrics® wprowadzono wskaznik variance ratio (VR) (zob. [4, s. 5]):

o’

k-o?,

Na prezentowane modele btadzenia losowego i rewersji do sredniej mozna spojrze¢
jak na dwa skrajne bieguny szerokiego spektrum mozliwych realizacji dowolnego finan-
sowego szeregu czasowego. Na jednym skrajnym biegunie jest model bladzenia losowe-
go, ktéry charakteryzuje si¢ maksymalna mozliwa zmiennoscia dlugookresowa
(VR, =1). Na drugim za$ biegunie jest model powracania do sredniej, ktéry zapewnia

VR, =

(8)

minimalna mozliwa zmienno$¢ diugookresowa (VR, — 0, gdy k — co). Zmiennos¢
kazdego innego szeregu czasowego okreslajacego fluktuacje cen badanych instrumentéw
finansowych moze by¢ opisana modelem hybrydowym bedacym tzw. optymalna mie-
szaning modeli random walk (RW) i mean reversion (MRev). Wagi we[0,1] oraz
(1- ) dla optymalnej mieszaniny modeli sq tak dobierane, aby jak najlepiej skalibro-
wa¢ wariancje dla modelu hybrydowego w stosunku do obserwowanej wariancji
(zmiennosci) historycznej. Wariancje historyczng dla &k =1,2,...,s okreséw w przy-
szlo$¢ wyznacza sig, korzystajac ze wzoru (zob. [3, s. 147; 4, 5. 9]):

n

2 n )
—3 _ —k. ' 9
g (”—k)(n—k+1),§l(p' Pk n) ©)

gdzie: n — liczba dostgpnych obserwac;ji historycznych,
n=In(p)-In(p,,), t=2,.,n — srednia wartos¢ dla 1-okresowych loga-
rytmicznych stép zwrotu badanych aktywdw.
Po skorzystaniu ze wskaznika variance ratio (VR) ustala si¢ wagi dla modelu
hybrydowego, rozwiazujac nast¢pujace zadanie optymalizacyjne (zob. [4, s. 9]):
£ 2

> (VR -0 VR™ - (1- w)-VRM*”)" — min, (10)

k=1
gdzie: VR — wskaznik variance ratio dla wariancji historycznej, obliczony na
podstawie wzoréw (8) i (9),
VR{™ oraz VR™®*" — analogiczne wskazniki dla modelu biadzenia loso-
wego i rewersji do $redniej (obliczone na podstawie wzoréw (3), (7) i (8)).
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W modelu hybrydowym zakdada si¢, ze logarytmy naturalne cen badanych instru-

(Mix) (Mix)
A

)

mentéw finansowych podlegaja rozkladowi normalnemu p,,, :N(,uk

gdzie za parametr $redniej przyjmuje si¢ g, = 4, *"’, ktéry mozna wyznaczy¢

ze wzoru (7). Parametr odchylenia standardowego mozna wyznaczy¢ ze wzoru:
o =w o™ +(1-w) oM. (1
Value at risk (VaR) definiowana jest czasami w aspekcie potencjalnych strat
(lub zyskéw) inwestora na podstawie prawdopodobienstwa wystapienia w przy-

= Vi+k

szfosci nastgpujacego zdarzenia (scenariusza): P(VaRf‘” <ZS,,=V, -V<

<VaR* ’)=1—a'. Wigce) na temat wartosci zagrozonej VaR mozna znaleZé w

literaturze (zob. np. [1; 6; 7]). Prognozy na k okreséw w przysztos¢ dla dolnej i
gémej granicy VaR wyznacza si¢ zatem nastgpujaco (zob. [4, s. 13]):

prognozy dla strat (zyskéw): prognozy dla cen: prognozy dla logarytméw cen:
VaR(.L’)k =e(:“k+zl—a/2'al') -V VaR(K)k =€('u‘ +Zl-m:-""t)’ VaR(R)k =/, +Zl—a/2 .0,

(B4
(12)
VaR'", =% -y, VaR?, =) VAR, =t +Z, -0,

gdzie: p1, =y,

(Mix)
wartosci sredniej oraz odchylenia standardowego, Z,,, i Z,

i o, =0, sg prognozami wyznaczonymi odpowiednio dla

1-a/2 2a$ sa kwantylami

rzedu (/2) i (1-a/2) dlarozkiadu standaryzowanego normalnego.

5. Wykorzystanie metodologii ClearHorizon™ na przykladzie oceny
ryzyka inwestowania w akcje

Omawiana metodologia zostala opracowana na potrzeby prognoz dlugoter-
minowych, zatem pewnym ograniczeniem mozliwosci jej wykorzystania moze by¢
koniecznos$é posiadania szeregéw czasowych o odpowiednio dlugiej historii. Wy-
magane jest to takze z racji koniecznosci uzyskania stabilnych oszacowan parame-
tréw dla modelu btadzenia losowego i rewersji do Srednie;j.

Procedura wykorzystania metodologii ClearHorizon™ przy wyznaczaniu dlugo-
okresowych prognoz dla wartosci zagrozonej VaR zostanie przedstawiona na przy-
ktadzie prognozy dla miesigcznych notowan cen akcji spétki DZ Bank Polska.

Na podstawie dostepnych danych historycznych o cenach kurséw akcji badanej
spotki (w okresie od maja 1995 r. do listopada 2003 r.) oszacowano parametry
modeli random walk i mean reversion® z wykorzystaniem wzoréw (1) i (5). Do

! Tak zdefiniowane granice dla wartosci zagrozonej tworza (1 — &)-procentowy przedziat ufnosci
dla przysztych potencjalnych strat (lub zyskow) inwestora w horyzoncie czasu k okresow.
2 Dla modelu biadzenia losowego parametry wynosity: u =-0,00148, o =0,114, a dla modelu

rewersji do $redniej: e, =0,3438 . §=-0,000658, y=0,8981, 6 =0,111.
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oszacowania parametréw modeli (z wyjatkiem parametru zmiennosci o ) wykorzy-
stano metod¢ najmniejszych kwadratéw’. Parametr zmiennoéci oszacowano nato-
miast jako odchylenie standardowe reszt. Na podstawie otrzymanych wartosci pa-
rametrow dla miesigcznych fluktuacji dla logarytméw cen akcji ze wzoréw (3) i (7)
wyznaczono zmienno$¢ o, (k = 1 ,..., 48) dla 4-letniego horyzontu prognozy. Hi-
storyczna zmiennos$¢ k-okresowa wyznaczono, korzystajac ze wzoru (9). Aby jak
najlepiej skalibrowa¢ zmiennosé¢ w modelu hybrydowym (w stosunku do zmienno-
sci historycznej), rozwiazano zadanie optymalizacyjne (10). W tym celu wykorzy-
stano obliczone wartosci wskaznika variance ratio (VR) ze wzoru (8). Otrzymano
nastepujace wagi dla modelu hybrydowego (bedacego optymalna mieszaning mo-
delu btadzenia losowego i rewersji do sredniej): @=0,59, (1- w)=0,41.

Rysunek 1 przedstawia wykresy wskaznikéw variance ratio dla badanej spétki
DZ Bank Polska.

1.2
1.0
08
06 |
§ ' N T “
041
|~~~ model random walk
0.2 model mean reversion
- = historycznie
— optymalna mieszanina (@ = 0,59)
0.0 E— =

0 2 4 6 B 10121416 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48
k

Rys. 1. Wartosci k-miesigcznego wskaznika variance ratio (VR,) dla sp6tki DZ Bank Polska
(oszacowane na podstawie dostgpnych miesi¢cznych notowan spétki do dnia 18.12.2003 r.)
dla modelu btadzenia losowego oraz modelu rewersji do sredniej”

" Na wykresie (w celu poréwnania) przedstawiono takze oszacowane wartosci wskaznika VR, dla
zmiennosci historycznej. .
Zrédlo: opracowanie wiasne.

3 Do oszacowania parametréw modeli mozna zastosowat takze metodg najwickszej wiarygodnosci.
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Rys. 2. Prognozowane na poziomie ufnosci 90% granice VaR (dolna i géma) dla notowan spétki DZ
Bank Polska, oszacowane na podstawie modeli: bladzenia losowego, powracania do Sredniej oraz
modelu hybrydowego z wagami @=0,59 i (1-®)=0,41]

Zrédto: opracowanie wiasne.

Prognozy dtugookresowe granic VaR dotyczace przyszltych notowan badanej spétki
wyznaczono ze wzoréw (12), przyjmujac w modelu hybrydowym zmienno$¢ okreslong
na podstawie wzoru (11). Rysunek 2 przedstawia uzyskane oszacowania prognozowa-
nych granic VaR dla notowan cen akcji spétki DZ Bank Polska®.

Z uzyskanych prognoz (zob. rys. 2) wynika kilka wnioskéw. Najbardziej obszerne
granice ufnosci dla prognozowanych cen akcji badanej spétki daje model RW. Granice
prognozy wyznaczone na podstawie modelu MRev dla krétszych horyzontéw czasu s
zadowalajace, jednak z racji zauwazalnej zmiany struktury szeregu (czerwiec 2005 r.) w
dluzszym horyzoncie czasu sg juz troch¢ malo efektywne. Najlepiej skalibrowane sq
oszacowane granice VaR dla modelu hybrydowego, dla ktérego procent przekroczen w
badanym okresie wyniést ak. 8% w stosunku do dopuszczalnych przez przedzial ufnosci
10%. Wydaje si¢, ze najlepsze rezultaty daje model hybrydowy z dokonywanga korekta (z
okresu na okres)’ prognozowanych granic VaR.
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LONG RUN VALUE AT RISK PREDICTION IN RISK
ASSESSMENT OF INVESTING IN SHARES

Summary

There is a growing demand for models which enable to measure and assess risk
in long run horizons ( sometimes more than 2 years ). The practical demand for
such models is required by the institutions which manage the investment and re-
tirement funds. In the paper the theoretical aspects of risk assessment methodology
with the use of Value at Risk (VaR) have been presented. In this method in order to
estimate the predicted long run VaR limits the hybrid model, which is the optimum
mixture of random walk and mean reversion has been used. The application of the
presented methodology has been exemplified by the estimation of long run predic-
tions for VaR limits for share prices.
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