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WPLYW PROCESU STARZENIA SIE LUDNOSCI
NA RYZYKO W UBEZPIECZENIACH NA ZYCIE

1. Wstep

Przemiany demograficzne w XX w. wskazuja na postgpujace starzenie sig spo-
feczenstw. Zwiazane jest to ze wzrostem gospodarczym, poprawa warunkéw zycia
wynikajaca z poprawy sytuacji materialnej, postepem medycyny i upowszech-
nieniem si¢ profilaktyki zdrowotnej, a takze ze spadkiem ptodnosci wynikajacym
ze zmiany modelu rodziny. Proces starzenia si¢ populacji wptywa na wielkos¢
wyceny produktéw towarzystw ubezpieczen na zycie, a tym samym — na ryzyko
zwigzane z ich wyceng, bowiem w wycenie produktéw gléwna role odgrywa osza-
cowana umieralnosé, ktéra ulega zmianie z powodu wydluzania si¢ przecigtnego
dalszego trwania zycia. Konieczne jest wi¢c oszacowanie przyszlych zmian w za-
kresie umieralnosci na podstawie np. ekstrapolacji zaobserwowanych trendéw i
wyboru wiasciwego modelu oraz coraz wazniejsze staje si¢ dokladne rozpoznanie
prawidlowosci rzadzacych umieralnoscig os6b starszych.

2. Ryzyko demograficzne w ubezpieczeniach na zycie

W ocenie i zarzadzaniu portfelem ubezpieczen na zycie podstawowe znaczenie
maja dwa rodzaje ryzyka: inwestycyjne i demograficzne. Dokonujac wyceny pro-
duktéw ubezpieczeniowych, aktuariusz musi uwzgledni¢ ich Zrédla. Pierwsze z
nich zwiazane jest z niepewnoscig rynku, na ktérym inwestuje dane towarzystwo
ubezpieczen na zycie, czyli zalezy ono od losowych fluktuacji stopy zwrotu, nato-
miast ryzyko demograficzne zalezy w giéwnej mierze od struktury demograficzne;j
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spoleczenistwa — zaréwno obecnej, czyli w momencie przystgpowania uczestnika
do towarzystwa, jak i pozniejszej. Nalezy zwrdci¢ uwagg, ze struktura demogra-
ficzna silnie i trwale ulega zmianie. Oznacza to zmiany ksztalttu piramidy demogra-
ficznej. Wsréd typdw ryzyka zwigzanych z ryzykiem demograficznym mozna wy-
rézni¢ dwa gltéwne rodzaje: ryzyko ubezpieczeniowe i dlugowiecznosci. Ryzyko
ubezpieczeniowe zwigzane jest z przypadkowa réznica migdzy rzeczywista liczba
zgondw a zalozona — oszacowang przez aktuariusza. Ryzyko to moze by¢ zmniej-
szane poprzez zwigkszanie liczby polis w portfelu firmy ubezpieczeniowej. Nato-
miast ryzyko dtugowiecznosci (longevity risk) zwiazane jest z poprawa wskazni-
kéw umieralnosci, czyli z wydluzaniem si¢ oczekiwanej dlugosci trwania zycia,
zatem wynika z systematycznej rézmicy pomi¢dzy rzeczywista liczba zgondéw a
zatozona oczekiwana liczba, ktéra jest oszacowana przez aktuariusza [7].

Analiza przebiegu funkcji gestosci dla réznych okreséw pokazuje, ze wydtuza-
nie si¢ zycia wplywa na jej ksztalt. Przesunigciu ulega zaréwno wiek, w ktérym ta
funkcja osiaga wartos¢ maksymalna, jak i wzrasta sama wartos¢ maksymalna, za-
tem wzrasta koncentracja zgonéw wok6t modalnej krzywej zgondw, a takze naste-
puje przesuni¢cie si¢ modalnej krzywej zgonéw w prawo. Podobnie zmianie w
czasie ulega funkcja przezycia wraz z wydluzaniem si¢ dlugosci zycia wzrasta
mediana wieku.

Dwie opisane prawidlowosci wynikajace z wydluzania si¢ zycia wplywaja na
rozmiar ryzyka dlugowiecznosci, stad ryzyko to powinno byé tagodzone przez
wprowadzenie do wyceny produktéw ubezpieczeniowych zamiast tradycyjnych
tablic trwania zycia tzw. dynamicznych tablic trwania zycia (lub projekcyjnych
tablic wymieralnosci) (projected mortality tables), ktére uwzgledniaja proces wy-
dluzania si¢ zycia [5, s. 299].

Przy analizie ryzyka dlugowiecznosci pojawia si¢ jeszcze jedno ryzyko, ktére
wynika z nieodpowiedniego oszacowania parametréw stuzacych pézniej do budo-
wy dynamicznych tablic trwania zycia. Po angielsku okreslane jest ono jako pro-
Jected risk.

Reasumujac, istnieja dwa gléwne problemy w zarzadzaniu ryzykiem portfela
ubezpieczen na zycie. Pierwszy z nich to wlasciwe oszacowanie oczekiwanej stopy
zwrotu'. Drugi to oszacowanie przyszlej oczekiwanej dtugosci trwania zycia, a tym
samym — parametréw tablic trwania zycia. Nieuwzglednienie tych dwéch najwaz-
niejszych probleméw moze doprowadzi¢ do niewyptacalnosci towarzystw ubez-
pieczen na zycie, stad dla prawidlowego zarzadzania wazne jest to, aby dokonaé
zintegrowania analizy tych dwéch skladnikéw wptywajacych na ryzyko portfela
firmy ubezpieczeniowej i na tej podstawie przedstawic strategie inwestowania oraz
wyceng produktéw.

! Wtasciwe wydaje si¢ uzycie stochastycznych modeli stép zwrotu. Problem ten autorka rozwaza-
fa w pracy doktorskiej pt. Statystyczne metody oceny ryzyka ubezpieczeniowego planéw emerytainych
wydanej w Krakowie w 2005 r.
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W dalszej cze¢sci artykulu zostanie rozwazony wplyw poprawy wskaznikow
umieralnosci na wycen¢ jednego z produktéw towarzystw, a mianowicie renty
dozywotnie;j.

3. Dynamiczne tablice trwania zycia

Do wyceny produktéw ubezpieczen na zycie i ryzyka zwigzanego z nimi towa-
rzystwa ubezpieczen na zycie wykorzystuja tablice trwania zycia, ktére odzwier-
ciedlaja statystyczny rozklad dlugosci trwania zycia dla danej populacji. Wskazuja
one, jak zmniejsza si¢ badana populacja. Budowa klasycznych tablic trwania zycia
opiera si¢ na zalozeniu, ze nie wystepuja ruchy wedréwkowe, roczna liczba uro-
dzen i zgonéw jest jednakowa i niezmienna oraz niezmienna jest umieralnosé w
poszczegblnych latach. Sa one wyliczone na podstawie przesztych i obecnych da-
nych, np. warto$¢ przecigtnego dalszego trwania zycia odczytana z tablic z 2004 r.
wyraza Sredni wiek, do ktérego dozyly osoby, ktdre zmarty w 2004 r. [1, s. 20].
Kolejna wada tablic jest zalozenie o jednorodnosci populacji, co oznacza przyjgcie
zalozenia, ze wszystkie osoby podlegaja temu samemu prawu intensywnosci zgo-
noéw oraz ze trwanie zycia jednej osoby nie zalezy w sensie stochastycznym od
trwania zycia innych oséb [8, s. 37]. Oznacza to, ze tablice trwania zycia nie poka-
zuja przysztej umieralnosci, a takze zaleznosci migdzy osobami.

Waznym problemem jest uwzglednienie przyszlych zmian w przebiegu umie-
ralnosci, bowiem przyjecie zalozenia o stalym poziomie umieralnosci w catym
okresie prognozy oznacza, ze warto$¢ obecna przysztych zobowiazan jest niedo-
szacowana, jezeli beda nast¢powaty poprawa umieralnosci i Zzwiazane z tym wy-
dtuzanie si¢ przecigtnego trwania zycia. Im szybsza i bardziej znaczaca bedzie ta
poprawa, tym bardziej niedoszacowane bgda wyniki obliczenn. Prawdopodobien-
stwa zgonéw moga by¢ oszacowane np. na podstawie matematycznego modelu
dopasowanego do empirycznego rozkladu zgonéw w danej populacji, stad aby
zmniejszy¢ ryzyko niewlasciwego oszacowania wartosci produktéw i rezerw, nale-
zy stosowad tablice trwania Zycia uwzgledniajace zmiang¢ umieralnosci, czyli tzw.
dynamiczne tablice trwania zycia.

W celu analizy zmian w umieralnosci w zaleznosci od wieku i czasu zostang

wprowadzone podstawowe oznaczenia. Niech T, (r) — zmienna losowa opisujaca
dalsze trwanie zycia osoby w wieku x w roku kalendarzowym t. Ze zmienna T, (1)
zwiazane sa nastgpujace funkcje [3]:

- .4,(t)= q,(r) - prawdopodobienistwo, ze osoba w wieku x umrze w ciagu
roku w roku kalendarzowym ¢,

-,p,(t)= p,(tr) — prawdopodobienistwo, ze osoba w wieku x przezyje przez
rok w roku kalendarzowym ¢,

300



— i, (1) — funkcja intensywnosci umieralnosci osoby w wieku x w roku kalenda-
rzowym ¢, inaczej nazwana centralnym wspétczynnikiem zgonéw,

—1,, —liczba os6b w wieku x zyjacych na poczatku roku kalendarzowego ¢,

—d_, - liczba zgonéw w wieku x w ciagu danego roku kalendarzowego 1,

—ETR,_, — liczba os6b wystawionych na dziatanie ryzyka zgonu (exposure-to-
-risk) [3]:

lxz + l\-+l 1+} + drr
ETR, =—m— (1)

Przyjmijmy, ze intensywnos$¢ umieralnosci jest stata dla danego wieku w danym

roku r:
U (t+7)=p(1) 0&,7<1. (2)

Oczekiwana dlugo$¢ zycia jest jedna z najczesciej wykorzystywanych miar do
pokazania zmian umieralnoéci. Niech e, (1) oznacza oczekiwana dtugos¢ trwania
zycia osoby w wieku x w roku kalendarzowym r. Warto$¢ t¢ mozna wyznaczy<¢ ze
wzoru [3]:
1- e—ﬂnk(""l")

ﬂ.uk (t + k) ‘
Przy uwzglednieniu zmian w umieralnosci wysokos¢ jednorazowej sktadki net-

to dla renty dozywotniej ptatnej z géry na poczatku kazdego roku wyznaczamy ze
wzoru [3]:

3)

c-el = e

k21

E(Y,)=4, =i{fl I (z+f>}v* , @

k=0 | j=0

gdzie: v=(1+i )_l , [ —roczna stopa procentowa.

4. Wptyw wydluzania si¢ trwania Zycia na wyceng renty dozywotniej
na przykladzie dynamicznych tablic trwania zycia

Do poréwnania, jak zmieniaja si¢ wysokos¢ jednorazowej sktadki netto dla ren-
ty dozywotniej oraz zwiazane z ta wyplata ryzyko (mierzone za pomocg odchyle-
nia standardowego i wspélczynnika zmiennosci), zostaly stworzone tzw. dyna-
miczne tablice trwania Zzycia na danych historycznych. Za oryginalne tablice trwa-
nia zycia przyjeto tablice dla oséb z 1955 r. i wysokos¢ jednorazowej skiadki netto;
ryzyko obliczono dla os6b w wieku od 55 do 100 lat. Natomiast dynamiczne tabli-
ce trwania zycia skonstruowano w ten sposéb, Zze dla osoby w wieku 55 lat przyj¢to
prawdopodobienstwo zgonu z roku 1955 dla r = 1, na kolejny rok zamiast wartosci
dla osoby w wieku 56 lat z roku 1955 przyjeto wartos¢ w 1956 r. (czyli uwzgled-
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niono zmian¢ umieralnosci wraz ze wzrostem lat kalendarzowych) i analogicznie
dla wieku 0séb w 57 lat przyjeto wartos¢ prawdopodobienstwa zgonu z 1957 r. itd.
Analiz¢ przeprowadzono dla populacji m¢zczyzn w Szwecji. Niestety z powodu
braku danych nie mozna bylo przeprowadzic takiej analizy w odniesieniu do Pol-
ski. Wyniki analizy prezentuja rys. 1-3.
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Analiza wskazuje, ze wraz ze spadkiem intensywnosci umieralnosci wzrasta
wysokos¢ jednorazowej skladki netto dla renty dozywotniej. Takze wraz z wydtu-
zaniem si¢ przecigtnego trwania zycia, czyli ze spadkiem intensywnosci umieral-
nosci, wzrasta ryzyko zwiazane z wyplata jednorazowej skladki netto mierzone
odchyleniem standardowym. Oznacza to, ze wprowadzenie dynamicznych tablic
trwania zycia do wyceny produktéw ubezpieczeniowych zamiast tradycyjnych
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tablic trwania zycia pozwala na lepsza ich wyceneg, gdyz zostaje uwzglgdnione
ryzyko dlugowiecznosci.

5. Model Lee-Cartera

Wyniki przeprowadzonych analiz wpltywu wydtuzania si¢ trwania zycia na wy-
cen¢ renty dozywotniej na przyktadzie zaréwno statycznych, jak i dynamicznych
tablic trwania zycia potwierdzaja teze, ze niezwykle wazna role w ocenie i zarza-
dzaniu portfelem ubezpieczen na zycie odgrywa ryzyko demograficzne, a wlasci-
wie ryzyko dlugowiecznosci. Zatem jednym z gtéwnych probleméw w zarzadzaniu
ryzykiem portfela ubezpieczen na zycie jest oszacowanie przysziej oczekiwanej
diugosci trwania zycia, a tym samym — parametrow tablic trwania zycia, bowiem
nieuwzglednienie tego wskaznika moze doprowadzi¢ do niewyplacalnosci towa-
rzystw ubezpieczen na zycie. W zwiazku z tym zostanie zaprezentowany stocha-
styczny model do modelowania intensywnosci umieralnosci.

Jedna z metod, ktéra moze by¢ wykorzystana do szacowania wartosci w dyna-
micznych tablicach trwania zycia, jest model zaproponowany przez R. Lee i
L. Cartera w 1992 r. w pracy Modelling and Forecasting the Time Series of US
Monrtality [6]. Autorzy zaproponowali prosty model opisujacy zmiany w umieral-
nosci z uwzglednieniem zmieniajacego si¢ czasu. W metodzie tej logarytm inten-
sywnosci zgondw jest opisany przez sum¢ dwéch sktadnikéw, z ktérych jeden nie
zalezy od czasu, a drugi jest iloczynem parametru pokazujacego ogdlny poziom
umieralnosci oraz parametru, ktéry wskazuje, jak szybko lub wolno zmienia si¢
umieralno$é¢ w dany wieku w zaleznosci od zmian ogdlnej umieralnosci w czasie.
Parametry tego modelu sa estymowane z danych historycznych.

Model Lee-Cartera ma nast¢pujacg postac [2; 3; 6]:

logu (t)=a,+Bk(t)+e. (1), )
gdzie: @, - oszacowane wartosci réwne s $redniej arytmetycznej z log z, (t)
po czasie ¢ lub logarytmowi ze $redniej geometrycznej intensywno-
$ci zgonéw po czasie ¢ dla danego wieku x, co oznacza, ze ¢™ opi-
suje usredniona w czasie ¢ krzywa starzenia si¢ oséb,

B. — przedstawia wzgledna szybkosé zmian umieralnosci w wieku x w
czasie t; jezeli wartosci S, sa wysokie, to wzgledne zmiany inten-
sywnosci umieralnosci sa duze w danym wieku w czasie ¢, a jezeli
wartosci . sa niskie, to istnieje niewielka zmienno$¢ intensywno-
sci umieralnosci w danym wieku x w czasie ¢,

k(r) — opisuje ogblna tendencje do zmian umieralnosci w czasie ¢.
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W celu oszacowania parametréw modelu potrzebne sa empiryczne wartosci
wspdiczynnika zgon6w. Niech para (d, (1), ETR,(t)) reprezentuje dane potrzebne

do szacowania. Wéwczas empiryczne wartosci wspélczynnika zgonéw mozna
wyliczy¢ ze wzoru:

~ _ dr(t)
Ai(r)= ETR (1)’

dla kazdego: t=1¢,¢, +1,...t, 1 x=x,%,,....X

*m?

(6)

n — liczba obserwowanych lat (kalendarzowych), m — liczba kategorii wieku.
Ponadto zaktada si¢ w modelu, ze:

ik(t)=0 oraz ) f.=1. )

=

5.1. Estymacja parametrow w modelu Lee-Cartera
dla populacji kobiet i me¢zczyzn w Polsce

Estymacje parametréw w modelu Lee-Cartera dla populacji kobiet i mezczyzn
w Polsce przeprowadzono w dwdéch wariantach:

— I wariant — wykorzystano dane dla populacji mgzczyzn i kobiet w Polsce w
latach 1950-2004 na podstawie skréconych tablic trwania Zzycia, czyli dane sq w
nast¢pujacych okresach: {< 1,1-4,5-9,10-14,...,280}, zatem m=18,n=55;

— II wariant — wykorzystano dane dla populacji me¢zczyzn i kobiet w Polsce w
latach 1995-2004 na podstawie peinych tablic trwania zycia, zatem m =101, n=10.

Analizg przeprowadzono w nast¢pujacych etapach:

1. Wyznaczono empiryczne wartosci wspdtczynnika zgonéw ze wzoru (6).

2. Oszacowano wartosci &, , ktére sa réwne logarytmowi sredniej geometrycz-
nej wspétczynnikéw umieralnosci przez wszystkie lata ¢ dla kazdego wieku x:

a, = log{(f[ﬂ_l (t)] " ] (8)

3. Utworzono macierz o wyrazach z (t)=(logf,(t)—&,) i potem wyesty-

mowano wartosci k(t) i S

., uzywajac metody dekompozycji wedlug wartosci
osobliwych (singular value decomposition — SVD) [11, s. 162].

Oszacowane wartosci parametréw w modelu Lee-Cartera w populacji me¢zczyzn
i kobiet w Polsce w latach 1950-2004 na podstawie skréconych oraz petnych tablic

trwania zycia prezentuja rys. 4-6.
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6. Podsumowanie

Zaprezentowane rozwazania, dotyczace wplywu procesu starzenia si¢ populacji
na wielkos¢ wyceny produktéw towarzystw ubezpieczen na zycie, a tym samym na
ryzyko zwiazane z ich wycena, wskazuja, ze wazna rol¢ w ocenie i zarzadzaniu
portfelem ubezpieczen na zycie odgrywa ryzyko dlugowiecznosci. Nalezy podkres-
li¢, ze proces starzenia si¢ populacji oznacza, ze wydluzy si¢ czas trwania zycia, a
wigc w firmach ubezpieczeniowych wydluzy sie czas wyplaty (np. renty), ale réw-
niez zwiekszy si¢ liczba oséb dozywajacych starszego wieku, a wigc zwigkszy sie
liczba oséb pobierajacych wyptate np. rent w danym wieku. Ryzyko to moze by¢
fagodzone przez wprowadzenie dynamicznych tablic trwania zycia, ktére uwzgled-
niaja proces wydluzania si¢ zycia. Przedstawiony model Lee-Cartera w przysziych
badaniach zostanie wykorzystany do szacowania warto$ci w dynamicznych tabli-
cach trwania zycia, czyli do prognozowania umieralnosci.

Literatura

[1] Borda M., Ocena standardowej umieralnosci w ubezpieczeniach na Zycie,
.Wiadomosci Ubezpieczeniowe™ 2002 nr 7/8, s. 20-24.

[2] Brouhns N., Denuit M., Vermunt J.K., A Poisson Log-Bilinear Approach to
the Construction of Projected Lifetables, ,Insurance: Mathematics and Eco-
nomics” 2002 vol. 31, issue 3, s. 373-393.

[3] Brouhns N., Denuit M., Vermunt J.K., Measuring the Longevity Risk in Mor-
tality Projection, Bulletin of the Swiss Association of Actuaries 2002.

{4] Human Mortality Database, University of California, Berkeley (USA), Max
Planck Institute for Demographic Research (Germany), www.mortality.org,
www . humanmortality.de.

[51 Kedelski M., Paradysz J., Demografia, AE, Poznan 2006.

[6] Lee R.D., Canter L., Modelling and Forecasting the Time Series of US Montality,
»Journal of the American Statistical Association” 1992, vol. 87, s. 659-671.

[7] Lorenzo E., Sibillo M., Longevity Risk: Measurement and Application Per-
spectives, [w:] Proceedings 2nd Conference in Actuarial Science and Finance
on Samos — Karlovassi (Grecja), 2002, http://www .stat.ucl.ac.be/Samos2002.

[8] Matotka S., Matematyka w ubezpieczeniach na Zycie, Wydawnictwo Wyzszej
Szkoty Bankowej, Poznan 1997.

[9] Prawdopodobienstwo zgonu wedlug skroconych tablic trwania zycia w latach
1950-2004, Gtéwny Urzad Statystyczny w Warszawie, www.stat.gov.pl.

[10] Tablice trwania zycia dla Polski w latach 1995-2004, Gtéwny Urzad Staty-
styczny w Warszawie, www.stat.gov.pl.

[11] Taksonomiczna analiza przestrzennego zréznicowania poziomu zycia w Pol-
sce w ujeciu dynamicznym, red. A. Zeliag, AE, Krakéw 2000.

306


http://www.mortality.org
http://www.humanmortality.de
http://www.stat.ucl.ac.be/Samos2002
http://www.stat.gov.pl
http://www.stat.gov.pl

THE INFLUENCE OF AGEING PROCESS
OF THE POPULATION ON LIVING BENEFITS

Summary

The paper presents an analysis of the influence of ageing process of the popula-
tion on the assessment of the products of insurance companies regarding living
benefits, and, at the same time, on the risks connected with such assessment. In the
assessment and management of living benefits two fundamental risk sources play a
fundamental role: the investment risk and the demographic risk. The demographic
risk is divided in two components: the insurance risk and the longevity risk. The
longevity risk is particularly important; it derives from improvements in mortality
trend, which determine systematic deviations of the number of deaths from its ex-
pected values. This risk should be assuaged by replacing traditional mortality tables
used in the assessment of insurance products with projected mortality tables, which
include a forecast of the future trends in mortality. The paper also presents Lee &
Carter model for describing the secular change in mortality as a function of a single
time index, which can be used to assess the values in projected mortality tables. Im
fact, a complete investigation of the effects due to the longevity risk can be reached
only by framing it in a stochastic point of view; in other words, the more concrete
approach to this problem consists in studying the impact of the random improving
dynamic of mortality rates and their effects on portfolio’s management.
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