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1. Wstep

Portfele funduszy inwestycyjnych charakteryzuja si¢ dtugoterminowym hory-
zontem inwestycji. Struktura portfela tych podmiotéw, na ktéra skladaja si¢ aktywa
o réznych stopniach ryzyka, zalezna jest od charakteru dziatalnosci inwestycyjne;.

Jezeli wielowymiarowy rozklad stép zwrotu aktywéw portfela nalezy do klasy
wielowymiarowych rozkladéw eliptycznie symetrycznych, to wyznaczenie charak-
terystyk dochodu i ryzyka sprowadza si¢ do klasycznej estymacji wektora potoze-
nia i macierzy rozrzutu wielowymiarowego rozkladu stép zwrotu. Zatozenie nor-
malnosci rozkladu oraz niezaleznos$ci stop zwrotu aktywdéw czgsto nie jest spetnio-
ne w praktyce. W szeregach czasowych stop zwrotu obserwuje si¢ efekt grubych
ogondw rozktadu, co oznacza, ze prawdopodobienstwo wystapienia duzych, niety-
powych zmian kursu jest wigksze niz w przypadku, gdy stopy zwrotu pochodza z
rozktadu normalnego. Istotna kwestig jest zatem stosowanie metod estymacji ryzy-
ka odpornych na te zatozenia, a tym samym na jako$¢ obserwacji.

Celem pracy jest implementacja wybranych metod estymacji odpornej na obser-
wacje odstajace, nalezacych do metod statystycznej analizy wielowymiarowej (SAW)
w wyznaczeniu przykfadowych portfeli aktywéw dtugoterminowych o minimalnym
ryzyku. Opierajac si¢ na danych rzeczywistych, wyznaczono przykiadowe teoretycz-
ne portfele, ktérych strukture ze wzgledu na rodzaj aktywdéw ustalono na podstawie
struktury wybranych rodzajéw polskich funduszy inwestycyjnych.

" Artykut napisano w ramach grantu N11100332/0262.
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2. Podstawowe pojecia teorii estymacji odpornej

Celem stosowania metod odpormych na odstgpstwa od klasycznych zatozen jest
poprawa wynikéw estymacji parametréw. Niech 3 oznacza rodzing dystrybuant
F,e 3 nazywana modelem, a G - funkcj¢ rzeczywista okreslong na rodzinie 3.
Funkcjonat przyporzadkowujacy kazdej F, pewna liczbe okreslany jest w teorii
metod odpornych jako miara opisowa. Miary opisowe indukuja nieparametryczny
estymator G(F,), gdzie F, jest dystrybuanta empiryczng, umozliwiajacy badanie
zachowania si¢ funkcjonalu G w otoczeniu nieznanego rozkladu Fy [4, s. 237]. Dla

dystrybuanty F, funkcjonat liniowy ma posta¢ G(F,) =(1/n)Zk(x,), gdzie funk-
i=|

cja k(x) nazywana jest jadrem funkcjonatu G. Dla dystrybuanty F, rozwazany jest

model e-zaburzony opisujacy lokalne odchylenia od Fjy (dystrybuanta F, ; lezy w

e-otoczeniu dystrybuanty Fy) o postaci F,; =(1-¢€)F, +&d,, gdzie £€[0,1], 4,

jest dystrybuanta Diraca skupiona w punkcie x (skalar lub wektor) [10].

Jednym z najwazniejszych narzedzi pomiaru lokalnej odpornosci estymatoréw
parametréw jest funkcja wptywu okreslajaca wptyw zaburzenia punktowego indu-
kowanego przez obserwacje x na estymator G dla dystrybuanty Fy:

IF(x,G,F,) =lim [(G(F, )~ G(F,)}/€]. (1

Estymator z ograniczong funkcja wplywu jest estymatorem odpornym w e-
-otoczeniu Fj.

Miara globalnej odpomosci estymatoréw jest punkt zalamania, bedacy granica:

R
€ = lim2. @
gdzie: T oznacza liczbg obserwacji, T, — liczbg obserwacji nietypowych, natomiast
r6znica T-T, jest funkcja liczby obserwacji stanowiacych rdzen, czyli zbidr, do
ktérego nie naleza obserwacje nietypowe.

Estymatory odporne, ktérych punkt zatamania jest bliski 0,5, nazywane sg es-
tymatorami odpornymi o wysokim punkcie zatamania.

Wykrywanie obserwacji odstajacych w danych wielowymiarowych jest proce-
sem bardziej ztozonym niz w przypadku danych jednowymiarowych. Przedstawio-
ne w dalszej czesci artykutu wielowymiarowe metody tacza w sobie etap zaré6wno
wykrywania, jak i estymacji odporne;j.

3. Wielowymiarowe metody odporne estymacji charakterystyk portfela

Uzasadniajac w sposéb formalny potrzebe stosowania metod odpornych w ana-
lizie ryzyka inwestycyjnego, nalezy rozwazy¢é wplyw zaburzenia punktowego in-
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dukowanego przez wielowymiarowa obserwacj¢ na estymatory parametréw, ktore
sg istotne z punku widzenia probleméw alokacji aktywéw.

Niech X,, r = 1, ..., T bedzie ciagiem niezaleznych N-wymiarowych wektoréw
losowych o tym samym rozkladzie eliptycznym El(p, X, g), gdzie: p jest N-
-wymiarowym wektorem parametru polozenia, X jest symetryczna, dodatnio okre-
slona (NxN)-wymiarowa macierza kowariancji, g jest generatorem funkcji gestosci
prawdopodobienstwa X o postaci:

£z () E-\/'l—flg(Maz(X,p,Z)). 3)

gdzie Ma’(x, p, ) jest kwadratem odlegtosci Mahalanobisa wektora obserwacii x
od wektora parametru p wzglgdem macierzy X:
Ma***=Ma*(x,p,X)=(x—p)' T (x—p) . (4)

A

Estymatory ji,). otrzymane metoda najwigkszej wiarygodnosci (NW) o posta-

T 2 Y . T "
cih=y I EME) 5o LS x, x5, g
=l

T ~
= Z W(Maz(xs 9’192))
s=1
w(z) = —2%2)) , nie s3 estymatorami odpornymi, poniewaz maja nieograniczona
g(z
funkcj¢ wptywu:
IF(x,p,F)=x—np, IF(x,f.,Fg) =-X+(x—p)Xx—p)'. (5)

Z tego oraz z faktu, ze wagi portfela s3 wyznaczone przez estymatory parame-
tréw W, X, wynika, ze funkcja wplywu zaburzenia punktowego indukowanego
przez obserwacj¢ X na estymator wag portfela jest nieograniczona. Innymi stowy,
estymator wag portfela ,dziedziczy” wlasnos¢ braku odpornosci na obserwacje
odstajace. Cechy tej nie mada estymator wag portfeli wyznaczony przez estymato-
ry parametréw M, X otrzymanych w wyniku zastosowania odpomych metod MVE
oraz MCD.

3.1. Metoda elipsoidy minimalnej objetosci (minimum volume ellipsoid - MVE)

Idea metody MVE polega na estymacji wielowymiarowego parametréw potoze-
nia U oraz macierzy kowariancji X odpomych na wielowymiarowe obserwacje
nietypowe zidentyfikowane za pomoca najmnicjszej elipsoidy tworzonej przez
rdzen wielowymiarowych obserwacji. Parametry i, X definiuja uogélniona elipso-
id¢ o promieniu g o postaci:

gl ={xeR": x-pZ'(x-p<q’), (6)
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kiérej objetos¢ jest réwna Vol{e! -} =¥,q" {|X|. gdzie ¥, jest objetoscia kuli

jednostkowe;j. Bez straty na ogélnosci mozna przyjac, ze |Z| =1. Odlegtosci Ma™*

wektora obserwacji x,, t = 1, ..., T od wektora parametru ) wzgledem macierzy X
porzadkowane sa rosnaco, a nastgpnie rozwazana jest Tp-ta odleglosc, gdzie Tp

oznacza liczbg ,,dobrych” danych stanowiacych rdzen. Wéwczas elipsoida € z z

promieniem g, =Maj:> oraz objetoscia Vol(£[2} =7, (Ma',"z) zawiera T
punktow.
Niech fi, , 2Tn beda estymatorami parametréw L, X spetniajacymi warunek:

(fir, . 2r,) = argmin (Ma}*}, @)
20 |Zf=1. u.
gdzie notacja Y. > 0 oznacza warunek symetrycznosci i dodatnia okreslono$¢ macie-
rzy X.

Wowczas elipsoida o promieniu g, = Ma.,‘)”’zr” ma najmniejsza objetosc. Za-

tem fi, , irn sa estymatorami wyznaczonymi przez elipsoid¢ minimalnej objgto-

§ci. Oznaczaé je bedziemy przez "7, 2 *7°. Oceny estymatoréw 7", > "7

maja nast¢pujaca postac:
s Tp
m =Y wx, s“”=2 (%, — RO, - R ®)
t=1 =1

gdzie: w,, t = 1, ..., Tp sg odpowiednio dobranymi wagami.

‘ITD

Liczba obserwacji Tp nie jest znana. Minimalna objgtos¢ elipsoidy £,'2 jest

funkcja liczby obserwacji w niej zawartych.

Algorytm wykrywania obserwacji nietypowych oraz estymacji odpornej para-
metru polozenia | oraz macierzy kowariancji X za pomoca MVE sklada si¢ z kilku
etapéw. Pierwszy etap obejmuje wykrycie najdalszej obserwacji nietypowej spo-
§réd (x,,...,X7). Tym mianem okresla si¢ w metodzie MVE obserwacje, ktérej usu-
nigcie powoduje zmniejszenie wyznacznika macierzy kowariancji wyznaczonej na
podstawie proby. Etap wykrywania najdalszej obserwacji nietypowej zostat szcze-
gétowo opisany w pracy [6]. W kolejnym etapie dobierane sa wagi w, roéwne
w,= 1/Tp, t = 1, ..., Tp dla obserwacji x50, X)) tworzacych rdzen zidentyfiko-
wany po usunigciu obserwacji nietypowych w etapie pierwszym. Nastgpnie wy-

znaczane §3 oceny:
)

m= wa,,s Zw(x —m)(x; —m)' oraz Ma,” """ dla kazdego ¢ =1, ..., Tp.
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Jesli dla pewnego X, , ¢ = 1,..., Tp spetniony jest warunek Ma,™*">1, to temu

wektorowi nadawana jest waga w Ma’ "™ Sn W przeciwnym wypadku waga nie ulega
zmianie. Na podstawie otrzymanych wag wyznaczane sa ponownie oceny estymatoréw
wektora pofozenia i macierzy kowariancji. Krok ten powtarzany jest do momentu, gdy
dla wszystkich x,, ¢ = 1, ..., T, spelniony bedzie warunek Ma,’ ™™ Sl

Estymatory i, )3 otrzymane metoda MVE sa estymatorami o wysokim punkcie
zalamania.

3.2, Metoda wyznacznika minimalnej kowariancji
(minimum covariance determinant - MCD)

Idea metody MCD estymacji wielowymiarowego parametru p oraz macierzy kowa-
riancji £ podobna jest do metody MVE. Wynika to z faktu, ze objetos¢ elipsoidy &, ;

jest proporcjonalna do ,/|Z|. Dlatego mozna okresli¢ podzbidr (xf,...,x;n) obserwacji

rdzenia, dla ktérego wyznacznik macierzy kowariancji przyjmuje wartos¢ minimalna;

A
{X],....X; }=arg min|cov, |. 9
Liczba obserwacji Tp nie jest znana. Najmniejszy wyznacznik macierzy kowarian-
cji jest funkcja liczby obserwacji zawartych w elipsoidzie o macierzy kowarianciji
wyznaczonej przez warunek (9).
Algorytm wykrywania obserwacji nietypowych oraz estymacji odpornej wielo-
wymiarowego parametru L oraz macierzy kowariancji X za pomoca MCD sklada

si¢ z kilku etapéw. W pierwszym etapie wyznaczany jest zbidr obserwacji

(X;,-.-,X, ), dla ktérych ocena S" estymatora 3 ma najmniejszy wyznacznik. Algo-

rytm wykrywania tych obserwacji opisany jest szczegétowo w pracy [9]. W kolej-
nym kroku obliczane sa na podstawie wyznaczonego zbioru srednia i macierz ko-
wariancji z préby:
* l h * 1 h * * ¥ *
m =—>wx,, S ==Y w(x;,-m')x; -m")".
h =1 h =1
Na podstawie tych ocen obliczane sg odlegtosci Ma>™*® ,t=1, ..., T. Szuka-

ne obserwacje (;,...,X; ) Wyznacza si¢ na podstawie zbioru (x;,....x;) tak, by
zachodzit warunek:
Ma?™ S < g2 s t=1,..., Tn, (10)

'

gdzie @ =(med,., _Ma> ™) 225

refl...
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Oceny estymatoréw i, T wektora } i macierzy kowariancji X maja nast¢pujaca
postac:

1 & . I :
mMCDZ_Zx , SMCD:—Z(x’ _mMCD)(x’ _mM(D)'. (11)
TD =1 ' TD 1=l
Estymatory ji, ) otrzymane metoda MCD sa estymatorami o wysokim punkcie
zatamania.

4. Model portfela efektywnego

Zat6zmy, ze rozkiad stopy zwrotu portfela zlozonego z N aktywoéw jest wielo-
wymiarowym rozkladem eliptycznym z parametrami p oraz X. Budowane w pracy
portfele inwestycyjne oparte na modelu Markowitza otrzymywane sg w wyniku
rozwiazania nastepujacego zadania optymalizacyjnego:

5p=\/|‘)‘Sf)=arg:nin,/p'Sp, (12)

przy ograniczeniach:

A={e' p=1,p20}lubA*={K =m'p2fK,e’,p=1,p20}, (13)
gdzie: 8, — ryzyko portfela, K, — stopa zwrotu portfela, p = (pi,...,py)’— (NX1)-
-wymiarowy wektor wag portfela, m = (my,...,my)’ — (Nx1)-wymiarowy wektor
bedacy ocena estymatora fi parametru P, S — ocena estymatora > (NXN)-
-wymiarowej macierzy kowariancji X, ey— (Nx1)-wymiarowy wektor jedynek.

5. Wyniki empiryczne

Badanie empiryczne przeprowadzono w odniesieniu do przykiadowych teore-
tycznych portfeli, ktérych sktad ze wzgledu na rodzaj aktywéw ustalono na pod-
stawie struktury portfela funduszu inwestycyjnego zréwnowazonego ING oraz
funduszu akcji ING. Do tworzonych przykladowych portfeli wybrano aktywa o
najwigkszym udziale sposréd znajdujacych si¢ w portfelach tych funduszy w kaz-
dym roku okresu 2002-2006. Material badawczy stanowig miesi¢czne stopy zwrotu
z inwestycji na rynku wtémym w akcje wybranych spétek oraz w obligacje. Stopy
zwrotu obligacji wyznaczone zostaly na podstawie ceny rozliczeniowej. Okres
badawczy to luty 2002-styczen 2007. Dodatkowe kryterium doboru spétek do port-
fela stanowita przynaleznos¢ do odmiennych sektoréw zgrupowanych w trzech
gléwnych dziatach: przemyshu, finanséw i ustug.

Rysunek 1 przedstawia wykresy typu ,,ramka-wasy” miesigcznych stép zwrotu
aktywéw wybranych do budowy portfela. Jedenascie pierwszych wykreséw ilu-
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struje strukture obserwacji stép zwrotu akceji spétek wybranych do portfela, a ostat-
nie cztery wykresy dotycza struktury stép zwrotu obligacji. Cz¢s¢ dluzng portfela
reprezentuja stopy zwrotu nast¢pujacych obligacji: dziesigcioletnich o statym pro-
centowaniu (DS), pigcioletnich o staltym procentowaniu (PS), trzyletnich
o zmiennym oprocentowaniu (TZ) oraz zerokuponowych (OK).

Wykres odleglos¢-odleghos¢
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Rys. 1. Wykresy ,ramka-wasy” szeregow Rys. 2. Wykres ,,odlegtosé-odlegios¢”
czasowych zwrotéw aktywdéw wchqdzqcych klasycznych odlegtosci Mahalanobisa
w sktad budowanych portfeli i opartych na MCD
Zr6dto: obliczenia whasne. Zrédto: obliczenia whasne.

Obecnos¢ wartosci nietypowych widocznych na rys. 1' w analizowanych szere-
gach czasowych wskazuje na potrzebe budowy portfeli, ktérych charakterystyki
wyznaczone s na podstawie estymatoréw parametru potozenia oraz macierzy ko-
wariancji, odpornych na pig¢tnastowymiarowe obserwacje nietypowe. Obserwacje
te zidentyfikowano, stosujac procedury ich wykrywania wlasciwe dia metod MCD
oraz MVE. Przykladowo rys. 2 przedstawia wynik procesu wykrywania obserwacji
nalezacych do rdzenia za pomocg metody MCD. Obserwacjom tym odpowiadaja
punkty znajdujace si¢ ponizej linii poziomej wyznaczonej przez warto$¢ odcigta

,/ X 001 =5,24, czyli te, dla ktérych spetniony jest warunek (10). Zbidr obser-

wacji nietypowych znajduje si¢ powyzej tej linii.

Charakterystyki teoretycznych portfeli Markowitza zostaly wyznaczone zada-
niem (12) przy warunku A postaci (13) z uwzglednieniem ogélnego zalozenia wia-
sciwego funduszom zréwnowazonym, dotyczacego zasady inwestycji w rézne
rodzaje aktywéw. Zgodnie z nim maksymalny udziat akcji, jak réwniez instrumen-
téw dtuznych w portfelu, nie moze by¢ wyzszy niz 60%. Charakterystyki portfeli
uwzgledniajacych te zalozenia i wyznaczone na podstawie estymatoré6w NW, MVE
i MCD parametru polozenia oraz macierzy kowariancji zawarte sa w kolumnach 2,
3 tab. 1. Natomiast kolumny 5, 6 tej tabeli zawieraja charakterystyki portfeli bu-

! Za wartosci nietypowe zilustrowane na rys. 1 uznano wartosci oddalone od srodka rozktadu
kazdej zmiennej w stopniu przekraczajacym okreslong regute.
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dowanych z uwzglednieniem ogélnego zatozenia wiasciwego funduszom akcji,
zgodnie z ktérym w portfelu moze by¢ do 30% instrumentéw dluznych, a mini-
malny udzial akcji nie moze by¢ nizszy niz 70%.

Tabela 1. Charakterystyki globalnych portfeli minimalnego ryzyka

. Teoretyczny” portfel 3 R ~Teoretyczny” p(.).nfel 3 R
funduszu zréwnowazonego i d funduszu akcji i d
1 2 3 4 5 6
NW 226 |142 |NW 5,13 12,63
MVE 1,84 [1,01 |MVE 420 |1,64
MCD 1,37 [097 |MCD 3,17 1,60

Zrédto: obliczenia whasne.

Otrzymane wyniki wskazuja, ze charakterystyki globalnego portfela minimal-
nego ryzyka wyznaczonego metodami odpornymi (MVE, MCD) réznia si¢ od cha-
rakterystyk portfela otrzymanego z uzycime klasycznej metody estymacji (NW).
Roéznice te sa szczegdblnie istotne z punktu widzenia ryzyka portfela.

Dla wyznaczonych globalnych portfeli minimalnego ryzyka oszacowano grani-
ce efektywne, ktdre zilustrowano na rys. 3 i 4. Z punktu widzenia ksztaltowania si¢
wartosci ryzyka portfela obydwu rodzajéw funduszy granica efektywna portfeli
MCD dala nieznacznie lepsze rezultaty niz granica efektywna portfeli MVE.

565; N
Fpsls 5 - NW
51 ~+-MVE R55)
4,5 5 « MVE
4 | +MCD 45
35 4 —+ MCD
3] 35
2,5" 3/
2 2,5
1.5 2
1 1,5
0,5 1
0 e T 0,51
0123456 7 89 101112 o+
012 3456 789 101112
Rys. 3. Granice efektywne ,teoretycznych” portfeli Rys. 4. Granice efektywne , teoretycznych”
funduszu zréwnowazonego portfeli funduszu akcji
Zrédlo: obliczenia wiasne. 7rédlo: obliczenia wiasne

Lokalizacje i ksztalty ,,odpornych” granic efektywnych wzgledem granicy ,.kla-
syczne]” potwierdzajg, ze obecnosé obserwacji nietypowych moze istotnie wpty-
wac¢ na klasyczna estymacj¢ charakterystyk portfela potrzebnych do wyznaczenia
granicy efektywnej. Przy okreslonym poziomie stopy zwrotu portfele znajdujace
si¢ na ,,odpornych” granicach efektywnych charakteryzuja si¢ mniejszym ryzykiem
w poréwnaniu z portfelami znajdujacymi si¢ na ,.klasycznej” granicy efektywne;j.
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6. Podsumowanie

Przeprowadzona analiza potwierdzila, ze obecnosé¢ wielowymiarowych obser-
wacji nietypowych, stanowigca jedno z mozliwych zrédel odchylen od klasycznych
zalozen danego modelu, moze prowadzi¢ do wyboru réznych portfeli Markowitza
w przypadku stosowania klasycznych 1 odpornych metod estymacji. Poprawa wy-
nikow estymacji odpowiednich parametréw wyznaczajacych ryzyko oraz dochod
portfela, bedaca celem niniejszej estymacji odpornej, zostala osiagnigta, biorac pod
uwage kryterium minimalizacji ryzyka budowanych portfeli. Nalezy jednak pamig-
taé, ze MVE-estymatory oraz MCD-estymatory, mimo ze s estymatorami o wyso-
kim punkcie zalamania, nie sa najbardziej efektywne. Niewatpliwie zaleta omo-
wionych procedur jest diagnostyka typoéw wielowymiarowych obserwacji.
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ROBUST MSA METHODS IN ESTIMATION OF LONG-TERM
ASSETS PORTFOLIO RISK USING THE EXAMPLE OF POLISH
OPEN-END INVESTMENT FUNDS MARKET

Summary

The paper aims at implementing selected robust estimation methods to multi-
variate outliers to determine examples of minimum-risk long-term assets portfolios.
Examples of theoretical portfolios have been determined based on the actual data.
The structure of those portfolios in terms of assets type was determined based on
the structure of selected types of Polish open-end investment funds. Characteristics
of portfolios determined based on classical maximum likelihood (ML) estimators
of location and covariance matrix and based on robust minimum volume ellipsoid
(MVE) and minimum covariance determinant (MCD) estimators have been com-
pared.
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