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1. Wstep

W niniejszej pracy zostanie oméwiony wplyw zaburzen stacjonarnosci w szeregu
stép zwrotu na estymowane wartosci parametrow modelu GARCH(1,1) oraz na
analiz¢ struktury zaleznosci takiego szeregu. Okazuje si¢, z¢ zmiany w bezwarun-
kowej wariancji szeregu stop zwrotu powoduja zawyzanie estymowanej sumy para-

metréw &, + ,B, , ktéra czesto zbliza si¢ do jednosci. Ponadto w przypadku niestalej

wariancji analiza zaleznosci w szeregu wartosci bezwzglednych stép zwrotu moze
biednie wskazywac na wystepowanie dlugozasiggowych zaleznosci.

W artykule zostana przedstawione wyniki badan szeregu logarytmicznych stop
zwrotu indeksu WIG, wskazujace m.in. na wystgpujace zmiany bezwarunkowej
wariancji w tym szeregu.

2. Model IGARCH

Model GARCH(1,1) procesu stép zwrotu (X, ), opisuje para réwnarn:
X =02 ,0'=a,+fo’, +aX], ,teN.
gdzie (Z,),., jest szeregiem niezaleznych zmiennych o jednakowym rozktadzie
spetniajacym warunki: EZ =0 i EZ’=1dlate N, a,>0,¢,,, 20 [1].
Wiele badan szeregéw stép zwrotu cen akcji oraz wartosei indekséw gieldowych wska-
zuje na warto$¢ sumy &, + 3, bardzo bliska jednosci [2]. Wynika stad, ze do opisu szeregu
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stép zwrotu najbardziej odpowiedni jest szczegdlny typ modelu GARCH, a mianowicie
model IGARCH (Integrated GARCH). W takim modelu wariancja jest nieskonczona. Nie
ma jednak przekonujacych dowodéw na wystepowanie nieskonczonego drugiego momentu

w szeregu stop zwrotu. Okazuje sig, ze wlasnos¢ estymowanych parametréw: &, + ,Bl =1
moze by¢ spowodowana wystepujacymi zaburzeniami stacjonamosci w szeregu stop zwro-
tu, a W rzeczywistosci suma ta jest zdecydowanie mniejsza od jednosci [6].

3. Dlugozasiggowe zaleznosci

Dtugozasiegowe zaleznosci, zwane réwniez dluga pamiegcia, to specyficzny ro-
dzaj zaleznosci, jakie wystepuja pomigedzy wyrazami stacjonarnego szeregu Czaso-
wego. Funkcja autokorelacji w takim szeregu maleje powoli, potggowo (w przypad-
ku typowych zaleznosci korelacje pomigdzy wyrazami szeregu zanikaja wyklad-
niczo). Wplyw maja na siebie elementy szeregu oddalone nawet o kilkadziesiat czy
kilkaset wyrazow. Poza analiza wykresu funkcji autokorelacji stosuje si¢ wiele
testow pozwalajacych stwierdzié, czy ,,dluga pamig¢” w danym szeregu wystgpuje
oraz jaki jest zasigg zaleznosci [7]. Metody te polegaja na estymacji parametrow:
He (0,1) (zwanego wykladnikiem Hursta) oraz de (-0.5,0.5). W przypadku

skonczonej wariancji wspélczynniki te polaczone sg zaleznoscia: H=d+0.5. O
obecnosci dlugozasiggowych zaleznosci $wiadczy woéwczas warto$¢ wykladnika
Hursta przekraczajaca 0.5 lub réwnowaznie d >0. Im wolniej zanikaja zaleznosci,
tym wigksze s wartosci parametrow H i d . Dlugozasiegowe zaleznosci prawdo-
podobnie nie wystgpuja w samym szeregu stop zwrotu, jednak liczne badania wska-
zuja na wystgpowanie tego typu zaleznosci w szeregu wartosci bezwzglednych stép
zwrotu [5]. Potwierdza to zaréwno analiza wykreséw funkcji autokorelacji, jak i
metody estymacji parametréw H i d . Zalozenie, jakie przyjmuje si¢ w przypadku
estymacji funkcji autokorelacji oraz wyznaczania parametréw zwiazanych z wyste-
powaniem ,,dtugiej pamigci”, to zatozenie o stacjonamosci badanego szeregu. Zatem
wszelkie zaburzenia stacjonamosci powoduja, ze wyniki analizy nie s zgodne z
prawda. Okazuje si¢ np., ze w przypadku niestacjonarnego szeregu czasowego, w
ktérym dlugozasiggowe zaleznosci nie wyst¢puja, zaréwno analiza estymowanej
funkcji autokorelacji, jak i wartos¢ parametru d uzyskana przy zastosowaniu perio-
dogramu wskazuja na obecnos¢ ,,dtugiej pamigci” (fakt ten udowodniono w [3]).

4. Zaburzenia stacjonarnosci
Najczgsciej zaburzenia stacjonarnosci w szeregu czasowym spowodowane sa

zmieniajaca si¢ w czasie wartoscia srednia lub tez zmienng bezwarunkowa wariancja
wyrazéw szeregu. To ostatnie zjawisko be¢dzie przedmiotem analizy w niniejszej

111



pracy. Aby pokazac, jaki wplyw na wyniki estymacji parametréw moze mie¢ brak
stacjonarnosci, przeanalizowany zostanie sztucznie wygenerowany Szereg czasowy
(X,,r=1,2,...,1500), zlozony z trzech réwnej dlugosci szeregébw z modelu

GARCH(1,1), kazdy z innymi parametrami:
a,=11.10"°, @,=0.20, B, =045,dla ¢t=1,..,500,
a,=18.10°, @, =0.15, B, =0.70, dla t =501,...,1000,
a,=14.10"°, @, =0.10, f,=0.65,dla t=1001,...,1500 .

Szereg X (rys. 1 po lewej stronie) w kazdym z trzech fragmentéw ma inna wa-
riancj¢ (rys. | po prawej stronie). Metoda najwigkszej wiarygodnosci zostang teraz
wyznaczone parametry modelu GARCH(1,1) dla tego szeregu.

GARGH(1.1) s GARCH(1,1)

VarX

0 500 1600 1500 o w0 1000 150

Rys. 1. Wygenerowany szereg ztozony z trzech réwnej dtugosci szeregéw z modelu GARCH(I,1)
(po lewej) oraz bezwarunkowa wariancja szeregu (po prawej)
Zrodto: opracowanie wiasne.

Pierwsze trzy kolumny tab. 1 zawieraja wyniki estymacji parametréw o, i f, dla
kazdego z trzech fragmentéw szeregu X . Wyniki odbiegaja od wartosci teoretycznych,
poniewaz analizowane probki danych s3 dos¢ krétkie (500 elementéw). W ostatniej
kolumnie znajduja si¢ parametry wyestymowane z catego szeregu X . Mozna by si¢
spodziewa¢, ze te wartosci beda pewnym usrednieniem estymowanych parametréw w

trzech kolejnych fragmentach, okazuje si¢ jednak, ze wartosc ,Bl jest tu wigksza niz
kazdy z parametréw ,Bl dla trzech fragmentéw szeregu, a suma @, + 3, osiaga wartos¢
prawie 0.95.

Tabela 1. Estymowane parametry modelu GARCH(1,1) wygenerowanego szeregu X

Parametry X, t=1,..,500 1=501,..,1000 | +=1001,...,1500 r=1...1500
é, 0.2536 0.1806 0.1161 0.1764
B 0.4664 0.6419 0.6160 0.7702
a+p, 0.7200 0.8225 0.7321 0.9466

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Aby pokaza¢ jak zmiana parametréw (brak stacjonarnosci) wplywa na sume¢ &, + Bl ,
parametry te bgda wyznaczane dla coraz dhuzszego fragmentu szeregu, ktéry zawsze
zaczyna si¢ od wyrazu X, , dlugos¢, poczawszy od 300, elementéw zwigksza si¢ o 10 az
do osiagniecia dlugosci 1500. Wartosci &, + ,Bl przedstawia rys. 2 (po lewej stronie).
Szereg X, jest stacjonarny dla f<500. Dla r<400 wyniki estymacji sa niestabilne,
dalej osiagaja wartosci w miarg bliskie prawdziwej sumy a, + f, =0.65 . Wraz z przekro-
czeniem przez ¢ granicy 500 zostaje zaburzona stacjonarnosé i estymowana suma &, + [3,
gwaltownie rosnie, przekraczajac wartos¢ 0.95, podczas gdy dla ¢ =501,...,1000 spetio-
na jest réwnos¢: o, + f, =0.85. Zmiana po raz drugi parametréw modelu (gdy ¢ prze-
kracza 1000) skutkuje tym, ze pomimo spadku rzeczywistej wartosci &, + 3, do progu
0.75, estymowana suma maleje tylko nieznacznie, dalej utrzymujac si¢ w poblizu wartosci
0.95. Wida¢ zatem, jak zaburzenia stacjonamnosci wplywaja na zawyzenie sumy &, + ﬂ, ,
ktérej wartos¢ zbliza sig do jednosci.

Sample Acorsimion Funcion (ACF)
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Rys. 2. Suma parametréw &, + B, estymowana dla coraz dtuzszych fragmentéw szeregu X (po lewej)

oraz estymowana funkcja autokorelacji szeregu | X | (po prawej)
Zrédto: opracowanie wiasne.

Szereg w modelu GARCH(1,1) ma t¢ wiasnosc, ze jego wyrazy nie sg ze soba skore-
lowane, natomiast korelacje wystgpuja pomigdzy ich wartosciami bezwzglednymi. Zalez-
nosci te zanikaja jednak szybko, funkcja autokorelacji maleje do zera wyktadniczo. Na
rysunku 2 (po prawej) przedstawiajacym estymowang funkcj¢ autokorelacji wartosci
bezwzglednych wygenerowanego szeregu X widaé zupetnie inna sytuacje. Tutaj istotne
statystycznie korelacje wystepuja nawet pomigedzy wyrazami oddalonymi o kilkadziesiat
elementéw, co jest cechg szeregdw czasowych, w ktérych wystepuja diugozasiggowe
zalernosci. Zatem w przypadku analizowanego szeregu wykres funkcji autokorelacji
dostarcza zupelnie blgdnej informacji o wystgpowaniu ,,dlugiej pamieci”. Dzieje si¢ tak
dlatego, ze nie jest spelniony podstawowy warunek pozwalajacy poprawnie okresla¢
funkcje autokorelacji — szereg nie jest stacjonamy.
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Dokladniejsza analiz¢ zasiggu zaleznosci mozna przeprowadzi¢, badajac odpo-
wiednio dlugi szereg czasowy. W dalszej czgéci zostanie przeanalizowany szereg Y
dlugosci 10 000 elementow (rys. 3 po lewej), ktdry powstal w nastgpujacy sposéb:
wyrazy szeregu GARCH(1,1) (dtugosci 10 000) z parametrami ¢, =0.2, f =0.2
zostaly przemnozone przez stala przedziatami funkcje, tak zeby otrzymaé szereg ze
zmieniajacym si¢ odchyleniem standardowym (rys. 3 po prawej).

: L

1000 2000 %000 400 5000 6000 7000 B0 X0 10000 0 1000 2000 3000 4000 5000 800 7000 8000 9000 |oé»oo
Rys. 3. Wygenerowany szereg Y z krétkozasi¢gowymi zaleznosciami (po lewej) oraz odchylenie
standardowe szeregu Y (po prawej)

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 4. Estymowana funkcja autokorelacji szeregu | Y |
Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 2. Estymowane wartosci wyktadnika Hursta H dla szeregu |Y | uzyskane przy zastosowaniu
metody wartosci absolutnej, periodogramu, metody wariancji

Metoda Wartosci absolutne;j Periodogram Metoda wariancji
H 0.76 0.68 0.75

Zrédto: opracowanie wlasne.

Rysunek 4 przedstawia funkcje autokorelacji szeregu |Y | dla dystansu od 0 do
100. Widac, jak olbrzymi wplyw na estymowana funkcj¢ autokorelacji maja zabu-
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rzenia stacjonarmosci szeregu. Wyrazy szeregu Y, a wiec réwniez szeregu |Y |, maja
krétkozasiggowe zaleznosci, natomiast estymowana funkcja autokorelacji szeregu
|Y | wskazuje na wystepowanie ,,dtugiej pamigci”.

Tabela 2 zawiera estymowane wartosci wyktadnika Hursta H dla szeregu |Y |.

Kazda z przeprowadzonych metod estymacji daje wynik zdecydowanie wigkszy od
0.5, co swiadczy o wystgpowaniu dlugozasiggowych zaleznosci.

5. Analiza stép zwrotu indeksu WIG

W tej czesci pracy zostanie poddany analizie szereg stop zwrotu (logarytmicz-
nych) indeksu WIG dilugosci ok. 3000 wyrazéw (2 lutego 1995 r.-16 stycznia
2007 r.)". Estymacja parametréw modelu GARCH(1,1) wskazuje, ze @&, + ,B, =0.98,
czyli suma ta osiaga warto$é bliska jednosci. Wynik ten moze sugerowaé, ze anali-
zowane stopy zwrotu maja cechy zblizone do szeregu z modelu IGARCH(1,1), ale
mozliwe jest réwniez, ze wartos¢ estymowanej sumy jest sztucznie zawyzZona z
powodu wystepujacych w szeregu zaburzen stacjonarnosci.

Na rysunku 5 (po lewej) przedstawiajacym stopy zwrotu indeksu WIG wida¢é, ze
wariancja nie jest stala, jednak trudno stwierdzi¢, czy mamy do czynienia ze zmienna
warunkowg wariancja, czy tez dodatkowo ze zmieniajaca si¢ wariancja bezwarunko-
wa. Aby t¢ kwestie rozstrzygnaé, zastosowano metode AWS (adaptive weights smo-
othing) [4], pozwalajaca na dopasowanie do szeregu czasowego bezwarunkowej
wariancji, ktéra jest przedziatami stala. Jest to nieparametryczna, iteracyjna metoda, a
Jej algorytm w duzym uproszczeniu mozna opisa¢ nastepujaco: analizowane jest coraz
wigksze sasiedztwo kazdego wyrazu szeregu, a nastgpnie sprawdza si¢, czy elementy z
otoczenia danego punktu maja podobne cechy. W rezultacie wyznaczone zostaja
odpowiedniej dlugosci przedziaty, w obrebie ktérych warianci¢ mozna uznac za stala.

500 1000 1500 2000 2500 3000

Rys. 5. Stopy zwrotu indeksu WIG (po lewej) oraz odchylenie standardowe (po prawej)
Zrédto: opracowanie wiasne.

! Dane pochodza z www.parkiet.com.
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Rysunek 5 (po prawej) przedstawia obliczone na tej podstawie odchylenie stan-
dardowe szeregu stop zwrotu. Uzyskany wynik wskazuje na wystgpowanie istotnych
zmian w wartos$ci bezwarunkowej wariancji. Najkrétszy fragment analizowanego
szeregu, w ktérym nie wystepuja zmiany bezwarunkowe] wariancji, liczy 35 ele-
mentéw (ok. 2 miesi¢cy), najdiuzszy — 745 elemenntéw (prawie 3 lata).

Dysponujac informacjami o zmieniajacej si¢ wariancji, mozna przeprowadzi¢
dokladniejsza analize efektu IGARCH. Rysunek 6 przedstawia wyniki estymacji
sumy parametréw ¢, i f, dla coraz wigkszego fragmentu szeregu stép zwrotu, przy

czym pierwszy fragment, liczacy 78 elementdw, zostal w tej analizie pominigty po
to, aby mozna bylo zaczaé estymacj¢ od odpowiednio dlugiego stacjonarnego frag-
mentu. Pierwszy fragment mial dtugos¢ 250 elementéw, za kazdym razem do tego
fragmentu dodawano 10 kolejnych wyrazéw. Wida¢, ze dopéki wariancja jest stala,
suma &, + ,B, ma warto$¢ zdecydowanie nizsza od 1. Wraz z pojawianiem si¢ kolej-

nych zmian w wariancji suma ta zwigksza swa warto$¢, zblizajac si¢ do jednosci.

03t

500 1000 1500 2000 2500 3000

Rys. 6. Wartos¢ &, + /?, dla coraz dtuzszego fragmentu szeregu stép zwrotu WIG
Zrédto: opracowanie wiasne.

Na rysunku 7 (po lewej) wida¢, ze korelacje maleja powoli, wykres wskazuje ponadto,
ze istotne zaleznosci wystgpuja pomigdzy wyrazami, ktére dzieli dystans az 100 elemen-
téw. Wczesniejsza analiza wskazuje na brak stacjonarnosci (zmieniajaca si¢ bezwarunko-
wa wariancj¢), zatem wykres funkcji autokorelacji moze fatszywie wskazywaé na wyste-
powanie dlugozasiggowych zaleznosci. Aby przekonaé sig¢, jaki wplyw na funkcje auto-
korelacji maja zaburzenia stacjonamosci, mozna zanalizowa¢ zmodyfikowany szereg stop
zwrotu, ktéry powstanie przez unormowanie oryginalnego szeregu za pomoca wWyznaczo-
nego odchylenia standardowego metoda AWS (zabieg taki zostat zastosowany dla stép
zwrotu 12 indekséw w [6]). Nowy szereg ma zatem stalg wariancj¢ rowna jednosci. Jezeli
szereg stop zwrotu indeksu WIG ma faktycznie ,,dtuga pamig€”, to taki zabieg nie wplynie
na zasigg zalezmosci i funkcja autokorelacji wartosci bezwzglednych unormowanego
szeregu bedzie réwniez wolno malata.
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Rys. 7. Estymowana funkcja autokorelacji wartosci bezwzglgdnych: szeregu stép zwrotu WIG
(po lewej) oraz unormowanego szeregu stdp zwrotu (po prawej)
Zrédto: opracowanie wlasne.

Tabela 3. Estymowane wartosci wyktadnika Hursta H uzyskane przy zastosowaniu trzech metod
wyznaczone dla warto$ci bezwzglednych szeregu stop zwrotu WIG oraz szeregu unormowanego

Metoda Wartosci absolutnej Periodogram Metoda wariancji
H-oryginalny szereg 0.88 0.75 0.80
H-unormowany szereg 0.52 0.63 0.49

Zrédio: opracowanie wiasne.

Na rysunku 7 (po prawej) widac, ze wykres funkcji autokorelacji po unormowaniu sze-
regu stép zwrotu ulegl zmianie. Korelacje znacznie zmalaly, dla wiekszych odleglosci sa
nieistotne statystycznie, dla matych dystanséw oscyluja wokét granicy istotnosci. Wyniki
estymacji wykladnika Hursta z powodu niedostatecznej dtugosci szeregu obarczone sa
sporymi bledami (zwykle w tego typu analizie badane szeregi maja dlugos¢ powyzej
6000 elementéw). Tak jak poprzednio przebadany zostanie oryginalny szereg oraz szereg
po unormowaniu wariancji. Cho¢ wyniki przedstawione w tab. 3 nie swiadcza jedno-
znacznie o tym, ze w unormowanym szeregu dlugozasi¢ggowe zaleznosci nie wystgpuja, to
wida¢ wyraznie, ze w szeregu unormowanym wykladnik Hursta ma w przypadku kazde;j
metody nizsza warto$¢. Zatem zaburzenia stacjonarnos$ci maja wplyw na wystgpowanie
efektu ,,dlugiej pamigcei”.

6. Podsumowanie

Przedstawione w pracy przyklady pokazuja, jak zmienna bezwarunkowa wa-
riancja szeregu moze wptywaé na zafalszowanie wynikéw analizy zaleznosci oraz
estymacji parametréw modelu GARCH(1,1). Waznym zadaniem podczas badania
finansowych szeregéw czasowych jest zatem analiza stacjonarnosci. Jedna z metod,
pozwalajaca okresli¢ przedziaty, w ktérych parametry szeregu (w tym wypadku
wariancja) sa stale, jest zastosowana w pracy metoda AWS.
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Analiza stép zwrotu indeksu WIG pokazata, ze wariancja tego szeregu co pe-
wien czas si¢ zmienia i prawdopodobnie te zmiany odpowiedzialne sa za efekt
IGARCH w szeregu stép zwrotu oraz efekt dlugozasiggowych zaleznosci w szere-
gu wartosci bezwzglgdnych stop zwrotu.
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THE ANALYSIS OF THE IGARCH EFFECT AND THE LONG
RANGE DEPENDENCE EFFECT IN THE RATES OF RETURN
ON THE WIG INDEX

Summary

The article considers the impact of non-stationarity in rates of return series on estimated
parameters of the GARCH(1,1) model and dependency structure analysis. The sum of the

estimated coefficients &, + ,B, very close to one (the IGARCH effect) and long range

dependence in absolute log-returns might be spurious. The possible explanation of the
effects mentioned are shifts in the unconditional variance.

The analysis of log-returns on the WIG index (using the adaptive weights
smoothing method) suggests the presence of shifts in the unconditional variance,
which is probably the reason for IGARCH and LRD effects.
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