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1. WSTRP

1.1 Wprowadzenie

Powtoki wielowarstwowe sg zbudowane,na ogér, z warstw
o réznych wtasnodéciach fizycznych i wytrzymalosciowych,
Taka koncepcja pozwala na bardzie] oszczedne stosowanie ma-
teriatéw konstrukecyjnych, a Jednoczeénile na uzyskanie odpo=
wiedniej izolacJji cieplnej wzgl. akustycznej itp., Optymalne
zaprojektowanie, zaréwno pod wzgledem ekonomicznym, wytrzy=-
matosSciowym i uzytkowym; Jest uzaleznione od umieje¢tnosci
wlasSciwed Jako$ciowej 1 ilosSciowe] oceny pracy poszczegél -
nych warstw, Peine wykorzystanie zalet ukladu wielowarstwo-
wego Jest mozliwe przy dysponowaniu odpowiednim algorytmem
Jego rozwigzywania,

W$réd metod sprowadzenia tréjwymiarowych zagadnier teo-
rii spre¢zystosci do dwuwymiarowych réwnan teorii powiok
nalezy wyréinié dwie grupy polegajgce na [14] :
1/ rozktadzie wektora przemieszczenia lub tensora napreze =

nia w szereg wzgledem wspéirzednej normalneJ,
2/ zatozeniu postaci przemieszczeria lub rozkiddu naprezen
po grubosci powloki.

Rozktadu w szereg dokonuje sie najczesciej w bazie
zwykiych wielomianéw [5] 1 wielomianéw Legendre’a [15].

Grupe metod| z pkt 2/ mozna podzielié na dwie pod -
grupy. Do pierwszeJ zalicza sig¢ metody, w ktérych przyjmuje
sie zatozenia dla catej powioki wielowarstwowelj. Otrzymane
stad réwnania sq podobne do odpowiednich réwnari dla powiok
Jednorodnych,
W pierwszych pracach z teorii powiok wielawarstwowych [ 87]
stosowano zalozenie Krichhoffa - Love’a /wiékna prostoli =
niowe powloki, prostopadte do powierzchni podstawowej w kon-
figuracji poczgtkowej, pozostajgq proste i prostopadie w kon-
figpracaiiaktualnéj/. Takie podejécie ma ograniczone zasto =
sowanie do powlok cienkich o podobnych wlasnosciach warstw,
W pracach [6 , 9] uwzglqdniono,deformacag Scinania, zaste-
pujgc pochodng wektora przemieszczenia wewngtrz powoki
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wzgledem wspéirzedne] normalneJ, wyrazeniem réznicowym za-
wierajgcym miary deformacji poprzecznej., Ogélna struktura
réwnan rézniczkowych nie zalezy tutaj od ilosci warstw.
Natomiast, w pracy [12] zatozono rozkiad napregzen stycz-
nych; uwzgledniono réwniez poprzeczne odksztaicenia norma-
lne.

W drugiej podgrupie dla kazdej werstwy przyjmuje sig
niezalesne miary odksztaicen poprzecznych. Cze¢sto pojedyn-
cze warstwy traktuje sie Jako powloki Jednorodne i rozpa -
truje warunki zgodnosci naprezeri 1 przemieszczed na powierz-
chniach migdzywarstwowych [ 3] . Autorzy [1] =zastosowald
do opisu geometrii powXoki wspéirzedne warstwowe, Otrzymany
uktad réwnan Jest bardzo przejrzysty. Zwrécono tam ponadto
uwage na analogle pomigdzy teorig powierzchni Cosserat =z
wieloma wektorami kierunkowymi, a teorig powlok wielowarst-
wowych,

Peiniejszy przeglad kierunkéw rozwoju teorii powiok
wielowarstwowych, Jjak réwniez obszerng bibliografie¢, mozna
znalezé w pracy [10].

1.2 Cel i uklad pracy

Zasadniczym celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie
réwnan statyki powlok wielowarstwowych z uwzglednieniem
odksztatcen poprzecznych. W oparciu o opis ruchu powiok Jje=-
dnorodnych podany w monografii [ 5] , sformulowano zaloze -
‘nie kinematyczne dla powtok wielowarstwowych. Réwnania réw-
nowagl otrzymano z zasady prac przygotowanych, a zwigzki kon-
stytutywne z prawa Hooke’a . Rozwazania ograniczono do zagad=-
nieri liniowych i powlok o stateJ gruboéci.

Otrzymane réwnanie bardzo 2atwo mozna przystosowaé do szcze=-
gélnych typéw powiok /gdzie nie ma potrzeby uwzgledniania
deformacji poprzecznych w kazdeJ warstwie/, odrzucajgc pew =
ne skitadniki réwnari lub cale réwnania,

Zagadnienie znacznie sig¢ wéwczas upraszcza,

Ponadto, podano uproszczony sposéb uwzglednienia odksztatced
poszczegélnych sScinania,

Wyniki uyzyskane w pracy sg oryginalne, a w szczegélnym
przypadku powlok Jednorodnych zgadzajg sie z podanymi w wie-



lu publikacjach.

W rozdziale drugim sformuiowano réwnania statyki po-
wiok wielowarstwowych z uwzglednieniem odksztalceri poprzecz-
nych w. kazdej warstwie. Przyjeto zatozenie, 2e prostolinio-
we widkna prostopadle do powierzchni podstawoweJ przyJjmujg
po odksztaiceniu postaé tamanej. Odcinki tamanej zawarte sg
w obregbie warstw i mogg mie inng diugoséé niz. przed odksztai-
ceniem, |
Z zasady prac przygotowanych uzyskano 3 + 3x No réwnain réwe
nowagl dla sit wewnetrznych /No - liczba warstw/.

Jako silty wewnetrzne przyjeto zwykle napigcie sitowe N*P
i momentowe M*® [4 , 5], jak réwniez napiecia warstwowe,
na ogét, nie majgce prostej interpretacji.

W rozdziale trzecim przyJjgto zatozenie Kirchhoffa-lLove‘a.
Obliczono réwniez naprgzenia 6%  ze zwigzkéw konstytu -
tywnych. .

Rozdziat czwarty zawlera przyblizony sposéb uwzglednie-
nia odksztaicen poprzecznych Scinania., Tutaj miarg poprzecz-
nych deformacji Jest Jeden wektor dla wszystkich warstw.

Z réwnan réwnowagi oblicza sie sity poprzeczne w warstwach

w zaleznosci od catkowitej sity poprzecznelj. Zwigzek Konstytu-
tywny miedzy sitami poprzecznymi a wektorem poprzecznych de=-
formacjl wyprowadza si¢ z rozwazan energetycanych. PrzyJjeto
Jednakowy wspélczynnik Polissona w kazdej warstwie,

W rozdziale pigtym pokazano Jak mozna uzyskaé réwnania
pow2ok tréjwarstwowych z ogélnych réwnari rozdziaiu drugiego.
Odksztatcenia poprzeczne uwzgledniono tylko w warstwie wewng=-
trznej, Dla ptaskich powlok podano rozkiad naprezen [0

Rozdzial szésty zawiera przykiad. Rozwigzano tréjwarstwo-
wa nieskornczong powioke walcowg. Powloka Jest utwierdzona
wzdiuz przeciwleglych tworzacych i poddana statemu obcigzeniu
promieniowemu, Otrzymuje sie wtedy ukad zwyczajnych réwnef
rézniczkowych o staitych wspéiczynnikach,

Uzyskano dokladne rozwigzanie zagadnienia przy pomocy réwnai

rozdz. pigqtego i przy zalozeniu Kirchhoffa-Love‘a. Obliczone

sily wewnetrzne i przemieszc¢zenia poréwnano dla réznych gru -
bosci powioki 1 warstw oraz moduzéw sprezystosci,



Rozdzial sidédmy zawiera uwagi koilicowe.
Oznaczenia, stosowane w pracy, Sg wzorowaneé na mono=-

grafil [5] .



24 STATYKA POWEOXK WIELOWARSTWOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM
DEFORMACJI POPRZECZNYCH W KAZDEJ WARSTWIE

2.1 Geometria konfiguracji poczatkowe]

Przyjmuje sig stalg grubos$é powioki i warstw,
Powierzchnia podstawowa S Jest réwnolegia do powierz-
chni granicznyche
Geometrig¢ powioki opisuje si¢ w normalnym uktadzie wspdi-
rzgdnych., Podobnie jak w pracy [ 1] przyjeto wspéirzedne war-
stwowe pokazane na rys. 1.
Matymi literami alfabetu tacinskiego i greckiego oznaczono
wskaZniki tensorowe. Przebiegajg one zbiory odpowiednio:
1,2, 3 1 1, 2 . Duze litery alfabetu 2aciiiskiego okre-
Slajq numery warstw i przyjmujgq wartosci: 1, 2 ,..., No
/No - liczba warstw/.
Do wszystkich wskaZnikéw stosuje sig umowg sumacyjng. FPrze -
cinek przed wskaZnikiem oznacza pochodng czgstkowg, a Kkreska
pionowa pochodng kowariantng w odniesieniu do tensora metry -
cznego powierzchni podstawowej w konfiguracji poczgtkoweJ.
W szczegélnos’ci przecinek przed wskaZnikiem 3 oznacza po-
chodng czgqstkows wzglgdem wepdirzgdne) normalnej & .
Obiekty geometryvzne oznaczone duzymi literami odnoszgq siq do
konfiguracdi poczgtkowej, maitymi -~ konfiguracji aktualnej.

o+
g+iv|~ z! z2 z3 z¢ z&i X 7 Zf,

Tpy B[S ey ® -
w1 @, B
hz .......4......-;?... - @
4 §1
h, 1} Z@ o @
FEL by L L T Ly T




Wektor potozenia dowolnego punktu wewngtrz powzoki

mozna zapisaé¢ w postaci

13/975) -R(67 + z*(¢) D.(6%), (2.1)

gdzie:

S oy

N
X

wektor potozenia punktéw powierzchni podstawowej S,

wektor kierunkowy warstwy K,

wspéirzedna warstwowa,

wspbéirzedne krzywoliniowe na powierzchni podstawowej.

Dla powXok o statej grubosci warstw wygodnie Jest

zatozy¢

—>

As

-

D<Ay 5 K=12..M,.

Jest jednostkowym wektorem normalnym do powierzchni
podstawoweJ.

-

Wektor P  przyjmie wtedy postaé.

/B"R."' §/Zf 2 (2.2)
We wzorze (2.2) wykorzystano wiasnosé
.
k-Z;ZK’g' (2.3)
Powlerzchnie brzegowg J2 okreslamy réwhaniem
/?’*-/‘—?24“521’3 | (2.4)

—

RO

Jest réwnaniem krzywej C przecigcia powierzchni

podstawowe] S i brzegowej. (2.



Wektory bazy w obszarze powioki oblicza sig¢ w znany

sposéb -
~ _ 3P 7
ba = 357 = (& An |
Oy (2.5)
Gaaag =A‘3 .

Wktory. ;Z)-'q-aa—g‘-«' tworzg bazg powlerzchni podstawowed, a
#.‘ =5\f_§5qﬂ (2'6)

Jest translatorem [4, 7].
symbole O, 1 B oznaczaje delte Kroneckera i drugi fun-

damentalny tensor powierzchni podstawowe;j [13].
Baze¢ wzajemng mozna wyrazié przez wektory kontrawariantue

powierzchnl podstawowe]
G = (W) A

G-/, (2.7)
Translatory (/u"/,('g obliczamy z réwnania

W=y, (2.8)

(W)e= 1 [82+5(B2-2H68)], (2.9)
gdzie | :

p=det/ps[=7-25# +3*K, (2.10)
a H= 215: i K= dez‘/B.,?/ sg Srednig krzywizng

i krzywizng Gaussa [13].

2.2 Geometria konfiguracii sktualnej i stan
odksztatcenia

zaxésmy, ze @Y 1 & sq wspéirzednymi konwekcyJnymi.
Wektor potozenia punktu powioki zapiszemy w postaci
p=F +z%. (2.11)
Dokonujgqc podstawlen:

—

T=-R+d,
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= s * i,

Y (2.12)
otrzymamy

,B’-/‘—f’+&’+§,¢_lf3+g/_3’+z"’ﬁ, (2.13)
gdzlie

ii Jest wektorem przemieszczenia powierzchni podstawowe],
jﬁ jest wektorem deformacji poprzeczneJ.
Wektor ﬁ ﬂa/}“ obliczymy z zaleznosci

[d,/=7,

a; A =0.
Kropkg oznaczono iloczyn skalarny,
2 (2412) mamy

> o 7 . -

ad‘:;—@:“A“-falq/ (2.15)
a 3(201") i (2v12)

P =l A=~ (Us o+ Bl ts), (2.16)

Wektory bazy okredlone sg wzorami

LAY L pi oL a2 B
A SN A0 Y3 o

z (2.2) 4 (2.13) otrzymamy wektor przemieszczenia punktéw
powoki

F=p~P-d+5p 2N (2.18)
Stan odksztalcenia powoki opiszemy tréjwymlarowym tensorem,
ktéry w przypadku wspétrzednych konwekeyJnych przybiera postaé[ 5]

eg=21(g";-§’j,—§£'5j) (2419)
lub |

ey =367 ~G-it:). (2.20)
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Po odrzuceniu skiadnikéw nieliniowych bgdzie

1 T - 7 = -
Q«A’T(ﬂfAr'“lﬁ*gﬂfAr'ﬁrp A 54:'?—’;,,8

tUE Al F SUTA B+ ZEUE Ay 7_7:,« ),
Cus=F(Z5u2 B o + 20 7. ),

-

€3 =Z8 Ay I
Pochodne ’Z—f:« oblicza sig¢ ze wzoru [ 5]

T = (Vi = Bra U )A* + (W3 + B2 03 ) A, =
(V= Bov) oy # (Vs +Bua VA, .
Ostatecanie
€us = 24-(/1.'[8,,, FEUE Hyp + ZFUE Yy +
UL Era t SHE Hra * ZUG Yeipe)
s = F(ZEHL Fop + Z5 Eicus ) »
€33 = ZI:(:I K3 *

Tutad
Erp = Urfs = Bralls )
Trs = %‘r/# = Bre s )
Wy = Perfp = ~Us,ps "5;/,4 Ug =Br udfs
Exaz ™ 27\'3,.:( i Bf Tes )

sg dwuwymiarowyml tensorami odksztazcenia.

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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2.3 Révnania réwnowagi i warunki brzegowe

Réwnania réwnowagi i warunki brzegowe otrzymamy z za-
sady prac przygotowanych dla oérodka tréjwymiarowego

Wi, =W .

W i W sg odpowlednio, pracg przygotowanac sit wewngtrz-
nych i zewngtrznych.

W, ///6"59‘,dv f/fm%e,,, #1060, +0%5a,)dV. (2.25)

V :jest obszarem jaki zajmuje powktoka, a

6 .symetrycznym tensorem napre¢zenia,

Podstawiajgc (2.21) do (2.25) 1 wprowadzajac dV=}1.de§[5]
mozna wyrazié

Wo = (N h ST M 6B+ M h S i +
N B8 Foe + M 8 P * NP H, 8 )dLS.
w. ostatnim wyrazeniu przyjeto oznaczenia sit wewngtrznych
N[ p 0 utds |
M 0" ut gds,
Mt LU 6 us z4d
/me #5,,3 : 25 de, (2.27)
MK«S_/‘S’ #6d3zxd§ ,
Nxss‘f;*# 53321(3 a

Przeksztatcamy sktadniki w (2.26) wedtug schematu

(2.26)

NPhy6Z,0 = (NP8 = (Nha )62
1 zastosujemy twierdzenle Greena [11] .
Otrzymamy



S

Wo=J[(-N*1 Sus = N B,y Suy + Mk B} u, -
M a St =P 8 ey = M *Bes S, +N™6 i -
M"Y 8 s #M Bl E s + N 85, ) S + (2.28)
+ f (N Y Sus-M*BIVebur -M*va Sus , +
MU E%p + M P va s * M Ve S ) dC
gdzie
V= WA= W6Y  jest wektorem normalnym krzywej C

i stycznym do powierzchni S (rys. 2).
Wprowadzajgqc zwigzek [5]

au 9[,( ¢
ug,ﬁ Vp a)) - E@qV aca (2.29)

i podstawiajgc do (2.28) otrzymuje sig wyrazenie dla
ostatniej catki w (2.28)

_/‘[NNFV« (S\L(p ‘M““BP Vdd‘ur - M y“yﬁé'a(z{s
(o}

* 232 (Epp Vu V" M¥) 6 "MKﬂPVwé'?"Kn + MK O ks *
+M«P/¢ Vs 511_;](1{6 (2.30)

Symbolem E., oznaczono altamator na powlerzoehni S, a
%; oznacza pochodnq w kierunku wektora Y.
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Pracg przygotowang sit zewngtrznych podzielimy na dwie
czescl: \Aé, - pracg sit na powlerzchni brzegowej, i
Wz, - prace sik na powierzchniach granicznych
oraz sit objgtosciowych. - |
Wektor naprezein o na powlerzchni brzegoweJ mozna
zapisaé w postaci

50 = 6;“‘6 VJ’@:@ + 0‘,“31’«*/1; ., (2-31)
a element powierzchni (2 [4]
dR=-d("dE (2.32)

Wéwezas

W, =[] 6.6 o2 Jf (6 Ay + 6 )- (63, +
+E8B. + ZFE ik )V ol CelE.

Migdzy elementami fuku krzywych C 1 C" mozna znalezé
zwigqzek [4]

yq*dc*=#y°‘dc (2.34)

(2.33)
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W rezultacie (2.33) przyjole postaé
Wz, 'Cf(/VodﬁV,, Elop + Q2 8ttas ~ M0, B Sut,p -

M a8 tlasyp MV 8 Giis # MV S s )L C

Wskaznikiem "o" oznaczono sity i przemieszczenia na po-
wierzchni brzegowe]

DefinicJje sl brzegowych /Vod(s, M.,qp 5 /V/.,Km(S q MOK“S . )
sg identyczne z podanymi w (2.27) po zamianie 07 na G,
Natomiast

—~
n
L]
w
\

N

8 =[5 uorde . (2.36)

Jezell do (2.35) wprowadzimy (2.29) dla W,y , to

VVZI =C./.[/V0dp V"/ é‘uoﬁ s a:‘jé‘aui ‘/\700(#)}0( BprJUor -
_M:‘qu Vs CY%’%Q & Za_c‘(éﬂf Vi V"/%“P)JLI” 7=
# MV E s + MV S s ]dLC

Oznaczmy przez §* 1 c—z’- pole sit przyozonych do

powlerzehni granicznych S* 1 S0
Fole six obJetosSciowych moina wyrazié w postaci

~» -
t=Zhtx . (2.38)
f, - 3Jest polem sit objetodciowych w warstwie K /nieza-

leznym od wspéirzedned £ /.
Wtedy

W, =![Q’*-&ﬁ*d$* +{_[£Z'--<S‘7F-d3‘+f[/zfi e 6FdV. (2.39)
v

(2.37)

Wprowadzajac zwigzki
d§"=purdS , dS=u-dS,

Tt=O+ef +2%f G =A+eF+2%F,
odlV=pndidsg,
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gdzie

MF= w1 (3) ) = pulz), (2.40)
z+=z"(g"), 27%=z"%"),
otrzynmamy

Wz;{f[F"é'u., +FP8uy - L (Susu*BE8UL )+
LSy v L¥6 e, ]dlS
lub po zastosowaniu twierdzenia Greena
We, = J[( F6us +F6uy —L*BESup + 8y *
S
+L" 8%, +La Sus)dS -E/“L“v,, Su; dC.
We wzorach (2.41) 1 (2.42) przyjeto oznaczenia

(2.41)

(2.42)

B PR o T ulens,
L-Ldi=Gpg + Fpop+fp pizisds,  (283)
Zl\' _Lm/i:: - Ez‘fﬂ+sz+é’-#-z-K .,_/;;u {;Z:\; Z"'dg.

Z poréwnania prac przygotowanych otrzymamy nastgpujacy
ukzad réwnain réwnowagl

N =B M*), -BIL +F"-0,
Bup N+ M + L, #F=0,
M= 3= Br MEH e 120,
Bua M™ 4 M3 =N 17420,

i warunki brzegowe
(N“-BIM™ )va = (N9~ Ba M)V,

M Vs = 2 (Euy M™% V7)< (QF=1Y)s - 2 (Er M"Y V),

(2.44)
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M%Vd Vs = My, Vs )

M™* Ve =M v, (2.45)
M/r«svd =/%/r«3 Ve
lud
Uy = Usg , Uz= U3,
Uy | D Usy (2.46)

Y% oV '’

27&(= Porcet 5 %;"?5';:3.
Powyzsze réwnania, dla /Vo-‘-] » Sg podobne do podanych
w pracy [5] .

2.4 Zwigzki konstytutywne

Uogélnione prawo Hooke‘a,dla odrodka tréjwymliarowego,
ma postaé [2]

i ikl '
0“=C""e,, , (2.47)
kel , i
gdzie C . Jest tens?_f?m sprezystosci. .
Oznaczajac przez (. tensor sprezystoéci w wars-
twie /K , dla catego obszaru powloki mozna zapisaé
.. i
Cukl___ Zflfs C‘;( ) (2.48)

Zatéimy, 2e w kazded warstwle wystepuje symetria wias-
noécl sprezystych wzglgdem powlerzchni SrodkoweJ warstwy.
Wéwezas

“py3 x3y§é «333 3338
Kt= . =Lk =0(x =0 (2,49)

zgodnie z [4] . - |
[4
Zapiszmy tensory C ,‘f w bazie na powlerzchni podsta-
wowe [4]
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dﬁr&

= (S () (=) () A
0(1533 - (/LC-'))— (/{ 4) Ar&'ﬁ
°133’3 ’//‘--')p (ﬂ )‘;"4#353

3333 - 3333
K K

Tensory A €Ay Arﬁs i A““ sg tensorami powierzchnio-

wymi /nie zaleé:q od wspéxrzqdney & /.
W szczegdlnym przypadku warstw izotropowych mamy

AL = D A+ e (A"‘A“+A‘"A“")
r‘33 2 )4;{
A:.a&'a 2#'\"4,9;)‘

A3333 2,‘-"'2/4‘1\'

gdzie ;\K i Kk =8 statymi Lamégo dla materiaiu warsiwy

K , a 492 jest tensorem metrycznym powierzchni podstawowed.
Zwigzki konstytutywne dla sii wewng¢trznych w powioce

otrzymamy podstawiajgc (2.48) , (2.,50) 1 (2.23) do za=

leznodel ( 2.27).

Wtedy bedzie

(2.50)

(2.51)

NP A L [T )2 (i 205 d 5 +
2 Jo PN § 25 * oy e ot G 202 5 T
KPR s [ 2 2
M= AP Cece [ ()i (u)i 25 dlg +
* Hee Jor i () (i g2 25 dy + iree Jor ;u/,u-'),f (u)e F27Z5d 5]+
M o [l e 2 2l



= G

M A L [T (e (i 2285 d g +
Fltee o P G S 2L S el e [ R i 2272 g
AR Y o /,u-'/,t zvz4z5d, (2.52)
N A g e e 2K 2525 d 5 + A [T f 2 25 2 e
M o A s [ ) 2z 2 dg +
F AR Erps foo S Iz 2 2 A
N3 = A,?”[Ecpff/t/,u"} Z,;Z’Sa’}"?ff,gf /tf/t Wezfzhag+
t Gren o p I 2 2 2 de ] + AR s [T 2zl 25 dls
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3, ROWNANIA WIELOWARSTWOWYCH POWEOK PRZ!
ZALOZENIU KIRCHHOFFA - LOVE‘A

Zatozenie Kirchhoffa - Love’a, zapisane przez wielkoéci
geometryczne podane wyzeJ, przyjmie postad

— — .
A= Qs K=12,.., N . (3.1)
Wektory 9_',2( znikajg dla kazdeJ warstwy.
Wobec ( 3.1) , ze wspéirzednych tensora odksztatcenia (2.23),
pozostang tylko:
8up =T (U Eap +UEEit EUL Hap + EUE U0 ). (3:2)
wp ST« Eap T Uy Esa ¥ §E Pa Hap * § i Hsa ). i
Tensory &€,, 1 Jfsp 2zdofiniowano w (2.24),

Zastosowanle zasady prac przygotowanych dla tensora od -
ksztatcenla prowadzi do mastgpujgcych réwnan réwnowagi

«CL d@& [i:[ﬁ +/:r=(7,

Bus N** +M°"/°,,, +L+F3=0,
i warunkéw brzegowych

(505]

(N- BrM“”)V..-(/V"r B{M“”) V
(3 4)
M7 lvs - f(e,,M“"xz,,vf) =08 [*) Yo~ & (o M vavT),

lub
U = L(.,.,( )

u3=u°3 ) (305)

9115 - EUOS
oY dV -
Definicje sit wewngtrznych i obclgzen sq identyczne
z podanymi w rozdziale drugim poz. (2.27).
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Uktad (3.3) nalezy uzupelnié Jeszcze rdwnaniami,
z ktérych mozna obliczyé siity poprzeczne Q™ [4]

ML -QF+[%=0 © (3.6)
gdzie

Q- [2 1 6% . (3.7)

Mozna zauwazy¢, ze zwigzki konstytutywne otrzymamy
odrzucajgc w (2,52) skiadniki z  Jh,, 1 Jhs -
Wéwczas

N szx[fre/f—;(/,tflj;/ﬂ";Z,’gdg .
eref /L(/l"}/: //(_/)xfz df]

«p HBTX a (3.8)
M A e [ () (i g 25 dls +

e for e (i 5225 d 5]

PrzeJjdZmy obecnie do wyznaczenia naprezen de.
Rozwazania przeprowadzimy dla powloki, w ktéreJ powierzchnia
podstawowa Jest ptaska w konfiguracji poczgtkoweJ. Zakladamy
réwniez, e wszystkie warstwy sg lzotropowe.

Translatory (2.6) przyjmg teraz prostg postaé

/u«p = {/‘ -l)f’ 50? )

(3.9)
=1,
a 2zwigzek (2.47) dla naprezei o= bedzie
5
6= 25 AP %, (3.10)
« )
Tensory Ax . 1 €ps sgq podane w (2.51) 41 (3.2).

Napiszmy zwigzki ( 3.8) uwzgledniajae (3.9) 1 (2.51) .
Po przeksztaiceniach

W e Lot AA + oty (A TN A A )] £,6 +

(3.11)
Lo AT+ oy (AR +AA*)] Hys



= e

M~ﬁ_[oc3 A«PArJ+dq/4~fAﬁs+ A“S/]M)]Er; ,

#Locs A7+ ot (AAP + A4 )] oty .

Wspéiczynniki ;... g obliczamy ze wzoxrdw:

5+ ’
d1=2/r E-ngfj o, =//¢/(/:EZ,’§Q/§,
5 5
o ""’A/\’/g-gzgdf)dq"/l/\-/g‘_fz,ﬁdf, (3.12)

Mnfp 5 zhde, oo p i 525d

Réwnania (3.11) moina odwrécié ze wzgledu na Eaup
1 Hy . Otrzymuje siq wéwezas

Eup "[134 /4«/5/4;'5 * 32 (Auy Aps +Axs AP, )]/Vﬂ +
L35 Aup Aps # Bul Auy Aps +Aus A )] Mﬂ,
(3.13)

9&,; [/33/4«p/4r4 + By (Aup Aps +Aus A )] /Vrj
"’[/35 Aup Ars + B (Aug Aps *Aus Ap,r )] MH

gdzie wspétczynniki f;,...,3s maje postaé

'B OC6[°f4 (s +Ce) =3 (s +ely)] +ly (s Ay = OC.sCQ)

4l o - oc,,“)[ (s +&y)? = (€4 +z) (s +ac¢)J ’

ol
}ﬁz 4Y(aCl; ~L}) ’

ﬂa qu[“'s(QC} +0C,) ~oC, (eCs +0C, )] +0lz (0Cs Ao ~C5 Ly) ;

400, - xq)[(“s*'ofq) =(ot, +0C,) (Xs +0C;)]
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oLy
'B"'/f(oc;-oczoc;) ’ (3.14)

ﬂ o Kz [OCJ(OQ +00 ) ~ o5 (ot +0C3)]+OC4'(°‘10(4/ -, 05 )
T Glady ~ o) [(a +0,) = (o, ;) (X5 + )]

)

'BG ‘/(OQ_C(‘ ~a(?)

Zapiszmy zwigzek (3.10) , wykorzystujgc réwnania (3.13).
Otrzymamy

50{‘6’2/40"02,/‘; {[ﬁ1 AK "'ﬂf,‘lx ""/31 2;( * g(ﬂ;ﬁ/\' ""/33/(/( "'ﬂq AK)]NAA"'

315

+[/332K +3 ek +fy 2«*5(@9 A/("/35,&/( *ﬁéAK)JM:} *
+$‘Z,'§[(/31/u«+§ﬁq/t,< )/Vdp +{ﬁq/lk +§/36/1/<)Mdp] .

. Y A
Gdy zalozymy ponadto, 2e ﬁf = '/'I,“, /wspérczynnik

Poissona w kazdeJ warstwie Jest jednakowy/, to (3.15)
przyjmie postaé

0= 425 L(Be pur+ ERu i) N+ (By L # £ fo ) M™] . (3.76)

wWarto zwrécié uwagg, e dla powiok Jednorodnych wzér
(3.15) sprowadza sig¢ do ogélnie przyJjgtej postaci

o o
6F=‘%/—' + %M“” : (3.17)

o

W (3.17) przyJeto dodatkowo powierzchnig érodkowg powioki
jako powierzchnie podstawows.
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4, UPROSZCZCNY SPOSOB UWZGLEDNIENIA
POPRZECZNYCH DEFORMACJI SCINANIA

Przyjmijmy dla wszystkich warstw Jednakowy wektor kie-

runkowy ; miarg deformacjl poprzecznych Jjest wigc Jeden

wektor 2—"
Pole wektorowe j"’ Jest styczne do powierzchni podstawowad

w konfiguracji poczgtkowe] /pomijamy odksztalcenia normalne
w kierunku £ /
? = % Aqo (4‘ 1)

Tensor odksztalcenia otrzymamy, podstawiajagc w (2.23)
Dha= 35 1 Yrs <0 i wykorzystujac wiasno$é (2.3).

1
Cup = 7 (e Enr ¥ S Jor * i Eun * § 147 Qua)
ews"% « )

€33 =0)
gdzie

(4.2)

« . .
Tensorowi (4.2) odpowiadajy, po zastosowaniu zasady
prac przygotowanych, nastepujace réwnania réwnowagi

N - BEM* - BEL* +FT=0,
Bug N+ M*ag + LYy +F3<0 (4.4)
MP- Q¥ +1%=0,
i warunki brzegowe
(NF-BE M)y = (NT-BE M. |
M p = £ (Bup M50 = (E L0 = 2 (8. MPUp )

/"/“pv.ﬁ/%“p)& ) (4-5)
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lub
ud.:uod)
L(,3"U03, (4-6)
oUs 9 3
Fom Y5yt = P
Zwigzki kontytutywne dla N* 1 M* mosna réwniez
otrzymaé zamieniajac w (3.8) tensor 2y, na Q.

N A Lo [Tzt ds +

* Gue i (25 ds 1,
M A e, Jo i (udi g 25 ds +
F O R (i 2t dlg .

. : 3
Zwigzki kontytutywne dla sii poprzecznych 62“ zaple
szemy wg [4,5] w postaci

a“3=aco,4°‘3; . (4.8)

o, Jest tuta) wspéiczynnikiem, ktéry okreslimy nizeJ.

Mozna zauwazyé, Ze przy zalozeniach (3.9) otrzymamy
identyczny rozklad naprgzei normalnych Jak w (3.,15) 1 (3.16).
Za1ézmy, 2e powioka skiada sie z duzej liczby warstw,

Wéwczas mozna przyJjaé staty rozkiad napereﬁ stycznych na

grubosci warstwy.
Energla wtasdciwa Scinania w warstwie K przyjnie postaé

(4.7)

| 7 o
Uﬁm} Aup Q7 Q1P ) (4.9)

gdzie
a"™"- [fﬂ 0%z5 dsg .

Wskazniki ujete w nawiasy nie podlegajq sumowaniu,
Energlg wtadciwg Scinania dla sity poprzecznej (4.8)
mozna zapisaé
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U=77‘0C0 A A7 Q% (4.10)

WyraZmy obecnle sizy Q" przez  Q°°.

Rozwazania przeprowadzimy przy zalozeniach (3.9) i —2/-5( = —/?f; .

Pominiemy réwniez wpiyw obolgzer zewn., na rozktad naprezes.
Przetnijmy powlokg wzdiuz powierzchni $rodkowe] warstuy K

(rys. 3) 1 rozpatrzmy réwnowagg Jednej z odcigtychezgsci.

IL ]I a@‘)o{.‘}
[ _IT Ket3 | —;;]z-)—b —_— |
I. ] a Kl |
S B 51 1'
} g/Vd‘,‘MN’S } 4 -/"V‘a(a.
| - | |
Rys. 3
K)oy 3

Wektorem obcigzenia Fe Jest tutal P
Réwnanie réwhowagl (4.4); odclgte) czesci powkoki
przyjmie postaé '

L, - ﬁ:‘” , (4011)
gdzie
N "“‘-ﬁkﬁ “dz. (4.12)

Korzystajac z (3.16) otrzymamy

N*=4 ;'}g[(ﬂZ/iN +§/J‘,/¢,,,)/V°"”+,(/@;,/¢H *g,@a/uu)Md'a]df-
= e N+ g M (4.13)



oo

Wi ‘4_/_:*27; Hem (/32 ""Eﬁq)dg,
WV« =% ;KZﬁ/»CM (/34 "'fﬁs)df.

Pod stawmy (k.13) do réwnania (b.11) » kibre przyjule
postaé

A A
(.,‘_,,’_)

()33

o op - 61 ([ 1

- - . 1615)

WK N /ol gﬂl\‘ M /o( h(l()

Wobec réwnar réwrnowagi (4.4) 1 poczynionych zatozen:
NL=0, M =3".

Mozemy wlgc zapisaé

ak,ss____h(m O Q. (4.16)

Dla powlok Jednorodnych znajdziemy /powlerzchnia podsta-
wowa Jest powlerzchnig &Srodkows/

lim —h——-'=6ﬁ3(§)—~lzm @ QP> - <,o(g)a’“‘ -g)af ., (4.17)

he—=0

Taki rozklad naprqéeﬁ stycznych Jest powszechnie przy,jegty w
teorii powiok cienkich.
Zsumujmy obie strony (4.16) po wszystkich warstwach

Zax,ss__ Z he G % (4.18)

K=/

Suma po leweJ stronie (4.18) Jest réwna 2 lad
Otrzymamy wiqc z (4.18) warunek

Z he e =-1 . (4.19)

K=1
Warunek (4.19) nie jest na ogét speiniony /ze wzgl.
na przyjecie statego rozktadu naprezer stycznych w warstwie/.
Bzgd w (4.19) Jest niewielki i juz dla trzech warstw o po-
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dobnej grubosci wynosi ckoio 6 %.
Niedcistodé tq mozna usungé przyjuujgqc zamiast (4.16)

zwigzek
Q%3 - hix) P Qr® ) (4.20)
No
gdzie (C= Z hK gplr .
Kt

Podstavmy (4.20) do wyrazen (4.9) 1 wykonajuy
sumowenie po wszystkich warstwach.

Wéwczas
A
U= Z Uy = ZCz ,;, _;TK%—A«p a*a™. (4.21)
Poréwnujgc prawe strony (4.10) 1 (4.21) znajdzieny
7 Z’ /7/( (pK . (4.22)
K

Podobnie Jak wyzeJ obliczmy o, dla powiok Jjednoiod-
nych /przy M,— < / |

C,/i’ZZZ hxgﬂk f;go(g)dgvl ;

%
EC:/:-NO%T Z /,LKhK "#, j:». [(ﬂ{f)] df 5# S e

czyld

d°=3§-/ua/7lo . ; : (4.23)
Mo Jest staig Lamégo dla powoki Jednorodne.
Wspétczynnik o, w postaci (4.23) Jest stosowany
w teorii powiok cienkich przez wielu autoréw.
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S5 POWLOKI TROJWARSTWOWE

Optymalny rozklad warstw w powltoce tréjwarstwowe]
otrzymamy przyjmujgc clenkie i sztywne warstwy zewnetrzne
i stosunkowo grubg, podaing warstwe wewngtrzng, W warstwlie
wewngtrznej celowe Jest uwzglednienie odksztalceri poprzecze
nych /zaréwno przesunlgdé Jak 1 odksztalcen normalnych/,
Natomiast w cienkich i sztywnych warstwach zewngtrznych od-
ksztaicenla poprzeczne mozna pomingd.,

Model powioki tréjwarstwowe], uwzglednlajgcy powyzsze
postulaty, mozna otrzymaé z ogdlnego modelu powioki wielo -
warstwowed, podanego w rozdz. 2, przyJjuujgc:

N,=3, 7#=7%-0, (5.1)
AW AR (5.2)

Wskaznik warstwowy ,Z° , celem unikniccia niejasnos$ci,
begdzle nizej plsany z lewe] strony litery rdzeniowe].

OdksztaZcenie widkna prostopadiego do powlerzchnl pod -
stawowej pokazamno schematyczule na rys. 4.

Ryse. &4

Przystosowanie podstawowych réwnad z rozdz, 2 Jest
proste, Wystarczy w definicJi tensora odksztaicenia (2.23),
réwnaniach réwnowagi (2.44) 1 warunkach brzegowych (2.45),
(2.46) ustalié wskaznik warstwowy A=2 , a w zwigzkach kons-
tytutywnych (2.52) wskazniki M=2 1 [=2
Otrzymamy nastepujgqcg posta¢ tensora odksztatcenia



=G

/ |
Cup =7 (Jh Epr* P& Hor + 224l iy +

+/uJ{EJ« +.§:/a;§9{6d +Zz/u’d§ X%« ) J

| (5.3)
Cus = F(ZHp8 i + 2% us),
€33 = Z.s 203
réwnari réwnowagt
N =BEM™ L =B L+ F7=0),
Bag N + M lop + L #F?=<0, (5.4)

ey _zNws_B; WS 1Y%
Bug M + ML, NP +13 = 0,
warunkéw brzegowych
(N*C=BEM )y = (N~ Ba M )ve
Mg = R (Bup M6 97) = (BF=LP)p = 2 By MPp07),

M Vs = MV Vs

My =M (5:5)
hW“JVu =2M:‘3 Vet )
lub
Uy = Uoa , Uz=Uaz,
el (5:6)

2o =2 ) 29% =403



i zwigzkdéw konstytutywnych

N AL e f:}c (W (weZ5ds +
e Jy IR 2 g g [T G i 22 g ¢
A s [l 23 25 dy
M A Lo [T tpfi(u)ie 25 el +
# ot [T R QIS P2 s g [ (i 52720
FA s L e 52z s (5.7)
MR L [ pe i (i 22l d g +
* e [ (52220 ds for i (292 S el v
# AR s o (i 22 25 g
e /4;“32% /: /z Z525d7 FAR T sEus f; ,*a/,u"}f 77525dE
M AEP g [ et 222525 d g
P AR o [ R R (2 2
WAL e [T ptu 25 25 ds + oty [l nuiszizs dg+

* )i f:f;t (Wi 2%z 25 d5] +‘,4,i333223 f:/t 2525d¥F .



B

Ze wzglgdu na zaozenie (5.1) , w bilansie prac
przygotowanych, nie wystgpila praca naprgzen stycznych
w warstwach zewngtrzunych. Réwnania réwnowagli nalezy uzu-
petnié dodatkowym réwnaniem, z ktérego mozna obliczaé cai-
kowits site poprzeczng Q?

Podobnie Jjak w rozdz. 3 =zapiszemy

Mﬁ#/ﬁ _ aod_f_/_q_a . (5.8)

W dalszym ciggu wyznaczymy rozklad naprezen o} “* .
Zatézny, z2e materiaz warstw Jjest izotropowy 1 powierzchnia
podstawowa w konfiguracji poczatkowe] Jest ptaska oraz Jest
powierzchnlg S$rodkowg. Przyjmijmy ponadto Jednakowe wiasno
ci sprgzyste i grubo$ci warstw zewnegtrznych.

Zwigzki konstytutywne (5.7);23.¢  Przyjmujg postad

N#=L[8 A A+ 8, (ATAP + 474 ) e, 65 A5

Wo= 84T e + 8015 |

1= LA™ A + AP+ A AR ) Dot s +
[ A4+ my WOAE A AT s

(5.9)

MLy A+ 1y (AAR + 4AP )T oty +
[ 15 A7+ o (ATAP+ 4 A )] g

gdzie wspdiczynnikdl 51,.,,,&, i n/l,,,)né - oblicza sig
ze wzoréw

51'2/( __#_OIZ{? dg ). 5\2 =/“K[I:-Z'l§d§)

53?22h2 ) 54'(224'2/.62)/72 )
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¥ 7
7, =;\K/§. g2z ds ”z’/t/«/g_. ez8ds,
4 3
73 =2K[‘§Z"‘Z,’§df, nz,=/4,</ §2°75dE,  (5.10)
Y / (V' z5dy | me /u,(/ (2*)ds .
Zwigzki (5.9) mozna potraktowad Jako dwa ukiady

réwnan ze wzgledu na &J.‘,,z?/' i s, 22(;,5 .
Po rozwigzaniu otnymuje si¢

Ers LM Ayiton+ D (e s +As AsclIN"+ 195 Aps W,
25 = 75 Al + N7,
W ps =L i Ays g + 02 (Are Aus *Ap Ac )T M +
W, Ays o + Wy (Apa fops Hhs As) T M
oo L 0shys g 00 Uy is +hp Aua) T M+
#[ W Apy Aup + W6 (Aru Aps +Ara Arsu )] M.

Wspétezynniki %;,..., ?1, wyrazimy przez 6\4,...) &,

(5.11)

= __84__ 5’32 ‘
?l 4(84+32)82 * 5’(5/*82)[(54*52)84"532] g

/ S
=75y s - 2[62- (;,wz)g,,] ) (5.12)

 54&
= 5 l5i+6,)- 07
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Pomlgdzy wspéiczymnikaml Ww,,.., Wg, a 7,,..., 7
istniejq identyczne zaleznosci Jak medzy /3,) ., ﬂé)a &y, ..., dy
w poz. (3.14)

el T,(Tls + Ta)-Ts (T Ta)] + Wy (T Toy = Ty )

w/ 4(7[2 7[6 721/)[(”3"‘74) _(7Z1+7Z2)(715 +n‘)]
wa 4(m, e -1, ’
w - 721/[723(723+7Zq)'7Zf(7[:"/'724)]+ ”2[7Z37ZG‘7257Z4) )
At - At )P (ry F ) (s +16)T
— 721/ - e ol
0 q(ng-m,me) | (5.13)
W - Talls(1+72) ~ 3 (ns + )]+ 1, (1, 1, - 7, 1)
G, -G )15 7)) - (g + T )(s + T1g )]
We = 71,

Yr,mg-1,)

Podstawiajge (5.3), i ( 511 ) do zwigzkéw konstytu-
tywnych (3.10) otrzymamy
o“P- ANPZ/[ZZ {72421\'*’74/(/\‘*722 Ae)t25 A, 7]3]/\/;"'

+[225% 723/2/("'/“/7)4'2/2322 724]2N33} * (5.14)

+ 225 A% [s (W, M # w0, pie+00, D) + 23y Mt s pe + a0y M) M3

+[E(ws A +Ws i # Wy Arc) + 23 (W5 A+ W plrc + W, A )M+

+4Z§[7Zz/l/</V°(“+ (2w, "'Zzwq)/lkMdp*/fwz, szwe),u/c M,

Przyjmujac A,=Hh; =0 , otrzymuje sie¢ powloke Jedno-
rodng i wzér (5.15) przyjmie postaé (3.17)

Dla cienkich powlok z symetrycznie rozmieszczonymi wars-
twami mozZna zatozy¢ staiy rozkiad naprezen stycznych w warst-
wie wewngtrznej. |
Wéwczas



6a3= Z/V"‘s

2

. (515)

-
W warstwach zewngtranych rozkiad napregzen 0% mozna
uzupeinié wg rys. 5 /bez uwzglednienia obcigzer na po -
wierzchniach granicznych/.

| :
3 (3)
i
| (2)
: 1)
I 2/Vq3
ha

Rys. 5

2 podanego wyzoj rozkiadu wynika przyblizona zaloZnosé
2
migdzy /%1 Qw‘?’}.

2 3_ /72 ¥3 5,16
Nd h{,,_bz Q - (—' )



6. PRZYKZAD

Rozpatruje sl¢ nieskoxczong, tréJwarstwowg powioke
walcowg, pokazang na rys. 6., Materiat powloki jest izotro-
powy. Warstwy zewngtrzne o grubosciach A, =/3 charaktery-
zujg sig jednakowyml staiymi Lamégo, A, =A; i 1= Ms

Przyjmujgc, we wszystlkich warstwach, wspéiczynnik Poissona
V = 0,25, otrzymuje sig

A4 =M,
)\2-#2) (6.1)
23 '/Ltg, .

State obcigzenie é’* - Jest prostopadie do powierzchni
Srodkowej /rys. 6./ Pouwija sie wpiyw sit objgtosciowych.

W 777777777777 77

/ / 7
/73 ,L_I,_ﬁi,l%l,_/’ 1 m

Rys. 6
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W tak sformuiowanyx zagadnieniu, przemleszczania i sily
@2
wewnetrzne sz nlezaleine od wspdirzgdne] .
Rozwigzanie uzyskuje slg, stosujgc najpiexrw réwaanla po=-
dane w rozdz., 5, /przy cdodatkowyn zZalozeniu 2?3’ -0 /.

Wspdiczynnikl pierwszed i drugiej podstawowe] forwy po-
wierzchni walcoweJ majg postad

Au=R® ) Aoz=1 ) Ay =Aay=0
kA1 44T,
By=-R , By=Bu=Bu =0,
Bl--% ) B~ B} B/-0.

=
(@)
e
o
~ -

Translatory obliczauy ze awigzkéw (2.6) , (2.9) = (2.18),

uwzgledniajac, ze K=0 i A=-3 R .
Otrzymany

//«14=/+% ) /uzz_j)#gj.;.%_)
k- (it

Na powierzchni walcowe] wszystkie symbole Caristofi. i
sg réwne zeru, Nie mikajgee pochodne kowariantne bods -
mwyczagnyiid pochodnyid wzglodom zadonne] @

= . ‘
Wektor obelgicnla & , wobec (6.4 )39 Prayjidle poosvac

= - '//a 7
F-g*/c*“g(“jﬁ)/g
Véwezas, olrzymawy nastgpujgce tensory cdkszltaiceunia (2.24)
du,
611"d' o7 + Ru,3 y

d:?‘?
= gor (6.5)
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au, ad’us
d

_ 1 d4
Hu“F do" = d(67"

7
2€n=" % i

i réwnania réwnowagi ( 5¢4)

dN' 1 dMm”

46" T F dem "9 )

2 A1
RN"- %hq(ﬁz—ﬁ;—;—) ) (6.6)
2/V” 6?@’2 %ZMB"O .

Réwnania (6.5) i (6.6) uzupeinimy jeszcze, zwigzkami
konstytutywnymi (5.7) , ktére maja tutaj postaé

/Vﬂ= 1 Eu "'Pz WHu * %] 2%/ )
Mﬂs‘Qz En™ QuMu t Qs P

2 G
M= Q3 €n* Qs Ay + 96 227/ ) (6.7)
2, /13
/V = 0z 2]1- )
27113
= s €13
Wspdtczynniki D1,-.., 98 oblicza sig ze wzoréw
3#4[( 2R - ha 2/?"’:‘/0] 3#2 2R+ ha
2R -Ho ZR th, N2rR-h. )

Q2 _6,?&3"!/71 i %‘é&zhz —R91 )



93 - ;[\9&34 /}2 [n 4R=H, 3/»(—2/72 3#2/{1 2R+h.

LR=R; T ORP 2R=h.
9 —_Rgz )
0s = =R 05, (6.8)
3us b (2R-h2)(2R+H,) 3pah, 3#1 2R+h:
7 (n(GRehgaR-Hyy ~ ke TR 2R

2R+ he 2
93'/?/62/ﬂ2'—§_i‘h?"ﬁ Qz .

Odksztacenia (6.5) podstawiamy do zwigzkéw (6.7) ,
a nast¢pnie do réwnan réwnowagi (6.6). Otrzymuje sig siqd
ukiad trzech zwyczajnych rdéwnan r‘ézniczkowych z niewladoiiy-
mi funkejami Wy, Uz i #i -
Réwnania te rozwigzuje sig¢ metodg eliminacji, przyjaujgc wa=
runki brzegowe dla sztywnego zamocowania w postaci

u (%) =u-%)-0,
U (%) = us (- %) -0,

6.9
jgf(z) Lz, o
2’(2 12"( 2) -0.
Po rozwigzaniu, otrzymamy
U, =C,sind' + c,sha0'+ ¢, 07050+ ¢, 0’
Us =CsC0SO' + CochaB' + c; 0'sin@' +cs (6.10)

i =CaSin@" +Co shad'
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Parametr o€ , w argumencie funkcJdi hiperbolicznych, oblicza
si¢ ze wzoru

o (R 9)0,
R*R Q2 + ¢, %)

Sity wewngtrzne mozna teraz policzy¢ ze zwigzkdéw konsty=-
tutywnych (6.7) , uwzgledniajgc zalezno$ci (6.5).

Ot rzymany-
NH" Csy SiN 0"+ Crz

M"=ci 5in@" +Cu

MM (050" + Cio Chacl' + Cy O'sin0' + Cip (6.11)
W= 0,(cqsind' +Cpshab'),

M= =L g (c,sin6'+ cwosha)

Obliczmy Jjeszcze z réwnania réwnowagi (5.8 ) sitg poprzeczng Q"

dmM” 1
Q%= 77 =CscosO’ . (6.12)
Uzyskanie JawneJj postacl statych (s, ...,Cp s Ktére sg
zalezne od wspéiczynnikéw 9, ..., Qg i promienia R, JestT

trudne. Obliczenlia wykonano pirzy pomocy maszyny cyfrowaJ.
dvnik: a Sktérveh wartodcd e e g 2
Wyniki, dla niektérych wartolci R s 1 P )
przedstawiono na wykresach ponizeJ.

W dalszym ciggu dla poréwnania, rozwigzuje si¢ zagadnienie,
przyJmujac. zatozenie Kirchhoffa - Love‘a /rozdz. 2/.

Zapiszmy, niezbedne zwigzki

d u,
541’(_1—97 +ﬁa3 J

1 du,  d’Us
9{41='R7 dgf—d[@yl /
anN” 1 dM" _n
a0 * ® qom Y

RN~ G =901 5

- (6.13)

(6.14)
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/V”= 94 f,, + 92 o1 J

at (6.15)
M- 02 En * Qy a1 .

Zastosowanle podanej poprzednio procedury, prowadzi do nastg-
pujacych rozwigzain:

~ Q(2R+H,) ’ PN
d, - R[892-(7ZZ'8)94R] 0 {T(COSQ "'l{) )
Q2R +H#.) 7 P
a3=ﬁ2[892_(n2_8)9’ﬁ>] (f"COS@"@ 51/79) )
N 2192 (2R+ Ho) | 050~ q(2R+ #,) (6.16)
R*[8¢,-(1*- 8)9,f?./ 2Rr? !
Mt S TEG 2R He) 4cos8’)

2/?[892 (772‘8)94RJ

a/3 _ 2716292(2/'?*'/%)

.o
“Rl8g.-(n-8g fT 19

W celu uzyskania wspéirzednych fizycznych, otrzymanych
wektoréw i tensordw, wykorzystuje si¢ znane zaleznoscl [5711]

{U‘“; 2]"«)] =V—%—’—:—{U1 ,23’,'}' /'%[U:v, :]’;} )

U<s> = Uz ,
{/Va/), M(u)le«f)]nL],,{Nﬂ, M? 2/\7”] = ﬁz{Nli M”, zMﬂj} )
ivem, Maw, Qs ] =T (S M5 Q°F-R{V™ 1% 0% .

NizeJ przedstawiono wykresy fizycznych wspéirzednych
przemieszczen i sit wewngtrznych,
rozwigzanie wg rozdz. 5
————— rozwigzanie przy zaXozeniu Kirchhoffa-Love a.

(6.17)
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0,015 by A a(/g).-—_.
)74 gR
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Znaczgce réznice w wartosciach six wewnetrznych i prze-
mieszczen,z obu metod,otrzymano przy ﬂ—°>, ,—,% .
Gdy powzoka jest cienka (—Rs‘-’\<2—;—-) wyniki rdéznig si¢ nieznacz-
nie / mniej niz 5% /.
Pordwnanie rys.7 2z rys.11 lub rys.8 z rys.i2 prowadzi do
wnlosku, Ze przy stosunkowo podatne] warstwie wewnetrznej
( /‘% € 7) istotne jest uwzglednienie odksztalcerl poprze-
cznych. lNatomiast zmiana e nie ma wigkszego wpiywu
na réznice w wynikach / por. rys.11 i rys.i15 /.

Z rys.18 mozna odczytaé dla @'= %71-

Wersy=0,00156Tg R

Q<13>=0,001829 gR .

Z (5.16) znajdziemy oszacowanie

2/\/(:3) = —?—a«» )

a po podstawieniu wartosci TARSE otrzymuje sig

N/<i13>= 0,001568 9R .
Przyblizona zaleznosé (5.16) ,wynikajaca z rozkZadu naprg-
zed 6% (rys.5) ,Jjest tutaj bardzo dobrze speiniona. Podob-

nie jest dla innych wartosci parametrdw:

DA Y
74\{‘<53’774:<‘8'
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7. UVAGI KOXCOWE

W pracy podano kilka sposobdéw rozwigzywania powiok wie-
lowarstwowych. Przyjecie Jednego z nich zalezy od wielu czyn-
nikéw. Znaczenie ma tutaj rodzaj zagadnienia /grubcéé powtoki,
obcigzenie, wiasnosci sprezyste warstw itp./ Jak rdéwnies moz-
1liwos¢ rozwiazania'lduZego uktadu réwnar rézniczkowycli.
Przyj¢cie niezaleznych miar odksztaXcerd poprzecznych w kazdeJ
warstwie (iuZdz. 2) prowadzi do uktadu réwnai réiniczkowych
z 3 + 3N, niewladomymi funkcjami przemieszczeﬁ.,7Ak - licz-
ba warstw/. Rozmiar zagadnienia roénie wigc szybko wraz z licz=-
bg warstw i przerasta niekiedy mozliwoS$cli obliczeniowe, Celowe
jeét, w uzasadnlonych przypadkach, przyjgcie dodatkowych =zalo-
zefl 1 pouinigcie efektéw drugorzednych /rozdz. 5/ .

Pomimo uproszczen mozna uzyskaé dosyé dokladne rozwiazanie
problemu mniejszym nakladem Srodkéw

W rozdziatach trzecim i cawartym zagadnienie sprowadza
slg do wyznaczenia trzech lub pigciu sktadowych przemieszczen
i nie zalezy od liczby warstw. Rozwigzania podane w wymicnio-
nych rozdzialach zasiugujg na uwagg réwniez ze wzgi¢du na ana-
logie¢ z odpowiednimi rozwigzaniami powiok Jednorodiych /1ézni-
ce wystepujg tyiko wwspétczynnikach zwigzkdéw konsty tutywnych/ .
Mozna wigc tutaj stosowaé, po niewlelkiej modyfikacji, dobrze
znane 1 sprawdzone algorytmy, a nawet programy EMC,

W rozdziatach: trzecim, czwartym i pigtym wyznaczono roz-
ktad naprezei O*f  dla powkok ptaskich,

Podobne rezultaty mozZna by otrzymaé zakzadajgc cienkos$é powio-

ki zalrzywionej. W tensorach odksztalcenia (3.2), (4.2) i (5.3)
wykorzystuje sig¢ postaé translatordw (2;6) i pomija sktadniki
z 32 Jako mate, W definicjach sit wewng¢trznych i zwigzkach
konstytutywnych przyjmuje sig przyblizone zaleznosci

M - (i =68
Rozktady naprezefi: (3.15) ,(3.16) i (5.14) przystosowuje  sig
do powiok zakrzywionych /bez uproszczen geometnycznych/ wsta-
wiajgc w mlejsce O0%F wyrazenie /LO'“r/tﬁ
podobnie jak w [57 . Wéwczas, speinione sg tozsamo$ciowo réw-
no$ci wynikajgce z definicji sit wewngtrznych (2.27)
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W przyktadzie (rozdz. 6) pordéwnano rozwigzania wg
metod podanych w rozdziatach trzecim 1 pigtym.
Jako parametry zagadnienia przyjgto:

Ho _/_7L. 250
T)Ho)%’_ hy

Analiza wykreséw wykazuje, ze parametr drugl - 4

ma wpiyw drugorze¢dny na réznice wartoScl sit wewngtrznych,
otrzymanych z obu metod,w pordéwnaniu z wpiywem parametidéw po-
zostalych /por. rys. 7 i 1rys. 13 oraz 1ys. 7 i xys. 11/
W przypadku powlok stosunkowo grubych i podatnc_J warstwy wew-
ngtrznej néznice sg duze i przekraczajg 50 % (rys. 11)

W omawlanym przykiadzie dla —%—“( 75 wyniki réznig  sig
nieznacznie,

Przy innych obcigzeniach /szczegélnie skupionych/ uwzglednie=-
nie odksztaXcen poprzecznych moze mieé istolne znaczenie idw-
niez w powxzokach cienkich. _

Warto zwrécié uwagg na dobre speinienie zaleznosci (5.76)
co potwierdza przyjety przyblizZony rozkad naprgzen stycznych
(rys. 5).

Geometryczny warunek brzegowy Px=0
zasady prac przygotowanych i zastosowany w przykitadzie , Jest
révnowazny zatozeniu, ze warstwa wewng¢trzna nie przcnosi, W
sztywnym zamocowaniu, sity tngcej. Jest to zgodne z intulcja,
Jezeli warstwy zewngtrzne sg duzo sztywniejsze. Fonadto, za -
burzenie wykresu sity NV, wyworane takim warunkiem brzogo-
wym,wystepuje tylko w poblizu zamocowania, Dalej zmiennodci

W i Q" s podobne.

Ogdélne zatozenie kinematyczne przyjete w 1rozdz., 2
/liniowoéé przemieszczeri w obrgbie warstwy/ nie zapewnia réw-
nosci naprezed. 0% 1 6% na granicy warstw. Gdy liczba’
warstw Jest duza réznice naprgzen w warstwach sgsiednich  sg
niewielkie i nie spelnienie warunku ciggtosci 0% i 0% nie
moze powodowac znacznych bxgdéw w rozwigzaniu,

wynikajocy =
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ANALYSE STATIQUE DES COQUES EN VOILE MINCE
ELASTIQUES MULTICOUCHES

Résuné

Dans cette thé&se, ont été établies les équations principales
statiques pour les coques en voile mince multicouches avec
prise en compte des déformations transversales, Tout d'abord
il faut considerer, dans chaque couche indépendemment, la
nasse des déformations transversales au cisaillement et des
déformations transversales normales, D'apres le principe

des travaux virtuels, on obtient ici 3(NO + 1) équations
d'équilibre (No - noubre de couches). Les relations comnsti-
tutives sont établies d'apres la loi de Hooke,

Insuite sont prises en coupte les hypothéses de Kirchhoflf-
Love et est également présentée la fagon de considerer de
maniére simplifiée, les déformations transversales. Ainsi
ont été établies des équations semblables aux équatilons
obtenues pour les cogues en voile mince homogénes, Une
approche spéciale a été appliquée pour les cogues sandwich,
Ces considérations sont illustrées par un exemple, dang
lequel est peésentée la solution pour une coque en IOTHC

de cylindre infini,
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