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1. WSTfP

1*1 Wprowadzenie

Powłoki wielowarstwowe są zbudowane,na ogół, z warstw 
o różnych własnościach fizycznych i wytrzymałościowych. 
Taka koncepcja pozwala na bardziej oszczędne stosowanie ma
teriałów konstrukcyjnych, a jednocześnie na uzyskanie odpo
wiedniej izolacji cieplnej wzgl. akustycznej itp. Optymalne 
zaprojektowanie, zarówno pod względem ekonomicznym, wytrzy
małościowym i użytkowym, jest uzależnione od umiejętności 
właściwej jakościowej i ilościowej oceny pracy poszczegól - 
nych warstw. Pełne wykorzystanie zalet układu wielowarstwo
wego jest możliwe przy dysponowaniu odpowiednim algorytmem 
jego rozwiązywania.

Wśród metod sprowadzenia trójwymiarowych zagadnień teo
rii sprężystości do dwuwymiarowych równań teorii powłok 

należy wyróżnić dwie grupy polegające na [14] : 
i/ rozkładzie wektora przemieszczenia lub tensora naprężę - 

nia w szereg względem współrzędnej normalnej,
2j założeniu postaci przemieszczenia lub rozkładu naprężeń 

po grubości powłoki.
Rozkładu w szereg dokonuje się najczęściej w bazie 

zwykłych wielomianów [5] i wielomianów Legendre'a
Grupę metodl z pkt 2/ można podzielić na dwie pod - 

grupy, Do pierwszej zalicza się metody, w których przyjmuje 
się założenia dla całej powłoki wielowarstwowej. Otrzymane 
stąd równania są podobne do odpowiednich równań dla powłok 
jednorodnych?
W pierwszych pracach z teorii powłok wielowarstwowych [ 8j 
stosowano założenie Krichhoffa - Love'a /włókna prostoli - 
niowe powłoki, prostopadłe do powierzchni podstawowej w kon
figuracji początkowej, pozostają proste i prostopadłe w kon
figuracji aktualnej/. Takie podejście ma ograniczone zasto - 
sowanie do powłok cienkich o podobnych własnościach warstw. 
W pracach [6 , 9] uwzględniono deformację ścinania, zastę
pując pochodną wektora przemieszczenia wewnątrz powłoki
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względem współrzędnej normalnej, wyrażeniem różnicowym za
wierającym miary deformacji poprzecznej. Ogólna struktura 
równań różniczkowych nie zależy tutaj od ilości warstw. 
Natomiast, w pracy [12] założono rozkład naprężeń stycz
nych; uwzględniono również poprzeczne odkształcenia norma
lne.

W drugiej podgrupie dla każdej warstwy przyjmuje się 
niezależne miary odkształceń poprzecznych. Często pojedyn
cze warstwy traktuje się Jako powłoki Jednorodne i rozpa - 
truje warunki zgodności naprężeń i przemieszczeń na powierz- 
chniach międzywarstwowych [ 3] • Autorzy [1j zastosowali 
do opisu geometrii powłoki współrzędne warstwowe. Otrzymany 
układ równań Jest bardzo przejrzysty. Zwrócono tam ponadto 
uwagę na analogię pomiędzy teorią powierzchni Cosserat z 
wieloma wektorami kierunkowymi, a teorią powłok wielowai'st- 
wowych.

Pełniejszy przegląd kierunków rozwoju teorii powłok 
wielowarstwowych, Jak również obszerną bibliografię, można 
znaleźć w pracy [1OJ.

1.2 Cel i układ pracy

Zasadniczym celem niniejszej pracy Jest wyprowadzenie 
równań statyki powłok wielowarstwowych z uwzględnieniem 
odkształceń poprzecznych. W oparciu o opis ruchu powłok Je
dnorodnych podany w monografii [ 5] * sformułowano założę - 
nie kinematyczne dla powłok wielowarstwowych. Równania rów
nowagi otrzymano z zasady prac przygotowanych, a związki kon
stytutywne z prawa Hooke'a • Rozważania ograniczono do zagad
nień liniowych i powłok o stałej grubości. 
Otrzymane równanie bardzo łatwo można przystosować do szcze
gólnych typów powłok /gdzie nie ma potrzeby uwzględniania 
deformacji poprzecznych w każdej warstwie/, odrzucając pew - 
ne składniki równań lub całe równania. 
Zagadnienie znacznie się wówczas upraszcza.
Ponadto, podano uproszczony sposób uwzględnienia odkształceń 
poszczególnych ścinania.

Wyniki uzyskane w pracy są oryginalne, a w szczególnym 
przypadku powłok Jednorodnych zgadzają się z podanymi w wie-
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lu publikacjach,
W rozdziale drugim sformułowano rówpania statyki po

włok wielowarstwowych z uwzględnieniem odkształceń poprzecz
nych w- każdej warstwie. Przyjęto założenie, że prostolinio
we włókna prostopadłe do powierzchni podstawowej przyjmują 
po odkształceniu postać łamanej. Odcinki łamanej zawarte są 
w obrębie warstw i mogą mieć inną długość niż-przed odkształ
ceniem.
Z zasady prac przygotowanych uzyskano 3 * 3 x No równań rów
nowagi dla sił wewnętrznych /No - liczba warstw/.
Jako siły wewnętrzne przyjęto zwykłe napięcie siłowe N*P 
i momentowe [4 , , jak również napięcia warstwowe,
na ogół, nie mające prostej Interpretacji.

W rozdziale trzecim przyjęto założenie Kirchhoffa-Loveza. 
Obliczono również naprężenia 6^ ze związków konstytu - 
tywnych.

Rozdział czwarty zawiera przybliżony sposób uwzględnie
nia odkształceń poprzecznych ścinania. Tutaj miarą poprzecz
nych deformacji jest jeden wektor dla wszystkich warstw. 
Z równań równowagi oblicza się siły poprzeczne w warstwach 
w zależności od całkowitej siły poprzecznej. Związek konstytu
tywny między siłami poprzecznymi a wektorem poprzecznych de
formacji wyprowadza się z rozważań energetycznych. Przyjęto 
jednakowy współczynnik Polssona w każdej warstwie,

W rozdziale piątym pokazano jak można uzyskać równania 
powłok trójwarstwowych z ogólnych równań rozdziału drugiego. 
Odkształcenia poprzeczne uwzględniono tylko w warstwie wewnę- 
trznej. Dla płaskich powłok podano rozkład naprężeń 0^ .

Rozdział szósty zawiera przykład. Rozwiązano trójwarstwo- 
wą nieskończoną powłokę walcową. Powłoka jest utwierdzona 
wzdłuż przeciwległych tworzących i poddana stałemu obciążeniu 
promieniowemu, Otrzymuje się wtedy układ zwyczajnych równań 
różniczkowych o stałych współczynnikach. 
Uzyskano dokładne rozwiązanie zagadnienia przy pomocy równań 
rozdz, piątego i przy założeniu Kirchhoffa-Love*a. Obliczone 
siły wewnętrzne i przemieszczenia porównano dla różnych gru - 
boś ci powłoki i warstw oraz modułów sprężystości.



Rozdział siódn^r zawiera wagi końcowe.
Oznaczenia, stosowane w pracy, są wzorowane na mono

grafii [ 5 J •
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2. STATYKA POWŁOK WIELOWARSTWOWYCH Z UWZGLĘDNIENIEM 
DEFORMACJI POPRZECZNYCH W KAŻDEJ WARSTWIE

2.1 Geometria konfiguracji początkowej

Przyjmuje się stałą grubość powłoki i warstw.
Powierzchnia podstawowa S jest równoległa do powierz

chni granicznych.
Geometrię powłoki opisuje się w normalnym układzie współ

rzędnych. Podobnie jak w pracy [ 1 ] przyjęto współrzędne war
stwowe pokazane na rys. 1. 
Małymi literami alfabetu łacińskiego i greckiego oznaczono 
wskaźniki tensorowe. Przebiegają one zbiory odpowiednios

1, 2, 3 i 1, 2 . Duże litery alfabetu łacińskiego okre
ślają numery warstw i przyjmują wartości: 1, 2 ,..., No 
/No - liczba warstw/.
Do wszystkich wskaźników stosuje się umowę sumacyjną. Prze - 
cinek przed wskaźnikiem oznacza pochodną cząstkową, a kreska 
pionowa pochodną kowariantną w odniesieniu do tensora metry - 
cznego powierzchni podstawowej w konfiguracji początkowej.
W szczególności przecinek przed wskaźnikiem 3 oznacza po
chodną cząstkową względem współrzędnej normalnej J • 
Obiekty geometryczne oznaczone dużymi literami odnoszą się do 
konfiguracji początkowej, małymi - konfiguracji aktualnej.

Rys. 1
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Wektor położenia dowolnego punktu wewnątrz powłoki 
można zapisać w postaci

- rw (2^)

gdzie:

/? - wektor położenia punktów powierzchni podstawowej 5, 

DK - wektor kierunkowy warstwy K,

Z - współrzędna warstwowa,

0* - współrzędne krzywoliniowe na powierzchni podstawowej.

Dla< powłok o stałej grubości warstw wygodnie Jest 
założyć

^1,2t,..tN0.

43 Jest Jednostkowym wektorem normalnym do powierzchni
podstawowej

Wektor P przyjmie wtedy postać .

We wzorze (2,2) wykorzystano własność

Powierzchnię brzegową J2 określamy równaniem

R-R.+$A3 (2.4?

Po Jest równaniem krzywej C przecięcia powierzchni 
podstawowej S i brzegowej, _Q .
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Wektory bazy w obszarze powłoki oblicza się w znany 
sposób _

= a#* “ A* »
G^-4 f2'5?
U3 3 g "3 •

-* aż?Wktory tworzą bazę powierzchni podstawowej, a

(2.6;

jest translatorem [k9 7] •
Symbole 6^ i B* oznaczają deltę Kroneckera i drugi fun
damentalny tensor powierzchni podstawowej fl3j .
Bazę wzajemną można wyrazić przez wektory kontrawariantna 
powierzchni podstawowej

6--
6--Z. <2-7>

Translatory obliczamy z równania

A-(A'^“^^ (2.8)

(%-2m (2.9J

gdzie

p^dttlpil” (2.io)

a //=/£« i K-det/BZI są średnią krzywizną 
i krzywizną Gaussa fl3j*

2.2 Geometria konfiguracji aktualnej i stan
odkształcenia

Załóżmy, że 0* i § są współrzędnymi konwekcyjnymi.
Wektor położenia punktu powłoki zapiszemy w postaci 

p-r^zKdK. (2.11;

Dokonując podstawień: 

f-R + u,
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otrzymamy

gdzie
(1 Jest wektorem przemieszczenia powierzchni podstawowej, 

Jest wektorem deformacji poprzecznej.
Wektor /3 - obliczymy z zależności

/S./-1, 

a,S.-o.

Kropką oznaczono iloczyn skalamy. 
Z (29^) mamy 

3 7^ *
a* ” 30“ >

a z(2,l4) i (2,12)

A -UilV + S^Up). 

Wektory bazy określone są wzorami

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Z (2.2) i (2.13) otrzymamy wektor przemieszczenia punktów 
powłoki

^-p~p-ai-Z.KfK . (2.18)

Stan odkształcenia powłoki opiszemy trójwymiarowym tensorem, 
który w przypadku współrzędnych konwekcyjnych przybiera postać[5J

(2.19) 

lub

(2.20)
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Po odrzuceniu składników nieliniowych będzie

ZKP$Ar''Tk,? +

^Af^ +ltfAr/,v <■

+z^3fKiJ,

Pochodne oblicza się ze wzoru [5]

-B^ wjA* *■(+ B*v3)A3- 

-(u^-B^u^ + (+B^ v^A3 .

Ostatecznie

+ 3P*+ Z^^rp +

+ pt ^rt * 3P? Z*ftp 2/iyv ) >

- t ('Z^S 'ifa+z* eKM3) >

635 “ z^3 .

Tutaj

6^ “ ^r/» ~Bh>U-3 >

TKr^ “ 2*rA " ^r/* Tka )

= ” ~ ^-31^ ~B)f ;

£k«3 “ ^Kim + Tk^ )

(2.21J

C2.22;

(2.23;

(2.24J

są dwuwymiarowymi tensorami odkształcenia*
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2.3 Równania równowagi i warunki brzegowe

Równania równowagi i warunki brzegowe otrzymamy z za
sady prac przygotowanych dla ośrodka trójwymiarowego

K - .
UC i U4 są odpowiednio, pracą przygotowaną sił wewnętrz
nych i zewnętrznych.

-Jf!d(6'^+26*^+6n5en)dV. (2.25)

V jest obszarem jaki zajmuje powłoka, a 
6CJ .symetrycznym tensorem naprężenia. 

Podstawiając (2.21) do (2.25) i wprowadzając 
można wyrazić

Ww + M^A^fK. -
5 '

NKiiA3-8fK)dS.
(2.26J

W, ostatnim wyrażeniu przyjęto oznaczenia sił wewnętrznych

(2.27)

M^-f^Ó^dl,

Przekształcany składniki w (2.26) według schematu

^A.-6d,v - (A/^-Sd)!. - (N^Afi)ln-6u 

i zastosujemy twierdzenie Greena [11J • 
Otrzymamy
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K Su, - Su} * B^Su. - 
s *
-n, Su3 8tk,-M^B^ 8^ ^N^S^ -

^B^ -NK33Sr^dS +

+f(N*^ 8^ -W^Su, -M^y. Su,., +

+ M^y* 8^? + M^3va S^ y^Su^dC, 

* Biblioteka 
i 

f PoLW
rocł. j

gdzie
V “ \L/4°" Vo7G* jest wektorem normalnym krzywej C

i stycznym do powierzchni S (rys. 2) 
Wprowadzając związek [5]

/j = \ । . ty 9
3 V V 'dC

(2.29}

i podstawiając do (2.28) otrzymuje się wyrażenie dla 
ostatniej całki w (2.28)

fl^y.Su,- MafB^Sur

k (^r Su} M^v. 8^ M^y. 8r^

Ć2.3OJ

Symbolem oznaczono alternator na powierzchni St a
^7 oznacza pocho&ną w kierunku wektora 7.
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Rys* 2

Pracę przygotowaną sił zewnętrznych podzielimy na dwie 
części: U4/ - pracę sił na powierzchni brzegowej, i

U42 - pracę sił na powierzchniach granicznych
oraz sił objętościowych*

Wektor naprężeń 6O na powierzchni brzegowej można 
zapisać w postaci

6.-6^^^ (2.31)

a element powierzchni _Q [4]

dti-dCdę (2.32)

Wówczas

“#i 6^ d& -//(d^A, ★ 6?AJ-(Su. + 
na ,
^8$. ^z^S^MdC^. {

Między elementami łuku krzywych C i C* można znaleźć 
związek [4j

^d^-^dC (2-34)
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W rezultacie (2.^) przyjmie postać

C (2.35
81^ 8^ 8^3 )dc.

Wskaźnikiem "o" oznaczono siły i przemieszczenia na po
wierzchni brzegowej
Definicje sił brzegowych , Mo) M^ i Mo**

są identyczne z podanymi w (2.27 ) po zamianie na 6o 
Natomiast

Jeżeli do ^2^} wprowadzimy (2.29) dla 9 to

(2.37;
* 8^ * S^jdC .

Oznaczmy przez i ą~ pole sił przyłożonych do
powierzchni granicznych S* i ST

Pole sił objętościowych można wyrazić w postaci

(2-38)

- Jest polem sił objętościowych w warstwie K /nieza- 
leżnym od współrzędnej § /•
Wtedy

Mn “ff (2.39)
5* $- y

Wprowadzając związki 

, d^st

dV° ,
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gdzie

) p ~) (2.40J

Z^-Z*?^, Z^-Z^), 

otrzymamy

-IIFF^Su. * rSa. - L'(tuM + BtSu^) -
s (2.41;

lub po zastosowaniu twierdzenia Greena

^Jf(Fv8ua ^F^Su, -CBttuL^fSr^
5 (2.42;

★L*3^ ^L^Su^dS^fC^Su.dC.
c

We wzorach (2.41) i f2.42) przyjęto oznaczenia

~* . r «?+ ->
F- = ^p+ + cpp- +]rp ,

+ (2^)

Lk - LKiAc = fp-Z'K +J^ptMZ^ zKd 1.

Z porównania prac przygotowanych otrzymamy następujący 
układ równań równowagi

B^N^ + M^+L^+F3-!),

(2.44)

B^MK^ -Nw +LKi‘O, 

i warunki brzegowe

(Nar-B;M^)v. - (n^-b;m:^>

n Fl^ r),
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( 2.45J

lub

~ Uool ) LL$ * J

. (2.46 )av ay 1 1 1

j ^5ra " .

Powyższe równania, dla No~l t są podobne do podanych 
w pracy [5J •

2.4 Związki konstytutywne

Uogólnione prawo Hooke'a,dla ośrodka trójwymiarowego, 
ma postać f2j

(2.47;

gdzie C^kL jest tensorem sprężystości. <
Oznaczając przez Ck^ tensor sprężystości w wars

twie K 9 dla całego obszaru powłoki można zapisać

CiJkl-z^ C\kl • (2-48^

Załóżny, że w każdej warstwie występuje symetria włas
ności sprężystych względem powierzchni środkowej warstwy. 
Wówczas

(2.49;

zgodnie z [4]. ,
Zapiszmy tensory w bazie na powierzchni podsta

wowej [4j
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er* -

er -rwr, 
. , (2.50)

C^“ -A?33.

Tensory A^V * A^33 i A^3 są tensorami powierzchnio
wymi /nie zależą od współrzędnej J A

W szczególnym przypadku warstw izotropowych mamy

A^-M  ̂ (A**A^+A”A'*)}

Ar"‘-AKA'‘,
(2.51)

A^Si-/zKAfi\

gdzie i p* są stałymi Lamego dla materiału warstwy
K » a Ae* Jest tensorem metrycznym powierzchni podstawowej.

Związki konstytutywne dla sił wewnętrznych w powłoce 
otrzymamy podstawiając (2,kQ) , (2,50) i (Ź.23J do za
leżności ( 2*27J.
Wtedy będzie

A^L^al

* K^p (p-^p^ dS f/fp

+A^n ps p- z^ d }

iz^di

+ A^ ^3 ff-P (p Za d^ ,
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fzW d^ + (^(  ̂'^Z^Z^]*

!j.^ (^ ^z^^ z^d^, (2.52)

N^-A?3^ Z^ ds ZZ ds ,

“ AT3^ f^^z-zhzr, d^

* Ak3xi df ,

A/Mii - A^33£elp {^(^ -^zz^dj -^jz7az%d^

+ fiifi fr/^ ^zLz^ z^ T^ fs-/1 z^z^z^ •
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3 . RÓWNANIA WIELOWARSWOWYCH POWŁOK PRZ? 
ZAŁOŻENIU KIRCHHOFFA - LOVE'A

Założenie Kirchhoffa - Love*a, zapisane przez wielkości 
geometryczne podane wyżej, przyjmie postać

dK-a3 K~ l,Z,...,Na. (3.1)

Wektory znikają dla każdej warstwy.
Wobec ( 3.1 ) , ze-współrzędnych tensora odkształcenia ('2.23^, 
pozostaną tylko:

+ (3.2)

Tensory 8^ i zdefiniowano w ^2.249.
Zastosowanie zasady prac przygotowanych dla tensora od - 

kształcenia prowadzi do następujących równań równowagi

/T7« - e>; m - b:r * fr- o,

+ F3 =0 ,

i warunków brzegowych

• _ (3-4)

lub

(3.5)

'dUd 
dv ’ av •

Definicje sił wewnętrznych i obciążeń są identyczne 
z podanymi w rozdziale drugim poz. f2.27j.
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Układ (3.3J należy uzupełnić jeszcze równaniami, 
z których można obliczyć siły poprzeczna G013 J

/T^-O^+L^O (3.6)

gdzie

(3.7)

Można zauważyć9 że związki konstytutywne otrzymamy 
odrzucając w (2.52) składniki z i ^3 •
Wówczas

dl -

Przejdźmy obecnie do wyznaczenia naprężeń 6 .
Rozważania przeprowadzimy dla powłoki, w której powierzchnia 
podstawowa jest płaska w konfiguracji początkowej. Zakładany 
również, że wszystkie warstwy są izotropowe.
Translatory (2.6) przyjmą teraz prostą postać

a Związek (2.47) dla naprężeń 6'^ będzie

. (3.10)
4 * .

Tensory A* i są podane w (2.51) i (3.2).
Napiszmy związki ( 3.8) uwzględniając (3.9) i (2.51 ) .

Po przekształceniach

(A^A^A”)]^
U^Ari^ (A^1 ^A'r)J XrJ , 3’11}
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- U3 A^ArS cc, (A^A A^)!^ * 

+[ccs Aa?ArS + cc£ (A^ +A"sAV}3^ .

Współczynniki obliczajmy ze wzorów:

Równania ^3»11) można odwrócić ze względu na 8vp 
i • Otrzymuje się wówczas

S^p - A^p 64 Ap$ ^A^ Apr }J A/ +

+[{i$Afx? A^Aps+A<*i Ap^lM ;

rJ^(A^f A^& ^A^ A^}JA/

+[At<pAfó Aaif Ap& + AonApp)]M j

gdzie współczynniki t...; mają postać

A <*6 fas +46 ) -CC3 (^3 +^^)1 +<£</fas ~ )

^zSS^faz^c-^i) )

; oCyfa^fas -j-^^-oCjfas +<£(.)] -^cCz 
^^2^6 +OCi)fas +(£(,)]
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a ______
^C^-oC2oC() ' (3.14J

/I _ OO ~ ^3 ZZZaZZaI
is 4(vi<xi-ocvl)[(a3+<xtl)z-(c(i+<x:2)(a:,+<xi)] }

; T ^2_______
6 ^(<x2<xi -CC})

Zapisany związek (3.10,) , wykorzystując ix5wnania (3.13;.
Otrzymany

6^~2/^Z\ {ty A* ty/i* ty K P-K *

+[^K tyty ty ty ty * A tytyK )1M"} 3.15

* [(^ jzK/zK )N^ .

Gdy założyłby ponadto, że ~ j^M /współczynnik 
Poissona w każdej v/arstwie Jest Jednakowy/, to (5.15J 
przyjmie postać

. (3.is;

Warto zwrócić uwagę, że dla powłok Jednorodnych wzór 
(3*15? sprowadza się do ogólnie przyjętej postaci

^■-F - >«•". 
"o Ho

W (3.17,) przyjęto dodatkowo powierzchnię środkową powłoki 
Jako powierzchnię podstawową.
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4. UPROSZCZONY SPOSOB UWZGLĘDNIENIA
POPRZECZNYCH DEFORMACJI ŚCINANIA

Przyjmijmy dla wszystkich warstw jednakowy wektor kie
runkowy C? ) miarą deformacji poprzecznych jest więc jeden 

wektor
Pole wektorowe jest styczne do powierzchni podstawowej 
w konfiguracji początkowej /pomijamy odkształcenia normalne 
w kierunku /

f - (4.1)

Tensor odkształcenia otrzymamy, podstawiając w (2.239 
j $^*0 i wykorzystując własność (2.3).

6*3 * i > (4.2)

@33 >
gdzie

far ^lr •

Tensorowi (4.2J odpowiadają, po zastosowaniu zasady 
prac przygotowanych, następujące równania równowagi

} (4.4)

i warunki brzegowe

(N^- Bf = (NFf- B(m y. ,

(4.5)



- 25 -

lub

Lii ” ULoi , (4.6)

fi y“ a v fi* a v

Związki kontytutywne dla N"® i można również
otrzymać zamieniając w (3.8) tensor 2£r£ na ęZ£

gpW W*di

* 9» Ji-P 9 di ], 

A^Uzt ^^(^(pd^z^

* §tt j*. p (p")} (p-)k^z^ dj ].

Związki kontytutywne dla sił poprzecznych GL zapi- 
szemy wg w postaci

a”3-cc9 A^ .

CCO jest tutaj współczynnikiemF któzy określiłby niżej.
Można zauważyć, że przy założeniach (3.9) otrzymany 

identyczny rozkład naprężeń normalnych jak w (3^3) i (3»l6J.
Załóżmyt że powłoka składa się z dużej liczby warstw* 

Wówczas można przyjąć stały rozkład naprężeń stycznych na 
grubości warstwy.
Energia właściwa ścinania w warstwie K przyjmie postać

-
(K)

gdzie

Wskaźniki ujęte w nawiasy nie podlegają sumowaniu.
Energią właściwą ścinania dla siły poprzecznej (k.8) 

można zapisać
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Wyraźmy obecnie siły Q.Koli przez .
Rozważania przeprowadzimy przy założeniach f3*9j 
Pominiemy również wpływ obciążeń zewn* na rozkład

(4.10)

naprężeil.
Przetnijmy powłokę wzdłuż powierzchni środkowej warstwy* K 

frys* i rozpatrzmy równowagę jednej z odciętychczęści.

Rys* 3

„ Q^3
Wektorem obciążenia r jest tutaj .

Równanie równowagi (4,4}/ odciętej części powłoki 
przyjmie postać

gdzie

(4.12;

Korzystając z (3*16) otrzymamy

= + (pK . C4.13J



\pn
(4.13^ do równania (4.11J , które przyjmie 

postać

. (4.15)

Wobec równań równowagi (4.49 i poczynionych założeń:

Możemy więc zapisać

a"“^hK<fKas‘.
Dla powłok Jednorodnych znajdziemy /powierzchnia podsta

wowa Jest powierzchnią środkową/

Taki rozkład naprężeń stycznych Jest powszechnie przyjęty w 
teorii powłok cienkich*

Zsumujmy obie strony (4*16) po wszystkich warstwach

M N.
2a‘f,--2h^.a,‘ <4-w)K-t K"1 r

Suma po lewej stronie (4.18j Jest równa .
Otrzymany więc z (4.18J warunek

A4 
hK(p^-l . (4.19)

Warunek (4*19,) nie Jest na ogół spełniony /ze wzgl. 
na przyjęcie stałego rozkładu naprężeń stycznych w warstwie/. 
Błąd w (4.19,) Jest niewielki i Już dla trzech warstw o po
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(4.20;

dobnej grubości wynosi około 6 %. 
Nieścisłość tą można usunąć przyjmując zamiast 
związek

Mi 
Mo

gdzie C- 2 .
K*1 1

Podstawmy (4*20,) do wyrażeń (4.9) i wykonajmy 
sumowanie po wszystkich warstwach. 
Wówczas

^4 y Mo / 9
rK

Pbrównując prawe strony (4.10) i ^4.21}

(4.21) 

znajdziemy

(4.22;

Podobnie jak wyżej obliczmy 0Cd dla powłok jednowd-
nych /przy /Vo~> 00 /

Mo r łL*

maKhit+O

mafhn^O 

czyli

^Lo jest stałą Lamego dla powłoki jednorodnej. 
Współczynnik cC<> w postaci (4.23) jest stosowany 
w teorii powłok cienkich przez wielu autorów.
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5. POWŁOKI moWARSTWOWE

Optymalny rozkład warstw w powłoce trójwarstwowej 
otrzymamy przyjmując cienkie 1 sztywne warstwy zewnętrzne 
i stosunkowo grubą9 podatną warstwę wewnętrzną, W warstwie 
wewnętrznej celowe Jest uwzględnienie odkształceń poprzecz
nych /zarówno przesunięć Jak i odkształceń normalnych/. 
Natomiast w cienkich i sztywnych warstwach zewnętrznych od
kształcenia poprzeczne można pominąć.

Model powłoki trójwarstwowej, uwzględniający powyższe 
postulaty, można otrzymać z ogólnego modelu powłoki wielo - 
warstwowej, podanego w rozdz. 2, przyjmując:

^•3, 

fi “ + ^4

( 5.1)

(5-2;

Wskaźnik warstwowy „2 * , celem uniknięcia niejasności, 
będzie niżoj pisany, z lewej strony litesy rdzeniowej.

Odkształcenie włókna prostopadłego do powierzchni pod - 
stawowej pokazano schematycznie na rys. 4.

Ąrs. 4

Przystosowanie podstawowych równań z rozdz. 2 Jest 
proste. Wystarczy w definicji tensora odkształcenia (2.23J , 
równaniach równowagi (2.44) i warunkach brzegowych (2.45J, 
(2.46J ustalić wskaźnik warstwowy Km2 , a w związkach kons
tytutywnych (2.52^ wskaźniki A7“-2 i ^“-2 .
Otrzymany następującą postać tensora odkształcenia
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^33 ,

równań równowagi

n -w/n

F^+M^+L*/', ^F^O,
(5.4)

Wir -2NVi-b;2Mn ^‘0,

warunków brzegowych

cn^- b£m y. - <n:>~ &[m ,

n - A ’ ( a^- L^-lć^r r),

vP - yw yfl;
(5.5)

lub

1^0^ 1^0 j j

2 Ui a ^ULoi 
^y ' ^y }

1^ “ > ^3 )
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i związków konstytutywnych

+ #« df+dj +

+A^^z  ̂z^dj,

td^AF*[tK£^ a

f* fza dj + (/i jz2z^ d^

^A^ } ^. i)

2M^-A?z*[^iz(^ z2z^ +

+ U2)zz\d^

(^z2!2^d^,

aN^AT\^z'^ >

2^3‘ Ak33^ j^(p.-')tzlz^d^

* AKT\^/rr^(p.^(z^z^ d^ 

f^/z^zfiZ^d^ d^+

+^ (^z^M df] ^AT^i Zh zr, dl.
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Ze względu na założenie 9 w bilansie prac
przygotowanych, nie wystąpiła praca naprężeń stycznych 
w warstwach zewnętrznych. Równania równowagi należy uzu
pełnić dodatkowym równaniem, z którego można obliczać cal- 
kowitą siłę poprzeczną Q .

Podobnie jak w rozdz. 3 zapiszemy

+ . (5.8)

W dalszym ciągu wyznaczymy rozkład naprężeń <7^ . 
Załóżmy, że materiał warstw Jest izotropowy i powierzchnia 
podstawowa w konfiguracji początkowej jest płaska oraz Jest 
powierzchnią środkową. Przyjmijmy ponadto jednakowe własno 
ci sprężyste i grubości warstw zewnętrznych.

Związki konstytutywne (5*7)i,2.s,6 przyjmują postać

N^L&A^A^ (A'^+A*WrA'^ ,

(5.9)
★[tl^A^ tl^A^A")^ ,

W^Zn^A^ n^A^+A^)}^

^nsA^Ar^ n^A^^A^)]^ , 

gdzie współczynniki i oblicza się
ze wzorów

&3~Azhz , ^‘ę^+Z^hz >



Związki ( 5*9 ) można potraktować jako dwa układy 
równań ze względu na j i •
Po rozwiązaniu otrzymuje się

&r& 4 ^2 (A^A^A^A^)]j

2/3 - t^A^N^ +

3Cpi=A^ + cói(A^ A^ ^A^ A^)JM

+[(1)$ A^ó Aow ^^A^ A(n ^A^ A^a)l M j

2/r& +O)^A^A^ ^A^AsJlM

Z^y Aft A*(l ^Af« A^ Afa)] M .

Współ czynniki wyrazimy przez 8^...^^

___ 8* , 83
'^" ^(^+ó2)ói tfź+W&^ź^sFT

ty2 “dr } ^3 " 7/T<^77~)T7r’ (5.12)
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Pomiędzy współczynnikami CD4i...} cu6 > a nt r . TL^ 
istnieją identyczne zależności jak między ^r..; faa cCh..., cC6 
w poz. 3.14J

gy - * 7z6j- 7z3 (n^ iWl + n^(n5ny - )
^(nz Ri - ni)L(n3+^)zARi+n^

fj _ n^[Tt3(u3^7iJ - UtC-n^ + Ui)! + n^iunt-Tisn^
3 4(nin3-7if)[(Tii+fy)z-(n1+n.1)(Tis +n.c)]

-T^TLi)

_ ThLlLńjLl Cli t li l
fn^)l-(Ti< +u2)(iis -f Ti,,)]

-^r ’
Podstawiając i do związków konstytu

tywnych f3.1Oj otrzymamy

A^[2^3 Ak)

[ZztiP-k) +2^ A2 i- (5.14)

+2z%A°lfi{[^^^^ivi/z/!--fcijj^) +z2((uJ^Ki-^3^

2 n
+C^ (u)3 Ak [Zk AJ +Z2(IjOS)<K i-WsP-K +^U(, ^k)J

+ /IZa[^i/2i<N‘<<'+ (^0}2+Z2U)ll)/ZKM^ + (fUJ2l +ZiUi)/ZK ,

Przyjmując h3 0 9 otrzymuje się powłokę jedno
rodną i wzór f5.15j przyjmie postać (3*17/

Dla cienkich powłok z symetrycznie rozmieszczonymi wars
twami można założyć stały rozkład naprężeń stycznych w warst
wie wewnętrznej.
Wówczas



- 35 -

hz (5.152

W warstwach zewnętrznych rozkład naprężeń O można 
uzupełnić wg rys. 5 /bez uwzględnienia obciążeń na po - 
wierzchniach granicznych.

Rys. 5

Z podanego wyżoj rozkładu wynika przybliżona zależność 
między /ł/*3 i
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6. PRZYKŁAD

Rozpatruje się nieskończoną, trójwarstwową powłokę 
walcową, pokazaną.na rys* 6. Materiał powłoki Jest izotro
powy. Warstwy zewnętrzne o grubościach hi~h$ charaktery
zują się jednakowymi stałymi Lamógo, /b =i jJbi~ . 
Przyjmując, we wszystkich warstwach, współczynnik Poissona 
V « 0,25, otrzymuje się

^2 * ) (6.1J

^3 ’ •

Stałe obciążenie ę* jest prostopadłe do powierzchni 
środkowej /rys. 6./ Pomija się wpływ sił objętościowych.

Rys. 6



- 37 -

W tale sformułowanym zagadnieniu, przemieszczania i siły 
wewnętrzne są niezależne od współrzędnej •

Rozwiązanie uzyskuje się, stosując najpierw równania po
dane w rozdz. 5, /przy dodatkowym założeniu ~0 /.

Współczynniki pierwszej i drugiej podstawowej formy po
wierzchni walcowej mają postać

, e-i (6.2 J

Translatory obliczamy 
uwzględniając, że K^O 
Otrzymamy

ze związków (2.6j , (2.9J
1 •

Na powierzchni walcowej wszystkie symbole ChristofK la 
są równe zeru. Nie znikające pochodne kowariantne będą 1-. 
zwyczajnymi ęochodry^d względem zmiennej 3 «

V7ektox‘ obciążenia , wobec przyjLme pos’vv*o

F-^p.+ .

Wówczas, otrzymamy następujące tensory odkształcenia ("2.24J 

a d, p .
ź11" dO1 + >
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/ du.< d? & 3
R dO' dW')1 ’

2^13 = ~ 2^

i równania równowagi

dN1' ± dM"
W R de1 u >

p dM_ Ho i
(LW)* 2R' fó.ó)

2N'3- h,2M1,~ 2M” -o

Równania (6*5) i (6»6J uzupełnimy Jeszcze, związkami 
konstytutywnymi ^5*7^ , które mają tutaj postać

N^’ £ + $3 )

M “ ^3. + ^5 2^1! )

W- $3 ^ gs + g6 2^t ; C6-7^

?? >
2Ma- gs ^i3 .

Współ czynniki oblicza się ze wzorów

3 r2R~ 4.1 2R+H<> 7 , 3/^2 / 2R+hi2H-Ho 2R+h2 -/ 2R-h3. >

9n‘ f^1 ~^9i 1
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3/^< / / ĄR- Ho 3/^2 / _ 3j^i / 2R+hz $3 “ 2^^ RR1-^. R* 2R-ha.

i ;

3 J

/_ (2R-hi)(2R+Ro) 3j^zhz . 3j^2 , 
* R Ln

2R+h2
2R-h;

)

Odkształcenia (6.5J podstawiamy do związków (6«7j , 
a następnie do równań równowagi (6.6^. Otrzymuje się stąd 
układ trzech zwyczajnych równań różniczkowych z niewiadomy
mi funkcjami U/ ? ćć3 i .
Równania te rozwiązuje się metodą eliminacji, przyjmując wa
runki brzegowe dla sztywnego zamocowania w postaci

uj^)- 0,

diii f7l I d U.5 f Tl\ n
~ddr^

Po rozwiązaniu, otrzymamy

‘ Ci sind* + c2 c3 0'cosO,+ c^1 >

u^CsCos®' + Cichad' + c^ólnty + ce > fs.io)

‘C9sln^, +cw^Qj.
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Parametr cc w argumencie funkcji hiperbolicznych, oblicza 
się ze wzoru

c£2^ ^b) •
$>/ * §2 &)

Siły wewnętrzne można teraz policzyć ze związków konsty
tutywnych (6.7) » uwzględniając zależności ( 6.5J. 
Otrzymamy

N”- C<t sind1 + ct2 ;

M^Ch sin&‘ + c« ,

* CtsCosd' + cltchatf + Ct^sind1 + cti , (6.11)

/V p, (c, sin 0* + Cn sha 91),

pg fc, slnd** Ciosha.61).

Obliczmy Jeszcze z równania równowagi ($.8j siłę poprzeczną Q15

‘^iCOSd1 . (6.12)

Uzyskanie jawnej postaci stałych Ci t . . • , , które są
zależne od współczynników i promienia R, Jest
trudne. Obliczenia wykonano przy pomocy maszyny cyfrowej. 
Wyniki, dla niektórych wartości i ;
przed stawiono na wykresach poniżej.

W dalszym ciągu, dla porównania, rozwiązuje się zagadnienie, 
przyjmując założenie Kirchhoffa - Love*a /rozdz. 2/•

Zapiszmy, niezbędne związki

Q
i du, _ d Ua 
k d& d(e')1 ‘

d^1 , y dM” n
d&' R d&' '

d k d M i
RN " Wr >

(6.13)

(6.14)
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N - + '
66.15?

Zastosowanie podanej poprzednio procedury, prowadzi do nastę
pujących rozwiązań:

ą(2R + Uo) .. . . ..
U' “ RL8^-(n2-8)R] Q (ncosQ ~^ >

nq,(2R+Uo) n . . . ,
ai "2 ” C°S® 'd5in® '

A/^ Q92 Ho) meH1- Q (6. łój
/V ‘R2[8^-(n2-8)^R'J C0St/ 2Rł '

^9?z(2R+ Ho) ( _ Lrnqa i;
77 2RI8^(^8)^] {n ^C0S8 } J

sinB<_

W celu uzyskania współrzędnych fizycznych, otrzymanych 
wektorów i tensorów, wykorzystuje się znane zależności [ 5^11]

U<3> = ^3 ,
^.^7)

Niżej przedstawiono wykresy fizycznych współrzędnych 
przemieszczeń i sił wewnętrznych.

--------------- rozwiązanie wg rozdz. 5
-------------- rozwiązanie przy założeniu Kirchhoffa-Love'a.



- 42 -

Rys. 7 Rys. 3

1 hi / A3 1
Tf ' 7£ 7^7

Rys. 9 Rys• 10
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Hz-J- Ju—L Ul i.
R ' 3 ' H. 4 1 P-i 20

Rys12Rys• 11

Rys•13 Rys. 14



- -

Rys. 15

0,05

0,04

0,03

0,02

0,01

O

h< / /
U. d ’

Rys. 17 Rys. 18
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Znaczące różnice w wartościach sił wewnętrznych i prze- 
jd y 

mieszczeń,z obu metod,otrzymano przy ~ .
Gdy powłoka jest cienka ) wyniki różnią się nieznacz
nie / mniej niż 5% /.
Porównanie rys.7 z rys.11 lub rys.8 z rys.12 prowadzi do 
wniosku, że przy stosunkowo podatnej warstwie wewnętrznej
( istotne jest uwzględnienie odkształceń poprze-

hcznych. Natomiast zmiana nie ma większego wpływu
na różnicę w wynikach / por. rys. 11 i rys. 15 /.

Z rys. 18 można odczytać dla 9*° ^3- 

0,001567$/? y

Q<'*> - 0,001829 ąR .

Z ^5-16} znajdziemy oszacowanie

a po podstawieniu wartości Q<^> otrzymuje się

0,001568 $/? .

Przybliżona zależność i 5.16) ,wynikająca z rozkładu naprę
żeń ó'*3 (rys.5) ,jest tutaj bardzo dobrze spełniona. Podob
nie jest dla innych wartości parametrów:
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7. WAGI KOLCOWE

W pracy podano kilka sposobów rozwiązywania powłok wie
lowarstwowych.' Przyjęcie jednego z nich zależy od wielu czyn
ników. Znaczenie ma tutaj rodzaj zagadnienia /grubość powłoki, 
obciążenie, własności sprężyste warstw itp./ jak również moż
liwość rozwiązania dużego układu równań różniczkowych. 
Przyjęcie niezależnych miar odkształceń poprzecznych w każdej 
warstwie (rozdz. 2) prowadzi do układu równań różniczkowych 
z 3 + 3*/70 niewiadomymi funkcjami przemieszczeń. / No - licz
ba warstw/. Rozmiar zagadnienia rośnie więc szybko wraz z licz
bą warstw i przerasta niekiedy możliwości obliczeniowe. Celowe 
jest, w uzasadnionych przypadkach, przyjęcie dodatkowych zało
żeń i pominięcie efektów drugorzędnych/rozdz. 5/• 
Pomimo uproszczeń można uzyskać dosyć dokładne rozwiązanie 
problemu mniejszym nakładem środków

W rozdziałach trzecim i czwartym zagadnienie sprowadza 
się do wyznaczenia trzech lub pięciu składowych przemieszczeń 
i nie zależy od liczby warstw. Rozwiązania podane w wymienio
nych rozdziałach zasługują na uwagę również ze względu na ana
logię z odpowiednimi rozwiązaniami powłok jednorodnych /różni
ce występują tylko wwspółczynnikach związków konstytutywnych/. 
Można więc tutaj stosować, po niewielkiej modyfikacji, dobrze 
znane i sprawdzone algorytmy, a nawet programy EMC.

W rozdziałach: trzecim, czwartym i piątym wyznaczono roz
kład naprężeń dla powłok płaskich.
Podobne rezultaty można by otrzymać zakładając cienkość powło
ki zakrzywionej. W tensorach odkształcenia' (3*2), (4.2) i (5.3) 
wykorzystuje się postać translatorów (2.6) i pomija składniki 
z J2 jako małe. W definicjach sił wewnętrznych i związkach 
konstytutywnych przyjmuje się przybliżone zależności

8$ .

Rozkłady naprężeń: (3*159 , (3.16) i (5.14J przystosowuje się 
do powłok zakrzywionych /bez uproszczeń geometrycznych/, wsta
wiając w miejsce 6^ wyrażenie
podobnie jak w £5] • Wówczas, spełnione są tożsamościowo rów
ności wynikające z definicji sił wewnętrznych (2.27)
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W przykładzie (rozdz. 6) porównano rozwiązania wg 
metod podanych w rozdziałach trzecim i piątym.
Jako parametry zagadnienia przyjęto:

//« łb- A*. ,
TT1 *• ht

Analiza wykresów wykazuje, że parametr drugi - yg 
ma wpływ drugorzędny na różnice wartości sił wewnętrznych^ 
otrzymanych z obu metod,w porównaniu z wpływem parametrów po
zostałych /por. rys. 7 i rys. 13 oraz rys. 7 i rys. 11/. 
V/ przypadku powłok stosunkowo grubych i podatnej warstwy wew
nętrznej różnice są duże i przekraczają 50 % (rys. 11).
W omawianym przykładzie dla wyniki różnią się
nieznacznie.
Przy innych obciążeniach /szczególnie skupionych/ uwzględnie
nie odkształceń poprzecznych może mieć istotne znaczenie rów- 
nieź w powłokach cienkich.

Warto zwrócić uwagę na dobre spełnienie zależności (5.1 6 J 
co potwierdza przyjęty przybliżony rozkład naprężeń stycznych 
(rys. 5).

Geometryczny warunek brzegowy - O , wynikający z 
zasady prac przygotowanych i zastosowany w przykładzie , jest 
równoważny założeniu, że warstwa wewnętrzna nie przenosi, w 
sztywnym zamocowaniu, siły tnącej. Jest to zgodne z intuicją, 
jeżeli warstwy zewnętrzne są dużo sztywniejsze. Ponadto, za - 
burzenie wykresu siły /V'3, wywołane takim warunkiem brzego- 
wym,występuje tylko w pobliżu zamocowania. Dalej zmienności

i O.13 są podobne.
Ogólne założenie kinematyczne przyjęte w rozdz. 2 

/liniowość przemieszczeń w obrębie warstwy/ nie zapewnia rów
ności naprężeń. i 63i na granicy warstw. Gdy liczba 

warstw jest duża różnice naprężeń w warstwach sąsiednich są 
niewielkie i nie spełnienie warunku ciągłości Ó*3 i ^3ł nie 

może powodować znacznych błędów w rozwiązaniu.
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ANALYSE STATIQUE DES COQUES EN YOILE MINCE

ELASTIQUES MULTICOUCHES

Rósumó

Dans cette th^se, ont óte ótablies les eąuations principales 
statiąues pour les coques en voile mince multicouches avec 
prise en compte des deformations transversales. Tout d’abord 
il faut considerer, dans chaąue couche indópendemment, la 
masse des dóformations transversales au cisaillement et des 
deformations transversales normales* D^prks le principe 
des travaux virtuels, on obtient ici 5(Nq + 1) śąuations 
d’óquilibre (N - noinbre de couches). Les relations coństi- 
tutives sont ótablies d’apres la loi de Hooke. 
Ensuite sont prises en compte les hypotheses de Kirchhoff- 
Love et est egalement presentóe la faęon de considerer de 
manierę simplifióe, les deformations transversales, Ainsi 
ont ete etablies des óąuations semblables aux óąuations 
obtenues pour les coques en voile mince homog^nes,, Une 
approche spdciale a etó appliąu^e pour les coąues sandwich. 
Ces consid^rations sont illustrees par un exemple? dans 

lequel est peesentde la solution pour une coque en focmc 

de cylindre infini.
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