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STRIESZCZENTE

W pracy przedstawiono probabilistyczny model pewneld klaay
ewolucyjnych procesow rozwoju, bedacy wielotypowym procesem -
tazkowym. Model, budowany w oparciu o przestanki binlouiﬁzno
opiouje dynamikg populaeji skitadajpoa] wvic & elementdw ehany Gh
typéw, funkcjonujacych w okredlonym érodowisku zaspokajajne w nim
te samg potrzebg. Elementy sy rdéznie preferowane przez frodowisko
w zaleznodci od stopnia zaspokajania potrzeby. Elementy
funkc jonuja w populacji przez pewien czas, nodlegajs losowe
reprodukcji, po czym sg eliminowane. Reprodukcja elementow wykaza-
‘Je tendencje¢ do zaspokojenia zapotrzebowania-sSrodowiska, limitowa-
ng istniejacym maksymalnym wspéiczynnikiem reprodukcji elementdw.
Réwnolegle wystgpuje stopniowe wypieranie elementdéw "gorszych"
typéw przez elementy "lepszych" typdw. Przeprowadzono badania
zaproponowanego modelu pod katem sprawdzenig mozliwodei wykorzysta-
nia go do prognozowania technicznego. Zaproponowano alporytm
prognozujacy, ktéry w oparciu o znana historie zmian populacji
/lub losowej prébki/ przeprowddza estymacje¢ parametrdéw modelu,
prognoze¢ zmian liczcbnodeci typéw-estymowane wartosci érednie i dys-
persje, okreséla horyzont prognozy, umozliwiajacy oceng wpiywu
elementéw nowyeh typéw. Pokazano przykiad zastpsowani"algorytmu.



Wstep.

Prognozowaniu rozwoju technologii, & w szczepgdlnodci ilos-
clowym metodom prognowowanii pnéwigcu aig w oetatnich letach
do$é duzo uwagi, np. /2/,/18/,/2%/,/28/. Rozwéj technolopii
Jest przy tym rozumiany jako ciagty broce$ dynsmiczny, podczig
ktérego istniejgce formy zuspokajania potizeb materialnych
sa zast¢powane przez nowe, lepsze /21/. Do episu i prognozowania
rozwoju konkretnych technologii sizuzg najc¢zesciej modele sub-
stytucji /16/,/18/,/21/. Sg one stosowane do opisu zmian procen=-
towych udziazéw na rynku produktéw poszeczdgdlnych typow. Jak
dotgd modele‘te budowane LE] zazwyczaj‘dle dwéch typdw pfoduktéw
w oparciu o dane dotyczgce procesu wytwarzania /np. bilins kosz=-
téw/, co wymaga wigczania do zbioru danych wejéciowyech propgnozy
parametréw ekonomicznych prognozowanego procesu,

Szczegdlne zapotrzebowanie /5/,/16/ isthieje na modele opisu-
jace-dynamikq rynku w przypadku, kiedy wyshepuge kilka typéw
produktdw /kilka technoldgii/ zaspokajajgcych alternatywnie tg
samg konkretng potrzebe¢ konsumenta. Modele takie powinny umazli-
wi¢ okreslenie, migdzy innymi, ktére produkty i w jakim okresie
zdominu jg rynek, a ktére i kiedy zostang z niego wyparte.

Niejédnokrotnie wskazuje sie¢ /2/,/19/,/30/ na analogie proce-
8éw rozwoju zachodzgcych w obrebie populacji biologicaznych z pro-
cesami rozwoju zachodzgcymi w sferze dziaalnosei ludzkiej.
Sugeruje si¢, 2ze modele opisujgce konkurencje w populacji osob=
nikéw tego samego gatunku mozna stosowaé nv. do opisu konkurencji
wystepujacej na rynku migdzy produktami zaspokajajacymi te sama

potrzebe konsumenta,



W pracy vroponuje si¢ nowa metodg pro;noznwania tero Ly
proceséw rozwo ju, wykorzyatujécq probabilisfyczny'modnl AUbG Ly
tucji. Zdaniem autora, metode moze znalei¢ zastosowanie w praoy--
padkach, w ktorych wyst¢puje wspomniana analogia miqdéy-biolo«
gicznymi & technologicznymi prnoasami TOLWO Ju , tzn. w.nndnbny
sposéb preferowane jest lepsze "przystosowanie do potrzeb &ro-
dowiska',

FProcesy rozwoju begdgce przedmiotem zainteresowand autora mozna
pokrdétce scharakteryzowad naétqpujqco:

Istnieje 8rodowisko wykazujgce zapotrZebowanie na elementy zasapo-
kajajgce konkretng potrzebe i istnjeje populacja elementdw rdi-
nych typdéw, ktdére t¢ potrzebe zaqukajajq. Typ elementu charsikte-
ryzuje migdzy innymi wskainik okreélajgcy jakoéé "zaspokajunia
potrieby". Elementy‘funkcjonujq w populacji‘prZez pewien c¢zasg,

po czym 8§ eliminowane; ich m;ejscg zajmuja elementy uzyskane

w procesie reprodukcji. Reprodukecja jest procesem losowym, w ktéQ
rym elementy o wigkszym wskazniku jako$ci sg preferowane. Repro-
dukc ja wykazuje tendencj¢ do.;aspokojenia zapotrzebowania sro-
dowiska, limitowang istniejqc&m maksymalnym wspéiezynnikiem
reprodukcji elementéw poszczegdlnych typdéw. Réwnolegle wystepu-
je tendencja do wypierania elementdw gorsiych typéw przez elemen=-
ty lepszych typéw, prowadzgca do zdominowania populacji przez

typ o najwiekszym wskazniku jakoéci.

Do opisu dynamiki takiej populacji proponuje sig¢ w niniejszej
pracy probabilistyczny model mgtemétyczny, bedacy wielotypowynm
procesem pgatgzkowym. Model teﬁ, wstepnie maézkicowany w /10/
wykazuje pewne podobieristwo déymodeli rozwazanych w_/9/,/14/,/21/.
Fodobny model, choc¢ pod innymikqtem rozwagany jest tez w pracy /15/
Model umozliwia okreélenie zmian stanu populacji /zdefiniowanepo

jako  wektor o skiadowych réwnych liczbom elementéw poszczegdl=-
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nych typéw w populacji/ w kolejnych chwilach czasu, pray znajof
modci stanu poczgtkowego, relatywnych wartodci wskainikdéw jekosci
i zapotrzebowania Srodowiska.

W pracy przeprowadzono badania - analityczne i symulacyjne -
zZaproponowane go modelu pod katem sprawdzenla jego przydatnodci
do prognozowania rozwoju technologii. Otrzymane rezultaty, zda-
niem autora, potwierdzajg takg mozliwosé.

Zasadniczym celem, byzo opracowanie metody prognozowania .
procesdéw rozwoju rozwazanej klasy w oparciu o, badania symulicyj-
ne modelu.

Opracowano algorytim prognozujgcy na maszyng cyfrowg w jezyku
ALGOL 1900. Jako dane wejSciowe do prognozowania wykorzysiuje
si¢ dane o dotychczasowych zmianach stanu populacji /ludb tylko
zmianach stanu w losowej prébce z populacji/.

W rezultacie zastosowania algorytmu otrzymuje si¢ dla kolejnych

chwil czasu:

-~ przyblizenia liniowe wartosci oczekiwanych liczby elementdw
poszciegélnych typéw w populacji,

- estymowane z zadane]j krotnosci réalizacji losowych srednie
wartosci liczby elementdéw poszczegdlnych typdéw i ich weriancje,

- horyzont prognozy, rozumiany jako czas, po ktérym wystgpis
istotne zmiany prognozy /np. 10 % / wskutek pojawienia sie
w populacji elementdédw nowego typu, nie uwzglednionych przy

obliczaniu prognozy.

Ukzad prezentowanej pracy jest nastepujacy:
Rozdziaz pierwszy zawiera przeglgd i krdétkie charukterystyxi
znanych metod prognozowania., Bardzie] szczegdzowo oméwiono kilke

modeli substytucji technologicznej.
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Rozdziaz drugi zawiera opis matematyczny, dyskusje zazozer
i prezentzcje niektdérych wtasnosci modelu. Zaprezentowano trzy
wersje modelu dla trzech rdznych procesdéw reprodukcji elementdw:
reprodukcja losowa o rozkiudzie dyskretnym /Poissona/, reproduk-
83n losowa o romkzadzlo olqgiym./g&mm&/ i reprodukeje determinisg-
tyczna.

Rozdziax trzeci poswigcono metodologii prognozowania z wyko-
rzystaniem zaproponowanego modelu, Oméwione sa problemy zwigzane
z budowg algorytmu: estymacji stanu populacji na podstawie lo-
sowej prébki, identyfikacji parametrdéw modelu, okreslenie /i zde-
finiowanie/ horyzontu prognozy.

Rozdziaz czwarty prezentuje wybrane rezultaty badar symula-
cyjnych modelu.

Rozdziaz pigty zawiera opis opracowanego algoryitmu prognozujg-
cego. Podano schemat blokowy algorytmu i sposéb generowania
zmiennych losowych o wymeagenych rozkkadach.'Prosty przykzad
ilustruje dziazanie algorytmu.

Rozdziaz szdsty zawiera przykiad zastosowania algorytmu.
Wykorzystano dane dbtyczqce zuzycia energii na Swiecie w latach
1951-1974, do wytwarzania ktdérej siuzg résne surowce /rézne ty-
py energii/, /18/,/21/. Dane z lat 1951-1961 postuzyzy do opra-
cowania prognozy na lata 1961-2010.

Pracg kolicza wnioski dotyczgce mozliwosci udoskonalenia al-

gorytmu prognozowania i ewentualnych zastosowan.



1. PRZIEGLLD METOD PROGNOZOWANIA

harakteryvstvki procesdw rbzwoiu.
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W niniejszej pracy rozwazane bedzie prognozowanie zmian
zachodzgcych w zbiorze produktdéw /populacji/ zaspokajajgeych te
samg potrzebe konsumenta /Srodowiska/, otrzymywanych przy uvyc*u
réznych technologii. Ilos$é produktdédw na rynku /w grodowisla/,
otrzymywanych réznymi technologiami /réiznych typdw/ bedzie sie

,

zmieniaé w zaleznosci od ich preferencji przez sSrodowisko

i mozliwos$ci technologicznych.

Jak w kazdym przypadku, zZrdédiem danych wejSciowych do prognozowania
jest przesziosé. Przyjmijmy, ze znamy historie zmian ilosSciowych:-
populacji produktéw P, otrzymywanych przy uszyciu technologii A/PL/,

FS

technologii B/PB/, C/*C/, oraz D/‘D/’ w. przedziale czasu te @‘,Tz}

Niech ilos$ci produktdéw poszezegdlnych typdw zmieniajg sie jak

na rys. 1.1.

ilosé produkton typu:A,8.C.0

|
|
P |
|
|
!

Rys. 1.1. Historia i mozliwe prognozy ilosciowych zmian

produktéw czterech typdw.



Widaé, ze w przedziale czasu (T1,T2J poszczegblne krzywe sg typu:
= A? PB’-
£D

- eksponencjalny spadek. Aproksymacja Krzywych dla t)> T, daje.
prognoze¢ zaznaczong na rysunku liniami przerywanymi. lMaleje do

- eksponencjalny wzrost, Pc - logistyczny spacdek,

zera ilo$é P, 1 Py, natomiast ilosé procduktdéw typu A i B rosnie
do nieskoriczonosci. Prognoza w takiej postaci jest nie do przyjgcia,
gdyz ilo$é produktéw P na rynku zwigkszazaby sie nieograniczenie.

Z danych rzeczywistych wynika, Ze najczesciej krzywe zmian
ilosSciowych produktéw poszczegdlnych typéw‘majq charakter epide-
miologiczny - linie cigg¥e na rys. 1.1./5/,/17/,/27/ Wzrost ilosci
produktéw otrzymywanych przy uzyciu danej technologii jest poczagtko=-
wo powolny,nastepnie, gdy zostang usuniete trudnosci - szybko
wzrasta, a wreszcie ulega nasyceniu, poniewaé zostaje osiggniegty
gébrny limit praktycznych mozliwoéci tej technologii. Po pewnym
czasie technologia ta zostaje wypierana przez nowg, ktéra z‘koléi
préechodzi przez te same etapy /na rys. 1.1. - krzywe Py PF/.

~Istnieje szereg metod prognozowania. Wydaje sig, ze wikazoéé
z nich, szczegdlnie metody prognbzowania nie jakosciowego, a ilos-
ciowego sg maxo dopracowane. Prognosci czesto opracowujg metody-
tylko na wZasny uzytek, siuzgce do rozwigzania jednego, konkretnego

zadania /m.in. tak powstajg modele substytucji/.

1.2. Klasyfikacja metod prognozowahia.

Dotychczas nie istnieje koxcowa, pgbdlnie zaakceptowana klasy-
fikacja metod prognozowania. W niniejszym rozdziale przedstawiony
jest krétki przeglad metod prognozowania w oparciu o klasytfikacje
zaproponowang przez J.M.Cetrona /5/:

1, Prognozy intuicyjne - tworzone w oparciu o opinig¢ jednego
lub grupy ekspertdéw.

a} Indywidualne - zasiggana jest opinia jednego eksperta.
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b} Kolektywne - zasiegana jest opinia grupy ekspertdw:

jest przez gzosowanie,

Qzﬁp”nelowe /Panels/ - eksperci uzgadniajg opinie w czasie
bezpoérednie] dyskusji,

QSEdelphi /Delphi/ - przy zastosowaniu tej metody nie dopuszcza
sig¢ do bezposredniego kontaktu ekspertéw, co pozwala wyeliminowad
talkie mankamenty jak:

- dominacja silnych indywidualnosci w grupie,
- dgzenie do konformizmu,

- nieche¢é do publicznej zmiany stanowiska, itp.

Metody z te]j grupy sg najprostszymi, a Jjednoczeénie szeroko
stosowanymi metodami tworzenia prognoz,., Sg to metody jakosSciowe,
pozbawione obiektywizmu. Za najbardziej obiektywns z tej grupy

metod uwazana jest metoda delphi.

2., Ekstrapolacja trenddéw - dotyczy przewidywania rozwoju wyZgcz-
nie biezgcej technologii, oparta Jest na zasadzie ciggZosc¢i /23/,
tzn. jJezeli kolejne metody wytwarzania powodowaly okreslone,
regularne tempo wprowadzania ulepszeﬁ; to tempo to bedzie utrzymane.

a; Prosta - kontynuacja tego co byZo, tak jak byZo, bez uwzgled-
nienia jakichkolwiek czynnikdéw. Jest metods niedokXadng. W litera=-
turze podaje sie¢ jako jej_zaletQ - cbiektywizm.

b] Krzywe trendu - jakodciowa analiza krzywych trendu dla
szczegblnych przypadkéw. Uwzglednianie mozliwych czynnikdw cgrani-
czajgcych wzrost; w przypadku gdy te czynniki sz znane - szacowanie
wartosci gérne] granicy wzrostu.

CD Réwnania - matematyczny opis trendu przy pomocy réwnania
liniowego, parabolicznego, eksponencjalnecgo lub iogis:ycziegs0

Wybér typu réwaania, identyfikacja parametrdw réwnania - najczescie]

metodg najmniejszych kwadratéw.
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Podstawowa trudnoéé przy stosowaniu metod tej grupy - problem

(e}

gérnej granicy trendu. Jezeli znamy naturalng granice /nasycenie/
np. 100% wydajnosci, nie nalezy przedXizaé trendu powyzej niej.
Drugi powazny problem zwigzany Jjest z wyborem parametrdw do
prognozowania. Podstawg progrozowania trenddéw technicznych jest
najczedciej wykres okreslonego parametru technicznego wzgledenm
czasu., Parametr powinien dbyé /wg /2/ /i

i° operacyjny - dajqcy sie zmierzyé w majgcych obiektywne znaczenie
kategoriach ilosciowych,

2°musi rzeczywiscie odzwierciedlaé poziom mozliwodei funkejonalnych
prognozowanej techniki,

%°musi daé sig zastosowaé do rdéznych technik /mozliwosci pordéwnania
wyrobéw opartych na réznych technikach/,

4°taki, dla ktorego sg dostgpne bdpowiednie dane historyczne.

Dla przykzadu, zze parametry to: wzmocnienie lub szerokoéé pasma

.

wzmacniacza elektronicznego, szybkosé samolotu, itp. Dobre para-
metry /byzy dla nich przeprowadzane prognozy w USA /5423/ /- tono-
mile/h i pasazeromile/h przy prognozowaniu zdolnosci przewozowych
samolotdéw transportowych, lumen/wat - wydajnosé Zréddex swiatza,

moze byé paremetrem iloczyn wzmocnienia i szeroko$ci pasma przy

prognozowaniu rozwoju wzmacniaczy elektronicznych.

3. Korelacja trenddw - czasami trend zoZonego parametru tech-
nicznego moze byé zatwiej wyrazié jako wynik wspdzzalesznosci
pomiedzy dwoma lub wigkszg ilofecig trenddéw /3/.

a) Poprzedzajacych zdarzenia - wyznaczenie korelacji trenddw
pomiegdzy dwoma procesami rozwoju, 2 ktérych jeden jest "poprzedni-
kiem" drugiego /np. szybkosé samolotdw transportowych i wo jskowych

7 [mile/h] /. Problem w dobraniu trenddw, miedzy ktérymi rzeczy-

wiscie istnieje wspézzaleznos¢.
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b) Analiza korelacji - w praktycznych problemach czesto jest
wazne znalezienie aktualne] relacji pomigdzy dwoma ludb wigce]
ffendami /niekoniecznie czasowo-zaleznymi/. Dla wigcej niz dwéch

zmiennych niezaleznych stosuje si¢ wielowymiarows @nalize regresji.

W przypadku, kiedy moze by¢ znaleziona stale utrzymujgca sig
korelacja, metody tej grupy dajg obiektywne podejsScie do prognozo-
wania. W tych metodach wykorzystuje si¢ modelowanie matematyczne.
W oparciu o analizg¢ obiektu konstruuje si¢ model, nastgpnie
dokonuje sie¢ estymacji aktualnej charekterystyki rozwoju /krzywe
trendéw/ i identytrikacji parametréw modelu. Do grupy tej mozna

zaliczyé modele substytucji, ktére sg szerzej oméwione w rozdz. 1.3.

4. Analogie - metody wykorzystujgce analogie postepu technicz-
nego do innych procesdw.
a)Wzrostu - oparte na analogii biologicznej /2/. Lenz zauwaza,
ze réwnanie R.Pearla, opisujgce wzrost populacji biologicznej
jako funkcji czasu w ograniczonym srodowisku /np. muszki w butelce,
komérki drozdzy w ustalonej pozywce, biae myszki na skorczonej
przestrzeni/ jest identyczne jak rdéwnanie krzywe] logistycznej
postepu technicznego, zaproponowane przez de Solla Price.
b)Historyczne - interesuje prognostlg wpZyw nowej technologii
na istniejgce /z tej samej dziedziny/. Ocenia ten wpXyw w oparciu
o podobne zajscia w historii, np. General Electric Company robiZo
prognozg do 2000 r. zmian udziazdw w zubyte] w USA energii otrzymywa-
nej z rdéznych surowcéw, na skutek wprowadzenia paliw nuklearnych.
Uzyto tego samego typu krzywych wzrostu, ktére byZy obserwowane
dla paliw kopalnych i mocy elektrowni wodnych w latach 1880 =-
1960, /23/.
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1.3. Modele substytuciji w prognozowaniu.

Jednym z czesto spotykanych modeli substytucji dwéch "konkuren-
téw" jest model Fisher-Pry’a /16/. Nie¢h f - oznacza udziax pro-
centowy na rynku technologii wypierajgcej / £ {1 /. (1-f )-oznacza
udziaz procentowy technologii wypieranej.

Podstawe tego modelu stanowi rdéwnanie wyprowadzone w oparciu o hi-
poteze, ze udziaxr na rynku technologii wypierajacej wzrasta
proporcjonalnie do udziatu jeszcze nie calkiem wyeliminowanej

z rynku technologii wypieranej. Postulowana przez autordéw relécja

moze byé zapisana w postaci réwnania rdézniczkowego

4.4df

7 e ~k-(1-f) | (131)
gdzie k - staza, definiowana jako roczny wspéiczynnik wzrostu
udzia¥u nowej fechnologii podczas killm pierwszyc¢h lat substytucji,
/otrzymywana na podstawie danych historycznych/.

Oznaczajac przez u - czas, dla ktérego f£=0.5, otrzymuje sig

jedng z wersji krzywej logistycznej /krzywej typu " S "/:

_ 1
" T+ explk(u-t) (132)

W réwnaniu na f wystepujg dwa parametry, ktére nalezy identyfiko-

waé: k,u.

Wadg tego modelu jest to, ze uwzglgdnia on udziazy tylko dwdch
konkurujgcych technologii; proceséw lub produktéw. Spotyka sieg
inne zarzuty pod adresem tego modelu /16/, np to, ze przy jego
budowie autorzy nie uwzgle¢dnili przeszanek ekonomicznych, takich

jak koszty, uzytecznosé dla specyficznych celdw, itp.
Bardzo podobnym do omawianego wyzej modelu jest model Ayres-
Noble-Overly ego, przy budowie ‘ktdrego uwzgledniono mechanizm

kosztéw. Autorzy wprowadzajs wspdXczynniki reprezentujace



uzytecznosé jednostki kosztéw obu konkurujgeych technologii /28/.
Otrzymane przez autordéw koicowe rdéwnanie na udziaz na rynku
technologii wypierajacej w zasadzie nie rdézni sie w postaci ani

.
w interpretacji parametrdéw od réwnania Fisher-Pry a.

Stern /28/ opracowax model substytucji, w ktérym nie wykorzys-
tuje punktu f=0.5 . Autor sugeruje, ze model ten moze réwniesz
funkcjoﬁowaé dla wigcej niz dwdch konkurujgcych technologii.

Stern podzielix cay rynek na czesci w oparciu o rézne wykorzysta-
nia produktu. Wigczone sg réwniez do modelu wspdczynniki uzytecz-
no$ci jednostki kosztdéw., W modelu Sterna uwzgle¢dnione sz jeszcze
takie parametry jak:

-liczba jednostek produkowanych w ciggu roku produktu I i II,

- cena rynkowa produktu I,

- czas pojawienia sie¢ produkiuw II,

- czasg, po ktérym cena produktu II zréwna sig¢ z ceng produktu I

/w okresie wprowadzaﬁia na rynek produktu II, jego cena bedzie
wstia niz produktu I /,

- stata zanikania, réwna Sredniej czasu zycia /w latach/ cazkowite-
go wyposazénia sektora przemysiu produktu I,

- wspéXczynnik rocznego wzrostu produktu I /jak k w réwn. 1.3.1/,
- "czas uczenia" = ilosé lat, po ktérych produkcja produktu II
bedzie na tyle opanowana, by mogia byé zatwo wprowadzana.

Jak twierdzi sam autor /16/, uzytecznosé tego modelu Jest
znacznie ograniczona wymagang duzg liczbg danych technicznych

i ekonomicznych.

W pracy /24/ autorzy wskazujg na potrzebg wykorzystania modelo=-
wania matematycznego do prognozowania, widzac w tym dwa gidwne cele:
17°opis dynamiki rynku w oparciu o produkt - technologig¢ w przypadku,

kiedy w tym samym okresie czasu jeden bgdz wiecej typdéw produktiw
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jest zastepowanych przez dowolna liczbe¢ nowych typdw produkidw,
ktére zaspokajaja szczegdlng potrzebe konsumentiw,
2°rozwijaé systematycznie metodologie wizaczajaca dynamike i cechy

adaptatywnosci do modeli ekstrapolacji trenddw.

W pracy /21/ przedstawliony Jest loglstyczny madel substytucji,
zbudowany w oparciu o analizg¢ bilansu kosztdw. Autorzy zajmujq‘
sie réwniez udziazami na rynku produktdéw poszczegdlnych typdéw a nie
ich bezwzglqdnymi wielkoSciami. Model uwzglednia dowolng liczbe
konkuru jgcych technologii.

Udziax produktéw i-tego typu wyraza sie¢ wzorem (wyr. 4.23 w /21/]

1
J{:;&. expl=g;, (t-¢,))

0= 75 (133)

gdzie: ij - udziax na rynka produktu j-tego typu w t=ty,
cji - wspéZcazynnik zalezny od 'réznicy kosztdw produktde
j=tego i i-tego typu.
Autorzy analizujg dalej model probabilistyczny, wykazujac ze
mpdel deterministyczny wyznacza mediane rozkzadu prawdopodobieﬁstwa
dla fi(t).’Autorzy przeprowadzanﬁidentyfikacjq parametréw modelu
wykorzystujgc model probabilistyczny, natomiast do prognozowania
stosujg model deterministyczny. ﬁako>wynik prognozy podajs mediane
udziazdéw fi(t). Do rezultatdéw otrzymanych przy wykorzystaniu tego
modelu bedzie nawigzane w rozdziale 5 niniejszej pracy, pray.
prezentowaniu przykiadu. |
Interesujgcym wydaje sie fakt, 2e otrzymany przez autordéw model
deterministyczny, budowany w oparciu o bilans kosztdéw jest analo-
giczny do modeli wystepujaeych w biologii; modelu M. Eigena, doty-
czacego ewolucji makromolekux /7/,/29/ i modelu R,A.Fishera opisu-

jacego zmiany cze¢stosci wystepowania w populacji m alleli tego
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samego genu, przy dziaXeniu naturalnej selekcji /9/. Model Eigena

zhian stezenia makromoleku j-tego typu /przy zalozeniu, %e

wszystkie czgstki powielane sg dokZadnie/ ma postaé (wyr.II.48 w/7/):
).(Jzko(E_j _E}'Xj . (434)

W pracy /21/ model zmiean udziazu produltu j-tego typu ma postad

{wyr. 4.13 w /21/):

f=p(t)- gfec)fy (13.5)

Poréwnujgc wyrazenia /1.3.4/ i /1.3.5/ widoczne jest odpowied-

niosé modeli, przedstawiona w tabeli 1.

TABELA 1.
Analogia modelu M. Eigena i V. Peterka-F. Flecka /21/.

Model M.Eigena - Model V.Péterka-F.Flecka
zmienna interpretacja zmienna interpretacja

X Stezenie molekuz fj UdziaZz na rynku produktdéw
J j-tego typu. j=tego typu.

E. "Produktywnosé® C Koszt zwigzany z produkcjg
J czastek typu j. _ J jednostki produktu typu j.

= = [+ - = S : :

Srednia produktyw- koszty produktdw.

nosé czastek.

W réwnaniach /1.3.4/i /1.3.5/ parametry Ej i cy

przeciwne znaki. W modelu Eigena preferowane sg czastki o wicksze)

oraz E i a@lt/majg

produktywnosci, natomiast w /1.6.5/ preferowane sg produkty o mniej-
szych kosztach jednostkowych, stgd wspomniana réznica w znekach.

W t=c0, w modelu Eigena zdominuja czgstki jednégo typu - o naj-
wieksze] produktywnosci; w modelu substytucji - zdominujs produkty

0 najnizszych kosztach jednostkowych. Mimo, zZe oba modele.budowane

byzy niezaleznie od siebie, wykazujg duze analogiec miedzy soba.



- A4

Podobna analogia wystepuje pomiedzy przedstawianym modelemn
substytucji technologiczne] a modelem Fishera. Powyisze analogie
wydajg sie potwierdzaé hipotezg, ze modele dynamiki populacji

biologicznych mogsg byé wykorzystywane do prognozowania technicznego,
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2. MODEL PLWNEJ KLASY EVWOLUCYJNYCH PROCESOW RCZWOJU

2.1, VWprowadzenie.,

Rozpatrujemy populacje skzadajgca sig¢ z elementdw o réZnych
typach. Elementy populacji funkecjonuja w okreslonym érqdowisku,
zaspokajajgc te samé potrzebé. Elementy w réznym stopniu mogg
zaspokajaé dang potrzebé i w zaleznoSci od tego byé rdéznie preferoc-
wane przez Srodowisko. Zakzadamy specyfidzne $rodowisko, w ktdérym:
- ocena stopnia zaspokojenia potrzeby przez kazdy element jest
zmienng losowg o jednakowym rozkadzie prawdopodobierstwa dla
elementdw tego samego typu, funkcjomujacych w srodowisku w tym
samym czasie. Miarg stopnia zaspokojenia potrzeby begdziemy nazywaé
jakoscig elementu,

- jakosci poszczegdinych elementdéw sg zmiennymi losowymi, niezalez-
nymi dla réznych elementéw.
Bedzieny nazywaé Srodowisko bardziej jednorodnym, im mniejsza
bedzie wariancja jakosSci elementéw. |
Srodowisko ma ograniczong pqjemnosé. Llementy sg wprowadzane
do populacji, Iunk%ﬁhujq w niej przez okreslony czas, pPo czym
sz eliminowane. Zapotrzebowanie srodowiska jest okreslone przez
réznice miqdzy jego pojemnoscig a aktualng liczba elementdw
nalezacych do populacji /tzn. funkcjomujacych w érodowisku/.
Rozpatrywany proces jest zilustrowany na rys. 2.1.1. ZakXadamy
dyskretny czas. W kazdym przedziale czasu, w Srodowisku istnieje
populacja. Sk¥ada sig ona z tych elementéw, ktdére "przezyxy"
2z populacji wczeéniejszej i 2 nowej generacji elementdw, powstazych
w wyniku procesu reprodukcji. Reprodukcja elementéw jest procesem

losowym, z teandencjg do zaspokojenia zapotrzebowania Srodowiska
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CZAS CZAS CZAS
T T+ T+2

ELEMENTY
N USUNANE-WT) |

:7 SRODO

WISKD

POPULACJIA

N PT)=P(T) D P(T+4) =
|7 M\V6TI= Wi .

JAKOSC-A(T) }
{BENERACTA-G(T)

L1l X

T

Rys. 2.1.1. Rozwdj populacji.

oraz prererujgcym elementy o wigkszej jakosci. Elementy poszczegdl-
nych typdéw sg reprodukowane niezaleznie. Dla kazdego typu istnieje
maksymalny wspdXczynnik reprodukcji, ktdry limituje stopierd zaspo-
kojenia srodowiska przy Jjego duzym zapotrzebowaniu., Kiedy maksy-
malhy wspétezynnik reprodukcji nie odgrywa istotnej roli /przy
niezbyt duzym zapotrzebowaniu érodowiska na nowe elementy/, elemen=-
ty sg reprodukowane w taki sposdéb, ze oczekiwana wartosé ilosci
wszystkich nowych elementdéw jest rdwna zapotrzebowaniu srodowiska
oraz, dla poszczegélnydh‘typéw, wartosé oczekiwana wspéczynnika
reprodukeji jest proporcjonalna do ich‘jakoéci. Interesowaé sie
begdziemy zmiang stanu generacji w czasie, tzn, ilosScig wprowadza-
nych do populacji elementdw poszczegbélinych typdw w kolejnych
przedziatach czasowych. Jezeli "ezas zycia" elementdw populacji wy=
nosi jedng, przyjetg przez nas jednostke czasu, wéwczas moZemy.
uwazaé, ze przy zmianie czasu z t na (t#1) zachodzi proces repro-
dukecji, po czym populacja z czasu t "gihie", natomiast w [t+1]

funkejonuja tylko nowo powstaze elementy. Zapotrzebowanie



e

$rodowiska na nowe elementy jest teraz rdwne jego pojemnosci.
W tej sytuacji, tym co bedzie nas interesowaé sz zmiany stanu
populacji w czasie, tzn. zmiany w czasie liczby elementdw poszcze=-
gdlnych typdw, wchodzacych w skZad populacji.
W dalszej czesci pracy zajmowaé gig bedziemy takimi wiadnie popus
lacjami, pemietajac jednakze, 2e sZowo "populacja' bgdzie réwno-
znaczne ze szowem "generacja" dla sytuacji omdwionej wczesnie],
zilustrowanej na rys. 2.1.1.

W wiekszosci przypadkdw Srodowisko, w ktérym funkejonowaé
bedg interesujgce nas populacje jest w peini -jednorodne, tzn. takie,
w ktérym elementy tego samego typu sg oceniane jednakowo. Ponadto
wykazano, ze w pewnych przypadkach losowosé oceny jakosci elementéw
moze byé nie do rozrdznienia od losowosSci reprodukcji elementdw
/rozdziaXx 2.7 i 4.4/.

Omawiany proces jest wielotypowym procesem gazgzkowym, 2z dys-
kretnym czasem. Pojecia uzywane w niniejszej pracy, takie jak
“potomek", "populacja" itp. uzywane sg podobnie jak w teorii proce-

séw gaxazkowyeh /8/,/12/,/20/,/25/.

2.2. Model.

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:
T w0, 132500 - dyskretny czas,
M(t) - pojemnosé Srodowiska w chwili %,
P(t) - populacja w chwili t,
Ni(t) -liczba elementéw i-tego typu, nalezacych do populacji
w chwili t,
eik - k-ty element i-tego typu, nalezgcy do /Plt],
n - liczba typéw wchodzgeych w skzad populacji,
mt(t)-liczbaelementéw wszystkich typéw, nalezacych do [P[(¢),

g; (t) - jekosé elementdw i-tego typu, nalezacych doﬂWtLqi(t)eR+,
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é:(l’lbk(t)) E[Qbk(t”) rl‘;k(t)e_)’{)- rozkad prawdopodobieristwa dla
procesu reprodukcji k-tego elementu i-tego typu, nalesgcego do
”)(t), gdzie: kft,d=4753,k={xﬁﬁﬁ;qFK(H-zmienna losowz dyskretna,
o rozkzadzie f, okreslajgca liczbe potomkdéw elementu €,y nale-
zacego do populacji w chwili %,
Ty - maksymalny wspéZczynnik reprodukcji dia elementéw i-tego
typu,
ég(t)- stan populacji w chwili t

SEIE(N (), Ny(t),..., Nem(t))

Przyjmujemy nastepujgce zaXozenia:

1.S5rodowisko jednorodne.

2.Dla dwéch dowolnych elementdw €y © nalezacveh do Hj(t},

Jr
zmienne losowe QQJE), Nje(t) g 2niennymi losowymi niezaleznymi.
3, Warunkowa wartosé oczekiwana ilosci potomkdw kazdego elementu

eik nalezacego do [P(t) jest proporcjonalna do jego jakosci:

Vs; 1= 7, k= Aivcrer: E[() 8] =C-qpi ()

gdzie c ) 0, wspéZczynnik proporcjonalnosci.
4 ,Warunkowa warto$é oczekiwana wielkosci populacji w (t+1) jest

proporcjonalna do wielkosci populacji w t
EINg (t+)|8(t)]= g-Ng 1)

gdzie ¢ - funkcja zalezna od r;, czasu i pojemnosci Srodowiska.

W szczegdlnosdci moze réwniez zalezeé od Pdg(t).

5.ri=r, V‘i=fﬁﬁ » Jednakowy maksymalny wspéXczynnik reprodukcji
dla elementdédw wszystkich typéw.

6.W interesujgcym nas przedziale czasu, pojemnnosc¢ Srocdowiska

jest wielkoscig staXa: M (t)= M,

7.qi(t)=qi, Vi:f?ﬁ , StaXe w czasie jdkoéci elementdéw poszczegdl-

nych typéw /zaZozenie t6 nie bedzie obowigzujace w rozdz. 2.7 i 4.4/.
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§.Stan populacji w chwili poczatkowej jest wielkoscia zdeterw

minowang.

Poniewaz Ny(i+1)=3 Nik(tl,  mozemy wyznaczyé:
ei e i)

ELNs(t-AS(t)] = T— Flnalt) St = ZN (tgi  (2.2.1)

RiElP isd

Detriniujemy srednig jakosé Dopulacgl w sposéd naste;nuaqcy:

SN () Gi
oale 5T . (2.2.
9:- (U= &

Zatem
EINg (t+4)|S(t)] = c-gselt)-Ng () (2.2.3)

Pordwnu jgc zafozenie 4 i powyzsze rdéwnanie, mozemy wyznaczyé

wspbXczynnik proporcjonalnosci, wystepujacy w zaZozeniu 3:
c=9/9:r(t);

ZaXozenie 3 przyjmmuje wiec nastepujgcg postaé:

Gar. oo

E[tht)l‘s Csr(“ qn.

Funkecja tworzgca prawdopodobierstwa stanu populacji w chwili

t jest réwna z derinicji

F(5,t)= Y= DLS(t)]-5 ¢ (2.2.4)
St} )

gazie: P[S(1)]-prawdopodobiesistwo tego, ze w chwili t populacja
bedzie w stanie S(f),
4 - m-wyniarowy wektor parametréw zespolonych, D =(84)A2) -y Ban )

§:) - suma po wszystkich mozliwych stanach populacji,
+
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X0 co CO

2 s R
5B Nltl0 Nealtl0' * " Nalw=0

1=1 ' .
Tunkeje tworzzoa prawdopodobiciistwe stanmu populacii v (t+1) jest

F3.t+4) = = PL&t+11-35E 2 5= (5= prsct)l-pisit+4)/sit)])- 554"
St+) STert) * 5(8) | ,

FB.t4) = 22 IS -GS te4) (2.2.5)
gdzie: G (3, t+4)-warunkowa funkcja tworzgca prawdopodobierdstwa
stanu populacji.

GGt E 5% p(S(t+1)[8(8))- 351, (2.2.6)

66t =7 PNt (O Pm LG baitet) (227)
+4) = » .
(}i(Aht+4)-warunkowa funkeja tworzgca prawdopodobieristwa Ni(t*d)
elementéw i~tego typu w chwili (t+1).
Oznaczmy przez 145{4Qf+4j funkcﬁq tworzacy prawdopodobieristwa
liczby potomkdéw jednego elementu i-tego typu /funkcja ta jest

dla elementéw tego samego typu jednakowz/. Foniewaz

'.,juu)} 4
N (£+1) = : Di () (2.2.8)
)
oraz reprodukcja élementéW'jeat'prodesem niezaleZnym, mozemy zapi-
saé:
G, t+1) =TT (HiLai b)) el (2.2.9)
=1

Charakter omawianego procesu wskazuje na to, iz jest on Zadicu=-
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chem Markowa, w ktérym stanem procesu jest sten populacji.
Prawdopodobierstwo przejscia ze stamu S(i) do stanu S{t+1) jest
réwne wspéiczynnikowi przy 3 S5() we wzorze /2.2.9/.

Na podstawie wyrazenia /2.2.9/ mozna wyznaczyé warunkowe wartosci

oczekiwane i wariancje ilosci elementdéw poszezegdlamych typdéw

0 G(3, t+4)
EDNit st = 2]
Poniewaz O H: (A:,t+4) zatbe @

0 A 424 Gerlt) 9,

rézniczkujac /2.2.9/ otrzymujemy:

Ni(t)-g-q;
EINi(t+1)[8(t)]= a,,,(t) , (2.2.10)

_ IBCM ), 3Gt _ [ 865t )
DZ[NL(t+4”5(t)] 676 - a’h ( a‘?ﬁ ))J

)

DELNG (E+[8[ =N (£)- D[, (1)[S(E)]  (2.2.94)

ar
gdzie: D [Qm(t”S(t)J- weriancja 'zngi'ennej losowej liczby potomkéw

elementu ®ik nalezacego do IP(t).

W niniejszej pracy przyjeto, ze rozkiad prawdopodobierstwa
zmiennej losowej Nik jest rozkiadem Poissona, o wartoéci ocze-

kiwenej, jak w zaZozeniu 3%

Elna 0[S(1)] = e = At

v L
9-9i \ g
L = 99
) [ALL,('t)]-.e—)\-L(’c} _ (a,s'.«,['(’c) |, quld (2212

P(Q,‘,,‘(
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o

Funkcja tworzaca prawdopodobienstwe b[h )= -2 T ma posSe-
iy Ny )
taé fl{4A)=e”"" zaten
. Q-C.; .
Hi (a0 t+4)= axpl- 25 14- 40l (2.2.13)
i L/‘,/lw’ ’
\ v ‘L)C“
G4, t+4)= exp(- —9—-15——“ (4= 4i) (2.2.44)
QW /

-

7 powyzszego wzoru wynika, Ze zmienna losowa N;{t+1) Jjest rdéwniez
zmienng losowg o rozkZadzie Poissona, z wartosclg oczekiwang,
dang przez /2.2.10/. Mamy wigc dany rozkxad grawdopodobieﬁstwa
dla proceséw reprodukeji typéw w populacji /zmienne losowe N; (£+4)
i=1,m/. Podobnie, zmienna losowa wielkofci populacji Nsg(t+4)
jeko suma zm. losowych o rozkiadzie Poissona jest zmiennsg loso-
wg o tym samym rozkiadzie i wgrfoééi oczekiwanej)jak w zaX. 4.
Mozna wykazaé, 2ze jeéeli.g;1r/ércdowisko nasycone/, to zmiana
liczby elementdéw w cakej pruiacji w czasie jest tzw. krytycznym
procesem Galton-Watson’a /12/. Wartos$é oczekiwana w tym procesie
jest staza w czasie i wynrosi Mﬁaﬁ, a wariancja rosnie w czasie

zgodnie z wyrazeniem: DA[Ngfi)[Nsz(0)]= t-Nz(0),

2.3, Model 2z reprodukcja losowa v rozkiadzie ciggdym.

W niektérych procesach rzeczywistych, ktére wydaja sie
by¢ niezle opisywane przy’pombgy_przedstawionego modelu trudno
jest zdefiniowaé element, natomiast mozna méwié o jednostkach.
Zasadnicza rdznica polega na tym, ze i1losé jednostek w caZe]
populacji /jek réwniez w poszczegdlnych typach/ nie musi byé
wielkoscis cazkowitg. W biologii procesem takim bgdzie np., pro-
ces ilosciowych zmian biomasy‘fenbtypéw /11/,/9/,/14/; W procesach
technologicznych - np. zmiany ilosci wyprodukowanej energii

przez elektrownie rézanych typdw /np. wodne, jedrowe itp./.
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W takich procesach wygodnie] jest méwié o reprodukeji typdw

w populacji. Dla ustalonego czasu t, N, {t],N,(t),...,N (t )  sg
zmiennymi losowymi tyvpu cizgego, nmoga przyjmowaé wartosci ze
zbioru 32+ . Talki model bedzie dalej nazyweny modelen C’q’*jm.
Bgdzie sie on wdini od modoldw zaproponowancge w roadaiale 2.3
/dyskretnégo/ tylko rozkZadem prawdopodobieﬁstwa dla procesu
reproduke ji typéw.‘Model ciagky mozna opisaé analogicznie do
dyskretnego przy pomocy funkecji charakterystycznych. Poczynione
w rozdziale 2.2 zazozenia sg nadal ekitualne z tym, ze zaz. 3
przyjmuje postaé wyrazenia /2.2.70/.

Cznaczmy przez <$k(zh¢¢+4) warunkowg funkcje charakterystyczng
liczebnosci k=tego typu w populacji w chwili (t+1). Wtedy funkcja

charakterystyczna stanu populacji w (t+1), <§(€1i~0 wynosi

0,1+ = T Gl t+1) 12.3.4)
k=4 ’

dzie <3 3 < y
2 T = (u1,u2,...,um)—wekto: parametréw zespolonych.

Podobnie:

EIN; ()8 (t)] = LeBaxtl, 4

duj 'L!ﬁ=5
— K YTte1) 1, A dgmt+)]| )2
DAIN: (t+4)]S (1)1 = — - 2k

Poniewaz zmienne losowe Nj(t™) j=T;@ mogs przyjmowad wartosci
ze zbioru liczb rzeczywistyéh dodatnich, zatem przythy‘dia nich
rozkXad powinien byé okreslony na dodatniej pdZosi i cisgiy.

W dalszych rozwazaniach przyjeto rozkzed gamma:

D

FINi(t+4)] 81811 =

e P L T PP




S

ELN;(t+41[8(t)] = p/b = B2 S Ai(d)

DEIN;(t+A1]S(E)]= pfo*

+ = d - {
Bulun, b+ 1) (1= [BIF (1- (-, [b) PAxlH

|

Warunkowa funkcja charakterystyczna ‘stanu populacji w (t+1)wynosi

¢(wi+)= 10 — 5o

k1 (4 "Wk. lui

»
Warunkowa funkcja charakterystyczna jednowymiarowe]j zumienne]

losowej Ns (t%}=§:} Ni(t+1} wynosi @5 (w, t+4):
k=

m
(u,t+1) = TT ¢, (u,t+4] = 1
. k=1¢‘ (1 §-u [) B-Nelth9 (2.3.3)

Ng(t+4) - Jest zmienng losowsy o rozkifadzie gamma, z wartosciaz
oczekiwang NE{\':)-g i wariancja Ng (-:;}l-g / b.

Zaréwno w ﬁodelu ciagzym jak i dyskretnym, wyznaczenie rozkZaddw
prawdopodobieristwa dla zmiennych losowych N;{t), i=T,m w dowol-
nej chwili czasu t, w zaleanéc; od.stanu poczgtkowego popula-
eji 51(0) jest zadanienm trudnym;#Zmusza to do wyznaczania

stanéw populacji w kolejnych chwilach.

2.4, Deterministyczna wersia modelu.

Przedstawiony w rozdziale 2.2. ogélny model probabilistycz-
ny sugeruje jego wersje detefmiﬁistycznae. Przyjmujac, Ze proces
reprodukcji elementdéw zachedzi w sposéb deterministyczny, zgod-
nie z wartoéci'ami oczekiwanymi danyrai réwnanien /2.2.10/ otrzy-
muje sie deterministyczny model zmian stanu populacji w kolejnych

chwilach czasowych. Aby model by w peini zdefiniowany nalezy
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przyjaé postaé g W zaozeniu 4. Zardwno w mocdelach populacji
biologicznych /6/,/26/ jak i w procesach technologicznych /2/,/1/,
/5/,/21/,/2%/ przyjmowany jest wzrost logistyczny. W niniejszej

s o~ .

pracy réwniez przyjeto, Ze wielkodé populécji zmienia sie logis-
tyosnle, Y“dazsa! do zuspoliejumie sapotrmebowanis drocowioka.
Jednym z mozliwych sposobdéw przedstawienia réwnania zax, 4

w postaci logistyczne] jest prz Jg@Cle nastepujacej funkeji 9 =

Qt)=T Af4=Ng 14}/ 1) (2.4.4)
Liczba elementdw w populacji w {t+1} bedzie okreilona nastepuja-

cym réwnanienm

Ng(t+4) =01+ A- (1= ;\iz(t}/;;\m]-;\%zﬁ:é (2.4.2)

)
ktérym (1+4)= v - muxoymalnj WS péZezynnik renrodukcji.
Mozna wykazac, ze jezell maksymalny wsndiczynunik reprodukeji
w réwnaniu /2.4.2/ bedzie mniejszy od 2, tzn. 4<{1, to popula-
cja zbliza sie¢ do nasycenia /stanu :.rdéwnowagi/ besz oscylacjij;
jezeli 2 {4a+1 <3, to wystqpuga oscylacge zbiezne(/26/,str.43,44).

Zgodnie z réwnaniem /2. 2 10/ llczby elementdw poszczegolnych

typdéw beda sie zmieniaé wedXug nastepujacego réwnania

it + Ni(f) = SR80 e Mot (343

‘Powyszsze réwnania w peini definiujg model ceterministyczny.
Znajac parametry modelu i poczgtkowy stan populacji, mozna viy3=

naczyé stan populacji w dowolnej ck w1%1 czasowej. Mozna wykazaé:

——

iy N0l ik Y N {-4)
NL(C)"' 7] J(O}‘Q@J)-ﬁ.N:{t -]'M"“A% M }] {244)

J=1
. s - s i g " " . oy .
W modelu deterministycznym nie zachodgzl koniecznosc wyzneczania

standéw populacji w kolejnych cnw11ach czasowych, W powyzszym
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révmaniu wystepuje wielkosé populacji w chwili (t-1). Ny mozna
réwniez wyznaczyé dla dowolnego t na podstawie znajomosci N (0}
3

zgodnie z nastgpujgcym wyrazeniem:

: | WY N3 {0l s (0)71y92) )Tt
Ng(t)= N, (0] FeA- (4= 222 rgp putg- Bleg, orppuig- e Oz, -
(2.45)

2.5. Przyblizenie liniowe wartofci oczekiwanej liczby

elementdw w typach dla dowolnbgo czasu w modelu dyskretnym.

Zajmiemy sie modeleim probabilistycznym, w ktérym reprocukcja
jest procesem losowym o rozkZzadzie Polssona.

. s ! . ‘
Funkcja tworzsca stanu populacji SCiTﬂ Wyraza sie wzorenm

F5,te) =5 LS TT (a) 0 2.5.1)

S(t+4) iz
Lorzystajac z niezaleznos$ci reprodukc, . elementdéw meay

PISIt+4)] =3 Ti PIN:(t+ A)[S(E1]-PIS(L)]

500 it | .
Zatem.
F(z,4+1) = 3= PLS(E)- u G (4:,t+1) (2.5.2)
S(t) = .

2 T0262« [2.2:/3
NGl
G (’Sb;t""ﬂ [HL(’SHt"’;;; ( — @X‘D[—NL(-{;)-AL((':-)(/,_,&)]
gdzie A;(t) wartosé oczekiwané Nik 3. k=4 Ni(t),

Podstawiajac do /2.5.2/ mamy

"
F(5,t+1)= 32 PLs LN () e 9lt)-Nsit) :
5% [S(t)]- Tf@ DL Ni (t) SR M-4.) (2 53

=1 .

Oznaczmy orzez

N; (t ) . ('l".) N s(t)
filt)= ,; L (2 5.41
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fi(t) Jjest nieliniows funkcja N:(%) . Rozwirmmy jg w szereg
Taylora w otoczeniu wybranego & priori nunktu S()=[Ne(t),..., ﬁ%m(ﬂ}.

Cgraniczny sig do dwéen pierwszych wyrazdw rozwiniegcia

Y (b= coltl+ o dg (HMIN; ) t=N;{t)] (2.5.5)

e i
gdzie
Noy (510 -Noslt) glt! 04 (t)
Ct(t = ] =—\""¢ = j d“: —_—t
Solt) S Nl f . Ly Ty
° 31—4'3\’01“) 2 IN; (]| g5t
Podstawiajgc do./2.5.3/ zamiast J;(t) Jej rozwinigcie w szereg,
otrzymu jemy
m
Flatl= DPISHI- TTaxpl catt)- 3 dij (BN (£ Nt 53] =
u’:(’: J ’
A
= [Texpl-{c; (7.2 di; (E:-Nog (-1 - 2 PIS(t
t=4 J=4 5(t)
m o | (2.5.6)
- TT exnl= 22d;;(E)-N;(th {4-40) ]
=4 i J"I ‘J . J .

T@Xﬁ[‘ZdU (t) E. ,H= fg (QX‘D[ ﬁd‘.}(“ M 4;)§)NJ(”
Fis,t+l= Tfexp[—( : ';é‘, clifft)-Nos{th(1-4,)] -
i o . A7 NG (2.5.7
- L PSR 1 fexa b L dlyg (1) 4-4:)7) ’

Oznaczmy nowy wektor parametrow zespolonych
A './" ‘ Al L &p - v — J wnl- o (t)” ) a\
Al = {4y, %) A'm) , LOKL, Z€: Vi=4m ;’.Sj=ehp:§4dq "'h.]‘ (2.5.8)
Wtedy

Fist+) = Trexpl-(clt f_fdijmNw-(-mw-aﬁ-gjmp(a(t)}-]”*im)Nﬂ'“ 2.5.9)
= I .

=4



% deIinicji Z P[S(L)]@SM e (2.5.10]

ti-a)-Flat) (2.5:44

S
i
-+
-~
Il
C
L]

{

S
s

|

w13

QL
&
=~
ST:

I Nilt) - Lak, (t)-EIN; (1)) (2.9.42)

ci-

E[Nk(t+’l)= Cilt) -gakj(

Przyjnijmy, ze punkt OSo({), w otoczeniu ktdrego X}(t) byo

rozwiniete w szereg Taylora wybrany:byk tak, ZG\fi=1ﬁn:thHﬂ=E[N£ﬁﬂ.

Wtedy:
r ! L EEN!(UC‘.' \,’{t):' 't -
EIN(E+A)] = ¢, (t) = =t } peali gl G (2.5.43)
Z;: Aﬁ(i}’(%J
J-'-'

Powyzsze wyrazenie jest zgodne z modelem deterministycznym
przedstawionym w rozdziale 2.4 ‘W rozd21ale 4 zaprezentowane

beda eksperymenty wskazujace na z"oano ¢ modelu deterministycz-
nego z estymowanym* wartos c*aml $rednimi zmian liczebnodci nosz-
czegdlnych typdéw w modeln p“obabllﬁstycznym, zarowno dyskretnym
jak 1 cisggxym.

Badania symulacyjne wskazujs na pocobny tjp zachowania sig¢ modeli
determlnlstycznego i procablllsxyqznych, dlatego tez wydaje sig
mozliwe wnioskowanie o zachowaniuwigie modeli probabilfstycznych

na podstawie wzZasnosci modelu deterministycznego,

2.6, Dominacja jednego typu W vopulacii.

W rozdziale 2.2. zdeliniowane byZo pojecie Sredniej jakosdci

populacji jako /wyr. 2.2.2/

.

SN )
fzjn.JC

z\‘:kb)

Wykazemy, ze w zdefiniowanym w rozdz. 2.4. modelu, Srednia ja=-
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kod¢ populacji jest rosnaca Iunkc a czasu, az do osiggniecia

meksimum. ¥ tym celu obliczymy réznice ¢ (414) - 04y (4)

ra '
St : O l‘_-./,‘-.r . A o
o[t g N 9 .
Terleli=au =" -Gultl  (2.6.4)
YRR
) )
N (4) . . -
S Ne (1] (1) —P (t) oznacza prawdopodobiedstwo znalezienia w vopu-
gt

lacji w chwili t elementu o jakosci Qys zatem wariancja jekosci
w povulacji, w czasie Tt wynosi:
& 2 o AR PO 1172
=§P5(H'[ -qeltil =g ltlon =Loudth (2.6.2]

. . 4 . . 7
Wyrazenie /2.6.1/ przyjmuje wiec nastepujacg postac:

& ‘
) St .

1 ,
| .

12
oulit)-gutti= ZE g2 LU 50 v, oo

6T
Powyzsze wyrazenie vwykazuje, ze Srednia jakosé populacji jest
funkcja rosnacsg, az do momenitu, w Ktdrym 5“(%) bedzie réwna zeru.
Wystapi to wtedy, gldy wszystkie elementy w populacji bedg miaxy
te samg jakosé. Inaczej méwiac,- populacja tedzie sie skiadaza tyl-
ko z elementdéw jednego typu.
Viemy, ze liczby elementdéw poszczegdlnych typdw zmieniajs sie zgod-
nie z wyrazeniem /2.4.3/. Mozemy voliczyé granice N;(t) dia
i=1,m przy t—©€O. Okazuje sie, %e:
. 25 >
dle takiego k, ze max ¢;=G. , bm Ne(i)= km Ng(t)= M, oraz
J*ﬁ',t?‘: /s Lt £>0
dla i=1,m , itk : Um N;(1)=0.
. 15w
Wobec powyzszego, po dostatecznie diugim czasie populacja bedzie

skradaé si¢ z elementdw tego typu, kitdrego jakosé jest najwieksza,

Maksymalna wartosé Sredniej jakosSci populacii jest réwna g, :
JE ¢ dt J Qy

§
2
H

-~
ct
j—
i1
50
24

e

7 przypadku gdy memy Srodowisko nasycone /tzn.

't 6
b’: s (t) = M i funkcja g(t)?4 /s réwnania /2.4.3/ preyj-
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\ L (t)-a; N (LA LIV N (L
\_'/t.L-’I,m, NL(‘H’“—‘—%]E—‘—; s'\;{!ﬁ”"iiLh%}=NL(Lqu;/Q/3,,(ﬂ—’”(2.6.4}

Liczba elementéw danego typu rosnie w tym%przedziale czasu, v kté-
g :
rym qi<<q¢r, zaczyna maleé 2 ohwilg zrdwnenia gie srednie]j ja-
(5 5
koSci populacji z jego jakoscig. W Srodowisku nienasyconym:
_ o [4+ A{4-Ng(t)/M)] 1
. N ;V!L i v 2 o .
Ni(t+4)=-Nilt)= Nyft)- = -—4J (2.6.5)

i (t)

.
% powyzszego réwnania wynika, ze przy dostatecznie dazym niedo-
syceniu Srodowiska, liczba elementdéw nawet tych najgorszych

/o najmniejszej jakosci/ quzie sie¢ zwiekszac, Jako pierwszy
zaczyna byé eleminoWany z populacji typ o najmniejszej jakosci,
dla ktdérego najwczeéniej jest speiniony warunek

Powyszsze wiasnosci bedg zilustrowane w rozdziale 4.1.

4

2.7. Wartosé oczekiwana liczby elementdw powstaXyeh w wyniku

reprodukeji jednego elementu, gdv jakosci vposzczegdlnych

elementdéw sa zmi-nnvmi losowymi o rozkiadzie. gamma.

ZaxXadamy, ze dla ustalonej chwili czasu t, véik:e P(t)
q, - oznacza jakodé k-tego elementu i+tego typu, oraz, q, -
ik » ik
& . o p s . .
zmienna losowa o rozkzadzie Jﬁ(py,o) » 2 wartoscia oczekiwang

(S5

jednakows dla wszystkich elggqntéw§te¢o samego typu, réwné ag
/pizqi-b £ 4 warianch‘pi/bz [i:?jﬁ7. Zekradamy, ze b - jest
jednakowe dla wszystkich elementdw w populacji.

ZaXozenie 3§ /rozdz. 2.2./ méwi, Ze'warunkowa vartosc¢ oczekiwana
zmiennej losowe] ’75& /liczby votomkdw eik/ jest proporcjo;

nalna do jakosci elementdéw i-tego typu i odwrotnie projorcjonalna

do €redniej jakosci populacji, przy czjm jakoSci elementéw
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byly deterministyczne. 'Przy zatozeniu losowodci jako$ci elemen-

téw, zatozenie to przyjmuje postac.

[QMtH& al-zf%%cwﬁva (2.7.1)

eIt
‘3&3\.1 Ve f.

gdzle: ¢ = Nylt) -wymiarowy we:ctor jekosdel elementow e}P(t)
Q [q/e441 0.04] 0/84 Nalt)go ooy q/em,me(t)J i_

l

Chcemy wyznaczydé E[QLK IS J W tym celu zajmiemy sie

zmienng losowa;

Gein
U =5_:~8—L—e:} (2.7.2)

Viprowadzmy oznaczenias

X - zmienna losowa Q.. 0

41~

...—

Y - zm. losowa réwna sumie Jakoscz. wszystkich elementow, Z Wy-

jatkiem LT

m Nt
L ;L;;:mt) Gy = ; Z Ger; = Yei,
etj-’ﬁei;;' .

Zmiennag U mozemy przedstawié jako u n

gdzie: ~ : )
X - ma rozkzad | (Ps‘;b)z F(Pﬂ'b)’

Y - ma rozkad ‘F{gNj-ﬁ -pi1b)=(p,,b).

Znajdziemy rozkzed zmiennej losowej U:

STV YX/USK = VI
Ve X X=V =Y

Flxyl= B(x)-Bly) |

. p )
)zf’ B g Pl b, b .('2)’-(’1" ul\? e-b-(wai).zgd%
J Tipa R u
ALY A B .
b {4~u\ ey 5 PPt | -va
FM)H& w) w)Y e Tar

o’ .
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Podstawiajac z=b.v/u wyzraczymy caike

(0] 4+- _ _ ’b_ .D+D
[oPA "2 do = (up}P" Clo,ep,)
O _
Zatem
DR ., (B.=
T I VAl ) A B R | e L B D
Wl = moi o) w et = BT 73

Zmienna losowa U ma rozkzad beta z parametrami Py » Ppe

Dla rozkXadu beta

m,=ELbul= o, /{p,*p,) (2.7.4)

i

Mozemy teraz wyznaczyé warunkows wartodé oczekiwang zmiennej

losowej 1, [5(t)

@ ; A5 Nl Ko Alt)Na(t]
E g (t]5iH1]= 2 k- [ 120l oot Nl o) du -
5 .

1
< gltINglt)-f o fluldu = glthNglth-Elul |

0

()N (£)-a; .
Elng (ti[s(t)] = L2 (2.7.5)
E | | }:N;(t)-% '

i1
Warunkowa wartosé oczekiwana zmiennej lbsowejvgu(HIS(t) jest
jednakowa dla 1=T,K(i],proporejonalna do vartodci oczekiwane j
jakosci elementdéw i-tego typu,  a odwroltnie proporcjonalna do
oczekiwanej wartosci Sredniej jakoéci populacji.
Vyrazenie /2.7.5/ jest zgodne z gzaz, 32 Wyznaczenie rozkiadu
zrawdopodobierstwa dla Qg&t)_wymaga wyznaczenia skomplikowanych

cazek, czego nie udaXo si¢ zrobié w niniejszej pracy.
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2.8, Zmiany w czasie udziaxdw w vopulacji elementdw

poszczegdlnych tvpdw.

Zazéinmy, Ze interesuje nas, jak w czasie zZnieniaja sieg
udziaety w vomulacji elementdw réznyen typéw, natomiast liczby
elementdéw w caiej populacji i w poszczegdlnych typach nie sg
wazne. Postawmy pytanie: ézy zmiana pojemnosci érodowiska oraz
meksymalnego wspdzczynnika reprodukeji /ktdry jest Jednakowy
dla wszystkich elementdw/ bedzie miaza wpXyw na krzywe udziaidw
elementdéw rdéznych typow w nopulacdx. Zajmiemy .sie¢ modelem deter-

ministycznyn-

EZ
t3

2
£t

I)lnb(OJ (cw)t o W) Tm (2.8.1)
ZI\U)(%) > u{0kg)"

=1 J= )
Zu’l

Zmiany w czasie udeziazdw elementéw poszczegbdlnych typéw W popu=

ll

¢

lacji, w modelu deterministycznym nie sg gzalezne od pojemnosci
Srodowiska i maksymalnego wspdéZczynnika reprodukcji. Model deter-
ministyczny opisujgecy zmiany udzlaiéw typéw w populacji zeachowuje
sie tak, jak model /deterministyczny/ opiéujqcy zmiany stanu
populacji w przypadku, gdy wielkosé populacji jest staa w czasie
/9({): 1 /. Cméwione wkasnosci tego modelu dajg sie przeniesc

na model /2.8.1/. Nalezy jeszcze sprawdzié, jak bedzie w przypad-

ku probabilistycznym. Czy rogzkzady prawdopodobieristwa dla

u, (t+1)/0{t), ﬁ(t)=ch1(t)5“2(sz""um(t)} bedg zalezne od
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pojemnosci Srodowiscka 1 parametru A /e wicc maksymalnepo wsvéXczyn-
nika reprodukeji/. Ze wzgledu na stopied trudnodci prazy wyzna-
czaniu rozkraddw dla ui(t+1)/5 {t) w modelu dyskretnym, ograniczy-
ny sie do mcdelu ciggiego, przedstawicnego w roudz. 2.3. Repro-
dukcja elementdw jowt wige procesem ilowowym o xoukdadzie gauma.
Nilt+1) N {1+1)
Nl T N S = N
J

Jﬂ .

Victm : uilt+1l=

Viadomo /réw. 2.3.2/, ze F[N;(t+4)|5(¥)]  Jjest rozkzadem f’(p,,,b),

G‘

o= b- NG N (t).qft) =

lth O N (1A (- NtV (282)

z =
j"?_: N;(t)-0,; - E%( tlo;
VWarunkowy rozkzad zmiennej losowe] Z Nj (£+4) /5({) jest F(Fz,b),
m J"“'
m 2_ U, (tha, . |
B P = DTN BAL N (283)
i b Ufiha : |

Z rozdziaXu 2.7 wiadomo, %e zmienna losowa (ui(t+1)/ﬁ(t),N;{t))
bedzie mieé rozkad beta z parametrami Pqs Pp ckreslonyuii

przez réwnania /2.8.2/ i [/2.8.3/.

Al ) Tl Nalt) = =t Tl (284

:B( A'P:.’-

B B-A
m,= —— =
! P*E, //Lz ( +,»::2]2[;+Pz-z’/} ,

Aby wyznaczyé rozkad h( (t+1) T(t )}nalezaa:oby znaé rozkad

f@ifz(t)/l‘{?(o)}. Znany jest ro zizad N )/I\v t- ), natomiast rozkiadu
dla I‘-’g(t)/l\lg(o) autorowi nie udao sig znaleszd.
Na podstawie wzoru /2.8.4/ mozemy powiedzied, ze ‘paremetry rozkza-

du ui(tﬂ)/ﬁ (t) w istotny sposéb zalezs od wielkosci populacji,
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a wicc 1 od pojemnosci Srodowiska 1 maksymalnego wspd'csynnika

reprodukeji. Jedynie na warunkows wartos¢é oczekiwung u:(t+}VE(tthk);
¢ 4o

pojemnosé Srodowiska i parametr & nie bedag miazy wofywua, natomiast:

wariancja i wyzsze womenty zalezag od il i od 4:

j;;_‘uj(t)oyj .

Lt +4)|mit)]= eltlae 2.8.5)

liozna sig¢ spodziewaé podobnych rezultatdw przy analizie

rozk¥addéw u, (t+1)/T (t) w modelu dyskretnym.
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3. MEDCDa PROGNOZOWANIA WYZORZYSTUJACL Z.PROYONQW.LITY

MODEL EWOLUCYJRYCH PROCESCY ROZWOJU

%.1. Stormulowanie zadania Prognozy.

Frzy opracowywaniu zaprezentowanej w niniejszym rozdziale
métody prognozowanlia uwzgledniono sytuacje, w xtdrej dla osoby
przeprowadzajacej prognoze dostegpne sz dane dotyczace zmian
zachodzacych w losowej prdébce z populacji. Na podstawie zmian
stanu poﬁﬁlacji w losowe] prébce,'proponoﬁany algorytin powinien
przevrovadzié estymacje zmian stanu cazej populacji w tym okresie
czasu, a otrzymane rezultaty wykorzystaé do prognozowania jako
zneng historig.

Zakzadamy, ze wielkosS¢ caZej populacji jest w tym przedziale

czasu znana; w’przeciwnym przypadku mozna jg oszacowaé stosujac

np. metode podwéjnego losowania {/8/,str.49).

Opracowano dwie wersje algorytmu prognozujacc o, réznisnce sieg

tylko wykorzystanym modelem probavilistycznym: algorytm I wyko-

rzystuje model dyskretny /z rozdz. 2.2/, algorytm II - model
ciqgiy /przedstawiony w rozdz. 2.3/, Obie wersje algorytmu wyko-
rzystuja réwniez model deterministyczny. Zadania stawiane przed
algorytmem /éla I i II / sa nastepujace:

- na podstawie losowe] prébki przeprowadzidé estymacje zmian stanu
populécji /wykonaé, jézell znana jest historia prébki a nie po=-
mulacji/,

- na podstawie zacdenej historii zmian ;tanu populacji przeprowa=-
dzié identyfikacje parametrdéw modelu /metods najwickszej wia-

rogodnoseci /,
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- wyznaczyé estymowane wartosci oczekiwane i odchylenia standar-
dowe wielko$ci populacji oraz liczby elementdw poszczegdlnych
typdéw w zadanym okresie prognozowania,

- wyznaczyé zmiany stanu populacji w zadanym okresie prognozy,
PLAEY wykorzywtaniu modelu daferministycznﬂgo,

- okres£lié horyzont prognozy, zdefiniowany Jjako czas, po ktérym
liczebnosci poszczegélnych typdéw zmienig sie o 10 /% swej wartos-

ci, wskutek Wprowadzenia do populacji elementdéw nowego typu.

Liczbe elementdéw nowo wprowadza@ego typu, jego .jekodéé /w stosunku
do najlepszego z istniejgcych/ oraz czas wprowadzenia ;o do po-
pulacji zadaje prognozujqcf jako danme wejSciowe.

W prognozie uwzglednione beds tylko elementy tych typdw, ktdére
istnieja w populacji w chwill przeprowadzania prognozy. Przedsta-
wiony w rozdziale 2 model nie uwzglednia mozliwoéci pojawienia
sie w populacji elementéw nowych typdw. Inna wersja tego modelu,

uwzgledniajaca mozliwoéé powstawania elementdw nowych typéw

w procesie reprodukcji jest przedstawiona w /10/,/15/.

Problemy zwiazane z zastosowaniem’ zaproponowanego modelu do
prognozowania to:
1. Estymacja stanu populacji na podstawie stanu losowej prébxki.
2, Identyfikacja parametrdéw modeélu

a/ dyskretnego,

b/ ciagZego.

3. Okreslenie horyzontu prognozy.

3.2, Lstymacja stanu populacii na podst&wie stanu losowej vrobki.

Znane sg:

Ny(t) 'w przedziale czasu, oznaczmy go umownie od O do T,



- BE

R(t) dla te[0,T] - wielko$é prébii losowej w chwili t,

ki(t) dla tel0,T], i=1,m - liczebnos$é elementéw i-teso tynu
w prébece liczgcej R(t) elementdw,

Szukane: Ni(t) dla te¢[0,7], i=1,m .

¥rawdopodobieristwo, %e w prébce zawierajacej R (t)elementiw

z populacji Nﬂt)-elementowej, zawierajqcej:

N1(t) - elementdéw 1 typu,

N, () - elementdw 2 typu,

Nﬁ(t} - elementdéw m-tego typu, bedzie odpow&ednio:

k1(t} - elementéw 1 typu,

km(t) - elementéw typu m, dane jest rozkiadem hipergeometrycznym

/schemat losowenia bez zwracania/

N1 (Nz Nn';q N}:‘ § Né
Ky .\\ka h \kmﬁ | R(t)- gki
p(k'hkz.l"'ikm]: (Nz(t)) = * (52'”

R (t)

Przyjmujemy estymator najwiqkszégo prawdopodobiedstwa /8/. W po-

pulacji wyrdzniemy tylko typ 1:

N4),( z\f'ng)
k4 ‘ R 'k4

Rl

Prawdopodobiedstwo to jest funkcja posiadajacg jedno maksimum

(3,2.2)

_F’(k,,,:z;mzkz)= (

ze wzgledu na X, /8/.

Wyznaczamy takie N1(t}, dla ktérego



Pk, ﬁk- | dla N, p
P(kMEk)dLa(N 47

(3.2.3)

=

(1)

Po przeksztaXceniach otrzymujemy: N4(‘T)= R(t) Nz(t) .

Preyimujemy nows: Nji(t)sNz(t)=N(t] ; Rlt)= T?.(:E)-—k,,(i:)
i wyrésniamy typ drugi. Otrzymujemy:

P(kz,iki)=(l§;)ﬁ%:gi) -
" (R}':) Nt

—

N el kolONIE (39 )

1
N, (t)= b Ny ) = s

R'(t) RfU k

Postepowanie takie przeprowadzamy az do Nm_1(t).

Nastepnie wyznaczamy N (t) jako réznice:

N ()= Nylth= N (1) = Klt)Natt

Powyzszg procedure powtarzamy dla t=0,1,2,...,T. Ostatni stan

populacji z tego przedziatu czasu S(T) przyjmowany jest dalej za
stan poczgtkowy do przeprowadzania prognozy.
Wykazemy, Ze estymator N, t) N(t)/R(t) jest nieobcizzony
i zgodny. Dla przykzadu zajmiemy sie typem pierwszym, w ustalonej
chwili czasu t.

) o L Nslb) 4
Okreélamy cigg zmiennyeh losowych : [, = Z k,‘ (1),

RO T
k'?l - ilosé elementdéw 1-szego typu w j~tej prdbce 2z populac,ji w t.

k- Elk- ELKIP. v

Nieobciszzonodé: Czy E[un]if\h

ElUI-EL gl k1= el e

ELULI= NJ(t)  (cbdo).



Zgodnods: lim Pila-N Jt1de)=0 , &0 .

Pl - Nytlde) = p( 1220 %-Efékj’ -Ny(t1ve) =
NV L js i
J (t] LY\ E-' ‘{2. 3 | #A _E_,__?’l'P(f) .
P(l;k, Ns DK REEI Y ) P(l K Nlel) 2 NE

Zmienna losowa Xp* Z(M R(t) N,t(t”N;;(t) ma wartoéé oc:zekiw.izanac
E[Xn]=0, oraz wars.dnc,]e; E[X%] réwng n-krotnej warioncji xaf m-V).

ki, x{% sa niezalezne, Korzystajac z nierdwnosci Czebyszewa mamy

PUIX, > £ RNy o VINS(HE  VINAU 1

N (tl & -n-[R(12 . eA[R(t)]?
: ) o VeDNg(4)72 4
gt_?;zo P(lUn Niltll>e)= W ry Eé(tllz 7 =0 (cbdo),

Podobnie dla pozostatych typdw, Vte[o,“l‘
Jako estymator najwieckszego prawdopbdobieﬁstwa jest tez asympto=-
tycznie najefektywniejszy /4/.

Istnieje niebezpieczeinstwo, Ze w dosigpnej prdébce nie bedzie
uwzgledniony typ liczacy niewiele elementéw. Moze to byé typ,
ktéry aktualnie jest eliminowany z populacji. W takim przypadku
bigd prognozy, spowodowany nieuwzglednieniem tego typu nie bedzie
istotny. Natomiast istotny wpdyw na przebieg prognozy bedzie
miato nie uwzglednienie typu, kitéry zostar wzasnie wprowadzony
do povulacji, ma stosunkowo wysokg jakosdé, ale jeSzcze nie zostaz
rozpowszechniony w populacji. Biad wynikajacy z tego faktu bedzie
analizowany w rozdz. 3.6.

Mozna wykazal, ze aby prawdqpodobieﬁstwc tego, %2e w probie bedzie
chod jeden reprezentant typu, ktérego liczebnos$é wynosi jeden
procent cazej populacji byZo nie mniejsze niz 0.9, wielkoS¢ prdéby

powinna wynosié nie mniej niz 300 elemeniow.
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%.%, Identyfikacja parametrdéw modelu dyskretneso.

Znany jest stan populacji w pewnym przedziale czosu /historia/
S(t) dla te[0,T].
Szukane parametry modelu: A, M, q., Gus seey Qo
Przyjeto révniez estymator najwigkszego prawdopodobienstwa.
P(S(T).5“31L.”,5(4),5“»)- prawdopodobieristwo tego, ze w prze-
dziale czasu [0,T] populacja znajdowadXa sie w stanach (OLSOUP_Wﬁﬂj.

Szukamy takich wartosci parametrow &y Q%, +.., QF , dla

m ?

Xtérych powyzsze prawdopodoblenstwo nrzyjmuje wartosé maksymzlng,

max _ P(S(T),...50),8(0) —=A"Migs,..,.q% , (334

AlMl 0;») 0,izq7

P(S(T),...,S(on{gp{su 5(t-1)) = frﬁp( NS (E-A))

Podstawiajgc za F%fugﬁﬂlﬁ(t'ﬂ)) i przeksztacajac, otrzymajemy

nastenu jgce wyrazenle.

_m Nt AN 11 M, 7 1
P(S(T),...,8(0))=¢ P; 'l;l; __—[NL(“]!'
Nut
Ni(t-1): q; - Ng(t-1)-[1+A-(4= Nglt-4 M) )
[ Nuft-11-g s A NG (3.3.2)

SN (t-1)-a;
=1

Na podstawie powyzZszego wzoru mozna stwierdzid:

Jezeli P{5(T), ... )5(4),5{0))przyjmuje warto$¢ maksymaing dla
A% ¥ qj,...,qm, to przyjmuje jg réwniez dla kazdego wektora
& M¥ c. o?,
Halezy przyjaé zatem jakosé dowolnie wybranego typu, ktdéra bedzie

C-Q%s ooy c-q; ,» 8dzie c-dowolna staza dodatnia,

wertoscig odniesienia dla jakosci pozostaiych typdéw.liczba zmien-
nych optymalizacyjnych zmniejsza sig o jedng i wynosi (m=-1)+2=m+1.

Ze wzgleddéw obliczeniowych wygodnie]j bedzie uzyé do celdw opty-‘



malizacji zamiast wyrazenia /’;’»"."3."2/; Jego logarytm
LnP(S(T),...,S(O)}=—Zz\_i 104+ A (4= Nyt 1)MI] +
! Z{ tLn (N (E-1ha:)+ n N (t-%m{4+A?(4~Nzit-ﬂ/Mm+

M M t) }

Ln(Zl (t-1kg)] - Etn(k)

Ostatni skzadnik wyr. /3.3.3/ nie zale;’;y od zmiennych optyma-

(3.33)

lizacyjnych, mozna wiec go pominag,

Zadanie MOLX (Ln P{S(T),...;$(0))) » Téwnowazne zadaniu /3.3.1/
AM%;)O,BW

mozna rozwigzaé wykorzystujgc aedna z meted optymalizacji sta-

tycznej. W niniejszej pracy wpcorzystano metode Rosenbrocka.

3.4. Identyfikacja perametrdw modelu‘ ciagtego,

Znane: S(t), tel[0,T].
Szukane: takie 4 My by a’, ...,02 , kubre bedg maksymalizowaé
fun:ccae gestodci prawdopodobiedstwa zaistnienia takiej sekwencji

standéw populacji:

moy F(5(T),S(T-1),.../5(0)) (34.1)

AM,b, G0, ix T
HS(T), ., 5000 =TT 1T (NGl tlfStt-1))

e S o .. s . _z “‘Z
Zastosujemy przyblizenie: F(Z)R‘—‘ : ZZTF.Q >z .

Po podstawieniu otrzymygjemy

RN

. b]\‘_{t"” - o b]\t(t-'ﬂ
T [N, ()] oAbt . (3.4.2)

2T At b-Aift- 7
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Pomijajac czynniki stale /nlczsxeune od zmiennych optymalizacyj-

rvﬂb/ logarytmujgc powyzZsze wyrazenie utrzyrugpuy

M

nf- {55 Attt - bt Sl a A -AHA-b 1)
*1

v Ay (4= 1Ha NG $3.43)
gdzie:

Al t ) = BSR4 - N (1)) 344)

FPodobnie jak w modelu dyskretnym, nalezy przjqu jakos¢ jednego,
dowolnie wybranego typu, &a optymalizowaé po pozostaiych para-
metrach, Liczba zmiennych optymaliéacyjnych: (h~1)+3ﬂn+2.

Zadanie max (ln §') zostaZo w pracy Trozwigzane na m.c. z wy-

by G0

korzystaniem metody optymalizacji statycznej Rosenbrocka.

3.5. Okreslenie horyzontu prognozyv.

Horyzont prognozy, zdefiniowany w. rozdz. 3.1. okreslany bedzie
dla modelu deterministycznego, Drzedstaw1onego w 2.4,
Oznaczmy czas pojawienia sig nowego, (m+1)=-ego typu w populacji

przez tp. Ilosé elementdw 1-tego tynu w chwili tp wynosi

1 N Etig______ 4+ | 24
Virm < Ni(1,)= ST Nplt, A AU-N (MY . (3.54)

Poczawszy od tp w populacji tunkejonuja elementy (m+1) typdw.
Zakxadajac, e W t= t nogaw;ao sig w populacji N 1(tp}elemen-

téw nowego typu, to dla czasbw t¢>tn mozeny zapisac.

N ()= Nilte) (a“z't Ep! N (L
i —”“’Z’ N (t Ha/i){t-tp)' g(t'ﬂM"'AH'Nz (t"ﬂ/M)]

]
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Podstawiajac do powyzszege /3.5.1/ zd N.(tn) i=1,m dochodzimy

po przeksztazceniach do n«s»epua@cea postaci:

. 1

M) =N; (1) —

NL (L) /I - }__,\ktOi ij/O//f‘”'l} ‘P Nm+4 {tp)
ode

Ny (0)(g,, /q,,,mﬂt Nyt - Weteh =Nyt AMI]

=Nt : s (3.5.2)
/]+ ZN [0)-(g ,k/u,m,,,} N m-MltP)

% Ny (010, | Gmea) N (5]

gdzie:
N.(t) - ilo$é elementéw i-tego typu dla t‘)tp, gdyby w t

i
w populacji nie pojawity sig elementy (m+1)-ego typu,
Ni(t) - ilo$é elementéw typu i dla t‘>tp przy zatozeniu,

e w ty powstazo N , elementéw typu (m+1)-ego.
.h’- »

N; (%)= 7y (5n)
Ns (*n)

tzn.
. 09 (3.5.3)
5._.. N (0)- ("’.’/k /C’,,,,H.."J Nrr“ or

/] =
,%N <10} (G |G men | ¥ N5 )

th - horyzont prognozy.

= 0,1

Horyzont prognozy jest to czas, dla ktéregm

Dla zadanyéh wartosci tp, Qppq? Nh+1 tp , algorytim‘prognozujacy
przedstawiony w rozdziale 5.1 wyznacza .

Na podstawie wyr. /3.5.2/ mozna sformuzowaé nastepujgce wnioski:
1. Bzgd procentowy ilosSci elementéw poszczegdlnych typdw, spo=-
wodowany wprowadzeniem do popuiacji elementow nowego typu jest
/w kazdej chwili/ jednakowy dla wszystkich typéw. Jest on zawsze
ujenny.

2. Vartosé bezwzgledna bZedu procentowego rofnie ze wzrostem

czasu. Gdy wprowadzony nowy typ ma jakosé wieksza od wszystkich
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istniejacych w chwili wprowadzania, to dla t —=o0o wypiera on

wszystkie typy z populacji, a sam doninuje.

%.6. Wokxvw niedokzadnodéci estvmacii stanu populacii

na pPrognoze.

Niedok*adna énajomoéé standw populacji, szuzacych jeko

dane wej$ciowe do przeprowadzenia prognozy, ma na nig dwojeki
wpLyw:
1. Niedokzadne dé&ne wejéciowé do zadania identyfikacji parametrdéw
modelu powoduje otrzymanie obarczonych bi¢dem rezultatdw. Wpyw
niedokiadnosci identyfikacji parametréw modelu bedzie przedys§
kutowany w rozdz. 3.7. | |
2. Vptyw na prognozeg obarczonego biqdem stanu poczqtkoWego
populacji. Mozna tu wyrdznié dwa czynniki:

a/ obarczone bXedami Ni(o) dla i=1,m./Poczatek okreéu prognozy
bedziemy oznaczaé t;=0. /.

b/ mozliwodé nieuwzglednienia w populacji wszystkich typow.:

3.6.1. Wpkyw zmian N, (o),i=7,m na S(i).

Rozpatrzymy wpiyw zmian Ni(O) na N, (t), i=1,m w praypadku mo-
delu deterministyczrego. Wiadomo, ze:
_ Ny (0o Ny 1

Nb(t) ' t
E%RQ(OY(Qj)

(3.6.141)

zZakésmy, ze dla kezdego i=T,m , NilO)=N;(0)+ a,.
W chwili t 1loéé¢ elementdw i-tego typu w popuiacji, zamiast
/3.6.1.1/ wyraza sie:
N'H:] _ (NL{O)"‘AL,{G,»;)LNE(H
L =T
SINi(0)+ 2] (0)F

(3.6.4.2)
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Przeksztazcajac powyzsze wyrazenle otrzymujems
Y ny:
1 5 r'fa\ \ - Al
N (H) = N (4] 1+ i\l 00l = 5
}"L\L =Nyttt = ) ¢k\OJ
\'—-‘,P”“,\fﬁ\.y”'.\,b
| SRR WNTAVT g
Py, A
! KER ot

el
L IR )

0} (01N (O)g, I
N (th=Ni(th{1+d:(0) - "” ] : (3.6.1.3)

z_, NJ Wi \GVJ)
J~

gdzie d‘j(O)-wzglqdny bzad ilosSci elementdw j-tego typu w ©=0.

Z powyzszego wynika, ze

)

Zd“’ J. i\”{G‘/J} {3 6 14)
> N;(0)- (g;}*

=4

g (1) = (0) -

Utrzymujgc w dalszym ciggu, ze max qj = Qy dla t—=@ w populacji

istniejg elementy tylko k-tego typu,

llmo"(ﬂ- de (0} - d (0)=0,

Vi:i':r_n mozna oszacowaé & (%) . Zaxdimy, ze maxd’ (0)= 0, (0
d; 20
min dJ'( )= dr (0). Otrzymujemy wéweczas pszicowanie:
d; <0 '

“ 10 0= (0) ( di (1)< &5 (0)+1d} (0 . (3.6.1.5)

3.6.2. Viptyw nievwzglednienia typu na Sit)

Nieuwzgledniony w S(O) typ quzi'e miaX taki sam wpiyw na liczebnos-
ci elementdéw poszczegdlnych typdéw w. populacji, jaki miato poja=-
wienie si¢ nowego typu w populacji, analizowane przy' okreslaniu
horyzontu prognozy. W wyrazeniu 3.5.2 nalezy podstuawid za czas

pojawienia sie typu w populacji tp:O i otrzymujemy:



NS AL (4] 1
Ni{tl=N; (t) % (3.6.2.1)

/}_!_ N?‘-’?M(O}.(@mﬂ.
2 Ni(0){es)".

Zatem procentowy bZad ilosci elementdw i-tego typu, spowodowa-

(5

- A \ .
ny bralkiem (m+1)-szego typu‘wlS{O}wyn031:

Nins (Ol 1 Nemoa(t)

d. (tl=- L =- " (3622)

i zNJw) (03 Ghmes) ,If.mew) N N (t)
gNﬂOMﬁ,s/@m.d

Jak widaé, procentowy bxgd liczby elementdw poszcze; nlnjnn
typdw, spowodowany brakiem jednego typu w stanie poczgtiiowynm
jest ujemny i Jednakowy dla wszystkieh typdéw, co do modutu jest
réwny procentowemu udziaiowi w populacji nieuwzgl¢dnionego typu.
Mozna oszacowaé czas, dla ktérego udziaX elementdéw (m+1)-szego

/nieuwzglednionego/ typu nie przekroczy okreslonej wartosdci c:

Nmsglt) 0 = wa(o) “J”M}t c (3.6.2.3)
Ne () 2N;(0)(g,5)° e |

Najbardzie] sprzyjajsce warunki do wzrostu liczebnosci elementdw
(m+1)-szego typu w populacji beda wtedy, gdy wszystkie qj pod
min® min® mgn qj
Wtedy, przeksztaZcajac /3.6.2.3/ otrzymujemy:

rat (0)
mM

znakiem sumy w /3.6.2.3/ zastapimy przez q

(3.6.2.4]

Ln ymbn .
Gz

3.7. Wpiyw zmian parametrdw modelu nae prognoze,

Wpxyw niedokZadnosci identyfikacji pojemnos$ci srodowiska

oraz maksymalnego wspéiczynnika reprocukcji (1+4) na (1) vbedzie
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omdéwiony przy badaniach symulacyjnych modelu. W tym rozdziale
ozraniczymy sie do przeanalizowenia, jek w modelu deterministycz-

nym wpiywajg na stan populacji S(i). zmiany jakodei typdw.

Zak*adanmy, ze Vi:?,m q&=q_i-{‘i-:- d'(},,;), wiedy

4 {_
4+ gl 2N 0)- ()
& t
S N;(0Mog) (44 0g) b
i=1

N () < NelOlgs e )1 Ny ()
Aitls

m _ % NL(t)
N (010, (14011
J=

(3.7.1)
Procentowy bzad liczby clemerité_w i-tego typu w populacji w t:

bk 55

Sl T I S B Y

iy Ni 103

d;(tl= o — )-&’4'

N i(0)la;) (W

(3.7.2)
Jezell procentowy bzad jakosci wszystkich typdw jest taki sam,
tzn, VY i=T,m (fq/; =g , to 0;(t)=0, YVi=Tom.

Bzgd wynikajacy ze zmian jakoscl typdéw jest doséé istotny,
moze doprowadzié do dominacji innego typu niz w rzeczywistej
populacji, oraz wyeliminowania z populacji- elementdw typu
faktycznie najlepszego.

Zaxézmy, ze ms)-p: g, = Q, oraz m?x gl = Qqe Przeksztatcajge

J

wyrazenie /3.7.2/ mozna uzyskaé:
[£a] e
2N (0o fou )
dilt)= e — 1 (3.7.3)
LiNi(Oilg; /g2 :

Obliczaja‘c biedy &:(f) i (‘Z_(L) ‘przy t—CO , otrzymujemy:
Lim d, (t)= 0-4=-1,

to>®

lim o} (t)= co-4= o
t=>00 &
Istotnie, w populgeji w nieskoriczonodei powinno byé Ne(t)=Nz(t)=M

elementéw typu k, a jest ich zero, wiec Jn(m)=—9—§ﬂ- =-1,

natomiast elementdw typu s powinno byé zero, a jest ich M /bo



ten typ zdominowaz w populacji/, wige ¢, {0)= ——" — OO
b

ozostazych typdéw w populacji dla itk A ito, za-

b

chowujg si¢ w nieskorczonosdci tak samo dla primowanych jJak

s
=
=
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v
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=
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.
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4. BADANIA SYMULACYJNE MODZEL

4.1. Typowe przebies’! otrzymane z modelu probabilistyeznego.

Rysunek 4.1.1 przedstawia zmiang liczby elementdéw réznych
typéw i wielkosSeci pdpulacji w czasie. Rezurtat ten otrzymano
z modelu, w ktérym proces reprodukcji Jest losowy o rozkiadzie
Poissona /model dyskretny/. Parametry modelu:
5(0) = [40, 30, 20, 8, 2], A = 0.3, M = 1000,

q.=1, q2=1.1, q3=1.2, q4=1.3, q5=1.4,

1
! A
3

N; ‘kag
1000
S
800
600
400 14
13
200 42
44
-

0 ¢ T i 3 == 40 ! i :
0 10 20 30 40 0o 40 20 30
Rys. 4.1.7. Zmiany stanu popu- Rys. 4.1.2. Zmiany dredniej

lacji w czasie. jakosci w czasie.

Dla t{10 liczba elementdw wSzystkich typdw zwigksza sig¢. Wynika
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B

to z duszego niedosycenia Srodowiska. Dla t=10, N.(t)=0.Til. Od tego

czasu zaczyna byé stopniowo eliminowany & populacji typ 1 /naj-
stabszy/. Dla t=12 zaczyna byé eliminowany rdéwniez typ drugl.

Stopniowo pozostaie typy sa e__minuw&:b, z wyjaikiem typu pigtego
/nuwlebsze~o w populacii/. W t=60 w popul lacji udzisax typu pigtego
przekracza 90j%. Rys. 4.1.2 przedstawia zmiany éredniej Jakodel
populacji w czasie, uzyskane w tym samym eksperymencie. qé?(o)c
=1,102, wiec‘—§1;763 <1. 0 wzrodcic liczebnoscel pierwszego typu
decyduje wiec niedosycenie $rodowiska. Ilo$é elementdw typu pier-
wszego zaczyna maleé gdy qér{t)=1.164.

Widaé, ze qér(t) jest rosnagcg fgnkch‘czasu az do uzyskania
meksimun révmego 1.4, gdy w populacji funkcjonujg elementy tylko
pigtego typu /t=104/.

W rozdziale 1.2, przy przedstawianiu grupy metod ekstrapolacji
trendéw powiedziane byZo, ze metodamil tymi rejczescie) przeépro-
wadza si¢ prognoze jednego, odpow;ednio wybranego P&rametru,
np. tonomile/h przy dadaniu rozwoju sgmolotéw trénsportowych.
ZaZéZmy,.Ze element w populacji odpowiéda jednemu samolotowi'
transportowenu, a samolot Jest tym lepszy, im Jego zdolnosé
przewozowa /mierzona w tonomilach/ﬁ/ bedzie wieksza /jest to jegd
Jakosc/ Rys. 4.1.1 wskazywaXby jek zmieniaé sie bedzie 1losé
samolotéwltransportowych réznych typéw /up. turboodrzutowe I ge-
neracji, II generacji i in./, natomiast rys. 4.1.2 byzby prognoza
zmian érednich zdolnoSci przewozowych samolotéw transportowyéh.
Przy zazdzeniu, ze w prognozowanjm okresie nie powstanie nowy typ -
tych semolotéw, byzaby to ta prognoza, ktdre przeprowadzono
w USA metodg ekstrapolacji trenddéw /5/. Ten przykiad nie mdgX

byé w niniejsze]j pracy przetestowany ze wzgledu na brak danych.

Przeprowadzono analogiczny eksperyment /jek na rys. 4.1.1/
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z modelem ciggXym, w ktdrym przyjeto parametr b=1. Uzysicane
rezultaty sg bardzo podobne do tych z rys. 4.1.1 i 4.1.2 ,

i z tego wzgledu nie zaprezentowano ich w niniejszym rozdziale.

Rysunki 4.1.3% 4 4.1.3b pokazgujg pordwnanie przebiegu deter-

ministycznego z wartoscig $rednig, estymowang z 50 realizacji.

1000 § N; a) | b
© 900 - | “
800 -
700 -
600 - 5oafl Ny b) A
500 - 900 - —
400 4 400 A
300 - 300 -
200 200 {
100 - 400 -
0 e - : 0

40 20 30 40 0 40 20 30

Rys. 4.1.3. Przykiadowe prazebiegi otrzymane z modelu determi-
nistycznego 1 probabilistycénego, a) model dyskretny,
b ) model ciggty,
— — — = -wartoséé Srednie estymowana,
~———— -przebieg deterministyczny,
— — — —-wartoéé Srednia I odchylenie standardowe,
— -przykzadowa realizacja,
S(0) = [68, 82, 85, 51, 18], 4=0.3, M=1000,

q1=1, q2=1.1, q3=1.2, q4a1;3' q5=1.4 .

W kazdym 2z przeprowadzonych eksperymentdéw, przebieg deterministycz-

ny dobrze przyblizaz estymowanq.wartoéé érednig, nawet jezelil
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do estymacji wykorzystano tylko 10 realizacji. Tylko bardzo
nieliczne realizacje nie mieécily sif, w przedziale E[Ni(tgj D?(t)
Taka realizacjg¢ pokazano na rys. 4.1.3b /t=5/. |
Przeprowadzone eksperymenty poﬁwierdzajq fakt, ze losowosé
jest bardzie] uwidoozniona w procesash, w kidryeh wyulgpuje
stosunkowo niewielkie populaeje. Zaréwno w procesie Poissoné
jak i przy rozkladzie gamma, stosunek odchylenia standardowego

do warto$ci oczekiwanej maleje ze wzrostem wartodci oczekiwanej.
¥ D2 (%)
E(x)

ND2(x) _ 2 A Stad bardziej gradki : -

= o — J gzadkie krzywe, gdy wieksza
E() . A5 A ' .
jest liczebnosdé populacji.

4
Dla rozkzadu Poissona = e dla rozktadu gamma

4.2. Szanse rozwoju elemeritéw nowych typdw.

Przeprowadzono eksperymenty, w ktdrych mogily pojawiaé.siq
elementy nowych typéw, o lepszych jakosSciach. V 55(0) w populacji
istniazy elementy pigeciu typdw. Eksperyment byz tak dobrany,
‘ze prawdopodobienstwo pojawienia sig¢ przynajmniej jednego ele-
mentu széstego typu wynosizo 0.1, si&dmego typu - 0.07, désmego
typu - 0.049. Jezeli pojawix sie¢ w populacji choé¢ Jeden element
ktéregos z tych typdw, rozpowszechniaz sie z czasem zgodnie
z modelem, JakosSci typéw wynosixy odpowiednio: 1.0, 1.1, 1.2,
1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7. Pozostaze parametry madelu wynoszg:
A=0.3, M=1000, 5(0):[300, 100, 80, 70, 3, 0, 0, O], Mol
dyskretny / reprodukcja o rozﬁkadzie Poissona/. Na rys. 4.2.1
pokazano kilka przykzadowych :ealizacji. W kazdym z pokazanych
przyktadéw zwyciezyt inny typf W realizacji z rysunku 4.2.12
dla t=27 istniaZo w populacji 13 elementdéw typu széstego, ale

juz w naste¢pnej chwili /rys. 4.2,2a/ Qg Przekroczyio wartosé
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1.5 /poniewasz dos$é szybko w populacji rozpowszechniz siec typ 7/,
nasycenie srodowiska byxo juz o§iqgniqte, wig¢e ten tyb éostaz
szybko wyeliminowany z populacji. Typ Osmy pojawix sig w t=8 -
jeden element, utrzymywax sig przez pieé nastepnych chwil, jego
1lo6¢ nie zwigkesyXe sig w tym graoie /wpkyw losowoéei/. REWnies
od t=117 do 121 byZo Ng(t)=1, ale réwnies "bez p;wodzenia".

i
40001 M

900 - )
800
700 4 Ny =0
6004 n:ax Ng(t)=13
5009
400 -
300 1
200

1004

300
200 -

100 A

Rys. 4.2.1a,b. Przyktadowe krzywe oﬁrazujace zmiany Ng (t), N6(t)
N7(t),Ns(t)w eksperymgncie umozliwiajacym powvatavanie
nowych typdw.



4000 -J Ni c) M

300 -

800 -

Ny=0
max Nplt) =42

700 -
600 -
500 -
400 -
300 -
200 -

100 -

0 + ' T = 5
0 10 20 30 40 50

Rys. 4.2.1%c, PrzykZadowe krzywe obrazujsce zmiany Hs(t), N (t),
N7(t), Ng (t) w eksperymencie umoéliw':[aja‘cym powstawanie
nowych typéw.

17

1.6
19
14
413
1.2

¢ 44

¢

40 L} v ¢ g )
0 40 20 30 40 50

Rys. 4.2.2. Zmiany Sredniej jakoSci populacji w eksperymencie
z rys. 4.2.1.
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W tym przykiadzie Srednia jakosé populacji osiggneia maksymal-
ng wartosé réwng q7=1.6. W przykkadZie b} typy 7 £ 8 zostaxy
rozpowszechnione w populacji; typ 6 pojawix si¢ kilkakrotnie

w pojedynczych ilosciach, ale by eliminowany z populacji. Typ
glddmy “rywalizowai" z typem éémym, doplero w twi1d1 W pupul@@;i
calkowicie_zdominowaly elementy ésmego typu. Na rys. 4.2.1.c‘
widaé, ze typ ésmy pojawix si¢ w populacji w t=1 i nie wygingk
losowo, lecz zécqu doéé szybko dominowaé. SpowodowaXo to bardzo
szybki wzrost éredniejrjakoéci populacji /rys. 4.2.2, krzywa c/.
Typ siddmy pojewiZ sie w t=15, zaczgt sig¢ stopniowo rozpowszech-
niaé, ale ﬁ t=19 /ze wzgledu na szybki rozwdj Ng /qér wynosizo
juz 1.6 1 Wobec tego typ 7 po osiggnigciu 12 elementdéw zostaz
wyeliminowany.
Przeprowadzono réwniez podobne eksperymenty z innymi parametrani
modelu /4, M, qi,S(OL model dyskretny i ciagty/. Wszystkie
wskazu jg na to, ze pojawienie.sig jednego elementu danego typu,
nawet istotnie lepszego, nie oznacza ze potrafi on zdom;noyaé

w populaciji. Gdy jego liczebnoéé wynosi 1 lub 2 elementy, moze
zaj8é teka realizacja, w kitdrej wskutek losowosci reprodukcji

te pojedyncze elementy wyging. W przeprowadzonych eksperymentach
nie zdarzyZo siQ, by losowo zogtai wyeliminowany typ, kidry

osiggnak liczebnosé¢ ) 3 /przy fego jakosci wigkszej od Qg (t) /.

4.3, Przebiegi otrzymane przy zaXozeniu znajomosci losowei

prébki 7z populacii.

Przeprowadzono szereg eksperymentdéw, w ktérych zakzadano
znajomosé losowe]j prébki z populacji w pewnym przedziale czasu.

W niniejszym rozdziale zaprezentowano jeden z takich eksperymentéw.



Jako populacje rzeczywistg wykorzystano wyniki uzyskane po
symulacji modelu deterministycznego, w ktdrym:
M=1000, 4=0.3, q: 1, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, S(oM4o, 30, 20, 8, 2].
Otrzymane krzywe przedstawione sg na rys. 4.3.1 linig przerywana.
Nugtepnie preeprowadzono loaowahie proulkl 2z te) pepulacji, dlq
te[0,5] . Opracowanolalgorytm na m.c. przy pomocy ktdrego otrzy-
mano losowg prébke w t=0,1,2,3,4,5, zadajgc wielkodci prébek.

W tabeli 2 zeStéwiono stany populacji "rzeczywistej", stany w lo=-
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sowe] prébce i estymowane stany populacji.

TABELA 2.

Rezultaty estymacji stanu populacji

na podstawie losowej prdébki.

t| X, N N N, NS
0| 40 | 30 | 20 8 2 .
1| 46 38 28 12 3 | o
2|52 | 47 | 38 18 | 5 |8¢%
31058 | 58 | 50 | 26 8 |3 8
4|64 | 70 | 66 |36 |12 'S8
5| 68 82 85 51 18 |
ol 20 | 15 10 4 g 0
1128 | 24 | 18 8 2| 3
2 | 42 | 38 | 31 14 5 |
51435 | 43 | 38 | 20 6 |28
4 | 51 | 56 53 30 9 2 =
5 1445 | 54 | 56 |34. | 11 | @ ™
0 | 40 30 20 7 3 :
1145 | 39 | 28 | 13 2 k; 3
2 | 52 | 46 | 39 17 5 | % g
3158 | 59 | 51 |27 8 |3 2
465 1 70 |66 |38 |12 |B&
5 |68 | 82 |86 |52 |19 [P ©

Wielkosci prébek wynosixy: R(0)=50, R (1)=80, R(2)=130, R(4)=200,

R(3)=150, R(5)=200.
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Estymowany stan populacji w te[0,5] wykorzystano do identyfikacji
parametréw modelu dyskretnego, yrobabilistycznego. Zadana ilos¢
iteracji w metodzie Rosenbrocka - 100. Po identyfikacji uzyskano
nastepujace wartosci parametréw modelu:

4=0.29955, M=1011.5, q,=1.0222, q,=1.1222, qz=1.2254, q,=1.3307,
q5=1.4.

Na rysunku 4.3.1 linig ciggis narysoweno przebiegl uzyskane

z modelu przy wykorzystaniu wynikéw estymacji i identyfikacji

/sa to estymowane wartosci srednje z 50 realizacji/.

IN[

300 -

200 -

100 A

0 40 20 30

Rys. 4.3.1. Przebiegi Nz(t) i N4(t) uzyskane przy zatozeniu
znajomosci losowej prébki z populacji, oraz przebiegi "rzeczy-
wiste®,

Podobne wyniki uzyskano przy zastosowaniu modelu z procesem
reprodukcji o rozkradzie gamma., Im wigkszy byz stosunek wielkofci
prébki do wielkosci populacji i im wigksza ilosé iteracji przy

identyfikacji parametrdéw modelu, tym bardziej pokrywaty si¢ krzywe



- 55 =

uzyskane ne podstawie znajomosScil prébki z krzywymi uzyskanymi

2z modelu wyjSciowego.

4.4, Przvkiadowe realizacie przy zmiennyvech w czasie jakodciach

typéw.

Przeprowadzono eksperymenty, w ktérych jekodci typow:
a/zmieniaty sie sinusoidalnie,
b/byxy zmiennymi losowymi o rozkzadzie rdwnomiernym.
Na rysunku 4.4.1 pokazano przykiadowe realizacje zmian liczby elemen-
tow dla dwéch typdéw otrzymane z modelﬁ, w ktéryu:

5(0)=[z0, 30, 20, 8, 2], qj=1.0, g3=1.1, a3=1.2, qgui.3, ad=1.4.

4000 & N

Rys. 4.4.1.Zmlany liczebnoscitypu 5 i 3 otrzymane przy réinych
zaXozeniach o jakoSciach typéw i procesie reprodukcii.

q; (t)- zmienna losowa o rozk¥adzie réwhomiernym na prze-
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dziale (qg-0.15 . qg+0.15), i=1,m , reprodukcja deterministyczna.
)

q; (t)= a4

Q4 = 230°, @s=4180°, reprodukcja losowa o rozkiadzie Poiwssona.

+ 0,15 sin (L€ +Q0), @=0°, @= 90% ©,=0°

]

qi(t)x qg , reprodukcja deterministyczna.

————— qiit)n Qg y Foprodukeja losowa o roekiadsio Polununa,
Biorge pod uwagg stosunkowo mazy rozmiar populaéji Nﬂo): 100 ,
przy ktoérym istotny jest wpXyw losowosci mozna powiedzieé, ze
poszczegdlne realizacje nie rézniaz sie od siebie wiecej niz re-

alizacje uzyskane przy tych samych parametrach modelu.

4.5. Wozyw pojemnofci Srodowiska i malksymalnego wsndiczynnika

reprodukcili na stan pooulacji w czasie,

Na rysunku 4.5.1 przedstawiono zmiane wielkosSci populacji
i liczby elementdéw dwéch typdw /z kidrych skzada sie badana po-
pulacja/ w czasie, dla dwéch wartosci pojemnoéci $rodowiska:
krzywe oznaczone numerem 1 sg uzyskane przy M1=1OOO, krzywe
0 numerze 2 - pray M2=M1-ﬁ+0.1). Przy niedosyceniu srodowiska
b2ad N(t)i N, (t) spowodowany dziesigcioprocentowym odchyleniem
pojemnosci srodowiska jest bardzo maly; po dostatecznie ‘diugim
czasie /po dojsciu do nasycenia/ bZedy zwigkszajs sig do biedu
pojemnosci. Warunki eksperymentu: A=0.15, S(O)=[80, 20], q4=1.0,
q2=1.1, M1=1OOb, M2=11OO. BZad typu pierwszego nie przekracza
kilku procent, bigd typu drugiego zwigksza si¢ z czasem, osiaga-
jec 10% wtedy, gdy typ pierwszy Jjest wyeliminowany.
Na rysunku 4.5.2 przedstawione sg'zmiany wielko$ci populacji
i wielkosci typdéw, uzyskane przy dzilesiecioprocentowym odchyle-
niu parametru A. Krzywe oznaczone .numerem 1 uzyskano prazy A1=O.15,

krzywe o numerze 2 - przy A2=Af(1+0.1).
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Rys. 4.5.1. Estymowane wartosci grednie wielkoéci populacji
i ilosci elementdéw w typach przy dwéch wartosciach pojemnosci.

1000 -

800

600

400

200

i Nf'N”: N2

¢

0
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—
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Rys. 4.5.2. Estymowane wartosci srednie wielkosci populacji
i iloSei elementdw w typach przy dwéch wartosciach wop. 4.
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Bquj wielkosci caXej populacji w poczgtkowym okresic czasu
rosng /przy niedosyceniu sSrodowiska/ po czym zaczyndja malec,
spadajac do zera dla Nﬂt):M. VW zaprezentowanym eksperymencie
dla t=9,10,...,23 bxad Ngt) wynosit w przybliZzeniu 10%. Dla
t » 23 blad wielkosei populacji mala, w t=46 zardwno przy Ay
Jak 1 A, osiggnigte byZo nasycenie $rodowiska, wobec czego]
nie byXo bgdu Nyt). |

Tempo wzrostu 1iczby}element6w xazdego typwu nalezgcego do popu-
lacji jest wic¢ksze dla wiegkszej wartosSci wspdzczynnika 4, ale
tez i szybkosé eliminowania typu 2 populacji jest wicksza,
Warunki eksperymentu: S(O)aﬁéo, 201, M=1000, q1=1.0, q2-1,1,
44=0.15, A2=O.165, model z reprodukcjg losowg o rozktadzie

Poissona.



5. ALGORYT!

1 PROGNOZUJACY

5.1. Schemat blokowy algorytmu.

W pracy zaproponowano dwie wersje algorytmu prognozujgcego.

Pierwsza zbudowana jest z wykorzystaniem modelm probabilistycz-

nego, w ktoérym reprodukcja elementdéw jest losowa o rozkzadzie

Poisgsona, druga - modelu, w ktérym reprodukcja Jjest losowa

o rozkzadzie geamma.

Program na maszyne cyfrowag zostaz napisany w jezyku ALGOL 1900.

Jako dane wejSciowe nalezy podaé znang histori¢ zmian stanu

populacji /lub zmiany stanu w losowej prdébce z populacji/

oraz zmienne sterujgce programem /nie wymagajgce zadnych dodat-

kowych informacji o prognozowanym procesie/. W tabeli % podano

wszystkie zmienne wejsSciowe /z ich nazwami i znaczeniem/ w ta-

kiej kolejnosci, w jakiej nalezy je zadaé do algorytmu.

TABELA 3.

Dane wejsciowe do algorytmu prognozujgcego.

Lp. Nazwa
zmienne j

Znaczenie

Uwagi

M

Liczba typdw w populacji

Czas mierzony
jest od zera:
’t==0 1,‘—,..0,T1\1

2 TM Czas, w ktérym znena jest histo-
ria zmian stanu populacji /lud
| prébki/
3 1P Zadany okres prognozy
4 |{PROBA Znienna aterugaca. Musi byé réw-

|na 1 gdy djsponaaemy losows pré=-

ba, dowolna,# 1 w przeciwnym

T‘rornoaa przepro-
wadzena Jjest dla
tef0,1v] . Za 5(0)dla
progn. podstawiany
jest gtan S(TM)

opelnia role prze-
tgcznika w prog-
ramie.

przypadku

o

b e Ja
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Wielkosé populacji dla te[0,TM]

wprowadzany do populacji nowy
typ w celu wyznaczenia horyzon-
tu prognozy

5 |NPOP[J] Tablica jednowymiar,
/historia/ {IM+1) - wymiarowa

6a|RP[J] |WielkoS¢ préby w t=J, Je[0,TN] |Jezeli PROBA=1 zudad

- - . o i , te dane w kolejnosci:
! sSC - T r -
xl1,9] Iigg;eeégrfgr]“ml’j——%eg%g%guﬁf] RP[0],K[1,0} s+, K[, 01,
f P ’ LU O RE 13 K0, ..., KM,1] . .
RP [TML K [1, 18,0 « - , K[, TM] -
6b (N [I,J] |Ilo$é elementdéw I-tego typu Te dane zadad tylko wiéw= .
w populacji w czasie J, czas, gdy nie ma danych
Je [0,DM], I=1,M 6a./FROB4#T/.Kolejnosés
N[1,0], N[?.,Q] y win vy M, 0],
N[1,1]’.l',l\'[I'I’1]"l.’ )
N[1,TM], 00, N[11,THM].

7 X[1] Punkt startowy I-tej zmiennej |I=T1,M+71 - model dys-
optymalizacyjnej przy identy- |kretny /1 wersja alg./
fikacji parametrdéw modelu. I=7,M+2 - model cigply

r[r] |Diugos¢ kroku w I-tym kierun- (/1% Wersia ale./ Xojel-
ku przy identyfikacji /metodsg T[2]' PERAmE D
Rosenbrocka/ ‘ Py

8 (x[M+2] |Zadana warto$é jakosci dla w I wersji alg. jest

/lub M-tego typu /q_-dowolna to X[M+2], w II wersji-

X[M+3/ |1liczba dodatnil/ X[M+3]. Rézna ilo$é

{zm. optym./patrz rozdz.
5.3, 3.4/

9 |L Liczba iteracji przy identy- -

fikacji parametrdéw modelu
v /metoda Rosenbrocka/

10 |NORM[I]!Tablica dystrybuant rozkzadu Patrz sposdéb generowa-
normalnego JY(04), dla prze- nia zmiennych losowych
dziazu [0,3], z krokiem 0.1, 0 rozkzadzie Poissona
I=O,1’oo.’300 S e i gamma.

11 X Zmienna losowa poézgtkowa-
dowolna liczba rzeczywista,
dodatnia : -

12 |IP Liczba przebiegéw /realizacii/ —
na podstawie ktdérych estymowa-
ne sg wartosci Srednie . i od-
chylenia standardowe dla Ng(t),

Ni(’c), i=1,H, telo,TP].

13 |ILQ Dla ilu rdéznych wartoééi ja-
kosci nowego typu .ma byé ok-
reSlany horyzont prognozy

14 (ILT W ilu rdéznych chwilach ma g§gmn«~ B
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15 | ¢1 . |Ile razy jakosé nowo wprowadza- |Dla jedne ) wartodci
nego typu jest wigksza od maksy=-|C1 zadac tyle wortodel
malnej jekosci, wystepujgcej = |T1, ile wynosi zmienne
w populacji. ILD. Powy7szg sekwen-

1 Nowy typ jest wprowadzany do EJQ d“?yCh Qowto?zyc
: i m yle razy, ile wynosi
{populacji w t=T1. zmienna ILG.

Jako wielkosci wyjécioﬁe z algorytmu otrzymujemy:
1. Jezeli byza losowa pfébka, to wynik estymacji stendw popula-
cji w przedziazle czasu te[0,TM].
2. Parametry modelu otrzymane w wyniku identyfikacji. Jezeli
algorytm optymalizacji zostaxz zakoiczony szééniej /nie po L ite-
racjach/ wskutek braku polepséenialfunkcji celu po wykonaniu
krokdw we wszystkich kierunkach, to réwniez informacjg¢ przy ktd-
rej iteracji to nastqpiko.
3, Wynik prognozy, czyli dla te[0,TP]:
- dla i=1,HN, Ni(t) oraz N&@) uzyskane}z modelu deterministycz-
nego, _
- dla i=T,¥ E[N,(t)] i E[Ngft)], estymowane na podstawie
zadanej ilosci realizacji,
- dla 1=T,H 4/%(n,(t)) 1 4 D?(Ng(t)), estymowane na podstawie
zadanej liczby realizacji.
4. Horyzont prognozy dla zadamnych parametrdéw /jakosci nowego

typu i czasuwprowadzania go do populacji/.

Ze wzgledu na to, ze w chwili zadawania danych do algorytmu
prognozuj@cego nie jest wiadome ile wynosié begdg jakodci posz-
czegélnych typéw /précz n-tego/ trudno jest podaé wartodé jakosci
nowo wprowadzanego do populacji typu. Dlatego poprzez zmienng

C1 nalezy zadac¢ pozgdany stosunek jakosci nowego typu do maksy-
malnéj jakosci jaka wystgpi w populacji /C1=qm+1/qmax/.

Dotychczas przez M oznaczana byza pojemnosé srodowiska, a przez
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m -liczba typow w populacji. W programie, ze wzgledu nao koniecz-
nosé¢ stosowania duzjch liter do nazywania zmiennych, przez M
oznaczona jest liczba typdéw w populacji /patrz 1 w tabeli 3/,
natomieast pojemnosé srodowiska bedzie w programie oznzczona
przez S.

Tablica X /w tabeli 3 punkt 7/ jest punktem startowym do opty-
malizacji prawdopociobiezistwa P{S(TM),S(TM-’!_),...,5(0}} - do
identyfikacji parametrdéw modelu. Odpowiednios$¢ pomigdzy elemen-
tami tablicy X a parametrami modelu jest nastgpujgca:

Dla wersji I /modél dyskretny/ - X[1]=A, x[2] =S/po jemnosé $ro-
wiska/, X[3]=q1,'X[4]=q2,...,XIM+2]=qm, dla wersji II /model
ciggry/ - X[1]=4, X[2]=S/pojemnosé/, X[3]=B/parametr b w rozkka-
dzie gamma [{p,b)), X[4]=q1,...,X[M+3]=qm.

' 0gbélny schemat blokowy algorytmu prognozujacego przedstawiony
jest na rys. 5.1.1. Poszczegdlne bloki w schemacie ponumnero=-
wano w lewych gérnych rogach.

Blok nr 2 zzwiera procedure szuykania minimum funkcji wielu zmien-
nych metoda Rosenbrocka. Procedure te nazwano ROSENBIOCK. Powo-
duje ona znalezienie tekich parametrdw modelu, przy ktdérych
funkcja celu PF=- P{(S(TM);~~)5(0)}- przyjmuje mininum, czyli
P{5(TH), ..., 5(0}} - maksimum.

Blok nr 3 -+ Jest to procedura qazwada HORYZCNT, wyznaczajeca

dla okreslonych warunkéw horyzont prognozy, zdefiniowany w rozdz.
3.1 1 3.5. Dok*adniejszy schemat blokowy procedury HORYZCONT .
przedstawiony jest na rys. 5.1.2. Procedura ta posiada dwa para-
metry formalne: QH i T1, gdzie QH jest tablicg M-wymiarows,
QH[I]=q;/q,, 4» T1 = czas wprowadzenia do populacji elementéw
(m+1)~- ego typu.

Blok nr 4 jest procedurg losowej reprodukcji elementdw poszcze-
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START

CZYPANIE M,TM,TP,PROBA

] .
PROCEDURA ROSENBROCKé ]
| :

PROCEDURA HORYZONT

|

4

PROCEDURA REPRODUKCIA

|
[fPROCEDURA F ]

] :

6

CZYTANIE NPOP[J],J=0,TM

—TL FROBA = 1 >N

7 ESTYMACJA STANOW
POPULACJII S(t),tel0, TM] - I=

8 CZYTANIE N[1,d]

1,M, J=0,TM

-

]

9

- v
NP(I]=N[I,TM],I=7,M

10

1 ;
USTALENIE WARTOSCI P
CZYTANIE X[1],T[1],I=1,F
CZYTANIE X[P+1],L
ROSENBROCK P,L,F,X,T

WYPROWADZENIE WYNIKOW
IDENTYFIKACJI

P4

[ ]
CZYTANIE NORM[0:30] ,X, 1P|

12

‘ |
ZEROWANIE TABLIC:
DNPOP,ENPOP,EN,DN

13

WYZNACZANIE ESTYMOWANYCH
WARTOSCI SREDNICH I ODCHYLEN

ST ANDARDOWYCH, t € [0, T2]
I=1,...,M,W OPARCIU O IP REA~
LIZACJI

14

[ .
WYZNACZ ANIE PRZEBIEGOW
DETERMINISTYCZNYCH

[

|
WYPROWADZENIE WYN.PROGNOZY

B

16

T NWATEZ1ENIE WAk a5, 3= T,1
CZYTANIE ILQ,ILT,C1,D1
WYZNACZANIE HORYZONTU PROGN.
WYPROWADZENIE WYN. HORYZONTU

Rys. 5.1.1. Schemat blokowy algorytmu

Prognozujgcego.
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PCM1=0

™M
POM1= 3 NP[1hqH [1] f 11
v Z

I

|
L POMT1=POMT#NH#9/NPOPDET [T 1]

J=T1

P OM!Z =)

M

POM2=Y , NP[I[QH[I] }J

{3

= 4
I
r-<1>or42> POM1 - ]

TH=J =1 i
WYPROWADZENIE WYNIKOW

T

Bys8. 9.l Schemat blokowy procedury.EORYZONT,
NPOPDET=Ny» liczone z modelu deterministycznego,
TH - horyzont prognozy.

gélnych typdéw. Procedura REPRODUKCJA jest rdézna dla obu wersji
algorytmu. Zanim zostanie omdwiona budowa tej procedury, zaprezen-
towana zostanie zastosowana w algorytmie metodologia generowania
zmiennych losowych o rozkzadzie Poissona i gamma,

W modelu dyskretnym zachodzi koniecznos$é generowania - dla
kazdego t 2z przedziatu ]@,T}j < M zmiennych losowych o roszaf
.dzie Poissona /liczby elementéw poszczegdlnych typdw/. Przy
generowaniu tych zmiennych wykorzystano metode odwracania dys-
'trybuanty /13/,/31/. Schemat generoWania zmiennej losowej o roz-
kzadzie Poissona, 2z parametrem_]\ przedstawiono na rys. 5.1.3.
Zastosowany generator liczb losowych 6 rozkiadzie rdéwnomiernym
na przedz.(0,1) zostaz przebadény i1 wykazuje dobre wzasnosci
statystyczne. Dla duzych wartoé@i A , rozkad Y=(K-JQ/477

dgzy do rozkiadu normalnego JVTYO/ﬂu Mozna zatem /aby skrécicé

czas obliczed na m.c./ wygen?royaé zmienng losowg Y o rozkl..ﬂh&24}
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1

Gen, zm, los. X o rozkz, réwnomiernyﬁ]
1}

na przedziale (0, 1)

X=293.3710795%X
{=X~ENTIER(X) J

K-wygenerowana liczba
o rozkZ. Poissona z par.

Rys. 5.1.3. Schemat generowania zmiennej losowej o rozktadzie
Poissona z parzmetrem A. '

i wyznaczyé przyblizong wartosé zmiennej losowej o rozkiadzie
~ Poissona ze wzoru:
K=ENTIER {+A+0.5) |

W algorytmie, przy generowaniﬁ rozkZadu cﬁn“}4)zastosowano
réwniez metode odwracania dystrybuanty. Przyblizono dystrybuante
rozkkXadu normalnego : w przedziale'(-B,Bl - linig Zamang z kro-
kiem 0.1, poza tym przedziazem - fﬁnkch eksponencjalna. Ze
‘ nglqdu na symetrig rozkxadu ﬁormalnego, wystarczy pamietad
dodétniq "poxbwke! rozkzadu. Schemat blokowy generowania zmien-
nej losowej o rozkzadzie JYYQ4);przedstawia rys. 5.1.4. Rysunek
5.1.5 pokazuje dokzadnosé prz&bliﬁenia dystrybuanty rozkzadu
Poissona przyA =10 roszadem,f{ﬁO,vqﬁj.

W modelu ciggiym nalezy generowad - w kazde] chwili t&[0,TP] -
M zmiennych losowych o rozkzadzie [(p,b) - wartoséi N, (%), i=7,M
Jezeli zmienna losowa Z ma rqszad [Yp,1), Z’—[Yb,b), to Z=beZ’
/ 31/. Zmienng Z mozna przedsfawié'w postéoi Z=21+ZZ-Z3’ gdzie:
z, - [(p?,1), p’=ENLIER(p],

Z -[ﬂﬁ,1) - rozkZad wykzadniczy z wartoscis ocgzekiwang = 1,

2 |
Z -/8(p1,1-p1) rozkad beta, 31=p-p'.
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|

Generuj X

: 1121-4.
| : i 1
T=2+5 Wﬂ::iu
TN =SICE{X-0. {1 -F[I1-T)/(F[I1T-F[I1-1]}

+T1-1}%0, 1
2=SIGN [X-C.Sp(3+LN[(1-F[30])/ (1-X1}]

z-zm. losowa f\{0,1)

l
Rys. 5.1.4. Schemat generowania zmiennej losoWejJYYO,1)

0,64

0.6 -

04 -

Rys; 5e145. Dystrybuanta rozkadu Poissona dlaA'=10 i rozkkadu
normelnego N (10,47 ﬁ

1 - dystrybuanta rozkZadu Poissona,

o NN s A s e e e e
nta rozlefady normalnern
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!
Wyznacz p?, 01
— o T r“\.,.
ZT'th(gTAl}!
Xi-zm.los. o rozkz.

réwnomiernym na {0, 1

Cun X/roekz.réwn./

|
Z,= LN([X)

Gen. X |
]
Zz=X}(1/p1)
[Gen, X 1
|
[X2=(X)4{1/{1-p4))
N Z.3+X2 >1 T

23=23/(z3+x2)]
z'=}z1+zzwz3)/b
I

Rys. 5.1.6. Schemat generowania zmiennej losowej o rozkzadzie

['(p,D).

Dpkladny schemat gegerowania zmiennej losoﬁej z' /o rozkz.fﬂ(p,b)/
przedstawiony jest na rys. 5.1.6.

Na rys. 5.1.7a pokazany jest blok nr 4 ze schematu 5.1.1,
-w przypadku modelu dyskrefnego_/wersja I/, na rys. 5.1.7b -
w przypadku modelu ciggtego /wersja II/. Procedura REPRODUXCJIA(K)
'ma jeden parametr formalny: K oznacza E[Ni(tn w wersji I,i K =

oznacza E[Ni(tﬂkb =p w wersji II.

Generuj 24: Generuj Z:
Rozkzad Poissona Rozkxad AV (0,1)
z parametrem K Z=ENTIER [YE*Z+K)




S To

E 310

?Generuj Z:rosz.QNYU,iﬂ

= {AﬂZ‘-xZ«-K )/b
I ko

Gen. Z:rozkl.fYK;&

‘ ]

B
H

Rys. 5.1.7. Srocedura REPRODUKCJA(K}. a/ wersja I, b/ wersja II.

Blok nr 5 algorytmu progndzujqdego wyznacza wartosci funkcji
celu do ootyﬁalizacji. Wyznacza prawdopodobienstwo zajsécia
sekwencji stanéw populacji S5(0), 54),...,9(7 4) w obu wersjach.
Dla wersjl pierwszej wyznaczana jest wartoéé wyrazenia /3.3.3/
z rozdziatu 3.3, natomiast dla wersji II algorytmu - wartoss
wyragenia /[/3.4.3/.

Blok nr 7 algorytmu wykonuje estymachlstanéw populacji dla
teEO,TMJ zgodnie 2z estymatorém zaproponowanym w rozdziale 3.2.
W bloku nr 9 zapamig¢tywany jest stan poczatkowy populacji
sfuzacy do wyznaczania kolejnych realizacji prognozy i przebie-

gu deterministycznego.

Blok 10 rdézni sie w wersji I i II ustaleniem ilo$ci zmiennych
opfymalizacyjnych /do idéntyfikaéji parametréw modelu/:

w wersji I - P=M+1, w wersji II - P=M+2 /wymlar tablicy T/,
Yozostaze bloki w algorytmie sq jednakowe w obu wersjach /z wy-
jgtkiem zadawanego parametru przy wywoiywaniu procedury REPRO-
DUKCJA(K}/, Algorytm'wyznacza zmiany stanu populacji w czasgie-

zgodnie z zaprezentowanym wczesnie] modelen.

-

5.2. Prognoza pewnego Procesu rozwojn.

Przeprowadzono szereg eksperymentéw testujacych zapropono-
wany algorytm. W niniejszym rozdziale przedstawiono jeden z ta=-

kich eksperymentdw. Jako rzeczywisty przebieg procesu rozwoju



przyjeto wynik eksperymentu na modelu uwzgledniajacym niezerowe
prawdopodobienstwo zmiany typu w procesie reprodukcji, wskutek

czego w populacji pojawiaja si¢ nowe typy, zardéwno lepsze jak -

i gorsze /10/,/15/.

Stan populuojl L jukodel typéw wystepulaecyeh w populacii w chwi-
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1i poczatkowe] dene sg w tabeli 4.

TLBELA 4.

Liczebnosdci i jakosci poszczegdlnych typdw w

2yp {Ilos¢ elem,|Jakosé Typ (1losé elem.|Jakosé
1 3 0.383 11 2 Q173
2 24 0.444 12 6 Jeo12
3 238 0.405 13 T2y 0.323
4 151 0.312 14 2764 10,301
5 1 0.220 15 300 0.258
6 4 |0.383 16 | 2 0.193
7 77 | 0.405 17 16 10,249
8 2054 0.379 18 128 0.258
g 3293 0.323 19 116 0.234
10 54 0.249 20 1 0.193

Srodowisko byzo nasycone, wige funkcja g(t)=1, reprodukeja

losowa o rogkadzie Poissona,fE[Ng&f]=K&@)=1000O.

3
s40* 4 )

440°

]

0

EY)

Rys. 5.2.1.Liczby elementdw wybranych typdéw z tibeli 4 w czasie.
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Rysunek 5.2.1 pokazuje zmiane liczebnoéci killw tyodéw z powysz-
szej tabeli. Ha rysunku pokazane sg réwniez niekidre nowo pow-
staze typy w procesie "rzeczywistym“. rierwszy nowy typ, lepszy
od wymienionych w tabeli, pojaﬁik sie w t=T.

W procy preyieio, Zou zneny jest sten w ehwill poczgtkowe] /85(0)/
i Jekodci typdéw wystegpujgeych W 5(0). W operciu o te dene
przeprowadzono prognoze zmian liczebnosci typdéw, wystgpujgcych
w t=0 . Nast¢pnie pordwnano otrzymane rezultaty z'rzeczywista"

: »
realizacjg przebiegu. Przyktadowe krzywe pokazuje rysunek 5.2.2.

.
640°

Rys. 5.2.2. Vynik prognozy dla typéw o numerach 2, 3, 8, 9.

realizacja prognozowanego'procesu /Yrzeczywista"/,

e deterministyézpa~prqgnoza;

— — — przykiadowa realizacja ot?zymana przy prognozowaniu
wykorzystujqcym'model probabilistyczny.

Biorgc pod uwage fekt, ze w t=30 w populacji “rzeczywistej"
istnialo juz 3 nowe typy, 2z kﬁérych iiczebnoéé najlepszego
wynosiza ponad 1000 elementdw, prognoga‘wydaje sie byc cazkiem
niezza., Dla t=15, maksymalny bzad protenﬁowy /tek przy deter-

ministycznej jek i probabilistyczne] prognozie/ nie przekraczax
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dwudziestu procent.

Przeprowadzono podobne eksperymenty, w ktérych jekoscl typdw

edu na czas wykonywania obliczen

-

byzy identyfikowane. Ze¢ wzg
ne masgynie cyfrowej ograniczono sie wéwczas do mniejsze]
liczby typdéw w prosgnozowanym Procesic rozwoju niz w zaprezene
towanynm eksperymencie /mniejsza ilo$é zmiennych ovtymalizacyj~-
nych/. Otrzymane rezultaty wydaja sie potwierdzal mozliwosé
wykorzystania zaproponowanego algorytmu do prognozowania

rzeczywistych procesdéw rozwoju.



...:;.6_

6. PRZYKZLAD PROGNOZY

Przeprowadzono - jako przykad - prognoze zuzyocla energii:
na swiecie do 2011 roku /50 lat od 1961r./. Dene wejéciowe
uzyskeno z materiaidéw opracowanych w 1978r. w International
Institute for Applied SystemﬁAnalysis w Laxenbergu, w dustrii
/18/,/21/. Jako znany okres /historie¢ zmian stanu populacji/
potrektowano lata 1951 - 1961. W tych latach istniazy trzy typy
enexrgiis
typ 1 - jako surowiec do wytwarzania energii sxzuzy ropa naftowa,
typ 2 - surowcem jest gaz naturalny,
typ 3 - surowcem Jest wegiel.

Inergia jadrowa w tym czasie Jeszcze nie byZa rozpowszechniona,

autorzy uwzgledniajg Jo dopiero od 1961r. Natomiast energia,

do wytwarzania ktérej usywano drewno nie jest uwzgledniana’ przez
gﬁtoréw, poniewas jej udziazx jest juz bardzo maiy.

W tabeli 5 podano ilosé zuzyte] na Swiecie energii wymienionych

wyze] trzech typdw.

TABELA 5
Ilo$é¢ zuzytej na sSwieclie energii w latach 1951 - 1961 /3 typy/
w [MLD TCE].

Rok | Typ 1 Typ 2 |Pyp 3 | Ogbzem
11951 | 710 | 320 | 1630 | 2660
1952 | 750 | 340 1635 2725
1953 | 800 360 1640 | 2800
11954 840 “380 1640 2860

1955 | 950 400 | 1760 * 3110

- . i
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TABZLA 5 /cd./

Rok |Typ 1 | Typ 2 | Typ 3 | Ogdiem
1956 | 1030 430 1860 3320
1957 | 1070 | 460 | 1930 | 3460
1958 | 1140 500 2020 2660
1959 | 1220 570 2100 3890
1960 | 1320 620 2190 4130
1961 | 1400 670 | 2160 4230

Wykorzystano drugg wersje algorytmu,ltzn. reprodukcja elementdw
byza procesem losowym o rozktadzie gamma. Zadaho L=200 iteracji
do identyfikacji parametrdéw modelu. Po 126 iteracjach metoda
szukania miﬁimum funkecji Rosenb?ockaxzosta&a przerwana wskutek
braka polepszenia przy wykonaniu krokéw we wszystkich kierunkach.
Wyniki identyfikacji sg nastqpp;qce:
Pojemnosé Srodowiska S=2.0192+107,
WspéXczynnik max. repr. A=4.814841O'2,
Parametr rozkz. gamma B=1:4203Q1O'1;
Jakosé elementéw typu 1 - q1=103.7870,

typu 2 - q2=1o$,0364

typu 3 - q3=106;OOOQ /wartoéé zadana/.
Przeprowadzono eksperyment, w kﬁérymAza punkt stértowy przyjeto
rok 1951, tzn. pierwszy rok znane] historii. Celem tego ekspe-
rymentu byZo sprawdzenie, jak uéyskany po identyfikacji model |
przybliza krzywe wykorzystane do identyfikacji. W kolejnym
eksperymencie, za punkt startowj przﬁjgto kolicowy czas ze znanej
historii, to jest 1961 rok. Przeprowgdzono prognozg na okres
50 lat, tzn. do 2011 roku. Dostgpne w /18/i/21/ dane rzeczywiste
siggaty do 1974 roku. Do tego czasu mozliwe jest pordwnanie
otrzymanej prognozy 2z przebiegiem rzeczywistym.

Ne. rysunku 6.1 przedstawione sz krzywe zmian zusycia energii
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do 1974 roku /linia ciggka,cienka/. Linia gruba przerywsna zez-
naczono przyblizenie uzyskane z modelu krzywych, siuzacych
jako dene wejsSciowe do identyfikacji, Liniq gruba zeaznaczone sé
prognozy - estymowane wartosci srednie E[II “[V t)] ,i=1,2 )3
Linig cienkg przerywang zaznaczony jest przedziaz xrf%t] vf- Lw ﬂ
Wartosci sSrednie i odchylenia standardowe estymowane byiy na
podstawie 50 realizacji. Na rysunkach 6.2.a,b,c pokazono prog- ' :
nozeg - estymowane wartosci érednie i przedzisiy LEW t)] iq/Dz[Ni(tﬂ
odpowiednio:dla typu 1,2,3. Na rys. 6.1 widoczne sg dodé dusze
wahania poszczegdlnych krzywych przebidgdéw rzeczywistych.
Dlatego tez wystepuje do$é duza wariancja ilosci elementéw
poszczegdlnych typéw /rys. 6.2/. W roku 2000 dla energii produ-
kowanej z we¢gla /typ 3/ odchylehie standardowe wynosi ok. 38 7
/dla typu 1 i 2 ok. 27 %/.
Przeprowadzono ten sam eksperyment wykorzystujac pieiwszq wersje
algorytmu /reprodukcja losowa o rozkzadzie Poissona/. Po L=150
iteracjach uzyskano nastepujgce parametry modelu:

5=1.6227+10°, 4=4.8761-107%, q,=104.0264, q,=104.9900,

q=100.0000. |
W tabeli 6 zestawiono rezultaty progpozy - estymowane wartosci
$rednie i odchylenia standardowe Ni(t), i=1,2,3, uzyskeane przy
wykorzystaniu aigorytmu prognozujgcego w wersji I 1 wersji II.
Widoczne s3 maZe zmiany w wartosSciach Srednich ilosci elementdw
poszczegblnych typéw w populacjizotrzymanych pray wykorzysfaniu
obu wersji. Péréwnujqc.EENi[tﬂ % algorytmu I, z algorytmu II
i Ni(t)otrzymane¢z modelu deterministycznego, mozna zauwasyc,
e réznice miedzy nimi /dla ustalonyeh t i typu/ nie przekraczajs |
kilku précent. Istnieja znaczne'réZnice w odchyleniach stendardo-

wych poszczegélnych zmiennych losowyeh /tabela 6/. Przy zastoso-
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TABELA 6.

Rezultatly prognozy zuzycia energii na Swiecie, vzyskane przy zastosowaniu wersji I i wersji II algorytmu

prognozujacego.
LgLGORYTM Z MODELEM DYSKRETNYM ALGORYIH 2 MODELEN CIAGHTH Q“~;f7
B N AT ) (o R e L G R R (G

1962 | 1499 | 36 | 719| 23 | 2006| a4 || V907 | 95 j A B B
1964 | 1700 | - 77 el e el 1687 | 205 44| 152 | 2352] 207
1966 | 1943 | 109 | 9e8| 78 | 2451 109 || 1936 | 293 | 974| 207 | 2450| 287
1968 | 2201 | 146 | 1117} 97 | 2558| 134 [} 2177 | 390 C1121] 253 | 2539] 353 |
1070 | 2495 | 182 | 1296] 110 | 2672 177 || 2461 | 489 | 1312] 299 | 2647| 465
1972 | 2814 R 1496] 147 | 2798] 180 || 2750 | 561 | 1527] 405 | 2779| 472
Rots | 3ie2 | 251 | 717} 185 | 2892 201 | 3106 696 | 1750] 505 | 283%3| 502 |
1976 | 3610 | 292 | 1957| 228 | o2988| 225 1| 3550 | s0a : 1976, 614 | 2095| 593
o78 | 4051 | 324 | 2241] 268 | 3655-'%565? 3952 | 838 i Co265] 725 | 2970 €95 |
1980 | 4566 | 351 | 2552|< 308 | 3198| 297 .| asss | 906 | zseol ess | 3071] 762
7595% 7942 | 724 | 4933] 649”- 3750] 451 | 7578 | 1846 | so71l 1745 | 624 1160
2000 | 13345 | 1270 | 9}33 163 V-gj{{.mm%;;“.12;18 “5;§;Mwwf;;;;.wa{ozy 45;;~;;33_~
oo | 21888 ?104 16)55 2057 v 755.9955 5245 “1700d Se12. 413;1 a:;:
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waniu rozkzadu Poissona do procesu reprodukcji nie ma mozliwod-
ci dopasowania wariancji rogkzadu do wariancji prognozowanego
procesu /jest ona réwna wartosci oczekiwanej/. Natomiast przy
wykorzystaniu rozkiadu gamma rYp,b) - wariancja ilosci elementéw;
poszesegdlnych typdw jest identyfikowana w oparciu o dane his-
toryczne /poprzez identyfikacje parametru b/.

Z danych z /18/ wynika, ze w 1961 roku zaczegra byé produkowana
energiea jqdrowé /w zauwazalnej ilosci/. Wyznaczono horyzont
prognozy, dla nastepujgcych parametrdéw:

Q nax /=126.0437/, T1=1 t,=31 lat,

Q=1.5%Gy,, /=157.5546/, T1=1  t,=15 lat,

=1.8xq_. . /=189.0655/, T1=1 ty=11 lat,

=1 o2"q

9y

4y
Zak*adajac, ze istotnie lepszy typ bedzie wprowadzony do popula-

=1.2%q _ /=126.0437/, T1=10 t,=43 lata.

cji juz w nastepnym roku, tzn. 1962, prizez kilkunadcie lat nie
uzyska on liczebnosdci 10 % wielkogci populacji.

Na rys. 6.3 przedstawiona jest prognbza zuzycia energii prze-
prowadzona przez C. Marcetti ’ego i N. Nakicenowic'’a w /18/
'oraz prognoza zuzycia energii otrzymana przy wykqrzystaniu
zaproponowanego w rozdz. 5 algorytmu, na tle przebiegdéw rzeczy-
wistych. |
W pracy /21/ autorzy wykonali prognoze zuzycia energii wykorzys-
tujgc model substytucji przedstawiony krdétko w rozdz. i.3.

Jako wynik prognozy autorzy podali wykres w skali logarytmicznej
udzisidw enefgii poszczegdélnych typéw /bez nuklearnej/. Fragment
tego wykresu Jest przerysowany ﬁa rysunku 6.4. Na ten rysunek

neniesione sg réwniez krzywe udziazdéw réiznych typéw energii, ote

rzymane wW niniejszej pracy.
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Rys. 6.4.Fragment prognozy zuzycia energii na swiecie z pracy
/21/ rys. 8, str. 30 . Linig przerywang zaznaczona jest
prognoza uzyskana przy zastosowaniu algorytmu przedstawionego
w rozdz. 5.

- dane rzeczywiste,

- prognoza z /[f21i/,

- prognoza z rys. 6.1.
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fi - udziat energii i-tego typu w zuzyciu globalnym.
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Wnioskidi

Podjeta w pracy préba wykorzystania modelu dynamiki populacji
do pfognozowania technicznego wydaje sig byé obiecujaca.

Zapfoponowany w rozdziale 2 model zmian stanu populacji w cza-
sie, zbudowany w'bparciu o przeszanki biologiczne zdaje sie
odpowiadaé zapotrzebowaniu wyrazonemu w /16/ na probabilistycz-
ny model substytucji, uwzgledniajgcy konkurencjé¢ eiementéw
wielu typdéw. Model ten opisuje klase "spontanicznych" procesdw
rozwoju, w ktérych preferencje dla poszczegdlnych typdw, wyraza-
ne przez relatywne wskainiki jakosdci, sg proporcjonalne do praw-
dopodobieristwa reprodukcji elementu danego typu. ZaZozono ponadto,.
ze preferencje te sg state w czasie.

Zastosowany do budowy algorytmu model jest na tyle zZozZony,
ze autorowi nie udaXo sie okres$lié efektywnie rozkzadéw prawdo-
podobieristw liczby elementéw kazdego typu w populacji, w dowolnej
chwili czasu t, w zalezmnosci od stanu . poc¢zgtkowego populacji. |
Narzucizo to koniecznos¢ podejscia symulacyjnego i wyznaczania
warto$ci oczekiwanych i odchylehr standardowych poprzez estymach
z zadanej krotnos$ci realizacji,.

Uderzajgce Jest podobienstwo charakterystyk dynamicznych
rzeczywistych proceséw rozwoju /5/,/23/ i charakterystyk otrzy-
manych w rezultacie badan symulacyjnyéh modelu /rozdziaz 4 /.

VW obu przypadkaclh wystepujg logistyczne i epidemiologiézne krzy-
we wzrostu, podobny jest wpiyw nienasycenia srodowiska, itp.

Zastosowanie rozkzadu gamma do opisu procesu reprodukcji ele~
mentow umoZliwia.dqpasowanie wariancji rozkzaddw liczby elementdw

poszczegélnych typéw w populacji /poprzez identyfikach,parametru
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b w rozkzadzie fY ,b)/ do wariancji obserwowanej w procesie

rzeczywistym.

Opracowany algorytm prognozujacy /rozdziax 5/, oprécz przebie-
géw deterministycznych i estymowanych wartofci grednich,dostarcza
dodatkowo informacji o Zmianie wiarogodnosci prognozy z upiywem
czasu. Wyznaczane sg odchylenia standardowe ilosci elementdw
poszczegblnych typow i wielkosdci caXej populacji, jak réwniez
horyzont prognozy, umozliwiajacy oceng wpiywu "nowych wynalazkdéw',

Zeproponowany algorytm prognozujacy nie wynaga danych ekonomicz-
nych o prognozowanym procesie. Moze to byc¢ z jednej strony wadq
algorytmu - nie uwzglednia on parametrdéw ekonomicznych procesu,

z drugiej za$ zaletg - dane takie sg trudno dostqphe /28/, ich
brak uniemozliwia wykorzystanie algorytmu.

Mozna préyjqé, ze wskazniki jakosci elementdw syntetyzuja w pew=
nym sensie parametry ekonomiczne procesdw ich produkcji, dystry-
bucji i eksploatacji. Wskazniki te nie rusza byé dane explicite.
Proponowény w rozdziale 5 algorytim dokonuje estymacji wskairikéw
jakosci elementdw ha podstawie znanej historii zmian stanu popﬁ-

lacji /lub losowej prédki z populacji/.

W rozdziale 6 zaprezentowano przykzad wykorzystania zapropono-
wanego algorytmu do prognozowania rzeczywistych procesdéw rozwoju.
Jest to prognoza zuzycia energii na swiecie, na lata 1951 - 2011,
w oparciu o znang historie zmian z lat 1951 - 1961. Pordwnujac
otrzymane rezultaty z danymi rzeczywistymi /do 1974 roku/ oraz
z prognozg 2z prac /18/ i /21/, mozna powiedzieé, 2ze sg one zado-
walajace.

Zdaniem eautora, zaproponowany algorytm moze by¢ wykorzystywany

w réznych dziedzinach techniki, niekiedy dos$¢ odmiennych, bez
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szczegdtowego wnikania w ich specyfike.

Autor widzi kilka mozliwosSci lepszego przyblizenii zapro-
ponowanegﬁ w pracy modelu do rzeczywistosci. Jedna z nich jest
'uwzglqdnienie struktury wiekowej populacji, podobnie juk w pra=-
cy /22/. W kolejnych chwilach czasu elementy populacji podle-
gatyby dwém procesom losowym: procesowi reproduxcji i proce-
sowl przezywania do kolejnej grupy wiekowej /"starzenia sig"/.
Prawdopodobieristwa reprodukcji elementdéw zalezaryby wtedy od
ich grupy wiekowej.

Inna mozliwos$¢é udoskonalenia modelu wigzzataby sie z dopuszczeniem
zmiennego w czasie zapotrzebowania srodowiska. Szczegdlnie
interesujgcym byZoby tez wykrywanie i uwzglednianie stazych
trendéw w zmianach wskainikdéw jakosSci elementdéw voszczegdlnych
typdw.

Przedstawiony w niniejszej pracy model opisuje zaspokajanie
konkretnej potrzeby w jednorodnym érodowisku. Producenta moze
interesowac¢ prognoza dotyczgca produkowanych przez niego
elementéw, ktére moga zaspokajaé,réine potrzeby w rdéznych
srodowiskach, W takim'przypadkh celowe byZoby zbudqwanie mode=-
lu globalnego, obejmujacego podmodele opisujgce zmiany stanu

w tych populacjach, w ktdérych funkcjonuje elementy produkowane
przez tego producenta.

Naturalnie, w modelu uwzgledniajgcym powyzsze sugestie znacz-
nie powigkszy sig liczba parametrdow. Pojawi sie wtedy niebachy
problem wyznaczenia interesujgcych rozkzadow prawdopodobiéﬁstwa

oraz przeprowadzenia identyfikacji parametrdéw takiego modelu.

Autor skzada podziekowania Dyrektorowi Osrodka Badai Prog-
nostycznych FWr dr K.,I. Pelcowi za udosigpnienie niepublikowanych
danych, umozliwiajgcych sprawdzenie zaproponowanego‘w pracy
algorytmu 1 zaprezentowanie przykzadu prognozy.
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