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WSTEP

W pracy tej badamy rozkład półgruny miar na dwie części: 

półgrupę poissonowską i półgrupę miar bez dzielników Pois- 

sona. Jest to analogon rozkładu miary nieskończenie podziel- 

nej danego przez wzór Levy’ego. - Chinczyna.

W latach siedemdziesiątych bardzo intensywnie badano mia­

ry nieskończenie podzielne na ośrodkowych przestrzeniach Ba­

nacha. W badaniach tych wykorzystywano głównie technikę funk­

cjonałów charakterystycznych. V/ szczególności Dettweller [ 12"] 

i (niezależnie) Araujo [4] udowodnili wzór Levy’ego - Chin­

czyna w.ośrodkowych przestrzeniach Banacha.

Ponieważ każdą miarę nieskończenie podzielną na przestrze­

ni Banacha można wpisać w ciągłą półgrupę miar, to do ich ba­

dania można stosować technikę półgrupową. Metoda ta nie była 

jednak rozwijana tak intensywnie jak pierwsza. W roku 1964 

Gourrege [li] opisał generatory półgrup miar.na Rn, a dopiero 

ostatnio Samur [22] uogólnił ten yynik na ośrodkową przestrzeń 

Hilberta. W niniejszej pracy opiszemy generatory półgrup miar 

na przestrzeniach Banacha cotypu 2.

Praca składa się z trzech rozdziałów. W rozdziale pierwszym 

rozważamy*półgrupy miar na abelowych grupach polskich. W szcze­

gólności dowodzimy istnienia rozkładu symetrycznej półgrupy 

miar na splot dwóch półgrup: poissonowskiej i nie zawierają­

cej dzielników poissonowskich. Rozdział drugi poświęcony jest 
badaniu asymptotycznych własności półgrup miar na przestrze­

niach liniowych z mierzalną seminormą. V/ §5" pokazujemy, że
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dla półgrup q-ciągłych lim snu - q(x)>sl<+oo
t ->0*-* t' T J

a w §6 poprawiamy to oszacowanie w przypadku półgrup gaussow­

skich. Wyniki powyższe pozwalają udowodnić istnienie momentów 

rzędu r miar p-stabilnych (gdy r< p) w przypadku seminorm 

mierzalnych, co jest uogólnieniem wyników de Acosty[l], Roz­

dział drugi stanowi część pracy [1o].

W rozdziale trzecim podano opis generatora ciągłej pół- 

grupy miar probabilistycznych na przestrzeni cotypu 2. Meto­

dy używane w tym rozdziale wzorowane są na dowodzie wzoru 

Levy'ego - Ghinczyna w przestrzeniach Banacha, podanym w 

pracy [?]. Używając metod półgrupowych pokazano, że przes­

trzeń Cg funkcji dwukrotnie różniczkowalnych zawiera się w 

dziedzinie generatora każdej półgrupy miar na przestrzeni 

Banacha cotypu 2 i podano opis generatora na t,ej klasie 

funkcji. Wyniki tego rozdziału były anonsowane w [27].



1 <07,07, TAL T

PÓŁGRUPY MIAR NA ABET,OWYCH GRUPACH POLSKICH

§1 . Podstawowe definicje, oznaczenia i fakty dotyczące

półgrup miar.

W rozdziale tym G oznaczać będzie zawsze abelową grupę 

polską, e jej jedność. Będziemy rozważać borelowsklB miary 

nrobahillstyczne , bez dzielników idemootentnych , określo­

ne na G; ich zbiór z topologią słabej zbieżności oznaczać 

będziemy nrzez P(G). W określony jest splot 

miar: yz * y (A) = y(dx) . Jest to operacja przemienna

i ciągła w słabej topologii [20].

Miarę yzePĆG) nazywamy nieskończenie podzielną jeśli 

dla każdego n6N Istnieje miara vn&P(G) taka, że 
y*n = u .

Niech f będzie homomorfizmem półgrupy addytywnej (R+, 

w (P (G) , k) . Połóżmy = f(t) dla każdego t> 0. Wówczas 

^t)t>0 Podgrupą splotową miar probabilistycz­

nych. Będziemy rozważali także półgrupy miar indeksowane 

liczbami wymiernymi (/Ar)re.Q J definiujemy je jako obra­

zy w homomorfizmie f.

Ponieważ rozpatrujemy wyłącznie miary bez dzielników 

idempotentnych,- to wszystkie rozważane półgrupy będą miały 

następującą własność [25] :

V t>0 => V = )



Mówimy, że pół grupa ęu.t) t>Q ( odpowiednio r6 q ) 
4* 

jest ciągła, gdy lim A.= ( lim U = 8) .
t-»0+' r e k iAO+z r e

W przypadku G = Rn każdą miarę nieskończenie podziel- 

ną można jednoznacznie wpisać w ciągłą półgrupę miar. W ro­

ku 1964 Bdge [6] opisał klasę grup (tzw. grupy mocno pier­

wiastkowe zwarte - "strongly root compact"), na których 

każda miara nieskończenie podzielna wpisywalna jest w cią­

głą półgrupę miar. Metoda, której użył Bflge opiera się na 

wykorzystaniu algebraiczne - topologicznych własności tych 

grup i nie korzysta z pojęcia funkcji charakterystycznej. 

Wynika stąd, że przy badaniu miar nieskończenie podzielnych 

na dość szerokiej klasie grup (zawierającej, jak pokazał 

Slebert [23], wszystkie przestrzenie liniowe lokalnie wy­

pukłe) można stosować technikę półgrupową jako alternatyw­

ne - w stosunku do funkcji charakterystycznych - narzędzie 

do badania takich(miar.

Cu£g) oznaczać będzie przestrzeń funkcji rzeczywistych 

pkreślonych na G, jednostajnie ciągłych i ograniczonych, 

z normą supremum.

Jeżeli yx€P(G) to definiujemy operator probabilistycz-

ny : ^^u^ wzoremu
Operatory probabilistyczne mają następujące, łatwe do spraw­

dzeni a,własności :

1) = Ty implikuje równość miar yU = y

2) T

3) ciąg miar n=1 zbieżny słabo do miary yU

wtedy i tylko wtedy gdy w mocnej operatoro­

wej topologii, to znaczy T^f —>Tu_f dla każdego

Dla danej półgrupy ciągłej miar Qut)definiujemy pół­

grupę operatorów (Ta-^^o , oznaczaną w skrócie (T^) ;



z ciągłości półgrupy miar wynika ciągłość odpowiadającej 

jej półgrupy operatorów : lim T. = I w mocnej operatorowej 
t->0+ T 

topologii.

Definiujemy operator A f = lim r(T.f - f ) dla tych 
t-?0+ r '

fe C (G), d^-a których granica (w normie supremum) istnieje. 

Twierdzenie Hille^a - Yosidy [14] mówi, że granica powyż­

sza Istnieje dla funkcji f należących do gęstej podprzes- 

trzeni liniowej C^fG); podprzestrzeń tę oznaczamy D(a). 

Operator A. nazywamy generatorem lub operatorem infinite- 

zymalnym półgrupy ; D£a) jest jego dziedziną.

¥iadomo, że jeżeli generator A. jest operatorem ograniczo­

nym, to dziedziną jego jest cała przestrzeń C (G).

Modyfikując dowody lematów zawartych w książce Fellera 
(.[14] rozdz. IX §5) można udowodnić następujące dwa lematy.

Lemat 1.1. Jeżeli (Aj jest ciągiem ograniczonych i 

komutujących ze sobą generatorów półgrup miar ^A^ n=1,2,..

i ciąg jest zbieżny w mocnej operatorowej topologii

do

to

do

generatora 

dla każdego 

miary .

A pewnej półgrupy miar ^AJ na D(A), 
t>0 ciąg mlar^Ą^)^^ jest słabo zbieżny

Lemat 1.2. Niech (TJ^g będzie ciągłą półgrupą opera­

torów o generatorze A. Jeśli dla pewnej funkcji feCu<G) 
i oewnego ciągu t —>0+ ciąg fp fT. f - f)^^ jest zbież- 

n Vrn Tn //n-'
ny to f6D(A).

Zdefiniujemy teraz translacyjną zwartość rodziny miar.

Definicja. Niech An będzie rodzina miar z P(G). Jeżeli

istnieje zbiór elementów grupy G taki, że rodzina 

miar ) jest warunkowo zwarta, to ro~
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dziną translacyjnie warunkowo zwartą ("conditionally shift 

compact" ) [20]

Wykorzystywać będziemy następujący fakt.

Lemat 1.5. [20^ Niech n^ będą trzema ta­

kimi ciągami miar na abelowej grupie polskiej G , że 

/n*Vn = ^n* n = 1’ 2........... Jeżeli ciąg (2Q jest wa­

runkowo zwarty, to ciągii są translacyjnie warun­
kowo zwarte. Jeżeli zaś ciągi i są warunkowo zwar­
te to cięg też jest warunkowo zwarty.

Definicja. Jeżeli M jest skończoną, dodatnią miarą bo- 

relowską na G , M{e^= O, to miarą Poissona o wykładniku M 

nazywamy miarę

exp(M) = e“M^ £2 TT" » gdzie M*° = & . 
k=o k- e

Niech teraz F będzie niekoniecznie skończoną miarą bore- 

lowską .na G , F{el; = 0. Jeżeli istnieje ciąg miar skończo­

nych Mn takich, że F = sup Mn i ciąg (exP = 1 jes^ 
n

translacyjnie warunkowo zwarty, to każdy punkt skupienia 

ciągu Qexp(Mj*dx ) nazywamy uogólnioną miarą Poissona 
XI

i oznaczamy exp (F ). Każde dwa punkty skupienia i 
ciągu C exp(Mn)*S^y X=1 różnią się o pewne przesunięcie,

to znaczy istnieje x€G takie, że Za = /t2*^x E2^ •

Będziemy korzystać z następujących własności miar Pois­

sona : jeżeli M i N są dwiema skończonymi miarami bore-

lowskimi bez atomów we, to exp(M)x-exp (N) = exp (M+N) .

W szczególności

Łatwo sprawdzić,

(exp(tM))^^0 jest ciągłą półgrupą miar, 

że operator ograniczony 

[gdzie c = M(G}) jest generatorem półgrupy 

jego dziedziną jest
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Z powyższego łatwo wynika , że suma dwóch ograniczonych i 

komutujących ze sobą generatorów półgrup miar jest genera­

torem półgrupy miar (splotu półgrup wyjściowych). Prawdzi­
wy jest fakt ogólniejszy ([13] ch.YIII Thm 19) : suma gene­

ratora i generatora ograniczonego jest generatorem.

Wykorzystamy też następujący lemat, jego dowód można zna­

leźć w książce Parthasarathy’ego [20] .

Lemat 1.4. Jeżeli ^ezpfM^j^^ jest ciągiem transla- 

cyjnie warunkowo zwartym, gdzie jest ciągiem miar

skończonych, to dla każdego otoczenia jedności U rodzina 
/ i c.\ 

miar U )n=1 jest warunkowo zwarta.

§2. Rozkład półgrupy miar.

Udowodnimy teraz twierdzenie o rozkładzie półgrupy miar, 

jest to pewien analogon wzoru Levy'ego - Ghinczyna. W pra­

cy [26^ Tortrat pokazał, iż nieskończenie podzielna miara 

yz bez dzielników idempotentnych na abelowej grupie pol­

skiej G ma rozkład postaci yz = y expćM), gdzie expćM) 

jest pewną uogólnioną miarą Polssona, a f jest miarą nie 

mającą właściwych dzielników Polssona. Modyfikując metodę 

Tortrata pokażemy analogiczny rozkład półgrupy symetrycz­

nej na splot półgrupy uogólnionych miar Poissona i półgru­

py miar bez dzielników poissonowskich.

Twierdzenie 2.1. Niech będzie ciągłą półgrupą

miar bez dzielników idempotentnych na abelowej grupie pol­

skiej G i niech U będzie dowolnym otoczeniem jedności
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grupy G. Istnieją wówczas dwie półgrupy ciągłe

i (,exP Ct^u))t>o takie, że

V t>0 /t * exp (tjQ.n)

, U
1 V0

Miara-O. jest miarą 

w zbiorze U . Miary 

ność : jeżeli exp(M)

skończoną, jej nośnik zawarty jest 

O ? t>0} mają następującą włas- 

jest dzielnikiem miary y to

supp M g U .

Jeżeli dodatkowo półgrupa jest symetryczna, to

istnieje rozkład

t = p t exP »

gdzie (exp (t jest półgrupą uogólnionych miar Pois-

sona, a półgrupą miar nie zawierających właś­

ciwych dzielników Poissona.

Powód. Niech ęu^.) będzie ciągłą półgrupą miar na G. 
1Dla każdego t>0 miara jest miarą skończoną, zatem

dla dowolnego s> 0 i każdego otoczenia jedności U za­

chodzi równość :

W exp[s (^lu0)] QaId)] - exp [s

Oznaczmy odpowiednio przez A1 t oraz A^ genera­

tory powyższych półgrup. Są to operatory ograniczone, dzie­

dziną każdego z nich jest C^G^. ®la (G)
A^.f(x) = 1 , gdzie jest operatorem probabilis­

tycznym wyznaczonym przez miarę , to znaczy dla feC^G) 
T^ffx) = J f (x+y) dy^(y). Granica lim A^f^c) istnieje

dla gdzie A oznacza generator półgrupy

i na mocy twierdzenia Hille^a - '/'osidy B(A) Jest gęstą
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podprzestrzenią 0^(0). Na mocy Lematu 1.1

zbieżność półgrup [exp[s (2^] s>0] t>Q
implikuje to 

, gdy t—>0+.

W szczególności, dla s=1 rodzina miar

jest zbieżna do miary yU .

Stad i z Lematu 1.3 wnioskujemy, że rodziny miar

t>0 są transla-

cyjnie warunkowo zwarte. Zatem, na mocy Lematu 1.4 rodzi­

na miar GaI"0) t>0 jest rodziną warunkowo zwa.rtą.

Spośród wszystkich punktów skupienia tej rodziny wybierzmy 

miarę ZL y o1 wahaniu maksymalnym. Oczywiście suppU^ćU0.
11 . c\ 00

Niech tn~»0+ będzie takim ciągiem, że ciąg miar | U *

jest słabo zbieżny domiary -&Tj . Miara HI jest miarą

skorczoną, więc generator półgrupy jest

operatorem ograniczonym. Oznaczmy go przez A^. Co więcej, 
* z / i / I o\słaba zbieżność ciągu miar [ U j do miary AL y

powoduje, iż generatory A. , ciągu półgrup [exp sf- /c I Uc)/ . n 
1 ’ rn " \ \n xn 7S>°

n = 1, 2, ...są zbieżne dla każdej funkcji f 6 0^(0) do gene­

ratora A^.

Przez Ao . oznaczmy generator półgrupy lexp s |- Zć. I UJ) .
z»xn \ U 4n tnl 4/s>°

Uzyskujemy w ten sposób rozkład generatora

V nćN A. = A. . + Ao . .
xn •»xn ’xn

Ponieważ dla fG D<A) Hm A. f = Af oraz lim A1 t f = A.f,

to również dla feD(A) istnieje granica lim A2 f , 
n * n
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Z faktu, iż zbieżność generatorów na zbiorze gęstym w ^(g) 
implikuje słabą zbieżność półgrup ([14] rozdz.KIII^IO Lemat 2

wynika, że odpowiednie ciągi półgrup są zbieżne. Z równości (*) 

wynika, że dla każdego s>0 ciąg exp s
00

^St n»i

warunkowo zwarty, zatem półgrupy graniczne są ciągłymi pół- 

grupami miar. Zdefiniujmy dla każdego s>0 :

exp (s_Q. ) = lim exnFs (” A+ | Uc)l oraz O g = lim expfsf- Ja.
u n * L kt/ V J 3 n L <tn/ ’

Z ciągłości splotu wynika, że

V s>0 s = p s X- exp (sJO^) ,

Z maksymalności wahania miary -TL wynika, że jeśli exp (m)

jest dzielnikiem pewnej miary 0$ s>0 , to supp MC U .

Niech teraz t>0 będzie półgrupą miar symetrycznych.

V.fybierzmy pewien ciąg otoczeń jedności MW-
Powtarzając poprzednie rozumowanie dla zbiorów ^2 *
Ug\U^ ,... otrzymujemy :

a) ciąg miar skończonych -fL takich, że supp C U? K I I
oraz suppILkC UR k = 2, 3, ...

. (k)
b) ciąg półgrup ciągłych t ) t>0 k = 1, 2, ...

o następującej własności

(K X) V k&N Vt>0 yUt = y X- exp[t (.0.^.. .+42.^

Z Lematu 1.3 wnioskujemy, 

(exp[

W i

są translacyjnie warunkowo zwarte.

Z symetrii miar t>0, wynika symetria wszystkich miar_Q- 

i półgrup t>0 k=1,2,..., a zatem ciągi miar ) 
k 
co 
k=1



i (exp + .R-1 są warunkowo zwarte dla każdego 

t^O. Niech T) oznacza zbiór dodatnich liczb dwójkowo - wy­

miernych, Wybierzmy metodą przekątniową taki podciąg (k*) , 
aby ciągi miar i (exp [t 1 +... +11^R/ były 

zbieżne dla każdego t ć D.

Przechodząc do granicy otrzymujemy dwie półgrupy miar indekso­

wane liczbami dwójkowo - wymiernymi :

V t 6 P P t = i exp (t H) = lim exp [t^O._,+...

Pokażemy teraz, że półgrupa miar symetrycznych bez dzielników 

idempotentnych jest ciągła. 
%

Niech będzie taką półgrupa. Weźmy dowolny ciąg

r^O , r e D. Rozpatrzmy ciągi miarjy j i Zy. r l .
n n L rn 1 ' "rnJ

Ponieważ “V. , to z symetrii tych miar i Lema-
. n " n

tu 1.3 wynika, że można wybrać podciąg s^-^0 taki, iż 

lim y = £ » lim oraz £ * y = y. .
n n n °n

Niech (un) będzie podciągiem ciągu (sn) o własności: sn> 2un.

Wówczas V „ *• V o „ = V- i jeśli miara £n jest 
n n n n

punktem skupienia ciągu l , to = £. , a zatem
n n

£ _ = . Podobnie V = V X- V o .0 e s — u u„ *s - 2u , a zatemn n n n n

= £*£ , czyli £ = r . c “ ę

Półgrupy miar ( t) t 6 D 1 (ex$ £ D warunkowo zwarte 

i ciągłe w zerze, rozszerzają sie wiec jednoznacznie f24j do 

nółgrup ciągłych t^Q i (exp (t .

Ponieważ wzór Q(-*■) zachodzi dla dowolnych keN i t >0 , to 

V t>0 /a = p exp(t -TŁ) .
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Pokażemy jeszcze, że półgrupa t) t>Q niema dzielników.

Poissona.
Z równości p £ = p * exP [t (Hk+1+.. .+12 (dla n> k)

wynika, że miara JD jes-t dzielnikiem każdej miary p^ k=1,2,.. 

Gdyby więc miara exp(tM) , M była dzielnikiem miary

, to obcięcie miary tM do pewnego zbioru (1^- ^k-1

byłoby niezerowe.

dzielnikiem miary

Miara
JM

exp(t-Q-k) * exp(tM|uk- byłaby

, co przeczyłoby maksymalności 

miary _Q_k.

Uwaga 2.1. My(pt)t>0 jest ciągłą półgrupą miar i p 

nie ma właściwych dzielników Poissona, to dla dowolnego oto­

czenia jedności U

gdy t->0+ .

Dowód. V/ dowodzie Twierdzenia 2.1 pokazaliśmy, że ciąg 

jest zbieżny słabo do miary 0^ gdy t—>0+, 

a ponieważ p1 nie ma właściwych dzielników Poissona , to

dla dowolnego otoczenia jedności U gdy t->0+.
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ROZBZM II

WŁASNOŚCI PÓŁGRUP MIAR NA MIERZALNYCH

PRZESTRZENIACH LINIOWYCH

§5. Podstawowe definicje i oznaczenia używane w rozdziale II.

Zajmlemy się teraz badaniem asymptotycznych własności pół­

grup miar na przestrzeniach liniowych z mierzalną seminormą.

W rozdziale tym (E,B) oznaczać będzie przestrzeń wektoro­

wą mierzalną to znaczy taką przestrzeń nad ciałem R, że doda­

wanie wektorów i mnożenie wektora przez liczbę rzeczywistą 

są działaniami mierzalnymi ze względu na ^-ciało B.

Seminormą będziemy nazywali każdą funkcję q : E—>R+ 

taką, że q(0) =(o) i spełniającą dwa warunki
1) V x,yeE q(x+y) q(x) + q(y)

2) V x6E Vo((^R lod^l^l => q(o(x) £ q(0x) .

Mówimy, że seminormą q : E—>R+ jest mierzalna, gdy 

odwzorowanie q : (E,B)->(R+,Br+) jest mierzalne, gdzie Br+ 

oznacza 6"-ciało zbiorów borelowskich w R+.

Niech q będzie seminormą mierzalną na E. Półgrupę 

miar Q nazywać będziemy q-ciągłą jeśli

V S>1D lim A+{x: a(x)>sl = O . 
t-?0+ T J



§4. Podstawowe nierówności.

Sformułujemy teraz kilka podstawowych lematów.

Lemat 4.1. (Nierówność Levył ego)

Niech "będą niezależnymi, symetrycznymi zmien­

nymi losowymi o wartościach w przestrzeni E. Jeśli q jest 

seminormą mierzalną, to

V £>o r / J v 1 f ,1 A ł £ 1P { max q £ X > £ 2P{ q (1 £>. > -
L j$n 1 J k 2. H 2 J

Powód jest łatwą modyfikacją klasycznego przypadku, gdy 

o jest normą i można znaleźć go w książce Kahane?a [19] w 

rozdziale 2.

Będziemy używali też następujących dwóch nierówności,

wykorzystywanych przez de Acostę w pracach [1] i

Lemat 4.2. Niech X i Y będą niezależnymi zmiennymi lo­

sowymi o wartościach w E. Jeśli q jest seminormą mierzalną,

V S > 0 V 0 < £ <1

a) P[c(X+Y)>sJ^ P (q(x)> (1 + £)s} • P {q(Y) f-sj +

+ P[q(Y) >(1 + £)s] • P |q(X) £-sJ

b) P { q (X+Y) > s } $ P {q(x) >(1-£)s} + P{ q(Y)> (1-£)sJ +

+ P {q(X)> £-s] • p{q(Y)>£'s}.

Łatwe dowody powyższych nierówności można znaleźć w 

książce Fellera [14} śtr. 255

Korzystając z Lematu 4.2 dowodzimy następującego faktu.
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Lemat 4.3. Niech q będzie seminormą mierzalną a

q-ciągłą półgrupą miar. Wówczas

V u >0 ^+A+U{X! a-<x»3} - A^x! o®’*3}

dla każdego s>0 , w którym yx.u|x: q(x)>s} jest ciągła. 
— “1Innymi słowy : yń|.+uoq. jest słabo zbieżne do ^oęl~

gdy t-$>0+.

Dowód. Niech X i Y będą niezależnymi zmiennymi losowy­

mi o rozkładach yU^ i odpowiednio. Z części a) Lematu 4.2 

wynika, że dla wszystkich s>0 i £6(0,1)

At+U(x: ^Cx)>s} > > t1+£)s} ‘y%{x: +

/<u{x: q(x) > (1 + ć)sJ qćx)^€-s} .

Gdy t—>0+, to

lim inf 
t ^0+

.At+u{x: $Cx)>s} /<u{x: q Cx)> (1 + £)s} .

Podobnie, wykorzystując Lemat 4.2 b) i q-ciągłość półgrupy

dostajemy

a C^)>s }• 4 A (x: ą(x)>0-£)s[ , x Z L4 v

co kończy dowód.

Miarę yu, na przestrzeni liniowej E nazywamy miarą sta­

bilną o wykładniku p , 0<p^2 , gdy dla dowolnych niezależ­

nych elementów losowych X i Y o wartościach w przestrzeni

E i o rozkładzie i dla dowolnych ^>0 element losowy 

cKX + ^Y ma taki sam rozkład j ak ^X + z , gdzie =

= + ) 1 , a z jest pewnym elementem przestrzeni. E .

Miarę yu, nazywamy miarą ściśle stabilną, gdy dla dowolnych 

o(, A > 0 można wybrać z = 0 . Gdy u, jest miarą stabilna
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o indeksie p , wtedy symetryzacja miary yz. ( =

jest miarą symetryczną i ściśle stabilną o tym samym indek­

sie p.

Jeśli u, jest miarą stabilną o indeksie p, a 
rozkładem wektora losowego t1/^ (gdzie X ma

jest

rozkład

t0 jest ciągłą półgrupą miar taką, że

. Co więcej, łatwo widać, że ta półgrupą jest q-ciąg-

ła wtedy i tylko wtedy gdy odwzorowanie <X—> q(o<x) jest

ciągłe w zerze dla yz^-p.w. x€E. Z drugiej strony, gdy

(B,B) jest przestrzenią liniowo - topologiczną z ^-ciałem

borelowskim B , a q jest seminormą ciągłą to każda pół- 

grupa ciągła jest o-ciągła.

Po tych uwagach możemy przejść do badania asymptotyki

półgrup.

§5. Oszacowanie z góry dla półgrup miar.

Pokażerny teraz, że dla każdej q-ciągłej półgrupy ^t* t>0

lim sup 
t -*0+

^/tt{x: q (x)> sj< 4- oo .

Twierdzenie 5.1. Niech q będzie seminormą mierzalną

a ^.^0 ą-ciągłą półgrupą miar probabilistycznych. Wtedy

V s> 0 lim sup - u.2x: qtx)>sl <4-00 .
t-»0*“ t/TV J

Dowód. Załóżmy, że yx, t>0 są symetryczne. Ustalmy s>0.

Załóżmy dodatkowo, że yz^x: q cx) > .
z O

Bez straty ogolnosci możemy założyć, że - jest punktem
4

ciągłości q(x)>*J . Niech t^—>0+.



—20 —

Połóżmy 1 i niech 7^, . ..,^ będą sy-

metrycznymi, niezależnymi zmiennymi losowymi o jednakowym 
kh

rozkładzie, takim, że £ ma rozkład równy yU.^ .

Używając standardowej nierówności

max ą(^) < 2 max ą ( K )
i$n 1 i^n kj7{ 3 '

i Lematu 4.1 otrzymujemy następującą nierówność : 
K k.

p|max ą} 4 z^; 4 j} •
, u 2 4 J 1 = 4 4 J

Stąd dostajemy nierówność

P £max > 1 - 2?^ (Z J }
C* 4

czyli
1 - 2A t {X! •

n n 4

Ostatecznie
1 ** H

1 /kn

gdzie <Xn = 1 ' 2A t (x: ąW> 
n n

Ponieważ k*t —>1+ zastosowanie Lematu 4,3 n n
Pokażemy teraz, jak uwolnić się od założenia,

kończv dowód. V
iż q(x)>U<l

Oczywiście dla każdego 
yU. {x: q (x) > - V < 1 
z 4 J 2

s>0 istnieje takie, że

bo ^t)ty0 jest ą-ciągła

Połóżmy Vt = ^t*tQ Wówczas t>0 jest symetryczną,

q-ciągłą półgrupa miar 

Zatem teza twierdzenia

Z f q 1o własności a Cx) > - > Z - .4 i 2
jest prawdziwa dla półgrupy t>0

Ula dowolnej półgrupy udowodnimy twierdzenie wykorzystując

standardową metodę symetryzacji :

półgrupa t>Q . t>Q jest symetryczna i ą-ciągła
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( b0 jest półgrupą q-ciagłą) . Co więcej, dla

każdego s>0 mamy nierówność r

q(x)>s} \ q

= ^t{x: q(x) >| j .

Otrzymujemy zatem nierówność :

/tt{x: q(x)>s}

, zatem z prawdziwościGdy t->0+ to ^t(x: s
2

tezy twierdzenia dla półgrupy symetrycznej (A ) wynika u
jego prawdziwość dla półgrupy ^Ą^) •

§6 . Oszacowanie z góry dla półgrup gaussowskich.

Dla miar gaussowskich można uzyskać dokładniejsze oszaco­

wania.

Miara na przestrzeni E nazywa się miarą gaussowską 
(w sensie Ferniąue^a [15})» jeśli jśst miarą stabilną o in­

deksie 2 i jeżeli dla dowolnych dwóch niezależnych elemen­

tów losowych X1 , X2 o rozkładach równych , wektory lo­

sowe X1 + X2 oraz X^ - X2 są niezależne.

Jeżeli (E,B) jest przestrzenią wektorową taką, że B jest 

generowane przez przestrzeń wektorową. J- form liniowych na 

E, wtedy definicja ta jest równoważna klasycznej :• 

miara yU jest gaussowska wtedy i tylko wtedy gdy f 6) jest 

(rzeczywistą) gaussowską zmienną losową dla każdego f^^ .

Twierdzenie 6.1. Niech yx_ będzie miarą gaussowską na E. 

Załóżmy, że q jest mierzalną seminormą i o<—> q(<xx) jest 

przekształceniem ciągłym w zerze -prawie napewno. Wówczas
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dla każdego s > 0 i każdego k e N

lim - u/x: ąft1/^) > sl = 0 .
t-»0+ tk/ J

Dowód. Użyjemy techniki Ferniąue’a [15^] . Udowodnimy twier 

dzenie tylko dla przypadku, gdy jest symetryczna i ściś­

le stabilna; dlayz. dowolnych stosujemy symetryzację.

Oznaczmy Rg(t) = yujx: . Niech X i Y będą nie­

zależnymi zmiennymi losowymi o rozkładzie ytt . Korzystając 

z definicji miary gaussowskiej możemy napisać :

Rs(t)(l - Rg/2 (t)) = p|q ft^2 ^bs } • P {o (t1/2 Y)$ | j =

= p{ą(t1/2 x)>s , aCt1/2Y)^|^ =

= P[ą f(t/2)1/2(X+Y))>s , Q ((t/2) ^2 (X-Y)^ | |

P [ą ((t/2)1 /2 (X+Y)) - ą ((t/2)1 /2 (X-Yj) > | } 4

4 P ((2t)1/2 X)>| , ą[(2t)1/2Y)>|J-

= [P {ą«2t)1/2 X)>|}]2 - rRs/2^]2‘

Stąd

czyli

muUwM2 + %<N-Rs/2ft) •
Zatem z Twierdzenia 5.1 otrzymujemy, że 

1 r 1/2 l lim sup - ;tux: q (t ' x) > s > <x>,
t~>0+ -^2

a dalej indukcyjnie
lim -. £c{x: ą (t1/2 x) > s^ =0
t^0+ t 7 3

dla każdego k6N , co korczy dowód.
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Wniosek 6.1. Niech będzie miarą gaussowską na ośrod­

kowej i metrycznej przestrzeni liniowej. Wówczas dla dowolne­

go otoczenia zera U mamy

lim 1 A(t"1/2 Uc 1 = 0 .
t-X)+ t / L J

Dowód. Niech II-II będzie seminormą (to znaczy metryką 

niezmienniczą na przesunięcia ) generującą topologię prze­

strzeni. Bez utraty ogólności możemy założyć, że II • II jest 
niemalejąca [21] . Jeżeli U jest otwartym otoczeniem zera, 

to istnieje £> 0 takie, że U CJx: ((x|l>£l .

Teza wniosku wynika z Twierdzenia 6.1 i ciągłości mnożenia 

przez skala.ry.

Uwaga 6.1. Z powyższego wniosku wynika, że dla każdej mia­

ry ycc symetrycznej gaussowskiej na ośrodkowej przestrzeni 

metrycznej liniowej E istnieje proces Wienera (tj. proces 

jednorodny,o przyrostach niezależnych, trajektoriach ciągłych 

z prawdopodobieństwem 1 i taki, że W(0)= 0 o wartościach w 

E i taki, że W(l) ma rozkład równy(patrz [7]). 

Istnienie procesu W implikuje prawdziwość tak zwanej Zasa­

dy Niezmienniczości (lnvariance Principle ) : 

jeśli (X ) n_1 jest ciągiem niezależnych zmiennych losowych 

o wartościach w E i o tym samym rozkładzie i takich, że 

(X1 + ...+Xn')/<H1 jest zbieżny według rozkładu do . W (1) , to proces 

stochastyczny' yn^) “ (^1+ * • •)/^ jest słabo zbieżny do 

W (t) w przestrzeni D [0,1] (porównaj [7], Thm.l) .

Powyższa wersja Zasady Niezmienniczości została zastosowana 

do dowodów pewnych funkcjonalnych twierdzeń granicznych [ 8]
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Uwaga6.2. Możemy rozważać również miary gaussowskie w 

sensie Bernsteina. Mówimy, że jest gaussowska w sensie 

Bernsteina ( B-gaussowska ) jeżeli dla każdych dwóch nieza­

leżnych zmiennych losowych X i Y o rozkładach równych} 

X + Y i X - Y są niezależne. Łatwo pokazać, że Twierdze­

nie 6.1 zachodzi też dla miar B-gaussowskich. Zmodyfikowa­

na wersja tego twierdzenia zachodzi też dla miar B-gaussow­

skich na grupach abelowych.

Twierdzenie 6.2. Niech q będzie seminormą mierzalną 

a u- miarą stabilną o indeksie p. Wtedy

lim sup 
t —> + oo

co implikuje
V r< p qr(x) dyu rx)<+<«.

Dowód. Tak jak poprzednio udowodnimy twierdzenie tylko 

dla przypadku gdy jest symetryczna i, ściśle stabilna.

W tym przypadku X1 + X2 ma rozkład taki jak , gdzie
1 /d zf = 2 * . Jeśli s jest tak duże, aby spełniony był wa­

to z Twierdzenia 5.1 wynika, że

lim sup 
n

2nyx^x: q(x/y-n)> s^ < + .

Dla każdego n G N
i kn

takie, że - = -
P n

= 2”kn 2^'* . Z

istnieją; kn całkowite i S,

Wówczas

subaddytywności q wynika oszacowanie :

> ą(2\ = ą^z) >, ą(x) ,

więc
q(x/j-n) > 2 nq(x) = y H 2“^"’. q(x) •
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Z powyższej nierówności na mocy Twierdzenia 5.1 otrzymujemy 

oszacowanie

2n/x{x: 2n.y4{x: q(x/^n) > s J 4 C<+po,

Stosujemy interpolację. Jeśli ^n-2«s 4t^ y-n+^*2’«s to

q(x)>t}42^ s^2n^{x: q(x)^M.S}< 2?<SK^ , 

co kończy dowód twierdzenia.

§7 . Istnienie momentów eksponencjalnych miar nieskończenie 

podzielnych bez dzielników poissonowskich.

Będziemy teraz zajmować się miarami nieskończenie podziel- 

nymi nie mającymi dzielników poissonowskich. 'Jeżeli

jest półgrupą takich miar na ośrodkowej przestrzeni E z, semi­

normą mierzalną o } to na mocy Uwagi 2.1 dla każdego £>0

~ PtVx: U^x)>—>0 gdy t—>0+. Własność ta implikuję istnie- 
t
nie momentów eksponencjalnych miary .

Modyfikując nieznacznie dowód Hoffmanna-J^rgensena z pracy [17]

można-udowodnić następującą nierówność.

Lemat 7.1. Niech X^,X2?...,Xn hędą niezależnymi,, symetrycz 

nymi zmiennymi losowymi o wartościach w przestrzeni E. Jeśli

ą jest seminormą mierzalną, to dla dowolnych t,s > 0

Korzystając z powyższego lematu udowodnimy następujące 

oszacowanie.

Twierdzenie 7.1. Niech q będzie serai normą

mierzalną na E, a (p t) t>0 ciUgłU półgrupą miar o własności. 

(*) V s>° ~ ft^ lCx)>s}—>0 gdy t-^0+ .
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Istnieją stałe 00^ c > O takie, że dla każdego t>0 

q(x)>t} 4 c<;t

Dowód. Załóżmy, że p^, t>0 , są symetryczne. Niech 

^1’’’*’^n będą symetrycznymi, niezależnymi zmiennymi loso­

wymi o jednakowym rozkładzie równym /n • Lematu 7.1 wy­

nika następująca nierówność :
Vt,s> O fi(x: q(x)>2t+sj 1 -[pi/n(x: q(x)^ s}] +

Z warunku (*) : n-pl - Pi/n(x: 1 Cx) s}j = > 0 dla

każdego s>0 , a zatem

—n- ------>1
n -* h ->

dla każdego s > 0 .

Otrzymujemy więc nierówność :
P1(x: qQx)>2t} 4 [2 ‘p Jx: q (x/2) > t/2}]2 .

Ponieważ q jest monotoniczna to możemy napisać nierówność :
p4x: q(x)> 4t } 4 [2 -p ^x: q(x)>t )]2 .

Iterując powyższą nierówność n razy dostajemy nierówność : 

q(x)>4^ [4p4x: .

Zastosujemy metodę aproksymacji. Weźmy tQ tak duże, aby 
4p^x: q Cx)> tQ^ = < 1 . Niech teraz 4ntQ 4 s < 4n+1tQ.

Wtedy
q(x)>4n+1t0}4f1(x: ę (x)>s} 4{x: o (x) >4%} , 

czyli o(x)>sj 4 f 4 •

Dobierając teraz odpowiednie stałe (X , c > O otrzymujemy 

nierówność :

V s>0 J>1|x: q(x)>sj 4

Dla dowolnych półgrup stosujemy metodę symetryzacji.
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Wniosek 7.1. Przy założeniach powyższego twierdzenia 

istnieje stała o(o> 0 taka, że

V <*4% Vc>0 Jc • exp {q(x)' d p 1 fx) 4 ■+ oo.

Wniosek 7.2. Niech yU- będzie miarą gaussowską na E.

Załóżmy, że q jest seminormą mierzalną, i 

o(—>q(<Xx) jest przekształceniem ciągłym w zerze -prawie 

napewno. Wówczas

3o(0>0, c> 0 q > t J 4 ce-0^ . .

Dowód. Na mocy Twierdzenia 6.1 

q(x)>sh —>0, gdy t —»0+,

zatem teza wniosku wynika bezpośrednio z Twierdzenia 7.1.

Uwaga 7.1. Oszacowanie powyższe można jeszcze poprawić.

W pracy [”9] pokazano, że jeśli yU, jest miarą gaussowską na E, 

a q seminormą mierzalną, to dla każdego £ , 0 4 £42 , istnie­

je Cg>0 takie, że

V t> 0 yx.^x: q(x)>tj 4 Cg • exp (-t2“£ )

Dowód tego faktu polega na zaadaptowaniu oszacowań uzyskanych 

przez de Acostę [i] do metody Fernique'a [15]

Dla pełności przytoczymy na zakończenie tego rozdziału 

wynik uzyskany w pracy fio] .

Twierdzenie 7.2. Niech q będzie seminormą mierzalną, 

a ą-ciągłą uółgrupą miar probabilistycznych na E.

Wówczas istnieje nierosnąca funkcja 0(s) określona na (0z oo) 
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taka, że dla każdego s > 0 "bodącego punktem ciągłości 

funkcj i 0

t“o+ i A^x: a^> 4 ■ 00) •

Jeśli t>0 , są gaussowskie, to G = O ; jeśli istnieje 

funkcjonał liniowy f taki, że f(•) nie jest zmienną losową 

gaussowską (względem miary i dla pewnego c<6(0,lJ 
q> [fI* to 0^ O .
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ROZDZIAS III

GENERATORY PÓŁGRUP MIAR NA PRZESTRZENIACH COTYPU 2

§8 . Definicje i oznaczenia używane w rozdziale III.

W rozdziale tym X oznaczać będzie zawsze ośrodkową, 

rzeczywistą przestrzeń Banacha.

Niech fe ^^(X) będzie funkcją dwukrotnie różniczkował- 

ną w sensie Frecheta. Wówczas dla każdego x 6X pierwsza 

pochodna fł(x)(*) jest ciągłym funkcjonałem liniowym na X, 

a druga pochodna fM (x)(v) jest ciągłym, symetrycznym 

funkcjonałem dwuliniowym. llf/,(x)H = sup | f^fu.Y) | .
||u«44 IIVII $1

Definicja. Przez oznaczać będziemy zbiór tych

funkcji fGC (X) dwukrotnie różniczkowalnych w sensie 

Frecheta, dla których II f * II = sup II f^jll <+ oo oraz
xeX

II fw II = sup || f11 (x)II< oo i takich, że. fz/ jest jedno­
xtx

stajnie ciągłe.
W ^2^^ określamy normę : II f |l2 = II fll^ + 11^11 + II f/Z||

W przypadku, gdy X jest przestrzenią Banacha wymiaru 

w 0 (X) . Gdy dim X = co , to już-w przypadku przestrze­

ni Hilberta C2(X) nie jest podprzestrzenią gęstą w (X)[22] 

tym nie mniej zbiór tych funkcji wyznacza miary na każdej oś- 

rodkowej'przestrzeni Banacha X .

Aby to udowodnić wystarczy rozpatrzeć zbiór funkcji f6CpóX) 
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postaci f = go x*, gdzie ge a x*ćX*\ Jeżeli dla 

każdej takiej funkcji f mamy równość ?’ piv • 

to miary na prostej (x^-) i (x*oy) są równe, co ( z ośrod- 

kowości przestrzeni X ) implikuje równość miar i V ,

§9 . Generatory półgrup gaussowskich na przestrzeniach

Banacha.

Rozpoczniemy od definicji oneratora lokalnego.

Definicja. Operator A o dziedzinie D(A)CCu(X) 

działający w Cu(X) jest operatorem lokalnym gdy dla każ­

dego fć D(A), f = 0 w pewnym otoczeniu punktu x pociąga 

Af(x) = 0 .

Opiszemy teraz generatory półgrup miar gaussowskich.

Twierdzenie 9.1 Niech t>Q hedzie półgrupą symetrycz­

nych miar gaussowskich na ośrodkowej przestrzeni Banacha X,

a operator A jej generatorem. Wówczas :

1) c2(x)cd(a)
2) dla każdego f4C?<X)

A f(x) = J 2 f^Ky^dy^Cy) zatem A jest lokalny.

(X) operator ten jest lokalny, to jest półgru-

metrii wynika, że

I odwrotnie, gdy jest ciągłą półgrupą miar na X

taką, że dziedzina jej generatora zawiera i dla funkcji

z C2 

pą miar gaussowskich.

p 1 /?Dowód. Z definicji miary gaussowskiej =oZ,Ct ' " Y) , 

gdzie Y jest wektorem losowym o rozkładzie .

Miary A , t>0 , mają wszystkie momenty, a zatem z ich sy- 
Z u v v

fWy) H o.
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Ze wzoru Taylora dla feC^U) :

£[Ttf " fl = =

= f f (x+f?y)-£Cx)-f,W(y)-ft’ d^fr) = 1 Jf^H^y^y.yJdy^ (y)

Z definicji C2(X) przekształcenie x—^f^) jest jednostaj­

nie ciągłe :
V £ > O 3 S>0 V ii x1 - *2II< S* => llf^) - f^H < i- ■.

Oszacujmy różnicę

H f^x+^^y^y,y^ ^iCy^ " 2 J =
2 X x

11 ^f^+Zt ^y)(y,y) - /(x)[y,y) d^ (y) +

+| | ^fc+ft^y^y) - f"(x)(y,y) d^ćy) | 4
{y. 11/71)11 >$}

4 ' jly/ d^Ą) * jllrt-ly’2 d/t/y)

11/ty 114 5] (y ui/Ty II >3}

Gdy t->0+ , to j Hyli2 dyU^ (y)----- > O , więc powyższa róż-
h-n^l^yil

nica dąży do zera jednostajnie po xfeX «

Udowodniliśmy więc, że dla każdego feC2(X)

Af(x) = J - ^Oc)(y,y) d^ cy; . 

X
Przypuśćmy teraz, że {/<t) t>0 półgrupa miar

na X , jej generator A zawiera C2(X) w swej dziedzinie 

i jest na C2(X) operatorem lokalnym. Rozpatrzmy zbiór 

funkcji f = gox*\ gdzie g e C2 ĆR) a x*e X*”. Oczywiście



goX*GC2(X) i generator półgrupy pup jest na tym zbio­

rze operatorem lokalnym. Oznacza to, że generator półgrupy

*o U y _ miar na R jest lokalny, a zatem dla dowolne- / u u/U
go x*eX* półgrupa (x*o^up jest półgrupą miar gaussow­

skich na prostej [li] . W myśl jednej z równoważnych defi­

nicji miary gaussowskiej oznacza to , że miary ,t>0 , 

są gaussowskie.

§10. Reprezentacja generatora półgrupy miar na przestrze­

ni cotypu 2.

Zajmiemy się teraz zagadnieniem opisu generatorów pół- 

grup miar na przestrzeniach Banacha. Rozwiązaniem analogicz­

nego problemu dla funkcji charakterystycznych jest wzór 

Leyy^ego - Chinczyna [i2] , [3] . Okazało się, że jeśli za­

miast miar i ich funkcjonałów rozważać półgrupy ciągłe miar 

i ich generatory, to metody dowodu wzoru L^vyłego - Chinczy­

na z pracy [3] można zaadaptować do dowodu analogicznej cha­

rakteryzacji dla generatorów. Ponieważ jednak całkowalność 

funkcji minf^ lixirj względem miar L^y^ego zależy od geo­

metrii przestrzeni Banacha, udało się w ten'sposób opisać 
\ 

generatory półgrup tylko na przestrzeniach cotypu 2.

Lematy 10.2 , 10.3 » 10.7 są wzorowane na odpowiednich 

lematach w [3]. VI pracy [3] udowodniono ich ogólniejsze wer­

sje (dla ośrodkowych przestrzeni Banacha) , dla pełności jed­

nak podajemy ich dowody w przestrzeniach cotypu 2 , uzyska­

ne techniką półgrupową. V/ niektórych przypadkach zastosowanie 

techniki półgrupowej pozwala znacznie uprościć dowody ( np. Le­

mat 10.7 ).
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Definicja. Przestrzeń Banacha X nazywa się przestrze-

nią cotypu 2, gdy

3c>o\/n6N V x1 ,x2,... ,xn e X 

^2 n oE II ix r l| > 0 ‘£|[x ||2 ,
l-l x ' l-l -L

gdzie (r^ oznacza cią.g Rademachera.

Niech exp4Q.) będzie uogólnioną miarą Poissona.. Zgodnie 

z terminologią wprowadzoną w pracy [3] miarę II będziemy na­

zywać miarą Levy'ego.

Miary Levy}ego na przestrzeni cotypu 2 mają następującą, 

podstawową w rozważaniach tego rozdziału, własność.

Lemat 10.1. ([5], U6]/. Niech X będzie przestrzenią Ba­

nacha cotypu 2. Jeżelijest ciągiem skończonych 

miar Leyy3 ego na X takim, że ciąg (exp jest

translacyjnie warunkowo zwarty, to

sup \ min(l , || x i|2)d.JZ 
n • n

Przypomni jmy, że jeżeli (JO. ) jest ciągiem miar skoń­

czonych, -<1^0$ = 0 , i takim, że (exp jest ciągiem

translacyjnie warunkowo zwartym, to każdy punkt skupienia 

tego przesuniętego odpowiednio ciągu nazywamy uogólnioną 

miarą Poissona. Okazuje się , że na przestrzeniach Banacha 

można podać konkretny przykład takiego ciągu przesunięć.

Przyjmiemy następujące oznaczenie : dla liczby T > 0

B = |x: IIxii<t} . Dla miary skończonej -tl niech x = JxdHćx). 
, ■

Gdy dl. jest miarą skończoną a 0 zdefiniujmy miarę : 

exp(-CL) = exp(H)*- ^_x
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Lemat 10.2. ^3] Corollary 1.5.]
, - \ °°Niech X będzie cotyru 2. Niech (IŁ ) będzie ciągiem, 

miar skończonych. Jeżeli ciąg miar fcrexp(^2-^)r^>1 jest 

translacyjnie warunkowo zwarty to jest warunkowo zwarty. 

Innymi słowy : jako ciąg nrzesunięć możne, wybrać ciąg 
xr.n ’^x d -^n^) •

Br
Dowód. Rozpatrzmy ciąg nółgrup [ exp (t )

T,n

n=1,2,.... Jak łatwo widać generatorami tych półgrup są 

odpowiednio operatory A , dziedziny których zawierają C^(X) 

i dla f 6 C2(X)

Anfcx) = j[f(x+y) - ^x)-?lx)(y)-4|B^]a^n^^ . 

Ponieważ ciąg miar (c^expC-^-^)jest translacyjnie warun­

kowo zwarty, to na mocy Lematu' 1.4 dla każdego otoczenia 
/ „ | c\ oo

zera U ciąg miar l-*.! IU / n=1 jest warunkowo zwarty.

Dla ustalonego ciągu 

da przekątniowa taki

kul B^, = t* , wybierzmy meto-

podciąg (n)ć(n) , aby dla każdego i, e- N

ciąg miar | B^ był słabo zbieżny.

Pokażemy, że ciąg fA^) jest ciągiem Cauchy^ego jednostajnie

po xfX i po wszystkich kulach |f€C2<X}: || f |l2 4 K | , K ć R+

Niech € > O i . Weźmy k,!^). Na mocy wzoru Taylora:

B *

Z Lematu 10.1 wynika
Br 

lim sur 
n

O .

Weźmy tak małe, £

i
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Ponieważ słaba zbieżność miar jest równoważna moc­

nej zbieżności operatorów przez nie wyznaczonych, wnioskuje­

my, że dla dostatecznie dużych k,l suma dwóch pozostałych 
ę

składników jest mniejsza od - jednostajnie po x&X . 
2 , .

Na mocy elementarnej nierówności (04] IX §3 Lemat mamy 

dla f6C2(X) oraz k,16(n') dostatecznie dużych :

j f dcrexp(-Q.k\ - j f dc^ezpC^-^ € 

jednostajnie po xeX i kulach X | .

Ponieważ dla każdego funkcjonału x*6X* funkcje cos x*(x) i

sin 2^Cx) należą do C2fX), to ciąg

jest zbieżny jednostajnie po wszystkich kulach^*: ([ x*ll 4 X

Ciąg (crexpUln))nTl jest z założenia translacyjnie warunkowo

zwarty, clobierzmy zatem ciąg przesunięć X 5" [ i podciąg

zbieżny [cT.exp(/lk) * ) k , gdzie (k)c(n!) .

Ze słabej zbieżności tego ciągu wynika, że §

jest ciągiem zbieżnym jednostajnie na kulach x* : lxM<X J ([20] str. 171
Ze zwartości ciągu miar ( cTexp(Jln') * crexp(j2.^ ) n wniosku-

jemy,

inf 
k

że na pewnej kuli x*: llx*|l<a 
\ [cos ^(x) + i sin x*(x)| d [ crexp(_ftk) * crexp(-a^’J(x) >/£

co implikuje jednostajną zbieżność ciągu (exp(i• x*(x,)]) . na tej ' K'// K
kuli, a więc zbieżność (x. ) w normie. To kończy dowód lematu.-K •

Okazuje się , że gdy ciąg(J2 jest dodatkowo ciągiem 

rosnącym, to ciąg (c^expC-Q-n)) jest ciągiem słabo zbież­

nym.
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Lemat 10.3.([3] Thm. 1.6.)

Niech X będzie cotypu 2, a (_Q-n) niech będzie ciągiem 

miar skończonych na X, ^n^ oraz = 0 .

Jeżeli ciąg miar (c.rexp(_Q.jest translacyjnie warunko­

wo zwarty to jest on zbieżny.

Dowód. Na mocy Lematu 10.2 ciąg ( crexp(-ll^Jn_^ jest 

warunkowo zwarty. Załóżmy, że miary i 2 dwoma pun­

ktami skupienia tego'ciągu. Ponieważ (przy oznaczeniach po­
przedniego' lematu) (Anf^)n-1 ^est ciągiem Cauchy^ego jed­

nostajnie po xeX i po kulach ^fć-C2CX): Hf l|^< K , to 

ciąg ^f d crexpC-Q-^) , dla f e C2(X) jest , też zbież­

ny jednostajnie po x&X i kulach ^f£C2CX): H fll^K , 

co implikuje równość miar 2\ 1 = A 2 •

Powyższy lemat pozwala zdefiniować miary Poissona o wy­

kładnikach, których wahanie nie jest skończone.

Definicja. Przy założeniach Lematu 10.3 definiujemy 

c exp(_Q.) = lim c exp(H ) . 
n . n

Uwaga 10.1. Jeżeli (M ) jest innym ciągiem miar speł­

niającym założenia Lematu 10.3 i , to rozumując tak

jak w dowodzie Lematu 10.2 otrzymujemy równość granic (
V feC2(X) lim j[f(x+y)- f Cx) - fVx)(yMB (y)]d -&n(y) *

= lim J[f(x+y)- fcx)- f^yj-^p (y)] d Mn(y) , 

a zatem definicja powyższa nie zależy od wyboru ciągu.

Następny lemat pozwala wyrazić całki z funkcji dwuliniowych 

względem miary exp(M) poprzez odpowiednie całki względem miary M.



Lemat 10.4. Niech M będzie symetryczną miarą skończoną
o nośniku zawartym w kuli = £x:|lxl|<l} i taką, że = 0.

Wówczas dla każdego ciągłego i symetrycznego funkcjonału dwu- 

liniowego K(» ,•)

K (x,x) d (M) x

b) K2(x,x 2 iix/r(1x11^ dM[x)
21

Uwaga 10.2. Oczywiście możemy rozważać miary M skupione 

na dowolnym ? > 0 .

Uwaga 10.3. Jeżeli miara M skupiona jest na B^- i 4 7^ 

to korzystając z własności K(x,x) = K(-x,-x) otrzymujemy :
a) J K (x,x) d c^_exp(M)(x} = ~yx(x,x)d exp(M + M) (xj =

= i^K(x,x)d(M + M)(x) = J K(x,x)d M(x) .

b) Ponieważ J K2(x,x) d[c^exp (M)#crexp(Mjjx) =

= 2^K2(x,x)d crexpCMXx) + 4 jK2(x,y)d c^ezp (M)(x) d c^exp(M)(y^

+ 2 j Kfx,x) d crexpCMXx) K(y,y) d crexp O^Ćy) ,

K2(x,x)d c^.expCWx) — -^K2Cx,x)d exp(M + M)(x) +

2JK2(xłyjd c^p (M/x) d c^.exp(M)(y} K (x, x) d c^exp 2

Na mocy części b) Lematu 10.4 otrzymujemy oszacowanie :

K2(x,x)d c^exp(M)(x^ 4 ~ ( K2Cx,x)d exp(M + M)fx) 4

Dowód lematu. Niech t = M(x) 1 niech P będzie taką 

miar^, że M = tF . Niech X^,X2»...,Xn będą niezależnymi
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zmiennymi losowymi o rozkładzie F. Wówczas

jK(x,x)d F*n(x) . E K(X1+...+Xn, Xl+..,+Xn) =

= n-E K(X1,X1) = n\K(x,x)d F(x) > bodła i^j E K(Xi,X^ =0.

Stąd wynika równość

K(x,x)d exp(M)(x) = e-t- n‘ 5K^,x)d.F(x) =

h = o n!

K(x,x)d M(x) co kończy dowód części a1)

Dowodzimy części b) . Niech. X1,...,Xn i F będą takie 

jak wyżej. Wtedy

jK 2(x,x)d F*n(x) - E K2(X1 + ...+Xn, X1+...+Xn) = 

r 2- b[k -(x1,x)t.«(xn,xn) + 2Lk(x ,x )J

= +...+ A ,X) + +

+ 2 HK(X1,X)‘K(X ,X) + ^K(X,X)- F KCX.,X) +
i*j J J L=1 x J

= n-e[k2 CX1 + nCn-^EfK2^^)] + 2n(n-l) e[k (X1 ,X^ K(X2,xJ^

$ HKU2 [nj||xll4 dF(x) +

|| K||2 n jnxll4 dF(x) +

5nCn-1)y|(xU2 My|(2 dFCx)dF(y) 

3n (n-1 x l(2 dF Cx) J 2^j .

Stąd otrzymujemy oszacowanie :
oa

2(x,x)d exp(M)(x) c e”’t 2-2
l|KH2 • tk-k jl(xl|4 d$c) 

k!

+ , „ K()2 -t.
•“ > A (( • © /_ —t -i •

K-0 K •

= IIKV2 r 5wxu4 dM(x) + 3^11X112 dM(x) ) 2 .
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Uwaga 10.4. Z dowodu części a) Lematu 10.4 wynika, że

dla dowolnej miary skończonej M i dla każdego funkcjonału

x*£X* V x*Cx) d exp(MXx) = 1 :Ć(x) d M£x) .

Wyodrębnimy teraz jako lemat pewne rozumowanie oparte na 

poprzednich lematach i nierówności Schwarza ; będziemy je 

wykorzystywali w dalszym ciągu pracy.

Lemat 10.5. Niech X będzie przestrzenią cotypu 2 , 

a (j3-n) ciągiem miar skończonych na X , o nośnikach za­
wartych w pewnym Bg- , ?JLn^o] = 0 dla n 6-N .

Jeżeli (crexp(-Q.^) jest ciągiem miar zbieżnym do miary 

c_expCO.) , to dla każdego ciągłego i symetrycznego funkcjo- ć-
nału dwuliniowego Kf • ,

lim \ K(x,x)d-Q- <x) 
n J n

K (x,x) dct.exp^2-) (x)

X

Dowód. Na mocy Lematu 10.4 dla każdego neN

j K(x,x)d-iŁnCx) = \K(x,x)dcrexp{ja_nyx) =i
= jK(x,x)dcrexp(JX^Cx) + f K Cx,x) dcrexp(Aj/^ .

Korzystając z nierówności Schwarza i jeszcze raz z Lematu 10.4

oszacujemy drugi składnik powyższej sumy.

crexp(j2.^Jl/xl|4 d^hnCx) + 6 (^'il 

Br Br

Z założenia przestrzeń jest cotypu 2, a zatem na mocy Lema-
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Biorąc r dostatecznie duże i takie, że Br»^x: |(xII < r j jest 

zbiorem ciągłości miary c expp.) , ze zbieżności ciągu 

^c^exp(&j^n°?1 otrzymujemy nierówność :

Stąd zaś

lim 
n

K (x,x) dc^exp(_Q-Xx)

X

Korzystając z rozumowania opisanego w Lemacie 10.5 moż­

na udowodnić analogon Lematu 10.4 dla miar _Q_ nieskoń­

czonych.

Lemat 10.6. Niech _CL będzie miarą L^vy}ego ( niekonie­

cznie skończoną ) w przestrzeni Banacha cotypu 2. Załóżmy, że- 

suppXL<B . Wówczas dla dowolnego funkcjonału liniowego cią­

głego x**X* i dla każdego symetrycznego, ciągłego funkcjo­

nału dwuliniowego K(»,*) oraz dla zachodzą równości :

a-} x*(x) dc^exp4Q)Cx) = 0
x

b) ^K(x,x) dcrexpęQ.)&) = f K (k,x) d-£L(x) .

Dowód., Dowodzimy tylko części a) , dowód b) przebiega 

analogicznie. Niech , ~^~n skończone, skupione

na B^ i ciąg ^crexpC^2-^)I^^ jest słabo zbieżny do mia­

ry crexp^X) . Na mocy Uwagi 10.5 zachodzi równość :

^/(^dc^p^ZL^) = f x*C9 dexp(-O^ + f x*Cx) d^ ęxdJ1 &

* X a n '
= j X*óc) d Jln(x) - X*C jx d ZLn(x)\ = 0 dla n=1,2,....

Gdy n —> oo to stosujemy rozumowanie opisane w Lemacie 10.5 :

0 = J x^x) dc rexp (jx)

X

x*(x) dc^pp-J^
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Szacujemy drugi składnik :

^£>0 3r>0 3- No V n>N0

a zatem x*(X) dcrexp (ŚL) Cx)

X

j x Cx) dc^ex; 
bS.

= o .

Udowodnimy teraz lemat , który będzie jednym z kroków do­

wodu głównego twierdzenia.

Lemat 10.7. Corollary 1.11.^

Niech t>0 będzie ciągłą półgrupą miar na przestrzeni Ba­

nacha cotypu 2. Wówczas dla dowolnego ?"> 0 ciąg wektorów

B~
jest warunkowo zwarty.

Dowód. Ustalmy T'/’ 0. W dowodzie Twierdzenia 2.1 pokaza­

liśmy, że ciąg miar Cexp Cn^ /n)) po 
n=1 jest zbieżny do miary

/^l Na mocy Lematu 10.2 ciąg miar

/n) = 6x5^ d (nn=1,2,..

jest warunkowo zwarty, a zatem z równości

d^^z) ■

wynika warunkowa zwartość ciągu jx d(n/n^^^n= 1 ( Lema't

Możemy teraz sformułować i udowodnić główny wynik tego 

rozdziału - twierdzenie o reprezentacji generatora ciągłej 

półgrupy miar na przestrzeni Banacha cotypu 2.

Twierdzenie 10.1. Niech będzie ciągłą półgrupą

miar probabilistycznych na ośrodkowej przestrzeni Banacha 

cotypu 2. Niech ■ A oznacza jej generator. Wówczas :

1) c2Cx)cdca}
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2) Istnieją 
f \ r 1a) miara Levy ego -O- na X taka, że -LL^Oy = 0 i dla 

dowolnego otoczenia zera U takiego, że _Q.Qu^ = 0 

(A|UC)= lim (n^1/n|uc)

oraz j min (1 , |(X|(2^ dJl(x)

b) miara na X , = lim lim c^ezp (nB J dla

pewnego ciągu i taka, że dla każdego symetrycz­

nego i ciągłego funkcjonału dwuliniowego K(x,y) 

istnieje całka K(x,x)dWx) ♦

c) dla każdego T>0 istnieje granica w normie

z . = lim $ x.d(nA1/Vx) , 
n Br

takie, że dla dowolnej fćC^ty) i ustalonego ?> 0

Af(x) ^Wy.y^d jYy) 

X
Dla ustalonego T > 0 półgrupą Q wyznacza miarę 

1 f rwektor z^. i operator - \ f (x)(y,y) d pfy) jednoznacznie.
2 X

Dowód. Jak pokazaliśmy w dowodzie Twierdzenia 2.1 dla

każdego s>0 ciąg (exp(s• n^y^) n=1 jest słabo zbieżny 

do miary yAg. Na mocy Lematu 1.4 rodzina miar (ny^/^Ju0) 

jest więc warunkowo zwarta dla dowolnego otoczenia zera U.

Ustalmy T > 0 1 wybierzmy ciąg ^Xi 0 , = .

Istnieją wówczas : ^-skończona miara -O- na B(X) , -£ 

1 podciąg (n^ćfn) taki, że dla każdego ciąg miar 

(n^^ | B®fni jest słabo zbieżny do miary |b^.) .

Niech f Napiszmy równość :

00 5 d Cn/i = J f Cx+y) - f Cx)" f 'w) d (n^ /^(y) +

x r < Br c
+ j f fx)(y) d (ny^ /r^Cy) + j f (x+y).- f fx) d(n• 
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Pokażemy, że dla pewnego podciągu ^n)c(n) Istnieją granice 

wszystkich trzech składników prawej strony równości , jedno­

stajnie po xf*X . Na mocy Lematu 1.2 oznacza to , że C2(X)cB(A).

1) Szacujemy składnik trzeci.

Słaba zbieżność miar jest równoważna mocnej zbieżności na CU(X^ 

odpowiadających im operatorów, istnieje więc granica

lim J f (x+y)- r Cx) d (n^ (y) - J f(x+y)- f(x)d^l(y) ,
11 Br #

jednostajnie po x6X .

2) Składnik drugi.

Z Lematu 10.7 wnioskujemy, że dla 

istnieje granica z_ = lim f x 
* n4 J

Br

pewnego podciągu (n^) C (n!) 

/^Mx) * a zatem

5 f'(Wd (ni k
jednostajnie po x &X.

3) Składnik pierwszy.

W celu uproszczenia oznaczeń wybrany uprzednio podciąg (n^ 

oznaczać będziemy przez (n

Na mocy rozumowania opisanego w dowodzie Twierdzenia 2.1

dokonujemy rozkładu generatora An półgrupy (exp(s n/<1/n))s;>0

na sumę An,i + .n,i generatorów półgrup (exp(s

oraz (exp[s .

Ms>0

Ponieważ istnieje granica lim 
n 

miara bS) jest skończona, to onerator = lim A^) 
1 n n»

jest operatorem ograniczonym. Dla f^BCA) istnieje więc gra­
nica lim $ . = . Zbieżność generatorów implikuje zbież-

U f 1 X

ność odpowiednich półgrup, więc z równości :

rex’’tn/t1/n|B^¥.orexp(n/<.1/n|B“) - Vxp(nA1/n) , 
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na mocy Lematu 10,7 , wynika istnienie granic

lim oraz lim orexp/n|erexp

Dla i = 1,2,... zachodzi więc równość

Z powyższej równości, na mocy Lematów 1.3 i 10.3 , wynika

istnienie granicy lim c^exp^2.[B°.) = 
i » *

ciągu (i')c(i) takiego, 
i C

tu y * crexp(JX) s ’

Dla j/► i rozpatrzmy równość :

c^exp^-Q.j oraz pod- 

. Z ciągłości splo-

* creXp(Q^.) = * Crexpp.|B®.) .

Obie jej strony wyznaczają pewien rozkład generatora A ; 
lewa strona odpowiada rozkładowi A = A^ + B^ + A^ , 

natomiast prawa - rozkładowi A = A^ + a^).
Ponieważ generator A^) jest operatorem ograniczonym, to może 

my go odjąć, co prowadzi do równania A^ + B. . = A^ .

Wynika stąd równość miar

V j>i = fat

Przechodząc z j6(if) do granicy otrzymujemy równość

(I) •
Ponieważ f 6C2(X^, to możemy napisać równość :

j f (x+y) - f (x) - f 'fe/y) d (n ( y) = 

Ar . -1 *"
= j[f(x+y)- f(x)- - - f +

+ j + fćx)- fUry)]dCnA1/n) (y)
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Znów oszacujemy kolejno trzy powyższe składniki.

i) Ze wzoru Taylora dla

V€>0 3r> 0 Vlly|l<r

niezależnie od x6X . Zatem

d(n/l/n)^lim lim I C[f(x+y)- ftx)- fZ(X)(y) - -fZZ(X)(y,y) 
n N L 2

£ • sup nyll2 dC^i/JW 1 » na mo°y Lematu 10«1 ;

lim lim ^[f(x+y)- f(x)- f'c*Xy)- lf'f(x)(y,yJ d (n^ ^(y) = 0 , 

jednostajnie po x6X .

2) Z Lematu 10.1 wynika, 

Korzystamy z Lematu 10.4

że s"p Jl jfW.y)|d Cn/i<
1 stosujemy rozumowanie opisane

4- 00

w Lemacie 10.5.
lim ( lf"(x)(y,y)d(n A1/n)(y) = 

n r 2

dc^exp

X

, co wynika ze zbieżności ciągu

do miary >Tu. i z oszacowania :

lim f ^f^Cy.y) 
n z

Pierwszy z powyższych czynników dąży do zera gdy r dąży do 

nieskończoności, a drugi jest ograniczony, bo przestrzeń jest

cotypu 2
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Z równości (I) i z Lematu 10.6 a) wynika, że

lim J 1 fW-y) d ^f(y) - 

X
limH 2 f*(x)(y,y)dpy) + j *

x X
Na mocy Lematu 10.6 b) i Lematu 10.1

bo

™ ę ;fW»y)d<rexP^B/^ 4 ddm f ;llf*Myi|2 dH(y) = o
X 2 2

miara ^y|| -Q_(dy) jest miarą skończoną), jednostajnie 

po x6X . Mamy zatem równość :

lim lim 
"[i' n

Ponieważ

J f^^d^^yj = j fW»y)dpy)«

P x
sup j | f (x+y)- f (x)- f’fx)Cy)|d Cn/i /nyy)
n Br

4 K« sup j |1y|J2 d (hyU1/^(y) ^too , a zatem istnieje całka 
n &r

5[f(x+y)- fCx)- Hx)(y)Jd.il(y) . Wybierzmy € > 0.
Bp 

| $ f (x+y)- f (x)- f '(x)(y) d-Q.(y) - j f (x+y)- f (x) - f '(x/y) d(n/< 1 /^(y) I 

(jf(x+y)- f(x)- ffacKyJdĄy) - f <x+y) - f(x)- ftx)(y) d Cn A1/^)l+ 

+ K J «y|(2 dJl(y) .

Gdy jest dostatecznie małe, to K*J||y|(2 dJL(y) 4 “ • 

Słaba zbieżność ciągu (ny^ /n| do miary (_£!_| implikuje 

mocną zbieżność odpowiadających tym miarom operatorów, zatem

dla dostatecznie dużych n pierwszy składnik powyższej sumy 
£też jest mniejszy od - , jednostajnie po x ć-X , 
2

Ostatecznie
lim lim jf(x+y)- f(x)- f^^dfn^/nYy) =

= t f(x+y)- fCx)- ftx)fy) d Jl(y) , jednostajnie po x6X .
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Otrzymaliśmy reprezentację : dla fGC2CX'

Af(x) - fUKZj) + f"(xXy,y)d/ry’) + $ f (x+y)- f(x)- f'(x)[y^(y)^dJ2^

X x 6r
gdzie z^ , jQ- i y mają własności opisane w tezie twierdzenia.

1 rOperator - j f (x)(y,y) d yy} jest operatorem lokalnym, a zatem 

z Twierdzenia 9.1 wynika, że jest on generatorem części gaus­

sowskiej * półgrupy Co wi?ce3» półgrupa ta jest symet­

ryczna. Aby to pokazać, rozważmy funkcje f GC2CX) 
f = gox* * gdzie geC2CR) , a x*^X*. Dla takich 

2 fYx)(y,y^ = gYx*cX))*[x*(y)]2 , a zatem dla każdego

postaci

funkc j i

* v* x 6 X

część gaussowska półgrupy miar na prostej (x*ojest 
półgrupą symetrycznych miar gaussowskich [14] . Z faktu tego

wynika, że 1 j f"(x)(y,y)dyyj jest generatorem półgrupy sy­

metrycznych miar gaussowskich i jest wyznaczony przez półgrupę 

jAt)t>0 w sPosó^ jednoznaczny. W ten sam sposób pokazujemy, 

że półgrupa wyznacza wektor z^_ , dla ustalonego 2\> O,

w sposób jednoznaczny.
Rozważmy przekształcenie liniowe 7T : X —>Rn , Ponieważ dla 

każdego takiego TT półgrupa (TT.^0 miar na Rn wyzna­

cza swoją miarę LeYy^go jednoznacznie [i ij , to miara _Q. też 

wyznaczona jest jednoznacznie.

Z jednoznaczności reprezentacji wynika, że istnieją granice :

1) = lim J rd^/^)

2) (XL|u°) - lim (nA1/n|uC) dla tych U, dla których .0(3 u) = O

d r ■ °rexp(nZl/nl V)
V

gdzie (n1) jest ciągiem wszystkich liczb naturalnych, a

jest ciągiem takim, że 0 .
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