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WSTEP

W pracy tej badamy rozktad péigrupy miar na dwie czesci:
péxgrupe poissonowsks i pdxrgrupe miar bez dzielnikéw Pois-
sona. Jest to analogon rozkXadu miary nieskonczenie podziel-
nej danego przez wzér Lévy'ego. - Chinczyna.

W latach siedemdziesiatych bardzo intensywnie badano mia-
ry nieskonczenie podzielne na osrodkowych przestrzeniach Ba-
nacha., W badaniach tych wykorzystyWano g¥éwnie technike funk-
cjonatéw charakterystycznych. W szczegdlnosci Dettweiler [12]
i (niezaleznie) Araujo [4] udowodnili wzér Iévy'epgo = Chin-
dzyna w.oérodkowYch przestrzeniach Banacha.

Poniewaz kazda miare nieskoﬁczenié pondzielng na przestrze-
ni Banacha mozna wpisaé w ciagrs pdxgrupe miar, to do ich ba-
dania mozna stosowaé technike pélgrgpowq. Metoda ta nie Dbyza
jednak rozwijana tak intensywnie jak pierwsza. W roku 1964
Gourrége [11] opisat generatory pdéxgrup miar na Rn, a dopiero
ostatnio Samur [2?] uogélni* ten wynik na oérodkowa przestrzen
Hiiberta; W ninlejszej pracy opiszemy generatory pézgrup miar -
na przestrzeniach Ranacha cotypu 2.

Praca sktada sie z trzech rozdziaxéw. W rozdziale pierwszym
rozwagzamy- pé¥grupy miatr na abelowych grupach polskich. W szcze-
gélhoéci dowodzimy istnienia rozkradu symetrycznej péxgrupy
miar na splot dwéch pdtgrup: poissonowskiej i nie zawierajg-

cej dzielnikdéw poissonowskich. Rozdziax drugi poswiecony jest

badaniu asymptotycznych wkasnosci pétgrup miar na przestrze-

niach liniowych z mierzalna seminorma. W §5 pokazujemy, ze
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dla pélgrup g~-ciagych liq»%ﬁp %/Lt{x: q(x)>s}<-+qo,

a w §6 poprawiamy to oszacowanie w przypadku pdigrup gaussow=-
skich. Wyniki powy#sze pozwaiajq udowodnié istnienie momentdéw
rzedu r miar p-stabilnych (gdy r<,p) w przypadkﬁ seminorm
mierzalnych, co jest uogélnieniem wynikéw de Acosty[1]. Roz-
dzjar drugi stanowi czes$é pracy [16].

W rozdziale trzecim podano opis generatora ciggte] pdx-
grupy miar prqbabilistycznych na przestrzeni cotypu 2. Meto-
dy uzywane w tym rozdziale wzorowane sa na dowodzie wzoru
Lévy‘ego - Ghinczyna w przestrzeniach Banacha, podanym w
pracy [3]. Uzywajac metod pétgrupowych pokazano, ze przes-
frzeﬁ Cy funke ji dwukrotnig rézniczkowalnych zaWiera’siQ w
dziedzinie generatora kazdej pdétgrupy miar na przestrzeni
Banacha cotypu 2 i podano opis generatora na tej klasie

funkcji. Wyniki tego rozdziaxu byzy anonsowane w'[27].
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ROZDATAE T

POZGRUPY MIAR NA ABETOWYCH GRUPACH POILSKICH

81, Podstawowe definicje, oznaczenia i fakty dotyczace

poxgrup miar.

W rozdziale tym G oznaczaé bedzie zawsze abelows grupe
polska, e je] jednosé. Bedziemy rozwazaé borelowskie miary
probabilistyczne , bez dzielnikéw idemontentnych , okreslo-
ne na G; ich zbidr z tovologia sXabej zbieznondci oznaczad
bedziemy przez P(G). W P(G) okreslony jest svlot
miar: M * Y (A)= S/Q(Ax"1,) Ydx) . Jest to operacja przemienna
1 ciagta w stabej topologii [20].

Miare /ueP(G) nazywamy nieskor’»pzenie podzielna jedli

dla kazdego n€ N Istnieje miara ¥ € P(G) taka, ze
*n
n =M

Niech f bedzie homomorfizmem pétgrupy addytywne] (R+, +

Y%

w (P(G:),x-). Poxézmy M, = £(t) dla kazdego t> 0. Wéwczas
(/"‘t) £5 0 nazywamy véxgrupa splotowg miar probabilistycz-
nych., Bedziemy rozwazali takze pd¥grupy miar indeksowane
liczbami wymiernymi (M 2 . Q+-; definiujemy je Jako obra-
zy ﬂ+ w homomorfizmie f.

Poniewas rozpatrujemy wy*acznie miary bez dzielnikdw.
idempotentnych, to wszystkie rozwazane pékgrupy beds miazy

nastepujaca wtasnosé [25] $

¥ t>o0 (/u_b*v = Jy = v=ge).



.

Méwimy, ze péXgrupa g,ut) £50 ( odpowiednio (,ur) rC—Q+)
Jest ciagra, gdy %i&/qt-_- 5o ( %ig/ur: ) o

re®

W przypadku G = R™ kazda miare nieskorczenie podziel-
na, mozna Jjednoznacznie wpisaé w cigg¥a pdxgrupe miar. W ro-
ku 1964 Bbge [6] opisaz klase grup (tzw. grupy mocno pier-
wiastkowo . zwarte - “strongiy root compaét"), na ktérych
kazda miara nieskovczenie podzielna wpisywalna Jest w cig-
g¥a péxgrupe miar. Metoda, ktérej uzyr Bge opilera sie na
wykorzystaniu algebraiczno - topologicznych wxasnosci tych
grup i nie kérzysta z pojecia funkcji charakterystycznej.
Wynika'stad, ze przy badaniu miar nieskoriczenie podzielnych-
na dosé szerokiej klasie grué (zawierajqcej, jék pokazazx
-Siebert [23], wézystkie przestrzenie liniowe lokalnie wy-
pukle) mozna stosowad technike pdtgrupowsg jako alternatyw-
ne - w stosunku do funkcji charakterystycznych - narzedzie
do badania takich,miar.

Gu(G) oznaczaé bedzie przestrzen funkcji rzeczywistych
okresdlonych na G, jednostajnie ciggtych i ograniczonych,

Z normg supremum,

Jezeli ‘/AG'P(G) to definiujemy operator probabilistycz-
ny T, : Cu(G)->Cu(G) wzorem Q/*f(x)= 5,f(x+y)@A(y}.
Operatory probabilistyczne maja nastepujace, *atwe do spraw-
d?enia,wlasnoéci 3

1) Tu =Ty implikuje réwnosé miar M = V

2) ?M*v = %M Ty

3) ciag miar gun);11 Jjest zbiezny s¥abo do miary//4
wtedy i tylko wtedy gdy @“n'i’?ﬁtw mocnej operatoro-

wej topologii, to znacz T f-¥ T dal d. > Y
J topolog Y Tw, T —>T,f dla kazdego fe C, (G)

Dla danej pdxgrupy ciagtej miar Qut)t>0 definiujemy pdéx-

grupe operatordw (Tk1bt>0 , oznaczang w skrécie (Tt>t>0 »
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z ciggtosci péxpgrupy miar wynika ciag¥n$é odpowiadajace]
jej péxgrupy operatordéw : 1im Tt = I w mocnej operatorowe]
topologii. 7o

Definiujemy operator A f = %i8+ %(th - f)‘dla tych
fe Cu(G), dla ktérych granica (w nqrmie supremum) istnieje.
Twierdzenie Hille)a - Yosidy [14] ﬁéwi,vZe granica powyz-
sza istnieje dla funkcji f nalezacych do gestej podprzes=-
trzeni liniowe] Cu(G): podprzestrzen te oznaczamy D(A).
Operator A nazywamy generatorem lub opératorem infinite-
zymalnym pdtgrupy @ut)t>o : D(A) jest jego dziedzina.
Wiadomo, zZe jezeli generator A jest operatorem ograniczo-
nym, to dziedzina jego jest caa préestrzeﬁ Cu(G).

Modyfikujac dowody  lematdéw zawartych w ksiazce Fellera

(D4] rozdz. IX §3) mozna udowodnié nastepujace dwa lematy.

Temat 1.1. Jezeli (A ) >, jest ciagiem ograniczonych i
komutujacych ze soba generatoréw pdkgrup miargkgyt>o n=1,2,...
i ciag (An)§:1 Jjest zbiezny w mocnej operatorowej topologii
do generatora A pgwnej poxgrupy miar gﬂ%)t>0 na D(A),

(n)
t)

to dla kazdego t>0 ciag miar ;21 Jjest sxabo zbiezny

do miary /it .

Lemat 1.2._ Niech (Tt)t>0 bedzie ciagta pdétgrups opera-
tordw o generatorze A, Jes$li dla pewnej funkcji feC,(G)
1 o0 S
i vewnego ciagu t —>0+ ciag ({n(Ttnf g f)>n=1 jest zbies-
ny to féD@%

Zdefiniujemy teraz translacyjng zwartosé rodziny miar.
NDefinicja. Niech (queI'bgdzie rodzina miar z P(G). Jezeli
istnieje zbidr (g@xet elementéw grupy G taki, ze rodzina

miar (y&* jest warunkowo zwarta, to(zod&[nazywamy ro-

S.)
Xy /46T
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dzing translacyjnie warunkowo zwarta ("conditionally shift
compact")[ZO] .
Wykorzystywaé bedziemy nastepujacy fakt.
Lemat 1.3. [?.O] NiGChIL/“n%’}lvn% ,{%ng beda trzema ta-
kimi ciagami miar na abelowej grupie polskiej G , ze
: . &0
Mn %Yy =}\n, n=1 2,... . Jezeli ciag (?\n) ney Jest wa-

runkowo zwarty, to ciagi{/&n} iﬁ)}nk sg translacyjnie warun-
“kowo zwarte. Jezeli za$s ciqgi.bu}$ 5.{2n& sa warunkowo zwar-

te to ciag {vnkteﬁ jest warunkowo zwarty.
Definicja. Jezeli M jest skoriczonza, dodatnig miars bo-
relowska na G , M{el= 0, to miars Poissona o wykadniku M

nazywamy miare

0 k
exp(M) = e~M(8) 2: %g;- , pdzie m*0 _ & .
k=0 - °

Niech teraz F bedzie niekoniecznie skonczona miars bore-

lowska na G , F{ek: O. Jezeli istnieje ciag miar skonczo-
00

—r jest

nych M takich, ze F = sup M, i ciag (exp(M&)
n

translacyjnie warunkowo zwarty, to kazdy punkt skupienia
oo
ciagu (exp(M&%&%) n=q Dazywamy uogdélniong miara Poissona
n
i oznaczamy exp(F). Kazde dwa punkty skupienia//x1:i/M2
ciagu (exp(M&*&éP:;1 résnig sie o pewne przesuniecie,
to znaczy istniejg x€G takie, ze /A1 =/“2*'Sx [26].

Bedziemy korzystaé z nastepujgcych wkasnosci miar Pois-
sona : jezeli M i N sa dwiema skoriczonymi miarami bore-
lowskimi bez atoméw w e, to exp(M)¥exp(N) = exp (M+N).

W szczegélnosel (exp (tM)) jest ciaga pérgrups miar.

t»0
tatwo sprawdzié, ze operator ograniczony c(tTc'kM .- I)
(gdzie ¢ = M(G)> jest generatorem pSxgrupy (exp(tM))t>o,

jego dziedzing jest C (&).
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7 powyzszego ratwo wynika , Ze suma dwéch ograniczonych i
komutujgcych ze sobaz generatordw péxgrup miar jest genera=-
torem pdétgrupy miar (splotu pétgrup wyjéciowych). Prawdzi-
wy jest fakt ogélniejszy<[13] ch.VIII Thm 19) ¢ suma gene-

ratora i generatora ograniczonego jest generatorem.

Wykorzystamy tez nastepujacy lemat, jego dowdéd mozna zna-
le#é w ksiazce Parthasarathy’ego [20] .

Temat 1.4. Jezeli (exp(MJ);j1 jest ciagiem transla-
cyjnie warunkowo: zwartym, gdzie (Mn);:1
skonczonych, to dla kazdego otoczenia jednosci U rodziné

jest ciggiem miar

cy *° .
miar (MnlU )n=1 Jest warunkowo zwarta.

§2. Rozklad pétgrupy miar.

Udowodnimy teraz twierdzenie o rozkxadzie pélgrupy miar,
jest to pewien analogon wzoru Lévy'ego - Chinczyna. W bra-
cy [26} Tortiat pokaza¥, iz nieskoriczenie podzielna miara
/A.'bez déielnikéw idempotentnych na abelowej grupie pol-
skiej G ma rozktad postaci M = % ¥ exp(M), gdzie exp(M)
jest pewnsg uogélniohq miars Poissona, a.-f Jest miarg nie
majaca wrasciwych dzielnikdéw Poissona. Modyfikujgc metode
Tortrata pokazemy analogiczny rozkiad pdigrupy symetrycz-
nej na splot pétgrupy uogdélnionych miar Poissona i pélgru-

py miar bez dzielnikéw poissonowskich.

Twierdzenie‘2.1. Niech 9“t’t>0 bedzie ciagka pdzgrupa
miar bez dzielnikéw idempotentnych na abelowej grupie pol=-

skiej G 1 niech U "bedzie dowolnym otoczeniem jednosci
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N . ’ . ’ U
grupy G. Istnieja wéwczas dwie pdxgrupy clagze (-f t ) £50

1 (exp (t’QU)>t>O takie, ze

Y t>0 /ut = Pg *exp(t_O..U).

Miara LX U jest miara skoriczona, jej nosnik zawarty jest
w zbiorze U°, Miary f E ) t>0, maja nastepujacag wias-
nos’é : jezeli exp(M) jest dzielnikiem miary Sag , to
supp M < U .
Jezelli dodatkowo pdigrupa 9)49 £>0 jest symetryczna, to
istnieje rozktad

| My = Py X exp (t),
gdzie (exp G ‘Q))t)o jest péxgrupa uogdlnionych miar Pois-
sona, a (91;) £50 jest péXgrupa miar nie zawierajgcych wkasg--

ciwych dzielnikdéw Poissona.

Nowéd. Niech (/ut)bo bedzie ciag¥s vétgrupa miar na G.
Dla kazdego t)O miara t/'(‘t jest miara skoniczons, zatem
dla dowolnego s> 0O i kazdego otoczenia jednodci U 2za-

chodzi réwnosé :

00 exsls (3] womfe (pulol] = o [s G-

Oznaczmy odpowiednio przez A A2 t oraz At genera-
' b

Tt 2
tory powyzszych pdxgrup. Sa to nperatory ograniczone, dzie-
dzina kazdego z nich jest Cu(G). Dla feCu(G) |

A f(x 1(’1‘ f - :f‘) gdzie Tt jest operatorem probabilis-
tycznym wyznaczonym przez miare /“f » to znaczy dla feC ( G)

T, £(x) = S f(x+y)d M, (y). Granica 1im A _f(x) istnieje
t ' ) OS50 t20+ T &)

dla fe D(A) » gdzie A oznacza generator pdigrupy Q“t) £50
i na mocy twierdzenia Hille’a - Vosidy D(A) jest gesta,
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podprzestrzenis Cu(G). Na mocy ILematu 1.1 implikuje to

1

zbieznosé pdxgrup .{exp[s (;/Aéﬂ $>O} £50 * gdy t—>0+.
5 g 1 .

W szczegdolnoseci, dla s=1 rodzina miar (exp (;/“t>)t>0

jest zbiezna do miaryu/&1.

Stad 1 z Tematu 1.3 wnioskujemy, %e rodziny miar

(exp (-:;/utl U)) £50 oraz (exp (%/L’c[ TIC)> £50 sa transla-

cyjnie warunkowo zwarte. Zatem, na mocy Lematu 1.4 rodzi-

na miar (%/LtlU?> £50 jest rodzins warunkowo zwarta.

Spoérdd wszystkich punktdéw skupienia te} rodzipy wybierzmy
miare Q. o wahaniu maksymalnym. Oczywiscie suppllUc:Uc.
Niech tn~>O+ bedzie takim ciqgiém, ze clag miar (%n/ptnluc> :j{
jest skabo zbiesny do"miaryuIlU.. Miara.flU jest miara
skoriczong, wiec generator pékgrupy_(exp (S'Clﬁ»s>0 jest
operatofem ograniczonym. Oznaczmy go przez A1. Co wiece}j,

7 1 g\ =9 |
st¥aba zbieznosé ciggu miar (Eﬁ/LtnlU')n=4do miary_ll.U

powoduje, iz generatory A1’tn ciagu péxgrup (exp s(;n/«ctnl U)s)O
n=1, 2, ...83 zbiesne dla kazdej funkcji fé& C,(G) do gene-

ratora A1.

Przez A oznaczmy generator pétgrupy (exP [s G;nlu’ tnl UED sd0 °

2,%,
Uzyskujemy w ten sposéb rozktad generatora At :
- 'n
YV nen n, = My *+ Ay g

n

Poniewaz dla fe D(A) 1lim A, f = Af oraz 1lim A, , f = A,f,
n n n ' n

to réwniez dla fe D(A) istnieje granica 1lim A

s
n 2’tn



-13a

7 faktu, iz zbieZnosé generatordéw na zbiorze gestym w Cu(G)

implikuje sxaba zbiesnosé pélgrup([M] rozdz . XIIT§10 Lemat 2)

wynika, %e odpowiednie ciagi pétgrup sa zbiesne. 7 réwnosci (%)
wynika, ze dla kazdego s>0 ciag (exp[s( /Ltt, )D Jest

warunkowo zwarty, zatem péxgruvy graniczne sg ciggrymi pdx-
grupami miar. Zdefiniujmy dla kazdego s>O0 :
7

exp (s_D.u) = 1rilm exp[s' (%n/,a tni UC)] oraz f)s = 1r11m exp[s (% /At

n

72 ciggXosci splotu wynika, ze

V¥ s>o0 Mg = Pg x exp (s

7 maksymalnos$ci wahania miary ..QU' wynika, #e jesli exp (M)

jest dzielnikiem pewnej miary Pg 5 s>»0, to supp MC U .

Niech teraz (/ut) bedzie pétgrupa miar symetrycznych.

50
Wybierzmy vewien ciag otoczerd jednosci .Uk&{e}.

Powtarzaja._c poprzednie rozumowanie dla zbiordw U1, U~ Uy

1 2
U, \U3 syeee Otrzymujemy :
a) ciag miar sko’czonych 'O"k takich, #e supp 0, CU?

oraz supp.Q. < U 1\Uk K =2, 3, v..

b) ciag péxgrup ciagkych G) t)O k=1, 2, ...
o nastepujgcej wiasnosci

(x %) ¥ keN ¥Vit>0  u, =0 exp[t (0 y+. . +0,9]

7 Lematu 1.3% wnioskujemy, ze ciagi miar ( 'PU;)/Q.) ;—’1 1

(exp [ (.O. +eootld k)]) sa translacyjnie warunkowo zwarte.

7 symetrii miar /&t’ t0  wynika symetria wszystkich miar_[)_

i péxgrup (_?t \)t)O K= 1 125000, @ zatem ciagi miar (f)t) ) k 1
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i exo |t(Q, +...+Q o_o__ sac‘warunkowo zwarte dla kazdego
1 k=1
t »0. Niech D oznacza zbiér dodatnich liczb dwéjkowo - wy-
miernych, . Wybierzmy metods przekatniows taki podcisg (k') >
: . () . (
aby ciggl miar (yt )k’ iexp [t(_Q.1+...+_O-kt)] K byry
zbiezne dla kazdego t €D,

Przechodzac do granicy otrzymujemy dwie pdéigrupy miar indekso-

wane liczbami dwdjkowo - wymiernymi :

) .
Y teD S.)t = 1lim gt i exp(tL) = lim exp[iﬁo_1+...+.QK)]
k! k
Pokazemy teraz, ze pdigrupa miar symetrycznych bez dzielnikdw
idempotentnych jest ciagza.
Niech (yr)réD bedzie taka péigrups. WeZmy dowolny ciag
r=>0 , r &D. Rozpatrzmy ciagi miar{v rn} i ll_v:‘l-rn} ;
Poniewaz ))r X'V.I_r =V1 y to z symetrii tych miar i Lema-
“n n
tu 1.3 wynika, %e mozna wybraé podciag sn——>0 taki, iz

lim Yy = ¢ lim M = oraz £ ¥y =V, .
5 s, ’ n 1-sn ¥ v 1

Niech (gn) bedzie podciecg.iem ciggu (sn) o) wlasnoéci? sn> 2un.

Wéweczas Y . x VY =Y i jedli miara £ jest
u, 8,=U, Sy 0

punktem skupienia ciagu {VS - u § , to &% EO =¢ , a zatem
n_ n

2

o &, . Podobnie b . =vunrvs

-2
n~ Yy u, , 2 zatem

n

)

e

£%d, , czyli ¢ =Se’.

Péxgrupy miar (9 dieep 1 (exp (t_.Q.))t cp Sa warunkowo zwarte
1 ciggte w zerze, rozszerzaja sie wiec Jednoznacznie [24] do
pétgrup ciagkych (91:) £50 i (exp (t.().))t>0 .

Poniewas wzdér (% X) zachodzi dla dowolnych keN i t50, to

¥ t>0 pon =ft* exp(t ) .
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Pokazemy jeszcze, ze pdigrupa (S)t) 50 nie ma dzielnikéw .
Poissona.

Z réwnosci P (lg) = j).(g) ¥ expy [t(Q_k+1+...+_Q n)] (dla n)» k)

k
wynika, ze miara ,Pt jest dzielnikiem kazdej miary _P(t) Kels25e
Gdyby wiec miara  exp(tM) , M fs'e bya dzielnikiem miary

Pt , to 'obciecie miary +tM do wvewnego zbioru (.Uk- 1. _1')

‘byYoby niezerowe. Miara exp (t.Q_k) ¥ exp (tMlUk- Uk-1>  byXaby
K1 .
dzielnikiem miary P( t » CO przeczyzoby maksymalnosci

miary Q. K

Uwaga 2.1. Gdy@t) £50 - jest cigg¥g pdétgrupa miar i P 4
nie ma wtasdciwych dzielnikéw Poissona, to dla dowolnego oto-

czenia jednosci U

%91:010) —>0 gdy t->0+ .

Nowdd. W dowodzie Twierdzenia 2.1 pokazalismy, #e ciap

1 w b
(ex» (:;n? tx)> n=1 Jest zbiesny skabo do miaréy P, pdy t—0+,

a ponieway nie ma wtasciwvch dzielnikéw Poissona to
i 1 . ?

dla dowolnego otoczenia jednosci U %9t(Uc>_>O pdy t->0+.
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ROZDZIAZ, TIT

WLASNOSCI PORGRUP MIAR NA MIRRZATNYCH

PRZESTRZENIACH LINIOWYCH

§3. Podstawowe definicje i oznaczenia uzywane w rozdziale II.

Zajmiemy sie teraz badaniem asymptotycznych wkasnodci péx-
grup miar na przestrzeniach liniowych z mierzalng seminorma.

W rozdziale tym (E,B) oznaczaé bedzie przestrzen wektoro-
wag mierzé.lnac to znaczy taka przestrzeid nad ciatem R, ze doda-
wanie wektoréw i mnozenie wektora przez liczbe rzeczywista
sa dziaraniami mierzalnymi ze wzgledu na 6-ciazo B.

Seminormg bedziemy nazywali kazds funkcje q : E—R"
taka, ze q(0) =(0) i spetniajaca dwa warunki :

1) \/"x,yeE q(x+y) £ a(x) + a(y)

2) ¥ X€eR V'o(,(seR l°(|$\/5| = qx) £ q(fx) .

Méwimy, %e seminorma q : E—R" jest mierzalna, gdy
odwzorowanie q :(E,B)-—)(R+,BR+) jest mierzalne, gdzie By
oznacza 6 -ciaXo zbiordw borelowskich w R'.

Niech q 'Bdeie seminorma mierzalng na E. Pékgrupe

miar (M) £50 nazywaé bedziemy q-ciagts jedli

¥ s>0 1lim Xx: qXx)>st =0,
-0+ /ut{' }



§4..Podstawowe nierdwnosci.
Sformutujemy teraz kilka podstawowych lematdw.

Lemat 4.1. (Nieréwnos$é Lévy’ ego)

Niech X,, 2""’Xn beda niezaleznymi, symetrycznymi zmien-

nymi losowymi o wartosdciach w przestrzeni E. Jesli q jest

} .

Dowéd jest *atws modyfikacja klasycznego przypadku, gdy

seminormg mierzalnag, to

]
Ve>0  Pf{paxa(S x)>e} ¢ 27

j¢n i=1

n
£x>

N=
N 1N

a jest norma i mozna znalesé go w ksiche'Kahane’a [19] w
rozdziale 2.
Bedziemy uzywali tez nastepujacych dwéch nieréwnosei,

wykorzystywanych przez de Acoste w pracach [1] i [2] .

Lemat 4.2. Niech X i ¥ beda niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi o wartosciach w E. Jedli a Jest seminorms mierzalng,

t
° Vs>o V 0< € {1

a) Pla(+¥)>s}y Pla(x)> (+g)s}- P La(r) ¢ e8] +
+ Pla@)>(0+9s} P laX) ¢ € sl
b) Pla(x+v)> s} ¢ Pla(X)>a-g)s) + P{q(Y)>(1-£)s} +

+ Plat)>es) Pla@>es].

fatwe dowody powyzszych nierdwnosci mozna znalesd w

ksigzce Fellera [14] str. 255 .

Korzystajac z Lematu 4.2 dowodzimy nastepujgcego faktu.



18-

Lemat 4.3. Niech q bedzie seminorms mierzalna a (/ut) 50

q-cigg¥s pdxgrupa miar. Vowczas

Y u>0 %i&/“uu{x’ a@>s} = mfx: ae)ss)

dla kazdego s>0 , w ktdrym /uu{x: a(x)> s} Jest ciggza.
Innymi sXowy : /l&t+u°Q__1jest stabo zbiezne do /A‘t°q-1

gdy t-=>0+.

Dowéd. Niech X i ¥ beda niezaleznymi zmiennymi losowy-
mi o rozktadach M i pu,» odpowiednio. 2 czesci a) Lematu 4.2

wynika, ze dla wszystkich s>0 i ¢e(0,1)
Moadxt ac0>st y s dx: at) > (1+8)s) - pfx: e es]
/Mu{x: a &) > U+£)s} -/Qt{x: q(x)< E'S} .

Gdy t—>0+, to
lim inf /,Lt+u{x: q_Lx))s} > /Lcu{_x: q(x)>(‘|+£)s} .

t =0+

Podobnie, wykorzystujac Lemat 4.2 b) i q-ciagZosé péigrupy
dostajemy
lim sup /u't+u{X: QO-’))S} S /Au{" q (x) >(1-£)s§ .

t=>0+

co korezy dowdd.

Miare /LL na przestrzeni liniowej ¥ nazywamy miara sta-
bilna o wyktadniku p , O‘<p$2‘ » gdy dla dowolnych niezale-
nych elementdéw losowych X i Y o wartosciach w przestrzeni
R _ 1 o rozkzadzie /u. i dla dowelnych ol'fs>0 element losowy
«X +pY ma taki sam rozkad jak XX + 2z , gdzie [(x,{s)=

1
=(°tp + {bp) /p , & 2 Jest pewnym elementem przestrzeni E .
Miare M nazywamy miara $cisle stabilng, gdy dla dowolnych

oL, /5 > 0 mozna wybraé =z = 0 . Gdy /A, jest miars stabilna
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o indeksie p , wtedy symetryzacja miary J/L ( =/M,%/Z)
jest miaras symetryczng i Scisle stabilng o tym samym indek-
sie p.

Jesli /u_ Jest miaras stabilna o indeksie p, a /ALt jest
rozktxadem Wektora losowego t1/DX (gdzie X ma rozkxad
réwny>/k), to gﬁkt)t>0 jest cisg¥a péigrups miar takg, ze
/b1 =/u,, Co wiece], latwq widaé, ze ta pdétgrupa jest g-ciag-
Ya wtedy i tylko wtedy gdy odwzorowanie X —> g(xx) Jest
ciagte w zerze dla'/x1-p.w. X €%, Z drugie]j strony, gdy
(%,B) jest przestrzenis liniowo - topologiczna z 6 -ciakem
borelowskim B, a q jJest seminorma ciagta to kazda pdx-
grupa ciagia Jest aq-ciagza.

Po tych uwagach mozemy przejdé do badania asymptotyki

poXgrup.

§5. Oszacowanie z géry dla péxgrup miar,

Pokazemy teraz, ze dla kazdej aq-cigge]j pélgrupy‘put)t>o

N
lim : N s + 00 .
im gup T fMafx q(X)>q}<

Twierdzenie 5.1. Niech q bedzie seminorms mierzalna
a 9u%)t>o a-ciagXa pd¥grupa miar probabilistycznych. Wtedy

1
Y s>»0 lim sup =~ X: 0(X))st { + o0 ,
t—0+ tﬁt{ 5

Dowéd. Zaxézmy, ze s t>0 s3 symetryczne. Ustalmy s> 0.

. . . S 1
Zaxézmy dodatkowo, 7e /uj{x. Q.(x)> Z} < 5 .
Bez straty ogdélnosci mozemy zaxozyé, ze ‘§ jest punktem

ciggrodel  F,(+) = Mm.4x: a(x)>e} . Niech 1t —»0+.
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Poxézmy k_ = Ll 1 i niech ,,\(_n), X@,...,Xm) beda sy-
n th 1 2 Ky ‘

metrycznymi, niezaleZnyml zmiennymi losowymi 0 jednakowym
rozktadzie, takim, ze Z Xcm ma rozktad rdéwny /"(k P

n
Uzywajac standardowe] nlerownoqci

max q(Y(n)) & 2 max q (Z}’qj)

1<n 1<n

I'd

i Lematu 4.1 otrzymuiemy nastepujaca niero’wno'c s
P{max q(Xm))>s £ ?P{ Z.ix(?) } £ 7P{Q(Z ch) > E} .
Stad dosta,,emy nierdéwnosé

. k" i
Pivax aOge} o1 - 2fa(T )2

czyli ky,
. g
[ dxi 0] Ty 12 [ a0 2}
Ostatecznie Ak

. . 1 = dn
R T

dzie K _ =1 =2 x: qx - 0
® n /Mkntn{ - )>4}

Poniewaz k-t —>1+ zastosowanie Tematu 4.3 koriczy dowdd.

Pokazemy teraz, jak uwolnié sie od zaXozenia, iz /u,l,[x: q(x))g’-}(Al
. ‘ 4 /2

Oczywiscie dla kazdego s3>0 istnieje to >0 takie, ze
. S 1 . .
/&to/lx. Qx)> Z }(-2- ; Do ) £50 jest q-ciag¥a .

Poxd zmy Yy = \)t-to . Wéweczas O)t) £50 jest symetrycznag,

q-ciag¥a pdigrupa miar o wxasnosci V) {x' o(x)> } ( 2 .
Zatem teza twierdzenia jest prawdziwa dla polgrupy (v9 £50 *
Dla dowolnej pdtgrupy udowodnimy twierdzenie wyk,orzystugacc

standardows metode ‘symetryzacji :

pétgrupa (?\t) £50 = 9&,6*/2;6) £50 jest symetryczna i q-ciggZa
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( vo S,u,t) £50 jest pétgrupa q-ciagka). Co wiecej, dla

kazdego s>0 mamy nierdwnosé .
. & Bl ¢ S % [x: 81 =
/bbt{x. q_(x))s} \/u‘t,{x. q(x)éz}é/ut*/ct{x.“q(x)> 2}
=>\t{x: q(x)>§} g

Otrzymujemy zatem nierdwnosc :

, =1
Medxs a@ys) < Afxr 0> 3} : [/‘f‘t‘{“ acx) < 3}] .

Gdy t—>0+ to /at{xz a(x £ = } —>1 , zatem z prawdziwosci
2

tezy twierdzenia dla pdxgrupy symetrycznej O\ wynika

t) 450
jego prawdziwos$é dla pdéxgrupy g/b.t) £50 °

§6. Oszacowanie z géry dla pétgrup gaussowskich.

Dla miar gaussowskich mozne uzyskaé dokradniejsze oszaco-
wania.

Miara /A na przestrzeni E nazywa sie miarg gaussowska
(w sensie Fernique'a [15D, je$li jést miars stabilng o in-
deksie 2 i jezeli dla dowolnych dwdch niezaleznych elemen-

téw losowych X X, o rozkiadach réwnych/u, , wektory lo-

17 72
sowe X1'+ X2 oraz X1 - }(2 sa niezalezne.

Jezeli (E,B) jest przestrzenia wektorows taka, ze 3B jest
generowane przez przes'trzer’l wektordwa ? form liniowych na
B, wtedy definicja ta jest réwnowazna klasycznej :v

miara /M jest gaussowska wtvedy i tylko wtedy gdy f£(:) jest

(rzeczywistg) gaussowsksa zmienna losowa dla kazdego fé?_ .

Twierdzenie 6.1. Niech/u bedzie miara gaussowska na E.
Zatxézmy, ze q jest mierzalnag seminorma i o —> q(«X) jest'

przeksztatceniem ciag¥ym w zersze -prawie napewno. Wéwczas
. [ . - p
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dla kazdego s>0 i kazdegn k&N

. 1/2 |
1.. - . = °
t—j>8+ ke /* frz alt ) > S§ 5

Dowdd. Uzyjemy techniki Ferhique’a [15] . Udowodnimy twier-
dzenie tylko dla przypadku, gdyl/x, jest symetryczna i Scis-
18 stabllna, dla/;a dowolnych stosujemy symetryzacje.

Oznaczmy Rs(t ./u{x. q(ﬁ1/2xj>s} . Niech X i Y beda nie=-
zaleznymi zmiennymi losowymi o razkkadzie/}& . Korzystajac

z definicji miary gaussowskiei mozemy napisacd :

R (8101 = Rp @) = PLal'Zmye} v foe’? 2]~

= P{q(t”z ¥)ss , ok'/? YKS} =

= ?la ('(t/2)1/2(X+Y))>s s @ ((t/2)1/2 ®-¥))g

I

e

l\)lm

V/aN

pfa (6/2)" /2 (v - o (672)/2 1) S

N0

& 2 fa(@t)"/? s, q (1) 172 Y)>§ } -
N AL LS
Stad "
R () (1 - Rg /5 ))& [RS/Z @y
czyli : ' '

» 2
Ry ()& [Rgpp 28)]°  + Rg (£)" Ry /p (5) .
Zatem z Twierdzenia 5.1 otrzymujemy, ze

1, 1/2
lim sup = ' Mdx: o (% X) 38 L+00
t=0+ 42 M ) } ’

a dalej indukcyjnie
. 1 . 1/2
1im ;k /u{x. a (% x) > s% = 1

20+

‘dla kazdego k &N , cc ko¥czy dowédd.
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Yniosek 6.1, Niech./xfbedzie miars gaussowska na osrod-
kowe], metryczne] przestrzeni liniowej. Véweczas dla dowolne=-

go otoczenia zera U mamy

. 1 -1/2 .¢ }' -
= VAR I

Dowéd. Niech Il bedzie seminorms (to znaczy metryks
niezmiennicza na przesuniecia ) generujaca topologie prze-
strzeni, Bez utraty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze -1l jest
niemalejaca [21] . Jezeli U jest otwartym otoczeniem zera,
to istnieje & > O takie, e Ucc{x; ixu>ef .

Teza wniosku wynika z Twierdzenia 6.1 i ciggXosci mnoszenia

przez skalary.

Uwaga 6.1, 2 powyzszego wniosku wynika, ze dla kazdej mia-
Ty /;L' symetryczne]j gaussowskie] na/pérodkowej przestrzeni
metrycznej liniowej ¥ 1istnieje proces Wiénera (tj. proces W@%t)O
jednorodny,o przyrostach niezaleznych, trajektoriach ciagXych |
b4 prawdbpodobieﬁstwem 1 i taki, ze W(0)="0 ) o wartonsdciach w
B i taki, ze W(1) ma rozk¥ad réwny//& (patrz [7]).
Istnienie procesu VY implikuje prawdziwos$é tak zwanej Zasa-
dy Niezmienniczosci (Invariance Principle ):

. ’ w
jesli (Xn)

W Jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych

o wartosciach w E 1 o tym samym rozkZadzie i takich, ze

(X1+...+Xn)/ﬁ? jest zbiezny wedtug rozkradu do. W(1), to proces
~ e 2 g, B .." 2 ‘ﬁ

stochastyczny frlﬁﬁ = (X1+...+ﬁhﬁ])/(ﬁ‘ jest sxabo zbiesny do

W({) w przestrzeni DE[O,1] (poréwnaj [7], Thm.1> .

Powyzsza wersja Zasady Niezmienniczosci zostaXa zastosowana

do dowoddéw pewnych funkecjonalnych twierdzed granicznych [8] AH8].
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Uwaga 6 .2. Mozemy rozwazadé réwniez miary gaussowskie w
sensie Bernsteina. Mowimy, Ze/u jest gaussowska w sensie
Bernsteina (B-gaussowska) Jezeli dla kazdych dwéch nieza-
leznych zmiennych losowych X i1 ¥ o rogk?tadach réWnych/U«,
X+Y i X ~-Y sa niezalezne. %atwo pokazaé, ze Twierdze-
nie 6.1 gzachodzi tez dla miar B-gaussowskich. Zmodyfikowa-
na wersja tego twiei‘dzenia zachodzi tez dla miar B-gaussow-

skich na grupach abelowych.

Twierdzenie 6,2. Niech q bedzie seminorms mierzalna

a /w miara stabilng o indeksie p. Wtedy

lim sup tp/u{x: a(x) )t} L+

t—>+00
co implikuje
Y r<p ‘gqr(x) d/u(x)<+°°.
Dowdd. Tak jak poprzednio udowodnimy twierdzenie tylko
dla przypadku gdy /M jest symetryczna i Scisle stabilna.
W tym przypadku X,, + X2 ma rozkxad taki jak X—X,' , gdzie
¥ = 21/p . Jedli s jest tak duze, aby speZniony byt wa-
. s 1 ; .
runek /u{x g(x)} Zk(-z- to z Twierdzenia 5.1 wynika, ge

. n . ny
llmnsup 2 /M.{X q(x/x-))s}(-(-OO.

Dla kazdego n€N istnieja:k, ocatkowite 1 §_, 0g§ <1
n

n
. kn , -n
takie, ze D & . Wéwezas . E [2kn/n 2"8"] - =
p n 7 ‘
-kn 5;"’” 4 ) .
= 2 2 . 2 subaddytywnosci q wynika oszacowanie :
k k -n '
n n AN
2% q(x/™) a2y x) = o (M%) Y ax) ,
wiec

-n —-_— Sh' n -

-k
q(x/a-n) 7 2 n q(x) = ¥ 2 .+ q(x) ) zfn ;-q(x) .
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7Z powyzszej nieréwnosci na mocy Twierdzenia 5.1  otrzymujemy

oszacowanie
2n/u{x_: q(x)>3-n-2-s§ < 2“-/4{x: q(x/xn)> st < c¢+oo,
St_osujemy- interpolacje. Jedli yM-2.s <t ¢ 5-n+1-2'.s to
whx q @)t} s sP-2% u fx: a(x) AL s}< 2P+, 5 ,

co konczy dowdd twierdzenia.

8§7. Istnienie momentdéw eksponencjalnych miar nieskornczenie

podzielnych bez dzieéelnikéw poissonowskich,

Bedziemy teraz zajmdwaé sie miarami nieskoriczenie podziel-
nymi nie majqoymi dzielnikdéw voissonowskich, Tezeli (Pt £50
jest pdxgrups takich mlar na osrodkowe j przestrzenl T 2, semi-
norms, mierzalna a, to na mocy Uwagl 2.1 dla kazdego €>0
%:Pt&x: q(x)>£§-—>0"ndy t‘>b+. Wxasnoéé ta implikuje istnie-
nie momentdéw eksponencjalnych mizry 131 .

Modyfikujgc nieznacznie dowdd Hoffmanna-{%rgensena Z pracy [37]
mozna-udowodnié nastepujaca nieréwnosé,

Lemat 7.1. Niech X,,¥,...,X
nymi zmiennymi losowymi o wartosciach w przestrzeni . Jesli

n bedag niezaleZnymi,hsymetrycz-,

q Jjest seminorms mierzalna, to dla dowolnych t,s >0
£ v ' o 1‘" £172
P
fo (B> ome} € gt >}« el (3 25 >3]

Korzystajac z powyﬁézego lematu udowodnimy nastevujagce

nszacowanie.

Twierdzenie 7.1, Niech g ©bedzie scminormag

mierzalna na B, a qat)£>o ciapta pdkgrupa miar o wktasno:sci

(¥ ¥ 850 % Pefx: a(x)>sf —>0 gdy t—>0+ .
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Istniejs staxe 'or., c > 0 takie, ze dla kazdego t>O0

!\",r‘.-:l
Pofxea@ssl ¢ e” T

Dowbdd. Zaxdzmy, ze Prs t>0 , sa symetryczne. Niech

Xisevapk beda symetrycznymi, niezaleznymi zmiennymi loso-

1 n
wymi o jednakowym rozkr*adzie rdwnym f1/n . 72 Lematu 7.1 wy=-

nika nastepujaca nierdéwnosé :

¥t,s5> 0 ,fq{x: q(x)>2t+s} ¢ 1 'D)Vn{x’ 9(x) ¢ s}]n
2
+ [2 P1{x: q(x/Z) >t/2} ]

7 warunku (¥) : n~[‘l - f1/n{x' a(x)& s }:l o( >O dla

h=>00

kazdego s>»0 , a zatem

[P1/mlx: a9g JI [- - jn]n =20

-

dla kazdego | s>»0 .
Otrzymujemy wiec nierdéwnosé :
P dx:amy et} ¢ [2 P 4Ix: a(x/2) >t/2}]

Poniewaz q Jjest monotoniczna to mozemy napisadé nierdéwnosé :

Pafxrae)> 46} ¢ [2-p 4 fx: adt }]°

Iterujac powyzsza nieréwnosé n razy dostajemy nierdwnosé :

91{;@: Q (x)>4ntls 4 [4 ﬁ{x: q(x))lt}].zn
Zastosujemy metode aproksymacji. Wezmy to tak duze, aby
49X 00> tY =Y < 1. Niech teraz 4%ty g s ¢ 4™t
Wtedy
?1{’( q(x))4n+1 O}(gp Az o(x)}s} j)1{x. ) (x) >4 to}
czyli {x' c(x)>s} £ X* r,ﬁl,:’—. .

O.

Dobierajac teraz odpowiednie sta*e K, ¢ > O otrzymujemy
nieréwnosé :
R s>0» ?1{}:: q(x)> s} £ ce'dvf? .

Dla dowolnych pdéXgruv stosujemy métodg symetryzacji.
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Wniosek 7.1. Przy zatozeniach powyzszego twierdzenia

istnieje stata & H 0 taka, ze
\Jo((o(o-‘v‘0>0‘ EC‘exp (og\lq(x)') d91(x)<fl-0°.

Wniosek 7.2. Niech M bedzie miars gaussowska na E.
Zaxézmy, ze q jest seminormg mierzalna i
XA—>qxx) jest przekszta‘icenierh ciagtym w zerze /u_-prawie

napewno. Wowczas

30(0>0, c¢>0 /u,{x: o} (x))t} £ ce'“oﬁ ¢

Dowéd. Na mocy Twierdzenia 6.1
1 p
\ - p . .—->
Vs)O t/At{x q(x))sk —>0, gdy t O+, .

zatem teza wniosku wynika bezposrednio z Twierdzenia 7.1.

Uwaga 7.1. Oszacowanie powyzsze moszna jeszcze poprawic.
W ‘pra.cy [-9] pokazano, ze jesli /u jest miara gaussowské na E, -
a q seminorms mierzalna, to dla kazdego £, 0L €2 , istnie-
je C£>O takie, 2ze |

Vit>0  ulx: a0 >t} ¢ grexp(t77F) .

Dowdéd tego faktu polega na zaadaptowaniu oszacowar uzyskanych

przez de Acoste [:-‘l] do metody Fernique'a [15] .

Dla petnosci przytoczymy na zakoriczenie tego rozdziatu

wynik uZyska.ny w pracy [-10] .

Twierdzenie 7.2. Niech q ‘begdzie seminorma mierzalna
a (/{f‘ft.) £50 a-ciagts véxgrupa miar probabilistycznych na E,

Wéwczas istnieje nierosnaca funkcja ©(s) okreslona na. (0, 0c0)
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taka, %ze dla kazdego s > O Dbedacego punktem ciagXosci
funkeji O
1

lim - X3 g (x sg = Q) .

t—=>0+ t /At{ )> )
Jesli /"Lt’ t>0 , sa gaussowskie, to 8=o0 ;s Jjesli istnieje
funkc jonaz liniowy f taki, ze f(*) nie jest zmienna losowa
gaussowska, (wzgledem miary‘/»1> idla pewnegO(x6(0,1j

&

ay IfI° to OFo0 .



ROZDZIA» TIII
GENERATORY POLGRUP MIAR NA PRZESTRZENTACH COTYPU 2

§8. Definicjé i oznaczenia uzywane w rozdziale IIT,

W rozdziale tym X oznaczaé bedzie zawsze osrodkows,
rzeczywista przestrzen Banacha.

Niech fe‘Cu(X) bedzie funkcjg dwukrotnie rézniczkowal-
ng w sensie Frécheta. Wéwczas dla kazdego x €X ©pierwsza
pochodna f'(x)(+) jest ciagkym funkcjonatem liniowym na X,
a druga pochodna f"(ﬂéu) jest ciaglym, symetrycznym

funkc jonatem dwuliniowym. "f"(x)"-: sup f%x)m,v)],.
flultéd UV«

Definicja. Przez CZ(X) oznaczaé bedziemy zbidr tych

funke ji feiCu(X) dwukrotnie rézniczkowalnych w sensie

Frécheta, dla ktérych Il £/l = sup Il £'&x)ll (+» oraz
xXeX
(£") = sup ll£/(x)ll{ o0 i takich, se. £¥ jest jedno-
xeX

stajnie ciagzxe.

" CZ(X) okre$lamy norme: | fll, = [ fll4 flE o+ we”

W przypadku, gdy X Jjest przestrzenia Banacha wymiaru
skoriczonego, te G, (¥) jest podprzestrzenia liniows gesta
w Cu(X) . Gdy dim X =00 , to juﬁ?w przypadku przestrze-
ni Hilberta C,(X) nie jest podprzestrzenia gesta w Cu(X)[ZZJ)
tym nie mniej zbidr tych funkecji wyznacza miary na kazde] oS-
rodkowe} przestrzeni Banacha Y , |

Aby to udowodnié wystarczy rozpatrzeé zbidér funkeji fétﬁﬁ(X)
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*—

*, gdzie ge CZ(R) a xfe¥ . Jezeli dla

postacli f = gox
kazdej takiej funkcii f mamy réwnodé Sf Q/L = j:f<1v .
to miary na proste] (x?f) i (x‘ov) s3 réwne, co (z odrod-

kowoséci przestrzeni X ) implikuje réwnodéé miar //L iv.

§9. Generatory pdétgrup gaussowskich na przestrzeniach

Banacha.

Rozpoczniemy od definicji oneratora lokalnego.

Definicja. Operator A o dziedzinie D(A)ClCu(X)
dziaXajacy w Cu(X) jest operatorem lokalnym gdy dla kaz-
dego fe€D(), f =0 w pewnym otoczeniu punktu' x pociaga
Af(x)= 0 .

Opiszemy teraz generatory pétgrup miar gaussowskich.

Twierdzenie 9.1. Niech 9“1)t>o bedzie pdékgrups symetrycz-
nych miar gausSowskich na asrodkowe] przestrzeni Banacha X,
a operator A jej generatorem. Wéwczas :

0 C,(X)c D)
?) dla kazdego f € 0 (X)

A £(x) = hy ; £'0(y,y)d 4f¥) , 7atem A jest lokalny.

I odwrotnie, gdy Q“t)tyo jest ciagis pélgrgpg miar na X
taka, ze dziedzina je] generatora zawiera CZ(X) i dla funkcji
z 02(X) operator ten jest lokalny, to Qut)t>0 jest pézgru-

pa miar gaussowskich.

‘Dowéd. 7 definicji miary gaussowskiej M, =o£(t1/2 Y) ,
gdzie Y Jest wektorem losowym o rozkladzie'/x1.
Miary‘/xt, t>0 , maja wszystkie momenty, a zatem z ich sy-

metrii wynika, ze .S‘fl(X)LV) d./&t(y) = 0,
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Ze wzoru Taylora dla f eC?(X) :

o - 1] - gg[f (x+y) - £(x) - f'(}t)(y)]d(% Foly) =
= %S[f (x+V?3)-f(x>-§'w(g)-VF:| dpqfy) = %jf”(mﬁ-@y)(y,y)d Mg ()

Z definicji CZ(X) przeksztazcenie x-—-—7f"(x) jest jednostaj-
nie ciagte :
Very03&Ho Yiux, - xucd =leey - izl <£ .

Oszacujmy réznice

\% §f”(x+\/?a_,y) (v,7) d/u1(y) - % gfll(x)@,Y) d/‘41(.’)’) =

-;- f'/(xﬂ’?%y)(v,y) - f'wE,y) d M (y) | +
{3:"5‘3"58}

A3 (e ®aREy = Loy apm| €

%\y.llﬁ'gll)&}
. 2 2
N gyEJMyﬂ dmqy * ‘gufﬂmwu M ()
CRIERY; Ly:uvEy>3}

Gdy t—>0+ , to Snyu2 'd/a1(y)——->0 , wiec powyzsza réz-
L9 10El > 5

nica dazy do zera jednostajnie no xeX ,

Udowodnilismy wigc, ze dla kazdego f €C,(X)

1 o 3
Af(x) = f; 0T, d 4 @)
; X
Przypusémy teraz, ze g/.ct) £50 jest ciggta péigrupa miar

na X , jej generator A gzawiera C,(X) w swej dziedzinie

2
i jest na 02 (X) operatorem lokalnym. Rozpatrzmy zbidr

funkcji f = gex®, gdzie geCZ(R) a x‘ex¥, Oczywiscie



e

¥ e . -
gox:eCZ(X) i generator pdtgrupy §M%)t70 jest na tym zbio
rze operatorem lokalnym. Oznacza to, ze generator pdxgrupy
(x:o/uma t)O miar na R jJest lokalny, a zatem dla dowolne-
¥ -
go x*e X* polgrupa (x o/at t>O jest pdxgrupa miar gaussow
skich na proste] {11] « Wmysl jednej z rdéwnowaznych defi-
nicji miary gaussowskie] oznacza to , Ze miary /Af st>0 ,

sa gaussowskie.

§10. Reprezentacja generatora pdigrupy miar na przestrze-

ni cotypu 2.

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem opisu generatordéw pédx-
grup'miaf na przestrzeniach Banacha. Rozwiazaniem analogicz-
nego problemu dla funkcji charakterystycznych jest wzdr
Tévy'ego - Chinczyna [12], [3] . OkazaZo sie, ze jes$li za-
miast miar i ich funkcjonaxéw rozwazadé pétgrupy cigge miar
i ich generatory, to metody dowodu wzoru Lévy’ego - Chinczy-
na 2z pracy [3] mozna zaadaptowaé do dowodu énélogicznej cha-
rakteryzacji dla generatorow. Ponlewaz jednak catkowalnosé
funke ji min(1 (pd ) wzgledem miar Lévy ego zalezy od geo-
metrii przestrzeni Banacha, udazo sie w ten’ sposob opisaé
generatory péxgrup tylko na przestrzeniach cotypu 2

Lematy 10.2 , 10.3 , 10.7 sa wzorowane na odpowiednich
lematach w [3]. VY pracy [31 udowodniono ich ogdélniejsze wer-
sje (dla osrodkowych przestrzeni Banacha) , dla peZnosci jed-
nak podajemy ich dowody w przestrzeniach cotypu 2 , uzyska-
ne techniks pdéxgrupowa. W niektérych przypadkach zastosowanie
techniki pétgrupowej pozwala znacznie uproscié dowody ( np. Te-

mat 10.7 ).
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Definicja. Przestrzend Banacha X nazywa sie przestrze-
nia cotypu 2, gdy
Jc>o Vnen Vx %y, 0e0x, € X

2. o,
BAZ =Tl Y cezuxg©
gdzie (ri) 121 oznacza ciag Rademachera.

Niech gxp(.Q) bedzie uogévlnionat miara Poissona.. Zgodnie
z términologiac wprowadzona w pracy [3] miare 0 bedziemy na-
zywaé miara Lévy‘ego.

Miary Lévy’ ego na przestrzeni cotypu 2 majg nastepujacs,

podstawowg w rozwazaniadc tego rozdziaxu, wkasnosé.
Temat 10.1. ([5], [16]). Niech X bedzie przestrzenis Ba-
nacha cotypu 2. JeZeli(iln) ::1 jest ciggiem skorczonych
) . oo
miar Lévy‘ego na X takim, ze ciag (exP(‘Qn))nﬂ jest

translacyjnie warunkowo zwarty, to
2
sup S min (1 , IIX1 )d.O.n(X)<+°°.
n .

Przypomnijmy, ze jezeli (_Qn) 1:21

czonych, ..in{0§= 0, i takim, ze (exp (.Q.r))n': jest cizgiem

jest ciagiem miar skon-

translacyjnie warunkowo zwartym, to kazdy punkt skupienia

tego przesunietego odpowiednio ciagu nazywamy uogélniong

miars Poissbna‘. Okazuje sie , ze na przestrzeniach Banacha

mozna podaé konkretny przyktad takiego cisgu przesunied.
Przyjmiemy nastepujace oznaczenie : dla liczby T > O

B, = {x: llxu(T} . Dla miary skoriczonej L. niech xT:;; xd Q&)

¥ ’ s r
Gdy (L jest miars skoviczong a T > O, zdefiniujmy miare :

C o explQ) = exp (LL)* g_xz_
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Temat 10.2. ([3] Corollary 1.5.)
(0,
Niech X bedzie cotyou 2. Niech (ﬂn) n=1 bedzie ciagiem
misr skorczonych. Jeseli cisg miar (crexp(_f;rz)no:" jest
translacyinie warunkowo zwarty to jest warunkowo zwarty.
Innymi sloWy ¢ jako ci=g vrzesunieé¢ mozna wybra.é ciag

Xy pn. ™ é‘: d .ﬂ_n(x) .
Dowéd. Rozvatrzmy cisg ndéxgrup (exp (t .fln)*(g-_th ) £50

’

3

n=1,2,.... Jak Yatwo widaé generatorami tych péxgrup sz
odpowiednioc overatory An , dziedziny ktérych zawierajs C?(X)

1 dla feC,(¥)

/

AT (x) = 5[1‘ (x+y) - £(x)- f(,x)(v)-'ﬂBt(y)]a.Qn(y) .
Poniewas ciag miar (Cz-GXp(ﬂr))::1 jest translacyjnie warun-
kowo zwarty, to na mocy Tematu 1,4 dla kazdego ontoczenia

c\ o

zera U cizg miar (‘O'n, U )n=“ jest warunkowo zwarty.
Dla ustalonego ciagu kul B, /VLL& 0,7, =7 . wybierzmy meto-
da.przekatniowa taki podeiag (n)ctn), aby dla kazdego i eN

c .
ciagg miar (_O-ﬁl B”ZL)"' byt stabo zbiezny.
Pokazemy, %e ciag (Ad] jest ciagiem Cauchy’ego Jednostajnie
po xeX 1 po wszystkich kulach [ feC,(X): ufuzgx} , KeRr* .

Niech € >0 i £, £ X WeZmy k,le(n'). Na mocy wzoru Taylora:

|6y f - 4,9 (D¢

By i
1 L
Jf(xw)- £(x)- £(x)(y) 40y (v) - j‘f (x+y) = £(x)- f'(X)(y)d%(y)f+
B-C'BAL,‘ BL‘—B‘[f
+\ Sf(x+y)- f(x)d.Q-k(y) - 5 * (x+y) - f(x)d-Qlﬁf)} .
Br Bz

7 Tematu 10.1 wynika. 2e 17'_,.;L 12 ( e L) =
) : o Jn? ey - o

S% f’/(x+9 3’)'(.’,7:}’) d—o-k(Y) - 5% f”(x+<9 NE,y) d__O_l(y)

+

z e <r hVd 9 1..'1‘. + \ 2 ~r
Wesmy /'L'- tak maxe, aby g ([l A,.O.,((,) ; j Lyl d-ﬂ.ltu) & ;-l-l-;”- .
R A
Bo; By:

+
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Poniewaz sxaba zbieznos$é miar (_Q. IB ) + Jest réwnowazna moc=-
nej zbieznosci operatoréw przez nie wyznaczonych, wnioskuje=-
my, ze dla dostatecznie duzych k,1 suma dwéch pozostazych
skradnikow Jjest mniejsza od £ jednostajnie po xe&X .
Na mocy elementarnej nierdéwnosci ([14] IX §3 Temat 1) mamy
dla feCZ(X) oraz k,le(n') dostatecznie duzych :

Sf de exp(ll ) - Sf de exp(.le)l {¢

jednostajnie po xéX i kulach fo : lfll <K}

Poniewas dla kazdego funkcjonatu x*e¢X* funkcje cos X&) i
sin ¥'(x) nalezs do C,(X), to ciag

( S[cos‘x*(x) + i sin x*(x):ld C-eXD .O_M,(x» /n,

Jjest zbieZny jednostajnie po wszystkich kulach f\x*': | x*¥1 & K}
Ciag (c exp(-Q )} °° Jest z zaXozenia translacyjnie warunkowo
zwarty, dobierzmy zatem ciag nrzesuniec{g } i podciag
zbiezny . (OI?XP(‘O‘k) ¥ Sxk) K gdzie (k)c(n.)

-
Ze stabej zbieznosci tego ciggu wynika, sze Seix m”é‘gz_exp(ﬂk)(x))k
jest ciggiem zbieznym jednostajnie na kulach{ x* s lx"‘l(K} ([20] str. 171,)
Ze zwartosci cizgu miar (c,z_exn(-ﬂ. ) * ct_e}‘:p(_Q.n))r1 wniosku-
jemy, %e na pewnej kuli & x*: | x*l\(a}

inf S [cos x’.*(x) + 1 sin x(x)] [crexp(.ﬂ. )-x—c exp( ](x}

Ve,

co implikuje Jednostajna zbieznosé ciagu (exp(i-x(xk))) x na tej

kuli, a wiec zbieznosé (xk) w normie. To kod¥czy dowdd lematu.

Okazuje sie , #e gdy ciag (2 ) ;:1 jest dodatkowo ciagiem
rosnacym, to ciag (c?eXp(.O.n)) 1::1 Jest ciagiem skabo zbiez-
nym.
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Lemat 10.3. ([3] Thn. 1.6.)

Niech X bedzie cotypu 2, a (L) *°

n=1
miar skordczonych na X, ,Q.n/’_O- oraz .Qn{O} =0 .

niech bedzie ciggiem

| Jezeli giac_g miar (cTexp(_Qr;)n‘Z ‘ __jest translacyjnie warunko=-

wo zwarty to jest on zbiezny.

Dowéd. Na mocy Lematu 10.2 ciag (crexp(_ﬂ—n))n(: jest
warunkowo zwarty. Zaxdzmy, ze miary A ’ i 2. sa dwoma pun-
ktami skupienia tego 'ciggu. Poniewasz (przy oznaczeniach po-
n°:1 jest ciagiem Cauchy’ego jed-

nostajnie po xeX i po kulach {féCZ(X): \(fllz<K’3 , to

prz'edniego' lematu) (A.nf (x))

e 0
ciag (Sf d cfem,o(-ﬂ-rg)‘n=1 , dla feC,(X) jest.tes zbies-
ny jednostajnie po xe€X i kulach {féCZCX): l\fll9_<K}

co implikuje réwnosé miar ?\1 =\ o -

Powyzszy lemat pozwala zdefiniowaé miary Poissona o wy-

kXadnikach, ktdérych wahanie nie jest skoriczone.

Definicja. Przy zazozeniach Lematu 10.3 definiujemy

exp(L n) .

ctexp(_fl) = lrixm cr

Uwaga 10.1. Jezeli (Mn) Z:_'__1 jest innym ciagiem miar spek-
niajacym zatozenia Lematu 10.3 i M AQ, to rozumujac tak
jak w dowodzie Lematu 10.2 otrzymujemy réwnosé granic

V fec, ) Lim ([t Ger) - £ - f‘(x)(y)-/ﬂBT(y)]d Q. @) =

= n {[feoy) - £00- £0a) g 0] 4 M, ()
1\
a zatem definicja pdwy?,sza nie zalezy od wyboru ciagu.
Nasfcqpny lemat pozwala wyrazié catki z funkcji dwuliniowych

wzgledem miary exp(M) poprzez odpowiednie catrki wzgledem miary M,
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Lemat 10.4. Niech M bedzie symetryczng miars skoriczonsg
o nosniku zawartym w kuli B, =f{x: IxI<1} 1 taka, ze m[o]= o.
Wwéwezas dla kazdego ciagtego i symetrycznego funkejonazu dwu-

liniowego K(+,*) :

a) SK(x,x)d exp(M(x) = SK(x,x)d(M)x

_ 2
b) SKz(x,x)d exp (M(x) £ % ? [-fuxu"' daM(x) + 3 (S 112 dM(x)) ]
Uwaga 10.2. Oczywiscie mozemy rozwazaé miary M skupione
na dowolnym B_,T> O .
Uwaga 10.3. Jezeli miara M skupiona jest na BS 1 §« 7,
to korzystajac z wtasnosci K(x,x) = K(-x,=x) otrzymujemy :

a) fK(x.X)"d cexp (M) = %5K(x,x)d exp(M + M) (x) =
= %S‘I.{(x,x)d(M+-I\_/[-)(x)‘ jK(x,x)d M(x) .

t) Pontewaz [ K*(x,x)d[c exp (ko exp(M]) =
= 2 SKz(x,x)d c.exp(M(x) + 4 SKQ (x,&)d ctekp M) d c,z_exp(TVI.)(y)+
+ iZjK(x,x)d c,rexp(MXX)'S.K(Y-,.V)d c,.exp M(y) , to
51{2 (x,x d e exp(M)(x) = 1SK2 (x,%)d_exp(M + M)+
- ZJKz(x,y d cpexp (x) d cexp(M)y) - [Sx(x x)d ¢ exp(M)(x]

Na mocy czesci b) Lematu 10.4 otrzymujemy oszacowanie :

SK (x,x)dlcz_exp M(x) £ j2- 5 K2(x,x)d exp(M + F/I_)(x) <

£ NKHZ(Suxn‘* d(M)x) + 6 (Sllxilz d(M)(x))Z] .

Dowéd lematu. Niech t = M(X) i niech F bedzie taks

miarg, ze M = tF . Niech X1,X2,...,Xn bedsg niezaleznymi
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zmiennymi losowymi o rozkxadzie F. Wéwczas
SK(X,x)d F*n('x)l = B R(Xq+e. 4K, Xo#ooetX)) =
= n-E K(X1,X1) = .nSK(x,x)d F(x) , bo dla i#j E K(xi,xj) =0.

Stad wynika réwnosé

SK(x;x)d exp(M)(x) = e't. i t% n. SK(x,x)d,F(x) -
h=0 n!

= SK(x,x)d M(x) co koAdczy dowdd czedci a).

Dowodzimy czesci b). Niech X,,...,X

: , i F beds takie

Jak wyzej. Wtedy

SK Z(X,X)d Pl (x) = E K2(X1+...+Xn, X1+"°+Xh) =

- E[K"(X1,X1\t;,+K(Xn,Xn) + ZK(Xi'Xj)]Q
%)

= E[RHH,,X) +..os KQ(’S,’XQ + ZKZ(Xi_,X-j) *

%)

n .
+ 2 ZK(X;_L’XQ‘K(XJ’X;]) + éjix(xl,xl)- > K(xi,xj).+

(#) {#]

+ T T KXy ~K(X1,xn>] -

%) L#n
G..:\) + (Lc")

= n-B[K° (X, X)] + n@-1) B[6% (x,,%,)] + 2n(n-1) B[K (,,X) K (%,, X

< \\K\\z[nSuxu4 dF(x) + 3n(n-1)§uxu2 iy 12 dF(x)dF(y)] -
= 1k [nfoxit areg) + 30 @en)ficdd dF(x)>2] .
Stad otrzymujemy oszacowanie :

S k0. t%x (uxn® ame

Bt k!
k

SK z(x,i)d exp(M(x) < o= F

= K. ) (k- 2 2
+ 30K1% e"°-§ k (k 1)9;(::14 dF ) ) i

= IIK\IZ):S\(XUA’ dM(x) + 3(jltxh2 dM(x) > 2] .

o
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Uwaga 10.4. Z dowodu czesSci a) Lematu 10.4 wynika, ze
dla dowolnej miary skoﬁczoriej M i dla kazdego funkcjonazu

xrex® S;é‘(x) d exp(MYx) = S ey d M(x) .

Wyodrebnimy teraz j'ako lemat pewne rozumowanie oparte na
poprzednich lematach i nierdéwnosci Schwarza ; bedziemy je

wykorzystywali w dalszym ciagu pracy.

Lemat 10.5. Niech X bedzie przestrzenig cotypu 2 ,
a(lln) :;1 ciggiem miar skonczonych na X , o nosnikach za-
wartych w pewnym 15»8 ,:?..Q_n{O§= 0O dla neXN .

Jezeldl (cz_exp(_o.r?) i

n=1 jest ciagiem miar zbieznym do miary

cz.exp(—O.) , to dla kazdego ciagtego i symetrycznego funkc jo-
natu dwuliniowego K(* ,°)

1lim SK(x,x)d.Qn(x) = SK(x,x)dct,exp(_Q.)(x) .
Y X

Dowéd. Na mocy Lematu 10.4 dla kazdego neN
SBK (x,x)d .O_n(x) e SK(x,x) dcrexp(_o_n)(x) =
5 X

= SK(x,,x)dcrexp(.Q.r)(x) + SK(x,x) dct_exP(_O_IP(x) .
3,,. . B:-
Korzystajac z nierdwnosci Schwarza i jeszcze raz z Lematu 10,4

oszacujemy drugi skxadnik powyzsze]j sumy.

S/ﬂBcﬁx) K (x,%) depexp (L )(x) & Vct exp R(B;—)' \/ SKZ (x,X%) dcrexp((?-n)(ﬂs’é
X & |

< \lcrexp(_o.r}(35~ nxv;\/rjuxu‘* a2 (%) + 6 (Suxﬁiz d-%(x))f .
. Bs Bg

Z zatozenia przestrzen jest cotypu 2, a zatem na mocy Lema-

tu 10.1

sup 82\[§“—§—h4d-0h(x> + B (g“%“z d..Qan) )2' L+ 00
Bs

n BS
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Biorac r dostatecznie duze i takie, ze Brs{x: \\x|l<r} Jest
zbiorem ciggosci miary crexpéo.), ze zbieznosci ciggu
(czexp(.().r»n‘: otrzymujemy nierdéwnosé :

sup \ SK(x,x)dcrexp(_O—n)(x)\ L&

n 3¢
Stad za$ r

lim S K(x,x)d _-O_n(x) = S K (x,x) dctexp(_(l)(x)
i B X
§

KorZystajacc z rozumowania opisanego w Lemacie 10.5 moz-
na udowodnié analogon Lematu 10.4 dla miar Q. nieskori-

czonych.

Lemat 10.6. Niech ) bedzie miara Iévylego ( niekonie-
cznie skoriczona ) w przestrzeni Banacha cotypu 2. Zatészmy, ze
supp Q.< B,YL. Wéwezas dla dowolnego -funkcjonalu liniowego cig-
grego xX*«X* 1 dla kazdego symetrycznego, ciggtego funkcjo- |

natu dwuliniowego KX(-,*) oraz dla T>m zachodzg réwnosei :
a) Sx*(x) dcrexpéﬂ_)(x) =0
X
SK(x,x) dcrexp(Q_)(x) = SK@:,X) d0&) .
X B
n
Dowéd. Dowodzimy tylko czgsci a) , dowdd b) przebiega
analogicznie. Niech ..Q-n/’._ﬂ R -Qn skoriczone, skupione
na B, 1 ciag (CZ-GXPQQI});; Jjest stabo zbiezny do mia-

n
ry ctexp(.Q.) . Na mocy Uwagi 10.5 zachodzi réwnosé :

*e0) d (Qyx) = 2 %) dexp Q)¢ S*d'é,' a
JEOsEmtel = emtana ) Tl (5 jran,g)
Sx*cc)d'-(l = - *( Sx d . (x)> = 0 dla n=1,2,....
B

Gdy n — oo to stosujemy rozumowanle opisane w Lemacie 105 2

Q0 = Sx""(x) de &XP .Qn(x) = S x*(x) de l_gxp@.r)(jq + g f &) dcz_exp@h)(x) .
X B EC

v 't
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Szacujemy drugi sktadnik :

\vl£>0 3‘r>0 }NOVn>N ljx(x)dc exp(_O.Q(x)’(& "
a zatem gx*cc) de,_exp(Q)(x) = O ,

Udowodnimy teraz lemat , ktéry bedzie jednym z krokéw do-

wodu gtdéwnego twierdzenia.

Lemat 10.7.([3] Corollary 1.11.>
Niech Q"t) £50 bedzie ciagts pdzgrupa m:@ar na przestrzeni Ba-
nacha cotypu 2. Wéwczas dla dowolnego T> 0O cigg wektordw

- 0
( Sx d(n/u-‘I /n)(x)> neq Jest warunkowo zwarty.
B

Dowéd. Ustalmy 77> O. W dowodzie Twierdzenia 2.1 pokaza=-

lidmy, %e cigg miar (exp (n/u1 /n)> no:1 Jest zbiezny do miary
/(11. Na mocy Lematu 10.2 cigg miar

c?exp(n/¢1/n) = exp(n/Lc1/rl) ¥ g—_fx d(n/*1/r)(") Nel, 2.0
Br

jest warunkowo zwarty, a zatem z réwnosci

c,exp (0 jy /) *ggx d(nfy %) = exp(n Mg 1)
wynika warunkowa zwartosd ciqgu (Sx d(n M, /n)(x)> (Leniat 1.3).
br
Mozemy teraz sformutowaé i udowodnié gZéwny wynik tego
rozdziatu - twierdzenie o'reprezentacji generatora ciage]

pézgrupy miar na przestrzeni Banacha cotypu 2.

T™wierdzenie 10.1. Niech /Qkf) £>0 bedzie ciagts pdzgrups,
miar probabilistycznych na osrodkowe] przestrzeni Banacha
cotypu 2. Niech - A oznacza jej generator. Wéwczas :

) C,(X) <D
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2) Istnieja
a) miara Lévy\ego 0. na X taka, ze _O_Ilok =0 1 dla
dowolnego otoczenia zera U takiego, ze Q(30U)=

(Q]v®) = Lim (n i, /nIUC)

oraz j min (1 ,l{xﬂ2> dQx) £+ 00
= B .)dla
b) miara X" na X, ¥ ]/-‘Lj;m lg.lm CeXp (n/A1 /nl "(‘) 1
pewnego ciagu /v[;\,o i taka, %e dla kazdego symetrycz-
nego i ciagxego funkcjonaru dwuliniowego K(x,y)
istnieje caxka S K(x,.x)dx(x)
c) dla kazdego T> O istnieje granica w normie
o= Lim { xammy e
Br
takie, %ze dla dowolnej fGCZ(X) i ustalonego T > O

zZ

Af(X) = £(X)(z) + % y ey, vy d i) + Sf(xw)- £ (x) - f’cxxymgfﬂm
' X
Dla ustalonego T $ O polgru’oa {/«t) tyo WYZnacza miare L,

wektor 2z~ i operator Sf(x)(y y)d{(y) jednoznacznie.

Dowéd. Jak pokazalismy w dowodzie Twierdzenia 2.1 dla

>0
kazdego 8>0 ciag (exp(s-n/&1_/n)> _ jest sxabo zbiezny
o0

do miary/us.. Na mocy Lematu 1.4 rodzina miar (n/U.1 /nlUc) n=1

jest wiec warunkowo zwarta dla dowolnego otoczenia zera U.
Usfalmy T>0 1 wybierzmy ciag /‘Zz\/,o v Ma= T .

Istniejg wéweczas : §'-skorczona miara . na B(X), _O-.{Oj=
i podeiag (¥)c(n) taki, ze dla kazdego 8,,[{ ciag miar

N, c o c
(n/u1 /ﬁl B"l"> o Jest stabo zbiezny do miary (_QIBAZ‘> .
Niech feC (X) Napiszmy réwnosé :
(%) Sf(xw - 1@ Aah pu, )O) = Sf(w)- £(x)- £00() d @M, )Y +
B

T
+[fomaop ) + S £Geay)m £09 A g 4)0Y) -
By _ Be
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Pokazemy, %e dla pewnego podciagu ﬁfn)c(n) istnieja granice
wszystkich trzech skradnikdéw prawej strony réwnosci (7(—) , Jjedno-

stajnie po x&X . Na mocy TLematu 1.2 oznacza to , %e Cz(X)CD(A).

1) Szacujemy skiadnik trzeci.
Staba zbieznoséé miar jest rdéwnowazna mocne]j zbieznosci na Cu(X)
odpowiadajacych im operatordéw, istnieje wiec granica
. 5 / y
1111311 \S‘C f (x+y)= f(x)d(n/u1/d)(y) = ff(x+y)- fx)d Q) ,
Bt BE

jednostajnie po x&X .
2) Sktadnik drugi.
7% Tematu 10.7 wnioskujemy, #e dla pewnego podciacgu, (nl'()c(n')

istnieje granica Ty ® 1%1{7{1 gx d(n}é/u‘!/n‘k)(x) , & zatem
T

1%{{1 él :t"(x)(y)d(n}‘{/&1 /Ak) (y) - f’(x)(z,r) Jednostajnie po x &X.
T

3) Sktadnik pierwszy.
W celu uproszczenia oznaczen wybrany uprzednio podciahg'(nl'{)
oznaczaé bedziemy przez (n).

Na mocy rozumowania opisanego w dowodzie Twierdzenia 2.1
dokonujemy rozk*adu generatora An péXgrupy (exp(s n /4.1 /n))s>0

1 2 . .
na sume A'(n).i + A(n),i generatordéw pdxgrup (exp (s n M, /n,B'[i))s)O

oraz (exp (s n M, /n\Bc;)>s>O :

- . cy\ c
Poniewa# istnieje granica 1r11m (n/u1 /n‘Bf[;) = (_Q[B ) i

n,1
jest operatorem ograniczonym. Dl= féD(A) istnieje wiec gra-

miara (_O_‘ B%) jest skoﬁczoné\.,_to operator A(? = I%m 29

nica lim A(n) § = 1@(1) . Zbieznos$é generatordw implikuje zbies-
n ’ '

nosé odpowiednich pé*grup, wiec z réwnosci :

c,[exp(n/bi.1 /nlB/‘l:)*'creXp (n/u.1 /n[Bc,‘> = c exp(n M, /n> ,
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na mocy Lematu 10,7 , wynika istnienie granic

1111,“ 0 exXD (n/u.1 /nlB"U) - X;l" oraz lim C\eXD (n/41/n[}3,;‘.)= crexp(-Ql}}z?).

Da 1 = 1,2,... 2zachodzi wiec réwnosé

c
) = * .
T ‘X'c_[_exp(ﬂ_lBﬁlJ M 5;r
Z powyzszej roéwnosci, na mocy Lematéw 1.3 i 10.3 , wynika

istnienie granicy lim c eprQ[Bc‘.) = cTexp(.D.) oraz pod-

ciagu (1')c(1) taklego, e lim)}{"Z X" . 2 ciagtosci splo-
tu X‘* cz_expG.O- /441*-5-

Dla j>1 rozpatrzmy rownosc :

X',.l j*cz‘exP(‘Q"B»zf" B’Y") ¥ cTexp(,O.lB,;;) = X'.‘Zt' * cTexp(_O.lB,c,l‘.) .

Obie jej strony wyznaczaja pewien rozkzad generatora A ;

lewa strona odpowiada rozktadowi A = A%) + Bj,i + Aq) .
natomiast prawa - rozkradowi A = ‘Ai) + Aq) .

Poniewas generator A(l) jest operatorem ograniczonym, to moze-
my go odjaé, co prowadzi do réwna.nié A(g) + Bj,i = A(? .
Wynika stad réwnosé miar | '

YV oi>i Yo% orexol@]Brasy) =y, .

Przechodzac z je(i') do granicy otrzymujemy réwnosé

(1'_) ¥ * cpexp(Q|B, ) = Yoi -
Poniewas f €C (x}, to mozemy napisaé réwnosé :
Sf(x+y) £ (x) - f(}c)(y)d(n/u1/n)(y)
B S[f (x+y) = £00) - £00) - 3 f(x)@r,y)]d'(n/(.l1/n)(y) +
Bz
S SEC),y) 4 @ My ) + J[f (x+y) - f(x)- f%xxy)]d(n g ) ()
Bn: B Buy;
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Znéw oszacujemy kolejno trzy powyzsze skzadniki,
1) Ze wzoru Taylora dla fé€C, (X)

YerodrsoViyier |2 ey)- 203 - £lx) - %f"(xxy.y)\

niezaleznie od x&X . Zatem

Lim 1im | ([t o= £69- e - %f”(x)@,y)]d(n/1 /n)(Y)] <

n By
4 £ sup 5 )[yn d(n/u1/n)(y) i, na mocy ILematu 10.1,
T

1im 1im S[f(x+y> f(x)- f(x)(y)- % X)(y,y)]d(n/q.1/n)(y)

l.

jednostajnie po xX€X .

. 140
2) Z Lematu 10.1 wynika, ze sgpﬂ[“ Ef (X)(y,y)ld @/‘1/11)0') L+,
Korzystamy z Lematu 10.4 1 stosujemy rozumowanie opisane

w Lemacie 10.5.

1.0 1l
1;11mBS L', 7) A g ) = 1im )S( 12’0 (7,7) dcpexp 0 1y /| B)5) =
M

= 1I:Em[§ %f"(x)(y,y) dcrexp (n/a1 /nl%;)(w J -f (x)(y, )dc exp (n/(¢1 /n\ ]
By

Bm

S %fﬂ(xxy,y)d&l;(y) , Cco wynika ze zbieznosci ciggu

_ (c - (n/"‘1/n[ )) do miary [’,,Zl. i z oszacowania :

| g 12y, dopexn @y | 3) [ €

\)crexp (n/*1/nl};1 (B \I- é‘[f"(x)(y,v)] de exp(n/u1/n| )(y) £

Jcrexp A 1;2‘.)@3). %\lf”u\fﬁuyﬁ d(n My 1))+ 6(§|\y||2 d (o k, /n)CYJ>2
Br Br

Pierwszy z powyzszych czynnikéw daszy do zera gdy r dazy do
nieskonczonosci, a drugi jest ograniczony, bo przestrzen jest

cotypu 2.
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7 réwnodci (I) i z Lematu 10.6 a) wynika, e

lim
- |
141;, [S % £'00,y) @) + g % f”(x)cv,y)dcrexPQOJB,)(y)] .
X

X
Na mocy Lematu 10.6 b) i Lematu 10.1

-

f”(X>(y.y) dYm: ) =

1im \ S -£' &)y, y) dcrexr»(ﬂl )(y)‘ lim§ D"y dQ(y) = ©
By

(bo miara (v _Q_(dy) jest miars skonczon%) jednostajnie

po X €X . Mamy zatem réwnosé :

Z/L)lim 1im -1- f"(x)(y,y)d(n/q1 /n)(y) = S % f”(x)(y,y)d[(y) .
I 5 .,

K%
3) Poniewas sgp S lf(x+y f(x)- f (x)(y)ld @/&1 /an)

Br
{ K- sup S“yu d(n/u.1 /n)(y> {+0, a zatem istnieje catka
Br

BS.[f(x+y)-- fx)=- f(x)(y)jd .Q.(y). Wybierzmy ¢ > O.
T

|Sf(x_+-y)- £ (x)- £lx)y)d Q) - S f(x+y)=- £(x)- f(x)(y)d(n/t&1/n)(y),

Br Be Bay;
<[Sf(x+y) £(x)- '(x)(y)d_Q.(y § £euy)- £0x)- ttom) @y O
BT "[l . B'F-B"Zc
+ K S iyi® 4 Q(y) .
"lc
Gdy /vL:L Jest dostatecznie maze, to K~§||y\[2 d-Q(y) < g .

2
. Bay; ,
Staba zbieznos$é ciggu (n/LL1 /nchi) do miary (.Q.‘ B/?U-) implikuje

mocng zbieznosé odpowiadajacych tym miarom operatordéw, zatem

dla dostatecznie duzych n pierwszy sk¥adnik powyzsze] sumy

teé jest mniejszy od é g jednostajnie. po x€&X
2

Ostatecznie

L 1 Sf(x+y)- £(x)- 2@ Ky )T)
B

= S £(x+y)- £(x)- £lx)y)d Q@) , jednostajnie po xé&X .

8
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Otrzymalisémy reprezentacje : dla fe Cz(Xj

Af(x) = f‘(x)(zt,) + '_;_}S'(-f”(x)@,y)dﬁ'(y) + )S([f(;wy)- f(x)=- f‘(xxy)'ﬂg)]dﬂ(y).

gdzie Zosos A ¢ K" maja wtasnosci opisane w tezie twierdzenia.

Operator 1 S f"(x)(y,y)db"(ﬂ jest operatorem lokalnym, a zatem
Z ‘I‘wierdzeniax9.1 wynika, ze jest on generatorem ,czesci gaus-
sowskiej ' péxgrupy Ql.t) £>0° Co wiecej, pétgrupa ta jest symet-
ryczna. Aby to pokazaé, rozwazmy funkcje feCZ(X) postaci
£ = gox* , gdzie geC,(R) , a x*e X", Dla takich funkeji

Ni—

| *
f'(x)(yy,y) = % g"(f(x))-[x*w)]z , a zatem dla kazdego X é€ X

Q

ze$é gaussowska péigrupy miar na proste (x*o/ut) tyo  Jest
pbétgrupg symetrycznych miar gaussowskich [14] . Z faktu tego
wynika, ze %§ f"(x)(y,y)dbf(y) jest generatorem pékgrupy sy-
metrycznych miar gaussowskich i jest wyznaczony przez pdxgrupe
Wt) £0 w sposéb jednoznaczny. W ten sam sposéb pokazujemy,
ze pdéigrupa 9LL9 £>0 wyznacza wektor z,z_ , dla ustalonego > O,
w sposéb jednoznaczny.

Rozwazmy przeksztaXcenie liniowe T : X —>R® |, Poniewas dla
kazdego takiego 7T pdxgrupa OTO/AQ £50 miar na R® wyzna-
cza swoja miare Lévy’ego jednoznacznie[1 1] , to miara Q. tes
wyznaczona jest Jjednoznacznie.

7 jednoznacznosci reprezentacji wynika, ze istniejg granice :

1) Zn = lrilm B&x d(n/u.1/n)(x)

2)(;14U°) = lim (nyuﬂ/n1U°> dla tych U, dla ktérych .Q(dU)= 0
3) X‘ = ],;li‘m 1_.1:}1m cTe-xp(n/H/n[ B”lf)

gdzie (n) jest ciagiem wszystkich liczd naturalnych, a /)Z 1\10

jest ciagiem takim, ze L{9B :) = 0.
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