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1. WSTEP

1.1. Uwagi historyczne

Filtrem elektrycznym nazywa sie¢ ukzad, ktéry najogdélnie}
méwigc zmienia ksztazt widma amplitudowego i fazowego sygnaitu.
Jest to najczedciej ukiad selektywny, ktdéry przenosi z mozliwie
matym tiumieniem okreslone fragmenty widma a tZumi inne.

Teoria filtréw ma swéj poczgtek w 1915 roku, wéwczas to, nie-
zaleznie od siebie, Campbell z USA i Wagner z Niemiec wysuneli kon=-
cepcje pasywnych elektrycznych filtréw falowych. Teoria ta rozwi-
neta si¢ zasadniczo w dwéch niezaleznych kierunkach, klasycznej
teorii filtréw (classical filter theory) i wspdéiczesnej teorii
filtréw (modern filter theory).

Klasyczna teoria filtrdéw zostaza gapoczgtkowana w 1920 roku
przez Campbella, Zobela i innych. Koncentrowala si¢ ona na proje-
ktowaniu pasywnych filtrdéw skupionych z uzyciem metod opartych na
pojeciu parametréw falowych (image-parameters). W metodach tych
.wykorzystuje sie wkasciwosci impedancji oraz tamownoseci charakte-
rystycznych pewnych podstawowych ukZzadéw (elementarnych sekcji,
ogniw ). Uklad bedgcy kaskadowym poZgczeniem elementarnych sekecji
ma wypadkows tamownosé charakterystyczng réwng sumie tamownodei
charakterystycznych skiadowych ogniw, przy zatozeniu, ze ogniwa te
sg dopasowane do siebie w miejscach poigczenia. Dzieki temu mozna
w stosunkowo prosty sposéd otrzymaé ukiady filtréw, ktére w przy-
blizeniu speiniajg stawiane im wymagania. Aby uzyskaé zgdang cha-
rakterystyke tZumieniowg wymagane jest obcigzenie filtru jego
impedanch falowg ( zalezns od W). Jest to zasadnicza wada tego ty-

pu filtréw, gdysz w wiqkszoéci praktycznych przypadkéw obcigzeniami



filtrdéw sg rezystancje. Chege otrzymadé okreslone charakterystyki
tYumieniowe filtru falowego obcigZonego rezystancjg konieczne Jest
stosowanie réznego typu ukzaddéw korekeyjnych i dopasowujgcych.
Zwicksza to liczbg elementdédw i koszt wykonania filtru. Ponadto w
pewnych krytycznych przypadkach w ogéle nie jest mozliwe otrzyma-
nie fizycznej struktury filtru falowego.

Wspétczesna teoria filtrdéw zostaza zapoczqtkowana w 1930 roku
przez Cauera, Darlingtona oraz Piloty’ego i jest skuteczniejsza
niz klasyczna teoria filtréw. Metody projektowe oferowane przez teg
teorie, opierajg sig na pojeciu parametrdéw roboczych, takich jak
wzmocnienie badz tiumienie skuteczne. Zasadnicgo w teorii tej mo-
zna wyrdéznié dwa etapy:

1. aproksymacja, tj. otrzymanie wyrazenia matematycznego

czestotliwosciowe]j zaleznosci wzmocnienia badZz trumienia
w postaci funkcji, ktdéra speinia tzw. warunki fizyczne}
realizowalnosci,

2. realizacja, tj. przedstawienie tego wyrazenia w postaci

idealizowanego ukzadu elektrycznego.
W teorii tej problemy aproksymacji i realizacji mogg by¢é rozwigzy-
wane oddzielnie w optymalny i dokXadny sposéb.

Proces rozwoju wspézczesnej teorii filtrdéw przebiegat poczgt-
kowo ' wolno, gdyz géwnym:jej ograniczeniem jest zXozonosé obli-
czen. Zostax on jednak pdZniej znacznie przyépieszony w zwigzku z
rozwojem elektronicznej techniki obliczeniowej (ETO).

Filtry elektryczne mozna sklasyfikowaé na rdézne sposoby. Na
przykad, w zaleznosci od struktury sygnazdéw przenoszonych: na
filtry analogowe ( sygnaly cigge w czasie) oraz na filtry cyfrowe
(sygnaly skwantowene w czasie), w zaleznoséci od zakresu czestotli-

wosdei: na filtry o parametrach skupionych oraz o parametrach roz-



Yozonych, w zaleznodéci od uzytych elementéw: na filtry pasywne i
aktywne itd.

Z punktu widzenia zastosowan praktycznych najbardziej roz-
winigto projektowanie (syntezg) uktadéw SLSS (skupionyech, linio-
wych, skorczonych i stacjonarnych), opisanych w dziedzinie czgsto-
tliwosci, a szwlaszcza projektowanie uktadéw SLSSPO (SLSS pasywnych
i odwracalnych).

Ninie jsza praca dotyczy zagadnien aproksymacji charakterysty-
ki'amplitudowo-czqstotliwoéciowej idealnego filtru dolnoprzepusto-

wego SLSS z jednym wejéoiem i jednym wyjéciem.

1.2, Idealny filtr dolnoprzepustowy

Uktadem wyjéciowym przy projektowaniu filtréw jest idealny
filtr dolnoprzepustowy o znormalizowanej funkcji transmitancji
postaci:

K(jw) = e"j“ﬁ dla O0<w <1,
K(jw)= 0 dla w>1.

Oznacza to, %Ze w zakresie czestotliwosci od zera do cze¢sto-
tliwodéci granicznej w = 1 modux funkcji transmitancji jest staty
i réwna sie¢ jednosci, a charakterystyka fazowa jest liniowa. Poza

przedziatem pasma przepustowego moduit funkcji transmitancji rdéwna

sie zeru (rys. 1.1).

| K (o) -Bljv)

-
<

|
1
W X w

ot

0 ! 0 !
Rys. 1.1 Charakterystyka aplitudowa i fazowa filtru idealnego.

o
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Jedli na wejscie filtru o takich charakterystykach poda sieg
pobudzenie bedace skokiem jednostkowym 1(t), zdefiniowanym jako

1 5 t>0,
(%) =
o , t<o,
to reakcja filtru bedzie miaza postad

1
£(t) =JZ+%[§-1-“—Z’)@—‘-D®.
0

Wykresj funkcji pobudzenia i reakcji pokazano na rys. 1.2.

i
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5t
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Rys. 1.2 Wykresy funkeji pobudzenia i reakcji idealnego filtru
dolnoprzepustowego.

Z wykreséw tych wynika, ze reakcja powstaje wczedniej niz przyzo-

zone pobudzenie. Stad wniosek, ze jednoczesne zagwaranto-

wanie w jednym obwodzie idealnej charakterystyki amplitudowej i

fazowej jest niemozliwe. Na to, aby reakcja powstawata po wymusze-

niu, filtr 3 idealng charakterystyka amplitudowa powinien mieé
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nieskoriczenie wielkie opéznienie T, gdys przy skoriczonym opdinie-
niu, co odpowiada liniowej charakterystyce czgstotliwosciowej fazy,
wystepuje opisany paradoks. Badajac gzebiej ten problem powstaje
pytanie: czy jest mozliwa realizacja idealnej charakterystyki
ampltudowej, jesli dopusci sie nieliniowoé¢ charakterystyki fazy?
OdpowiedZ na to pytanie daje twierdzenie Paley’a-Wienera [@f],
w ktérym sformuzowano kryteria fizycznej realizowalnoséci uktradu 2z
zadanym modutem funkcji transmitancji K(jw) . Dla fizycznej reali-

zowalnoéci powinien by¢ speiniony warunek

(o2}

1n |X (jw)|
J—:————Elldw~<b0.
0 + W

Jesli powyszsza carka jest skorczona, to istnieje taka charak-
terystyka fazowa, przy ktérej odpowiedZ ukzadu dla t <O na pobudze-
nie impulsowe jest réwna zeru.

Zastosowanie kryterium Paley’a-Wienera do idealnej charaktery-
styki amplitudowej filtru dolnoprzepustowego (IARv) pokazuje, ze w
pasmie zaporowym wyrazenie podcaikowe jest nieskonczenie wielkie,

a zatem nie speznione sg warunki fizycznej realizowalnosci. Wystar-
czy jednak zazozyé, ze charakterystyka amplitudowa ma przebieg
taki jek pokazano na rys. 1.%, tzn. w pasmie przepustowym zacho-

wuje sie jak IAR, natomiast w pasmie zaporowym przyjmuje dowolnie

L W delszej czesci pracy skrét IAR nalezy czytaé jako idealna
charakterystyka amplitudowa filtru dolnoprzepustowego (z ang.
Ideal Amplitude Response of low-pass filter).
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malg wartoéé, nie réwng zeru, to wéwczas speinia ona warunki fi-

gycgnej realizowalnosci.

biciul g

E>0
0 ! 0
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Rys. 1.3 Charakterystyka amplitudowa z niezerowg wartoscig tiu-
mienia w pasmie zaporowym i odpowiadajgca je] charakte-

rystyka fagowa.

Jesli gadana funkcja K(jw) jest fizycznie realizowalna,
to wazne jest znalezienie odpowiadajgce] jej charakterystyki
fazowej. Problem ten nie ma jednoznacznego rozwigzania, poniewasz
taka samg charakterystyke amplitudowg mogg mieé rézne funkcje trans-
mitancji. Wynika to z faktu, Ze funkcja transmitancji moze mieé
zera zaréwno w lewej jak i w prawe] pdéipraszczyinie gmienne]
zespolonej s. _

Jesli ograniczyé sie do funkeji minimalno-fazowych, tj. ta-
kich funkeji K(s), ktérych wszystkie zera i bieguny znajdujg sie
w lewej péiptaszczyinie zmiennej s, to wowezas zadanej fizycznie
realizowalnej charakterystyce amplitudowe] odpowiada doktadnie je=-
dna charakterystyka fazowa. Charakterystyka amplitudowalK@@ﬂfunkcji
minimaino-fazowej Jest powlgzana z charakterystyka faszows B(w) za

pomocg tew. przeksztaicenia Hilberta
' 0o

2wy [1n|K( Ju)|

',B(wo)" -I—T Q)Z-(L)g Wy
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oo
2 w 3w
ln K(j({) T - dw.
| (30,) wfwz "
0

7 galeznodci tych wynika, Ze do znalezienia wartosci jednej
z charakterystyk przy danej cze¢stotliwosci, konieczna jest znajo-
moéé drugiej w catym zakresie czgstotliwosci. Przeksztaicenie
Hilberta ma gnacgzenie przede wszystkim teoretyczne, gdyz przy je-
go stosowaniu natrafia si¢ na bardzo duze trudnosci rachunkowe. W
praktyce postepuje sie¢ inaczej; bedzie to wyjasnione doktadniej w
dalszej czesdci pracy.

Powyzsze rozwazania mozna podsumowaé nastepujgcymi wnioskami:

- idealna charakterystyka amplitudowa (rys. 1.1) jest fizy-
cznie nierealizowalna i w zwigzku z tym nale2y jg aproksy-
mowaé charakterystyka realizowalng,

- dla funkcji minimalno-fazowych jednoczesna aproksymacja
idealnej charakterystyki amplitudowej i fazowej Jjest nie-
mozliwa, Jedli aproksymuje sig¢ charakterystyke amplitudows,
to nie ma si¢ wpiywu na charakterystyke fazowg i na odwrét.

Jednoczesna aproksymacja charakterystyki amplitudowej i fazowe}

jest mozliwa, do pewnego stopnia, tylko dla funkcji nieminimalno-
fazowych. MoZzna to wykazaé w nastgpujgcy sposéb. Niech K(s) bgdzie
funkcjg transmitancji ukzadu nieminimalno-fagzowego; wéwcgas mozna

Jja przedstawié jako

£1(s)

K(s) = v;(gr Vo (=8)

gdzie v,(s), f,(s) - wielomiany, ktérych wezystkie zera lezg w

lewej péipXaszczyzinie s,
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v2(~s) - wielomian, ktdérego wszystkie szera lezg w
prawe j pélplaszdzyénie 8.
Mnosgc lieznik i mianownik K(s) przez wielomian v,(s), ktdrego
wegystkie zera lezg w lewej pdéiptaszczyinie s 1 sg ,zwierciadlanym

odbiciem" wzgledem osi jw zer vz(-s), otrzymuje si¢ wyrazenie

£4(8)Vy(8) Vy(=8)
v4(8)Vo(8)

K(s) = = K, (8)Ky(8),

gdegie K1(s) - funkcja minimalno-fagowa,

Vo(=8)
CORE-Onk

Funkc ja postaci K,(s) nazywana jest funkejg transmitancji
uktadu wsgechprzepustowego lub korektora fazowego. Mozna zauwazydc,

ze K,(s) ma nastepujace wiasciwodoi

lxz(s)lej; 1y

ﬁgén)a argk,(jw) = -2argv,(jw)= -2arctgR(w),

przy czym R(w) jest funkcjg reaktancyjng. Zgodnie z tym amplitudo-
wo-czestotliwodciowa charakterystyka ukiadu wszechprzepustowego
Jest wielkoscigq statg, a fazowo-czg¢stotliwodciowa -~ malejgcg fun-

kcjg | czestotliwosei,

Z powyzszych rozwazan wynika, %e tiumienie i faza tiumienia
uk¥adu nieminimalno-fazowego z funkecja transmitancji K(s)

okredélone sg zalesnosciami



A5

= -201g |k, ()],

A[4B] = 201g IW.?W

f?[?ad]a argxrﬁg- = argKT(%g- + 2arctgR(w) .

Najmnie jsza wartosé fazy odpowiada zatem funkcji K1(s), a wiec fun-
keji minimalno-fazowej. Ostatecznie wigc, przy projektowaniu

uktaddéw nieminimalno-fazowych mozna oddzielnie aproksymowacé charak-
terystyke amplitudowg i fazowg.

Z praktycznego punktu widzenia najwazniejszy jest przypadek
aproksymacji charakterystyki amplitudowej i jej realizacja w ukia-
'dzie minimalno-fazowym. Funkcje minimalno-fazowe sg preferowane 2
tego powodu, gze stopier ukzadu realizujgcego te funkcje, a stad
liczba elémentéw, jest maty, ponadto mozna je realizowaé w stru-
kturach drabinkowych, natomiast funkcje nieminimalno-fazowe wyma-

gajg do realizacji uktadéw mostkowych z duzg liczbg elementiw.

1.3, Cel pracy

Najbardziej znanymi i szeroko stosowanymi filtrami wielomia=
- nowymi éq filtry Butterwortha i Czebyszewa. Charakterystyka tiu-
mieniowa filtru Butterwortha ma, jak wiadomo, niegbyt dobre
wiadciwodci selektywne. Dla uzyskania duzych tiumieri w pasdmie za-
porowym jést wymagany wysoki stopien n tych filtréw, co wigze sieg
z koniecznoécig uzycia duzej liczby elementéw. Znacznie lepsze
wtasciwodci selektywne ma filtr Czebyszewa, szczegélnie gdy sg
étawiane doéé ostre wymagania na charakterystyke tlumieniowaal
Jednak w wielu zastosowaniach, kiedy sg brane réwniez pod uwage

charakterystyki fagowe czy czasowe filtru, filtr Butterwortha
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staje sie bardzie] konkurencyjnym filtrem w stosunku do filtru
Czebyszewa.

W latach 1958/59 Papoulis [48, 49] oraz Fukada [19] chcac
polepszyé wiasdciwoéci selektywne filtru Butterwortha nie pogarsza-
jac przy tym zbytnio innych jego parametréw, wprowadzili wielomia-
nowe filtry o monotonicznej charakterystyce tzumieniowej w padmie
przepustowym i maksymalnym nachyleniu charakterystyki tXumieniowe}]
przy czestotliwodci granicznej filtru(w = 1) . Dalsze rozwiniegcie
prac Papoulisa i Fukady nastapiZo w 1969 roku, kiedy to Halpern [25]
wprowadzix wielomiany monotoniczne. Halpern podat rdéwniez inne
rozwigzanie, a mianowicie zamiast maksymaligacji nachylenia charak-
terystyki tiumieniowej przy w= 1, maksymalizowax on asymptoty=
czne trumienie, tj. tzumienie dla wielkich cze¢stotliwosci. Wielo-
miany monotoniczne pozwolily rozwigzaé jeszcze inny problem aprok-
symacji, mianowicie Rakovich [53] w 1973 roku wprowadzitr filtry
(zwane filtrami L.S.M.) o monotonicznej charakterystyce tZumienio-
wej w pasmie przepustowym i minimalnych stratach energii sygnalu
przenoszonego w tymze pasmie.

Ostatnio wprowadzono @3. 44} filtry o wypuklej charakterys-

1U7D1a ilustracji mozZna podaé nastepujgcy przyktad [45].

Nalezy gaprojektowaé filtr dolnoprzepustowy, ktéry w

paémie przepustowym bedzie miakx mniejsze ( réwne) tlumienie

niz 1 dB, a w pasmie zaporowym wigksze (réwne)tiumienie

niz 30 dB. Stosunek czestotliwosci granicznej w padmie za-

porowym do czestotliwosci granicznej w pasmie przepustowym

wynosi 1.01. Filtr ma byé zrealizowany w klasyczne] stru-

kturze drabinkowej LC.

Rozwigzanie brzmi:

n = 415 dla filtru Butterwortha (415 elementdw),

n = 36 dla filtru Czebyszewa (36 elementéw).,
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tyce ttumieniowej w pasmie przepustowym i o maksymalnym nachy-
leniu tej charakterystyki przy wybranej czestotliwosci (u£;>1)
pasma zaporowego. Filtry te w wielu przypadkach majq konkurencyj=-
ne parametry w stosunku do filtréw monotonicznych., Przedstawione
powyzej filtry sg filtrami optymalnymial gdyz ich charakterystyki
_speiniajg najlepiej pewne kryteria,

Gzéwnym celem niniejsze}] pracy Jest rozwigzanie trzech pod-
stawowych probleméw aproksymacji, ktére prowadzg do uzyskania
nowych klas wielomianowych filtréw o i-tego rzgdu wypukzej charak-
terystyce tiumieniowej w pasmie przepustowym, gwarantujgc jedno-
czesdnie:

a) maksymalne nachylenie charakterystyki tZumieniowej przy wy-
branej czg¢stotliwosci pasma zaporowego (problem A - rozdziax
5) lub

b) maksymalne tiumienie przy wybranej czgstotliwosci pasma za-

2)w niniejsze] pracy jest prezentowane deterministyczne podej-
écie do zagadnienia optymalnej filtracji. W pracach Kox-
mogorowa [36} i Wienera [?8] réwniez sformutowano zagadnie-
nie optymalnej filtracji, ktdre polega na najlepszym - w sen-
sie minimalizacji btedu Sredniokwadratowego - wydobywaniu
(oceny) nieznanego sygnatu losowego z addytywnej mieszaniny
tego sygneiu i zakidécen przypadkowych. Charakterystyke 1i-~
niowego filtru optymalnego, realizujgcego to zadanie znaj-
duje sie jako reozwigzanie rdéwnania Wienera-Hopfa w badaniu
ktérego znakomite wyniki osiggngz radziecki matematyk Krejn.
W tym podejsciu probabilistycznym, nie rogwazanym w niniej-
szej pracy, na uwage zastuguje algorytm filtracji niestac-
jonarnych proceséw Markowa, zaproponowany niezaleznie przez
Stratonowicza [73] i Kalmana [35]. W literaturze algorytm
ten cze¢sto nagywany jest po prostu optymalnym filtrem Kalmana.
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porowego lub minimalne tzumienie przy wybranej czestotliwo-
éci pasma przepustowego (problem B - rozdziaX 6 ) lub

¢) minimalne straty energii sygnalu przenoszonego w pagmie prze-
pustowym lub maksymalne tzumienie energii sygnaiu niepozgda-

nego w pasmie zaporowym (problem C - rozdziat 7).

Duza réznorodnoéé pojawiajgcych sie ostatnio prac, w ktérych suto-
rzy stawiajg sobie za cel poszukiwanie optymalnych filtrdéw, spra-
wia, Ze istnieje potrzeba jednolitej metody ich projektowania, me-
tody w miare prostej, ktdéra szczegdlnie nadawataby sig¢ do implemen-
tacji na maszyne cyfrowg. Prébe zaspokojenia tych potrzebdb postawio-
no sobie za drugi cel niniejszej rozprawy. Osiagniecie tego celu
stato sie mozliwe dzigki zaproponowaniu jednolitej metodyki mate-
matycznej do osiggniecia gidéwnego celu rozprawy. Metodyka ta oka-
zata si¢ réwnies pomocna w systematyce wiekszosci opublikowanych
prac z dziedziny aproksymacji IAR.

Dzieki wprowadzonej klasie filtrow staXo sie¢ mozliwe pordwny-
wanie wtadciwodci znanych i1 nowo wprowadzonych filtréw, jak rdéw-
niez giebsze zrozumienie zwiazku migdzy pewnymi typami filtroiw.
Ponadto, wydaje sie, e zaproponowana metodyka moze byé bardzo
owocna i przyniesé nowe rezultaty w problemie aproksymacji IAR,
szczegblnie przy stosowaniu kryterium sredniokwadratowego.

Ninie jsza rozprawa dotyczy filtru dolnoprzepustowego. Przez
zastosowanie transformacji czgstotliwosci &Tﬂ uzyskane wyniki mo-
zna rozszerzy¢ na kazdy inny typ filtru elektrycznego o symetrycz-

nych (geometrycznie) charakterystykach.
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1.4 Przeglad tresci pracy

W pracy oméwiono metody i kryteria aproksymacji charaktery-
styki amplitudowej filtru dolnoprzepustowego. Przedstawiono wyni-
ki prac ﬁiésnych autora w tej dziedzinie (rozdziaX 4, 5, 6, 7,;8“
i dodatek do pracy) .

Praca zawiera dziewieé rozdziaXéw i dodatek. Kazdy rozdzial
zawiera podrozdziaiy numerowane drugg cyfrg nastgpujgcg po nume-
rze rogdziatu. Potrzebne w analizie zaleznodci majg numeracje
oddzielng dla kazdego rozdziaiu ( druga cyfra). Analogicznie ponu-
merowane sg tabele i rysunki.

Pierwszym rozdziaXem Jjest wstqp,omawiajqcy ogélne problemy
zwigzane z aproksymacjg IAR. Wrozdziale drugim podano podstawowe
definicje i zaleznos$ci dotyczgce bezstratnego czwérnika SLS oraz
podano ogélng procedure syntezy filtru. Nastepny rozdzial poswig-
cony jest przede wszystkim problemom wystgpujgcym przy aproksyma-
c¢ji IAR oraz przegladowli rdznych kryteriéw aproksymacji.

W rozdziale czwartym sformuiowano gidéwne problemy rozwigzane
w niniejszej pracy, ktére prowadzg do klasy filtréw wypukzych i-
tego rzedu. Podano tam réwniez pewien warunek konieczny dla kwa-
dratu modutu funkcji filtracji tych filtréw oraz dowdd jednoznacz-
nosci . rogwigzania. W nastepnym rozdziale podano metode wyznacza-
nia funkecji filtracji opisujgcej filtry wypuke i-tego rzedu o mak-
symalnym nachyleniu charakterystyki tZumieniowej przy wybranej
czestotliwoéci pasma zaporowego. Oméwiono réwniez wtasciwosci tych
filtréw.

W rozdziale széstym podano metodg¢ wyznaczania funkcji fil-
tracji opisujgcej filtry wypukze i-tego rzedu o ekstremalnej war-
tosci t2umienia przy wybranej czgstotliwodci. Przedyskutowano tez
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wtasciwodei tych filtrdw.

Rozdziat siddmy jest poswigcony oméwieniu metody wyznaczania
funkcji filtracji opisujgcej filtry wypukie i-tego rzedu o ekstre-~
malnych wtadciwoséciach energetycznych. Wykazano, ze filtry te, w
zaleznosci od dwéch parametrdéw, przechodzg w inne filtry wypukie i-
tego rzqdu.‘w rozdziale ésmym oméwiono mozliwoéci zaproponowanej w
pracy metody ekstremalizacji formy kwadratowej.

W rozdziale dziewigtym, bedgcym podsumowaniem uzyskanych wy-
nikéw, przedstawiono wnioski i perspektywy dalszych badan.

W dodatku do pracy zamieszczono tabulogram programu numerycz-
nego na maszyne cyfrowa, napisanego w jezyku Fortran 1900 oraz
podano przyktady obliczen.

Najwazniejsze dla pracy sg rozdziaty: 4, 5, 6, 7, 8.

W rozdziatach tych zamieszczono orygindlne wyniki uzyskane przez
autora. Umieszczenie dos¢ obszernego rozdzia*u trzeciego podykto-
wane zostato checig uporzgdkowania wynikéw przyczynkowych uzyska-
nych w literaturze w ciggu ostatnich dwudziestu lat w dziedzinie
aproksymacji IAR. W literaturze Swiatowej brak jest tego typu
opracowania porzadkujacego co stwarza duze trudnosci w korzystaniu
z literatury i wyrobieniu sobie jasnego poglgdu na rozwigzane i
nierozwigzane problemy w te] dziedzinie.

Wydaje sie, ze klasyfikacja wynikéw przedstawiona przez autora
w rozdziale trzecim pod katem widzenia kryteridéw aproksymacji
wprowadza pewng przejrzystosé, dzicki ktdérej czytelnik moze Zatwo
wyrobié sobie poglad na aktualny stan dziedziny aproksymécji IAR,
jak réwniez ocenié wartosé i znaczenie poszczegdlnych rozwigzan

przyczynkowych w praktyce projektowania filtrdw,.
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2. PROCEDURA PROJEKTOWANIA FILTRU

2.1. Wstep

W rozdgiale tym zostang podane podstawowe definicje i symbo-
le usywane i wykorzystywane w syntezie filtru. Naste¢pnie, adaptu-
jac odpowiednio sposéd podejscia do problemu projektowania filtru
proponowanego przez Piloty’ego, zostang podane gXéwne etapy kon-

strukeji filtru.

2.2. Definicje

Typowy ukiad pracy filtru przedstawiono na rys. 2.1.

Bl 4
—J
Bezstratn
€ uktad
O | o5
Uy
Z(s

Rys. 2.1 Wspéipraca filtru ze Zrédiem i obcigzeniem

Zgodnie z oznaczeniami przyjetymi jak na rysunku definiuje sie
nastgpujgce wielkosci:

1. Moc dysponowana srédta
2
E|

P =D °*
4R,

d
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2. Moc wydzielana na rezystancji obcigzenia

; ‘Uzlz
Ry

Py

3. Impedancja wejéciowa

Z2,(8) =
} I,(s)
4, Wspéezynnik odbicia

R, = Z,(s)
Gy (s) "R;l ¥ zl(s) ‘

P P
2 2 P .
()| =1 === ===, P_ = moc odbita,
IQ1 t Pd d T .
- f(s)
§H<s) e(s) °
5. Funkcje transmitancji
2
- skuteczne wzmocnienie mocy, (2.1)

lK(j&))lz = ?‘-<1

| Ry Uy p(s
K(s) =2\g§7 e(s)’

skuteczne tZumjienie mocy,

P
[r(|* = 52>

H(s) = 1/K(s) = %%.

Skuteczne tiumienie mocy w decybelach ( charakterystyka tXumieniowa)

A [aB] = 2010g|H(jw)
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6. Funkcja charakterystyczna (funkcja filtracji)

P |
,ILP(JwH? -4 2. ,P—; ; P, - moc odbita, (2.2)

#9(3) = q1(s)H(s) =4§%§% .

7. Chatakterystyka fazowa

H_ (s)/3 Hy, ()
B = arctg ﬁg('ET_ - -%-arth ﬁi’m :
8=Jjw

Indeksy e i o oznaczajg odpowiednio czgsé parzysts i nieparzy-

sty H(s), tzn.

H(s) = H(s) ; H(-8)

Ho(s) - H(S) EH("B)

8. Grupowe opééniehie

Dla ukladéw bezstratnych SLS ‘1‘g mozna obliczy¢ 2z zaleznosci

’.l‘g(a)) = Re [%%%H = Re[g' 33)} ,

gdzie Re oznacza czesé rzeczywista.

Grupowe opéznienie T _charakteryzuje nachylenie charakterys-

g
tyki fazy w danym punkcie i dla sygnaléw modulowanych opisuje

opéinienie, ktdérego doznaje‘sygnal modulujgey, stanowigcy ob-
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wiedni¢ sygnaru modulowanego.

9, Charakterystyka impulsowa i przejsciowa

10.

-

h(t) =2~ 1 = '2'\’ z-1 K(s) - charakterystyka

s)=1
impulsowa ( odpowiedZ ukzadu na pobudzenie delts Diraca

6(t)),

g(t) =Ij-1 [Uz(s)i] = %\jijfz ‘1[2{-(%)'] - charakterystyka

E(s) = %

przejséciowa (odpowiedZ filtru na pobudzenie skokiem

(%)),

L odwrotne przeksztaicenie Laplace’a.

Dla uktadéw bezstratnych SLS h(t) i g(t) mozna obliczyé z za-

leznosci:

1 R2 0 n si) sit
h(t) = Q’J;; eZﬁg +:§;% 8. é(si} ’

R L. p(sﬁ s, t
(t) = %'J;% j%:; 57327 e 1 "

We wzorach tych 84 8§ pierwiastkami réwnania n-tego stopnia

e(s) =

Czestotliwosci krytyczne

Czestotliwoéci wrasne ukzadu sg to zera H(s), a zatem ze-

ra e(s). Stopieri uktadu n jest to stopier wielomianu e(s), tj.

liczba czestotliwosci wizasnych ukiadu. Zera wspdiczyn-

nika odbicia s to zera Q,(s). Zatem zera w skoriczonoéci

wspétczynnika odbicia §1 sg zerami f(s). Zera te nazywane s
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czesto cgestotliwodciami zerowego tiumienia. Bieguny tzumienia,
zwane takze gerami transmitancji, sa to bieguny H lublP. Te,

ktére lezs w skoriczonosci, sg pierwiastkemi réwnania p(s) = O.

2.3 Zwigzki dotyciqce czwérnika bezstratnego SLS

Z zatozenia begstratnosci filtru wynika, ze

P

ludb

Podstawiajgc do powyzszej zaleznosci (2.1) i (2.2), otrzymuje sig

réwnanie zwane réwnaniem Feldtkeller’a

) = 1+ [P 2 (2.3

lub

H(s)H(-8) = 1 + Lp(s)k{)(-s) ‘ (2.4)

Wyrazajgc wzdr (2.4) za pomocg funkcji e, £ i p, otrzymuje sie
zaleznosé
e(s)e(=s) = p(s)p(-s) + £(s)f(-s). (2.5)

Problem aproksymacji rozwigzuje si¢ zwykle przez znalegie-

nie dwu 2z trgzech wielomianéw e, £ i p, przy czym trzeci znajdu-
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je sie 3z zaleznosci (2.5). Syntezg filtru dokonuje sig za pomocy
trzech wielomianéw e, f i p. Z tego wzgledu wazna jest znajomosdé
warunkéw, ktére musza speiniaé te wielomiany, aby odpowiedni czwér-
nik byZz realizowalny. Jak wiadomo [76], warunki te sg nastgpujg-
ce:
1. wielomiany e(s), f(s) i p(s) muszg by¢ wielomianami o rze-
cgywistych wspéXczynnikach,
2. wielomian e(s) musi by¢ wielomianem Hurwitza, tzn. jego
zera muszg lezeé w lewe] pdipiaszczyznie zmiennej s,
3. p(s) musi byé wielomianem parzystym lub nieparzystym, kté-
rego stopien jest mniejszy lub réwny stopniowi e(s),
4. |K(3)| <15 (o<1 dla s = Jw. |
Dla ukiadéw minimalno-fazowych wystepuje dodatkowe ograniczenie
5. zera wielomianu p(s) nie mogg lezeé w prawej pélp&aszczy-

énie .

2.4 Procedura syntezy filtru

Typowa procedura projektowania filtru wspéipracujacego ze
zrédtem o skoniczone] rezystancji wewne¢trznej i obcigzeniem rezys-
tancy jnym | sktada sie¢ g trzech zasadniczych krokéw:

1. Konstrukcja funkcji transmitancji.

W kroku tym podstawowg role odgrywa aproksymacja. Zgdania,
ktére musi speinié filtr moga by¢é sformutowane odnoénie cha-
rakterystyki tiumieniowej, fazowej, grupowego opé<nienia czy
tez charakterystyk czasowych. Przy zgdaniach dotyczacych
tiumienia preferuje si¢ poszukiwanie funkecji filtracjilp,
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w pozostatych przypadkach poszukiwanie funkecji H lub K.

Z problemami wystepujgcymi przy aproksymacji w dziedzinie cza-
su mozna zapoznaé sie w pracy [74] - 2z problemami aproksymacji
fazy cgy grupowego opdéznienia w [5, 87].

W wielu zastosowaniach interesujgca jest przede wszystkim
charakterystyka ttumieniowa filtru. W innych przypadkach na-
tomiast zadaje sie takze wymagans charakterystyke fazowa lub
grupowego opésnienia, lecz w praktyce koryguje sig Jjg przy
uzyciu korektoréw fazowych dopiero po osiggniegciu wymagane j
charakterystyki txumieniowej filtru. Z tego wzgledu rozwigzanie
problemu aproksymacji dla pewnych prostych, wyidealizowanych
charakterystyk tzumienia ma istotne znaczenie.

Obliczenie pozgdanych immitancji.

Znajae P(s) mozna za pomocy réwnania Feldtkeller’a (2.4)
wyznaczy¢é (zazwyczaj metodami numerycznymi) H(s) i vice versa.
Zawsze wigc sg znane wielomiany e(s), f(s) i p(s). Metody reali-
zacji filtru wymegajs znajomosci nastepujgacych immitancji (68]:

p(s) - even p(8) = odd

%49 ey - fe e, = fo
F1 eo + fo ee + ?e
257 + L, &, + 1,
ﬁZ eo * fo €e * fe
R €0 ~ fo e ~ fe
Y11™ ¥ 1 CNEE
& eo - fo ee - fe
Y222 8y - Te 0= To

W powyzszych zaleznosciach Zyqr %o 1 ¥q90 ¥o5
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sg odpowiednimi elementami macierzy czwérnikowej Z(s) i Y(s),
natomiast indeksy e (even) i o (odd) oznaczajg odpowiednio
czedé parzystg i nieparzystg wielomianu.

Niektére metody, zwtaszcza metody nadajgce sig¢ do syntezy
uktadéw mikroelektronicznych [55], wymagajg znajomosci macie-
rzy czwérnikowych Z(s) lub Y(s) czy tez A(s). Zatwo je wyzna-
czyd [2§] na podstawie znajomo$ci powyzszych immitancji i wie-
lomianu p(s) (zera transmitancji).

Obliczanie elementéw

Wyznaczahie elementdw ukzadu polega na korgzystaniu z odpo-
wiednich algorytméw przy danym typie struktury i okreélonych
rodzajach elementéw podstawowych. Klasyczne metody wyznaczania
wartodel elementéw w konfiguracjach drabinkowych sprowadzajg
sie zazwyczaj do kolejnego wydzielania zer transmitancji z
jednej z immitancji. Szczegdzowiej jest to opisane w pracach
[68u 24, 4@], a wazniejsze rezultaty sg stablicowane [14, 26,
87]. W metodach klasycznych jako zbiér elementéw podstawowych
przyjmuje sie induktory, pojemnosci i transformatory. Ukxady
mikroelektronicgne nie mogg zawieraé induktoréw, totez szcze-
gélnie dla tych uktaddéw opracowano nowe metody i algorytmy,
ktére sg bardziej ekonomiczne i prowadzg do struktur lepiej
speiniajgcych wymagania technologii mikroelektroniéznych [Ej].
Oczywiscie takze w tym przypadku mozZna zastosowaé klasyczne
algorytmy obliczeniowe pod warunkiem, %Ze induktory i transfor-
matory, wystepujgce w otrzymanym uktadzie, zastapi sie odpo-
wiednimi ukfadami symulujacymi, realizowalnymi w technologiach
mikroelektronicznych. Czg¢sto taka metoda daje bardzo dobre wy-

niki, gwiaszcza jesli do symulacji zastosuje sie¢ syratory i
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kondensatory. Prowadzivto jednak zwykle do duzej liczby zy-
ratordw.

Na zakoriczenie warto wspomnied, ze przedstawiony proces
syntezy tylko w nielicznych przypadkach moze by¢é znacznie
uproszczony, np. przy projektowaniu filtrdéw Butterwortha i
Czebyszewa calg procedure syntezy mozna zredukowaé do ostatniego
kroku, tj. obliczenie elementdéw, gdyz dla txch filtréw sg wypro-

wadzone koricowe wzory na wartosci elementéw struktury drabinko-

wej 1C [40, 87].
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3. APROKSYMACJA IDEALNEJ CHARAKTERYSTYKI AMPLITUDOWEJ
FILTRU DOLNCPRZEPUSTOWEGO

%2.1. Wstep

Jak juz wspomniano, idealna charakterystyka amplitudowa nie
jest fizycznie realizowalna, totez jest rzeczg konieczng przybli-
zanie jej za pomocé funkcji K(s) speiniajgcej przytoczone w po-
przednim rozdziale warunki fizyczne] realizowalnoséci.

BezpoSrednie poszukiwanie realizowalnej funkeji K(s) jest
zagadnieniem skomplikowanym, gdyz wymaga ono nad wyraz zXozonych
i czasem nie wykonalnych w praktyce operacji nad funkcjami zmien-
nej zespolonej s. Powodem tych trudnosci jest fakt, Ze warunki
fizycznej realizowalnoséci, sformuXowane dla K(s), sg trudne do

przedstawienia analitycznego. Warunki fizycznej realizowalnosci sg
2

najmiej ostre dla kwadratu moduzu funkecji transmitancji lK(i@
Ponadto, korzystanie na etapie aproksymacji z kwadratu moduiu fun-
keji transmitancji pozwala mieé do czynienia 2 dobrze znanymi fun-
kcjami rzeczywistymi fzeczywistego argumentu.

Nie trudno zauwazyé, ze funkcja [K(jwﬂz jest realizowalna w
ukzadgie bezstratnym SLS, jesli speinia nastepujgce warunki:

1. jest parzystg wymierng funkcjg 0 o rzeczywistych

wspbézczynnikach, (3.1)

2, 0<;1K(jwﬂ2<;1 dla wszystkichw. (3.2)

W praktyce wiec konstruuje sie najpierw kwadrat moduizu funkecji

transmitancji, a hastqpnie znajduje sie¢ K(s) = g{g} poprzez

|x(3w)]2L= K(s)K(-s)|
=s/} s=jw

przy czym wielomiany e(s) i p(s) musza speiniaé warunki podane

faktoryzacje wyrazenia
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w punkcie 2.3,
Ostatecznie wiec, problem aproksymacji w teorii filtrdéw po-

lega na aproksymacji IAR realizowalng charakterystyksg lK(;ju))l2
(rys. 3.1) .

0 pp 1 spYz Pz

Rys. 3.1 Charakterystyka amplitudowa filtru dolnoprzepustowego

Zakreskowana powierzchnia reprezentuje zadany obszar, wewngtrz
ktérego musi si¢ znajdowad ’K(jw)lZ. Ze wzgledu na skonczone nachy-
lenie charakterystyki |K(jw)|2, pomigdzy pasmem przepustowym (PP)
w przedziale czgstotliwodei O + 1 i pasmem zaporowym (P2) dla
‘”2“5' wystepuje strefa przejsciowa (SPL okreslona przegz pasmo
14(02.

Zaleznoéé (3.2 wskazuje, ze |K(jw)|2 jest funkcjg ograniczo-
ng, totes nie moze ona posiadac¢ biegundéw na osi jw, a jeJ zera (o
ile wystepujg) powinny lezeé poza PP, gdyz K i #0 (rys. 3.1).

PrzeksztaZcajgc réwnanie Feldtkeller’a (2.3), otrzymuje sie

zaleznosé

(3.3)

2 1 1
K(Ju)|® = ————7 = N
l l 1 +|Lp(3w)l 1 +y(w”)
gdzie IW(jw)lz =\y1af) jest, jak wiadomo, funkecjg filtracji(fun-
kcjg charakterystyczng). Wykorzystujac zwiqzek»(3.3) dochodzi sieg
do wniosku, e funkojaﬁy%hﬁ) dla ukzadéw bezstratnych SLS musi byé
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parzystg wymierng funkcjg w i musi speiniaé warunek'w(m%;zo dla
dowolnych w . Analogicznie mozna przeniesé na’V&u?} wymagania sta-
wiane dla |K(jw)|2 odhoénie aproksymacji IAR. Zatem funkcja’yduﬁ)
powinna w jakid sposéb aproksymowaé w PP funkcje tozsamodciowo
réwna zeru, natomiast powyzej czgstotliwosci granicznej = 1 po-
winna ona rosngé najszybciej jak to jest tylko mozliwe.

Jak wynika z rys. 3.1 dla realizowalne] fizycznie charaktery-
styki |K(jw)|2 musi byé okreslona wartosé K .., tj. wartosé
IK(quIz dla w= 1. Zwykle w procesie aproksymacji przyjmuje sig

Kpin ™ 1/2 lub co jest rdéwnowazne
2
V(w9 =13 (3.4)
w=1 '

odpowiade to warunkowi, ze przy czestotliwosdci granicznej filtru
W = 1 potowa mocy dysponowanej 2rdédia jest wydzielona w rezysta-
neji sz

W praktyce,aby uzyskaé¢ przy ograniczeniu (3.4) wiekszg elas-
tycznodéé w projektowaniu, wprowadza sig do wyrazenia (3.3) do-

datkowy liczbowy wspéiczynnik g2, wéwezas

1

2.
|k (w)| 2 , +EZL//(602) . (3.5)

Parametr E oharakteryzuje wiqc tolerancje charakterystyki lK(jw)IZ
w PP. Zwykle & <<1.

Reasumujgc, najbardziej przydatng funkcjg w procesie aprok-
symaec ji IAR jest kwadrat moduzu funkcji filtraejiﬂyﬂuz). Funke ja
yU(wz) moze byé wielomianem lub funkcjg wymierng. W przypadku aprok-

symacji wielomianowej,lu(wz) monotonicznie roénie w PZ; odpowiada
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to potozeniu wszystkich zer transmitancji w nieskonczonoéci.

Natomiast w przypadku aproksymacji funkcjg wymierns, V/@s% ma
pewng liczbe biegundw naiechych do ograniczonego obszaru piasz-
czyzny zmiennej zespolonej s. Z punktu widzenia wtasciwoéci
selektywnych fiitru najlepiej Jest, jesli te bieguny sa pozozone
na osi ju. W tym préypadku’wwf) nie jest. funkcjg monotonicznie
rosngeg w PZ, tylko ma bieguny przy skoriczonych wartosciach w PZ.
Wéwczas méwi sie, Ze zera transmitancji lezg w skornczonosci.

Istniejg rézne metody aproksymacji, a takze réznorodne kry-
teria oceny przyblizania lub ,odchyzki" funkcji aproksymujgcej od
zadanej. W dalszych punktach niniejszego rozdziatu zostang podane
wazniejsze metody aproksymacji IAR, istotne kryteria oraz zna-
czgce rozwigzania.

Na zakoniczenie warto zaznaczydé, ze teoria aproksymacji, jako
samodzielna dyscyplina, powstata w kordcu XIX wieku., GXéwnym jej
twércg byxz rosyjski matematyk Czebyszew, Dalszy rozwdj tej teorii
przyniést wiele ogdélnych rezultatéw, ktdre majg znaczenie'przede
wszystkim teoretyczne, dajgc szerszy poglad na zagadnienie aprok-
symacji. Podstawowe wiadomosci ogdlnej teorii sproksymacji moZna
znalezé, np. w pracach [é, Zﬂ . Wiadomosci te nie s3 jednak bez-
posrednio wykorzystywane w zagadnieniach praktycznych aproksyma-
cji IAR, totez ze zrozumialych powodéw zostang one w dalsze}

czescl pracy pominigte.
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3.2. Kryterium Taylora

Funkcje bzedu h(wz) okresla sie jako rézniceg funkeji aprok-
symowane j g(q@) i funkcji aproksymujgce] f(afa, tzn,

h(w?) = g(?) - £(H). 4  (3.6)

Rozwijajgc funkcje¢ bxedu w szereg Taylora w otoczeniu W=0),)

(0w 1), otrzymuje sig wyrazenie

2 2 2 2
h(wz) - h(wz) + dhdw (@? = wg) +'%!d 2 W (q? -(ug) + ene
w W

sty HRY V=W (3.7)

Definicja

Méwimy, 2e funkecja g(wz) jest aproksymowana w sensie Taylora
funke jg fﬂuz)rzqdu k, jesli pierwsze wspétczynniki do k-tego
wigeznie w rozwinieciu funkeji bzedu h(wz)(3.7) sg réwne zero.
Gdy k przyjmuje najwiekszg z mozliwych wartosci, tzn. k=n-1, to

méwi sie wéweczas, ze Jest to aproksymacja maksymalnie ptaska.

Nie trudno zauwazydé, e przy tak okredSlonej aproksymacji fun-
‘keja bredu h(aF) réwna sig zeru tylko dla w=w, i bted wzrasta w
miare oddalania sig od punktu w,.

Zewsze przy stosowaniu tego kryterium zgda sie¢, aby funkcja

f(wz) speiniata warunek normalizacyjny

Po znalesieniu funkcji f(w?), przyjmuje sie, zeqyﬂuz) = f(w?).
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Najbardzie]j znany rezultat otrzymuje sig, jesli zastosowad

powyzaze kryterium do funkcji f(w?) postaci

f(wz) = ao + a2w2 * ees ¢ aznwzn! (3'9)

przy warunkach :

- g@?)EEO,

- W, =0,

-k =n-1.
Uwzgledniajgc warunek (3.8), otrzymuje siqvﬂu?) = wZn; Filtry opi-
sane taka funkcjg filtracji nazywane sg filtrami Butterwortha (B)
ﬁcﬂ lub filtrami o charakterystyce tzumieniowej maksymalnie pzas-
kiej w punkcie w=0. Rys. 3.2 przedstawia przykiadowy przebieg
Wy(dﬁ _(DZn.
)

7.._____~_._,

|
|
0 1

Rys. 3.2 Wykres funkcji filtracji opisujgcej filtr Butterwortha.

Piltry typu B majg niezbyt dobre wasciwosci tiumieniowe w
PZ. W celu polepszenia tych wasciwodci Aronhime i Budak [4] wWpIro=-
wadgili filtry MFMBO (Maximally Flat Magnitude Beyond the Origin).
Zastosowali oni kryterium Taylora do funkecji (3.9) prsy warunkach

- g(uP)=4%,

- w, =b,

-ksn-1'
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otrzymujgec przy uwzglednieniu (3.8) nastgpujgce rozwigzanie

2 2\n 2\/, 2 2
1{1@2) = )(1+- é;);ﬁ)(m =2, (3.10)
'wwz)
7 e
n=y4 l
.
|
~—n=5i U)=
0 12 7

Rys. 3.3 Wykres funkcji filtracji opisujgcej filtr MFMBO.

Parametry A2

i b muszg byé tak dobrane, aby funkeja \ll/(wz)
(3.10) byza nieujemna dla dowolnej wartoSci w. Dzieki tym parame-
trom mozna dalej optymalizowé (w mysl innych kryteridéw) funkcje
1}/((02 Na rys. 3.3 przedstawiono przyktadowo przebieg funkeji l}/(u)z )
opisujacej filtr MFMB dla dobranych tak parametréw e i b, aby
uzyskaé¢ najwieksze nachylenie '1//((5?) w punkcie (= 1. Dokzadnie}
wxasdciwosci tych filtréw sg opisane w pracy [75] .

Dalsze polepszenie wZasciwosci selektywnych filtru mozna uzys-
kaé aproksymujgc IAR charakterystykg prawie maksymalnie pzasksg
(k<n = 1) w punkcie W, = b (0<b<1) . Uruski [83] wykazaz, %e re-
gygnujgec £ maksymalne] p?caskoéci pPrzy W= b na rzecz pewnej pia-
skoseci przy w= 0, otrzymuje si¢ charakterystyke tiumieniowg o

wiekszej stromosci przy cze¢stotliwosci granicgnej w= 1 oraz

wieksgym tiumieniu asymptotycznym w poréwnaniu ze stromos$cig i

ttumieniem filtru MFMBO, Przykadowy przebieg funkeji y/(u?)opisujq-
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cej, zmodyfikowany przez Uruskiego filtr MFMBO, przedstawiono na

rys. 3.4.

\
W)

7,~_., o S

l
i
|
| w

0 b 1

po—

Rys. 3.4 Wykres funkcji filtracji opisujgcej filtr przedstawiony

w pracy [83.

Wszystkie powyzsze filtry sg filtrami wielomianowymi. Kryte=-

rium Taylora z powodzeniem mozna zastosowaé do funkeji wymierne}]

postaci
2n
a +a u)%- cee + 8, (1)
f(wZ) - 0 2 2 2n ol (l<n);
1 +b2w+ ces + bzf)
wéwegas przy warunkach
- g(wz) = ov
- W, = o,
- k = I - 1'
otrzymuje sieg [87:]
2 a0
YWy = b We + . b, 0
_ 1 + 2 + ecee + 21

(3.11)

(3.12)
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przy czym speinienie warunku (3.8) wymaga, aby zachodzita gale-
znosé

1 + b2 + oo0 + b21 = a5 .

Filtr 2z powyzszg funkcjg filtracji nazywany jest w literatu-
rze filtrem maksymalnie pZaskim (MFD). Dla charakterystyki MF
opisanej wzorem (3.12) istnieje pewna dowolnosé, jesli chodzi o
poZozenie ger transmitancji (bieguny’y/@g) )w PZ. Mozna zbudowad
filtry MF 2z pojedynczg parsg zer transmitancji (1 = 2) przy s =j; Jjo,
[8], z m-krotng (1 = 2m) parg przy s =7 juw, [67] lub z m rozsunig-
tymi parami zer tak rozXozonymi, aby otrzymaé charakterystyke tiu-
mieniows réwnomiernie falista w PZ [12]. Harris (27| pokazax, ze
charakterystyka tXumieniowa MF z biegunami tiumienia na osi jw 1
zadanym minimalnym tZumieniem w PZ rosnie najszybciej w SP ze
wszystkich charakterystyk MF wtedy, gdy n (n-parzyste) ilub n-1 ( n-
nieparzyste) biegunéw trumienia jest tak rozioﬁonych, ze W wyniku
otrzymuje sie charakterystyke rdéwnomiernie falistg w PZ. Filtr o
takiej charakterystyce nazywany jest czqéto odwréconym filtrem
Czebyszewa (Ica).

Kwadrat moduzu funkcji filtracji filtru IC moZna w prosty
sposéb otrzymad wykorzystujgc wielomiany Czeb&szewa plerwszego

rodzaju Tn(x), wéwczas

T )
'\/j(a?) - W : (3.13)

) MF - Maximally Flat

2 IC - Inverse Chebyshev
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gdzieluz jest czestotliwoécia graniczng PZ. Przykadowy przebieg

Jy(w?) opisanej wzorem (3.13) przedstawiono na rys. 3.5.

LUKuﬁ

2 (g, ) | - ——

n' -z

.

|

|

I

[

|

|

i |
W

1

Rys. 3.5 Wykres funkcji%ﬂhﬁ) filtréw IC.

Potozenie biegunéw funkcji MF (3.12)mozna ustalié w mysl
innego kryterium niz réwnomierne zafalowania w PZ, a mianowicie
mozna 2gdaé, aby filtr MF przenosii minimalng energie¢ w PZ. Fil-
try o takich wxaéciwoéciach nazywane sg filtrami MFME [4{] (Maxie=
mally Flat Minimum Energy) i mogg znaleié zastosowanie w tych
ﬁrzypadkach, gdy interesujs nas wxasciwoéci energetyczne filtru,
np. n# wejdciu filtru mamy sygnaxr o ograniczonym widmie energety-
cznym i 2gdamy, aby stosunek energii szuméw do energii sygnazu by
mozliwie mazy. _

Podobnie jak to byXo dla aproksymacji wielomianowej dalssze
polepszenie selektywnosci filtru, rozumianej jako zwigkszenie
stromosci SP, mozna uzyskaé stosujgc kryterium Taylora do funkecji
wymiernej (3.11) prazy warunku W =Dd (0<p<1)., Jeéli stopien k w
definicji (3.7) réwna si¢ n-1, to wéweczas filtry takie naszywane
sg filtrami MFMBOTZ ( Maximally Flat Magnitude Beyond the Origin

- and Transmission Zeros). W pracach [3](n-parzyetq), [84] (n-niepa=-
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rzyste) zbadano wtadciwosdci filirujace filtréw MFMBOTZ z jedno-
krotng parg gzer transmitancji przy s=7jw ,. Pokazano, ze istnieje
optymalna wartosé parametru b=bo, przy ktdérej stromosé charakte-
rystyki trumieniowe] jest najwic¢ksza. Przy odpowiednim pozozZeniu
jednokrotnej pary zer transmitancji stromosé ta jést wieksza od
gtromosci charaktefystyki MF z wielokrotng parg gexr transmitancji.
Ponadto trumienie minimalne i asymptotyczne w PZ filtréw scharak-
teryzowanych parametrem b=bo jest wicksze od tXumienia filtréw
MF. Przykiadowy przebieg funkcjiﬂy(w% dla filtréw MFMBOTZ z po-

Jedyncga parg zer transmitancji przedstawiono na rys. 3.6.

[Y(S)

|
|
l
1
|
l
1
|
|
|

0 b 1 W
Rys. 3.6 Wykres funkeji(w®) filtréw MEMBOIZ z pojedyncza pars
ger transmitancji przy s=:jw°.

Charakterystyke filtru MFMBOTZ z jednokrotng parg zer tran-
smitancji przy s=zjw° ulepszyz Uruski {Bi]. Pokazax on, %2e rezyg-
nujac 2 maksymalnej ptaskosci przy w=b na rzecz pewnej plaskosci
przy w=0, otrgymuje sie¢ charakterystyke tzumieniowg, ktdérej stro-
moéé jest wigksza od stomosci charakterystyki MFMBOTZ z jednokro-
tng parg biegunéw w PZ. Ponadto filtry otrzymane przez Uruskiego
majs wieksze minimalne 1 asymptotyczne tZumienie od filtréw z
jednokrotng parg biegunéw w PZ. Pnykladowy przebieg tak zmodyfi=-
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kowanej funkeji "y/(a)z) przedstawiono na rys. 3.7.

Y

|
l
l
l
|
|
l
I
l

|
| l

0 b / W,

Rys. 3.7 Wykres funkcji filtracji opisujgcej filtr przedstawiony

W pracy [8 5:] .

Dalsze polepszenie wxasciwosci tZumieniowych filtréw MFMBOTZ
mozna uzyskaé zwiekszajgc liczbe par zer transmitancji lezgcych
na osi Jjw. Problem ten rozwigzali Rabrenovic i Jovanovic [_66] .
Pokazall oni sposéb konstrukeji funkeji "L//(wz) £iltréw MFMBOTZ z
dowolng m (m<n/2) liczbg par zer transmitancji poZozonych na osi
Jwe’

Na podstawie ostatnio pojawiajacych si¢ prac [33, 57, 78, 80]
mozna prgewldzied dalszy kierunek rozwoju aproksymacji IAR w ra-
mach omawianego kryterium. Kierunek ten polega, ogdélnie biorsc,
na rezygnacji z maksymalnej pxaskosci (k=n-1) charakterystyki w
zadanym punkcie W, pasma przepustowego na rzecz pewnej liczby sto-
pni swobody w postaci wolnych wspéxczynnikéw. Funkcje takie, na-
zywane funkcjami ptaskimi, mozna dalej optymalizowaé w mysl innych
kryteriéw oczy dodatkowych warunkéw.
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3.3. Kryterium catkowe Gaussa (kryterium $redniokwadratowe ).

Jak juz wspomniano w poprzednim punkcie, kryterium Taylora
zapewnia, ze funkcja aproksymujgca f(w?) przybliza funkcje g(uﬁ)
dok¥adnie tylko w jednym punkcie, co w przypadku filtréw o szero-
kim pasmie nie jest rozwigzaniem najbardziej korzystnym. Lepszym

rozwigzaniem jest zastosowanie kryterium cazkowego Gaussa.

Definicja
Uwaza sie, ze funkcja aproksymujaca f(x) prazybliza ,mozliwie

dobrze" funkcje aproksymowang g(x) w przedziale [ﬁ, Q], jedli cax-

ka kwadratu bzg¢du, tzn. wyrazenie
b

E =J[§(x)[g(x) - f(x)]2 dx (3.14)
3 _
przy jmuje wartoéé minimalng dzieki odpowiedniemu doborowi para-

metréw funkeji £(x).

Fﬁnkcja p(x) nazywana jest funkcjg wagi. Funkcja wagli musi
byé dodatnig funkcjg w przedziale [a, b] i ponadto taks, aby
istniata catka (3.14) . Przez umiejetne stosowanie funkeji wagi
mozna wptywaé w pozgdanym kierunku na wxasciwosSci najlepszego
przyblizenia, inaczej méwiac, funkcja p(x) pozwala lepiej aprok-
symowaé Jedne fragmenty przedziatu [a, b] od drugich. Kryterium
to ma wyrazZny sens fizyczny, mianowicie jesli funkcjg aproksymo-
wang jest IAR, to stosujgc powyzsze kryterium minimaliguje sig
przenoszong lub odbitg (w zaleznosci od postawionego zadania)
energie sygnatu gawartg w pewnym zakresie czg¢stotliwoéci [?, hﬂ.
Stad wynika szczegélna przydatno§é funkeji wagi, bo np. jesli
gnany jest rozkrad czestotliwosciowy energii sygnazu, to przesz
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zagtosowanie odpowiedniej funkecji p(x) mozna jJeszcze bardzie]
gminimalizowaé straty’ energii sygnaiu.
Wygodnie jest stosowaé kryterium Gaussa do funkeji filtracji,
choclaz zatraca si¢ wtedy nieco sens fizyczny aproksymacji1l
Wzdér (3.14) mozna zapisaé jako

b b
E =fp.(x)f2(x)dx =fp(x)F(x2)dx, (3.15)

a a
poniewaz niezaleznie od przedziaiu [a, ﬁ] w aproksymacji IAR z
uzyciem funkeji filtracji, funkcjg aproksymowang g(x) jest zaw-
sze funkecja tozsamosciowo rdéwna zeru.

Przed przystapieniem do minimalizacji cazki (3.15) nalezy
natozyé jakies warunki dodatkowe na funkcje¢ f(x), aby nie otrazy-
maé trywialnego rozwigzania f(x)=0. Jest zrogumiale, Ze ostateczne
rozﬁiqzanie musi zalezeé od tych warunkéw dodatkowych, totez na-
lezy je zawsze scidle sprecyzowaé. Po procesie minimalizacji cai-

i.(3.15) preyjmuje sie, e kwadrat moduu funkeji filtracji
1{/(@)2) = F( cuz) o
Jak wiadomo, aproksymacje IAR mozna przeprowadzaé¢ w klasie

- wielomiandéw lub funkecji wymiernych.

1)Na przykiad cazka

f( - IK(jw)l>dw f% (A)

jest miarg strat energii sygnaztu przechodzqcego przez filtr w
gakresie PP. Zwyklexﬂu))<§3 totez powyzsza catka w istocie
sprowadza sie¢ do cazki

”\//(u)z) dw . (B)

0
Zatem minimalizacja caiki (B) jest tylko W przyblizeniu réwno-
wagna minimalizacji caxki (A).
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W klasie wielomiandéw najbardziej podstawowym problemem apro-
ksymacji w ramach kryterium Gaussa jest nastepujacy problem (P)

gnalesé wéréd wezystkich wielomiandw postaci

ag - gdy n parzyste,
n n=-2
fW) =8aw +a A + eee + (3.16)
a¢o- gdy n nieparzyste,

taki wielomian, dla ktérego catka (3.15) jest minimalna w prse=
dziale [p, 1]1)przy warunkach
-P(U))51

= fz(w) =

w=1
Dok?adny opis rozwigzania tak postawionego problemu mozna
gnalez¢ w pracach [28, 52, 59]. Otrzymana z rozwigzania tego prob-
lemu funkecja V/@F) ma postaé

2
dP W)
V) |ty 25 ], (3.17)
gdzie P +.l(x) jest wielomianem Legendre’a stopnia n+1 postaci
/2]
P (x) = -2- Z( 1)m[m][2n—2m] x1’1-2m (3.18)
m=0

Filtry opisane funkcja (3.17) nazywane sg filtrami typu MAL
(Modyfied Associated Legendre polynomials) i zostaly wprowadzone

L Przedziazx [p, 1] mozna zamienié na przedziaz [}1, 1]” z
tego wzgledu, %e funkcjg podcatkowg w wyrazeniu (3.15) jest
funkecja parzysta.
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Juz w 1962 roku przez Ku i Drubina [}8]. Nie sformuzowali oni
jednak tak problemu, jak to przedstawiono powyzej, tylko badali
charakterystyki filtru, gdy za’ydw?) podstawi si¢ m-tg pochodng

wielomianu Legendre’a, tj. przyjmie sig, ze
2
den(u))} 2
2 { 2 | (m ]
U/ (w = @) el = Q¢ |p\Y
/ (u ) l: o [n (w) ’

gdzie staxa C jest tak dobrana, aby speinié warunek normaliza-
cyjny (3.4).

Wielomiany Pém%x)'nazywane s8g stowarzyszonymi wielomianami
Legendre’a ( associated Legendre polynomials). Przykadowy prze-
bieg’VWDg) filtréw MAL przedstawiono na fys. 38,

V)

w

Rys. 3.8 Wykres funkcji y(wz) £11tréw MAL.

Rakovich [5§J uogélnix powyzszy problem P na przypadek, gdy
zamiast funkcji wagi p(w)=1 wystgpuje funkcja p(uo)-c(1--u)2)aC (L >=1).
Przyjecie takie}] fﬁnkcji wagi zostazo spowodowané wzgledami ra;
chunkowymi, gdyz wéwczas stosunkowo Zatwo mozna podaé¢ rogzwigganie
takiego problemu za pomocag ortogonalnych wielomianéw Gegenbauera.

Ogélne rézwiqzanie tego problemu jest nastepujgce:
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\ 2
'\)/(u)z) = [n—lrg%—j—g- CrTH(’“’)] , A=oL+ 1/2>-1/2,

gdzie Cg(x) Jest wielomianem Gegenbauera zdefiniowanym jJako

A [ . ; e 1=

przy czym ,F,(a; b; ¢; z) jest funkcja hipergeometryczng

n

r
,Fi(a; bj c; z)= jg:: (@) p(), 2 ’

— r!(d)r

(2), = 2(2+1)(2+2) .... (z+r-1), (2#0).

(3.19)

Na podstawie ogélnego rozwigzania (3.19) Rakovich pokazak, ze dla

pewnych wartodci £ mozna otrzymaé kwadraty moduzu funkeji filtra-

cji, dobrze znanych z innej optymalizacji filtréw i tak gdy:
-« =0 otrzymat funkcje¢ opisujgcg filtry MAL (3.18),

- ==1/2 = funkcjg opisujaog filtry Csebyssewa drugiego rodza=

Ju, tJ.

(w° [ZnUwzdiU t wiel
1'% W) = |g77 U{w)| , gdzie U (x) jest wielo-

mianem Czebyszewa drugiego rodzaju, zdefiniowanym

jako
[n/2]

To(x) = > (<" gm0
m=0

lub w réwnowaznej postaci

Un<x) - s%n(n+1)arccosx
2 \] 1-x2

Wielomian Un(x) spetnia, jak wiadomo, tzw. twierdze-



AT

nie Korkina-ZoYotariowa [21], ktére méwi, ze catka

i
f'pn(x)l dx, (3.20)
=]

gdzie p (x) jest wielomianem algebraicznym stopnia n
ze wspdzczynnikiem 1 prazy xn, Jest najmniejsza wtedy,
gdy p (x) = U (x). Wzér (3.20) opisuje tzw. aproksyma-
cje w przestrzeni L (pkt 3.6).

Rakovich otrzymaz jeszcze naste¢pujgce przypadki granicene

{= =3/2 - filtry Czebyszewa, q//(mz) = W) , T, - wielomian
Czebyézewa pierwszego rodzaju (patrz pkt 3.5.),

d ——oc0  ~ filtry Butterwortha,xy(wg) = wzn,

L —==1 - filtry Legendre’an,my(uﬁ) = PﬁUO), P, - wielomian
Legendre’a zdefiniowany za pomocg wzoru (3.18).

W tym miejscu nalezy zrobié malq'dygresje, gdyZ moze powstaé
pytanie: jaka jest geneza filtrdéw Legendre’a i Jjak inacze) mozna
otrzymaé te filtry?

. Historyosnie biorac, poczgtkowo stosujge kryterium Gaussa do
omawianego na poczqtku.niniejséego podrozdziaiu problemu P, wsta-
= 1 warunek a_ = 1

W=1 3
(tzn, zaktadano, %e wielomian f(w) jest wielomianem monicznym) .

wiano w miejsce warunku normalizacyjnego f%@

Nastepnie po rozwigzaniu tak uwarunkowanego problemu, tj. po zna-
legzieniu funkcji monicznej Fﬂoa) dla ktérej catka (3.15) Jjest mi-
nimalna, dobierano stats C w taki sposéb, aby funkcja

W w?) = CR(w?d) (3.21)

1 Filtry lLegendre’a czesto sg mylone w literaturze z filtrami
typu L otrgymanymi przez Papoulisa (patrz pkt 3.5).



- 48 -.

speiniata warunek normalizacy jny (3.4) , tzn. statg C przyjmowano
jako C = 1/F(1). Takie podejécie powoduje, ze problem aproksyma-
cji daje sie Yatwiej rozwigzaé nis w przypadku, gdy od razu sig
zada spetnienia warunku normalizacyjnego (3.4). W powyzszy sposéb
np. wykazano [30] , %€ spoéréd' wielomianédw monicznych stopnia n naj=-
lepiej (w sensie kryterium Gaussa) aproksymuje funkcje¢ g(w)=0, g
funkejg wagi (1- u)z)ocw przedziale -1<w1, wielomian bedacy wie-
lokrotnoécig wielomianu ultrasferycznego. Znormalizowany wg zale-
snosci (3.21) kwadrat modutu funkecji filtracji'mOZna‘. wéwczas za-

pisaé jako:

V(P - [F;iw)]z : (3.22)
gdzie

B e 2 Bl >

Funke je Pﬁﬁ"eq wielomianami ultrasferyesnymi, ktére sg szozegéle
nym przypadkiem dla p=d wielomianéw Jacobiego Pi'f’p) a
ﬂhﬂns(ﬂﬂﬂﬂ).“ (a+() , n=l, 2, eoo
(14), = 1. |

Ponadto wykazano, %e dla pewnych okreslonych wartosci. mozna
otrzymad naétqpujacce funkcje opisujace:
o= 0 —’l}/(coz) [:Pn(a)):]z - f£iltry Legendre’a,
o ==1/2 -y(a)z)

[T u))]2 - filtry Czebyszewa,

2
[‘%g%‘z%‘r ng“?wﬂ - filtry Ku i Drubina

d=n =YW

oraz prgypadek graniczny

o, ——00 .ll/(wz) S - £iltry Butterwortha,
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Jak widaé z powyzszych przypadkéw, charakterystyka filtru
Legendre’a najlepiej (w sensie kryterium Gaussa) aproksymuje w
klasie wielomianéw monicznych funkcje¢ tozsamodciowo réwng zeru
przy warunkach, %e przedziai aproksymacji jest [-1, 1] oraz
p(o) = 1.

Poréwnujgc podane powyze] szczegblne przypadki z przypadkami
otrzymanymi przez Rakovicha, Zatwo zauwazyé, Ze dla tych samych
wartodci « otrzymano zupeinie inne rezultaty. Nalezalo sie tego
spodziewaé, przeciez w obydwu przedstawionych problemach sformuzo-
wano inaczej warunki dodatkowe. Konkludujge, przy ustalonej war-
todéeci o kwadrat moduzu funkcji filtracji otrzymany przez Rako-
vicha (3.19) daje zawsze mniejszy bXgd aproksymacji (3.15) niz
kwadrat modulu'vdaﬁ) opisany wzorem (3.22). Szczegdlnie biad
aproksymacji (3.15) funkeji\J/(w?) dla filtréw MAL jest mniejszy
niz bxad funkeji WVﬁﬁ) dla filtrdéw Legendre'ap

Charakterystyka amplitudowa filtréw typu MALVma pewne zafa-
lowania w PP (rys. 3.8). W prakiyce czasem taki przebieg charake
terystyki moze okazaé sig¢ niekorzystny, wéwczas mozna zastoso-
waé monotoniczne filtry L.S.M (Least-Square Monotonic ) wprowa-
dzone przez Rakovicha E%ﬂ w 1973 roku. W1elomian‘y«aﬁ) opisujg-
cy filtry L.S.M ma najmniejszy btad aproksymacji (p(w) = 1) (3.15)
ze wszystkich parzystych wielomianéw, ktdére speiniajg ponadto
warunki: '

W =1 W=0

10y (W) =1, x;/(wz)/ = 0,

O Zawsze, gdy poréwnywane 8g dwie funkecje charakterystyczne opi- -
sujgce rézne filtry, milczaco zakiada sig, Ze sg one tego sa=-
mego stopnia.



= B0 -
Vi %
2° 4 éx >0 dla 0<w<1  (monotonicznosé).

Przyktadowy przebieg funkeji filtracji opisujgecej filtry L.S.M

przedstawiono na rys. %.9.

y/(wz)

e

)
i
!
0 1

Rys. 3.9 Wykres funkcji”y/(u)z) dla filtréw L.S.M.

Nie istnieje wzér analityczay na W(w?) f£iltréw L.S.M. Kwadrat
modutu funkecji charakterystycznej tych filtréw znajduje sie¢ po-
przez rozwigganie ukadu nieliniowych réwnar metodami iteracyj-
nymi, W roku 1978 Rekovich i Popovich [62] podali w postaci
skomplikowanego wzoru stosunkowo dobre przyblizenie funkecji
filtracji opisujgcej filtry L.S.M. Ponadto wykazano [34], ze
charakterystyka ttumieniowa klasy filtréw monotonicznych, tj.
filtréw o monotonicznej charakterystyce tzumieniowej w PP ma dla
n parzystego (n/2)-1, a dla n nieparzystego (n-1)/2 punktéw prze-
giecia w PP, Charakterystyka ta ma zatem charakter ,schodkowy".

Dalsze prace prowadzone w ramach omawianego kryterium skoncen-
trowane zostaty przede wsz&stkim na aproksymacji IAR za pomocg
funkeji wymiernej postaci (3.11). W tym przypadku jest zbyt duzo
wspétczynnikéw do optymalizacji, totez zwykle zak¥ada sig postaé
mianownika funkeji wymiernej (3.11), np. przyjmuje sie¢, ze funkcja
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Wy(mz) ma pojedyncza pare¢ biegundéw tizumienia w PZ [71], m-krotna
(1=2m) pare [561, dwie rozsuniete pary biegunéw trumienia [5§chy
m rozsunietych par [ﬁ9], a nastepnie minimalizuje sig calke (3.15)
w przedziale [}1, 1] przy warunku dodatkowym f2(1) = 1(zwykle za-
ktada sig, ze p@n)E1X Powyzsze problemy aproksymacji wymagajs
rozwigzania pewnego uktadu réwnani liniowych, przy czym znane wspoi-
czynniki wystg¢pujgce w tych réwnaniach wyrazone s przez dos¢ zio-
zone funkeje.

Najbardzie] korzystny przypadek, w sensie minimalnej SP przy
zadanym tiumieniu w PZ, otrzymujé sie¢, jesli m par biegunéw H(s)
(2m<n) jest tak roztozone, ze w wyniku charakterystyka ttumieniowa
ma réwnomierne zafalowania w PZ. Taki rozkXad biegundw tlumienié
wymaga uzycia metod iteracyjnych, np. metody [59, 8é]. Jek sie
okazuje [}Q], zaprojektowane w ten sposédb filtry mogs, w pewnych
przypadkach, konkurowaé nawet z filtrami eliptycznymi (patrz pkt.
3.4). '

Mozliwa jest takze konstrukcja funkcji filtracji, ktéra opi-
suje monotoniczng charakterystyke tiumieniows w PP z biegunami
ttumienia na osi jw. Poprawnie na1eza16by minimalizowad calkq(3,13
przy warunku, ze charakterystyka tiumieniowa ma by¢é monotonicgna
w PP i ma m (2m<n) par biegunéw tZumienia na osi yu”. Tak posta=-
wiony problem jest trudny do rozwigzania i zZgodnie z poglgdami Ra-
kovicha i Litovskiego [6{] mozna go znaczhie uprosécié. Uproszcze-
nie to polega ha tym, ze przyjmuje‘siq jako licznik funkcji wymier-~
nej (3.11) wielomian monotoniczny’qﬂuf) opisujgoy filtry L.S.M,

) Szczegdlnie trudny problem do rozwigzania wystepuje wéwczas,
Jesli %ada sie¢ dodatkowo takiego rozzozenia biegunéw ttumienia,
aby charakterystyka tzumieniowa byta réwnomiernie falista w PZ.
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a nastepnie konstruuje si¢ pojedynczg pare¢ biegundéw tiumienia na
ogi Jjw [}8] czy m par biegundéw tzumienia tak rozzozonych na osi
Jjv, aby w wyniku uzyskaé charakterystyke tZiumieniowa réwnomier-
nie falista w PZ [61].

Na podatawie ostatnio pojawiajgcyh si¢ prac [54, 8, 80] mos -
na zauwazyé, ze ( podobnie jak to byko przy kryterium Taylora) re-
zygnuje sie z optymalizacji za pomocg kryterium Gaussa wszystkich
wspdiczynnikéw funkecji aproksymujgce] f{w) na rzecz pewnej liczby
gtopni swobody w postaci wolnych wspéXczynnikéw, za pomocg ktdrych
mozna speinié dodatkowe warunki czy kryteria.

Kryterium Gaussa mimo swojej wyzszosci nad kryterium Taylora
(funkcja f(w) oscyluje wokéx funkeji g(w) przyblizajagc ja dok¥adnie
w wielu punktach) nie znalazXo szerokiego zastosowania w proble-
mie aproksymacji IAR. Brak wiekszego zainteresowania tym kryte-
rium wynika przede wszystkim 2z trudnoéci rachunkowych. Stosowanie
metody opartej na wielomianach ortogonalnych prowadzi czg¢sto do
zawizego algorytmu gnajdowania funkcjiVVﬁd% - nierzadko poprzez
rozwigzanie pewnego ukladu réwnan nieliniowych. Nieche¢é do sto-
sowania kryterium sredniokwadratowego w aproksymacji IAR wynika
jeszeze z faktu, ze minimalizacja bxedu E (3.15) wcale nie ozna-
cza, e bezwzgledna réznica |g(w)- f(w)| jest maXa dla wszystkich
wartodci w 2 przedziatu aproksymacji [?, b]. Moga wigc wystgpié
pewne czestotliwosdci,dla ktérych rdznica ta jest szczegélnie duza.
W wielu praktycznych przypadkach taka sytuacja jest niedopuszczal-
na (np. zastosowanie takiego filtru w sprze¢zeniu gwrotnym wgmac-
niacza moze spowodowaé wzbudzanie sie¢ uktadu na uprzywile jowa-
nych czestotliwosciach). W takich przypadkach lepsze wyniki daje
stosowanie kryterium Czebysgewa, k%ére gwarantuje, ze dla kazde}

czestotliwodci pasma aproksymowanego bezwzgledna réznica [g@»-ﬂh»
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nie przekracza zadanej wartosci,

3.4. Kryterium Czebyszewa

Jak juz wspomniano, cze¢sto nie interesuje nas wartosé srednia
biedu aproksymacji tylko jego maksymalna wartosé. Problemami
aproksymacji, gdy za miare bxedu przyjmuje sie bezwzgledns wartosé
roznicy fuhkcji aproksymowane]j i aproksymujacej, zajmowai si¢ Cze-
byszew, ktéry jest twércg nastepujgcej definicji optymalnej
aproksymacji.

Definicja

Méwimy, #e funkcja f(x) ,najlepiej" (w sensie Czebyszewa)

aproksymuje funkcj¢ g(x) w przedziale domknigtym [é, ﬁ], jesli

maksymalna wartosé bezwzgledna bxedu jest mozliwie mata, tzn.

max p(x)lg(x} - f(x)l——-—min; (3.23)

Funkcja p(x), jak w poprzednim punkcie, jest funkcjg wagi.

Zanim bedg podane rozwigzania aproksymacji IAR za pomocg wie-
lomiandw i funkcji wymiernej w sensie Czebyszewa, najpierw zosta-
ng sformutowane podstawowe okreslenia i twierdzenia, niezwykle

uzyteczne przy tego typu aproksymacji.

Twierdzenie 1 (Czebyszewa)[Z]

Na to, aby wielomian

| n n-1
f(x) = ax +a ,x + eee + 8

stopnia n najlepiej przyblizax (w sensie miary 3.23 ) ciggtg fun=-
kcje g(x) w przedziale [a, ﬁ], z funkejg wagi p(x), potrzeba i
wystaroza, aby w przedziale [a, b] istniaty co najmniej n+2 punkty

x1 x2 s xn+2, w ktérych réznica A" p(X) [g(X) - f(X)] Aprzyj-
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mnje ekstremalne wartosci réwne na przemian 5 i -5.
la rys. 3.10, jake przykZad, przedstawiono rézne przebiegi
résnicy A(x) dla n=3.

L A) b A A\ ()

U

(G

Rys. 3.10 Wykresy réznych mozliwych przebiegéw funke ji A(x) prazy
aproksymacji wielomianem 3-go stopnia.

Nalesy zwrécié uwage na mozliwy wzrost liczby punktéw o rzed-
nych 55 w stosunku do liczby n+2, a takze na to, se dla’ granicz-
nych punktéw |Z§(x)| moze nie byé réwne: O, Nastepne twierdzenie

'Czebyszewa 0 jednoznacznoséci podaje warunki konieczne i dostatecz-
ne dla funkeji najbliﬁszej (w sensie miary (3.23)) funkeji aprok-
symowane j.

' Twierdzenie 2 [2]

Niech & bedzie rozwigzaniem zadania aproksymacji postaci

max p(x)|g(x) - £(x, &)| = min,
a

gdzie

' n

8, + 80X + eee + 8 2.
£(x, T) = 1t %2 K

%.'.2 + aYl+3x + oo +‘amx
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tzn. zadania aproksymacji funkecji g(x) za pomocg funkecji wymier-
nej f(x, E}.

Oznaczmy

max p(x)[g(x) - f(x, 53] =5 1 zatxézmy, ze

x€(a, bl
”* ’ »* % n-v
a, ¥+ @,X + ... + & X

f(x' a = : 2 = n+1-v ~ e
Bne2-v T Fnazoy® T ocee F B g X

jest uramkiem wxasdciwym. Wéwczas istnieje co najmniej N = m - d =

m - min{v, u} punktéw przedziazu [}, ﬁ], w ktérym réznica

n(x) = p(x)[&(x) - £(x, &)
przyjmuje ekstremalne wartosci réwne na przemian5*i -Sf

Liczba d = min{v, u} nazywa sie defektem rozwigzania. Zbiér
punktéw, w ktérych réznica A(x) przyjmuje ekstremelne wartosci
réwne na przemian 51 -5#nazywa sie alternansem Czebyszewa lub
krétko alternansem. |

Z2jawisko defektu rozwigzania powstaje stad, 2e licznik i mia-
nownik uzamka najlepszego przyblizenia majg jednakowe czynniki lub
wsepéezynniki przy wyzszych potegach réwnajg sie zero,

Cytowane powyzej twierdzenia lezg u podstaw réznych metod
rozwigzywania probleméw aproksymacji.w sensie metryki Czebyszewa
(3.23) . Ponadto twierdzenia te sg szeroko wykorzystywane do spraw=-
" dzania , czy otrzymane rozwigzanie jest rozwigzaniem Optymalnym.

Problemami gzwigzanymi z poszukiwaniem funkeji najblizszej ( w

sensie Czebyszewa) zajmowazo si¢ wielu badacgy, Istnieje doéé bo-
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gata literatura dotyczaca aproksymacji w sensie metryki (3.23).
Rozwéj ten jest spowodowany przede wszystkim tym, ze jak dotych-
czas nie istnieje metoda pozwalajgca znalezé funkecje qajlepszego
przyblizenia dla dowolnej funkecji ciggzej po skoriczonej liczbie
dzia%an; dlatego tez powstalo szereg twierdzend pomocniczych i me-
tod iteracyjnych, ktére pozwalaja w przyblizony sposéb rozwigzaé
wystepujgqce w praktyce problemy. Metody te nazywane sg w litera-
turze metodami minimaksymalizacji; dokadnie] mozna zapoznaé sie
Zz nimi np. w pracy 66].

Na szczeécie, podstawowe problemy aproksymacji IAR w klasie wie-
lomianéw i funkcji wymiernych rozwigzano w sposéb analityczny w
ramach omawianego kryterium. '

Funkcjalyﬂg) musi byé funkcjg nieujemng dla dowolnych wartos-
ci w, totez w wiekszosci przypadkéw przyjmuje sie, zewy@?)=f%un,
gdzie f(W) jest, tak jak poprzednio, funkcjg aproksymujgcsg.

Najbardziej rozpowszechnione sg w literaturze trzy rozwigga-
nia dotyczgce aproksymacji IAR w sensie Czebyszewa. Pokrétce
oméwione zostang w nastepujacej kolejnodci: filtry Czebyszewa,
filtry Zolotariowa-Cauera oraz wymierne filtry Czebyszewa.

1. Filtry Czebyszewa pierwszego rodzaju.
Rozwasmy nastgpujqcy problem: znalezé wielomian pdataci
£(x) = X + én_1xn'1 + eee + 8,
najlepiej przyblizajgcy funkcje g(x)so,‘g funkcjg wagi p(x) = 1,

w przedziale [}1, ﬂ .

Czebyszew w swoim rozwigzaniu poszuzyz sie¢ metodq, ktdéra po-



- 57 =

lega na spostrzezeniu, ze w punktach alternansu zachodzi réwnosé
f’{x)=52, gdzie f?x) jest wielomianem najlepszego przyblizenia,
Ponadto f(x)=0 zachodzi w punktach alternansu, ktére leza wew-
ngtrz przedqiélu przyblizania. Punktéw alternansu bedzie tylko n+1,
gdyz w istocie przy tak postawionym zadaniu przyblizamy x" wielo-
mianem stopnia n-1. Tak wiec, jesli np. punktami przyblizania sg:
=Ty Xqy eee y X 4, 1 (n;eznane sg punkty Xq9 Xpp eee 9 X 1) to

mozna je wyznaczy¢ z ukiadu rdéwnan

f2(1) = sz.
Pix)= & g =0 (et 2, oy ne1),
f2(-1)=(52v

w ktérym liczba 52 jest réwniez niewiadomg. Czebyszew rozwiqzal

ten ukiad réwnan i udowodniz, ze tym wielomianem jest

f(x) = %g(x) = ;%:T cos(narccosx) 6&- E%:T>.

Wielomian Tn(x) = cos (narccosx) nazywany Jjest wielomianem Czeby-

szewa pierwsgego rodzaju. Zauwazmy, Ze
Naste¢pnie, poniewaz
cos(n+2)y + cosny = 2cos[(n+l)y]cosy,

wiec podstawiajac do tej réwnosci y=arccosx, otrzymuje sie dla

funkeji T (x) zwigzek rekurencyjny

Tn+2(X) - 2xTn+1(x) - Tn(x) ' n=0, 1, se¢
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z ktorego wynika, ze wspdiczynnik przy najwyzszej potedze Tn(x)
jest réwny gl

Filtry opisane funkejg filtracji postaci
wl/(as"- ) = T2w)

nazywane sg filtrami Czebyszewa pierwszego rodzaju lub w skrécie
filtrami Czebyszewa, PrzykXadowy przebieg V/@F)dla filtréw Czeby-
gzewa przedstawiono na rys. 5.11

! ' )
/(22 (W)

n=5
1..._ . —_—

|
!

0 1

Rys. 3.11 Wykres funkcji’V/&F) opisujgcej filtry Czebyszewa.

Jak wykazano [31, 51, 65} charakterystyka amplitudowa filtru
Cgebysgewa, gzwana takze charakterystykg réwnomiernie falistg, préy
danej nieréwnomiernosci charakterystyki w PP opada najszybciej w
PZ ze wszystkich charakterystyk wielomianowych.  Oznacza to, ze
filtry Czebyszewé, przy zadanej tolerancji txumieniowe}] W PP, ma-
ja najwieksze asymptotyczne tlumienie ( txumienie dla wielkich
czestotliwoéci) oraz najwieksze nachylenie charakterystyki ttumie=-
niowej przy w=1 sposrdéd wszystkich charakterystyk wielomianowych.

Powyzsze wXasciwosci selektywne filtru Czebyszewa mozna Opi-v

saé jeszcze inacze), mianowicie mozna zawaz; tak przeksztacid
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funkeje VKQF) poréwnywanych filtrdéw, np. mnozgc je przez odpowied-

nig starg czy zmieniajac skale czg¢stotliwodei, aby filtry te

miaty jednakowe asymptotyczne trumienie. Wéwczas charakterystyka

Czebyszewa ma w porownaniu 2z innymi charakterystykami wielomia-

nowymi nastepujgce zalety:

- przy danym pasmie przepustowym pozwala na osiggnigcie
minimalnej nieréwnomiernosci charakterystyki tzumieniowe}
wewngtrz tego pasma ( rys. 3.12),

- przy danej nierdéwnomiernosci charakterystyki tXumieniowe}
wewngtrz pasma pozwala na uzyskanie najszerszego pasma

przepustowego (rys. 3.12).

Rys. 3.12

A [aB]

Poréwnanie charakterystyki Czebyszewa z inng dowolng
charakterystyks wielomianowg filtru przy galozeniu,
%2e obydwie charakterystyki majg takie samo tZumienie
asymptotyczne 1 = charakterystyka filtru Czebyszewa,
2 - charakterystyka innego filtru wielomianowego .

Powyzsze wasciwosci sg czqsto’wykorzystywane we wzmacniaczach

pasmowych.
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2, Filtry Zoxotariowa-Cauera

Problem aproksymacji w wyniku ktérego otrzymuje si¢ charakte-
rystyki filtréw Zototariowa-Cauera mozna sformuzowaé nastepujgco:

wsrod wszystkich funkecji wymiernych postaci

‘ n
o +
31 + a2x + . an+1x

£(x) = m

an+2 + an+3x + e + atx

stopnia nie wigkszego niz dana liczba naturalna d (d=n+m) znalez¢

takg funkejg f(x), dla ktérej funkcja

f(x) dla =1<x<1
F(x) =
f"1( x) dla x>1 oraz x<-1,

aproksymuje najlepiej statg G(x)=0, w nasiqpujgcych przedziazach:

[0, -1AK], [<\K, VK] oraz [1HE, o%,_‘gdzie k<1, tzn.

max | F(x) - G(x)|—=—mnin.

Tak postawionym problemem aproksymacji1> zajat si¢ wybitny ro-
sy jski matematyk ZoXotariow [90| . ZauwazyX on, e pewne funkcje
eliptycgne Jacoblego speiniajg twierdzenie 2 Czebyszewa dla tak

postawionego problemu, a zatem sg one poszukiwanym rozwigzaniem.

‘P) Jest to tegw. trzecie zadanie Zoxotariowa.



- 61 -

W roku 1931 Cauer D1] pokazat, 2e rozwigzanie otrzymane przez
ZoYotariowa otrzymuje sig takze poprzez rozwigzanie pewnego rdéwna-
nia rdézniczkowego, gdy odpowiednio zmodyfikuje si¢ powyzszy prob-
lem,

Rozwigzanie tego problemu jest nastepujgce:

Zm X2, - x°
f(x) =x/ 121 ) gdy n=2m+i,
- X5.X
=1 2i
(3.24)
- xg. - x°
f(x) = § ' 1'12 5 gdy n=2m,
i=1 1 7 XpyqX

przy czym parametry Xo4 T Xoi_1 S& okreslone wzorami

21
x21 = k Sn("ﬁ" ’ k)’

21 1 (1“1, eee 9 m)
x21_1- k Bn(—ﬁ;‘K, k)-

Dla obydwu funkeji (3.24) prawdziwa jest zaleznoéé

1 1
f(;) = fo; ’
z ktéfej wynika sciszy 2zwigzek przebiegu funkcji w przedziale

—k<xK z przebiegiem w przedziale 1 AR x oo oraz ~cox =14k,
Maksymalng warto$é modulu funkcji f(x) w przedziale [}Jﬁl-{?]
(a wigc i maksymalng warto$é moduiu funkeji f'1(x) w przedziazach

[~o0, =1HK], [1A[K,o0]) wyznacza zaleznoéé

m
§% = knzgzsn4(2%FlK, k) dla n=2m+1 i n=2m.
i=1
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Filtry opisane za pomocg kwadratu moduiu funkeji charaktery-

gtycznej postaci

’\//((02) = fqw) ,

nazywone 83 filtrami Zorotariowa-Cauera lub filtrami eliptyczny-
mi (z powodu wystepowania w rozwigzaniu (3.24) funkeji elipty-
cznej sn - sinusa eliptycznego). Na rys. %.13 przedstawiono

wykresy funkcji'l//(/uz) dla tych filtréw.
|

4’/'("4') \rll/(“f)
/
) =2 L o . N /
0 é ] - | ~
n=4 | =
\\\ B w_ IJ )
0 W ik 0 I ik

Rys. 3.1% Wykresy funkcjiyVYw?) opisujgcej filtry eliptyczne.

Papoulis [5{] wykazaX, ze sposrdéd wszystkich rzeczywistych,
nieujemnych dla dowolnej wartosci w funkeji h(w?) stopnia n
wzgledem aﬁ funkecja opisujgca filtry eliptyczne osigga najszy-
bciej zadang staig M2 i pozostaje od niej wigksza, tzn. speinia
zaleznoéé'wwwz):>M2 dla najmniejszej mozliwe} wértoééi mg>ﬂil ;rzy
ograniczeniu, %e zafalowania w PP nie sg wiqksze od ustalonej.
wartosci 62. Papoulis poda%t réwniez sposdéb 2znalezienia funkeji
charakterystycznej filtréw eliptycznych na drodze algebraiczne]
(popréez rozwigzanie nieiiniowych réwnan algebraicznyéh). Filtry
eliptyczne zosteiy nazwane przez niego filtrami optymalnymi.

Algorytm projektowania tych filtréw mozna znalezé w pracy [}zj.
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3. Wymierne filtry Czebyszewa

Rozpatrzmy naste¢pujacy problem: wsréd wszystkich funkeji wy-

miernych postaci

gdzie M(x) = a0 4 843X F el ¥ a.mxt jest zadanym wielomianem,

ktéry nie ma zer w przedziale [-1, 1], a

N(x, &) = 8 + a5 + .00 + anxn,

znalezé taks, dla ktérej

N(x, &
max (0 - M 7% = min.
xefli,1] a

Rozwigzanie tak postawionego problemu prowadzi do wymiernych
funkeji Czebyszewa [15].

Wymierna funkcja Czebyszewa jest bardziej ogélna w poréwnaniu
z wymierng funkcjg Zorotariowa-Cauera. Charakterystyka tlumieniowé
filtréw opisanych funkejg ZoXotariowa-Cauera jest réwnomiernie fa-
lista w PP 1 PZ; oznacza to, ze wszystkie wartqéci maksymalne w
PP 83 réwne i wszystkie wartoéci minimalne w PZ s takze rdéwne.
Charakterystyka ttumieniowa wymiernych filtréw Cgebyszewa zacho-
wuje, w ogélnym przypadku, réwnomierng falistosé tylko w PP, w PZ
z powodu dowolnego porozenia biegunéw ttumienia réwnosé minimal-
nych wartosci nie zachodzi. Dalej, w poréwnaniu z funkcjami

Zototariowa-Cauera, ktérych stopierd licznika musi byé réwny sto-
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pniowi mianownika lub réznié si¢ od tego stopnia nie wigcej niz o
jednosé, funkeja Czebyszewa nie ma takiego ograniczenia. Dlatego
tez wielomian Tn(x) moze byé rozpatrywany jako szczegdlny przy-
padek wymiernej funkecji Czebyszewa., W poréwnaniu z funkcjg
Zototariowa-Cauera nie istnieje analityczne wyrazenie pozwalajgce
optymalnie (w sensie spexnienia réznych zgdani odnosnie charakterys-
tyki tXumieniowej w PZ) rozXozyé bieguny funkcji Czebyszewa.
Istniejg metody graficzne [7, 8§], a takze iteracyjne [6, 6?]
pozwalajace otrzymad optymalné pozozenie biegundéw tiumienia w
zakresie PZ. Ostatnio Grinberg i Kacnelson [22, 23] otrzymali
interesujgce rezultaty odnosnie optymalnego roziozenis biegunodw
ttumienia filtrdéw opisanych wymierng funkcjg Czebyszewa w przy-
padku, gdy zgdane tiumienie Jjest staxe w caiym zakresie PZ.
Wymierna funkcja Czebyszewa zapisana za pomocg funkcji trygo-

nometrycznych ma postacd

X:X =1
f.(x) = cos|(1+1)arccosx + E liarccos—-*-i—-;—i '
i
gdezie
n - stopien wielomianu licznika,
x; = bieguny funkeji £.(x),
1i - krotnoéé bieguna Xy
1+1 = réznica miedzy stopniami wielomianu licznika

i mianownika funkeji f (x).
Funkcja Czebyszewa moze przyjmowaé ujemne wartosci, totes jako

kwadrat modutu funkcji charakterystycznej nalesy przyjad

’1//(w2_ ) = £2w) .
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Wymierna funkcja Czebyszewa ma, podobnie jak funkcja Zozota-
riowa~-Cauera, optymalne wXasciwosci w SP polegajace na tym, ze
poza przedziatem [—1, ﬂ przyjmuje ona najwiekszg bezwzgledng war-
tosé ze wszystkich funkcji wymiernych, ktére w liczniku maja
wielomian stopnia n przy ustalonym mianowniku, ktéry nie ma zer w
przedziale [¥1, 1j i ograniczeniu, ze zafalowania w przedziale
[-1, 1] nie sg wieksze od jednos$ci. Wymierna funkcja Czebyszewa
osigza n+1 razy (n - stopﬁeﬁ wielomianu licznika) swoje ekstrema-
Ine wartosci réwne na przemian 1 i -1. Szczegdélnie nadaje sie ona
do konstrukeji filtrdw pasmowych, ktérych charakterystyki trumie-
niowe nie majg geometrycznej symetrii.

Warto wspomnieé, e istnieje inne podejscie, ktére takze pro-
wadzi do filtrdéw majgcych rdéwnomiernie falistg charakterystyke
tYumieniowg w PP i czestotliwosci nieskonczonego ttumienia 05 w
PZ. Podejécie to, ogdlnie biorgc, polega na pewne} transformaoji
zmiennej s. Odwzorowanie to wybiera sie¢ w taki sposdb, aby czegsto-
tliwosci krytyczne na piaszczyinie przetransformowanej byity
bardziej od siebie oddalone, przez co ugyskuje sic wiekszg dokrad-
nosé obliczen. Doktadne szczegdty tej metody projektowej mozna
znalezé w pracy [}6], a program projektowania wymiernych filtréw
Czebyszewa w [37] .

Oméwione w tym punkcie filtry majg korzystne wtasdciwosci pas-
mowe i filtracyjne. W przypadkach gdy interesuje nas tylko cha-
rakterystyka tiumieniowa filtru, przedstawione w tym punkcie cha-
rakterystyki mozna uwazaé za najbardziej efektywne i najekonomicz-
niejsze aproksymacje IAR. Do ujemnych cech tych filtréw mozna za-
liczy¢é duze znieksztatcenie charakterystyki fazy i niekorzystne
wiasciwosci impulsowe. Wady te w wielu przypadkach praktycznych
powodujg, Ze siega sie po inne typy aproksymacji, ktére prowadzg

do bardziej kompromisowych rozwigzaid.,
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Istnieja takze w ramach kryterium Czebyszewa inne rozwigzania
analityczne [2ﬂ, dotyczace aproksymacji IAR za pomocg funkcji wy=-
miernych z pewnymi funkéjami wagowymni. Roiwiqzania te nie majg
07era2ego0 zanfosowania.

Ogstatnio rozwigzano (w sposéb iteracyjny) [?Q] ciekawy prazy-
padek aproksymacji IAR w klasie wielomianéw w sengie miary Cze-
byszewa. Rozwigzanie to polega na tym, Ze zakiada si¢ pewny ptaa-
koé¢  charakterystyki tZumieniowej pfzy w:O,Ia naste¢pnie dobiera
gie tak pozdstale wspdzczynniki wielomianu, aby w wyniku uzyskad
rownomierne zafalowania charakterystyki w PP; Problem ten prowa;

dzi do posrednich filtrdéw Butterwortha-Czebyszewa.

3.5 Kryterium Papoulisa

Jest rzeczs oczywista, 2e w procesie aproksjmaoji IAR nalezy
dgzyé do tego, aby strefa przejéciowa charakterystyki tlumfenio-
wej filtru byza w miare¢ minimalna,

Wychodzac na przeciw tym wymaganiom ?apoulis [§Q] w 1958 r.
wprowadzil kryterium, ktére polega na maksymalizacji nachYlenia
charakterystyki tZumieniowej przy koncu PP (w=1).

Uogélniajgc na dowolng czgstotliwosé SP, mozna gymbolicznie
gzapisaé to kryterium jako

(, 2
(W) ——Npax

’wo;>1

(3.25)

co oznacga, 2e maksymalizacja nachylenia ch&rakterystyki ttumie-~



e

niowej przy wybrane] czestotliwosci W, strefy przejéciowej w
istocie polega na maksymalizacji pochodnej funkcji aproksymujgce}
f@ﬁ).

tatwo sig¢ przekonad, np. biorgc klas¢ wielomiandw speiniajg-
cych warunek f(1)=1, %e maksymalizacja wyrazenia (3.25) staje
si¢ zagadnieniem nierozwigzalnym, jesli nie narzuci sie¢ dodatko-
wych warunkéw na przebieg pharakterystyki tzumieniowej w PP. Jest
to wi¢e kryterium, ktdére moze byé wykorzystywane zwykle jako dodat-
kowe, przy stosowaniu innego kryterium, gdy pozostawi sie¢ pewng
liczbe stopni swobody w postaci wolnych wspdzczynnikéw do dalsze
optymalizacji. Istniejg jednak pewne rozwigzania, ktére opieraja
sie przede wszystkim na tym kryterium i na takich warunkach dodat-
kowych, aby istnia%o jednoznaczne rozwigzanie.

I tak, Papoulis [48, 49] oraz Fukada [19] wprowadzili wielo-
misnowe filtry o monotonicznej charakterystyce tiumieniowej w PP
i maksymalnym nachyleniu tej charakterystyki przy w=1. Dokzadniej,
rozwigzali oni nastepujacy problemD: sposréd wielomiandéw parzys-
tych stopnia 2n wzgledem (0 speiniajgcych warunki

1° £(1) =1, £(0) = O,
2° f?w?);zo w przedziale O<w <1,
znalezé taki wielomian, ktdérego nachylenie przy u%=1 osigga war-
tos¢ maksymalng, tzn. |
39 £ )L L
=1

Stosujgc do powyzszego problemu wieldmiany ortbgonalne Legen=-

dre’a P, [1]IWykazali, %e nastepujace wielomiany speiniajs

warunki 1°, 29 1 3%

1) Papoulis rozwigzat najpierw ten problem dla przypadku niepa-
rzystego - a nastepnie rdéwnoczesnie z Fukadg = przypadek pa-
rzysty.



208 -1
)
, 2 2
\}/((.0) = Y[V ( x)dx - gdy n=2k+1,
gdzie = o
V(x) = ag + a;Py(X) + oo + akPk(x)
oraz :
S S S
0 T % 5 ) 2k+1 - ﬂE(k+U
ey |
: : - L—Papoulis (3.264a)
’\//(u)z) = ¢(x) dx - gdy n=2k+2 '
gdzie -
‘ 2
dP, (%)
K+1
¢<x> = B(x + 1)[—-5—,%—-—-—] :
przy czym stalg B nalesy tak dobraé, aby
/\//(1) = 1 J
lub 2w2-1 W
k 2 |
q{/(u)z) = [(x - UE:aiPi(x)] dx = gdy"
-l 1=0 n=2k+2,
gdzie |
22 e 1 ,

80 ® 5 = ecc= TKHI

J(k+1) ( k+2)

gdy k-parzyste — Fukada (%.26b)

8 _ 38 . s 1
-3- = -72 = e ® 2k+1 = <k+1)(k+2} Y

- .
gdy k-nieparazyste.

Filtry otrzymane przez Papoulisa i Fukadg sg nazywane, filtra-
mi typu L 4 ,vjak Juz wspomniano, cz¢sto sg mylone & filtrami
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Legendre’a.

Halpern [éi] w 1969 roku wprowadziZ wielomiany monotoniczne:

W
2

n/2-1
02i+1U21+1(x)} dx gdy n parzyste,

oty [

0 (3.27)

W
’V“w ) =[x _EE CoiUpy(x)| dx gdy n nieparzyste,
0

gdzie Ck sa statrymi, za pomocg ktdérych mozna optymalizowadé wyraze=-
nie (3.27), a U, s ortogonalnymi wielomianemi Jacobiego w prze-
dziale 0 x<{1 z funkcjg wagi W(x)=x [1]. Pokazax on, e rozwig-
zanie Papoulisa i Fukady jest szczegdlnym przypadkiem wielomia-
néw monotonicznych (3.27), a mianowicie dobierajgc stale C, w ten
sposébb, ze

U, (1) U, (1)
2 gdy k=21+1] C b

O = n/2-1 , ' k-~ m-1)/2 , '
\/%UZH‘I (1) o Upg(1)

(1=0, «.. , E[(n=1)/2])

gdy k=21,

otrzymuje sie¢ rozwigzanie (3.26).}Halpern.podal réwniez inne roz-
wigzanie, mianowicie zamiast maksymalizacji nachylenia charakte-
rystyki tizumieniowej przy a%=1‘maksymalizowal on asymptotyczne
tzumienie, tj. maksymalizowal wartosé wyrazenia (3.27) przyw-oo.

Problem ten w istocie sprowadza si¢ do maksymalizacji wspéi-
czynnika przy najwyszsze] potedze wielomianu (3.27).

Filtry wprowadzone przez Halperna sg nazywane filtrami typu H.
Funkeje charakterystyczng tych filtréw otrzymuje sie, jesdli w wy-
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razeniu (3.27) przyjmie sig C,_.,=1, a pozostate wepéXczynniki

¢, =0. Przykiadowy przebieg funkcjivmﬂ% opisujacej filtry typu

k
I 4 H przedstawiono na rys. 3.14.

\1/((02)

\A,

L W

o 1 ”

Rys. 3.14 Przebieg funkcji%”u? opisujqcej filtry typu L i H.

Ostatnio Djurich []j] wykazax, ze filtry Halperna majg naj-
wigkszg selektywnosé ze wszystkich filtréw o monotonicznej charak-
terystyce trumieniowej w PP. Selektywnoéé te rozumiax on Jjako
zdolnoéé do tiumienia energii biazego szumu w PZ.

Dalszym rozwinieciem problemu Papoulisa sg filtry o wyﬁuklej
charakterystyce tiumieniowe)] w PP. W pracy 93] po raz plerwszy
, przedstawiono klase filtréw o wypukiej charakterystyce tXumienio-
wej w PP 2 zerami transmitancji w nieskoriczonosci. Udowodniono ﬂ
tam pewien ogélny warunek konieczny, ktéry musi speiniaé kwadrat
modutu funkcji charakterystycznej, opisujgcej te filtry oraz poda-
no metode analityczng okreélenia'y«a?) w przypadku, gdy za kryte-
rium aproksymacji przyjmie si¢ maksymalne asymptotyczne tiumienie.

Dalszg kontynuacjg powyzszej pracy byzo podéhie B{] ogélne})
metody numerycznej, za pomocg kidrej mozna wyznéczyéy@w?) filtréw
o wypukte] charakterystyce tiumieniowe] w PP 1 o maksymalnym na-

chyleniu ttumienjia przy wybranej czestotliwodei a%;>1 pasma za-
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porowego.
Filtry monotoniczne i wypukie majg lepsze wXasciwosci tiumie-
niowe niz filtry Butterwortha przy jednoczesnie nieztej charakte-
rystyce fazy i odpowiedzi na pobudzenie impulsowe.
Ostatnio Roy i Varanasi [86], posiugujac sie omawianym wyze]
kryterium, rozwigzali ciekawy problem aproksymacji IAR, prowa-
dzgcy do podrednich filtrdéw Butterwortha-Czebyszewa. Poszukiwali

oni wéréd wielomiandw parzystych wzgledem w stopnia 2n=RN postaci

| N
£(0f) = [(u)- 0g) (W= Wy) os (0= wR)} ,

przy czym a&E[}1, f], takiego wielomianu, ktéry ponadto speinia
nastepujgce warunki:
-£(1) =1,
- zafalowania f(mz) w przedziale [}1, 1] nie przewyzszajg
jednosci,

- fwd)) =M.

w=1

Pokazali oni, e zgdane wiasciwodci majg nastepujgce wielomiany:

o N
ﬂf«u)) = [?Rﬂoﬂ - gdy N parzyste,

lub N
W) = — (k[T 20))” - 1}
4 IS

- gdy N nieparzyste,

przy czym k jest rzeczywistym pierwiastkiem réwnania (k=1) -nk+1=0,
a TR jest wielomianem Czebyszewa pierWszego rodzaju., Mozna zauwa-
zyé, ze dla N=2 otrzymuje filtry Czebyszewa.

Wydaje sie, ze kryterium podane po raz pierwszy przez Papou-

lisa moze przynies¢ wiele cennych rezultatéw, jesli zamiast klasy
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wielomiandw rozwazy sie klase¢ nieujemnych dla dowolnej wartosci
funkec ji wymiernych, przy nafozonych pewnych ograniczeniach na |
przebieg charakterystyki ttumieniowej w PP( np. zgdanie monotoni-
cznodei czy wypuktodei charakterystyki) i biegunach tiumienia
pofozonych na osi ju.

Sg to jednak zagadnienia bardzo trudne do rozwigzania

analitycznego.

3.6 Vinioski

Przedstawione w niniejszym rozdziale kryteria,wykorzystywane
w aproksymacji IAR,stanowig doskonate narzedzie do projektowania
réznego typu filtréw. Kryteria te majg wyrainy sens fizyczny i za-
zwyczaj nie wymagajg stosowania skomplikowanych metod,z; pomocg
ktérych mbéna otrzymaé pozgdane wyniki.

W teorii aproksymacji mozna réwniez spotkaé inne migry 'bedgce
syntetycenym wskaZnikiem, méwigcym o jakosci przyblizania  jedne]
funkcji za pomocg drugiej. Dla okreslenia jakosci aproksymacji w
przestrzeniach abstrakcyjnch, tj. przestrzeniach,w ktérych nie
gnamy samych elementéw, lecz tylko wtasdciwoédci jakie one speinia-
Ja, wprowadza si¢ pojecie metryki. Metryka - to. kryterium,za po-
mocg ktdérego mozna rozstrzygnaé, czy dana funkcja lepie] czy go-
rzej przybliza drugg funkcje. Na przykiad metrykami calkowymi'mo-
ga byé nastepujgce miary

b ;
E ijfg(x)lg(x) - f(x)ldx (tzw. aproksymacja w przéstrzepi
a Tp(x))



T

L

coy h

2m

2m
E =" “[p(x)lg(x) - f(x)l dx (tzw. aproksymacja w prze-

a strzeni Li?x)’ m=1, 2, «.) &

’

Powyzsze miary, z wyjgtkiem aproksymacji w przestrzeni Li (kry=-

(x)
terium Gaussa), nie sg stosowane w aproksymacji IAR z nastg¢pujacych
powodow :

- nie majg interpretacji fizycznej,

- 88 kiopotliwe w stosowaniu,

-~ nie wnoszg istotnych zmian jakosciowych w aproksymacji.

Ostatni powdd wymaga pewnego objasnienia. 0téz z teorii apro-
ksymacji w przeétrzeniach abstrakcyjnych'wynika, ze przestrzenie

2

L, L5, L4, sas 3 Cn mozna pod wzgledem wasciwodci ich metryk upo-

rzgdkowaé nastepujgco:

e e A

"W ten sposéb wyraza sie¢ fakt, ze im wskznik m przestrzehi pém
jest wiekszy, tym jej metryka jest blizZsza metryce w przestrzeni
~C. Oznacza to, ze im wigksze jést m tym silniej metryka przestrze-
ni LZm reaguje na duze odchylenia funkcji g(x) i f(x)od siebie,
choéby w bardzo matej czgéci przedziaiu [a, b]. Zatem dla duzych
m funkcje g(x) 1 f(x) s sobie bliskie w metryce 1°™ tylko wtédy.
gdy w prawie calym przedziale nie réinig si¢ one za duzo. Natq—i
miast metryka préestrzeni L reaguje na te odchylenia najslabiej;

2i

Tak wiec przyblizanie w sensie metryk L, L4, L™" nie prowadzi do

) C - jest to przestrzenl funkcji ciggiych w przedziale [a, ﬁ],w
ktérej okredlona jest metryka E = max p(i)lg(x) - f(x)|,
: agx<b
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istotnych z praktycznego punktu widzenia korzysci.

Wydaje sie, ze oprécz przedstawionych w niniejszym roz-
dziale kryteridéw, nie ma w praktyce potrzeby stosowaé w proble-
mach eproksymacji IAR innych kryteriéw, znanych z teorii aproksy-
macji w przestrzeniach abstrakecyjnych.

Warto wspomnieé na zakonczenie przedstawionego przegladu
literaturowego, ze istnieje wiele prac dotyczacych aproksymacji
IAR, w ktérych nie uzywa sie¢ zadnych kryteriéw, np. prace [9, 31,
32, 38, 60, 63]. Prace te, ogdélnie biorgc, polegajg na tym, ze
pod kwadrat moduiu funkeji filtracji'vqwg) podstawia sig rézne
wielomiany lub funkcje wymierne, a nastg¢pnie bada sig -charakterys-
tyki otrzymanego w ten sposédb filtru. Prace te niewgtpliwie majg
duzy aspekt poznawczy, jednak w zastosowaniach praktycznych przed-
stawiajg mniejszg wartosSé niz prace dotyczgce filtréw o charakte-

rystykach optymalnych.
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4, FILTRY WYPUKLE I-TEGO RZEDU

4.1. Sformulowanie problemdéw

Z punktu widzenia syntezy filtrdéw interesujgce sg nastgpujqce
problemy aproksymacji: spddrdéd wielomiandéw parzystych stopnia 2n

wzgledem x, speiniajgcych warunki

= 0

0
17 h(x) xoo

29 h(x) (normalizacja)

xX=1

x0 h(i%x);zo w przedziale O<;x<g1 (wypukoéé i-tego rzedu
181, 2, ece 2n"3)

znalezé taki wielomian, ktéry poza tym speinia Jjeden z nizej poda-

nych warunkéw:

- nachylenie wielomianu przy xsxo;;1 osigga wartosé ma-
ksymalng, tzn.

4°a h(1%x) =M (problem A1),

X=X o>1

- warto$¢ wielomianu przy x=x_ >0 osigga wartosé ekstre-
malng, tzn.
0
4 h(x)| =M . 1lub h(x)
x=xd>1

- wartoéé catki w przedziale [a, b] % wielomianu h(x)

Moin (problem B),

x-x<(1

osiqga wartodé ekstremalng, tzn.
' b

4% _[h(x)dx =M - gdy Oa<bg1 1luwb ‘{ﬁ(x)dx = Mmax - gdy

1La<b<w  (problem 01),
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Symbol h(i%x) oznacza i-tg pochodng wielomianu h(x). Zmienia-
jac ponadto nieznacznie warunki 10, 2° 4 30, mozna w pewnym sensie
rozszerzy¢ powyzsze problemy aproksymacji na przypadek gdy i=0,
wéwezas symbol h(okx) oznacza po prostu h(x). Wtedy sens praktycz-
ny majg tylko nast¢pujgce, odpowiednio zmodyfikowane problemy
aproksymacji: sposrdd wielomiandéw parzystych stopnia 2n wzgle¢dem

x, speiniajgcych warunek normalizacy jny 2° oraz

300 h(x) >0 dla wszystkich x (znak réwnosci moze zachodzié
tylko w przedziale -1<x<1),

znalesé taki wielomian, ktéry poza tym spexznia jeden z nizZej po-

danych warunkdw:

- nachylenie wielomianu h(x) przy x=x_>1 osiaga

wartosdé maksymalng, tzn.

4°%a h(1%x4x= . - (problem A2)
=X
0

- wartoéé catki w przedziale [0, 1] z wielomianu h(x)

psiaga wartoéé minimalng, tan,

0o
4" c Oh(x)dx =M in- (problem C2)

W powyzszych problemach zakzada sie, ze Mmax i_Mmin sg wielkosciami

wiekszymi od zera.

4,2, Ogélna postaé poszukiwanych wielomiandw

Zostanie teraz wykazany pewien ogdlny warunek konieczny dla
wielomianu bedgcego rozwigzaniem probleméw A, B i C.
Twierdzenie A

Wielomian optymalny h(i%x), tzn. speiniajscy warunki 1°, 2°,



T

3% 1 4° 1ub 29, 3°° 1 4°° ma postad

h(i%x) = xVZ(x) gdy i jest niepafzyste
IUb (i=0, 1, s0e 2n-3)1)

h(i%x) = Vz(x) gdy i jest parzyste,

przy czym V(x) Jest wielomianem parzystym lub nieparzystym sto-
pnia n-k(k=EK144)/ﬂ), ktérego wszystkie pierwiastki sg rzecgzywiste
i lezs w przedziale (-1, 1).

Dowéd dla prpblemu A1 (warunki 1°, 2%, 3° 1 4%)
Przypadek gdy i Jest nieparzyste.

Wielomian h(i%x) jest wielomianem nieparzystym stopnia 2n-i;
speinienie warunku 3° wymaga, aby jego zera (o ile takie wystepu=-
Ja) w przedziale 0<x <1 byty parzyste} krotnoééi. Zatem wielo-

mian ten mozna przedstawié¢ w postaci
i 2
) = xv¥(x)a(x),
gdzie Vz(x) jest wielomianem majgcym tylko rzeczywiste zera pa-

rzystej krotnodci w przedziale -1<x<1, a q(x) - wielomian pa-

rzysty nie majgcy zer w przedziale -1<x<1 oraz taki, ze
q(x)>0 dla -1<x<1.

Zostanie teraz pokazane, przez doprowadzenie do sprzecznosci,ze

1) i=0 traktowane Jjest jako liczba parzysta .

2'Symbol E (entier) oznacza cz¢s¢é catkowitg liczby.
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spernienie warunkéw 1°, 2%, 3° 1 4% wymaga, aby h(i%x) miazx

postacé
h(i>(x) = xV2( X),

przy czym V(x) jest wielomianem parzystym lub nieperzystym stop-
nia n-k, tzn., e stopiend q(x) musi byé réwny zeru.

Niech wielomian xvz(x)q(x) bgdzie wielomianem optymalnym,
tzn, speXniajacy zaXozenia 1°, 2°, 3° 1 4% 41 niech stopier wie-
lomianu q(x) jest rédwny 21#0.

Warunki 2°, 3% 1 4% mozna zapisaé w réwnowaznej postaci

Xi x2 5
0

X3
fdxi 1fdx1 g e fx1V2(x1)q(x1)dx1 = M;Lx | (4.2)

oraz

a(x)>0 dla -1<x<1.

2atwo zauwazyé, ze przez odpowiedni dobér staze) a2 mozné Za-

wsze speinié warunek

X2
[dxi 1[(:lxi o eos [ X4V (x1)( - x%)dx1 = 0, (4.3)

1 Gdy i=1 wyrazenie (4.2) nalezy interpretowaé jako
2
XV (%5)8(%g) = Mpaye
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Moga teraz wystapidé dwa przypadki.

I Przypadek gdy a2\< 1

Konstruujemy nowy wielomian
2
G(x) = xV(x)q4(x),

gdzie q.(x) = Alg(x) - ¢(a® - x2X], A>0 1€>0 Jest dostatecznie
mate, aby wielomian q1( x) pozostawaxz wielomianem dodatnim w prze-
dziale =-1<x<1.

Zgodnie z zaXozeniem wielomian q(x) jest wielomianem co naj-
mniej stopnia drugiego, totez stopied wielomianu q1(x) nie ulega
zmianie. Speinienie warunku normalizacyjnego 29 wymaga, aby za-

chodzita zaleznoéé

1 2 .
}\‘ﬁdxi[:xi._1 cos ﬁc1V2(x1)[q(x1) - 5(82 - x‘:f)]dx1 =
0 0

1 x X

A[1 ¢l a = “y2 2 2d1:]1 4.4

- Xg /A% 4 eee [X,VH(xy)(@" = x7) dx,|= 1. (4.4)
0 0 0

Wielomian XVZ(X)(B.Z - x2) ma tylko jedno pojedyncze zero
lezgce na dodatniej péXosi x. W przedziale Oxe przyjmije on
wartoscl nieujemne, a w przedziale a<x<oo - wartosci niedodatnie.

Wielomian

2
2 2 2
ﬁﬂ (xq)( &% = x3) dx,

0

ma réwnie? tylko jedno zero pojedyncze w punkcie b> a. Takze w

preedziale ngng przyjmuje on wariosci nieujemne, a w prze~
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dziale b<;x2<;a3- wartosci niedodatnie. Rozumujgc analogicznie,

dochodzi sie do wniosku, 2ze wielomian
i~ 2 2 2 .2
0 0

musi mieé takze tylko jedno zero pojedyncze na dodatniej pd*osi
X;. Zgodnie z zatozeniem (4.3) wielomian F(x;) przyjmuje wartodé
réwng zeru w punkcie X=X Zatem tym zerem moze by¢ tylko x°:z1.
72 powyz%szych rozwazan wynika, Zevwielomiah F(xi) jest na pewno
nieujemny w przedziale Osgxi<;1, totez z réwnania (4.4), ktdre

mozna zapisaé teraz jako
1
A[‘l - g/F(xi)dxi] =1,
0

wynika, ze A>1.
Nowy wielomian G(x) daje wigksze nachylenie przy x = x,, gdysz
uwzgledniajge (4.3) otrzymuje sig

g *2 5 2 2
gg(5xi_1 cee [ X,V (x1)[q(x1) - g(a - x1) dx, = AMmax:>Mmax'
0

Jest to sprzeczne z gaXozeniem, 2e wielomian xVZ(x)q(x) jest wie-
lomianem optymalnym., Zatem stopiend 21 wielomianu q(x) Jest réwny

geru, a stals zawsze mozna wgezyé do wielomianu V(x).

II Przypadek gdy a2:>1
W tym przypadku nowy wielomian G(x) ma postaé

6(x) = XV x)a,(x),
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gdzie

ay(x) = Ala(x) = g(a” - x°) + &a® - 1)],
hA>0 1£>0 jest dostatecznie maXe, aby wielomian q,(x) pozosta-
waY wielomisnem dodatnim w przedziale -1<x<1. Tak jak poprzednio
atopien wielomianu qz(x) jest réwny stopniowi q(x). Speinienie

warunku normalizacy jnego o wymaga, aby zachodzita zaleZnoscé

1 Xy Xo 5 ) )
o _
ég/dxig/dxi_1 .o x1V (x1)[q(x1) - £(a - x1) + £(a” - 1de1=
: o _

xz
( - //ix g/;xi g e x ve (xq) (% = x1)dx J = 1.

Rozumujgc enalogicznie jak w I przypadku Xatwo pokazac, 7Ze

funkcja

5 *2
E(xi) = [dx;_4 ... J[; & x) (1 =-x )dx
0 0

jest nieujema w przedziale 0<xig1, totez 2 réwnania
1

Al -f[ F(x,)dx, | = 1

0

wynika, se A>1.

Nowy wielomian G(x) daje takie wigksze nachylenie prazy X=Xy

gdyz uwzgledniajgc (4.3) otrzymuje sig

X *2
.l\gécbczi_‘1 ...f V2(x1)[:q(x1) -5(a -x) + ¢(a -1)]dx -

0

X,
AM_ +eh(a® - 1%{’ . J/F1V'(x )dx1:> AMpax Mnax

Zatem 1 w tym przypadku przeczy to zaXozeniu, ze stopien 21



- 82 =

wielomianu q(x) jest rézny od zera.

Dowdd dla problemu A1, gdy i jest parzyste, przeprowadza sig w
analogiczny sposdéb i z tego powodu nie bgdzie tutaj prazytaczany.
W identyczny sposéb mozna przeprowadzié dowdédd dla problemu B. la-
tomiast dla problemu C1 ogdlna koncepcja dowodu pozostaje taka
sama, ulegaja zmianie tylko pewne szczegdly. Zostenie teraz poka=-
zany. dowdd dla problemu C1 tylko gdy i jest parzyste, gdysz dla

i nieparzystego nie ulega on istotnym zmianom.

Dowéd dla problemu C1 (warunki 1°, 29, 3% i 4%)
Przypadek gdy i jest liczbg parzysty.

Wielomian h(i%x) jest wielomianem parzystym stopnia 2n-i,
spetnienie warunku 30 wymaga, aby jego zera (jesli takie wystepuja)
w przedziale -1<:x<:1 byly parzystej krotnosci. Zatem analogicz-

nie‘jak w problemie A1 wielomian ten mozna zapisaé jako

h(i%x) = V2(x)q(x),

gdzie Vz(x) jest wielomianem majgcym tylko rzeczywiste zera parzys-
tej krotnosci w przedziale =-1<x<1, a q(x) - wielomian parzys-

ty nie majgcy zer w przedziale -1<:x<:1 oraz taki, ze

q(x)>0 dla =-1<x<1.

Zostanie teraz pokazane przez doprowadzenie do sprzecznosci,
ze speinienie warunkdw 1°, 2°, 39 1 4% wymaga, aby h(i%x) miazx
postad .

n) = v(x),
tzn. stopien wielomianu q(x) musi by¢é réwny zeru.
Niech zatem wielomian Vz(x)q(x) bedzie wielomianem optyma-

lnym, tzn. speiniajgcy warunki:



1 Xy X

, 2
dxi//;lxi_1 ....// ?(x) q (%) dx, = 1

0 0 ' 0

b x X,

i+ 2 )
e 1
a 0 0

oraz

q(x) >0 dla ~1<x<1.

fntwo zmauwazyé, ze przez odpowiedni dobdér stale] 02 mozna

gpeinié warunek
b A X
/dx /dx V2(x)(02-x2)dx = 0 (4.5)
1) 9Fiaq e 1 1 9% . y
0 0 0

Zgodnie z rozwazaniami zawartymi w dowodzie dla problemu A1

(I przypadek) nietrudno zauwazyé, %e moze zachodzié tylko przy=-

padek ¢ < 1,
 Mozna teraz skonstruuowaé nowy wielomian

G(x) = VZ(X)q1<X).

gdzie q1(x) = vq(x) - g(cz - x2) s, @ £>0 Jjest dostatecznie maze,
aby wielomian q1(x) pozostawaxr wielomianem dodatnim w przedziale
-1<x<1, Nowy wielomian G(x) speinia warunek normalizacyjny, gdyz
uwzélqdniaja,c (4. S) otrzymuje sie

.x2
’/dxj_‘/dxi1 .o V(x)[q(x1) -g(c -x1)]dx =

_//;x /Clxi . jfiz(x ya(xy)dx, = 1.

= Mpogp 89y 0ol Iub Myyor = My, gdy 1<a<bO,

1
Mekst
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Natomiast warunek 4% jest lepiej speiniony przez nowy wie-

lomian G(x), gdyz

X141 %2
J[;xl+1//;xi ...j/}f(x1)EQ(xﬂ -¢(e® - x¥)Jax, =

<
Mekst 'é/,F(xi+1)dxi+1 S Mekst?
a

poniewaz funkcja

X141 X4 X2
F(x;,4) =-/[;x J/;x j/;z(x )(02 - xz)dx
141 1) CEig e 1 449Ky
¢} 0 0

jak to wynika z zéleZnoéci (4.5) Jjest nieujemna w przedziale [g.ﬂ,
gdy 0<a<b<1 1lub jest niedodatnia w przedziale [a, b], gdy
1€a<p<oo Jest to wige sprzeczne z zaloszeniem, Ze wielomian
Vz(x)q(x) jest wielomianem optymalnym. Zatem stopien 21 wielomia-

nu q(x) jest réwny zeru.

Dowéd dla problemu A2 ( warunki 2°%, 3°° 1 4°%a , i=0)

Wielomian h(x) mozna przedstawié jako

n(x) = V4 x)a(x),

gdzie V2( x) Jest wielomianem majgcym tylko zera parzyste) krotno-
fci z przedziatu -1<x<1, a q(x) - wielomian parzysty nie ma-

jacy zer w przedziale -1<x<1 oraz taki, ze

q(x)> 0 dla wszystkich x.
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Zostanie teraz pokazane, przez doprowadzenie do sprzecznosci,

ze speinienie warunkéw 20, 390 § 499 wymega, aby wielomian h(x)
miat postad

n(x) = Vi(x),

tzn. stopien q(x) musi byé rdéwny zeru.
Niech wielomian V2(x) bedzie wielomianem optymalnym, tzn.

0 00
y D

speiniajacym zaXozenia 2 i 4°°a 1 niech stopien wielomia-

nu q(x) Jjest réwny 21#0.

Mo%na teraz skonstruuowaé nowy wielomian

G(x) = Vz(x)q1(x),

gdzie q1(x) = A[ﬁ(x) - g(x§ - KZX], A >0 i¢ >0 jest dostatecz-
nie maze, aby wielomian Q4(%) pozostawar wielomianem dodatnim
dla dowolnych x.

Speinienie warunku normalizacyjnego 2°
A2 (x)fa(x) - g(x2 - x3)] = At ~ev¥(1)(x® = )] =1,

. 2
wymaga sby A1, gdyz V(1)( x5 - 1)>0 (x,>1).
Nowy wielomian G(x) daje jednak wigksze nachylenie przy x=x,
gdy2

G(x) =AM+ 2ex VA x )M
: =x0>1

Jest to wiec sprzeczne 2z zatozeniem, ze wielomianem Vz(x)q(x)

jest wielomianem optymalnym. Zatem stopier 21 wielomianu q(x)
Jest réwny zeru.

Przez doprowadzenie do sprzecznosci mozna takze ratwo przepro-
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wadzié dow6éd dla problemu C2 ( warunki 20; | 4090, i=0).

Dowdéd ten moZna znalezé w dodatku do pracy EVU .

4,% Jednoznacznosé rozwigzania

zogtanie teraz pokazane, zZe jesli istnieje wielomian optyma-
Iny , tj. speiniajacy warunki 1°, 2% 30 5 40 1up 29, 390 § 4°°
to wielomian ten moze by¢ tylko jeden.

Dowéd tego stwierdzenia réwniez zatwo przeprowadzié metods
doprowadzenia do sprzecznosci z zaXozeniami.

Niech zatem i bedzie liczbg parzystq i niech istniejg dwa
rézne wielomiany optymalne h1(x) i hy(x). Wéwezas zgodnie z

twierdzeniem A i-ta pochodna tych wielomiandéw ma postac

n{Yx) = v2_ (x),
hg(i% x) = Wﬁ_kv(x),

przy czym V. (x) = Wn_k(x) sg wielomianami parzystymi lub niepa-
przystymi stopnia n-k (k=ERi+1)/éD. ktérych wszystkie pierwiastki
sg rzeczywiste i lezg w przedziale -1<x<1. hatwo sprawdzid,ze

wielomian
h3(x) =-%Eh1(x) * hz(xj] (4.6)

réwnies speinia warunki 12, 2°2, 3° i 4° 1ub 29, 3°° i 4°°
zatem jest to tez wielomian optyhalny, a stgd i-ta pochodna tego
wielomianu musi byé kwadratem pewnego wielomianu parzystego lub

nieparzystego Zn’k(x). Ponadto biorge pod uwage (4.6) powinna
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zachodzié zaleznoéé

nfix) = 22 (%) =3[ (%) + W2 (x)].

Wszystkie pierwiastki wielomianu Zn-k(x) musgzg réwniez bydé
rzeczywiste i lezeé w przedziale -1<:x<<1. To jednak moze zacho-
dzi¢ tylko w przypadku gdy zera wielomianu V(X)) 1 W _,(x) s3
identyczne, czyli gdy V, _,(x) = W__,(x). Jest to wigc sprzeczne
z zaXozeniem, ze wielomiany h,(x) 1 hz(x) sg rézne.
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FILTRY WYPUKLE I-TEGO RZEDU O MAKSYMALNYM NACHYLENIU
CHARAKTERYSTYKI TEUMIENIOWES PRZY WYBRANEJ CZESTOTLIWOSCI

PASMA ZAPOROWEGO (problem A)

5.1. Wyznaczenie kwadratu moduu funkeji filtracji (problem Al -~

i
filtry Wy,)

Problem aproksymacji A1 sprowadza si¢ ostatecznie do znale-

zienia takiego wielomianu parzystego lub nieparzystego V _ k(x)

dla ktérego catka

)
Py2 :
J/;xi 1j[;xi 9 e V//1Vn_k(x1)dx1 (5.1)

osigga wartoéé maksymalng przy dodatkowym warunku normaliza-

cy jnym

x2

2
h(x) [dxi‘[dxi g e x%’vn (%) dx, =1, (5.2)
-1

przy czym w powyzszych wzorach: p=0 -'gdy i1 jest liczbg parzy-
stg lub p=1 - gdy i1 jest liczbg nieparzysts.
Rozwigzanie analityczne tak postawionego problemu dla dowolne=-

go i (i=1, ... , 2n=3) 1 x, nie jest mozliwe. Sprowadzajac jed-
nak powyzszy problem do zagadnienia ekstremalizacji formy kwa-

dratowej, mozna zbudowaé stosunkowo proéty algorytm gnajdowania

optymalnego wielomianu Vn_k(x).
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Zapiszmy wielomian Vn-k(x) w postaci

ag - n-k - parz.

1=k ~k=2
Vok(x) = a,n_kxn + an_k_zxn + eee + ‘{- (5.3)
a4x - n-k - niep.

Wéwezas zalezno$é (5.1) mozna zapisaé w postaci nastepujgce]

formy kwadratowe}

n(x) = a’Ba, (5.4)

t
gdzie a = [an-k' B k2t °°° ] jest wektorem kolumnowym

wspdtczynnikéw an-k-(21-2)’ 5 [P . J | m---El:-z-%fi +ﬁ) oraz B=[§lj]

jest symetryczng macierzg kwadratowg o wymiarach mxm i elementach

okredlonych nastepujgco:

(o)
2n=-21=2j=i+4
bdl = bld -/dxi-/dXi_z ooo[X1 dx1 -
(0]

0 -0

) (77-1675_1"3»“°21'23*3- (1,3=1, oo , m) (5.5)

gdzie
(1 +<{,)p = (1 +£)(2 +L) ..._(p +o )s

(1 *‘d‘)o‘ 1,

{ =2n =21 - 2§ =1 + 4.

Natomiast warunek (5.2) mosna zapisaé w postaci

n(1) = a'da = 1, (5.6)
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gdzie Dz[?lj] jest symetryczng macierzg kwadratowg o wymiarach

mxm i elementach okreslonych nastepujgco:

/ 1 2 1 (5.7)
dlj = djl = fdxi dxi_1 oo e X1dx1 =m‘;—— ] ’
o 0 0
1, =1 eee , m,

gdzie symbol (1 +ch jést zdefiniowany tak samo jak we wzorze (5.5).
Zatem problem znaleiienia optymalnego wielomianu Vn_k(x)
gprowadza sie¢ do znalezienia wektora a, dla ktdérego forma kwadra-
towa F1=atBa osigga warto$¢ maksymalng przy warunku dodatkowym
sz.-:atDa=1 .
Zalesnodéci (5.2) i (5.6) wskazujg, ze macierz D jest macierzg
dodatnio okreslong. Wobec tego mozna jg przedstewidé w postaci
D=K 'K [?Q], gdzie K jest nieosobliwg macierzg tréjkgtng dolng.
Stosujgec teraz do F1 i F2 przeksztatcenie liniowe zmiennych
a=K'1b=Lb, problem sprowadza sie¢ do znalezienia wektora b, dla

b1 Y81b=b YA osigga wartodd maksymal-

t

ktdérego forma kwadratowa F1=b
ng przy warunku dodatkowym F2=ththKLb=b b=1. Z teorii form
kwadratowych [2@] wiadomo, ze najwiecksza wartosdé F1=btAb, przy wa=-
runku btb=1, jest réwna najwiekszej wartosci wzasne} Am macierzy
A, tzn, mozna ja znalezé z réwnania det(A - Aplp)=0s @ wektor D,
przy ktérym to zachodzi jest unormowanym wektorem wiasnym b;bm=1
macierzy A, odpowiadajgcym wartosci A, czyli (A - Al )op=0-

Z przeprowadzonych rozwazan wynika wiegc nastepujgcy algorytm
wyznaczania optymalnej funkecji filtracji\k?Q?); ktéra jest i-tego
(i=1, 2, ceo 2n-3) rzedu wypukt*a w PP i ma maksymalne nachylenie

przy wybranej czestotliwosci wo;>1 PZ:
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Alporytm A1
1. Wyznaczyé za pomocg zaleznosci (5.5) i (5.7) macierze B i D.

2. I'rzeprowadzic¢ faktoryzacj¢ macierzy D=KtK, gdzie K jest nie-

osobliwg macierzg trdéjkatng dolng.

%. VWiyznaczyé macierz odwrotng k=1L,

4. ZnaleZé najwickszg warto$¢ wiasng Am i odpowiadajgcy jej unor-
mowany wektor wiasny b_ (b;bm=1) macierzy A=1YBL.

5 3 - W

5. Obliczy¢ wektor am-me. X0

6. Wyznaczyé funkcje filtracji ’V/@?) = j/;xi coo _/fx$V§_k(x1)dx1

0 0
(p=0 - i parzyste, p=1 - i nieparzyste).

Algorytm powyzszy znacznie si¢ upraszcza w przypadku gdy W50
tzn. gdy zada sie, aby funkcja ’V/@?) byta i-tego rzedu wypukia w.
PP i jej asymptota pochyta miaXa najwic¢kszy wspdézczynnik nachyle-
nia. Otrzymana w tym granicznym przypadku funkcja ’y/ag) ma naj-
wieksze nachylenie ( odpowiada to jednoczednie najwig¢kszej wartosci
tiumienia dla duzych @) w punkcie(q;-oa Moéwi sig¢ wéwczas, ze filtr
o takiej charakterystyce ma najwigksze asymptotyczne tzumienie.
Maksymalizacja asymptotycznego tiumienia sprowadza si¢ wig¢c do mak=-
symalizacji wspdiczynnika stojgcego przy najwyzszej potedze wie-
lomianu V_ _, (x) przy warunku normalizacyjnym (5.2).

Macierz B ma wdéwczas nastepujgcg postacd

b,4=1,

. b13=b31=°' 1,j=1, «e. , m (2 wyjgtkiem i=j=1),
tzn. macierz B mozna przedstawié jako

B=qq ",
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gdzie q = [1, 0, O eee O]b jest wektorem kolumnowym wymiaru m.
Caty problem ‘w tym szczegélnjm przypadku sprowadza sig, tak
jak ?oprzednio, do znalezienia najwiekszej wartosci wtasnej formy
kwadratowe j F1=btAb (A:LtBL) przy warunku b¥b=1. Macierz B jest
rzedu jeden i poniewaz L jest nieosobliwg trdéjkatng macierzg do-
1ng, przeto najwiekszg wartoscia wasng macierzy A jest AmzthLtq=

<% q, a odpowiadajacy jej wektor wasny

1Ltq

* Vet

q q

b = q.

Ostatecznie powyzszy problem redukuje si¢ do problemu fakto-
ryzacji dodatnio okresdlonej macierzy D=KtK, gdzie K jest nieosob-
liwg macierzg trdéjkatng dolng i wyznaczenia macierzy odwrotnej

L=K'1, a poszukiwany wektor wspéXczynnikéw a; ma postad

a =1q.

5.2 Wnioski

Na podstawie algorytmu A1 wyznaczono wielomiany'v«wz) dla
réznych wartoseci i i a%;>1. Nastepnie zgodnie z zaleznodciami po-
danymi w rogdziale 2 obliczono pozgdane charakterystyki filtréw.
Na rysunkach 5.1, 5.2, 5.3 ( problem A1, u%-aﬂ oraz 5.4, 5.5, 5.6
(problem A1, u)=1) przedstawiono najwainiejsze charakterystyki,
opisujgce wtasciwodcl rozpatrywanych filtréw; kolejno sg to: cha-
rakterystyka trumieniowa, opéZnienia grupowego i odpowiedZz filtru
na pobudzenie skokiem jednostkowym 1(t). Z przedstawionych rysun-
kéw wynika, ze

- otrzymane filtry maja charakterystyki posrednie = miedzy
charakterystykami filtru monotonicznego (i=1) oraz Butter-
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wortha (i=2n-3),

- ze wzrostem i, przejécie z jednej charakterystyki na drugg
odbywa sie nierdéwnomiernie, duzy ,skok" ilosciowy i jekos-
ciowy obserwuje sie dla pierwszych dwdéch wskaznikow i=1, 2
(patrz takze - tabela 5.1 i 5.2) oraz stosunkowo niewielki
dla pozostatych,

- parametr o) wpiywa w istotny sposdéb tylko na przebieg cha-

rakterystyki tiumieniowe]j w zakresie PP.

Przedstawione rysunki potwierdzajg znany fakt, Ze polepszenie
charakterystyki tiumieniowe] w zakresie PP odbywa sig kosztem po-
gorszenia tiumienia w PZ oraz im mniejsze zafalowania ma charakte-
rystyka t¥*umieniowa w PP, tym lepsza jest charakterystyka grupo-
wego opéznienia i czasowa odpowiedz filtru. W tabeli 5.1 i 5.2
przedstawiono przykiadowo kwadrat moduzu funkeji filtracji rozpa-
trywanych w tym punkcie filtréw az do sidédmego stopnia wijcznie.

Nalezy zaznaczyé, ze w przedstawionym uogélnieniu prbblemu

aproksymacji IAR mozna odnalezé znane z literatury filtry, miano-

wicie gdy

- i=1, Q=1 - filtry typu I,

- i=1, u%—ﬂo-{filtry typu H,
i=2, W>1 - filtry typu W44,

" 1=2n-3 - filtry typu B.

Jest ciekawg rzeczag, ze funkcje y«uﬁ) dla 1;31 1 Wy=oorys. 5.7
majg jednakowe nachylenie przy w=1, ktére wynosi 2n. Fakt ten
oznacza, e wszystkie te funkcje przechodzg przez W=1 pod tym sa=-
mym kgtem co funkcja opisujgca filtr Butterwortha.

Wnioski przedstawione powyzej dla n=5 nie ulegajg istotnym
zmianom dla wyzszych stopni n.
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Tabela 5.1
{ | Kwadrat modulu funkeji filtracji (problem A1, w—o0o)
1|
1] ad® - et v 3
2 | 1.71428570° - 1.42857 140" + 714285710
6 .
31w

90> - 160’ + 8uf

1

2 | 3.94736840° - 5.89473680° + 2.9473684w*

3 | 2.27272730° - 2.54545450° + 1.27272730"

4 | 1.45161290° - .903225810° + .451612900"

s | o

1| 3600 - 90u® + 80w’ - 300t + 502

2 | 10.0439240'° - 20.424597° + 14.3969884° - 3.6958795u} + .67956494uf

3 | 4.26086950'"° = 6.521739 10 + 3.26086960°

s | 2.8w°% - 3.6 + 1.80°

5 | 1.93103450'C = 1.86206906> + .93103448u°

6 | 1.3658537w'0 - .73170173° + .365853660°

7 | 0

1| 100w'? - 288w'0 + 3060 - 1440 + 270t

2 | 28.2358890'% - 72.653749w'C + 69.3946700 - 29.7716490° + 5.79483885*

3| 11.8389260'2 - 26.30,7250'0 + 21.7144606° - 7.85845034° + 1.6137889¢*

4 | 5.91626100'2 = 10.7964950'° + 7.2329051° - 1.7413701° + .38869868w*

5 | 3.31578950'% = 4.63157890'° + 2.31578950°

6 | 2.41935480'2 - 2.83870970 ' + 1.41935486°

7 1 1.78571430'% - 1.57142860'° + .785714290°

8 | 1.3235294w'% - .647058820'° + .323529410°

9 w12

1| 400w - 140002 + 193200 = 133048 + 47300 - Baut + 70

2 | 82.7958930'% - 255.65126w'% + 307.044130'° = 179.83551° + 5.28305470° - 6.8501617uf +
.666355960)°

5 | 27.685421w0'% = 73.5081240'° + 74.2030410'0 - 34.623394° + 7.24305440°

o | 14.0491960"% = 33.40%974w' + 30.4497630'° - 12.3843904° + 2.78940406°

5 | 7.85712470" = 16. 14649702 + 12.812360w'° - 4.53374540° + 1.0307490u°

6 | 4.66672950"% = 7.9028713w'2 + 5.15798200'° = 1.1950683u° + .293028060°

7 2.91176470'* - 3.82352940'° + 1.9117647w"°

8 | 2.2297207"% = 2.45045050'% + 1.2297297)'°

9 | 1.7054264w'% = 1.41085270'% + .70542636w'°

10 | 1.2983607" - .596721310'2 + .29836066w'°

w4
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Tabela 5.2
nl| & | Kwadrat modutu funkeji filtracji (prodlea A1, @ =1) X
r— i nax
2 11 w‘ 4
— '
3| sf -t e ’ 8
2 | 1(.)5117965«;" - 714285710 + 0202489190 6.619
3 1w 6
al 1 | 6P - 8ul e 3t 12
2 | 2.9670835u6° - 2.9473684u° + .98028494u} 9.974
3 | 1.e9014200 = 1.27272730° + 382585280 §.015
4 | 1.32822090° - .451612900° + ,123391950* 8.409
s | WP 8
s 1 1 | 200'° = 40 + 280° - 8w + 1P 18
2 6.527(36940)10 - 9.7386182“8 + 5.003235&)6 - 091035479“)4 + 11786832 2 13.98
3 }.1625285&)10 - 3.2608695-’4)8 + 1-098341“6 - 1.09834110) . 12."!)
4 | 2.23666w'° - 1.86° + .56333997w8 11.35
5 | 1.6603256w' ~ .93103448u° + .27070894° 10,78
6 | 1.26727550'0 - .365853660° + .0985781,%" 10434
7 1 w®° 10
61 1 | sow'? - 1200 + 1056 - 40w + 6ut . : 24
2 | 16.012677w'% = 32.152344w'° + 23.7670050° - 7.77042090° + 1.14308344* 18.71
3 | 7.49642260'% - 12.2397200'% + 7.39594760° - 1.94051780° + .287876310* 16.24
o | 4.15467870"% = 5.23942600"° + 2.42874600% - .407454466° + ,06345665w" 14.70
5 | 2.56836020'% - 2.31578950'° + .747429270° 13.64
6 | 1.98739120'° - 1.41935480'° + .43196365¢° 13,11
L1 | 1.56101020'% = 7857142900 + .2247040%° 12.67
8 | 1.235698840'2 - .32352941w'° + .08654096u° 12.30
9 | w' 12
1
710 | arsw'® - 52502 + 6150’0 - 365 + 1056 - 156t + 10f 32
2 | 41.5906160"* - 104.58997w'2 + 101.56679w'® - 47.6216980° + 11.0898174°-
1.1199473w  + .oeuooszwz ' 24.11
3 | 15.7035330' % - 32.306783w'2 + 25.1553560'0 - 8.98419766® + 1.43209106° 20,44
s | 8.67960300"% - 15.2657910'2 + 10.279326w'° - 3.20308744° + .509949670° 18.55
5 | 5.26404796'% = 7.6484096w'2 + 4.28915730)'° - 1.0798320a° + .175036450° 1721
6 | 3.39344800'% - 3.86410600'2 + 1.6964558u'C - .27224992¢> + .04645218w° 16.20
L 17 1 2.30907700'% = 1.91176470'% + .602687660'° 15,41
i le | 1.86147886"% = 1.2297297w'2 + .36825089w'° 14.99
I 19 | 1.50567300'% = .705426360'% + .19975331w'° 14.61
10 | 1.21890850'* - .29836066w'% + .07945218u'° 14.28 |
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5.%. Wyznaczanie kwadratu moduiu funkecji filtracji (problem A2 -

filtry W,

Problem aproksymacji A2 sprowadza sie do znalezienia takiego
wielomianu parzystego lub nieparzystego Vh(x), dla ktdérego nachy-

lenie przy x=x0;>1 osigga warto$¢ maksymalng, tzn.

s
! |
h(x) = [Yi(xﬁ! =M (5.8)
| X=X
| o
przy warunku dodatkowym
n(x)| = vnmi - 1" (5.9)
| x=1 | x=1

Latwo sprawdzié, ze warunki (5.8) i (5.9) nie prowadzg do
zadnego skonczonego rozwigzania. Doigczajgc do Warunkéw (5.8) i
(5.9) jeszcze dodatkowe zadanie, moZna spowodowac, ze tak zmodyfi-
kowany problem bedzie miax jednoznaczne rézwiqzanie. MoZna np.
zgdaé, aby maksymalna wartos¢ wielomianu Vﬁ(x) w przedziale
[-1, {] nie byxa wic¢ksza nis zadana wartosé. Warunek ten jest je-
dnak trudny do ujecia z punktu widzenia matematycznego.

Prostsze 1 zarazem majgce sens fizyczny jest Zgdanie, aby po-

wierzchnia zawarta pomiedzy Vi(x) a osig x byza z gbéry ustalona,

1) Wrasciwie nalezaXoby przyjaé¢ warunek normalizacy jny Vﬁ(1) =1,
gdyz dla Vn(x) istniejg alternatywy Vn(1)=1 ludb Vh(1)=-1.
Otrzymane rozwigzania w tych dwéch przypadkach bedg sig réznity
miedzy sobg tylko przeciwnymi znakami przy odpowiednich wspdi=-
czynnikach wielomianu Vn(x). Dlatego tes, bez zmniejszania ogdl-
nosci rozwazarn, mozna rozpatrywadé tylko warunek (5.9).
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tj., aby
1

J/;ﬁ(x)dx = . (5.10)

0

Wielkoé¢ tej powierzchni ma, jak wiadomo LS%}, Scisly awigzek
ze stratami energli sygnazu przenoszonégo przez filtr w PP.

Z praktycznego punktu widzenia najistotniejsze'sq rozwigzania
tak zmodyfikowanego problemu, tj. problemu sformulowanego zZa po-
mocg warunkéw (5.8), (5.9) i (5.10), tylko dla X =1 lub xz=oo.

Rozpatrzmy najpierw przypadek gdy xo=1.

Zapisujac wielomian V(x) w postaci (5.3) (k=0), zaleznoéé (5.9)

mozna przedgtawié jako

v (x) ‘= a'l = 1, (501#}

x=1
t
gdzie a = [an, 8 oy eee ] jest wektorem kolumowym wspdiczyn=

nikéw ap_(p4_p) =1, eee , ® ,(m=E[n/2+1] ) wielomianu V(x), a 1

Jest nastepujgcym wektorem

1a {151, aee sy ﬂt. (5.12)

Natomiast warunek (5.8) mozna zapisaé jako

ee]

t
gdzie p =l:n, Ne2, .o ] jest wektorem, ktdrego wspdirzg¢dne sg
\

= 2atp — max, (5.13)
x=1

= 2V,(x)
xX=1

= 2V(x)(x)

x=1

pochodnymni xn”(21"2)(i=1, «es 5 m) w punkcie x=1. Ponadto waru-
nek dodatkowy (5.10 mozna zapisaé¢ w postaci nastgpujgcej formy

kwadratowe j
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1

_//;i(x)dx = atCa = C, (5.14)
0

przy czym C jest kwadratowg macierzg dodatnio okreélong o wymia-

rach mxm i elementach okreslonych nastg¢pujgco:

1
Py1 = P1j T Tmoaezies (5.15)
(1'j=1’ e m)o

Do rozwigzania tak postewionego problemu, tj. maksymalizacji-
iloczynu skalarnego (5.1%) przy warunkach dodatkowych (5;11) i
(5.14), skorzystajmy 2z metody nieoznaczonych czynnikéw Lagrange’a.
W tym celu jest wygodnie posiuzy¢é sig¢ funkejg postaci

£(F, ) = 2a®

p + A1(atCa -c) + Az(atl -1).
Rozwigzanie powyzszego problemu sprowadza si¢ do znalezienia

ekstremum funkcji f. Warunek na ekstremum ma postadé

%.é_.o, %:o i=1, 2 . (5.16)

Stosujac znany wzér na pochodng iloczynu skalarnego wzgledem
wektora [81]
L (w4(3), 7(5) - FHDEER « HT)

% 1 (5.17)

warunki (5.16) sprowadzajg si¢ do rozwigzania ukladu réwnan

2p + 2A1Ca + M1 =0,

atca = c, (5018)

a’l = 1,
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Wyznaczajac wektor a z réwnania pierwszego i wstawiajae go
do réwnenia drugiego i trzeciego ukiadu réwnan (5.18), otrzymuje
gle dwa réwnania z dwoma niewiadomymi A1 i A2. Rozwigzujac te dwa
réwnania, okazuje sie, ze istﬁiejq dwa rozwigzenia, jednb gdy
N0, a drugie gdy A,>> 0.

Hessian funkecji f(a,A) w punkcie stacjonarnym'aﬁ Jjest rowny

0

2f \
()ajg_w_ m 1

=am
i poniewas przy A1<:O jest on macierzg ujemnie okreslong, wigce
funkecja f jest funkcjg wklesZs, a znalezione rozwigzanie jest

rzeczywiscie maksgimum.

Rozwiqzanié to Jeét nastgpujgce:

}\1 = (5:19)
A = (5.20)
am = (5.21)
Mooy = 2800 = =2Mc = Ay, (5.22)
Prey czym
p = 1%,
d=prct1, (5.23)
tC'1p.

Zadana wartoé¢é powierzchni ¢ ma, Jak to wynika 2z rozwazani

w punkcie (7:3),dolng granicg réwna



Zzatem, gdy c¢c—1/b powinnidmy otrzymaé rozwigzanie opisujace
Tiltry MAL. Rzeczywisdcie, gdy c¢—1/b, A{*'-av i M—=-0 ale =z
(5.21)

=1 1 A2 1=
am = @ (- —X-{; - 7\71) EC 1,

co jest zgodne z rozwigzaniem (7.11).

W przypadku gdy Wg=0° maksymalizacja wyrazenia (5.8) sprowndza
gie do maksymalizacji wspdéZczynnika stojacego pray néjwyannj PO~
tedze wielomianu V(x) przy warunku (5.11) i (5.14). Zatem ronwig=-
zanie w tym przypadku jest rdéwniez okredlone za pomocq zalesnodci
(5.419), (5.20), (5.21) 41 (5.22), z tym Ze wektor p,wystepujacy w

tych wzorach ma postacd

p=[1,0 0 vee, o]t. (5.24)

Z przeprowadzonych rozwazail wynika nastgpujgcy algorytm wy-
znaczania funkeji filtracji’V&QF), ktéra jest zerowego rzedu wy-
~ pukta w PP i ma maksymalne nachylenie przy czg¢stotliwosci granicz-
nej =1 lub maksymalne asymptotyczne tiumienie przy warunku, ze
sg ustalone straty energii sygnaiu przenoszonego przez taki filtr
w PP. |

Algorytm A2

1. Wyznaczyé za pomocg zaleznosdci (5.15) macierz C.

t

2. Przeprowadzi¢ faktoryzacj¢ maclerzy C=K'K, gdzie K jest nie-

osobliwg macierzg tréjkatng dolng.
3, Wyznaczyé macierz odwrotng T=k ",

4, Wyznaczyé macierz odwrotng c~ta1at,



= AgT -

5. Znalezé za pomoca zaleznosci (5.21) 1 (5.22) wektor By 1 Mogye

6. Wyznaczyé funkcje filtracji M/m?) =~ Vi(x).

5.4, Wnioski

Na podstawie algorytmu A2 wyznaczono wielomiany‘yquf} dla

résnych wartosci c. Nastepnie zgodnie z zaleznoéciami podanymi

w rozdziale 2 obliczono poZQdane charakterystyki filtrdéw. Na rysu-

nkach 5.7, 5.8, 5.9(0%:1), 5:10, 5:11, 5.12({06»oq przedstawiono

najwazniejsze charakterystyki opisujgce wrasciwoéci rozpatrywa-

nych w tym punkcie filtrdw, kolejno 83 to: charakterystyka trumie~

niowa, opéZnienia grupowego i odpowiedz filtru na pobudzenie sko-

kiem jednostkowym 1(t). Z przedstawionych rysunkéw wynika, %e

otrzymane filtry majg charakterystyke¢ tXumieniowz nierdéwno-
miernie falista w PP", drugie zafalowanie ( blizsze korca PP)
ma wieksza amplitude niz pierwsze, ponadto rdznica amplitud
kolejnych zafalowar, przy ustalonej wartogci c, jest mniej~
sza dla W5 %

ze wzrostem ¢ filtr ma lepsze wiasciwodci tXumieniowe .w PZ,

ze wzrostem ¢ zera charakterystyki tiumieniowe]j przesuwajg
sie w strone korvca PP, z tym,2e pierwsze zero ulega wigkszym
zmianom poXozenia niz drugie ( blizsze korca PP),

parametr a% nie wpiywa w istothy sposéb na przebieg charak-
terystyki |tXumieniowe) w PZ,

jak nalezalo sie spodziewad, ze wzrostem c pogarsza sig¢ cha-
rakterystyka grupowego opéZnienia i odpowiedZ impulsowa fil=-
tru

1

2

Gdy n=2 1 3 oraz c= 22531 mozna otrzymacd dla w=1 1 ug,a)chardk—

41 terystyke filtru Czebyszewa.
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Na rysunkach 5.7, 5.8, 5.9 (u%=1), bel10y Bally 5:12 O%waJQ
przedstawiono réwniez charakterystyki filtru Czebyszewa (T). 7
poréownania wynika, ze dla cn0.3, n=5 filtry rozpatrywane w tym
punkecie majg nieznacznie gorsze wiasciwosci trumieniowe w P7Z niz
filtr Czebyszewa przy jednoczesnie duzo lepszych wrasciwogciach
energetycznych i tiumieniowych w PP oraz lepszej charakterystyce
grupowego opdznienia 1 charskterystyce impulsowe].

Jak zaznaczono w punkcie 5.2, funkcje V/@F) dla i;>1 i ()00
(problem A1) maja jednakowe nachylenie przy w=1, ktére wynosi 2n.
Wiasciwosel tej nie ma rozpatrywana w tym punkcie funkcja’an%
(i=0, n%—*qw)dla zadnego dopuszczalnego parametru c.

W tabeli 5.% i 5.4 przedstawiono przykiadowo kwadrat moduru
funke ji filtracji’?%u?) rozpatrywanych w tym punkcie filtrdéw dla
n=5 i réznych wartosci c. Dla pordéwnaenia zamieszczono takze fun-
keje V%a?) opisujacag charakterystyke filtru Czebyszewa. Jak wy-
nika z tych tabel filtry Wy, maja lepsze wiadciwosci tiumieniowe
w PZ (wieksze nachylenie V«&g) przy W=1 - przypadek gdy w)=1 czy
wicksze asymptotyczne tiumienie - przypadek gdy u%r-oo) niz filtr
Czebyszewa przy tej samej powierzchni c. Polepszenie tych wixasci-
wosci odbywa sie¢ jednak kosztem znacznie wiekszego niz 3dB zafa-
lowania w PP, co jest niedopuszczalne z praktycznego punktu widze-
nia. Zatem sens praktyczny majg tylko rozwigzania dla maiych war-
toéci ¢, gdyz wéwczas mamy pewnosé, ze zafalowania charakterys-
tyki tiumieniowej w PP nie beds przewyzszaty poziomu 3dB.

Je$li jest znany rozkXad czestotliwosciowy energii sygnaitu,
to mozna w wyrazeniu (5.10) zastosowaé odpowiednio dobrang funkejg
wagi p(x), aby otrzymaé bardziej optymalne roniqzanie.

Wnioski przedstawione powyzej dla n=5 nie ulegajg istotnym

zmisnom dla wy#szych stopni n.
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Tabela 5.3%

Kwadrat moduu funkeji filtracji'Vﬂh?)

M

max
Problem A2 u%=1 n=5
10 e 8 6

1/21 17.015625w) 7 -~ %0.937500w™ + 19.218750w" +
- 4.638750000% + .390625000° 19.00

1710 | 65.1957230'0 = 141.72959.8 + 104.51373,° +
- 29.8770%2uf + 2.89716310° 31.49

2/10 | 117.96%420 0 = 267.687241° + 205.34419.° +
' - 60.6823970% + 6.06202160° 39,60

3/10 | 163.68759w'0 - 378.27719% + 295.03695.° +
- 85.7%831760% + 8.9%582511)° 45,22

49/99 | 245.4%3502w' 0 - 577.74459.% + 458.204410° +
- 139.12769w% + 14.2328520° 5% .57

49/99" | 256.00000w'© - 640.000004* + 560.000000° +
- 200.000000* + 25.0000000° 50.00

Tabela 5.4
c Kwadrat moduiu funkeji filtracji}kh&ﬂ M oox
Problem A2 (Q;—»oo n=5
10 8 6

1721 | 17.0156250'C - 30.937500u + 19.2187500° +
- 4.6875000w% + .390625000° 17.02

1/10 | 68.0625000'° - 152.625006f + 118.56250u° +
- 37.000000w" + 4.0000000w2 68 .06

2/10 | 124.559520'0 - 293.0965448 + 238.717480° + .

- 78.002596w* + 8.8221%494° 124.6

5/10 | 173.699810'0 = 417.071160° + 346.788310° +
- 115.28968w% + 13.2727180° 47347

49/99 | 261.778270'0 - 641.446920% + 543.19097° +
- 184.08151@4 - 21.559193w2 261.8

49/99"|  256.000000'° - 640.00000® + 560.00000wC +
~ 200.00000w* + 25,00000002 256.0

VW celu poréwnania podano’v/ﬂuz) - filtru Czebyszewa.
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6. FILTRY WYPUKEE I-TEGO RZEDU O EKSTREMALNEJ WARTOSCI THUMI B~
NIA PRZY WYBRANEJ CZESTOTLIVOSCI (problem B)

6.1. VWyznaczanie kwadratu moduiu funkeji filtracji ( filtry W})

Problem aproksymacji B sprowadza si¢ do znalezienia takiego

wielomianu Vn;k(x) parzystego 1lub nieparzystego, dla ktorego caitka

X

X, X3 ; .
\ 2 )
h(xi( =fdxi/dxi_1 /x?Vn_l{(x1)dx1, (k=E (i+1)/2)  (6.1)
0

=x00' 0

gdzie p=0, gdy i Jest parzyste lub p=1, gdy i jest nieparzyste,

osigga wartosé ekgtremalns, tzn. maksymalng gdy a%:>1' lub minimal-
ng gdy wW,< 1, Pray warunku normalizacyjnym

»

1 Xy ) ,
h(ﬁl ’_]/;xij/;xi-1_"' J/;Evn_k(x1)dx1 =1, (6.2)
=1 0 0

0

Sprowadzajge, tak jak poprzednio; powyzZszy problem do zagad-
nienia ekstremalizacji formy kwadratowej mozna zbudowaé stosunko=-

’ [ ]
wo prosty algorytm znajdowania optymalnego wielomianu Vn_k(x).

Zapisujgec wielomian Vn~k(x) w postaci‘(5.3), zaleznosé (6.1)

mosna wéwczas przedstawié jako

h(xﬂ - a’Ba, (6.3)

x=xo



v
gdzie ar{én-k’ B k-2t ] jest wektorem kolumnowym wspdiczyn-

.y _ _n[2n-i y T
nikow an_k_(21~2), 1=1, «e. , m (m--L[4 + [J) oraz B“lplj]
jest symetryczng macierzg kwadratowg o wymiarach mxm i elementach

okreslonych nastepujgco:

X0 i %2
’ 2n=21=2j=i+4
/dxjiﬁxi.“‘l ov e _ﬂ‘l dx1 =
0 0 0

]
——— XO ’
(1 +0);

= Db

J1 13

(1, j=1y eee , m) (6.4)

gdzie (1h{h jest tak samo zdefiniowane jak w punkcie 5.1.

Natomiast warunek (6.2) mozna zapisaé w postaci

n(1) = atBjx o Dar=rie (6.5)
=1
(0]

gdzie D’[?lj] Jjest symetryczng macierzg kwadratowg o wymiarach
mxm i elementach okreslonych za pomocg wzoru (5,7).

Rozumujac analogicznie jak w punkcie(5.2), mozna podaé nasteg-
pujacy algorytm - bedacy nieznaczng modyfikacjgq algorytmu A1 -
wyznaczania optymalnej funkecji filtracji’yﬂaﬁ), ktéra jest i-tego
(i=1,44. ,2n=3) rzedu wypukla w PP i ma maksymalng wartos8é przy

wybranej czestotliwosci a%:>1 PZ lub minimalng - przy u%<:1 PP.

Algorytm B

1. Wyznaczyé za pomocs zaleznosci (6.4) i (5.7) macierze B i D.
2. Przeprowadzié faktoryzacje macierzy D=K'K, gdzie K jest nie-
osobliwg macierzg trdjkatng dolng.

3. Wyznaczyé macierz odwrotng K~ Vai,



4. 7nale#é najwieksza (gdy a6:>1) lub najmniejsza (gdy o, 1)
wartos ¢ wtasng A i odpowiadajgcy jej unormowany wektor wiac-

ny b (o =1) macierzy A= L¥BL.

m > mom
5. Obliczy¢ wektor a. sz_. W Xo
- T A Pyl
6. Wyznaczy¢ funkeje filtracji VKQ,)= /gxi coo ]/1Vn Kl x )1x1
0 0

p=0 - i parz ste, p=1 - niep.).
; y )

6.2. VWnioski

Na pods&awie algorytmu B wyznaczono wielomiany‘vvmg) dla
réznych wartosci Wy . Nastqpnie zéodnie Z zalezﬂoéciami podanymi
w'rozdziale 2.obliczono pozgdane charakterystyki filtrow.

Z przeprowadzonych badai wynika, ze 2z praktycénego punktu
widzenia charakterystyki te, dla réznych i(a)o>1), niewiele sig
r6znig od charakterystyk przedstawionych w punkcie 5.2 ( problem
A1), totez zdecydoﬁano.siq na przedstawienie wpiywu parametru Wo
na przebieg tylko charakterystyki tZumieniowe} filfréw monotonicz-
nych  (i=1) (rys. 6.1 i 6.%) oraz wypukiych (i=2) ( rys. 6.2 i
6.4). |

Z przedstawionych rysunkéw oraz tabeli 6.1 i 6.2 wynika, ze

- gdy W;—0 otrzymuje sie charakterystyke tzumieniowg filtru
Butterwortha, |

- gdy av"—1 (z prawej 1lub z lewej strony‘) otrzymuje si¢ charak-
terystykq tIumieniowg filtru typu L (W 1) lub filtru typu
W2, (patrz tabela 5.2),

- gdy m——cnotrZVmuje siq charakterystykg tumieniowg filtru
sypu B (W A1) lub £iltru typu W5, ,



- istnieje takie W, (w rozwazanym przypadku ubﬁfO.B), iz
otrzymana charakterystyka Jjest bardzo zblizona do charak-
terystyki filtru L.S.M (W.,, a=0, b=1) = gdy i=1 lub

1’
£iltru w§1 (a=0, b=1) = gdy i=2 (patrz tabela 6.1 i 6.2,

,=0.8 oraz tabela 7.1, n=5, a=0 i b=1),

- gdy W (0, 1) parametr ten w istotny sposéb wpiywa zardéwno
na przebieg charakterystyki tiumieniowej w zakresie PP, jak
i w P2, natomiast gdy w,e (1, o) - tylko w zakresie PP,

Ponadto mozna stwierdzié, 2ze wpiyw parametru W, Jest wigkszy
na charakterystyke txumieniowg filtru monotonicznego (i=1) niz
filtru wypuk¥ego (i=2). Oznacza to, e charakterystyki filtrdw
wysszych rzgdéw i>1 sg mniej wrazliwe na zmiang parsmetru () .

Wnioski przedstawione powyzej dla i=1 i i=2 oraz n=5 nie
ulegajg istotnym zmianom dla wyzszych stopni n i wigkszych war-
tosei i,

Zmieniajgc zatem, przy ustalonym i, parametr W, mozna otrzy-
maé nieskorniczenie wiele charakterystyk lezgeyeh pomiedzy charak=-
terystykami filtru Butterwortha a charakterystykami filtru wy-
pukzego i-tego rzedu o maksymalnym nachyleniu charakterystki
trumieniowej przy w, =1 (filtry wj1, t%=1) lub o maksymalnym

asymptotycznym tiumieniu (filtry Wi1, ak—-OO).
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. . Tabela 6.1

.mo Kwndrat moduiu funkeji (iltracji (problom B - filtry”'-v;) n=5 ]

.05 1.00627000'% - .006292740> + 000013994 - 000000010

.2 1.1064194w'% = .110265490% + .003903950° - .00005821w* + .00000039w>

.5 1.95985820'° ~ 1.19546850° + .257908840° - 023223030 + .000924480°

.8 6.92084160'% - 10.1254580° + 5.20009120° - 1.09702320* + . 1015479702

.95 15.957726w'° - 30.149542 + 19.9410210° - 5.3857151* + 6365115407

.999 19.9199430'C - 39.7999606° + 27.8320546° - 7.94404820% + .992011210°
1.001 20.0799410'® = 40.199954u° + 28.1680490® - 8.05604650* + 1.008011002
1.1 26.8613810'° - 57.9909850° + 43.8483786% - 13.5526250% + 1.83385180°
1.5 34.6733330'° - 82.4030680% + 68.986251F - 23.903595u* + 3.6470799u
20. 35.999977w'" - 89.9811686° + 79.9624100° - 29.974963u* + 4.9937444

Tabela 6.2
wWo Kwadrat moduiu funkeji filtracji (problom B - filtry W;) n=5

.05 1.0050986w'® = .005107544° + .00000899¢°

.2 1,08532660'° - 007759944 + .002458180° - .00002501w* + 0000001847

.5 1.69450030'C = 825331100 + .138851466° - .008381800* + .000361130°

.8 3.85902800'° - 4.31816730° + 1.66463860° = .22766443w" + 022165030

.95 5.85368460'° = 8.26561210% + 4.01935890° - 692279240 + .084847850°

.999 6.51485570'C - 9.7094703% + 4.98326550° - .905813260% + 1171628602
1.001 6.54085920'° = 9.76774140° + 5.02320850° ~ .914901710* + .118575330°
1.1 7.6783590w' 0. = 12.4827730"- + 6.94421260° = 1.37297810% + .19317916w°
1.5 9.5471815w' = 17.763630> + 11.3966390° - 2.6041803u* + .423936140°

10.0439150'C = 20.4171800° + 14.3859530° - 3.69090800f + .678229244°
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7. FILTRY WYPUKLE I-TEGO RZEDU O EKSTREMALNYCH WHASCIWOSCIACH
ENERGETYCZNYCH (problem C)

7.1. Wyznaczanie kwadratu moduiu funkcji filtracji (problem C1 -

1

filtry Wg,

Problem aproksymacji C1 sprowédza sie do:2nalezienia tekiego

wielomianu Vn_k(x), dla ktérego cazka

B b X141 Xp
: o )
a a 0 0 ( k=E[[1+1)/2])

gdzie p=0, gdy i jest parzyste lub p=1,gdy’i jést nieparzyste,
osigga wartos¢ ekstremalng, tzn. minimalng gdy Os<a<:b<§1 lub
maksymalng gdy 1<;a2:bs§n. pray dodatkowym warunku normaliza-
cyjnym (5.2). '

Zapisujgc wielomian Vn_k(x) w postaci (5.3); galeznodé (7.1)

mozna przedstawié jako .

b
-[L(x)dx = atBa, (7.2)

a

&

gdzie a = [an-k' 8 _k=D? *e° ] jest wektorem kolumnowym wsp6z-
' ' 2n-i

czynnikéw an-k-(21-2)' l=l, ses. , I (m=EE%7r— + 1]) orasz Bal%lﬂ

jest symetryczng macierzg kwadratowg o wymiarach wxm’i elementach

okreslonych nastepujgco:

b X

1+1 X2 2023
2Ne2] - -i+4 .
bal = blj 'l/;xi*1“/;xi (XX ~[;1 dx1

n 5}
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1 2n=21=-2j+5 2n=21=-2j+5
= (b - a ) (7.3)
ﬁ£&+1

(i, 3=y eee , m).

gdzie ﬁ€+1)i+1 jest tak samo zdefiniowane Jak w punkecie 5.1.
Natomiast warunek normalizacyjny (5.2) mozna zapisaé w posta-
el (5.6).
Mozna jus teraz podaé¢ algorytm wyznaczania optymalnej funkcji
filtracji 1//(u)2), ktéra jest i-tego rzedu (i=1, ... , 2n~3) wypuke-

¥Ya w PP i ma ekstremalne wXasciwosci energetyczne.

Algorytm C1

1. Wyznaczyé za pomoca zaleznosci (7.3) i (5.7) macierze B i D.

2 i 3, Punkt taki sam jak dla Algorytmu A1l.

4. Znalezé najmniejsza (gdy 0La<b1) 1lub najwigkszg (gdy
1< a<bgeo) warkodé wrasng A i odpowiadajgcy jej unormowany
wektor wtasny b_ (D tb =1 macierzy A=LCBL.

5 i 6. Punkt analogiczny jak dla Algorytmu Al.

7.2. Wyznaczanie kwadratu moduzu funkeji filtracji ( problem C2 =~

£iltry WQ,)

W celu znalezienia optymalnego wielomianu Vn(x), tj. wielomia=-

nu, ktéry speznia warunki

va(1) =1, (7.4)
4
./;ﬁ(x)dx = Moine (75) -

0
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postuzmy sie réwniez metodg ekstremalizacji formy kwadratoweﬁ.
Zapisujac wielomian V (x) w postaci (5.3)(k=0), zaleznosc

(7.5) mozna zapisaé w postaci nastepujgcej formy kwadratowej:

1

ﬁrﬁ(x)dx = a’Ca, (7.6)
0

.ot .
gdzie a = [an, a0 ...] jest wektorem kolumnowym wspdétczynni-
kéw an_(21_2), 1=1, «oo , m (m=EEn/2+1]) oraz C= Flj} jest sy~
metryczng macierza kwadratowg o wymiarach mxm i elementach okre-
$lonych nastepujgco:

1

o |x2n=21=2j+4 . _ 1
‘O[X , dx 2n-21-2j+5 (707)

(1' 3‘311. cee 9 m)'

c1y = cjl

Natomiast warunek (7.4) mozna zapisaé w postaci

va(1) = a®Da = 1, | (7.8)

gdzie D=[§li] jest macierzg kwadratowg o wymiarach mxm i elemen~-
tach okreslonych naste¢pujgco:

dlj = djl = 1, 1, J=1, ceee m, (7.9)
tzn. macierz D mozna zapisaé jako
. ‘
D =11 9 (7010)

t
pPrzy czym 1 = [1, 19 oee o 1] jest wektorem kolummowym wymiaru

m,
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Problem znalezienia optymalnego wielomianu Vn(x) sprowadza
gie¢ wiec do znalezienia wektora a, dla ktdérego forma kwadratowa
F1=atCa.osiaga wartos¢ minimalng przy warunku dodatkowym F2=atDa=
=1,

Zaleznodei (7.6), (7.10) wskazujag, ze macierz C jest macierza
dodatnio okreslong, natomiast macierz D jest macierza dodatnio
pétokreslong rzedu jeden., Wobec tego macierz C mozna przedstawic

tK, gdzie K jest nieosobliwg macierza trdjkatng dol-

w postaci C=K
ng ., Stosujac teraz przeksztalcenie liniowe zmiennych a=K'1y=Ly,
problem sprowadza sie¢ do znalezienia wektora y, dla ktérego
F1=yty osigga warto$sé minimalng przy warunku anytLtlltIy=ytAy=1.
Z teorii form kwadratowych [?Q] wiadomo, Ze najmniejsza war-
tosé M. iloczynu skalarnego F1=yty, przy warunku y° Ay=1, jest
réwna odwrotnosci najwiekszej wartosci wkasne} Am macierzy A, tzn
mozna ja znalezé z réwnania det(A -~Xm1m)=0, a wektor y_,przy
ktérym to gachodzi jest unormoﬁanym wektorem wtasnym y;ym=1/Am
macierzy A odpowiadajgcym wartoéei Am,_czyli (A - Am1m)ym=0.
Macierz A jest rzedu jeden, totez %zatwo mozna sprawdzid, e

najwiekszg jej wartoscig wZasng jest

t t

1 = 1%¢1

A =%

- C

1,

a odpowiadajgcy jej unormowany wektor wzasny ma postaé

1.h

Vg = 5=
moq%™

Ostatecznie rozwigzanie powyzszego problemu jest nastgpujgce:

Mmin = 1/b,



a, = Iy =3C" 1, (7.11)

t-1

pdzie b=1"C" 1.

% przeprowadzonych rozwazain wynika nastgpujacy algorytm
wyznaczania optymalnej funkeji filtracji y/@F), ktéra jest zero-
wepo rzedu wypukka i w wyniku daje fiitry o minimalnych stratach

energii sygnalu przenoszonego w PP.

Algorytm C2

1. Wyznaczy¢ za pomoca zalesnosci (7.7) macierz C.

t

2. 7Znalesé macierz C™' (najlepiej przez faktoryzacje C=K'K ).

%. Obliczy¢ za pomocg zaleznosSci (7.11) wektor ay i Mmin'
4. Wyznaczy¢ kwadrat moduiu funkeji filtracji‘V/mF)=Vﬁ(un,

T7.5. Wnioski

Na podstawie algotytmu C1 i C2 wyznaczono wielomiany y/m?)
dla a=0, b=1 i rdéznych wartosci i. Nast¢pnie zgodnie z zalesnos-
ciami podanymi w rozdziale 2 obliczono pozgdane charakterystyki
filtréw. Na rysunkach 7.1, 7.2 1 7;3‘przedstawiono najwazniejsze
charakterystyki opisujgce wiasciwosci rozpatrywanychvw tym pun-
keie filtréw j kolejno sg to: charakterystyka tXumieniowa, opéZnie-
nia grupowego i odpowiedZ filtru na pobudzenie skokiem Jednostko-
wym 1(t)..Z‘przedstawionych rysunkéw wynika, ze

- w galeznoécl od 1 otrzymuje sig¢ filtry posrednie, ktérych
charakterystyki zawarte sg pomig¢dzy charakterystykemi filtru
Butterwortha (i=2n-3) oraz filtru MAL (i=0),

- ze wzrostem i przejdcie z Jednej charakterystyki na drugg
odbywa aiq siosuakowo Zagodnie (patrz takze tabela 7.1),
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mozna jednak zaobserwowaé wzglednie wiekszy ,skok" dla pierw-
szych wskaznikéw i (i=0, 1, 2) oraz niewielki dla pozosta-
Yyeh,

W tabeli 7.1.przedstawiono kwadrat moduru funkcji filtracji
filtréw wypukiych i-tego (i=0, ... , 2n-3) rzedu o minimalnych
atratach energetycznych sygnaiu w PP. Nalezy zaznaczyé, %e w tabe-
1i 7.1 mozna odnalez¢ znane z literatury funkcje V/mf) opisujace
nastepujgce filtry

1=0 - filtry VAL (W3,, a=0, b=1),

i=1 = filtry L.S.M (W3, a=0, b=1),
i=2n-3 - filtry Butterwortha.

Zbadano réwniez wpiyw parametréw a i b na otrzymane rozwigza-
nie problemu C1. Z badan tych wynika, Ze gdy parametry a i b ko-
lejno przyjmujg nizej podane wartosci, otrzymuje si¢ nastepujgce
filtry:

- a=0, b—-—0 - filtry Butterwortha,

- a=0, b=1 =~ filtry wypukle i-tego (i=1, ... , 2n=3) rzedu
o minimalnych stratach energetycznych sygnazu
w PP (i),

- a=0, 0<b<?1 - filtry posrednie Butterwortha + Wé1( a=0, b=1),

0

a=-1, b=l _
ael. b1 }-- filtry wypuke i-tego (i=1, ... , 2n-3) rzedu
= ) - ’
o maksymalnym nachyleniu charakterystyki tiu-
. i
mieniowej przy =1 (WA1)'
i
- 0 a1, b=1 - filtry posrednie W3,(a=0, b=1) + Wy, (w=1),
. i 3

- a=1, 1<b<oo- filtry posrednie W), a%-1) + Wy, «Q;—oo),
- a=1, b=0o - filtry i-tego (i=1, ... , 2n=3) rzedu o maksymal-

nym tzumieniu asymptotycznym Wk1,(w6~0®.

W szczegdinodel gdy i=1, powyzsze wniloskl ggadza)a si¢ Z wnios~
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- Tabela 7.1
n| 1 Kwadrat modulu funkoji filtracji (problem ¢, a=0, b= 1) &;4;;“
2 0 l.'m,_'su)4 - .(;25“)2 + 40625 .,gﬁ-, i
ot 2
Rl M |2 |
510 | 3.06250° - 2.6250" + L562508 R
1 1.83560100° - 1.02721220" + 191611 140° 1207
21 1.30012400° - .35990076w" + 0597767 10° L1337
3 ¥ <1429
41 0| 6.8906250° - 9.18750000° + 3.71875000 - .43750000uf + 01562500 L0667
! ) - 2.666666T0° + +66666667w' .0957
2 | 201145970° = 1.44525040° + .330742610" L0916
3| 1.5929100°7 - L750959960° + 158049930 1013
a | 1.2410780 - 2989398807 + 057861964 106R
5 w’ SELR
B D S B
510 0 17.0156250'% = 30.9375000° + 19.2187500° - 4.68750000* + +390625004f L0476
1| 7.04193130'7 - 10.2578740° +.5.10248500° - .98862399w* + 0820813607 L0612
2 | 3.83257550'0 - 4.24954880° + 1.59777110° = .19798804w" + 017190247 .0706
3 | 2.39419050'° - 1.87268180° + .478491800° ' L0773
4 | 1.88107020'% = 1.15857300° + .277502780° L0919
5 1 1.50432490'0 - 64991743 + 1455024900 0953
6 | 1.21498270'0 - (2716844707 + 056701726 .0984
7 w'® > 090
b~ -
6| 0| 44.9318850'2 = 103.68897w'0 + 83.0993650° - 33.67675680° + 5.6579590u -
.30958984¢f + .00610352 .0357
1| 14.5207850'% - 26.9987440'% + 18.052951° - 5.14435430° '+ 569362010 L0740
2 | 7.81356820'% - 12.3239120'0 + 7.06539400° - 1.74694440° + .191893644"* <0546
3 | 4.75009990'2 - 6.1618488w'° + 2.91985916® « .581967950° + .06485763u* .0602
4 | 3.11801190'2 = 3.14458400'° + 1.15650186° = .147180110° + 017250380 .0649
5 | 2416591900'2 = 1.57684510'° + .410926110° 40689
6 | 1.77361240'2 = 1.02705230'0 + .253439800° L0712
7 | 1.45826390'% - .597245360'C + .138981430° .0733
B | 1.20027970'% - .25621504w'° + .055935390° .0753
9 w'? +0769
710 | 126.810090" - 349.470210'2 + 579v040770'0 - 200.3955%° + 53.2949784 -
6.57958080" + .299072270° ' «0357
v | 38.9218310™ - 94.1196080'2 + 87.7778730'C - 39.6609096° + 8.98276364° -
947702790"  + .045752690° <0368
2 | 16.996736w'" - 34.8263500'2 + 27.2532770'C - 10.1250066° + 1.8296323° -
.'03567858(\)4 + .007}8962(02 «0434
5 | e.e33352%0" - 14.9406200'2 + 9.49305360'° - 2.72355420° + .345777660° -0488
o | 5.78000860"% = B.406074%'2 + 4.64331280'0 = 1.1662003° + 14845383 .0525
s | 3.95633710" = 4774823202 & 2.20093550'0 - .4487415° + 050292100° 10557
6 | 2.79780110'% = 2.65768030' + .969042630'C - .125279660° + .017137260° .05A6
7 | 2.04495740" - 1.42086880'° + .37591146w'"° +0612
g | 1.71160550" - .951250780'2 + L23964530w'0 £0627
9 | 1.43000970' - .564867200'% + .134857470'° +0641
10 | 1.19084760'* - .206241450'% + .055393563w'° 'gzzz
" w't :




kami podanymi przez Djuricha i Petkovich BS], ktérzy badali
wptyw parametrdéw a i b na przebieg charakterystyki tiumieniowe]

klasy filtréw monotonicznych.

8. BKSTREMALIZACJA FORM KWADRATOWYCH JAKO NARZEDZIE DO ROZWIAZANIA
PEWNEJ KLASY PROBLEMOW APROKSYMACJI

Wystepujace w literaturze problemy aproksymacji IAR za pomo-
ca kryterium catkowego Gaussa 1 Papoulisa najczes$ciej rozwigzywa-
ne sg metodg ortogonalnych wielomiandw., Metoda ta pozwala w pew-
nych przypadkach otrzymaé rozwigzanie w postaci wzoru enalitycz-
nego, jednak cze¢sto prowadzi ona do zagadnienia rozwigzywania
uktadu réwnari nieliniowych, ktdére zwykle wymagaja usycia ziozonych
metod iteracyjnych. Fakt ten Jjest przyczyng, ze kazdy problem roz-
wigzywany przy uzyciu metody wielomiandw ortogonalnych wymaga
opracowania nowego algorytmu., Algorytmy te przewaznie 2Zgdajs zada-
nia pewnych warunkéw poczgtkowych i od tego czy zostary one wybra-
ne trafnie zalezy czas maszynowy i rodzaj rozwigzania - lokalne
czy globalne ekstremum optymalizacji.

Wad tych nie ma metoda ekstremalizacji formy kwadratowe] za-
proponowana w niniejsze] pracy. Zasadniczg jej zaletg jest to, ze
w kazdym przypadku rozwigzanie problemu sprowadza si¢ do znajdo-
wania najwiekszej lub najmniejszej wartosci wxasnej macierzy.
Zagadnienie wyznaczania wartosci wZasnych jest dobrze opracowane
w literaturze w postaci bardzo efektywnych algorytméw, ktoére
stanowig standardowe oprogramowanie wigkszosci maszyn cyfrowych i
wigkszych kalkulatordw.

Dzieki przedstawieniu poszukiwanego wielomianu'VKMZ) w postaci



formy kwadratowej atBOO)a, gdzie a jest poszukiwanym wektorem
wspdtezynnikéw wielomianu, a B(w) jest symetryczng macierzy,
mozna takie operacje jak caikowanie i rézniczkowanie wielomienu
przeniesé na elementy macierzy B(w) i poniewaz elementy te sg
elementarnymi funkcjami, wi¢c wykonanie tych operacji nie nas-
trecza powazniejszych trudnosci.

Na podstawie podanych algorytméw mozna zauwazycé, ze majg one
wiele etapéw wspdlnych, takich jak: faktoryzacja macierzy dodat-
nio okreglone]j, odwracanie macierzy trdéjkatnej czy obliczanie
ekstremalne] wartoéci wiasnej macierzy. Fakt ten powoduje, Ze
przez stosunkowo niewielka modyfikacj¢ raz opracowanego programu
mozna rozwigzadé rdsne problemy aproksymacji. )

Wszystkie problemy aproksymacji rozwigzane w sposdéb analitycz-
ny za pomocg metody wielomiandéw ortogonalnych moZna takze roz-
wigzaé 1 podaé¢ wynik w postaci wzoru za pomocg metody zapropono-
wanej w niniejszej pracy. Jako przykiad moze siuzy¢ podany w roz-
dziale 7.2 wzdr analityczny, opisujgey filtry typu MAL, otrzymany
metodg ekstremalizacji formy kwadratowej. Rowniez w szczegdlnym
przypadku, gdy i=1 (klasa filtrdéw monotonicznych) mozna podad
w postaci analityczne] rozwigzanie problemu A1, tzn. nastgpujgcego

problemu: znalezé taki wielomian V__,(x) dla ktdérego

2
XVpoq (%) | — My
X=X, >1

przy warunku dodatkowym

1
-[xﬂ (x)dx = 1
n-1 '
0
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i

Rozwigzanie tego problemu (rozumujgc analogicznie jak w roz-
dziale 7.2 ) prowadzi do naste¢pujgce] funkcji’l//((dz) , ktéra jest
monotoniczna w PP i ma maksymalne nachylenie przy wbrane]j czgsto-

tliwodei fl)o PZ:

’1//(“?) = /xVi_1(x)dx, a, = % D_11,

t =1

pdzie b=1"D "1, przy czym 1 jest naste¢pujgcym wektorem kolumno-

wym

- [pm0-5, p=2+5 (02-4.5" ]t

: w[2n=1
wymiaru m ( m=B 7

zaleznodci (5.7) (i=1). Gdy (=1 otrzymuje sig¢ rozwigzanie podane

+ 1]) , a macierz D jest zdefiniowana za pomocy

przez Papoulisa i Fukade (filtry typu L), a gdy Wg—=00, wtedy

wektor 1 ma postaé
t
1= [1, 0,0, vee , 0],
otrzymuje sie rozwigzanie podane przez Halperna (filtry typu H).

Metode¢ ekstremalizacji formy kwadratowej mozna w wielu przy-
padkach stosowaé¢ do funkcji wymiernej. Jako’przyklad rozwazmy nag-
tepujaey problemﬂ : nalezy znalezé funkcje y/@f), ktéra speinia
nastepujgce warunki

%V jest monotoniczna w PP oCwg?
2. ma jednokrotny biegun przy ustalonej] ezqstotliwosci(o Pz,
3° V(1) =

) Problem ten nie jest dotychczas rozwigzany w literaturze.
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oraz dla ktorej carka w przedziale [O, {] jest minimalna, tj.
!
o |,/,.2 .
4 _//u() ) dm»—«-—Mmin
()

4 warunkdéw tych wynika nastgpujgca postacd funkcji'VﬁHF}
()

2 -\ Al
\](xvn_1(x)nx

O |
= 2 9
' 2
(cof) - W )

pdzie Vn_1(x) jest parzystym 1lub nieparzystym wielomianem gtopnia

W W)

n~-1, Jesgli wielomian Vn_1(x) zapisze sig¢ w postaci (5.3), to wow-
czas warunek 4° mozna przedstawié w postaci nastepujace] formy

kwadratowej

1
F, =ﬁ(&) dw = atca, (8.1)

t
gdzie a = [an_1, Aoy eee ] jest wektorem wspéiczynnikéw

an-(21-2)' i=1, ... , m, oraz C=[?ij] jest symetryczng macierzg

kwadratowg o wymiarach mxm i elementach okreslonych nastepujgco

[70] -
jﬂ) 2n-2J-21+3, 7

= Cy 2 E ZK—L_T
)5 - )

| k=1
= 7k(af 1p - Z)g(k-l-”'lzl (1,1=1, ov. , m),

1=0




przy caym

W, + 1
Io- 5 12 + jjln\/wo o 1),
2wy (Wy = 1) 4w (o
1 W, + 1y
o ?ﬂgln(U) - 1)
() w. + 1
Jdo= =1 + Oln/ © ;),
2 z \ Wy = 1
1-2  2p
21-2 0
Tor= 05, = > —rter . 12,
p=0

Natomiast warunek 3%° mozna zapisaé w postaci

V() = atDa = 1,

gdzie D= [dij] jest symetrycszng dodatnio okredlong macierzg o wye

miarach mxm i elumentach okreslonych nastgpujgco:

q - 1 1 4
Ji T 2n=2i-2)+4 o 2 !
@O'ﬁ

d13 = i, J'1, eee o M.

Algorytm rozwigzania tak zapisenego problemu podano juz w pun-
keie 7.1 niniejszej rozprawy.
Tatwo rozszerzydé powyzszy problem na wigkszg ilo$é ustalonych

biegunéw w PZ. Powstaje wéwczas problem obliczania wartodci catki
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72 problemem tym stosunkowo Xatwo mozna gobie poradzié stosu-
jae szybki i bardzo efektywny algorytm BS] rozk*adu funkecji pod-
catkowej na utramki proste, ktédrych catkowanie nie przedstawia po-
wasniejszych trudnosci. Réwnie’ uwzglednienie funkeji wagi p(n) v wy-
razeniu (8.1) jest zagadnieniem stosunkowo prostym, gdy” wdéwczasg

ulegajg zmianie elementy macierzy C w nastepujgcy sposoéb:

-

o e

(
{x?.n~2;j-2i+3dx
0
2
0

dw = !
>2 URSE ek ey S

Eﬁ‘,o)(lgn-23-2i+4

; s— dio,
o (- )

i, j=1' eece o IN,

W przypadku gdy p(w) nie jest wielomianem, lecz bardziej zXo-
zong funkcjg, wéwczas nalezy zastosowaé do obliczenia powyzsze]

catki jedng ze znanych metod numerycznego cazkowania [54].



9. PODSUNMOWANIE

Analizujgc istotne cechy zagadnien wyste¢pujgeych w dziedzinie
aproksymacji IAR sformutowano trzy gidéwne problemy aproksymacji.
Froblemy te prowadzg do nowych klas wielomianowych filtrdéw o
i-tego rzedu wypukiej charakterystyce tixumieniowej w PP i:

a) maksymalnym nach&leniu charakterystyki tiumieniowej przy
wybranej czestotliwosci pasma zaporowego lub

b) maksymalnym tXumieniu przy wybranej czg¢stotliwosci pasma
zaporowego lub minimalnym tiumieniu przy wybranej cze¢sto-
tliwoéci pasma przepustowego 1ub

c) minimalnych stratach energii sygnazu przenoszonego w PP
lub maksymalnym tZumieniu energii sygnexu niepozgdanego
w PZ.

Udowodniono pewien ogdélny warunek konieczny dla funkeji filtra-
¢ji tych filtréw oraz wykazeno, ze istniejg jednoznaczne rozwigza-
nia tak postawionych problemdéw.

Przedyskutowano réwniez wzaséciwosci wprowadzonej klasy fil-
tréw. Jak wynika z przedstawionych wnioskéw, dzieki parametrom i,
(0, 1ub a i b mozna zmieniad w szerokich granicach wxasciwoéci
uzyskanych filtréw. Pokazano réwniez, ze dla odpowiednio dobrenych
parametréw i, O lub a i b mozna otrzymac¢ dobrze znane z litera-
tury filtry. Ogdélnie mozna stwierdzié, ze filtry o wypukie]j charak-
terystyce tiumieniowej w PP majg znacznie lepsze wiasciwosci
t¥umieniowe niz filtry Butterwortha przy jednoczeénie lepszej cha-
rakterystyce grupowego opdznienia i lepszej charakterystyce
impulsowej niz filtry Czebyszewa.

Dzieki wprowadzonej klasie filtréw stata sie¢ mozliwa sys-
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tematyka pewnych prac, pordwnywanie wiasciwosci znanych i nowo
wprowadzonych filtrdéw, Jjak réwniez giebsze zrozumienie zwinzku
pomiedzy pewnymi typami filtrdw.

W pracy zaproponowano oryginalne podejscie polegajgce na
wykorzystaniu teorii form kwadratowych do 2znajdowania funkeji
charakterystyczne] filtru. Podejscie to pozwoliXo na opracowanie
jednolitego sposobu rozwigzywania pewnej, dos¢ szerokie]j, klasy
probleméw aproksymacji.

Pokazano, 7e pewne problemy aproksymacji rozwigzane w litera-
turze w sposdb analityczny mozna takze rozwigzadé i podad wynik w
postaci wzoru za pomocg metody ekstremalizacji formy kwadratowej.
Przedstoawiono réwniez sposdéb stosowania tej metody do funkeji
wymiernej.

Zwrécono uwage na fakt, Ze metoda ekstremalizacji formy
kwadratowej jest metods prosta, szczegdlnie nadajgcg sig do
implementacji na maszyng¢ cyfrowg.

W dodatku do pracy zamieszczono kompletny program obejmujgcy
wszystkie podane w pracy algorytmy. Z przeprowadzonych badar,
polegajgcych na pordéwnywaniu wartosci obliczonych wspézezynnikdéw
funkeji V/@E) pewnych filtrdéw z wartosciami wzorcowymi 69, 25,
43, 48, 58], wynika, ze dok*adno$é obliczanych wspdiczynnikow
jest wystarczajgca z praktycznego punktu widzenia (8 + 10 miejsc
znaczgcych w zaleznosci od stopnia n filtru, n<;15).

Wydaje sie wiec, 2e za pomocg metody zaproponowanej w pracy
mozna bedzie rozwigzadé szereg nowych problemdéw aproksymacji,
takich jak np. konstrukcja funkeji W%/@f) opisujgcej filtry z
zerami transmitancji w skorczonoéci, ktérych charakterystyka
trumieniowa jest i-tego rz¢du wypukia w PP i ma maksymalne na=-

chylenie przy w=1 lub minimalne straty energetyczne w PP,
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DODATEK

W niniejszym dodatku zamieszczono kompletny program obejmujacy
warzystkie podane w poprzednich rotdziaZach algerytmy. Program
o nazwie MCMC zostax napisany w Jg¢oyku FORTRAN 1900[70. W progromie
vykorzystano gotowy podprogran FP4EIGEN3 & biblioteki podproqr“méw
mnazyn Odra serii 1300[/)J. Podprogram ten oblicza zmodyfikowang
matods Jacobiego wszystkio wartodci wimsne i1 wektory wiasne dane}
kwadratowe] maciersy symetyyoznej A o wymiarach nxn. Skrécony opis
sposobu wywozania tego podprogramu Jeat nastepujacy:

CALL F4EIGEN3 (N, N1, N2, B, EPS, IVS, S)

w ktdrym
Nl = n(n + 1)/2,
N ='n,
N2 = n, ‘
B(k) = 84 - elementy gérnej ludb dolnej poowy symetry-
czne) macierzy A zapisane kolumnami,
EPS - dokzadnosé obliczer (np. 1.E-11),
IVS = 0. .

Po wyjéciu z podprogramu elementy przekgtniowe tablicy B aa n
wartodSciami wiasnymi danej macierzy A, a kolumny tabliecy S sq im
odpowiadajgcymi wektorami wiasnymi.

Ponadto na uwage zasiugujs nastgpujgce podprogramy @

SUBROUTINE FAKTMA przéprowadza Taktoryzacj¢ symetrycznej dodat-
nio okreslonej maclerzy A = ”tB, gdzie B jest trdjkatng maciersy
dolng. W podprogramle {ym wykorzystano meton Gangsa-Banachiewicza
[64].

SUBROUTINE OMT oblicsa macierz odwrotng T do zadane] trdjkatne
macierzy dolnej B.

SUBROUTINE ILMA oblicza iloczyn dwéch macierzy
C = AB  jedli TR = .0,

¢ = A% jesli R = 1.,
C = A'B  jesli TR = 2..
Macierze A, B. 1 C majg kolejno nast¢pujgee wymiary MxL, Lxi i
MxN (M, T, N <40 ).

Tabulogram programu przedstawlono ponize}.



LIST

LIBRARY (SUBGROUPFGIS)
LIBRRARY(SUBGROUPFSCE)
PROGRAM(MFCE)

MIXEn SEGMENTS

COMPRESS INTEGER AND LOGICAL
INPUT 1=CR1

OUTPUT 2=LP1

TRACE 0

END

MASTER FILTRY WYPUKLE
" INTEGER NOS,H,N,M

REAL A(10, 10\ 8(10 10),C¢10,10),pP€10,10), T(10,10).MNA(10 3).,8C(55)
1:8(100):”NU(2):MKNA(21 3) e XMAX/RHO, X
DOUBLE PRECISION PPDC10+10),A1¢10,10),81¢1C¢10),C1¢10,10),T1¢10,10
1) ,0M,0MP, OMK
COMMON/BLOK1/N/BLOK2/M,XP,OM,OMP,OMX

1VS=p ‘
"RHO=1.E=11

READ¢1,1)NOS

FORMAT(10)

DO 1500 IE1=1,NOS
READC1,2)N.KP,0M,0MP,OMK

FORMAT(210,3F0.0)

Mz (2wuNwKP)/4+1

IF(M.LE,.1YGO TO 1500

IF(KP.NE.0JGO TO 55

CALL MAL(MWW,MKWA, F”A:PPD)

GO TO 56

CONTINUE

CALL SARA(CA1,81,C1)

CALL FAKTMACA1,PPD)

CALL OMT(PPD,T1)

DO 61 1=1,M"

DO 61 J=1 eM

TCL,J)=T1(C1,J)

B(I,J)=B1(I:J)

CCr,J)=C1(1,J)

DO 22 I=1,M

MUACT1)=T(I,1)

CALL ILMA(T,B,P,M¢M,M,2.)

CALL ILMA (pyT,BsM,M/M,.0)

K=0

DO 20 J=1|M

DO 20 I=J,M

K=K<-1

BC(KY=B(I,J)

M1=Me(M+1)/2

M2=M _

CALL F4LEIGEN3(M,M1,M2,RC,RHO,IVS,3)

XMAX=BC (1)

K=1



21

24

58
37

25

59

56
27

40
28

80"

- 152 =

00 21 I=2'M
IP=(P2aM=142)%(1=1)/2+1
IF(BCCIP),LE.XMAX) GO TO 21
K=1

XMAX=BCC(IP)

CONTINUE

MWW (1 )=XMAX

IP=Mw(K=1)

CALL ILMAC(T,SCIP+1) ,MWACT/,2),M,M,1,.0)
CALL ILMA (T,C,P,M,M,M,2.) °
CALL TLMA (P,T(C/M,M,M,.0)
K=0

DO 24 J=1,M

DO 24 1=J,M

K=K+1

BCCKY=C(I,J)

CALL F4EIGEN3 (M,M{1,M2,BC,RHO,IVS,S)
XMAX=BC (1) )

K=1

IFCOMK,LE,1.) GO TO 5

DO 58 I=2,M ’
IP2(2%«M=~142)w(]=1)/2+1
IF(BCCIP), LE,XMAX) GO TO 58
K=1

XMAX=BCCIP)

CONTINUE

60 TO 59

DO 25 =2/ M
IP=(2%wMm]42)%w(1=1)/2+1
IF¢(BCCIP),GE.XMAX) GO TO 25
Ke

XMAX=BC(CIP)

CONTINUE

MUW(2)=XMAX

IP=Mw (K=1)

CALL ILMACT,SCIP+1) MWAC1:,3),M,M;1,.0)
MM1 =M*+M~1

DO 27 I=103

CALL MNWCMWACY, 1) MWACT 1) ,MKWACT, 1) .M, M, MMT)

IF(KXP.EQ,0) GO TO 80
DO 28 I=%,MM1
Y=2.«(N=I+1)

X=1,

DO 40 L=1,KP

X=Xt (Y=l*+1)

DO 218 J=103

MKWACTI »J)=MKWACTIJ) /X

CONTINUE

IF(KP.EQ.O)WRITE(2,62)N,KP,OM,0M,O0MP, OMK
IF(KP.EQ.0) GO TO 63
IF(OMK.EQ, . 0)WRITE(C2:64IN+KP,0M,0OMP
IF(OMK.EQ,.0)G0 TO 63 _
IFCOMK.LE.J.IWRITEC2,29)N/KP,0M,0MP,0OMK
IFCOMK.GT,T.)WRITEC2,60INKP,0OM,0OMP,»OMK



62

S G

FORWUATC////11117120X,82HAPROKSYMACJA CHARAKTERYSTYKI AMPLITUDOWE
10 FILTRU IDFALNEGO DOLNOPRZEPUSTOWEGO///33X,43HMETODA EKSTREMA

2LIZACYI FORMY  KWADRATOWEJ///47Xe2HN=,12,12Xs2H1=,12/// 3X01
Z31HKRYTERIUM 429X/ 11HKRYTERIUM ,29X,11HKRYTERIUM ,//3X,36HMAKSYMNA
LULNE ASYMPTPTYCZNE TLUMIENIE,4X,37HMAKSYMALNE NACHYLENIE PRZY 1

5 +3Xs23HMAKSYMALNA POWIERZCHNIA//3X,2C2HD=¢F19.15,19X) ,4HONP
5=,F9.5,3X,4H0OMK=,F9Q,5///3X, 23HWEKTOR MAKSYMALIZOW

6ANY 17X 23HWEKTOR  MAKSYMALTIZOWANY,17X,23HWEKTOR MAKSYMALQZOWINY/
7//3X,25HSTOPIEN WSPOLCZYNNIKIF15X+25HSTOPIEN WSPOLCZYNNIKI
8+15X,25HSTOPIEN WSPOLCZYNNIKI)

60

29

64

63

30
31

32

33

34
82
500

FORMATC///111117720%X+82HAPROKSYMACJA CHARAKTERYSTYKI AMPLITUDOWE
1J FILTRU IDEALNEGO DOLNOPRZEPUSTOWEGO///33X,43HMETODA EKSTREMA
2LIZACJI  FORMY KWADRATOWEJ///47Xe2HN=,12,12X4201=,12/// 3IX,1
Z31HKRYTERIUM +,29X,11HKRYTERIUM :,29X,11HKRYTERIUM ,//3Xs36HMAKSYMA
LLNE "ASYMPTOTYCZNE TLUMIENIE,4X,37HMAKSYMALNE NACHYLENIE PRZY
5 ¢ 3X,23HMAKSYMALNA POWIERZCHNIA//54X6HOMEGA=¢F7.3/,16X,4HOMP

=,F9.5,3X,4HO0MK=,F9,5///3X,. - 23HWEKTOR MAKSYMALIZOW
6ANY (17X, 23HWEKTOR MAKSYMALIZOWANY 17X 23HWEKTOR MAKSYMALPZOWINY/
7//3%X,25HSTOPIEN WSPOLCZYNNIKI 15X,25HSTOPIEN WSPOLCZYNNIKI
8/,15X,25HSTOPIEN WSPOLCZYNNIKI)

FORMATC///117777720%X+82HAPROKSYMACJA CHARAKTERYSTYKI AMPLITUDOWE
1J FILTRU IDEALNEGO DOLNOPRZEPUSTOWEGO///33X,43HMETODA EKSTREMA
2LYZACJ1  FORMY KWADRATOWEJ///47X.2HN=,12,12X,2H1=,12/// 3X,1
I1HKRYTERIUM :,29X,11HKRYTERIUM + 29X, 1T1HKRYTERIUM g//3Xl36HMAKSYMA
LLNE ASYMPTOTYCZNE TLUMIENIE 4X,37HMAKSYMALNE NACHYLENIE PRZY
5 v 3X+23HMINIMALNA POWIERZCHNIA//54X,6HOMEGA=,F7,3,16X,4HOMP
53,F9.5,3X,4HOMK=,F9.5///3X, © 23HWEKTOR MAKSYMALIZOW
6ANY, 17X, 23HWEKTOR MAKSYMALIZOWANY,17X,23HWEKTOR MAKSYMALIZOWANY/
7//3X,25HSTOPIEN WSPOLCZYNNIKI+15X25HSTOPIEN WSPOLCZYNNIKI
8+,15X,25HSTOPIEN WSPOLCZYNNIKI)

FORMATC////1/777720X,82HAPROKSYMACJA CHARAKTERYSTYKI- AMPLITUDOWE
1J FILTRU IDEALNEGO DOLNOPRZEPUSTOWEGO///33X+434METODA EKSTREMA
2LIZACJI  FORMY KWADRATOWEJ///47Xe2HN=,12,12X,2H1=,12/// : 3X,1
31HKRYTERIUM :,29X,11HKRYTERIUM :,29X,11HKRYTERIUM +//3X,36HMAKSYMA
LLNE ASYMPTOTYCZNE TLUMIENIE,4X,37HMAKSYMALNA WARTOSC TLUMIENIA
5 PRZY (3X+37HMINIMALNA WARTOSC TLUMIENIA PRZY //54X,6HOMEGA=,
SF9.5,14X16HOMEGA=,F9.5///3Xs23HWEKTOR MAKSYMALIZOWANY 17X ,23HWNEKT
60R  MAKSYMALIZOWANY,17X,22HWEKTOR MINIMALIZOWANY///3X,25HSTOPIEN

7 WSPOLCZYNNIKI¢r15X+¢25HSTOPIEN WSPOLCZYNNIKI, 15X 25HSTOPIEN
8 WSPOLCZYNNIKI)
IPs(P*N=KP}/2+2

DO 39 I=1,M

IP=1p=2

WRITF(2,31)IP,MUACT 1), IP/MWACTI 2),IP,MWACI,3)

FORMATC/S5X 1 12¢9XeE17.10¢16X012:5X0E17.10,96X,12¢5X,E17.,10)
WRITF(2,32)

FORMATC(///1Xi3(2Xs18HFUNKCJA FILTRACJII.20X)///1X,3(2X,25HSTOPIEN
1 WSPOLCZYNNIKI,13X))

[P=2+#N+2

DO 33 I=1,MM1

IP=]p=2

WRITF(2,31)IP,MKWACT 1), IP,MKWACI2),IP/MKWA(I,3)
TF(OMK.LE.1.OWRITEC2,34)MUN (1) MWW (2)
.IF(OMK.GT.1.)WRXTE(Z;BZ)MWU(1)iMWW(Z)

FORMATC(///AXe40(1H=) ,9X,SHXMAX=sE17.10,18X,5HXMIN=,E17,10)
FORMATC/ /71X 40 CTH=) 19X SHXMAX=»E17.10+18Xi5HXMAX=,E17.10)
CONTINUE

STOP

END



16

22
21

W~

13
12

- 154 -

SUBROUTINE MAL{MWW,MKWA:MWA»PPD)
REAL MWW(2)  MWAC10,3),MKWA(21,3)
DOUBLE PRECISION AC10,10)PPD(10,10),X,0M,0MP,OMK
P WLC10) A WPACTO) ,WPTCT0Y s UF Y XYr YT XY142Z,XA0L2
COMMON/BLOKT/N/BLOK2/M,KP,OM,O0MP, OMK
MM] =M+M~1

DO 14 I=1IM

WL(I)=1,

WPY1(1)=N=2+%]+2

WPA(1)=,0

WPA(1)=1,

I11=2«N

D0 1 L=1.M

DO 1 J=11M

IM=]1=2%J=2%L+5

X=DBLE(FLOAT(IM))

ACLsd) dACI L) 2 (OMKwew (IM)=OMPww (IM))/X
CALL FAKTMACA,PPD)

CALL OMTC(PPD,A)

DO 21 J=1,M

DO 21 1=1,M

X=,0

DO 22 K=1,M

X=X+AC(I ,KI*A(J,K)

PPD(1,J)=X

XeXA=WF(WL,PPD,WL)
Y1=WFC(WP1,PPD,WP1)
XY1=wF(WP1,PPD,WL)
Y=WF(WPA¢PPD,WPA)
XY=WF(WPA,PPD,WL)

MUW(2)=1,/X

DO 3 I=1,M

X=.0

DO 4 J=1/M

X=X+pPD(I,J?

MWACT #3)=X*MUWW(2)
IFCOM.EQ.,.,0)OM=DBLE(2. *NwN=17_)/DBLECL. *NweN=%,)
Z=DSORT((IXY*®2=XA*Y) /(4. =XA*0OM))
L2=(z=XY) /XA

X=.0

DO 15 J=1,M
X=X+0PD(I,J)*(WPAC(JI+L2*WLC(J))
MWACT »1)=X/2 :
Z=DSORT((XY1**ZJXAﬁYT)/fTT;XAWOMYI
L2=Cz=XY1) /XA

DO 12 1=1.,M

X=,0 -

DO 13 J=1,M
XzX+pPD{(I, ) *(WPT1(J)+L2*WL(J))
MWA(T,2)8X/2

MUW(1) =2, *(OM»Z=L2)

RETURN

END
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SUBRNOUTINE SARA(A/,B,G)

DOUBLE PRECISION AC10,10)¢B€10,10),CC10-10)¢X»2,0M,0MP, OMK

COMMON/BLOKT/N/BLOK2/M,K,OM,0OMP,OMK
I1=2«N=K

DO 1 L=1,M

0O 1_J=11M

X=1,

00 2 12=1,K

Z= ] ~2w)=2% | +4+]2

X=X*2

IM=2«N=2wJ=2%|+4

ACL,Jd) ACIPLY)=T1./X

IFCOMK,NE,,0)G0 TO 3
CCL,)/CCI/L)=T,/Xe(OMP**IM)

BCL,J) ¢BCI L)1,/ X*(OMww]VM)

GO T0 1 :

CONTINUE
CCLoaJ)rCCIrL)=T,/7C24+1.) /X% (OMK%w (IM41) =OMPw*(IM+1))
BCL,J)BCJsL)=Z/X*(OM** (IM=1))
CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE FAKTMA(CA,B)
DOUBLE PRECTSTON B(10,10)+A€10,10),X,S$
COMMON/BLOK2/N
XsB(Ne¢N)=DSQRTC(ACN,N))
DO 1 I=1,N-1
BCN,I)=ACI,N)/X

DO 2 K=2.N

M=N+1=K

$=.0

IP=M+1

DO 3 I=IP,N

SER ([ /M) **2+S
X/B(M,M)=DSQRT(A(M,M) =S)
IF(M.EQ.1)G0 TO 2

00 5 J=1/M=1

$=.0

DO 4 1=IP,N

S=R (1, MI*B(1,J)+S

B(M, J)=C(A(J M)=S) /X
CONTINUE

DO 6 J=2N

00 6 I=1,J=1

B(IIJ)=.0

RETURN

END’
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SUBROUTINE OMT(B,T) ‘
DOUBLE PRECISION B(C10,10),7€10,10)¢X,S
COMMON /BLOK2/N

DO 10 J”1|N

0O 10 I=1,N

IF(I=J)0,11,12

TC(1,4)=,0

GO Tn 10

T(J,4)=1./BCJ,J)

GO To 10

S=,0

X=8(141)

DO 13 K=J'I'1

S=S~R(I  KY/X*T(K/J)

T(I,J)Bs

CONTINUE

RETURN-

END

SUBROUTINE ILMA(CA,B,C,M,L/N/TR)
REAL AC10,10),8(¢10,10),C¢10,10)
1F¢TR=1.00,10,20
DO 1 J=1IN

DO 1 I=1,M

0D=0.,0

DO 2 K=1,1L
D=p+ACI  K)*B(K,J)
C<I,J)=D

RETURN

DO %1 J=1,N

00 11 1=1,M

D=0,0

DO 12 K=1IL
D=D+ACI,K)*B(J,K)
C(IlJ)BD

RETURN

DO 21 J=1:N

DO 21 I=1,M

0=0,0

DO 22 K“10L
D=p+A(K,Id)*B(K,J)
C(1,4)=D

RETURN

END
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DOUBLE PRECISION FUNCTION WF(L,A,P)
DOUBLE PRECISION L(10),A<10,10),PC10),XsY
COMMON/BLOK2/M

DO 1 1=1,M

X=X+ (1)"A(I,J)
Y=y+xwp(J)

WF=Y

RETURN

END

SUBROUTINE MNWCA+B,CsL,M,N)
DIMENSION ACL) «B(M), C(N)

DO 4 K=1.N

s§=.0

DO 2 J=3MAXO(1,K~M+1) ,MINOCL,K}
S=S5+ACJ)*B(K=J+1)

C(K)=S

RETURN™

END

FINISH
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Dane do obliczen wprowadza sig na kartach perforowanych wg na-
stepujacych zasad.

Na pierwszej karcie powinna znajdowaé siq tylko jedna liczba
catkowita K - ilo$é serii danych. Druga (i nastg¢pne jesli K >1)
powinna zawieradé dwie liczby caXkowite N i I oraz trzy liczby
rzeczywiste z kropka pozycyjna. Kolejnos¢ gapisu liczdb jesf nas-
tepujaca

N, I, OM, OMP, OMK.

Oznaczenia:

N - stopied n funkeji VY, ( a) ,
I - i-ta pochodna funkcji V/ (co ),

Jedli I >1

OM - znormalizowana czqstotliwosc y Przy ktérej maksyma-
Jizuje sie pochodng ’Vﬂ w) (problem A1, u):>1) lub
maksymalizuje sie wartosé funkcjiwyﬂuﬁ (problem B,
UB:>1),

OMP - znormalizowana czg¢stotliwoéé a (problem C1) 1lud
znormalizowana czgstotliwosé wo<i1 przy ktérej mini-
malizuje sie wartosdé funkcji‘vdw (problem B),

OFK - znormalizowana czgstotliwosc¢ b (problem C1) 1lub
OMK = ,0 dla problemu B.

Jesli I =0

OM - wartoéé powierzchni c (problem A2),
OMP - nalezy zapisac¢ ONP = .0 ]-problem c2.
OMK - nalezy zapisaé¢ OMK = 1.

Dane na kartach muszg by¢é oddzielone co najmniej jedng spacja
i1 moga by¢é pisane w kolumnach od 1 do 80. Zbedne spacje sg pomija-
ne. Maksymalny stopien n jest ograniczony do dwudziestu.
PrzykZad przygotowania danych:
4
50 .2 <01,
511. .0 1.
4 2—1+¢1+0 1.
512,705 .0

Wydruki dla powyZszych danych beda nastgpujgce:
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APROKSYMALGA CcHARAKTERYSTY] AMPLITURONES gL TRU IDEALNEGO oOLNOPngPUSYOUEGO

METODA EKSTREMALIZACII FORMY KWADRATIWEJ

NT 5 I= 0
KRYT P RIUN o KRYTERIUN ¢ KRYTERIUM ¢
MAKGYHAL G E  ASYpTpTYCLyE  yLUMIENTE MAKSYMALNE yACHYLENTE pRreY 1 MAKSYMALNA pOWIERZCHGIA
he 0,200000000000000 be 0,200000000000000 OMP=  0,00000 OMK= 1,00000
JEXTOR  MAKSYMALIZHWANY JEKTQR MAKSYMALIZQWANY WEKTOE MAKSYMAL?ZOWINY
STOPIFN WSPOLE ZYNNIKI STOPIEN WSPOLCZYNNIK] STOP[EN WSPOLCZYNNIKT
b 0,1114062364E 02 S 0,1086109479F 0¢ . b 0,4125000000€ 0
5 -0,13%13083152¢ ve 3 =0,1232321410¢ 0¢ 3 «0,3750000000€ 01
1 0,2970207BK80E V1 1 0,2662117307€ 01 1 0,62500000)70€ 00
FUNKCJA  FILTRAGJI FTUNKCJA FILTRACYI . FUNKCUA FILTRACJI
STOPEN WSPOLCZYNNIKT STOPJEN NSPOLCZYNNIK ] STOPIEN WSPOLCZYNN]K|
10 0,1245595200E 03 10 0,1172634235%€ 03 10 0.1701562500E 0¢
) =0,27930765373€ 03 8 =0,2676B72623F 03 (") =0,3093,50000¢ 0¢
6 0,2387176R10E 03 L} 0,205364461945E 03 ° 0,1921875000E 0¢
[} -0,780025?M50E v2 4 “0,6068239743€ 0¢ L} =0,4687500000E 01
Z 0,3822136050E U 2 0,6062021634¢ 01 4 0,3906250000¢ 00
...... - memcreericeccecceme eccneeccane XMAX= 0,3959591704¢ Qz KMIN® 0,4761906752¢-01

APRUKSYMACJA LHANAKTERYDIYKI AMPLITUVDOWEY FILIRY JIVEALNEGO DVDULNOPRLEPUSTUNEGLY

METUDA ExSTHEMALTZALY] FORMY KWAVRATIUWEJ
Ne 5 =

KKYIERIUM 3 KRYTERIUM 1 KNYTERIUM

MAKSYMALNE ASYMPTUTYCZNE TLUMIENIE MARSYMALNE NACHYLENIE PKZY MINIMALNA PUWIERZUHNIA
OMEGAS 1,000 URPE Q. UUVUU  OMRS  1,UVUVV
WEKIUR MAKSYMALIZUWANY WERTOUR MAKSYMAL] LOWANY WEKIUR MAKSYMALIZVNWANY
STOPIEN WSPOLCZYNNIKI STUPLEN WSPULLZYNNIKI SIUVIEN WSPULLLYNNIR )
“ V,10Y7365595¢E V¢ . U, 161621356¢E Ve . V,83Y10£1570t V)
¢ -0, 1097365578k Ve ¢ “U,1131370B5VE 0€ € ey, bBBUUAd603E U
v V,5102¢77600t VY v U, 141621326¢E 01 v U, 6Ud10Y7YI6t VU

] PUNRLJA PILTHALY)
FUNRCJA  FILTNACI] PUNRCYJA  FILIRALY) q I



STUVIEN WYPOLCLYNNIKY
1v V.soLOuUOvOOLE ve
L =V,700000V000E L¢
o V,HUuQuovuvut ve
) =V, 3U0000V0VUE V¢
< U,>5v0000V000VE VY

e T T ey e

APRUKSYMACJA

KKYIERTUM 1t

MAKSYMALNE ASYMPTOTYCZNE

WEKIQR MAKSYMALLZ20WANY

STOPIEN WSPOLCZYNNIKY
3 V,1086/835183k V¢
1 “U,5Y67135553k VI

FUNRCJUA  FLTHALYY

STUPIEN WSPOLCZYNNIKL
o VU, 3767368021L VI
o -U,58Y4r3504ek VY
“ U, 276736B021L VY

METUDA

TLUMIENIE

P e L e R L LT g

CHARAKTERYSIYKI

ERSTHEMALIZALY ]

=l

SIUPLEN WSPULLZYNNIK]
" U, ¢VUUDVUUUUE Ve
n =0, 400VYUVUUVE U¢
) U, BUU0VUUYVE U¢
. U, 7YYYYYYIVYVE 01
¢ U,YYYYYYIYYYE QU

KMAK= U, ,18V000V00YE V¢

AMPLITUVDOWEyY FILTRY
FORMY

NE & 1= ¢

KRYTERIUM

MAKSYMALNE NACHYLENIE PNZY
OMEGAs 7,700

WERTQR MAKSYMALIZQWANY

STUPTEN WSPULLZYNNIKI]
s U,1376022¢1VE 0¢
1 =U,41730%9¢UNE U

FUNKCJA  FILTRALY

STUPLEN WSPULLZYNNIK]
] U,357140354YE U1
0 =U,382¢6583¢VE 0!
° V,1621176Y71E U

xuAxe 0,233478°156E 0¢

KWAVRATUNEY

SIUPILEN WSPULLLYNNIK]
L] V,7Va1Y31¢5%E V1
(] *0,10<Z37Br351L U
[} U,210¢cun0YB0E 01
Y =U,Y880¢37YVH8E VU
c U,B8081302>7t-0)

KMiIN® U,011Y013860L=V)

VULNDPRZEPUSTUWEGLY

KNYIERI
MINIMAL

umpe g,

WERT ()R

SIUPIEN
k]

FUNRC QA

SIUVIEN
o
°

UM
NA . POWIERZLNNIA

vy Unk= 1, 0000V

MAKSYMALIZyWANY

WSPULCLYNNEKL
V,108B176700L V¢

*Y,17Y¢<c1¢0d7C V)

FILTRACY

WSPULLLYNNIKL
V. 211650700 (E VI
=U,184>¢50305¢ V1

U,330r6¢0005t UV

KMIN3 U,Y60LY48Y3/E=0]



APROKSYMACJIA

METODA

KRytEniaM g

MAVSYUMALNF

uEKroe

ASYIPTOTYCINE  TLUMIENTI

MAKSYMAL T2IUANY

STOPIFN uSPnLC2yNNTygl
4 0, 1897365574F 02
4 -0.189?!65575!402
(U 0,31622776450€ 01
FUNKCJIA  PILTRACSI
STOPIFN wSPNLCZYNNIKI
10 0,3600000000E V2
L} -=0,0000000000€ V2
6 0,R000000000€ 02
“ =0,3000000000€ v2
4 0.5000006000! 01

e L P T L L L L L L T T T

CHARAKTERYSTYKI

EXSTREMAL

N=

i =

AMPLITUDOWES FILTRUY

12ACH)T  FORVY xWADRATIVEY

5 =1

KRYTERIUM

AAKSY YA

WEKTOR

STOPIEN
‘
2
0

FUNRCIA

STOPIEN
10

8
6

>~

LNA  WARTOSC TLUMIENIA PR2Y

DMFGAs  2,00000

MAKSYMALIZOWANY

WSPOLCZYNNTKI
0.18R7100RASF 0¢
«0.1.863693060€ 02
0,2935795507€ 01

TTFILTRACYI

WSPOLCZYNNIKI]
0,.3568702152€ n¢
~0.4#707305478E 02
0,75140%1465E 0e
<0,2706352901F 0¢
0,4309447A20¢ 01

XyAx= 0,18645996A7¢ 05

10EALNEGO

DOLNOP

KRYTeRT

MINTMAL

"OMEGAR

NFEKTOR

STOPIEN
)
3

0

‘FUNXTIA -

STOPIEN
10

RZFPUSTOWEGO

UM
NA WARTOSC TLUAIENTA

0,50000
MINTMALIZOWANY

WSPOLCZYNNTKT
0.4427028607€ 01
-0,1080154317¢ 01
0.4299945937€-01

FILTRATIT

WSPOLCZYNNIK]
0.19579858227%€ 01
=0,.1195448513€ 0!
0,.2579048377€ 00
=0,2322302587€-01
0,.9244767S538E~03

XMIN= 0.5363081550g-064

puey
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