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Stowo wstepne

Niniejsza ksigzka powstala na bazie wykladéw Matematyczne wprowadzenie
do mechaniki plyndw prowadzonych przez wiele lat na Politechnice Wroctawskiej
dla stuchaczy studiéw doktoranckich. Celem kursu bylo zaprezentowanie podsta-
wowych idei fizycznych i aparatu matematycznego stuzacego do opisu dynamiki
oérodka plynnego. Przyjeto, ze plyn jest plynem niescisliwym. Dynamika ptynéw
niesciéliwych opiera si¢ na podstawowych prawach fizyki, tj. na prawie zachowania
masy oraz na prawach zachowania pedu. Odpowiednie sformulowanie tych praw
dla oérodka plynnego bylo mozliwe dzieki wykorzystaniu analizy matematycz-
nej. Wazne bylo wiec zaprezentowanie metod rachunkowych odnoszacych si¢ do
rachunku wektorowego, tensorowego, réwnan rézniczkowych i funkcji zmiennej
zespolonej. Aby jednak material przedstawiony w ksiazce byl kompletny i mozliwe
byto uzyskanie cigglosci omawianych zagadnien, w rozdziale pierwszym oméwiono
wybrane elementy rachunku wektorowego, tensorowego i réwnain rézniczkowych
czgstkowych. Material przedstawiony w rozdziatach drugim i trzecim odnosi
sie do mechaniki oérodka ciaglego, a tym samym réwniez do mechaniki ptynéw.
Rozréznienia pomiedzy cialem stalym a pltynem dokonuje si¢ na podstawie réwnan
konstytutywnych, ktérych postaé przesadza o wlasnosciach oérodka i jego reakcji
na dzialajace w nim sity. Najpierw zostaly wiec wyprowadzone réwnania ruchu
oérodka cigglego, a dopiero pézniej sformulowano réwnania konstytutywne dla
plynu nielepkiego i lepkiego. Rozdzial czwarty dotyczy tréjwymiarowego ruchu
plynu nielepkiego. Wybrane zagadnienia z teorii funkcji zmiennej zespolonej
przedstawiono w rozdziale pigtym. Zakres materialu dotyczacego analizy zmiennej
zespolonej z pewnoécig pozwoli zrozumieé¢ zagadnienia przedstawione w rozdziale
széstym, ktérego tematem jest potencjalny ruch ptynu w dwdch wymiarach. Roz-
dziat siédmy zawiera oméwienie problematyki zwigzanej z ruchem ptynu lepkiego.
Wyprowadzono réwnania ruchu dla tego plynu oraz podano przyktady rozwig-
zan tych réwnan. W rozdziale 6smym mozna natomiast zapoznaé si¢ z analizg
wybranych zagadnien ruchu wirowego.

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynéw, w ktérym wykorzystuje
si¢ analize matematyczna, zasady rachunku rézniczkowego i analiz¢ wektorowa,
jest intrygujace. Pozwala na przejrzyste formulowanie zagadnieri, precyzyjna
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analiz¢ zjawisk hydrodynamicznych i ich wlasciwe pojmowanie. Takie podejécie
matematyczno-fizyczne do zagadnien hydrodynamiki autor zawdziecza promotoro-
wi swojej pracy doktorskiej Profesorowi Andrzejowi Krzywickiemu z Instytutu
Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego.

W procesie powstawania niniejszej ksiazki nieoceniona byla natomiast pomoc
dr. inz. Tomasza Koztowskiego, ktéry wykonal niezbedne rysunki, a takze dr.
inz. Ziemowita Malecha i dr. inz. Andrzeja Kosiora, ktérzy jako pierwsi czytali
powstajacy tekst ksigzki, sygnalizowali niejasnosci i dokonywali korekt.

Do wykreslenia rozwiazan niektérych zagadnienn matematycznych autor wyko-
rzystat program MATHEMATICA firmy Wolfram Research.



Rozdzial 1

Wybrane zagadnienia z rachunku
wektorowego

1.1. Przestrzen euklidesowa — wektor polozenia

Do opisu polozenia punktu w przestrzeni, bedziemy wykorzystywali karte-
zjaniski uktad wspdtrzednych (e1,esq, es3), gdzie e; oznacza wektor jednostkowy,
skierowany odpowiednio w kierunku osi 1 = 1,2, 3 (rys. 1.1).

-

(x,,0,x3)

Rys. 1.1: Wektor x w kartezjanskim ukladzie wspdéirzednych z zaznaczonymi katami
miedzy osiami wspé6lrzednych

Zwyczajowo osie ukladu wspétrzednych nazywane sg, osiami (z,y, z). Oznacza-
nie osi indeksami ulatwia jednak zapis algebraiczny dzialan na wektorach i ich
uogdlnienie na wiekszg liczbe wymiaréw. Wspélrzedne wektora x wyrazaja sie
przez cosinusy kierunkowe nastepujaco:

z1 = |x|cos a, z2 = |x|cos S, z3 = |x|cos7. (1.1)

Wektor x mozna przedstawié¢ jako kombinacje liniowa liczb (skalaréw) i wektoréw
bazowych:
X = I1€1 + Z2ey + T3€s3. (1.2)



10 Rozdzial 1. Wybrane zagadnienia z rachunku wektorowego

Wektor x mozna utozsamiaé z uporzadkowang tréjka (dwdjka) liczb x =
= (w1,%2,23). Zbidr wszystkich uporzadkowanych ciagéw n liczb (w naszym
przypadku trzech lub dwdch) naznazywany jest (wektorowa) przestrzenig euklide-
sows a bedziemy ja oznaczaé jako E3 (lub E?). Te trzy liczby bedziemy nazywad
wektorem lub punktem przestrzeni euklidesowej [63], [94].

Elementem zerowym przestrzeni euklidesowej jest poczatek uktadu wspét-
rzednych (0,0,0). W przestrzeni euklidesowej okreslone sg dziatania dodawania
wektoréw 1 mnozenia wektora przez liczbe rzeczywista a:

x4y =(z1+y1,22 +y2, 23+ y3), ax = (az1,a T2,a T3). (1.3)

Wprowadza sie iloczyn skalarny dwéch wektorow:
3
X y= Za:iyi. (1.4)
k=1

Za pomocy iloczynu skalarnego mozna zdefiniowaé¢ norme (dtugosé) wektora:

D=

x| = (x )

3 3

- (Z 7;2) (1.5)
1

oraz mozna obliczyé kat ¢ miedzy dwoma wektorami, poniewaz:

(x,¥) = [x][ly| cos ¢. (1.6)

Definicja 1.1. Dwa wektory sq do siebie ortogonalne, gdy ich tloczyn skalarny
jest rowny zeru (x,y) = 0.

Powyzsze stwierdzenie wykorzystuje sie do okreslenia wspolrzednych wektora x
w ortogonalnym ukladzie wspoétrzednych e;, a mianowicie:

Ty =X"'€;. (17)

Iloczyn skalarny wektora x przez wektor jednostkowy n odpowiada projekcji
wektora x na kierunek n (rys. 1.2).
Wprowadzimy symbol delta Kronekera, ktéry definiuje sie nastepujaco:

1 dlai=7j
dij = v (1.8)
0 dlai#j.

Fakt, ze wektory bazowe e;,i = 1,2,3, sa do siebie ortogonalne, za pomoca
symbolu ¢;; mozemy zapisa¢ jako:

€ -e; = 5"] (19)
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x,=|x|cos(0)

Xy
.

X1

Rys. 1.2: Tloczyn skalarny wektora x przez wektor jednostkowy n odpowiada rzutowi
wektora x na kierunek wektora n

Podobnie wyrazenie Ox;/0z;, gdzie z; oraz x; sa wspdirzednymi wektora x,
zapisujemy jako:
8:vz~
Ox;
Aby uprosci¢ zapis i nie uzywaé kazdorazowo znaku sumy, bedziemy wykorzy-
stywaé konwencje sumacyjna: jezeli w czlonie wystapia powtarzajace sie indeksy,
to bedzie to oznaczaé, ze po tych symbolach nalezy dokonaé¢ sumowania. Na
przyktad, we wzorze na iloczyn skalarny (1.4) powtarzajacym sie indeksem jest
indeks ¢, wiec iloczyn skalarny mozna zapisaé jako x - y = z;¥;.
W przypadku elementéw euklidesowej przestrzeni wektorowej dowodzi sie
nastepujacego twierdzenia [77):

= 6. (1.10)

Twierdzenie 1.1. Niech x,y,z € R® i niech a bedzie liczbg rzeczywistq. Wiedy

1. |z| > 0;

2. |z| =0, wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0;
3. |ax| = |a||x|;

4o x| < xlyl;

o x+yl < x|+ Iyl;

6. |x—z| < |x—y[+|y -z

1.2. Pola skalarne, wektorowe i tensorowe

Jednym z podstawowych pojeé¢ wykorzystywanych w fizyce, a w szczegdlnosci
w mechanice oérodka cigglego i mechanice plynéw, jest pojecie pola. Postugujemy
si¢ polem skalarnym, wektorowym, tensorowym. Dla wygody przypomnimy pewne
definicje i operacje, ktére dokonywane sg na tych polach.
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Definicja 1.2. Polem skalarnym nazywamy funkcje f, ktéra kazdemu punktow:
(z,y,2) pewnego obszaru przypisuje liczbe.

Polem skalarnym jest wiec funkcja rzeczywista f : R? — R. Przykladami
fizycznymi pél skalarnych sa rozklady temperatury, gestoéci materii, ci$nienia. Przy
obrocie uktadu wspétrzednych, gdy punkt (z1,zg,z3) przechodzi w (z], 2%, z%)
wartos$¢ funkcji skalarnej nie ulega zmianie.

f(,Ll:lZal\i):f(x/l’ll/QaTg) (111)

Innym, fundamentalnym polem dla mechaniki jest pole wektorowe. Trady-
cyjnie wektor rozumie sie¢ jako wielkosé fizyczng, ktérg charakteryzuje wielkosd,
kierunek i zwrot. Obrazuje sie je za pomoca strzalek-odcinkéw, ktérych diugosé
jest proporcjonalna do wielkosci wektora z odpowiednio skierowanym grotem
strzatki (rys. 1.3).

Rys. 1.3: Przykladowy obraz pola wektorowego predkosci. Wielkoé¢ strzalek jest propor-
cjonalna do modutu wektora predkosci

Definicja 1.3. Polem wektorowym nazywamy funkcje v, ktéra kazdemu punktows
w ustalonym obszarze przestrzeni przypisuje wektor.

Przykladowo, na ptaszczyznie 1, x2 pole wektorowe v opisane jest za pomo-
cg dwoch funkcji rzeczywistych u(z,y) oraz v(z,y), ktére z uzyciem bazowych
wektoréw jednostkowych przedstawia sie jako:

v(z,y) = u(z,y)er + v(z,y)es. (1.12)

1.3. Tensory rzedu drugiego

W mechanice do opisu zjawisk, oprécz funkeji skalarnych i wektorowych, wyko-
rzystuje sie rowniez obiekty nazywane tensorami. Jezeli wektor przedstawiany jest
jako uporzadkowana tréjka liczb, to tensor rzedu drugiego w ogélnym przypadku
wymaga, dziewigciu liczb. Tensor rzedu drugiego w mechanice plynéw wystapi
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w opisie deformacji elementéw plynu i naprezen. W dalszej czesci ksigzki przez
tensor bedziemy rozumieli liniows funkcje wektorows T, ktéra kazdemu wektorowi
a przypisuje wektor b, Ta = b.

Liniowa funkcja wektorowa nazywana tensorem spelnia warunki:
1. T(a+b) = Ta+ Tb dla wszystkich wektoréw a,b € E3.
2. T(ca) = aTa dla « € R oraz a € E3.
Dwa tensory S i T uwazamy za réwne, jezeli Sa = Ta dla wszystkich wektoréw
a € E3. Definiuje sie tensor identycznoéciowy I oraz tensor zerowy 0. Tensor
jednostkowy pozostawia wektor a niezmieniony Ia = a, natomiast 0a = 0 dla
kazdego a € E3.

1.3.1. Reprezentacja tensora rzedu drugiego

w prostokatnym ukladzie kartezjanskim

Rozpatrzmy skladowe wektora b jako efekt dzialania tensora T na wektor
a = a;e;, czyli b = Ta. Sktadowe b; wektora b obliczamy jako b; = e; - b. Stad
otrzymujemy:

b=e;-b=e;-Ta=¢;- T(a161 + ages +a3e3) =

(1.13)
= aye; - Te; + ase; - Tey + age; - Te;.
Wspélrzedne tensora definiuje sie jako:
'I%j =€ Tej. (1.14)

Z réwnania (1.13) widaé, ze i-ta skladowa wektora b = Ta jest sumg skladowych
j-tej kolumny tensora T i wspdirzednych a; wektora a:

bi = T%jaj. (1.15)

Tensory rzedu drugiego przedstawia sie¢ w postaci macierzy wspétczynnikéw [T:

Tn T Tis
[ = T8y T Tl (1.16)
T51 Tsp Tia

W zapisie macierzowym dzialanie tensora T mozna przedstawi¢ nastepujaco:

b1 Ty T2 Tis| [a
bo| = |To1 T2 To3| |a2] - (1.17)
bs T31 T3z Ts3| |a3

Operacja transpozycji macierzy [T] = [T]T oznacza, ze [T]Tij = [T];;. Repre-
zentacja macierzowa tensora pozwala traktowaé kolumny macierzy jako wektory,
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ktére sa obrazami wektoréw bazowych e;. Prazykladowo, dla wektora e; = (1,0,0)
mamy:
Te, = (111,121, 131) = Ti1e1 + To1ex + T31e3 = Tjrej, (1.18)

a wiec uogdlniajac wynik z réwnania (1.18):

Tei = T’jjej. (1.19)
Niech [Te;] oznacza i-ta kolumne macierzy T. Reprezentacj¢ macierzows tensora
T mozna zapisa¢ w takim przypadku jako:

[T] = ([Teu], [Tez], [Tes)). (1.20)

1.3.2. Przyklady tensoréw rzedu drugiego

Kilka ponizszych przykladéw przeksztalcen geometrycznych wyrzonych za
pomocy tensoréw rzedu drugiego pozwoli oswoic¢ si¢ z wlasnosciami tensora.

1. Obrét wektora v o zadany kat 0. Zaklada sig, ze obrét nastepuje w plasz-
czyznie (e1,ez) wokdl wektora ez. Obrét wektora v o zadany kat 6 mozna
wyrazi¢ za pomocy tensora rzedu drugiego Q (rys. 1.4). Dla bazy e, e, e3
mamy:

Qe = cosfe| + sin ey, Qey = cos ey — sin fey, Qesz =e3. (1.21)

2y)

Rys. 1.4: Obrét wektora v o zadany kat

Macierz tensora obrotu ma postac:

cos§ —sinf 0
[Q] = |sinf cosf 0. (1.22)
0 0 1



1.8. Tensory rzedu drugiego 15

2. Tensor identycznosciowy. Liniowa transformacja, ktéra nie zmienia wek-
tora, jest nazywana tensorem identycznosSciowym i oznaczana za pomocy I.
Mamy Ia = a, a wiec réwniez Ie; = e;. Skladowe tensora identycznosciowego
maja postac:

Iz’j =€ - Iej = €; * €; = 045, (1.23)

a macierz wspolczynnikow przedstawia sie nastepujaco:

1] = (1.24)

o o =
O = O
-0 O

3. Tensor rzutowania. Rzut wektora v na prostg, ktérej kierunek zadany jest
wektorem jednostkowym s, mozna przedstawié za pomoca tensora P (rys. 1.5):

p=Pv=(v-s)s. (1.25)

Jezeli przyjmiemy, ze s = (s1, 52, 53), 8; = cosa, i = 1,2,3, s5+s3+s2 =1, to
i-ta sktadowa wektora p = Pv wyraza sie jako p; = (v -s)s;. Mozna sprawdzi¢,
korzystajac z definicji (1.14) i (1.19), ze macierz rzutowania P bedzie miala
postac:
S% 8189 8183
P = |s150 s s2s3]- (1.26)
8183 8983 8%

v

) P(v)

5
Rys. 1.5: Rzutowanie wektora v na kierunek wektora s

Warto zauwazy¢ nastepujace wiasnosci operatora rzutowania, [89]:
e kwadrat macierzy rzutowania jest réwny samej macierzy, czyli P2 =P;
e macierz operatora rzutowania jest symetryczna;
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e wyznacznik macierzy P jest réwny zeru, czyli operator rzutowania jest
nieodwracalny;
e r1z3d macierzy rzutowania jest réwny 1. Maciers posiada tylko jedna liniowo
niezalezng kolumne.
Tensor odbicia zwierciadlanego. Zwicrciadlane przeksztaleenie wektora v
wzgledem ustalonej plaszezyzny, np. wzgledem plaszezyzny, do ktorej wektor e
jest prostopadly, mozna wyrazi¢ za pomoca tensora rzedu drugiego nastepujaco
(rys. 1.6):
Z(v)=v —2(v-e))e. (1.27)

Zwréémy uwage, ze druga cze$é wyrazenia po prawej stronie przedstawia
rzutowanic wektora v na kierunek e;. Nowy wektor ma wspolrzedne Z(v) =
= (—wvy,va,v3), a macierz wspdlezynnikéw tego tensora, mozan wyznaczyc
z zaleznosci e;Z(e;) = Z;;, ma postac:

—1 0 0
Zl=]0 1 0. (1.28)
0 0 1

Rys. 1.6: Przeksztalcenie wektora v w jego odbicie zwierciadlane

1.4. Liniowa przestrzen wektorowa

Pojecia wprowadzone dla przestrzeni euklidesowej, takie jak: norma, iloczyn ska-

larny, ortogonalnos¢ okazaty si¢ niezwykle przydatne w badaniu innych obiektéw
matematycznych. Umozliwily m.in. zdefiniowanie abstrakcyjnej liniowej przestrzeni

wektorowej [77].

Definicja 1.4. Przestrzenig wektorowq L nazywamy zbior clementow (wektoréw).
dla ktorych spetnione sq nastepujgce aksjomaty:
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1. Dla kazdej pary wektorow u, v € L, suma wektoréw u+v € L, tzn. przestrzen L
jest domknieta na operacje dodawania.

2. u+ v =v+u (dodawanie jest przemienne).

3. (u+v)+w=v+ (u+w) (dodawanie jest lgczne).

4. Istnieje element zerowy, taki ze dla kazdego u € L zachodzi u+ 0 = u.

5. Istnieje mnoznik 1, taki ze lu = u.

6. Dlau,v € L oraz skalaréw a i 8 zachodzi (a+ f)u = au+pu oraz a(u+v) =
= au+ av.

Mozna sprawdzié, ze zbiér wszystkich tensoréw rzedu drugiego tworzy prze-
strzen liniowg. Jedng z wazniejszych przestrzeni wektorowych jest przestrzen
funkcji catkowalnych z kwadratem. Przyktadowo, dla funkcji jednej zmiennej
jest to zbiér wszystkich funkeji, dla ktérych istnieje na odcinku [a,b] calka
/; f(z)%dz < co. Przestrzen te bedziemy oznaczaé La [34].

W przestrzeni Ly iloczyn skalarny definiujemy jako:

(h9)= [ f@oa)ds. (1.29)

Normg funkcji f(z) na przedziale z € [a, b] w przestrzeni Lo, okre$lamy wykorzy-
stujac iloczyn skalarny (1.29):

I 5@ =y [ f@rds. (1.30)

Podpunkty 4 i 5 twierdzenia 1.1 (rozdz 1.1) przyjmuja postaé¢ nieréwnosci [34]:

[ [ teewas| < @i [ e, (131)

[urora<([vors) «([ers). o)

Nieréwnoéé (1.31) nazywa sie nieréwnoscig Schwarza, a nier6wnos¢ (1.32) nieréw-
nosciag Minkowskiego [34].

1.5. Operacje rézniczkowe na polach skalarnych i wektorowych

W rachunku wektorowym niezwykle pozyteczna jest mozliwo$¢ nadawania
wzorom wyrazajacym prawa fizyczne zwigztych form. Staje sig to szczegdlnie
wazne w tych przypadkach, w ktérych stosowane sa funkcje wielu zmiennych
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i pochodne czastkowe. W celu zwigzlej prezentacji twierdzen oraz sformutowania
fizycznych idei juz w XIX wieku wprowadzono symbole dla pewnych operatoréw
rozmiczkowych. Nalezg do nich operatory: gradientu, dywergencji i rotacji.

1.5.1. Gradient funkcji

W analizic funkcji wielu zmiennych gradient funkeji ¢(a,y, z) stosowany jest
przy obliczaniu liniowego przyrostu tej funkeji w przypadku zmiany wartosci
zmmiennych (z1, z9,x3) na (r; + Awy, w2 + Axy, a3 + Awy):

dp = ¢(x1 + Azx1, 29 + Axg, w3 + Axz) — (a1, w2, 03) =
()(;5 P reler

aTl L1 + ()—{)A + ()I 3A 3 = (133)
0¢ ¢ 8¢>
<d’[1 812 ()13 (AquAlz,AL;)

Wektor utworzony z pochodnych czastkowych funkcji skalarnej nazywa sie gra-
dientem funkcji.

Definicja 1.5. Gradientem funkcji f(x1, 29, 23), ktdry bedziemy oznaczaé jako Vf
lub grad f, nazywamy wektor:

_(of of of
e <53()_1>E§> (1.34)

Waznym pojeciem, z ktérego bedziemy niejednokrotnie korzystali, jest pochod-
na kierunkowa funkcji. W definicji pochodnej kierunkowej, ktora okresla szybkosé
zmiany funkcji w zadanym kierunku, wystepuje gradient funkcji.

Niech s° = s;e; = (cosay,cosag,cosay) bedzie wektorem jednostkowym
opisujacym kierunek prostej I w przestrzeni R®. Katy «; sa katami nachylenia
prostej | wzgledem osi ukladu e;. Wybierzmy na prostej [ punkt P(z1,z2,23)
i sgsiadujacy z nim punkt P'(z; + t cos ay,xa + t cos ag, x3 + tcos az) (rys. 1.7).

Definicja 1.6. Pochodng kierunkowq funkcji ¢ w punkcie x w kierunku wektora
jednostkowego s° definiujemy jako:

df _ o TP fP) L fts?) = f(x)

dl  |p=Pl=0 |P'—P| 10 t

(1.35)

Udowodnimy nastepujace twierdzenie [56], [63], [94]:

Twierdzenie 1.2. Zaldimy, e funkcja f(x1,x2, x3) ma ciggle pochodne czgstkowe
i niech kierunek prostej | zadany jest wektorem jednostkowym s = (s1, sa,83),
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_______

_______________________

Rys. 1.7: Pochodna kierunkowa, tj. szybkosci zmiany funkcji f wzdtuz prostej, ktérej
kierunek zadany jest wektorem jednostkowym s°

gdzie s; = cos(ay), a a; oznacza kgt nachylenia prostej osi e;. Pochodna kierunkowa
funkcji f(x1,22,23) w kierunku prostej | wyraza sie wzorem.:
df
—- =Vf-s’. 1.36
Y vy (1.36)
Dowdéd: Przyjmijmy, Ze prosta opisana jest réwnaniem c(t) = x + ts°. Stad
f(x+ts°) = f(c(t)). Na mocy reguly rézniczkowania funkcji ztozonej [63] wiemy, ze

df (c(t))

o = Vie®) <'(t). (1.37)

Poniewaz jednak ¢(0) = x, a ¢/(0) = s%, to wzér (1.37) przyjmuje postaé

Dt 1) =i (138)
dt =0 O

Jezeli zadana jest krzywa R — R3, c(t) = (z1(t), z2(t), z3(t)), to pochodna
funkeji f(c(t)) = h(t) wzdtuz krzywej c(t) wyraza si¢ wzorem [63]

dh _O0fdx Ofdy  Ofdz

= L R G = Ve €. (1.39)

Przydatny w praktyce jest zwigzek pomiedzy gradientem funkcji f a powierzch-
nig wyznaczong réwnaniem f(z1,2,23) = const. Powierzchni¢ takg nazywamy
izopowierzchnig.

Niech krzywa. c(t) = (z1(t), z2(t), z3(t)) lezy na powierzchni f = const. Wektor
s = (dz1,dxa, dz3), dz; = 7}(t)dt jest styczny do krzywej c(t). Rézniczka funkcji df



20 Rozdzial 1. Wybrane zagadnienia z rachunku wektorowego

na izopowierzchni jest réwna zeru, poniewaz funkcja jest na tej powierzchni stata.
Pochodna kierunkowa wzdtuz krzywej ¢ jest réwniez réwna zeru. Stad mamy:

df (c)

= Vf(c(0)) - ds = 0, (1.40)
dt |,—o

gdzie ¢(0) = (zo1, z02, Zo3). Ze wzoru (1.40) wynika, ze wektor Vf jest ortogo-

Y3 | s(dx,,dx,,dx,) vf

N (X1 X2, )

»
Rys. 1.8: Gradient Vf jest prostopadly do powierzchni f = const. Szybkos§¢ zmiany
funkcji f jest najwigksza wzdluz kierunku wektora Vf

nalny do izopowierzchni f = const. Kierunek wektora Vf wyznacza kicrunek
najszybszych zmian funkcji f. Pochodna kierunkowa df /dl = Vf -s = |Vf|cos 6
ma najwicksza wartosé¢ gdy wektor jednostkowy s pokrywa sie¢ z kierunkiem
gradientu Vf, czyli gdy cos0 = 1. Gradient funkcji f w punkcie (xo1, zo2, Zo3)
mozna wykorzystaé¢ do konstrukeji plaszezyzny stycznej do powierzchni f = const
w tym punkcie (rys. 1.8). Rownanie tej powierzchni ma postac:

Vf’(flf(n,l‘oz,ﬂvoz) . (.’L’1 = .7:01)(.%2 = .1?02)(.’1;3 — .1,'03) = 0. (1.41)

W rachunku wektorowym V przedstawia sie réwniez w postaci operatorowej
jako:

0 0 0
V= <91%+82%+6367:3> § (142)

1.5.2. Operator dywergencji

Niech v bedzie zadanym polem wektorowym v = (v, vs,v3), gdzie v; =
= w21, 2o, @)
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Definicja 1.7. Dywergencjg pola wektorowego v nazywamy funkcje skalarng:
ov Ov 0

oy ovs
8.731 8332 83c3

Dywergencje mozna wyrazi¢ jako iloczyn skalarny operatora Vi wektora v lub
wzywajgc konwencji sumacyjnej jako:

divv = (1.43)

. Ov;
divv=V.v= oz, (1.44)

Sprébujmy nadaé¢ dywergencji pewns, interpretacje fizyczna. Najpierw zin-
terpretujemy dywergencje dla jednowymiarowego pola predkosci v = v(z)e;.
Dywergencja takiego pola jest réwna pochodnej v/(z) = %. Jezeli na odcinku
a<z<b, to g—;’ > 0, v(x) jest funkcja rosnagca. Wyobrazmy sobie, ze predkosé
zwigzana jest z materialng czastka plynu, z ktéra zwigzana jest pewna elementarna
objetos¢. Objetosé ptynu w odcinku a < z < b bedzie si¢ zmniejszata. Do odcinka
[a,b] doptywa mniej czastek niz go opuszcza. Gdy 77 dv < 0, to do odcinka [a, b]
bedzie wigcej ptynu bedzie wplywalo, niz z niego Wyplywa,lo. Jezeli v'(z) =0, to
objeto$é plynu, ktéra niosg czastki, bedzie stata. Dywergencja opisuje zachowanie
si¢ objetosci plynu w odcinku [a, b].

W przypadku wielowymiarowym dywergencja jest suma pochodnych ze skla-
dowych pola wektorowego. Warto$é dywergencji bedzie okreslata, czy ptyn bedzie
wypychany (ptyn bedzie sig rozbiegal lub inaczej podlegal dywergencji) z obszaru
kontrolnego (div v > 0), czy tez bedzie si¢ w nim akumulowat (div v < 0) (rys. 1.9).

d1vv<0 divv=0 divv>0

M B

Rys. 1.9: Schematyczne przedstawienie pola predkosci w zaleznoéci od znaku dywergencji
div v wewnatrz obszaru

Istnieje zwigzek pomiedzy objetoscia plynu opuszczajacg obszar ograniczony
powierzchnig S, a funkcja skalarng okreslong wartoscig dywergencji. Aby pokazaé
ten zwigzek, najpierw postuzymy si¢ metoda matych objetosci [10], [91].

Rozwazmy infinitezymalny sze$cian o objetoéci dv = dzidzadrs (rys. 1.10).
Objetoéé plynu opuszczajaca szeScian w jednostce czasu przez jego prawa $ciang
jest réwna dQz, = v1(xo + dz1)dSy,, gdzie dSgz;, = dzadzs, objetos¢ opuszczajaca
przez lewy powierzchnie dQy, = —v1(20)dSz, . Oznacza to, ze objgtos¢ plynu, jaka
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//1 / /dS\_IZ dx,dx,

n=-—e, 1 n=c,
Vi (X%, %) v, (x, +dx,,dx,,dx,)
dxz // e A s 7.__.\?]’
A /
o dx,

dx, e=(1, 0, 0)

Rys. 1.10: Strumien objetosci opuszczajacy infinitezymalny szescian o bokach duxy, dxs,
. 7 A1 3 A oo &eic 1o X d s S _ Ov i
dxs przez dwie, réwnolegle Sciany odlegle od siebie od dz; jest rowny dQ)y, = ﬁdu

wyplywa z tego szedcianu przez te dwie sciany do siebie réwnolegle, jest réwna
dQ1 = (vi(zo+dzy)—vi(z0))dz1dSy, = g%dv. Po powtérzeniu tego rozumowania
dla pozostalych $cian oraz dodaniu do siebie wynikéow otrzymujemy réwnanie,
zgodnie z ktérym objetosé plynu opuszezajacej szescian wynosi:

ov,  Ovy  Oug

— —2 Jdv =di V. 1.4
. + Dg + 8.1:3) v = div vdv (1.45)

dQ:v'ndS:<

Wartos¢ dywergencji w wybranym punkcie przestrzeni, z pola predkosci v, rowna
sie strumieniowi pltynu wypltywajacego lub doptywajacego do infinitezymalnej
objetosci dv zawierajacej ten punkt, odniesionej do objetosci dv. Wartosé dy-
wergencji w punkcie mozna interpretowaé jako miarg (gestos$é) intensywnodci
srodla wytwarzajgcego lub pochtaniajacego ptyn w objetosci dv. Jezeli divv =0,
to strumien przez powierzchnic ograniczajaca dv tez jest réwny zeru. Dlatego
pola wektorowe, dla ktérych dywergencja jest rowna zeru, nazywane sa polami
bezzréodlowymi. Jezeli przyjaé, ze dQ = dv/dt, to dywergencje mozna wyrazic
réwniez jako:

divv=——. (1.46)

Ze wzoru (1.46) wynika, ze dywergencja réwna sie wzglednej szybkosci zmiany
infinitezymalnej objetos¢ ptynu. Widaé, 7ze wartosé dywergencji zwiazana jest ze
strumieniem objetodci przez powierzchni¢ ograniczajaca te objetosé.
Rozpatrzmy skoficzong objetosé Q ograniczong powierzchnig S. Niech w Q € R3
bedzie zadane pole wektorowe v = (vy,v2,v3) oraz niech w kazdym punkcie
powierzchni S ograniczajacej 2 bedzie zadany jednostkowy wektor n, normalny
do tej powierzchni i skierowany na zewngtrz powierzchni S (rys. 1.11). Przyjecie
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jednostkowego wektora normalnego do powierzchni powoduje, ze powierzchnia
staje sie powierzchnig zorientowans. Wektor normalny wskazuje kierunek od
Ly2ujemnej” do ,dodatniej” strony powierzchni.

Definicja 1.8. Strumieniem objetosci ptynu q, przez powierzchnie S nazywamy
catke powierzchniowq:

@ = / v - ndS. (1.47)
s

Rys. 1.11: Strumieri objgtosci ptynu przez powierzchnig .S, zorientowana jednostkowym
wektorem normalnym do powierzchni

Zauwazmy, ze we wzorze (1.47) wystepuje iloczyn skalarny v-n = v;n;. Wartos¢
tego iloczynu réwna sie rzutowi wektora v na kierunek wyznaczony wektorem
normalnym do powierzchni. Wartoéé strumienia jest ujemna, jezeli pole v jest
skierowane (wplywa) do wnetrza obszaru (rys. 1.11).

Wyobrazmy sobie, ze skoniczong objetoéé Q2 dzielimy na dostatecznie duza
liczbe matych, sze$ciennych komérek. W kazdej koméree obliczamy warto$é dywer-
gencji, ktéra jest réwna strumieniowi przez popwierzchnie¢ komoérki (wzér (1.45)).
Wyrazenia v - ndS dla wewnetrznych $cian sasiadujacych ze sobg szeScianéw beda
nawzajem si¢ znosily, poniewaz ich strumienie bedg mialty przeciwne wartosci.
Jezeli bedziemy sumowaé warto$é dywergencji we wszystkich komérkach, to
wktad do strumienia bedg mialy tylko komérki przylegajace do brzegu obszaru S
(rys. 1.12). Zachodzi wéwczas zwiazek:

d divvdV = ) v-ndS. (1.48)
Q

S brzegu

Dokonujac coraz drobniejszego (o mniejszych bokach) podziatu objetosci Q2
szeSciennymi komérkami, sumy we wzorze (1.48) mozna zastapié catkami: lewa
strong wzoru (1.48) calka objetoéciowa, natomiast praws catks powierzchniows.
Otrzymana réwnoéé wyraza twierdzenie Gaussa o dywergencji [28].
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e

n v-ndS

> >
[oN
w2

Rys. 1.12: Wewnetrzne strumienie objetosci przes $ciany elementarnych szescianow
nawzajem si¢ znosza i tylko strumienie przez Sciany szesciandéw przylegajace brzegu
obszaru v - n sa roézne od zera

Twierdzenie 1.3. Dla dowolnego, dostatecznie gladkiego (réiniczkowalnego) pola
wektorowego v zadanego w obszarze ) ograniczonego dostatecznie gladkq powierzch-
nig S zachodzi (rys. 1.13):

/ iyl — / v d8, (1.49)
JQ 4.8

/! N
SO / QN :
element objetosci v ndS

do =dxdx.dx;” ’/\\ [fr] ,T»

|

\ divvido
\ y

e

Rys. 1.13: Twierdzenie Gaussa. Objetosé Q) jest ograniczona powicrzchnia zamknieta S.
Calka z dywergencji pola v po objetosci €2 réwna sie calce ze strumienia pola wektorowego
po powierzchni S

Wzér (1.49) pozwala zamienié catke objetosciowa z div v na catk¢ powierzch-
niowg z v - n. ’

Dla dwuwymiarowego pola v = (v (x1,x2),va(z1,22)), @ — A, twicrdzenie
Gaussa przyjmuje forme:

/ divvdA :/ v - nds, (1.50)
JA y

gdzie A oznacza plaski obszar na plaszczyznie, ograniczony krzywsg C. Catkowanie
div v po powierzchni A (lewa strona réwnania (1.50)) mozna zastapi¢ catkowaniem
po krzywej C ograniczajacej powierzchnie A. Prawa strona wzoru (1.50) wyraza
strumieni pltynu przez krzywa C (rys. 1.14).
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v-n>0
<D phyn wyphwa
plyn wplywa z obszaru

do obszaru

x(s).y(s))

dy _
n= (Zﬁy s n .
v-n=
brak przeptywu
przez powierzchnig

Rys. 1.14: Twierdzenie Gaussa na plaszczyznie. Pole A jest ograniczone krzywa zamknie-
ta C. Strumieni ptynu przez krzywa C moze mie¢ wartoéé dodatnig v - n > 0, ujemna
v -n < 0 albo mie¢ warto$¢ réwna zeru, v-n =0

Jezeli krzywa C ma parametryczne przedstawienie C(s) = (z1(s), z2(s)), to
wektor normalny do krzywej C jest réwny n = (dzs/ds, —dz1/ds) i prawa strone
wzoru (1.50) mozna przepisaé jako:

dz dx
iy = ./cv -ndS = /C(vlel + vge3) - <d—32e1 o d—;eg) ds =

(1.51)
= / (’Uld.'L'z — Ugd:(,‘l).
C

1.5.3. Operator rotacji

Operator rotacji dla dowolnego, dostatecznie gladkiego pola wektorowego
v = (v1,vs,v3) W kartezjaniskim ukladzie wspétrzednych jest zdefiniowany naste-

pujaco:

81)3 8'02 8’1)1 (91)3 ) (81}2 81;1 )
- (2 o du _Svs vz _ MY (152
rotv <8$2 8303) e <8z3 92, ) 2 50, “Bzp) % (152
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Dzialanie operatora rot na wektor daje w wyniku rowniez wektor. Rotacje mozna

wyrazi¢ jako iloczyn wektorowy operatora V= (di“’ dLl)z’ %) i wektora v:

€ €9 e3
0 0 0
VXv=— — —[=

Ooxy Oxo 0Ox3

vy Vg V3 (1.53)
d 0 0 0 0 0

= |0xz2 Oz3|e; — |Ox1 Oxa|ey+ |0x1 Oxa|ey.
V2 V3 U1 V2 (% (%]

Uzycie zapisu za pomocy wyznacznika stuzy jedynie do tatwego zapamigtania
sposobu obliczania sktadowych wektora rotv.

Tloczyn wektorowy mozna zapisaé¢ w konwekcji sumacyjnej za pomoca indekséw.
W tym celu wprowadza si¢ symbol permutacyjny Leviego-Civity ;4 [76]:

i gdy ijk jest parzysta permutacj¢ indeksow 123
-

gijk = § —1, gdy ijk jest nieparzysta permutacj¢ indekséw 123 (1.54)

0, jezeli indeksy si¢ powtarzaja.

Liczba wszystkich mozliwych permutacji cyfr 1 2 3 wynosi 6. Aby ulatwié zapa-
mietanie permutacji parzystych, gdy €;;x = 1, oraz nieparzystych, gdy e, = —1,
mozna, sie poshuzy¢ diagramem przedstawionym na rys. 1.15.

N
3 2 3 2
N T L

123123 321321
Rys. 1.15: Symbol ¢;;; = 1 dla przystej permutacji wskaznikéw (diagram po lewej
stronie rysunku) oraz €;;; = —1 dla nieparzystej permutacji indekséw (diagram po prawej
stronie)

Gdy poruszamy sie po okregu zgodnie ze wskazowkami zegara na diagramie
rys. 1.15, to otrzymujemy numery wskaznikéw permutacji parzystej €;5, = 1 dla
123, 231 oraz 312. Jezeli przebiegamy diagram w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara, to otrzymujemy permutacje nieparzyste €;;, = —1 dla 132,
321, 213.
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Iloczyn wektorowy wektoréw u i v za pomoca symbolu ;5 wyraza si¢ naste-

pujaco:
W = U X V = €;5U;jVk€;. (1.55)

Sktadowe wektora w = (w;, w2, w3) maja postaé:
w; = E4jkU;Vk, gdzie 1,5,k =1,2,3. (1.56)

Sumowanie wedlug wskaznikéw polega na tym, ze gdy jeden z indekséw jest usta-
lony, to pozostale dwa moga przyjmowaé tylko wartodci rézne od tego ustalonego,
a wiec:

W) = UgU3 — U3V9, Wy = U3V — ULV3, w3 = UIV2 — UV]. (1.57)

Jak juz zostalo powiedziane (wzér (1.52)), iloczyn wektorowy wektoréw u oraz v
réwniez mozna wyznaczaé za pomocs wyznacznika (1.53):

€1 ez €3
uXxXv=\|u Uz us|. (158)
U1 V2 U3

Wektor u x v jest prostopadty do plaszczyzny rozpietej na wektorach u i v, a jego
modutl | u x v | jest réwny polu réwnolegloboku S(u, v) rozpigtego na wektorach
uiv (rys. 1.16).

Avxn

S(u,v)=|ul|v|sinc.

Y

Rys. 1.16: Iloczyn wektorowy u X v

Iloczyn wektorowy nie jest przemienny, ale zmienia znak, gdy zostanie zmie-
niona kolejnoéé wektordw:
uUXv=-vxu. (1.59)

Traktujac operator V jak wektor o sktadowych (a—%, 8%2, a%g), rotacje wektora

V x v mozna wyrazié przy pomocy symbolu Leviego—Civity jako:

VX v= 6ijk£vkei. (160)
J
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W mechanice plynéw rotacja z pola predkosci rot v = w nazywa sie wirowoscia.
W praktyce spotykamy sie réwniez z iloczynem micszanym trzech wekto-

réw [94]:
[u,viw]=(uxv) - w=u-(vxw). (1.61)

Tloczyn mieszany trzech wektordw jest rowny co do wartosci bezwzglednej objetosci
réwnolegloscianu rozpietego na trzech wektorach i rowny wyznacznikowi macierzy
utworzonej ze skladowych wektoréw u, v, w (rys. 1.17):

wp o uy ug
V(u,v,w) = |[u,v,w]| =|v1 vy 3. (1.62)
wy wy  ws

Rys. 1.17: Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego trzech wektordw u - (v X w)

Iloczyn mieszany wektoréw bazowych [e;, e, ex] jest réwny symbolowi permu-
tacyjnemu Leviego-Civity &;;:

(ei X ej) "€ = Eijk- (163)

Jezeli dwa wektory wystepujace w iloczynie [u, v, w] sg takie same lub do siebie
réwnolegle, to iloczyn ten jest réwny zeru.

Trzy wektory u, v, w sa liniowo niezalezne, a wiec moga tworzyé baze w prze-
strzeni wektorowej, jezeli ich iloczyn mieszany jest rézny od zera.

1.5.4. Wirowo$é pola predkosci bryly sztywnej
i przeplywu w poblizu $ciany

Rozpatrzymy, jaki zwigzek zachodzi pomiedzy wirowoscia a polem predkosci
liniowej punktéw ciata stalego (bryly) wirujacego ze stala predkoscia katows wes =
= (Wos, , Wosy» Woss )- Lakladamy, ze o obrotu przechodzi przez poczatek ukladu
wspdirzednych a promient wodzacy ma wspolrzedne r = (21, 22, 23). Wszystkie
punkty ciala poruszaja si¢ po okregach lezacych na plaszczyznach prostopadlych
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do osi obrotu (rys. 1.18). Predkos¢ liniowa dowolnego punktu (xi,zs, z3) wyraza
sie wzorem:
Vv(X,1) = Wes X T. (1.64)

Zgodnie ze wzorem (1.55) skladowe pola predkosci majg postaé:

V = EjkWos; Tk€; = (Wos» T3 — Wosz T2)€1+ (1.65)
+ (woslxza — wossiEl)e2 + (wosl T2 — w032$1)63- ‘

Rotacja pola predkosci punktéw liniowej bryty sztywnej wynosi:

VXV = €5, —Ur€; =
ij aiL‘j i
0 0
= (woslx2 - wosle) - (wos:;ml - wosl-'ES) e+
i 8:1'}3

8.7,2

1.66
+ [%(wos2$3 = w053$2) — a—xl(woslx2 — w032m1)] ex+ ( )

+ [%(wos;;l'l - woslx3) - a—m(w033$3 - w033x1):| €3 =
— 2(Wosle1 + Wps, €9 + wos;;e?:) = 2Wos.
7 przedstawionych wyzej rachunkéw wynika, ze rotacja pola predkosci wirujacej
bryly sztywnej réwna jest podwdjnej wartosdci predkosci katowej wps:

rot v = 2wes. (1.67)
Jezeli wektor predkosci katowe] pokrywa sie z osig x3 lub jest do niej réwnolegly

(rys. 1.19), to pole predkosci bryty sztywnej ma tylko dwie sktadowe predkosci rézne
od zera, a wiec v = (u,v,0). W takim przypadku mozna sprawdzié, korzystajac

(xl:xz’xs)

Rys. 1.18: Obrét ciala sztywnego wokdt osi wes
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X
= os prostopadta do
plaszezyzny rysunku
O %
"
o Y
L
Iys
P

Rys. 1.19: Obrét ciata sztywnego wokét osi w,, réwnoleglej do osi z. Wektor wirowosci

posiada tylko jedng sktadowa rézng od zera ws = % — 3—;‘

yA U

Rys. 1.20: Przeplyw $cinajacy w poblizu Sciany. Wirowosé jest rézna od zera w warstwie
o grubosci §

ze wzoru (1.53), ze sposrod sktadowych wektora wirowosci tylko jedna skierowana
wzdluz osi z3, w = (0,0,w3), ws = 8872)1 — g—;‘z jest rézna od zera.

Innym elementarnym przyktadem dotyczacym mechaniki ptynéw, w ktérym
pojawia sie wirowosé, jest przeplyw w poblizu Sciany, gdzie rozklad predkosci
zmienia sie w kierunku prostopadiym do $ciany. Lepkosé ptynu powoduje, ze na
nieruchomej $cianie predko$é ptynu jest zawsze rowna zeru. Z badan doswiadczal-
nych wiadomo jednak, ze przy dostatecznie duzej predkosci nad $ciang wplyw
lepkoéci, jej hamujace dzialanie na czgstki ptynu w poblizu $ciany ogranicza si¢
do warstwy plynu wokét ciala o gruboéci §. W warstwie tej rozklad predkosci u(y)
zmienia sie od zera u(0) = 0 do wartosci ustalonej u(d) = U.

Rozpatrzmy jednowymiarowy rozktad pola predkosci ptynu w poblizu Sciany
v = (u(y),0,0) (rys. 1.20). Przyjmijmy, ze rozklad predkosci wewnatrz warstwy
opisany jest wielomianem drugiego stopnia:

3 2
U(%—%) dlad<y<d
U dla y > 4.

u(y) ~ (1.68)
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Wielomian jest tak dobrany, aby spelnione byly warunki: na granicy warstwy
u(d) = U, i du/dy|y—s = 0 oraz aby na Scianie predkos¢ ptynu byla réwna zeru
u(0) = 0. Wirowos¢ jest réwna:
w(ly) =Vxv= —g—Zeg = % <% - 1> es. (1.69)
Ze wzoru (1.69) widaé, ze wartosé ekstremalna, w tym przepadku ujemng, wiro-
wosé w(y) osiaga na $cianie. Poza warstwa y > & wirowo§é w — 0. Ze wzgledu
na fakt, ze lepko$é plynu zawsze powoduje zerowa wartoéé predkosci plynu na
Scianie, wirowo$¢ na Scianie jest zawsze rézna od zera. Méwi sie, ze $ciana jest
zrédlem wirowosci.
Rotacja pola wektorowego wiaze si¢ SciSle z cyrkulacja tego pola. Ponizej
podamy, jaki zwigzek zachodzi pomiedzy cyrkulacjg a strumieniem pola wirowosci.

1.5.5. Cyrkulacja pola predkosci i twierdzenie Stokesa

Calka krzywoliniowosci zostala uzyta we wzorze (1.50). Jej elementarnym
zastosowaniem jest obliczanie pracy W, ktéra wykonuje sita F, przesuwajac punkt
materialny wzdtuz krzywej C. Praca AW wykonana na drodze As; réwna sie
iloczynowi sktadowej stycznej sity Fy(P;) do krzywej C pomnozonej przez przyrost
diugodci drogi As;, AW = F,(P;,)As; = F - s9As;. Calkowita praca wykonana,

C(a) '
s’ C()

Rys. 1.21: Praca wykonana przez pole F na drodze C(a) do C(b) jest réwna W =
=3, F-s%Ag;

przez pole sit F = (Fy, Fy, F3) wzdtuz krzywej C o poczatku C(a) i konicu C(b)
Jjest réwna sumie prac AW. Wyrézniony zostal poczatek i koniec krzywej. Krzywa
zostata zorientowana. Granice sumy gdy |As;| — 0, to znaczy gdy ilos¢ punktéw
podziatu N dazy do nieskoficzonosci (rys. 1.21), nazywamy catky krzywoliniows:

o0

li F-OAi:/F~°d. 1.70
Aslirgog s As a s'ds (1.70)

Wartos$é catki zmienia znak, gdy zostanie zmieniona orientacja krzywej na prze-
ciwng.
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Jezeli krzywa C zadana jest parametrycznie C(t) = (x(t), z2(t), 23(t)), a t
przebiega odcinek [a, ], to wektor As = C(t + At) — C(t) = C/(t)At i catke
krzywoliniowg mozna przedstawié¢ jako catke liniowg:

- b
/Fs%wi/F@@yCWMt (1.71)
JC a

Ze wzgledu na fakt, ze s%ds = (dz1,dxs, dx3) popularny zapis catki krzywoli-
niowej ma postac:

/ F . sVds = / (Fldjl o+ Fg% + F,;dd?> dt =

:/ Fidx1 + Fodxo + Fsdzs.
G(t)

W mechanice ptynéw wazng role odgrywa catka krzywoliniowa po krzywej za-
mknietej ze sktadowej stycznej pola predkosci v = (v1,vg,v3). Calke te nazywa
sie cyrkulacja.

P:%vs%& (1.73)
C

Jezeli C jest krzywa na plaszczyZnie C = (z1(s), z2(s)), to wektor styczny do
krzywej wyraza sie jako s’ = (dz1/ds, dzs/ds) a cyrkulacja jako:

dl‘g

d:
I'= 7{ v-s%ds = f (vier + voeq) - <%e1 + d—e2> ds =
4G & 5 5 (1.74)
= %C(Uldml + ’Ugdl'g).

Przyktad 1. Obliczyé¢ calke krzywoliniowg z pola predkosci v(zy.xs.23) =
= (cosz3,e®, e??) wazdtuz krzywej C(t) = (1,¢,e!) dla 0 < ¢ < 2.
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Rozwigzanie
Poniewaz C(t) = (1,t,e') = (z1(t), z2(t), z3(t)), to wektor styczny do krzywej
ma postaé C'(t) = (%, e %&) = (0,1,¢%), a v(C(t)) = (coset,e,et). Calka

krzywoliniowa réwna sie:

2 dz dz dz
cds — t 41 1422 t 43 —
/Cv ds /0 (cose 7 +e 7 +e dt)dt

2 2t 1, 1
:/ (0+e+e”)dt =2e+ e — -.
0 2 2

Wartoéé cyrkulacji jest miarg krazenia (wirowania) ptynu wzdluz zamkniete]
krzywej zanurzonej w przeplywie (rys. 1.22). Jezeli wektor predkoéci jest zawsze
prostopadly do krzywej, to cyrkulacja jest réwna zeru. Cyrkulacja moze miec
znak dodatni albo ujemny. Przyjmuje sie, ze cyrkulacja jest dodatnia, jezeli ptyn

a b)

)
trajektoria @ 2 e !
czqst\ek
\ Jv-ds >0 fV'dS<0 fv~ds=0
V(X,X,,X,;) c c C

Rys. 1.22: Cyrkulacja wokét zamknigtych krzywych C z réznymi znakami

krazy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Orientacja krzywej jest
dodatnia, gdy idac po krzywej powierzchnia ograniczona krzywg pozostaje zawsze
po lewej rece, a wektor normalny do powierzchni skierowany jest na zewnatrz.

7 dwuwymiarowej wersji twierdzenia Gaussa (wzér (1.51)) wynika, ze cal-

ka krzywoliniowa ze skladowej normalnej dowolnego pola wektorowego v =
= vie] + vgey wzdtuz brzegu C ograniczajacej pole A jest réwna:

/ (% + ij) dA = 7{ v1 (21, B2)dz2 — v2(T1, T2)d1- 175)
A\0z1 Oz c

Jezeli w powyzszym wzorze pole v = (v1,vq) zastapimy polem wektorowym

vV = (vg, —v1), to otrzymamy:

/ (% — %> dA = ]{ v1 (21, T2)dTo + vo(z1, T2)dx]. (1.76)
A 8.171 (91122 C
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Prawa strona wzoru réwna sie cyrkulacji wzdhuz krzywej C' ograniczajacej po-
wierzchni¢ A (patrz wzor (1.74)) natomiast lewa strona wyraza strumien wirowosci
pola predkosci (vi(z1,x2),v2(x1,22),0) przez powierzchni¢ A:

Gdy pole wektorowe jest dwuwymiarowe v = (v (x1, x2), va(z1, 22),0), wow-
czas, jak zostalo juz powiedziane wyzej, wektor wirowosci posiada tylko jednag
skladowa rézng od zera w = (0,0,w):

vy Ovy

) e3 = wes. (1.77)

Wzér (1.76) stanowi tez¢ twierdzenia Greena [28], [56], [63].

Twierdzenie 1.4. Niech A € R? bedzie obszarem jednospéinym, a C = OA jego
brzegiem dostatecznie gladkim. Niech v = (v (x1,x2),v2(x1,22)) bedzie dwuwy-
miarowym polem wektorowym zadanym na A. Zachodzi wtedy zaleinosé:

O 0
j{ vidx) + vodxs =/ < S ( “ ) dridxs. (1.78)
c A\OJx1 Oxy

Inaczej, cyrkulacja po krzywej C jest réwna strumieniowi wirowosci przez pole A
ograniczone tqg krzywg:
= / w(zy, ze)dridrs. (1.79)
A

Rys. 1.23: Twierdzenie Greena. Cyrkulacja po krzywej C réwna sie strumieniowi wiro-
wosci przez powierzchnie A w kierunku prostopadiym do plaszczyzny

Twierdzenie Greena (1.78) wiaze cyrkulacje po krzywej C ze strumieniem
wirowoéci przez powierzchnie A ograniczong ta krzywa. Jezeli wirowos¢ w calym
obszarze jest réwna zeru (obszar A jest obszarem jednosp6jnym), to cyrkulacja
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po dowolnej krzywej zamknietej w tym obszarze tez jest réwna zeru. Takie pole
wektorowe nazywa sie bezwirowym i daje sie przedstawié w postaci gradientu
z pewnej funkcji skalarnej ¢, v = V. Gdy v = Vi, to na krzywej C, p zachodza
zwigzki:

/ vesds= [ Vip-sds= / dp = H(C (b)) — $(C(a)). (1.80)
Capb Cab C

Calka krzywoliniowa (1.80) nie zalezy od ksztaltu krzywej, ktéra lgczy dwa punkty
aib, a jej wartos¢ rowna sie réznicy wartodci funkcji skalarnej w tych punktach.
Pole wektorowe, ktore wyraza sie przez gradient z funkcji skalarnej, nazywa sie
potencjalnym lub zachowawczym. Prostym kryterium, ktére pozwala rozstrzygnaé,
czy pole v jest polem potencjalnym w obszarze jednospéjnym, jest warunek
rotv = 0.

Zachodzg nastepujace, mozliwe do wykazania za pomocs bezposredniego
rachunku tozsamosci wektorowe: rotacja z dowolnego pola potencjalnego jest
réwna zeru oraz dywergencja z wirowosci jest réwniez réwna zeru:

rot Vo = Vx Vo =0, (1.81)
divrotv=V.-w =0. (1.82)
Z tozsamosci (1.82) wynika, ze wirowos¢ jest polem bezzrédlowym.

Przykiad 2. Dane jest pole wektorowe v = Oe; + xes. Sprawdzi¢ twierdzenie
Greena dla przypadku, gdy obszar D jest kolem z2 + 32 < r2.

Rozwigzanie

Brzeg obszaru mozna wyrazi¢ za pomocg réwnan parametrycznych z = rcost,
y=rsint dla 0 < £ € 2. Parametryzacja pozwala zamieni¢ catke krzywoliniows
na zwykta caltke liniowa. Warto$¢ cyrkulacji obliczamy jako:

2w
/ v-s%ds = / (Oej + r costey) - (—rsint,rcost)dt =
oD 0
27
= / 2 cos? tdt = rix.
0
Warto$¢ strumienia wirowoéci w kierunku es jest réwna:

/va-ndS=/ dS = r?r.
D D

Jak nalezato oczekiwaé, oba wyniki s takie same.
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Uogodlnienia twierdzenia Greena na dowolna krzywa zamkniets, nickoniecznie
vaca na plaszezyZnie dokonal George Stokes. Uogdlnienie to wigze cyrkulacje
vzdiuz krzywej C ze strumieniem pola wirowosci przez powierzchnie rozpigta na

krzywej C. Stokes swoje twierdzenie wyrazil w 1954 roku w formie zadania cgza-
minacyjnego na Uniwersytecie w Cambridge. Natomiast George Green, genialny
samouk, opublikowal swoje twierdzenic w 1828 roku. '

Twierdzenie 1.5. Twierdzenie Stokesa. Catka krzywoliniowa ze skladowej
stycznej pola v - s wzdtuz krzywej C stanowigeej brzeg obszaru S réwna sie calce
powierzchniowej po powierzchni S ze skladowej normalnej pola wirowosci rotv - n
(rys. 1.24).

/v-sodsz /rotv-nd.S (1.83)
Je Js

C

Rys. 1.24: Schematyczna ilustracja twierdzenia Stokesa. Cyrkulacja I' po brzegu C
réwna si¢ strumieniowi wirowosci przez powierzchnie rozpieta na krzywej C

Inaczej mozna powiedzieé, ze twierdzenie Stokesa wiaze cyrkulacje po krzywej
zamknietej ze strumieniem wirowoéci przez powierzchnie rozpieta na tej krzywej:

r— /wndS, (1.84)
JS

gdzie w, = w - n.

Aby uzasadnié¢ twierdzenie Stokesa, postuzymy sie, podobnie jak przy twier-
dzeniu Gaussa (1.49), metoda sumowania wkltadéw od elementéw nieskonczenie
malych [35]. Podzielmy powierzchni¢ S prostokatami na tyle matymi, ze mozna
je uwazac za plaskie, i w kazdym z tych prostokatéw przyjmijmy orientacje taka
jak na krzywej C (rys.1.25). Jezeli zsumujemy cyrkulacje matych prostokatéw
pokrywajacych powierzchnie S, to otrzymamy cyrkulacje po krzywej C, poniewaz
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Rys. 1.25: Schematyczna ilustracja do twierdzenie Stokesa. Cyrkulacja I' po brzegu C
réwna sie strumieniowi wirowosci przez powierzchnig rozpiets na krzywej C

na wspdlnych granicach prostokatéw wktady catek krzywoliniowych do cyrkulacji
beda sie wzajemnie znosity ze wzgledu na przeciwne orientacje. Cyrkulacja po
malym prostokacie réwna sie, na mocy twierdzenia Grenna, strumieniowi wirowsci
przez pole tego prostokata. Mozna to wyrazié nastepujaco:

N N
/ A\ SOdS = Z(V X V)i : niASi = Z(w)z 2 niASi, (185)
. i=1 i=1

gdzie (V xv); oznacza rotacje pola predkosci w srodku i-tego prostokata, N — liczbe
prostokagtéw pokrywajacych powierzchnie S. W granicy, gdy AS; — 0, N — oo,
otrzymujemy calke stojaca po prawej stronie wzoru (1.84).

Zauwazmy, ze twierdzenie odnosi sie do wszystkich powierzchni rozpietych
na krzywej C. Jezeli wyobrazimy sobie, ze powierzchnia S na rys. 1.24 jest
zamocowana do krzywej C i wykonana z gumy oraz w sposéb ciagly podlega
deformacji, to do wszystkich tych powierzchni znajduje zastosowanie twierdzenie
Stokesa. Gdy powierzchnia podlega deformacji, to wektor normalny tez przesuwa
sie wzdluz powierzchni.

Zal6zmy, ze dwie powierzchnie S i S rozpiete sg na tej samej krzywej, przy
czym S lezy po przeciwnej stronie krzywej C w stosunku do Ss (rys. 1.26).

Rys. 1.26: Na krzywej C rozpiete sa dwie powierzchnie Sy i S2 o przeciwnej orientacji.
Z twierdzenia Stokesa wynika, ze strumien wirowoéci przez powierzchnig zamknieta jest
réwny zeru
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Zachodzg wéwczas nastepujace zwigzki:

0= / divde:/ w-ndS= | w-ndS+ [ w-ndS. (1.86)
JQ S1USy JS J S
Tak wiec:
/ w-ndS = — / w-ndS. (1.87)
Js J S

Calka powierzchniowa po S; ze skladowej normalnej wirowosci w - n jest
réwna cyrkulacji po brzegu 95; = C. Natomiast ta sama calka powierzchniowa
po powierzchni Sy jest réwna tej samej cyrkulacji, ale ze znakiem przeciwnym,
poniewaz orientacja powierzchni zmienia znak na przeciwny.

- Poréwnujac strumienie pola predkosci v - n oraz strumienie rotacji w - n,
nalezy stwierdzié, ze o ile duza warto$¢ strumienia pola predkosci przeklada sie
na duza wartoéé strumienia objetosci wychodzacego # danej powierzchni, o tyle
duza warto$é strumienia, rotacji przez powierzchni¢ $wiadezy o pozostawaniu pola
predkoéci na powierzchni i o duzej cyrkulacji (krazenia) wzdtuz brzegu powierzchni

0S.
a) v b)
v-ndS

/
//
_

/'

Rys. 1.27: Duza warto$¢ strumienia pola predkosci, v - n éwiadczy o wyplywie wektoréw
z powierzchni S, duza warto$é strumienia wirowosci §wiadczy o pozostaniu wektoréw
predkoéci w powierzchni i duzym krazeniu wzdtuz krzywej C

Przyktad 3. Dane jest pole wektorowe v = (2yz, x, 22). Obliczy¢ cyrkulacje tego
pola po okregu 22 + 42 = 1, korzystajac 7 twierdzenia Stokesa.
Rozwigzanie

Rotacja zadanego pola wynosi rot v = Vx v = (0,2y, (1 — 2z). Z twierdzenia
Stokesa mamy:

07, [ :
jgcv-s ds—/SVXv-ndS:/S(2ye2—|—(1—22)93)-nd5.
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Forma S, ktéra rozpieta jest na brzegu C, moze byé¢ dowolna. Wybieramy wiec
najprostsza, lezaca w plaszczyznie z = 0. Poniewaz w takim przypadku n = e3 =

= (0,0, 1), otrzymujemy:
% v-sods:/dSzw.
C S

1.5.6. Laplasian

Drziatanie dywergencji na pole wektorowe daje w wyniku pole skalarne. Jezeli
pole wektorowe wyrazane jest za pomoca gradientu z funkcji skalarnej, to dywer-
gencja z takiego pola wektorowego jest réwniez polem skalarnym i wyrazana jest
za pomocy operatora rézniczkowego nazywanego laplasianem.

. [ O Op 6(,9)
div Vip = div ( 521’ D5’ s

Py 0% B
=927 " o0 a3

(1.88)
Ay,

gdzie
82 0? 8°
2 + = (1.89)

Jezeli symbol V potraktujemy jako wektor o sktadowych ( TR 822, 3963) to lapla-

sian mozna, traktowaé jako wynik iloczynu skalarnego A = V.V = V2. Laplasian jest
niezwykle waznym operatorem rézniczkowym w fizyce matematycznej. Wchodzi
w sklad kazdego z réwnan ,wielkiej trojki” fizyki matematyczne;j:

1. % = a/Au — réwnanie przewodnictwa temperaturowego (nazywane réwnaniem
ciepta lub réwnaniem dyfuzji), gdzie u(t, z1, 2, z3) wyraza temperature lub
koncentracje materii zalezng od czasu i wspéirzednych przestrzennych z1, z2, 3,
natomiast o wspélezynnik przewodnictwa temperaturowego lub wspétczynnik
dyfuzji. Szybkosé zmiany temperatury %% zalezy od przebiegu funkcji u(x,t),
czyli wartoéci laplasianu Awu. Jezeli funkcja jest wklesta, to warto$¢ laplasinu
jest ujemna, i %’-tf < 0. Oznacza to, ze temperatura u bedzie funkcja malejaca
wzgledem czasu. Jezeli funkcja jest wypukla, to wartosé laplasjanu jest dodatnia
i % > 0 czyli temperatura u roénie. Dzialanie laplasianu Au powoduje
wygladzenie lokalnych nieréwnomiernosci rozkladu temperatury. Réwnanie
przewodnictwa temperaturowego wyraza prawo zachowania energii [85], (93],
%i;” = c? At — réwnanie falowe opisujace rozchodzenie sig¢ fal (zaburzen), gdzie
(¢, z1, T2, T3) oznacza przemieszczenie, wychylenie od polozenia réwnowagi.

o
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W wersji jednowymiarwej t(z1,t) réwnanie to nazywane jest réwnaniem
drgajgcej struny i wyraza prawo zachowania pedu. Parametr ¢ réwna sie
predkosci rozchodzenia sig zaburzenia, [85],

3. Ay = —p(x1, T2, 73) — réwnanie rozktadu potencjalu (nazywane rownaniem
Poissona). Jezeli ggstosé (masy, tadunku) p(x1, z2,23) = 0, to rownanie nazy-
wane jest réwnaniem Laplace’a.

1.5.7. Laplasian w sferycznym
i cylindrycznym ukladzie wspélrzednych

W dalszej czeéci ksigzki bedziemy postugiwali sig cylindrycznym i sferycznym
uktadem wspélrzednych. Niekiedy analiza zjawisk w tych ukladach wspotrzed-
nych jest duzo prostsza ze wzgledu na istniejaca lub zakladang z géry symetrig
zjawiska. Jezeli mozna wyrézni¢ symetrig¢ zagadnienia wzgledem osi x3, wtedy
wygodnie jest postugiwaé si¢ cylindrycznym ukladem wspoélrzednych (rys. 1.28).
Mozna zauwazy¢, ze dowolny punkt w uktadzie wspolrzednych kartezjanskich
(z1,T9,T3) jest przedstawiony za pomoca wspélrzednych cylindrycznych (7, 6, 2)
w ten sposéb, ze przedstawieniem dwdéch pierwszych wspétrzednych x, 22 sg wspol-
rzedne biegunowe (7, 6), natomiast trzecia wspolrzedna x3 pozostaje niezmieniona.
Ortonormalnej bazie wektoréw jednostkowych e, es, e3 uktadu kartezjanskiego
odpowiadaja wektory jednostkowe e,, ey, e, pokazane na rys. 1.28b.

a) b (g% %) b)
X3
=
L0 ;r; 2
X, X,

Rys. 1.28: Cylindryczny uktad wspéirzednych: a) przedstawienie punktu (z1, 22, 23)
w zmiennych (r, 0, z); b) ortonormalne wektory bazowe (e,, ey, e;) w ukladzie cylindrycz-
nym

Definicja 1.9. Cylindryceny uklad wspétrzednych (r,0, z) punktu (z1,29,23) 2de-
fintowany jest zaleznosciami:

T1 =1rcosb, Tog =rsinb, T3 =2 (1.90)
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lub w sposob jawny jako:

i — \/zf—i—z%, z =3, (1-91)

arctan(za/z1), gdy 1 >0 1 z2920
0 = ¢ w4 arctan(ze/z1), gdy x1 <0 (1.92)
2 + arctan(ze/z1), gdy 1 >0 i x93 <O.

Zwiazek pomiedzy wektorami jednostkowymi e;, ez, es i wektorami uktadu
cylindrycznego e, ey, €, jest nastepujacy:

e, = cos fe; + sin ey, €9 = —sin fe; + cos ey, e, = es. (1.93)

Definicja ukladu sferycznego jest nastepujaca [63]:

Definicja 1.10. Sferyczny uklad wspotrzednych (r,0,¢) punktu w ukiadzie karte-
zjariskim (1, T2, x3) okreslony jest zaleinosciami:

z1 =rsin¢cosb, g =rsin¢sinf, x3 =rsinf (1.94)

lub w spsob jawny:

/ T2 3
r= x% + :1:% + x%, 6 = arctan (—) , ¢ =arccos | ——— |,
1 Vol + e + a3

(1.95)
gdzie:

r>=0, 0 <0< 2, 0<¢p <. (1.96)

1.6. Réwnanie Laplace’a

Réwnanie Laplace’a odgrywa w mechanice pltynéw bardzo wazng role. Jak
zostalo stwierdzone wczeéniej, pewne pola wektorowe mogg by¢ wyrazone jako
v = V. Takie pola nazywamy potencjalnymi, a funkcje ¢ potencjalem. Pole
v moze by¢ réwniez polem bezzrédlowym, czyli takim, ze divv = 0. W takim
przypadku wyznaczenie potencjalu ¢ sprowadza sie do rozwigzania réwnania
Laplace’a: '
0% 0% 0%
527 T 523 * 0al

A¢ = divgrad ¢ = =1 (1.97)




42 Rozdzial 1. Wybrane zagadnienia z rachunku wektorowego

Rys. 1.29: Sferyczny uklad wspéhrzednych: a) przedstawienie punktu (zy, 22, x3) W zmien-
nych (r,8,¢); b) ortonormalne wektory bazowe (e;, ey, e,) w uktadzie sferycznym

Funkecje, ktére spetniajg réwnanie Laplace’a Ag = 0, nazywane sa funkcjami
harmonicznymi.

W fizyce czesto rozpatruje sie zjawiska, w ktorych sita zalezy od odlegtosci
od wybranego punktu, np. od punktu o wspétrzednych (0,0,0), nazywanego
centrum F = Vip(r), gdzie r = /(2? + y? + 22). Sily te nazywane centralnymi,
dziataja wzdhuz prostej laczacej dwa punkty. Przyktadem sa sily grawitacyjne, sita
Culomba, przyciggania (odpychania) si¢ tadunkéw. W wyznaczanie potencjatu ¢
takich sil uwiklane sg rozwigzania réwnania Laplace’a nazywane fundamentalnymi.
Dla trzech wymiardéw, w nieograniczonej przestrzeni rozwigzanie to ma postac
p = %, natomiast dla dwoch wymiaréw ma postaé ¢ = In 71 Przedstawimy ten
wynik w formie twierdzenia [54]:

Twierdzenie 1.6. W przestrzeni trojwymiarowej (n = 3) funkcja:

1 1
- = (1.98)

Y= : -
V(@1 —210)% + (22 — 220)% + (2 — x30)?

jest funkcjg harmonicang z wyjgtkiem punktu (10,220, x30). W przestrzeni dwu-
wymiarowej (n = 2) funkcjg harmoniczng jest funkcja:
1

=Inr =In
’ N (e

(1.99)

z wyjatkiem punktu (19, T20).

Dowd6d: Ze wzgledu na symetri¢ radialng wygodnie jest przyjaé odpowiednie
uklady wspolrzednych. Dla réwnania (1.98) przyjmiemy sferyczny uktad wspél-
rzednych. Réwnanie Laplace’a we wsp6irzednych sferyeznych ma postaé:

1 92 1 o2 G Dy
A = —— T ——_(e c 21 (F s
LR (re) + r2sin? 0 02 T i 6 00 (bmea‘) =0 (1.100)
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7 zalozenia funkcja ¢ zalezy tylko od r, wigc réwnanie Laplace’a redukuje si¢ do

postaci:
2

L
Po dwukrotnym scalkowaniu powyzszego réwnania otrzymujemy rozwigzanie
w postaci ¢ = al% + a9, gdzie a1, as sg wspdlczynnikami stalymi. W szczegélnosci
rozwigzanie to jest funkcja harmoniczng dla ag =01ia; = 1.
Dla réwnania (1.99) przyjmujemy biegunowy uktad wspéirzednych (z,y) —
— (r cos @, 7 sin ¢). We wspdtrzednych biegunowych réwnanie Laplace’a przyjmuje
postac:

(ro) =0. (1.101)

Pp 10p 1 0%
7 o Taag = (1.102)

Ze wzgledu na to, ze rozwiazanie @ zalezy tylko od r, réwnanie Laplace’a przyjmuje
postac:

Ap =

o 10p
ar2 " ror
Po pomnozeniu powyzszego réwnania stronami przez r mozna je zapisa¢ w postaci
% (r%ﬁ) = 0. Po dwukrotnym scatkowaniu otrzymujemy rozwigzanie w postaci
¢ = ¢y Inr + co, gdzie ¢;, 2 sa stalymi wspélczynnikami. Dla ¢; = —1, c2 =0
otrzymujemy wiec rozwigzanie (1.99). [

0. (1.103)

1.6.1. Zagadnienie Dirichleta i zagadnienie Neumanna

W celu otrzymania jednoznacznego rozwiagzania réwnania Laplace’a (1.97)
nalezy w obszarze, dla ktérego poszukujemy rozwiazania, postawi¢ warunki brze-
gowe, ktére musi spetniaé rozwigzanie. Typowe warunki brzegowe prowadza do
zagadnienia Dirichleta lub zagadnienia Neumanna.

Definicja 1.11. Zagadnienie Dirichleta dla réwnania Laplace’a polega na wyzna-
czeniu funkcji harmonicznej wewngtrz obszaru D z warunkiem:

U(CEl,LEQ,wg) — f($1,$2,1173) dla (iEl,xz,CIJg) € 0D. (1.104)

Oznacza to, ze nalezy wyznaczy¢é taks funkcje harmoniczng ¢(z1, z2, z3) We-
wnatrz obszaru D, aby na brzegu obszaru 8D przyjmowala ona zadang wartosé
¢ = f. Obszar D moze byé obszarem skorficzonym, ograniczonym zamknietg po-
wierzchnig, S lub obszarem nieograniczonym. W przypadku obszaru skoriczonego
méwimy o wewnetrznym zagadnieniu Dirichleta. Jezeli obszar jest nieograniczo-
ny, lezy na zewnatrz obszaru D, to zagadnienie Dirichleta jest zagadnieniem
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Rys. 1.30: Zagadnienie Dirichleta dla réwnania Laplace’a

zewnetrznym. W przypadku zagadnienia zewngtrznego dodatkowo zada si¢, aby
rozwigzanie w nieskoticzonoéci dazylo do zera, natomiast w przypadku zagadnienia
zewnetrznego, aby rozwigzanie w nieskonczonosci dazylo do stalej wartosci.

Deﬁhicja 1.12. Zagadnienie Neumanna dla réwnania Laplace’a (rys. 1.31) polega
na wyznaczeniu funkcji harmonicznej wewngtrz obszaru D z warunkiem:

Ou(zy, z2,3)

o = g(z1, 22, x3) dla (x1,x2,23) € OD. (1.105)

Qu _
on &

oD

Rys. 1.31: Zagadnienie Neumanna dla réwnania Laplace’a

Zaganianie Neumanna okreslone jest z dokladnoscig do statej. Jezeli funkcja ¢
jest rozwigzaniem zagadnienia Neumanna, to réwniez funkcja ¢, = ¢ + ¢, gdzie c
jest dowolng stala, jest rozwigzaniem tego zagadnienia. Ponadto dla zagadnienia
Neumanna zachodzi zalezno$¢:

Oz/AdV:/d'VdV:/ .
I, 5% L, vV -QDVSO ndS. (1.106)

Ze wzoru (1.106) oraz z warunku (1.105) wynika, ze funkcja g, ktéra wystepuje
w warunku Neumanna, musi spelniaé¢ zaleznosé:

/BD gds = 0. (1.107)

Warunek (1.107) nazywa si¢ warunkiem rozwigzywalnosci dla, zagadnienia Neu-
manna. -
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Aby pokazaé pewne wlasnoéci funkcji harmonicznych, postuzymy si¢ tozsamo-
$ciami catkowymi Greena.

1.6.2. Wzory catkowe Greena

Punktem wyjécia bedzie nastepujaca tozsamos¢:
div (pv) = ¢ divv+ v -grade. (1.108)

Uzywajac symbolu operatora V= (3%1, 3%2, 5%), tozsamo$¢ (1.108) mozna zapi-
saé¢ nastepujaco:

V-(pv)=p V-v+v: V. (1.109)

Podstawmy we wzorze (1.109) v = Vi). Otrzymamy:
V- (Vi) = Vo) + pAdp. (1.110)

Po scatkowaniu stronami (1.110) po obszarze D i wykorzystaniu twierdzenia
Gaussa (1.49) otrzymujemy pierwsza tozsamos$¢ Greena:

_ 4
/D(wwww)du_/aﬁands. (L.111)

Przypomnijmy, ze g—z = W -n oznacza pochodna kierunkows funkcji ¥ w kierunku
prostopadlym do brzegu obszaru. Formuta (1.111) jest stuszna dla dowolnych,
dostatecznie regularnych funkcji. Jezeli za ¢ polozymy funkcje stalg ¢ =1, a za
funkcje 1 funkcje harmoniczng, to z tozsamosci (1.111) wynika, ze dla funkcji
harmonicznej ¥ w obszarze D zachodzi zalezno$c:

o .
/w has =o. (1.112)

Wyprowadzimy teraz drugs tozsamoéé Greena. Jezeli we wzorze (1.110) za-
mienimy miejscami funkcje ¢ i v, to przepisujac wzér (1.110) i dopisujac wzoér
powstaly po zamianie miejscami ¢ oraz 1, mamy:

V- (W) = VoV + oAy,

(1.113)
V- (¥Vip) = VoW + pAgp.

Odejmujgc stronami powyzsze dwa réwnania, otrzymujemy:

V- (pVih — PVip) = pAyp — pAgp. (1.114)
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Po scalkowaniu réwnania (1.114) po obszarze D oraz wykorzystaniu twierdzenie
Gaussa—Ostrogradzkiego (1.49) otrzymujemy réwnos¢ nazywana drugg tozsamo-

$cig Greena:

/D (A — pAp) dv = /aD (wg% s )%> 4s. (1.115)

Pozyteczng i zarazem podkreslajaca znaczenie laplasianu jest mozliwosé przed-
stawienia dowolnej funkcji v odpowiednio regularnej na obszarze D za pomoca
jej wartosci i pochodnej na brzegu 8D oraz calki z laplasianu funkcji po calym
obszarze D [54],[85].

Twierdzenie 1.7. Wartosé funkceji u cigglej wraz z pochodnymi dwdch pierwszych
rzedéw az do powierzchni D, wewnqgtrz dowolnego punktu xo € D wyraza si¢ jako
sume calki powierzchniowej i catki objetosciowej w postaci:

e dlan =3 jako:

1 10u 01 , 1 Au

e dlan =2 jako:

1 10u 0 1 1 7 1
u(xg) = - /6D <ln i . In ;) ds — Py /D Au In T—_dS. (1.117)
Dowéd: Do wykazania wzoréw (1.116) oraz (1.117) wykorzystamy drugi wzér
Greena (1.114). Niech we wzorze (1.115) funkcja ¢ = 1 (patrz wzér (1.98)), a za
funkcje ¢ podstawimy funkcje u. Funkcja ,l jest funkcjg harmoniczng i przyjmuje
wartos¢ nieskonczong w punkcie x = xg. Z tego powodu musimy wyciaé¢ z obsza-
ru D otoczenie punktu xo w postaci kuli B:(xg) o malym promieniu ¢ i érodku
w punkcie xp. Dla tak zmodyfikowanego obszaru Dy = D\ B:(x¢) mozemy juz
zastosowaé wzor (1.114) (rys. 1.32). Otrzymujemy:

1) 1 T 0 /1 10u
uAl-—)—=Au d:/[—<—>—~— >
./1)1 [ (7‘ r ] v S Yon r ron a3t
0 (1 10u
+ —(-)——-—=— !
JB. [uan <7> r f)n] d5
Na kuli B, wektor normalny skierowany jest do wnetrza tej kuli, poniewaz

obowigzuje konwencja przyjmowania kierunku normalnej na zewnatrz obszaru, po
ktorym odbywa si¢ catkowanie. Tak wiec:

3(1) 0 /1
on \r BE_—§<F>

(1.118)

1
= . (1.119)

T=£ €
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Rys. 1.32: Obszar D z wycietym otoczeniem B,

Wzér (1.118) mozna zapisa¢ w postaci:

/ 1Audv+/ [u-a— <1> - 15—“] S+
Jpy T sl on\r ron
10u

1
—udS— [ 2Z4s =o.
+ N 82udS 5. 55 S

(1.120)

Niech teraz promien kuli B, dazy do zera. Wtedy pierwsza catka dazy do calki
objetoéciowej po calym obszarze D, druga nie zalezy od promienia €, natomiast
trzecia, na mocy twierdzenia o wartoéci éredniej, dazy do wartosci 4mu(xo):

1 1
=~ udS = E—QU(XE)4’1T82 = 4ru(x.) — 4nu(xg) przy € —0, (1.121)

Be
gdzie x. jest pewnym punktem kuli B spelniajacym twierdzenie o wartosci
$redniej. Podobnie mozemy obliczyé granice ostatniej catki, gdy € — 0. Funkcja u
posiada ciggle pochodne do drugiego rzedu wlacznie, wiec sg one w obszarze D
ograniczone. W zwigzku z tym mamy:

" 10u 1 ou 10u
-] 2=dS=-=[| —=dS=-"F—|pA4ne® >0 gdy e—0. (1122
/Besan € JB. On eanims m e ( )

Stad wynika wzér podany w tezie twierdzenia.

Analogiczne rozumowanie przeprowadza si¢ dla plaszczyzny n = 2, przyjmujac,
ze ) =—Inr. O

Podkreslmy jeszcze raz, e wzory (1.116) i (1.117) obowiazuja dla dowolnej
funkcji u cigglej do brzegu S lacznie z jej pierwszg i druga pochodna.
1.6.3. Wtasnosci funkcji harmonicznych

Jezeli wzory (1.116) i (1.117) zastosujemy do funkcji harmonicznej, to otrzy-
mamy:
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o dlan=23:
1 1 ou 01
— Sy | S, 1.123
u(xo) 47 /aD <7' on . (')nr) ( )
e dlan=2:
1 r 10u 0 1
= . —u —1n-)ds. 1.124
u(xo) o /E)D <1n ~n u 5 In 7') 5 ( )

Wzory (1.123) i (1.124) stanowia teze¢ twierdzenia [54], [85]:

Twierdzenie 1.8. Wartosé funkcji harmonicznej w obszarze D w dowolnym
punkcie wewngtrz obszaru wyraza sig wzorem (1.123) dlan = 3 lub wzorem (1.124)
dla n = 2 i zalezy od wartosci tej funkcji i jej pochodnych wzdtuz normalnej do
brzegu tego obszar 0D.

Warto zauwazyé, ze funkcja harmoniczna wyraza sie przez wartos¢ funkceji
i wartoé¢ pierwszej pochodnej na brzegu obszaru.
Prawdziwe jest twierdzenie, ktérego dow6d mozna znalezé w [70], [71].

Twierdzenie 1.9. Funkcja harmoniczna u(z) wewngtrz obszaru D ma pochodne
wszystkich rzedow.

Wazng wlasnodciowa funkceji harmonicznych jest twierdzenie o wartoéci $red-

niej [85].

Twierdzenie 1.10. Warto$¢ funkcji harmonicznej w $rodku kuli (dla n = 3) lub
kola (dla n = 2) réwna si¢ Sredniej arytmetycznej tej funkcji po powierzchni kuli
(po brzegu kola dlan=2):

e n=23:
afig) = — / udS 1.125
)= L he aBRLL : (1.125)
e n=2
) = d (1.126)
=— uds. .
4 2R JoBy

Dowéd: Przyjmijmy, ze funkcja u(zo) jest funkcja harmoniczna wewnatrz ku-
li [x —xg| = R. Ze wzoru (1.123), 8% (%) ——— —% oraz wlasnosci (1.112)
otrzymujemy wz6r (1.125). Podobnie dowdd przebiega dla plaszezyzny n= 2. [

Z twierdzenia o wartosci $redniej mozna wyprowadzié¢ wazng wlasnosé funkeji
harmonicznych nazywang zasada maksimum [54], [71]

Twierdzenie 1.11. Rézna od stalej funkcja harmoniczna wewngtrz obszaru D
i ciggla az do brzegu obszaru 0D osigga najwickszq i najmniejszq wartosc tylko
na brzegu obszaru.
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Rys. 1.33: Kula o promieniu R, wewnatrz ktérej funkcja u spelnia réwnanie Laplace’a
Au=0

Zwréémy uwage jeszcze na fakt, ze wzory (1.116) i (1.117) pozwalaja réwniez
wyrazi¢ rozwigzanie réwnania Poissona:

Au = —p(x), (1.127)

gdzie p jest zadang funkcjg wspélrzednych potozenia w sposéb nastepujacy:

( 1 10u 01 1 p(x)
u(xp) = g /8D <;5_n - u%—;> s + e /D Tdv. (1.128)

Jezeli na brzegu obszaru D funkcja u i jej pochodna sg réwne zeru, np. nosnik
funkcji p jest ograniczony a promien obszaru D dazy do nieskoriczono$ci, to
rozwigzanie réwnania Poissona dane jest wzorem:

u(x0) = -1;/1) @dv. (1.129)

Dla dwéch wymiaréw rozwigzanie Poissona w obszarze nieograniczonym przybiera
postagé:

u(x0) = %/Dp(x) ln%dS. (1.130)






Rozdzial 2

Kinematyka osrodka ciaglego

Ze wrzgledu na zastosowanie w dalszych obliczeniach wprowadzimy niezbgdne
pojecia dotyczace kinematyki ruchu osrodka ciggtego. Kinematyka zajmuje sig
ruchem, w ktérym pomija dziatanie sil, naprezen czy obecnoé¢ masy. Uwzgled-
nia geometri¢ ruchu, trajektorie czastek, deformacje objetosci. W rozdziale tym
wprowadzimy kilka poje¢ potrzebnych do opisu ruchu oérodka ciggtego, co w szcze-
gblnoéci odnosi sie do mechaniki pltynéw.

2.1. Uwagi o hipotezie o$rodka cigglego

Mechanika oérodka cigglego obejmuje teorie sprezystosci, mechanike ciata
stalego, mechanike cieczy i gazéw. Zajmuje si¢ ruchem, kinematyka i dynamika,
traktujac osrodek materialny jako nieskoniczenie ciagly uklad czastek cieczy, gazu
lub ciata stalego. W mechanice oérodka cigglego ignorowane sa szczegély budowy
materii na poziomie atomowym (czasteczkowym). Zaklada sie, ze:

e rzeczywisty material mozna zastapié cigglym (gladkim) hipotetyczne kontinu-
um;

e kazda, dowolnie mata porcja kontinuum jest dobrze scharakteryzowana za
pomocy, parametréw opisujacych dany material, takich jak: gestodé, lepkosc,
ci$nienie. Parametry te zmieniaja si¢ w obrebie objetoéci zajmowane]j przez
material w sposéb ciggly i sg okreélone w kazdym jej punkcie. Moga one by¢
obliczone na podstawie regul analizy matematycznej, np. obliczania granicy
funkcji czy pochodnych.

Hipoteza kontinuum przestaje obowigzywaé, gdy skala opisywanych zjawisk za-

chodzacych w o$rodku jest tego samego rzedu co odleglosci miedzyatomowe. Dla

gazéw taka granicy jest odleglogé rzedu 10~7 m, dla cieczy rzedu 107° m.

Aby lepiej zrozumieé¢ ograniczenia hipotezy kontinuum, przeprowadzimy naste-
pujacy eksperyment myslowy: W obszarze Q zajmowanym przez plyn rozpatrzmy
objetosé kontrolng zlokalizowans woké! punktu xg w ksztalcie szescianu o boku h,
ktéry zawiera mase Mj,. Okreslmy srednia gestoéé plynu zwarta w tej objetosci
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jako:
]\{[h
pr{zo) = R

Aby obliczyé¢ wartodé gestodci w punkcie xg, nalezy obliczy¢ granice:
p(zo) = lim py (7o)
h—0

W ukladzie rzeczywistym traktowanie przejécia granicznego w sposob dostow-
ny bedzie prowadzi¢ do wykresu gestosci w zaleznosci od rozmiaru kontrolnej
objetosci h jak na rys. 2.1.

pod
11
PXoYoZel)

Rys. 2.1: Wykres érednicj gestosci w szescianie o boku A w zaleznosci od dlugodci jego
boku h

W obszarze oznaczonym na rys. 2.1 jako II gesto$é ma staly wartosé i wykres
gestodcel py jest poziomy. Mimo ze czgstki sa w ciaglym ruchu termicznym, co
powoduje, ze wpadaja one do objetosci kontrolnej i # niej wypadaja, praktycznie
nie zauwaza sie fluktuacji wartosci gestosci. Liczba czgstek w objetosci kontrolnej
jest bardzo duza (1 cm?® wody zawiera bowiem ~3 x 10?2 czastek). Zmniejszanie h
ponizej 107° m powoduje, ze liczba czastek w objetosci szescianu jest niewielka
(przy h mniejszym od 10~%m liczba czastek cieczy wynosi okolo ~30) i ich
termiczne ruchy powoduja nicregularne, gwaltowne zmiany gestosci. Dlatego
przejscie graniczne h — 0 nalezy rozumieé jako h — h*, gdzie h* = 107" m
dla cieczy, a dla gazéw h* = 107" m. W podobny sposéb nalezy interpretowad
przejscia graniczne dla innych funkcji zaleznych od punktu w przestrzeni z ciggltym
rozkladem materii. Podkre$lmy jeszcze raz, ze w mechanice oérodka cigglego
z hipotezg kontinuum zaniedbuje si¢ molekularng strukture materii.

2.2. Ruch w osrodku cigglym

Aby$my mogli dalej zajmowac si¢ ruchem ptynu, musimy wprowadzié pewne
pojecia, ktore utatwiag nam badanie ruchu. Najpierw zdefiniujemy pojecic uktadu
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referencyjnego, ukladu biezacego, zmiennych materialnych i zmiennych przestrzen-
nych. Podamy, jak nalezy rozumieé¢ ruch z punktu widzenia matematyki oraz
w jaki spos6b nalezy go opisywac.

2.2.1. Opis ruchu w zmiennych Lagrange’a i w zmiennych Eulera

Do opisu polozenia punktu bedziemy wykorzystywali kartezjanski uktad wspét-
rzednych x = (21, %9, x3). Bedziemy zakladaé, ze osrodek ciagly spetnia hipoteze
kontinuum i wypelnia pewng, czeéé lub caloéé przestrzeni R3. Materialne czastki
oérodka kontinuum bedziemy nazywaé czastkami plynu.

Niech w pewnej wyrdznionej chwili t = 0 czastki zajmuja pewne polozenie
w zbiorze Qg € R3. Polozenia czastek w zbiorze Qg bedziemy oznaczaé za pomoca
matych liter greckich, np. @ = (a1, a2, a3) (rys. 2.2). Zbiér wszystkich potozen
poczatkowych g nazywa si¢ konfiguracja referencyjna. Z uptywem czasu t czgst-
ka o przemiesci sie do nowego polozenia x = (z1,z2, z3) € Q. Zbiér wszystkich
czastek Q;, ktére w chwili poczatkowe] znajdowaly sie w zbiorze )y, nazywa sig¢
konfiguracja biezaca. Zaklada sie, ze kazdej czastce a € € odpowiada tylko jedna
czastka x € €. Przeniesienie czastki a ze zbioru €y do nowego polozenia x €
opisuje odwzorowanie Qg — €, ktére bedziemy zapisywac jako:

x = ®(a, t). (2.1)
Odwzorowanie ® : Qg — ; w mechanice ciala statlego nazywa sie deformacja
wzgledem uktadu referencyjnego Qg [31],[92]. W niniejszej pracy ® nazywacé bedzie-
my odwzorowaniem przeptywowym lub przeptywem. Dla ustalonego czasu ¢, gdy

ze zbioru Qg zostang wybrane wszystkie czastki o, odwzorowanie przeptywowe ®
przeksztalci zbiér Qg w zbiér ;. Wyrazamy to jako Q; = ®:(Qp) (rys. 2.2).

)

3
/E
Rys. 2.2: Przemieszczenie czastek ze zbioru Qg do polozenia Q; pod wplywem deformacji

®(a, t)

Definicja 2.1. Ruchem nazywamy ciggle deformacje objetosci materialnej z uply-
wem czasuy t.
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Rys. 2.3: Trajektoria czastki jest kraywa catkowa réwnail rézniczkowych (2.9)

np. majg pierwsze pochodne %’—, to na mocy twierdzenia o istnieniu i jednoznacz-
J

nosci rozwiazania réwnania rézniczkowego [6], wynika, ze dla to > ¢ > 0 zachodzi

zaleznosé:

X(tl + tg) = <I>(a,t1 + tg) — ‘I’(X(tl),tg), (210)
®(a,0) = o, (2.11)

gdzie x(t1) = ®(a, t1).

Jezeli w chwili poczatkowe] w jaki$ sposdb zaznaczymy czastke o, np. za-
barwiajac ja, to dokonujac ciaglej rejestracji polozen czgstki zaobserwujemy jej
trajektorie.

Przyklad 4. Wyznaczyé odwzorowanie przeplywowe oraz trajektorie przecho-
dzaca przez punkt (1,1) dla nastepujacego pola predkoéci:

v =z, Vg = T1 — X9, vy = 0. (2.12)

Obliczy¢ jakobian odwzorowania przeptywowego ®(a,t).
Rozwiazanie
Rézniczkowe réwnania ruchu zapiszemy w postaci macierzowe;:

[zj = [i _01} [zj — Ax. (2.13)

Kropka nad zmienng x oraz w3 oznacza rézniczkowanie po czasie. Rozwiazemy
powyzszy uklad réwnan rézniczkowych metods diagonalizacji macierzy A [36]. Do
jakosciowego przedstawienia zachowania sie rozwigzai wykorzystamy plaszczyzne
fazowa (z1.22), co znaczy, 7ze osic uktadu wspéirzednych beda wyrazaly wartodci
rozwiazan x(t) oraz xa(t). ' l
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Dokonamy zamiany zmiennych, przyjmujac:
y = Qx, (2.14)

gdzie Q jest pewng macierzg kwadratows 2 x 2. Jezeli zrézniczkujemy powyzsze
réwnanie wzgledem czasu, to otrzymamy:

y=Qx=QAx=QAQy.

Rozwigzywanie powyzszego réwnania rézniczkowego wzgledem nowych zmiennych
bedzie wyjatkowo proste, jezeli macierz QAQ™! przybierze postaé¢ diagonalna:

b= 2

Wtedy y; = Cieit. Przyjmijmy, ze rozwigzanie zagadnienia (2.13) bedzie miato
posta¢ x = KeM, gdzie K jest stalym wektorem. Po podstawieniu wyrazenia do
réwnania (2.13) sprawdzamy, jakie warunki musi speiniaé¢ wektor K oraz A:

AKeM = AKeM.
Po podzieleniu stronami przez eM otrzymujemy:
AK = )K (2.15)

lub inaczej

(A — ADK = 0. (2.16)

Réwnanie (2.15) okresla zagadnienie na wartosci wlasne A oraz wektory wlasne K
dla macierzy A. Réwnanie (2.16) ma rézne od zera rozwigzanie wzgledem K
wtedy i tylko wtedy, jezeli wyznacznik macierzy lewej strony réwnania (2.16) jest

rowny zeru:
det(A — AI) = 0. (2.17)

Wyznacznik (2.17) jest wielomianem charakterystycznym macierzy A ze wzgledu
na A. Liczba A jest wartoécig wlasng macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy
jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego (2.17). W naszym przypadku
wielomian charakterystyczny jest rzedu drugiego, a wiec ma dwie wartosci wlasne
A1 Ao

Kazdej wartoéci wlasnej \; odpowiada wektor K;, ktéry spelnia réwnanie
(2.17). Nazywa si¢ go wektorem wiasnym. Z konstrukcji widac, ze Kietit, 1 =1,2
jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (2.13). Rozwigzanie ogélne réwnania
(2.13) jest kombinacja liniows rozwiazan K;e*i:

x = 1 KyeM? + coKoet?t, (2.18)
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Dla macierzy A réwnania (2.13) réwnanie charakterystyczne (2.17) ma postac:

det{ ; _1_/\}_/\ ~-1=0.

Stad mamy dwa pierwiastki wlasne \; = —1 oraz Ay = 1. Z réwnania (2.15)
wyznaczamy wektory wlasne z doktadnodcia do stalego mmnoznika:

K, = m L Ky = m . (2.19)

Zauwazmy, 7ze wartoéci rozwiazan X;(t) = K;ett dla (i = 1,2) leza na prostych,
ktére przechodza przez punkt (0,0) oraz K; = X;(0). Punkt (0,0) jest rozwiaza-
niem réwnania (2.13) i nazywa si¢ go punktem réwnowagi. Dla wartosci A; <0
rozwigzanie X (t) maleje monotonicznie do 0 wraz ze wzrostem t. Strzatki na
krzywych na rys. 2.4 wskazuja kierunek ruchu punktu wraz z uptywem czasu.
Moéwi sie, ze takie rozwigzanie jest stabilne. W tym przypadku kierunek wektora
wlasnego pokrywa sie z osig xo. Poniewaz warto$é Ae > 0, to rozwigzanie Kyer2t
przy t — oo dazy do oo. O takim rozwigzaniu méwimy, ze jest niestabilne [36].

Portret fazowy
1.0 / l ]
0.5 / ,
-
/
x2 00
/‘\ /
—1.0b-"s
-1.0 -05 00 05 1.0

x1

Rys. 2.4: Portret fazowy dla réwnania (2.13)

7 przedstawionego przykladu mozna wysnué¢ wniosek, ze o ksztalcie portretu
fazowego w poblizu punktu réwnowagi (0,0) decyduja wartosci wlasne. Portret fa-
zowy, w ktérym spotykajq sie linie stabilne z niestabilnymi nazywa sie siodtem [36).
Jezeli obie wartosci wlasne sg ujemne (dodatnie), to portret fazowy bedzie nazywal
si¢ §ciekiem (Zrédlem). Wartosci wlasne moga by¢ zespolone. W zaleznoéci od
znaku czesci rzeczywistej pierwiastkow A trajektorie zblizajg si¢ (Re(\) < 0) lub
oddalaja si¢ od punktu réwnowagi (Re(\) > 0) spiralnie. Taki punkt réwnowagi
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nazywa si¢ ogniskiem. Gdy obie czesci rzeczywiste pierwiastkéw A sg réwne zeru,
to obraz w przestrzeni fazowej jest nazwany srodkiem lub centrum [36].

Aby wyznaczyé réwnanie trajektorii przechodzacej przez punkt (1,1), nalezy
okreélié na podstawie warunkéw z1(0) = 1, z2(0) = 1, state ¢; i ¢ w réwnaniu
(2.18). Sg one réwne ¢; = ca = 1/2.

Odwzorowania przeplywowe powinno spelnia¢ warunek: ®;(a;,a2,0) = o
oraz ®o(a, as,0) = ag. Stale ¢1, co w réwnaniu (2.18) nalezy wyrazi¢ za pomoca
a1, ag. Otrzymujemy wéwczas uktad réwnan:

T (0) 0 2 ]

[132 (0)1 “ [1 te 1 s (2.20)
Rozwigzujgc powyzszy uktad réwnar, otrzymujemy ¢; = —ay/2+ ag, ¢g = —o1 /2.
Ostatecznie odwzorowanie przeplywowe przyjmuje postac:

r = @1(a1,a2,t) = ale*t, (2.21)
xg = Po(an, ag,t) = %(e‘t —e ) + age™ = aysinht + age ™. (2.22)

Jakobian odwzorowania przeptywowego ma wartosc:

e t—e

—t
J:det[ o Ot] —d, (2.23)
e

Zauwazmy, ze dywergencja pola predkosci (2.12) jest réwna zeru. Oznacza to, ze
przeplyw ® jest niescisliwy.

X A
3.0

= t=1

2.0 t=0 - %

15 g
1.0
0.5

00 05 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 40 45 50 xT

Rys. 2.5: Przemieszczenie czastek ze zbioru €y (koto o promieniu r = 0,2 wokét punktu
(1,1)) do polozenia €, t = 1s, pod wplywem deformacji ®(a,t) (2.21)

Przepilyw (2.21) przeniesie punkty z otoczenia punktu (1,1), np. lezace w kole
0 promieniu r = 0,2, do nowego potozenia. Otoczenie punktu poczatkowego



60 Rozdzial 2. Kinematyka osrodka cigglego

zostanie zdeformowane. Jednak pola obszaru zdeformowanego, np. po czasie t = 1,
i otoczenia poczatkowego beda dokladnie takie same (rys. 2.5).

Na rysunku 2.5 oprécz trajektorii przechodzace] przez punkt (0,0) zaznaczono
dodatkowo dwie trajektorie przechodzace przez punkty z1(0) = 1, 22(0) = 1,2
oraz z1(0) = 1, 22(0) = 0,8. Punkty, ktore lezaly na brzegu kola, beda lezaly na
brzegu obszaru zdeformowanego.

Linia pradu
Definicja 2.3. Linig produ dla chwili t = ty nazywamy krzywa, kidra jest styczna
do pola predkodci we wszystkich swoich punktach.

Jezeli pole predkosci jest zadane v = (v1(x, to), v2(X, to), v3(xX, o)), to warunek
stycznosci do krzywej z(s),y(s), 2(s), gdzie s jest parametrem krzywej, mozna
wyrazi¢ nastepujaco:

dl‘l d.’l?g diEg

= = = ds. 2.24
vy (1, o, T3,t0)  va(Z1,22,%3,%0)  v3(21,%2,73,%0) 224

Rys. 2.6: Przyklad linii pradu wokél walca [25]

Linie pradu sa uzytecznym wskaznikiem pola kierunkéw ruchu czastek plynu
w zatrzymanym czasie. Jezeli do przeplywu wprowadzimy barwnik i wykonamy
zdjecie po czasie, w ktéorym barwnik byt rozprowadzany, to obraz na zdjeciu
bedzie przedstawial linie pradu (rys. 2.6). Linia pradu, ktéra przechodzi przez
wybrany punkt a = (z(0),y(0),2(0)) jako rozwigzanie réwnan rézniczkowych
(2.24), jest okreslona jednoznacznie. Mozna zauwazy¢, ze gdy pole predkoéci nie
zalezy w sposéb jawny od czasu v(x,t) = v(x), to réwnania opisujace trajektorie
i linie pradu sa takie same i obie rodziny linii pokrywaja sie.

Linia wysnuta

Podawanie w ustalonym punkcie obszaru przeplywowego, przez pewien czas,
znacznika w postaci np. dymu, farby, pozwala na uzyskanie jako$ciowego obrazu
pola przeptywu w postaci linii, nazywanej linig wysnuta (rys. 2.7).
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Definicja 2.4. Linig wysnutq obserwowang w chwili t = T nazywamy linie
utworzong przez czqstki, ktore przeszly wczesniej przez ustalony punkt y.

Rys. 2.7: Trajektorie utworzone przez czastki, ktére w pewnym przedziale czasu
0 < 7 < T przeszty przez wybrany punkt y (koniec papierosa). Miejsca, w ktérych
bedg znajdowaly sie czastki w czasie t = T', utworza linie wysnutg

Oznaczmy jako B(7) zbidér czastek, ktére przejda przez wybrany punkt y
w czasie 7, 0 < 7 < T, a jako By(T) czastke, ktéra w czasie T przeszla przez
punkt y (rys. 2.8). Réwnanie linii wysnutej ma postac:

x(T) = ®(By(7),T) dla 0<7<T. (2.25)

Gdy 7 sie zmienia od 0 do T, to przez punkt y przechodza rézne czgstki
nalezace do zbioru B(7). Czastki te mozna wyznaczy¢, odwracajac odwzorowanie
przeptywowe:

By(t) =8 1 (y(r)) 0<7<T. (2.26)

linia wysnuta
po czasiet =1

Rys. 2.8: Linia wysnuta, utworzona przez czastki, ktére przeszty przez punkt y w chwilach
07T
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Jezeli pole predkosci v nie zalezy jawnie od czasu, to linia utworzona przez
czastki, ktére przeszly przez punkt y, bedzie tworzyta lini¢ pradu, jak rowniez
trajektorie. W przypadku przeplywu ustalonego trzy linie: trajektorii czastki, linii
pradu i linii wysnutej pokrywaja si¢.

Przyklad 5. Zadane jest pole predkoéci
=2 1t w sy — L (2.27)

Wyznaczyé:

1. Linie pradu przechodzaca przez punktu (1,1) w chwili ¢ = 1.

2. Trajektori¢ czastki ptynu, ktéra w chwili ¢ = 0 przechodzila przez punkt (1, 1),

oraz trajektorie, ktéra w chwili ¢ = 1 przechodzi przez punkt (1,1).

Odwzorowanie przepltywowe ®.

4. Linie wysnuta utworzong przez czastki przechodzace przez punkt (1,1) dla
czasu t € (0,1).

&

Rozwigzanie
Ad 1. Linie pradu przechodzaca przez punkt (1,1) w chwili tp = 1 wyznaczamy
z rOwnania:

dzri
dCEQ
E =9 — 2t0, 1'2(0) =1 (229)

Przyjeto, ze warto$¢ parametru krzywej s odpowiadajacej linii pradu w punkcie
(1,1) jest réwna zeru. Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego liniowych réwnan
(2.28) 1 (2.29) ma postaé:

— ?’_623

T2 = —e® + 2. (2.31)

BN | =

Z1

Z réwnan (2.30) i (2.31) mozna wyeliminowaé parametr s z réwnania (2.31)
otrzymujemy s = In(2 — z2) a po podstawieniu do réwnania (2.30):

1
To =2 — 5(21’1 +1). (2.32)

Ad 2. Dla zadanego pola predkosci trajektorie opisywane sg ukiadem réwnan:

d.’L‘1
o 2t (2.33)
dIEQ
o T2 2t (2.34)
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Rozwigzania ogdlne tego ukladu réwnan liniowych wyrazaja si¢ nastgpujaco:

1 ¢
T = 0162t == Z — 5, To = cht + Q(t + 1). (2.35)
Trajektorie przechodzaca przez punkt (1,1) w chwili ¢ = 0 wyznaczamy z warunku
z1(0) = 1, z2(0) = 1. Wartosci stalych c; i ¢z sg réwne ¢; = 5/4, co = —1.
Trajektoria przechodzaca przez punkt (1,1) w chwili ¢ = 0 opisywana jest wzorem:
1 ¢t 5
ri1(t) = —5 — = + €%, zo(t) = 2(1 +t) — €. (2.36)
4 2 4
Ad 3. Wyznaczymy teraz odwzorowanie ®. Bedziemy przyjmowac, ze czastka
Lagrange’a a = (a1, az) znajduje sie w chwili t = 0 w punkcie (1,1). Musimy
zapewnié, aby z1(0) = ®1(a1,0) = a3 = ¢1 — 1/4 oraz z5(0) = P2(a2,0) = ay =
= ¢g + 2. Stad mamy c¢; = a1 + 1/4 oraz cg = ag — 2. Odwzorowanie przeptywowe
ma postad:

) = B e, B = —}1 ~i4 <a1 - %) &2, (2.37)
z3(t) = Ba(a,t) =2 — 2t + (o — 2) €. (2.38)

Ad 4. Wyznaczymy najpierw zbiér punktéw, ktére beda przechodzi¢ przez
punkt y = (1,1). W tym celu wyznaczymy odwzorowanie odwrotne B,(7) =
=& (y), 7 € [0,1], korzystajac z (2.37) i (2.38):

p1 = (:Ul <5 i + g) e 2T — z]i—, (2.39)
P2=(zo —2(1+7))e " +2. (2.40)

Réwnania (2.39) i (2.40) zadaja zbiér punktéw B(7), ktére przejda przez punkt
(1,1). Podstawiajac (2.39) i (2.40) do odwzorowania przeplywowego (2.37) i (2.38),
otrzymujemy réwnanie linii wysnutej po czasie T’ =1dla0< 7 < 1

(1) = —% - g + T (51(7) + i—) T —2 + 21-7) (2 + %) . (2.41)
22(7) = 2(1 4+ T) + €7 (Ba(7) — 2)\ —4+e T (1-2(147)). (2.42)

Na rysunku 2.9 przedstawiono wykres linii wysnutej (linia ciagla od punktu
Zoo do punktu z11) ktéra tworza punkty przechodzace przez punkt (1,1), dla
0 < 7 < 1. Punkt zgo stanowi koniec trajektorii czastki, ktéra przeszia przez
punkt (1,1) w chwili 7 = 0. Punkt zgy oznacza koniec trajektorii czastki, ktéra
przeszia przez punkt (1,1) w chwili 7 = 0,2 itd. Linig gruba oznaczono zbiér
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N

4 ™
‘trajektoria x;p. > .
24 .. “linia pradu x;,
g Ny

2 4 6 8

Rys. 2.9: Trajektorie (linia-kropka—kreska), linia pradu (linia przerywana), linia wysnuta
(linia ciagla od zgg do z11) po czasie T' = 1 utworzona z punktéw, ktére przeszly przez
punkt (1, 1). Linig podwdjnie gruba oznaczono zbiér punktéw, ktére beda przechodzity
przez punkt y = (1,1)

czastek, ktére przejda przez punkt y = (1,1) dla 0 < 7 < 1 (wzory (2.41), (2.42)).
Linia zlozona z kresek oznacza linie pradu przechodzaca przez punkt (1,1) w chwili
to = 1 (wzdr (2.32)). Za pomoca linii ztozonych z kropek i kresek przedstawiono
trajektorie czgstek, ktére w czasie 0 < 7 << 1 przechodzg przez punkt (1,1)
a koncza sie na linii wysnutej w czasie T' = 1.

2.2.3. Pochodna lokalna, konwekcyjna i substancjalna

Jak juz wspomniano, predkos¢ vy, i przyspieszenie a;, w zmiennych Lagrange’a
wyrazaja sie jako:

_ 0®(a,t)

_ 9*®(a,t)
ot N

5 (2.43)

vy, ay,

W zmiennych Eulera przy opisie parametréw ruchu ptynu skupiamy sie na za-
lezno$ci w ustalonym punkcie przestrzeni x i chwili ¢. Na ogdél nie interesuje
nas historia ruchu czgstki. Jezeli pole predkosci v(x,t) jest znane, to mozliwe
jest, przynajmniej teoretycznie, wyznaczenie odwzorowania przeplywowego x =
= ®(a, t) poprzez rozwigzanie zagadnienia poczatkowego (2.9) oraz odwzorowania
przeptywowego ®. Dysponujac odwzorowaniem przeplywowym (ruchem) ®(c,t),
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dowolng wielko$¢ fizyczng zadang w zmiennych Eulera f(x,t), mozna wyrazié
w zmiennych Lagrange’a:

f(x,t) = f(®(er,t),t) = F(a,t). (2.44)

Pochodna wzgledem czasu funkeji f(x,t) na mocy twierdzenia o rézniczkowaniu
funkcji ztozonej wyraza sie w postaci:

df(x,t) _ Of <~ [ df Ou;
F aﬁZ(a—wﬂ)’ (2.45)

=1

gdzie z; = ®;(x1, 9, x3,t). Poniewaz v; = ‘9{;12 , to wz6r (2.45) na pochodng funkeji

f wzgledem czasu przyjmuje postaé:

df _of 5. of 8f
= Zl Pl - Vf. (2.46)

Pochodna g—{ nazywa si¢ pochodng, lokalna, natomiast czlon v - Vf nazywa sie
pochodng konwekcyjna. Pochodng (2.46), ktéra jest sumg dwéch skladnikéw,
nazywa sie pochodng substancjalng a do jej interpretacji mozna wykorzystac
rézniczkowy przyrost funkcji df w punkcie (x,t). Jest on suma dwéch sktadnikéw:
rézniczki wynikajacej z jawnej, lokalnej zaleznosci funkcji f od czasu df |jox = %%dt
oraz rézniczki konwekcyjnej df |kony = Z—’Zdl, gdzie % jest pochodng kierunkows,
wzdluz trajektorii czgstki, ktéra niesie informajce o funkeji f, natomiast dl réz-
niczkowg dtugoscia trajektorii, ktérg przebedzie czastka w czasie dt, dl = |v]|dt.
Wektor jednostkowy pokrywa sie z kierunkiem pola predkoéci s® = ﬁ Tak wiec
rézniczkowa zmiana funkcji f ma postaé:

of . df . Of v _of .
df = Zpdt + —rdl = 8tdt—|—<m-Vf> [Vide = Zpdi+ (v- Vi)dt.  (247)

Sktadowa i-ta przyspieszenia w zmiennych Eulera wyraza si¢ nastepujaco:

dv;(x,t) Ov; = Ou ov;
Quilx,t) _ov | Ovi OV Lo 2.48
dt ot Vog, e VY (2.48)

W zapisie wektorowym wzér (2.48) przedstawia si¢ nastepujaco:

dv(x,t) Ov v
LR SYOR (2.49)
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Gradient z pola predkosci v = (vy(x1,z2,x3),ve(x1, 22, 23), v3(T1, 2, x3)) jest
tensorem i wyraza sie w postaci dziewiecioelementowarj macierzy:

81)1 8’01 8111
21 1 gd 2 313
VV _ U) UZ U) (250)
ox 812 Ox3
% (91)3 dU3
8.’L‘1 d.’l»g d’B3

Tensor Vv odgrywal wazng role w opisie deformacji elementu objetosci pltynu
i naprezen wystepujacych w ptynie.

2.2.4. Pochodna jakobianu

W dalszych obliczenich niezwykle pozyteczny bedzie wzér Eulera na pochodng
jakobianu wzgledem czasu. Sama warto$¢ jakobianu J(a,t) = det |V®(a,t)|
(wzér (2.3)) wyraza wzgledng zmiang objetosci nazywana dylatacja [55], [64].
Przypomnijmy z analizy matematycznej wzér na zamiane zmiennych w calce
objetosciowej [31], [56], [63]:

Niech ¢ bedzie dowolnym polem skalarnym w zmiennych materialnych na
zbiorze B; i Q4 € By oraz )y = ®(Q,t). Wtedy zachodzi réwnosé:

B3, £}y = / Blex, £) 7| due. (2.51)
Q Qo

Oznaczmy kul¢ o promieniu & w zbiorze 2; jako ., ktéra jest obrazem
kuli €20 znajdujacej si¢ w chwili poczatkowej w punkcie ag Q1 = ®(Qep, ).
Przyjmujac, ze jakobian J(ea,t) jest funkcjg rézniczkowalng, mozna go rozwingé
w otoczeniu punktu o w szereg Taylora:

J(a,t) = J(a, t) + 0(e). (2.52)

Na mocy wzoru (2.51) objetosé¢ kuli Q. ; wyraza si¢ nastepujaco:

vol( Et)—/ dvr—/ || du =
Qe,0

(2.53)

- / (@0, ) + 0(e)| dv = (J(e, ) + 0(€)) vol (Re.p)-
Dzielac stronami we wzorze (2.52) przez vol( o) i przechodzac do granicy € — 0,
otrzymujemy:

vol (2 )
Moo, 8 = Im T, o

bl

(2.54)
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Wartoé¢ jakobianu J(cx,t) jest wiec ilorazem objetosci vol(Q ;) zdeformowa-
nej pod dzialaniem przeptywu ®; do objetoéci poczatkowej niezdeformowanej
vol(Qe,0) w punkcie ag € Qp. Gdy J(a,t) > 1, wéwczas objetosé materialna
otoczenia vol(£2 ;) powigksza sie, co oznacza,ze zachodzi rozcigganie materiatu.
Jezeli natomiast J(a,t) < 1, to material podlega kompresji. Gdy J(ay,t) = 1,
to objeto$¢ materialna w poblizu punktu ag bedzie zachowana. Moze on ulegaé
rozcigganiu w jednym kierunku i podlega¢ kompresji w innym, ale jego calkowita,
objetos¢ nie ulega zmianie.

Udowodnimy teraz wzér Eulera na rézniczkowanie jakobianu wzgledem czasu
[58], [62].

Lemat 2.1.
0J(a,t)
ot
Dowdéd: Dowdd zostanie przedstawiony dla ruchu dwuwymiarowego. Obliczenia
przeprowadzone w dowodzie mozna przenieéé¢ na przeplyw tréjwymiarowy.
Niech (z1,z2) = (®1(au, ag,t), P2(an, a2,t)). Z definicji pochodnej mamy:

oJ .. J(a,t+h)—J(a,t)
— = lim .
ot h—0 h

= J(a, t)divv(x, t). (2.55)

(2.56)

Dla zachowania przejrzystosci i zwartosci zapisu argument « bedziemy pomijacé.
Jakobian J(¢ + h) przyjmuje postac:

OP1(t+h) O0P1(t+h)

8011 802
J@E+h)= . (2.57)
8Byt +h) OBy(t + h)
80[1 8062

Funkcje w mozna rozwingé w szereg Taylora:
v

OD;(t+h)  0Pi(t) o 0%®;(t)

= h+ O(h?). 2.58
dc; Ba; T Bagor o) (2.58)

Wstawiajac (2.58) do wyrazenia (2.57), otrzymamy:

J(t+h)=
RO 0 L. 0B(t) . 8By(t) ,
h +Oh
9ar T oam T aay TP amar TOW) o5
0Dy(t) |, 0°Po(t) o 0Do(t) |, 0°®Ba(t) 2
h h +Oh
o T amar TOM) aa, TP ama TOM)



68 Rozdzial 2. Kinematyka osrodka cigglego

Skorzystamy teraz z tego, ze wyznacznik jest funkcja wieloliniowa swoich wierszy.
Niech wq i wo oznaczajg pierwszy i drugi wiersz macierzy W, ktérej wyznacznik
oznaczymy det(W) = det(wi,w2), a a1 i ax pierwszy i drugi wiersz macierzy
A oraz det(A) = det(ai, az). Wieloliniowos¢ oznacza (co mozna sprawdzi¢ za
pomocy rachunku bezposredniego), ze:

det(W + hA) = det(w; + hay, ws + hag) = det(w;, we)+

5 (2.60)
+ h(det(ai,ws) + det(wy, az)) + h* det(ay, az).

Na mocy wzoru (2.60) wyrazenie (2.59) (pominigto symbol O(h?)) mozna prze-
ksztalci¢ do postaci:

82@1@) 82q)1(t) 0P (f) 8(1)1(1‘,)

Oa1 0t Oa Ot Oay Oas y
Jt+h)=J+h +h +O(h?). (2.61)
0Do(t)  O0Da(t) ODo(t)  O%Do(t)

day Oag 0?00t  Oanlt

- . ’ S e n : S L
Dzieki temu, ze mozna zmienié¢ kolejnosé rézniczkowania w wyrazeniu W
J

82d; (z 2 . ., .
—# mozna przeksztalci¢ nastepujaco:

oraz ze v; = %, wyrazenie
82(I)i(231,.’132) . a’Ui(.’Bl,.’Eg) _ 8’1)1'(33‘1,.732) % avi(.’ljl,.’L'Q) %

80éj8t N 8aj a.’l?1 8aj 8332 801]' ' (2'62)

2 wd . . . 7 , Ov; b,
Aby uproécié nieco zapis, bedziemy uzywadé oznaczen dw; = Vi,j OTaz gl = ®; j,

(i = ®;(1, a2)). Z uzyciem zapisu indeksowego wyrazenie (2.62) przedstawia sie
nastepujaco:
82(I>i(11,'1, LUQ)

BBt = Ui,lq)l,j e 'Ui'Q(I)QJ‘. (263)
J

Wykorzystujac wzér (2.63), a nastepnie wzér (2.60), pierwszy wyznacznik po
prawej stronie wzoru (2.61) mozna przeksztalcié do postaci:

020, (1) 92D (1)
DBt ol v11®P11 01212 Vi1 Pr2 + 1 2Pa2

0%(t) 10) Dy Ds 5
Oay Oas
D1 Do Dy Doy
= Y1 ’ 3 ) ) — 3
11 Dy Poo T Po Pop oL
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Powtarzajac powyzsze obliczenia dla drugiego wyznacznika po prawej stronie
wzoru (2.61), otrzymujemy;
0Da(t)  ODo(t)
6a1 8a2

= '02,2=L
02®1(t) 0%°®y(2)
Balat 8a26t
a ostatecznie
I+ )= @) + bt (22 £ 92 L o) = 7+ hid O(h?
( + )— ()+ 8_1';-'_(9—232 + ( )— + lvv|x:§>(a,t)+ ( )
(2.64)
Po wstawieniu tego wyrazenia do wzoru (2.56) otrzymujemy teze lematu (2.55).
O
Przyklad 6. Ruch zadany jest odwzorowaniem:
I = (I)l (a,t) = Oélebt,
z9 = Py(a, t) = age®, (2.65)

z3 = P1(e,t) = a3 Sl

1. Obliczyé jakobian deformacji. Rozstrzygnaé, czy ruch bedzie zachowywatl
objetosé.

2. Obliczy¢ predkoéé i przyspieszenie w zmiennych Lagrange’a (materialnych)
oraz w zmiennych Eulera (przestrzennych).

Rozwigzanie
1. Jakobian odwzorowania (wzér (2.3)) ma postaé:
et 0 0
J=]0 €% 0 |=1 (2.66)
0 0 e 2

Poniewaz J = 1 # 0, to nalezy przyjaé, ze istnieje odwzorowanie odwrotne,
a przeplyw ® bedzie zachowywaé objetosé. Odwzorowanie odwrotne ma postac:

g = 2bt
air = ze %, ag = zoe %, a3 = c3e“”. (2.67)

2. Pole predkosci w zmiennych Lagrange’a wyraza si¢ jako:

oo
VL, = 8—t1 = balebt,
®
VL, = —8&2 = bae®, (2.68)
od _
ULz = —8t3 = —2ba36 2bt.
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Postugujac sie odwzorowaniem odwrotnym (2.67), mozna wyeliminowa¢ z wy-
razen (2.68) wspoélrzedne materialne «;. Predkos¢ w zmiennych przestrzennych
(Eulera) wyraza si¢ nastgpujaco:

v = bxy, V9 = bxo, vy = —2bxs. (2.69)
Przyspieszenie w zmiennych Lagrange’a wyrazaja wzory:

0*® : ‘ o
ar, = 8—{31 = b2y e, ar, = b2ame®, ar, = 4b%aze.  (2.70)
Eliminujac z wyrazen (2.70) a; za pomoca odwzorowania odwrotnego (2.67),
otrzymujemy przyspieszenie w zmiennych przestrzennych:

a); = b21131, ag = bQIQ, az — 4b2.’133. (271)

Przyspieszenie w zmiennych przestrzennych mozemy réwniez wyznaczyé ze
wzoru na pochodna substancjalng (2.48):

o ,
ay = % + Wy v =02z,  ag=0b2zy, a3 = 4blzs. (2.72)

Jak widaé, wzory (2.71) oraz (2.72) sa identyczne.

2.3. Twierdzenie transportowe

W praktyce czesto zachodzi konieczno$¢ obliczenia pochodnej wzgledem czasu
calki z funkcji f(x,t) okreslonej na unoszonej (transportowanej) przez przepltyw
objetosci

% 3 (x,t)dvy,,
gdzie indeks z w symbolu dv, oznacza calkowanie po ruchomej objetoséci €.
Dalej symbol dv, bgdzie oznaczaé elementarng objeto$é w obszarze referencyjnym,
niezaleznym od czasu.

Przy obliczaniu powyzszej pochodnej napotyka si¢ pewne trudnosci wynikajace
z faktu, Ze obszar catkowania dla f(x,t) jest zaleZny od czasu i nie mozna
operacji rézniczkowania wprowadzi¢ bezposérednio pod znak catki. Aby mozna
bylo przejs¢ z rézniczkowaniem pod znak catki, do zmiany zmiennych wykorzystuje
si¢ odwzorowanie przeptywowe (2.1) i wzér (2.51). Zmiana zmiennych powoduje,
ze catkowanie odbywa si¢ po obszarze referencyjnym g, niezaleznym od czasu.
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Twierdzenie 2.1. Niech bedzie zadane odwzorowanie przeptywowe ®(a,t) z polem
predkosci v(x,t), wtedy:

d _ df )
ad ” f(x,t)dv, = /Q(t) (dt + f div v) dvug (2.73)

dt
Dowdéd: Dokonamy zamiany zmiennej za pomocg odwzorowania przeptywowe-
go ®, a nastepnie skorzystamy ze wzoru Eulera na pochodng jakobianu (2.54).
Mamy wiec:

%‘/Qt f(x,t)dv, = %/QO F(®(a, ) J(t, @)dvg =

/Qo ((%—i—Vf.v)J-i—deivv)dva:/Qt (%—I—fdivv)de. O (2.74)

Wzor (2.73) mozna zapisaé nieco inaczej. Korzystajac z definicji dywergencji
i gradientu mozna sprawdzié, ze dla dowolnej funkcji skalarnej f i wektora v
zachodzi nastepujaca tozsamosé:

div (fv) = Vf v+ fdiv v. (2.75)

Tozsamosé (2.75) pozwala wyrazenie podcalkowe po prawej stronie wzoru (2.73)
przeksztatci¢ do postaci:

d 0
Zi% + fdivv= 8_{ +div (fv).
Nastepnie, wykorzystujgc twierdzenie Gaussa—Ostrogradzkiego, mozna zapisac¢
twierdzenie transportowe w postaci: '

I txtdve = [ Dav+ / fv-ndS. (2.76)
Q) Ot g

dt Jo)
Wzér (2.76) nosi nazwe wzoru Leibnitza. Jego interpretacja fizyczna jest nastepu-
jaca: szybkoéé zmiany wielkosci f w objetosci 2(¢) odpowiada sumie chwilowej
szybkoéci zmiany f w tej objetosci oraz strumienia f przez powierzchni¢ S
ograniczajaca ta objetosc.

Brzeg 0(t), ktéry zbudowany jest zawsze z tych samych czastek, dzieli obszar
przeplywu na wewnetrzny oraz zewnetrzny. Takg wyodrebniona objetos¢ material-
na nazywamy ukladem zamknigtym (odizolowanym) (rys. 2.10). W zastosowaniach
praktycznych wygodnie jest wprowadzi¢ do rozwazan ustalong w czasie objetos¢
kontrolng, ktéra pokrywa sie z ruchomym ukladem zamknigtym tylko w ustalonej
chwili tg. Predko$é czastek na powierzchni ograniczajacej objetosé kontrolng réwna,
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sie, w tej wybranej chwili, predkoéci czastek ukladu zamknictego. Twierdzenie
transportowe dla objetosci kontrolnej przyjmuje postac:

d

0
E qu f(xvt)dvm — Az

(5, £, - / fv-ndS. (2.77)
ot Qy Js

uktad (objetos¢ materialna)
i objetosé kontrolna

w chwili t, uktad w chwili t,+At

uktad w chwili t ~At

Rys. 2.10: Potozenie ukiadu zamknigtego wzgledem objetosci kontrolnej w réznych
chwilach to — At, to oraz tg 4+ At. Objetoé¢ ukladu zamknigtego pokrywa sie w chwili #g
z objetodcia kontrolna

Jednowymiarowa wersja wzoru Leibnitza (2.76) ma postaé [28]:

d [o@ b(t) o f da
&L fm [ W Sy
il f@nde= [ Sha s G- Lran. @)

Pochodna db/dt = u(b), natomiast da/dt = u(a). Réwnanie (2.78) mozna zapisaé
jako:

d b(t) b(t

_ D af ,
G Ly 7m0 = / o 5% u) F0.1) ~u(@)f(a,0) =
)

& 31 %0 a(uf) of  Ou
= ——dz + d
o Ot dz /,1(5) oz = /(t) (df i ox
F
t

dz
b(t) 7d ou
- a(t) <d— + f&) d.’E (279)




2.4. Kinematyka deformacji osrodka cigglego 73

2.4. Kinematyka deformacji oSrodka ciggtego

Wezmy pod rozwage infinitezymalna dlugo$é elementu trajektorii czastki
w ukladzie biezacym i oznaczmy ja jako dx = (dzi,dx2,dz3). Zmiana sktado-
wej dz; dtugosci tuku wyrazona wzgledem ukladu referecyjnego, na mocy regut
rézniczkowania funkcji wielu zmiennych [56],[63], jest réwna:
09;
dz; = %daj. (2.80)
Wektorowy postaé¢ wyrazenia na zmiane dtugoéci elementu tuku dx = x(a+do, t) —
— x(a, t) mozna przedstawié¢ nastepujaco:

dx = x(a + da) — z(a) = V@ - da, (2.81)

gdzie V® jest gradientem deformacji (macierza Jacobiego) (wzér (2.3)).
Szybkosé zmiany dtugosci dz; podczas ruchu wynosi:

d d [ 09; Ovr,

—(dz;) = — | —da; | = —Zda, 2.82

dt( %) dt (8aj a]) Oa; & (2.82)
gdzie vy, oznacza predko$é czastki w zmiennych Lagrange’a. We wzorze (2.82)
dokonano zamiany kolejnosci rézniczkowania wzgledem czasu i parametru «;.
W zapisie wektorowym wzér (2.82) bedzie mial postaé:

d
adx =v(a+da) — v(a) = (Vav)de, (2.83)
przy czym V,v oznacza gradient wektora predkosci wzgledem wspéirz¢dnych

materialnych.
Szybkoéé¢ zmiany rézmiczkowej dtugoéci tuku w zmiennych przestrzennych

wyraza si¢ podobnie:

%dx =v(x + dx) — v(x) = (Vpv)dx, (2.84)
przy czym Vv oznacza gradient wektora predkosci wzgledem wspéirzednych
przestrzennych. Pamietamy, ze predkosé vi(a) = v(x), x = ®(a).

Ze wzoru (2.84) wynika, ze szybkoéé zmiany rézniczkowej dtugosci elementu
trajektorii réwna jest réznicy predkoéci na koricach rézniczkowego elementu tuku,
to jest x + dx i x. Szybkosé zmiany obejmuje zaréwno zmiane kierunku, jak i jego
dhugosci.

Dalej dla gradientu wzgledem wspétrzednych przestrzennych bedziemy opusz-
czaé indeks z. Tak wiec VW = V.
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Wiemy, ze gradient wektora predkoéci jest tensorem (wzér (2.50)), liniowym
odwzorowaniem wektorowym. Jego dzialanie na element dx daje réznic¢ predkosci
v(x + dx) — v(x) = Wwdx (por. rozdz. 1.5.1, dzialanie gradientu dla funkcji

skalarnej).
Kazdy tensor rzedu drugiego mozna przedstawi¢ w sposob jednoznaczny jako
sume dwdch tensordéw: symetrycznego i antysymetrycznego:

W=D +Q, (2.85)

przy czym tensor D jest tensorem symetrycznym a € antysymetrycznym, ktore
zdefiniowane sa nastepujaco:

(2.86)

Szybkoéé zmiany rézniczkowej diugosci tuku wyrazonej wzorem (2.84) mozna
przedstawié¢ jako:

d
.7 dx = (D + Q)dx. (2.87)

2.4.1. Wtasnosci tensora symetrycznego D

Tensor symetryczny D ma postaé:

[ 9, 1(%+%> 1<%+% |
0z 2\ 0z Oz 2 \0rz O )
1 /0v;y Ovy Ovy 1 /0v ov
p-|1 _+_) 0v2 (9, O
2 (8332 6331 8.1132 2 (8%3 o 81‘2 . (288)
1 (?_v_l %) 1(% %) Ovs
L 2 61‘3 (91‘1 2 6372 81'3 6—175 _

Rozpatrzmy takie dzialanie tensora D na pewien wektor w, w ktérego wyniku
otrzymujemy ten sam wektor pomnozony tylko przez liczbe zespolong )\, to znaczy:

Dw = \w. (2.89)

Wektory w, ktore spelniajg réwnanie (2.89), nazywane sg wektorami wlasnymi,
a odpowiadajace im liczby A wartosciami wlasnymi. Réwnanie (2.89) mozna
przepisaé¢ nastepujaco:

(D - AD)w = 0. (2.90)
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Aby uklad réwnan (2.90) mial nietrywialne, rézne od zera rozwigzania, to wy-
znacznik tego uktadu réwnan musi by¢ réwny zeru:

Diy—X D Dq3
Dyt Dyg—X Doz |=XN-ON4+DA-—1I;=
D3 Do3 D33 — A (2.91)

=A=A)A =)A= A3) =0,

gdzie I; oznaczajy gtéwne, skalarne niezmienniki tensora D. Ich wartoéci nie zaleza
od przyjetego ukladu wspélrzednych, wzgledem ktdrego obliczane sg wspélrzedne
tensora. Wartosci wtasne \; sa pierwiastkami wielomianu (2.91). Niezmienniki
tensora sg wyrazane za pomocg wspdlczynnikéw macierzy D nastepujaco:

It = D11+ Dag + D3z = A1 + Ay + A3,

Dy1 Dig| | |Daa Do3| (D11 Dis
I, = = AMA2 4+ Ag A3 + A3)q,
27 |Dy1 Doy D3y D33 D31 D33 172 T Aeas T ASA
(2.92)
D11 Dia Dis
I3 = D91 Dyy Doas| = AA2A3.
D31 D3y D33
Niezmienniki tensora D mogna wyrazié w sposéb bardziej zwiezly [92]:
L=trD, Ib=1[(trD)?—trD?, I3=detD. (2.93)

Réwnanie (2.91) nazywa si¢ wielomianem charakterystycznym. Jego pierwiastki
wyznaczaja wartosci wlasne zagadnienia (2.89). Nalezy pamietaé, ze wektory
wlasne jako rozwigzania réwnania (2.90) sg wyznaczone przez swoje wartosci
wlasne z dokladnoscig do statej c. Do jednej wartosci wlasnej A; mozna przypisac
nieskoriczenie wiele wektoréw wlasnych w postaci cws;.

Symetryczna macierz D o wspétczynnikach rzeczywistych posiada n = 3
réznych pierwiastkéw rzeczywistych oraz n liniowo niezaleznych, rzeczywistych
wektoréw wtasnych. Sa one do siebie wzajemnie ortogonalne, to znaczy iloczyn
skalarny w; - w; = 0 dla i # j. Wektory wlasne tworza tak zwane kierunki
zasadnicze macierzy D (por. rozdz. 2.2.2, przyklad 4). Méwimy, ze macierz D jest
diagonalizowalna. Mozna wiec dobraé taka macierz S, ze:

M 0 O
SspDS~'!=]0 X 0], (2.94)
0 0 X



76 Rozdzial 2. Kinematyka osrodka cigglego

przy czym kolumny macierzy S™! stanowia wektory wiasne macierzy D, A; sq
wartosciami wlasnymi.

Symetryczny tensor D odgrywa wazng role¢ w opisie deformacji elementu
objetogciowego ptynu, co bedzie mialo zwigzek z naprezeniami w ptynie. Zbadamy
teraz, jaki jest zwiazek sktadowych tensora D ze zmiang diugosci tuku i katow
miedzy dwoma wektorami unoszonymi przez przeptyw.

Kwadrat dlugoséci rézniczkowego elementu tuku réwna sig¢ dx? = (dz1)* +
+ (dz9)? + (dz3)?. Pochodna po czasie dx? mozna przedstawi¢ jako:

d , . d
adxl = 2dx - - dx = 2dx - Vv, (2.95)
gdzie pochodna jest rowna %dx = (W)dx (patrz wzér (2.84)). Wykorzystujac
zapis indeksowy i zasade sumacyjna odnoszaca si¢ do powtarzajacych si¢ indekséw,
wz6r (2.95) mozna zapisa¢ nastgpujgco:

d d (A
2 ix® = 2du; - dz; = 2d.7:,—a—u

dt dt 8mj d’L] — d’LzD”le] (296)

Ze wzoru (2.96) wynika, ze predkosé zmiany dtugosci elementy rézniczkowego tra-
jektorii zalezy od wartoséci wspotrzednych tensora D. Dlatego tensor ten nazywany
jest tensorem predkosci deformacji lub w skrécie tensorem deformacii.

Aby zbadaé, jak zmieniaja sie katy wektoréw unoszonych przez przeptyw ®, wy-
znaczymy iloczyn skalarny dwéch wektoréw jednostkowych wy (t) - wo(t). Najpierw
wyznaczymy wzor opisujacy, jak transportowany jest wektor przez przepltyw ®.

Niech c(s) = (ci(s),ca(s),cs(s)) bedzie kraywa w ukladzie referencyjnym.
Wektor styczny to tej krzywej réwna si¢ ¢/(s) = (cj(s),ch(s), c5(s)). Niech te-
raz v(s,t) = ®(c(s),t) bedzie obrazem krzywej pod dzialaniem ®: R3 — R
Wektor styczny do krzywej v na mocy réozniczkowania funkceji ztozoncj w zapisie
macierzowym wyraza sie nastepujaco [63]:

v (s,t) = V®(c(s),t) - c'(s). (2.97)

Punkty krzywej c(s) sa przenoszone przez przeplyw ®, natomiast wektory styczne
do krzywej sa odwzorowywane przez gradient przeptywu V& (rys. 2.11). Wzor
(2.97) bedziemy traktowaé jako prawo transformacji wektora ¢’(s) — +/(t, s) pod
wplywem odwzorowania ®.

Niech wi(t) oraz wa(t) beda dwoma wektorami jednostkowymi, ktére w chwil
poczatkowej ¢ = 0 zaczepione byly w punkcie a. Aby wyznaczyé, jak szyb
ko zmienia si¢ kat migdzy wektorami pod dzialaniem @, obliczymy pochodng

% (wi(t)- Wg(t))‘tzo. Otrzymujemy:
d dw dwy
— t) - wolt = — Wy +w——2 9 ¢
= (wi(t) - wa(t)) o ( g et wi— ) - (2.98)
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X, V® przenosi

¥(s) = VO(c(s))c’(s)

o) T y(s) = D(e(s))
(b przenosi
_, bunkty ¥(s)

Rys. 2.11: Punkty krzywej c(s) jest przenoszone przez odwzorowanie przepltywowe
®(c(s),t), natomiast wektor styczny do krzywej c(s) w chwili poczatkowej jest odwzoro-
wywany przez gradient odwzorowania przeptywowego V®(c(s), t)

Pochodna ‘2—‘2’, korzystajac ze wzoru (2.97) i z mozliwoéci zamiany kolejnosci
rézniczkowania, mozna wyrazi¢ nastepujaco:

dw

. 8’Ui

d
— = —(V®)w(0) = - 2.99
Stad:
D po O8O0 L e
dt 2 1 at = 8fL’j 17 W24 8.’13]' 25 W11 —
(2.100)
Ov;  Ovj
= W1iW2; oz + o 2w Djjwa;.
W zapisie wektorowym (2.100) wyraza si¢ nastgpujaco:
d
Zwiowa) = 2wl (t) - Dwa(t)| _ . (2.101)
t t=0 =

Szybkos$¢ zmiany kgta pomiedzy dwoma zaleznymi od czasu wektorami wyraza si¢
przez sktadowe tensora predkosci deformacji D. Jezeli przyjmiemy, ze w1 (0) = e;,
w2(0) = ej, gdzie e;, e; sa jednostkowymi wektorami bazowymi, to otrzymamy:
d
—(e; - ej) = 2D;;. (2.102)
dt
Zmiana kata miedzy wektorami jednostkowym zalezy od wartosci wspélrzednych
tensora D poza giéwna przekatna. Natomiast szybko$é zmiany diugosci wektora
e; wyraza sie wzorem bez konwencji sumacyjnej indekséw:

d d

a(ei ¢ ei) = £|ei|2 = 2Dii, 1. = 1, 2,3, (2.103)
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czyli szybko$é zmiany diugosci wektora jednostkowego réwna sie podwojonej
wartosci elementu macierzy D na gléwnej przekatnej. Suma réwna sie wartosci
wspolrzednych diagonalnych tensora predkosci deformacji:

oL )i

.

€T

D“ + D22 + D33 = = divv. (2104)

Jak juz wspomniano, wektory wlasne symetrycznej macierzy D sa liniowo
niezalezne i wzajemnie ortogonalne. W lokalnym ukiadzie kartezjanskim, ktérego
osie pokrywaja si¢ z kierunkami zasadniczymi macierzy (kierunkami wektoréw
wlasnych), macierz D ma postaé¢ diagonalng i w tym ukladzie deformacja obszaru
odbywa si¢ tylko przez wydluzenie lub skrécenie (kontrakcje) obszaru wzdiuz
kierunkéw giéwnych.

2.4.2. Wtlasnosci tensora antysymetrycznego

Macierz tensora antysmetrycznego {2 ma postacé:

B 0 1 <(I)ﬂ _ 8112) l <0’U1 . 8’(’3) ]
2 \0xy Oz 2 \Oxy Oz
1 /0v; Ouy > 1 /0vy  Ous
Q=| - — -2 0 — = - . )
2 (89@ oz 2 (8.1:3 8.7:2) {2105}
. (?ﬂ_%> _l<@"’3_@> 0
L 2 0.’1)3 81131 2 8.7;2 813 i

Z réwnania (2.105) mozna wysnué wniosek, ze antysymetryczny tensor posiada,
z dokladnoscia do znaku, tylko trzy rézne wartoéci. Dziatanie tego tensora na
dowolny wektor (w naszym przypadku dx) mozna zastapié iloczynem wektorowym
przez pewien wektor t4, tak zwany dualny. Tak wiec:

Qdx =t x dx (2.106)

Sktadowe wektora t4 wyraza si¢ za pomocy elementéw macierzy tensora €.
Wykorzystujac wlasnosci tensora antysymerycznego:

Qij=Qy,
oraz uwzgledniajac fakt, ze:

Qij =e€;- er =e;-" (tA X 6]') = tA - (ej X 61’) = tk/.l,
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mozna sprawdzié, ze sktadowe wektora t4 mozna wyrazié¢ za pomoca elementéw
macierzy tensora {2 nastepujaco:

1 /0vs Ovy
=039 =-Q93= [ ~——= - =
1 3,2 2,3 % 2962 gx?’ ,
U1 U3
t=Q3=—-Q3;1=-[— - "= 2.1
5 1,3 31= 5 gﬁvs 521/ (2.107)

Z wyrazen na sktadowe wektora dualnego (2.107) wynika, ze wektor dualny
réowna sie % wektora rotacji w = % rotv.

Tak wigc wyrazenie Q2dr mozna interpretowaé jako sztywny obrét czastki
wokdt chwilowej osi obrotu, ktéra wyznacza kierunek wektora %rotv. Precyzujac

pojecie obrotu bryly sztywnej, przyjmujemy nastepujaca definicje:

Definicja 2.5. Czgstki wypeiniajgce pewng objetosé Q; bedg poruszaly sie jako
ciato stale, gdy dla dowolnych dwéch czgstek x = ®(a,t) oraz x' = ®(a, t) bedzie
zachodzié:

i|x — X2 = |®(a, t) — ®(, 8)]> = 0. (2.108)

Udowodnimy lemat [92]:

Lemat 2.2. Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby pole predkosci u(x,t),
x € y odpowiadato Tuchowi ciala stalego, w kazdej chwili t musi zachodzié
warunek:

(x —x') - [u(x,t) —u(x’,t)] = 0. (2.109)
Dowéd: Wykonujac dzialania we wzorze (2.108) otrzymujemy:

d d
—lz—2'|? =2z —2)—(z — ') = (x - x)(u(x,t) —u'(x,t)).
dt dt
Powy#sza definicja ruchu ciata sztywnego pozwala na uzyteczne przedstawienie
pola predkosé obracajacego sic ciala sztywnego. Wyrazone jest w ponizszym

lemacie, ktérego dowéd pomijamy [92]. L]
Lemat 2.3. Warunek (2.109) jest spetniony dla kazdego x, x', (x,x') € Q¢ wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieje wektor staty b i antysymetryczna macierz Q4 taka, ze
predkosé punktu x € Q wyraza sie jako:

u(x) = Qax + b, Vx € Q, (2.110)
gdzie
0 —WA; WA,
Qp=| wa, 0 —WA, | (2.111)

—w4, Wa, 0
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co jest réwnowazne wWyrazeniu:
u(x) =wa xx+b, Vx e, (2.112)

gdzie wa jest wektorem o skiadowych (wa,,wa,,wa,)-

Powyzsze rozwazania mozna zamkna¢ w twierdzeniu Helmholtza [33], [45]:
Twierdzenie 2.2. Niech pole wektorowe v bedzie dwukrotnie roiniczkowalne
w obszarze Q. Jezeli (x,%xg) € Q oraz h = x — xg, to pole predkosci w punkcie
X = X0 + h mozemy przedstawié z doktadnosciqg do O(|h|?) jako:

v(x) = v(x0) + D|

X0

1 A
h+ Sw(xo) x h+0(|x — xo|%). (2.113)

Dowdéd: Lokalng zmiang predkosci mozna wyrazié, rozwijajac v(x+h, t) w szereg
Taylora wzgledem ustalonego punktu (xg, to):

v(xo + h,t0) = v(x0,t0) + W], ;) B+ O(B[?),  heR® (2.114)

Macierz gradientu predkosci mozna rozlozy¢ na czesé¢ symetryczna D oraz an-
tysymetryczna Q, VW = D + ), a dzialanie czesci antysymetrycznej sprowadzié
do iloczynu wektorowego 2h = (1/2)w x h. Stad otrzymujemy teze twierdzenia
(2.113). g

Wzér (2.113) mozna interpretowaé fizycznie nastepujaco: Méwimy, ze predkoéé
elementu ptynu w niewielkiej odlegtosci od ustalonego xq sklada si¢ z predkosci
sztywnego przesuniecia v(xg), sztywnego obrotu %w(xo) x h oraz deformacji
D(xg)h. Deformacje mozna roztozy¢ na rozcigganie lub éciskanic wzdluz kierunkéw
wiasnych macierz D z zachowaniem katéw (deformacja objetosciowa) oraz $cinanie
(deformacja postaciowa). Taki rozktad deformacji mozliwy jest ze wzgledu na to,
ze tensor szybkosci deformacji D mozna roztozy¢ na sume zachowujaca katy oraz
zachowujaca objetosc:

D =divvl+ (D —divv)L (2.115)

GLOJCR®;

Rys. 2.12: Predkos¢ w sasiednim punkcie x + h mozna rozlozyé na predkoéé postepows,
deformacj¢ objetosciowa (zachowujaca katy). obrét i deformacje postaciowa (zachowujaca
objetosé, ale zmieniajaca katy)
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Pierwszy czton wzoru (2.115) zachowuje katy (D;; = 0 gdy i # 7). Slad macierzy
drugiego cztonu we wzorze (2.115) jest réwny zeru, wiec czton ten zachowuje
objetosé, ale zmienia katy (rys. 2.12).

2.5. Zadania kontrolne

Zadanie 1
Zadany jest ruch x = ®(a, t):

z1 = ®1(a,t) = arel + as,
I9 = <I>2(a,t) = 9, (2.116)

I3 = ®](a,t) = a3 — tag.

1. Przedstawi¢ réwnania opisujace ruch w postaci macierzowej x = Aa. Wyzna-
czy¢ jakobian odwzorowania.

2. Pokazaé, ze odwzorowanie odwrotne ac = ®71(x) zadane jest nastgpujacymi
wzorami:

T — I3 _txp + elzs 2 117)

Q) = —F—— Qg = X9 a3 =
t+et’ ’ fid g

3. Sprawdzié, ze ® (®71(x,t)) = x.
4. Wyznaczy¢ pole predkoéci w zmiennych Lagrange’a v (a, t) oraz pole predkosci
w zmiennych Eulera v(x,t).
Zadanie 2
Niech w przestrzeni E3 zadane beds dwa pola skalarne p(c,t) oraz T(x,1),
ktére okreélone s w zmiennych Lagrange’a i przestrzennych za pomoca wzorow:

pla) = a3 +t, T(x,t) =1 + 1. (2.118)

Korzystajac z przeplywu ® podanego w zadaniu 1:
1. Wyznaczyé przestrzenny opis pola p(x,t).
2. Wyznaczy¢ opis pola w zmiennych materialnych dla pola T'(a, ).
3. Wyznaczyé pochodng substancjalna pola T'(x,t).
Zadanie 3
Dany jest tensor rzedu drugiego o nastepujacej macierzy wspolczynnikow:

1 V3 0
D=|v3 1 0
0 0 -2
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1. Obliczyé¢ wartoéci wlasne i kierunki zasadnicze (wektory wlasne) dla tego
tensora.

2. Obliczyé wartosci skalarne niezmiennikéw Iy, I oraz I3.

3. Utworzyé macierz S™1, ktérej kolumny beda odpowiadalty wektorom wiasnym.
Obliczy¢ macierz S (odwrotna do macierz S—1), a nastepnie sprawdzié, czy
iloczyn SDS™! jest macierza diagonalna, ktérej elementy sa warto$ciami
wlasnymi macierzy D.



Rozdzial 3

Zasada zachowania masy i pedu
dla osrodka ciggtego

3.1. Zasada zachowania masy

Prawo zachowania masy jest jednym z najbardziej fundamentalnych praw fizyki.
Najpierw sformutujemy zasade zachowania masy w postaci aksjomatu fizycznego,
a nastegpnie wyprowadzimy réwnowazne formy prawa zachowania masy w formie
réwnan rézniczkowych, a takze w formie zapisanej dla objeto$ci kontrolnej.

Mase zawarta w objetosci €2(t) poruszajaca si¢ wraz plynem, a wiec taka,
ktérej ruch zadany jest odwzorowaniem przeplywowym ®(a,t), mozna wyrazié
za pomoca gestosci ptynu nastepujaco:

m:/ pdvg. (3.1)
Q(t)

Definicja 3.1. Niech gestosé cieczy w obszarze §)(t) bedzie opisywana dodatnig
funkcjg p(x,t) > 0, x € Q(t) i niech wektorowe pole predkosci v bedzie zwigzane
z odwzorowaniem przeplywowym ®(a,t). Mowimy, ze pole predkosci v i ggstosé
p(x,t) spetniajq zasade zachowania masy, jezeli:

d / p(x, t)dvy, = 0. (3.2)
dt Ja,(o)

Udowodnimy nastepujace twierdzenie [41]:

Twierdzenie 3.1. Zasada zachowania masy jest spetniona dla pola predkosci v
i gestosci cieczy p(x,t), gdy zachodzg nastgpujgce réwnowazne zwigzki:

%‘;—) + pdivv =0, (3.3)
% + div(pv) =0, (3.4)

Ot Jato) S(to)
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Dowéd: W dowodzie wykorzystamy twierdzenic transportowe (rodz. 2.3). Przyj-
mujac w réwnaniu (2.73) f(x,t) = p(x,t), otrzymujemy:

d d
dt/ﬂ(t) plx,tdve = G, ./Q(O) p(B(ex, 1)) (¢, )

/ <@j(t, a) + pJ(t,a)div v> dvg = (3.6)
Q(0)

dt
3 dp
— 4+ p div v> du, = 0.
/Q(r,) (dt f

Poniewaz powyzsza, réwnoéé zachodzi dla dowolnego podobszaru Q' € Q, wyrazenie
pod calka, na mocy lematu Duboisa-Reymonda (patrz lemat 3.1), jest tozsamo-
$ciowo réwne zeru. Jezeli ten warunek jest spelniony, otrzymujemy réwnanie (3.3)
powyzszego twierdzenia. Réwnanie (3.4) wynika z tozsamosci:

div(pv) = Vp - v+ pdiv v, (3.7)

ktéra pozwala zapisaé¢ pochodng materialng jako:

dp 9p

dt Ot

ap
ot

+v-Vp=— +div(pv). (3.8)
Réwnanie (3.5) wynika z twierdzenia transportowego zapisanego dla objetosci
kontrolnej (2.77) (rozdz. 2.3). O

Przytoczymy lemat Dubisa—Reymonda [58]:

Lemat 3.1. Jezeli dla funkcji cigglej f(z1, 22, 23) @ kazdego podobszaru Q' € §
zachodzi: _
/Q/ f(m],.’l)Q,IEf})dUﬂ; = 07 (39)

to f(z1,z2,23) =0 dla (z1,22,23) € Q.

Dowéd (a contrario): Zalézmy, ze funkcja f(x) nie jest tozsamosciowo réwna
zeru, a zachodzi wzér (3.9). Jezeli funkcja f jest ciggla i rézna od zera na pewnym
otoczeniu pewnego punktu xo, to mozemy przyjac, ze¢ na pewnym podzbiorze tego
otoczenia jest dodatnia. Calkujac po tym otoczeniu, otrzymamy catke rézng od
zera, poniewaz f > 0. Przeczy to przyjetej tezie, ze na kazdym podobszarze catka
powinna by¢ réwna zeru. Stad f = 0. O

Udowodnimy teraz przydatny w zastosowaniach wzér, w ktérym istotng role
odgrywa réwnanie cigglosci.



3.1. Zasada zachowania masy 85

Twierdzenie 3.2. Niech f bedzie dowolng funkcjg rzeczywistq a p gestoscig plynu.
Ponadto niech v bedzie polem wektorowym z odwzorowaniem przeplywowym ®(x, t).
Jezeli p i v spetniajq zasade zachowania masy, wtedy prawdziwe jest réwnanie:

dt/ pfd :1:—/ p— dvg. (3.10)

Dowdd:
dit/ pf dv %/ (pf)J dva —/(O)%(W)dvaz
= ./5.2(0) (di(Pf)J-i—pf —> dvg = /( 5 (—(pf)J+prdivv> dvg =

—/ ( f+pfd1vv+pdf> deua=/ pd—fdvz. O
d Q@) di

Z twierdzenia wynika, ze jezeli r6zniczkujemy catke, w ktérej funkcja pod-
catkowa sklada si¢ z iloczynu dowolnej funkcji f i gestoéci ptynu p, to catka ta
réowna si¢ calce z iloczynu pochodnej po czasie z funkcji f oraz gestoéci ptynu p.
Rézniczkowanie wyrazenia podcalkowego fp odnosi si¢ tylko do funkcji f.

3.1.1. Réwnanie cigglosci w zmiennych Lagrange’a

Prawo zachowania masy w zmiennych Lagrange’a mozemy zapisaé jako:

/Q P10 = /Q o P, (3.11)

Dokonujgc zamiany zmiennej za pomocs odwzorowania przeplywowego x =
= ®(a, t), w calce po prawej stronie wzoru (3.11) otrzymujemy:

/Q O /Q o @ (00,00 v, (3.12)

Przenoszac calki na jedna strone réwnania, na mocy lematu Dubois’a-Reymonda
otrzymujemy:
plex,0) = p((, 1), 8)J (e, 1) (3.13)

Réwnanie (3.13) jest réwnaniem cigglosci w zmiennych Lagrange’a.

3.1.2. Przeplyw niescidliwy

Objetosé obszaru Q(t) unoszonego odwzorowaniem przeptywowym @ wyraza

sie¢ wzorem:
()] = / 1dug. (3.14)
Q(t)
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W czasie ruchu objetoéé () moze pozostawaé stala, podlega¢ kompresji lub
ekspansji. Jezeli w transportowym twierdzeniu Reynoldsa potozymy f =1, to
otrzymamy:

d(t '

—Q = div vduv,. (3.15)

dt JOut)

Stosujac twierdzenie o wartoéci éredniej do prawej strony réwnania (3.15) dla
wybranej, ustalonej chwili £ = ty, otrzymujemy:

1 dQ

1Q(to)] dt (3.16)

div v|,, =

Dywergencja z pola predkosci w dowolnej chwili ¢t wyraza wzgledng szybko$é zmiany
objetosci (por. rozdz. 1). Przyjmuje si¢ nastepujaca definicje ruchu niescisliwego:

Definicja 3.2. Przeplyw zadany odwzorowaniem przeplywowym ® nazywamy
niescisliwym, jezeli:

d 3
— dug = 0, 3.17
dt Jaw) v ( )

gdzie Q(t) = ®(Q2(0)).

Powyzsze rozwazania z tego podpunktu i interpretacje jakobianu (rozdz. 2.2.4)
mozna zamknaé nastepujacym twierdzeniem:

Twierdzenie 3.3. Przeplyw zadany odwzorowaniem ®(a,t) jest niescisliwym
wtedy 1 tylko wtedy, jezeli:

)

divv=0 lub (3.18)
J=1 b (3.19)

dp
i 0. (3.20)

Nalezy zwroci¢ uwage, ze niescisliwo$¢ przeplywu nie oznacza, ze gestosé plynu
jest stata. Nalezy tez podkredli¢, ze gestos¢ plynu poprzez prawo zachowania masy
jest nierozerwalnie zwigzana z polem predkoéci. Jezeli znana jest gestoéé¢ plynu
w postaci funkeji p(z,y, 2), to naklada to ograniczenia na pole predkodci. Jezeli
zatozy si¢ dodatkowo, Ze przeplyw jest niescisliwy, to pozwala to na wyznaczenie
pola predkoéci.

Przyktad 7. Zal6zmy, ze znany jest rozklad gestosci p(z,y) = kxy, x > 0,y > 0.
Nalezy wyznaczy¢ pole predkosci v = (u.v), jezeli wiadomo, 7e przeplyw jest
niedcidliwy a dla y = 1, u(z, 1) = sin(z).
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Rozwigzanie
Z réwnania ‘;—t = 0 mamy:
0p Op

— —_— = = *
“am+”ay uky +vkx = 0. (*)

Jedna ze skladowych predkosci mozna wigc wyrazié za pomoca drugiej. Na przy-
ktad: g
v=—2u. s
: )
Dla przeplywu niescisliwego zachodzi réwniez div v = % + g—z = 0. Po uwzgled-
nieniu réwnania (**) otrzymujemy:

8u_y8u_1

i UL i P (%)
or zdy =z

Jest to liniowe réwnanie rézniczkowe czastkowe rzedu pierwszego. Sprowadzimy to
réwnanie do postaci réwnania rézniczkowego zwyczajnego, wykorzystujac metode
charakterystyk.

Lewsa strone powyzszego réwnania mozna zapisaé jako pochodng kierunkows,
wzdtuz kierunku s = (1, —¥):

Vu - (1,—y/z) = %u
Krzywe styczne do pola kierunkéw s = le; — Yez nazywa si¢ charakterystyka-
mi bazowymi rozpatrywanego przez nas réwnania rézniczkowego czastkowego.
Réwnanie rézniczkowe tej rodziny krzywych ma postaé:
dr  dy
T-r
Rozwigzujac powyzsze réwnanie charakterystyczne otrzymujemy rodzine charak-
terystyk:
xy =C.
Wzdtuz tych charakterystyk funkcja u zmienia si¢ tak, jak to okreéla prawa
strona réwnania (***). Dokonamy zamiany zmiennych, wykorzystujac réwnanie
charakterystyk:
w =y, z =1,

oraz przyjmujac, ze w nowych zmiennych u(z,y) = h(w, z). Nalezy jednak upew-
ni¢ sig, ze zamiana zmiennych jest odwracalna, czyli jakobian odwzorowania
(z,y) = (w, 2) jest rézny od zera:

ow  dw
ox O
I=|8; &

oz Oy
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W tym przypadku J = y # 0, y > 0. Obliczamy teraz wartosci pochodnych
w nowych zmiennych:

Ou  Ohdw  Ohdz oh

Pz Buds  Oedz  Ow’
ou B ohdw Ohdz oh , oh

=t — = —x+ —.
dy Owdy 0Ozdy Ow 0z
Po podstawienie do réwnania (*) powyzszych pochodnych otrzymujemy:

aZ pA

Zauwazmy, ze w rownaniu wystepuje tylko pochodna po jednej zmiennej z. W ta-

kim przypadku réwnanie mozna traktowaé jako réwnanie rézniczkowe zwyczajne

wzgledem tej zmiennej. Dowolna stalg catkowania zastepujemy dowolng funkcjg

po zmiennej, ktérej pochodna w réwnaniu nie wystepuje. Posta¢ dowolnej funkcji

wyznaczamy z warunku brzegowego. Rozwiazanie réwnania (****) ma postaé:
h(w, z) = cp(w),

z

gdzie ¢ jest dowolng funkcja. Wracajac do zmiennych pierwotnych x,vy oraz w,
otrzymujemy rozwigzanie dla sktadowej u pola predkosci w postaci:
o(zy)

wlz,y) = v

W przykladzie zada sig, aby u(w, 1) = sin(z), a wiec u(z, 1) = p(x) = sin(z). Tak
wiec rozwigzanie naszego zagadnienia ma postac:

u(z,y) = sin(zy)/y,  v(z,y) = —%sin(:vy).

Pole predkosci dla zadanej gestosci p i narzuconych warunkéw brzegowych zostalo
WYZNaczone.

Przyktad 8. Nalezy wyznaczy¢ rozklad gestosci w czasie p(z,t) w przypadkuy,
gdy pole predkosci jest jednorodne: v(z) = vg. Poczatkowy rozklad gestosci zadany
jest funkcja p(z,0) = po(z).

Rozwiazanie

Jednowymiarowe réwnanie cigglo$ci ma postaé:

Op | 9(vp)
ot Ox

=0. (3.21)
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Réwnanie (3.21) mozemy zapisaé jako:

op Op _
<a, 8—.’E> * (1,'0()) =0.

Réwnanie rézniczkowe charakterystyk ma postaé:

dz _ dy
1 _'UO.

Charakterystykami sg proste  — vgt = C. Na plaszczyznie (t, ), wzdtuz kierunku
5= (1,vp) gestos¢ jest stala. Wartosé gestoéci zalezy od wyboru charakterystyki,
czyli wartosci stalej C. Rozwigzanie ma postaé:

p(z,t) = po(x — vot). (83:22)

Réwnanie (3.22) jest réwnaniem ruchu jednowymiarowej fali poruszajacej sie
W prawo.

t=0 =t
&

X

Rys. 3.1: Zaburzenie gestosci przenosi sie¢ w prawo bez zmiany formy

W chwili ¢t = 0 ksztalt fali okresla warunek poczatkowy p = po(z). Dla ¢ > 0
poczatkowy profil predkosci przesuwa si¢ w prawo o vpt jednostek dtugosci, gdzie
‘fj—f = vp jest predkoscig rozchodzenia si¢ zaburzenia wzdtuz charakterystyk.

) g
A
T — ¢t = const
>

Rys. 3.2: Rozwiazanie p(z — vgt) przemieszczajace si¢ wzdluz charakterystyk z — vot =
= const

W rzeczywistosci predkosé rozchodzenia sig zaburzenia moze zaleze od gestosci
vo(p). Réwnanie (3.21) przeksztalca si¢ w réwnanie kwaziliniowe. Nieliniowos¢
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moze powaznie utrudniaé rozwigzanie réwnania. Aby uzmystowi¢ sobie, jakie
komplikacje w réwnaniach ruchu niesie nieliniowo$¢ rozpatrzmy jednowymiarowe,
nielepkie, réwnanie Burgersa ?1—1; = 0. Odegralo i odgrywa ono w historii hydrody-
namiki wazna rolg [100]. Zaproponowane przez Burgersa w latach 30. XX wieku
jako jeden z modeli nieliniowych do badan nad turbulencja (,,burgulencja”). Jest
ono réwniez podstawowym réwnaniem do badania nieliniowych efektow rozcho-
dzenia sie fal, modelem powstawania fali uderzeniowej, ewolucji rozktadu materii
we wszech$wiecie. Zwréémy uwage, 7ze przyspieszenie ?I’Z jest jednowymiarowsg
wartoécig pochodnej substancjalnej predkosci u. Pelne jednowymiarowe rownanie
Burgersa ma postaé: % +u% = I/%. Jest to analogon jednowymiarowego réwna-
nia ruchu ptynu lepkiego bez czlonu zawierajacego cidnienie. Staly wspdlczynnik
v odpowiada lepkoéci ptynu.

3.1.3. Réwnanie Burgersa

Rozwazmy jednowymiarowy ruch swobodny czastki wzdtuz prostej réwnoleglej
do osi z (rys. 3.3) [8]. Prawo ruchu czgstki poruszajacej si¢ swobodnie ma postaé:
z = ®(a,t) = a+ vt, gdzie v oznacza predkos¢ czastki. Przyspieszenie czastki jest
réwne zeru d>®/dt? = 0.

u(x,t)

=@

Rys. 3.3: Czastka poruszajaca si¢ wzdhiz osi

Wyrazmy teraz pole przyspieszeni w zmiennych Eulera, pamietajac, ze d®/dt =
= u(z(t), t). Mamy:

d’® _Ou | Oudr du Ou Ou
W—E‘F%EZEZE-FU%:O. (3.23)
Jest to jednowymiarowe réwnanie Burgersa [61]. Zwré¢my uwage, ze nicliniowoéé,
ktéra pojawita si¢ w réwnaniu, wynikla z zasad rézmiczkowania funkcji ztozone;.
Ta nieliniowo$¢ réwnan ruchu jest podstawowym zrédlem komplikacji i trudnosci
w rozwigzaniu réwnan ruchu plynu, o ktérych bedziemy méwili w kolejnych
rozdziatach.
Rozpatrzmy nast¢pujace zagadnienie poczatkowe [61]:
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Do analizy zagadnienia (3.24) wykorzystamy metode charakterystyk (rozdz. 3.1.2).
Réwnanie charakterystyk przybiera postaé:

Z—f = u(z, ). (3.26)
W przeciwienstwie jednak do liniowego réwnania rézniczkowego czastkowego prawa,
strona réwnania (3.26) jest nieznana. Z réwnania (3.24) wynika, ze wzdtuz krzywej
catkowe]j réwnania rézniczkowego (3.26) rozwiazanie u = const. Mozna wiec stwier-
dzi¢, ze kraywa charakterystyczna jest linig prosta, poniewaz dz/dt? = du/dt = 0.
Zatézmy, ze rozwigzanie u(x,t) istnieje w pewnym obszarze plaszczyzny z,t.
Z wybranego punktu (z,t) mozna dokonaé powrotu wzdtuz charakterystyki do
punktu przeciecia sie charakterystyki z osig z (dla t = 0) (rys. 3.4).

A

(x.2)
x-G = u,(E)x

(E0) X

Rys. 3.4: Charakterystyka z = u(z,0)t + £ = ¢(§) + £ réwnania (3.24)

Niech ten punkt przecigcia z osia  ma warto$é . Charakterystyki sg liniami
prostymi, wiec ich réwnia maja postaé:

z = u(@, 0)t + € = $(E) +&. (3.27)
Rozwiazaniem zagadnienia (3.24) jest réwnanie:
u(z,t) = ¢(§) = d(z —u(§,0)1), (3.28)
gdzie wspétrzedna ¢ = £(x,t) zadana jest niejawnie réwnaniem (3.27).
Nachylenie charakterystyk we wspétrzednych z,t¢ zalezy od 1/u(z,0). Pred-

kosé rozchodzenia sie zaburzenia dz/dt wzdluz charakterystyk okresla wartosc
rozwiazania u(z,0). Konsekwencje tego przesledzimy na przyktadzie [60].



92 Rozdzial 3. Zasada zachowania masy i pedu dla osrodka cigglego

u(x,0)
205

Rys. 3.5: Wykres warunku poczatkowego dla zagadnienia (3.29), (3.30)

Przyklad 9. Rozpatrzmy nastepujace zagadnienie poczatkowe:

2—1: + u-gl; =1, (3.29)
2, z <0

u(z,0) = ¢p(z) = ¢ 2 -z, z€0,1]. (3.30)
1, z>1

Wazna cecha warunku poczatkowego przyjetego w postaci jak na rys. 3.5 jest to,
ze w przedziale [0, 1] funkcja jest malejaca i jej pochodna jest ujemna. Bedzie to
powodowalo, ze nachylenie charakterystyk wyznaczone 1/u(€,0) bedzie wzrastalo
wzdhuz osi x.
Rozwigzanie
u(z,t) = ¢(£) zadane jest réwnaniami (3.27) i (3.28). Jezeli x < 2t (¢ < 0), to
u(z,t) = 2. Natomiast jezeli z > 2t (£ > 1), tou(z,t) = 1. Dla 2t < z < t+1
(€ € [0, 1]) réwnanie charakterystyk (3.27) przyjmuje postaé:
T=(2—E)t+E (3.31)

W tym przedziale wszystkie charakterystyki przecinajg si¢ w jednym punkcie (1, 2)
(rys. 3.6). Ze wzoru (3.31) mozna otrzymac wyrazenie dla, &:
T — 2t
1—t"

Z powyzszego wzoru wynika, ze dla t = 1 rozwigzanie jest nieograniczone
i traci réwniez jednoznacznosé. Méwimy, ze nastepuje utrata regularnogci rozwig-

zania. Fakt ten nazywa si¢ zalamaniem fali lub falg uderzeniows bad# katastrofa
gradientowa. Rozwigzanie w tym przedziale ma postaé:

, _ 9 _ ¢ =2t 2-gx
wot) =4O =2-g=2-T—L =272

&=

(3.32)
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Rys. 3.6: Rodzina charakterystyk dla zagadnienia (3.29), (3.30). Dla 2t < z < t+1
charakterystyki przecinajg si¢ w jednym punkciez =2,t =1

Ostateczne rozwigzanie zagadnienia (3.29) ma postaé:

2, T <2t
u(z,t) = 1;_”; <z<t+l, t<l (3.33)
1, z>t+1.

Na rysunku 3.7 przedstawiono sekwencje ksztaltéw rozwigzania w réznych chwi-
lach czasu, a na rys. 3.8 powierzchni¢ rozwiazania u(x,t) w przedziale 0 < ¢ < 1.

PrzesledZzmy, jak wzdluz charakterystyk zmienia si¢ wartosé gradientu %.

Rézniczkujac po wspélrzednej x rozwigzanie réwnania Burgersa u(z, t) = ¢(z—ut),
otrzymujemy:

ou ou\ ,
B (1 - tc’?—w) @. (3.34)
Stad: /
ou ¢
% e m- (3-35)

Pochodna % staje si¢ nieskoriczona, gdy mianownik w réwnaniu (3.35) przyjmuje
warto$é réwng zeru. Dla ¢t > 0 jest to mozliwe tylko wtedy gdy ¢’ < 0, a wiec gdy
#(z) jest funkcja malejaca. Dla tmin = —1/(¢ )max, uz = co. W takim przypadku
méwimy, ze zachodzi katastrofa gradientowa. Rozwiazanie traci wéwczas réwniez
jednoznacznosé.

3.2. Zasada zachowania pedu

Zajmijmy sie dynamikg ruchu oérodka cigglego. Wykorzystujac zasade zacho-
wania pedu (drugie prawo Newtona), wyprowadzimy réwnanie ruchu dla oérodka
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t=0.00 t=0.33
251 2.5¢
—2:6} ——2:6
{ L5t ™ ) 1.5 x
1.0} 1.0
0.5} 0.5

-1.0-05 00 05 1.0 15 20 -10-05 00 05 1.0 15 20

t=0.67 t=1.00
2.5¢ 2.5¢
2:0 2.0
L.5¢ \ , 1.5¢ L}
1.0 1.0
0.5¢ 0.5¢

-1.0-05 00 05 1.0 15 20 -1.0-05 00 05 10 15 20

Rys. 3.7: Sekwencja rozwigzan zagadnienia (3.29), (3.30) dlat < 1

Rys. 3.8: Powierzchnia rozwigzania zagadnienia (3.29), (3.30) dla ¢ < 1

cigglego. Dla kompletnosci i przejrzystoéci wykladu przypomnijmy najpierw zasade
zachowania pedu dla ukladu n punktéw materialnych [7].
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3.2.1. Zasada zachowania pedu dla ukladu n punktéw materialnych

Niech w przestrzeni R? znajduje sie n punktéw materialnych. Polozenie punk-
téw opisywane jest wektorem r = (z,y, z), a ich ruch réwnaniem Newtona:

mzrz = Fi, (336)

gdzie F; oznacza sile dzialajaca na i-ta czastke o masie m;. Wzdr opisujacy site F
wyznaczany jest doswiadczalnie. Na przyklad Newton odkryt prawo oddziatywania,
grawitacyjnego: dwie masy m;, m; oddzialuja na siebie w sposéb, ktéry mozna
opisaé za pomocg wzoru:
m;m;
Fi; =G 12 - (3.37)

gdzie G oznacza stala grawitacji a 'ri2j = (z: —z;)® + (¥ — ¥j)% + (s — 2)%
W ukladzie n punktéw materialnych sity dzialajace miedzy punktami nazywane
sy sitami wzajemnego oddzialywania. Dzialaja one wzdluz prostej taczacej punkty
1 zalezg od odlegtoéci miedzy nimi Fy; ~ (|r; — r;|). Dla sil wzajemnego oddziaty-
wania zachodzi Fy; = —Fj; (rys. 3.9). Jezeli sily dzialajace na punkty sa tylko
sitami wzajemnego oddzialywania, to taki uklad punktéw nazywa sie ukladem
zamknietym (izolowanym).

Gdy uktad czastek nie jest izolowany, to na i-tg czastke, oprécz sit wzajemnego
oddzialywania, dziala sila zewnetrzna: Fy; i wtedy:

n
Fi= Y Fy+Fy (3.38)
=144
v A F/
"L F. s
rl U .
L] g J
rj -
—
X

Rys. 3.9: Sita wzajemnego oddzialywania miedzy czastkami i oraz j wraz z sila zewnetrz-
ny dzialajaca na czastke 4
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Definicja 3.3. Pedem ukiadu n punktow nazywamy wektor:
n
p=) mif (3.39)
i=1

Udowodnimy twierdzenie o zachowaniu pedu:

Twierdzenie 3.4. Predkosé zmiany pedu ukladu réwna sie sumie wszystkich sil
zewnetrznych dziatajgcych na punkty ukladu izolowanego.

Dowéd:
dp n n n n n
— = mifti=) Fi=) | 3 Fy+Fs,|=> Fu
i=1 i=1 i=1 \j=1,i#j i=1
Suma sit wzajemnego oddziatywania 37", 3% ;; Fij = 0, poniewaz Fi; =
= _Fji- O

‘Whiosek: Jezeli sily zewnetrzne dzialajace na uklad izolowany sa réwne zeru, to
ped ukladu nie ulega zmianie.

3.2.2. Prawo zachowania pedu dla osrodka ciaglego

Z rozdzialu 3.2.1 wynika, ze zmiana pedu wyréznionej (izolowanej), poruszaja-
cej sie objetosci 2 moze dokonaé sie tylko na skutek sit zewnetrznych. W mechanice
plynéw rozpatruje sie dwa rodzaje sit zewnetrznych: dalekozasiggowe, np. sily
grawitacyjne f = (0,0, —g), (nazywane silami masowymi) oraz bliskozasiggowe
(krotkozasiegowe) (nazywane sitami powierzchniowymi), ktére powstaja w wyniku
fizycznego kontaktu pomiedzy materiatem zewnetrznym i materiatem znajdujacym
sie¢ we wnetrzu zamknietej powierzchni.

Aby opisa¢ oddziatywanie sil powierzchniowych, ktore beda uwzglednialy
oddzialywanie osrodka otaczajacego na uklad izolowany, do rozwazan wprowadza
sie pojecie wektora naprezen t, ktory wyraza gestosc sity powierzchniowej przypa-
dajaca na jednostke powierzchni. Sila powierzchniowa jest efektem oddzialywania
osrodka zewnetrznego na osrodek wewnetrzny. Zorientowanie oérodka zewnetrz-
nego wzgledem wewnetrznego charakteryzuje jednostkowy wektor normalny do
elementu powierzchni rozdziatu dS. Przyjmuje sie, ze wektor normalny skierowany
jest na zewnatrz zamknigtej objetosci. Postuluje sie, ze wektor naprezen t zalezy
tylko od wektora normalnego n oraz polozenia x i czasu, ale nie zalezy od krzywizny
brzegu (rys. 3.10).

Sita wypadkowa wynikajaca z oblozenia brzegu dQ wektorem naprezen t
wyraza sie wzorem:

F, = / t(n, x)dS, (3.40)
o
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Rys. 3.10: Do brzegu 99 przyltozony jest wektor naprezenia t, ktérego wartos¢ zalezy od
wektora jednostkowego n (orientacji elementu d.S brzegu wzgledem osrodka zewnetrznego),
potozenia x i czasu t

gdzie dS jest rézniczkowym elementem powierzchni. Podobnie wypadkowy moment
sit wzgledem wybranego punktu c jest okreslony wzorem:

M, :/ (x — ¢) X t(n,x)dS;. (3.41)
[219]

Dalej fundamentalne znaczenie w sformutowaniu zasady zachowania pedu bedzie
miata zasada naprezeri Cauchy’ego z 1927 roku [80].

Zasada naprezen Cauchy’ego: Oddzialywanie osrodka zewngtrznego na
dowolng zamknietq powierzchnie S mozna zastepic¢ rozktadem na tej powierzchni
wektora naprezen t = ((t1(x1, T2, T3), ta(z1, T2, T3), t3(T1, T2, 73)). Wypadkowa si-
la i moment sit wektora sqg réwnowazne wszystkim rzeczywistym sitom dziatajgcym
w materialnym osrodku cigglym i znajdujgcym sig na zewngtrz powierzchni S.

W literaturze przedmiotu podkresla si¢ niezwykta prostote zasady Cauchy’ego
i mozliwoéci, jakie daje [80]. Jej genialnoéé mozna doceni¢, oceniajac postep, jaki
po jej wprowadzeniu dokonat si¢ w badaniach nad dynamika osrodka ciggtego.
Zasada Cauchy’ego od razu stala si¢ jedna z podstawowych zasad stosowanych

w badaniach ruchu oérodka ciagtego.

Definicja 3.4. Mdéwimy, ze spelniona jest zasada zachowania pedu dla zadanej
gestosci p, odwzorowania przeplywowego ®, pola predkosci v, sit masowych £ oraz
wektora naprezen t, gdy zachodzi réwnosé:

L N / ooy, - / £dS, (3.42)
dt (o1 Q St

gdzz'e Qt = @(Qo,t), Qo = Q(to).
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3.2.3. Zasada lokalnej ré6wnowagi naprezen

Ze wzgledu na to, ze pod catky po lewej stronie rownania (3.42) wystepuje
gestosé p, réwnanie (3.42) mozna zapisaé nastepujaco (patrz wzor (3.10)):

1 .
o= du, = / pfdug + / tds. (3.43)
JQ J Sy

dt
Zastosujemy teraz do réwnania (3.43) twierdzenie o warto$ci éredniej, przyjmujac,
ze objetodé Qy jest zalezna od wymiaru liniowego L w potedze trzeciej || = Ay L3
a powierzchnia S; w potedze drugiej |S;| = AL

*

= Juel 20T 3 Kol (3.44)

dv

/\LB*
v pdt

Jezeli przejdziemy do granicy L — 0, to aby réwno$é (3.44) byla spelniona, musi
zachodzi¢ zaleznosc: 1 7
3 —_ =
lim /S tdS =0 (3.45)
Réwnanie (3.45) nazywa si¢ zasadg lokalnej réwnowagi naprezen [58], [80].

Zwr6émy uwage, ze réwnanie (3.45) jest réwnaniem wektorowym, a wiec
zachodzi dla kazdej sktadowej wektora t = (¢, t2,t3). Zasada ta oznacza, ze sily
powierzchniowe dla nieskonczenie malej objetosci beda sie wzajemnie réwnowazy¢.
Réwnanie (3.45) postuzy do okreslenia zaleznosci wektora naprezen t od orientacji
rézniczkowego elementu powierzchni dS zadanej wektorem normalnym n. Zwykle
dokonuje si¢ tego, wybierajac szczegdlne formy obszaru €2 i stosujac do takiego
obszaru zasade lokalnej réwnowagi naprezen (3.45).

Najpierw wybierzemy obszar w ksztalcie nieskonczenie cienkiego prostopadtio-
$cianu, w ktérym rég umieszczony jest w punkcie x, szerokosé i dlugoséc scian ma
wymiar L a glebokosé eL, € < 1 (rys. 3.11).

Na mocy réwnania (3.45) zastosowanego do tego obszaru oraz twierdzenia
o wartoéci $redniej otrzymujemy:

/ £:dS = L2 [ti(%p, £, 1) + ti(xe,t, —1) + €B;)] (3.46)
St

gdzie B; oznacza naprezenia od skladowej ¢; na czerech bocznych Scianach o po-
wierzchni e L2, oznaczonych punktami Zg, Td, Tl Tr:

Bi = ti(xg) ta nl) + t’i(xdvt’ —nl) =+ ti(XT)t’ n3) + ti(Xl,t, _n3))

natomiast indeksy p i t odnosza sie do $ciany przedniej i tylnej o powierzchni L2.
Z zasady lokalnej réwnowagi naprezen (3.45) oraz z tego, ze skladowe wektora
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X y

Rys. 3.11: Prostopadloécian w formie cienkiej plytki o grubosci . Zasada lokalnej
rownowagi naprezen zastosowana do takiego obszaru daje t(n) = —t(—n)

7/

naprezen t; sa funkcjami cigglymi i ograniczonymi, punkty x, oraz x; daza do
punktu x, a B; — 0, gdy L — 0. Stad otrzymujemy:

ti(x,t,n) + t;(x,t,—n) =0, 1=1,2,3. (3.47)

Réwnanie (3.47) stanowi odpowiednik III zasady dynamiki Newtona, ktéra jest
nazywana potocznie zasada akcji i reakcji:

t(x,t,n) = —t(x,t,—n) (3.48)

Jako szczegllna postaé obszaru wybierzemy czworoscian (rys. 3.12). Nachylona
$ciana czworoscianu ma, pole réwne L? i wektor normalny do niej jest réwny n =
= (n1,n9,n3). Natomiast §ciany boczne sg wzajemnie prostopadte, a ich krawedzie
réwnolegle do osi uktadu e;. Wektor normalny do éciany S; jest réwny —e;. Pola
Scian bocznych odpowiadaja rzutowi éciany nachylonej:

S; =n=8 =mS, 3= 1, 2.3, (3.49)

gdzie n; = cosf; a kat 6; réwna sie¢ katowi nachylenia wektora normalnego do
osi e;. Sila powierzchniowa pochodzaca od j-tej skladowej wektora naprezen ¢;
na powierzchnie¢ S; na mocy twierdzenia o wartosci $redniej jest réwna:

Siti (X, t, —e),

gdzie X; oznacza punkt lezgcy na i-tej Scianie. Stosujac zasade lokalnej réwnowagi
naprezen (3.45) do czworoécianu z rys. 3.12 i przyjmujac, ze S = L?, otrzymujemy:

nltj (X, t, —e1) + ’I’Lgtj (X, L, —ez) + ’I'Lgtj(x, t, —63) + tj (X, t, n) =0. (350)
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Rys. 3.12: Czworoécian Cauchy’ego

Ze wzoru (3.48) mamy t;(x,t,e;) = —t;(x,t, —e;). Wzor (3.50) mozna przeksztal-
ci¢ do postaci:

tj(x,t,n) = nit;(x,t,e1) + not;(x,t, e2) + nat;(x,t, e3), j=1,2,3. (3.51)

Z wzoru (3.51) wynika, ze sktadowe wektora naprezen (t;, j = 1,2,3) wyrazaja
sie przez kombinacje liniows skladowych wektora normalnego n = (ny, 19, n3). Po
wprowadzeniu oznaczenia:

T; = tj(x,t,ei), (3.52)

wz6r (3.51) mozna przedstawié za pomoca konwencji sumacyjnej jako:
ti(x,t,n) = n;Ti;(x,1), i=1,23 (3:53)

lub w postaci wektorowo-tensorowej jako:

Ty T Tis
[t1,ta,t3] = [n1,m2,m3] |To1 Tap Toz| =n-T. (3.54)
T31 T3o T33

Tak wiec wektor naprezenia jako liniowe odwzorowanie wektorowe zadany jest
macierzg dziewigciu wspélczynnikéw, ktére charakteryzujg material oérodka cig-
glego:

T Te Tis
[T]= |To1 T Tos|. (3.55)
T31 T3 Tis

Macierz [T] nazywa si¢ tensorem naprezeii, natomiast jego skladowe: Ty, Tho, T33
nazywane sg naprezeniami normalnymi. Szei¢ sktadowych lezacych poza gléwna
przckatna: Tiz, Ti3, To1, Ta3, T31, Ts2 nazwanych jest naprezeniami écinajacymi.
Jednostka naprezen jest N/m?2.
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Wektor naprezen t moze byé przedstawiony jako suma wektoréw wzdluz
normalniej n i wektora do niego prostopadiego:

t=tpun+tpss =(t-n)n+nx (t xn). (3.56)

Wielkos¢ sktadowej normalnej wektora t do plaszczyzny mozna wyznaczyé ze

WZOTL:
thn =t -0 = tyn; = n;Tyn,, (3.57)

a wielkoé¢ sktadowej stycznej ze wzoru (rys. 3.13):

tns = /b2 — £2,. (3.58)

Rys. 3.13: Wektor naprezen rozlozony na sktadowg normalna do nachylonej $ciany oraz
sktadowsg styczng

Przyktad 10. Skladowe tensora T zadane sa macierzg wspétczynnikow:

21 —63 42
[T]=|-63 0 84
42 84 -21

1. Wyznaczyé wektor naprezen t(P) w kierunku zadanym wektorem normalnym:
n = (1/7)(2e1 — 3e2 + 6Ges).
2. Wyznaczyé naprezenia w punkcie P, jezeli punkt P lezy na ptaszczyZnie:

221 + 2x9 + 23 = 2.
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Rozwiazanie
1. Z réwnania (3.54) otrzymujemy:

o 361]2 —63 42
[tl,tg,tg]:{?,—?,?] —63 0 84 | =[69,54,—42).
42 84 -2

Wektor naprezent ma postac t = 69e1 + 54ey — 42e3. Naprezenia te wystepujg
na plaszczyznie wyznaczonej wektorem normalnym do niej n = [%, —%, (—7’ .
2. Wektor jednostkowy do plaszczyzny f(xz1,x2,23) = 221 + 222 +23—2 =0 ma

posta¢ n = Vf/|Vf| = (1/3)(2e1 + 2e2 + e3). Z réwnania (3.51) otrzymujemy:

21 —63 42

2 21 .
[t1, £, £3] = [3,3,5} 63 0 84 | =[-14,—14,77]
42 84 21
Tym razem wektor naprezen ma postaé¢ t = —14e; — 14e, + T7es.

7 przedstawionego przykladu wynika, ze naprezenia zalezg od nachylenia plasz-
czyzny przecinajacej osrodek ciagly oraz od wspélczynnikéw tensora naprezen.

Dziewig¢ sktadowych tensora naprezen Tj; czesto jest prezentowanych za
pomocy strzalek-wektoréw zwigzanych ze Scianami prostopadloscianu (rys. 3.14).

X

T/_e 7L’ Tm
= Tn -

X,

Rys. 3.14: Skladowe tensora naprezefi w kartezjanskim uktadzie wspolrzednych. Wszyst-
kie skladowe tensora naprezenl sa dodatnie, poniewa ich kierunki pokrywaja si¢ z kierun-
kami osi wspotrzednych

Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze prostopadtoscian przedstawiony na rys. 3.14
nie jest wypelniony osrodkiem ciggltym. Jest to tylko pewna konwencja przedsta-
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wienia sktadowych tensora naprezen. W rzeczywistym osrodku ciggltym dziewieé
sktadowych tensora odnosi sie do pojedynczego punktu x.

Na rysunku 3.15 przedstawione sa naprezenia na element powierzchni w punkcie
x, do ktorej wektor normalny réwna si¢ e3. Oddzialywanie materialnego oérodka
(zewetrznego nad elementem powierzchni) w chwili ¢ na oérodek wewnetrzny
(pod elementem powierzchni) zadane jest wektorem naprezenia t(x,t, es). Trzy
skladowe tego wektora to T31, T32, T33 [58].

e &, t(x,t,e3)

Rys. 3.15: Skladowe tensora naprezen dla elementu powierzchni w punkcie x, do ktérego
wektor normalny n = e3. Sktadowe wektora naprezeni t(x, ¢, e3) sg réwne T31, T32 1 Tz

Aby odnie$é wlasciwe korzysci z réwnania (3.54), nalezy zaproponowaé zwiazek
pomiedzy wspétczynnikami T;; a zmiennymi charakteryzujacymi stan osrodka
cigglego. W przypadku os$rodka plynnego zmiennymi charakterystycznymi sg pole
predkosci, pochodne Vv i ci$nienie. Zwigzki pomiedzy skladowymi tensora naprezen
a polem predkosci i ci$nienia powinny speiniaé pewne aksjomaty racjonalnosci [27].
Ich konkretna postaé¢ okreslana jest na podstawie obserwacji doswiadczalnych.
Zwiazki te nazywane sg réwnaniami konstytutywnymi. Po sformulowaniu zasady
zachowania momentu pedu okaze sig, ze aby ta zasada byla spelniona, tensor
naprezeri musi byé symetryczny. Liczbe réznych wspétezynnikéw macierzy [T
bedzie wigc mozna zredukowaé do szesciu.

3.2.4. Réwnania ruchu osrodka cigglego

Przeksztalcimy teraz réwnanie w formie catkowej wyrazajace prawa zachowania
pedu (3.43) do réwnania rézniczkowego. Wykorzystujac twierdzenia Gaussa oraz
to, ze t = n - T, calke powierzchniowsa w wyrazeniu (3.43) mozna przeksztalcié

hastepujaco: 5
T,
/ £dS = / niTydS = 4 dug, (3.59)
s s Q) 0z

gdzie
oT;; . .
/ —du, = div T|;dvg dla He= [, 2, 8. (3.60)
Q) 0; Q(t)
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Zasade zachowania pedu (3.43) mozna zapisa¢ jako:

. d . »

/ p gy = / (pf; —divT|)dv  dla  j=1,2,3. (3.61)
Q) dt Q(t)

Przenoszac wyrazy w réwnaniu (3.61) na jedna strong, na mocy lematu Duboisa-

Reymonda (lemat 3.1) otrzymujemy réwnanie ruchu oérodka ciggltego podane

przez Cauchy’ego:

Twierdzenie 3.5. Pierwsze prawo Cauchy’ego:

d’Ui

pgp = PfitdivT  i=1,2,3. (3.62)

Nalezy zapamietaé, ze dywergencja z tensora rzedu drugiego div T jest wekto-
rem, ktorego i-ta sktadowa jest réwna sumie pochodnych z i-tej kolumny macie-
rzy [T], czyli

0Ty

divT]; = == (3.63)
k

3.3. Prawo zachowania momentu pedu

3.3.1. Zasada zachowania momentu pedu
dla uktadu n punktéw materialnych

Przypomnijmy zasade zachowania momentu pedu dla ukladu n punktéw
materialnych.

Definicja 3.5. Momentem pedu punktu materialnego o masie m i predkosci ¥
wzgledem punktu 0 jest wektor:
M; =r X mi. (3.64)

Momentem pedu uktadu punktow materialnych wzgledem punktu 0 jest suma
momentow pedu wszystkich punktow ukiadu:

M= rxmi. (3.65)

i=1

Nastepujace twierdzenie wyraza zasade zachowania momentu pedu dla n punk-
téw materialnych.

Twierdzenie 3.6. Predkoscé zmiany momentu pedu ukladu jest réwna sumie
momentow sit zewnetrznych dzialajecych na punkty ukladu.
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Dowéd: Po zrézniczkowaniu réwnania (3.65) wzgledem czasu otrzymujemy:
M X, e .
E = Z r; X m;r; + Zri X m;r;. (366)
i=1 i=1

Pierwszy skladnik po prawej stronie jest réwny zeru ze wzgledu na wspétiniowosé
wektoréw w iloczynie wektorowym. Drugi skladnik przeksztalcimy, wykorzystujac
réwnania Newtona:

n n n n
Zrixmii‘i:ZrixFi:Zrix ( Z Fij-*-in):ZriXin.
i=1 i=1 i=1 i=1

i.j=Li#]

W powyzszym réwnaniu wykorzystano fakt, ze dla sil wzajemnego oddzialywania
zachodzi F;j = —Fj;, oraz ze r; X Fy; +r; x Fj; = (r; —r;) x F;; = 0. Ostatecznie
mamy wiec:

Z powyzszego twierdzenia mozna wnioskowaé, ze jezeli uktad jest odosobniony, to
moment pedu ukladu jest zachowywany, czyli M = const. O

3.3.2. Prawo zachowania momentu pedu dla o$rodka ciagltego

Przyjmijmy, ze znaczenie symboli ®, p, v, f, t jest takie, jak w definicji zasady
zachowania pedu.

Definicja 3.6. Mowimy, ze zasada zachowania momentu pedu dla osrodka ciggtego
jest spelniona, jezeli zachodzi:

d

—/ p(rxv)dv:/ p(xxf)ydv+ [ rxtdS. (3.67)
dt Jo, ¥

St

Dalej udowodnimy drugie prawo Cauchy’ego, w ktérym stwierdza si¢ symetrie
tensora T, czyli T;; = Tj;,. W literaturze przedmiotu [80] warunek T;; = T}; nazy-
wany jest hipoteza Boltzmana. W klasycznej hydrodynamice, jezeli rozpatrujemy
zasade lokalnej réwnowagi, biorgc pod uwage tylko sily zewnetrzne, warunek ten
wynika z zasady zachowania momentu pedu.

Twierdzenie 3.7. W drugim prawie Cauchy’ego zaklada sig, zZe spelniona jest
zasada zachowania pedu (3.62). Zasada ta jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy
tensor naprezeni T jest symetryczny, czyli Tyj = Tj;.
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Dowéd: Poniewaz pod calka, z lewej strony zasady zachowania momentu pedu
(3.67) wystepuje gestosé p, przeksztalcimy ten wzér do postaci:

/' (r x pdl) dv=[ plexBdv+ [ rxtds. (3.68)
Joy dt % Js

Poniewaé¢ zachodzi pierwsze prawo Cauchy’ego, to wyrazenie po lewej stronie
réwnania (3.68) mozna przeksztalci¢ do postaci:

/ rx (pf +divT)dv= [ p(exf)dv+ [ rxtdS. (3.69)
Q[. - Qt . S(,

Analizujac lewg i prawag strone réwnania (3.69), dochodzimy do wniosku, ze
réwnoéé bedzie zachodzita, gdy:

/ r x (divT)dv = / r x tdS. (3.70)
Q Q4

Oznaczmy lews strone réwnania (3.70) za pomoca L; a prawg P;. Iloczyn wek-
torowy pod znakiem calki zapiszemy za pomoca symbolu Leviego-Civity (1.54).
Wyrazenie pod catky po lewej stronie réwnania (3.70) przeksztalcamy do postaci:

0T
Li =r x divT}; = eijz; s (3.71)
1
Sktadowa i-ta iloczynu wektorowego po prawej stronie (3.70) jest réwna:
(I‘ X t) |1 = 8,'jk.7jjtk = Eijkmjanlk- (3.72)

Prawa strong P; po zastosowaniu twierdzenia Gaussa i skorzystaniu z wyrazenia
(3.72) mozna przeksztalci¢ nastepujaco:

P, = /(r X t)|:dS = / EijkTingTidS =

o, 01 —— (Eiuz Ty )dv = /m (&jk—ijszk + £ijkT; k) dv,

£z

gdzie d; oznacza symbol Kroneckera (patrz wzér (1.9)). Poniewaz §; i1 =1 tylko

wtedy, gdy j = I, wiec €05 T}, = €;;xT},. Pamigtamy, ze powinna zachodzié
réwnos¢ Ly = P;. Poréwnujac wyrazenia (3.71) oraz (3.73), orzymujemy:

0Ty, ; 0Ty,
-/Sh EijkT; Tmidv = /Q <Ezjlchk: + EijrTi——— o1, > dv. (3.74)
Z poréwnania stron wyrazenia (3.74) wynika, ze L; = P, tylko wtedy, gdy:

eijpljk =0 dla  i=1,2,3. '(3.75)



3.8. Prawo zachowania momentu pedu 107

Réwnosé (3.75) gwarantuje, ze macierz tensora T bedzie symetryczna. Przyklado-
wo, dla ¢ = 1 otrzymujemy:

ekl = €123T03 + €132T30 = Tog — T32 = 0,
a wiec Ths = T39. Warunek (3.75) oznacza, ze:

Ty;=T; dla i=1,2,3 (3.76)

3.3.3. Réwnanie transportu pedu

Prawo zachowania pedu (3.42) moze by¢ zapisane dla objetoéci kontrolnej Q(tp),
podobnie jak réwnanie ciaglosci (3.5). Korzystajac z twierdzenia transportowego
(2.73) i przyjmujac, ze funkcja f w réwnaniu transportowym jest f; = pv;, prawo
zachowania pedu dla objetosci Q(t), ktéra w chwili ¢ = g pokryla sie z objetoscia,
poruszajacg sie z ptynem (), mozna przedstawié¢ nastepujaco:

2/ (pvi—i—div(pvvi))dv:/ pfdv—i—/ tidS dla ¢1=1,2,3. (3.77)
Ot Jay Qo 8%

Korzystajac z twierdzenia Gaussa, réwnanie (3.77) przeksztalcamy do postaci:

8 n
——/ pvidv—i—/ pv;v-ndS :/ pf,-dv-f—/ t;dS dla i=1,2,3. (3.78)
ot Jag 89 Qo 890

Roéwnanie (3.78) nazywane jest réwnaniem transportu pedu. Mozemy je zin-
terpretowaé nastepujaco: suma szybkosci zmiany pedu w objetosci kontrolnej
oraz strumienia pedu przez powierzchnie ograniczajaca 02y réwna si¢ sumie sit
zewnetrznych dzialajacych na objetosé Q(to).

Réwnanie (3.78) wygodnie jest przeksztalci¢ do postaci:

0 .
—/ pv;dv = / pfidv -|—/ (t; — pviv - n)dS dla i=1,2,3. (3.79)
Qo Qo Qo

ot
Wzér (3.79) w praktyce wykorzystywany jest do wyznaczenia sily, jaka optywajacy
cialo plyn wywiera na to cialo.

Zalézmy, ze sily masowe wystepujace w przeplywie mozna pominaé, (f = 0)
oraz ze przeplyw jest ustalony (9(-)/0t = 0). Niech S, oznacza powierzchnig
clata stalego, ktére znajduje sie wewnatrz objetosci kontrolnej §2. Powierzchnia
objetosci kontrolnej jest suma powierzchni ciala stalego i zewnetrznej granicy
objetosci Q, 9. Ze wzoru (3.79) mamy:

/69(t—pvv-n)d5—l—/sc(t—pvv-n)dS=0. (3.80)
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Sita, z jakg plyn oddzialywuje na ciato, okreslana jest wzorem:
F::—-/TtdS. (3.81)
Js,

Poniewaz na powierzchni ciala stalego v-n = 0, to po uwzglednieniu wzoru (3.80)
otrzymujemy:
F = (t —pvv-n)dS. (3.82)
o0
W praktyce obszar kontrolny wybiera sie w ten sposéb, ze wektor naprezen t na
zewnetrznej powierzchni obszaru kontrolnego 92 w pewnej odleglosci od brzegu
ciala stalego ma stata wartosé. Dla t = ¢ zachodzi réwnosé:

/ cdS =0, (3.83)
oN

wiec:
F=-[ tdS=- pv(v-n)dS. (3.84)
Se JOQ
Sil¢ oddzialywania ptynu na cialo nazywamy reakcja hydrodynamiczna. Wyzna-
czanie tej sily zostanie przedsatwione na kilku przykiadach [9], [87],[98].

Przyktad 11. Obliczy¢ wspétezynnik oporu Cy = Fp/(0,5pU%c) oplywanego
jednorodnym strumieniem ptynu o gestosci p i predkoéci Uy, na podstawie rozktadu
predkoéei vy (22) za optywanym cialem. Nalezy przyjaé, ze profil predkoéci za cialem
mozna przyblizy¢ za pomocg funkeji vi(z2) = Us (1 — 0,5 cos Z2). Wysokoéé
obszaru h = 0,05¢, gdzie ¢ jest dltugoéciy, ciata (rys. 3.16). Zakladamy, ze objetosé

h 1% D nT c
2 1 :__> ____________ E:_ _____________ :~—>I
- nin s Use
| Ha— —
P — ( . 7
e n ~,
\— objetos¢ T o
; " kontrolna el ‘
—5 T o e — aer()dyl’lamlczn};
2 A “l f

Rys. 3.16: Wyznaczanie sily oporu na podstawie rozkladu predkosei wy (o) w Sladzie
aerodynamicznym
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kontrolna jest na tyle duza, ze wzdluz krawedzi ABCD wektor naprezen jest
staly t;, = ¢, 1=1,2,3, a wiec fA@D tdS = 0. Sita oporu Fp, ktéra réwna sie
rzutowi sity F na kierunek osi e; (réwnolegla do kierunku Uy), na podstawie
wzoru (3.84) wynosi:

Fp=F-eg=— [ ___ pvi(v-n)dS. (3.85)
ABCD

Catka ze sktadowej strumienia pedu w kierunku osi z; jest réwna sumie catek
wzdtuz krawedzi AB, BC, CD i DA. Na krawedziach AB, CD i DA skladowa
v = Us. Na krawedzi BC wyrazenie vy (v-n) = v?. Na krawedzi DA wek-
tor normalny jest skierowany na zewnatrz obszaru kontrolnego, przeciwnie do
napltywajacej predkosci Us, n = (—1,0,0), wiec v-n = —Uy. Stad:

Py = //\ pU2.dS — Usy [/A pv -ndS + /A pv - ndS] e /A pvidS. (3.86)
DA AB CD BC

Nalezy wyznaczyé wartoéé sumy calek w nawiasie kwadratowym. Mozna, to zrobié,
postugujac sie réwnaniem ciaglosci [ iGep PV -mdS =0 (patrz réwnanie (3.5)).
Zaktadamy, ze ruch jest ustalony. Suma strumieni mas przez krawedzie AB i CD
musi si¢ réwnaé sumie strumieni przez krawedzie DA i BC. Tak wiec:

/A 5l /A vl = /A pUnpdS — /A giyilB, (3.87)
AB CcD DA BC

Po wstawieniu prawej strony réwnosci (3.87) do réwnania (3.86) oraz przyjeciu,
ze dS = 1 - dxy, otrzymujemy:

h

vidxy — /_ pvidzy. (3.88)

vl NI
NE

Fp = pU%h — pUZh + ono/

Réwnanie (3.88) mozna zapisaé jako:

U1
Fry = plU2 /2 —vl~<1——>dx. 3.89
D Pl —%Uoo Uoo 2 ( )

Zwréémy uwage, ze wyrazenie podcatkowe jest réwne zeru poza sladem aerody-
namicznym. Przedzial calkowania mozna wiec rozszerzy¢ na przedzial (—oo, 00).
W teorii warstwy przysciennej [24],[33],[73],[79], [88],[98] wartos¢ calki traktuje sig
jako miare defektu pedu spowodowanego lepkoscia plynu i nazywa si¢ gruboscia
straty pedu. Dla przyjetego w zadaniu profilu predkosci za ciatem warto$¢ catki
(3.88) Fp = pU?0,009 665¢, a wspbtezynnik oporu Cy = 0,019 33.
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Ax,
P =", Yo

u(x,)

phytka o diugosci L
i szerokosci b

Rys. 3.17: Wyznaczanie sily tarcia w warstwie przysciennej
Yy )

Przyklad 12. Na rysunku 3.17 przedstawiono schematycznie strumieft ptynu
o jednorodnym rozkladzie predkosci Uy, naptywajacy na pozioma plyte o diu-
goéci L i jednostkowej szerokosci b = 1 [33],[98]. Lepkos¢ pltynu powoduje, ze
predko$é czastek na powierzchni plyty jest réwna zeru. Dzialanie lepkosci ogra-
nicza si¢ do warstwy o gruboéci §. Warstwe te, wewnatrz ktérej predkosé ptynu
zmienia sie od zera na $cianie do wartosci Up na granicy y = 9, nazywa si¢ warstwa
przyécienng. W przekroju AD rozklad predkosci jest rownomierny i ma wartosé Up.
W przekroju BC predko$é opisana jest rozkladem u(ze) = Uy (%%2 — % (%2)‘2)
Brzeg CD tworzy linia pradu, co znaczy, ze strumieni masy przez brzeg CD jest
réwny zeru. Strumiefi masy jest rézny od zera przez granice warstwy zaznaczanej
na rys. 3.17 linig przerywang. Wykorzystujac réwnanie transportu pedu nalezy
wyznaczy¢ sile tarcia, jaka ptyn wywiera na plyte.

Rozwigzanie

Do rozwazan przyjmujemy objetoéé kontrolng ABC'D x b. Rozklad predkosci nie
zalezy od zmiennej z3. Reakcja hydrodynamiczna réwna sile tarcia wywolana jest
defektem (strata) pedu. Sila tarcia bedzie réwna:

FD:F-elz—/ pui(u-n)ds =
h ABCD 5 5 (3.90)
=— [ pUo(—Up)bdzs — p/ ubdxy = pUZbh — pb/ uldxs.
0 0 0

Pozostaje nam jeszcze wyznaczenie zaleznosci wielkosci h od predkosci Up i grubosci
warstwy §. W tym celu, jak w przykladzie wyzej, ponownie skorzystamy z réwnania
cigglodci (3.5). Strumient masy wplywajacej do obszaru ABCD przez krawedz
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DA musi si¢ réwnaé strumieniowi masy wypltywajacej przez krawedz CD:

h 4
p/ v-ndA=0= p/ (—=Uo)bdzs + p/ ubdxs. (3.91)
ABCD 0 0

7 powyzszego rownania otrzymujemy:

1 é
h = —/ udzs. 3.92
Uo Jo 2 (3:92)

Po wstawieniu wyrazenia (3.92) do (3.90) wyrazenie na site tarcia wywierana
przez plyn na plyte ma postaé¢ (b= 1):

é 00
Fp= p/ u(Up — u)dze = pUg/ (1 - ﬁ) dzs. (3.93)
0 o Uo Uo

Zwréémy uwage na identyczna postaé calek we wzorach (3.93) oraz (3.88). Catke
te nazywa sie gruboécia utraty pedu a jej wartos¢ jest jednym z parametréw
charakteryzujacych warstwe przyscienng [33], [73]. Bedziemy ja oznaczaé ©:

g = / (1 - —) dzs, (3.94)

Sile tarcia mozna wiec zapisaé jako:
Fp = pbUZe. (3.95)

Jezeli do wzoru (3.94) za predkosé u(z2) podstawimy profil predkosci:

3zo 1 [/z9\3
— Loagd 3.96
u(zs) Uo[“ 2(5)J, 0<m <) (3.9)
to otrzymamy:
_5/ S Ly I _ e 1173) = 22 (@) ~ 26(z1),  (3.97)
’7 2" B 280 e
gdzie n =
Wrzér na sile tarcia dla zalozonego profilu predkosci (3.95) wynosi:
39
3.98
Fp = 505 pbUs(z1). (8108)

Nalezy jeszcze okreslié grubosci warstwy przysciennej na koficu ptyty.
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Ax
warstwa przyscienna

{ 1
— — % s

[ M(xl) f— - |

S P ="

e — e
T \8u L E )

8xmx: a5

Rys. 3.18: Formowanie si¢ laminarnej warstwy przyéciennej. Zwrécimy uwage, ze grubosé
warstwy roénie 6(x1) ~ x/? a naprezenia styczne na $cianie maleja 7, ~ g2

Newtonowi przypisuje sie stwierdzenie, ze plyn lepki poruszajacy sie nad ptyta
wywoluje naprezenia proporcjonalne do szybkosci zmian predkosci w kierunku
prostopadtym do éciany:

_ Ou N
Te = H@T:g’ —5 (3.99)
gdzie wspolczynnik proporcjonalnosci p nosi nazwe wspélczynnika lepkosei dyna-
micznej.

Nalezy podkresli¢, ze wzér (3.99) jest stuszny tylko dla przepltywéw spokojnych
nazwanych laminarnymi w odréznieniu od przeplywéw burzliwych nazywanych
turbulentnymi. Site tarcia wzdtuz plyty mozna wyznaczyé ze wzoru:

Fp(z) = b/OL Ts(z)dx. (3.100)

Jezeli zrézniczkujemy wzory (3.95) i (3.100) i poréwnamy je, to otrzymamy
réwnanie rézniczkowe: 75
2
pbUys Az
Réwnanie (3.101) podane przez von Karmana nazywane jest calkowym réwna-
niem p¢du dla warstwy przySciennej. Formalnie wyprowadza sie je na podstawie
uproszczonych réwnan rézniczkowych czastkowych ruchu cieczy w warstwie przy-
$ciennej [33], [45], [79], [97]. Réwnanie (3.101) wasne jest zaréwno wtedy, gdy
przeplyw w warstwie przysciennej jest laminarny, jak réwniez wtedy, gdy jest
turbulentny. Dla przeptywu trubuletnego nalezy uzyé¢ wzoru empirycznego na
naprezenia $cinajace na Scianie.
Dla przyjetego rozktadu predkosci (3.96) naprezenia styczne wynosza;
ou 3 ul,
ths: = Ma—y = 5_#(5_0 (3.102)

= brs. (3.101)
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Po wstawieniu wzoréw (3.97) oraz (3.102) do réwnania (3.101) otrzymujemy

réwnanie dla §(z):
39d5 3 4

280dz ~ 20pUp
Dalej wprowadzimy oznaczenie v = %. Wspélczynnik ten nazywamy kinematycz-
nym wspoétczynnikiem lepkosci. Ostatecznie otrzymujemy:
dé 140 v
dz ~ 13 Uy’
Catkowanie réwnania (3.104) wzdluz plyty daje:

d(x) v 4,64
N _ypa, )2 = 1
x ’ Uz +/Re; \4:108)

jest bezwymiarowg liczbg nazywang liczba Reynoldsa. Ze wzoru
1/2

(3.103)

(3.104)

U().’I)
14

(3.105) wynika, ze grubo$é warstwy przysciennej zmienia sig¢ jak d(z) ~ z
Wzér (3.105) pozwala obliczyé grubo$é warstwy przysciennej na koncu plyty. Stad
ostatecznie wzor dla sity tarcia ma postac:

Fp = 0,646b1/ U3 Lpp. (3.106)

Wspétczynnik 0,646 we wzorze (3.106) dla rozwiazania dokladnego (rozwigzanie
Blasiusa [79]) ma wartos$¢ 0,664. Blad wzgledny nie przekracza wiec 3%.

Z eksperymentu wiadomo, ze przeplyw laminarny, dla ktérego obowigzuje
wz6r na naprezenia styczne na $cianie (3.102) utrzymuje si¢ az do chwili, gdy
Re, < 10° + 10°. Dla wiekszych liczb Reynoldsa nastepuje utrata stabilnoéci prze-
plywu w warstwie przysciennej i ruch z laminarnego (warstwowego) przeksztalca
si¢ w turbulentny.

Obliczmy zatem jeszcze grubo$é warstwy przysciennej na koncu plyty. Liczba
Reynoldsa dla ptyty o dtugoéci L = 1m, ktéra jest optywana przez powietrze
o wspétczynniku lepkosci v = 15 x 1078 m? /s, z predkoscia Uy = 1 m/s wynosi:

1-1
Rer = 15107

Natomiast gruboéé warstwy przysciennej obliczona ze wzoru (3.104) dla z =1
WYnosi:

gdzie Re, =

~ 66 600.

4,64 -1

i) = ——

1) /66 600

Dla liczb Rynoldsa Re, > 108, naprezenia na $cianie okreSla si¢ ze wzoréw
empirycznych. Jeden z takich wzoréw ma postaé [67]:

~ 0,018 m = 1,8 cm. (3.107)

o[ v 1/4 g
— LA 3.10
75 = 0,0225pU < 0 5) (3.108)
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Dla przeplywu turbulentnego uéredniony rozktad predkosci w warstwie przyscien-

nej przyjmuje si¢ réwniez na podstawie badan doswiadczalnych. Jedng z bardziej
popularnych formut jest wzér:

w(as) = Uo (%) " (3.109)

Dla rozkladu predkosci wedtug prawa potegi jednej-siédmej wzory (3.101) oraz
(3.108) okreslaja zmiang gruboéci turbuletnej warstwy praysciennej jako [14], [67]:

(3.110)

3.3.4. Réwnanie transportu energii kinetycznej

Postulat o zachowaniu energii nalezy do jednych z najwazniejszych w fizyce.
Interesujace bedzie zbadanie, jak energia kinetyczna jest transportowana z prze-
ptywem.

Definicja 3.7. Energiq kinetyczng osrodka cigglego zawartq w poruszajgcej sie
wbjetosci Q(t) nazywamy:

K=- pvidu, (3.111)
2 Jaw)

gdzie v? = v? + v2 + v2.

Twierdzenie 3.8. Niech K oznacza energie kinetyczng czgstek poruszajgcych sie
wraz z objetoscig Qt) a gestosé sil masowych £, predkosé v, gestosé p, wektor
naprezen t spetniajg zasade zachowania masy, zasade zachowania pedu i momentu
pedu. Zmiana energii kinetycznej opisywana jest wtedy réwnaniem:

dK
— = pf - vdv + / t-vdS —/ T: Ddv, (3.112)
dt Q(t) Js Q(t)

gdzie D jest tensorem predkosci deformacji o elementach D;; = é (g%i g:])
T T

(patrz wzor (2.88)), T: D = T;;Dy; (skalarny iloczyn tensorowy).



3.8. Prawo zachowania momentu pedu 115

Dowéd:
d1l 9 ' d, ,
— dv = —(v®)dv =
dt 2 Jo) ¥ Q(t) pdf( Jue
= / V- p Y iy = / v - (pf + divT)dv (3.113)
dt ()

= (v:pf +v-divT)dv
Q(t)

O
lloczyn skalarny v - divT w konwencji sumacyjnej mozna, przedstawié¢ jako:

il i(UjTij) i, 0

. d. T = — % P —
v v 6;61' * (9:[31‘ : 8.731‘

Poniewaz tensor T jest symetryczny, zachodzi nastepujgca tozsamosé:
v-divTl =div(v-T) - T: D. (3.114)

Po wstawieniu tozsamosci (3.114) do réwnania (3.113) otrzymamy catke
fﬂ(t) div (v - T) dv, kt6rg mozna przeksztalcié, korzystajac z twierdzenia Gaussa,
do postaci:

- div(v-T)dv = /Snz-Tijvjd.S’ — /Stjvj = /St-VdS. (3.115)
Po uporzadkowaniu otrzymujemy wzér (3.112).

Zgodnie z wzorem (3.112) predkosé zmiany energii kinetycznej poruszajacej
si¢ objetosci pltynu réwna jest pracy sil zewnetrznych (f - vdv oraz t - vdS) oraz
rozproszeniu energii wyrazonej czlonem T: D a wynikajacej z interakcji naprezein
i deformacji objetoéci. Macierz D, ktéra pojawiala sic w powyzszych rachunkach,
Jest tensorem predkosci deformacji lub krétko tensorem deformacji. Macierz D jest
symetryczna, D;; = Dj;, a jej §lad tr D (suma elementéw na gtéwnej przekatnej)
Jest réwna dywergencji pola predkoéci tr D = divv. Wyrazenie ® = T: D nazywa
si¢ funkcja dysypacji energii [80].

Réwnanie transportu energii dla cieczy nielepkiej (T = —pI) i potencjalnego
pola sit masowych, a wiec f = —V®, przyjmuje postaé:
2 —(K+®) = / pv-ndS+ [ pdivvdy, (3.116)
dt S Q¢

gdzie IT = [, p®dv, reprezentuje energig potencjalng. Ostatni czlon po prawej
stronie wzoru (3.116) opisuje prace wykonang przez ci$nienie nad zmiang elementu
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objetosci. Korzystajac z twierdzenia Gaussa, obie catki po prawej stronie wzoru
(3.116) mozna polaczyé w jedng catke po objetosci. Prowadzi to do wzoru:
d .
—(K+®)=—- [ Vp-vdu,. (3.117)
dt Q
Dla plynu nieécisliwego, jak to pokazemy dalej, calka po prawej stronie wzoru
(3.117) jest réwna zeru (gradient funkcji p jest ortogonalny do wektoréw, dla kté-
rych divv = 0). Stad bedzie plynal wniosek, ze dla cieczy nielepkiej i nieécisliwej,
suma energii kinetycznej i potencjalnej podczas ruchu jest stala.



Rozdzial 4

Rownania ruchu cieczy nielepkiej

Réwnania ruchu ptynu dla cieczy nielepkiej wprowadzit Euler w 1751 roku.
Podamy najpierw definicje plynu nielepkiego (doskonalego), formulujac réwnanie
konstytutywne, czyli okreslajac zwigzek pomiedzy sktadowymi tensora naprezen T5;
a wielkodciami bioracymi udzial w ruchu ptynu. Dla ptynu nielepkiego jest tylko
cisnienie p. Nastepnie, korzystajac z prawa zachowania pedu dla oérodka cigglego
(rozdz. 3.2.4), wyprowadzimy réwnanie ruchu plynu nielepkiego.

4.1. Réwnanie Eulera dla cieczy nielepkiej

W réwnaniach podanych przez Eulera jedynymi silami powierzchniowymi
wystepujacymi podczas ruchu sg sity, ktére sg prostopadie do powierzchni ograni-
czajacej objetosé plynu.

Definicja 4.1. Plynem idealnym nazywamy plyn, w ktérym nie wystepujq na-
prezenia styczne (Scinajgce), czyli wektor naprezen powierzchniowych ma postac:

t = —pn czyli tensor naprezen przyjmuje postac:
-p 0 O
T=-pI=|0 —-p 0. (4.1)
0 0 -—p

W modelu plynu idealnego pomijany jest efekt lepkosci ptynu. Skladowe
tensora naprezen poza gléwna przekatng sa réwne zeru, a wiec brak jest naprezen
Scinajgcych. Funkcja skalarna p(x,t), ktéra opisuje gestosé (intensywnosé) sity
powierzchniowej N/m?, nazywa sig ciénieniem. W oérodku plynnym zawsze istnieje
ciénienie, co, podobnie jak gestoéé, jest podstawows, cechg o$rodka ptynnego. Odwo-
tujac sie do fizycznej natury pltynéw, nalezy powiedzieé, e ci$nienie jest wynikiem
molekularnej natury materii. Dowolny element powierzchni zanurzonej w osrodku
plynnym wskutek termicznego ruchu molekut doznaje od otaczajacego oSrodka
sit spowodowanych zderzeniami molekul z ta powierzchnig. Na kazdy element tej
powierzchni, niezaleznie od jej orientacji, dziala sita dF = —pndA. Cisnienia jako
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gestosci sity powierzchniowej nie mozna mierzyé bezposrednio, ale mozna dokona¢
pomiaru jego réznicy. W praktyce inzynierskiej pomiaru réznicy cisnien dokonuje
si¢ wzgledem cisnienia otoczenia (ci$nienia atmosferycznego). Otrzymane ci$nienie
jest nazywane ciénieniem wzglednym. Dokonuje si¢ tez niekiedy pomiaru réznicy
ciénien wzgledem prézni, gdzie nie ma osrodka materialnego, a cisnienie jest réwne
zeru. Wtedy ciénienie nazywane jest absolutnym lub bezwzglednym.

Réwnania ruchu plynu cieczy nielepkiej nazywane sy rownaniami Eulera. Ze

wzgledu na postaé tensora naprezen (4.1) oraz div T = —Vp réwnania Cauchy’ego
(3.62) przybieraja postac:

dv; op .

- = : = i=1, 2, 3 4.2

Po rozwinigciu pochodnej substancjalnej predkosci po lewej stronie réwnania (4.2)
przyjmujg postac:

avi avi 8]? : . ‘
OV | O _ e 9P =1,23. 4.3
’ ( gt Y 5-76]') Py 3

W réwnaniach (4.2) jest pigé niewiadomych (vy, v, v3,p, p). Do réwnan (4.2) nalezy
dotaczyé réwnanie wyrazajace zasade zachowania masy (rownanie cigglodci) oraz
dodatkowo uzupetnié o zwigzki termodynamiczne, réwnania stanu, okreslajace
zalezno$é pomigdzy ciénieniem i gesto$cia ptynu. Dla stalej temperatury takie
réwnanie moze mie¢ postaé p/p = const. Dalej bedziemy zajmowali si¢ tylko
plynem niedcigliwym i jednorodnym (p = const), w przypadku ktérego ci$nienie
jest zmienng kinematyczng, bez zwigzku ze termodynamicznego zwigzku z gestoscia
czy temperatura.

Uklad réwnan opisujacy ruch pltynu wraz z warunkiem poczatkowym i brzego-
wym na nieruchomej écianie stalej ma postac:

5,
p5y +(v-V)v=pf =%, (4.4)
div v =0, (4.5)
v(x,0) = v, (4.6)
v nly, = 0. (4.7)

Roéwnania (4.4) i (4.5) wraz z warunkami brzegowymi stanowig kompletny opis
ruchu cieczy niescisliwej, jednorodne;.

Warunek v - n = 0 na brzegu ciala stalego fizycznie oznacza brak przeptywu
przez $ciane.

W przypadku przeptywu tréjwymiarowego v = (v1, v2, v3) istnienie rozwigzania
jest dowiedzione tylko dla krétkiego przedziatu czasu.
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W przypadku przeplywu dwuwymiarowego dowdd istnienia dla dostatecznie
regularnych warunkéw poczatkowych w dowolnym przedziale czasu podal polski
matematyk W. Wolibner w 1932 roku [41].

4.1.1. Réwnanie Gromeki—Lamba

Réwnanie Eulera (4.4) mozna przeksztalci¢ do innej, bardzo uzytecznej postaci.
Korzystajac z tozsamosci wektorowe;j:

(v -V)v= V(%v2> +wxv, (4.8)

réwnanie Eulera (4.4) mozna zapisa¢ w formie:

0 1
pa—: +wxv= —V<§v2> + pf — Vp. (4.9)
W szczegdlnym przypadku, gdy zewnetrzna sila masowa ma potencjal ®, f = —V®

a gestosé plynu jest stala p = const, to powyzsze réwnanie ruchu plynu nielepkiego
mozna dalej przeksztalci¢ do postaci:

ov v?2 P
—twxv==-V|—+d+=|. 4.10
ot T < 2 0 (4.10)

Jezeli plyn jest plynem barotropwym réwnanie ruchu ptynu (4.10) mozna
réwniez sformutowaé dla ptynu Scigliwego, barotorpowego. Ptynem baratropowym
nazywamy plyn, ktérego gestosé zalezy od ci$nienia p = p(p). Do rozwazan
wprowadza sie w takim wypadku tzw. funkcje ciSnienia:

_ [P
Al /po p(p)’ el

Dla tak okreélonej funkcji ciénienia zachodzi zaleznoéé:

dP
VP(p) = —Vp =

= V. 4.12
i p (4.12)

1
P

Dla ptynu barotorpowego réwnanie (4.10) przyjmuje postac:

ov v?2
- vl . 4.13
8t+wxv V<2+<I>+P) (4.13)

Réwnania ruchu w postaci (4.10) lub (4.13) nazwa si¢ réwnaniami Gromeki-
Lamba [59].
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4.1.2. Réwnanie Helmholtza (réwnanie transportu wirowosci
w plynie nielepkim)

Oznaczmy tréjczton stoj@czy pod znakiem operatora gradientu po prawej stronie
réwnania (4.10) przez B = %5 + p® + % Wtedy réwnanie (4.10) przedstawia sie
nastepujaco:

% +w x v=-VB. (4.14)

Wielkoéé skalarna B nazywa si¢ tréjmianem Bernoulliego. Z réwnania (4.14)
wynika, ze jego lewa strona, w ktérej wystepuja wielkosci kinematyczne, predkosc
i wirowoéé, jest polem potencjalnym z potencjatlem B. Oznacza to, ze rotacja
lewej strony réwnania (4.14) jest réwna zeru:

rot <(;%—I—w ><v> ={. (4.15)
Stad:
O +rot(w x v) =0. (4.16)

ot
Nie kazde pole predkoéci moze wiec byé zrealizowane w plynie doskonalym
z potencjalnym polem sit masowych. Pole predkosci musi spetniaé¢ réwnanie (4.16).
Korzystajac z nastepujacej tozsamosci wektorowej:

rot(wxv)=(v:-Vw— (w-V)v+wdivv — vdivw (4.17)
oraz z tego, ze divw = 0, réwnanie (4.16) mozna sprowadzi¢ do postaci:
0
a—":—F(V-V)w:(w-V)v—wdivv. (4.18)

Lewa strona réwnania (4.18) wyraza pochodna substancjalna wirowosci. Réwnanie
(4.18) mozna przedstawié¢ jako:

dw

T (w-V)v—-wdivv. (4.19)

Réwnanie (4.19), wyprowadzone przez A.A. Friedmana(!) w 1922 roku, nazywane
jest rownaniem dynamicznej mozliwosci ruchu [59]. Pierwszy czlon prawej strony
réwnania (w - V)v = w - grad v wyraza projekcje gradientu predkosci na kierunek
wektora w. Ze wzgledu na to, ze VW = D + Q (patrz wzér (2.85)) oraz Qw = 0,
czton ten mozna przedstawic jako:

(w-V)v=Duw, (4.20)

) Uczony rosyjski (1887-1925), zajmowat si¢ kosmologia, jak réwniez hydrodynamika
i meteorologig. Jest autorem stynnego réwnania opisujacego ewolucje Wszech§wiata.
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gdzie D jest tensorem szybkoéci deformacji (patrz rozdz. 2.4.1). Czion (w - V)v
opisuje deformacje pola wirowosci w wywolang deformacjg pola predkoéci. Dziala-
nie czlonu (w - V)v na pole wirowosci popularnie nazywane jest rozcigganiem pola,
wirowosci. Drugi czton po prawej stronie réwnania (4.19) (—wdiv v) opisuje efekt
wywolany $cisliwosciag plynu.
Z uwagi na fakt, ze:
divv = —liq, (4.21)
p dt

réownanie (4.19), po podzieleniu obustronnie przez p, mozna przedstawié¢ w naste-

pujacej formie:
d

Dla ruchu nieécisliwego (divv = 0) i jednorodnego p = const réwnanie (4.18)
przyjmuje postac:

dw

FTi (w-V)v. (4.23)
Réwnanie (4.23) nazywane jest réwnaniem Helmholtza, a dokladnie réwnaniem
transportu wirowosci w ptynie nielepkim. Wynika z niego, ze wirowo$é jest uno-
szona przez pole predkosci. Materialne czagstki ptynu, ktére tworzyly linie pola
wirowosdci w wybranej chwili ¢, bedg te linie tworzyly réwniez w chwilach p6zniej-
szych. Z réwnania (4.22) wynika, ze réwniez iloraz w/p jest unoszony przez pole
predkosci.

Nalezy zauwazy¢, ze czlon (w - V)v jest rézny od zera tylko dla przepltywéw
trojwymiarowych. Stanowi to bardzo wazng réznice pomiedzy przyplywem tréj-
wymiarowym i dwuwymiarowym. Jak wiemy z rozdzialu pierwszego dla dwéch
wymiaréw wirowo$¢ w ma tylko jedng skladows rézna od zera w = (0,0,ws). Dla
plaskiego pola predkosci v = (v, v9,0) czlon (w - V)v jest réwny tozsamosciowo
zeru. Réwnanie (4.23) dla przeplywu dwuwymiarowego ma postaé:

dUJ3
— =0. 4.24
i (4.24)
Z réwnania (4.24) wynika, ze wzdtuz trajektorii x = ®(a, t) wartoé¢ ws nie ulega
zmianie w3 (x,t) = ws(a, 0). Dla przeplywéw tréjwymiarowych wektor wirowosci
ma trzy rézne od zera skladowe w = (wy,ws,ws) i ulega zmianie wzdtuz trajektorii
czastki na wskutek dzialania tensora D.

4.1.3. Dekompozycja Hodge’a

W dynamice ptynu niescigliwego ciénienie p(x,t) jest wielkoscig, ktéra nie ma
termodynamicznego zwigzku z innymi parametrami fizycznymi oérodka, takimi jak
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gestoéé czy temperatura. Z tego powodu wyznaczenie pola ci$nienia w przypadku
numerycznego rozwiazywania réwnan Eulera (4.4) jest utrudnione. Warunki brze-
gowe i poczatkowe stawia sie tylko dla pola predkosci. W réwnaniu (4.4) brak jest
czlonéw, ktére opisywalyby zmiane cisnienia w czasie. Aby zbadac role ci$nienia
w ruchu nieécidliwym, wykorzystamy dekompozycje Hodge’a [74].

Twierdzenie 4.1. Dowolne pole wektorowe v € lLo zadane na jednospdinym
obszarze Q o gladkim (regularnym) brzegu OS2 mozna przedstawic jednoznacznie
w postaci sumy ortogonalnych wzgledem siebie pol wektorowych:

v=vy+ VO oraz / vg Vo@du = 0, (4.25)
Q

gdzie div vy = 0 wewngtrz obszaru ), natomiast na brzegu 02, vy -n = 0.

Dowéd: Pokazemy, w jaki sposob mozna otrzymacé pola uy oraz V®. Dzialajac
operatorem dywergencji obustronnie na réwnanie (4.25), otrzymujemy zagadnienie
Neumanna dla funkcji ®:

AD = divv, (4.26)
0P
gp = Vv'n ma brzegu 99. (4.27)

Wiadomo, Ze dla zagadnienie Neumanna (zob. réwnania (4.26), (4.27)) istnieje
rozwigzanie z doktadnoécig do statej [70], [84], ale pod warunkiem, Ze spelniony
jest warunek jego rozwiazywalnodci, ktéry ma postac¢ (por. wzér (1.107)):

/ A®dy = / divvdv = / v-ndS (4.28)
J JQ o0

Warunek (4.28) jest spelniony jako konsekwencja twierdzenia Gaussa.

Rozwiazujac (4.26) i (4.27), otrzymamy funkcje skalarng ®. Pole wektorowe v
mozna otrzymac jako vg = v — V®. Latwo sprawdzié¢, majac na uwadze warunki
(4.26) i (4.27), ze tak wyznaczone pole wektorowe spelnia warunki twierdzenia
divvg = 0 oraz v4-n = 0. Aby wykaza¢ ortogonalnoéé¢ pél v4 oraz V@, postuzymy
si¢ tozsamodcia:

div(®vy) = vy - V@ + & divvy. (4.29)

Ze wzgledu na to, ze div vy = 0, po scatkowaniu powyzszej tozsamosci stronami,
otrzymamy:

/ div(®vy)dv = / vy - V@dv = / POvy-ndS =0 (4.30)
Q Q Joq ’

poniewaz na brzegu vg-n = 0.
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Aby wykazaé jednoznacznos¢, przyjmiemy teze przeciwna: zalézmy, ze istniejg
dwa rézne rozktady pola v = vi4 + V@ oraz v = vog + VO, (4.26) spelniajace
warunek (4.30). Wtedy réznica tych rozkladéw jest réwna zeru:

0=vig —vag + V(1 — D2). (4.31)

Mnozac réwnanie (4.31) przez viq—vaq oraz calkujgc po obszarze , otrzymujemy:
0= /Q (|V1d — vaal® + V(@) — ®3) (vig — V2d)) dv =

(4.32)
:/ |V1d = V2d|2d’U-
Q

Wyrazenie podcatkowe (4.31) jest funkcja dodatnia, a catka z tej funkcji jest réwna
zeru. 7 tego wynika, ze vig = vog4 oraz V@, = V®,. Stad &, = P, + const. O

W wektorowej przestrzeni funkcji .2, w ktérej istnieje podprzestrzen funkcji
bezdywergentnych, wektor-funkcje mozna przedstawié geometrycznie (zob. rys. 4.1).

pole gradientéw

podprzestrzen
/ wektoréw divv =0

Rys. 4.1: Rozklad wektora v na cze$é gradientows i bezdywergencyjna, v = vy + V&

4.1.4. Wyznaczanie pola ci$nien metoda projekcji

Jednoznacznoéé rozkladu i ortogonalnoéé pél wektorowych bezdywergentnych

1 gradientowych pozwala na wprowadzenie operatora rzutowania P. Wektor v, ze

wzgledu na przedstawienie (4.25), mozna rzutowaé na podprzestrzen wektoréw
bezdywergencyjnych:

P(v) = vq. (4.33)

Czes$¢ gradientows wektora v, V@, mozna przedstawié¢ jako:

(I-P)v = V. (4.34)
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Jest to podstawg jednej z bardziej popularnych metod numerycznego rozwig-
zywania réwnan ruchu plynu w zmiennych pierwotnych (p,v). Metode zostata
opracowana przez A. Chorina [17],[18]. Moze by¢ wykorzystywana do rozwig-
zywania réwnan ruchu cieczy nielepkiej [66], jak réwniez réwnan ruchu ptynu
lepkiego [12]. Idee algorytmu obliczeniowego przedstawimy dla réwnania Eulera
plynu nielepkiego.

Jezeli zadzialamy operatorem rzutowania P na obie strony réwnania (4.4), to
otrzymamy:

% =P (—v-V)v. (4.35)
W réwnaniu (4.35) nie wystepuje juz ciénienie. Jezeli czasoprzestrzen (x,t), w kt6-
rej szukamy rozwiazania, pokryjemy siatka numeryczng nAt,ih, jh, kh, gdzie
h = Ax;, to mozna poszukiwaé rozwigzania na nowej warstwie czasowej (n + 1)
w dwodch krokach: w pierwszym rozwigza¢ réwnanie Eulera (4.4) bez ciSnienia,
a otrzyma si¢ pomocnicze pole v*, dla ktérego divv* # 0, w drugim, korzysta-
jac z twierdzenia Hodge’a o rozkladzie (rozdz. 4.1.3), tak skonstruowaé czesé
gradientowg rozwiazania na warstwie (n + 1), aby div v?*! = 0.

Dla zaprezentowania idei w mozliwie najprostszy sposob postuzymy sie jawnym
schematem réznicowym. Zalézmy, Zze znane jest pole predkosdci i cignienia na
warstwie czasowej t" = nAt, p", v" oraz divv" = 0. Nalezy wyznaczyé pole
predkosci i pole cisnien w czasie "1 = " + At. Aproksymacja réwnania pedu
(4.4) na warstwie t"*! przyjmuje postaé:

vl = v — At (V- VYR — At VT Atpf, (4.36)

gdzie pochodna po czasie z pola predkosci zostala zastapiona progresywnym
ilorazem réznicowym (ilorazem w prz6d). Podstawowym problemem w bezpogred-
nim wykorzystaniu réwnania (4.36) do obliczenia v**! jest to, ze divv™t! £ 0,
a wigc zasada zachowania masy nie bedzie spelniona, oraz ze nie wiadomo, jak
obliczy¢ cisnienie p"*! na nowej warstwie czasowej. Teraz mozna postuzy¢ si¢
dekompozycja Hodge’a. Najpierw wyznaczymy pomocnicze pole v* 7z réwnania:

vi=vT— At (v VIVP = At W 4 Atpf. (4.37)

Pole v* nie spelnia réwnania ciggtosci (div v* # 0). Pole v* mozna roztozy¢ na
czgS¢ bezdywegencyjng i czgs¢ gradientows z pewnej funkeji @, a wiec

vi=v' L ve, (4.38)
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Zadamy, aby divv™! = 0. Dzialajac operatorem div na obie strony réwnania
(4.38), otrzymamy réwnanie Poissona, dla funkcji ®:

Ad = div v*, (4.39)

0P
s =v*.n. 4.4
91| v¥.n (4.40)

Wartos¢ predkoscei dla chwili ¢"+! otrzymujemy z réwnania (4.38) vl = v* — V.
Ci$nienie mozna wyznaczy¢ z réwnania (4.41) po odjeciu stronami réwnan (4.36)
i (4.37) oraz wykorzystaniu (4.38):

Vo = AtV(p"T! —p"). (4.41)
Stad otrzymujemy z dokladnoscig do stalej:
P
ntl —pn gy — | 4.42
p AN (4.42)

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze pole przejéciowe v* zawiera w sobie juz peing
informacje o wirowosci pola predkosci. Dodanie do pola v* sktadowej gradientowej
(potencjalnej) nie zmienia jego wirowosci. W trakcie obliczen pole v* musi by¢
wyznaczane w kazdym kroku czasowym.

Stosujac powyzszy algorytm do przeplywéw lepkich nalezy z pewna staranno-
$cia podchodzié¢ do realizacji warunku brzegowego na Scianach dla pola v*. Wynika
to z tego, ze dla ptynu lepkiego zada sig¢, aby nie tylko sktadowa normalna pola
predkosci na $cianie, ale réwniez sktadowa styczna byly réwne zeru [12], [72], [74].
Ciekawa realizacje metody projekcji dla dwuwymiarowego, niescisliwego przeptywu
lepkiego przedstawiono w raporcie [37]. Raport, o duzym walorze dydaktycznym,
zwiera réwniez kod obliczeniowy w jezyku FORTRAN.

4.2. Przeplywy potencjalne

Definicja 4.2. Przeplywem potencjalnym nazywamy przeptyw, ktorego pole pred-
kosci wyraza si¢ za pomocg gradientu z pewnej funkcji skalarnej nazywanej poten-

cjatem:
v = Vip. (4.43)

Przeplywy potencjalne sg przeptywami bezwirowymi, poniewaz rot(Vyp) = 0.
W obszarze jednospéjnym warunek rot v = 0 implikuje istnienie funkcji skalarnej
¢ takiej, ze zachodzi (4.43). Wyznaczenie stacjonarnego przeptywu potencjalnego
i niescigliwego divv = 0 sprowadza si¢ do rozwiazania réwnania Laplace’a:

dp
= - =0. 4.44
Ap =0, B laq ( )
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Twierdzenie 4.2. Niech v = Vi bedzie stacjonarnym, niescisliwym polem pred-
kosci o stalej gestodci, a sity masowe majqg potencjat ®, f = —V&. Wiedy pole
predkosci v = Vi spetnia réwnanie Eulera (4.5) z funkcjq cisnienia:

pv>

P=—"5 + p® + ¢, (4.45)

gdzie v = v? + v3 +v3, a c jest dowolng stalg.

Dowdd: Jak wiemy (patrz réwnanie (4.4)), réwnanie Eulera wraz z rownaniem
cigglosci ma postac:

p%: + (v V)v=—-Vp - pVO, (4.5")

divv = 0. (4.6)

7 zalozenia, ze przeplyw jest stacjonarny, wynika, ze %—‘t' = 0. Korzystajac z tozsa-

moséci wektorowej (4.8) oraz z tego, ze w = 0, réwnanie (4.5) mozna przeksztaleic
do postaci:

1
pEV(VQ) = —Vp — pVa. (4.46)
Po przeniesieniu wyrazenia z operatorem V na jedna stron¢ réwnania otrzymuje
sie:

1
V(p + pi(v2) + p@) ={. (4.47)
Wyrazenie w nawiasie musi wiec by¢ stale. Stad wynika teza twierdzenia p =
2
=B 4 g0+ 6 O

Nalezy podkreéli¢, ze zalozenie o ruchu bezwirowym w pozwolilo sprowadzi¢
rozwiazywanie nieliniowego réwnania Eulera do rozwigzywania liniowego réwnania
Laplace’a.

4.2.1. Energia kinetyczna przeplywu potencjalnego
i twierdzenie Thomsona

Podamy kilka twierdzen i wzoréw charakteryzujacych przeptywy potencjalne.
Najpierw wyprowadzimy wzdr na energic kinetyczna ruchu potencjalnego. Przyj-
miemy, ze ruch plynu jest niesciéliwy i potencjalny v = Vip. Potencjal predkosci
spelnia réwnanie Laplace’a Ay = 0 a pole predkosci v réwnanie Eulera (4.5).

Lemat 4.1. Energia kinetyczna w przeplywie potencjalnym wyraza si¢ wzorem.:

1 - 1 ’ 1 [ Oy
Bo=2s | w24 :_/ 24 :-/ 9% 4s. .
k Qp/Qv v 2p'Q\WI V=250 ] ¥on S (4.48)
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Dowéd: Skorzystamy z pierwszej tozsamosci Greena (rozdz. 1):

_ ki
/Q (¥ - cpilal i = /8 _pGhds. (4.49)

Jezeli réwnanie (4.49) pomnozymy stronami przez %p oraz przyjmiemy ¥ = ¢
otrzymujemy teze lematu. O

Energia kinetyczna przeplywu potencjalnego (4.48) wyraza sie za pomocy calki
powierzchniowej po brzegu obszaru 0€). Jezeli na zamknietej powierzchni 92 = S
sktadowa normalna 3 a Jest rowna zeru, czyli v-n = 0, to ptyn bedzie pozostawalt
w spoczynku Ej, = O MOW1 sig, ze przeplyw bezwirowy w obszarze jednospdjnym,
w ktérym brzeg jest nieruchomy, jest niemozliwy.

Ponizej udowodnimy twierdzenie, ze przeplyw potencjalny ma najmniejszg
energie kinetyczna spo$réd wszystkich mozliwych przepltywéw niescisliwych, ktére
spelniaja te same warunki brzegowe.

Twierdzenie 4.3. Niech v(x,t) = Vip bedzie polem predkosci przeplywu poten-
cjalnego w obszarze ograniczonym 2 oraz niech v'(x,t) bedzie dowolnym innym
polem predkosci, ktdre spelnia te same warunki brzegowe na brzegu 02, co pole
potencjalne:

vi.on= o5 na 0Of, (4.50)
on
oraz v' spelnia réwnanie cigglosci:
divy'=0 w Q. (4.51)
Zachodzi wtedy zaleznosé:
/ v2dv > / |Vio|2dw. (4.52)
Q Q

Dowéd: Rozwazmy réznice:
/ v/ — v|%dv =/ v/ |2dv +/ |Vio|2dv — 2/ v’ - Vipdv. (4.53)
Q Q Q Q

Korzystajac z tozsamosci (1.108) (rozdz. 1), na mocy lematu (4.48) i warunkéw
(4.50) oraz (4.51), ostatnia catke w powyzszym wyrazeniu mozna przeksztalcié do
postaci:

/ v’ - Vipdv =/ div(pv')dv =/ ev' - ndS =
Q Q 89

:/ 2P /|V<p|2d'u (4.54)
Bn
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Roéwnanie (4.53) przybiera postac:

/|v’—v|2dv:/ |v’|2dv—/ Vil dv. (4.55)
Q Q Q

Poniewaz calka po lewej stronie réwnania jest zawsze dodatnia, a wigc najmniejsza
warto$é réwna zeru bedzie osiggana wtedy, gdy v/ = Vip. Stad wynika nieréw-
nos$é (4.52). O

4.2.2. Réwnanie Bernoulliego

Jednym 7z waznych narzedzi pozwalajacych badaé ruch ptynu nielepkiego
jest réwnanie Bernoulliego. Matematycznie réwnanie to wyraza catke pierwszg
réwnania Eulera. Calka ta ma popularna, fizyczng interpretacje jako réwnanie
zachowania energii.

Réwnanie ruchu dla ptynu nielepkiego dopuszcza istnienie calek pierwszych
dla przeptywu ustalonego oraz dla przeptywu potencjalnego.

W przypadku przeplywu ustalonego (%”; = 0, p = const) réwnanie Eulera
(4.9) ma postac:

wxv=-VB, (4.56)

gdzie B = (V; + o+ %) Jak wiemy (patrz rys. 1.55), iloczyn wektorowy w x v
jest prostopadly zaréwno do wektora v, jak i w. Mnozac skalarnie réwnanie (4.56)
przez jednostkowy wektor styczny do linii pradu ey, otrzymujemy:

ey - (wxv)=-VB-e, =0. (4.57)

Iloczyn VB -e, = %—E jest pochodng kierunkowg w kierunku linii pradu. Z réwnania
(4.57) wynika, ze wzdluz linii pradu funkcja B jest stala:

B:_—'—@—'——:Cv. (4.58)

Réwnanie (4.58) jest catka ruchu réwnania Eulera (4.9) dla plynu nielepkiego
i niescisliwego. Réwnanie jest prawdziwe réwniez dla plynu barotropowego (patrz
wzory (4.11) i (4.13)). Nazywa si¢ je réwnaniem Bernoulliego. Stala C, po prawe]
stronie rownania (4.58) moze przyjmowaé rézne wartoéci na réznych liniach pradu.

Fizyczna interpretacja réwnania (4.58) jest taka, ze dla ustalonego niescigliwego
przeplywu nielepkiego suma przypadajaca na jednostke masy energii kinetycznej,
ciénienia i potencjatu sily masowej jest stala wzdluz linii pradu.

Podobny wniosek mozna sformulowaé dla linii wirowych, tj. takich, do ktérych
wektory wirowosci sg styczne w ich kazdym punkcie. Po pomnozeniu skalarnym
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réwnania (4.56) przez jednostkowy wektor e,, otrzymujemy, ze wzdluz linii
wirowych funkcja B(z1, z2, z3) = C,,, gdzie C,, jest stata, ktéra moze przyjmowaé

rézne wartosci na réznych liniach wirowych.
Do réwnania Bernoulliego zazwyczaj dolaczane jest réwnanie cigglosci.

dq,=v, ndA,

dq,+dg,=0

linie prgdu

/v dg,=-v, ndA,
Rys. 4.2: Rurka pradu pola predkosci

Jezeli wzdluz wybranej linii prgdu utworzymy rurke, ktorej $ciany boczne
utworzone sg z linii pradu, to dla ptynu niesci$liwego na mocy twierdzenia Gaussa
zachodzi zalezno$é:

0= { divvdu= / v+ nds, (4.59)
Q. S

z ktérej wynika, ze strumienn objetosci w rurce, ktéra nazywa sie rurkg pradu,
ma wartoéé stata A1 V) = AoVs, gdzie V; jest predkosciag Srednia w przekroju A;.
Strumien przez powierzchnie boczne rurki jest réwny zeru, poniewaz v -n = 0.
Interesujgce jest réwniez to, ze zachowuja sie wzdluz rurki pradu strumienie pél
wektorowych Bv oraz Bw, poniewaz sg one takze bezzrddlowe, tzn. div(Bv) =0
i div(Bw) = 0. Wynika to z tozsamosci wektorowej (1.108) oraz z tego, ze VB = 0.

Zwr6émy uwage, ze pole wektorowe w x v jest polem potencjalnym z po-
tencjatem B (patrz wzér (4.57)). W wybranym punkcie tego pola wektorowego
mozna poprowadzié isopowierzchnie ortogonalna do linii tego pola wektorowego.
Plaszczyzna styczna do tej powierzchni bedzie utworzona z linii pradu i linii
wirowosci [59]. Powierzchnia B(z1, 2, z3) = C jest utworzona z siatki linii pradu
oraz linii wirowych i nazywana, jest powierzchnia Bernoulliego (rys. 4.3). Jezeli
w calym obszarze przepltywu w x v = 0, to tr6jmian Bernoulliego B ma t¢ samag
warto$é dla catego obszaru. Sytuacja taka zachodzi, gdy mamy do czynienia
z przepltywem potencjalnym v = V¢ lub z przeplywem, w ktérym linie pradu sg
réwnolegle do linii pola wirowoéci v = Aw (przeplyw Beltramiego).

Duze znaczenie réwnania Bernoulliego w praktyce wynika z tego, ze pokazuje
ono prostg relacje pomiedzy ciénieniem a predkoscia. Potencjal sity masowej
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linie pola wirowego

v

powierzchnia Bernoulli’ego
B = const

Rys. 4.3: Powierzchnia Bernoulliego B(zy,x2,z3) = C utworzona przez rodzine linii
pradu i linii pola wirowoéci

w polu grawitacyjnym ma postaé & = —zg (3 = z). Dla dwéch réznych punktéw
w przestrzeni 1 i 2 zachodzi zaleznosé:

. 2
_‘;_1 T I_;)l_ +gz1 = —22 + 1; -+ gzo = const. (4.60)

Zmienng z nazywa si¢ wysokoscia niwelacyjna. Z réwnania jasno wynika, ze gdy
21 = 22, wzrost predkosci moze nastapi¢ kosztem zmniejszenia si¢ ci$nienia. Jest
to podstawowa zaleznos¢ wykorzystywana w praktyce do konstrukeji przyrzgdéw
stuzacych do pomiaru lokalnej warto$ci predkosci oraz strumienia objetosci.

Prawo Bernoulliego jest podstawowym réwnaniem wykorzystanym w jednowy-
miarowych obliczeniach hydraulicznych [19],[42]. Jest z nim zwigzane jednowy-
miarowe réwnanie cigglosci Av = const, gdzie A jest polem przekroju rurociggu
a v predkosciag Srednig.

W przypadku przeptywu potencjalnego, aby otrzymaé calke ruchu, nie musimy
zaklada¢ stacjonarnosci pola. Réwnanie Eulera w formie Gromeki-Lamba (4.13)
przyjmuje postac:

OV

v p

Po przeniesieniu wyrazéw na jedna strong otrzymujemy réwnanie:

dp V2
V<E+—+(p+p =0, (4.62)
z ktdérego wynika, ze wyrazenie w nawiasie nie zalezy od wspéirzednych prze-
strzennych z; i jest zalezne od pewnej dowolnej funkcji od czasu;

dp  v?
E+—+<I +—:f(t). (4.63)
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Wyrazenie (4.63) nazywa sie calkg Cauchy’ego—Lagrange’a [45] lub niestacjo-
narnym réwnaniem Bernoulliego [96]. Jak juz wiemy, w przypadku przeplywu
potencjalnego i niescidliwego, aby wyznaczyé pole predkosci, nalezy rozwigzaé
réwnanie Laplace’a dla potencjatu ¢ (patrz wzér (4.44)), a nastepnie pole pred-
kodci z réwnania v = Vip. Gdy znamy juz predko$é v, réwnanie (4.63) moze byé
wykorzystane do wyznaczenia ci$nienia:

I

=00 1 a_
p=—py, = 50" = p®+pf(2). (4.64)

Funkcja f(t) moze by¢ zadana w jakim$ wybranym punkcie przestrzeni. Obowig-
zuje ona dla calego obszaru przepltywu i nie zalezy od zamiennych przestrzennych.

Potencjal predkosci ¢ wyznaczany jest z dokladnoécig do pewnej funkceji
zaleznej od czasu i dodanie tej funkcji do potencjatu ¢ — [ f(¢)dt nie zmienia pola
predkoéci v = V. Mozna wiec przyjaé, ze f(t) = 0.

Czlon % pv? nazywa sic ciénieniem dynamicznym. W przypadku przepltywéw
szybko zmiennych w czasie dominujgce znaczenie ma, czion p%‘te nazywany niekiedy
ciénieniem przejéciowym [39]. Dla potencjalnego przepltywu stacjonarnego ciénienie
wyznaczamy ze wzoru (4.45).

Rownanie (4.63) jest wykorzystywane réwniez w badaniach dotyczacych ruchu
powierzchni rozgraniczajacej dwa oérodki. Powierzchnia rozdziatu moze byé po-
wierzchnia, na ktérej przy przechodzeniu z jednego oérodka do drugiego predkosé
styczna zmienia sie skokowo. Osérodki moga r6znié sie¢ réwniez skokowo wartoscig
gestosci. Przy przechodzeniu przez taka granice rozdzialu potencjaly predkosci
sg nieciagle i doznaja skoku g = ¢; — @as. Skoku doznaja réwniez sktadowe
styczne pola predkosci v = (vi — va) - s. Stosujac réwnanie (4.63) dla kazdego
z oérodkéw i uwzgledniajac ich réznice, mozna wyprowadzi¢ réwnanie opisujace
zmiane w czasie skoku potencjatu u lub predkoéci v i wyznaczy¢ réwnanie ewolucji
powierzchni [49].

4.2.3. Twierdzenie o cyrkulacji pola predkosci (twierdzenie Kelvina)

Przypomnijmy, ze cyrkulacja I' pola predkosci v nazywa si¢ caltke liniowa
wzdtuz zamknietej krzywej C:

I'= j{ v.s0ds = ]{ (vidz + vadzo + v3dzs), (4.65)
(& (&

gdzie § oznacza catke wzdluz zamknietej krzywej C a s%ds = (dz1,dzo,dz3)
Jest elementem krzywej, po ktérej odbywa sie catkowanie. Dalej bedziemy badaé
cyrkulacje wzdluz krzywej unoszonej jest przeplyw, a wigc C(t) = ®(C(0)).
Krzywa C(t) utworzona jest z tych samych czastek. Méwimy, ze krzywa C jest
krzywa materialng, (rys. 4.4).
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trajektoria
czqgstki
['= const

czqstka o

c(0)

Rys. 4.4: Na krzywe] C unoszonej przez przeplyw C; = ®(C(0)) w plynie nielepkim
cyrkulacja jest stala

Twierdzenie 4.4. W potencjalnym polu sit £ = —V®, w plynie nielepkim o stalej
gestosci lub w plynie barotropowym (p = p(p)) cyrkulacja wzdiuz krzywej C
unoszonej przez przeplyw nie zalezy od czasu, czyli

d r
— % v-ds=0. (4.66)
dt Ja(c())

Dowéd: W dowodzie twierdzenia wykorzystamy nastepujacy wzoér:

d
— f v-ds = d_v -ds
dt Ja(c(t) a(c() dt

Przyjmijmy, ze krzywa C ma przedstawienie parametryczne C = ¢(a),0 < a < 1.
Wtedy:

d d 11 o
dt .;é(cu)) ¥ E/O V(gb(a)’t)%‘l’(ﬂa),t)da =
dv 0 82
B / (%a(—q’ ($(a). £) + Va—w;i’w(a),t)) da=  (4.68)

= [ (% 2 a0, f>+v§av<q><¢<a>,t>>) da.

o .
Czlon (v%v(@@(a),t))) da = d(%vQ). Calka ¢ d(%vz) = 0 jako calka z réz-
niczki po krzywej zamknigtej. Powracajac do zmiennych pierwotnych krzywej C,
otrzymujemy wzor (4.67).
Zwr6¢my uwage, ze zatozenia twierdzenia Kelvina gwarantuja, ze:

dv

o = VA,
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gdzie H = 2 — @, a dla plynu barotorpowego H = P — ®. Tak wiec:

o
d d
—7{ v'ds=% —V-ds=—7{ dH =0.  (4.69)
dt Ja(c() @(c() dt 2(C(1)
Stad wynika teza twierdzenia Kelvina o zachowaniu cyrkulacji. O
Warto zwréci¢ uwage, ze skoro ‘é—;’ = —VH, to pole przyspieszen %% jest

bezwirowe, V X ‘é—‘{ =0.

Wiemy (rozdz. 1), ze cyrkulacja pola predkoéci wzdtuz krzywej C wigze
si¢ ze strumieniem pola wirowosci przez powierzchnie rozpieta na tej krzywej
(twierdzenie Stokesa (1.83)). Jezeli powierzchnie rozpietg na krzywej C' podzielimy
na male prostokatne komérki o brzegach C;, to cyrkulacja po krzywej C jest suma
cyrkulacji po krzywych C; (patrz rys. 1.25). Z twierdzenia Kelvina wynika, ze dla
dowolnego czasu t mamy:

I= }1{ v-ds = / w - ndS = const. (4.70)
C; S;

Jezeli w chwili poczatkowe]j ruch pltynu byt bezwirowy w = 0, to po kazdej krzy-
wej C; zamknietej wewnatrz przeptywu cyrkulacja bedzie réwna zeru. Strumienie
wirowosci przez powierzchnie rozpiete na tych krzywych tez beda réwne zeru
i musza takimi pozostawaé. Stad wniosek, ze jezeli w chwili poczgtkowe]j przeplyw
pltynu byt bezwirowy, to takim bedzie réwniez w chwilach pdzniejszych.

Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla przypadku, gdy w chwili poczatkowej
wirowo$¢ byla rézna od zera, mozna wyprowadzi¢ wniosek, ze jezeli w chwili
poczatkowej ruch ptynu byl wirowy, to taki pozostanie.

Oczywiscie, taki obraz przeplywu jest nierealistyczny. Wynika on z zlozenia
braku lepkosci ptynu. W rzeczywistych przepltywach obserwuje sie zaréwno gene-
racj¢ wirowosci, jak i jej zanikanie. Przyczyna tego jest obecnos¢ w przeplywach
rzeczywistych tarcia wewnetrznego i naprezen stycznych. W przypadku przepltywéw
niescisliwych gléwnym Zrédltem wirowosci bedg obszary woké! ciala stalego (war-
stwa przyscienna), duze gradienty predkosci na granicy sladu aerodynamicznego
za oplywanym ciatem, powierzchnia swobodna.

4.3. Twierdzenie o rozkladzie pola wektorowego
(twierdzenie Helmholtza)

Z jednego z najwazniejszych twierdzen rachunku wektorowego, tj twierdzenia
Helmholtza o rozkladzie pola wektorowego, wynika, ze znajomosé dywergencji
® = div v oraz pola wirowosci w = rot v z pewnymi warunkami brzegowymi
Pozwala jednoznacznie wyznaczyé pole v [45].
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Twierdzenie 4.5. Dowolne, rézniczkowalne pole wektorowe v, takie Ze jego modul
|v|, dywergencja © = div v oraz wirowosé |w| malejq do zera dostatecznic szybko(?)
gdy x — 00, mozna przedstawié z dokladnosciq do wektora statego w postaci sumy
pola potencjalnego (bezwirowego) vy oraz pola solenoidalnego (niescisliwego) va:

V = Vi + Vo, (471)
gdzie
rot vi =0, div vy = 0. (4.72)

Dowéd: Najpierw skonstruujemy pole potencjalne v, wykorzystujac do tego
znajomos$é dywergencji © = div v. Wiemy, ze wirowoé¢ dowolnego pola poten-
cjalnego (w obszarze jednospdjnym) jest réwna zeru, w zwiazku z czym pole v
mozna. przedstawic jako:

vy = Vp +cy, (4.73)

gdzie c; jest wektorem stalym, ¢ jednowartosciows funkcjg potencjalng. Dzialajac
operatorem dywergencji na réwnanie (4.73), otrzymujemy:

Ap = 0. (4.74)

Jest to rownanie Poissona. Z rozdziatu pierwszego (wzér (1.129)) wiemy, ze:

o= —i/ oo, (4.75)

A Jp r

Pierwsza sktadowa v ma wiec postaé:
1 S
Fy = —4-V/ —dv + c;. (4.76)
T JpT

Wyznaczamy teraz druga skladows sumy (4.71) vy na podstawie pola wirowosci.
Wiemy, ze dywergencja z dowolnego pola wirowoéci jest réwna zeru divw = 0.
Poniewaz div vo = 0, to pole moze mie¢ reprezentacje:

vy =rot ¥ + ¢, (477)

gdzie cg jest dowolng staly. Pole wektorowe ¥ = (U, U, U3) nazywa si¢ poten-
cjalem wektorowym. Poniewaz wirowos$é¢ z dowolnego pola potencjalnego ¢ jest
réowna zeru rot V¢ = 0, to potencjal wektorowy wyznaczany jest z dokladnoscig
do gradientu z dowolnej funkcji ¢. Jezeli ¥/ = ¥ + Vg, to:

rot ¥' =rot ¥ 4 rot Vé = rot W. (4.78)

T 2 - T
) Oznacza to, ze v maleje jak ,,—‘,ﬁr—c, gdy |x| = o0, a w malejy jak —'=, gdy || = co.
T & .
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Dzialajac obustronnie operatorem rotacji na réwnanie (4.77), otrzymujemy:
rot vo = rot rot W. (4.79)
Nastepnie wykorzystamy tozsamosé wektorowa,:
rot rot ¥ = V(div ¥) — AY, (4.80)

gdzie AV = (AU, AWy, AV3). Bez utraty ogdlnosci rozwazan mozemy zaltozy¢,
ze div ¥ = 0. Jezeli réwno$é ta nie zachodzilaby i div ¥ = @' # 0, to zawsze
mozemy dobraé pewng funkcje potencjalng ¢, tak aby ¥’ = ¥ + V' bylo juz
polem niescisliwym. Potencjat ¢’ otrzymujemy, rozwigzujac réwnanie Poissona
A¢' = —©'. Z réwnania (4.79) i tozsamosci (4.80) wynika, ze skladowe potencjatu
wektorowego (U, U, ¥3) stanowig rozwigzania réwnania Poissona:

AT, = —w;,  i=1,2,3. (4.81)

Rozwigzania réwnania (4.81), majac na uwadze zalozenie o dostatecznie szybkim
znikaniu pola v w nieskonczosci, mozna przedstawié jako:

ya
U (x) = ZL/ ﬂ(_’izdvf’ i=1,2,3, o
mJD T 4.82

r=1/(z1 = 2})? + (32 — 75)? + (35 — 7h)2.

Stad pole vo mozna wyrazié¢ jako:

va(x) = —rot/D &)(qudv' + cs. (4.83)

Dodajac do siebie réwnania (4.76) oraz (4.83), otrzymujemy szukany rozktad
z dokladnoscig do statego pola wektorowego:

v(x) = L V/D Mdv'—k %rot/D Mdv’. (4.84)

4 r r

Jednoznacznoéé rozktadu mozna wykazaé, odwotujac si¢ do zasady maksimum dla
réwnania Laplace’a (patrz rozdz. 1). A mianowicie, jezeli dla zadanej dywergencji ©
I pola wirowosci w istniatyby dwa rézne rozklady vi + v oraz v + vj, to réznica
tych pél spetniatlaby réwnanie Laplace’a z zerowymi warunkami brzegowymi.
Poniewaz warto$é minimalna i maksymalna rozwigzania moga osiagnaé swojg
wartodé tylko na brzegu, to vi = v| oraz vy = V. O
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Dla dwéch wymiaréw wzér (4.84) przyjmuje postaé:
1 / / 1 / ~/
v=——V /[ Ox')InrdS" + —rot | w(x')Inrds’,
2w _Jp 2rJp (4.85)
r= \/(:1:1 — &1 )2 + (3 — 2} )2.
Ponizej zostang przytoczone klasyczne przyklady przeptywéw potencjalnych tréj-

wymiarowych. Przyktady ruchu potencjalnego dwuwymiarowego zostang podane
w oddzielnym rozdziale.

4.4. Przyklady tréjwymiarowych przeplywéw potencjalnych

4.4.1. Zrédlo punktowe

W praktyce uzyteczne staje sie uogélnienie réwnania ciggloéci przez wstawienie
do prawej strony réwnania (3.3) objetosciowego czlonu Zrédiowego:

iﬁ+mwv—ﬂ) (4.86)

Dla ruchu ptynu niescisliwego i bezwirowego (potencjalnego, gdzie v = Vi)
rOwnanie cigglosci przyjmuje postaé:

Ap = f(x) (4.87)

Poszukiwanie pola predkosci wywolanego rozkladem 7rédet f(x) sprowadza si¢
do wyznaczenia potencjatu predkosci z réwnania (4.87). Rozpatrzmy przeptyw
wywolany umiejscowieniem w przestrzeni R® Zrédla o jednostkowym strumieniu
objetoéci (¢ = 1), gdy wyplyw odbywa si¢ réwnomiernie we wszystkich kierunkach
[ =q&3(x), gdzie 63(x) = 6(z)8(z2)0(x3) jest funkcjg Diraca (rys. 4.5).

ZF odio \ //
N

)g\

Rys. 4.5: Punkt w przestrzeni wytwarzajacy strumien objetosci ¢ nazywany jest Zrédiem

Jezeli otoczymy ten punkt e-owq sfera, to na mocy twierdzenia Gaussa mozemy
zapisac:
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g = v-ndS = div vdu, = 1. (4.88)
OB Be

Jezeli przejdziemy z promieniem kuli € — 0, to w granicy otrzymamy zrédlo.
Potencjal takiego przeplywu, ze wzgledu na zatozona symetrie, powinien zalezeé
tylko od odleglosci r od Zrédta:

= \/(xl — $01)2 -+ (1122 — 1’02)2 + ($3 S 11103)2 = |X — Xol. (489)

Przyjmijmy, ze uklad wspéirzednych jest sferyczny (patrz rozdz. 1). Wiemy, ze
réwnanie Laplace’a we wspolrzednych sferycznych, zalezne tylko od promienia r,

ma postaé¢ (1.101):
0
0 (ngf) _o

or

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja:

o(r) = —é + B. (4.91)

(4.90)

Aby potencjal w nieskoniczono$ci mial warto§é réwng zeru, nalezy przyjaé, ze
stala B jest réwna zeru. Nie ma ona wplywu na warto$é predkoéci, poniewasz
Up = ‘g—f. Stala A mozna wyznaczyé z warunku, ze strumient objetosci ptynu
przeptywajacego przez powierzchnie dowolnej kuli, ktérej srodek umieszczony jest
w 7rédle, powinien byé zawsze réwny jednosci. Predkosé radialna, prostopadia do
powierzchni kuli o promieniu R jest réwna:

_ % A

= = 4.92
i 37" r=R R2 ( )

Powierzchnia kuli wynosi 47 R?. Z warunku vg4nR? = 1 bezposrednio wynika, ze
stala A = ﬁ. Predkosé pltynu wyraza si¢ wzorem:

Oy 1
e 4.93
or  4mr?’ (4:98)
a potencjal przyjmuje postaé: i
_ _ 4.94
= 4dr ( )

Linie pradu wywotane zrédlem o jednostkowej wydajnoéci przedstawiaja promienie
wychodzace z punktu potozenia Zrédia (rys. 4.6). Predkos¢ wzdtuz promieni opisa-
13 jest wzorem (4.93). Jezeli intensywnosé Zzrédla ma wartoéé ¢, to odpowiadajacy
Jej potencjat ma postaé:

=t (4.95)
47r
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Rys. 4.6: Linie pradu (linie ze strzatkami) i linie stalego potencjatu (linie przerywane),
¢ =-0,1,-0,2, -0,3, —0,4, —0,5, wytworzone przez jednostkowe zrédlo

Jezeli ¢ jest ujemne, to zamiast Zrédla otrzymujemy upust ($ciek).

Funkcja (4.94) ze wzgledu na role, jaka odgrywa w teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych, nosi nazwe rozwigzania fundamentalnego (inaczej: funkcji Greena
dla obszaru nieograniczonego). Zwréémy uwage, ze rézni si¢ ona tylko stalg ﬁ
od podanych rozwigzan réwnania Lapalce’a (1.98). Réwnanie dla rozwigzania
fundamentalnego mozna, stosujac funkcje delty Diraca, zapisaé jako:

AG = 8(x — xq), (4.96)
przy czym:
oG
—dS = 1. 4.97
/835(x0) on (450)

Funkcja 58 (1,2, z3) nazywana jest deltg Driaca a w przestrzeni tréjwymiarowej
i okreslana jest nastepujaco [54],[71]:

‘ 0 22+ 224 22
83 (21, 29, 2) = 83(x) = { Z; * ng + Tg il , (4.98)
oo zi+z5+x53=0
/ / / 53($1,$2,x2)d:p1dx2d:r;3 =1, (4.99)
—00 J—00 J —00
&3 (1, zo, x3) = 0(x1)0(x2)0(x3). (4.100)

Wtiasnoéci funkcji § zostang podana w rozdz. 4.4.2.
Funkcja G jest symetryczng funkcja dwéch argumentéw (x,x’ ), poniewaz
r = |x — x'|. Mozna sprawdzi¢, uzywajac argumentéw z rozdz. 1, ze:

(@) =-den vI(H)oca (D) mtmeon) a0

T
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Przesledzmy, jak za pomocs funkcji Greena mozna skonstruowaé rozwigzanie
réwnanie Poissona w obszarze nieograniczonym [45]. Zalézmy, ze w obszarze €
zadana jest funkcja ©(z1,z2, x3). Potencjal predkosci spelnia réwnanie Poissona,
(4.74):

= @($1,$2,$3). (4102)

Podzielmy obszar €2 na male objetosci dv;. W kazdej objetosci wybierzmy punkt M;
o wspotrzednych z) , 25 , 23, i w kazdym punkcie umiesémy zrédto o intensywnosci
g = 0v; O(x,,ry,,23,). Prayblizone rozwigzanie w punkcie x = (z1,22,z3)
otrzymujemy, sumujac potencjaty wszystkich elementarnych zrédet o intensywnosci
qi:

1 O] . 5. 5. |
plx) M =y (4.103)
1 K3
Ty = \/(m,lz — .'1:1)2 + (.’.1:121 — $2)2 + (wél — .'E3)2. (4104)

Dokonujgc coraz drobniejszego podzialu dv; — 0 w granicy, otrzymujemy rozwig-
zanie, ktére mozemy zapisaé jako (patrz wzor (4.75)):

wgzémxﬂmﬂ@k (4.105)

Z konstrukcji rozwigzania wynika, dlaczego funkcja Greena nazywana jest réwniez
funkcjg zrédla. Wyraza ona potencjal predkoéci ptynu w punkcie x wywotany
jednostkowym Zrédtem umieszczonym w punkcie x'.

Sprawdzmy jeszcze, czy réwnanie (4.105) spelnia réwnanie Poissona:

Ap(x) = A/ G(x,x)O(x')dv' =

- (4.106)

= / AG(x,x"YO(x)dv' = / B3 (x — x)O(x)dv = 6(x).
Q Q

W réwnaniu (4.106) laplasian liczony jest po zmiennych nieprimowanych.

Jak mozna si¢ juz zorientowaé, przy wyznaczaniu funkcji Greena dla catego
obszaru (rozwiazania fundamentalnego) istotny jest warunek znikania funkcji
w nieskoniczono$ci. Funkcja Greena zalezy od obszaru, w ktérym poszukujemy roz-
wigzania. Mozna wyznaczy¢ funkcje Greena dla obszaru skonczonego, rozwiazujac
zagadnienie:

AG = §(x — x'), (4.107)
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Wystarczy przyjaé, ze G = —— + F, gdzie funkcja F spelnia rownanie Laplace’a

d7r
7 warunkiem brzegowym F'|gq = —ﬁ, czyli:
AF =0, (4.109)
1
=—— 4.110
F|8Q Ay ( )

Aby rozwigzal zagadnienie w obszarze ograniczonym:

Ap=-6 na £, (4.111)
p=g na brzegu 09, (4.112)

nalezy dodatkowo rozwiazad réwnanie Laplace’a (4.109) na funkcje F' i rozwiazanie
dodaé do funkcji Greena w obszarze nieograniczonym. Rozwigzanie wyraza, sie
wzorem (4.75).

Rozwigzanie fundamentalne (funkcja Greena) dla réwnania Poissona na plasz-
czyznie, co mozna wyprowadzié, stosujac postepowanie przytoczone powyzej, ma
postac:

1 :
G(x,x') = ~or Inr, F= \/(:1,'1 — 4 2+ fag — 2f)2. (4.113)

4.4.2. Dipol

W sytuacji, gdy symetria wyplywu ze Zrédla jest zaklécona, wygodniej jest
postugiwaé sie osobliwoscia nazywana dipolem.

Roéwnanie Laplace’a jest réwnaniem liniowym i, jak powiedziano w rozdz. 1,
rozwigzanie réwnania Laplace’a u(xz1, zg, z3) posiada wszystkie pochodne. Pochod-
ne wzgledem dowolnej zmienne;j g—;‘l tez sy rozwigzaniami réwnania Laplace’a,
a w szczegolnosci pochodna kierunkowa rozwiazania fundamentalnego w kierunku
wektora p. Potencjal dipola wyraza si¢ jako:

1 ‘X
Pa(r) = pp - Vi = _“I:_B , (4.114)

gdzie p jest intensywnoscia dipola, p kierunkiem dziatania dipola. Pole predkosci
generowane przez jednostkowy dipol (u = 1) wyraza sie wzorem:

1 3(x -
v=Vpi= (p — %) : (4.115)

Dipol w praktyce mozemy zrealizowaé za pomocy zrédia o intensywnosci +¢
i upustu —q potozonych blisko siebie.



4.4. Przyklady tréjwymiarowych przeptywdéw potencjalnych 141
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Rys. 4.7: Dwa zrédla o przeciwnej wydajnosci g oraz —g w odlegtosci d od siebie, gdzie
p oznacza kierunek dzialania dipola, r > d

Jezeli umiescimy zrédio w odleglosci %d od poczatku uktadu a upust w odle-
glodci —%d, to potencjal w punkcie x jest suma potencjaléw obu Zrédet (rys. 4.7)
i wyraza sie jako:

_ a4 1 1 _
K,Od(x)—47T [x——d] ]x+%d| B

q 1 1
VrZ+(d/2)?2 —x-d \/7“2 +(d/2?2+x-d/)°

Zakladajac, ze T > di, i zachowujgc w wyrazeniu (4.116) tylko czlony pierwszego
rzedu wzgledem d/r, potencjal dwoch Zrédet o przeciwnych znakach mozna
przyblizy¢ jako:

(4.116)

0~ L[ 1 (4.117)
Y X))~ — — . .
dm\J1-xd 1424

Rozwijajac w szereg wyrazenia w nawiasie, otrzymujemy:

e~ L (45740 -0-TF +) = s
-(qd)_p-x '
Arr3 Apr3’

Dokonujac przejscia granicznego w taki sposob, ze gdy d — 0, to ¢gd dazy do
skoficzonej wartosci up, otrzymujemy dipol o intesywnoéci p i kierunku p. Jezeli
kierunek dipola pokrywa si¢ np. z osig z1, a dipol umieszczony jest w poczatku
uktadu wspétrzednych p = (1,0,0), wtedy <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>