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Wazniejsze oznaczenia

wektor przyspieszenia

szerokosé

obwdd, stala catkowania
bezwymiarowy wspétczynnik cisnienia
stata w modelu Smagorinskiego

tensor predkosci odksztatcenia

dewiator tensorem predkosci deformacji
warto$¢ oczekiwana

energia kinetyczna

czestotliwosé

transformata Fouriera funkcji obciecia (rozdz. 5)

ilos¢ materii w objetosci kontrolnej

sita

funkcja obcigcia (rozdz. 5)

gestos¢ rozktadu sit masowych i jej sktadowa
przyspieszenie ziemskie

funkcja we wzorze Biota—Savarta (rozdz. 5)
funkcja Greena

funkcja we wzorze Biota—Savarta po regularyzacji
gleboko$é, wysokoéé kanatu

wymiar oczka siatki (rozdz. 5)

wysokos¢ predkosei

glebokos¢ wody dolnej

funkcja Heaviside’a (rozdz. 6)

tensor jednostkowy

funkcja Bessela II rzedu

kinetyczna energia turbulencji

jadro catki Biota—Savarta

jadro catki Biota—Savarta po regularyzacji
diugosc ,,drogi mieszania”

dhugosé

makroskopowy wymiar przeptywu
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Wazniejsze oznaczenia

wektor jednostkowy normalny
rzad btedu

cisnienie, warto$¢ Srednia
ci$nienie kinematyczne

objetosciowe natezenie przepltywu na jednostke szerokosci

dowolna wielko$¢ fizyczna (rozdz. 3)
pochodna normalna predkosci do brzegu
objetosciowe natgzenie przeptywu
promien wodzacy

stala gazowa

liczba Reynoldsa

parametr

wektor styczny

pole powierzchni

liczba Strouhala

wektor naprezenia

temperatura

czas, krok czasowy

tensor naprgzenia

wektor predkos$ci, warto$¢ $rednia, fluktuacja

sktadowe wektor predkosci
wektor predkos$ci na brzegu
wektor predko$ci poczatkowej

skok predkosci na warstwie wirowej
przyblizone pole predkosci w metodzie wiréw

objetosé kontrolna plynu
proces Winera

wektor potozenia
wspotrzedna przestrzeni

trajektoria ruchu czastki

przyblizona trajektoria ruchu czastki

przyblizona trajektoria ruchu czastki po dyskretyzacji
punkt potozenia poczatkowego czastki

oznaczenie krzywej, fragment brzegu
intensywnos$¢ warstwy wirowej (rozdz. 6)
cyrkulacja (natezenie wiru)

funkcja Diraca

symbol Kroneckera

grubos¢ warstwy przysciennej (rozdz. 3)



Wazniejsze oznaczenia

Eijk — symbol Levi-Civity

€ — promien obcigcia (rozdz. 5, 7)

€ — dyssypacja energii kinetycznej turbulencji (rozdz. 4)

N, — wymiar wiréw dyssypatywnych

0 ~ potencjat zespolony

A - drugi wspotczynnik lepkosci

A" — podziat obszaru siatka (rozdz. 5), podziat warstwy (rozdz. 6)

u —~ wspolczynnik lepkosci dynamicznej
e — wsp6fczynnik lepkosci turbulentne;j

v — kinematyczny wspoétczynnik lepkosci
£ —  punkt zrédiowy

P —  gestos¢ cieczy

T — czas (rozdz. 3)

T ~ tensor naprezen lepkich

T, — naprezenia turbulentne

T, — naprezenia lepkie

T; - skladowa tensora naprezen Reynoldsa skali podsiatkowej
(rozdz. 4)

o — funkcja potencjatu predkosci

v ~ funkcja pradu

Vs Vs —  przyblizona funkcja pradu w metodzie wiréw

bd — potencjalna funkcja pradu rozdz. 6

vy —~ wspdtczynnik lepkosci turbulentnej (eddy viscosity)

@; , @, — przyblizona wirowo$¢ w metodzie wiréw

(1) —  wirowo$¢

@ ~ przyblizona wirowos$¢ po dyskretyzacji (rozdz. 5)

Q — wektor rotacji (wiru)

Wy, 00, , 0, ~ skladowe wektora wiru

® — predkos$é katowa

( )T — symbol transpozycji wektora lub macierzy

operator splotu
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1. Wstep

Modelowanie obciazen hydrodynamicznych, wynikajacych z oddziatywania turbu-
lentnego strumienia przeptywu cieczy na zamknigcie budowli wodnej, powinno byé
przeprowadzane w zgodzie z fizyka. W stosowanych do tej pory metodach uproszczo-
nych wyznaczania obciazen hydrodynamicznych zaklada sie zwykle, ze ciecz jest do-
skonata, a przeptyw potencjainy. Konsekwencja takich zatozen jest niemoznos$é mo-
delowania rzeczywistych zjawisk wystepujacych podczas optywu zamknieé hydro-
technicznych, takich jak tworzenie sig i odrywanie warstwy granicznej | powstawanie
stref recyrkulacji. Zjawiska te maja istotny wptyw na wielko$¢ oraz charakter obcigze-
nia hydrodynamicznego zamknigcia. Wykonywane dawniej obliczenia wspéiczynnika
wydatku i kontrakcji byly czegsto weryfikowane badaniami eksperymentalnymi, ktére
wskazywaly, Ze przyjete uproszczenia nie powodujg duzych bledéw obliczeniowych.
Pojawita si¢ powtarzana czesto w publikacjach opinia (Naudascher i Rockwell, 1994),
ze przeplyw z duza liczba Reynoldsa moze by¢ traktowany jako przeptyw potencijalny.
Jednak, aby takie przyjecie uproszezen bylo dopuszczalne przy wyznaczaniu obciazen
hydrodynamicznych, musza by¢ spetnione odpowiednie warunki, przede wszystkim
fizyczne i geometryczne. Niniejsza praca ma na celu miedzy innymi wskazanie takich
przypadkow, kiedy lepkos¢ cieczy nie moze byé pominigta. George Batchelor, jeden
z najznakomitszych mechanikéw plynow tak napisal w swojej ksiazce (Batchelor,
1967):

Zwykle przyczyna roznicy charakteru tych dwéch przeplywéw lezy w réznym za-
chowaniu sie rzeczywistego i idealnego plynu blisko stalego brzegu. Piyn rzeczywisty
spetnia warunek braku poslizgu na brzegu stalym, jakakolwiek mala bylaby jego lep-
ko$¢, podczas gdy plyn idealny nie speinia tego warunku.

W wigkszosci przypadkdw rzeczywistego przepltywu przez budowle hydrotechnicz-
ne mamy do czynienia z ruchem turbulentnym, gdy w warstwie przysciennej zachodza
intensywne procesy tworzenia sie wiréw, ktére nastepnie sa unoszone przez gtéwny
strumieft przeptywu. Jednym z bardzo szczegodlnych zjawisk optywu, ktérego nie moz-
na symulowa¢ na gruncie teorii przeplywu potencjalnego lub przeptywu cieczy nielep-
kiej, jest odrywanie si¢ warstwy przysciennej. To zasadnicza przyczyna powstawania
duzych spdjnych (koherentnych) struktur wirowych, ktérych efektem jest pojawianie
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sie w przeptywie quasi-okresowych pdl wirowosci, predkosci i cidnienia (por. rys. 3.9).
Zmienne wartosci naporu wody na konstrukcje moga by¢ z kolei przyczyna jej drgan,
co przeklada sie na dodatkowa zmiang pola predkosci i wirowosci. Tym samym tworzy
sie mechanizm, ktéry w niesprzyjajacych warunkach moze prowadzi¢ do podtrzymy-
wania, a nawet wzmacniania amplitudy ruchu konstrukcji (Naudascher i Rockwell,
1994).

Innym trudnym do analizy przypadkiem jest zjawisko oplywu zamknigcia hydro-
technicznego w warunkach jego zmiany potozenia. Dodatkowy ruch ma wplyw na
odrywanie lub przyleganie warstwy przysciennej i moze istotnie zmienia¢ proces gene-
rowania wiréw.

Modelowanie takich zjawisk jest zagadnieniem, o ktérym Batchelor (1967) napisat:

Jednym z najwazniejszych problemow mechaniki plynow jest okreslenie wlasciwo-
Sci przeplywu zachodzqcego przy jednoczesnym ruchu oplywanego ciala o prostych
ksztaltach, dla zatozonego rzedu wartosci liczby Reynoldsa (Re), zwlaszcza dla duzych
wartosci Re, odniesionych do wymiaréw ciata poruszajqcego sie w wodzie lub powie-
trzu, ktdre zaliczane sq do plynéw o malej lepkosci.

Od napisania tego stwierdzenia uplyne¢ty cztery dekady, jednak nie stracito ono nic
ze swojej aktualnoscei.

Wyznaczanie obcigzen hydrodynamicznych dotyczy wielu roznych zjawisk fizycz-
nych i przypadkdw rozwiazan technicznych. Moze to by¢ zwiazane z ogolna turbulen-
cja przeptywu, powstawaniem warstwy granicznej za oplywana konstrukcja, prze-
mieszczaniem si¢ konstrukcji w cieczy, falowaniem cieczy, drganiami zamknigé
wzbudzanymi przeptywem. Inna grupe stanowia obcigzenia spowodowane uderzeniem
hydraulicznym, inng wreszcie sity pochodzace od ruchu obrotowego w maszynach
przeptywowych — turbin, pomp i wentylatorow. Bardzo silne efekty zmiennego obcia-
zenia powstaja w wyniku zjawisk katastrofalnych, takich jak awarie budowli wodnych,
falowanie w wyniku abrazji brzegdbw w zbiorniku retencyjnym, trzg¢sienie ziemi, eks-
plozje. Jak wida¢ obciazenia hydrodynamiczne obejmujg wiele zagadnief. Z tego
wzgledu w niniejszej pracy autor skupit si¢ wylacznie na opisie i modelowaniu zjawisk
pochodzacych od turbulentnego strumienia cieczy, przeptywajacej przez wybrane ro-
dzaje zamknie¢ hydrotechnicznych.

Modelowanie obciazen hydrodynamicznych polega na wyznaczaniu parametréw
przeptywu, a przede wszystkim rozktadu predkosci i cisnienia. Jesli wyniki obliczen
maja by¢ wiarygodne i dotyczy¢ zagadnien inzynierskich, nalezy modelowaé przeplyw
turbulentny z uwzglednieniem jego fizycznych wlasciwosci. Przeptyw turbulentny jest
jednym z tych zjawisk, ktére sa bardzo trudne do modelowania. Turbulencja przepty-
wu oznacza bowiem ruch, ktdry jest powszechnie okre$lany mianem losowego lub
chaotycznego (Elsner, 1987), (Gatski i inni, 1996). W tym obrazie chaotycznych ru-
chow czastek cieczy pojawiaja si¢ rowniez spdjne ruchy dotyczace pewnych obszaréw
przeptywu, zwane koherentnymi strukturami wirowymi. Skala wymiaréw struktur
koherentnych moze by¢ zblizona do wymiaru catego obszaru przeptywu, ich obecnosé
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istotnie wptywa na transport masy, pedu i energii w przeptywie. Oprocz tych struktur
wirowych najwigkszych, istotng cecha ruchu turbulentnego jest wystgpowanie w nim
catej gamy wirdw o mniejszych rozmiarach, az do najmniejszych, ktérych wymiar
zalezy od lepkodci cieczy, przy czym najmniejsza skala osigga 0,1 mm dla swobodne;j
strugi (Elsner, 1987).

Ustalony w sensie $rednim ruch turbulentny wymaga dla jego podtrzymania nie-
ustannego doplywu energii z zewnatrz. Energia w ruchu turbulentnym pochodzi od
rozktadu predkosci $rednich i przekazywana jest wirom najwigkszym, o najnizszych
czestotliwoéciach. Zrédtem takiej energii, charakterystycznym dla optywu zamkniecia,
bgdzie warstwa przy$cienna, a takze jej odrywanie sie od krawedzi zamkniecia i for-
mowanie si¢ warstwy granicznej. W warstwie granicznej przeptyw jest silnie naprze-
mienny (intermitentny), co oznacza, ze chwilami ma on charakter laminarny, a chwi-
lami turbulentny — zjawisko to jest efektem tworzenia sig struktur koherentnych. Ener-
gia wirow duzych jest transferowana nastgpnie poprzez skale $rednie do wirdw naj-
mniejszych o najwigkszej czestotliwosci, tworzac tak zwang kaskade energii. Dopiero
w wirach najmniejszych nastgpuje dyssypacja energii turbulencji wskutek jej zamiany
na ciepto. Obecne badania wskazuja, Ze wystepuje réwniez zjawisko przekazywania
energii w kierunku odwrotnym, czyli od wiréw najmniejszych do najwigkszych — tak
zwane rozproszenie wsteczne (z ang. backscatter).

Inng bardzo wazna cecha przeptywow turbulentnych jest niejednorodnosé¢ zjawiska
turbulencji, objawiajaca si¢ zaleznoscia fluktuacji predkosci od kierunku przeptywu.
Jest to wynik przekazywania energii od przeptywu sredniego, ktéry ma jeden dominu-
jacy kierunek. Silny wplyw na zjawisko anizotropowosci turbulencji ma obecno$é
brzegdéw, wykazujacych ttumiace dziatanie na normalne do brzegu sktadowe fluktuacji
predkosci. Wedlug Gatski i in., (1996) pewna anizotropowosé obserwuje si¢ nawet
w skali najmniejsze;j.

Przedstawiona charakterystyka turbulencji wskazuje jak wielkie trudnosci zwigzane
sg z opisem matematycznym omawianego zjawiska. Dlatego tez uciekamy sie do opisu
fenomenologicznego, zakladajacego jednorodnosé i ciaglosé materii, gdyz wtedy dys-
ponujemy réwnaniami, wynikajacymi z réznych teorii tego ruchu. Najbardziej uniwer-
salne i zarazem dokladne jest rownanie Naviera—Stokesa, jednak jego bezposrednie
rozwiazywanie napotyka wiele trudnosci.

Wybér metody modelowania zaleze¢ bedzie od teorii przyjetej do analizy tego ru-
chu. Jezeli przyjmujemy zalozenie, ze turbulencja jest wylacznie losowa, to wlasciwe
rozwiazanie mozemy znalez¢ na gruncie teorii stochastycznej, wykorzystujac do tego
celu usrednione rownanie Reynoldsa. Gdyby z kolei rozwazaé wylacznie zjawisko
pojawiania si¢ struktur koherentnych, ktore czgsto maja w przyblizeniu charakter okre-
sowy, mozna by traktowa¢ przeplyw turbulentny jako deterministyczny i wyznaczad
go z réwnania Naviera—Stokesa. Klasycznym przyktadem takiego okresowego zjawi-
ska jest oplyw walca i tworzenie si¢ Sciezki wirowej Kdrmdna. Wiry Kdrména, mimo
pewnej regularnosci, nie sa oczywiscie zupetnie jednakowe pod wzgledem natgzenia
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wirowosci i czestosci odrywania. W innych przypadkach, na przyktad optywu zasuwy,
ta regularno$é jest jeszcze mniejsza. Swiadczy to o tym, ze zjawisko przepfywu turbu-
lentnego nie jest w petni ani stochastyczne, ani deterministyczne. Przystgpujac do wy-
boru modelu, nalezy rozwazy¢ jeszcze parametry przeptywu zwiazane z jego turbulen-
cja poczatkowa, geometria obszaru, warunkami brzegowymi — czynnikami silnie od-
dziatujacymi na charakter przeptywu i tworzenie si¢ struktur koherentnych. To spra-
wia, ze niezwykle trudno jest na obecnym etapie wiedzy zbudowa¢ model uniwersalny,
ktéry mégiby by¢ stosowany do wszystkich rodzajéw przeplywow turbulentnych.

Ztozonos¢ zjawiska turbulencji powoduje, ze w zagadnieniach inzynierskich roz-
wiazanie przeplywu turbulentnego poszukiwane jest wylacznie za pomoca symulacji
numerycznych, ktére uwzgledniaja zlozona, stochastyczno-deterministyczng nature
zjawiska. Modelowanie numeryczne przeplywoéw turbulentnych to dynamicznie roz-
wijajaca si¢ dziedzina, w ktorej dominuja obecnie dwie grupy metod — metody wyko-
rzystujace siatk¢ numeryczng do aproksymacji rozwiazania réwnan rézniczkowych
opisujacych zjawisko przeptywu oraz metody, w ktorych nie korzysta si¢ z siatki.
Przez pojecie siatki numerycznej rozumie si¢ pewien skoficzony zbior punktéw, repre-
zentujacy przestrzen fizyczna. Podstawa do modelowania dla tych metod sg réwnania
Reynoldsa lub réwnania Naviera—Stokesa.

W niniejszej pracy zaprezentowano zalozenia i opisy réznych modeli obliczenio-
wych, od najprostszych, wykorzystujacych funkcje potencjatu predkosci, ktére nie
spelniaja przedstawionych wymagan, az do tych najnowszych, z uwzglednieniem nie
tylko ich mozliwosci, ale takze ograniczen.

W monografii zaproponowano zastosowanie do obliczen numerycznych oplywu
zamknig¢ hydrotechnicznych numerycznej, bezsiatkowej metody wiréw, jako alterna-
tywy dla metod z siatkq numeryczna. Metodg t¢ zaproponowano, gdyz oddaje ona naj-
wierniej fizyke zjawiska generowania wirowosci i tworzenia sie struktur koherentnych.
Nie wymaga stosowania wspotczynnikéw empirycznych i nadaje si¢ do wyznaczania
parametrow przeptywu dla dowolnie ztozonych geometrycznie obszaréw z brzegami
stacjonarnymi lub ruchomymi. Dzigki temu mozna ja uzy¢é w praktycznych oblicze-
niach pola predkosci i ciSnienia, a nastgpnie wyznacza si¢ obcigzenie hydrodynamicz-
ne zamknig¢ hydrotechnicznych.

W zamierzeniach autora, oprdcz waloréw poznawczych, praca ma szeroki aspekt
praktyczny, polegajacy na wyjasnieniu mechanizméw powstawania zmiennych obcia-
zen, ktdrych niepozadanym efektem moga by¢ drgania zamknigeé hydrotechnicznych.
Dzigki przeprowadzonym symulacjom numerycznym i porownaniu wynikéw z meto-
dami opartymi na réwnaniu przeplywu potencjalnego, przedstawiono réwniez te przy-
padki optywu zamknigé, ktére zdecydowanie nie powinny by¢ wyznaczane za pomoca
uproszczonych metod. Przedstawione w pracy wnioski dotyczace ksztaltéw krawedzi
oplywanych zamknigé zasuwowych i segmentowych, ktore nie powoduja niebezpie-
czenstwa pojawiania si¢ drgan, beda z pewnoscia stosowane przez inzynieréw, zajmu-
jacych sig projektowaniem tego typu konstrukcji.
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1.1. Cel pracy i podstawowe zalozenia

Zasadniczym celem prezentowanej monografii jest opracowanie metody wyznacza-
nia zmiennych obcigzen hydrodynamicznych dziatajacych na zamkniecia hydrotech-
niczne. Proponowana przez autora metoda w zasadniczy sposéb rézni sie od dotych-
czas stosowanych prostych rozwigzan numerycznych, nieuwzgledniajacych turbulent-
nego charakteru przeptywu i zachodzacych w nim niekorzystnych zjawisk polegaja-
cych na powstawaniu zmiennego naporu hydrodynamicznego. Efektem obliczen za-
proponowana metoda jest wyznaczenie $redniej wartosci sity hydrodynamicznej oraz
sktadnika fluktuacji, ktéry moze byé podstawa do dalszych prac nad dynamicznym
zachowaniem si¢ optywanych konstrukcji. Metoda zaklada mozliwo$¢ analizowania
przeplywéw laminarnych i turbulentnych. Te pierwsze stuza przede wszystkim weryfi-
kacji metody, drugie sa podstawa modelowania oddzialywania strumienia na optywana
konstrukcje¢ w warunkach, ktore wystepuja, ,,w naturze”, tzn. dla duzych liczb Reynold-
sa okoto 10°-10°.

Metoda, aby byla skuteczna musi zostaé wyposazona w narzedzia obliczeniowe
w postaci algorytméw i programéw komputerowych. Celem pracy byto ich opracowa-
nie, aby umozliwi¢ efektywne symulacje numeryczne przeptywdw dla modeli odpo-
wiadajacych rzeczywistym konstrukcjom hydrotechnicznym. Dato to mozliwosé osia-
gniecia kolejnego celu praktycznego — okreslenia ksztaltu optywanej krawedzi za-
mknigcia hydrotechnicznego, ktéry nie wywotuje niestabilnosci strumienia optywowe-
go i tym samym silnych dynamicznych obciazefi — i w tym kontekscie sformulowanie
wnioskow i zaleceft przydatnych w procesie projektowania zamknieé.

W opracowywaniu monografii ograniczono si¢ do wyznaczania jednego z mozli-
wych rodzajéw obciazen hydrodynamicznych, a mianowicie pochodzacego od niesta-
bilnosci przeplywu wywotanego silng turbulencja i odrywaniem strumienia optywo-
wego. Pozostate przyczyny, takie jak falowanie strumienia, ruch konstrukcji lub ude-
rzenie hydrauliczne sa bowiem innej natury 1 wymagaja budowy innych, czgsto mniej
ztozonych modeli obliczeniowych. W pracy dominuje analiza dwoch rodzajéw zam-
knigé, ktore sq szczegblnie narazone na drgania — zamknigcia zasuwowego w przewo-
dzie cisnieniowym oraz zamkniecia klapowego, stanowiacego zamkniecie jazowe na
niskim progu. Pierwsze reprezentuje klase zamknie¢ z dolng krawedzia optywana,
a drugie z krawedzia gérna. Wybor ten byt podyktowany objeciem szerszego spektrum
zjawisk, gdyz w przypadku zamknigcia zasuwowego wystepuja duze predkosci i inten-
sywno$¢ towarzyszacego im zmiennego cisnienia, podczas gdy w przypadku klap ma-
my do czynienia z wolniejszym przeptywem i swobodna powierzchnia. Zamieszczone
w pracy symulacje oplywu innych konstrukcji stanowia potwierdzenie mozliwosci
stosowania zaproponowanej metody do réznych zagadnien, takze takich, ktére nie
wywodza si¢ z budownictwa wodnego.
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Dodatkowa motywacja do napisania niniejszej pracy byla cheé przyblizenia pro-
blematyki zwiazanej z numerycznym modelowaniem przeptywéw turbulentnych
w aspekcie praktycznych obliczen, a zwiaszcza prezentacja wiasnych rozwiazan pole-
gajacych na wykorzystaniu metody wiréw w potaczeniu z metoda elementéw brzego-
wych. Metodami tymi analizowano najpierw pola predkosci i wirowosci, a nastgpnie
wyznaczano rozkfad ciénienia na oplywanej powierzchni zamknigcia, ktéry razem
z polem predkosci jest podstawa do obliczenia sity hydrodynamicznej. Metoda wir6w,
ktdra symuluje przeplyw na podstawie ruchu czastek wirowosci jest w tym kontekscie
bardzo obiecujaca, daje bowiem dobre przyblizenie zjawiska oplywu turbulentnego,
lecz jest stosowana stosunkowo rzadko. Sktadaja si¢ na to zdaniem autora rozne przy-
czyny — ,,mtody wiek” metody, stosunkowo diugi czas obliczen przy duzej liczbie cza-
stek wirowosci oraz trudnosci w spetnieniu warunkéw brzegowych.

1.2. Zakres pracy

Zgodnie z definicja obciazenie hydrodynamiczne obejmuje w zasadzie wszystkie
przypadki oddzialywan cieczy na konstrukcje, jesli tylko sa one we wzajemnym ruchu
i nastepuje wymiana pedu pomiedzy nimi. W zalezno$ci od rodzaju konstrukeji i spo-
sobu optywu cieczy zjawisko obciazenia hydrodynamicznego moze przebiega¢ w inny
spos6b i rézne mogg byé efekty jego oddziatywania. Dlatego w rozdziale drugim
przedstawiono w spos6b mozliwie syntetyczny systematyke obciazen hydrodynamicz-
nych, i warunk6w ich wystgpowania, opierajac si¢ na literaturze przedmiotu oraz ze-
branych wiasnych doswiadczeniach. Do$wiadczenia te gtéwnie dotyczyly zamknigé
klapowych, ktérych problemom drgan po§wigcona byta praca doktorska autora mono-
grafii (Kostecki, 1985). W pracy tej przedstawiono zastosowanie metody elementow
skoficzonych do analizy drgan wlasnych konstrukcji w powietrzu oraz w wodzie. Efekt
oddziatywania wody jest zwiazany z tzw. ,masa towarzyszaca”’, ktéra powoduje
znaczne zmniejszenie czestosci drgan. Wyniki obliczen wykonanych przez autora zo-
staly zweryfikowane bardzo pozytywnie badaniami drgan na modelu zamknigcia kla-
powego i na rzeczywistej konstrukeji klapy (Rogala i Kostecki, 1987) na przelewie
zapory Stup na rzece Nysie Szalonej. Wyniki badan autora postuzyly do znalezienia
przez niego oryginalnego sposobu usunigcia przyczyny tych drgan (Kostecki i inni,
1986). Oprdcz zamknieé klapowych, ktore z racji swojej wiotkiej konstrukeji sa szcze-
gblnie podatne na drgania, w rozdziale drugim wskazano, ze do rodzajow zamknigg,
ktore podlegaja bardzo silnym i zmiennym obcigzeniom zaliczy¢ nalezy zamknigcia
zasuwowe 1 segmentowe. Ich dynamiczne obcigzenie jest wynikiem pulsacyjnej
zmienno$ci ci$nienia w przeptywie turbulentnym, a zwlaszcza zjawisko odrywania si¢
warstwy przysciennej od krawedzi oplywanej. Wartos¢ sity hydrodynamicznej moze
w ich przypadku wielokrotnie przekracza¢ sit¢ pochodzaca od cigzaru wiasnego (Col-
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gate, 1959). Pomijanie tych zjawisk przy projektowaniu moze doprowadzi¢ do pro-
blemoéw eksploatacyjnych skutkujacych koniecznoscia modernizacji zamknigcia czy
budowli, co zawsze jest bardzo kosztowne lub nawet moze byé przyczyna awarii za-
grazajacej bezpieczenstwu ludzi i ich mienia. Opis negatywnych skutkéw obciazen
hydrodynamicznych podano w koncowej czesci tego rozdziatu. Aby méc analizowaé
zjawisko obcigzenia hydrodynamicznego metodami numerycznymi, niezbedne jest
zastosowanie do jego opisu réwnaf mechaniki ptynow.

Rozdziat trzeci jest syntetyczna prezentacja zagadnieft z mechaniki ptynow i hy-
drauliki w zakresie zagadnien omawianych w nastgpnych rozdziatach. W czesci pierw-
szej zebrano podstawowe zasady zachowania w mechanice oraz przedstawiono réw-
nania przeptywu potencjalnego, cieczy idealnej i cieczy newtonowskiej. Do kazdego
z tych réwnan w skrécie oméwiono warunki niezbedne do prawidlowego sformutowa-
nia zagadnienia brzegowego. Czes$¢ druga tego rozdzialu poswiecona zostata omowie-
niu kinematyki i dynamiki wirowosci, zagadnieniom waznym w kontekscie rozwijania
przez autora metody wirdw. Trzecia czg$é tego rozdziatu zajmuja zagadnienia zwigza-
ne z turbulencja przeptywéw. Do przedstawienia w pracy wybrano zagadnienia, ktére
maja bezposredni zwigzek z wyznaczaniem parametréw przeptywu turbulentnego i sity
hydrodynamicznej. Zmienna w czasie warto$¢ sity hydrodynamicznej, dziatajacej na
powierzchnig konstrukcji, jest $ci§le powiazana ze zjawiskami zachodzacymi w war-
stwie przySciennej. Przedstawiono opis tworzenia si¢ tej warstwy i zjawisko jej odry-
wania od powierzchni zamknigcia. W rozdziale tym starano sie takze naswietli¢ po-
ziom trudnosci w formulowaniu matematycznego modelu przeptywu turbulentnego
i zjawiska turbulentnej warstwy przyscienne;j.

Problemy modelowania przeplywow turbulentnych metodami numerycznymi sta-
nowia tres¢ rozdziatu czwartego. Przedstawiono w nim stosowane dotychczas metody
wyznaczania sity hydrodynamicznej, w wigkszosci oparte na teorii przeplywu poten-
cjalnego i réwnaniu Bernoulliego. Na uwage w opisie tych metod zastuguja monogra-
fie Naudaschera (1991) i Naudaschera i Rockwella (1994), kt6rzy przedstawili w niej
liczne przyklady obliczen podana metoda. Jednakze proste metody daja wyniki obar-
czone znacznym bledem, a w niektoérych przypadkach nie powinny by¢ stosowane, co
zostato wykazane w pracy autora (Kostecki, Strzelecki, 2006). Oprécz tych prostych
metod w pracy omowiono metody numeryczne, ktére mozna stosowaé w obliczeniach
pola przeplywu i ci$nienia dla przeptywu turbulentnego. Przedstawiono ich charaktery-
styczne cechy z podziatem na metody siatkowe i bezsiatkowe. W tej pierwszej grupie
wyrdzniono stosunkowo nowg metode LES (Large Eddy Simulation), (Gatski i inni,
1996), ktdra jest obecnie intensywnie rozwijana na miejsce klasycznej metody, opartej
o usrednione po czasie rownanie Reynoldsa. Jej zaleta jest rozwigzywanie réwnan
ruchu turbulentnego dla duzych skal wirowosci na podstawie réwnan Naviera—Stokesa,
a z rdwnania u$rednionego stochastycznie tylko dla skal matych. Metoda ta jest uwa-
zana za dajaca lepsza aproksymacje, niz w klasycznym podejsciu za posrednictwem
usrednionego réwnania Reynoldsa. Jak do tej pory zastosowanie tej metody do zagad-
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nien inzynierskich jest mocno ograniczone ze wzgledu na problemy modelowania od-
rywania turbulentnej warstwy przysciennej (Gatski i inni, 1996).

Pewnym rozwiazaniem moze by¢ zastosowanie metody bezsiatkowej, zwlaszcza
proponowanej przez autora metody wiréw dyskretnych (Kostecki, 2007). Gldwna jej
zaleta, oprécz braku siatki numerycznej, jest bezpo$rednie rozwiazywanie réwnan
Naviera—Stokesa sformutowanych w postaci réwnania transportu wirowosci. To za-
gadnienie zostalo omowione w rozdziale piatym, ktory stanowi wazng czg$¢ pracy
zawierajacg zaproponowane przez autora rozwigzania rozkladow pol predkosci i wi-
rowosci w przeplywie turbulentnym. Po przegladzie literatury dotyczacym historii
metody i jej podstaw matematycznych skoncentrowano si¢ na przedstawieniu poszcze-
golnych jej sformutowan, w zaleznosci od obszaru zastosowania. Zaprezentowano
metode wiréw punktowych, ktora lezy u podstaw metod wiréw, a jest obecnie wyko-
rzystywana w analizie ruchu warstwy wirowej opisanej rownaniem catkowym z jadrem
osobliwym (Lindsay i Krasny, 2001). Metoda wiréw dyskretnych ma dwa sformuto-
wania — pierwsze stochastyczne, ktére zostato zapoczatkowane przez Chorina (1973)
idrugie deterministyczne zaproponowane po raz pierwszy przez Fishelov (1990).
W pracy przedstawiono wyprowadzenie réwnan obu tych metod. Szczegdlnie skon-
centrowano si¢ na zagadnieniu metody stochastycznej wirdéw, jako bardziej odpowied-
niej do losowego charakteru przeptywu. Podano wilasna propozycje funkcji regularyza-
cji jadra opartg na funkcji Cauchy’ego, ktéra ma zalete analitycznej catkowalnosci i jak
pokazano w punkcie 5.4.2 spehia kryteria zbieznosci i jest stabilna. Kluczowym pro-
blemem wyznaczania z metody wiréw parametréw przeptywu w obszarach ograniczo-
nych jest zagadnienie spelnienia warunku brzegowego, na ktérym wystepuje znikanie
sktadowych predkosci. W celu spetnienia tego warunku autor zaproponowat wykorzy-
stanie dodatkowego pola przeptywu potencjalnego, wyznaczanego metoda elementéw
brzegowych. Oprécz rozwiazania potencjalnego do pelnego opisu zjawiska przeptywu
wzdtuz brzegu obszaru wykorzystano w pracy odpowiednie procedury generowania
wirowosci na brzegu, stanowiacego brzeg kanatu lub optywanej konstrukcji.

W pracy przedstawiono takze (Puckett, 1989) metode warstw wirowych, wykazujac
réwnoczesnie, ze jej zakres stosowana do przeptywow, ktdére charakteryzuja si¢ duza
liczba Reynoldsa i odrywaniem warstwy wirowej jest ograniczony. W metodzie nume-
rycznej wazne jest stwierdzenie jej zbieznosci i stabilnosci. Obszerne omdéwienie tego
zagadnienia zamieszczono w podrozdziale 5.6, w ktorym zawarto uwagi i spostrzeze-
nia autora odniesione do metody wirdéw dyskretnych w sformutowaniu stochastycznym
w rozbiciu na zagadnienie adwekcji i dyfuzji wirowosci.

Rozdzial szosty jest najwazniejsza czescia pracy, stanowi bowiem aplikacje uzy-
skanych w poprzednim rozdziale réwnan metody wiréw dyskretnych do wyznaczania
sity hydrodynamicznej. Z przedstawionej w tym rozdziale definicji wynika, ze site
hydrodynamiczna dzialajaca na konstrukcje stanowia naprezenia styczne i cisnienia,
catkowane po calej powierzchni tej konstrukeji. Udziat naprezen stycznych dla duzych
liczb Reynoldsa w stosunku do sit cisnienia jest niewielki i moze by¢ pominigty. Po
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przedstawieniu réznych sformutowan zagadnienia ci$nienia, zaprezentowano opis sity
hydrodynamicznej od strony teoretycznej oraz dyskusj¢ poprawnosci rozwigzania
w kontekscie réznych warunkéw brzegowych dla zagadnienia rozktadu cisnienia
w strumieniu przeplywowym. Autor przedstawit swoja koncepcje rozwigzania zagad-
nienia na podstawie przeksztalcenia rownania Naviera—Stokesa do réwnania Poissona
okreslajacego rozklad ci$nienia. Potrzebne do tego rozwigzania rozktady pola predko-
$ci 1 wirowosci sg otrzymywane metoda wiréw (Kostecki 2003, 2006), w postaci roz-
wiazania metoda, réznic skoficzonych. W niniejszej pracy zaproponowano metode roz-
wiazania réwnania Poissona dla ci$nienia wykorzystujac do tego celu podejscie waria-
cyjne. Przez odpowiednie sformutowanie zagadnienia brzegowego uzyskano postad
réwnan, do rozwiazania ktdrych nie jest konieczna znajomos¢ funkcji ci$nienia na
brzegu, wystarcza do tego bowiem rozkiady predkosci i wirowosci w obszarze prze-
ptywu. Rozwigzania problemu dokonano metoda elementéw brzegowych. Zalets tego
podejscia jest mozliwo$¢ ograniczenia rozwiazania tylko do brzegowych wartoéci ci-
s$nienia, ktdre odpowiednio scatkowane po konturze zamknigcia daja poszukiwang
wartos¢ sity hydrodynamicznej. Jesli interesuje nas pole ci$nienia wewnatrz obszaru
przeptywu to metoda elementdéw brzegowych fatwo to ci$nienie moze by¢ wyznaczone
na podstawie rozwiazania brzegowego.

Po czgsci teoretycznej przedstawiono przyklady obliczen numerycznych potwier-
dzajacych dokladnosé i efektywno§é metody.

W rozdziale siddmym przeprowadzono analize obcigzen hydrodynamicznych dzia-
tajacych na wybrane dwa rodzaje zamknig¢ hydrotechnicznych, na podstawie opraco-
wanych autorskich programéw numerycznych. Programy te zostaly napisane czescio-
wo w jezyku Fortran 95, a czesciowo w programie Matlab, ktéry postuzyt takze do
wizualizacji wynikow.

Pierwszym analizowanym obiektem jest zasuwa plaska, o poziomej dolnej krawe-
dzi, zamykajaca spust denny zapory Stup na rzece Nysie Szalonej. Obiekt wybrano ze
wzgledu na pojawiajace si¢ podczas jego eksploatacji drgania, wynikajace ze zmienne-
go obciazenia hydrodynamicznego. Analizowano dwa rdzne poziomy otwarcia tej za-
suwy 1 wyznaczono parametry fizyczne przeplywu oraz ci$nienie panujace w przewo-
dzie spustu dennego. Wyniki poréwnano z rozwigzaniem opartym na teorii przeptywu
potencjalnego. Dodatkowo przeprowadzono symulacj¢ trzech innych hipotetycznych
ksztattéw dolnej krawedzi tego zamknigcia, aby stwierdzié, jaki jest wplyw ksztaltu na
warto$¢ sity hydrodynamicznej.

Drugim zamknigciem byt model klapy stanowiacy przykfad obliczen zamknigcia ze
swobodna powierzchnia. Poddano symulacji dwa przeptywy przez klape uzyskujac
dobra zgodno$¢ obliczonego cisnienia z pomiarami wykonanymi na tym modelu.

Ostatni rozdziat pracy zawiera uwagi koncowe i wnioski oraz kierunki dalszych
spodziewanych badan autora.



2. Obcigzenia zamknig¢¢
budowli hydrotechnicznych

Zamknigcia hydrodynamiczne budowli wodnych srédladowych sa poddane znacz-
nym zmiennym obcigzeniom, ktore powinny by¢ brane pod uwage na etapie projekto-
wania, zgodnie z obowiazujaca norma (PN-2000-032003), a takze podczas ich eksplo-
atacji. Sity hydrodynamiczne (oprécz sily hydrostatycznej) stanowia bowiem dodat-
kowe obciazenie i zaliczaja si¢ do zasadniczych diugotrwalych obciazen, na ktére po-
winno by¢ projektowane kazde zamknigcie. Ich nieuwzglednienie lub niewlasciwe
oszacowanie w konsekwencji moze prowadzi¢ do zagrozenia konstrukcji, o czym
$wiadcza liczne awarie (Naudascher, 1991), (Naudascher i Rockwell, 1994). We
wspomnianej normie oraz w podrecznikach dotyczacych projektowania (Fanti, 1972)
brak jest opisu metod, ktérymi mozna bytoby oblicza¢ w skuteczny sposéb sife hydro-
dynamiczna — wynik ztozonosci i réznorodnosei przypadkéw wystepowania tej sity
i zwigzanych z nig zjawisk.

Sife hydrodynamiczna mozna zdefiniowaé jako napér wody wywotany jej ruchem
lub ruchem samej konstrukeji, dziatajacy na jej powierzchnig. Opis fizyczny polega na
okresleniu zmiany strumienia pedu w cieczy optywajacej konstrukeje, traktowana jako
ciato nieprzepuszczalne. Warto§¢ naporu hydrodynamicznego jest rownowazna ilosci
strumienia pedu przechodzacego przez powierzchni¢ w kierunku do niej prostopadtym.
Strumien pedu zalezy od pola predkosci oraz od gestosci cieczy. Zmiana pola predko-
$ci w czasie bedzie mie¢ wplyw na zmiang pedu i w konsekwencji na zmienno$¢ ob-
cigzenia hydrodynamicznego.

W niniejszej monografii zajmowaé si¢ bgdziemy przede wszystkim oddziatywa-
niami, ktére wystepuja podczas eksploatacji zamknig¢ hydrotechnicznych.

Omawiajac sitg hydrodynamiczng nalezy podkresli¢, ze niezaleznie od przyczyny
Jej powstania sktada si¢ ona z dwdch czesci — warto$ci $redniej oraz fluktuacji (por. p.
3.3.2). Srednia warto$é obciazenia hydrodynamicznego stanowi wiec dodatkowa site,
ktora nalezy uwzglednia¢ na etapie projektowania konstrukcji i urzadzen wyciago-
wych. Jezeli obciazenie jest wynikiem podcisnienia, gdy dodatkowo wystepuje zjawi-
sko kawitacji, to moze nastapi¢ uszkodzenie optywanej powierzchni. Fluktuacja pred-
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kosci, ktérej towarzysza znaczne zmiany cisnienia na powierzchni zamknigcia moze
powodowac¢ jego drgania. Efektem tych drgan jest na ogét zmeczenie materiatu prowa-
dzace do awarii zamknigcia.

Rozroznia sig wiele réznych zjawisk prowadzacych do pojawienia sie sity hydrody-
namicznej.

2.1. Rodzaje sil hydrodynamicznych

Rodzaje sil hydrodynamicznych klasyfikuje si¢ pod katem przyczyny, ktora je wy-
wotata, oraz na podstawie mechanizmu, powodujacego trwalos¢ jej wystepowania.
Obszerng systematyke obcigzen hydrodynamicznych sporzadzit po raz pierwszy Na-
udascher (1961, 1991), a zostala przyjeta i zastosowana przez innych autoréw (Kolk-
man 1984; Thang, 1984). Naudascher wyrdznia nastepujace rodzaje sit:

a) spowodowane przez przyczyny zewnetrzne,

b) wywolane niestabilnoscia przeptywu i oderwaniem warstwy przysciennej od
krawedzi zamkniecia,

c) powodowane ruchem konstrukeji lub jej czesci,

d) wzbudzane oscylacjg objgtosci cieczy.

Przedstawiona systematyka jest ogélna i nie zawsze mozna jednoznacznie rozstrzy-
gnag¢, do ktorej grupy nalezy zakwalifikowaé dany przypadek. Aby ulatwié i przyblizy¢
zasady tego podziatu, przedstawiono charakterystyke poszczegdlnych rodzajow sit
hydrodynamicznych.

2.1.1. Sily spowodowane przez przyczyny zewnetrzne

Do grupy sit spowodowanych przez przyczyny zewngtrzne Naudascher (1991) oraz
Thang (1984) zaliczaja wszystkie zmienne sily dzialajace na oplywana konstrukcje,
ktorych pochodzenie nie zalezy od zjawisk zachodzacych na styku konstrukcja—ciecz,
lecz jest wynikiem dzialania czynnika zewnetrznego. Wyré6znia sig kilka odmiennych
zrddet, do ktdrych przede wszystkim zalicza sig fluktuacje predkosci i cisnienia wyni-
kajace z turbulencji naptywajacej cieczy. Przykladem moze byé oddziatywanie stru-
mienia na dno bystrza lub kaskady powodujace jego uszkodzenia oraz fluktuacje pred-
kodci i ci$nienia pojawiajace si¢ w obrebie odskoku hydraulicznego dzialajace na ptyte
niecki wypadowe;j i na ubezpieczenia ponizej niecki. Jest kilka przypadkéw niszczenia
tych urzadzen wynikajacych ze znacznych pulsacji cisnienia, ktérych amplituda rézni
si¢ nawet 10+20-krotnie od wartosci sredniej (Naudascher, 1991). Destruktywne sa
w tym przypadku podci$nienia, za ich przyczyna powstaje bowiem kawitacja i nisz-
czenie powierzchni konstrukcji. Material ubezpieczenia nierzadko tez jest unoszony
przez sily ci$nienia i porywany przez przeplywajacy strumien. Innym Zrédfem zmien-
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nej sily jest powstawanie warstwy granicznej za optywanym elementem konstrukcji.
W strefie recyrkulacji powstaja silne pulsacje oraz ujemne wartosci cis$nienia, ktére
moga niekorzystnie wptywaé na elementy znajdujace si¢ w ich strefie.

Przeplywy dwufazowe sg kolejnym, czgstym zrédlem silnych pulsacji predkosci
i ©cis$nienia. Zachodza w sytuacji rownoczesnego przeplywu dwu réznych ptynéw, na
przykiad cieczy oraz gazu. W konstrukcjach wodnych zjawisko to zachodzi szczegél-
nie intensywnie w spustach dennych zapdr, sztolniach energetycznych lub obiego-
wych, w sytuacji kiedy w przewodzie pojawiaja si¢ bable powietrza, ktére przemiesz-
czajg si¢ zgodnie z kierunkiem przeptywu lub przeciw niemu. Ich przemieszczaniu,
a nastepnie znikaniu w skutek wentylacji towarzysza czgsto pulsacje porownywalne ze
zjawiskiem uderzenia hydraulicznego.

W przypadku konstrukcji morskich gtownym zrédtem zmlennego obciazenia bedzie
falowanie. Dla zamknie¢ hydrotechnicznych srodladowych falowanie moze takze mieé
duzy udziat w obciazeniach hydrodynamicznych, jesli akwen wodny jest dostatecznie
duzy do powstania wysokiej fali. Przyklady obliczen tej sily, dziatajacej na zanurzony
w wodzie cylinder, mozna znalez¢ w literaturze (Naudascher, 1991; Sarpkaya, 1989).

Z pozostatych zewnetrznych zrédet sity hydrodynamicznej wymieni¢ jeszcze nale-
7y trzesienie ziemi oraz eksplozje tadunku w wodzie. Trzgsienie ziemi powoduje, ze
konstrukcja jest przyspieszana w kierunku poziomym i pionowym. Najwigksze pozio-
me przyspieszenia sa rzedu 1,0 g. W przypadku wysokich zapér nastepuje interakcja
miedzy zgromadzona w zbiorniku woda a konstrukcja polegajaca na tym, ze ruch kon-
strukcji wywoluje w cieczy falg cisnieniowa, ktora znaczaco zmniejsza czgstos¢ drgan
przez efekt masy towarzyszacej. Réwnocze$nie w zbiorniku moze powsta¢ fala po-
wierzchniowa, zagrazajaca przelaniem konstrukceji zapory i obwatowan. Ruch pionowy
wplywa na stateczno$¢ w poziomie posadowienia i moze by¢ przyczyna poslizgu
i zniszczenia zapory. W samej zaporze powstaja odksztatcenia korpusu, ktére sa groz-
ne dla wytrzymatosci.

Wybuch fadunku w wodzie jest obcigzeniem udarowym o okreslonej charakterysty-
ce, przekazujacym sig¢ na konstrukcje w postaci fali ci$nienia p(x, #). Rozklad ci$nienia
w przestrzeni i czasie zalezy od rodzaju materiatu wybuchowego odleglosci wybuchu
od budowli oraz geometrii budowli i jej otoczenia. Impuls ci$nienia trwa bardzo krétko
i zazwyczaj interesuje nas jego maksymalna warto$¢. Rozklad cisnienia na froncie fali
uderzeniowej mozna aproksymowac krzywa wyktadnicza opisana roéwnaniem Cole’a
{Dobrocinski, 2000):

p(R.D)=p,e® @.1)

. 113 .
gdzie: p, =52,3(3/5/ R) — maksymalna warto$¢ impulsu, MPa, G — masa fadunku

TNT, kg,® =0, 0933G (3/5 / R )—0'22 , ms, ¢ — czas od momentu wybuchu, ms.
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Wyznaczenie dynamicznej reakcji konstrukcji zamknigcia na obciazenie falg ude-
rzeniowa pochodzaca od podwodnej detonacji trotylu wymaga rozwigzania réwnania
drgan zamknigcia z uwzglednieniem masy towarzyszacej wody.

2.1.2. Sily wywolane niestabilno$cig przeplywu
i oderwaniem warstwy przysciennej

Grupg obciazen wywotanych niestabilnoscia przeptywu i oderwaniem warstwy
przysciennej mozna zdefiniowaé jako niestabilno$¢ strumienia cieczy spowodowana
oddzialywaniem oplywanej konstrukcji. Sktadowa fluktuacji ci$nienia jest w tym
przypadku wzmacniana przez mechanizm sprzezenia zwrotnego miedzy ciecza i kon-
strukcja. Przykfadowe schematy tego zjawiska przedstawiono na rysunku 2.1.
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Rys. 2.1. Przyklady tworzenia si¢ $ciezki wirowej za oplywana konstrukcja

Zjawisko sprzezenia zwrotnego wystepuje podczas drgan konstrukcji. Jest wiele
roznych przypadkéw, ktére mozna zakwalifikowaé do tej grupy obciazen. Zwykle
wymienia si¢ §ciezke wirowa, jej najbardziej znanym przypadkiem jest formowanie si¢
wiréw za optywanym walcem. Wiry odrywaja si¢ cyklicznie od powierzchni walca
z okresem zaleznym od liczby Reynoldsa dla wartosci Re < 10°, powyzej ktérej okres
ten jest prawie niezmienny i moze by¢ wyrazony bezwymiarowa liczbg Strouhala
(Grybos, 1998):

D

St=—=0,21 .
» 2.2)

gdzie: u — predkosé strugi, D — $rednica walca, ¢ — okres odrywania sie wiréw od po-
wierzchni walca.

W przypadku oplywu innych ksztaltow czgstos¢ odrywania sig¢ wirdw jest trudna do
okreslenia i najczeSciej wyznaczana empirycznie w postaci funkcji zaleznej od liczby
Strouhala.
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Przyczyna, ktéra czesto prowadzi do wzbudzania drgan konstrukcji jest cykliczne
zjawisko zderzania si¢ oderwanej warstwy granicznej z dalsza czgscig konstrukcji.
Zjawisko odbywa si¢ periodycznie, wystgpuje bowiem sprzgzenie zwrotne migdzy
polem predkosci i ci$nienia, co sprawia, ze po oderwaniu strumieii jest ponownie za-
krzywiany do brzegu. Czesto$¢ tego uderzania strumienia o konstrukcje zalezy od
predkosci cieczy u i odleglosci migdzy punktem oderwania i przylegania L i mozna ja
w przyblizeniu wyrazi¢ zalezno$cia (Narayanan, 1972; Naudascher, 1991)

IL_

u

2.3)

gdzie f— czestos$é pulsacji sity hydrodynamiczne;.
Schematyczne przykiady powstawania tego zjawiska przedstawiono na rysunku 2.2.
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Rys. 2.2. Przyktady uderzania oderwanej warstwy przysciennej o optywang konstrukcje

Zmienno$é granicy dwoch osrodkéw plynnych obejmuje rowniez zjawiska zalicza-
ne do opisywanej grupy niestabilnosci. Najczestszym przykladem tej niestabilnosci jest
falowanie strumienia spadajacego z zamknigcia klapowego umieszczonego na wyso-
kim progu. Badania zjawiska byly przedmiotem pracy Petrikata (1976), ktory odkryt,
ze spadajacy z powierzchni klapy strumien faluje, tworzac zmienne ci$nienie powietrza
w przestrzeni pod strumieniem powodujacym zmienne obciazenie konstrukeji (Kostec-
ki, Popow, 1987). Podobne zjawisko powstaje, gdy strumien spada z przelewu czoto-
wego lub z przelewu bocznego, powodujac wahania wody w kanale. Schematy tych
obcigzen przedstawiono na rysunku 2.3.
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Rys. 2.3. Przyktady falowania strumienia przelewowego powodujace zmiany
ci$nienia powietrza zamknigtego w przestrzeni podstrumieniowej

2.1.3. Sily powodowane ruchem konstrukcji

Przy omawianiu sit powstajacych od turbulencji przeptywu lub w wyniku niestabil-
nosci oderwania strumienia zaktadano, Zze oplywana krawedz jest nieruchoma, tzn. nie
uczestniczy w mechanizmie powstawanie tej sily. Sily spowodowane ruchem kon-
strukcji sa przedstawiane jako rodzaj wymuszenia dodatkowych fluktuacji sity hydro-
dynamicznej. Gdy konstrukcja wykonuje drgania, wowczas dodatkowa sita moze by¢
zapisana w postaci skfadowej harmonicznej — jesli jest ona zgodna w fazie z przyspie-
szeniem konstrukcji, to mozna ja przedstawié jako efekt masy towarzyszacej, jesli jest
zgodna w fazie z predkoscia, bedzie elementem tlumienia drgan (Zienkiewicz, 1978).
Sity spowodowane ruchem konstrukcji sa trudne do okre$lenia w badaniach modelo-
wych ze wzgledu na ztozonos¢ tego zjawiska, na ktére wpltyw ma predkosé, Scisliwosé
i gestosé przeplywajacej cieczy, masa, sprezystosé i ttumienie konstrukcji. W literatu-
rze przedmiotu (Naudascher i Rockwell 1994; Novak, 1984; Thang, 1984) przy opisie
tego mechanizmu wyréznia si¢ dodatkowo sposéb wzbudzania drgan przeptywem
cieczy. Strumien moze optywaé konstrukcje z dwoch stron, jak w przypadku pali, za-
mknigé awaryjnych w pastaci belek zaktadanych w przeplywie, krat na wlotach do
sztolni i spustéw, fopatek turbin. W przypadku zasuw plaskich i segmentéw przeptyw
odbywa si¢ pod nimi, a klap i sektoré6w ponad nimi, zamknigcia iglicowe sa optywane
wokot zgodnie z kierunkiem ich osi. Podstawowe schematy odzwierciedlajace mecha-
nizm wzajemnego oddzialywania konstrukcji i cieczy przedstawiono na rysunku 2.4.

Niebezpieczne drgania sg wowczas, gdy sita wzbudzona ruchem konstrukcji dziata
w kierunku tego ruchu zwigkszajac jego amplitude, a wraz ze zwigkszeniem amplitudy
zwigksza sig¢ sita wymuszajaca. Ten szczegdlny przypadek rezonansu, okreslany mia-
nem ujemnego tlumienia (ang. galloping), wyjasnimy na prostym przyktadzie belki
zakfadanej o ksztalcie prostokatnym. Na rysunku 2.5 przedstawiono schemat takiej
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Rys. 2.4. Schematy wzajemnego oddzialywania oplywajacego
strumienia cieczy i poruszajacej si¢ konstrukcji

belki w chwili, kiedy nastgpuje jej ugigcie w dot. Pod belka powstaje wtedy strefa re-
cyrkulacji, gdzie panuje obnizone ci$nienie, nad belka ci$nienie nie ulega zmianie
i w konsekwencji sita wypadkowa cisnienia jest réwniez skierowana ku dotowi. Jesli
jeszcze zjawisko odbywa si¢ w poblizu dna, to ruch w dét spowoduje zwigkszenie
predkosci przeplywu pod belka co dodatkowo spowoduje spadek cisnienia. Jesli belka
ugnie si¢ maksymalnie i rozpocznie si¢ ruch ku gorze, to kierunek sity wypadkowej
cisnienia takze ulegnie zmianie. Mechanizm ten powoduje wzrost amplitudy drgan, co
faczy sig¢ ze wzrostem sily je wymuszajacej, az do momentu, gdy sity thumienia ustabi-
lizuja amplitude lub nastapi zniszczenie konstrukcji belki.
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Rys. 2.5. Mechanizm wzbudzania drgan belki zakiadanej
strumieniem oplywajacej cieczy (wg Naudascher, 1994)
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2.1.4. Sity wzbudzane oscylacja objetosci cieczy

Czestym przypadkiem w instalacjach prowadzacych ciecz jest powstanie fali stoja-
cej cisnienia spowodowanej réznymi czynnikami, na przyktad pulsacyjna praca nie-
sprawnego zaworu. Podobnie oscylacje moga si¢ pojawi¢ miedzy dwoma zbiornikami
polaczonymi odcinkiem rurociagu. Sg to tak zwane uklady dyskretne, a zasada ich
dziatania przypomina zjawisko znane pod nazwa oscylatora Helmholtza (Naudascher,
1991; Naudascher, Rockwell, 1994). Niektore schematy oscylacji objetosciowej lub
ci$nieniowej przedstawiono na rysunku 2.6.

7
-
Z 7 -
aT I 2
[ zbiornik [ S
¥ = otwaty | %T 3
“ N /g
L ¥ & F
4 v
s T —g—p <o zasuwa * = ‘é
L , le L )|
. oscylacje przeptywu = -
oscylacje przeptywu w przewodzie oscylacje przeplywu
w kanale zbiornika taczacym zbiorniki w kanale bocznym

Rys. 2.6. Schematy obcigzen konstrukcji wywotlane oscylacja cieczy

Drgajace uktady ciagle polegaja na powstaniu fali objetosciowej na krotkim odcin-
ku kanatu, ktérej dziatanie jest podtrzymywane przez zaburzenia od warstwy granicz-
nej powstajacej za optywana konstrukcja lub ruch zamkniecia odcinka kanatu, co
oznacza wspoétdziatanie kilku rodzajéw zrodet zmiennego obcigzenia. Jako szczegdlny
przypadek oscylatora mozna wymieni¢ zjawisko uderzenia hydraulicznego, ktére po-
wstaje po gwaltownym zamknigciu zaworu w rurociggu (Batchelor, 1967; Grybos,
1998).

Szczegdtowe informacje dotyczace klasyfikacji sit hydrodynamicznych oraz rézne
przyklady ich dziatania mozna znalez¢ w pracach Naudaschera (1961, 1972, 1991),
Naudaschera i Rockwella (1994) oraz Novaka (1984).

2.2. Obcigzenia zamkni¢¢ wynikajgce
z odrywania si¢ warstwy przysciennej

Wigkszos¢ istotnych zmiennych obciazen dziatajacych na zamknigcia hydrotech-
niczne pochodzi od warstwy granicznej powstajacej za oplywana krawedzig zamknie-
cia. Autor zdecydowat si¢ przyblizy¢ niektére z nich na podstawie badan przedstawio-
nych w literaturze, aby nastgpnie porowna¢ ich wyniki z tymi, jakie uzyskat zapropo-
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nowana metoda numeryczna. Typowymi zamknigciami narazonymi na zjawisko
zmiennego obciazenia od strumienia przeplywu sa zasuwy plaskie i segmenty w prze-
wodzie ci$nieniowym oraz, w mniejszym stopniu, zamknigcia powierzchniowe. Po-
nadto rozpatrzymy optyw zamknigcia klapowego, ktére w dolnym potozeniu jest pod-
dawane dziataniom silnych podcisnien.

2.2.1. Zamknigcia w przewodzie cisnieniowym

2.2.1.1. Zasuwa plaska

Zasuwa plaska stanowi typ zamknigcia czgsto stosowany jako zamknigcie glebino-
we, z uwagi na jej zalety: duzg sztywnos¢ konstrukcji oraz prostot¢ wykonania, ta-
twos¢ montazu, konserwacji i remontu. Zamknigcia te wystepuja zaréwno na wlocie do
przewodu (rys. 2.7), jak i w srodku przewodu lub jako zamknigcia powierzchniowe.
W dwéch pierwszych przypadkach poziom wody za zamknigeiem moze wypetniaé
przewdd catkowicie lub czgéciowo.
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Rys. 2.7. Przyktady zastosowania zamknigcia zasuwowego

Jednym ze zjawisk, ktére ma istotny wplyw na sterowanie zamknigciem oraz jego
niestabilne obciazenie jest sifa ssaca/$ciagajaca (ang. downpull) bedaca efektem rozni-
cy catkowitej ci$nien pionowych. Badaniem tego zjawiska zajmowano si¢ juz w poz-
nych latach 50. XX w. Simmons (1959) badal na modelu powietrznym dwa typy zasuw
~ wyposazong w kota sztywno zamocowane do ramy zamknigcia oraz na tozyskach
$§lizgowych. Zauwazyt on, ze maksymalne zasysanie zamknigcia pierwszego typu wy-
stepuje przy jego niewielkim otwarciu, a zamknigcia $lizgowego przy otwarciu 45%
wysokosci przewodu. Jest to spowodowane r6zng konstrukcja obu zamknigé (rys. 2.8).

Podobne badania modelowe oraz pomiary w naturze wykonat Colgate (1959), ktéry
okreslit podcisnienie dla zasuw w przypadku trzech réznych zapér: Hoovera, Shasta
i Palisades. Uzyskane wartosci wskazuja na bardzo wysokie podcisnienia. Wedlug
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Rys. 2.8. Zamknigcie zasuwowe a) oparte na kolach sztywno. zamocowanych,
b) zamknigcie z lozyskiem slizgowym

Sagar (1995) zasuwy majace kota toczne poruszajace sie po torach powinny by¢ sto-
sowane w charakterze zamknigé gtéwnych do wysokosci pietrzenia do 45 m, a jako
zamknigcia awaryjne do 120 m, ze wzgledu na wystepowanie wneki na kota, ktéra
przy wigkszych jej szerokosciach powoduje niekorzystne zawirowania dynamicznie
obcigzajace zamknigcie. Tej wady nie maja zamkniecia z tozyskiem $lizgowym, jed-
nakze do manewrowania nimi potrzebne sa masywniejsze urzadzenia wyciggowe, a ich
najwicksza wada jest zanoszenie lub zamulenie uniemozliwiajace manewrowanie za-
mknigciem. Sagar (1995) zwraca tez uwage na czeste zjawisko drgan zasuw, ktorych
przyczyna najczesciej jest warstwa graniczna odrywajgca si¢ od dolnej krawedzi zasu-
wy, oscylacje ci$nienia na jego dolnej powierzchni, uderzanie strumienia wyplywaja-
cego spod zasuwy o jej wystajace elementy oraz brak napowietrzania przewodu za
zasuwg i powstanie przeplywu dwufazowego. Ponadto autor opisuje zjawisko wy-
strzeliwania zamknigcia w gére pod wplywem ciénienia dziatajacego na jej dolng kra-
wedz. Takie niebezpieczefistwo pojawia sie wowczas, gdy zasuwa ma uszczelnienie
gdrne od strony wody dolnej (rys. 2.9) i jest czgsciowo podniesiona podczas napeinia-
nia kanatu. Badaniem szerokosci i ksztaltu wnek zasuw zajmowat sie Ball (1959), kté-
ry okreslit warunki, w jakich najczesciej dochodzi do kawitacji w wyniku odrywania
sie warstwy przysciennej od krawedzi wneki. Sformutowat on wiele zalecen, ktérych
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przestrzeganie zmniejsza ryzyko powstawania ubytkéw i uszkodzen kawitacyjnych.
Badania na modelu hydraulicznym zasuwy w przewodzie ci$nieniowym pod katem
okreélania sity hydrodynamicznej wykonat rowniez Aydin i in. (2006).
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Rys. 2.9. Schemat uszczelnienia zasuwy: a) od wody dolnej, b) od wody gérnej

Zjawisko tworzenia si¢ za oplywanym zamknigciem zasuwowym strefy recyrkula-
cji i zwiazane z nia pulsacje ci$nienia byly przedmiotem licznych prac badawczych.
Narayanan i Reynolds (1972) zajmowali si¢ pomiarami do$wiadczalnymi na modelu
zamkniecia zasuwowego w przewodzie ci$nieniowym. Celem tych pomiaréw byto
okreslenie dlugosci strefy, rozktadu predkosci sredniej w przewodzie za zamknigciem,
rozktadu $redniej wartodci cisnienia oraz czestosci jego pulsacji. Model byt aerodyna-
miczny, dlatego wyniki pomiaréw moga by¢ traktowane wylacznie jakoSciowo. Auto-
rzy stwierdzili, ze najwieksza czesto$¢ pulsacji ciSnienia powietrza wystapita zaraz za
optywang $cianka, a nastgpnie ulegata zmniejszeniu, aby ustali¢ si¢ w odlegtodci réw-
nej w przyblizeniu dlugosci strefy recyrkulacji. Przyczyna tego zjawiska jest wedtug
Narayanan (1972) obecno$¢ brzegdw, ktdre ograniczaja swobodny rozwdj $ciezki wi-
rowej Karmana. Zwigkszenie gruboéci warstwy przysciennej dolnej i gérnej powoduje,
ze warstwa graniczna za oplywanym zamknigciem bardzo szybko wchodzi w interak-
cje z turbulentna warstwa przyscienna, co powoduje rozpad struktur koherentnych
i wyréwnanie czgstosci pulsacji predkosci oraz ci$nienia. Podobne badania, ale dla
ostrostupa prostokatnego w przewodzie cisnieniowym, wykonat Castro (1979).

Badania drgaf zamknieé¢ zasuwowych byly tematem wielu prac (Campbell, 1961;
Naudascher, 1961; Kolkman, 1984), a nastepnie (Thang, 1984). Thang przeanalizowat
rozne rodzaje wzbudzania drgan zasuw i okreslit problem odrywania si¢ strumienia od
krawedzi zamknigcia i jego powtdrnego zderzania si¢ z konstrukcja (niestabilnos¢
przeptywu) jako najczestsza przyczyng drgan. Celem badan modelowych na modelu
hydraulicznym byto okre$lenie najbardziej stabilnych ksztaltow dolnej krawedzi zasu-
wy, za ktora przyjat ksztalty przedstawione na rysunku 2.10. Ponadto autor ten, wymu-
szajac drgania poziome lub pionowe modelu zasuwy, badal rozktady cisnien, jakie
powstajg na optywanej ptaskiej poziomej krawgdzi zamknigcia.

W swoich badaniach nad naturg drgain wymuszonych Thang stwierdzit, ze wartos¢
liczby Strouhala Sh = 0,4 odpowiada warunkom najwiekszej energii pulsacji ci$nienia
oraz taka sama wartos¢ zanotowano, badajac czestotliwos$é drgan zamkniecia. Wynika
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ksztalty dolnej krawedzi zasuwy, dla ktérych "stabilne" ksztalty dolnej
moze wystapi¢ niestabilnos$¢ oplywu krawedzi zasuwy

Rys. 2.10. Stabilne i niestabilne ksztaity dolnej krawedzi zasuwy wedtug Thanga (1984)

z tego, ze zjawisko ma charakter sprzezenia zwrotnego miedzy wymuszeniem a ru-
chem drgajacym. Na podstawie przeprowadzonych eksperymentéw autor zapropono-
wat okreslanie podatnosci zamknigcia na wzbudzanie za pomoca tzw. wskazZnika nie-
stabilnosci wyrazonego wzorem:

L _p,

pg
C, =——
= @4)
gdzie: Ah=u2/ 2g — wysokos¢ predkosci przed zamknigciem, p — usrednione ci$nie-
nie na krawedzi dolnej zasuwy, A, — gleboko$¢ dolnej wody.
Po narysowaniu dla danego zamknigcia krzywej zaleznosci C,, od s/b, gdzie s ozna-
. y o PR [oN L)
cza otwarcie, a b grubosé zamknigcia, mozna okresli¢, ze jesli ~W<O, to za-
s
mknigcie znajduje si¢ w strefie bezpiecznej, w przeciwnym razie narazone jest na wy-
muszanie drgaf.

2.2.1.2. Segment

Drugim typem chetnie stosowanych zamknig¢é glebinowych jest segment o osi po-
ziomej. Na rysunku 2.11 przedstawiono przekr6j przez zapore Dobromierz na rzece
Strzegomce z widocznym blokiem urzadzen zrzutowych i segmentowym zamknieciem
giéwnym.

Jego zaleta w stosunku do zamknigcia zasuwowego jest mniejsza sita wyciagowa
oraz brak wnek w $cianach bocznych przewodu, a wada wigksza przestrzen potrzebna
do ulokowania zamkniecia i bardziej skomplikowany sposéb podnoszenia. Z tego
wzgledu segmenty umieszcza si¢ w $rodku przewodu cisnieniowego. Jako zamkniecie
jazowe segment stosowany jest zwykle do zamykania duzych $wiatet jazu i w razie
duzego pigtrzenia. Czesto bywa tez wykorzystywany jako zamkniecie przelewu zapory
oraz gornej glowy sluzy. Pod wzgledem podatnosci na zmienne obcigzenie hydrody-
namiczne segmenty nie odbiegaja od zamknigé zasuwowych i dlatego wszystkie spo-
strzezenia o przyczynach powstawania zmiennych obciazen hydrodynamicznych odno-
sza si¢ w roéwnej mierze do segmentow i do zasuw.
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Rys. 2.11. Przekrdj przez zapore Dobromierz na rzece Strzegomce

Pierwsze prace po$wigcone zamknigciom segmentowym dotyczyty gléwnie pro-
bleméw wyznaczania wspdtczynnika wydatku. Rhone (1959) badat zjawisko kawitacji
na koronie przelewu zapory zamykanego segmentem oraz rozwazat kryteria wlasciwe-
go doboru uszczelnief bocznych i progu pod katem ich szczelnosci i trwatosci. Zagad-
nieniem analitycznego wyznaczania przeplywu i sredniego obcigzenia hydrodyna-
micznego dla segmentéw jazowych umocowanych na niskim progu zajmowat si¢ La-
rock (1969).

Interesujace badania podjal Schmidgall (1972), ktory przedstawit wyniki dla ist-
niejacych 13 stopni wodnych, zamykanych segmentami o réznej konstrukcji, na drodze
wodnej McClellan—Kerr Arkansas River. Na stopniach tych stwierdzono liczne uszko-
dzenia segmentéw spowodowanych ich silnymi drganiami. Uszkodzenia polegaty na
spekaniu pofaczen spawanych, w wigkszosci pionowych belek rusztu pigtrzacego
z dolnym dzwigarem gidéwnym i dolna belka pozioma. Wszystkie segmenty wykazy-
waly takie spekania zmeczeniowe, a w przypadku dwoch konstrukeji uszkodzeniu
ulegto 90% spoin, z czego ponad potowa byta catkiem zerwana.

W celu zbadania przyczyn tego zjawiska wykonano badania modelowe, na podsta-
wie ktorych stwierdzono, ze przyczyna drgan byla niestabilnos¢ przeptywu wywotana
odrywaniem si¢ warstwy przysciennej od dolnej krawedzi zamknigé. Badania postu-
zyly takze do modyfikacji ksztaltu dolnej optywanej krawedzi, co umozliwito wyeli-
minowanie drgan. Na rysunku 2.12 przedstawiono charakterystyczne cztery sposrod
siedmiu rodzajéw konstrukcji doinej krawedzi segmentdw przed i po modyfikacji.

Na podstawie badan i pomiaréw Schmidgall sformutowat kilka wnioskow, z ktd-
rych najwazniejszy to, ze tylko ostry i waski ksztatt dolnej krawedzi segmentu zapew-
nia wlasciwe zabezpieczenie przed niepozadanym efektem zmiennej sity hydrodyna-
micznej. Naudascher (1991) uwaza ponadto, ze dolny gtéwny dzwigar segmentu powi-
nien by¢ podniesiony mozliwie wysoko, aby zapobiec uderzaniu w niego strumienia
wyplywajacego spod zamknigcia.
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Rys. 2.12. Ksztalt dolnej krawedzi segmentdw na rzece Arkansas
przed i po modyfikacji, wedtug Schmidgalla (1972)

Drgania moga by¢ przyczyna nie tylko uszkodzen zmegczeniowych, ale takze awarii
zamknigcia. Taki przypadek, dotyczacy segmentu na przelewie zapory, zostat opisany
przez Kolkmana (1984) oraz Naudaschera i Rockwella (1994). Na skutek silnych drgan
statecznos¢ utracit poczatkowo dolny dzwigar ramienia segmentu, a nastgpnie kon-
strukcja obydwu ramion zostala zniszczona.

Wiecej szczegdtowych informacji o obciazeniach hydrodynamicznych segmentow
i ich konsekwencjach mozna znalez¢ w monografii Naudaschera (1991).

2.2.2. Zamknigcie powierzchniowe — klapa soczewkowa

Zamkniecie klapowe soczewkowe jest najczesciej stosowanym rodzajem zamknie-
cia powierzchniowego dla pigtrzenia do 5 m wysokosci. Ma ono kilka zalet, takich jak:
lekkos¢ konstrukcji, wysoki wspoiczynnik wydatku, duza sztywno$¢ na skrecanie, brak
wnek w stosunkowo niskich i krotkich filarach. Wada tego zamkniecia jest podatnosé¢
na drgania, ktére pojawia¢ si¢ moga w roznych polozeniach zamknigcia, rézny tez
moze by¢é mechanizm wymuszania tych drgan. Wyrdznia si¢ dwa gtéwne przypadki
zmiennego obcigzenia klap. Pierwszy z nich wystepuje w sytuacji, gdy klapa umiesz-
czona jest na wysokim progu, a przestrzen pod klapa nie jest dostatecznie napowietrz-
na — opisat to Petrikat (1955, 1976), a nastgpnie Pariset (1955), Rogala i Kostecki
(1987), Kostecki i Popow, (1987). Polega na sprzg¢zeniu zwrotnym miedzy trzema ele-
mentami — spadajacym z klapy strumieniem, powietrzem zamknigtym w przestrzeni
podstrumieniowej oraz sprezysta konstrukcja. Falujacy strumien pracuje tak jak pom-
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pa, zmieniajac cisnienie pod klapa. Je$li system wentylacji nie zapewnia dostatecznie
szybkiej wymiany powietrza, to cisnienie po przekazaniu si¢ na konstrukcje kiapy po-
budza ja do drgan zgodnych z czestoscia wymuszania, z kolei ruch konstrukeji
wzmacnia falowanie strumienia spadajacego z klapy. Ten swoisty mechanizm wspot-
dziatania: spadajacy strumien — powietrze w przestrzeni podstrumieniowej — konstruk-
cja, moze prowadzi¢ do rezonansu i awarii konstrukeji, jesli jej czgstos¢ wlasna w wo-
dzie bedzie zgodna z czestoscig wzbudzania. Przyktadem takiej awarii jest zniszczenie
konstrukcji klapy na przelewie zapory Stup na Nysie Szalonej, mimo ze przestrzen
podstrumieniowa byfa wentylowana przewodem o $rednicy 0,5 m. Badania autora
(Kostecki i in., 1986) przeprowadzone w naturze pozwolity na znalezienie rozwiazania
tego problemu w postaci deflektora zamocowanego do blachy opierzajacej filara (rys.
2.13), ktory, odsuwajac strumien od powierzchni filara, utworzyt dodatkowy otwor
napowietrzajacy przestrzen pod klapa.

Przekroj

A-A

/

blacha
opierzajgca
filara

otwoér
napowietrzajgcy

Rys. 2.13. Zwiekszenie napowietrzania klapy przez zastosowanie deflektora

Drugi przypadek silnie zmiennych obciazen hydrodynamicznych zachodzi wow-
czas, gdy klapa jest w dolnym pofozeniu, zatopiona wysokim strumieniem przelewo-
wym (Winter, 1982; Rogala i Winter, 1983; Rogala i Winter, 1986). Od powierzchni
klapy odrywa sie wtedy warstwa przyscienna, tworzac strefe kawitacji. Poniewaz zja-
wisko odrywania nie jest stabilne — punkt oderwania przemieszcza si¢ po powierzchni
klapy (rysunek 2.14), zmianie ulega rowniez warto$¢ wypadkowej sity hydrodyna-
micznej, ktéra moze prowadzi¢ do unoszenia klapy i jej drgan. Zjawisko to zostato
opisane takze przez Naudaschera i Rockwella (1994), Naudaschera (1991), Fantiego
(1960).
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Rys. 2.14. Zjawisko odrywania si¢ warstwy przy$ciennej od powierzchni klapy

2.3. Skutki obcigzen hydrodynamicznych

Obcigzenia hydrodynamiczne maja zwykle negatywny skutek na optywana kon-
strukcj¢. Wiaze sig to z kilkoma niepozadanymi zjawiskami, ktdre nalezy przewidywaé
na etapie projektowania. Pierwszym z nich jest zwiekszone obciazenie na zamknigcie,
ktdre zalezy od geometrii zamknigcia i budowli, poziomu gérnej i dolnej wody, pred-
kosci przeplywu, stad jest ono trudne do wyznaczenia. Wartosci tego obciazenia moga
mie¢ istotne znaczenie w projektowaniu urzadzen wyciagowych. Swiadczy o tym np.
wynik pomiardéw sily ssacej okreslonej przez wspomnianego wczesniej Colgate’a
(1959) dla zapory Palisades o wysokosci pigtrzenia 47,5 m. Maksymalna wartos¢ skita-
dowej pionowej sity hydrodynamicznej (w ukladzie grawitacyjnym) dla zasuwy o roz-
pigtosci 6,1 m i wysokosci 12 m wynosita 3690 kN w warunkach maksymalnego prze-
ptywu 1270 m*/s i dla 55% otwarcia zasuwy. W celu poréwnania: maksymalna sita
pozioma wynikajaca z cisnienia hydrostatycznego wyniostaby w takich warunkach
29 880 kN, a cigzar zamkniecia w przyblizeniu 700 kN.

W zamknigciach niskiego pietrzenia, takich jak klapy, wartos¢ obciazenia hydrody-
namicznego w zalezno$ci od kata nachylenia cieciwy powloki zewnetrznej klapy do
poziomu stanowi¢ moze nawet 100% obciazenia hydrostatycznego (Gréic, 1963).

Nastepnym problemem jest zjawisko kawitacji, ktore byto badane przez wielu auto-
réw, m.in. Balla (1959), Ripkena (1972), Naudaschera (1991), Sagara (1995). Wyste-
puje ono w strefie podcisnien, ktora najbardziej zagraza konstrukcjom upustowym,
majacym wneki w filarach. Dla zasuw najbardziej narazone sa dolne obszary wnek.
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W przypadku segmentow, stanowiagcych zamknigcie przelewow, ubytki kawitacyjne
powstaja na powierzchni przelewowej ponizej zamknigé.

Najbardziej niepozadanym efektem, ktory towarzyszy¢ moze zmiennemu obciaze-
niu hydrodynamicznemu, sg drgania zamknig¢ hydrotechnicznych. W literaturze znaj-
duja sie opisy réznych przypadkéw wzbudzania drgan i zwiazanych z nimi awarii bu-
dowli (Naudascher, 1991; Naudascher i Rockwell, 1994; Kolkman 1984; Novak, 1984;
Hardwick, 1974; Thang, 1984; Kostecki, 1983; Rogala i Kostecki, 1985; Rogala i in.,
1984; Appeliin., 1961).

W Polsce byty miejsce awarie zamknigé wywotane ta przyczyng. Sa to migdzy in-
nymi zerwanie zamknigcia zasuwowego z klapa lodowa na jazie w Brzegu Dolnym na
Odrze, ktére nastapito wskutek drgan klapy lodowej oraz peknigcie watu napgdowego,
spowodowane drganiami klapy soczewkowej, w wyniku niedostatecznego napowie-~
trzania komory podstrumieniowej na przelewie zbiornika Stup na Nysie Szalone;.

Z przytoczonych opisdéw wynika, ze problem zmiennych obciazef jest bardzo
istotny, poniewaz wptywa na bezpieczefnistwo budowli i jej dlugotrwala i bezawaryj-
na prace.



3. Podstawowe rownania hydromechaniki

Oddzialywanie cieczy na optywana konstrukcj¢ hydrotechniczng jest zagadnieniem
z dziedziny hydrodynamiki i wymaga przedstawienia, zwigzanego z nim, podstawo-
wego opisu matematycznego dla czytelnosci nastepnych rozdziatow monografii. Ze
wzgledu na specyfike zjawiska oplywu przedstawiony material obejmuje zwarty opis
zagadnien zwiazanych z przeplywem cieczy idealnej oraz z przeplywem cieczy lepkiej
i niesci$liwej. Opis ten uzupetniony zostat zagadnieniami kinematyki i dynamiki wi-
rowosci oraz problematyka warstwy przysciennej.

3.1. Sformulowanie matematyczne zagadnienia przeplywu

3.1.1. Wspélrzedne Lagrange’a i Eulera

W hydromechanice istnieja dwa sposoby opisu zachowania si¢ cieczy. W pierw-
szym, nazywanym sposobem Lagrange’a, rozwazamy zbidr przemieszczajacych sie
czastek cieczyl. Z czastkami zwiazane sa wielkosci fizyczne, takie jak predkose, ci-
$nienie, temperatura, wirowos$¢, ktore beda si¢ zmienialy podczas ich ruchu. Czastki
identyfikujemy ze wzgledu na ich polozenie poczatkowe a=(c, ..., ) oraz czas T,
ktére pehnig role wspotrzednych w ukladzie odniesienia Lagrange’a. Kazda fizyczna
wielko$¢, zwiazana z plynaca czastka moze by¢ wyrazona w postaci funkcyjnej zalez-
nosci od (e, 7). Na przykiad polozenie czastki w nieruchomym ukladzie odniesienia

bedziemy wyrazaé nastepujaco
X=X(a,7), gdzie a=(,,...0,)ER", X(a,0)=a, (3.1

a cisnienie, temperature i ggsto$¢ ze wzoréw

! Jako czastke cieczy rozumiemy tutaj pewna objgto$é cieczy, dostatecznie duza w poréwnaniu do
odleglosci miedzyczasteczkowych, aby mozna ja bylo traktowac jako element osrodka ciagiego.
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p'=pa,1)
7'=T'(a,7) (3.2)
p'=p'(e,7)

W tym punkcie znak ,,prim” przy wielkosci fizycznej oznacza, ze jest ona rozwaza-
na w ukladzie Lagrange’a dla odréznienia od tych w ukladzie Eulera. W dalszych roz-
dziatach pracy nie bedzie tego rozroznienia, a o tym, ze rownanie jest rozwigzywate
w ukladzie Lagrange’a bedzie informacja na poczatku rozdziatu,

Opis przeptywu polega na sledzeniu trajektorii ruchu czastek X(m,’tf ) W przestrzeni
i w czasie. Predkos¢ czastki o poczatkowym potozeniu w punkcic @ po czasie T moz-
na przedstawi¢ za pomoca rownania

, _0X(a,7)
' (or) = (33)
przyspieszenie zas relacja
, ou'(a,7) 9’X(a,7
¢ (ar)- 0 (07)_ X (ar) o

ot ar?

Metoda Lagrange’a jest naturalnym sposobem zapisu réwnan wykorzystywanych
w metodach czastek, przez zwiazek z trajektoria ruchu.
Drugi sposéb opisu przepltywu nosi nazwe metody Eulera i polega na ustaleniu

punktu obserwacji x=(xl,...,xN) lezacego w obszarze przeplywajacej cieczy. Pred-

kos¢ cieczy jest wige funkcja potozenia punktu obserwacji oraz czasu
u=u(x,), x=(x,..x,), xeR" (3.5)

Pozostate wielkosci opisujace stan cieczy rdwniez beda funkcjami potozenia x oraz
czasu

p=p(x.1)
T=T(x,1) (3.6)
p=p(x1)

W opisie Eulera pojedyncza czastka i jej historia nie sa przedmiotem rozwazan.
Opis ruchu dotyczy globalnego stanu obszaru przeptywu i jego zmian w czasie.
Zwiazek migdzy opisem Lagrange’a i Eulera jest dany relacjg

x=X(a.7), a=(¢,..,y)eR"

T=t

3.7

gdzie a jest wektorem polozenia poczatkowego czastki cieczy. W ten sposob
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p'(0,7)=p(X(a,7).1)
T'(a,7)=T(X(0, 7),1) (3.8)
p'(e, 7) = p(X(a, 7),2)

Jeshi oziaczymy dowolng wielkosé fizyczng wyrazona w uktadzie Lagrange’a przez
¢, & te samg wielkosé w ukladzie Eulers przez g, to na podstawie wzoru (3.7) mozna
wyprowadzi¢ zwiazek iiedzy tymi wielko$ciami

¢'(o, 7)=q(X(e, 7),1) (3.9)
Po obliczeriiu szybkosci zmiany tej wielko$ci mamy

d¢ _9dg o Jdg Jx
3¢ o 3t ox ot (3.10)

ox _ oX(w, 1)

Poriewaz iloraz o s =u(X(a,7), 1) wyraza predkosé czasteczki cieczy
T

17T =t , ofrzymujeriy

dg’ o dg

i=—2+u-—_q (3.1

0T ot ox
gdzie pierwszy cztort (3.11) po prawej stronie wyraza pochodna po czasie zmiennej ¢
w purnkcie x, zwarng pochodng lokalng, drugi zas czlon rézrice ¢ wynikajaca z prze-
mieszczenia sig czasteczki do nowego potozenia po infinitezymalnym czasie dt, okre-
slama mianem pochodnej unoszenia. W ukladzie Eulera ogdlnej postaci tego wzoru
zostat nadamy symbol

DO _30
Dt ot

ktéry nosi nazwe pochodnej materialnej, jako majacej zwiazek z przemieszczajaca sie
materia (Landau i Lifszyc, 1994). Powszechnie w uzyciu jest réwniez symbol d/dt oraz
nmazwa pochodmna substancjalna.

+(-V)(), (3.12)

3.1.2. Trajektorie czastek cieczy

Waznym zagadnieniem dotyczacym metod opisanych w niniejszej monografii jest
trajektoria czastek wyznaczajacych strumien cleczy. Jesli zalozymy, zZe czastka
w chwili 7 = 0 znajduje sie w potozeniu a=(¢,, @,,..., &, )€ RY | N =2, 3, to jej poto-
zenia w kolejnych chwilach ¢ wyznaczaja trajektori¢ ruchu tej czastki
X(o, 1)=(X,, X,,.... X,) € R", przy czym zachodzi zwiazek
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dX(a,t)
dt
Jezeli przez D oznaczymy pewien kontrolny obszar cieczy, sktadajacy si¢ z pewnej

liczby czastek w chwili ¢ = 0, to po czasie ¢ zajmie on nowe potozenie, zgodnie z ry-
sunkiem 3.1.

=u(X(a,t),2) (3.13)

Rys. 3.1. Przemieszczanie objgtosci cieczy jako ruch czastek po trajektoriach

Rozwazmy operacje catkowania dowolnej wielkos¢ fizycznej g(x, f) w obszarze
X(D, t) uwzgledniajacym transformacje obszaru cieczy po czasie t. Najwygodniej jest
sprowadzi¢ catkowanie tylko do obszaru D, co uzyskujemy za pomoca odpowiedniej
zamiany zmiennych. Wtedy

[ a(xt)dx=[q(X(a,t),t)] (a.t)da (3.14)

X(Dur) D

gdzie J(a,t) — jakobian transformacji dany wzorem

J(a, t)=det(V, X(a,1)) (3.15)

Dla gladkich przeptywow cieczy niescisliwej mozna udowodni¢ (poréwnaj Doda-
tek A), ze J(a,£)= 1. W ten sposdb, przyjmujac J = 1, objetos¢ obszaru X(D, t) jest
w dowolnym czasie rowna objetosci D.

3.1.3. Predkos¢ odksztalcenia elementu plynu i predkos¢ katowa

Gdy przyjmiemy znang wlasciwo$¢ gladkiego pola wektorowego, wowczas pole
predkosci czastki plynu w otoczeniu punktu x, mozemy przedstawi¢ zgodnie ze wzo-
rem Taylora w postaci

u(x, +A%,4)) =u(x,, ;) + (Vu)(x,, 1, )Ax + O(Ax*), Axe R® (3.16)
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i

0 .
gdzie Vu:l:ai} 1<i,j<3 - gradient wektora u, zwany tensorem predkosci

X
wzglednej.
Jak kazdy tensor mozna go rozlozy¢ na cze$¢ symetrycznag D i antysymetryczng Q

1 1 T

D=—Vu+—(Vu
S Vut—(Vu) (3.17)
1 1 T

Q=—Vu-=(Vu
5 Vu-2(Vu) (3.18)

Tensor D nazywany jest tensorem predkosci odksztatcenia. Jego elementy lezace na
przekatnej odpowiadaja predkosciom odksztatcen objetosciowych du, /dx;, a elementy

poza przekatna stanowia predkosci odksztatcen postaciowych

g = au"+auf i#j
) ox, ox |
Elementy tensora £, lezace na przekatnej sa zerami. Natomiast elementy poza

przekatna wyrazaja sktadowe predkosci katowej poruszajacego si¢ elementu ptynu,
traktowanego jak ciato sztywne

Korzystajac z wprowadzonych réwnaniami (3.17) i (3.18) definicji, na podstawie
(3.16) otrzymujemy

u(x,to)=u(x0,to)+%qu(x-—xo)+D(x—xo), X—X, =Ax (3.19)

gdzie drugi wyraz po prawej stronie réwnania wynika z postaci tensora €.

Zaleznosé (3.19) wyraza pierwsze twierdzenie Helmholtza — predkosé w dowolnym
punkcie obszaru ptynnego rézni si¢ od predkosci w punkcie sasiednim o predkosé ka-
towga i odksztatceniowg objetosci plynnej, zawierajacej te punkty.

3.1.4. Réwnanie transportu

Réwnanie transportu jest stosowane w opisie deformacji ciafa stalego, a takze prze-
pltywu cieczy (Mattheij i in., 2005). Rozwazmy dowolna wielkos$é fizyczna o gestosci
q(x, 1), ograniczona w danej chwili do objetosci kontrolnej V(¢) o powierzchni S(z) —
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bez ograniczania ogdlnosci rozwazan mozemy mysle¢ o masie substancji. Wtedy ilos¢
materii zgromadzonej w objetosci kontrolnej jest réwna

F(t)= j g(x,1)dv (3.20)
v(r) )

Obliczmy nastepnie szybko$¢ zmiany tej ilosci w czasie. W tym celu rozwazmy po
infinitezymalnym czasie df roznicg w ilosci materii

Fe+dr)-F()= | (q(x rar (s, t))dV [ a(x.c)av
o "o 3.21)
jq(xtdv+dtj q(x t)dV+dtJ. "(x £)dv

av(t)
Zauwazmy, ze dla malych wartodci dr zmiana objetosci bedzie proporcjonalna do

przemieszczenia powierzehni S(r) w kierunku do niej prostopadlym, co mozna wyrazié
relacja

av = [ dt(u-n)ds (3.22)
S
gdzie n — wektor normalny do powierzchni S(r) skierowany na zewnatrz V(f), u —

wektor predkosci punktéw powierzchni (czastek substancji ja tworzacych).
Stad

f q(x,t)dV=dtJ. q(x,t)u-nds | (3.23)

av(r) ()

Po zastosowaniu twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego otrzymujemy

[ a(xt)unds= [ v-(q(x1)u)av (3.24)

5(r) V(1)

gdzie u — wektor predkosci czastek wewnatrz objetosci kontrolne;j.
Po pominigciu ostatniego sktadnika w réwnaniu (3.21) jako wyrazu wyzszego rzedu
0(dr*) i uwzglednieniu relacji (3.23) i (3.24) otrzymamy

F(r+dt)-F(t dtf (x,1)dV +at j V-(qu)dv (3.25)
V(') V()

Po podzieleniu przez dt i przejsciu do granicy dr — 0 otrzymujemy wyrazenie zna-
ne pod nazwa réwnania transportu Reynoldsa

e ffgrvendy o
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Roéwnanie (3.26) mozna takze przedstawi¢, korzystajac z pochodnej materialnej.
Gdy V-(qu)=¢gV-u+uVgqg, mamy

dF (1) g
dt —VJ(.,)( ot (x.7)+uVq(x.1)+q(x, 1)V UJdV
(3.27)

= J.( (x,1)+q(x,t)V- u)dV

V()

3.1.5. Réwnanie cigglosci przeplywu

Roéwnanie ciaglosci przeptywu wyraza w formie matematycznej zasade zachowania
masy. W celu jego wyprowadzenia skorzystamy z réwnania transportu (3.26) zastoso-
wanego do gestosci p(x, ¢) przeplywajacej cieczy. Podstawmy tam g = p(X,t) i przyj-
mijmy, Zze w przeplywie nie wystgpuja dodatkowe Zrédla masy, zatem masa objetosci
kontrolnej nie bedzie zmieniaé sie w czasie

£ j pdV =0 (3.28)
dt 140]
co daje
d
| ( _£.+V-(pu))a’v=0 | (3.29)
Vi) ot

Poniewaz réwnos¢ w (3.29) zachodzi dla dowolnie wybranej objetosci kontrolne;j,
wiec musi by¢ spetniony warunek

ap+V (pu)=—a£-+qu+pV-u=O (3.30)
ot dt
Po wykorzystaniu pochodnej materialnej mamy
Dp
——+pV-u=0
Di P (3.31)

Jesli ciecz jest niescisliwa, to p = const i réwnanie cigglosci upraszcza si¢ do posta-
ci wyrazajacej zerowa dywergencje pola predkosci

V-u=0 (3.32)
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3.1.6. Rownanie zachowania pedu

W mechanice zmiana pgdu ciala jest réwna popedowi sity wypadkowej dzialajace;j
na to ciato. W przypadku osrodka ciaglego, jakim sa ciecze, sformutowanie matema-
tyczne tego prawa wymaga posfuzenia si¢ objetoscia kontrolna. Sily, ktére dziataja na
ciecz, mozemy podzieli¢ na powierzchniowe oraz masowe lub objgtosciowe. Sity po-
wierzchniowe objawiajg si¢ w postaci napr¢zenia na powierzchni cieczy. Przyktadami
sit masowych mogg by¢ sita grawitacji, sita odsrodkowa oraz sity pochodzace od pola
elektrycznego i magnetycznego (Puzyrewski i Sawicki, 1998). Zasad¢ zachowania
pedu dla objetosci kontrolnej cieczy zapiszemy w postaci wektorowe]j (Mattheij i inni,
2005)

g— J' oudV = .|‘ t(n)ds + J' ofdv (3.33)
470 () 70

W réwnaniu (3.33) pierwsza catka po prawej stronie wyraza wypadkowa sit po-
wierzchniowych, a druga sit masowych. Charakter sit powierzchniowych polegajacy
na tym, ze naprezenie jest funkcja wektora normalnego, wyraza zapis wektora napre-
- Zenia w postaci t(n), gdzie n jest wektorem normalnym do S, skierowanym na ze-
wnetrz V.

Mozna wykazaé (Grybos, 1998), (Puzyrewski, Sawicki, 1998) ze

t(n)=T-n (3.34)
gdzie T — tensor naprezenia w danym punkcie o skfadowych T=[T.], 1<, j<3.
Pierwsza calke po prawej stronie rownania (3.33) przeksztatcamy do catki objeto-
$ciowej, korzystajac ze wzoru Greena
f t(n)ds = f T-ndv = '|‘ V-T'dv (3.35)
5(0) s(1) v(r)

gdzie T" oznacza transformacje tensora T.
Zauwazmy, ze dywergencja tensora jest wektorem, ktérego i-ta wspéirzedna wyra-
7a sig wzorem

S 0
(VT)I =2'a—‘ ij? i=17 273 (3.36)
=1 OX;
co pozwala na przedstawienie V-T” w postaci macierzowej
V-T,
VT =|V-T, (3.37)
VT,

gdzie T, —i-ty wiersz w tensorze T.
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Réwnos¢ (3.33) mozna teraz zapisa¢ dla kazdej wspétrzednej oddzielnie. Dla i-tej
wspolrzednej ma ona postaé

d
- j pu,dV = j V-T.dV + j pf.dvV (3.38)
V() V() 120}
Po podstawieniu do calki po lewej stronie réwnania transportu (3.26) otrzymujemy
d

. |
= [ puav=| (—piw-(pu,.u)]dv (3.39)

70 oL 9
Z porownania (3.38) i (3.39) wynika nastgpujaca relacja

opu,
j(—%”—'+v-(pu,.u))dv= [v-Tav+ [ pfav (3.40)
V() t v(r) 1401

Poniewaz V() jest wybrane dowolnie, mozemy opusci¢ znak catkowania, co pro-
wadzi do zwiazku lokalnego zasady zachowania pedu

agf'—" +V-(pup)=V-T+pf, i=123 (3.41)

lub w notacji wektorowej

a—(E-)'Ot—u—)+V‘(puu7)=V-TT+pf (3.42)
Tloczyn puu’ jest macierza, ktérej dywergencja wynika ze wzoru
30 Ay u,
(V-(puu’)). =2p—%——’), i=1,2,3 (3.43)
b i

Réwnanie (3.42), po uwzglednieniu réwnania ciaglosci (3.30), mozna teraz zastapi¢
relacjg

D 0
pFltl:p—a-ltl+p(uV)u=V'TT+pf (3.44)

Szczegdty przeksztalcenia zamieszczono w Dodatku B.

3.1.7. Réwnanie zachowania momentu pedu

Zasadg zachowania momentu pedu materii zgromadzonej w objgtosci V wyraza na-
stgpujaca relacja
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4 [ rxpuav= [ rxt(n)ds+ [ rxpfdv (3.45)
dt v s() Vi

Pierwsza calke (3.45) mozemy przeksztalci¢, korzystajac z réwnania transportu
(3.26) oraz réwnania ciaglosci (3.30) nastqpujqco

— 'f rxpudV = J. p rxu dV J. prx—-———dV (3.46)
V(’) V(1)
Szczegbty przeksztalcenia zamieszczono w Dodatku C.
Stosujac z kolei do drugiej catki (3.45) wzér Gaussa—Ostrogradskiego, mamy
[ rxt(n)ds = [ (rxT)-nds = j(rx (V-T7)+¢ )dv (3.47)
5(1) s()
gdzie t* — wektor utworzony z niesymetrycznych wyrazéw tensora naprezen T
Ty =Ty
= T,~T, (3.48)
T12 - Tn

Szczegoty przeksztatcenia rowniez zamieszezono w Dodatku C.
Po podstawieniu (3.46) i (3.48) do wyrazenia (3.45) otrzymujemy

J‘perdV j(rx (V-T7)+¢ )dv+ j rxpfdV (3.49)
v(r)

Korzystajac z wlasciwosci iloczynu wektorowego i porzadkujac elementy tego
réwnania, otrzymujemy

J.rxlip——(v T)- pf]dv jt dv (3.50)
V() V(1)

Zauwazmy nastgpnie, Ze na mocy zasady zachowania pedu (3.44) wyrazenie w na-
wiasie kwadratowym z lewej strony réwnania (3.50) znika. Wnioskujemy, ze t =0
i w konsekwencji otrzymujemy wazny wniosek

tensor naprezen T jest symetryczny T = (i

W dalszych réwnaniach bedziemy mogli opuszcza¢ znak transpozycji tego tensora.
Dlatego migdzy innymi zasada zachowania pedu, wyrazona za pomoca pochodnej
materialnej, ma teraz postaé

Du
pE=V-T+pf (3.51)
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lub w postaci rozwinigtej

du
p§+p(uv)u=V-T+pf (3.52)
Rowno$¢ (3.51) i (3.52) znana jest pod nazwa réwnania ruchu Cauchy’ego. Przed-
stawione w poprzednich punktach zalezno$ci postuza nam do wyprowadzenia réwnan

przeplywu cieczy.

3.1.8. Rownania przeplywu cieczy

Wyprowadzone réwnanie ruchu Cauchy’ego stanowi podstawe wyznaczania prze-
plywoéw cieczy dla réznych jej modeli. Najbardziej znanym, bo opisujacym stan wigk-
szosci plyndw wystepujacych w naturze, takich jak powietrze i woda, jest model ptynu
Newtona. W modelu tym zaktada si¢ izotropowosé jego wiasciwosci oraz liniowe rela-
cje migdzy tensorem naprezen, a tensorem predkosci deformacji (Puzyrewski i Sawic-
ki, 1998; Grybo$, 1998; Landau i Lifszyc, 1994). Relacje ta mozna przedstawié w po- -
staci

T=-pl+t (3.53)

W wyrazeniu (3.53) p jest ci$nieniem hydrodynamicznym, stanowiacym sktadnik
naprezen normalnych w cieczy, I - tensor jednostkowy, T — tensor naprezen lepkich.
Zgodnie z hipoteza Newtona, wyrazZajaca
® liniowg zaleznos¢ naprezen stycznych od prqdkosm odksztalcenia postaciowego,
® izotropowos$¢ plynu,
napre¢zenia lepkie wyrazaja si¢ wzorem

T=2uD+A(V-u)l (3.54)

gdzie u — wspdtczynnik lepkosci dynamicznej, D — tensor predkosci odksztatcenia, A —
drugi wspétczynnik lepkosci nazywany tez wspdtezynnikiem lepkosci objetosciowe;.
Tensor naprezen wyrazi¢ teraz mozna nastgpujaca relacja

T=-(p+A(V-u))l+2uD (3.55)

Rownanie (3.55) przyjmuje czgsto postac

T:(—p+().+—§—,u)(v-u)]l+2,uD’ (3.56)

gdzie D’=D —%(V -u)I jest nazywany dewiatorowym tensorem predkosci deformacji.
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Na podstawie réwnania zachowania masy mozna Ww tym wzorze
1 C
[—p +[/1+§/J)(V-u))l zastapic relacja (—p+[l+%u)—‘ii—f)l i wéwczas zauwa-
Jel

zamy, ze ten pierwszy skladnik tensora naprezen (3.56) reprezentuje opér cieczy na
dynamiczne sprezanie (kompresje), a drugi wyraza opor scinania (Mattheij i in., 2005).
Mianem wspdlczynnika lepkosci objetosciowej okresla si¢ wowczas nie A, a wyste-

. , 2
pujaca w tym wzorze sumg A'=A +—3—/,t .

Jesli przyjmie sig zalozenie, Ze ciecz jest niescisliwa, to relacja (3.55) uprosci sig¢ do
postaci

T=-pl+2uD (3.57)

Po podstawieniu otrzymanego wyrazenia (3.57) do réwnania zachowania pedu
i zalozeniu, ze 4 ma wartos¢ stalg otrzymuje si¢ wyrazenie znane pod nazwa réwnania

Naviera—Stokesa

du
pE+p(uV)u=—Vp+uV2u+pf (3.58)
2 2 2
gdzie symbol V? =——+—+—— — operator rézniczkowy Laplace’a’.
ox, Ox, Ox,
Po podzieleniu obu stron réwnania przez gesto$¢ cieczy 0 otrzymujemy
Ju 1
—+(uVu=-=Vp+Wu+f
5, t(uv) 5V 659

gdzie v = u/p — wspotczynnik lepkosci kinematycznej.
Jesli rozwazana ciecz jest Scisliwa, to otrzymamy nastgpujaca posta¢ rownania za-
chowania pedu

du

ot

W wiekszosci praktycznych zagadnien przeptywow plyndéw newtonowskich, opisa-
nych réwnaniem Naviera—Stokesa, poszukuje si¢ ich rozwiazania, formutujac odpo-
wiednie zagadnienie poczatkowo-brzegowe. Warunkiem brzegowym w obszarze D
w tym przypadku bedzie znikanie predkosci podczas kontaktu ciecz—ciato state, co
wynika z lepkosci plynu i jego adhezji na brzegu

p—+p(V)u=-Vp-V(A(V-u))+uvu+pf (3.60)

? Czesciej uzywanym symbolem operatora Laplace’a jest A, jednak nie bedziemy go tu uzywaé, po-
niewaz w dalszej czgsci monografii symbol ten jest zarezerwowany na oznaczanie réznicy skonczonej.
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u=U,, dlaxedD, >0, (3.61)

gdzie U, — predkos¢ poruszania si¢ brzegu i zwykle jest ona réwna zeru.

Liczba niewiadomych w trojwymiarowym ukladzie wspotrzednych kartezjanskich
wynosi cztery. Sg to trzy skladowe predkosci oraz ci$nienie, dlatego, dla jednoznacz-
nosci rozwiazania, zagadnienie przeptywu musi by¢ uzupetnione réwnaniem ciagtosci
(3.32). W przypadku przeptywu ptynu $ciliwego, na przykiad gazu, dodatkowa piata
niewiadoma bedzie gestos¢ gazu. Aby uzupehié liczbe réwnan, mozemy wowczas
przyjaé na przyklad liniowe réwnanie konstytutywne w postaci rébwnania Clapeyrona

p=RTp (3.62)

gdzie R( p,T) — stata gazowa, T — temperatura gazu.

Jezeli rozwazymy przeplyw cieczy newtonowskiej, w ktérym wspdtczynnik lepko-
$ci jest bardzo maly v «1, co pozwala zaniedbaé zjawiska zwigzane z lepkoscia, to w
takim przeplywie nie wystepuja sity styczne. Tensor naprezenia (3.55) uprosci sie tyl-
ko do sktadowych normalnych, czyli ci$nienia. Wéwczas rownanie Naviera—Stokesa
przeksztalci si¢ w réwnanie Eulera opisujace przeplyw cieczy nielepkiej

du 1
5;+(uV)u=~;Vp+f (3.63)

Réwnanie Eulera ma zastosowanie w tych wszystkich zagadnieniach, w ktérych
sity bezwiadnosci i cisnienia sa duzo wigksze niz sity zwiazane z lepkoscia i dlatego
sity lepkosci mozna pominaé. Do zagadnien takich zalicza si¢ najczgsciej opltyw plata
skrzydta samolotu, dla ktorego rzad wielkosci sit cisnienia i bezwladnosci jest duzo
wigkszy od rzedu sit lepkosci. Réwnanie Eulera (3.63) ma w trojwymiarowym ukta-
dzie wspdtrzednych kartezjaniskich pie¢ niewiadomych — trzy skladowe wektora pred-
kosci w, ci$nienie p oraz gesto$¢ p. Do dyspozycji sa trzy réwnania, po jednym dla
kazdej skladowej predkosci oraz réwnanie ciaglosci i dlatego trzeba liczbe réwnan
uzupehnié¢ zwiazkiem konstytutywnym, na przyktad wyrazajacym adiabatycznos¢ ru-
chu. Dla jednoznacznosci rozwigzania nalezy jeszcze przyja¢ odpowiednie warunki
poczatkowe i brzegowe. Za warunek poczatkowy przyjmuje si¢ rozktad predkosci oraz
ci$nienia w czasie t = 0. Warunek brzegowy przyjmuje si¢ w postaci zerowe] sktado-
wej predkosci normalnej do brzegu

u-n=0, dlaxeadD, t>0, (3.64)

gdzie n — wektor normalny do brzegu.

W niektorych przypadkach mozemy mie¢ do czynienia z innym warunkiem brze-
gowym, gdy brzeg jest na przykiad przepuszczalny lub ruchomy.

Jesli predkosé przeptywu jest bardzo mata, to przez poréwnanie rzgdu poszezegdl-
nych cztonéw réwnania Naviera—-Stokesa (Grybos, 1998) dochodzimy do wniosku, ze
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sily zwigzane z bezwladnoscig cieczy sa pomijalnie mate wobec sit lepkosci i cisnie-
nia, co pozwala zaniedba¢ w réwnaniu Naviera—Stokesa skladnik adwekcyjny u-Vu.
Jesli dodatkowo zaniedbujemy dziatanie sit zewnetrznych, to peine réwnanie Naviera—
Stokesa przeksztatca sie w uproszczone réwnanie Stokesa dla ruchu nieustalonego (po
zatozeniu braku lepkosci objetosciowej)

du

1 2
B e 2 Vp W
P (3.65)

Przez pominiecie wyrazu zwiazanego z adwekcja otrzymalismy réownanie liniowe,
ktdre dzigki temu jest tatwiejsze do analizowania. Warunki brzegowe, jakie stawia si¢
dla rozwiazania tego zagadnienia, sa tozsame z warunkami dla rdéwnain Naviera—Stokesa.

3.1.9. Przeplyw potencjalny

Wiele zjawisk fizycznych ma charakter przeptywu potencjalnego. Przykladéw do-
starczaja przeplywy cieczy, ustalone przeplywy ciepla, filtracja, przeptywy strumienia
elektrycznego i magnetycznego. Takie zjawiska opisywane sa za pomoca pol poten-
cjalnych.

Teoria potencjalu dla poszczegdlnych zagadnien brzegowych sprowadza sie do
rozwiazania rownania Laplace’a lub Poissona. W niniejszym punkcie zilustrujemy to
na przyktadzie przeplywu cieczy, ktérego pole predkosci jest polem potencjalnym.

Dia takiego pola mozemy sktadowe wektora predko$ci wyrazi¢ za pomoca pochod-
nych kierunkowych potencjatu predkosci

u, =%0-, u, =a—¢, U, =8_(p
ox, dx, ox,

Zauwazmy, ze Vxu=VxVe=0. W takim przypadku mamy do czynienia z polem
bezwirowym, tzn. takim, w ktdrego prawie kazdym punkcie wirowos$¢ réwna sig zeru
(cho¢ mozna dopusci¢ istnienie izolowanych wiokien wirowych zanurzonych w prze-
ptywie potencjalnym). To oznacza rowniez, Ze

du;, u,

F a—x— oraz I,j=1,2,3. (3.67)
j

i

(3.66)

Zaktadamy, Ze potencjat predkosci jest funkcja klasy C*. Obliczmy dywergencje
pola predkosci

Vau=V.-Vo=Vip, (3.68)

Jesli ciecz jest niescisliwa, czyli V-u=0, to potencjat predkosci takiej cieczy jest
funkcja harmoniczna

V=0
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lub inaczej

d’p ¢ %
et =0
ox;  ox; ol

(3.69)

W przypadku przeplywu dwuwymiarowego przeptyw potencjalny mozna sformu-
towaé w terminach pomocniczej funkcji zwanej funkcja pradu. Zilustrujemy to na
przykfadzie pola predkosci zalezacego tylko od dwdch wspétrzednych x; i x,. Na pod-
stawie rownania ciaglosci
dx, Ox,

mozna wykaza¢, ze istnieje taka funkcja y(x,x,) klasy C% ze réwnanie (3.70) jest

Vo= 0 (3.70)

spelnione toZsamos$ciowo, to znaczy wowczas, gdy

Loy oy
axz, Uy = axl 3.71)

Po podstawieniu tych zaleznosci do wyrazenia na rotacj¢ wektora predkosci (3.67)
wnioskujemy, ze dla przeptywu potencjalnego funkcja pradu, podobnie jak potencjat
predkosci, jest funkcja harmoniczna

Viy =0
lub
2 2
Y oV,
dx,  dx,

(3.72)

Funkcja pradu ma taka wlasciwosé, Zze roznica wartosci funkcji pradu miedzy
dwoma punktami obszaru wyznacza wielkos¢ strumienia cieczy przeplywajacego mie-
dzy tymi punktami. Mozna to wykazaé za pomoca catki po dowolnej krzywej

y(a,b)miqdzy dwoma punktami a i b ze sktadowej normalnej wektora predkosci do
tej krzywej

0= [ wdi= [ (-wdy+wdv,)= | dw=y,-y,. (3.73)
ad)  y(ad) " yao)

y(a.b

W przypadku przeptywu stacjonarnego z funkcji pradu mozna wyznaczy¢ ksztatt
linii pradu. Linia pradu jest wéwczas trajektoria, ktéra w kazdym punkcie pokrywa sie
z kierunkiem wektora predkosci (w ruchu niestacjonarnym tak nie jest). Wiasciwos¢ te
wyraza nastepujaca relacja

dx, _ dx,

O=U‘dn:uld-x2_u2dx1 - = (374)
u U

gdzie dn=[dx,,~dx, | - wektor infinitezymalny normalny do linii pradu.
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Podstawiajac do niej wyrazenia (3.61), mamy

N e+ e = ay =0 (3.75)
ox, ox,
Oznacza to, ze funkcja pradu ma warto§¢ stala wzdhuz trajektorii czastki poruszajacej
si¢ z przeptywem.
Na podstawie (3.66) i (3.71) mozemy zauwazy¢, ze potencjal i funkcja pradu sa ze
soba powiazane
ap Jy do  dy
Uyy=—m—m=— U, == . 6
ok o, T an o (3.76)
Relacja (3.76) jest znanym warunkiem Cauchy’ego-Riemanna koniecznym i wy-
starczajacym na to, aby funkcja byla analityczna, co oznacza istnienie potencjatu ze-
spolonego

0(2)=@+iv, z=x+ix, i=v-1 (3.77)
Pochodna zespolona tej funkcji wyraza si¢ nastepujaco
dg d¢ .dy .
— =—ti—=u i, )
dz ox, o = (3.78)

i nazywana jest predkoscia zespolong. Mozna uzasadnié, ze linie ¢ = const i ¥ = const
sg ortogonalne, gdyz spetiajg warunki Cauchy’ego—Riemanna. Wystarczy zauwazy¢,
ze w punkcie przecigcia dwoch takich krzywych odpowiednie wektory styczne maja
wspbirzedne [0¢/0x,,~d¢/dx, i [dy /ox,,—dw [dx,].

Przeplyw potencjalny mozna zbadaé przez analize réwnania (3.69) albo (3.72).
Roéznica polegaé bedzie jedynie na odpowiednim sformutowaniu warunkow brzego-
wych odpowiednio dla funkcji potencjatu predkosci albo funkeji pradu.

W zagadnieniach inzynierskich zwigzanych z przeplywem cieczy najczesciej spo-
tykamy si¢ z sytuacja, gdzie na czgsci brzegu predkosé przeptywu jest do niego stycz-
na, a na pozostalej czgsci jest znana lub ma kierunek normalny.

W opisie przeplywu za pomoca funkeji potencjatu predkosci oraz funkcji pradu te
warunki brzegowe ulegaja odpowiedniej transformacji. Szczeg6ly tej transformacji sa
przedstawione w kolejnych punktach.

1. Przyjmijmy, Ze brzeg obszaru jest krzywa, ktorej zapis parametryczny jest naste-
pujacy

¥ =(x,(5), %,(s)) (3.79)

Funkcje potencjatu i pradu na tym brzegu sa jednoczesnie funkcjami parametru s

0=0(3(5)5 (). w=v(x(s)m(5) 350)
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2. W czgdci opisanej krzywa 7, gdzie brzeg jest $ciang ograniczajaca przeplyw,
predkosc¢ przeptywu jest styczna do brzegu, co jest réwnoznaczne ze znikaniem skfa-
dowej normalnej predkosei (rys. 3.2)

u-n=(un +u,n,)=0 (3.81)

gdzie n=[(tl,n,z]— jednostkowy wektor normalny do y , skierowany na zewnatrz ob-
szaru przeplywu.

AX,

¢ - linie ekwipotencjalne

(.

Xy
Rys. 3.2. Okreslenie warunku brzegowego znikania skltadowej
normalnej predkosei na granicy obszaru ¥

W przypadku potencjatu predkosci mamy warunek

00
. =V . =e—=
un=vVeg-n . (3.82)

W celu wyprowadzenia podobnego warunku dla funkcji pradu obliczmy pochodng
funkeji pradu po s, korzystajac z réwnosci (3.76)

d oy dx, dydx, 0¢dx  0¢dx,
— —_——F——— e —
dsw(xl (). (s)) dx, ds +3x2 ds ox,ds Ox ds

dx, dx
=Vp| —%,-— |=Ve-n=0
(pI: ds ds ] ¢
Na tej podstawie wnioskujemy, ze
l//(x1 (s),x2 (s))=const . (3.83)

czyli ta cze$¢ brzegu jest odcinkiem linii pradu.
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Warto$¢ y na takim brzegu jest zwykle znana. Mozemy bowiem skorzystaé
z(3.73), aby okre$li¢ wartoéci funkcji pradu odpowiadajace zewngtrznym brzegom,
miedzy ktérymi odbywa si¢ przeptyw lub warto$¢ y na brzegu wewngtrznym, stano-
wiacym zamkniety kontur, optywany przez ciecz. Dla takiego fragmentu brzegu mo-
zemy skorzystaé z warunku typu Neumanna(3.82) dla funkcji potencjalu predkosci lub
warunku typu Dirichleta dla funkcji pradu (3.83).

3. Cze$¢ brzegu v jest granica, na ktdrej znany jest rozkiad predkosci u. Najczesciej
z takim warunkiem brzegowym mamy do czynienia na wlocie do obszaru (rys. 3.3).

‘F X,

wmp 2z

Q¥ 70(s) 1:(5)
wlot
n<—T——hu

P TR

»

X,

Rys. 3.3. Warunek brzegowy na wlocie do obszaru

Mozemy wowczas wyrazi¢ warunek Neumanna funkcji potencjatu za pomoca rela-
cji

do
— u .
i n (3.84)
Dla funkcji pradu okreslimy nastgpnie warunek Dirichleta
w(Q)= [ unds+y(P) (3.85)
r(P.Q)

4. Gdy rozwazamy brzeg, na ktérym nieznane wektory predkosci sa do niego pro-
stopadfe, wowczas brzeg ten jest odcinkiem linii ekwipotencjalnej (rys. 3.4). Brzeg taki
jest utozsamiany z wylotem z obszaru.

Jesli wektory sa normalne do brzegu, to

5200 d0dy _d )
’ S—axl ds +ax2 ds 'dsq’(xl(s),xz(s))_o

To implikuje statg wartosé funkcji potencjalu na tym odcinku brzegu (warunek
Dirichleta)

¢ =const (3.86)
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2y Y1), Xals)

v 4 1 -
. |
v L : !
1 ' 13
1 ! : u wylot
' 7 T
m

\ 4

X
Rys. 3.4. Warunek brzegowy dla wylotu z obszaru

Zbadajmy jeszcze posta¢ warunku brzegowego funkcji pradu

_dvdx ydiy [_& fé&]z_a_wzo

u-s= N
dx, ds Ox, ds ds ds on

3.87)

Otrzymali$my warunek typu Neumanna funkcji pradu (3.87), ktéry jest naturalnym
warunkiem potencjalu. Nalezy podkresli¢, ze rownanie Laplace’a jest réwnaniem
eliptycznym, a zatem przyjecie poprawnego warunku brzegowego na wylocie ma
istotny wplyw na jako$¢ wyznaczonych warto$ci pdl w obszarze przeptywu.

Z przedstawionego przegladu mozliwosci rozwiazania zagadnienia przeptywu po-
tencjalnego wynika, ze bardzo czgstym podej$ciem w praktycznych inzynierskich obli-
czeniach, dla zagadnienn dwuwymiarowych, jest przyjmowanie mieszanych warunkéw
brzegowych nakfadanych na funkcje potencjatu albo funkcje pradu. Sprowadza si¢ to
do zadania na czescei brzegu wartosci funkcji (potencjatu lub pradu), a na pozostalej
czgsci brzegu pochodnej normalnej tej funkcji. W zagadnieniach trojwymiarowych, ze
wzgledu na brak interpretacji fizycznej funkcji pradu, warunki brzegowe odnosi sie
tylko do funkcji potencjatu predkosci.

3.2. Wirowos¢

[stotna cecha przeptywu charakteryzujacego sie duza liczba Reynoldsa, ktéry znaj-
duje si¢ w kregu zainteresowanie niniejszej monografii, jest powstawanie w nim wie-
loskalowych wirowych struktur, od drobnych zawirowan do tzw. struktur koherent-
nych. Matematyczny opis takiego przeplywu uwzglednia zjawisko obrotu elementu
cieczy, ktory wyrazony jest przez rotacje wektora predkosci i nosi nazwe wirowosci.
Wirowos$¢ odgrywa istotna rol¢ w przenoszeniu wielkosci fizycznych w przeplywie
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turbulentnym. W niniejszym rozdziale przedstawiono podstawowe informacje doty-
czace powstawania i przenoszenia wirowosci w przeplywie niescisliwym, ktore stano-
wig podstawe do modelowania matematycznego przeptywu opisywanego w terminach
wirowosci, predkosci i funkeji pradu.

3.2.1. Kinematyka wirowoSci

Pole wirowosci jest polem wektora rotacji predkosci cieczy’

olysuolfdn 9w du du Oy Ou ) 1. Ou
2 2 2 % ox,

, , i, j,k=1,2,3, (3.88
ox, 9% '0x, dx 0x 0% ! (3.88)

gdzie Ep— symbol Levi-Civity.

W przeplywie dwuwymiarowym, u(x,, x,, X;,2)=u(x, x,, 0,£), u, (%, x,,0,2)=0
pole wirowosci ma prosta strukture, wektory rotacji bowiem maja tylko jedna niezero-
wa trzecia wspblrzedng Q=[0,0, @, ], gdzie

* 2l ox (3.89)

ox,

W ten sposob sa one prostopadie do ptaszczyzny (x;, x;). W takim przypadku be-
dziemy dalej przyjmowaé, ze u = (uy, u), x=(x,, x,)€ R".
Z réwnania (3.88) wynika w bezposredni sposéb, ze pole wirowosci jest bezdywer-
gencyjne
V-Q=V.-Vxu=0 (3.90)

Wektory pola wirowosci w przeptywie tréjwymiarowym sg styczne do pewnych
krzywych, ktore nazywane sa liniami wirowymi (rys. 3.5).

Zbior tych linii przechodzacych przez pewna krzywa niezamknigta, nie bedaca linig
wirowa, tworzy powierzchnig wirowa, zbior za$ linii na krzywej zamknigtej nazywany
jest rurka wirowa. Rurka wraz zawartym w niej ptynem nazywana jest wioknem wiro-
wym (Grybos, 1998).

Ruch obrotowy elementow cieczy obracajacych sie wokot osi widkna wirowego
z predkoscia katowa @ mozna opisaé za pomocg strumienia wirowosci

dQ=Vxu-ndS =20 -ndS (3.91)

Calka po powierzchni § jest nazywana natezeniem (intensywnoscia) wldkna wiro-
wego

3 Bardzo czgsto w mechanice plynéw utozsamia si¢ rotacje wektora predkosci z wirowoscia z pomi-
nigciem statego mnoznika Y4, tzn. Q =rotu.
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0 0

Q

Rys. 3.5. Linia wirowa i wektory wiru
Q =J'(qu)-ndS=2J.a)-ndS‘ (3.92)
s s

Z réwnania (3.90) mozna wyprowadzi¢ twierdzenie o zachowywaniu wirowosci
wzdtuz widkna wirowego (II twierdzenie Helmholtza). Korzystajac z twierdzenia
Gaussa, mozemy zapisac

jv-mv:jg-nds=0 (3.93)
v S

gdzie V — objetos¢ widkna wirowego, S — powierzchnia jego przekroju, co oznacza, ze
przeptyw pola wirowosci przez powierzchnig ograniczajaca objgtos¢ V jest réwny zeru.
Na podstawie rysunku 3.6 mozemy réwnos¢ napisa¢ w postaci

0=[v-Qdv= [ Q-ndS=[Q-ndS+[Q-n,ds
1% M Sy

§,US,

; linie wirowe
wiokno

wirowe

Rys. 3.6. Schemat do wyznaczania cyrkulacji wiékna wirowego
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Zauwazmy, ze na $cianach bocznych wektor normalny i wektor wiru sa do siebie
prostopadte i ich iloczyn skalarny jest rowny zeru. Po uwzglednieniu przeciwnych
zwrotéw wektora normalnego na powierzchni S i S; oraz zaleznodci Q = Qny, r =
Q- otrzymamy

[o nds=[Q,nds=r
Sl SZ

Z polem wirowym wiaze sie pojecie cyrkulacji, czyli krazenia wektora predkosci po
krzywej C. Na podstawie twierdzenia Stokesa cyrkulacja jest réwna strumieniowi rota-
cji przenikajacego dowolng powierzchnig S ograniczona krzywa C

1"=_[u-a’r= J. Vxu-ndS (3.94)
[}

s(c)

gdzie u — wektor predkosci na krzywej C, dr - infinitezymalny odcinek konturu C (rys.
3.7.

krzywa C

X

Rys. 3.7. Schemat do wyznaczenia cyrkulacji wiru po krzywej C

3.2.2. Dynamika witowoéci

Matematyczny opis przeptywu cieczy newtonowskiej jest oparty przede wszystkim
na réwnaniu Naviera—Stokesa wyrazajacym zasade zachowania pedu (3.59). Réwnanie
to pozwoli nam wyprowadzi¢ zalezno$¢ opisujaca transport wirowosci podczas prze-
ptywu cieczy. W tym celu dokonamy przeksztatcenia rdéwnania Naviera—Stokesa przez
dziatanie na niego operatorem rotacji. W celu uproszczenia postaci sktadnika adwekcji
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skorzystamy z tozsamosci otrzymanej wprost z rdwnosci (9.18), przedstawionej
w Dodatku D

—IZ—V(uz)=u-(Vu)+u><qu

au 1 2 1 2
VX(-a—t+EV(u )—uXVXu)=VX(—;Vp+VV u+f} (3.95)

Zauwazmy, ze na podstawie znanej tozsamosci (9.26), VXV( )EO, znikaja dwa
sktadniki réwnania (3.95) odpowiadajace gradientowym polom kwadratu predkosci
i cisnienia. W obliczeniach przeptywu wody przez budowle hydrotechniczne pole sit
masowych f jest polem grawitacyjnym i przez to potencjalnym. Oznacza to, ze istnieje
taka funkcja skalarna U(x,t), ze f=VU i wéwczas ten wyraz rOwnania réwnieZ zni-
ka. Po wprowadzeniu teraz do wzoru (3.95) wektora wirt Q =V Xu otrzymujemy

o0

—-Vx(uxQ)=vWx(V’u

5~ VX(uxQ)=vx(V'u) (3.96)
Wykonajmy teraz jeszcze jedno przeksztaicenie drugiego skfadnika po lewej stro-

nie réwnania (3.96). Na podstawie réwnosci (9.23) widzimy, Ze zachodzi nastepujaca

relacja Vx(uxQ)=u(V-Q)-Q(V-u)-u-VQ+Q-Vu, z ktérej, po uwzglednieniu

warunku niescisliwosci cieczy (3.32) i rOwnania (3.90) otrzymujemy
Vx(uxQ)=-u-VQ+Q-Vu (3.97)

Podobnie mozemy przeksztalci¢ wyrazenie zawierajace rotacje laplasjanu. Za-
uwazmy bowiem, Ze V2u=V(V-u)—V><V><u, a zatem korzystajac ponownie z wa-

runku niescisliwos$ci cieczy (3.32) i (3.90) mamy
Vx(V"‘u)=—V><(VxQ)=V29 (3.98)

Po podstawieniu (3.97) i (3.98) do (3.96) i przeniesieniu wszystkich wyrazéw na
jedna strone otrzymujemy posta¢ réwnania opisujacego adwekcyjno-dyfuzyjny trans-
port wirowosci

X V-0 Vu-P=0 (3.99)
ot
ktére nosi nazwe uogoéinionego réwnania Helmholtza.

Interpretujac fizyczne znaczenie poszczegdlnych skladnikéw tego réwnania,
stwierdzamy, ze pierwszy oznacza szybkos¢ zmiany wirowosci, drugi sktadnik ozna-
cza adwekcje, czyli unoszenie wirowosci, skladnik trzeci wyraza efekt rozciagania
wikna wirowego, a ostatni odpowiada dyfuzji wirowosci.
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Przeanalizujmy teraz, czy Il prawo Helmholtza o zachowaniu cyrkulacji wirowosci
rozciaga sie na zagadnienie przeptywu lepkiego danego réwnaniem Naviera—Stokesa.
Na podstawie definicji cyrkulacji (3.94) i réwnania Naviera—Stokesa (3.59) mozemy
zapisad :

d d d 1 5
ZFC(,) =EC-!:)u-clr=C_!:):i;u-dr=—C_(’:);Vp~dr +VCJ(.,)V u-dr
(3.100)
=v [ (V(V-u)-VxVxu)-dr=v [ (VxQ)-dr
() c(r)

Skiadnik zwiazany z cisnieniem zostal pominigty, catka bowiem po krzywej za-
mknietej gradientu pola jest réwna zeru.
Wynika stad, ze cyrkulacja I ) nie jest zachowana (stala w czasie) dla przeptywu

cieczy, ktorej wspolczynnik lepkosci kinematycznej v >0.

Inaczej bedzie w przypadku przeptywu cieczy idealnej opisanej rownaniem Eulera,
przeptyw bowiem cieczy idealnej charakteryzuje si¢ brakiem wystepowania sit stycz-
nych zwigzanych z lepkoscia. Mozemy wigc oczekiwaé, ze cyrkulacja bedzie w takim
przeptywie zachowana.

Rzeczywiscie z rownania (3.100) wprost wynika zasada zachowania cyrkulacji po
krzywej zamknietej, ktora stanowi tres¢ prawa Kelvina

FC(,)= J. u-dr = const (3.101)
()

Jezeli do tak sformutowanego warunku zastosujemy formule Stokesa, to otrzyma-

my zasade zachowania natezenia wirowosci wyrazonego w postaci iloczynu strumienia
wirowosci przechodzacego przez powierzchnig S (t)

Q= J. €4S =const (3.102)
5()

Aby otrzyma¢ réwnanie transportu wirowosci dla cieczy nielepkiej, wystarczy
w réwnaniu (3.99) pomina¢ ostatni sktadnik zwiazany z dyfuzja wirowosci
Q2
—+u-VQ-Q-Vu=0
5 : (3.103)
Réwnanie (3.103) odgrywa istotna rolg w formutowaniu zagadnienia metody wirdw
z zastosowaniem dekompozycji réwnania transportu wirowosci, co bgdzie przedmio-
tem rozwazan w rozdziale 5 niniejszej monografii.
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3.3. Teoria warstwy przySciennej

Przeptyw wody przez budowle hydrotechniczne odbywa si¢ ze stosunkowo duza
predkoscia, przy ktorej wystepuje zdecydowana dominacja sit bezwladnosci w pordw-
naniu z sitami lepkosci (ale predkosé nie jest na tyle duza, aby rozwaza¢ przeptyw
cieczy Scisliwej). Gdy predkos¢ jest duza, przeplywajaca ciecz mozna w przyblizeniu
traktowa¢ jako idealna, podlegajaca opisowi za pomoca rownania Eulera. Jesli w takim
przypadku przeptyw rozwazany jest w obszarze ograniczonym, to naturalnym zatoze-
niem jest, ze brzeg jest ,,Sliski”, tzn. nie znika skladowa styczna do brzegu (w tym mo-
delu nie wystepuja sity adhezji). Tak jednak nie jest, w przeptywie bowiem rzeczywi-
stym nastgpuje na brzegu przyleganie czastek cieczy wskutek sit adhezji. W ten sposob
znikaja sktadowe predkosci styczne do brzegu (podrozdz. 3.1.8). Swiadczy to o wyste-
powaniu w poblizu brzegu strefy, w ktérej dominowaé beda sily lepkos$ci, odpowiada-
jace za powstanie na brzegu naprezen stycznych. Prandtl, ktéry pierwszy opisal to zja-
wisko, zaproponowal podzial obszaru przeplywu na strefe (warstwe) przyscienng
o znacznym udziale lepkosci i zewnetrzng do niej strefe, w ktorej lepkos¢ cieczy moz-
na pomina¢. Obszerny opis zagadnienia warstwy przysciennej mozna znalezé w mono-
grafiach, np. Schlichting (1965) oraz licznych pracach z dziedziny mechaniki ptynéw,
m.in. Grybo$ (1998), Landau i Lipszyc (1994), Puzyrewski i Sawicki (1998), Jezo-
wiecka-Kabsch i Szewczyk (2001), Batchelor (1967), Elsner (1987).

Opierajac si¢ na obserwowanych fizycznych relacjach, jakie zachodza w warstwie
przysciennej, mozna przyjaé zalozenie, ze w stosunkowo cienkiej warstwie, réwnole-
glej w przyblizeniu do nieprzepuszczalnego brzegu, predko$¢ przeptywu zmienia sig
od zera do predkosci panujacej w gtdwnej czesci strumienia, a zatem gradient predko-
$ci w kierunku normalnym do brzegu jest duzo wigkszy niz w kierunku stycznym.

Z gradientem predkosci zwiazane jest naprezenie styczne, ktore zgodnie ze wzorem
(3.54) wyrazi¢ mozna za pomocs relacji u(du,/on) i ktdére osiaga duze wartosci

w stosunkowo niewielkiej odleglosci od brzegu. Na rysunku 3.8 przedstawiono
formowanie si¢ warstwy przysciennej podczas naplywu cieczy na ptytke réwnolegla do

A
—» prch!yw > > warstwa
- potencjalny — turbulentna
—> —> ¥
> —> warstwa
> warstwa (Y QQ (1 & < < przejiciowa
> laminama  —p A0 é.. Q H H S
— — e YR e 4
— - >
- > > ] —>
Z X

Rys. 3.8. Formowanie si¢ warstwy przyscienngj
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kierunku predkosci. Jako granicg obszaru warstwy przysciennej zwykle uwaza sig
miejsce, w ktorym predko$é osiaga 0,99 wartosci predkosci zewngtrznej strumienia,
traktowanego jako potencjalny.

Jesli optywany brzeg jest zakrzywiony, dochodzi do oderwania si¢ warstwy przy-
$ciennej (granicznej), ktora wowczas formuje $ciezkg wirowa. Na rysunku 3.9 przed-
stawiono formowanie si¢ $ciezki za optywanym zamknigciem ptaskim.

------- . A,

poziom wody
w zbiorniku 7

wir narozny

Rys. 3.9. Sciezka wirowa za zamknigciem plaskim

W przewodach zamknigtych (np. rurach) warstwa przyscienna wzrasta wraz z dhu-
goscia przewodu (rys. 3.10), wypetniajac w konicu cate jego wnetrze. Od tego prze-
kroju rozklad predkosci nie zalezy od wspétrzednej rownoleglej do osi przewodu, gra-
dient cidnienia jest staty i rownowazony przez naprezenia lepkie. Méwimy wéwczas o
przeptywie hydrodynamicznie rozwinietym.
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Rys. 3.10. Obraz warstwy przysciennej w przewodzie zamknigtym

Jesli przedstawiony na rysunku przeplyw odbywa si¢ miedzy dwoma ptaskimi
sciankami (zagadnienie Poiseuille’a), to rozktad predkosci w kanale bedzie parabolicz-
ny i jak tatwo si¢ przekona¢ na podstawie (3.59) bedzie dany wzorem
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Y (x2)=—————(x§—hx2) (3.104)

gdzie h — wysoko$¢ kanatu,

Réwnanie Naviera—Stokesa opisuje przeplyw w catym obszarze lacznie z warstwa
lezaca blisko brzegu, jednak w tej warstwie, ze wzgledu na jej szczegdlny charakter,
réwnania Naviera-Stokesa moga ulec pewnemu uproszczeniu. Przedstawimy model
warstwy przysciennej przeptywu laminarnego, a w nastepnych punktach model turbu-
lentnej warstwy przysciennej.

3.3.1. Model laminarnej warstwy przysciennej

Przyjmijmy dla uproszczenia, ze rozwaza¢ bedziemy optyw dwuwymiarowy pta-
skiej ptytki, ktorej powierzchnia pokrywa sie z osig x (rys. 3.8).

W réwnaniach przeptywu dla uproszczenia pominieto site masowa. Réwnania
Naviera—Stokesa (3.58) i ciagtosci (3.32) maja nastepujaca, rozwinieta postaé

_aﬂ.i.u a_ul_+u ?ﬂ _}_Qp_.}.v '_a2u1 +azu1 1
o o P, pox | ox  ax (3.105)

Ju,  Ou, du, 1 0dp %u, 0°u,

gyt —r=—— gyl 2y

o 0x, . dx, pox, Y ox}  ox? (3.100)
Ju, Ou,
9 g
o, ox, - G1

Sformutujmy nastepujace zatozenia:

* sily bezwiadnosci i sity lepkosci sa tego samego rzedu w warstwie przysciennej,

* skladowa predkosci w kierunku normalnym do brzegu u, jest bardzo mata w po-
rownaniu ze sktadowa predkosci rownolegla do brzegu, czyli u, >>u,,

* gradient predkosci w kierunku normalnym do brzegu jest duzo wiekszy niz w kie-
runku stycznym ou, /0x, >>du, /ox,

* przyjmujac, Ze rozpatrujemy zjawisko optywu plaskiej Scianki o dhigosci L, na
ktérej powstanie warstwa przy$cienna o grubosci &, okreslimy zasieg zmiennych
x.,x, wpostaci x,€[0,L], x,€[0,6],

* w strefie odlegtej od brzegu, na zewnatrz warstwy przysciennej, przeptyw mozemy
w przyblizeniu traktowaé jako potencjalny z predkoscia U; poniewaz na granicy
warstwy przysciennej predkosci sa w przyblizeniu sobie rowne u, =U , wigc ich
rzedy wielkosci takze beda sobie réwne O(,)=0(U),
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e przyjmujemy jako wielkosci odniesienia dla czasu t=0(L/U) i dla cisnienia,
w strefie przeptywu potencjalnego, na podstawie réwnania Bernoulliego
p=0(pU%)

e zakladamy, ze na poczatku ptytki w miejscu, gdzie warstwa si¢ zaczyna u,(0)=0,
aby nastepnie osiagna¢ swoja maksymalna warto$¢ w odlegtosci L; dlatego rzad po-
chodnej predkosci okreslimy z réznicy skonczonej du,/x, = (u,(L)—1,(0))/L
=OU/L). W podobny sposob okreslimy druga pochodna i jej rzad wyniesie
%, [ox =0/,

Dalej na podstawie réwnania ciaglosci okreslamy ou, /dx, =O(U/L), a nastepnie
catkujac po x, otrzymamy u, =0(US/L).
Mozemy teraz dokona¢ poréwnania rzedu poszczegdlnych wyrazéw réwnania

(3.105). Pochodne unoszenia i gradient cisnienia sa rzgdu

du, oy, lap_O[Uz)

U—-~ ——————=

ox, ‘dx, pox

Rozwazajac rzad wyrazow zwiazanych z lepkoscia

0’u, U 0%u U
=0l v=|, L_0|v—=
Y ox’ [v r ] 0x? (v §? )

widzimy, ze pierwszy z nich jest do pominigcia. Ze wzgledu na znak réwnosci, lewa

i prawa strona réwnania ma ten sam rzad i stad wnioskujemy, ze 0 ~ L/ vJRe, gdzie
Re jest liczba Reynoldsa, Re=UL/v .

Prowadzac podobne oszacowanie rzedu wielkosci rownania (3.106) ze wzgledu na
wartos$é predkosci u, o jeden rzad mniejsza od u,, otrzymamy

To implikuje stata warto$¢ cisnienia w warstwie przysciennej w kierunku normal-
nym do brzegu. Na tej podstawie mozemy juz przedstawi¢ uklad réwnan warstwy
przysciennej

%-l-u %--{-u ﬂz—la_p.kva_zu_l.
T MALLY was i (3.108)

dp -0

o, (3.109)
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du, oJu
— 772

0
3,  ox, (3.110)

Rownania (3.108)~(3.110) nazywane sa rdwnaniami Prandtla.

Rozwazania dotycza przeptywu laminarnego i ich posta¢ bedzie przydatna do wy-
prowadzenie rownafi metody warstw wirowych, przedstawionej w rozdziale 5. Rozwa-
zany w tej pracy oplyw zamknigé hydrotechnicznych i zwiazane z nim zmienne obcia-
zenie dziatajace na te konstrukcje, sa wynikiem przeptywdw turbulentnych z duza licz-
ba Reynoldsa. Jednym z podstawowych mechanizméw odpowiedzialnych za powsta-
wanie obciazen hydrodynamicznych jest oderwanie turbulentnej warstwy przyscienne;j
od powierzchni zamknigcia.

3.3.2. Podstawy teorii przeplywu turbulentnego

Przeptyw cieczy spelniajacy rownanie Naviera—Stokesa ma bardzo wazng wiasci-
wo$¢. Dla matych liczb Reynoldsa przeptyw jest stabilny i jesli powstang w nim jakie-
kolwiek zaburzenia, sa one wygaszane przez lepkos$é cieczy. Jesli jednak liczba Rey-
noldsa zwigkszy si¢ powyzej pewnej krytycznej warto$ci, to powstajace zaburzenia sa
wzmacniane i przeplyw traci stabilno$¢ (Joseph, 1976). Efektem utraty stabilnosei jest
bardzo zfozona kinematyka ruchu czastek cieczy, ktérg nazywamy turbulencja. Cecha
turbulencji jest wigc pojawienie sig fluktuacji predkosci oraz fluktuacji innych pozo-
statych wielkosci fizycznych zwiazanych z przeptywem. Wektor predkosci cieczy
mozna wigc ogoblnie przedstawi¢ w postaci sumy dwdch sktadnikow

u=u+u’ (3.111)

gdzie W — $rednia warto$¢ wektora predkosci, u” — fluktuacja wektora predkosci.
Przejscie z ruchu laminarnego do turbulentnego przedstawiono na rysunku 3.11.

U4 u-predkosé chwilowa
u - predkos¢ $rednia

u' - fluktuacja predkosci (\:1 \ m

b

S

M} ¥ L
ruch laminarny ruch przej$ciowy ruch turbulentny

Rys. 3.11. Przejscie z ruchu laminarnego w turbulentny



66 Rozdziat 3

Czestym zjawiskiem oplywu ciata ruchem turbulentnym jest formowanie si¢ za nim
pewnych quasi-regularnych zaburzen, zwiazanych z powstawaniem w przeptywie du-
zych, autonomicznych struktur wirowych zwanych strukturami koherentnymi.

Zwykle wyroznia sie trzy skale turbulencji. S to: skala autonomicznych struktur
zwana tez skala zewnetrzna turbulencji (Puzyrewski i Sawicki, 1998), w ktdérej po-
wstaja wiry najwigksze, skala wiréw matych ulegajacych dyssypacji i skala molekular-
na zwiazana z lepkoscia cieczy. Miedzy skala zewngtrzng turbulencji a skalg wirow
ulegajacych dyssypacji istnieje caly zbior wiréw o posrednich wymiarach, co sprawia,
ze w przeplywie istnieje ciagla struktura wiréw. Na jej istnienie zwrécit uwage Kol-
mogorow, ktory takze zajmowat sie analizowaniem energii przenoszonej i rozpraszanej
przez wiry o réznych skalach. W ujeciu Kotmogorowa proces turbulencji polega na
»przepompowywaniu” energii od ruchu gléwnego, dzigki wirom najwigkszym, przez
proces ich rozpadu do najmniejszych wiréw dyssypujacych (Puzyrewski i Sawicki,
1998; Jezowiecka-Kabsch i Szewczyk, 2001).

Z powodu trudnosci modelowania bezposredniego réwnafi Naviera—Stokesa dla ru-
chu turbulentnego (por. podrozdz. 4.2) stosuje si¢ ich usrednianie, najczesciej po cza-
sie, aby wyrazi¢ zagadnienie przeptywu w zmiennych srednich warto$ciach predkosci
oraz ci$nienia. Podstawa procesu usredniania rownan, po zatozeniu, ze kazda z wielko-
sci w nim wystepujaca jest suma wartosci Sredniej i fluktuacji, jest relacja

T
= [ a(xr)de=5(x) (3.112)
H
gdzie g jest dowolna wielkosci podlegajaca usrednianiu, T jest przedziatem usredniania
odpowiednio duzym w stosunku do Sredniego okresu fluktuacji, tak aby prawdziwa
byla zaleznos¢ oznaczajaca wygaszenie efektéw stochastycznych

t+T

= [ ¢'(xt)dr=0 (3.113)

!

Zastosujemy procedure usredniania po czasie do réwnania zachowania pedu, dane-
go wzorem (3.42)

d(pu)
ot

Sktadnik w postaci dywergencji iloczynu diadycznego skladowych fluktuacji pred-
kosci usredniamy w nastgpujacy sposob

+V-(puu)=V-T+ pf
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f (+u’)(u+u')dr
! (3.114)

1 T t+T 1+T 1+T
Ffﬁ_ t+— fuudt+ J.u'ﬁdt+ J.uua't T +un’
I3

Pozostate wyrazy réwnania usrednia si¢ bezposrednio z réwnan (3.112) i (3.113),
otrzymujac
ou _
p5—+pV (m1)+pV- (uu) V-T+ pf (3.115)

Sktadnik Uu mozemy przeksztatcié¢ do postaci adwekcyjnej (ﬁV)ﬁ zgodnie z za-
sadami przedstawionymi w Dodatku B. Usrednienie tensora naprezenia T prowadzi dia
cieczy niescisliwej do relacji T=pI+2uD. Otrzymujemy nastepujaca posta¢ usred-
nionego réwnania przeptywu cieczy lepkiej, niescisliwej

ou S — ==
p—a?+p(uV)u=—V‘T)+/.tV2u—pV-(uu)+pf (3.116)
Roéwnanie to mozna uzupenic usrednionym réwnaniem ciaglosci

V-u=0 (3.117)

Przedostatni sktadnik réwnania (3.116) stanowi dodatkowy tensor nazywany tenso-
rem Reynoldsa i jego postac jest nastepujaca

W) wy
pu'=[7, ]=p| u] (u) (3.118)

wu  uu, (u; )2 :

Z procedury usredniania wynika, Ze jest to tensor symetryczny, co oznacza T, =T, .
Jego elementy stanowia skfadowe jednostkowego burzliwego strumienia pedu, nazy-
wane naprezeniami turbulentnymi.

Réwnanie (3.116), pod wzgledem liczby zmiennych, jest duzo bardziej skompliko-
wane niz réwnanie Naviera—Stokesa. Wystepuje tu bowiem sze$¢ dodatkowych zmien-
nych — wyrazow tensora naprezet Reynoldsa i potrzeba jeszcze dodatkowych szesciu
réwnan dla jednoznacznego rozwiazania tego ukfadu. Istnieje kilka hipotez, gdzie ce-
lem jest okreslenie dodatkowego uktadu réwnafi konstytutywnych, ktére rozwiazywa-
ne bylyby razem z réwnaniami ruchu usrednionego. Zagadnienie poszukiwania tych
dodatkowych réwnan jest przedmiotem licznie pojawiajacych sie prac naukowych,
w ktérych opisywane sa coraz doskonalsze modele turbulencji. Ogélnie wyrdzni¢ mozna
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dwie grupy modeli. Pierwsza oparta jest na koncepcji lepkosci turbulentnej, druga nie
wprowadza pojecia lepkosci turbulentnej, lecz polega na uzaleznieniu tensora naprezen
turbulentnych od energii kinetycznej turbulencji, dyfuzji i dyssypacji energii.

Do pierwszej grupy nalezy propozycja Prandtla przedstawienia naprezen turbulent-
nych w postaci

- om .9% )
T, =-puu =y —=pl°| — (3.119)
ox, ox,

gdzie p, jest wspolczynnikiem lepkosci turbulentnej (ktdra nie jest tu cecha fizyczna,

ale wynika z lokalnych wlasciwosci ruchu cieczy), I oznacza dlugosci drogi mieszania.

Przez droge mieszania Prandtl okre$lit odlegio$¢ na jaka czasteczka cieczy prze-
mieszcza sie wskutek fluktuacji przeplywu przenoszac charakterystyczne dla niej wiel-
kosci fizyczne, a nastgpnie je traci na rzecz otaczajacej ja cieczy.

Jak widaé z (3.119) naprezenie turbulentne zaleze¢ bgdzie od kwadratu predkosci
odksztalcenia elementu cieczy. Zwigzek (3.119) umozliwia domkniecie uktadu réwnan
Reynoldsa pod warunkiem okreélenia dlugosci drogi mieszania, ktora zwykle jest
przedmiotem badan doswiadczalnych. Istnieje tez kilka innych modeli turbulencji pro-

wadzacych do bezposredniego okreslenia tensora u'v’. Do najbardziej rozpowszech-

nionych nalezy model dwuréwnaniowy K —¢, w ktérym dodatkowe dwa réwnania —

energii kinetycznej turbulencji oraz intensywnosci dyssypacji — zamykaja uklad réw-

nan (3.116) i (3.117) (Elsner, 1987); Grybos, 1998); Puzyrewski i Sawicki, 1998);

Malczewski i Piekarski, 1992). Uklad rownan K —¢ przedstawiono w podrozdziale
4.2.2.

3.3.3. Model turbulentnej warstwy przysciennej

Zrozumienie zjawisk zachodzacych w turbulentnej warstwie przysciennej jest waz-
ne ze wzgledu na wybor metody rozwiazywania zagadnienia przeplywu w poblizu
sciany, stanowigcego klucz do wyznaczania wystgpujacego na niej cisnienia hydrody-
namicznego.

Zjawisko oplywu ruchem turbulentnym, rozwazane w ukladzie dwuwymiarowym,
wiaze si¢ z powstaniem wzdtuz optywanej krawgdzi turbulentnej warstwy przysciennej
zgodnie z rysunkiem 3.8. Cechy tej warstwy mozna bada¢, analizujac usrednione réw-
nania przeptywu, podobnie jak dla warstwy laminarnej, szacujac rzedy wielkosci po-
szczegblnych cztonéw uktadu réwnan. Réznica migdzy nimi lezy w pojawieniu sig
dodatkowego cztonu zwigzanego z tensorem naprezen turbulentnych

~ _ 3 N _ _ o2 7
O 7 O —%~_LQ+V(82U‘+82%]*8(%) )

+ — —_—
o o, Cox, pox | o | ox  ox
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o ax 2ox, pox | ec | ox  ox 12D

Podobnie jak dla warstwy laminarnej stwierdzamy, ze w réwnaniu (3.120) skladnik
9%, / ox’ jest do pominigcia. Oszacowanie rzedu wielkogci skfadowych tensora napre-
ze turbulentnych prowadzi do wniosku, ze sktadnik d(x*)/dx, jest §/L razy mniej-
wzgledu na mate wartodei predkosci i, , wszystkie wyrazenia po lewej stronie s3 mate.
Podobnie d(uu;)/dx, jest mate w poréwnaniu z d(u}?)/dx, , tak wiec z catego réwna-
nia pozostaje dla tego samego rzgdu wielkosci tylko wyrazenie

1 24

v =0
oox  om (3.122)

ktore wskazuje, ze réznica naprezenia turbulentnego i cisnienia gléwnego normalnego
do osi x; jest stala w calej warstwie (Landau i Lifszyc, 1994). Uwzgledniajac podane
oszacowania, otrzymujemy teraz uklad réwnan turbulentnej warstwy przy$ciennej

o _om _ow  1ap  om 9(uu)

gty —

a ax 3% pox o ox (3.123)
%.*._._aizz

0
3, ox, (3.124)

Do jego rozwiazania potrzebne sa dodatkowe zaleznosci zwiazane z tensorem na-
prezen turbulentnych. .

Z innej postaci rownan wynika inny niz w laminarnej warstwie profil usrednionej
predkosci. Profil ten wyznacza si¢ zwykle po przyjeciu nastgpujacych zatozen
¢ przeplyw jest ustalony i nie zalezy od wspolrzednej x,,
* skladowa predkosci usrednionej normalna do brzegu jest réwna zeru.

Wobec tego na podstawie (3.123) mamy

97 _0(7+7,)

=0 — T=const 3.125
ox, ox, ( )

Przyjmijmy jeszcze dodatkowe zatozenia

* naprezenia turbulentne sg wyznaczone na podstawie hipotezy Prandtla (3.119),

* w bezposredniej bliskosci $ciany wskutek ttumienia fluktuacji predkosci przewazaja
naprezenia lepkie 7 =7, = pu o, [ox, ,

* w dalszych warstwach przewazaja naprezenia turbulentne 7 =1, = pI*(di, /0x,)*.
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Obszar pierwszy nazywany jest podwarstwa lepka, a drugi obszarem rdzenia tur-
bulentnego. Rozktad predkosci w warstwie przysciennej moze by¢ wyznaczony przez
catkowantie podanych wyrazen.

W podwarstwie lepkiej otrzymujemy

u =Exz (3.126)

co oznacza, ze rozklad jest liniowy.

Do wyznaczenia profilu predko$ci w warstwie rdzenia turbulentnego nalezy przyja¢
posta¢ dhigosci drogi mieszania. Prandtl zatozyl, ze jest ona proporcjonalna do odle-
glosci od brzegu, I =kx,, ze wzgledu na jego wspomniana cechg thumienia. Po scatko-

waniu otrzymujemy logarytmiczny ksztatt profilu predkosci

do _1 T - ﬂ—l Linx, +C 3.127
dx, ke \p A T (3.127)

Doktadniejsza postac tego wzoru mozna znalez¢ w literaturze (Puzyrewski i Sawic-
ki, 1998; Jezowiecka-Kabsch i Szewczyk, 2001; Grybos, 1998; Elsner, 1987).

Obszar rdzenia turbulentnego nosi réwniez nazwe strefy logarytmicznej. Miedzy
podwarstwa lepka a strefa logarytmicznego profilu predkosci jest jeszcze strefa
przejsciowa, w ktérej naprezenia lepkie i turbulentne maja zblizong wartos¢. Te
trzy strefy okreslane sa wspdlnym mianem wewngtrznego obszaru turbulencji w
odréznieniu od obszaru zewnegtrznego, w ktorym wyrdznia si¢ jeszcze strefe ,,pra-
wa §ladu”, z naprezeniami ksztaltowanymi przez duze struktury wirowosci oraz
strefe intermittencji. Zjawisko intermittencji polega na istnieniu ruchomej po-
wierzchni rozdziatu migdzy przeplywem turbulentnym a przeplywem bezwirowym
lub ciecza pozostajaca w spoczynku. Strefa ta jest gleboko pofatdowana i ma cha-
rakter losowy (Elsner, 1987). Profil predkosci w warstwie turbulentnej przedsta-
wiono na rysunku 3.12. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze wraz ze wzrostem liczby Rey-
noldsa grubos¢ podwarstwy lepkiej szybko maleje, szybciej niz zwieksza sie cal-
kowita grubos¢ turbulentnej warstwy przyscienne;j.

Ogodlnie stwierdza sie, ze grubos¢ strefy wewngtrznej stanowi okoto 20% grubosci
warstwy, podczas gdy strefa zewngtrzna obejmuje pozostate 80%. Ksztalt profilu pred-
kosci przeptywu laminarnego i turbulentnego bedzie podstawa weryfikacji zapropono-
wanej przez autora numerycznej metody wiréw, do wyznaczania p6l predkosci, wiro-
wosci i ci$nienia zfozonych przypadkow przepltywu.
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Rys. 3.12. Profil predkosci cieczy w turbulentnej warstwie przysciennej

3.3.4. Odrywanie turbulentnej warstwy przys$ciennej

Badania charakteru i pochodzenia sktadowych obciazen hydrodynamicznych, dzia-
tajacych na optywane zamknigcia wskazuja, ze zmiany ci$nienia na ich powierzchni,
spowodowane fluktuacjami predkosci pochodzacymi od turbulencji maja charakter
losowy, zaréwno w czasie, jak i w przestrzeni, a zatem sumaryczna warto$¢ tych od-
dzialywan dazy do zera.

Za przyczyng zmiennego obciazenia, ktore moze powodowaé wzbudzanie drgan
tych konstrukcji uwaza sie (podrozdz. 2.1.2) zjawiska quasi-okresowe, zwigzane
z odrywaniem si¢ warstwy przysciennej i ksztaltowania si¢ duzych, koherentnych
struktur wirowych. Aby nastapilo oderwanie si¢ warstwy przysciennej, musza zaistnie¢
odpowiednie warunki, zwiazane z ci$nieniem w strumieniu potencjalnym przeptywu,
ktore powstaja w wyniku na przykfad zakrzywienia optywanej powierzchni. Gradient
cisnienia, jaki pojawi si¢ na zewnatrz warstwy, bedzie decydowat o charakterze prze-
ptywu w warstwie i o jej oderwaniu.

Oderwanie moze mie¢ charakter splywu warstwy z ostrza, jak w przypadku plata
skrzydta, punkt oderwania moze by¢ ustalony przez geometri¢ optywanego ciafa (rys.
3.13a) lub jego potozenie moze si¢ zmieniaé, oscylujac w okreslonym obszarze brzegu,
jak w przypadku zaokraglonej krawedzi na rysunku 3.13b.

W przypadku przeptywu laminarnego mozemy przeprowadzi¢ rozumowanie, ktore
pozwoli na okreslenia wptywu cisnienia zewnetrznego na zjawisko oderwania war-
stwy. Jesli rownanie (3.108) zapiszemy dla brzegu, na ktérym wektor predkosci jest
rowny zeru, to wszystkie skladniki stojace po lewej stronie znaku réwnosci znikaja
1 otrzymujemy
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a) b)
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Rys. 3.13. Oderwanie warstwy w przypadku: a) oplywu zasuwy o ostrej krawgdzi,

b) zaokraglonej krawedzi
1op 9%
E—— Y
0 axl axzz (3.128)

co oznacza, ze znak gradientu ci$nienia wplywacé bedzie na ksztalt tachoidy predkosci.
Podczas spadku cisnienia w kierunku przeptywu ksztalt tachoidy bedzie wypukly, jak
przedstawiono na rysunku 3.15. Gdy cisnienie bedzie rosna¢, spowoduje wyhamowa-
nie czasteczek cieczy i zmiang ksztaltu profilu predkosci na wklgsty, co oznacza¢ beg-
dzie, ze przy brzegu ruch plynu jest przeciwny do kierunku gléwnego wektora prze-
plywu i nastapito oderwanie warstwy.

Wedtug Prandtla punkt oderwania wyznacza zerowa warto$é pierwszej pochodne;j
predkosci réwnoleglej do brzegu

=0 (3.129)

gdzie x, jest kierunkiem normalnym do brzegu, co przedstawiono na rysunku 3.14.

tachoidy predkosci

linie pradu '
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. —
-~

oderwanie warstwy
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Rys. 3.14. Zmiana profilu pr¢dkosci w warunkach oderwania warstwy
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Jak mozna zauwazy¢, punkt oderwania jest poczatkiem linii pradu, ktora stanowi
granice, powyzej ktorej w przeplywie laminarnym wystepuje uporzadkowany ruch
czastek zgodny z kierunkiem przeplywu gléwnego, a ponizej wystepuje strefa genero-
wania wirGw.

W ruchu turbulentnym zjawisko oddziatywania na warstwe przyscienng gradientu
ci$nienia, panujacego w gtéwnym strumieniu przeptywu, przebiega nieco inaczej. Gra-
dient ujemny prowadzi do laminaryzacji przeplywu w warstwie. Gradient dodatni
zwigksza mozliwo$¢ oderwania warstwy, ale rownoczesnie wskutek silnej wymiany
masy i energii migdzy warstwa wewngtrzna i zewnetrzna nastepuje wzrost naprezen
stycznych, ktére kompensuja malejaca w kierunku od $cianki warto$¢ poprzecznego
gradientu predkosci Sredniej, hamujac tendencje do oderwania sie¢ warstwy (Elsner,
1987). Najlepszym przyktadem dzialania tego mechanizmu jest przesuniecie punktu
oderwania na optywanym walcu z 95° dla Re ~ 40 do 60° dla Re ~ 10*, co przedsta-
wiono na rysunku 3.15.

optyw laminarny oplyw turbulentny

Rys. 3.15. Oderwanie warstwy przysciennej od powierzchni walca dla ruchu laminarnego i turbulentnego

Warstwa przy$cienne byla i jest nadal przedmiotem licznych badan doswiadczal-
nych nad natura tworzenia si¢ turbulencji w jej obrebie. Jak wykazaty badania, na sty-
ku cieczy z brzegiem juz w fazie przejscia warstwy laminarnej w turbulentna, generuja
si¢ silne zawirowania, ktére nastepnie sa unoszone wraz z przeplywem. Na podstawie
pomiaréw stwierdzono (Elsner, 1987), ze struktura generowanej na plaskich sciankach
wirowosci moze by¢ traktowana jako kompozycja wielu linii wirowych o powtarzal-
nych ksztattach podkowiastych, stanowiacych poczatek powstajacej z nich struktury
koherentnej. Linie wirowe poczatkowo przemieszczaja si¢ w kierunku przeptywu
i oddalaja od $cianki, potem nastepuje ich oscylacja i rozpad struktury wirowej. To
zjawisko zostato wykorzystane w numerycznej metodzie wiréw do symulacji przeply-
wu turbulentnego, w postaci procesu generowania wirowosci na oplywanych brzegach
(podrozdziat 5.5.3).



4. Przeglad metod przyblizonego
rozwigzywania przeplywu

Sita hydrodynamiczna moze by¢ wyznaczana w sposob przyblizony jako suma-
ryczna warto$¢ usrednionego ci$nienia oddzialujgcego na powierzchni¢ konstrukeji,
wywotanego strumieniem przeplywajacej cieczy. Podstawa analitycznego lub nume-
rycznego modelowania tej sity moga by¢ rownania hydrauliki lub, dla bardziej ztozo-
nych geometrycznie przypadkéw optywu, rownania mechaniki ptynow. Pierwsze inzy-
nierskie rozwigzania obcigzenia hydrodynamicznego polegaly na zastosowaniu
uproszczonych metod, bazujacych na rdwnaniu Bernoulliego lub réwnaniu Laplace’a.
W latach 70. ubieglego wieku zaczgto stosowal szerzej metody numeryczne roznic
skonczonych, a nastgpnie elementdw skonczonych i elementéw brzegowych. Zagad-
nienia oplywu byty opisywane réwnaniami Naviera-Stokesa lub Reynoldsa. W tym
samym czasie zaczely rozwija¢ si¢ nowe metody ,,siatkowe” — metoda LES (Large
Eddy Simulation) i réwnoczesnie powstawato coraz wigcej prac dotyczacych metod
,.bezsiatkowych”, takich jak metoda bezposredniego catkowania réwnan, metoda wi-
réw i metoda wygladzonych czastek.

Przedstawimy w skrécie wybrane metody uproszczone, z uwagi na to, ze sa one
dalej stosowane, zwlaszcza metoda oparta na zalozeniu przeplywu potencjalnego, opi-
sanego réwnaniem Laplace’a.

Zaprezentujemy takze, w duzym skrécie, podstawowe zatozenia stuzace wyznacza-
niu przeplywu na podstawie réwnafi Naviera—Stokesa i Reynoldsa oraz zalozenia me-
tody LES. Szczegétowe przedstawienie opisu tych zagadnien i mozliwosci ich prak-
tycznego wykorzystania stanowitoby materiat na odrgbna obszerng monografie.

Z grupy metod numerycznych, jakie zwykle stosuje si¢ do zagadnienia przeptywu,
polegajacych na dyskretyzacji obszaru i aproksymacji rozwigzania za pomoca funkcji
probnych, zostanie zaprezentowana tylko metoda elementéw brzegowych ze wzgledu
na jej wykorzystanie w niniejszej pracy m.in. do rozwiazania zagadnienia rozkladu
ci$nienia w strumieniu przeptywowym.
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Celem zawartego w niniejszym rozdziale krotkiego przegladu réznych metod jest
przedstawienie ich wasciwosci dla poréwnania i oceny — na ich tle — mozliwosci, jakie
daje obliczanie przeptywdw metoda wirdw.

4.1. Uproszczone metody stuzace wyznaczaniu
obcigzen hydrodynamicznych

4.1.1. Metoda siatki hydrodynamicznej

Podstawa wigkszosci metod uproszczonych jest zalozenie o potencjalnym charakte-
rze przepfywu w calym obszarze, z wyjatkiem cienkiej warstwy wzdhuz brzegu, ktora
stanowi turbulentna warstwg przyscienna. Zakladajac z pewnym przyblizeniem, ze
cisnienie w tej warstwie ma wartos¢ stala, mozna wyznaczaé rozklad pola predkosci
przeptywu w calym obszarze do granicy warstwy przysciennej. Zagadnienie takiego
przeptywu potencjalnego dane jest rOwnaniem harmonicznym w terminach potencjal-
nej funkeji pradu lub potencjatu pola predkosci, z odpowiednimi warunkami brzego-
wymi. Szczegdétowe przedstawienie tych réwnan oraz warunkéw brzegowych zamiesz-
czono w rozdziale 3.1.9.

Na podstawie wyznaczonego w ten sposob pola predkosci okresla sie cisnienie na
brzegu, ktore zgodnie z przyjetym zalozeniem jest rdwne ci$nieniu na granicy warstwy
przysciennej. Rozwiazanie przeprowadza si¢ na podstawie réwnania Bernoulliego dla
linii pradu lezacej wzdhuz brzegu. Do okreslenia przyblizonej warto$ci cisnienia nalezy
przyja¢ znang jego warto$¢ w punkcie poczatkowym tej linii. Zaleznie od geometrii
zadania warto$cia ta moze by¢ ci$nienie hydrostatyczne w pewnej odlegtosci od roz-
patrywanej konstrukcji lub zero na swobodnej powierzchni. W przeciwnym razie
otrzymamy rozwigzanie z doktadnoscia do stalej addytywnej. Bardzo czesto do okre-
slenia wartosci cisnienia w danym punkcie brzegu stosuje si¢ bezwymiarowy wspot-
czynnik ci$nienia, wynikajacy z rownania Bernoulliego, ktéry umozliwia poréwnywa-
nie roznych rozwiazan, bez wzgledu na rzeczywista wartos¢ predkosci (Naudascher,
1991)

=_ —2
C, =—mt=l-= 4.1)
gdzie u — predko$¢ styczna do linii pradu, p — cisnienie, kreska nad wielkos$ciami ozna-

cza usrednienie po czasie, a indeks 0 oznacza warto$¢ w wybranym punkcie referen-
cyjnym.
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Ciénienie mozna tez wyrazi¢ przez jego wysokos¢ piezometryczng

2g(h—h, e
=_gL1__E_):1_Li_2_ (4‘2)
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i, Uy

C

p

gdzie h — wysoko$¢ piezometryczna cisnienia.

Catkowanie ciénienia wzdluz odpowiednich krawedzi pozwala na wyznaczenie
sktadowej poziomej i pionowej sity naporu hydrodynamicznego.

Opisana metode mozna nazwaé metoda siatki hydrodynamicznej, pierwsze bowiem
rozwiazania polegaly na recznym rysowaniu siatki sktadajacej si¢ z linii ekwipoten-
cjalnych i linii pradu, i wyznaczaniu na ich podstawie w oczkach siatki wartosci pred-
kosci oraz cisnienia.

Metoda siatki hydrodynamicznej daje wiarygodne wyniki pod warunkiem, ze odno-
si si¢ ja do przypadkéw konstrukcji o ksztattach fagodnie zmiennych. W innych przy-
padkach stosowanie teorii przeptywdw potencjalnych prowadzi do duzego btedu obli-
czeniowego, zwlaszcza w sytuacji wystgpowania zjawiska odrywania strumienia
optywowego od powierzchni zamknigcia i tworzenia sig strefy recyrkulacji. Na rysun-
ku 4.1 przedstawiono ukfad siatki hydrodynamicznej dla konstrukcji, ktorej ksztatt
spetnia warunek tagodnego oplywu oraz przykfad, gdy za optywana konstrukcja wy-
stepuje strefa recyrkulacji i takiej metody oblicze nie powinno si¢ stosowac.

linie
ekwipotencjalne

8) wierciadio linie ini
swobodne pradu i
AV

ekwipotencjalne

& strefa
recyrkulacji

Q

—

warstwa
graniczna

T
zamknigcie klapowe zamkniecie - zasuwa ptaska

Rys. 4.1. Przykiad konstrukeji, dla ktérej a) mozna stosowaé metode siatki
hydrodynamicznej, b) nie powinno si¢ stosowaé tej metody

Na podstawie rysunku 4.1 mozna stwierdzi¢, ze metoda siatki hydrodynamicznej
nie modeluje przeptywéw z recyrkulacja. Mimo to powstalo wiele prac, w ktorych
autorzy prébowali wyznaczal parametry przeptywu i cisnienia ta metoda dla réznych
rodzajow zamknigé hydrotechnicznych. Jedna z pierwszych jest praca Frangmeier
i Strelkoff (1968), w ktérej autorzy zaproponowali metod¢ wyznaczenia przepltywu
w funkcji potencjatu predkosci i funkeji pradu. Oryginalno$é metody polegata na prze-
ksztatceniu konforemnym obszaru obliczeniowego do postaci okregu i sformutowanie
zagadnienia w postaci réwnania rozniczkowego nieliniowego, ktére rozwiazywane
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byto metodg iteracyjna. Podobna, oparta na przeksztatceniu konforemnym, metode dla
zamknigcia zasuwowego, dowolnie pochylonego wzgledem pionu, zaproponowat La-
rock (1969), ktory poszukiwat rozwigzania w poiprzestrzeni. Larock (1970) podat tak-
ze rozwiazanie zagadnienia opfywu zamknigcia segmentowego, korzystajac z tych
samych zalozen jak dla zasuwy oraz wykonat obliczenia rozktadu cisnienia na po-
wierzchni zamknigcia, wychodzac z rownania Bernoulliego. Poniewaz opisane metody
opieraja si¢ rowniez na rownaniu przeplywu potencjainego, strefa recyrkulacji nie jest
symulowana i pozostaje w mocy zastrzezenie nie odzwierciedlania fizyki zjawiska
optywu.

Przedstawimy jeszcze jedno rozwiazanie, ktérego autorem jest Narayanan (1972)
i ktore stanowi analityczne rozwiazanie zagadnienia recyrkulacji przeplywu za za-
mknigciem zasuwowym. Swoje rozwigzanie Narayanan oparl na réwnaniu Reynoldsa
z tensorem naprgzen turbulentnych proporcjonalnym do iloczynu predkosei sredniej,
predkosci odksztalcenia postaciowego (por. 3.3.2) i wspolczynnika wynikajacego
z dtugosci strefy recyrkulacji. Rozwazajac rGwnowazne zagadnienie dwuwymiarowego
wyptywu strumienia do kanatu o stalej szerokosci, autor wyprowadzit analityczng po-
sta¢ réwnan zachowania pedu i masy dla takiego przypadku przeplywu, uzupetnionych
empiryczng formutg rozktadu cisnienia na szerokosci kanatu. Otrzymane wyniki sa
zgodne z eksperymentem, jednak stosowalno$¢ metody jest mocno ograniczona przez
koniecznos¢ znajomosci danych eksperymentalnych w celu poprawnego przyjgcia
niezbednych wspdlczynnikow.

Do stosunkowo prostych metod, za pomoca ktérych mozna wyznacza¢ sife ssaca
(ang. downpull), nalezy zaliczyé metode oparta na zmianie strumienia pedu, w ktérej
wyznacza si¢ globalng warto$¢ sity hydrodynamicznej, jednak do jej wyznaczenia po-
trzebna jest znajomo$¢ pola predkosci. Aydin i inni (2006) opracowat model do wy-
znaczania sily ssacej — dzialajacej w kierunku sity grawitacyjnej na dolng krawedz
zasuwy. Opracowany model jest jednowymiarowy, oparty na réwnaniu bilansu catko-
witej energii i bilansu masy i uwzglednia réwniez przypadek ruchu zamknigcia (zamy-
kania i otwierania). Na postawie badan na modelu fizycznym autor wykazal, ze opra-
cowany model numeryczny daje dobre przyblizenie sity hydrodynamicznej, znacznie
dokfadniejsze od wynikéw uzyskiwanych przez Naudaschera (1991) na podstawie
siatki hydrodynamicznej. Jednak metoda ta réwniez nie moze by¢ stosowana, jesli
krawedz zamkniecia znajdzie si¢ w zasiggu strefy recyrkulacji.

Metode uproszczong dla wyznaczania obciazenia hydrodynamicznego zamknigeia
klapowego zastosowat Gréié (1963), ktéry cisnienie wyznaczat z réwnania Bernoullie-
g0, na podstawie rozktadu predkosci, ktéremu nadawat postaé funkcji liniowej, oraz
Winter (1982) oraz Rogala i Winter (1983), ktérzy na podstawie badan modelowych
wyprowadzili empiryczng formule, pozwalajaca oszacowaé obciazenie hydrodyna-
miczne klap na podstawie geometrii zamknigcia i parametrow przeptywu. Stosuje si¢
tu takze klasyczna metode siatki hydrodynamicznej (Naudascher, 1991).
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W ostatnich latach pojawity sie liczne prace dotyczace dokfadniejszego, niz za po-
moca siatki hydrodynamicznej, rozwigzania omawianych zagadnief, a mianowicie
polegajace na wyznaczaniu parametréw przeptywu metodami wykorzystujacymi prze-
strzenng dyskretyzacje obszaru przeptywu dla cieczy lepkiej niescisliwej.

4.2. Uwagi ogolne do stosowania metod ,,siatkowych”

Do modelowania przeptywu cieczy Newtona (opisanej rownaniem Naviera—Stoke-
sa) przy ziozonej geometrii rozpatrywanej przestrzeni wykorzystywane sa metody
numeryczne. Najbardziej rozpowszechnione — metoda réznic skonczonych, elementow
skonczonych, lub elementéw brzegowych — postuguja si¢ dyskretyzacja obszaru jako
narzedziem aproksymacji, ktora sprowadza ukfad réwnan rézniczkowych (lub catko-
wych) do uktadu réwnan algebraicznych.

Rozpatrujac przypadek przeptywu turbulentnego, nalezy zauwazy¢, ze wymagania
dotyczace wielkosci oczka siatki sq tutaj istotnym ograniczeniem, gdyz powinny za-
pewniaé odwzorowanie wszystkich, wystgpujacych w takim przeptywie skal wirdw.
Stanowi to problem natury technicznej, do tak bowiem doktadnego odwzorowania,
chocby najprostszego przykladu przepltywu, potrzebna jest olbrzymia moc kompute-
réw. Do zilustrowani tego problemu przyjmijmy, ze wymiar makroskopowy problemu
jest réwny diugosci kanatu L, w ktérym modelowany jest optyw zamknigcia hydro-
technicznego i wynosi dla przyktadu 10 m. Wymiar oczka siatki nie moze by¢ wigkszy
niz wymiar wiréw najmniejszych — dyssypatywnych, w ktdrych nastgpuje utrata ener-
gii kinetycznej.

Zgodnie ze skala Kotmogorowa wymiar ten mozna oszacowaé za pomoca relacji
(Landau i Lifszyc, 1994)

[

ey

4.3)
gdzie 1, — wymiar wiréw dyssypatywnych, [ — charakterystyczny wymiar makrosko-
powy turbulencji, porbwnywalny z wymiarami kanatu, w ktérym odbywa sie prze-
pltyw, Re — liczba Reynoldsa.

Relacja (4.3) oznacza, ze im wigksza jest liczba Reynoldsa, tym wigksza jest rézni-
ca (iloraz) miedzy skalami makro i mikro. Liczba Reynoldsa dla przeptywu pod za-
mknieciem zamyka sie w granicach 10°+10°. Podstawmy teraz do wzoru (4.3) warto$é
Re =10" oraz warto$¢ I, ktéra w naszych rozwazaniach powinna byé dlugosé strefy
recyrkulacji i ktora przyjmiemy réwna [ = 1 m. Ze wzoru (4.3) otrzymamy
n, =210 m. Zakladajac teraz, ze oczko siatki ma by¢ dwa razy mniejsze niz 1 4> tzI.
h =0,0001, oraz ze wymiary kanatu sa H = 1 mi L = 10 m, szacujemy liczbe oczek
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siatki na 10° dla zagadnienia dwuwymiarowego, co odpowiada w przyblizeniu liczbie
réwnan algebraicznych. Liczba ta przekracza mozliwosci obliczeniowe wspélczesnych
komputeréw. Oszacujmy jeszcze liczbe krokow czasowych, potrzebnych do wycia-
gnigcia statystycznych wnioskéw z naszych symulacji numerycznych. Krok czasowy
powinien by¢ na tyle maly, aby przemieszczenie czastki cieczy w jednym kroku cza-
sowym nie przekraczato dlugosci oczka siatki. Stad

Ar<

= >

(4.4)

gdzie u jest uSredniong predkoscia przeptywu (por. 3.3.2).
Po uwzglednieniu (4.3) mamy

pHa A2

& @R = R 4.5)

gdzie #; oznacza czas potrzebny czastce cieczy na przeptynigcie odlegtosei [.
Stad oszacowanie liczby krokéw czasowych wynosi
¢
N,=-L2>0,5Re”*
e (4.6)
Przyjmujac dalej, ze catkowity czas obliczen powinien obejmowac czas przynajm-
niej 100-krotnie diuzszy niz wyznaczony z (4.6), aby mozna bylo dokonal statystycz-
nej analizy wynikéw oraz ze liczba Reynoldsa wynosi jak poprzednio Re =10°, otrzy-
mamy potrzebna warto$é N, = 280-10°. Rozwazania sa dowodem, ze w obecnej chwili

nie ma mozliwosci technicznych bezposredniego rozwigzywania rownan Naviera—Sto-
kesa dla przeptywu turbulentnego w zagadnieniach inzynierskich. Ponadto nie do kon-
ca zbadana jest natura samej turbulencji, zwlaszcza zjawiska dyssypacji energii przez
wiry najmniejsze. Stad wniosek, ze bezposrednie rozwiazywanie rownan Naviera—Sto-
kesa, tzw. DNS (Direct Numerical Simulation) metodami siatkowymi moze dotyczy¢
tylko przeptywow laminarnych, dla matych liczb Reynoldsa, ewentualnie dla symulacji
bardzo prostych geometrycznie zagadnieni przeplywdw turbulentnych i najlepiej przy
zatozeniu jednorodne;j turbulencji.

Do wyznaczania przeplywow turbulentnych w zagadnieniach inzynierskich stosuje
si¢ usrednione réwnania Reynoldsa, tzw. metode RANS (Reynolds Averaged Navier-
Stokes) lub wspomniang wczesniej metode LES, ktora jest polaczeniem technik bezpo-
$redniego rozwiazania rownaf Naviera—Stokesa w skali duzych wiréw i réwnan Rey-
noldsa w skali wiréw dyssypatywnych.

W kolejnych punktach tego rozdziatu przedstawimy zasady rozwiazania zagadnie-
nia przeptywu laminarnego na podstawie DNS oraz turbulentnego z wykorzystaniem
metody RANS i LES.
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4.2.1. Bezposrednie rozwiazanie réwnan Naviera—Stokesa (DNS)

Jak wspomniano w poprzednim punkcie rozwiazanie to dotyczy prawie wytacznie
przeptywow laminarnych. W modelowaniu przeptywu nieécisliwej cieczy newtonow-
skiej, ktéry opisany jest réwnaniem Naviera—Stokesa oraz réwnaniem zachowania
masy stosuje si¢ zwykle dwa podejscia. Pierwsze polega na rozwigzaniu ukiadu
réwnan dla predkoéci i cidnienia, drugie dla funkcji pradu i wirowosci. W celu
przedstawienia obu sposobéw bedziemy rozwazac przeplyw ptaski w obszarze £2¢€ R’
ograniczonym brzegiem I”

%ﬂ+u-(Vu)=—VP +wW?u, wobszarze 4.7
t

V-u=0 4.8)

Ogolne sformutowanie problemu brzegowo-poczatkowego przedstawia sig jako
u=U,, nabrzegu I, (4.9)
%‘l =q,, nabrzegu Iy (4.10)

n

u=u,, dla =0 (4.11)

gdzie u — wektor predkosci, P=p/p - ciénienie kinematyczne, v — wspotczynnik
lepkosci kinematycznej, I'p i Iy — odcinki brzegu, na ktérych spetniony jest warunek
Dirichletai Neumannai I'=I", Ul oraz I'yNI, =0

Rola cidnienia w przedstawionym uktadzie réwnan jest zapewnianie zerowej dywe-
rgencji pola predkosci. W zaleznosci od numerycznej metody rozwigzywania zagad-
nienia (4.7)—(4.11) istnieja rézne procedury iteracyjne wymuszajace spetnienie warun-
ku (4.8) przez lokalna zmiang cisnienia. Przykladem moze by¢ tu metoda lokalnych
korekcji (Grybos, 1998; Strzelecki i inni, 1997) lub metoda sztucznej gestosci (Ander-
son i inni, 1984). Istota tych metod jest rozwiazanie zagadnienia Poissona dla ci$nie-
nia, ktorego postaé zalezy od przyjetej metody. Zwykle formuluje sie réwnanie Pois-
sona przez zastosowanie operatora dywergencji do réwnania (4.7)

Vzpz-v-(%ltl+u-Vu—vV2u) “4.12)

Zauwazmy, ze jezeli  skorzystamy z  tozsamosci  matematycznej
V2u=V(V~u)—Vxqu , rtéwnania (4.8) oraz faktu, ze dywergencja rotacji dowolne-
go pola wektorowego znika, to pierwszy i ostatni skfadnik w nawiasie po prawej stro-
nie réwnania (4.12) bedzie rébwny zeru i rdwnanie (4.12) ulegnie znacznemu uprosz-
czeniu



Przeglad metod przyblizonego rozwiqzywania przeptywu 81

V?P=-V-(u-Vu) (4.13)

Roéwnanie (4.13) razem z réwnaniem (4.7) stanowia uktad réwnan, ktéry bywa cze-
sto stosowany do rozwiazania zagadnienia przeptywu cieczy lepkiej. Jednak, jak po-
daje Gresho (1987), w rozwiazaniach numerycznych takie podejscie obarczone jest
wiekszym biedem obliczeniowym, niz gdy rozwiazywany jest ukfad skfadajacy sig
zrownan (4.7) 1 (4.12). '

Réwnanie Poissona musi by¢, dla brzegu stacjonarnego, uzupelnione warunkiem
brzegowym adhezji (brzeg nie jest $liski), ktéry w tym przypadku stanowi warunek
Neumanna dia predkosci

0
—P+v et

" =0, dla I', (4.14)
gdzie n— wektor normalny do brzegu skierowany na zewnatrz (Ni, 1995, 1998).

Jesli znane sa wartosci cisnienia w obszarze (na przyktad na wlocie rozktad hydro-
statyczny cisnienia, ciSnienie atmosferyczne dla zwierciadta swobodnego), to nalezy
przyja¢ dodatkowy warunek Dirichleta. Wedlug innych autoréw (Gresho, 1987; Pe-
tersson, 2001) nalezy stosowaé bardziej ztozone formuly warunkow brzegowych, kté-
rych tu nie przytaczamy, a ktore wynikaja wprost z réwnania Naviera—Stokesa. Sposéb
budowy odpowiednich schematow réznicowych przedstawiono w licznych pracach,
m.in. przez Andersona (1984), Grybosia (1998), Matyke (2002) i autora niniejszej
monografii w pracy (Strzelecki i inni, 2007).

Drugie wspomniane podejscie rozwiazania zagadnienia przeptywu polega na
rozwiazaniu uktadu réwnan Helmholza dla zmiennych wirowosci i funkcji pradu. Uktad
ten wyprowadza si¢ przez zastosowanie rotacji do réwnania Naviera—Stokesa, co
prowadzi do nastgpujacego zagadnienia dwuwymiarowego (podrozdz. 5.2)

dw

—£—+u-Va)—vV2w=0 (4.15)
Viy =-0 (4.16)
O, ou 417

ox, ox, (@17)
u=Vxy (4.18)

Uktad tych réwnafi musi by¢ uzupetniony warunkiem poczatkowym
0] =0 € R, (4.19)

oraz warunkami brzegowymi. Zgodnie z podrozdziatem 3.1.8 warunki brzegowe moga
by¢ przyjete w postaci znanej wartosci wektora predkosci na brzegu
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u=U,, dlaxel, >0 (4.20)

Rozwiazanie ukladu réwnan (4.15)—(4.20) najprosciej jest poszukiwaé metodg ite-

racyjng wedtug schematu (Anderson, 1984):

e w pierwszym kroku dla ¢ =0 zaklada si¢ pole wirowosci i pole predkosci lub funk-
cje pradu,

e wyznacza si¢ nowe pole wirowos$ci z rownania (4.15) dla czasu ¢+ At,

e wyznacza si¢ funkcje pradu z réwnania Poissona (4.16),

e wyznacza si¢ pole predkosci z réwnania (4.18),

s jedli warunek brzegowy nie jest spelniony, wyznacza si¢ wartosci wirowosci na
brzegach i powtarza procedure obliczen od wyznaczenia si¢ nowego pola wirowo- -
sci.

Po uzyskaniu zbieznosci rozwigzania mozna wyznaczy¢ ci$nienie z rownania Pois-
sona (4.12). Jesli interesuje nas ci$nienie wyltacznie na brzegach, na ktérych predkos¢
znika, to na podstawie réwnania (4.7) mozemy wyprowadzi¢ zaleznos¢

1o

Vi-s=
s V 0s

4.21)
Jesli dysponujemy polem wirowosci, to po zastosowaniu przedstawionej w Dodat-
ku D tozsamosci (9.27) dochodzimy do wniosku, ze

8(0: 1dP

E ";a—s 4.22)

Na jej podstawie mozna wyznaczy¢ ci$nienie wzdhuz brzegéw obszaru, jesli znamy
jego warto$¢ cho¢ w jednym punkcie. Jedli tym nie dysponujemy, to ci$nienie wyzna-
czymy z doktadnoscia do statej addytywnej. Jesli chcemy wyznaczy¢ naprezenia na
brzegu, to sa one proporcjonalne do wirowosci na tym brzegu (Cottet i Koumoutsakos,
2000)

n-T=-unxw (4.23)

gdzie T jest tensorem naprezen (3.34), u jest wspolczynnikiem lepkosci dynamicznej,
n jest wektorem normalnym, zewngtrznym do brzegu.

Szersze omowienie wykorzystania metody réznic skonczonych do analizy przeptywu
cieczy lepkiej niesci$liwej mozna znalezé m.in. w pracach Anderson i inni (1984),
Grybos, (1998), Strzelecki i inni (2007). Zastosowanie metody elementow skoficzonych
do tych problem6w zostato opisane m.in. w monografiach Zienkiewicza (1978), Grybosia
(1998), Ofiate (1991), a metody elementéw brzegowych na przyktad w monografiach
Beskos (1987) i Wrobel (1984).
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4.2.2. Rozwigzanie uSrednionych réwnan Reynoldsa (RANS)

Posta¢ usrednionych wzgledem czasu rdéwnan Naviera—Stokesa, znanych pod nazwa
réwnan Reynoldsa, zostata wyprowadzona w punkcie 3.3.2. i jest ona nastepujaca

p%_f+p(ﬁV)ﬁ=—V17+#V2ﬁ‘PV'(“'_“/)+f (4.24)

gdzie u,p s usrednionymi zgodnie z réwnaniem (3.112) warto$ciami predkoscei i ci-
$nienia, pm jest tensorem Reynoldsa danym relacja (3.118).

Jak wspomniano w punkcie 3.3.2, sze$¢ nowych sktadowych wektora naprezen tur-
bulentnych wymaga zwiazkéw konstytutywnych wiazacych ten tensor z tensorem
predkosci odksztalcenia w celu otrzymania zamknietego uktadu rownan. Zwiazki te
przybliza si¢ specjalnie skonstruowanym modelem turbulencji. W miarg rozwoju tej
dyscypliny nauki powstawato wiele réznych modeli, ktére mozna sklasyfikowa¢ jako
zerorbwnaniowe (algebraiczne), jedno- i wielorownaniowe, a ich szczegdtowy opis
przedstawili w swych pracach Elsner (1987), Gatski i inni (1996), Puzyrewski i Sawic-
ki (1998), Grybos (1998). Przedstawicielem grupy modeli dwuréwnaniowych, najcze-
ciej stosowanym w obliczeniach inzynierskich, jest model transportu i dyssypacji
energii kinetycznej przeptywu nazywany K —é&. Model ten opisuje przeptyw cieczy
niescisliwej o izotropowej turbulencji i stosunkowo duzej liczbie Reynoldsa. Model
K —¢€ jest dany nastgpujacym uktadem réwnan (Gatski i inni, 1996)

oK 0 (v, dK

— VK = | =

a YRTeTET (ak x, ] (4.25)
e &’ a v, 0€
—+u-V C -C L

gdzie pp=-T, a— — tensor opisujacy produkcje turbulencji, K=¢q /2 — kinetyczna

X

ou,0
energia turbulencji, ¢ — przeptyw jednostkowy, &€=v Yo predkos¢ dyssypacji

0x 0x,
energii, v, — wspdtczynnik lepkosci turbulentnej (eddy viscosity), ktory zalezy od

przyjetego modelu turbulencji.
Dla modelu K - ¢ przyjmuje si¢ go czgsto w postaci zaproponowane] przez Smago-

. o om o, ) |
rinskiego (Gatski i inni, 1996) v, =I*(2D,D, ) , gdzie D,-,=— —+—— | jest

iy 0x; ox,

usrednionym tensorem predkosci odksztalcenia postaciowego. W rownaniu wystepuja
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jeszcze wspbtezynniki, ktdre zwykle wyrazone sa dos¢ ztozonymi relacjami. Jednak
dla przyjetych zatozen izotropowej turbulencji mozna przyja¢ nastgpujace ich wartosci
(Gatski i inni, 1996)

C,=14, C,=18, o0,=10, 0,=L3

Jak widaé¢ ze skrotowego przedstawienia, model K —& ma charakter pétempirycz-
ny i jego zastosowanie wymaga przyjecia odpowiednich wspolczynnikéw, odpowia-
dajacych fizyce badanego zjawiska, a obliczenia inzynierskie musza by¢ potwierdzone
testami weryfikujacymi przydatnos¢ przyjetych statych do rozpatrywanego zagadnie-
nia przeplywu. Wedlug badan przeprowadzonych przez Gatski i inni (1996) model
dwuréwnaniowy dobrze symulowat przypadek przeptywu turbulentnego w kanale pro-
stokatnym, ale juz w przypadku ruchu obrotowego cieczy otrzymywano mniej dokfad-
ne wyniki, a catkiem btedne dla przeptywu ze strefa recyrkulacji.

Autorzy tej pracy stwierdzili, ze ,,pieta Achillesowa” takich modeli turbulencji jest
przeptyw w bliskosci brzegu, trzeba bowiem wprowadza¢ wiele dodatkowych relacji
miedzy ci$nieniem a napre¢zeniem, aby uzyskaé rozwiazanie dla warstwy przysciennej.
Podobnie nie nalezy oczekiwa¢ poprawnych wynikéw dla przeptywu w obszarze
o skomplikowanej geometrii. Pod tym wzgledem duzo doktadniejsze wyniki otrzymuje
si¢ przy zastosowaniu metody LES.

4.3.2. Metoda LES

Metoda LES jest uwazana za bardziej doktadna, rozwiazuje si¢ bowiem za jej po-
moca zagadnienie przeptywu dla dwéch skal turbulencji niezaleznie. Wielkosci fizycz-
ne, takie jak predkosé i cisnienie, odpowiadajace skali duzych wiréw sa wyznaczane
metodg deterministyczna, bezposrednio z rownan Naviera-Stokesa. Skala wiréw ma-
tych, tak zwana ,,podsiatkowa”, jest modelowana w podobny sposob jak usrednianie
rownan do postaci Reynoldsa. Rozdzielenie skal nastgpuje w procesie filtrowania, kto-
re mozna dla jednej skfadowej wektora predkosci zdefiniowaé nastepujaco

7 (x)=[ G (x=x)u, (x)dx (4.27)

gdzie G(x, x")— jadro filtru, ktére moze by¢ wyrazone na przyktad jako funkcja roz-

ktadu normalnego lub funkgja ,.kapeluszowa” (Gatski i inni, 1996).
Po zastosowaniu procedury usredniania do réwnan Naviera-Stokesa otrzymujemy

i

E dx;  pox, ox,0x, O, (4.28)

H

aﬁi+a(‘7iﬁf>___l_a_ﬁ+v %, 0t

gdzie 7, =wu; —uu, — tensor naprezei Reynoldsa skali podsiatkowej.
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Roznica migdzy rozwigzaniem LES a rozwiazaniem rownan Reynoldsa polega na
innym podejsciu fizycznym do tych modeli. W rozwiazaniu LES skala podsiatkowa
obejmuje czg$¢ przeptywu o stosunkowo niewielkim udziale energii, stanowiacym jak
podaje literatura (Gatski i inni, 1996), 20-30% catkowitej energii turbulencji. Pozo-
stata czes$¢ przeptywu, czyli 70-80% jest rozwiazywana bezposrednio z réwnan Navie-
ra—Stokesa, czyli dokladniej. W metodzie Reynoldsa usrednienie dotyczy 100% prze-
plywu i stad btad rozwiazania jest w tej metodzie wigkszy niz w LES.

Modelowanie turbulencji podsiatkowe] jest problemem podobnym do tego, ktdry
wystepuje dla tensora napr¢zen turbulentnych Reynoldsa, lecz prowadzacym do bar-
dziej ztozonej fizyki zjawiska turbulencji. Stosujac podobna dekompozycje pola pred-
kosci jak dla usredniania réwnan Reynoldsa

W =1 +u] (4.29)

otrzymujemy dla skali podsiatkowej w procesie filtrowania (Gatski i inni, 1996)

7, = (i, ~ T, )+ (i, + 2] )+ uu] (4.30)

Pierwszy skfadnik po prawej stronie oznacza oddzialywanie miedzy sktadowymi
predkosci w duzej skali (oddzielonych od skal drobnych w wyniku filtrowania), ktére
prowadzi do powstania turbulencji matoskalowej. Sktadnik drugi reprezentuje interak-
cje miedzy skala duzych i malych wiréw oraz przekazywanie energii w obie strony.
Sktadnik trzeci oznacza oddziatywanie wirdw w skali matlej i transport energii do skali
duzych wiréw.

Tensor naprezenia w skali podsiatkowej 7; okresla si¢ za pomoca modelowania tur-
bulencji. Istniejg rozne klasy modeli — lepkosciowe, mieszane i dynamiczne, ktorych
opis mozna znalez¢ w licznych pracach (Domaradzki, 2002; Gatski i inni, 1996; Pope,
2000). Przedstawimy tu jeden z pierwszych modeli lepkosciowych, noszacy nazwe
,modelu Smagorinkiego” (Gatski i inni, 1996). Zaleta modelu Smagorinkiego jest jego
prostota i dlatego jest on obecnie powszechnie stosowany w obliczeniach inzynier-
skich. Tensor naprezen dla skali podsiatkowej w tym modelu wyrazony jest relacja

1 i aﬁj N
Tij —ngkaij ==V, —+g =_2VTDij (431)
j

v, =(C,AY D], [D|=y/D;-D, 432)

gdzie A — charakterystyczny wymiar odpowiadajacy dtugosci najwigkszych wiréw
podsiatkowych, C, — parametr, ktérego wartos¢ zalezy od modelowanego zadania —

w obliczeniach z izotropowa turbulencja zwykle przyjmuje si¢ C, =0,2.
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Prezentowany model ma wiele ograniczen, m.in. w bliskosci brzegu otrzymane
wartosci v, sa zbyt duze, nie uwzgledniany jest bowiem wplyw thumiacego dzialania

brzegu (Gatski i inni, 1996). Wymusza to stosowanie wielu modyfikacji lub modeli
nalezacych do innej klasy. Obecnie czesto stosuje si¢ hybrydowa metodg polegajaca na
potaczeniu rozwiazania LES w catym obszarze przeptywu z rozwiazaniem rownan
Reynoldsa do obszaru brzegowego (Krajnovi¢ i Davidson, 2002).

Alternatywa dla metody opartej na rozwigzaniu réwnania Reynoldsa i LES jest sto-
sowanie opisanych dalej metod, ktére nie wymagaja siatki numerycznej.

4.2.4. Metoda elementéw brzegowych

Punktem wyjscia metody elementow brzegowych MEB, zastosowanej do wyzna-
czenia przyblizonego rozwiazania zagadnienia brzegowego do réwnania lub uktadu
réwnan rdzniczkowych w obszarze D, jest sprowadzenie wyjsciowego problemu do
réownania lub uktadu réwnan catkowych okreslonych na brzegu S obszaru D. Poniewaz
rozwigzanie w sposob analityczny takich rownan jest mozliwe jedynie w szczegélnych
sytuacjach, rozwigzuje si¢ je w sposoéb przyblizony. Najczesciej stosuje si¢ tu metody
przyblizone oparte na kombinacji metody elementéw skonczonych i metody kolokacji.
Proces dyskretyzacji rownania lub ukladu réwnan catkowych rozpoczyna si¢ od po-
dzialu brzegu (jest on krzywa) na elementy zwane elementami brzegowymi. Dane
i poszukiwane funkcje okre$lone na brzegu, przybliza si¢ kombinacjami liniowymi
odpowiednio wybranych bazowych funkcji aproksymujacych. Nastgpnie wiasciwe
zagadnienie przyblizone formutuje si¢ jak w metodzie kolokacji, rozwazajac aproksy-
mowane réwnanie lub uklad réwnan catkowych w weztach podziatu brzegu. W rezul-
tacie otrzymuje si¢ uktad liniowych réwnan algebraicznych, w ktorym niewiadomymi
sa wspolezynniki aproksymacji rozwiazania. Uktad tych réwnan liniowych jest nastep-
nie rozwiazywany za pomoca standardowych procedur numerycznych. Opis zastoso-
wania metody elementéw brzegowych do réznych zagadnien hydromechaniki i hy-
drauliki mozna znaleZé w bogatej literaturze. Najbardziej znane monografie MEB
opracowali Brebbia (1980), Beskos (1987), Wrobel (1984), Burczynski (1995), Gaul
iinni (2003), Ali i Rajakumar (2004). Pojawilo si¢ tez kilka prac dotyczacych rozwia-
zania ta metoda zagadnienia przepltywu zadanego rownaniem Stokesa lub Naviera—
Stokesa oraz zagadnienia cisnienia (Meric, 1997; Sarler i Kuhn, 1999; Florez i Power,
2001).

W niniejszej pracy metoda elementéw brzegowych MEB zostala zastosowana do
rozwigzania dwéch zagadnien — wyznaczenia pomocniczego potencjalnego pola pred-
kosci, niezbednego w sformutowaniu odpowiedniego warunku brzegowego w meto-
dzie wiréw (rozdz. 5) oraz do okre$lenia ci$nienia z réwnania Poissona (rozdz. 6).
W obu przypadkach zastosowano ten sam schemat rozwiazania, ktory przedstawiono
na przyktadzie rozwigzania zagadnienia potencjatu.
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Bedziemy poszukiwaé rozwigzania zagadnienia potencjalu w obszarze ograniczo-
nym D o gladkim brzegu S. Zagadnienie to jest opisane réwnaniem harmonicznym
Laplace’a i warunkami brzegowymi

Vlu(x)=0, xeD (4.33)

» na czg¢sci brzegu Sp (warunek brzegowy typu Dirichleta)
u(x)=u,(x), (4.34)

* na czgsci brzegu Sy (warunek brzegowy typu Neumanna)
CI=§%=%, 4.35)

gdzie u — potencjat, q=%t-:Vu~n~ strumien (gradient pola) w kierunku prostopa-
n .

dtym do brzegu S, S=S5,US, stanowi caly brzeg obszarui S, S, =, n — wektor
jednostkowy normalny do brzegu.

Formulowanie réwnan calkowych dla zagadnienia brzegowego (4.33)—~(4.35) za-
czynamy od rozpatrzenia tozsamos$ci Greena

f (wVu—-uV’w)dD = ( %w—uﬂ]ds, (4.36)
N

D

gdzie dowolne funkcje u i w sa dwukrotnie rozniczkowalne w obszarze D. Tozsamos¢
ta ma réwniez uogdlnienia na przypadek mniej regularnych funkceji, a nawet dystrybu-
¢cji. Dalej bedziemy stosowac ja w tym ogdlnigjszym sensie.

Jezeli w miejsce w podstawimy rozwiazanie fundamentalne réwnania Laplace’a

Vi (x,8)=-6(x.t), (€D, (4.37)

dalej oznaczane jako u’ (x, &), to otrzymamy

J.(“* (x,8)Vu—-uVi' (x,a))dD :I

D S
9> 9
dzie V2 =| —+—|.
& i (axf 0x?

Korzystajac nastepnie ze znanej wlasciwosci dystrybucji Diraca

F®*8(x8)=[ 08 (x.8)dr= f(B) (4.39)

* a ’ ’
[a—uu (x,é)—u—ué(:—g)]ds(x) (4.38)
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. ) ) ) ou . ou* .. . . )
i uzywajac konsekwentnie oznaczen q=5~ i q*:—a——~ znajdujemy relacje migdzy
n n

wartoscia funkeji u(§) w obszarze D, a wartoscia tej funkcji i jej pochodnej na brzegu S

+Iq (x8)u(x)dS (x)= [’ (x.&)q(x)dS (x), &€ D (4.40)

N

Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku dwuwymiarowym, ktéry nas najbardziej intere-
suje, rozwiazanie podstawowe i jego pochodna normalna wyrazaja si¢ nastgpujaco

1
Lo reheg

u (x,§)= ~—21;1n roq (x,é): -

Wyznaczenie rozwiazania przyblizonego zagadnienia (4.33)—(4.35) przebiega
w trzech etapach.

Etap 1. Zaczynamy od sformulowania odpowiedniego zagadnienia brzegowego.
W tym celu w relacji (3.40), wyprowadzonej dla punktéw & lezacych wewnatrz obsza-
ru D dokonujemy przejscia granicznego §— S . Poniewaz obie funkcje U iq saoso-
bliwe, musimy zwroci¢ wigksza uwage na zachowanie si¢ calek przy przejsciu gra-
nicznym. Funkcja u” jest stabo osobliwa, wiec druga z catek nie sprawia zadnych klo-
potow. Natomiast rzad osobliwosci funkcji q jest wyzszy i wowczas otrzymujemy
(Gaul, 2003)

fq (x,€) ds(x)—>——u(g) [4" (x8)u(x)ds (x), gdy&—S
N
Ostatecznie po dokonaniu przejscia granicznego we wzorze (4.40) otrzymujemy
relacje

cu@)+[q (xEu(as(x)=[w (xBa()as(x). Ees @

N
3 —1
gdzie c=5.

Etap II. Zalezno$¢ (4.41) traktujemy jako réwnanie catkowe, z ktorego nalezy
wyznaczy¢ nieznane wartosci brzegowe funkcji u(&), £e S, 1 jej pochodnej normal-

nej do brzegu q(&), Ee S, na podstawie wartosci znanych, wynikajacych z warunku

brzegowego (4.34) i (4.35).

Poniewaz analityczne rozwiazanie rownania catkowego (4.41), poza bardzo szcze-
golnie prostymi przypadkami jest niemozliwe, do wyznaczenia wigc poszukiwanych
wartosci brzegowych bedziemy stosowaé metode przyblizona. Wykorzystamy do tego
celu idee zapozyczone z metody elementéw skonczonych i metody kolokacji.

Zaczniemy od podziatu brzegu obszaru na skonczone elementy za pomoca punk-
tow, ktore oznaczac bedziemy jak przedstawiono na rysunku 4.2.
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XA 2
wezel By

x,' -‘ : S WQZfYII:z""’N

€,= X, Xu1» €y~ XyX,, i=1LN

Rys. 4.2. Podzial brzegu obszaru na elementy skonczone

Podstawe aproksymacji funkcji brzegowych stanowia funkcje probne, ktore w bie-
zacym wezle osiagaja warto$¢ jeden, a w pozostalych weztach zero. W niniejszej pracy
wybrano funkcje liniowe. Ich konstrukcja, przedstawiona na rysunku 4.3, polega na
przyjeciu odcinka e = [0, 1] jako wzorcowego elementu skonczonego i wzorcowych
funkcji prébnych w postaci

oW ()=, o®? (r)=1-1, 7€[0,1]

okreslajacych wzorcowy element skoriczony (e, 9, 0@).

1,0 \\/_

—
=

S

7~

e
(U S A .

>
>

T

0

Rys. 4.3. Wzorcowe funkcje prébne

Funkcje prébne nalezy zwiazaé z elementem ¢;, i=1,..., N . W tym celu wybieramy
jedna z mozliwych parametryzacji elementu ¢,, stanowiaca odwzorowanie (gladkie,
roznowarto$ciowe), ktérego schemat przedstawia rysunek 4.4

x%::00,11>e, x':e—I[0,1]

gdzie x' jest odwzorowaniem odwrotnym.
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Rys. 4.4. Parametryzacja elementu brzegowego

Za funkcje probne zwigzane z elementem ¢; przyjmujemy
(p?)(x)=(ﬂ(]) oli—l (x), (pl(z)(x):(p(z) oxi—l (X), xee, (4.42)
gdzie symbol ,,o oznacza ztozenie funkcji, otrzymujac w ten sposéb w petni okreslo-
ne elementy brzegowe (e,,(p,.(‘),(oim), i=1,2,.,N.
Za przestrzen V,, funkcji aproksymujacych, okreslonych na calym brzegu S przyjeto

ciagle funkcje bgdace kombinacjami liniowymi funkcji probnych zwiazanych z ele-
mentami brzegowymi

()= 3, aol’(x)+ ¥, aPpi(x), xes (4.43)

ISisN ISisN
W tym zapisie zastosowano konwencj¢ (pf])(x) =§0§2)(x)=0 dla x¢e,. Aby zapew-
ni¢ ciagtos¢ funkcji v, (x) wspotezynniki (af') ,ai(z)) muszg spetnia¢ warunki zgodno-
$ci wynikajace z réwnosci
vy (%) =V, (=) = v, (% +) (4.44)
gdzie v,(x,—) i v,(x;+) oznaczaja odpowiednio lewostronng i prawostronna granice
v, (x) w punkcie X, .
Prowadzi to do relacji
v, (x,)=a® =a", i=2,.,N,
v, (%)= oy =of ’Vh( X;)= al=al, i=2,.,N, (4.45)
Vi (xl)zal(v =all)’
Nietrudno zauwazy¢, ze kazda funkcja v,(x) jest jednoznacznie wyznaczona przez

Jjej wartoéci w weztach x;, i=1,2,.., N, a naturalng baze przestrzeni V, tworza funk-
cje v\)(x), i=1,2,..., N, spelniajace warunki



Przeglad metod przyblizonego rozwiqzywania przeptywu 91

i 1, gdyi=j,
vl(t)(xj)z ..
0, gdyi=#j.

Przyblizonych rozwiazan u,(x), g,(x)e V, zagadnienia (4.33)+4.35) bedziemy po-
szukiwa¢, postepujac jak w metodzie kolokacji, tzn. punktem wyjscia do sformutowa-
nia zagadnienia przyblizonego beda relacje otrzymane na podstawie réwnania (4.41)

cu, (X )+'£q' (x,x; )u, (x)dS (x)=£u' (x,%;)q, (x)dS(x), i=L2,...N  (4.46)

uzupetnione warunkami pochodzacymi od warunkéw brzegowych (4.34), (4.35)

Uy, (xi )‘_‘ Uy (Xi )’ X, €S, (4.47)

q, (xi ) =4qo (Xz )’ X, €Sy (4.48)

Relacje (4.46)— (4.48) wykorzystamy do sformutowania zagadnienia przyblizonego
w postaci uktadu réwnar liniowych. Przyjmijmy na wstQpie oznaczenia

u, (x)= Y, uf e l)(x)+ D 1P (2) ), x€S§

IsisN ISiSN

a.(x)= Y, qP0P(x)+ Y. 4P P(x), xes

I<isN 1sisN

(4.49)

wtedy otrzymujemy nastepujaca postaé catki wystepujacej po lewej stronie réwnosci
(4.46)

J.q (%%, Ju, (x)dS(x)= 2 J.q X, X, )( (')(x)+u(2 (0(2 (x))dS(x)

I€jsN §
=¥ u[q (xx, )<0“(X)dS(X)+ u® f g (x%)0(x)dsx)  (4.50)
SN g
= 3 (WO + )
1SjSN

gdzie B =4 (x.x)p")(x)asx) oraz K =[q" (x.x,)oV(x)ds(x).
Przyjmujac nastgpnie, ze
u, = u(l) + u(_z,) s U= ul(l) + u,(vz),

hy =h0 + ke —m b, =k +h)

catke t¢ przedstawimy w nastepujacej skroconej postaci
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[g (6%, ), (x)dS )= 3 Iy, (4.51)
5 j

Catke po prawej stronie rownania (4.46) przeksztalcimy analogicznie, co prowadzi
do relacji '

i (xx,)a, ()as00= 3 (s + 87" (4.52)
N

1SN

gdzie g()—fu* (x,xi)(p(j‘)(x)dS(x) oraz gfj.”:ju (x,x, )(p(z)( )dS(x).

lfj L‘j

Oznaczajac nastgpnie

g=q"+q%, a= qf)+q§f),

2 2
g, =8l +el, &=l +al)

otrzymujemy nastgpujaca jej postac

[u" (x%,)q, (x)dS )=, 8,4 ) (4.53)
L |

N

Korzystajac z réwnania (4.51) i (4.53), mozemy (4.46) zapisa¢ w postaci macie-
1ZOWej

u; g
(cI+H)|: |=G|: lub
Uy dy -
(4.54)
Hu=Gq

W uktadzie rownan (4.54) wystgpuje N réwnan i 2 N niewiadomych, co sugerowa-
foby, ze jest on nieoznaczony. Uzupelniajac ten uklad N warunkami brzegowymi da-
nymi wzorami (4.47) i (4.48), otrzymujemy w rezultacie uktad réwnan oznaczony.

Po rozwiazaniu uktadu (4.54) uzyskujemy przyblizone wartosci brzegowe funkcji
potencjatu u, (x) i jej pochodnej normalnej do brzegu ¢, (x), x€S.

Etap III. Polega na odtworzeniu przyblizonych wartosci funkcji potencjalu w ob-
szarze D zgodnie ze wzorem

u, (& =_jq X.&)u, (x)dS (x)+ [u’ (x,8)g, (x)dS (x), E€D.xES  (4.55)

N

Warto$¢ strumienia g, (§) wewnatrz obszaru mozna otrzymac¢ z réwnania (4.55)
przez wyznaczenie gradientu pola potencjalnego u, (§).
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4.3. Metody bezsiatkowe

W ostatnich dwoch dekadach nastgpit gwattowny rozwdj nowej generacji metod
bezsiatkowych, ktérych celem jest zapewnienie dokiadnych i stabilnych rozwigzan
takich przypadkéw, dla ktorych metody siatkowe okazuja sie zawodne lub mato do-
kiadne.

Do takich zagadnien, oprocz przeplywow z duza liczba Reynoldsa w ztozonych
geometrycznie obszarach, zalicza si¢ jeszcze eksplozje, uderzenia hydrauliczne, duze
deformacje brzegéw obszaru obliczeniowego, dlatego wystepuje duze zainteresowanie
i rozwdj metod bezsiatkowych. Ich podstawowa zaletg jest przyblizone rozwiazywanie
rownan rozniczkowych lub catkowych, z dowolnymi warunkami brzegowymi, za po-
mocg zbioru wybranych, nieregularnych punktéw obszaru (weztdéw) lub czastek bez
uzycia jakiejkolwiek siatki taczacej te punkty lub czastki.

Do metod wykorzystujacych nieregularne punkty obszaru zalicza sie bezsiatkowa
metode elementdéw skotficzonych, metode roznic skoficzonych dla dowolnie nieregular-
nej siatki numerycznej, bezelementowa metode Galerkina, bezsiatkowa lokalng metode
Petrova—Galerkina, metodg punktowej interpolacji i wiele innych metod, ktorych opisy
mozna znalezé w pracy Liu i Liu (2003). Metody te sa stosowane przede wszystkim do
zagadnienn mechaniki ciata stalego. W mechanice plynéw najczesciej znajduje zasto-
sowanie metoda lokalna Petrova—Galerkina oraz metoda réznic skonczonych dla do-
wolnie nieregularnej siatki numerycznej. Zaleta metod bezsiatkowych jest duza ela-
stycznos$¢ w dodawaniu lub usuwaniu weztéw, nie sg bowiem one ze soba polaczone
zadng relacja. To daje mozliwosci dopasowywania gestosci rozktadu weztow dla uzy-
skania zadanej dokladnos$ci obliczen w obszarach, w ktorych wystepuja duze zmiany,
na przyktad duze gradienty predkosci w cieczy lub spigtrzenie naprezen w ciele statym.
Réznica miedzy klasyczng metoda elementéw skonczonych a bezsiatkowa przedsta-
wiono na rysunku, na ktérym zaprezentowano schemat dyskretyzacji obszaru (rysunek
4.5a) oraz schemat algorytmu obliczen (rysunek 4.5b).

Dodatkowa zaleta metod bezsiatkowych jest swobodne ksztattowanie brzegdw, ktd-
re mogg by¢ aproksymowane z dowolna dokfadnoscia przez zaggszczanie punktow
brzegowych, ponadto geometria obszaru moze w trakcie obliczen podlega¢ zmianom
i nie wprowadza to zadnej trudnosci w obliczeniach, jak w przypadku metody siatko-
wej, w ktorej nastepuje w takich przypadkach konieczno$¢ generowania nowych siatek
(Liu i Liu 2003).

Wsréd metod opartych na analizie ruchu czastek nalezy wyrdzni¢ dwie — metode
wiréw dyskretnych i metode hydrodynamiki wygladzonych czastek (smoothed particle
hydrodynamics). Obie metody wykorzystuja wygtadzone czastki, ale w odmienny spo-
s6b. W przypadku metody wiréw rozwiazaniem sa przyblizone trajektorie ruchu cza-
stek, ktdre stanowig o ewolucji pola wirowosci. Czastki sa dyskretnymi no$nikami pola
wirowosci i przemieszczaja sie wzdtuz swoich trajektorii zgodnie z polem predkosci,
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ktore jest pochodna sumarycznego pola wirowosci czastek. W ten sposob spetnione
jest zagadnienie konwekcyjnego i dyfuzyjnego transportu wirowosci w obszarze prze-
phlywu. Metoda wiréw stosowana jest dla réznych przypadkow przeptywow, zwlaszcza
z duzg liczba Reynoldsa.

W metodzie hydrodynamiki wygtadzonych czastek obszar obliczeniowy jest wstep-
nie podzielony siatka elementéw, w Srodkach ktérych stawiane sa czastki. Promien
funkcji wygladzajacej (nosnik czastki) jest jej otoczeniem. Liczba innych czastek znaj-
dujacych si¢ w tym otoczeniu stanowi o masie i ggstosci continuum przypisanej do tej
czastki. W ten sposob kazda czastka jest nosnikiem informacji umozliwiajacym zbu-
dowanie ukladu réwnan rézniczkowych, spetniajacych réwnania zachowania masy,
pedu i energii.

a)

wezel brzegowy  wezel wewnetrzn: wezel brzegowy  wezet wewnetrzn
obszaru

KLASYGZNA BEZSIATKOWA
MES : GWORZENIE GEOMETRII OBSZARIH ‘MES

GENEROWANIA SIATKI
ELEMENTOW GENEROWANIE WEZLOW ]
TWORZENIE FUNKCJI ] TWORZENIE FUNKCJI
KSZTALTU DLA ELEMENTOW KSZTALTU DLA WEZLOW
[ UKLADANIE ROWNAN ) [ UKLADANIE ROWNAN
DLA ELEMENTOW DLA WEZE OW

( TWORZENIE GLOBALNEJ j
MACIERZY

( UWZGLEDNIENIE WARUNKOW
BRZEGOWYCH

( ROZWIAZANIE UKLADU
ROWNAN

Rys. 4.5. Por6wnanie klasycznej MES z bezsiatkowa MES
a) schemat dyskretyzacji obszaru, b) schemat algorytmu oblicze
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Metoda wygtadzonych czastek z powodzeniem byla stosowana do zagadnieri prze-
ptywu ze swobodna powierzchnia, zjawiska falowania, awarii zapory, uderzenia hy-
draulicznego, a takze opisu proceséw spalania i eksplozji. Szczegétowy opis tej meto-
dy i przyktady szerokiego zastosowania mozna znalezé w monografii Liu i Liu, (2003).

4.4. Uzasadnienie wyboru metody

W rozdziale 4 przedstawiono liczne metody, ktore moga by¢ stosowane do rozwia-
zywania zagadnienia optywu lepka ciecza niescis$liwg i nastgpnie wyznaczania cisnie-
nia hydrodynamicznego na optywanej powierzchni. Z dokonanego przegladu wynika,
ze jak do tej pory nie ma mozliwosci doktadnego odwzorowania zjawisk zachodzacych
w takim przeptywie, gdzie mamy do czynienia z silnie niestabilnym odrywaniem sie
warstwy przysciennej i tworzeniem si¢ dynamicznej strefy recyrkulacji oraz z mozli-
woscia wystgpowania ruchomego brzegu. A te wlasnie zjawiska w gldwnej mierze
decyduja o powstaniu zmiennej sify hydrodynamicznej. Metody siatkowe oparte na
rozwiazaniu réwnan Reynoldsa oraz metodzie LES, wymagaja sformulowania wielu
rownan i sa bardzo zlozone, wymagajace wyznaczania empirycznych wspolczynnikéw,
a otrzymane rozwigzania sa wygladzane wskutek dziatania siatki numerycznej. Biorac
to wszystko pod uwage, nalezy stwierdzi¢, ze doktadnos$¢ metod siatkowych dla takich
zagadnien, jakie omawia niniejsza praca, jest trudna do oszacowania. Dlatego zdecy-
dowano sig przedstawi¢ w niniejszej monografii alternatywne do tych metod rozwigza-
nie metoda bezsiatkowa oparta na symulacji ruchu czastek. Sposréd wymienionych
w poprzednim punkcie dwéch takich metod, najbardzie] stosowna do charakteru zjawi-
ska przeptywu z duza liczba Reynoldsa jest metoda wiréw, polegajaca na symulacji
ruchu czastek cieczy, stanowigcych nosniki wirowosei. Druga z tych metod — hydro-
dynamiki wygladzonych czastek — nie zostala wybrana, zdaniem bowiem autora bar-
dziej odpowiada zjawiskom, w ktérych dominuje przemieszczanie masy danej substan-
cji lub brzegu obszaru obliczeniowego, jak w przypadku uderzenia hydraulicznego lub
awarii zapory.

Metoda wirdw, ktorej szczegdtowy opis oraz przyklady zastosowania znajduja si¢
w kolejnych rozdziatach, ma liczne walory w stosunku do innych metod, w tym metod
siatkowych.

Do zalet metody mozna zaliczy¢
1. Odwotanie si¢ do fizycznych cech zjawiska, ktére jest modelowane. W tym przy-

padku jest to przeptyw, w ktérym dominuje pole wirowosci.

2. Ruch czastek cieczy transportujacych wirowo$¢ jest bezposrednio symulowany
dzigki procedurze $ledzenia trajektorii tych czastek i w ten sposéb odtwarzane jest
pole wirowosci w calym obszarze przeptywu.
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3. Cazastki cieczy — elementy wirowosci gromadza si¢ w tych rejonach przeptywu,
w ktorych wystepuja duze gradienty pola predkosci, odpowiedzialne za produkcje
wirowosci w przeptywie. Metode wiréw okresla si¢ mianem samoadaptacyjne;.

4. Zagadnienie przeptywu jest w tej metodzie sformutowane w terminach wirowosci i
funkcji pradu, dlatego nie ma potrzeby na tym etapie obliczef numerycznych wy-
znaczania pola ci$nienia. Ci$nienie moze by¢ wyznaczane w niezaleznych oblicze-
niach na podstawie otrzymanych przyblizonych p6l predkosci i ewentualnie wiro-
wosci. '

5. Warunek niescisliwosci cieczy jest zawsze spehniony, jest bowiem wykorzystywany
do sformutowania rownaf transportu wirowosci.

6. Dowody zbieznosci metody wskazuja, ze jest ona zbiezna i stabilna i nie ma ogra-
niczen na dtugos¢ kroku czasowego, tak jak w metodach siatkowych przy bezpo-
$rednim rozwigzywaniu rownan Naviera—Stokesa.

7. Algorytm metody nie generuje biedu numerycznego w postaci dyfuzji numerycznej
powstajacej na siatce, dzigki wykorzystaniu zmiennych Lagrange’a — trajektorii
czastek do modelowania ewolucji p6! wirowosci i predkosci.

Oprécz zalet, metoda wirdw ma réwniez wady, z ktorych najistotniejsze to:

1. Dlugi czas obliczen, poniewaz ewolucja pola wirowosci wymaga wyznaczania od-
dzialywan miedzy elementami wirowosci na zasadzie ,.kazdy z kazdym”. Aby przy-
spieszy¢ obliczenia, mozna stosowaé dodatkowe procedury polegajace na wyzna-
czaniu oddzialywan od wiréw lezacych w wigkszej odleglosci jak od pojedynczego
wiru o usrednionej cyrkulacji, co powoduje jednak zwigkszenie bledu aproksyma-
cji.

2. Obliczenia przeplywu w obszarach ograniczonych brzegami wymaga dodatkowego
rozwiazania pola przeplywu potencjalnego, aby spetni¢ warunki brzegowe, co
komplikuje i wydtuza czas obliczenia metoda wirdéw.

Z przedstawionej charakterystyki metody wirdw wynika, Ze jej podstawowa wada
jest czasochtonno$¢ obliczen. Mimo to autor uwaza, iz metoda wir6w powinna by¢
stosowana do takich zagadnien, jakie rozwazane sa w niniejszej pracy, czyli wyzna-
czania pdl predkosci i wirowosci dla przeptywu z duza liczba Reynoldsa, a coraz bar-
dziej wydajne, wieloprocesorowe komputery beda sprzyjaly rozwojowi tej metody.



5. Metoda wirow

5.1. Wprowadzenie

Metoda wiréw jest zwykle stosowana do symulacji przeptywow, w ktérych domi-
nujaca role odgrywa dynamika wirdw, ale najczesciej do aproksymacji zagadnienia
Eulera w przypadkach tworzenia si¢ §ladu aerodynamicznego na przyklad podczas
optywu skrzydta samolotu, fopatek wentylatoréw itp. Rownie chetnie stosuje sig ja do
rozwiazywania zagadnienia Naviera—Stokesa z duza liczba Reynoldsa, w ktérym istot-
ng role — oprécz adwekcji wirowosci — odgrywa jej dyfuzja, tak jak podczas optywu
topatek turbin, kadtubow statkéw, przeptywu przez zamkniecia hydrotechniczne. Za-
leta metody wiréw jest jej doktadnos¢ w modelowaniu wspomnianych przeptywéw
osiaggana w wyniku dyskretyzacji pola wirowosci za pomoca skoficzonej liczby czastek
wirowych i bezposredniej symulacji trajektorii ruchu tych czastek, ktory wyznacza
ewolucje pola wirowosci i predkosci.

Metoda wiréw po raz pierwszy zostata zastosowana w latach 30. XX wieku przez
Rosenheada, ktéry wykonat ,reczne” obliczenia ewolucji dwuwymiarowej warstwy
wirowej odpowiadajacej zagadnieniu niestabilnosci Kelvina—Helmholtza (Rosenhead,
1931). Do symulacji warstwy wirowej Rosenhead zastosowal zbior punktéw wiro-
wych, zanurzonych w nielepkiej cieczy, ktére wzajemnie na siebie oddziatywaty przez
wytwarzane pola predkosci. Ruch punktu wirowego symulowany byt na zasadzie su-
perpozycji wektoréw predkosci pochodzacych od pozostatych punktéw wirowych. Na
przetomie 50. i 60. lat byly jeszcze podejmowane proby powtarzajace badania Rosen-
heada, jednak z powodu trudnosci obliczeniowych metoda wiréw nie byla rozwijana az
do lat siedemdziesiatych, kiedy to dopiero szybki rozwdj techniki komputerowe;j
umozliwit przeprowadzanie ztozonych obliczen numerycznych.

W 1973 r. Chorin opracowal metod¢ obliczania przeptywdéw lepkich, w ktorej dla
uniknigcia osobliwosci, jakie maja wiry punktowe zastosowat w ich miejsce czastki
(krople) wirowe o no$niku zwartym i niezerowej mierze (Chorin, 1973). Jego przybli-
zona metoda rozwigzywania zagadnienia przeptywu polega na dekompozycji réwnania
transportu wirowosci w ten sposob, ze w pierwszym kroku adwekcja wirowosci jest
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aproksymowana metoda kropli wirowych, a w drugim dyfuzja wirowosci jest symulo-
wana metoda przypadkowego bladzenia (Monte Carlo). Metode Chorina czgsto okresla
siec mianem stochastycznej metody wiréw, a jego prace zapoczatkowaly intensywny
rozwdj tej metody. Adwekcja wirowosci byla w tych kolejnych pracach wyznaczana
metodami o coraz wyzszym rzedzie zbieznosci, co uzyskiwano dzieki zastosowaniu
doktadniejszych funkcji aproksymujacych rozktad wirowosci wewnatrz wiru. Bardzo
intensywne byly takze proby poszukiwania rozwiazan zagadnienia dyfuzji dokltadniej-
szych niz te, ktére dawata metoda przypadkowego btadzenia.

Jedna z takich prob, zaproponowana m.in. przez Leonarda (1980) jest procedura li-
niowego wzrostu wymiaru (promienia obcigcia) wiréw w czasie. Nie znalazta ona jed-
nak powszechnego zastosowania ze wzgledu na to, ze technika powigkszania jadra
wiru prowadzi do réwnan, ktore nie sg zgodne z réwnaniami Naviera—-Stokesa, co zo-
stalo wykazane w pracy Majdy i Bertozziego (2002). Probe kontynuowania tej idei
wedlug innych zalozen niz Leonarda przeprowadzili Margarit i Brancher (2001), ale
wytacznie w postaci rozwiazania teoretycznego. Nieco inny schemat deterministycz-
nego rozwiazania réwnania dyfuzji przedstawit Shankar i Dommelen (1996). Polegat
on redystrybucji wirowosci w otoczeniu kazdego wiru — o promieniu zaleznym od
wspolczynnika lepkosei i dtugosci kroku czasowego — za pomoca symulowania dyfuzji
przez przekazywanie czgéci jego wirowosci na wiry sasiednie zgodnie z réwnaniem,
ktdrego rozwiazanie otrzymuje si¢ metodg roznic skoficzonych. W miejscach obszaru,
w ktérych brakuje wirowosci, dostawia si¢ nowe wiry. Zaleta tej metody jest dokiad-
nos¢ odwzorowania procesu dyfuzji wirowosci, wada za$ jest bardzo diugi czas obli-
czen w pordwnaniu z metoda przypadkowego biadzenia, zwiazany z duzym przyro-
stem liczby wiréw w czasie obliczen i zlozona procedurg redystrybucji wirowosci.

Liczne prace nad metoda wirdw dostarczaly nowych rozwiazan, miedzy innymi
mozliwos¢ bezposredniego rozwiagzania réwnania transportu wirowosci, uwzgledniaja-
cego lepko$¢ cieczy (réwnanie Helmholtza) bez stosowania jego dekompozycji. Meto-
da ta zaproponowana po raz pierwszy przez Fishelova (1990, 1994) polega na réwno-
czesnym rozwiazaniu dwoch ukladéw réwnan rozniczkowych, z pierwszego jest wy-
znaczana ewolucja wirowosci przez ruch wiréw po trajektoriach, a z drugiego wyzna-
cza si¢ zmiang cyrkulacji wiréw wynikajaca z procesu dyfuzji. Schemat ten szczegd-
fowo opisano w podrozdz. 5.4 niniejszej pracy. Nieco inng technike zmiany natezenia
wirowosci dla spelnienia rownania dyfuzji przedstawili Ploumhans i Winckelmans
(2000). Zaproponowali oni zastapienie operatora rézniczkowania operatorem catko-
wym, a nastgpnie wprowadzili procedure generowania lustrzanych obrazéw wygene-
rowanych wirdw wzgledem brzegu, aby spetni¢ warunek zerowego strumienia wiro-
wosci przechodzacego przez brzeg. Metoda ta wydaje si¢ mato efektywna w przypadku
przeplywow ograniczonych brzegiem o zlozonej geometrii. Nalezy takze wspomnie¢
o pracy Dynnikovej (2002), ktéra przedstawita rownania opisujace dyfuzje wirowosci
w postaci dyfuzyjnego ruchu rurek wirowych z predkoscig zalezng od iloczynu wekto-
rowego wirowosci 1 rotacji wirowosci, jako uogolnienie wyrazenia Cauchy’ego-La-
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grange’a. Jednak autorka tego pomystu nie przytoczyta zadnych wynikéw obliczen
pozwalajacych na weryfikacje jej metody. Bouferrouk i Chernyshenko (2005) zapro-
ponowali zastosowanie specjalnej regularyzacji rozwiazania, aby uniknaé losowego
przemieszczania czastek wirowych.

W latach osiemdziesiatych XX w. pojawily si¢ liczne matematyczne opracowania
dotyczace analizy zbieznosci i doktadnosci metody wiréw, w odniesieniu do réwnania
adwekcji wirowosci wyprowadzanego z réwnania Eulera, z zadanym warunkiem po-
czatkowym. Pierwszym, ktory podat podstawy analizy zgodnosci i stabilnosci rozwia-
zania metoda wiréw w przestrzeni dwuwymiarowej byt Hald (1979, 1987), a nastepnie
dla przestrzeni dwu- i trdjwymiarowej dowody zbieznosci podali Beale i Majda
(1982a, 1982b, 1985), Raviart (1985) oraz Nordmarck (1991). Zbieznosé rozwiazania
metoda wiréw zagadnienia ruchu cieczy lepkiej w przypadku metody dekompozycji
Chorina zostata przedstawiona m.in. przez Longa (1988). Ying (1992), Ying i Zhang
(1994, 1997), Ying (1998) podjeli si¢ wykazania, ze metoda wirow jest rowniez zbiez-
na w zagadnieniach brzegowo-poczatkowych. Eldridge i inni (2002) przedstawit zasto-
sowanie metody wirow do przeplywu cieczy scisliwej. Do tej grupy prac zaliczy¢ takze
mozna poréwnanie obliczef przeptywu lepkiego metoda pseudospektralng z metoda
wiréw dokonane przez Cotteta i in. (2002) pod katem zbiezno$ci i doktadnosci.

Metoda wirdw w swoim podstawowym schemacie polega na analizie oddziatywan
migdzy wirami na zasadzie kazdy z kazdym, co sprawia, e na obliczenie jednego kro-
ku czasowego N wiréw wymagane jest co najmniej N° operacji. Dlatego wiele prac
dotyczy metody przyspieszania obliczen metoda wirdw. Stosuje sie tu powszechnie
technike faczenia odleglych wiréw w grupy i traktowania ich oddziatywania facznie,
jak od pojedynczego obiektu. Pozwala to na symulacje z uzyciem bardzo duzej liczby
wiréw, siggajacej miliona czastek wirowych. Technika najczesciej stosowang jest algo-
rytm zaproponowany przez Greengarda i Rohklina (1987) przede wszystkim nadajacy
si¢ do zagadnien dwuwymiarowych (Cottet i Koumoutsakos, 2000). Polega on na za-
stosowaniu rozwinigcia w szereg potegowy potencjatu zespolonego wiru punktowego
do zbioru wiréw zawartego w okregu o zadanym promieniu (Styczek i Wald, 1995).
Obszar obliczen jest dzielony siatkg o kilku poziomach gestosci, a oddzialywanie wi-
réw jest obliczane w najblizszym sasiedztwie wiru Zrodlowego na podstawie formuty
dokladnej, a w miarg wzrostu odlegtosci od coraz rzadszej siatki. Liczba operacji w tej
metodzie szacowana jest jako N(N -1)/2.

Inne podejscie zaproponowane zostato przez Andersona (1986), a nastepnie wyko-
rzystane przez Strain (1996), Rogale i in., (1995). Wychodzac z wiasciwosci pola
predkosci generowanego przez wir punktowy, ktore jest bezwirowe i bezdywergencyj-
ne, Anderson stwierdzil, ze skladowe predkosci spetniaja réwnanie Laplace’a
i w zwiazku z tym mozna je aproksymowaé za pomoca funkeji, okreslonej w weztach
siatki réznicowej. Aproksymowane na siatce skladowe predkosci oblicza si¢ z réwna-
nia Poissona, do ich za$ interpolacji na punkty dyslokacji wirdow Anderson zapropo-
nowat formule Lagrange’a. Oddziatywanie wirdw znajdujacych si¢ w otoczeniu dane-
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go punktu (nazywanym obszarem korekcji) podlega modyfikacji zgodnie z dokiadng
formuta wyznaczania predkosci. Wyznaczenie, ktére wiry znajduja si¢ w obszarze
korekeji moze byé realizowane za pomoca techniki listy wiazacej (Rogala, Kostecki,
Kong, 1993).

Oprécz prac o charakterze teoretycznym, w tym monografii Yinga i Zhanga (1997),
Majdy i Bertozziego (2002) i Lewisa (2005), powstalo tez wiele prac zwigzanych
z aplikacja metody wiréw do zagadnief inzynierskich. Wielu autoréw poréwnywato
wyniki obliczen metoda wiréw z badaniami doswiadczalnymi. Przykfadem takich obli-
czen jest analiza powstawania struktur wirowych w warstwie granicznej (Laitone,
1987), (Knio i Ghoniem, 1991) optyw walca lub prostopadto$cianu i analiza tworzenia
wiréw Karmana za optywana przeszkoda (Spalarti i Leonard, 1981), (Standsby, 1985),
(Benson i inni 1989), (Kimura i Tsutahara, 1986), (Styczek i Wald, 1995), (Ploumhans
i Winckelmans, 2000, (Ploumhans i inni, 2004). Innym, testowanym zagadnieniem by}
przeplyw w kanale z gwaltownym poszerzeniem, za ktéorym analizowana byta strefa
recyrkulacji dla réznych liczb Reynoldsa (Ghoniem i Cagnon, 1987), (Ghoniem i Set-
hian, 1986), (Kudela i Kostecki, 1992), (Kudela, 1995), (Mortazavi i Giovannini,
2001), (Barber i Fonty, 2002). Zastosowanie metody wiréw do wyznaczania przeptywu
wzdhuz cienkiego i elastycznego brzegu byto analizowane przez Baker i Beale (2004)
oraz Corteza (2000) deterministyczng metoda zaproponowang przez Fishelova (1990).

Metoda wir6w stosowana tez byla do badania optywu wiatru nad budynkiem (Bui,
1987), (Hanson i inni, 1985), (Kostecki, 2007), przeplywu w kanale z przeszkoda (Ro-
gala, Kostecki, Kong, 1993, 1994), (Kostecki, 2003, 2006) oraz analizy przeptywu ze
swobodna powierzchnia (Chen i Vorus, 1992).

Wykorzystanie pola predkosci i wirowosci okreslonych za pomoca metody wirdw
do wyznaczania naporu hydrodynamicznego opisali Chorin (1997), Shirato Matsumoto
(1997), Nowakowski i in. (1996), Kostecki (2006, 2007), Protas i in. (2000).

Pewna odmiang metody wiréw, ktora réwniez opracowal Chorin (1978), jest meto-
da warstw wirowych. Poprzedzily ja rozwigzania numeryczne symulujace ruch war-
stwy stanowiacej lini¢ wirowa (wldkno) w przeptywie nielepkim, poczatkowo w po-
staci punktow wirowych, wykonane przez wspomnianego wczesniej Rosenheada oraz
Greengarda i Rokhlina, 1987, nastgpnie jako ruch kropel wirowych (Lindsay i Krasny,
2001; Krasny, 1986; Christlieb i in., 2004), az do zagadnien ewolucji nitki (konturu)
wirowej (ang. vortex filament) (Martin i Meiburg, 1994).

Punktem wyjscia metody warstw wirowych jest réwnanie Prandtla dla warstwy
przysciennej. Warstwa wirowa w tej metodzie jest efektem réznicy miedzy predkoscia
przy brzegu, na ktorym zaklada si¢ jej zerowa warto$¢, a predkoscia wystepujaca na
granicy warstwy przysciennej. W zaproponowanej przez Chorina metodzie warstwe tg
aproksymuje si¢ skoficzona liczba odcinkéw wirowych (plytek wirowych dla trzech
wymiaréw), ktérych ruch jest analizowany podobnie jak ruch kropli wirowych po tra-
jektoriach. Podobnie jak w metodzie kropel wirowych dokonuje si¢ tu dekompozycji
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réwnania Helmholtza, jednak obowiazuja tu nieco inne zasady wyznaczania pola pred-
kosci i wirowosci. Zostaly one opisane w niniejszej pracy w punkcie 5.8.

Metoda warstw wirowych pomyslana byfa jako udoskonalenie opisu przeptywu
w poblizu brzegéw obszaru w stosunku do metody kropel wirowych i dlatego przez
wielu autoréw jest ona faczona ze stochastyczng metoda kropel wirowych w ten spo-
sob, ze odcinek wirowy po opuszczeniu warstwy przysciennej zamienia si¢ w krople,
kropla zas wirowa, wpadajaca w obszar warstwy przysciennej, zamienia sie w odcinek
wirowy. Metode warstw analizowal pod katem zbieznosci Puckett (1989), a stosowalo
ja wielu autoréw, m.in. Bernard (1995), Gharakhani i Ghoniem (1997), Lindsay i Kra-
sny (2001), Motrazavi i Giovannini (2001) w postaci zblizonej do metody stochastycz-
nej wiréw, tzn. rownanie adwekcji wykorzystywane bylo do obliczania ruchu warstw
wirowych w ukifadzie Lagrange’a, natomiast dyfuzje aproksymowano metoda przy-
padkowego bladzenia. Bernard (1995) zaproponowat deterministyczne sformutowanie
metody warstw wirowych na podstawie algorytmu przedstawionego przez Fishelova
(1990).

Metoda wirdw zmieniata si¢ wraz z rozwojem komputeréw oraz powstawaniem
nowych matematycznych rozwiazan i ma kilka sformutowan, ktére sa dopasowane do
uwarunkowan fizycznych modelowanego zjawiska. Przedstawimy podstawowe row-
nania niezbgdne w matematycznym formutowaniu metody wir6w, a nastepnie oméwi-
my trzy podstawowe sformutowania tej metody — wirdw punktowych, wiréw dyskret-
nych (kropel wirowych) oraz warstw wirowych. Istnieja jeszcze inne warianty tej me-
tody, takie jak hybrydowa, wirowo-siatkowa ,,metoda wiru w komdrce” oraz sformu-
fowanie analogiczne do metody wiréw Vlasova—Poissona, ktore nie bgda tu omawiane,
nie nadaja si¢ bowiem do omawianych tu zagadnien, a ktérych opis mozna znalezé
w literaturze (Cotett i Koumoutsakos, 2000; Majda i Bertozzi, 2002).

5.2. Podstawy matematyczne — ro6wnanie
transportu wirowosci

Rozwazmy zagadnienie przeplywu cieczy niescisliwej w obszarze D, ograniczonym
brzegiem 0D, ktorego matematyczny opis przedstawia si¢ nastepujaco:

aa—ltl+u-Vu=—VP+vV2u+f, x=(x,X,,%)€D, t>0, 5.1

V-u=0, xeD,t>0, (5.2)

z warunkami brzegowymi i poczatkowymi:

u=U,, xedD, >0, (53)
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u=u,, xeD, =0 (5.4)

V-u,=0, xe D, (5.5)

gdzie w(x,t)=[u,,u,,u;] — wektor predkosci, P=p/p - ciénienie kinematyczne, v —
wspétczynnik lepkosci kinematycznej, p — gestos¢ cieczy, f — pole sit zewngtrznych,
V? - operator Laplace’a; predkosci u,(x) i U, (x,t) sa zadane.

Podstawa metody wir6w jest uogélnione réwnanie Helmholtza (por. 3.3.2), ktére
spelnia wirowos¢

aa—?+u-VQ—Q-Vu—vVZQ=O (5.6)

W pracy rozwazamy przypadek przeptywu dwuwymiarowego, wowczas wektor
predkosci ma posta¢ w=[u,u,,0] 1 nie zalezy od wspoirzgdnej x, punktu

x=(x,,X,,%;) , a wektor wiru ma posta¢ = [0,0, a)z] , przy czym

du, 0y

R N~ (5.7)

Jedyna niezerowa skladowa w, wektora wiru € jest prostopadta do plaszczyzny
przeptywu i moze by¢ traktowana jako wielkos¢ skalarna, ktérg dalej bedziemy ozna-
czaé jakow. W takim przypadku trzeci skladnik réwnania (5.6) znika: Q-Vu=0,
a pelne rdwnanie wektorowe upraszcza si¢ do nastgpujacego réwnania skalarnego
w R’

%?JFu-Vw—vVZw:O (5.8)
wyrazajacego adwekcyjno-dyfuzyjny charakter transportu wirowosci.

Numerycznie zagadnienie (5.1)~(5.5) sformutowane w terminach wirowos$ci moze
by¢ rozwigzywane metodami, w ktdrych dokonuje si¢ zaréwno jego naturalnej dekom-
pozycji na zagadnienie adwekcji i dyfuzji wirowosci, jak i metodami, w ktérych takie-
go podziatu si¢ nie przeprowadza. W literaturze angielskiej proces dekompozycji na-
zywany jest w tym kontekscie ,splitting method”. Nieco doktadniej, w metodzie
,.splitting” w kazdym kroku czasowym dokonuje si¢ dekompozycji zagadnienia w ten
sposdb, ze w pierwszym etapie tej metody rozwigzujemy zagadnienie adwekcji wiro-
wosci:

ow
—at~+u-Vco=O (5.9)
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z warunkiem brzegowym (5.3) i odpowiednim warunkiem poczatkowym, np. (5.4).
Nastepnie wynikowa skladowa @ pola wirowosci jest modyfikowana na podstawie
réwnania dyfuzji:

ow 2

—=wW'w

3 7 (5.10)

Mozna réwniez metoda wiréw rozwiazywa¢ samo zagadnienie adwekcji, ktdre jest

przedmiotem rozwazan przeplywu nielepkiego, liczne przyklady mozna znaleZé na
przykifad na polu aerodynamiki i geofizyki.

5.3. Metoda wiréw punktowych

Za prekursora metody wiréw uwaza si¢ zwykle, wspomnianego we wstepie, Rosen-
heada, ktory w 1931 roku zastosowal metode wiréw punktowych do wyznaczenia
ewolucji warstwy wirowej aproksymowanej dyskretnymi czastkami wirowosci w po-
staci wirdw punktowych, zanurzonych w przeplywie w nieograniczonym obszarze
dwuwymiarowym.

Koniecznos¢ samodzielnego wykonywania dos¢ znacznej liczby obliczen stanowita
wowczas istotne ograniczenie stosowania tej metody. W latach dziewiedziesiatych
XX w. Krasny (1986) przeprowadzit szczegétowe obliczenia ewolucji warstwy wiro-
wej, opisanej réwnaniem catkowym z jadrem osobliwym. Odpowiednio regularyzujac
jadro operatora catkowego, wykazat zbiezno$¢ rozwigzan metody wiréw punktowych.

Poniewaz wnioski wynikajace z zastosowania metody wirdw do analizy ewolucji
warstwy wirowej maja istotne znaczenie do poznania nowych wlasciwosci tej metody,
ktérych nie maja metody siatkowe, przytoczymy w skrocie opis eksperymentu wyko-
nanego przez Resenheada, a nastepnie Krasnego.

Metoda wiréw punktowych rozwiazuje si¢ zagadnienie przeptywu cieczy niescisli-
wej i nielepkiej, opisane réwnaniem Eulera (5.9) w terminach wirowosci i predkosci:

%%+u-Va)=O, X=(x,%,), 1>0 (5.11)
V-u=0, xeR’, ¢>0 (5.12)
0| =0, XER’ (5.13)
w—%——a—i‘- 5.14

dx, Ox .19

gdzie u=u(x,t)=[u,,u, | ~ dwuwymiarowe pole predkosci.
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Traktujac u w réwnaniu adwekeji (5.11) jako znana funkcje wektorowa, zauwaza-
my, ze réwnanie adwekcji moze by¢ badane metoda charakterystyk. Charakterystyki
x=x(2), >0 tego rownania spetniaja wowczas relacje:

%=u(x,t) (5.15)

Rozpatrujac teraz rownanie adwekeji wzdtuz charakterystyk, otrzymujemy:

do d Jdw | dx
o o(x(®), )——+—"Vw=0 (5.16)

Poniewaz kazda charakterystyka jest rownoczesnie trajektoria poruszajacej sig
czastki cieczy, réwnanie (5.16) informuje, ze warto$¢ wirowosci @ jest zachowywana
wzdtuz kazdej takiej trajektorii. Symbolicznie mozna to zapisa¢ nastgpujaco

o(X@¢,a).t)=0(a0)=0,(o),  dlakazdegor>0 (5.17)
gdzie X(z,00) jest trajektoria czasteczki (punktu wirowego), znajdujacej si¢ w chwili
poczatkowej w punkcie o= (Otl,oc2 )e R*.

Jak wiadomo kazda trajektoria spetnia relacje:

X
(71?=“(X 1), X(0,a)=a (5.18)

Predko$¢ cieczy mozna wyznaczy¢ za pomoca nastgpujacej zaleznosci:

u(x,n)=(K*0)(x,t)= f K(x—-xYo(x',t)dx’ (5.19)
Rl

gdzie jadro catki ma postaé

Kx)=| ——2_ %
0 ( 2] 2n|x|2] (520

Symbol * oznacza splot funkcji, a pochodzenie tego wzoru zostanie wyjasnione
w podrozdziale 5.4.

Na podstawie relacji (5.18) i (5.19) wnioskujemy (Hald 1987), ze zagadnienie
(5.11)+5.14) mozna sformulowa¢ roéwnowaznie w postaci rownania catkowo-
-rdzniczkowego

%(r,a)z J;K(X(t,oc)—X(t,a'))wo (a)da', X(0,0)=a (521

Opierajac si¢ na twierdzeniu Thomsona (Kelvina) o zachowaniu cyrkulacji w prze-
plywie idealnym, Rosenhead przyjat zatozenie, ze warstwe wirowa mozna aproksy-
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mowac¢ szeregiem punktow wirowych (rys. 5.1), a indukowane przez nie pole wirowo-

$ci zapisa¢ w postaci superpozycji rozwiazan pochodzacych od poszczegdlnych wiréw
(Leonard 1980; Majda i Bertozzi, 2002).

N
wn0E Tyolx- x|

u+
_
-

Rys. 5.1. Aproksymacja warstwy wirowej za pomoca wiréw punktowych

Ciagle, dwuwymiarowe pole wirowosci @(x,?)moze by¢ aproksymowane za po-

mocg wyrazenia
N
o(x,1)=YI8x-X| (5.22)
j

gdzie & |X—X J! ~ dwuwymiarowa funkcja Diraca, X, — miejsce potozenia j-tego wiru

(na trajektorii), I'; — cyrkulacja (natezenie wiru).

Po podstawieniu zaleznosci (5.22) i (5.20) do (5.19), a nastepnie do (5.18), ewolu-
cja punktow wirowych sprowadza sie do rozwiazania nastgpujacego ukladu réwnafi
rozniczkowych zwyczajnych:

~ N Eal _ 2
X, __1 I, _X,__X_,_z_ X, =X(t,oc,.), t>0 (5.23)
dt 2nE IR =X
JE

i J

Przykiad ewolucji warstwy wirowej przedstawiono na rysunku 5.2, dla symulacji
ktérej autor przyjat 801 wiréw o zwartym noéniku i jednakowej cyrkulacji I; = 0,1.

Model warstwy polegal na rozmieszczeniu wiréw w chwili t=0 na plaszczyznie
w prostej linii w rownych odstepach co 0,001. Od tej chwili w kolejnych krokach cza-
sowych, réwnych Ar=0,05s, okreslane bylo nowe potozenie wiréw zgodnie z zalez-

noscig )A(i (t+At)=)A(i(t)+Atﬁ,., gdzie 0, wyznaczano na podstawie réwnania (5.23).
Pole predkosci wytworzone przez wiry punktowe wymusza ruch warstwy wirowej
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a) b) c) d)

Rys. 5.2. Symulacja ewolucji warstwy wirowej dla czaséw 1 =0,055;0,755;2,0512,5 s

wskutek zjawiska adwekcji poszczegdlnych wiréw punktowych. Po 1 kroku czasowym
warstwa zachowuje jeszcze swoj prostoliniowy ksztalt (rys. 5.2a). W nastgpnych kro-
kach czasowych warstwa obraca si¢ przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, rowno-
czes$nie zakrzywieniu ulegaja jej konce (rys. 5.2b—c). Po czasie t=2,5s (rys. 5.2d)
warstwa ulega praktycznie przerwaniu i tworza si¢ dwa odrebne centra wirdéw, ktore
z uptywem czasu beda skrecaé sig i obraca¢ wokot srodka obszaru.

Zauwazmy, ze pole predkosci, opisane zaleznos$ciami (5.19) i (5.20), ma lokalnie
nieskonczong wartos¢ energii kinetycznej Ei(r)

E(r)= flu‘zdr=w, dla kazdego R>0, r=|14{]=\/xlz+xz2 (5.24)

r<R

Ta wlasciwo$¢ aproksymacyjnego pola predkosci odbiega od rzeczywistego, fi-
zycznego charakteru takiego pola, dla ktérego zawsze lokalnie energia kinetyczna jest
skoniczona.

W konsekwencji moze to by¢ przyczyna blednej aproksymacji ewolucji punktéw
wirowych, pola predkosci i wirowosci. Wedhug Cotteta i Koumoutsakosa (2000) oraz
Liuv i Xin (2000) metoda wiréw punktowych jest stabilna i zbiezna do rozwiazania
réwnania Eulera, jednak pod pewnymi warunkami utrudniajacymi stosowalnos$é meto-
dy. Na stabilno$¢ obliczefi wptywa liczba wiréw uzytych do symulacji przeptywu,
duza bowiem ich liczba relatywnie zwigksza prawdopodobienstwo spotkania sie
dwéch punktéw wirowych. W miejscu takiego zblizenia drastycznie zwigksza sie
predkos$¢ przemieszczania si¢ wirdw. Z drugiej strony dokladno$é rozwiazania zwiek-
sza si¢ wraz ze wzrostem liczby punktéw wirowych. Rozbieznosé warunkéw zapew-
niajacych z jednej strony zbiezno$¢ metody, a z drugiej strony jej doktadnosé spowo-
dowata, ze metoda wiréw punktowych nie znajdowata na poczatku szerszego uznania.
Rozwdj jej nastapit dopiero po wprowadzeniu pewnej modyfikacji, polegajacej na
zastapieniu punktu wirowego czastka (kropla) wirowa o ograniczonym noséniku, tzn. na
zbiorze wartosci.
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5.4. Metoda wiréw dyskretnych
— sformutowanie deterministyczne

Przedstawiona w poprzednim punkcie metoda wiréw punktowych dotyczy prze-
ptywow cieczy nielepkiej opisanej réwnaniem Eulera. Rozwiazanie zagadnienia prze-
ptywu cieczy lepkiej wiaze si¢ z dodatkowa aproksymacija cztonu dyfuzji wirowosci,
ktéra moze by¢ zrealizowana za pomoca metody stochastycznej lub deterministycznej.
Metode stochastyczng zaproponowal Chorin (1973) i stanowi ona klasyczne rozwiaza-
nia metody wirdéw, ktére jest stosowane réwniez obecnie przez wielu autoréw (por.
5.5). W metodzie tej, w kazdym kroku czasowym, wiry podlegaja losowemu prze-
mieszczeniu zgodnie z rozkladem normalnym, zachowujac swoja cyrkulacje.

Podejscie deterministyczne wprowadza inny, nielosowy sposob sformutowania za-
gadnienia dyfuzji wirowosci i byto przedmiotem kilku prac badawczych. Prezentuja
one rézne metody rozwiazania tego zagadnienia, oméwione w punkcie 5.1, w wiekszo-
sci rozniace si¢ sposobem aproksymacji operatora Laplace’a w réwnaniu dyfuzji. Spo-
$rod nich na uwage zastuguje podejscie zaproponowane przez Fischelova (1990),
a nastepnie wykorzystane przez innych autoréw (Bernard, 1995; Cortez, 2000). W
metodzie deterministycznej w sposéb naturalny dla rozwiazania zagadnienia adwekc;ji,
rozwigzywane jest zagadnienie dyfuzji wirowosci. Aproksymacja operatora Laplace’a
Jest doktadna dzigki splotowemu polaczeniu wirowosci z funkcja obciecia, ktéra jest
nastgpnie rézniczkowana. Rozwigzanie transportu wirowo$ci polega na rownoczesnym
rozwigzaniu uktadu réwnan rézniczkowych opisujacych ewolucje wirowosci oraz po-
dobnego uktadu réwnan do wyznaczenia nowych wartosci cyrkulacji wiréw. Dalej
zamieszczono szczegblowe wyprowadzenie réwnait metody deterministyczne;j.

5.4.1. Numeryczne rozwigzanie dwuwymiarowego
transportu wirowosci

Przedstawimy istote¢ procesu dyskretyzacji bedacego przedmiotem naszego zainte-
resowania. Zaczniemy od ewolucji wirowoséci w przestrzeni R*, ktérego matematyczna
forma wyraza sie nastepujaco:

%t“lw.m W0, x=(x.5), 1>0 (5.25)

V-u=0, xeR?, >0 (5.26)

ol =0, xR’ (5.27)
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dx, ox, ©.
gdzie u=u(x, )=[u,,u,] — dwuwymiarowe pole predkosci.
Réwnanie (5.26) umozliwia wprowadzenie do rozwazafn pomocniczej funkcji pradu
v (X, 1), za pomoca ktorej mozna wyrazi¢ predkosé jako

_(ov 9w
u_( P ] (5.29)

Z réwnania (5.28) wynika wowczas, ze w kazdej chwili >0 w 1 w sa zwiazane

relacja
Viy=-0, (5.30

ktéra traktujemy jak réwnanie Poissona dla funkcji y . Jego rozwiazanie mozna
otrzymaé w postaci splotowej za pomoca znanego wzoru Biota—Savarta

y=G*w (5.31)
Gx)=—(2n) " In|x| (5.32)
gdzie |x| =./x"+x,” , symbol * oznacza operacje splotu

Predkos¢ cieczy mozna wtedy wyznaczyé z zaleznosei (5.9) w podobny sposéb jak
dla wiréw punktowych:

ux,n)=(K*o)(x,1)= f Kx—-xYo(x’, 1)dx’ (5.33)
RZ
gdzie jadro catki ma postaé
G dG X x
K@) =| == |5| —5.— 5 34
[axz ox, ) [ 2mfx|’ ZRIXIZ] -39

Rozpatrujac trajektorie X(z, &) czastki cieczy znajdujacej si¢ w chwili poczaLtkowej
w punkcie o =(¢,;,®,) otrzymujemy relacje:

dX
—=u(Xn). X(Oe)sa  a=(e,)eR (5.35)

Ze wzoru (5.33) wynika, ze zachodzi zwiazek

%(a,t)=;£K(X(oc,t)—x')a)(x',t)dx', X(o, 0)=0.
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Po dokonaniu w calce podstawienia x'=X(a',t), o’e R®, transformujemy obszar
cieczy w sposéb opisany w rozdziale 3.1.2 i w rezultacie otrzymujemy

dt
X(o,0)=a

D (1) = [ K (X (o 1) - X (o', 1) )oKt 00| dex(V X (e, )]

Jak wykazano w dodatku A jakobian przeksztatcenia |detV, X (a,1)|=1, co jest

konsekwencjg niescisliwosci cieczy. Dlatego zagadnienie (5.25)~5.28) mozna sfor-
mutowa¢ réwnowaznie w postaci rOwnania catkowo-rézniczkowego (zob. Hald, 1987)

ﬁ(oc, t)= J. K(X(a,2)-X(e', 1)) (X (@', 1),t)do’
dr J (5.36)

X(o,0)=a

Ze wzgledu na osobliwosé jadra K, catki w réwnaniu (5.36) nie bedziemy bezpo-
srednio dyskretyzowaé, ale zastapimy jq jej aproksymacja otrzymana w wyniku zasta-
pienia jadra K nowym gladkim jadrem K, = f, *K, powstalym w procesie standar-
dowej regularyzacji. Czynnik splotowy f. jest postaci f.(x)=£f(¢"'x), €>0,
gdzie funkcja f jest odpowiednio wybrang gladka funkcja zwana funkcja obciecia. Wa-
runki, jakie musi ona spetnia¢ oraz jej wplyw na rozwigzanie otrzymane za pomoca
metody wirdw, zostaly przedstawione w nastepnym rozdziale. Wiasciwosci aproksy-
mujace K, (x) wynikaja z tego, ze f, aproksymuje dystrybucje 6-Diraca, gdy € —0.

W ten sposéb proces dyskretyzacji zagadnienia transportu wirowosci bedziemy
opieraé na relacji

B (0.1)= [ K, (X(o 1) =X (ols 1)) (X (@, 1,1)do
dt pes (5.37)
X(o,0)=0
Rozpatrujac ewolucje wirowosci wzdluz dowolnej trajektorii, otrzymujemy z réw-
nania (5.25) zaleznosé

do
dt

W celu uniknigcia trudnosci rachunkowych zwiazanych z numerycznym wyznacza-
niem Vw zastapimy to wyrazenie jego splotowa aproksymacja V2(f, *@)=(V’f,)*®,

X(at, t),t)=a—w+u-Va) =wWw (5.38)
ot

otrzymujac relacje

-%)-(X(oc, D.8)=v(V? f,)xo(X(@,1),t) (5.39)



110 Rozdzial 5

To samo rozumowanie, ktére doprowadzito nas do (5.36) zastosowane do (5.39)
pozwala otrzymacé

9 (Xt 0.0)=v Rj V2 £, (X(0, 1) - X(e, D)o (X, 1), ) dox (5.40)

X(a, 0) =0t

W kolejnym etapie opierajac si¢ na (5.37) i (5.40), bedziemy wyznaczaé aproksy-
macje trajektorii X, (r)=X(a,,t) i wartosci wirowosci w,(t)=w(X(o,,1),1) czastek
cieczy znajdujacych si¢ w chwili poczatkowej t=0 w punktach o,.

W celu dyskretyzacji rozwazanego zagadnienia wprowadzamy siatke punktow
A ={o,:0, =h-i=h-(i,,i,),i€ Z"}, gdzie Z jest zbiorem liczb catkowitych, tworza-
cych siatke kwadratow o boku %> 0. Schemat siatki przedstawiono na rysunku 5.3.

X
AP
i+l
h
A e
i=(i,1,)
a’, %2
h
i,—1 »
274 X,
i—1 I3 1,+1
Pt
h h

Rys. 5.3. Siatka podziatu obszaru przeplywu A"

Ciagle pole wirowosci dyskretyzujemy na siatce, zamieniajac go na zbidr kropel
wirowych o cyrkulacjach odpowiadajacych iloczynowi powierzchni kwadratu siatki
i wartosci wirowosdci w §rodku tego kwadratu, zgodnie z zaleznoscig I” ;=0 i )k, co
ilustruje rysunek 5.4.

) Relacje (5.37) i (5.40) usprawiedliwiaja poszukiwanie przyblizonych trajektorii
X, (#) i wirowosci @,(t) jako rozwiazan uktadu rownan rézniczkowych zwyczajnych

ix;}t—@:ZKE X,(0-X, )@, 0k,
~ ; ~ (5.41)
da;t(t) =VZV2 7 (X,.(t)— Xj(t))cbj(t)h{ i,je A"
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Rys. 5.4. Dyskretyzacja pola wirowosci kroplami wirowymi

Sumy wystepujace po prawej stronie réwnan tego ukladu odpowiadaja przyblizo-
nym sumom catkowym dla catek wystepujacych odpowiednio w relacjach (5.37)
i(5.40). W eksperymentach numerycznych ten ukfad rozwiazujemy w sposéb przybli-
zony, np. metoda Rungego-Kutty.

Na podstawie wzoréw (5.11) i (5.33) wyznaczamy przyblizona funkcje pradu oraz
przyblizone pole predkosci:

Vo (x0=Y G, (x-X,)d,nk (5.42)
jE/\h

G, =Gxf, | (5.43)

i, 0= K, (x-X,0)d,0)h* (5.44)
jEI\I'

okreslone dla wszystkich xe R* i¢> 0.

Poniewaz V’G. =~8* f, =—f., gdzie symbol § oznacza &-Diraca, wlasciwe przy-
blizone pole wirowosci okre$lone na podstawie wzoréw (5.31) i (5.43) przyjmuje po-
staé '

@, (x,)==Y f.(x=X,(0))d,(t)’ (5.45)
A

Oczekujemy, ze @, (x,t) dazy do w(x,t) (podobnie dla 7, (x,1) i @,,(x,1)),
gdy oba parametry € ihdaza jednocze$nie do zera — jezeli przyjmuje sie dodatkowa
relacj¢ migdzy tymi parametrami (Beale i Majda 1982a, 1982b). Uzasadnia to réwniez
stosowanie zamiast indeksow € 1 A tylko jednego z nich, autor zdecydowat sie na

indeks £ dla wirowosci i pozostatych wielkosci w dalszej czgsci pracy.
Zbiezno$¢ rozumiana tu jest w sensie calkowym, co oznacza, ze funkcje
@, (x,t)moga réznié¢ sie od funkcji w(x,f)nawet znacznie, ale tylko na zbiorach
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punktéw, ktdrych miara dazy do zera, gdy parametry dyskretyzacji daza do zera. Jak
wskazuja symulacje komputerowe potwierdzone danymi literaturowymi, postac
wspomnianej relacji miedzy i€ wplywa na regularnos¢ pol @,(x,t), ¥, (x,1)
i @,(x,1) (dla wigkszych wartosci £ pola te sg bardziej gtadkie).

5.4.2. Wybor funkeji wygladzajacej

Podstawowa rolg w metodzie wiréw pelni funkcja f nazywana funkcja obcigcia. Jej
uzycie w konstrukeji aproksymacji pola wirowosci prowadzi do okreslenia przyblizo-
nego pola wirowosci za pomoca skoficzonej liczby tak zwanych kropli wirowych
o okre$lonym ksztalcie wynikajacym z postaci f. Ponadto, wybierajac jako f funkcje
regularna, pozwala unikna¢ trudnosci rachunkowych zwigzanych z osobliwos$cia jadra
K przy numerycznym wyznaczaniu pola predkosci i wirowosci oraz funkcji pradu.
Z tego powodu funkcja f nazywana jest funkcja wygladzajaca.

Ze wzgledu na zbiezno$¢ i doktadno$¢ metody wiréw wymaga sie, aby funkcja f
spelniata istotne warunki:

1. Konsekwencja aproksymowania &-Diraca jest spetnienie warunku:

[1£]dx=1 (5.46)

2. Dla zapewnienia zbieznosci rozwiazania przyblizonego przyjmuje sie, ze funkcja
wygladzajaca jest ciagha, ograniczona i rézniczkowalna w R® oraz ona i jej pochod-
ne musza odpowiednio ,,szybko” znika¢ w nieskonczonosci zgodnie z oszacowa-
niem:

feC™ (R, [DPF)SC, (+x), j=12,.. (5.47)

gdzie B — dowolny multiindeks, Cp, — stale.
Ponadto zaktada sig, Zze znikaja jej momenty
B
[x" ax=0, |B|<m-1 (5.48)
R2

gdzie m jest pewna liczbg naturalna.
3. Warunkiem stabilnosci jest to, aby transformata Fouriera funkcji f byla dodatnia
(Beale i Majda, 1982a, 1982b):

f(s)>0, seR? (5.49)

Zatozenia (5.46) i (5.47) zapewniaja, Ze parametr € >0 w wyrazeniu
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f€<x>=e"2f(3‘—]
€

nazywany promieniem obcigcia, skaluje funkcje wygtadzajaca, w ten sposéb, ze dazy
ona do dystrybucji &-Diraca, gdy € —0.

Rozwiazania przyblizone konstruowane w metodzie wiréw zaleza od dwéch para-
metréw &, h>0. Jak juz wspomniano wczesniej, aby proponowane metody przyblizo-
ne byly zbiezne, musi zachodzi¢ odpowiednia relacja miedzy € i%. Najczescie
przyjmuje si¢ zalezno$¢ w postaci

e=Ch
gdzie C > 0 jest statg. Warto$¢ wyktadnika ¥ >0 dobiera si¢ eksperymentalnie w za-
leznosci od przyjetej postaci funkcji wygtadzajacej f i rodzaju rozwigzywanego zagad-
nienia. W wigkszosci prac (Lewis, 2005) przyjmowano 0,5<y <1. Nalezy jednak
podkresli¢, ze niewlasciwy dobér wartosci ¥ moze spowodowaé istotny wzrost $red-
nicy kropli wirowych, ktére zachodza na siebie i przyczyniaja si¢ do wygtadzania roz-
wigzania. Autor pracy z powodzeniem stosowat y =0,75-0,95.

W literaturze mozna spotkac¢ kilka roéznych funkcji wygtadzajacych. Zazwyczaj sa

one wybierane sposréd funkceji osiowo-symetrycznych. Pierwszy przykiad takiej funk-
cji zostat podany przez Chorina (1973) jako:

L se
fs= ZREIX]

0 |x|>£

Funkcja ta nie jest ciagla, a zatem nie spetnia wszystkich przytoczonych wezesniej
kryteriéw i wedlug Halda (1987) jest to przyczyna, ze metoda wiréw jest w tym przy-
padku wolnozbiezna.

Czgsto przyjmowana jest posta¢ wykladnicza, ktéra proponuja Leonard (1980), Be-
ale i Majda (1982a, 1982b) oraz Eldredge (2002) dla zagadnienia dwuwymiarowego,
ktéra zapewnia, ze rzad zbieznosci metody jest rGwny dwa:

1 _» 1 e
f=_e'orazf£= ze'/
T TE

gdzie r=qx"+x," .

W celu zwigkszenia rzedu zbieznosci metody Beale i Majda (1985) badali rowniez
kombinacje liniowa kilku funkcji wyktadniczych. Hald (1987) z kolei zaproponowat
wykorzystanie funkcji Bessela II rodzaju do utworzenia funkcji wygtadzajacej, dla
ktorej mozna konstruowaé schematy numeryczne o z géry zadanym, dowolnym rze-
dzie zbieznosci:
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1
3m|x|

fFx)= [4,(2%)~J,(x)]

2

Inni autorzy, m.in. Fishelov (1990), Nordmark (1991), stosowali kombinacje réz-
nych funkcji Bessela. Funkcje wykladnicze oraz funkcje Bessela majq jednak t¢ wade,
ze ich catkowanie musi by¢ wykonywane numerycznie. W praktycznych obliczeniach
lepiej jest zastosowaé funkcje, ktore mozna calkowal bezposrednio, np. w postaci
wielomianu. Nordmark (1991) poréwnatl szybkos$¢ zbieznosci schematu w przypadku
funkcji ztozonej z kombinacji Funkcji Bessela III rodzaju oraz wielomianu stopnia 9
i uzyskat porownywalne wyniki.

Gharakhani i Ghoniem (1996) stwierdzili niestabilnos¢ rozwiazania z zastosowa-

niem funkcji —e " dlatego dla tréjwymiarowego zagadnienia adwekcji wirdw za-
‘ n

miast niej zaproponowali zastosowanie funkcji f (x)=tanh(r3) , ktora, jak wykazaly

ich badania, pozwala na osiagnigcie zbieznosci rzedu 2.

W niniejszej pracy testowano kilka postaci funkcji Cauchy’ego o réznym wyktad-
niku potegowym i w efekcie przyjeto funkcje zaproponowana przez Shankara i van
Dommelena (1996), ktéra zapewnia, ze zbieznos¢ metody jest rzedu 2

2
X

1 -2
FOO==(1+]x") " oraz £,00= 12[1+
L8 ne £

] (5.50)

Funkcja ta spelnia warunki (5.46)— (5.49). W tym przypadku

e—s[ﬁ'] 1+s| >
f(s)=-l—Tf(t)e‘i"dt= )S' >0
am 3,

on = (5.51)

Obliczenie postaci jadra G, rozwiazania réwnania Poissona dla przyjetej funkcji
wygladzajacej Cauchy’ego (5.50) moze przebiegaé w podany sposéb

ViG, =V (G*f.)=—F. (5.52)

Uwzgledniajac postaé laplasjanu dla funkcji osiowo-symetrycznej réwnanie (5.52)
przeksztalca si¢ do postaci:

10 d
;g("gr{h):—fs (5.53)
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Pierwsze catkowanie réwnania (5.53) daje w rezultacie nastepujace wyrazenie:

r26, =1 f S D S e 5.54
or ° me*d x Poom 1+L2 2nr| €% +r? (5-34)

ktére mozna wykorzystaé do obliczenia postaci jadra K, mianowicie:

— 2 —
K, = (aXZ 0, )Gs = (an =0, )[ 271rr(52 :rz ﬂ= 2;(;? fg) (5.55)

Kolejne catkowanie (5.54) umozliwia obliczenie wyrazenia:

I¢l 1

2my x

4

-1 dx=zlﬁln(£2+[x|2)

r_-—l_ 2 2y
El o—4n[ln(8 #rh-2he] (556
l+zz~

G. oraz K, sa wyrazone prostymi funkcjami i dzigki temu sa wygodne do zastosowan
numerycznych.

Na rysunkach 5.5 i 5.6 przedstawiono poréwnanie rozktadéw predkosci wewnatrz
kropli wirowej i rozkfadéw wirowych funkeji pradu dla trzech réznych postaci funkcji
wygtadzajacej: wedtug Chorina, Cauchy’ego i wykladniczej. W przykladach tych
przyjeto warto$¢ promienia obciecia € =0,05.

|
|

2.5 | funkcja obciecia
\

2 ~ — — - wedlug Chorina
1otk Cauchy'ego
ekspotencjalna

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
Rys. 5.5. Rozkiad predkogcei wewnatrz kropli wirowej dla réznych funkcji obciecia

Poréwnanie tych wykreséw wskazuje, ze przyjeta funkcja Cauchy’ego nie odbiega
pod wzgledem ksztattu oraz wartosci od wykladniczej funkeji wygtadzajacej. Roznice
polegaja na tym, ze predkosci wyliczone dla wiru o tej samej cyrkulacji beda dla funk-
¢ji Cauchy’ego nieznacznie mniejsze niz dla funkcji wyktadniczej, co w praktycznych
obliczeniach metoda kropel wirowych nie ma istotnego znaczenia.
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- w—vn m——

0.5 =
0.25 | 7 7
i o — -
e - -
Pl 2 3 4 5
w2si 7/
/ funkcja obciecia

-0.5
]

w = = = wedlug Chorina
-0.75

o —_—————— Cauchy'ego
-1
ekspotencjalna

Rys. 5.6. Funkcje pradu dla réznych funkcji obcigcia

5.5. Sformulowanie stochastyczne
metody kropel wirowych

5.5.1. Metoda dekompozycji
w zagadnieniu transportu wirowosci

W metodzie ,,splitting” w kazdym kroku czasowym réwnanie (5.25) podlega de-
kompozycji na réwnanie adwekeji i dyfuzji. Zaktadamy, ze dla kroku czasowego At
ewolucja pola wirowosci najpierw podlegaé bedzie adwekcji, a nastgpnie w tym sa-
mym kroku czasowym wirowo$¢ bedzie modyfikowana w procesie dyfuzji. Takie po-
dejécie ma istotne konsekwencje w fizycznej interpretacji rownan ruchu oraz wplywa
na algorytm obliczania metoda wiréw.

5.5.1.1. Przyblizone rozwiazanie problemu adwekcji wirowosci

Zauwazmy, ze w przypadku réwnania adwekcji odpowiednikiem réwnania (5.38)
jest rGwnanie

do 0w |
=X, t),t)=—a—(;)—+u-Vw=0 (5.57)

Z tego wynika, ze o(X(a,1),1)=w(X (,0),0)=w, () , gdzie w,(cr), ae R? jest
rozkladem wirowosci w chwili poczatkowej. Wtedy wyrazenie (5.41), stanowiace dwa
uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych redukuje sie do jednego

dX, (1) _

==K, (X0-X,0),)F, i, jeA’ (5.58)
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Otrzymane wyrazenie (5.58) postuzy nam do wyznaczenia przyblizonych trajekto-
rii f(i(t). Ukfad ten mozna w sposéb przyblizony rozwigzywaé dowolng metoda, np.
jawng metoda Eulera Wéwczas ewolucja pola wirowosci, wyrazona przemieszczaniem
kropel wirowych, bedzie obliczana zgodnie ze schematem krokowym:

X, (t+A1) =X, (1) + Ar, (5.59)
gdzie @,()=Y K, (X,0)-X,())d, ()’
j

Doktadniejsza procedura catkowania wzgledem czasu ukiadu réwnan roézniczko-
wych (5.58), np. metoda Rungego—Kutty, prowadzi¢ bedzie do dokfadniejszych wyni-
kow przemieszczen wiréw w czasie i wszystkich pozostatych wartodci pdl wektoro-
wych — predkosci, funkcji pradu i wirowosci.

Wyznaczone w ten sposéb przyblizone trajektorie wykorzystywane sg nastepnie do
okreslenia wirowosci, zgodnie z drugim réwnaniem w uktadzie (5.41), odpowiadaja-
cym teraz procesowi dyfuzji wirowosci.

Korzystajac z wyprowadzonych réwnan mozemy wyznaczy¢ przyblizone warto$ci
predkosci w dowolnym punkcie obszaru wynikajace z adwekcji wirowosci

i, (x,0)= Y K, (x=X,(0)d, (o )* (5.60)
i

Podobnie wyznaczymy przyblizonag warto$¢ pola wirowosci

a(x, 0= f, (x=X,(0)) @ (0 )1’ (5.61)
J

i przyblizonej funkcji pradu
F(x, 0=, G, (x-X, (1)), (o )h? (5.62)
J

5.5.1.2. Przyblizone rozwiazanie zagadnienia dyfuzji wirowosci

W przypadku réwnania adwekcji stwierdziliSmy, ze wirowos¢ czastki jest zacho-
wywana podczas przemieszczania si¢ wzdtuz trajektorii. Tak jednak nie jest, jesh roz-
waza si¢ wystgpowanie dyfuzji wirowosci. Chorin (1973) zaproponowal metod¢ roz-
wigzywania zagadnienia dyfuzji, w ktérej wirowo$¢ ma charakter korpuskularny i tra-
jektorie czastek wirowych oraz materialnych sa rozne. Podstawa tej metody jest przy-
jecie zalozenia, ze czastki wirowe podlegaja w procesie dyfuzji ruchom Browna, po-
dobnie jak to ma miejsce w gazach. Takie przyjecie bedzie wymagalo stochastycznej
interpretacji réwnania dyfuzji danego wzorem:

ow

5 -WVe (5.63)
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Uwzgledniajac posta¢ laplasjanu we wspoirzgdnych biegunowych, osiowo-symet-

rycznych %:lg—(réa—w], r=|x| =,/x12 +x} , rozwiazaniem fundamentalnym (5.63)
t ror| or
w obszarze nieograniczonym jest funkcja Greena (Batchelor,1967):
X2+X2 x2 1 Xz
e ke 3 1 P -2
w(x,x,t)=——e * =| ——e " || —=—=¢ " |=G,(x,0)G,(x,,t) (5.64
( 12 X2 ) Ave Ay Aty 15 1 (5.64)

W chwili poczatkowej (+ = 0) @ jest &-Diraca i jest skupiona wokét punktu
0 wspotrzednej x = 0. Wraz ze wzrostem wartosci ¢ ksztalt funkeji w(x,,x,,t) zmienia
si¢ na coraz bardziej plaski, co odpowiada dyfuzji wirowosci w kierunku promienia
r =|x| . Ksztalt funkcji rozkladu wirowosci dla kilku réznych wartosci ¢ przedstawiono
na rysunku 5.7.

0.1

0.09

0.08F

0.07

wirowosc cog,t)
o o o .
8 &8 & 8

o

=}

[
T

0.0

5 4 3 2 q 0 5 5 4 3 2
r - odleglosc

Rys. 5.7. Funkcje dyfuzji wirowosci dla czasuzr=0, 1, 2, 3

Zauwazmy, ze (5.64) jest jednoczesnie gestoscia prawdopodobiefistwa zmiennych
losowych rozktadu normalnego Gaussa, o wartosci oczekiwanej réwnej zeru i warian-
cji 2tv. Mozna wigc wyrazi¢ rozwigzanie réwnania (5.63) w postaci losowego prze-
mieszczenia czastek wirowych n=(n,,n,), ktére zalezy teraz od wartosci wspotczyn-
nika lepkosci kinematycznej v.

Pokazemy na przyktadzie wiru punktowego, ze korzystajac z metody przypadko-
wego bladzenia mozna symulowaé dyfuzje opisang réwnaniem (5.64). W tym celu
podzielmy wir punktowy o cyrkulacji (natezeniu wirowosci) réwnej 1 na N = 1000
czastek wirowych o cyrkulacji 1/1000, a nastepnie kazdej z nich nadajmy przemiesz-
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czenie losowe 1. Przemieszczenie losowe moze by¢ wyznaczone za pomoca maszy-
nowych liczb pseudolosowych p; z przedziatu (0,1) wedtug wzoru (Lewis, 2005):

r,=2-vtIn(p,) (5.65)

Rozktad wirowosci zbadajmy przez obliczenie liczby wiréw N; w pierscieniach wy-
znaczonych promieniami zaleznymi od odlegtosci od centrum wiru punktowego po
czasie t = 1. Rozklad wirowosci w poszczegélnych pierscieniach bedzie wyrazony
wzorem:

Nj
(U(r):—m (566)

gdzie N; —liczba wirdw, ktdre znajda si¢ w pierscieniu pomigdzy promieniami r; i r,,,.

Dyfuzj¢ wirowosci okreslimy po czasie ¢ = 1 dla dwéch sposobdw przemieszczenia
czastek. W pierwszym sposobie czastki bedg przemieszczone w jednym kroku czaso-
wym dt = 1, a w drugim w 10 krokach dr = 0,1. Na rysunku 5.8a przedstawiono poto-
zenie czastek na plaszczyznie w chwili ¢ = 0, w ktdrej czastki skupione sa w poczatku
uktadu wspétrzgdnych (schemat gérny) oraz po ich losowym przesunieciu w jednym
kroku czasowym dt = 1 (schemat dolny). Wyniki eksperymentu przedstawiono na ry-
sunku 5.8b w postaci rozkfadu wirowosci wyznaczonego ze wzoru (5.66) dla obydwu
sposobdw przemieszczenia czastek — w jednym i dziesieciu krokach.

Na tym prostym przyktadzie osiagnieto dobra zgodno$é miedzy rozwiagzaniem teo-
retycznym a stochastycznym, przy czym im wigksza bedzie liczba krokow, tym do-
kiadniejszy bedzie wynik symulacji. Zagadnienie zbieznosci metody stochastycznej
obliczania réwnania dyfuzji przedstawiono w punkcie 5.6.2.

W celu uwzglednienia, ze zachodza jednoczeénie dwa procesy — adwekeji i dyfuzji,
wyznaczenie ewolucji pola wirowosci w przedziale (2, 7+ At) podzielimy na dwa etapy.
W pierwszym wyznaczamy przemieszczenie czastek wirowych zgodnie z procesem
adwekcji. Traktujemy to przemieszczenie jako posrednie, oznaczane przez X' (z+Arf).

Zgodnie ze wzorem (5.59) mamy wéwczas:
X (t+ A1) =X, (1) + Arq,
Dalej mozemy teraz w metodzie wirdw obliczaé ewolucje pola wirowosci
z uwzglednieniem dyfuzyjnego przemieszczenia czastek wirowych n = (nl,nz ):
X, ¢+A)=X(t+Ar)+q (5.67)

Na podstawie wzoru (5.64) wida¢, im bardziej turbulentny bedzie charakter ruchu
tym mniejsza bedzie warto$¢ wariancji rozktadu normalnego i mniejszy bedzie wplyw
dyfuzji wirowosci na trajektorie ruchu czastek (kropel) wirowych.
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“xczastki wirowe
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— rozwigzanie doktadne
4 symulacja 10 krokow
o symulacja 1 krok

&

Rys. 5.8. Dyfuzja wiru punktowego (a) symulowanego rozkiadem 1000 czgstek wirowych
po czasie ¢ = 1 (1 krok czasowy), (b) poréwnanie obliczen dyfuzji z réwnania (5.64) z metoda
przypadkowego biadzenia zréwnania (5.66) dla czasu ¢ = 1 osiagnigtego po 1 i 10 krokach czasowych

Gdy znamy przyblizone trajektorie Xi (¢), przyblizone warto$ci w calej przestrzeni
R? pola wirowosci funkcji pradu i pola predkosci zadajemy nastepujaco:

ax, )=~ f. (x=X, ), (o )h? (5.68)
WX, t)=ZGE (x—Xj(t))cT)o(ocj)hz, G,=G*f. (5.69)
J

gdzie * oznacza operacje splotu

i(x, 1) =Y K, (x~X,(0)d, (0 )b’ (5.70)
)

Przedstawiony algorytm przypadkowego bladzenia nie jest jedynym rozwiazaniem
zagadnienia dyfuzji za pomoca metody dekompozycji. Mozna bowiem zastosowaé



Metoda wiréw 121

sposoby deterministyczne. Jesli oznaczymy przez ¢ czas, jaki uplynal od poczatku
ewolucji pola wirowosci aproksymowanego metoda wirdw, to odpowiednie zagadnie-
nie brzegowo-poczatkowe mozemy sformutowaé nastepujaco:

0w

—-wW’0=0

5 "W (5.71)
o(x,0)=a(x,t+At) (5.72)
aa—:=0 na brzegu § (5.73)

ktorego rozwigzanie w chwili Af stanowi poszukiwana warto$¢ a)(t+At). Jako waru-

nek poczatkowy w tym zagadnieniu wystgpuje wirowos¢ otrzymana z rozwiazania
zagadnienia adwekcji wirowosci, na przyktad korzystajac ze wzoru (5.61). Przyblizone
rozwigzanie zagadnienia (5.71)~(5.73) mozna wyznacza¢ dowolng numeryczna meto-
da, kolejno dla kazdego kroku czasowego metody wiréw.

. Suma rozwiazan adwekcji i dyfuzji stanowi rozwigzanie zagadnienia transportu wi-
rowosci, ktére mozna wykorzystaé do okreslania zmiennego w czasie ci$nienia w ca-
tym obszarze przeplywu. Wyznaczanie rozktadu cisnienia stanowi podstawowy cel

pracy.

5.5.2. Zagadnienia transportu wirowosci w obszarach ograniczonych

W poprzednich punktach zagadnienie transportu wirowosci bylo rozwazane z zato-
zeniemu, ze adwekcja i dyfuzja wirowoéci wystepuje w calej plaszczyznie (dwuwy-
miarowej przestrzeni), gdzie czasteczki cieczy, bedace nosnikami wirowosci (krople
wirowe) mogg si¢ swobodnie przemieszczaé. To ostatnie zatozenie nie jest spetnione
w zagadnieniach przeptywu w obszarach ograniczonych, jak np. w zagadnieniu (5.1)
(5.4), gdzie sktadowe predkosci na brzegu obszaru spetniaja okreslone warunki. Z tego
powodu musimy wprowadzi¢ do przedstawionej metody rozwiazywania pewne mody-
fikacje. W tym celu postuzymy si¢ pomystem Helmholiza, polegajacym na dekompo-
zycji pola predkosci u na dwie sktadowe

u=w+v (5.79)
gdzie sktadowa w ma zerowa dywergencje, jeét gladka i okreslona w calej przestrzeni,
a skltadowa v=Vg, jako gradientowa, jest bezwirowa. Poniewaz zardwno pole u, jak
iw jest bezdywergencyjne, dzialajac operatorem dywergencji na réwnanie (5.74),
otrzymujemy:

V=0 (5.75)
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Zastosujemy t¢ formute do naszych rozwazan ewolucji pola predkosci w przedziale

(., t+Ar)

1. Z danych poczatkowych w chwili ¢ pola przeptywu, generujemy za pomoca metody
wiréw pomocnicze, gladkie pole predkosci w (okreslone w catej ptaszczyznie), kté-
re w rzeczywistosci stanowi pierwsza sktadowa wynikajaca z rozkladu Helmholtza
pola u.

2. W chwili t+ At modyfikujemy to gladkie pole dodajac pole gradientowe v=Vg,
gdzie @ spelnia réwnanie Laplace’a tak, aby wynikowe pole predkosci przeptywu
spelniato warunek brzegowy:

(w+Vp)n=U,-n  nabrzegu oD (5.76)

gdzie n — wektor normalny zewngtrzny do brzegu.
Rozwiazanie transportu wirowosci wymaga teraz dodatkowo wyznaczenia potencjatu

¢ pola predkosci w obszarze przeplywu z warunkiem brzegowym —859 = (Ub - w) ‘n.
n

Alternatywnym podejsciem jest obliczanie potencjalnej funkcji pradu, ktéra ma te
wlasciwo$¢, ze réznica wartosci funkcji pradu pomigdzy dwoma punktami obszaru
wyznacza wielko$¢ strumienia cieczy przeptywajacego pomiedzy tymi punktami (por.
rown. (3.73)). Podobne jak dla funkcji potencjatu rozumowanie prowadzi woéwczas do
rozwigzania rownania Laplace’a z warunkiem brzegowym Dirichleta:

Viy,=0 w obszarze D
5.77)

w,(x)=—(x,t+At) nabrzegu oD
gdzie W jest znang warto$cia funkcji pradu na brzegu obszaru, wyznaczona za pomoca

réwnania (5.69); w metodzie deterministycznej wiréw jest to réwnanie (5.42).
Przyktad warunk6éw brzegowych dla funkcji pradu przedstawiono na rysunku 5.9.

v, (x)=Q-y(x.t+Ar)
brzeg staly lub swobodne

s zwierciadlo cieczy brzeg 0.D
n \(
- ’/

i I wylot
I przeptyw O D '\ oy,
on

=0

brzeg staly
v, ()= (.1 b0)

Rys. 5.9. Warunki brzegowe rozwiazania réwnania Laplace’a funkcji pradu
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W efekcie, koficowe rozwiazanie trajektorii ewoluujacych wiréw otrzymujemy
w postaci

Xi(t+%At)=)~(,.(t)+%At(wi+v,.) (5.78)
5(,.([+At)=)~(i(t+%At)+1| (5.79)

gdzie w,iv, — odpowiednio potencjalna i wirowa sktadowa predkosci, n=(n,,7,) -

dyfuzyjne przemieszczenie czastek.
Jezeli brzeg obszaru jest nieprzepuszczalny i nieruchomy, to dodatkowe potencjalne
pole predkosci pozwala wyzerowa¢ normalna do brzegu sktadowa predkosci.

5.5.3. Generowanie wirowos$ci wzdluz brzegow

Generowanie wiréw na $cianach kanatu stanowigcych brzeg nieruchomy i nieprze-
puszczalny, wystepuje podczas przeptywu cieczy nielepkiej modelowanych réwnaniem
adwekcji wirowosci oraz w przeplywie cieczy lepkiej modelowanych roéwnaniem ad-
wekcji 1 dyfuzji wirowosci. W tym pierwszym przypadku rozpatrywany jest zazwyczaj
optyw ciala sztywnego i formowanie si¢ $ladu — $ciezki wirowej, ktora jest warstwa
skoncentrowanej wirowosci (Nagao i inni, 1997) za optywang przeszkoda, np. walcem
zanurzonym w przeplywie, lub formowanie sie innej postaci warstwy granicznej sply-
wajacej z ostrej krawedzi, np. plata skrzydta (Katz, 1981), (Kandil i inni, 1984), (Vez-
za i Galbraith, 1985), (Blazewicz i Styczek, 1993a, 1993b) lub fopatki turbiny. W za-
gadnieniach tych czgsto dodatkowym zadaniem jest obliczanie sity oporu i unoszenia
jako efektu powstajacego gradientu cisnienia. Szerszy opis tego zagadnienia podat w
swojej pracy Lewis (2005).

Przypadek drugi, ktory tutaj oméwimy w kontek$cie metody wiréw, dotyczy przede
wszystkim fizycznego zjawiska przylegania (adhezji) cieczy do nieprzepuszczainego
brzegu.

Lepkos¢ cieczy powoduje, ze brzeg obszaru ma istotny wplyw na pole predkosci.
W miarg zblizania si¢ do brzegdw mamy do czynienia z duzym gradientem predkosci
w kierunku normalnym, az do znikania predkosci na samym brzegu. Sprawia to, ze
elementy cieczy w bezposrednim sasiedztwie brzegu wprawiane sa w ruch obrotowy
iwspdlnie tworza warstwe wirowa, co schematycznie przedstawiono na rysunku 5.10.
Warstwa wirowa zmienia si¢ z czasem, przenoszac wirowo$é do wnetrza obszaru
zgodnie z przebiegiem zjawiska adwekcji-dyfuzji.

W réwnaniach przeptywu (5.1)—(5.5) warunek okreslony na brzegu statym jest wa-
runkiem naturalnym jako efekt lepkosci molekularnej, ktéra zapewnia zerowanie pred-
kosci na brzegu. W przypadku brzegu ruchomego warunek znikania predkosci zaste-
pujemy warunkiem zgodnosci predkosci cieczy i brzegu,
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Warstwa wirowa
o intensywnosciy

Rys. 5.10. Model powstawania wirowosci wzdluz oplywanego brzegu

W zagadnieniach transportu wirowosci w obszarach ograniczonych réwnania
(5.11)~(5.14) nalezy uzupetnié dodatkowym warunkiem brzegowym. Jednym z moz-
liwych rozwigzan jest zalozenie znikania predkosci na brzegu, niestety taki rodzaj wa-
runku z zastosowaniem metody wirdw stwarza powazne trudnos$ci rachunkowe. Bar-
dziej odpowiednie dla tej metody jest wiec przyjecie warunku, ktory fizycznie wyni-
katby z faktu tworzenia si¢ warstwy wirowej wzdluz brzegu. W rozwiazaniach przybli-
zonych najczgsciej jako warunek brzegowy wystepuje model generowania wirowosci
na brzegu 1 jej wprowadzania do obszaru przeplywu.

W klasycznym sformutowaniu warstwa wirowa jest linia, wzdtuz ktérej pole pred-
kosci jest nieciagle, wystepuje skok predkosei [u]l=u, —u_, gdzie u, i u_ sa predko-
$ciami po obu stronach warstwy. Prowadzi to do koncentrowania si¢ wirowosci na
warstwie, a rownania rézniczkowe Eulera opisujace przeptyw rozumie si¢ w sensie
stabym.

Pojeciem charakteryzujacym natgzenie wirowosci warstwy jest tu jej intensywnosé
y(X, ), utozsamiana z ggstoscia wirowosci. Jak to wyjasniono w punkcie 5.8, nateze-
nie warstwy wirowej, wyrazone w terminach cyrkulacji I" pola predkosci, spetnia za-
leznos¢ dI” = yds, gdzie ds jest dtugoscia infinitezymalng odcinka krzywej, a dI” jest
cyrkulacja pola predkosci w otoczeniu odcinka tej krzywej. Wykazemy dalej, ze moz-
na ja réwniez wyrazi¢ jako y =[u ], tzn. jako skok wektora u, predkosci stycznej do
odcinka krzywej ds.

Wazng okolicznoscia, ze wzgledu na poszukiwany model generowania wirowosci
jest to, ze intensywno$¢ warstwy jest zachowywana (w sensie stabym) podczas jej
unoszenia. Korzystajac dalej z przyjetego modelu generowania warstwy wirowej jako
podstawy w opisie zachowania si¢ przeptywu w okolicy brzegu, nalezy zauwazy¢, ze
po stronie brzegu predkos¢ styczna do warstwy bedzie réwna zeru (jest to przyjmowa-
ny warunek brzegowy), a predkos¢ po stronie obszaru bedzie wynikala z ogdlnych
réwnan opisujacych przeptyw i obliczana metoda wiréw. Wyjasnia to miedzy innymi
powstawanie duzego gradientu predkosci w poblizu brzegu.
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Pierwszym autorem modelu generowania wirowosci wzdtuz brzegu byt Chorin
(1973), ktéry zaproponowat dyskretyzacje warstwy wirowej odcinkami o okreslonej
dtugosci. Wedlug jego metody w srodkach odcinkdéw zaklada sie istnienie czastek wi-
rowych o cyrkulacji odpowiadajacej dlugosci danego odcinka warstwy, co przedsta-
wiono na rysunku 5.11.

F,- :_[u,‘«i]'ds,' (580)
gdzie I; jest cyrkulacja kropli wirowej utworzonej z warstwy wirowej odcinka brzegu
ds; 1 wystepujacej na nim sredniej sktadowej stycznej skoku predkosci [u,]. Wygene-

rowane w ten sposob czastki podlegaja adwekcji wzdluz trajektorii czastek cieczy,
a nastgpnie dyfuzji, zgodnie z jednym z przyjetych jej modeli.

obszar przeplywu

Rys. 5.11. Generowanie wiréw na brzegach

W praktycznych obliczeniach obszar przeplywu jest ograniczony przez wlot, wylot
i éciany boczne obszaru. Jesli wir przekroczy granice wylotu, to zwykle jest elimino-
wany z obliczen, mozna tez zaktada¢ warunek periodycznoséci predkosci (zgodnosci
predkosei na wlocie i wylocie), ktéry powoduje powracanie wiréw do wnetrza obszaru
przez wlot. Wiry, ktore przekrocza Sciany boczne moga by¢ eliminowane lub odbijane
do wnetrza obszaru, chociaz to drugie podejscie moze prowadzié do pojawiania sig
nadmiernej wirowosci w obszarze. Nalezy jeszcze wspomnie¢ o brzegu majacym po-
sta¢ swobodnego zwierciadla wody. Ma on wtedy wiasciwos$é brzegu §liskiego, na
ktérym nie wystepuje skok predkosci, a tym samym nie tworzy sie na nim warstwa
wirowa. Jedynie, gdy nad taka powierzchnig swobodng wystepuje obszar poruszajace-
go si¢ z duza predkoscia gazu, mozna na nim rozwazaé wystepowanie naprezen stycz-
nych, ktérych efektem jest pojawienie si¢ warstwy wirowosci.

Jesli rozwigzujemy w sposob przyblizony zagadnienie transportu wirowosci metoda
dekompozycji, a jednym z jej etapéw jest metoda przypadkowego btadzenia, to nowe
wiry po wygenerowaniu na brzegu, w tym samym kroku obliczeniowym, sa poddawa-
ne przemieszczeniom losowym, zgodnie z rownaniem (5.67). Po przemieszczeniu sza-
cunkowo potowa z nich wypadnie z obszaru. W konsekwencji utracona zostanie zero-
wa warto$¢ predkosei stycznej. Chorin (1978) zaleca w takim przypadku podwojenie
cyrkulacji wszystkich wiréw, aby zachowaé sumaryczng ilo$é¢ wygenerowanej wiro-
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wosci. Innym sposobem zachowania wirowosci stosowanym m.in. przez Ghonia i in.,
(1982) jest zapobiezenie wypadaniu wiréw ich odbiciem od brzegu obszaru. Kolejny
spos6éb podat Porthouse i Lewis (1981), ktorzy zalecaja dla tej metody generowanie
wirdw w obszarze w odlegtosci od brzegu stanowiacej 2/3 odchylenia standardowego

wystepujacego W metodzie przypadkowego bladzenia wynoszacego ¢ =+/4vAt/3

(Lewis 2005). Zabezpiecza to zdecydowang ich wigkszos¢ przed wypadnigciem z ob-
szaru.

Autor niniejszej pracy wykonal wiele testdw, aby zbada¢ wplyw metody generowa-
nia wirowosci i traktowania wirdw przekraczajacych brzeg na gladkos¢ rozwigzania
pdl wirowosci i predkosci. Testy zostaly wykonane na przyktadzie plaskiego ustalone-
go przeplywu przez pryzmatyczny kanat dla liczb Reynoldsa 100 i 10000. Wyznaczano
wariancje catkowitej wirowosci w obszarze przeplywu i jej dodatniej i ujemnej skta-
dowej oraz wariancj¢ pola wirowosci i predkosci w wybranych punktach wewnatrz
obszaru dla 1500 krokéw czasowych. W wyniku tych badan autor stwierdzit, ze zasto-
sowanie podwojonego natgzenia wirowosci generowanych wirow powoduje nadmierny
wzrost wirowosci w obszarze. W tej metodzie wystepuje rowniez niestabilnos¢ procesu
transportu wirowosci, zwigzana z pojawianiem si¢ wirdw o duzej wartosci cyrkulacji,
co z kolei niekorzystnie wptywa na gladko$¢ obserwowanych pol predkosei i wirowo-
$ci. Metoda odbijania wiréw przekraczajacych brzeg do wnetrza obszaru zawsze pro-
wadzi do nadmiernego wzrostu wirowosci i deformacji pola predkosci w sasiedztwie
brzegu. Stosunkowo najlepszym sposobem jest generowanie wiréw w pewnej odlegto-
$ci od brzegéw w sposob zalecany przez Porthouse’a (rysunek 5.12). Ten zabieg takze
powoduje nadmierny wzrost wirowosci (chociaz nie tak duzy jak przy odbijaniu wi-
r6w) przejawiajacy sie¢ zwigkszeniem predkosci wzdtuz osi przewodu kosztem jej
wartosci przy brzegach.

obszar przeplywu

Rys. 5.12. Generowanie wiréw w odleglosci od brzegu, wynoszace;j ¢ =JavAr/3

Autor niniejszej pracy zaproponowat wlasng oryginalna metode zachowania wiréw
wzdiuz brzegbw, kiora wydaje si¢ by¢ najbardziej zgodna z istota mechanizmu rozpa-
trywanego procesu dyfuzji. Wiry generowane sa na brzegu, gdzie tworzy sig¢ warstwa
wirowa, a nastgpnie podlegaja losowemu przemieszczeniu 1. Cyrkulacja wiréw, ktére
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przekrocza brzeg, jest uwzgledniana w obliczeniach przez czas trwania jednego kroku
obliczeniowego, a nastgpnie wir jest eliminowany. Takie podejécie ma nastepujace
zalety — rozwiazanie jest gladkie nie ma bowiem gwattownych zmian wirowosci zwia-
zanych z wypadaniem wiréw oraz zapewnia lepsza aproksymacje predkosci stycznej
do brzegu (badania wariancji wirowosci podczas przeplywu wykazaly, ze jest ona
okoto dwa razy mniejsza niz w przypadku obliczefi metoda zalecana przez Porthou-
se’a).

Podstawowy algorytm obliczen metody wiréw na przykladzie oplywu zam-
knigcia zasuwowego:

Przez obszar D otoczony brzegiem S, przedstawiony na schemacie obliczeniowym

(rys. 5.13), odbywa sig¢ przeptyw Q.
Algorytm polega na wyznaczeniu z danych wejsciowych, ktorymi sa lokalizacje

kropel wirowych X ;(#.) o cyrkulacji I* w chwili #, tych samych wielkosci w chwili

1.1 wedlug nastepujacego schematu:

"/{PLQ.,__!.’//...J 4 Y,=0-4¢, 3

n FSI:L::;'ﬁ L+ e
1 l
wlot ! ?é | wylot
=202 _y : przeplyw 0 “So : oy, Y,
= == -y ~ 5 L _Yw
b on 1 :> % D I Bn on
| |
I i
1 l

punkty generacji wir6w

Rys. 5.13. Przykiadowy schemat obliczeniowy dla metody wiréw

1. Obliczenie brzegowych wartosci funkcji pradu:

7 (%1,)= 36, (x-X, (,))T%. xes (5.8
i

na podstawie lokalizacji kropel wirowych X ;) o cyrkulacji I w chwili #, nie-
zbednych do obliczenia na brzegach i wewnatrz obszaru sktadowej potencjalnej
v(x,1,) pola predkosci.

2. Potencjalne pole predkosci v(x,tk) wyznaczamy w dwdch etapach:

Etap 1. Rozwiazanie zagadnienia Laplace’a:
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Vi, =0 w obszarze D (5.82)
z warunkami brzegowymi:

v, (x)=-%,(x.2,), X€S,
v, (x)=0-v, (x.t,), XES,,5¢75 Warunek Dirichleta

(5.83)

Q0 .
v, (X):'a—g‘_l//m (x.2,), x€S,
v, (x) _ o, (x,1,)
on on

, X€E 82_3} warunek Neumanna

Obliczenia ¥/, (x,1,) wykonano metoda elementéw brzegowych, zgodnie z relacja

9 9
v, (x, tk)=j$G(x—y)w,, (v, t,c)dy+fG(x—y)¥w,, (v.1.)dy  (5.84)
s y S y

Etap II. Wyznaczenie v(x, ?,) jako gradientu:
V(x4 )=V, xeDUS

za pomoca rozniczkowania wyrazéw po prawej stronie wzoru (5.84).
3. Wyznaczenie skfadowej wirowej w(x,tk) pola predkosci na podstawie kropel wi-
rowych. Obliczenia wykonywane s wewnatrz obszaru (x = X, (tk )) i w $rodkach

odcinkéw brzegowych (x & S ) za pomoca wzoru:

w(x, )= ZKs (X_Xj(to))rj’ Xj(to)— potozenie j-tej kropli wirowej (5.85)
j

4. Przemieszczenie ,,starych” wiréw wynikajace z etapu adwekcji, polegajace na obli-
czeniu nowych lokalizacji wiréw na podstawie skladowych wirowej i potencjalnej
pola predkosci, zgodnie z réwnaniem:

X (1, +A) =X, (8,) + A(w, +v,) ~ (5.86)

gdzie w, i v, —sktadowe w punktach X, (z,)

5. Wyznaczenie cyrkulacji T'* ,,nowych” wiréw, zapewniajacych spetnienie warunku
zerowania skladowej stycznej u, predkosci u =W+ v na brzegu obszaru. W tym
celu obliczamy:
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I =-u,-ds, (5.87)
gdzie u; — wektor predkosci u, w srodku elementu brzegowego ds; .

6. Przemieszczenie wszystkich wirdw (,nowych” i ,starych”) wynikajace z etapu
dyfuzji wirowosci zgodnie z rownaniem:

X, (t.)=X,(t, + A1) =X +7q (5.88)

gdzie X; =X; (1, +At) w przypadku ,starych” wiréw, X, — srodek odcinka ds, w
przypadku ,,nowych” wiréw.
7. Eliminacj¢ wirdw, ktére wypadly poza obszar D.
8. Powrét do punktu 1 z warunkiem poczatkowym, ktérym jest lokalizacja wiréw
X, (t.,) o cyrkulacji I"}*'.
W chwili #, = 0, od ktorej rozpoczynaja si¢ obliczenia, mozna przyjaé zatozenie, Ze
w obszarze D zaczat si¢ nagle przeptyw potencjalny Q. Wéwczas dla £y = 0 w obszarze
przeptywu nie ma wiréw i kroki 1-4 algorytmu si¢ pomija.

5.5.4. Brzeg ruchomy

Dla wigkszo$ci rozwazanych w niniejszej pracy przyktadéw obliczeniowych pred-
kos¢ brzeguU, jest rowna zeru. Analizujac zagadnienie przeptywu przez budowle

hydrotechniczng, musimy uwzgledni¢ przypadek ruchomego brzegu, na ktérym
U, #0. Warunek ten dotyczy czgsci brzegu, stanowigcego ruchome zamknigcie bu-
dowli wodnej. Zamknigcie znajduje si¢ w ruchu wynikajacym z zamykania lub otwie-
rania otworu spustowego. Ruch ten traktowac bedziemy jako ruch bryty sztywnej skfa-
dajacy si¢ w ogblnym przypadku z przemieszczenia i obrotu zamknigcia, wobec czego
predkos¢ brzegu U, (xb,t) mozna wyrazi¢ nastepujaca relacja:

Ub(xb’t)=U0(t)+(Xb—XO)‘QO(t) (5.89)

gdzie xo — $rodek obrotu bryly sztywnej, Uy — wektor predkosci liniowej przemiesz-
czajacego si¢ zamknigcia, £y — predkos¢ katowa wzgledem srodka obrotu, x;, — wspél-
rzgdna nalezaca do brzegu zamkniecia.

W zaleznosci od rodzaju, zamknigcie hydrotechniczne porusza si¢ albo ruchem po-
stepowym, albo obrotowym, dlatego w obliczeniach nalezaloby uwzglednia¢ tylko
Jjeden sktadnik prawej strony réwnania (5.89). Przedstawimy to na przykladzie optywu
zamknigcia zasuwowego poruszajacego sie ruchem postgpowym, skierowanym piono-
wo z predkoscia U,. Algorytm obliczei jest w tym przypadku nastgpujacy:
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Przez D oznaczamy obszar otoczony przez brzeg S = 1-2-3-4-5-6-7-8, przez D'
nowy obszar otoczony brzegiem §' = 1-2-3-4-5-6-7-8 wynikajacy z ruchu za-
mknigcia, zgodnie z rysunkiem 5.14.

l/lp: Q-y -U x gdziex € S,

[0]

‘;[’p= 0-y -U,-8, wp= Q- %

wlot D wylot
=22 y _vys, | przeplyw 0 Y __ oY%
poooy on an

e o e e -
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-
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Rys. 5.14. Schemat obliczeniowy metody wiréw z warunkiem brzegu ruchomego

Punkty 5 i 6 przemieszczaja sig¢ z predkoscia U,, osiagajac po czasie At potozenie
516" W konsekwencji tego ruchu, obliczajac lokalizacje kropel wirowych X j (IM)
ocyrkulacji I J‘f“ w chwili .1, na podstawie danych w chwili #, uwzgledniamy:

a) predkos¢ Uy na odcinku S4s, Ss—g, S¢-7
b) zmiang geometrii obszaru przeptywu z D na D'

1. Obliczenie brzegowych wartosci funkcji pradu:

o (x%2,) ZG (x-X,(t))r*, xes (5.90)

odpowiadajacej lokalizacji wiréw X i (tk) o cyrkulacji I' J" w chwili #, niezbednych
do obliczenia na brzegach i wewnatrz obszaru sktadowej potencjalnej v(x,z,) pola
predkosci.

2. Potencjalne pole predkosci v(x,1,) wyznaczamy w dwéch etapach:
Etap IIl. Rozwiazanie zagadnienia Laplace’a:

Vi, =0 w obszarze D (5.91)

z warunkami brzegowymi przedstawionymi na schemacie obliczeniowym uwzgled-
niajacymi predkosé brzegu w, na odcinku 5-6:
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=0-¥,(x14)-U,x, x€S, (5.92)
=Q_ll7m(x’tk)—<Uy’§5—6>’ Xe S, US,

d . ~
-9 (x.£)=(U,.Ss) dlaxe Sy

gdzie <U),,§5_6> oznacza iloczyn skalarny wektoréw U, i Ss -

Obliczenia y,(%,7,) wykonano metoda elementéw brzegowych zgodnie z relacja
d d
v, (x0)= [5G (x=y)w, (10)dy+ [G(x-v) =, (v )dy  (5.93)
N ¥ S i

Etap IV. Wyznaczenie v(x, ¢, ) jako gradientu
v(%.2,)=Vy,, xeDUS

za pomocg rozniczkowania wyrazow po prawej stronie wzoru (5.93).
. Wyznaczenie sktadowej wirowej w(x,,) pola predkosci odpowiadajacej wirom za

pomocg wzoru:

wx.2) =Y K, (x-X, ()T, X, () - polozenie j-tej kropli wirowej (5.94)
]

wewnatrz obszaru (x =X, (z,)) i w srodkach odcinkéw brzegowych (x€ S).

. Przemieszczenie ,,starych” wiréw wynikajace z etapu adwekeji polegajace na obli-
czeniu nowych lokalizacji wirdw na podstawie sktadowych wirowej i potencjalne;j
pola predkosci, zgodnie z réwnaniem:

X; (¢, +A) =X, (1) + At (w, +v,) (5.95)
gdzie w, i v, —sktadowe w punktach X,(z,)

. Wyznaczenie cyrkulacji I';* ,,nowych” wiréw, zapewniajacych spetnienie warunku
zerowania skladowej stycznej u, predkosci u=w+ v na brzegu obszaru, z doda-

niem do niej predkosci U, na brzegach Sis i Se oraz U, sin o na brzegu Ss..
W tym celu obliczamy:

I =-u,-ds (5.96)

b

gdzie u,; — wektor predkosci w, w $rodku elementu brzegowego ds, .
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6. Przemieszczenie wszystkich wiréw (,,nowych” i ,starych”), wynikajace z etapu
dyfuzji wirowosci, zgodnie z rownaniem
X (1) =X,@, +A) =X +7 (5.97)

gdzie X;=X;(z, +4¢) w przypadku ,starych” wiréw, X; - érodek odcinka ds,
w przypadku ,,nowych” wiréw.

7. Eliminacje wirdw, ktére wypadly poza obszar D', uznajemy bowiem, ze w czasie
At brzeg przemiescit si¢ do nowego polozenia wyznaczonego przez kontur §' =
1-2-3-4-5'-6"-7-8.

8. Powrét do punktu 1 z warunkiem poczatkowym, ktorym jest lokalizacja wiréw
X,(t,,) ocyrkulacji I'*" w obszarze D"

Interesujacym przypadkiem zwigzanym z eksploatacja zamknigé hydrotechnicz-
nych jest ich ruch drgajacy spowodowany przeptywem wody. W przypadku zasuwy
plaskiej, dla ktérej mozliwe sa drgania pionowe spowodowane sprezystym odksztalce-
niem podwieszenia zamknigcia oraz poziome wynikajace z jego ugigcia jako sprezystej
plyty podpartej przegubowo w filarach, odpowiednie warunki brzegowe (5.89) mozna
przedstawi¢ w postaci funkcji trygonometrycznych:

U, (t)=2n f,A cos(2n f,)

98
U,,(t)=2n f,A,cos(2n f,+6) 6%

gdzie A; i f; — amplitudy drgan zasuwy i ich czestotliwo$¢ (z uwzglednieniem masy
towarzyszacej wody) w kierunku osi x;, 6 — przesuniecie fazowe miedzy drganiami
w obu kierunkach.

5.5.5. Brzeg periodyczny

Warunek periodycznego brzegu moze byé istotny w pewnych szczegdlnych przy-
padkach przeplywu. Przykladem jest przepltyw przez ,komérke” stanowiacy powta-
rzalng strukture wigkszego obszaru, w ktérym przeplyw jest wynikiem dziatania sity
zewngtrznej, np. zewngtrznego gradientu ci$nienia. Wowczas zaktada si¢ réwniez pe-
riodycznos¢ wszystkich fizycznych wielko$ci zwiazanych z przeptywem wraz z perio-
dycznoscia warunkéw brzegowych wszystkich komérek w obszarze przeptywu. Taki
model powtarzalnej struktury stanowi podstawe teorii homogenizacji w osrodkach
periodycznych. Rozwiazanie analityczne lub numeryczne zagadnienia przeptywu
w pojedynczej komorce daje mozliwo$é okreslenia parametréw efektywnych dla cate-
go obszaru odpowiadajacych parametrom fizycznym pojedynczej komérki. Szczegdly
dotyczace teorii homogenizacji mozna znalezé m.in. w monografiach (Auriault i in.,
1994, Strzelecki i in., 2007).
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Zastosowanie warunku periodycznosci w odniesieniu do stochastycznej metody wi-
réw dyskretnych omowiono na przykfadzie dwuwymiarowej struktury periodyczne;.
Przyjmijmy strukture periodyczna skladajaca sie z kwadratowych komérek o boku L
przedstawiong na rysunku 5.15, przez ktéra odbywa sie przeptyw cieczy lepkiej opisa-
ny réwnaniem Helmbholtza (podrozdz. 5.5).

X, A

t~ DIE
\
~ R >
A%\ %
~
L L L

Rys. 5.15 Struktura obszaru zlozonego z periodycznych , komérek™

Periodyczno$¢ pola wirowosci zapiszemy w postaci relacji
o(y,t)=o(y+kL,1) (5.99)

gdzie y =(y,, y,) — wektor potozenia punktu w komérce D,, k = (k,, k,) wektor okre-
slajacy liczbg komoérek o boku L w kierunku obu osi od poczatku uktadu wspoirzed-
nych (komérki 0).

Predkos¢ w dowolnym punkcie x =(x,, x,) struktury wyznaczymy za pomoca wzo-
ru Biota—Savarta (5.19)

u(x, t)=.|.K(x—z)a)(z,t)dz (5.100)

Dzigki periodycznosci pola wirdw, wyrazonej w (5.99) wzér (5.100) mozna prze-
ksztatci¢ do postaci

u(x,1)= .[K(x—z)a)(z, t)dz=Y fK(x—y—kL)co(y, t)dy

D()

(5.101)
= I 2 K(x-y-kL)w(y,t)dy
DO k
Mozna wykazaé¢ (Cotet, 2000), ze suma pod catka jest jednostajnie zbiezna dla
Y€ D,. W dowodzie wykorzystuje sie symetrie jadra K oraz nastepujacy fakt
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2 / /.
e 3 o T 2

Dy -1/2 —L/2 -Lf2 -L/7

b )

Wprowadzenie warunku periodycznos$ci do metody wiréw wymaga teraz dokonania
niewielkich zmian. Przyjmujemy we wzorze (5.101)

=) K(x+kL) (5.102)
k

dalej mozna postepowac jak w opisanej wezesniej metodzie wiréw, gdzie poczatkowe
pole wirowe byto niezerowe w obszarze ograniczonym (mialo zwarty no$nik). Na
przykiad obliczenia stochastyczng wersja metody wirdw dyskretnych w obszarze ogra-
niczonym przeprowadzamy, zaczynajac od regularyzacji jadra K za pomoca funkcji
wygladzajacej f,, w wyniku czego otrzymujemy K, ktére po wstawieniu do réwna-
nia (5.59) umozliwia obliczenie wartosci predkosci w punktach dyslokacji wiréw

0=y K (X,0-X,0)r, (5.103)

Algorytm obliczen dla obszaru periodycznego nie bedzie réznié si¢ w zasadzie od
przedstawionego w punkcie 5.5.2. Jedyna réznica pojawi si¢ w traktowaniu kropli wi-
rowej, ktdra opuszcza obszar obliczeniowy Dy. Nalezy ja teraz wprowadzi¢ ponownie
do obszaru

X,O+kL=X"(®) (5.104)

dobierajac wektor k, zaleznie od boku, przez ktéry opuszcza ona obszar.

5.6. Uwagi dotyczace zbieznosci
stochastycznej metody wiréow

Podstawowe znaczenie dla przyblizonego rozwiazywania zagadnien ma analiza
btedu aproksymacji zastosowanej metody. W metodzie wiréw stosowanej dla aprok-
symacji réwnania Naviera—Stokesa, temu problemowi poswieca si¢ ciagle bardzo
wiele uwagi, zob. Chorin i Marsden (1990), Beale i Majda (1982a, 1982b, 1985),
(Majda i Bertozzi, 2002). Najlepsze wtasciwosci aproksymacyjne w tej klasie metod
ma metoda losowa, zaproponowana po raz pierwszy przez Chorina (1973). Tutaj dys-
kretyzacj¢ zagadnienia po zmiennej czasowej przeprowadza sie w dwoéch etapach.
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W pierwszym etapie dyskretyzuje si¢ rownanie Eulera, modelujace zjawiska adwekcji
wirowosci, a w drugim etapie réwnanie przewodnictwa ciepla, modelujace tu zjawiska
dyfuzji wirowosci. Réwnania Eulera, odpowiadajace przypadkowi braku lepkosci
w réwnaniu ogdinym, dyskretyzuje si¢ za pomocg deterministycznych metod wirdw,
natomiast rownanie przewodnictwa ciepta symulowane jest za pomoca losowych, nie-
zaleznych gaussowskich ruchow wirowosci. Caly proces postepowania, z zastosowa-
niem losowych metod wiréw mozna uwazac za uog6lnienie deterministycznych metod
dla réwnania Eulera, polegajace na dodawaniu wyrazu losowego — gaussowskiego
ruchu losowego wirowosci. Zagadnienie wyznaczenia rzedu zbieznosci tych metod jest
ciagle intensywnie badane. Najbardziej znaczace wyniki na tym polu uzyskali Hald
(1987), Beale i Majda (1985), Majda i Bertozzi (2002). Z powodu nieliniowego cha-
rakteru réwnan, opisujacych przeptyw cieczy lepkiej, analiza bledu aproksymacji jest
trudna 1 wymaga stosowania zaawansowanych pojeé, technik i twierdzen matematycz-
nych, migdzy innymi: teorii przestrzeni Soboleva, dystrybucji, metod analizy harmo-
nicznej, twierdzenia Calderona~Zygmunda.

5.6.1. Adwekcja wirowosci

W niniejszej pracy na przykladzie wybranego zagadnienia

a—w«i-uVa) =vA®

ot (5.105)
0 (x.0)=a, (x)

gdzie w(x,t) — wirowo$¢ przeplywu w R?, wy(x) — rozklad wirowosci w chwili =0
o zwartym no$niku.

W pierwszym etapie zajmujemy si¢ dyskretyzacja rownania Eulera zwiazanego
z zagadnieniem (5.105)

§£+qu=0
dt
Ten proces by} opisany w rozdziatach 5.3 i 5.5 i zaczynat si¢ od sformutowania

rdwnowaznego réwnania rézniczkowo-catkowego dla trajektorii czastek

%—’f(a, t)= _[ K(X(a,1)-X (o, 1)), (o')do’

z warunkiem poczatkowym X(ar, 0)=a€ R%.

Metoda wiréw polega teraz na dyskretyzacji tego réwnania z jednoczesnym zasta-
pieniem catkowego jadra K, jadrem zregularyzowanym. W rezultacie otrzymuje sie
uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych
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JX. L.
RO _ 3 g, (X0-X,0)oH (5.106)
dt JiEA
gdzie:

K, =K=*f, fs(x)=£‘2f(§), €>0, jf(x)dx:l, w; =w,(a;)
Rz

a A"={a,: a,=h-i=(i,i,)h, i=(,i,)€Z"} jest przyjeta siatka w R>.

Poniewaz poczatkowy rozktad wirowosci @,(x) ma zwarty nosnik, wigc uktad ma
skoficzong liczbe réwnai. Wyznaczone z uktadu (5.106) X,(¢) traktujemy dalej jako
przyblizone trajektorie czastek X, (z)=X(a;,?).

W dalszym etapie konstruujemy ciagle i dyskretne pola predkosci za pomoca wzoréw

#x0=YK, (x-X,0)0n", ¥0=YK, (X0-X0)oHr

Jak zasygnalizowano juz w rozdziale 5.4.2, wybor odpowiednio regularnej funkcji
wygladzajacej f ma podstawowe znaczenie dla dokladnosci metody. Zwykle takich
funkcji poszukuje si¢ w klasach M“™ zdefiniowanych za pomoca warunkéw:

O [ r@ax=1,

(ii) ijﬂf(x)dx=o, 1<|Bl<m-1,

(iii) ;e cH(R),

(iv) f(x)(1+lx|2)m—>0, gdy x>0, 0<i<L, j20.

Analiza numeryczna zbieznosci metody wiréw, podobnie jak dla innych metod nu-
merycznych, skiada si¢ z dwéch elementéw: analizy zgodnos$ci i stabilnosci. W tym
celu wprowadza si¢ do rozwazan pomocnicze pole predkosci zwane polem odniesienia,
okreslone wzorem

u'(x,0)=Y K, (x-X,0)o,"
J

Jego dyskretnym odpowiednikiem jest wtedy pole

u () =u" (x,(0,£)= 2K, (x,()-X,())w,#’

Interesujacy nas btad metody, réznice migdzy polem doktadnym u(x, ) a przybli-
zonym, rozktadamy na dwa sktadniki
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err(x, 1) =[li(x, 1) —u(x, 1) < ,ﬁ" (x,1)—u"(x, t)l + |u" (x,1)—u(x, t)'

z ktérych pierwszy jest zwigzany z wiasciwoscia stabilno$ci metody, a drugi z jej
zgodnoscig. Dla czgéci odpowiedzialnej za zgodnosé, jedno z najlepszych znanych
oszacowan jest postaci:

0<t<T  xeR

L
max max u"(x,t)—u(x,t)lsc{s”%(g) £:|

jezeli funkcja wygtadzajaca fe M“" (Anderson i Greengard, 1988).

Natomiast dla czgsci odpowiedzialnej za stabilnos¢, istotne jest nastgpujace osza-
cowanie.
Jezeli

max}f(j(t)—Xj(t)|S£
JheA”
dla wszystkich ¢, 0<¢t<T,<T,to

(ORI
l&"¢.n-u"C.n)

L <cl% 0%,

) <C|X,(0-X, (1)

12 (B(Ry) L

jednoczesnie dla t€[0,T.], gdzie dyskretna norma I7, "v,"w =(Zlvi|p hz)”p

i B(R,) jest kotem o promieniu R, .

Dowody podanych faktéw sa trudne, ucigzliwe rachunkowo i jak wspomniano
wczedniej wymagaja zaawansowanych technik matematycznych.

Laczac te dwa fakty, nietrudno juz teraz uzasadni¢ podstawowe dla okreslenia rze-
du zbieznosci metody wiréw twierdzenie:

Twierdzenie 1

Zalozmy, ze pole predkosci u(x, 1) jest dostatecznie gladkie, poczatkowa wirowosé
ma ograniczony nosnik oraz funkcja wygladzajaca fe M"™". Wtedy dla dostatecznie
matych hi e, €2h, g<1, mamy:

(i) zbieznos¢ trajektorii

max [%.0-x, (t)][U, < C{s’" +( g )L s}
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(ii) zbieznos¢ dyskretnego pola predkosci
h L
max "ﬁf’(r)—u(X,.(t),t)“ <C|Eg” +(—) £
0s<T g
(ii1) zbieznoé¢ ciaglego pola predkosci
- L
i(,t)-u(, t)” Cle” +(—1) £
B(R,)) i e |

Tutaj R, >0 jest dowolnym skoficzonym promieniem, stata C zalezy jedynie od T,

maxju
0<r<T

L, m, p, q, R,, srednicy no$nika wirowosci w,(x) i od zalozonej liczby pochodnych
(rzedu gladkosci) pola predkosci u(x, 7). '

5.6.2. Zbiezno$¢ metody przypadkowego bladzenia

Drugi etap dyskretyzacji rownan N-S, uwzgledniajacy wplyw dyfuzji, opiera si¢ na
probabilistycznej interpretacji tego zjawiska jako wspotdziatajacych procesow dyfuzji.
Punktem wyjscia do rozwazan jest spostrzezenie, ze wyjsciowe zagadnienie (5.105),
sformutowane w terminach wirowosci, mozna réwniez zapisaé w postaci (Long, 1988)

J
SV (00)=W’0 (5.107)

W teorii proceséw stochastycznych réwnanie (5.107) ma wazna interpretacije.
W celu jej przedstawienia rozwazamy uogélnienia trajektorii czastek X(z, o), o€ R®
odpowiadajacych réwnaniu (5.107) w postaci procesu stochastycznego dyfuzji

X, 0,0),1>0, o€R®, okreSlonego na pewnej przestrzeni probabilistycznej £
(o€ ), azdefiniowanego za pomoca réwnania stochastycznego

dX(t, ) =u (X (@, o),1)dt +/2vdW (1) (5.108)

gdzie W(7) jest standardowym procesem Wienera (ruchem Browna) w R?, £ jest prze-
strzenig probabilistyczna. Dla uproszczenia zapisu tam, gdzie to nie prowadzi do nie-
porozumien, nie piszemy argumentu probabilistycznego ¢ w oznaczeniach proceséw.

Z uwagi na prosta forme skiadnika niedeterministycznego réwnanie to mozna
przedstawi¢ w formie catkowej

X(t, o) =0+ fu(X(s, ), 5)ds + 20 W(o) (5.109)
0
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prodciej niz w przypadku ogdlnego rownania stochastycznego, nie ma bowiem potrze-
by korzystania z catki stochastycznej Ito lub innych podobnych cafek stochastycznych.
Poniewaz proces Wienera ma ciagle trajektorie z prawdopodobienstwem jeden, ostat-
nie réwnanie moze by¢ rozwiazywane deterministycznie dla kazdej poszczegdlnej
ciaglej trajektorii £(f) procesu W(z) z osobna, co prowadzi do deterministycznego réw-
nania catkowego typu Volterry

&(t,oc)=oc+ju(§(s, o), )ds +2vE() (5.110)
0

gdzie(r,a)=X(r,a;0), dla o€ Q, jest trajektoria procesu dyfuzji.

Zaktadajac dostateczng dla tego typu réwnan regularno$¢ pola predkosci w, réwna-
nie catkowe (5.110) ma doktadnie jedno ciagte rozwiazanie. Ta szczegdlna wlasciwosé
trajektorii procesu dyfuzji X(z, a), jako ciaglych rozwiazan odpowiedniego réwnania
catkowego ma podstawowe znaczenie dla zbiezno$ci metody przyblizone;.

Podstawowa relacja migdzy réwnaniem parabolicznym (5.107), a rownaniem sto-
chastycznym (5.108) polega na tym, ze rozwiazanie podstawowe G(Xx, t; 0, 0) réwna-
nia (5.107) jest jednoczesnie gestoscia prawdopodobieristwa przejscia dla procesu dy-
fuzji X(z, o), tzn. G(x,1 0, s) jest gestocia prawdopodobienstwa, ze czastka znaj-
dujaca sie w chwili s w punkcie ace R* osiagnie punkt x w czasie ¢ > 0.

Mozna to zilustrowac jeszcze nieco inaczej. Rozwazmy mianowicie gesto$é rozkta-
du N czastek w przestrzeni R* w chwili 1=0, Po(X), X€ R?, tzn. dla dowolnego ma-
fego kwadratu o $rodku w punkcie X i boku Ax liczba czastek AN w kwadracie spet-
nia relacje

Po(x)(Ax)? “‘Ajv[! (5.111)

Jesli te czastki sa poddane procesowi dyfuzji zgodnie z procesem X(z,a) zadanym
rownaniem (5.108), to gestosé rozktadu czastek w chwili >0 ma postaé

p(x,0 =, G(%,50,0)p,(@)do (5.112)

Z drugiej strony p(x,f) jest jedynym rozwigzaniem réwnania deterministycznego
(5.107) z warunkiem poczatkowym p(x, 0) = po(x). Spostrzezenia te sugeruja mozliwo-
Sci wyznaczania funkcji p(x, ¢) i innych jej transformacji, jak na przyktad K, *p(x, 0)
W sposéb przyblizony za pomocg symulacji proceséw stochastycznych.

Jedyna réznica, z ktérg sie spotykamy poréwnujac interpretacje probabilistyczna
Zrzeczywistym procesem transportu wirowosci, jest to, Zze teraz wirowosé, w odréz-
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nieniu od gestosci prawdopodobienstwa, moze przyjmowa¢ zaréwno wartosci dodatnie
jak i ujemne. Nie ma to jednak zadnego wplywu na tok rozumowania. Wystarczy w
odpowiadajacych wzorach zamieni¢ p(x,f)naw(x,t), aby otrzymaé poszukiwane

rozwiazanie dla dyfuzji wirowosci.
Jezeli trajektorie sa wyznaczone za pomoca réwnania stochastycznego, to pole
predkosci jest nastepujace

u(x, )= [ K(x-y)a(y, 0dy

= j K(x-y)[ G(y, ;0 0)eo(a, 0)daudy
RZ RZ

(5.113)
_ j{

[ K(x-y)G(y, #; @ 0)dy |w(at, 0)da
R’).

R

= j E[K(x-X(t, a)]w(a, 0)da,

gdzie EY oznacza warto$¢ oczekiwana wektora losowego Y (0’).

W ten sposéb réwnanie stochastyczne (5.108) moze by¢é teraz zapisane w postaci

dX(t, o) =u(X(, ), )dt +~2vAW (2)

={IE'[K(X(t, o)—-X(, “,))]w(oc’, O)cla’}dt+J5\7dW(t) (5.114)\

gdzie E'[K (X(t, o)~ X(, (x')):l jest rébwne wartosci oczekiwanej E I:K (x—-X(t, (x'))]
obliczonej dla x=X(z, o).

Réwnanie (5.114) odpowiada podstawowemu réwnaniu rézniczkowo-catkowemu
dla cieczy nielepkiej (v = 0). Prowadzi to w naturalny sposéb do sformutowania meto-
dy przybl~i20nej dla przypadku cieczy lepkiej. Wystarczy tylko trajektorie determini-
styczne X, (z) i X;(¢) w rownaniach (5.41)~(5.45) zamieni¢ odpowiednimi procesami
dyfuzji, oznaczanymi dalej tymi samymi symbolami 5(,. () 1 X;(t). W ten sposéb

X, (t) jest rozwiazaniem ukfadu réwnar stochastycznych

df(,.(t)={2KE (X,(0-X j(t))wjhz}dt+@dwi(t) (5.115)
i
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z warunkami poczatkowymi X, (0)=o, =h-i, ie A", a X,(t) jest rozwiazaniem ukta-
du rownan stochastycznych

X, (1) =u(X, (1), ¢ )t +~[2v AW, (1) (5.116)

z warunkami poczatkowymi X, (0)=a, =h-ie A", gdzie W,(t)= W(t,ai;a) sq nie-

zaleznymi, standardowymi procesami Wienera w R”.
Dalej prezentujemy jeden z najlepszych wynikéw dotyczacych oszacowania bledow
aproksymacji metoda stochastyczna (Long, 1988)

Twierdzenie 2
Niech bgda spetnione zatozenia twierdzenia 1. Wtedy istnieja state C', C">0,

ktore zaleza jedynie od parametréw wymienionych w twierdzeniu 1 takie, ze naste-
pujace oszacowania:

(i) dla trajektorii czastek
max "X(t) —X.(t)u < C':E"’ +(EJL £+ h|1n hl]
ogsr 11 ol £
(i1) dla dyskretnego pola predkosci
max i} (1) —u(X, (1),1)], < C[e"’ +(2JL e+h|in hl]
e ' I €

(iii) dla ciaglego pola predkosei

max|[ii(-, 1) —u(-t)
<<t

h L
17 (B(Ry)) SC{EM +(;) 2 +h|ln hlJ

zachodza na zbiorach o mierze prawdopodobienstwa wiekszej niz 1-
c2C".

hEC, o ile

Uwaga. W wyborze stalej C jest pewna dowolno$é. Przyjmujac w podanych wzorach wigkszg
wartos¢ state] C > 0, otrzymujemy zbieznosé metody przyblizonej na zbiorach o wigkszej mierze.
Jednoczesnie pogarszaja si¢ wtedy oszacowania bledu. Stad w praktycznych obliczeniach w wybo-
rze tej statej musimy podjaé kompromis migdzy prawdopodobienstwem a dokiadnoscia metody.

Dowdd zbieznosci metody stochastycznej obliczania réwnania dyfuzji mozna zna-
lez¢ w pracach (Majda i Bertozzi, 2002) i (Ying i Zhang, 1997).
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5.7. Przyklady obliczen pdl predkosci
i wirowosci metoda kropel wirowych

Przyktadowe obliczenia wykonano na podstawie autorskich algorytméw i progra-
méw komputerowych. Program metody wiréw o nazwie MetVir napisany zostal
w jezyku Fortran 95 pod kompilatorem poczatkowo firmy Lahey wersja 5.6, a nastep-
nie firmy Intel wersja 8. Procedury stuzace wizualizacji wynikdw obliczen w postaci
wykresow polozenia wiréw, potozenia linii pradu, rozktadéw pola wirowosci i predko-
sci napisano w programie MatLab wersja R2007a.

Dziatanie metody wirdw sprawdzono przez poréwnanie z wynikami badan ekspe-
rymentalnych i obliczen numerycznych innych autoré6w. Do poréwnania wybrano dwa
najczesciej analizowane przypadki przeptywu, w ktdrych wystepuje strefa recyrkulacji
i niestabilno$¢ warstwy granicznej. Pierwszym z nich jest przeptyw przez stopien (kanat
z naglym poszerzeniem), a drugim swobodny optyw walca. Oba rodzaje przeplywdw
byly wielokrotnie badane eksperymentalnie ze wzgledu na ich istotne znaczenie
w zagadnieniach inzynierskich i dlatego nadaja si¢ do weryfikacji metody numeryczne;j.

5.7.1. Strefa recyrkulacji w kanale ze stopniem

Analiza zjawiska przeplywu przez kanat ze stopniem (rys. 5.16), za ktérym po-
wstaje strefa recyrkulacji, stanowi punkt odniesienia do weryfikacji metod obliczenio-
wych wielu inzynierskich obszaréw, takich jak: hydraulika obiektéw pietrzacych,
przewodéw zamknietych i mechanika maszyn przeplywowych. Zagadnienie kontroli
odrywania strumienia i jego powtornego przylegania do $ciany przewodu oraz znajo-
mos¢ diugosci powstajacej strefy w catym zakresie liczb Reynoldsa ma niebagatelne
znaczenie ze wzgledu na trwatodé, wydajnosé i bezpieczenstwo urzadzen hydrotech-
nicznych.

L

strefa recyrkulaciyi

Wﬁj«\x wylot=>| |H

Rys. 5.16. Schemat kanatu ze stopniem

Przeptyw przez stopien (ang. backword-facing step) byt przedmiotem licznych ba-
dan eksperymentalnych dotyczacych dhugosci strefy recyrkulacji i profili predkosci
ponizej stopnia, wykonywanych poczatkowo w przypadku przeptywu laminarnego do
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wartodci liczb Re = 229 (Denham i Patrick, 1974) i Re = 400 (Hojni, 1974), a nastepnie
wraz z rozwojem urzadzef pomiarowych dla liczb Reynoldsa odpowiadajacych ru-
chowi przejsciowemu i turbulentnemu. Armaly i inni (1982) przeprowadzit badania dla
liczb Re = 100-8000, a Yoshioka i inni (2001) okreslat wptyw zaburzen periodycznych
przeptywu na dlugo$¢ strefy oraz wielko$¢ naprezen turbulentnych dla Re = 3700.
Wyniki badan eksperymentalnych, dotyczacych m.in. rozkladu cisnienia na $cianach
przewodu za stopniem, zostaly podane w pracy Auret i inni (1987) dla Re = 42000.

Zagadnienie powstawania strefy recyrkulacji oraz wystepujacych za stopniem roz-
ktadéw predkosci badane bylo réwniez réznymi metodami numerycznymi, a wyniki
poréwnywano do wynikow przedstawionych badan eksperymentalnych. Metode wiréw
zastosowali Ghoniem i Sethian (1986), Sethian i Ghoniem (1987), Kudela i Kostecki
(1992) dla liczb Re = 100-5000, metode elementéw skonczonych z wykorzystaniem
modelu ruchu turbulentnego K-¢ Autret i inni (1987), ten sam model oraz metode LES,
ale rozwiazywang wediug metody objetosci skonczonych dla liczb Re = 6000 i 38000
zastosowal Neto i inni (1993). Vellando i inni (2002) wykorzystal metode elementéw
skonczonych oraz zlinearyzowang posta¢ réwnan Naviera-Stokesa do wyznaczenia
przeptywu przez stopiefi dla Re = 100-1400. Barber i Fonty (2002) przedstawili zasto-
sowanie deterministycznej metody wiréw do okreslenia rozkladéw predkosei w przy-
padku ruchu laminarnego dla Re = 229.

W niniejszej pracy przedstawiono wyniki numerycznego modelowania przeptywu
przez stopien dla dwéch przypadkow: dtugosci strefy recyrkulacji i rozktadéw predko-
sci. Model numeryczny przedstawiono w ukladzie bezwymiarowym, przyjmujac nowe
bezwymiarowe zmienne wektora predkosci u znormalizowane wzgledem jednostkowe;j
predkosci U na wlocie do kanatu, wspéirzedne kartezjanskie x = (x, y) odniesiono do
charakterystycznej wysokosci stopnia H; , liczbe Reynoldsa okreslono za pomoca wy-
razenia Re=Uh, /v, gdzie v jest kinematycznym wspétczynnikiem lepkosci.

Obliczenia wykonano stochastyczna metoda wirébw wedlug zasad opisanych
w punkcie 5.5.3. Rozkiad potencjalnej predkosci wyznaczano na podstawie funkcji
pradu metoda elementéw brzegowych, zgodnie z zalozeniami przedstawionymi
w punkcie 5.5.2. W obliczeniach przyjmowano, ze w kanale, w chwili z, = 0, zacza} si¢
nagle przeptyw potencjalny z prostokatnym profilem predkosci U, na wlocie. Wow-
czas dla #, = 0 w obszarze przeplywu nie ma wiréw, ktére podlegaja generacji wzdtuz
brzegéw kanatu w nastepnym kroku czasowym na podstawie skladowej stycznej pred-
kosci. W kolejnych krokach czasowych nastgpuje wzrost liczby kropel wirowych
o ujemnej i dodatniej cyrkulacji, ktore przemieszczaja si¢ pod wplywem pola predko-
sci. Jednoczes$nie cze$¢ wirdw podlegata eliminacji, gdy wskutek przemieszczenia
znalazty si¢ poza brzegami obszaru przeplywu, zgodnie z opisem zamieszczonym
w punkcie 5.5.3. Obliczenia koniczono, gdy liczba wiréw ustalala si¢ na pewnym po-
ziomie, wykazujac tylko niewielkie wokot niego fluktuacje (rys. 5.17 a), co oznaczalo
ustalenie warunkow przeptywu.



144 Rozdzial 5

a) b)
11000 T T Al e S
10000 - ///
A
9000} L
§ wol pEl
£ H| ) )L
E L L
B~ mt
X
@ 5000} / -
'§ / Wariant [ Wariant 11
£ 4000} J
/ L=100 L=200
3000 H=10 H=3,0
H=05 H=10
e

N ) R
50 100 150 230 2;0 380 3s0 400 450 500
Re =100 time step

Rys. 5.17. Krzywa liczby kropel wirowych w obszarze przeptywu za stopniem
dla Re = 100 (a), schemat kanatu ze stopniem (b)

Poréwnanie zasiggu strefy recyrkulacji wykonano dla przeplywéw w kanale za
stopniem w zakresie liczb Reynoldsa 100-10000. Rozwazano dwa schematy, w kté-
rych stosunek wysokosci kanatlu A do wysokosci stopnia H, wynosit 2:1 i 3:1, aby
poréownaé wyniki z badaniami Denham i Patrick (1974) i Armaly i inni (1982), Yos-
hioka i inni (2001) i obliczeniami numerycznymi metoda warstw wirowych wykona-
nych przez Sethian i Ghoniem (1987). Nie stwierdzono istotnego wplywu geometrii na
diugod¢ strefy recyrkulacji za stopniem. Schemat kanatu przedstawiono na rysun-
ku 5.17b.

Wizualizacje dtugosci strefy wykonano na podstawie obliczen funkcji pradu, a za-
sigg strefy recyrkulacji L, wyznaczato polozenie pierwszej linii pradu, ktérej wartosc
wynosita 0,0. Krok czasowy w tych eksperymentach wynosit 0,05, brzeg podzielono
na odcinki dlugosci 0,1, na ktérych warstwa wirowa zamieniana byfa na krople wi-
rowe. Polozenie linti pradu bylo okreslane w punktach kwadratowej siatki pokrywa-
jacej obszar przeptywu o boku 0,1. Potozenie linii pradu byto usredniane po czasie
odpowiadajacym 50 krokom czasowym, aby zmniejszy¢ statystyczny biad wynikaja-
cy z zastosowania stochastycznej metody wirdw. Wyniki obliczefi potozenia linii
pradu dla kanatu o dtugosci L = 10, wysokosci H = 1 oraz wysokosci stopnia
H,= 0,5, dla wybranych trzech wartosci liczby Reynoldsa, przedstawiono na rysunku
5.18.

Na rysunku 5.19 przedstawiono wyznaczone dtugosci strefy recyrkulacji dla roz-
nych liczb Re 1 porownanie z wynikami trzech réznych badan do§wiadczalnych.

Metoda wiréw bardzo dobrze odtwarza warunki przeptywu ruchu laminarnego
Re <500 uzyskane przez Denhama i Patricka (1974) (rys. 5.18). W ruchu przejécio-
wym dhugos¢ strefy nie zwieksza si¢, mimo iz badania eksperymentalne wskazuja jej
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Re = 5000.00 kt = 450 - 500 dt = 0.050 N = 7024

Rys. 5.18. Usrednione linie pradu do obliczenia dlugosci strefy recyrkulacji

o Ammaly (1982)
o Denham i Patrick {1972) Lr
& Yoshioka (2001)

A Badania autora

x Sethian Ghoniem (1986)

7 8 9 10

Re/ 1000
Rys. 5.19. Dlugosci strety recyrkulacji x; dla liczb Reynoldsa 50-10000

zwigkszenie az do Re = 1000. Wyniki innych symulacji metoda wiréw réwniez wyka-
zujg tg niezgodno$¢ (Sethian i Ghoniem, 1986). Przyczyna tego sa trudnosci odwzoro-
wania charakterystyki ruchu przejsciowego cieczy, w ktoérym intensywnie tworzg si¢
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i odrywaja struktury wirowe za stopniem, ktore sa nastgpnie unoszone wzdtuz kanatu.
Dla ruchu turbulentnego, Re > 3000, diugos¢ strefy sig stabilizuje i jest zgodna z wy-
nikami badan prezentowanych przez Armaly i innych (1983) oraz Yoshioka i innych
(2001).

Metode wiréw sprawdzano réwniez przez porownanie profili predkosci dla dwoch
liczb Reynoldsa: Re = 125 na podstawie wynikéw Denham i Patrick (1974) oraz
Re = 3700 wediug pracy Yoshioka i inni (2001). Parametry obliczeniowe zastosowane
w tym eksperymencie byly takie same jak opisane poprzednio. Predkosci poziome u, w
poszczegdlnych pionach normalizowane byty w odniesieniu do predkosci wlotowe]j Us,.
Wspoélrzedne polozenia wektoréw predkosci normalizowane byly wzgledem wysoko-
$ci stopnia H,. Wyniki poréwnania przedstawiono na rysunku 5.20.
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Rys. 5.20. Poréwnanie obliczonych profili predkosci w kanale za stopniem
z wynikami pomiar6éw: a) Re = 125, b) Re = 3700

Z przedstawionego poréwnania wynika, Ze usrednione profile predkosci dla Re =
125, obliczone na podstawie proponowanej metody numerycznej, odpowiadaja ksztat-
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tem profilom uzyskanym eksperymentalnie. Swiadczy to o dobrej aproksymacii prze-
ptywu metoda wirdw. Dobra zbieznos¢ z doswiadczeniem uzyskano réwniez dla liczby
Re = 3700.

5.7.2. Oplyw przeszkody — metoda wiréw
deterministyczna i stochastyczna

Przedmiotem wielu prac eksperymentalnych i symulacji numerycznych jest dwu-
wymiarowy opltyw walca ciecza lepka i niescisliwa. Niestabilno$¢ optywu i tworzenie
si¢ Sladu za opfywanym walcem jest bowiem nie tylko jednym z fundamentalnych
problemdéw mechaniki ptynéw, ale dotyczy takze duzej liczby réznych inzynierskich
rozwigzan. Wigkszos$¢ prac fizycznych i numerycznych omawiajacych to zagadnienie
skupia si¢ na kilku wybranych aspektach, takich jak potozenie punktu oderwania
Sciezki wirowej, wzajemne oddzialywanie miedzy polem predkosci a cisnienia, two-
rzenie si¢ réznych struktur wirowych w obszarze §ladu (Grybos, 1998), (Jezowiecka-
Kabsch i Szewczyk, 2001), (Batchelor, 1967), (Braza i inni 1985), (Cheer, 1988), (Sty-
czek 1 Wald, 1995), (Kida i inni, 1999), (Nakanishi, 1999).

Jako przyktad obliczen metoda wiréw przedstawiono wizualizacje dwuwymiarowe-
go optywu pojedynczego walca dla liczby Reynoldsa Re = 10°. Na rysunku 5.21 przed-
stawiono Sciezke wirowa z typowymi dla tego zjawiska strukturami wirowymi ufor-
mowanymi z pojedynczych kropel wirowych dla kilku wybranych czasow. W poczat-
kowej fazie przeplywu wiry, ktdre generuja si¢ na obwodzie walca (rys. 5.22a, b),
gromadza si¢ za walcem symetrycznie wzgledem osi zgodnej z kierunkiem przeplywu
(rys. 5.21a). Po okolo 40 krokach czasowych, odpowiadajacych ¢ = 2, nastepuje utrata
symetrii, co ilustruje obraz linii pradu oraz wirowosci za walcem (rys. 5.22¢, d).
W konsekwencji utraty symetrii struktury wiréw tworza sie naprzemiennie po obu

" Rbez 10000.00 _dt = 0.050
- : [je= 1000000 dt=00%0
Lla ﬁ]ib) 0
| {
o1 | |
u g || 2 gl
M ; g
‘ I )
i I i
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Rys. 5.21. Sciezka wirowa za walcem dla trzech réznych czasébw: a)t=1,b)r=5,¢)1=15
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stronach walca (rys. 5.21b), odrywaja sie i sa unoszone z przeptywem, tworzac $ciezke
wirowg Kdrména (rys. 5.21c). Szerokos¢ $ciezki zwigksza si¢ wraz z odlegloscia od
walca.

Sposob formowania sie Sciezki wirowej, odrywajacej si¢ od powierzchni walca,
oraz ksztatty pola predkosci i funkcji pradu sa poréwnywalne z przedstawionymi po-
dobnymi wynikami uzyskanymi przez Cheer (1988) i Nakanishi (1999).
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Rys. 5.22 Odrywanie wiréw od powierzchni walca:
a)r=1,b) =2, c) linie pradu ¢ = 2, d) linic wirowosci 1 =2

Przedstawione przyklady przeptywu przez stopiefi oraz optywu walca obliczone zo-
stafy stochastyczna metoda wiréw. Autor wykonat takze symulacje z zastosowaniem
przedstawionej w podrozdziale 5.4 metody deterministycznej oraz poréwnal wyniki
obliczent obiema metodami. Obiektem modelowania byt w tym przypadku dwuwymia-
rowy oplyw kwadratowej przeszkody o dtugosci boku réwnej 1,0 w ukladzie bezwy-
miarowym. Obliczenia wykonano dla liczby Reynoldsa 10* oraz zerowej poczatkowej
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wirowosci obszaru. Na rysunku 5.23 przedstawiono wizualizacje optywu dla wybra-
nych krokéw czasowych. Z przedstawionego poréwnania widaé, ze metoda stocha-
styczna dokladniej odtwarza na catej dlugosci obszaru obliczeniowego zjawisko $ciez-
ki wirowej, z typowa strukturg wiréw wiasciwg wirom Karmana. Obliczajac zjawisko
oplywu metoda deterministyczna, otrzymano zblizony ksztalt sciezki wirowej tylko
w bliskosci przeszkody, w wigkszej odleglosci nastepuje deformacja $ciezki. W obu
przypadkach obliczen czgstos¢ odrywania wiréw od przeszkody byfa zblizona i wyno-
sita okoto 10 bezwymiarowego czasu.

)

Metoda stochastyczna

t=5

Rys. 5.23. Sciezka wirowa za oplywang przeszkoda w ksztalcie kwadratu obliczona metoda wirdw
stochastyczng i deterministyczna dla czasu t = 5, 20, 35

Analiza profilu sktadowej predkosci wzdtuz osi przeszkody réownoleglej do kierun-
ku przeptywu (0§ x) przedstawiona zostata na rysunku 5.24. Dtugo$¢ strefy recyrkula-
¢ji wyznaczona jest przez odleglo$é mierzong od tylnej Sciany przeszkody do punktu,
w ktorym wartosé predkosci zmienia znak na dodatni. W symulacji metoda stocha-
styczng dlugos¢ tej strefy poczatkowo zwieksza sie, a pdZniej oscyluje w granicach 2.
Najmniejsza warto$é predkosci uzyskano w odlegtoéei 1 od przeszkody. Otrzymane
wyniki sa zblizone z rezultatami prezentowanymi w pracy Otsuka i inni (1999).
W obliczeniach metoda deterministyczng obydwie te wielkosci sa zdecydowanie
mniejsze, chociaz warto$¢ najmniejsza predkosci jest taka sama i wynosi —0,8.

Deformacja sciezki w obliczeniach deterministycznych wynika zdaniem autora ze
sposobu aproksymacji wirowosci kropli wirowej wyrazeniem splotowym z funkcja
obcigcia (5.39). Ze wzgledu na ogo6lng postaé tej funkcji, danej wzorem f,(x)=
e f(e7'x), oraz mala wartosé promienia obcigcia &, jej dwukrotne rézniczkowanie

spowoduje, ze aproksymacja laplasjanu we wzorze (5.40) bedzie bliska funkcji O-Diraca,
pojawia si¢ bowiem w rdéwnaniu czynnik & =, Zwickszenie stabilnosci tej metody
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a) Metoda stochastyczna
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Rys.5.24. Profil sktadowej predkosci u, za oplywana przeszkoda w ksztalcie kwadratu obliczony
metoda wirdw: a) stochastyczna, b) deterministyczna dlaczasut=1,2, 4, 8, 16

uzyska sig¢, zwigkszajac dokiadnos$¢ rozwigzania ukladu réwnan (5.41), na przyklad
przez zastosowanie metody Rungego-Kutty (w prezentowanym przyktadzie zastosowa-
no prosta aproksymacje¢ metoda Eulera) lub zastosowanie innego sposobu aproksymacji
wirowosci na przyktad zaproponowanego w pracy (Ploumhans i Winckelmans, 2000).

Takich probleméw nie stwarza rozwiazanie stochastyczne. Mimo iz §lad za oply-
wana przeszkoda jest bardziej rozmyty, zjawisko oplywu jest dobrze odtworzone i jesli
zachowane sa rygory natozone na funkcje obcigcia, to metoda jest stabilna.

Przedstawiona stochastyczng metode wirdw mozna stosowaé do rozwiazywania
praktycznych zagadnien przeptywu z duza liczba Reynoldsa. Wyniki obliczen stanowié
moga dane wyjsciowe do wyznaczania pola ci$nienia, co przedstawiono w rozdziale 6
monografii.



Metoda wiréw 151

5.8. Metoda warstw wirowych

Genezy metody warstw wirowych nalezy poszukiwaé w pracy Rosenheada (1931)
poswigconej przyblizonemu rozwiazywaniu zagadnienia ruchu warstwy wirowej, zna-
nego pod nazwa niestabilnosci Helmholtza~Kelwina. Idee Rosenheada byly dalej roz-
wijane i z powodzeniem stosowane przez Krasnego (1986) oraz Martina i Meiburga
(1994) w badaniu zjawiska ewolucji dwuwymiarowej nitki wirowej. Zagadnienie to ma
gleboki sens fizyczny, w przeptywach bowiem z duzg liczba Reynoldsa, zwlaszcza
w zagadnieniach oplywu bedacych przedmiotem niniejszej pracy, prawie zawsze ma-
my do czynienia ze zjawiskiem odrywania si¢ strumienia od powierzchni lub krawedzi
optywanej przeszkody. W opisie matematycznym taki oderwany strumien w przypadku
przeptywu dwuwymiarowego stanowi warstweg wirowa, a dla trzech wymiaréw po-
wierzchni¢ wirowa, ktéra mozna z powodzeniem opisywaé, korzystajac z réwnania
Eulera dla cieczy niescisliwej (Krasny, 1986). Dla uproszczenia analizy przyjmijmy
dwuwymiarowos$¢ zjawiska. Wowczas warstwa wirowa jest linig krzywa, na ktorej
skoncentrowana jest cata wirowo$¢ pola wirowego. Po obu jej stronach w obszarach
D_i D,, dalej oznaczanych jednym wspélnym symbolem D, , pole wirowe jest zero-
we. Sprawia to, ze pole predkosci przeplywu przestaje by¢ gladkie w miejscu wyste-
powania warstwy. Mamy tu do czynienia z nieciagloscia pola predkosci. Co prawda
wektory predkosci w punktach warstwy S maja ten sam kierunek, ale rézne wartosci.
W taki spos6b na warstwie powstaje skok predkosci [u]=u, —u_, co zostato przed-

stawione na rysunku 5.25.

Uy i Dy

D

Rys. 5.25. Warstwa wirowa § w obszarze D€ R®

W takich osobliwych przeptywach pole predkosci w dalszym ciagu spetnia podsta-
wowe rdwnania opisujace przeplyw

Jdu 1
—+u-Vu=-—Vp, u=(y, : .
= VP (uy,u,) (5.117)

V-u=0 | ' (5.118)
u(x,0)=u, (5.119)
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przy czym w punktach warstwy S spefnia je w sensie stabym, dystrybucyjnym (Majda
i Bertozzi, 2002).

Natezenie wirowo$ci warstwy S, nazywanej takze intensywnoscia warstwy wiro-
wej, mozna wyrazi¢ w terminach cyrkulacji I"pola predkosci

Y‘ﬂ: 5.120
I (5.120)

Wynika z tego, ze
y=[u]s (5.121)

gdzie s — wektor styczny do S.

Zgodnie z teorig Kelvina wirowos¢ jest zachowywana wzdtuz trajektorii czastki wi-
rowej: I'ciy = const (rownanie (3.101)). Te sama zasad¢ mozemy odnie$¢ do intensyw-
nosci warstwy wirowej dla dowolnego przedziatu czasowego. Wykazemy to, postugu-
jac sig teorig potencjatu (Majda i Bertozzi, 2002). Z przyjetych na wstgpie zalozen
o niescisliwosci i bezwirowosci cieczy w obszarach D, wynika, ze w kazdym z tych
obszardw istnieje potencjalna funkcja pradu ¥, spelniajaca relacje

V3, =0 (5.122)
VY, =u, (5.123)
[¥]=v,-¥. (5.124)

. . . 1
Korzystajac ze znanej tozsamosci wektorowej EV(VZ)= v-Vv+vXa, zastosowa-

nej do u, i uwzgledniajac fakt, ze wirowosé poza warstwa S jest réwna zeru, mozemy
zapisac rownanie Eulera w terminach funkcji ¥,

v(ﬂqft v +£*-]=o
ot 2 0

lub po opuszczeniu operatora gradientu
oY,

1 1 p
+=\VP, "+ =C
oIV 5 =C: (5.125)

Mozna zatozy¢, ze state C, =0. W przeciwnym razie wystarczyloby nieco zmody-
fikowa¢ funkcje pradu i przyjac ja w postaci ¥, +C,z. Ostatnie réwnanie stanowi pra-

wo Bernoulliego dla linii pradu w ruchu nieustalonym. Ci$nienie w przeplywie jest
funkcja ciagla, a zatem ma taka sama warto$¢ po obu stronach warstwy.
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Obliczmy réznicg wyrazen dla lewej i prawej strony warstwy z réwnania (5.125).
Otrzymamy wéwczas

9¥, _a_!’v_—_+l|v'{f+|2 —-1—|V'1U_|2 4B P

a o 2 2 p P
__ag’j]%(wg +V¥_ ) V¥, -V¥.) (5.126)
_—a%]—]+—;-(u+ +u_)[V‘I’]=2E§]—+ﬁ[VlP]=O

W obliczeniach wprowadzilisSmy nowa wielko$¢, bedaca $rednia predkoscia czastek
na warstwie wirowej u =%(u+ +u_). Ostatnia rownos¢ w (5.126) mozna zapisaé

w postaci pochodnej zupetne;j:

7 =0, 20 (5.127)

co wyraza fakt, ze skok funkcji pradu [¥] jest zachowywany wzdtuz trajektorii war-
stwy poruszajacej si¢ z predkoscia u. Poniewaz

d[¥]
[u]s= . (5.128)
z(5.120) wynika, ze
_dr _dl¥] 5,126
Y ds ds (5-129)

Z réwnania (5.127) wynika, ze dI' =yds jest zachowywane wzdluz trajektorii
czastki na warstwie. Inaczej

Y (z(o, 1), 1)

gdzie z(o.,r)jest opisem parametrycznym warstwy S w chwili ¢z > 0, jako krzywej

z5 (0, D da =7 (z(c, 0),0)|z; (e, 0)] dex, >0 (5.130)

W przestrzeni R
Ponadto dla infinitezymalnego prostokata wokét punktu x na warstwie zachodzi
relacja (rys. 5.26):

dI'=wds dx, (5.131)
Z réwnosci (5.129) wynika zwiazek wirowosci z jej intensywnoscia y

y(x,t) =$§To w(x,t)dx, (5.132)
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A X2
(O]
—_—
ds

Xy
Rys. 5.26. Schemat wyznaczania cyrkulacji warstwy wirowej

Na podstawie otrzymanej relacji wida¢, ze w(x, ¢) nie jest regularna funkcja, ale ma
charakter miary.

Metoda warstw wirowych zostata zaproponowana przez Chorina (1978) jako nowa
generacja metody wirdw, ktéra pozwolitaby ominaé trudnosci zwigzane gléwnie
z wolna zbiezno$cig metody wiréw dyskretnych oraz duza liczba kropel wirowych
wymagang do symulacji, skutkujaca dtugim czasem obliczei.

Fizyczna podstawe tej metody stanowi wystgpujacy w warunkach naturalnego
przeplywu proces tworzenia si¢ wirowosci na brzegu optywanego ciata. Zjawisko to
zostalo po raz pierwszy opisane przez Lighthilla w 1963 roku. Koncepcja ta byfa na-
stgpnie rozwijana, zwlaszcza w kontekscie zastosowan metody warstw wirowych (Ku-
dela, 1984), (Bernard, 1995), (Gharakhani i Ghoniem, 1996) oraz okre$lania zbieznosci
tej metody (Puckett, 1989), (Cottet i Koumoutsakos, 2000), (Saprkaya, 2001), (Majda
i Bertozzi, 2002). Generowanie wiréw zostalo szerzej omoéwione w rozdziale 5.5.3.
Nalezy tu jednak podkreslic, ze jego celem jest pokonanie trudnosci w sformufowaniu
odpowiednich warunkéw brzegowych dla zagadnienia transportu wirowosci opisanego
réwnaniami (5.11)—(5.14). W zaproponowanych przez Chorina metodach: warstw wi-
rowych oraz kropel wirowych do zagadnienia optywu przeszkody obliczenia wykonuje
si¢ w dwoch etapach. Najpierw aproksymowana jest adwekcja, a nastepnie dyfuzja
wirowosci. Rozwigzanie zagadnienia adwekcji umozliwia spetnienie warunku znikania
sktadowej normalnej do brzegu. Rownanie dyfuzji jest rozwiazywane u Chorina meto-
da przypadkowego biadzenia bez uwzglednienia warunk6w brzegowych. W ten sposob
pojawia si¢ problem skompensowania sktadowej predkosci stycznej do brzegu, ktéry
rozwiazuje si¢ za pomoca procesu generowania wiréw.

Od strony matematycznej zagadnienie przeptywu z uwzglednieniem obszaru w po-
blizu brzegu, gdzie tworzy si¢ warstwa wirowa, mozna opisywaé za pomoca réwnan
Naviera-Stokesa. Jednak ze wzgledu na charakter przeptywu, ktory w tej warstwie jest
rownolegly do brzegu, mozna zagadnienie uproscié, korzystajac z réwnania Prandtla.
Réwnanie to zostato szczegdétowo opisane w rozdziale 3.3.1.

Przedstawimy to podejscie na prostym przyktadzie transportu wirowosci w warstwie
przysciennej, w ktérym brzeg pokrywa si¢ z osia x;. Po wykonaniu operacji rotacji na
réwnaniu Prandtla (por. rozdz. 3.3.1) otrzymamy nastepujaca postaé zagadnienia
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dw ’w

_ét_-l_u.va) =v§x-;—, x=(xl,x2), t>0 (5.133)
V-u=0, x€ R, >0 (5.134)
w=_9% 5.135

o, (5.135)

Przyjmujac, ze grubos$¢ tej warstwy wynosi b, mozemy sformutowaé nastc;pujécce
warunki brzegowe:
» znikanie skltadowej predkosci normalnej do brzegu

u, =0 dla x,=0 (5.136)

¢ okreslona warto$¢ predkosci na granicy warstwy przysciennej, tj. w odlegtosci b od
brzegu

u(x, x,=b,t)=u,(x,x,=b,t)=U,(x.t), t=0 (5.137)

Ponadto zadamy, aby na brzegu spetniony byt warunek adhezji — znikanie skfado-
wej stycznej predkosci do brzegu

u, (x,,0,t)=u; (x,0,£)=0, 120 (5.138)

Z réwnania (5.135) i warunku (5.137) otrzymujemy
b
(%, 2,0 8)=U, (3, £)= [ 0 (x, x5, 1) dx; (5.139)
x

Rownanie ciaglosci (5.134) pozwala wyznaczyé predko$é w kierunku normalnym
do brzegu

xz a /7 7
uz(xxvxz’t)=_j'gul (xl’xz’t)dxz (5.140)
0 %4

Rozktad wirowosci wewnatrz obszaru powoduje, Ze na brzegu nieruchomym i nie-
przepuszczalnym powstaje skladowa styczna predkosci, r6zna od zatozonego warunku
(5.136). Jedli oznaczymy predkos$é jako 4, to skok predkosei [z |=#," ~& = w kierun-
ku normalnym do brzegu generuje warstwe wirowa lezaca wzdiuz brzegu.

W numerycznej metodzie warstw wirowych, powstajaca na brzegu ciagla warstwa
Jest aproksymowana elementami — odcinkami wirowymi. W tym celu nalezy dokonaé
podziatu brzegu na odcinki, na ktérych generowane beda warstwy. Kazdy odcinek
warstwy ma okreslona, najczesciej stata dlugosé (Bernard, 1995) oraz nastepujaca in-
tensywnos¢, wyznaczong na podstawie réwnania (5.132)
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M

M
7(x,0.0)= (&~ ) A" (o, b)= Y [ ].A" (ou, ) (5.141)

i=] =1

gdzie A"={o,:q,=h-i,i€Z,i=1,..,M }jest zalozonym podziatem warstwy na od-
cinki o dlugosci £ > 0, o, sa srodkami odcinkéw warstwy, tutaj utozsamianymi z ich
poczatkowym potozeniem, A’ (ai;,k)jest funkcja przyjmujaca warto$¢ 1 w punktach
odcinka o $rodku @, a poza tym odcinkiem przyjmuje wartos¢ 0, [i, ], =(L71+ ~u )i
jest usrednionym skokiem predkosci na diugosci i-tego odcinka warstwy.

Wirowo$¢ w warstwie przysciennej moze by¢ wyznaczana przez dekompozycje

réwnania Prandtla, na sktadnik adwekcyjny i lepkosciowy (podobnie jak dla réwnan
(5.9)1(5.10)):

0w ou

—+u-Vo=0, o=-—2, x=(x,x,), >0, )

W ax2 (x5 x,) (5.142)
oo dw Oy

—=y——, w=—->  x=(x,x,), 1>0, )
5 o ox, (%, %,) (5.143)
Odcinki warstwy wirowej beda sie przemieszczaé wzdluz swoich trajektorii pod
wptywem adwekeji w sposéb podobny jak to przedstawiono dla metody kropel wiro-
wych:

%=u(X(a, n.),  XO0w=a, a=(x,0eR? (5.144)

Zgodnie ze wzorem (5.130) réwniez calkowita wirowos¢ kazdego odcinka 1, war-

stwy wirowej, unoszonej przez przeptyw, podobnie jak w przypadku kropel wirowych
bedzie zachowywana w czasie

[ 7(s.0yds = [7(s,0ds = [75(s)ds,  dlakazdegor>0 (5.145)
I I;

X1

gdzie X(z, I,) jest trajektoria i-tego odcinka warstwy wirowej.

Aby okresli¢ sktadowe predkosci odcinka, nalezy zdefiniowaé sposéb liczenia wi-
rowosci w obszarze warstwy przysciennej, na podstawie dyskretnych elementéw (od-
cink6w) warstwy wirowej i ich intensywnosci 7 (X(, a0),z).

Zauwazmy, ze zgodnie ze wzorem (5.139) na predkos¢ styczna przypadajaca na od-
cinek warstwy, ma wpltyw wirowo$¢ obszaru ograniczonego wylacznie do strefy leza-
cej bezposrednio nad odcinkiem warstwy (niekiedy uzywa sie pojecia ,,strefy cienia
warstwy”; rys. 5.27a). PrzeSledzimy to dokladniej, zaczynajac od dyskretyzacji pola
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wirowosci wewnatrz warstwy przysciennej, co wyraza wzOr zaproponowany przez
(Gharakhani i Ghoniem, 1997):

M
D(00)= 37, 1) B, .0 (-5 146

i=]

gdzie B (x, X;, t) =H [xl —(x," —-%H— H i:x, —(xf +—]21ﬂ , a H jest funkcja Heaviside’a.

Postaé wzoréw (5.139) 1 (5.140) oznacza, ze w dowolnym punkcie o wspodirzed-
nych (x,,xz) na predko$é ( w ten sposdb posrednio i na wirowos$¢) beda miaty wptyw
te sktadniki sumy (5.146), ktére odpowiadaja odcinkom lezacym nad i pod tym punk-
tem. Jest to okoliczno$¢ korzystna ze wzglgdu na czas obliczen metoda warstw wiro-
wych, ktéry jest proporcjonalny do liczby odcinkéw warstwy w pierwszej potedze, a
nie jak w przypadku kropel wirowych w drugiej (liczba oddziatywan mozna jeszcze
bardziej ograniczy¢é wprowadzajac okrag o $rodku lezacym w potowie dtugosci war-
stwy i zadanym promieniu — rys. 5.27b), poza ktérym interakcje pomiedzy ta warstwa,
a sasiednimi warstwami nie beda uwzgledniane (Bernard, 1995). Predkosé, z jaka
przemieszczaé si¢ bedzie i-ty odcinek warstwy w polu predkosci wyznaczonym przez
pozostale odcinki warstw wirowych, otrzymamy, wstawiajac najpierw wirowos¢ wy-
znaczong w (5.146) do wynikajacej z rownania Prandtla relacji (5.139). Nastepnie tak
obliczong pierwsza skladowg predkosci rézniczkujemy w sposob dyskretny i za pomo-
ca wzoru (5.140) wyznaczamy druga sktadowa. Ostatecznie otrzymujemy:

ﬁl (Xli,x;,l‘)=U/,(xnt)—%)7(xf,x;,z)
_i ?(xlf,x{,t)ﬂ(x{,x{,t), i je A" (o k), o =(0.0)€ R? (5.147)

J=1
j i
X3>X3

i, (x, xz,t)—————, i=L...M (5.148)

. i h’i i i & s j h 1 i i
gdzie If:Ub[xli—;,xz,t)xz—;y(x{, ) A(x1 E > X ,h t) mm(xz—xzj)

Przyblizone trajektorie odcinkéw wirowych mozemy teraz wyznaczy¢ za pomoca
wzoru (5.144), co prowadzi do uktadu réwnan

dX, (¢ ,
dt( ) g, (X.@.1), i=L..M (5.149)

gdzie sktadowe wektora @' = (u], u)) wyznacza si¢ z (5.147) i (5.148).
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b)

(595)

xin)

R

(ki)

A

by

Rys. 5.27. Zasigg oddzialywari pomigdzy warstwami wirowymi:
a) ,,strefa ci$nienia warstwy”, b) okre¢g o promieniu R

Uktad rownan (5.149) mozna rozwiaza¢ w sposéb przyblizony dowolna metoda,
np. jawna metoda Eulera lub w dokladniejszy sposéb, np. metoda Rungego-Kutty
wyzszego rzedu. Ewolucja pola wirowosci w metodzie Eulera bedzie wyrazona prze-
mieszczaniem odcinkéw wirowych

X (t+Ar)=X,(t) + Arid, (5.150)

Nalezy jeszcze zmodyfikowac trajektorie zgodnie z rownaniem dyfuzji dla odcin-
kéw warstwy wirowej dane wzorem (5.143). Mozna to zrobié¢ za pomoca metody przy-
padkowego bladzenia. Analizujagc rownanie (5.143) zauwazymy, ze zalezy ono tylko
od wspélrzednej x», a zatem przemieszczenie losowe réwniez bedzie dziataé tylko
w tym jednym kierunku. Stad mamy nastepujaca posta¢ uktadu réwnah stanowiacego
rozwigzanie réwnania Prandtla:

X (e+A8)= X[ (¢)+ Ari} (5.151)

)zé(t+At)=)2;(t)+Atﬁ§+n§(At) (5.152)

gdzie 1, (At)jest znanym z punktu 5.5.1.2 przyblizonym rozwiazaniem réwnania dyfu-
zji wirowosci dla warstwy wirowe;j.

Metoda warstw wirowych znalazta zastosowanie nie tylko do analizy przeplywu
w warstwie przysciennej, ale réwniez jest czgsto taczona z metoda kropel wirowych
stanowiac metode hybrydowa wiréw (Gharakhani i Ghoniem, 1997), (Kamemoto
i Tsutahara, 1999). W metodzie hybrydowej zaklada si¢ wykonywanie obliczen
w dwoch obszarach jednoczesnie — w ,,obliczeniowej warstwie przy$ciennej” o zadanej
grubosci, w ktérej symuluje si¢ ewolucje warstw wirowych oraz we wiasciwym obsza-
rze przeptywu lezacym poza nia, w ktdérym wyznacza sig¢ ewolucje kropel wirowych.
Pole predkosci, wirowosci i funkeji pradu sa wyznaczane w obu obszarach jednocze-
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snie. Zasada tych obliczen jest to, ze warstwa wirowa po opuszczeniu obszaru warstwy
przysciennej zamienia si¢ w kroplg wirowa o cyrkulacji réwne;j

Ii(a,n=7(a,,nh

gdzie h ~ parametr siatki wewnatrz wiasciwego obszaru. Odwrotnie — kropla wirowa

przechodzaca do warstwy przysciennej zamieniana jest na warstwe wirowa. Schemat
te] wymiany zostat przedstawiony na rysunku 5.28.

krople
u wirowe
\ O

" . obliczeniowa
warstwy wirowe warstwa
—t przy$cienna

u'+0

//f///////////‘/7///////////7/
. u=0
generowanie
warstw wirowych

Rys. 5.28. Zamiana warstwy w kroplg wirowg i odwrotnie

Nalezy zaznaczy¢, ze w metodzie hybrydowej przyjmuje si¢ dowolnie szerokosé
»obliczeniowej warstwy przysciennej”, ktora nie ma znaczenia fizycznego — jest tylko
cienka warstwa wzdtuz brzegu obszaru, gdzie wirowo$¢ jest aproksymowana za pomo-
cg warstw wirowych lepiej niz w przypadku kropli wirowych.

Jest to zaleta metody warstw wirowych w stosunku do metody wiréw dyskretnych,
w ktérej fakt przekraczania przez krople wirowe brzegu powoduje deficyt wirowosci
w tym punkcie obszaru. Problem ten moze by¢ jednak z powodzeniem rozwiazany
innymi metodami, opisanymi w punkcie 5.5.2. Ograniczeniem stosowalno$ci metody
warstw wirowych jest wystepowanie wzdiuz brzegu miejsc, w ktdrych nastepuje ode-
r'wanie warstwy przysciennej od brzegu i jej adwekcja do obszaru przeptywu. Od
punktu oderwania bowiem w obszarze przeptywu skfadowa normalna predkosci u, do

brzegu przestaje by¢ mata w poréwnaniu ze skladowa styczna u, i staje si¢ wielkoscia
przynajmniej tego samego rzedu (Landau i Lifszyc, 1994). Opierajac si¢ na przedsta-
wionych w rozdziale 3.3.1 rozwazaniach, dotyczacych rzedu wielkosci sktadowych
predkosei i relacji & ~L/ JRe, mozemy przyjaé, ze u[u, ~1/\/R—e , a oderwanie
strumienia oznacza woéwczas wzrost skladowej normalnej rowny w przyblizeniu
JRe razy i réwnania Prandtla przestaja obowigzywac. Rzeczywiscie, jedyny znany
autorowi dowdd istnienia i zbieznosci metody warstw wirowych, wykonany przez
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Pucketta (1989), odnosi si¢ wylacznie do przypadku przeplywu ptaskiego, wzdluz pro-
stoliniowego brzegu ograniczajacego polprzestrzen.

W metodzie hybrydowej warunek brzegowy (5.137) odnosi si¢ nie do nieskonczo-
nosci, ale do grubosci numerycznej warstwy przysciennej. W rezultacie na granicy
warstwy przysciennej jest zapewniona ciagtos¢ predkosci stycznej po jej obu stronach
na podstawie réwnana Biota—Sawarta, ale wystepuja trudnosci w uzyskaniu zgodnosci
sktadowej normalnej do tej warstwy, skutkujace pojawiajacymi sig¢ oscylacjami pola
predkosci w tym obszarze (Cottet i Koumoutsakos, 2000).

Mimo tych trudnosci w literaturze mozna znalezé przykfady rozwiazan metoda
warstw/kropel wirowych, m.in. do analizy przeplywu trjwymiarowego w kanale pry-
zmatycznym o przekroju prostokatnym oraz zagadnienia oplywu kostki sze$ciennej
(Gharakhani i Ghoniem, 1997; Kamemoto i Tsutahara, 1999).



6. Wyznaczanie sily hydrodynamicznej metoda
elementow brzegowych i metodg wiréw

6.1. Wprowadzenie

W rozdziale drugim przedstawiono opis powstawania sity hydrodynamicznej
w réznych warunkach oplywu konstrukeji hydrotechnicznych. Opisywane tam zjawi-
ska sa wynikiem przede wszystkim badan modelowych i eksperymentalnych, jak
wskazano bowiem w rozdziale 4. rozwiazanie analityczne lub numeryczne zjawiska
optywu w warunkach wystepowania recyrkulacji jest trudne do osiagniecia. W ostat-
nich latach nastapit znaczny rozwoj metod numerycznych w mechanice plyndw i wy-
znaczanie sity hydrodynamicznej z ich pomoca jest obecnie tatwiej osiagalne, nawet
dla duzych liczb Reynoldsa.

6.2. Podstawowe definicje i rownania

Site hydrodynamiczna, powstajaca podczas optywu ciata strumieniem ptynu lepkie-
go, definiujemy w postaci catki z naprezen stycznych i normalnych dziatajacych na
jego powierzchnig. Sita wynikajaca z naprezen stycznych jest skierowana przeciwnie
do ogblnego kierunku predkosci i jest nazywana oporem tarcia lepkiego, zalezy bo-
wiem ona od wspotczynnika lepkosci i predkosci cieczy. Site pochodzaca od naprezen
normalnych dzieli si¢ na site unoszenia, ktorej kierunek jest prostopadly do kierunku
przeplywu; sita ta dla odpowiednich ksztattow ciala i duzych predkosci moze osiggad
znaczne wartosci (ptat skrzydia, topatka turbiny) oraz site oporu wynikajaca z réznicy
ci$nienia dziatajacego na optywana powierzchnie ciata w kierunku predkosci i 0 zwro-
cie do niej przeciwnym. W aerodynamice wprowadza si¢ jeszcze pojecie oporu indu-
kowanego powstajacego wskutek dyssypacji energii w cienkim $ladzie aerodynamicz-
nym za oplywanym platem skrzydta, jednak w przypadku obcigzen zamknigé hydro-



162 Rozdzial 6

technicznych, gdy mamy do czynienia z duzo mniejszymi predkosciami zjawisko to
nie jest rozwazane.

Stuszno$é tej definicji wykazemy, wyznaczajac strumien pedu przechodzacego
przez oplywang powierzchnie. Zmiana pedu jest bowiem czynnikiem sprawczym po-
Jawienia si¢ reakcji hydrodynamicznej na oplywanej powierzchni (Landau i Lifszyc,
1994).

Rozwazmy w ogélnym przypadku zmiang pedu objetosci kontrolnej V(t) dang row-
naniem (3.33) w rozdziale 3.1.6, z pominigciem sity masowej, ktora nie wpltywa na
zjawisko powstawania sity hydrodynamicznej

d
= [ puav = [ t(n)ds (6.1)
z V() S(r)

gdzie: u — wektor predkosci, p — gestos¢ cieczy, t(n) — wektor naprezenia, n — wektor
normalny do S, skierowany na zewnetrz V.

Zgodnie z (3.39) i (3.42) wyrazenie po lewej stronie réwnania mozemy przeksztal-
ci¢ nastepujaco

d(pu)

ij puav = | a(;) )dv+j (ow"Yav = [ =5

——L4V + J‘ (puuT)-n(lS
Ly ) ) o)

S(1)

Po zastapieniu wektora napr¢zenia w réwnaniu (6.1) tensorem naprezen, zgodnie ze
wzorem (3.34) i przeniesieniu catki powierzchniowej na prawa strone, otrzymujemy

[ 90U 4y~ [ Tnds - f puu”)-nds 6.2)
ORI

W przypadku przeptywu niescisliwej cieczy Newtona mozemy teraz przedstawic
tensor naprezen wzorem (3.57). Wtedy réwnanie (6.2) przeksztalci si¢ do postaci

dpu

v = j (~pn+uM-n—p(un)-n )ds (6.3)

v(r)

. ' . Ou,
gdzie ull=2uD - tensor naprezen lepkich o sktadowych ,u(II)'.j =u(‘—;u—'+a—u’-}
' X, dx

J
p — ciénienie, n=(n,n,,n,) - jednostkowy, zewnetrzny wektor normalny do powierz-
chni ciala, u ~ wspotczynnik lepkoéci dynamiczne;.

Lewa strona réwnania (6.3) wyraza zmiang pedu objetosci kontrolnej w jednostce
czasu. Wystepujaca po prawe;j stronie catka powierzchniowa wyraza ped wyplywajacy
przez powierzchnig¢ ograniczajaca rozwazang objeto$¢ kontrolng. Wyrazenie pod catka
powierzchniowa jest nazywane tensorem gestosci strumienia pedu.
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Zgodnie z podang definicja, sifa hydrodynamiczna dziatajaca na powierzchnie
optywanego ciala jest wyrazona przez prawg strone réwnania (6.3). Wobec zanikania z
warunku adhezji predkosci na powierzchni ciata site hydrodynamiczng cieczy okresla
wzor

F= j (-pn+ull-n)ds (6.4)
S(t)

Site hydrodynamiczna mozemy przedstawi¢ w postaci sumy

F=F, +F, (6.5)
Sktadowe poszczegolnych jej skladnikow wyrazaja sie nastepujaco
dv, dv
F.= ndS, F,=- —L 4k indS .
S{ pndS. F, Iu( 5 axi)k 6.6)

Sita hydrodynamiczna jest wigc catkg powierzchniowa z sumy sktadowej normalnej
ci$nienia i naprgzen stycznych wynikajacych z tarcia lepkiego.

W przeptywach z duza liczba Reynoldsa sita wywotana tarciem lepkim jest po-
mijalnie mata w stosunku do sily wynikajacej z cisnienia i w wigkszosci zagadnien
praktycznych moze by¢ pominieta. Gdyby zachodzita taka konieczno$¢, mozna ja obli-
czaé lokalnie na podstawie pochodnych predkosci dla danego elementu powierzchni
ciata. Dominujacym sktadnikiem sity hydrodynamiczne;j, dzialajacej na optywana kon-
strukcje hydrotechniczna, jest ci$nienie

Zaniedbujac w réwnaniu (6.6) oddziatywanie lepkie, warto$¢ sity hydrodynamicz-
nej przedstawia relacja:

F=- pnds (6.7)
N

lub w postaci sktadowych
F = —j pn.dS (6.8)
N
W nastgpnych punktach tego rozdziatu przedstawiono efektywna metode wyzna-

czania wartosci ci$nienia na optywanej konstrukcji o zadanych polach predkosei i wi-
rowosci, wyznaczonych na podstawie metody wirdw.
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6.3. Matematyczne zagadnienie rozkladu cisnienia

Rozwazmy ponownie przypadek przeplywu cieczy niescisliwej w obszarze D ogra-
niczonym brzegiem S=S,US,, S, NSy =, opisany réwnaniem Naviera—Stokesa
i rbwnaniem ciaglosci, w ktérym pominigto oddziatywanie pola sit masowych

du )
5—+(uVu)=—VP+vV|1 (6.9)
t

V-u=0 (6.10)

Ogolne sformutowanie warunkow brzegowo-poczatkowych uzupehiajacych poda-
ne rownania przedstawia si¢ jako:

u=U, nabrzegu S, (6.11)

du _

g:ll—qb na brzegu S, (6.12)
u=u, dla =0 (6.13)

gdzie: u — wektor predkosci, P — cisnienie kinematyczne, tzn. podzielone przez stata
gestos¢ cieczy P = p/p, v — wspolczynnik lepkosci kinematycznej, S, i S, — odcinki
brzegu, na ktérym sa spetnione warunki typu Dirichleta i Neumanna.
Ponadto wymaga sig, aby
V-u,=0 (6.14)

w przeciwnym razie zadanie moze okaza¢ si¢ matematycznie Zle postawione.
W niniejszym rozdziale rozwazamy przypadek wyznaczania ci$nienia przy danym
polu predkosci, a zatem réwnanie (6.9) zapiszmy we wlasciwej do tego celu postaci

VP:-(g—l;+(uVu)—vV2u) (6.15)

Oznaczymy prawa strong (6.15) jako B, wéwczas
VP=-B (6.16)

Warunkiem istnienia jednoznacznego i poprawnego rozwiazania jest, aby

VxB=0 (6.17)

co wynika ze znanej tozsamosci matematycznej znikania rotacji gradientu pola wekto-
rowego. Wykonanie operacji rotacji na réwnaniu (6.9) z jednoczesnym wprowadze-
niem wektora wira ® =V xu, powoduje, ze transformuje sie ono do postaci rdwnania
Helmholtza
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aa—w+u-Vco—w-Vu—vV2m=0 (6.18)
4

Dla przeplywu dwuwymiarowego ®-Vu=0 wektor wiru @ =[0, 0, ®] jest prosto-
padly do ptaszczyzny przeptywu i réwnanie wektorowe przeksztalca sie w réwnanie
skalarne, opisujace konwekcyjny i dyfuzyjny transport wirowosci

2(f)—+u-Va)—vV2a)=0 (6.19)
ot

Réwnanie to rozwiazywane jest przez autora niniejszej pracy metoda wiréw (por.
5.5) 1 za pomoca tej metody zostaja okre$lone zmienne w czasie: pole wirowosci,
predkos¢ i funkcja pradu w kazdym punkcie obszaru DUS .

Cisnienie moze by¢ wyznaczane przez rozwiazanie (6.15). Postaé gradientowa
réwnania rézniczkowego nie jest dogodna w poszukiwaniu przyblizonego rozwiazania
metoda numeryczng, podstawowe bowiem schematy numeryczne dla tego typu zagad-
nien sa bardzo niestabilne. Przez stabilno$¢ rozumiemy tu mala wrazliwo$é metody
numerycznej na zaburzenia danych. W zwiazku z tym niewielkie odstepstwa od spet-
nienia warunku (6.17) beda generowaty duze bledy w wyznaczaniu ciénienia.

Dlatego alternatywnie stosuje si¢ rownanie Poissona dia cisnienia (Gresho i inni,
1984; Gresho i Sani, 1987; Peterson 2001), ktére otrzymuje si¢ bezposrednio z réwna-
nia (6.15) przez zastosowanie operatora dywergencji:

d
V2P=—V-(a—u+u-Vu—vV2u] (6.20)
t
Rownanie (6.20) nalezy uzupelni¢ warunkami brzegowymi, na przykiad typu mie-
szanego, gdzie na czgsci brzegu zadajemy wtedy warunek typu Neumanna, do wyzna-
czenia ktorego mozna zastosowaé nastepujaca zalezno$¢ wynikajaca z réwnania
Naviera—Stokesa:

8P=

W —[a—u+u-Vu—vV2uJ-n nabrzegu S, dla t>0 (6.21)
n

gdzie n — zewnetrzny wektor normalny do brzegu, S, — czesé brzegu, na ktérym za-
dany jest warunek Neumanna dla cisnienia, przez analogi¢ do S, oznaczajacego

brzeg, na ktérym spetniony jest warunek (6.12), sformutowany dla pochodnej normal-
nej predkosei. , _

Na pozostalej czesci brzegu zadajemy natomiast warunek typu Dirichleta. Warunku
tego nie mozna jednak wyznaczyé w sposéb bezposredni. Najpierw wyznaczamy po-
chodna cisnienia w kierunku stycznym do brzegu wedtug wzoru:
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a—P:—(a%u+ u-Vu-vw u)s nabrzegu S, dla >0 (6.22)

ds ot

gdzie s — wektor styczny do brzegu, S, — cze$¢ brzegu, na ktérym zadany jest waru-

nek Dirichleta dla cis$nienia.

Nastepnie catkujemy wynik obliczen wzdtuz brzegu, zakladajac znane cisnienie
w jego poczatkowym, wstepnie wybranym punkcie &,. Na przykltad, poszukiwane
cisnienie brzegowe P w punkcie § wyznaczamy z rownosci

P(E)=P(&)+ 5—d y=P(&)- I(——+u Vu—szu] sdy, &£=(£.6,)€S, (6.23)

14
gdzie y — fragment brzegu faczacy punkty &, i & (rys. 6.1).

y n

obszar S brzeg

obliczeniowy

adcinek brzegu 7y

P(&) / -

¢ x

&

Rys. 6.1. Wyznaczanie wartosci ci$nienia brzegowego z réwnania (6.23)

W ten sposob réwnania (6.20), (6.21) i (6.23) formutuja kompletne zagadnienie
brzegowe dla pola cisnienia.

W wielu przypadkach obliczen inzynierskich mamy do czynienia ze stalym i nie-
przepuszczalnym brzegiem. Predko$é przeptywu jest wtedy réwna zeru (w réwnaniu
(6.1) U, =0), co znacznie upraszcza wyrazenie (6.23) — pod calka pozostaje tylko
czton zwiazany z dyfuzja.

Poruszone zagadnienie moze by¢ rozwiazywane m.in. metoda réznic skoficzonych
(Fortuna i inni, 2005). Mozna tez, korzystajac ze znanych przeksztatcei matematycz-
nych, formutowa¢ je w réznych réwnowaznych postaciach, gdzie wektor predkoscei jest
zastgpowany innymi wielko$ciami fizycznymi, np. wirowoscia.
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6.4. Rozwiazanie stabe zagadnienia rézniczkowego
rozkladu ciSnienia

Zastosowanie rachunku wariacyjnego jest alternatywnym podejéciem do wyznacza-
nia cisnienia, ktdre zostalo zastosowane m.in. przez Nowakowskiego (Nowakowski
iinni, 1996) i w pewnym sensie przez Ni (1995, 1998).

Cisnienie wyznacza si¢ z réwnania (6.20), ktére po uwzglednieniu (6.16) przyjmuje
postad

-V?P=V.B, w obszarze D (6.24)
a warunek brzegowy (6.21) jest postaci
g—P =-B-.n, nabrzegu S (6.25)
n

gdzie n — wektor normalny do brzegu, skierowany na zewnatrz obszaru ograniczone-
go D.

Postgpujemy tak jak w metodzie wariacyjnej (Marcinkowska, 1990), stabe rozwia-
zanie P zagadnienia (6.24)- (6.25) mozna okresli¢ jako funkcje spetniajaca rownosé

[vP-VwdD =—[ (B-n)-wds + [(V-B)wdD (6.26)
D N D

dla dowolnej funkcji we W, (D)
Korzystajac z wlasciwosci dywergencji, druga catke po prawej stronie (6.26) mo-
zemy przeksztalci¢ nastepujaco

[(V-BwaD=[V-(Bw)iD - [B-VwdD (6.27)

D

Stosujac nastgpnie twierdzenie Gaussa—Ostrogradskiego do pierwszej catki po pra-
wej stronie znaku réwnosci réwnanie (6.27) przeksztatca sie do postaci:

f(v-B)wdD=j(B.n)wdS—jB-deD (6.28)
D S D .

Po podstawieniu nastgpnie zaleznosci (6.28) do réwnania (6.26) otrzymujemy

jvp-vwdD=—j(B-n)wds +j(B-n)-wds —J'B-deD (6.29)
D N N D

a po uproszczeniu

f VP-VwdD = - j B-VwdD (6.30)
D D
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W podsumowaniu réwnosé (6.30) ma by¢ spetniona dla dowoinej funkcji we W, .

W ten sposéb otrzymalismy réwnowazng postaé (6.26). Oznacza to, ze funkcja P
jest rozwiazaniem w sensie stabym zagadnienia (6.24) z warunkiem brzegowym
(6.25), jesli spetnia (6.30). Zagadnienie ma doktadnie jedno (z doktadnoscia do stalej
addytywnej) slabe rozwigzanie (Marcinkowska, 1990).

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze zagadnienie wyznaczenia cisnienia dla za-
danego pola predkosci, a takze na podstawie pola wirowosci lub funkeji pradu moze
by¢ z powodzeniem rozwiazywane metoda numeryczng. Metoda réznic skonczonych
w obszarze o zlozonej geometrii jest stosunkowo maloefektywna oraz najmniej do-
ktadna. Ponadto wymaga okreslenia na calym brzegu cisnienia lub jego pochodnej
wielkosci, ktore nie sg a priori znane. Wymaga to wigc wykonania dodatkowych obli-
czen wartosci brzegowych na podstawie wzordw (6.21) i (6.22)+6.23), co wplywa
negatywnie na doktadnos¢ wynikow.

Metoda elementow skoficzonych lub metoda elementdéw brzegowych zastosowana
do rozwigzania réwnania (6.30) ma te zaletg, ze w sposéb jawny nie wystepuje waru-
nek brzegowy dla ci$nienia, chociaz z postaci rownania (6.30) wynika, ze odpowiada
ono zagadnieniu z warunkiem typu Neumanna. Oznacza to, ze dla jednoznacznosci
rozwiazania, trzeba z géry w jednym wybranym punkcie brzegu przyjaé jego wartosé,
rozwigzanie bowiem réwnania (6.30) jest okreslone z dokiadnoscia do statej addytyw-
nej. Wada obliczen metoda elementéw skoniczonych jest konieczno$¢ rozwiazywania
duzych uktadéw réwnan, aby obliczy¢ ci$nienie w calym obszarze facznie z jego brze-
giem.

Zastosowanie metody elementow brzegowych umozliwi obliczenie ci$nienia tylko
na brzegu, co w rozwazaniach obciazenia hydrodynamicznego na konstrukcje optywa-
ng stanowi poszukiwane rozwigzanie problemu. Zaleta w tym przypadku jest mniejszy
wymiar zadania — o jeden i znacznie mniejszy ukiad réwnan algebraicznych.

6.5. Sformulowanie réwnan catkowych
metody elementéw brzegowych

W rozdziale 4.2.4 przedstawiono sposob formulowania réwnan catkowych metody
elementéw brzegowych dla operatora Laplace’a, ktéry wykorzystamy w niniejszym
punkcie do odpowiedniego przeksztalcenia réwnania Poissona dla ci$nienia w uklad
réwnan algebraicznych.

Jezeli w migjsce u w relacji (4.38) podstawimy cisnienie P, a wyrazenie u’(x,£),
oznaczajace rozwiazanie fundamentalne réwnania Laplace’a, zastapimy przez
P’(x,8), to otrzymamy:
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f(P (x, &)V’ P-PV2P (x, E_,) dD I(—P (x,&) - PaP (x o) J[lS(X) (6.31)
gdzie

- » ).
ViP (X,Q)E[g“Ly)P (x.8)=-6(xt), £eD, (6.32)

Podstawiajac nastgpnie do réwnania (6.31) stabe rozwiazanie zagadnienia (6.24)—
(6.25) dla cisnienia oraz relacje (6.32), otrzymamy wyrazenie z dodatkowsa catkg po

obszarze D wynikajaca ze skladnika rownania (6.24) stojacego po prawej stronie znaku
réwnosci

P(g):f[g_ip* (x,g)—Pw]dS(x)+I(v.B)})* (x,8)dx (6.33)

1 on

Réwnos$¢ (6.33) jest punktem wyjscia do zastosowania metody elementéw brzego-
wych.

Punkt zrodtowy &, w ktérym poszukiwane jest rozwigzanie, nalezy do obszaru D,
anie nalezy do brzegu S. Znalezienie wartosci ci$nienia na brzegu, np. w punkcie
& €S wymaga dokonania w (6.33) przejécia granicznego &— S . Wéwczas (6.33)

przyjmie postaé
E)PE)+ jP i) ——22S(x) = j P’ (x g)dS(x)+j(VB (xEMx, (6.34)

gdzie c(&_,)— parametr, ktory zalezy od kata zewnetrznego, jaki tworzg styczne do
brzegu w punkcie & .

Réwnanie (6.34) bedziemy dalej przeksztalcac, korzystajac z wezedniej wyprowa-
dzonych zaleznosci. Pierwsza catke po prawej stronie zamieniamy zgodnie z réwna-
niem (6.25), druga za$ zastepujemy zgodnie z relacjg (6.28). Po uproszczeniu dostaje-
my podstawowa posta¢ réwnania dla metody elementéw brzegowych, umozliwiajaca
wyznaczanie ci$nienia na brzegu wylacznie na podstawie znajomosci funkcji B w ca-
fym obszarze D

oP" (x, .
C(g)P(§)+J'pP_a(IZ(§)dS(x)=—JB-VP (X,g)dx (6.35)

Funkcja P" zalezy od wymiaréw przestrzeni, w przypadku przestrzeni dwuwymia-
rowej postac tej funkcji jest okreStona wzorem
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1 i 1
————] ———Inr=—In| -
Px, &) 271 n[x E’l 27 n 2n n(r] (6.36)
a jej pochodna normalna:
oP* or 6.37
on(x) 27rr on(x)’ (6.37)

gdzie r =\/le _’51)2 +(x,—¢, )’

Kolejnym etapem rozwigzania jest zastosowanie metody przyblizonej do wyzna-
czania warto$ci brzegowych P. W tym celu dokonuje si¢ podziatu brzegu oraz, ze
wzgledu na ostatni skfadnik réwnania (6.34), wngtrza obszaru na elementy skonczone.
Rozwiazania przyblizonego poszukujemy w przestrzeni aproksymant V, z zastosowa-
niem tych samych funkcji probnych, ktore zostaly opisane w punkcie 4.2.4. Prowadzi
to do relacji

c(x, )P,,(x)+fP,,( )MdS( )_—jB-VP*(x,x,.)dx, i=1,2,...,N (6.38)

Korzystajac z tych samych przeksztatceil do catki po lewej stronie znaku rownosci,
jakie zastosowano we wzorze (4.50) i dalszych, otrzymujemy jej dogodna do obliczen
numerycznych postac

oP”
[Ro0= (XX)S() S 639)

Do przeksztalcenia zostaje jeszcze catka obszarowa po prawej stronie réwnania
(6.35), ktéra wymaga catkowania funkcji B po calym obszarze D. W tym celu nalezy
obszar przeplywu podzieli¢ na elementy skoficzone (rys. 6.2), a catka po obszarze zo-
stanie zastapiona sumga calek po elementach skoficzonych.

Va “i” - wezel brzegowy

‘7" - element skorficzony

Rys. 6.2. Podziat obszaru obliczeniowego na wewnetrzne elementy
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Catke sit masowych w punkcie i wyznacza si¢ numerycznie. Jej przyblizong war-
to$¢ mozna przedstawic nastepujaco:

B(x,)=[B-VP'(x, x,.)dx=i{
D

m=1

2[(B VP (x, X, )) ] " } xeD (6.40)

k=1

gdzie M — liczba powierzchniowych elementdw skonczonych, na ktdre zostat podzie-
lony obszar D, N, — liczba punktéw (weztdw) catkowania numerycznego dla kazdego
elementu, w,'~ wagi kwadratury numerycznej w m-tym elemencie, A, — pole po-
wierzchni m-tego elementu.

Po uwzglednieniu (6.40) w (6.35) otrzymujemy posta¢ réwnania, ktéra moze by¢
juz rozwiazywana metoda elementéw brzegowych:

P +Zh‘.ij =—2{2[(B-VP*(x, Xi))k w,’c"]Am} (6.41)

m=l

Rownanie (6.41) mozna zapisaé w dogodnej do obliczen postaci macierzowe;:

[H]-{P}={B} | (6.42)
gdzie macierz H ma posta¢ wynikajaca z lewej strony réwnania (6.41)
b+ h, By
H= h’:i,l l"'zzj'cz h’z‘N
hy, hy, R

gdzie N — liczba weztoéw brzegowych nalezacych do S.
W przypadku gdy na brzegu obszaru wystepuja punkty katowe wspotczynniki c;
nalezy wyznaczaé zgodnie ze wzorem

( )—1 —-af2n, E€S, w punkcie katowym, gdzie o jest rozwarciem kata zewnetrznego
c( ) 1/2, e S, jezeli nalezy do regularnego brzegu,
C( ) Ee D, wewnatrz obszaru,
c(f;) 0 & SUD, nazewnatrz obszaru. (6.43)

Trzeba pamigtaé, ze zagadnienie nie jest jednoznacznie rozwiazywalne, tzn. razem
z rozwigzaniem P, takim rozwiazaniem jest rowniez P+const. Oznacza to, Ze macierz
H w takim przypadku jest osobliwa, a jej jadro jest jednowymiarowa przestrzenia
z wektorem bazowym postaci [1, 1, 1,..., 1]. Wtedy uklad (6.42) nalezy rozwiazywad
w przestrzeni dopelniajacej do jadra macierzy H, a niejednoznaczno$¢ zadania usunac
przyjmujac okreslong wartosé cisnienia w jednym wybranym punkcie na brzegu.
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6.6. Modyfikacje rownan poprawiajace efektywnos¢
metody przyblizonej wyznaczania ciSnienia

Wektor sit obszarowych, wynikajacy z rownosci (6.15) o postaci

B=a—u+(uVu) -wWa
ot
sklada si¢ z wyrazenia nieliniowego — pochodnej konwekcyjnej oraz pierwszych
i drugich pochodnych pola predkosci. Prawa strona (6.30) i (6.35) moze wigc zostac

rozpisana jako suma nastgpujacych calek:

—jB V_P'(x, g)dx_—j— V. P'(x,E)dx

]

n's

1,(8)

+J‘(u-(V,‘u))-Vx P'(x,&)dx+ ,J.VVZ“'Vx P'(x,E)dx
: D

D
1, (&) 1;(8)
Wyznaczenie ci$nienia wymaga obliczenia catek 1,(§), 1,(§), I,(§) , ktére zaleza od

(6.44)

-

pochodnych pola predkosci u. Majac na uwadze obliczenia numeryczne, bedziemy
starali si¢ przeksztalci¢ te catki do postaci sprawiajacych mniejsze trudnosci rachun-
kowe. Bedzie polegac to na zamianie catkowania po obszarze na catkowanie po brzegu
oraz na obnizeniu rzgdu pochodnej u. Poniewaz

div, [—@g P (x,&.))= f’* (x;8)div, aa—l:

+%‘1VP( g)_ VP( xE),

- (6.45)

pierwsza catke mozna zamieni¢ na catke po brzegu, stosujqc twierdzenie Greena:
L(g)=- f div ( P*(x,E ]dx=— [P (x, g = ndS(x) (6.46)

W przeksztalceniach catki 7, (F,) skorzystamy z nastgpujacych tozsamosci wynikaja-
cych odpowiednio ze wzoréw (9.19) i (9.15) (Dodatek D)
1
—2—Vx @) =u-(V,u)+uxo,
@x0)-V, P (x,8)=(V,P x.E)xe ) u
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oraz z tego, ze @ =[0, 0, w]. Wtedy zachodzi

i (5)—-j( ( > )—uxw) Vv, P*(x,8)dx

—jv [ ] Y, P"(x,8)dx~ [ (V, P"(x.5)xe ) u dx (6.47)

D

=-jv( ]v P"(x,E)dx — jw uxV, P’ (x,8))dx

Pierwsza catka po prawej stronie znaku réwnosci z gradientem kwadratu predkosci
moze by¢ przeniesiona na lewa strong réwnosci (6.30). Otrzymamy wowczas po lewej
stronie calke

u2
jvx(7+P]-vxP*(x,g)dx'

w ktérej wyrazenie w nawiasie nawigzuje do odpowiedniego wyrazenia w réwnaniu
Bernoulliego dla linii pradu przy zalozeniu zerowej sily masowej.
Przeksztalcenia trzecie) catki dokonujemy na podstawie tozsamosci (9.27)

V*u = grad (divu) —rot (rot u)
Poniewaz div, u=0, zastosowanie wzoru Greena pozwala teraz otrzymac
LE)=v[(V,(V,u)-V,xa)-V,P (x.5)dx
D

* (6.48)
= —vJ‘(Vx x@)-V P (x,&)dx =vJ.a)§w’—g)dS (x)
D N

ds(x)

gdzie s(x) ~ jednostkowy wektor styczny do brzegu w punkcie x.

6.7. Przyklady obliczenia rozkladu ci$nienia

Algorytm i program komputerowy do obliczen pola ci$nienia na podstawie znajo-
mosci pola predkosci oraz wirowosci zostat opracowany przez autora w metodzie ele-
mentéw brzegowych, zgodnie z zasadami opisanymi w rozdziale 6.5. Do napisania
tego programu o nazwie wkRun wykorzystano Srodowisko MatLab wersja R2007a.
Program wykorzystuje wynikowe pola predkosei i wirowosci wyprowadzone z pro-
gramu metody wiréw — MetVir.
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Zgodno$¢ obliczen proponowana metoda z rozwigzaniem analitycznym przetesto-
wano na przyktadzie dwuwymiarowego przeptywu w kanale prostokatnym (rys. 6.3)
o wysokoéci & i dlugosci L, w ktérym odbywa sig ustalony przeptyw laminarny.

t//ﬂ/ LLL ya bk L L L LR LLLLLLLLLLLL

]
] 1
— ! \ 1
=1 | 14,(x,) !
1 '
Lo |
NOAMNNKNNNNNNNNN ANY NASNSSNSNNNNNNN ;
[ I=10 .
L ™

Rys. 6.3. Schemat kanatu do wyznaczenia cisnienia w przeplywie Poiseuille’a

Jest to zagadnienie przeptywu Poiseuille’a opisane w podrozdziale 3.3, dla ktérego
rozklad predkosci jest dany wzorem (3.104)

1 A
ul(xz)— L

—E/-)—Axl (xf—hxz)

Gradient ci$nienia w tym wzorze jest ujemny i jego warto$¢ obliczono, przyjmujac
jednostkowy przeptyw Q = 1 oraz wysokos¢ kanatu h = 1. Po scatkowaniu wyrazenia
wzdtuz wspélrzednej x, do wysokosci kanatu, otrzymujemy relacje

p=-12vpx, +C (6.49)

Za model numeryczny przyjeto kanat o wymiarach A = 1,0 i L = 10,0, ktéry zostat
podzielony siatka elementéw trojkatnych (rys. 6.4). W weztach siatki wyliczone zo-
staly predkosci i wirowosci na podstawie wzoru (3.104) i przyjetych zalozen.

SIATKA
1
/NN\NVNN VAV
RF Y A \ NN/
0.5 d
\\ Vi /
\ ./
0 \J

0 2 4 6 8 10
Rys. 6.4. Schemat kanatu do obliczen ci$nienia dla przeptywu Poiseuille’a

Przyjeto do celow testowych wartosci p=1, v =0,1 oraz p(0) = 0, stad rozwigzanie
analityczne przedstawia zalezno$é p=-1,2x. Wyniki obliczen ciénienia metoda ele-

mentéw brzegowych przedstawiono na rysunku 6.5, z ktérego wynika, ze sa zgodne
z rozwigzaniem analitycznym.
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Rys. 6.5. Izolinie powierzchni wyznaczajace rozklad cisnienia dla przeptywu Poiseuille’a

Jako kolejny przykifad obliczen przedstawiono wyznaczenie cisnienia dla przeptywu
przez kanat z przeszkoda boczng na podstawie pola predkosci i wirowosci okreslonych
z metody wiréw. Celem tej symulacji jest ilustracja graficzna zmian ci$nienia wywota-
nych strukturami wirowymi. Przyjeto do obliczen kanal o dlugosci L = 10, wysokosé
H =1 oraz liczbg Reynoldsa Re = 1000, dla ktorej szczeg6lnie wyraZznie zaznaczajq si¢
niestabilnosci przeptywu zwiazane ze strukturami wirowymi. Struktury tworza sie za
przeszkoda, sg od niej odrywane i unoszone z przeptywem, a na ich miejsce powstaja
nowe wiry. Kazda taka struktura powoduje powstanie pulsacji cisnienia w jej otocze-
niu.

Na rysunku 6.6 przedstawiono obliczone numerycznie parametry pola przeptywu za
przeszkoda w czasie ¢ = 7,45 s w postaci linii pradu, pola predkosci i wirowosci wy-
znaczonych metodg wir6w oraz wspotezynnika cisnienia i jego wartosci wzdiuz brzegu
dolnego i gdérnego kanatu obliczonych metoda elementéw brzegowych.

Rozktad wektoréw predkosci przeptywu i rozklad pola wirowosci determinujg roz-
wigzanie dla pola predkosci, co ilustruje rysunek 6.6c—e. Dla liczby Reynoldsa 1000
duze gradienty pola wirowosci (na rysunku 6.6d przejscie od obszaréw jasnych do
ciemnych) pokrywaja si¢ z duzym gradientem pola cisnienia (rys. 6.6¢). Jak wykazaty
symulacje autora, przy wzroscie liczby Reynoldsa wptyw pola predkosci na zmiang
pola cisnienia rosnie, a wplyw wirowos$ci wyraZnie maleje, co jest zgodne z dominacja
adwekcji nad dyfuzja dla tego rodzaju przeplywu.

Inne, praktyczne przyklady rozwiazania zagadnienia ci$nienia proponowana w pra-
cy metoda numeryczna przedstawiono w rozdziale 7.
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Rys. 6.6. Przeplyw w kanale z przeszkoda, w czasie 1 = 7,45 s: a) linie pradu, b) polozenia kropel
wirowych wraz z ich wektorami predkoscei oraz tachoidy predkosci, c) rozktad pola predkodci,
d) rozkiad pola wirowosci, ¢) rozklad pola cisnienia (C,), f) rozkad cisnienia (C,) na brzegach kanatu



7. Analiza obcigzen hydrodynamicznych
dzialajacych na wybrane rodzaje
zamknig¢é hydrotechnicznych

7.1. Zasuwa plaska

Analiza obcigzen hydrodynamicznych zostata wykonana dla zamknigcia zasuwo-
wego w spuscie dennym zapory zbiornika Ship na rzece Nysie Szalonej po zalozeniu,
ze w wyniku pracy przelewdw i spustu oraz wysokiego poziomu w rzece nastepuje
zatopienie wylotu spustu, ktéry pracuje cisnieniowo. Kanat spustu dennego wyposazo-
ny jest w dwie zasuwy — pierwsza od wody gornej jest zamknigciem awaryjnym i jest
zwykle catkowicie otwarta, druga za$ jest zamknieciem giéwnym, tzn. pracujacym
stale. Kanat spustowy poza wlotem jest pryzmatyczny, jego przekr6j poprzeczny ma
wymiary 2,30 m szerokosci oraz 2,80 m wysokosci. Wysokos$é zwierciadta wody po-
nad dnem spustu liczona dla normalnego poziomu pigtrzenia w zbiorniku wynosi
H=172 m. Schemat bloku urzadzen zrzutowych przedstawiono na rysunku 7.1.
Schemat obliczeniowy spustu wraz z zamknieciem gtéwnym obejmujacy wlot, zasuwe
oraz czg$¢ kanatu spustowego zostat przedstawiony na rysunku 7.2. Do wyznaczenia
sity hydrodynamicznej wybrano dwa polozenia zamknigcia — otwarcie zasuwy na wy-
sokos¢ 1,0 m oraz 2,0 m nad dnem. Schemat konstrukcji zamkniecia zasuwowego
przedstawiono na rysunku 2.8a w podrozdziale 2.2.1.1. Zasuwa ma konstrukcje wielo-
dzwigarowa oraz ptaska, pozioma dolng krawedz. Na potrzeby analizy sity hydrody-
namicznej zamknigcia, oprocz wariantu z pozioma dolng krawedzig zasuwy, przyjeto
dodatkowe warianty ksztattu — krawedZ pochylona w kierunku naptywu pod katem 45°
122,5° do poziomu oraz pochylona w przeciwnym kierunku pod katem 22,5°. Wszyst-
kie warianty ksztattu dolnej krawedzi zasuwy przedstawiono na rysunku 7.3.

Wydatek spustu wyznaczono, przyjmujac dla zamkniecia zasuwowego wspolczyn-
niki kontrakeji C, oraz wydatku C,, na podstawie pracy Chenga (1981). Wsp6iczynniki
C, i Cq sq funkcjami kata 8 pochylenia krawedzi zamkniecia do poziomu i zostaty za-
mieszczone w tabeli 7.1. Obliczone wartosci wydatkdw spustu na jeden metr szeroko-
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$ci zasuwy wynosza g = 11,57 m?/s dla otwarcia 1,0 m oraz ¢ = 23,15 m%s dla otwar-
cia2,0 m.

Ze wzgledu na nieznaczne réznice w wartosciach wspodtczynnikéw wydatku C, (ok.
10%) dla katéw 45° i 0° przyjeto jednakowa wartosé tych wspélczynnikow dla
wszystkich ksztattow dolnej krawedzi.

Tabela 7.1. Wsp6lczynniki kontrakeji i wydatku
dla ci$nieniowego zamknigcia zasuwowego (Cheng, 1981)

Bl C Cy
90 0,600 0,55 ,
dolna krawedz
65 0,611 0,561 zasuwy
45 0,630 0,570 :
30 0,641 0,587
14,5 0,652 0,597
5 0,678 0,618
0 0,692 0,630
W_KONTR. 178,05 Wa
N.P.P. 176,00 178,00 :
= 174,70

\

WNEKI ZAMKNIEC
iemm%\ 770

no :
: 8
' | i6s.50 |
)
158,80 158, 74
158,40 P s
W % / Az
A
ZAMKNIECIA ZAMKNIECIA
AWARYJNE GLOWNE

Rys. 7.1. Przekr6j podtuzny przez spust denny zapory zbiornika Stup na rzece Nysie Szalonej
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Modelowanie przeptywu dla zasuwy wykonano w ukladzie bezwymiarowym.
W tym celu zastosowano liczbg Reynoldsa, ktdra odniesiono do obliczonej predkosci
przeptywu pod zamknigciem:

uR,
1%

Re= (7.1)
gdzie up — Srednia warto$¢ predkosci poziomej w przekroju zamkniecia, R, — promien
hydrauliczny w przekroju zamknigcia, v = 107 — lepko$¢ kinematyczna wody w tem-
peraturze okoto 18 °C. Otrzymano nastgpujace liczby Reynoldsa na podstawie wzoru
(7.1): Re = 5,83-10° dla otwarcia 1,0 m (ksztalty Al, B1, Cl, D1), oraz Re = 9,02-10°
dla otwarcia 2,0 m (ksztalty A2, B2, C2, D2).

e
i weoT ZAMKNIECIE - !
' ZASUWO & WYLOT |
9.8 [} 14
0.4 '
194
24

Rys. 7.2. Model obliczeniowy spustu wraz z zamknigciem gtéwnym
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Rys. 7.3. Warianty ksztattu dolnej krawgdzi zasuwy dla numerycznej analizy

0.8
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W symulacjach numerycznych przyjmowano wartosci wydatku wody znormalizowa-
ne wzgledem charakterystycznej predkosci w przekroju pod zamknigciem i wysokosci
otwarcia zasuwy, tak aby uzyska¢ jednostkowe wartosci predkosci Sredniej pod zam-
knigciem. Na tej podstawie wyznaczono charakterystyczng predko$¢ up= 11,57 mvs,
wzgledem ktérej normalizowane sg pozostate fizyczne wielkosci. W uktadzie bezwy-
miarowym ci$nienie jest znormalizowane wzgledem czynnika pu., dlatego w oblicze-

niach postugiwano si¢ wspdtczynnikiem cisnienia C, :(p~po)/pu§, gdzie po jest

referencyjnym cisnieniem, ktdre w obliczeniach przyjmowano réwne zeru. Przyjecie py
jest niezbedne z uwagi na osobliwo$¢ macierzy H w réwnaniu macierzowym metod
elementéw brzegowych (6.42)

[H]-{P}={B}

Obliczenia metoda wiréw wykonywano dla nastgpujacych parametréw obliczenio-
wych:

— podstawowa dlugos¢ elementu brzegowego, z ktdrego warstwa wirowa zamieniana

byla na krople wirowa i = 0,2,

— promiefi obcigeia € =A%* =0,2168,
— krok czasowy dr = 0,15; takie przyjecie zapewnia, ze przemieszczenie kropli wiro-

wej w jednym kroku czasowym jest mniejsze od wartosci & = 0,2,
~ liczba krokow czasowych dla kazdej symulacji kz = 800,

— uérednijanie obliczonych wartosci pola predkosci i wirowosci dla wyznaczania ci-
$nienia dokonywano dla przedziatu 401-800 krokéw czasowych.

Cisnienie wyznaczano na podstawie rozwiagzania réwnania Poissona dla ci$nienia
metoda elementéw brzegowych, zgodnie z zasadami oméwionymi w rozdziale 6. Nie-
zbgdne do obliczen pola predkosei i wirowosci otrzymywano z metody wirdw. Aby
wyznaczy¢ cisnienie w obszarze przeptywu, konieczne bylo przyjecie siatki numerycz-
nej pokrywajacej obszar. Zdecydowano sie na siatke tréjkatna z liniowa aproksymacija
pola predkosci i wirowosci w obrgbie elementu trdjkatnego. Na rysunku 7.4 przedsta-
wiono przyktadows siatkg wariantu A1 zasuwy.
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e = > < § I < S < =
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0! < FESecEessnauia Faethiged s St
0 5 10 15 20

Rys. 7.4. Siatka numeryczna do wyznaczania ci$nienia dla wariantu Al Zasuwy
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7.1.1. Dolna krawedz pozioma

Zgodnie z rysunkiem 2.8a, w rozdziale 2.2.1.1, analizowane zamknigcie zasuwowe
ma dolng krawedZ pochylong pod katem 0° wzgledem poziomu. Obliczenia obejmo-
waly dwa warianty jego otwarcia na wysoko$¢ 1,0 m i 2,0 m, co na rysunku 7.3 ozna-
czono symbolami Al i A2. Na rysunku 7.5 przedstawiono dla wariantu A1 u$rednione
pole predkosci, pole wirowosci i pole ci$nienia w uktadzie bezwymiarowym (C,).

6 T T ~— T

Re = 5830000.00 kt = 400 - 800 dt=0.150 N= 15865

0 5 10 15 20

Rys. 7.5. Wyniki obliczen zasuwy — wariant A1l: a) rozklad predkosci:
b) rozklad wirowosci, ) rozkiad cisnienia (C,)

Za zamknigciem wystepuje strefa recyrkulacji, ktéra mozna zaobserwowaé na ry-
sunku 7.5a w postaci wiru wyznaczonego przez wektory pola predkosci. Izolinie wi-
rowosci, przedstawione na rys. 7.5b, osiagaja najwigksze wartosci bezwymiarowe
W przekroju ponizej zamknigcia, a wartosci najmniejsze wystepuja wzdluz dna prze-
wodu za zamknigciem. Wynika to z intensywnej generacji wirowosci w tych miejscach
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kanatu. Najwieksze gradienty ci$nienia (C,) wystgpuja w przekroju pod zamknigciem,
gdzie gwaltownie zwieksza sig predko$¢ przeplywu, a obszar najmniejszego cisnienia
wynoszacego okolo —1,1 wystepuje za zamknigciem w odleglosci odpowiadajacej po-
tozeniu $rodka strefy recyrkulacji, co mozna zaobserwowac na rysunku 7.5¢.

Na rysunku 7.6 przedstawiono wyniki numerycznej analizy dla wariantu A2.

Re = 8020000.00 kt= 400-800 dt = 0.150 N= 15846

0 5 10 15 20

Rys. 7.6. Wyniki obliczeil zasuwy — wariant A2: a) rozktad predkosci,
b) rozkiad wirowosci, ¢) rozkiad cisnienia C,

Strefa recyrkulacji dla otwarcia zasuwy na wysoko$¢ 2,0 m jest wyraznie mniejsza
niz przy otwarciu 1,0 m, co mozna zaobserwowa¢ na rysunku 7.6a. Rowniez wirowosé
oraz ci$nienie C, osiagaja nieco mniejsze wartosci dla tego otwarcia zasuwy w porow-
naniu do otwarcia 1,0 m. Analizujac bezwymiarowe izolinie ci$nienia na rysunku 7.6c,
mozna zauwazy¢, ze obszar o wartosciach najmniejszych wynoszacych w przyblizeniu
—0,88 jest zlokalizowany w przyblizeniu w $rodku strefy recyrkulacji, podobnie jak dla
otwarcia 1,0 m.
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Na rysunku 7.7a i b przedstawiono dla wariantu A1l i A2 rozktad wspdlczynnika ci-
snienia wzdtuz gérnego brzegu kanatu wraz z konturem zamknigcia oraz wzdluz jego
dolnego brzegu.

15 20 25

- |
\ :0:6 N il
a -0,8 L&\L /

C.=pl(pu,)

-1,2
DLUGOSC KANALU
b— dno kanalu spustu -o—gorna krawedz kanalu wraz z zasuwcﬂ
0,2
0 L L T — T
c% 10 15 20 %
-0,2

Z
=
a -04
fl,
b) & M
-0,6 'X“?./

-08 v

DLUGOSCE KANALY
b—dno kanalu spustu ~-gérna krawedz kanaluwraz z zasuwa]

Rys. 7.7. Rozklad wspélczynnika cisnienia C, na dolnym i gérnym brzegu kanatu:
a) dla wariantu A1, b) dla wariantu A2

W przypadku otwarcia na wysokos$¢ 1,0 m na gérnym brzegu kanalu od wlotu do
przekroju zamkniecia, wspdtczynnik ci$nienia jest nieznacznie mniejszy od zera.
W przekroju zamknigcia na jego przedniej krawedzi nastepuje gwaltowne obnizenie
ci$nienia, ktore dalej jeszcze maleje az do przekroju odpowiadajacego potozeniu $rod-
ka recyrkulacji, osiagajac najmniejsza warto$¢ réwna —1,03. W kierunku wylotu ci-
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$nienie stopniowo wzrasta. Podobnie zachowuje si¢ ci$nienie na dolnym brzegu kana-
tu, ale jego zmiany przebiegaja tagodniej (rys. 7.7a).

W przypadku otwarcia na wysokos¢ 2,0 m, ze wzgledu na dwukrotnie wigksza
warto$¢ przeptywu, spadek ci$nienia na odcinku od wlotu do przekroju zamknigcia na
gornym i dolnym brzegu kanalu jest wigkszy, co mozna zaobserwowa¢ na rysunku
7.7b. Nastepnie na powierzchni przedniej zamknigcia nastgpuje gwattowny spadek C,,
ktére dalej znacznie sie obniza, az do przekroju odpowiadajacego centrum recyrkulacji,
po czym zaczyna wzrasta¢ w kierunku wylotu. Na dolnym brzegu kanalu charakter
zmian jest podobny, ale bardziej tagodny. Najmniejszy wspoétczynnik cisnienia C, dla
tego otwarcia jest nieco wigkszy niz dla otwarcia 1,0 m i wynosi —-0,837.

Site hydrodynamiczng dla przyjetej glebokosci wody w zbiorniku ponad dnem spu-
stu mozna wyznacza¢ na podstawie rozkladu wspétczynnika cisnienia C,(y) wzdhuz
konturu y zamknigcia.

Dla rozpatrywanego przypadku zasuwy skiadowe sily pozioma F, i pionowa F, na

jednostke dlugos$ci zamkniecia wyrazone sa calka po konturze z sumy cisnienia hydro-
dynamicznego wyrazonego iloczynem pgusC ,(Y) oraz cisnienia hydrostatycznego

pgH((y). Jesli opiszemy ksztalt tego konturu za pomoca krzywej parametrycznej

¥ =(x,(5),x,(5)), to otrzymamy

Fi= [ (08 (6C, )+ HW))ndx, = [ n(pg(C,0)+H)))(dsn,)
7(s)

(7.2)

Fy= [ (pe(C, )+ HW))ndz, = [ m,(pg(12C, )+ Hm)))(dsn,)
: (s)

gdzie: H(y) — roznica wysokosci normalnego poziomu pigtrzenia w zbiorniku i punk-
tow nalezacych do krzywej ¥, n=(n,, n,) — wektor normalny do krzywej y skierowany
na zewnatrz konturu zamknigcia (por. punkt 3.1.9).

Na rysunku 7.8 przedstawiono rozktad wartosci fizycznych catkowitego ci$nienia
(hydrodynamicznego i hydrostatycznego) wzdtuz krawedzi zasuwy, ktérego ksztatt jest
podobny dla wariantéw Al i A2. Na $cianie przedniej, na styku kanatlu i zasuwy, ci-
snienie ma warto$¢ najwigksza, a nastepnie maleje az do przeciwnego rogu miedzy
tylng $ciana zasuwy i stropem kanatu. Réznica miedzy tymi wartosciami jest okoto
trzykrotna dla obu wariantéw otwarcia.

Usredniong site naporu wyznaczono zgodnie ze wzorem (7.2) i otrzymano naste-
pujace wartosci: dla wariantu Al skladowa pionowa 33,10 kN, sktadowa pozioma
134,74 kN, a dla wariantu A2 sktadowa pionowa 33,10 kN, sktadowa pozioma
134,74 kN.
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Rys. 7.8. Rozklad ciénienia wzdluz krawgdzi zasuwy: a) wariant A1, b) wariant A2

7.1.2. Dolna krawedz pozioma — przeplyw potencjalny

Aby okresli¢ rdznice obcigzen wyznaczonych proponowang w niniejszej pracy
metoda iza pomoca stosowanej powszechnie metody siatki hydrodynamicznej (por.
podrozdziat 4.1.1), w niniejszym punkcie przedstawiono rozwiazanie metoda siatki
hydrodynamicznej dla wariantu Al i A2 zasuwy.

Zagadnienie przeplywu potencjalnego sformutowano w postaci réwnania Laplace’a
dla potencjalnej funkcji pradu, zgodnie z zasadami oméwionymi w punkcie 3.1.9.

Przyjeto nastepujace zalozenia do tych obliczen:

— wartosci przeptywu na jednostke szerokosci spustu sa takie same jak w obliczeniach
metoda wirdw, tzn, 11,57 m%s dla wariantu A1l i 23,15 m%s dla wariantu A2,

— geometria obszaru przeptywu jest zgodna z rysunkiem 7.2,

- ci$nienie wzdluz konturu zamkniecia (skrajnej linii pradu) wyznaczano na podsta-

wie réwnania Bernoulliego, wedtug zasad zdefiniowanych w rozdziale 4.1.1.

Do obliczania przeptywu potencjalnego zastosowano metode elementoéw brzego-
wych. Na rysunku 7.9 przedstawiono wynik tych obliczen w postaci pola predkosci
potencjalnej i funkcji pradu. Zgodnie z teoria takich przeptywéw za zamknieciem nie
wystepuje strefa recyrkulacji.

Wyznaczone predkosei przeptywu potencjalnego osiggaja bardzo duze wartosci
w punktach naroznych dolnej krawedzi zasuwy. Obliczone na ich podstawie ci$nienie
uzyskuje w tych punktach bezwzgledne wartosci powyzej 5 MPa, dlatego zdecydowa-
no, aby postuzy¢ si¢ predkosciami zlokalizowanymi w niewielkiej odleglosci (réwnej
0,1 bezwymiarowo) od brzegéw. Ciénienie wyznaczone z réwnania Bernoulliego
wzdtuz catego konturu kanatu przedstawiono na rysunku 7.11. Na rysunku tym przed-
stawiono réwniez ci$nienie obliczone na podstawie proponowanej w pracy metody.
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a)

b)

0 5 1

Rys. 7.10. Przeptyw potencjalny dla zasuwy — wariant A2: a) wykres funkcji pradu, b) pole predkosci
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Rys. 7.11. Wykres brzegowych wartosci ci$nienia na podstawie proponowanej w pracy metody
1 rozwiazania potencjalnego: a) dla wariantu A1, b) dla wariantu A2

Poréwnujac wykresy brzegowego cisnienia catkowitego mozna zauwazy¢, iz dla
wariantu Al, na odcinku poczatkowym kanatu do przekroju zamkniecia, rozwiazanie
zagadnienia potencjalnego i rozwigzanie metoda zaproponowana w pracy daja zblizone
rezultaty. Na przedniej krawedzi zamkniecia wystepuje skokowe zmniejszenie ci$nie-
nia, jednak w przypadku rozwigzania potencjalnego jest ono okoto dwukrotnie wigksze
niz dla metody wiréw. W rozwiazaniu potencjalnym na tylnej krawedzi zasuwy naste-
puje ponowna gwaltowna zmiana cisnienia, ale w kierunku wigkszych jego wartosci,
co wynika ze zmiany wektoréw pola predkosci, przedstawionych na rysunku 7.9. Na
dugosci kanatu cisnienie jest state. Jest to zasadnicza réznica w stosunku do rozwiaza-
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nia metoda wiréw, gdy za zamknigciem ci$nienie jeszcze maleje, az do centrum strefy
recyrkulacji, a nastepnie powoli rosnie.

W przypadku otwarcia zasuwy na wysokosé 2,0 m (wariant A2) charakter zmian ci-
$nienia dla przeptywu potencjalnego jest bardzo podobny jak w wariancie Al. Wigksza
jest zmiana ciénienia na krawedzi zamknigcia i dlatego bardziej znaczace sa roznice
miedzy rozwiazaniem potencjalnym a proponowana w pracy metoda wiréw.

W obliczeniach przeptywu potencjalnego bardzo duze ujemne ciSnienia w narozach
na dolnej krawedzi zamknigcia, wynoszace dla wariantu A2 okoto —100 kPa, wynikaja
z rozkladu predkosci, ktora uzyskuje przeptyw potencjalny w przekroju zamkniecia i to
mimo przyjmowania do obliczefi wartosci predkosci nielezacych bezposrednio na
brzegu. Najlepiej sytuacje te obrazuje rysunek 7.12, na ktérym przedstawiono profile
predkosci pod zamknieciem, obliczone obiema metodami.

a) b)

| < .
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Y m

Rys. 7.12. Por6wnanie profili predkoscei dla przeptywu potencialnego i lepkiego
obliczonego metoda wiréw: a) wariant Al, b) wariant A2

Rozktad predkosci potencjalnej dla obu rozpatrywanych wariantéw charakteryzuja
si¢ wystepowaniem predkosci ekstremalnych w punktach lezacych na krawedzi dolnej
zamknigcia i na dolnym brzegu kanatu, podczas gdy odpowiadajace im tachoidy pred-
kosci dla przeplywu lepkiego maja na brzegu wartoéci zerowe.

Na podstawie uzyskanych profili predkosci wyznaczono wartosci wydatku pod za-
mknigciem, aby sprawdzi¢ czy zachowany zostat przeptyw masy. Obliczone wartosci
zestawiono w tabeli 7.2 i wskazujg one, ze dla obu metod zasada zachowania masy jest
spetniona.

Rozkiad cisnienia wzdtuz krawedzi zamknigcia optywanej ruchem potencjalnym
przeliczono nastgpnie na site hydrodynamiczna zgodnie z réwnaniem (7.2), a wyniki
zestawiono w tabeli 7.3 dla poréwnania z wynikami obliczonymi metoda wiréw.
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Tabela 7.2. Wartosci przeptywu pod zasuwa — wariant Al i A2
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Przeplyw na jednostke szerokosci kanatu spustu
L. wartos¢ obliczona wartos¢ obliczona
Wariant wartos¢ zadana potencjalna z metody wiréw
[m/s] [m?/s] [m?/s]
Al 11,57 11,61 11,55
A2 23,15 23,17 23,09

Tabela 7.3. Catkowita sifa pozioma i pionowa wyznaczona proponowana metodg i metods siatki
hydrodynamiczne;j dla otwarcia zasuwy 1,0 m (wariant A1) i 2,0 m (wariant A2)

. . Obliczenia metoda siatki
Obliczenia proponowang metoda hydrodynamicznej
Wariant sita pozioma sita pionowa sila pozioma sita pionowa
[kN] [kN] [kN] [kN]
Al 134,74 33,10 19,06 3,82
A2 53,62 24,04 19,68 -10,97

Dia przeplywu potencjalnego warto$¢ catkowitej sity pionowej (hydrostatycznej
i hydrodynamicznej) dla wariantu Al jest bliska zeru, a dla wariantu A2 jest ujemna,
co wynika z duzej wartosci ujemnej (ssacej) sktadowej hydrodynamicznej. Wartosci
sity pionowej obliczone metoda proponowang w niniejszej pracy sa dodatnie, co ozna-
cza, ze zamknigcie bedzie wypierane ku gorze.

W przypadku obliczen sity poziomej metodg wiréw otrzymuje sie duze wartosci
(135 kN dla wariantu Al i 54 kN dla wariantu A2) wynikajace z powstania za za-
mknigciem strefy recyrkulacji, ktéra powoduje obnizenie ci$nienia na tylnej $cianie
zamknigcia. Dla przeplywu potencjalnego, z powodu braku recyrkulacji, cisnienia na
przednig i tylng Sciang zamknigcia prawie si¢ rownowaza.

Przedstawiony przyklad potwierdza postawiona w pracy tezg, ze metode siatki
mozna stosowaé wylacznie w przypadkach przeptywu w obszarach o fagodnie zmie-
niajacej si¢ geometrii oraz gdy nie zachodzi recyrkulacja strumienia przeptywu, tj.
w przypadkach, ktére w budownictwie hydrotechnicznym rzadko wystepuja.

7.1.3. Dolna krawedz pochylona zgodnie
z kierunkiem strumienia przeplywu

Przedmiotem badan w niniejszym punkcie pracy jest zamknigecie zasuwowe o dol-
nej krawedzi zasuwy pochylonej w kierunku naptywu wody. Przyjeto dwa rozne katy
pochylenia krawedzi optywanej 45° i 22,5°, ktére przedstawiono na rysunku 7.3
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i oznaczono odpowiednio symbolami — dla otwarcia 1,0 m jako Bl i Cl oraz dla
otwarcia 2,0 m jako B2 i C2. Rozwazane ksztalty sa typowymi rozwiazaniami dla za-
suw ptaskich. Celem obliczen bylo stwierdzenie, czy istnieje wplyw ksztattu krawedzi
oplywanej zamknigcia na $redniq sile hydrodynamiczna. Na rysunku 7.13 przedsta-
wiono obliczone pole predkosci i pole cisnienia dla wariantu B1, a na rysunku 7.14
wyniki tych obliczen dla wariantu B2,

Strefa recyrkulacji dla tego wariantu jest wieksza niz dla wariantu Al, co wynika
z ksztattu dolnej krawedzi zasuwy, odchylajacego strumien przeptywu w kierunku dna
kanatu. Skutkiem tego jest wigkszy wspdlczynnik cisnienia w obszarze recyrkulacji, co
mozna zaobserwowa¢ na rysunku 7.13.

10
Re = 5830000.00 kt= 400-800 dt=0.150 N= 13362
6
4
b)
2
0 : L i .
0 5 10 15 20

Rys. 7.13. Wariant B1: a) rozkiad predkosc, b) rozklad cisnienia

Optyw zasuwy podniesionej na wysokos$¢ 2,0 m (wariant B2) wykazuje nieznaczne
réznice w stosunku do wariantu A2, polegajace na wydtuzeniu i poglebieniu strefy
recyrkulacji tworzacej si¢ za zamknigciem. Srodek strefy przesunigty jest w kierunku
wylotu, a wspétczynnik cisnienia w jego centrum jest mniejszy niz w wariancie A2.

Rozkiad catkowitego ci$nienia na optywanej krawedzi zasuwy dla wariantéw Bl
1 B2 przedstawiono na rysunku 7.15. Jest on inny niz dla odpowiadajacych wariantéw
Al i A2, na przedniej bowiem $cianie zasuwy i dolnej krawedzi ci$nienie jest w przy-
blizeniu state, a jego znaczne obnizenie nastepuje w okolicy kata ostrego utworzonego
przez dolng i tylng krawedz zamkniecia.

Wyniki obliczen sity hydrodynamicznej zestawiono w tabeli 7.4.
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Rys. 7.15. Rozklad ci$nienia wzdluz krawedzi zasuwy: a) wariant B1, b) wariant B2

Obraz pola predkosci i wirowosci dla pochylenia dolnej krawedzi zasuwy pod ka-
tem 22,5° przedstawiono na rysunku 7.16 dla wariantu C1 i na rysunku 7.17 dla wa-
riantu C2.

Rozktad wektoréw pola predkosci oraz pole wspdiczynnika ci$nienia dla obydwu
potozen zamknigcia maja charakter zblizony do tych, ktére mozna zaobserwowaé dla
wariantu B1 i B2.
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Re =5830000.00 kt= 400-800 dt = 0.150 = 14147

b)

0 5 10 5 20
Rys. 7.16. Wariant C1: a) rozktad predkosci, b) rozklad cisnienia

Re =9020000.00 kt= 400 - 800 dt =0.150 N= 12964
6
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Rys. 7.17. Wariant C2: a) rozklad predkosci, b) rozklad cinienia

Rozkiad cisnienia na optywanej krawedzi zasuwy dla wariantu C1 i C2 przedsta-
wiono na rysunku 7.18 i jest on podobny do tego jaki wystepuje odpowiednio dla wa-
riantu B1 i B2.

Wyniki obliczea sity hydrodynamicznej zestawiono dla wszystkich wariantéw
w tabeli 7.4.
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Rys. 7.18. Rozkiad ci$nienia wzdtuz krawgdzi zasuwy: a) wariant C1, b) wariant C2

7.1.4. Dolna krawedZ pochylona przeciwnie
do kierunku strumienia przeplywu

Dolna plaska krawedZ zamknigé zasuwowych moze by¢ réwniez pochylona od-
wrotnie do kierunku przeptywu wody. Takie rozwiazanie stosowane jest czesto dla
zamknie¢ powierzchniowych. W tym przypadku poddano numerycznej analizie zasu-
we¢ 0 kacie pochylenia krawedzi réwnym -22,5°, dla dwdch wysokosci otwarcia,
przedstawionych na rysunku 7.3 i oznaczonych symbolami D1 i D2. Pole predkosci
i wspétczynnik cisnienia w obszarze przeplywu dla wariantu D1 przedstawiono na
rysunku 7.19, a dla wariantu D2 na rysunku 7.20.

a)
Re = 5830000.00 kt = 400 - 800 dt =0.150 = 14431
6
4
b)
2
0
]

Rys. 7.19. Wariant D1: a) rozkiad predkosci, b) rozkfad cisnicnia
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Oplyw zasuwy o ujemnym kacie pochylenia dolnej krawedzi moze by¢ traktowany
jako oplyw ostrej krawedzi. Z tego wzgledu ksztalt pola predkosci i cisnienia w tym
wariancie jest zblizony do tego, jaki otrzymano dla wariantu B1 i C1.

T T
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Re =9020000.00 kt= 400 - 800 dt =0.150 N= 12810

b)

0 5 10 15 20
Rys. 7.20. Wariant D2: a) rozklad predkosci, b) rozkiad ci$nienia

Podobnie zachowuje si¢ pole predkosci w przypadku wariantu D2. Obraz strefy re-
cyrkulacji jest zblizony do wariantu B2, gdzie réwniez mamy do czynienia z ostrg
krawedzia. Pole wspétczynnika cisnienia ma dla tych dwoch przypadkéw optywu nie-
mal identyczny ksztalt oraz wartosci.

Cisnienie roztozone wzdiuz krawedzi zamkniecia przedstawiono na rysunku 7.21.
Znaczny spadek brzegowego cisnienia wystepuje wzdtuz dolnej krawedzi zasuwy, co
mozna zaobserwowac¢ na rysunku 7.21.
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Rys. 7.21. Rozklad cisnienia wzdiuz krawedzi zasuwy: a) wariant D1, b) wariant D2
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Tabela 7.4. Zestawienie sit dziatajacych na zasuwe plaska
wszystkich wariantéw, zgodnie z rysunkiem 7.3

Sita Podniesienie zamknigcia i warianty
[kN] Hz=1,0 Hz=2,0
Al B1 Cl Dl A2 B2 C2 D2
Nap6r na
$ciang tylng 79,08 117,73 128,28 | 122,26 31,57 38,00 49,48 23,88
Napér na -

$ciang przednig | 213,82 [ 169,31 196,66 | 238,87 85,19 57,12 65,47 86,29

Sumaryczna sila

pozioma 134,74 51,58 68,38 116,61 53,62 19,12 16,00 62,41
Sumaryczna sita ]
pionowa 33,10 75,82 54,82 58,78 24,04 59,74 41,02 21,77

Z przedstawionego na rysunkach 7.8, 7.15, 7.18 i 7.21 rozktadu ci$nienia na opty-
wanym konturze zasuwy oraz wynikéw obliczen sumarycznej sity poziomej i pionowej
mozna stwierdzi¢, ze zaleza one istotnie od wysoko$ci otwarcia zasuwy i kata pochy-
lenia jej dolnej krawedzi.

Na wartos¢ sity poziomej, wynikajacej z réznicy sit dziatajacych na przednia i tylnag
sciang¢ zamknigcia, wptyw ma wysokos¢ tych scian oraz wielkosé¢ strefy recyrkulacji
i cisnienie w tej strefie. Wigksza strefa i nizsze ci$nienie powoduja, ze sita dziatajaca
na tylng sciang¢ zamknigcia jest mniejsza i w konsekwencji otrzymuje si¢ zwigkszenie
sity poziome;j.

Istotne réznice w wartosciach sity pionowej wynikaja z rozkladu predkosei i wiro-
wosci pod zamknigeciem. W przypadku otwarcia zasuwy 1,0 m zdecydowanie najwiek-
sza wartos¢ sity ssacej, powodujacej najmniejsze wartosci sumarycznej sity pionowej
wystepuje dla kata pochylenia spodu zasuwy 0°, a dla wysokosci otwarcia 2,0 m dla
kata 0° i -22,5°.

Przedstawione wyniki, cho¢ uzyskane dla stosunkowo krétkiego czasu usredniania,
wskazuj¢ jednakze, ze najbardziej niekorzystnym ksztattem dolnej krawedzi zasuwy
jest krawedz pochylona pod katem 0°.

7.1.5. Obcigzenia chwilowe zamknigcia zasuwowego

Zjawisko przeptywu dla tak duzych liczb Reynoldsa (powyzej 10°), jakie rozpatry-
wano w niniejszym rozdziale pracy, charakteryzuje si¢ duza niestabilnoscia, co zostato
potwierdzone licznymi badaniami i obserwacjami (Elsner, 1987; Batchelor, 1967,
Naudascher, 1991; Naudascher i Rockwell, 1994). Metoda wiréw z pewna dokfadno$cia
odtwarza to zjawisko przez tworzenie si¢ i odrywanie struktur wirowych wzdtuz opty-
wanych brzegéw. Mimo iz dla takich ztozonych ksztattéw, jak zamknigcie zasuwowe
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w przewodzie cisnieniowym doktadnosé modelowania zjawisk dynamicznych jest
trudna do oszacowania, jakosciowy opis zjawiska rowniez moze by¢ cenng informacja
dla projektantéw tych konstrukeji.

Na rysunku 7.22 przedstawiono potozenia kropel wirowych w obszarze przeplywu
dla wybranego czasu.

kt =750 dt =0.100 N = 17458 kt =760 dt =0.100 N =17487

10 15
kt =790 dt=0.100 N = 18241 kt = 800 dt =0.100 N = 18485

Rys. 7.22. Ewolucja polozenia kropel wirowych w obszarze przeplywu za zasuwa
dla wybranego czasu — wariant A1l

Z uktadu wirdéw, przedstawionych na rysunku 7.22, mozna zauwazyé, ze zjawisko
przeptywu charakteryzuje si¢ duza zmiennoscia struktur wirowych, ktére, tworzac sig
na krawedzi zamknigcia i przemieszczajac z przeptywem, pociagaja za sobg zmiang
pozostatych parametrow fizycznych strumienia przeptywu. Do zobrazowania tych
efektéw obliczono cisnienie, a nastgpnie wartosci sktadowych pionowej i poziomej sity
hydrodynamicznej (rys. 7.23), powstajacych na powierzchni optywanej zamkniecia dla
wybranego czasu w przypadku wariantu Al, charakteryzujgcego sie najwigkszymi
zmianami w obrazie pola predkosci.

Wartos¢ obydwu sktadowych sity hydrodynamicznej jest silnie zmienna w czasie,
co mozna zaobserwowac na rysunku 7.23. Sita naporu na przednig $ciane zasuwy jest
praktycznie niezmienna, a o zmiennosci sity pionowej decyduja zjawiska niestabilnego
odrywania si¢ warstwy granicznej za zamknieciem. Wartosci sity poziomej oraz am-
plituda jej zmian sg okoto 8 razy wigksze od takich wartosci wyznaczonych dla skta-
dowej pionowe;j sity. Sa to sily na tyle duze, ze ich pulsacje moga powodowa¢ drgania
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zamknigcia, a w najbardziej niekorzystnym przypadku, pojawi¢ sie moze zjawisko
sprzgzenia zwrotnego polegajace na wzajemnym wzmocnieniu sity wymuszajacej oraz
amplitudy drgan.
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Rys. 7.23. Zmienno$¢ w czasie sily hydrodynamicznej dla wariantu Al (co 1,0 s):
a) skladowa pionowa, b) sktadowe poziome

Na rysunku 7.24 przedstawiono poréwnanie zmiennosci tych sit dla wszystkich
ksztaltow zasuwy podczas otwarcia na wysokos¢ 1,0 m.

Pochylenie krawedzi w kierunku naplywu — wariant B1 i C1 — znacznie zmniejsza
amplitude sity poziomej i pionowej, co obrazuja przedstawione na rysunku 7.24 krzy-
we zmiennos$ci tych sit. Wynika to z charakteru zjawiska tworzenia si¢ struktur wiro-
wych i odrywania warstwy granicznej od brzegdéw zamknigcia, ktére dla tych warian-
tow przebiega duzo bardziej stabilnie. Pochylenie dolnej krawedzi w kierunku prze-
ciwnym do kierunku naptywu — wariant D1 — jest takze korzystniejsze niz przypadek
pochylenia zerowego — wariant Al, dla ktérego wartosci skfadowych pionowej i po-
ziomej sity wykazuja najwigksza amplitude zmian. Jest to zwiazane ze zjawiskiem
odrywania si¢ warstwy przysciennej i ponownym jej przyleganiem do krawedzi dolnej
zasuwy.
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Rys. 7.24. Poréwnanie zmiennosci w czasie sity hydrodynamicznej
dla wariantéw Al, B1, Cl, D1: a) sktadowa pionowa, b) sktadowa pozioma

7.2. Zamknigcie klapowe

Klapa jest przykladem zamknigcia, dla ktérego wystepuje brzeg w postaci swobod-
nej powierzchni zwierciadta wody. Jesli ksztalt tego brzegu jest znany, to za pomoca
metody wiréw mozna wyznaczy¢ rozktad predkosci oraz wirowosci i w konsekwencji
metodg elementow brzegowych pole cisnienia.

Do numerycznej analizy ci$nienia hydrodynamicznego dziatajacego na zamknigcie
klapowe wybrano jego model fizyczny, dla ktérego wykonane byty kompleksowe po-
miary ci$nienia w Zaktadzie Budownictwa Wodnego, w Instytucie Geotechniki i Hy-
drotechniki Politechniki Wroclawskiej (Redowicz, 2007). Wybrana do symulacji nu-
merycznych klapa ma nastgpujace parametry:

e promien krzywizny klapy - 1,0025m, -
o dlugosc cigciwy - 0,20 m,
e szerokos¢ klapy - 0,15m,

e kat pochylenia klapy do poziomu - 10°.
Schemat klapy przedstawiono na rysunku 7.25.

Do przenalizowania wybrano dwa przeplywy Q = 2,5-10™ m’/s oraz Q = 20-107
m’/s. Wartociom tych przeptywéw odpowiadaja liczby Reynoldsa: 1,6666-10* oraz
1,3333-10°, ktére wyznaczono ze wzoru:

Re=-= (7.3)

gdzie Q — przeptyw, b — szerokos¢ klapy, v — wspdlczynnik lepkosci kinematycznej,
ktéry przyjmowano réwny 1,0-10° m%s.
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Rys. 7.25. Schemat klapy do obliczen metoda wiréw

Uzyskane liczby Reynoldsa wskazuja, ze ruch na modelu dla obu wielkosci prze-
ptywu byl turbulentny. Wysoko$¢ napetnienia w kanale doptywowym H wynosila od-
powiednio 0,07 mi 0,171 m.

Potozenie zwierciadta wody na modelu bylo mierzone profilografem szpilkowym
oraz zdokumentowane fotograficznie i do obliczen przyjeto nastepnie funkcje H,, = f(x)
opisujaca potozenie tego zwierciadta. Warto$¢ cisnienia zostata zmierzona za pomoca
piezometrow wodnych rozmieszczonych w 10 punktach wzdtuz osi podtuznej klapy.

Do obliczefi metoda wiréw przyjeto nastgpujace parametry:

— dlugo$¢ elementu brzegowego, z ktdrego warstwa wirowa zamieniana byla na kro-
ple wirowa A =0,1,

— promien obciecia € =h*” =0,1122 (podrozdz. 5.4.2),

— krok czasowy dr = 0,05; takie przyjecie zapewnialo, Ze przemieszczenie kropli wi-
rowej w jednym kroku czasowym bylo mniejsze od wartosci 2 = 0,1 i rozwigzanie
bylo dzigki temu stabilne,

— przyjeto liczbe krokéw czasowych dla kazdej symulacji kz = 1000, aby zapewnié
usrednianie pol predkosci i wirowosci w zakresie przeptywu ustalonego (sprawdzo-
no, ze przeptyw byt ustalony po okoto 500 krokach),

— usrednianie obliczonych wartosci pola predkosci i wirowosci dla wyznaczania ci-
snienia dokonywano dla przedziatu 801-1000 krokéw czasowych, aby uzyskaé
usrednione wartosci rozkladu ci$nienia.

Na rysunku 7.26 przedstawiono wynik symulacji metoda wiréw dla przeplywu
2,5-107 m’/s w postaci chwilowego potozenia wirow w kroku 999 oraz usrednionego
rozktadu predkosci i linii pradu dla przedziatu 8011000 krokéw czasowych.

Cisnienie liczone bylo wzdhiz konturu dna kanatu i krawedzi klapy, a jego wyniki zo-
staly wyrazone w metrach wysokosci stupa wody. Wyniki pomiaréw i symulacji nume-
rycznych dla obydwu przeplywéw przedstawiono na rysunku 7.27 oraz w tabeli 7.5.
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Rys. 7.26. Wyniki obliczen przeptywu nad klapa metoda wiréw dla Q = 2,5-1073 ms:
a) poloZenie kropel wirowych, b) rozklad wektordw predkoscei przeptywu, ¢) potozenie linii pradu

Poréwnujac otrzymane rezultaty, nalezy zauwazyé bardzo dobrg zgodno$é pomia-
réw i obliczeni dla przeptywu Q = 2,5-107 m’/s na calej diugosci klapy. Niewielkie
odchylenia wynikaja z niedokladnosci odeczytu pomierzonych ciénien za pomoca pie-
zometréw. Nieco gorsze wyniki otrzymano dla przeptywu Q = 20-10” m/s w postaci
rozbiezno$ci w wartosci ci$nienia na koiicu klapy. Jest to spowodowane przyjeciem
w obliczeniach pola predko$ci warunku brzegowego Neumanna na wylocie z obszaru
obliczeniowego, oznaczajacego istnienie w tym przekroju wylacznie poziomych skia-
dowych predkosci przeptywu, ktére przy tak duzym napetnieniu w rzeczywistosci nie
sa poziome.
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Rys. 7.27. Zestawienie wynikéw obliczefi proponowang
metoda i pomiaréw cisnienia dia zamkniecia klapowego

Tabela 7.5. Zestawienie cisnienia obliczonego i pomierzonego dla zamknigcia klapowego

. Cisnienie wzdiuz krawedzi klapy
Oiff‘jt"jigifs‘ 0=2,510" ms 0=2010" m¥s
[m] Obliczone Pomierzone | Roéznica | Obliczone Pomierzone | Roéznica

{m H,0] {m. H,O] (%] [m H0] [m H,0] [%]
0,0096657 0,0724636 0,0725794 0,16 0,164 0,171 4,06
0,0290716 0,0717712 0,0734169 2,24 0,155 0,159 2,45
0,0485700 0,0708944 0,0708663 0,04 0,145 0,147 1,12
0,0681533 0,0700121 0,0689259 1,55 0,135 0,135 0,26
0,0878138 0,0687025 0,0705939 2,68 0,125 0,127 1,2
0,1075434 0,0671334 0,0658691 1,88 0,115 0,115 0,13
0,1273345 0,0652784 0,0647500 0.81 0,104 0,102 1,83
0,1471791 0,0622128 0,0642355 3,15 0,091 0,092 0,89
0,1670694 0,0588289 0,0593247 0.84 0,077 0,072 6,06
0,1869974 0,0538242 0,0520166 3,36 0,060 0,045 25,29
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7.3. Analiza wynikéw i wnioski

Glownym celem wykonanych symulacji bylo przedstawienie wykorzystania opra-
cowanej metody do zagadnief inzynierskich wyznaczania sit hydrodynamicznych,
dziatajacych na zamknigcia budowli wodnych. Na podstawie uzyskanych rezultatow
mozna stwierdzi¢, Ze opracowanymi programami uzyskuje si¢ przestrzenny i czasowy
rozklad cisnienia w calym obszarze przeplywu, co dotychczas bylo mozliwe przez
zastosowanie zmudnych 1 drogich badain modelowych.

Rozwazajac wyniki obliczenia cisnienia dzialajacego na zasuwe w przewodzie ci-
$nieniowym, stwierdzono, ze dla krawedzi pochylonej pod katem 0° wartos¢ sity pio-
nowej jest najmniejsza, na poziomej krawedzi bowiem wystepuje najwiekszy spadek
ci$nienia hydrodynamicznego. Jest to spowodowane odrywaniem sciezki wirowej
splywajacej z przedniej Sciany zamkniecia, ktdra nastepnie taczy si¢ z podobna Sciez-
ka, ale przemieszczajaca si¢ wzdtuz sSciany tylnej, co w konsekwencji powoduje
znaczne obnizenie ci$nienia w obszarze pod dolng krawedzia zamknigcia. Sita pozioma
osiaga w tym przypadku najwigksze wartosci, co wynika z tworzacej sig¢ strefy recyr-
kulacji w bliskiej odleglosci od tylnej Sciany zasuwy.

Pochylenie dolnej krawedzi w kierunku naptywu lub przeciwnie powoduje odsuwa-
nie $ciezki wirowej od dolnej krawedzi zasuwy. W rezultacie zwieksza sie odlegtosé
strefy recyrkulacji od dolnej i tylnej krawedzi zamkniecia, co powoduje zmniejszenie
sredniej wartosci skladowej pionowej i poziomej naporu wody.

Najbardziej niepozadanym zjawiskiem, zwigzanym z oplywem zasuwy, jest zmien-
nos¢ sktadowej pionowej i poziomej sity hydrodynamicznej, moze bowiem by¢ ona
przyczyna drgan zamknigcia. Najwigksza amplitude zmian tych sit zanotowano dla
poziomej dolnej krawedzi zasuwy, a najmniejsza dla krawedzi pochylonej pod katem
45°. Jest to zwiazane ze zjawiskiem odrywania si¢ warstwy przysciennej od krawedzi
zasuwy, ktore dla krawedzi pochylonej przebiega bardziej stabilnie niz dla krawedzi
pochylonej pod katem 0°. To implikuje wniosek, ze konstruujac zamkniecie, nalezy
unika¢ poziomego ksztaltowania jej dolnej krawedzi.

Za pomoca numerycznych symulacji badano site hydrodynamiczng dla wariantu Al
i A2 proponowana w niniejszej pracy metoda. Wykonujac podobne obliczenia metoda
siatki hydrodynamicznej stwierdzono, ze metoda siatki prowadzi do duzych btedéw w
oszacowaniu tej sify. Otrzymane ta metoda podcisnienia na dolnej krawedzi s istotnie
wigksze, co sprawia, ze wynikowa skladowa pionowa sity jest duzo mniejsza, a nawet
osigga wartosci ujemne w stosunku do wynikow otrzymanych z metody wiréw. Wyni-
ka to z wigkszych predkosci wzdluz oplywanej krawedzi zamkniecia wyznaczanych
metoda siatki. Skfadowa pozioma sity wyznaczona metoda siatki hydrodynamicznej
jest bowiem znacznie mniejsza, z powodu braku recyrkulacji za zasuwa, ci$nienia na
przednig i tylna powierzchnig zamknigcia prawie sie réwnowaza.
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Proponowana w pracy metoda moze réwniez by¢ stosowana do analizowania oply-
wu w przypadku zamknig¢ powierzchniowych, dla ktérych wystepuje swobodne
zwierciadto wody. Przedstawione przykladowe obliczenia ci$nienia dla modelu za-
mknigcia klapowego wykazaly dobra zgodnosé wynikéw z badaniami modelowymi.
Zamknigcia klapowe poddawane sa silnym podci$nieniom w ich dolnym potozeniu
przy duzej warstwie przelewowej. Analizujac proponowana metoda rozkiad ci$nienia
na powierzchni zamknigcia, mozna stwierdzi¢ czy nie wystapi zjawisko odrywania sie
strumienia i niestabilnos¢ sity hydrodynamicznej, ktéra moze powodowaé drgania tej
konstrukcji.



8. Podsumowanie

W niniejszej monografii przedstawiono praktyczng i efektywna metode wyznacza-
nia obciazen hydrodynamicznych dziatajacych na zamknigcia hydrotechniczne. Do
tego celu autor zastosowal numeryczng metode wirdbw w powiazaniu z metodg ele-
mentéw brzegowych. Obciazenia hydrodynamiczne sa w omawianych zagadnieniach
inzynierskich zwiazane z bardzo silnie turbulentnym przeptywem, charakteryzujacym
sie liczbg Reynoldsa przekraczajaca znacznie warto$¢ 10%. Uzyskanie wlasciwego ob-
razu przeptywu dla takich warunkéw jest bardzo ztozone, ze wzgledu na gwattownos¢
zachodzacych w strumieniu zmian predkosei i wirowosci o bardzo zmiennych skalach
przestrzennych. Mimo wystepujacych trudnosci, autor podjat wyzwanie opracowania
efektywnej metody, zbudowania do niej szeregu algorytméw i programéw kompute-
rowych, za pomoca ktérych mozna wyznacza¢ obcigzenia hydrodynamiczne zamknig¢
budowli wodnych.

Zawarte w pracy praktyczne przyklady obliczefi poprzedzono obszernym wstgpem
teoretycznym, ktdrego zamierzeniem bylo przedstawienie zaréwno szerokiego kontek-
stu obciazen zamknieé hydrotechnicznych, jak i mozliwosci jego opisu teoretycznego
oraz rozwigzania metodami numerycznymi.

Omowiono szczegdtowo zagadnienie obciazen hydrodynamicznych, ktére mozna
usystematyzowa¢ na podstawie przyczyn, ktore je wywoluja. Zaliczaja si¢ do nich
pulsacja predkosci i ci$nienia wywolane ogdlng turbulencjg przeptywu, zmiany cisnie-
nia spowodowane odrywaniem si¢ warstwy granicznej i formowaniem duzych struktur
wirowych w strumieniu optywajacym konstrukcje, ruch konstrukeji oraz zjawiska eks-
tremalne, takie jak trzesienie ziemi lub obciazenie wybuchem. Niemal kazdy rodzaj
obcigzenia wymaga zastosowania innego aparatu matematycznego i metody obliczen,
dlatego po analizie czestosci i istotnosci tych zjawisk wybrano do modelowania zjawi-
sko odrywania warstwy granicznej i formowania si¢ strefy recyrkulacji. Wybdr ten
uzna¢ nalezy za trafny, recyrkulacja bowiem pojawia si¢ prawie zawsze podczas zwy-
czajnej eksploatacji konstrukcji wodnych, a réwnocze$nie moze byé, jak wykazano
w pracy, przyczyng znacznych problemdéw eksploatacyjnych, az do awarii konstrukeji
wiacznie. Dochodzi do niej zwykle w rezultacie drgan rezonansowych, jakie moga
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pojawi¢ si¢ w wyniku zmian ci$nienia w strumieniu oplywowym, zwigzanych z pow-
stawaniem duzych, spdjnych, wirowych struktur.

Czg¢$¢ pracy obejmuje zagadnienia mechaniki ptyndw zwiazane z rozpatrywanym
zjawiskiem oplywu. Szczegdlng uwage autor zwrocit na kinematyke i dynamike wiro-
wosci oraz tworzenia sie warstwy przysciennej, wyprowadzajac stosowne wzory i pre-
zentujac je w sposob dostosowany do opracowania réwnan metody wyznaczania sity
hydrodynamicznej.

Rozwazajac mozliwosci modelowania tej sify, stwierdzono, ze stosowane czgsto
uproszczone metody, bazujace na réwnaniu Bernoulliego lub réwnaniu Laplace’a nie
prowadza do poprawnych rozwigzan bardziej zlozonych geometrycznie przypadkow
optywu. Z tego wzgledu uznano, Ze podstawa opracowania metody powinny by¢ nieli-
niowe rownania przeplywu cieczy lepkiej, zwane réwnaniami Naviera—-Stokesa. Anali-
zujac rozwigzania rownan metodami numerycznymi, stwierdzono, ze ich bezposrednie
rozwiazanie klasycznymi metodami, korzystajacymi z dyskretyzacji obszaru, przekra-
cza mozliwosci dostgpnego sprzetu komputerowego i nalezy stosowaé rownania
usrednione po przebiegach czasowych (metoda RANS lub LES) lub zastosowa¢ meto-
de, w ktorej nie korzysta si¢ z siatki numerycznej. Po dokonaniu krotkiego przegladu
i oceny tych metod pod katem ich wlasciwosci i mozliwosci wyznaczania parametrow
przeplywow turbulentnych, dokonano wyboru ,,bezsiatkowej” metody wiréw dyskret-
nych. Wybdr uzasadniono licznymi argumentami, pos$rdd ktérych najwazniejsze to
odwotanie si¢ do fizycznych cech modelowanego zjawiska, zdominowanego przez
wirowos¢ symulowana ruchem czastek wirowych (kropli wirowych), dzigki procedu-
rze $ledzenia ich trajektorii. Krople — nosniki wirowosci gromadza si¢ w tych rejonach
przeptywu, w ktorych wystepuja duze gradienty pola predkosci, odpowiedzialne za
produkcje wirowosci w przeptywie. Dlatego metode wiréw okresla si¢ mianem samo-
adaptacyjnej. Metoda jest zbiezna, stabilna i dzigki zastosowaniu zmiennych Lagran-
ge’a, nie generuje bledu numerycznego w postaci dyfuzji numerycznej, jak w meto-
dach dyskretyzacji obszaru obliczeniowego.

Przydatno$é metody do zastosowan inzynierskich powinna wynikaé z fatwosci jej
aplikacji, jednak metody wiréw sa mniej znane niz na przyktad metody réznic skon-
czonych i elementdw skonczonych, trudno tez jest znalez¢é opis ich zastosowania
praktycznego. W rozprawie oméwiono rézne odmiany tej metody oraz jej podstawy
matematyczne i wskazano, ze wiasciwa do rozwiazania przeptywu w obszarach o zlo-
zonej geometrii rozpatrywanej przestrzeni jest metoda wiréw dyskretnych. Do realiza-
cji zamierzonego celu wyprowadzono réwnania transportu wirowosci opisujace ad-
wekceje i dyfuzje pola wirowosci.

Rozwazano dwa podejscia do opracowania modelu obliczeniowego metody wirdw
dyskretnych: deterministyczne i stochastyczne.

Wyprowadzono formuty do deterministycznego wyznaczania adwekcji i dyfuzji wi-
rowosci. Do rozwiazania adwekcji przyjeto uktad Lagrange’a i zatozono, ze wirowo$¢
Jest przenoszona przez czastki cieczy — no$niki wirowosci przemieszczajace si¢ w ob-
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szarze przeptywu zgodnie z opisujacym ten ruch catkowo-rézniczkowym réwnaniem
trajektorii. Ze wzgledu na osobliwos$¢ jadra catkowego przyjeto sposéb jego regulary-
zacji przez zastosowanie splotu z funkcja wygladzajaca. Problem dyfuzji wirowosci
rozwigzano przez aproksymacje operatora Laplace’a splotowym potaczeniem wirowo-
$ci z funkcja obcigcia, ktora jest nastgpnie rézniczkowana. Dzigki temu uzyskano
uktad réwnan catkowo-rézniczkowych. Aby méc go numerycznie rozwiazac, nalezato
przeprowadzi¢ dyskretyzacja ciaglego pola wirowosci na elementy skonczone, tak
zwane krople wirowe. Dzigki temu zabiegowi, zastepujac catkowanie sumowaniem po
liczbie kropel wirowych, otrzymano ukifad réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktory
rozwiazywano opracowanym programem komputerowym. Testowane przyklady wy-
kazaty jednak, ze rozwiazanie po pewnej liczbie krokdw obliczeniowych traci stabil-
nosé. Zdecydowano wigc na rozwigzanie polegajace na stochastycznej metodzie wy-
znaczania dyfuzji wirowos$ci. Podstawa tej metody jest przyjgcie zalozenia, ze czastki
wirowe podlegaja w procesie dyfuzji ruchom Browna, podobnie jak w gazach. Taki
model ruchu czastek wymagat stochastycznej interpretacji rdbwnania dyfuzji wirowosci.

Do opracowania stochastycznej metody wirdw dyskretnych skorzystano z metody
dekompozycji réwnania transportu wirowosci na rownanie adwekcji i dyfuzji. Sposob
rozwiazywania adwekcji pozostat deterministyczny w postaci $ledzenia trajektorii kro-
pel wirowych. Poniewaz rozwiazaniem fundamentalnym réwnania dyfuzji w obszarze
nieograniczonym jest funkcja Greena, ktdra jest tozsama z gestoscia rozktadu normal-
nego zmiennej losowej o zerowej warto$ci oczekiwanej, przyjeto wigc rozwiazanie
dyfuzji w postaci odpowiednio dobranego losowego przemieszczenia kropel wiro-
wych. Opracowany sposob rozwiazania polega na tym, ze w kazdym kroku czasowym
dla potowy jego wartosci ewolucja pola wirowosci najpierw podlegaé bedzie adwekcji,
a nastgpnie dla kolejnej polowy kroku czasowego wirowo$¢ bedzie modyfikowana
w procesie dyfuzji. Opracowano wigc nowy algorytm i program obliczania stocha-
styczng metoda wirdw oraz przeprowadzono testy numeryczne, ktore potwierdzily
zasadnos¢ zmiany metody, otrzymano bowiem stabilne rozwiazania i zgodne z bada-
niami eksperymentalnymi. Sita algorytmu stochastycznej metody wirdw polega na
tym, ze oddaje on charakter przeptywu turbulentnego, ktory jest z natury losowy.
Whniosek ten nie dyskwalifikuje podejécia deterministycznego metody wirdw, ale
wskazuje, ze metoda ta wymaga wykonania dodatkowych badan teoretycznych i eks-
perymentow numerycznych wyzszego rzedu aproksymacji ukfadu réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych dla zmiennych, ktérymi sa trajektorie i cyrkulacje kropel wiro-
wych.

W rozprawie zwrocono takze uwage na dobér funkcji wygladzajacej, ktéra odgrywa
kluczowa role w wyprowadzaniu réwnaft i algorytméw metody wiréw dyskretnych. Po
przeanalizowaniu kilku mozliwych jej rodzajéw zdecydowano sie przyjaé funkcje
Cauchy’ego, nie tylko spetniajaca warunki zbieznoéci i stabilnosci metody, ale takze
umozliwiajaca bezposrednie catkowanie réwnan bez koniecznosci stosowania kwa-
dratury numerycznej, co przyspiesza wykonywanie obliczen. Rozwiazania przyblizone,
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konstruowane w metodzie wiréw, zalezg od dwoch parametréw — wymiaru z dyskrety-
zacji pola wirowego na krople wirowe i promienia obciecia €, skalujacego funkcje
wygtadzajaca. Testy wykazaly, ze najdoktadniejsze rozwiazania otrzymuje sie przy
przyjeciu relacji € =h", gdy y=0,75-0,95.

Waznym elementem symulacji komputerowych za pomoca tej metody jest staranny
dobor parametréw modelowania, tj. kroku czasowego zaleznego od liczby Reynoldsa,
gestosci podziatu generowanej warstwy wirowej na krople wirowe i zastosowanie od-
powiedniej dtugosci promienia obcigcia. Od wlasciwego przyjecia parametréw zalezy
doktadnos¢ uzyskanych wynikéw, ale takze czas wykonywanych symulacji, ktéry nie
powinien by¢ krétszy niz czas potrzebny na ustalenie si¢ (z pewnym przyblizeniem)
liczby czastek wirowych znajdujacych si¢ w obszarze przeptywu.

Szczegbélnym utrudnieniem w modelowaniu przeptywéw turbulentnych jest spet-
nienie warunkéw brzegowych i dotyczy to zaréwno metod siatkowych RANS i LES,
Jjak i metody wirdw. Nalezy przede wszystkim speini¢ warunek znikania predkosci na
brzegach nieprzepuszczalnych. Znikanie skladowej stycznej uzasadniono szczegdto-
wym opisem zjawiska odrywania warstwy przysciennej, ktéra powoduje generowanie
wirdw na brzegach obszaru. W opracowanym algorytmie cyrkulacje wiréw wyznacza-
no na podstawie natgzenia wirowosci pola predkosci wzdtuz obwodu infinitezymalne-
go otoczenia odcinka warstwy przysciennej. Autor przetestowatl rézne sposoby gene-
rowania wirdéw i stwierdzit ich wady polegajace na nadprodukcji wirowosci, niestabil-
no$¢ pola wirowosci, zaburzenia w rozkladzie predkosci w bliskosci brzegéw. W
zwiazku z czym autor opracowat oryginalng metode postgpowania z wirami, ktore
przekraczaja brzeg obszaru. Metoda polega na pozostawieniu tych wiréw poza obsza-
rem przeptywu przez jeden krok czasowy, cyrkulacja tych wiréw jest wykorzystywana
do wyznaczania wirowej funkeji pradu oraz pola predkosci. Metoda zapewnia gladkosé¢
pola wirowosci i predkosci i wlasciwy rozktad predkosci wzdhuz brzegu.

Do realizacji znikania sktadowej normalnej skorzystano z wlasciwosci dekompozy-
cji Helmholtza pola wektorowego, aby wykazaé, ze mozna za pomoca pola potencjal-
nego skorygowa¢ wynikowe pole predkosci, nie zmieniajac wirowo$ci w obszarze
przeptywu. To implikuje jednak konieczno$¢ rozwiazania w kazdym kroku czasowym
przeplywu potencjalnego. Algorytm obliczen, korygujacego, potencjalnego pola pred-
kosci, uzyskano, formulujac odpowiednie zagadnienie brzegowe, ktore nastepnie roz-
wigzano w sposéb przyblizony metoda elementow brzegowych. Szczegbtowy opis
tego postgpowania zamieszczono w rozprawie. Koncepcje wyboru MEB nalezy uznaé
za trafna, zapewnia bowiem niezbedng elastycznosé metody wirdw, umozliwiajac jej
stosowanie do zagadnien inZynierskich, charakteryzujacych si¢ zlozonoscia geome-
tryczna obszarow przeptywu. Dzigki takiemu potgczeniu metod mozna szybko i do-
kladnie okresli¢ pochodzace od pola wirowego i korygujacego pola potencjalnego
wartosci funkcji pradu i sktadowe predkosci dla kropli wirowych, poruszajacych si¢ po
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swoich trajektoriach. W pracy opracowano teoretycznie zagadnienie wyznaczania
przeptywu z brzegiem ruchomym i periodycznym metoda wiréw.

Zasadnicza cze$¢ rozprawy dotyczyla wyznaczania sity hydrodynamicznej powsta-
jacej podczas optywu ciata strumieniem plynu lepkiego. Zdefiniowano ja jako catke
z naprezef stycznych i normalnych dziatajacych na powierzchnig ciata, co uzasadniono
na podstawie teoretycznej analizy zmiany pedu przechodzacego przez oplywana po-
wierzchnig. Przyjeto nastgpnie zalozenie, ze rozwazaé si¢ bedzie wylacznie reakcje
hydrodynamiczna, pochodzaca od parcia wody na optywana powierzchnig. Takie
przyjecie ma swoje fizyczne uzasadnienie, dla rozpatrywanych bowiem w rozprawie
przeplywow turbulentnych, charakteryzujacych si¢ mala lepkoscia (duza liczba Rey-
noldsa), sktadowa sity wywotana tarciem lepkim jest pomijalnie mata w stosunku do
sity wynikajacej z cisnienia. W sformulowaniu metody wyznaczania cisnienia w ob-
szarze przeptywu wykorzystano fakt, ze dane sg rozklady pola predkosci i wirowosci,
uzyskane z metody wiréw. Zagadnienie wyznaczania cisnienia sformutowano w posta-
ci réwnania Poissona uzyskanego w wyniku operacji dywergencji réwnania Naviera—
Stokesa. Przeanalizowano rézne mozliwe sposoby rozwiazania tego problemu i zdecy-
dowano si¢ na podejscie jak w metodzie wariacyjnej. Przez zastosowanie funkcji prob-
nej i dokonanie odpowiednich przeksztalcen, uzyskano sformutowanie stabe zagadnie-
nia ci$nienia, ktére ma rozwiazanie z dokladnoscia do statej. W praktycznych oblicze-
niach te¢ niejednoznacznos$é rozwiazania usuwano, przyjmujac okreslona, znana war-
tos¢ ci$nienia w jednym punkcie na brzegu.

Decydujac si¢ na sposob rozwiazania dokonano oryginalnych przeksztalcen rownan
rézniczkowych, aby uzyskac postaé¢ zagadnienia brzegowego, ktérego rozwiazanie nie
bedzie zalezne od cis$nienia brzegowego, a priori przeciez nieznanego. Podstawa do
wyznaczenia ci$nienia sa znane z metody wiréw rozktady pola wirowosci i predkosci.
Wyrazone sa one w postaci catek z wyrazenia nieliniowego — pochodnej konwekcyj-
nej, oraz pierwszych i drugich pochodnych pola predkoscei. W pracy catki te zmodyfi-
kowano, aby poprawi¢ efektywnos¢ metody wyznaczania cis$nienia. Do rozwiazania
numerycznego tego problemu zastosowano ponownie metodg elementow brzegowych.
Stusznos¢ tego wyboru uzasadnia fakt, ze do wyznaczenia sity hydrodynamicznej wys-
tarczy rozwigza¢ zagadnienie brzegowe ci$nienia, co znacznie przyspiesza wykonanie
obliczenn numerycznych. Opracowano nowy algorytm, a nastepnie program kompute-
rowy wyznaczania ci$nienia na brzegu, uwzgledniajacy jednak mozliwo$¢ okreélenia
ci$nienia takze wewnatrz obszaru przeptywu, na podstawie obliczonego ci$nienia na
brzegu. Program sprawdzono w numerycznych badaniach, ktére wykazaly jego sku-
teczno$¢ i efektywnosé.

Praktycznym sprawdzianem opracowanych metod, algorytméw i programéw byto
wykonanie obliczen rozktadu pdl predkosci, wirowodci i cisnienia wybranych za-
mknig¢é hydrotechnicznych.

Charakter zjawisk zachodzacych w strumieniu zalezy w istotny sposéb od rodzaju
optywanego zamknigcia. Zdecydowano si¢ na wybor dwéch skrajnie rézniacych sie
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pod wzgledem konstrukcji i funkcji zamknig¢ budowli wodnych. Jako wazniejsze,
stanowigce zasadniczy obiekt analizy i testow numerycznych, przyjeto zamkniecie
zasuwowe w kanale ci$nieniowym. Jest ono typowym przedstawicielem powszechnie
stosowanych i stwarzajacych problemy eksploatacyjne zamknieé glebinowych. Drugi
rodzaj to zamknigcie klapowe na niskim progu, ktére jest charakterystycznym przed-
stawicielem zamknie¢ powierzchniowych, powszechnie obecnie stosowanych, ktére
réwniez w pewnych szczegélnych warunkach przeptywu sa narazone na znaczne dy-
namiczne obciazenia.

Parametry modelu obliczeniowego zamknigcia zasuwowego przyjeto na podstawie
zamknigcia zasuwowego spustu dennego zapory Stup na rzece Nysie Szalonej. Przed-
miotem badan numerycznych byfa analiza obciazenia hydrodynamicznego istniejacego
ksztattu zamkniecia oraz kilka wariantéw jego modyfikacji, aby moc okresli¢ wplyw
ksztattu na wielko$¢ tych obciazen. Z przeprowadzonych symulacji wynika, ze sposrod
ksztattdéw o réznym pochyleniu, zamknigcie z dolng krawedzia pozioma, jest poddane
najwigkszym srednim obcigzeniom hydrodynamicznym, oraz ze w badanym przypad-
ku i zadanej wartosci otwarcia zasuwy, sktadowa pozioma sity hydrodynamicznej jest
o rzad wigksza od jej sktadowej pionowej. Dla tego ksztattu uzyskano réwniez naj-
wigksza amplitude sktadowych sily hydrodynamicznej sprzyjajaca niewatpliwie po-
wstawaniu drgan tego zamknigcia. W celu stwierdzenia efektywnosci metody wykona-
no tez obliczenia dla tej zasuwy metodq uproszczona, na podstawie réwnania Lapla-
ce’a i Bernoulliego. Poréwnanie uzyskanych wynikéw potwierdzito stawiana w pracy
tez¢, ze proponowana metoda wiréw w polaczeniu z metoda elementéw brzegowych
daje dla zjawiska przeptywu z recyrkulacja nieporéwnanie doktadniejsze rezultaty
siggajace nawet kilkuset procent niz stosowane do tej pory w praktyce rozwiazania.

Obiektem, na ktoérym testowano metode, byt model klapy na wysokim progu. Ten
rodzaj zamkniecia wybrano celowo, aby sprawdzié¢ mozliwos¢ wykorzystania metody
wiréw w przeplywach ze swobodna powierzchnia. Wykonane testy wykazatly, ze pro-
ponowana metoda dobrze oddaje charakter przeptywu powierzchniowego i mozna za
Jjej pomoca wyznacza¢ réwniez cisnienia hydrodynamiczne zamknie¢ powierzchnio-
wych, pod warunkiem jednak znajomosci polozenia zwierciadta swobodnego nad za-
mknieciem. '

W niniejszej monografii po raz pierwszy udowodniono, ze metoda wiréw i powia-
zana z nig metoda elementow brzegowych jest obecnie najlepszym analitycznym spo-
sobem wyznaczania obciazen hydrodynamicznych dziatajacych na zamkniecia hydro-
techniczne. Uwzgledniwszy dotychczasowe wyniki symulacji metoda wiréw pél pred-
kosci i wirowosci oraz uzyskane na ich podstawie wyniki obliczen cidnienia metoda
elementéw brzegowych autor uwaza, ze proponowana metoda moze by¢ praktycznie
stosowana do oceny obciazein hydrodynamicznych konstrukcji hydrotechnicznych.
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Wazniejsze rezultaty przedstawione w pracy

1. Podsumowanie dotychczasowego stanu wiedzy dotyczacego mechanizméw
wstawania sit hydrodynamicznych dziafajacych na konstrukcje hydrotechniczne |
skutkéw.

2. Przedstawienie kinematyki i dynamiki wirowosci w sposéb dostosowany do
zastosowania w wyprowadzaniu rownan metod wiréw.

3. Wyprowadzenie roéwnan stanowiacych teoretyczne podstawy: metody wi
punktowych, metody deterministycznej i stochastycznej wiréw dyskretnych, met
warstw wirowych oraz ich szczegdtowy opis.

4. Opracowanie algorytméw i programéw komputerowych do deterministyc
i stochastycznej metody kropel wirowych. Programy opracowano w jezyku Fortran
Preprocesor graficzny opracowano w programie MicroStation, graficzna prezent
wynikéw w programie Matlab. Programy mozna stosowaé¢ do obszaréw o dowc
zlozonej geometrii w obszarach jedno- i wielospdjnych, a wigc istotnych do zast:
wan inzynierskich. v ,

5. Przedstawienie zasad obliczei metodami wirdw w obszarach ograniczor
o zlozonej geometrii. Opisanie procedur spetniania warunkow brzegowych zerow:
predkosci na brzegu stacjonarnym i nieprzepuszczalnym. Wykazanie, ze empiryc
przestanki stuzace zerowaniu sktadowej stycznej, polegajace na generowaniu wiro
$ci wzdluz brzegéw, maja swoje fizyczne uzasadnienie w postaci warstwy wiro
ktdra mozna dyskretyzowac za pomoca kropli wirowych.

6. Opracowanie oryginalnej metody postgpowania z wirami, ktére przekrac
brzeg obszaru, polegajacej na wykorzystywaniu cyrkulacji tych wiréw przez o
jednego kroku obliczeniowego do wyznaczania wirowej funkcji pradu oraz pola p
kosci. Dzigki tej metodzie rozwiazanie zagadnienia transportu wirowosci jest ¢
gladsze niz w przypadku metod opisanych w literaturze.

7. Wykonanie programéw do obliczefi metoda stochastyczng i deterministyc
wiréw oraz wykonanie poréwnania wynikéw obliczen, ktére wykazato, ze dla
samych schematéw catkowania réwnan ruchu stochastyczna metoda jest bardziej
bilna. Wynika to z natury ruchu turbulentnego, ktéra jest stochastyczna dla prze
wow turbulentnych w odpowiednio matych skalach, nietworzacych struktur najw
szych — koherentnych. ,

8. Oryginalne rozwiazanie zagadnienia ci$nienia w obszarze przeplywu przy wy
rzystaniu metody wariacyjnej oraz metody elementéw brzegowych. W pracy przed
wiono wyprowadzenie réwnan metody elementéw brzegowych i ich modyfikacje
poprawy efektywnosci rozwigzania.

9. Rozwiazanie zagadnienia ci$nienia w obszarze przeptywu z zastosowan
metody wariacyjnej oraz wyprowadzenie réwnain w przypadku metody elemen
brzegowych do jego rozwigzania.
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10. Opracowanie algorytmoéw i programoéw komputerowych do obliczania cisnienia
w obszarze o zlozonej geometrii na podstawie pdl predkosci i wirowosci wyznaczo-
nych metoda wirdw.

11.Wykonanie testoéw sprawdzajacych zbieznos$¢ i dokladno$¢ proponowanych
metod i wykazanie zgodno$ci uzyskiwanych wynikéw z badaniami eksperymentalny-
mi i innymi obliczeniami.

12. Wykonanie analizy obciazen hydrodynamicznych dziatajacych na konstrukcje
hydrotechniczna — zamknigcie zasuwowe w przewodzie spustowym na przykladzie
urzadzen zrzutowych zapory Stup na rzece Nysie Szalonej. Poréwnanie wynikow
z dotychczas stosowang metoda polegajaca na rozwigzaniu rownania przeptywu poten-
cjalnego i wykazanie istotnych réznic, wskazujacych, ze do zagadnien oplywu, w kté-
rym wystepuje strefa recyrkulacji, obliczenia obciazen hydrodynamicznych oparte na
réwnaniu przeplywu potencjalnego nie powinny byé stosowane.

13. Wykonanie testowania sit hydrodynamicznych w przypadku réznych ksztaltow
dolnej krawedzi zasuwy oraz dwoch réznych wysokosci jej otwarcia i wykazanie, ze
najwigksze podcisnienia wystepuja dla zasuwy z pozioma i plaska dolng krawedzia.
Ponadto dla tego rodzaju zamkniecia amplituda skladowych pionowej i poziomej sily
hydrodynamicznej jest najwigksza, co wskazuje, ze jest ona najbardziej narazona na
wymuszanie drgan.

14. Wykonanie obliczefi numerycznych dla modelu zamknigcia powierzchniowego
— modelu fizycznego klapy, dla ktérego wykonano badania cisnienia hydrodynamicz-
nego i wykazanie, ze proponowane metody numeryczne dobrze symulujg zjawisko
oplywu ze swobodna powierzchnia i moga by¢ stosowane do wyznaczania cisnienia
pochodzacego od strumienia przelewajacego si¢ przez zamkniecie.

Kierunek dalszych badan

Stosujac zaproponowang metodg wirdw do praktycznych obliczen sit hydrodyna-
micznych, nalezy pamigta¢ o pewnych narzuconych w pracy ograniczeniach. Pierw-
szym z nich jest przyjecie rozwigzania dwuwymiarowego do opisu zjawisk, ktore
w rzeczywistosci sg trojwymiarowe. Jest to powszechna praktyka inzynierska stosowa-
na wowczas, gdy parametry geometryczne sg niezmienne w kierunku trzeciego wymia-
ru, a ktéra ma na celu przyspieszenie wykonywanych obliczefi. Autor przyznaje, ze
poprzez pominigcie trzeciego wymiaru zaniedbuje si¢ zjawisko rozciggania wlokien
wirowych. Jak istotny wplyw ma to pominiecie na rozwiazanie przedmiotowego zada-
nia, trudno jest okresli¢ bez wykonania stosownego modelowania i poréwnania wyni-
kéw. Dodanie trzeciego wymiaru, mimo iz nie stanowi problemu matematycznego,
zwigksza o rzad liczbg¢ wykonywanych operacji numerycznych.

Podczas realizacji czgsci badawczej autor miat trudno$ci w znalezieniu materiatéw
poréwnawczych, umozliwiajacych zweryfikowanie uzyskanych wynikéw na podstawie
wykonanych badari opublikowanych w naturze lub badai laboratoryjnych, ktore obej-
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mowatyby przeptywy o liczbie Reynoldsa przekraczajace) 10°. Zamiarem autora jest
w najblizszej przysztosci dokonanie takich badan na duzym modelu fizycznym, aby
zweryfikowa¢ metode numeryczna. Autor dalsze swoje badania powinien ukierunko-
waé na:

1. Wykonanie kompleksowych obliczen kilku przyktadéw zamknig¢ glebinowych,
w tym zamknieé zasuwowych i segmentowych, oraz przeprowadzenie petnej analizy
obciazen hydrodynamicznych, w celu sformutowania wnioskow i zalecen przydatnych
w projektowaniu optymalnych ksztaltéw geometrycznych tych konstrukeji i przewo-
déw spustowych. :

2. Podwyzszenie rzedu aproksymacji metody deterministycznej wirdw i przepro-
wadzenie testow obliczeniowych do zbadania jej efektywnosci.

3. Skrécenie czasu obliczen metoda wiréw. Przeanalizowanie wszystkich znanych
algorytméw optymalizujacych obliczenia oraz rozpatrzenie mozliwosci ich zastosowa-
nia w obszarach o zlozonym ksztalcie geometrycznym.

4. Dokonanie proby sprzezenia proponowanej metody z obliczeniami drgan wia-
snych zamknigcia w wodzie. Prowadzi to do zagadnienia wyznaczania drgan wiasnych
z uwzglednieniem masy towarzyszacej wody. Problem ten autor rozwiazywal w swojej
pracy doktorskiej metoda elementéw skonczonych. Celem prac byloby stworzenie
metody dla pelnej analizy dynamicznej zamknigé hydrotéchnicznych.

5. Podjecie préby napisania algorytméw metody dla modelu tréjwymiarowego i ich
testowanie pod katem praktycznego zastosowania do wyznaczania obcigzen hydrody-
namicznych konstrukeji hydrotechnicznych.



9. Dodatki

Dodatek A. Wyznaczenie jakobianu det V_ X(z,a)
gradientu trajektorii czastki

Zajmiemy si¢ uzasadnieniem twierdzenia (rozdz. 3.1.2, 5.4.1), ze det VaX(i,a) =1,

w przypadku gdy diva=0. W tym celu skorzystamy z trzech ogdlnych wlasnosci
wyznacznikow.

Wilasnosé 1 ;
Niech A(?) = [aij (t)], 1<i, j <n, wtedy
d
—det A() = Y detA(r) ©.1)

1<i<n

gdzie macierze A (1) = [ag)], 1<i < n okreslone sa nastepujaco

0 a, ), gdy k #1,
ay (=4 , .
a,(t), gdy k =i.
Macierz A,(¢) powstaje z macierzy A(f)w wyniku zamiany wyrazéw a;(?),
1< j <n wiersza i-tego wyrazami a,.'j(t), 1<j<n.
Uzasadnienie
Skorzystamy z podstawowego okreslenia wyznacznika

det A(t) = Z Sign (O-)aw(]) (t)aza(Z) (t)"'anu(n) (t)

gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich permutacjach o zbioru {1, 2, ..., n}. Wy-
starczy zauwazyé, ze

d ,
E alcr(l) (t)a’.’.a(Z) (t) M 'antr(n) (t) = alo‘(l) (t)a20(2) (t) 'ano'(n) (t)

4 ’
50y (OB 2) )y 0 @) F o F @y () ) (). (B,
zeby stwierdzi¢ prawdziwos$¢ rozwazanego wzoru.
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Wiasno$é 2

Niech A=[a;],B= [6;1,1<i, j<nbeda dowolnymi macierzami, a macierz
C= [c,.j] ich iloczynem C = BA. Wtedy
[C1Crareens €| = 2 b, [aﬂ,aﬂ,...,ajn], i=12,..,n (9.2)

1< j<n
tzn. i-ty wiersz macierzy C jest kombinacja liniowa wierszy macierzy A.
Wlasnos¢ 3
Niech A=[a,],1<i, j <nbedzie dowolng macierza, a f8,,,.... 8, dowolnym
uktadem liczbowym. Wybierzmy dowolnie i, 1<i<n i utwérzmy macierz
A =[a,],1<k,1<n, okreslajac

_ y, gdyk#1i
W=\ Bay, glyk=i
1<j<n

tzn. macierz A powstaje z macierzy A przez zamiang jej i-tego wiersza kombinacja

liniowa wszystkich wierszy macierzy A, wtedy
detA = B, det A (9.3)
Uzasadnienie
Wiersze macierzy A bedziemy oznaczaé nastgpujaco
a? ={a,,a,,...a,], 1<i<n
Wtedy mozemy napisaé

“ r ]
[ a® a®

A=a® | i A=|Y Ba”| - itywiersz

I<j<n

(n)

L J a(n)

b =

Korzystajgc teraz z elementarnych wiasnosci wyznacznika, otrzymujemy
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[‘ a® [ a® 7

detA = Y B, det|a"” |- i-ty=Pp, det| a® | =B, det A

1<j<n

a(n)_J a(n)

bo wszystkie skfadniki sumy, w ktdrych j # i s3 wyznacznikami macierzy, majacych
dwa takie same wiersze, sa wiec réwne zeru.

Przystepujac do gloéwnej czgsci dowodu, wykonamy operacje okreslenia gradientu
w réwnaniu

LXC)=uX@.ah0, XO,0=0 ack’ ©0.4)
t
Poniewaz operacje rézniczkowania sa przemienne, otrzymamy
v, diX(t, ) =(l—lVaX(t,oc) =V uX(@,o),)V Xt 0), V, X(0,00)=1, aeR" 9.5)
t dt

gdzie [ jest maciervzat jednostkowa. w celu uproszczenia dalszych rachunkow, dla

ustalonego QL€ R?, wprowadzamy oznaczenia
A(t)=V X(t,a), B(t)=V w(X(r,0),t)
Wtedy réwnanie (9.5) przyjmuje postaé
A'(1)=B®A®), t>0
AQ)=1 9.6)

Do wyznaczenia wyznacznika det A(f) skorzystamy najpierw z wiasnosci 1, otrzy-
mujac

gt—det A@t)=Y det A ()

1gi<n

gdzie i-ty wiersz macierzy A (f) jest postaci

[ai,l (t)’ ai’z(t)v (A ] ai,n (t)]

(pozostale sa odpowiednimi wierszami macierzy A(z)).
Z réwnoscei (9.3) i wlasnosci 2 wynika, ze ten i-ty wiersz jest kombinacija liniowa
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[, ®). &y ). O] = Y, b;(O)] @, @), ap, ©), @, ®]

1 j<n

wierszy macierzy A(t).
Dlatego na podstawie wlasnosci 3 otrzymujemy

det A () =b, (1) det A(?)

Ostatecznie dostajemy

g;det A(r) =( > b, (t))det A(t)

I<i<n
det A(0)=1
Oznacza to, ze det A(t) spetnia podane proste réwnanie rézniczkowe. Po jego roz-
wiazaniu otrzymujemy

!

det A(t) = exp(j b, (s)fls)

0 1<ign

Trzeba teraz tylko zauwazy¢, ze
du,
b.(t)=—(X(c,t),t
(=g H(X@D)

Z réwnania ciaglosci wynika, ze

Y b,()=divu=0

1<i<n

czyli det A(t)=detV X(a,#) =1, co nalezato uzasadni¢.

Dodatek B. Wyprowadzenie postaci adwekcyjnej zasady
zachowania pedu (rownania ruchu Cauchy’ego)

Przedstawione w podrozdziale 3.1.6 réwnanie momentu pedu wzdtuz wspdtrzedne;j
X; jest postaci
dpu,
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Korzystamy teraz ze wzoru na dywergencj¢ diady

( (puu )) Zp( j), i=1,23 (9.8)

Lewa strong¢ réwnania (9.7) przeksztalcamy do postaci adwekcyjnej, korzystajac z
nastgpujacego jej przedstawienia:

WU Lo u)_a +p_ai+a-((pu[)-ui)+a((pu2).ui)+a((pu3).ui)
ot ot ox, ox, dx,
sl B, o ),

=ui[%_f+v.(pu)}+p%.+p . a( D4t za;z3>+p 33;’;)

Wobec tego, ze wyrazenie w nawiasie kwadratowym przedstawia rownanie ciaglo-
$ci (zachowania masy) i jest rowne zeru, mamy:

ou L 0(w) o
2 N V.
P +p§,u, % P +p(uV)y 9.9)

Postepujac podobnie dla pozostatych osi uktadu wspétrzednych, otrzymujemy peina
wektorowa, adwekcyjna posta¢ réwnania pedu:

3
pa_‘:+p(u-v)u=V-T+pf (9.10)

Dodatek C. Szczegoly przeksztatcen przy wyprowadzaniu
rownania zachowania momentu pedu

Zalezno$¢ opisujaca zasadg¢ zachowania momentu pedu formutujemy tradycyjnie
w postaci rownosci ca}kowej

£ J' rxpudV = frxt(n)dS+ J' rxpfdV 9.11)
V(z) $(e) v{r)

Jednak dla wykazania bardzo waznej wlasciwosci tensora T, czyli jego symetrycz-
nosci bedzie nam potrzebna nieco zmodyfikowana jej postaé.
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Na wstepie okreslimy iloczyn wektorowy wektora r i dowolnej macierzy M, jako
macierz

A=rxM, A=[a,.j]
gdzie
ay; =hMy; — B, ;
Qy; =nny ;= L,
a3j=rlnlzj—'r2mlj, j=1,2,3

Kolumny macierzy A sa wektorowymi iloczynami wektora r i odpowiednich ko-
lumn macierzy M. Ta operacja ma nastgpujace wlasnosci:

Wlasno$é 1
rx(Mv)=(rxM)v dla dowolnego wektora v 9.12)

Dla uzasadnienia wystarczy rozpatrzyé odpowiadajace sobie kolejne skladowe
wektoréw po lewej i prawej stronie rownosci. Pokazemy to na przykladzie pierwszych
sktadowych. Dla pozostalych rachunek przebiega podobnie.

Zauwazmy, ze

(r><(Mv))l =1, 2 msV; =1 Z myv; = 2 (r2m3j —rgmzj)vj =((r><M)v)l

1<j<3 1<j<3 1<j<3
co nalezato uzasadnié.

Wilasnosé 2

My — Ny
div (rxM)= (rxdivM)+| m; —m;, 9.13)
My, = My,

Dla uzasadnienia rozpatrzmy pierwsze sktadowe, mamy wtedy

0

(div (1'><M))l = div [a”,alz,aw]:zlg(@mgj —1'3m2j)
T

R CR R E

9 3 ,
- rZZ(g;maj]—r}Z[gn%}(mn —my )= (rxdiv M), + (my, —my )
J

j J

Podobnie otrzymujemy dla pozostatych skladowych.
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Wlasnosé 3

0 u -u,
V(rxu)=rxVu+|-u; 0 u 9.14)
u, -—u 0

Przeprowadzimy rachunek tylko dla pierwszych sktadowych
\Y (r2u3 - nlu, ) = (rZVu.3 -rVu, ) + (‘u3Vr2 -u,Vr, ) = (r X Vu)l + [O,u3 sl ]

Dla pozostatych sktadowych rachunek przebiega podobnie.

Zaczniemy od wyznaczenia pochodnej materialnej wyrazenia pod catka po lewej
stronie réwnosci

D d
—(prxu)=—(prxu)+V(prxu)-u
Dy (Prxu)==(prxu)+V(prxu)
Poszczegdlne skladniki po prawej stronie réwnosci rozpiszemy nastepujaco:

i(,0rxu)= -é-rx(pu) +rxi(pu)= —a—p rxu+p rxiu
ot ot ot ot ot

V(rx pu)=V(p(rxu))=(rxu)Vp" + pV(rxu)

Korzystamy z wlasnosci 3 i mozemy napisaé

;%(prxu)=(%p)rxu4;p(rx—gt-u)+(rxu)VpT -u+pV(rxu)-u

0 wu; —u
3 3 . 3 2
=| 5,° [rxutp| rx=-u +(rxu)Vp' -u+p(rxVa)u+p|-u; 0 u |-u

u, —-u 0O
2 1

=(-(%p+VpT -u)rxu+p(rx%u+(rxVu)-u)

Ostatecznie po uwzglednieniu zasady ciaglosci otrzymujemy
D d d D
—(prxu)=p[ rx—u+(rxVu)-u = prx| —u+Vu-u |= prx—u
Dt (prxu) p[ ot ( ) ) p (81‘ ) p Dt

Druga catke w réwnosci (3.44)
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[ rxt(n)as = [ (xxT-n)ds= [ (rxT)-nds
$(r) 5(r) (1)

zamienimy za pomoca wzoru Gaussa na catkg objetosciowa
[ rxt(a)as= | (xT)-nds= | div(rxT)dv
5() 5() v
Korzystamy teraz z wlasno$ci 2, mozemy napisaé
[ ext(n)as = [ rxdivTav+ [ €av
5(1) v() V()
gdzie
I3z ~ 3
t=t;-1;
Iy — 1ty

Ostatecznie zasada zachowania momentu pedu przybiera posta¢
[ prs 28y = [ (rxdiv T+t )av + [ rxptav
v(r Dz V() )

) Vit

Dodatek D. Niektdore przeksztalcenia wektorowe,
funkcyjne i wzory calkowe

Przyjmijmy, Ze a, b, ¢ sa wektorami w przestrzeni R* , v, w sa funkcjami wektoro-
wymi odwzorowujacymi przestrzen R*>—R>, ¢ oraz y sa funkcjami skalarnymi
odwzorowujacymi przestrzen R> — R, V jest objetoscia w ukladzie tréjwymiarowym
ograniczong brzegiem S , S(C) jest otwarta przestrzenia ograniczona krzywa C, n za$
jest wektorem jednostkowym zewnetrznym do powierzchni S, wowczas wazne sa na-
stepujace tozsamosci wektorowe i catkowe:

a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb) (9.15)
ax(bxc)=b(c-a)-c(a-b) (9.16)
(axb)-(exd)=(a-c)(b-d)-(a-d)(b-c) 9.17)

V(v-w)=v-VW+w-Vv+vX(Vxw)+wx(Vxv) (9.18)



v-Vv=%V(v-v)+(va)xv

a-V(v-w)=v-(a-Vw)+w-(a-Vv)
V- (vxw)=w-(Vxv)-v-(Vxw)

Vx(vxw)=v(V-w)—w(V-v)—v-Vw+w-Vv

- Vx(pu)=¢Vxu+(Ve)xu

Vx(Vxv)=V(V-v)-V’v

" Twierdzenie Gaussa:

Pierwsza tozsamos¢ Greena:

14

Druga tozsamos¢ Greena:

§

Twierdzenie Stokesa:

Dodatek

V(pv)=@V-v+v-Vo

V-(Vxv)=0

Vx(Ve)=0

jv-vdv=jv-nds
v S
[Voav = [pnds
\'% S

fovdV =fn><vdS
1% N

[(oviw +Ve-Vy)av =[oVy nds
N

f(quﬁp ~y Vp)dV = _[(quw -y Vo)-ndS
S

[(vxv)-nds = val

fnxV(pdS =I(pdl
N Cc
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9.19)

(9.20)
9.21)
9.22)

(9.23)

(9.24)

(9.25)
(9.26)

9.27)

(9.28)

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)

(9.33)

(9.34)
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Przedstawiono praktyczng i efektywna metode
wyznaczania obciazen hydrodynamicznych dziataja-
cych na zamknigcia budowli wodnych. Obciazenia
hydrodynamiczne sa w omawianych zagadnieniach
inzynierskich zwigzane z bardzo silnie turbulentnym
przeptywem, w ktérym wystepuja zjawiska odrywania
warstwy przysciennej i recyrkulacji. Oméwiono zagad-
nienia zwigzane z kinematyka i dynamika wirowosci
oraz teorie warstwy przysciennej. Po analizie moz-
liwosci réznych metod numerycznych do rozwigzania
zagadnienia przeptywu turbulentnego wybrano sto-
chastyczng metode wiréw dyskretnych. Wyprowa-
dzono réwnania dla przeptywu w obszarach o ztozo-
nej geometrii oraz przedstawiono oryginalny sposéb
rozwigzania problemu warunkéw brzegowych.

W przeptywach silnie turbulentnych obciazenie
hydrodynamiczne jest przede wszystkim efektem
ciSnienia cieczy dziatajacego na konstrukcje.
Problem ci$nienia rozwigzano metoda elementow
brzegowych, wykorzystujac rozktady pola predkosci
i wirowosci, znane zobliczen metoda wirdw.

Uzytecznos¢ opracowanych metod i algorytméw
zaprezentowano, wykonujac praktyczne obliczenia
rozktadu pol predkosci, wirowosci i ci$nienia dla
wybranych zamknigé hydrotechnicznych - zasuwy
ptaskiej w spuscie dennym oraz zamknigcia
klapowego na wysokim progu.

Monografia jest przeznaczona dla specjalistow
z dziedziny budownictwa wodnego i projektantow
zajmujacych si¢ zastosowaniem metod numerycz-
nych w hydrotechnice.
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