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Ważniejsze oznaczenia

a - wektor przyspieszenia
b - szerokość
C - obwód, stała całkowania
Cp - bezwymiarowy współczynnik ciśnienia
Cs - stała w modelu Smagorinskiego
D - tensor prędkości odkształcenia
D' - dewiator tensorem prędkości deformacji
E - wartość oczekiwana
Ek - energia kinetyczna
f - częstotliwość
f - transformata Fouriera funkcji obcięcia (rozdz. 5)

F - ilość materii w objętości kontrolnej
F - siła
f,f£ - funkcja obcięcia (rozdz. 5)
ff - gęstość rozkładu sił masowych i jej składowa
g - przyspieszenie ziemskie
G - funkcja we wzorze Biota-Savarta (rozdz. 5)
G - funkcja Greena
Ge - funkcja we wzorze Biota-Savarta po regularyzacji
h - głębokość, wysokość kanału
h - wymiar oczka siatki (rozdz. 5)
hh - wysokość prędkości
hd - głębokość wody dolnej
H - funkcja Heaviside’a (rozdz. 6)
I - tensor jednostkowy
Ji - funkcja Bessela II rzędu
K - kinetyczna energia turbulencji
K - jądro całki Biota-Savarta
K£ - jądro całki Biota-Savarta po regularyzacji
l - długość „drogi mieszania”
L - długość
L - makroskopowy wymiar przepływu
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- wektor jednostkowy normalny
- rząd błędu
- ciśnienie, wartość średnia
- ciśnienie kinematyczne
- objętościowe natężenie przepływu na jednostkę szerokości
- dowolna wielkość fizyczna (rozdz. 3)
- pochodna normalna prędkości do brzegu
- objętościowe natężenie przepływu
- promień wodzący
- stała gazowa
- liczba Reynoldsa
- parametr
- wektor styczny
- pole powierzchni
- liczba Strouhala
- wektor naprężenia
- temperatura
- czas, krok czasowy
- tensor naprężenia
- wektor prędkości, wartość średnia, fluktuacja
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- składowe wektor prędkości
- wektor prędkości na brzegu
- wektor prędkości początkowej
- skok prędkości na warstwie wirowej
- przybliżone pole prędkości w metodzie wirów

- objętość kontrolna płynu
- proces Winera
- wektor położenia
- współrzędna przestrzeni
- trajektoria ruchu cząstki
- przybliżona trajektoria ruchu cząstki
- przybliżona trajektoria ruchu cząstki po dyskretyzacji
- punkt położenia początkowego cząstki
- oznaczenie krzywej, fragment brzegu
- intensywność warstwy wirowej (rozdz. 6)
- cyrkulacja (natężenie wiru)
- funkcja Diraca
- symbol Kroneckera
- grubość warstwy przyściennej (rozdz. 3)
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Syk - symbol Levi-Civity
£ - promień obcięcia (rozdz. 5, 7)
£ - dyssypacja energii kinetycznej turbulencji (rozdz. 4)
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- podział obszaru siatką (rozdz. 5), podział warstwy (rozdz. 6)
- współczynnik lepkości dynamicznej
- współczynnik lepkości turbulentnej
- kinematyczny współczynnik lepkości
- punkt źródłowy
- gęstość cieczy
- czas (rozdz. 3)
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- naprężenia turbulentne
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- funkcja potencjału prędkości
- funkcja prądu
- przybliżona funkcja prądu w metodzie wirów
- potencjalna funkcja prądu rozdz. 6
- współczynnik lepkości turbulentnej (eddy viscosity)
- przybliżona wirowość w metodzie wirów

- wirowość
- przybliżona wirowość po dyskretyzacji (rozdz. 5)
- wektor rotacji (wiru)
- składowe wektora wiru
- prędkość kątowa
- symbol transpozycji wektora lub macierzy

- operator splotu





1. Wstęp

Modelowanie obciążeń hydrodynamicznych, wynikających z oddziaływania turbu- 
lentnego strumienia przepływu cieczy na zamknięcie budowli wodnej, powinno być 
przeprowadzane w zgodzie z fizyką. W stosowanych do tej pory metodach uproszczo
nych wyznaczania obciążeń hydrodynamicznych zakłada się zwykle, że ciecz jest do
skonała, a przepływ potencjalny. Konsekwencją takich założeń jest niemożność mo
delowania rzeczywistych zjawisk występujących podczas opływu zamknięć hydro
technicznych, takich jak tworzenie się i odrywanie warstwy granicznej i powstawanie 
stref recyrkulacji. Zjawiska te mają istotny wpływ na wielkość oraz charakter obciąże
nia hydrodynamicznego zamknięcia. Wykonywane dawniej obliczenia współczynnika 
wydatku i kontrakcji były często weryfikowane badaniami eksperymentalnymi, które 
wskazywały, że przyjęte uproszczenia nie powodują dużych błędów obliczeniowych. 
Pojawiła się powtarzana często w publikacjach opinia (Naudascher i Rockwell, 1994), 
że przepływ z dużą liczbą Reynoldsa może być traktowany jako przepływ potencjalny. 
Jednak, aby takie przyjęcie uproszczeń było dopuszczalne przy wyznaczaniu obciążeń 
hydrodynamicznych, muszą być spełnione odpowiednie warunki, przede wszystkim 
fizyczne i geometryczne. Niniejsza praca ma na celu między innymi wskazanie takich 
przypadków, kiedy lepkość cieczy nie może być pominięta. George Batchelor, jeden 
z najznakomitszych mechaników płynów tak napisał w swojej książce (Batchelor, 
1967):

Zwykle przyczyna różnicy charakteru tych dwóch przepływów leży w różnym za
chowaniu się rzeczywistego i idealnego płynu blisko stałego brzegu. Płyn rzeczywisty 
spełnia warunek braku poślizgu na brzegu stałym, jakakolwiek mała byłaby jego lep
kość, podczas gdy płyn idealny nie spełnia tego warunku.

W większości przypadków rzeczywistego przepływu przez budowle hydrotechnicz
ne mamy do czynienia z ruchem turbulentnym, gdy w warstwie przyściennej zachodzą 
intensywne procesy tworzenia się wirów, które następnie są unoszone przez główny 
strumień przepływu. Jednym z bardzo szczególnych zjawisk opływu, którego nie moż
na symulować na gruncie teorii przepływu potencjalnego lub przepływu cieczy nielep- 
kiej, jest odrywanie się warstwy przyściennej. To zasadnicza przyczyna powstawania 
dużych spójnych (koherentnych) struktur wirowych, których efektem jest pojawianie 
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się w przepływie quasi-okresowych pól wirowości, prędkości i ciśnienia (por. rys. 3.9). 
Zmienne wartości naporu wody na konstrukcję mogą być z kolei przyczyną jej drgań, 
co przekłada się na dodatkową zmianę pola prędkości i wirowości. Tym samym tworzy 
się mechanizm, który w niesprzyjających warunkach może prowadzić do podtrzymy
wania, a nawet wzmacniania amplitudy ruchu konstrukcji (Naudascher i Rockwell, 
1994).

Innym trudnym do analizy przypadkiem jest zjawisko opływu zamknięcia hydro
technicznego w warunkach jego zmiany położenia. Dodatkowy ruch ma wpływ na 
odrywanie lub przyleganie warstwy przyściennej i może istotnie zmieniać proces gene
rowania wirów.

Modelowanie takich zjawisk jest zagadnieniem, o którym Batchelor (1967) napisał:
Jednym z najważniejszych problemów mechaniki płynów jest określenie właściwo

ści przepływu zachodzącego przy jednoczesnym ruchu opływanego ciała o prostych 
kształtach, dla założonego rzędu wartości liczby Reynoldsa (Re), zwłaszcza dla dużych 
wartości Re, odniesionych do wymiarów ciała poruszającego się w wodzie lub powie
trzu, które zaliczane są do płynów o małej łepkości.

Od napisania tego stwierdzenia upłynęły cztery dekady, jednak nie straciło ono nic 
ze swojej aktualności.

Wyznaczanie obciążeń hydrodynamicznych dotyczy wielu różnych zjawisk fizycz
nych i przypadków rozwiązań technicznych. Może to być związane z ogólną turbulen
cją przepływu, powstawaniem warstwy granicznej za opływaną konstrukcją, prze
mieszczaniem się konstrukcji w cieczy, falowaniem cieczy, drganiami zamknięć 
wzbudzanymi przepływem. Inną grupę stanowią obciążenia spowodowane uderzeniem 
hydraulicznym, inną wreszcie siły pochodzące od ruchu obrotowego w maszynach 
przepływowych - turbin, pomp i wentylatorów. Bardzo silne efekty zmiennego obcią
żenia powstająw wyniku zjawisk katastrofalnych, takich jak awarie budowli wodnych, 
falowanie w wyniku abrazji brzegów w zbiorniku retencyjnym, trzęsienie ziemi, eks
plozje. Jak widać obciążenia hydrodynamiczne obejmują wiele zagadnień. Z tego 
względu w niniejszej pracy autor skupił się wyłącznie na opisie i modelowaniu zjawisk 
pochodzących od turbulentnego strumienia cieczy, przepływającej przez wybrane ro
dzaje zamknięć hydrotechnicznych.

Modelowanie obciążeń hydrodynamicznych polega na wyznaczaniu parametrów 
przepływu, a przede wszystkim rozkładu prędkości i ciśnienia. Jeśli wyniki obliczeń 
mają być wiarygodne i dotyczyć zagadnień inżynierskich, należy modelować przepływ 
turbulentny z uwzględnieniem jego fizycznych właściwości. Przepływ turbulentny jest 
jednym z tych zjawisk, które są bardzo trudne do modelowania. Turbulencja przepły
wu oznacza bowiem ruch, który jest powszechnie określany mianem losowego lub 
chaotycznego (Elsner, 1987), (Gatski i inni, 1996). W tym obrazie chaotycznych ru
chów cząstek cieczy pojawiają się również spójne ruchy dotyczące pewnych obszarów 
przepływu, zwane koherentnymi strukturami wirowymi. Skala wymiarów struktur 
koherentnych może być zbliżona do wymiaru całego obszaru przepływu, ich obecność 
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istotnie wpływa na transport masy, pędu i energii w przepływie. Oprócz tych struktur 
wirowych największych, istotną cechą ruchu turbulentnego jest występowanie w nim 
całej gamy wirów o mniejszych rozmiarach, aż do najmniejszych, których wymiar 
zależy od lepkości cieczy, przy czym najmniejsza skala osiąga 0,1 mm dla swobodnej 
strugi (Elsner, 1987).

Ustalony w sensie średnim ruch turbulentny wymaga dla jego podtrzymania nie
ustannego dopływu energii z zewnątrz. Energia w ruchu turbulentnym pochodzi od 
rozkładu prędkości średnich i przekazywana jest wirom największym, o najniższych 
częstotliwościach. Źródłem takiej energii, charakterystycznym dla opływu zamknięcia, 
będzie warstwa przyścienna, a także jej odrywanie się od krawędzi zamknięcia i for
mowanie się warstwy granicznej. W warstwie granicznej przepływ jest silnie naprze
mienny (intermitentny), co oznacza, że chwilami ma on charakter laminarny, a chwi
lami turbulentny - zjawisko to jest efektem tworzenia się struktur koherentnych. Ener
gia wirów dużych jest transferowana następnie poprzez skale średnie do wirów naj
mniejszych o największej częstotliwości, tworząc tak zwaną kaskadę energii. Dopiero 
w wirach najmniejszych następuje dyssypacja energii turbulencji wskutek jej zamiany 
na ciepło. Obecne badania wskazują, że występuje również zjawisko przekazywania 
energii w kierunku odwrotnym, czyli od wirów najmniejszych do największych - tak 
zwane rozproszenie wsteczne (z ang. backscatter).

Inną bardzo ważną cechą przepływów turbulentnych jest niejednorodność zjawiska 
turbulencji, objawiająca się zależnością fluktuacji prędkości od kierunku przepływu. 
Jest to wynik przekazywania energii od przepływu średniego, który ma jeden dominu
jący kierunek. Silny wpływ na zjawisko anizotropowości turbulencji ma obecność 
brzegów, wykazujących tłumiące działanie na normalne do brzegu składowe fluktuacji 
prędkości. Według Gatski i in., (1996) pewną anizotropowość obserwuje się nawet 
w skali najmniejszej.

Przedstawiona charakterystyka turbulencji wskazuje jak wielkie trudności związane 
są z opisem matematycznym omawianego zjawiska. Dlatego też uciekamy się do opisu 
fenomenologicznego, zakładającego jednorodność i ciągłość materii, gdyż wtedy dys
ponujemy równaniami, wynikającymi z różnych teorii tego ruchu. Najbardziej uniwer
salne i zarazem dokładne jest równanie Naviera-Stokesa, jednak jego bezpośrednie 
rozwiązywanie napotyka wiele trudności.

Wybór metody modelowania zależeć będzie od teorii przyjętej do analizy tego ru
chu. Jeżeli przyjmujemy założenie, że turbulencja jest wyłącznie losowa, to właściwe 
rozwiązanie możemy znaleźć na gruncie teorii stochastycznej, wykorzystując do tego 
celu uśrednione równanie Reynoldsa. Gdyby z kolei rozważać wyłącznie zjawisko 
pojawiania się struktur koherentnych, które często mają w przybliżeniu charakter okre
sowy, można by traktować przepływ turbulentny jako deterministyczny i wyznaczać 
go z równania Naviera-Stokesa. Klasycznym przykładem takiego okresowego zjawi
ska jest opływ walca i tworzenie się ścieżki wirowej Karmana. Wiry Karmana, mimo 
pewnej regularności, nie są oczywiście zupełnie jednakowe pod względem natężenia
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wirowości i częstości odrywania. W innych przypadkach, na przykład opływu zasuwy, 
ta regularność jest jeszcze mniejsza. Świadczy to o tym, że zjawisko przepływu turbu- 
lentnego nie jest w pełni ani stochastyczne, ani deterministyczne. Przystępując do wy
boru modelu, należy rozważyć jeszcze parametry przepływu związane z jego turbulen
cją początkową, geometrią obszaru, warunkami brzegowymi - czynnikami silnie od
działującymi na charakter przepływu i tworzenie się struktur koherentnych. To spra
wia, że niezwykle trudno jest na obecnym etapie wiedzy zbudować model uniwersalny, 
który mógłby być stosowany do wszystkich rodzajów przepływów turbulentnych.

Złożoność zjawiska turbulencji powoduje, że w zagadnieniach inżynierskich roz
wiązanie przepływu turbulentnego poszukiwane jest wyłącznie za pomocą symulacji 
numerycznych, które uwzględniają złożoną, stochastyczno-deterministyczną naturę 
zjawiska. Modelowanie numeryczne przepływów turbulentnych to dynamicznie roz
wijająca się dziedzina, w której dominują obecnie dwie grupy metod - metody wyko
rzystujące siatkę numeryczną do aproksymacji rozwiązania równań różniczkowych 
opisujących zjawisko przepływu oraz metody, w których nie korzysta się z siatki. 
Przez pojęcie siatki numerycznej rozumie się pewien skończony zbiór punktów, repre
zentujący przestrzeń fizyczną. Podstawą do modelowania dla tych metod są równania 
Reynoldsa lub równania Naviera-Stokesa.

W niniejszej pracy zaprezentowano założenia i opisy różnych modeli obliczenio
wych, od najprostszych, wykorzystujących funkcję potencjału prędkości, które nie 
spełniają przedstawionych wymagań, aż do tych najnowszych, z uwzględnieniem nie 
tylko ich możliwości, ale także ograniczeń.

W monografii zaproponowano zastosowanie do obliczeń numerycznych opływu 
zamknięć hydrotechnicznych numerycznej, bezsiatkowej metody wirów, jako alterna
tywy dla metod z siatką numeryczną. Metodę tę zaproponowano, gdyż oddaje ona naj
wierniej fizykę zjawiska generowania wirowości i tworzenia się struktur koherentnych. 
Nie wymaga stosowania współczynników empirycznych i nadaje się do wyznaczania 
parametrów przepływu dla dowolnie złożonych geometrycznie obszarów z brzegami 
stacjonarnymi lub ruchomymi. Dzięki temu można ją użyć w praktycznych oblicze
niach pola prędkości i ciśnienia, a następnie wyznacza się obciążenie hydrodynamicz
ne zamknięć hydrotechnicznych.

W zamierzeniach autora, oprócz walorów poznawczych, praca ma szeroki aspekt 
praktyczny, polegający na wyjaśnieniu mechanizmów powstawania zmiennych obcią
żeń, których niepożądanym efektem mogą być drgania zamknięć hydrotechnicznych. 
Dzięki przeprowadzonym symulacjom numerycznym i porównaniu wyników z meto
dami opartymi na równaniu przepływu potencjalnego, przedstawiono również te przy
padki opływu zamknięć, które zdecydowanie nie powinny być wyznaczane za pomocą 
uproszczonych metod. Przedstawione w pracy wnioski dotyczące kształtów krawędzi 
opływanych zamknięć zasuwowych i segmentowych, które nie powodują niebezpie
czeństwa pojawiania się drgań, będą z pewnością stosowane przez inżynierów, zajmu
jących się projektowaniem tego typu konstrukcji.
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1.1. Cel pracy i podstawowe założenia

Zasadniczym celem prezentowanej monografii jest opracowanie metody wyznacza
nia zmiennych obciążeń hydrodynamicznych działających na zamknięcia hydrotech
niczne. Proponowana przez autora metoda w zasadniczy sposób różni się od dotych
czas stosowanych prostych rozwiązań numerycznych, nieuwzględniających turbulent- 
nego charakteru przepływu i zachodzących w nim niekorzystnych zjawisk polegają
cych na powstawaniu zmiennego naporu hydrodynamicznego. Efektem obliczeń za
proponowaną metodą jest wyznaczenie średniej wartości siły hydrodynamicznej oraz 
składnika fluktuacji, który może być podstawą do dalszych prac nad dynamicznym 
zachowaniem się opływanych konstrukcji. Metoda zakłada możliwość analizowania 
przepływów laminarnych i turbulentnych. Te pierwsze służą przede wszystkim weryfi
kacji metody, drugie są podstawą modelowania oddziaływania strumienia na opływaną 
konstrukcję w warunkach, które występują „w naturze”, tzn. dla dużych liczb Reynold
sa około 105- 10ć.

Metoda, aby była skuteczna musi zostać wyposażona w narzędzia obliczeniowe 
w postaci algorytmów i programów komputerowych. Celem pracy było ich opracowa
nie, aby umożliwić efektywne symulacje numeryczne przepływów dla modeli odpo
wiadających rzeczywistym konstrukcjom hydrotechnicznym. Dało to możliwość osią
gnięcia kolejnego celu praktycznego - określenia kształtu opływanej krawędzi za
mknięcia hydrotechnicznego, który nie wywołuje niestabilności strumienia opływowe
go i tym samym silnych dynamicznych obciążeń - i w tym kontekście sformułowanie 
wniosków i zaleceń przydatnych w procesie projektowania zamknięć.

W opracowywaniu monografii ograniczono się do wyznaczania jednego z możli
wych rodzajów obciążeń hydrodynamicznych, a mianowicie pochodzącego od niesta
bilności przepływu wywołanego silną turbulencją i odrywaniem strumienia opływo
wego. Pozostałe przyczyny, takie jak falowanie strumienia, ruch konstrukcji lub ude
rzenie hydrauliczne są bowiem innej natury i wymagają budowy innych, często mniej 
złożonych modeli obliczeniowych. W pracy dominuje analiza dwóch rodzajów zam
knięć, które są szczególnie narażone na drgania - zamknięcia zasuwowego w przewo
dzie ciśnieniowym oraz zamknięcia klapowego, stanowiącego zamknięcie jazowe na 
niskim progu. Pierwsze reprezentuje klasę zamknięć z dolną krawędzią opływaną, 
a drugie z krawędzią górną. Wybór ten był podyktowany objęciem szerszego spektrum 
zjawisk, gdyż w przypadku zamknięcia zasuwowego występują duże prędkości i inten
sywność towarzyszącego im zmiennego ciśnienia, podczas gdy w przypadku klap ma
my do czynienia z wolniejszym przepływem i swobodną powierzchnią. Zamieszczone 
w pracy symulacje opływu innych konstrukcji stanowią potwierdzenie możliwości 
stosowania zaproponowanej metody do różnych zagadnień, także takich, które nie 
wywodzą się z budownictwa wodnego.
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Dodatkową motywacją do napisania niniejszej pracy była chęć przybliżenia pro
blematyki związanej z numerycznym modelowaniem przepływów turbulentnych 
w aspekcie praktycznych obliczeń, a zwłaszcza prezentacja własnych rozwiązań pole
gających na wykorzystaniu metody wirów w połączeniu z metodą elementów brzego
wych. Metodami tymi analizowano najpierw pola prędkości i wirowości, a następnie 
wyznaczano rozkład ciśnienia na opływanej powierzchni zamknięcia, który razem 
z polem prędkości jest podstawą do obliczenia siły hydrodynamicznej. Metoda wirów, 
która symuluje przepływ na podstawie ruchu cząstek wirowości jest w tym kontekście 
bardzo obiecująca, daje bowiem dobre przybliżenie zjawiska opływu turbulentnego, 
lecz jest stosowana stosunkowo rzadko. Składają się na to zdaniem autora różne przy
czyny - „młody wiek” metody, stosunkowo długi czas obliczeń przy dużej liczbie czą
stek wirowości oraz trudności w spełnieniu warunków brzegowych.

1.2. Zakres pracy

Zgodnie z definicją obciążenie hydrodynamiczne obejmuje w zasadzie wszystkie 
przypadki oddziaływań cieczy na konstrukcję, jeśli tylko są one we wzajemnym ruchu 
i następuje wymiana pędu pomiędzy nimi. W zależności od rodzaju konstrukcji i spo
sobu opływu cieczy zjawisko obciążenia hydrodynamicznego może przebiegać w inny 
sposób i różne mogą być efekty jego oddziaływania. Dlatego w rozdziale drugim 
przedstawiono w sposób możliwie syntetyczny systematykę obciążeń hydrodynamicz
nych, i warunków ich występowania, opierając się na literaturze przedmiotu oraz ze
branych własnych doświadczeniach. Doświadczenia te głównie dotyczyły zamknięć 
klapowych, których problemom drgań poświęcona była praca doktorska autora mono
grafii (Kostecki, 1985). W pracy tej przedstawiono zastosowanie metody elementów 
skończonych do analizy drgań własnych konstrukcji w powietrzu oraz w wodzie. Efekt 
oddziaływania wody jest związany z tzw. „masą towarzyszącą”, która powoduje 
znaczne zmniejszenie częstości drgań. Wyniki obliczeń wykonanych przez autora zo
stały zweryfikowane bardzo pozytywnie badaniami drgań na modelu zamknięcia kla
powego i na rzeczywistej konstrukcji klapy (Rogala i Kostecki, 1987) na przelewie 
zapory Słup na rzece Nysie Szalonej. Wyniki badań autora posłużyły do znalezienia 
przez niego oryginalnego sposobu usunięcia przyczyny tych drgań (Kostecki i inni, 
1986). Oprócz zamknięć klapowych, które z racji swojej wiotkiej konstrukcji są szcze
gólnie podatne na drgania, w rozdziale drugim wskazano, że do rodzajów zamknięć, 
które podlegają bardzo silnym i zmiennym obciążeniom zaliczyć należy zamknięcia 
zasuwowe i segmentowe. Ich dynamiczne obciążenie jest wynikiem pulsacyjnej 
zmienności ciśnienia w przepływie turbulentnym, a zwłaszcza zjawisko odrywania się 
warstwy przyściennej od krawędzi opływanej. Wartość siły hydrodynamicznej może 
w ich przypadku wielokrotnie przekraczać siłę pochodzącą od ciężaru własnego (Col- 
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gate, 1959). Pomijanie tych zjawisk przy projektowaniu może doprowadzić do pro
blemów eksploatacyjnych skutkujących koniecznością modernizacji zamknięcia czy 
budowli, co zawsze jest bardzo kosztowne lub nawet może być przyczyną awarii za
grażającej bezpieczeństwu ludzi i ich mienia. Opis negatywnych skutków obciążeń 
hydrodynamicznych podano w końcowej części tego rozdziału. Aby móc analizować 
zjawisko obciążenia hydrodynamicznego metodami numerycznymi, niezbędne jest 
zastosowanie do jego opisu równań mechaniki płynów.

Rozdział trzeci jest syntetyczną prezentacją zagadnień z mechaniki płynów i hy
drauliki w zakresie zagadnień omawianych w następnych rozdziałach. W części pierw
szej zebrano podstawowe zasady zachowania w mechanice oraz przedstawiono rów
nania przepływu potencjalnego, cieczy idealnej i cieczy newtonowskiej. Do każdego 
z tych równań w skrócie omówiono warunki niezbędne do prawidłowego sformułowa
nia zagadnienia brzegowego. Część druga tego rozdziału poświęcona została omówie
niu kinematyki i dynamiki wirowości, zagadnieniom ważnym w kontekście rozwijania 
przez autora metody wirów. Trzecią część tego rozdziału zajmują zagadnienia związa
ne z turbulencją przepływów. Do przedstawienia w pracy wybrano zagadnienia, które 
mają bezpośredni związek z wyznaczaniem parametrów przepływu turbulentnego i siły 
hydrodynamicznej. Zmienna w czasie wartość siły hydrodynamicznej, działającej na 
powierzchnię konstrukcji, jest ściśle powiązana ze zjawiskami zachodzącymi w war
stwie przyściennej. Przedstawiono opis tworzenia się tej warstwy i zjawisko jej odry
wania od powierzchni zamknięcia. W rozdziale tym starano się także naświetlić po
ziom trudności w formułowaniu matematycznego modelu przepływu turbulentnego 
i zjawiska turbulentnej warstwy przyściennej.

Problemy modelowania przepływów turbulentnych metodami numerycznymi sta
nowią treść rozdziału czwartego. Przedstawiono w nim stosowane dotychczas metody 
wyznaczania siły hydrodynamicznej, w większości oparte na teorii przepływu poten
cjalnego i równaniu Bernoulliego. Na uwagę w opisie tych metod zasługują monogra
fie Naudaschera (1991) i Naudaschera i Rockwella (1994), którzy przedstawili w niej 
liczne przykłady obliczeń podaną metodą. Jednakże proste metody dają wyniki obar
czone znacznym błędem, a w niektórych przypadkach nie powinny być stosowane, co 
zostało wykazane w pracy autora (Kostecki, Strzelecki, 2006). Oprócz tych prostych 
metod w pracy omówiono metody numeryczne, które można stosować w obliczeniach 
pola przepływu i ciśnienia dla przepływu turbulentnego. Przedstawiono ich charaktery
styczne cechy z podziałem na metody siatkowe i bezsiatkowe. W tej pierwszej grupie 
wyróżniono stosunkowo nową metodę LES (Large Eddy Simulation), (Gatski i inni, 
1996), która jest obecnie intensywnie rozwijana na miejsce klasycznej metody, opartej 
o uśrednione po czasie równanie Reynoldsa. Jej zaletą jest rozwiązywanie równań 
ruchu turbulentnego dla dużych skal wirowości na podstawie równań Naviera-Stokesa, 
a z równania uśrednionego stochastycznie tylko dla skal małych. Metoda ta jest uwa
żana za dającą lepszą aproksymację, niż w klasycznym podejściu za pośrednictwem 
uśrednionego równania Reynoldsa. Jak do tej pory zastosowanie tej metody do zagad
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nień inżynierskich jest mocno ograniczone ze względu na problemy modelowania od
rywania turbulentnej warstwy przyściennej (Gatski i inni, 1996).

Pewnym rozwiązaniem może być zastosowanie metody bezsiatkowej, zwłaszcza 
proponowanej przez autora metody wirów dyskretnych (Kostecki, 2007). Główną jej 
zaletą, oprócz braku siatki numerycznej, jest bezpośrednie rozwiązywanie równań 
Naviera-Stokesa sformułowanych w postaci równania transportu wirowości. To za
gadnienie zostało omówione w rozdziale piątym, który stanowi ważną część pracy 
zawierającą zaproponowane przez autora rozwiązania rozkładów pól prędkości i wi
rowości w przepływie turbulentnym. Po przeglądzie literatury dotyczącym historii 
metody i jej podstaw matematycznych skoncentrowano się na przedstawieniu poszcze
gólnych jej sformułowań, w zależności od obszaru zastosowania. Zaprezentowano 
metodę wirów punktowych, która leży u podstaw metod wirów, a jest obecnie wyko
rzystywana w analizie ruchu warstwy wirowej opisanej równaniem całkowym z jądrem 
osobliwym (Lindsay i Krasny, 2001). Metoda wirów dyskretnych ma dwa sformuło
wania - pierwsze stochastyczne, które zostało zapoczątkowane przez Chorina (1973) 
i drugie deterministyczne zaproponowane po raz pierwszy przez Fishelov (1990). 
W pracy przedstawiono wyprowadzenie równań obu tych metod. Szczególnie skon
centrowano się na zagadnieniu metody stochastycznej wirów, jako bardziej odpowied
niej do losowego charakteru przepływu. Podano własną propozycję funkcji regularyza- 
cji jądra opartą na funkcji Cauchy’ego, która ma zaletę analitycznej całkowalności i jak 
pokazano w punkcie 5.4.2 spełnia kryteria zbieżności i jest stabilna. Kluczowym pro
blemem wyznaczania z metody wirów parametrów przepływu w obszarach ograniczo
nych jest zagadnienie spełnienia warunku brzegowego, na którym występuje znikanie 
składowych prędkości. W celu spełnienia tego warunku autor zaproponował wykorzy
stanie dodatkowego pola przepływu potencjalnego, wyznaczanego metodą elementów 
brzegowych. Oprócz rozwiązania potencjalnego do pełnego opisu zjawiska przepływu 
wzdłuż brzegu obszaru wykorzystano w pracy odpowiednie procedury generowania 
wirowości na brzegu, stanowiącego brzeg kanału lub opływanej konstrukcji.

W pracy przedstawiono także (Puckett, 1989) metodę warstw wirowych, wykazując 
równocześnie, że jej zakres stosowana do przepływów, które charakteryzują się dużą 
liczbą Reynoldsa i odrywaniem warstwy wirowej jest ograniczony. W metodzie nume
rycznej ważne jest stwierdzenie jej zbieżności i stabilności. Obszerne omówienie tego 
zagadnienia zamieszczono w podrozdziale 5.6, w którym zawarto uwagi i spostrzeże
nia autora odniesione do metody wirów dyskretnych w sformułowaniu stochastycznym 
w rozbiciu na zagadnienie adwekcji i dyfuzji wirowości.

Rozdział szósty jest najważniejszą częścią pracy, stanowi bowiem aplikację uzy
skanych w poprzednim rozdziale równań metody wirów dyskretnych do wyznaczania 
siły hydrodynamicznej. Z przedstawionej w tym rozdziale definicji wynika, że siłę 
hydrodynamiczną działającą na konstrukcję stanowią naprężenia styczne i ciśnienia, 
całkowane po całej powierzchni tej konstrukcji. Udział naprężeń stycznych dla dużych 
liczb Reynoldsa w stosunku do sił ciśnienia jest niewielki i może być pominięty. Po 
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przedstawieniu różnych sformułowań zagadnienia ciśnienia, zaprezentowano opis siły 
hydrodynamicznej od strony teoretycznej oraz dyskusję poprawności rozwiązania 
w kontekście różnych warunków brzegowych dla zagadnienia rozkładu ciśnienia 
w strumieniu przepływowym. Autor przedstawił swoją koncepcję rozwiązania zagad
nienia na podstawie przekształcenia równania Naviera-Stokesa do równania Poissona 
określającego rozkład ciśnienia. Potrzebne do tego rozwiązania rozkłady pola prędko
ści i wirowości są otrzymywane metodą wirów (Kostecki 2003, 2006), w postaci roz
wiązania metodą różnic skończonych. W niniejszej pracy zaproponowano metodę roz
wiązania równania Poissona dla ciśnienia wykorzystując do tego celu podejście waria
cyjne. Przez odpowiednie sformułowanie zagadnienia brzegowego uzyskano postać 
równań, do rozwiązania których nie jest konieczna znajomość funkcji ciśnienia na 
brzegu, wystarczą do tego bowiem rozkłady prędkości i wirowości w obszarze prze
pływu. Rozwiązania problemu dokonano metodą elementów brzegowych. Zaletą tego 
podejścia jest możliwość ograniczenia rozwiązania tylko do brzegowych wartości ci
śnienia, które odpowiednio scałkowane po konturze zamknięcia dają poszukiwaną 
wartość siły hydrodynamicznej. Jeśli interesuje nas pole ciśnienia wewnątrz obszaru 
przepływu to metodą elementów brzegowych łatwo to ciśnienie może być wyznaczone 
na podstawie rozwiązania brzegowego.

Po części teoretycznej przedstawiono przykłady obliczeń numerycznych potwier
dzających dokładność i efektywność metody.

W rozdziale siódmym przeprowadzono analizę obciążeń hydrodynamicznych dzia
łających na wybrane dwa rodzaje zamknięć hydrotechnicznych, na podstawie opraco
wanych autorskich programów numerycznych. Programy te zostały napisane częścio
wo w języku Fortran 95, a częściowo w programie Matlab, który posłużył także do 
wizualizacji wyników.

Pierwszym analizowanym obiektem jest zasuwa płaska, o poziomej dolnej krawę
dzi, zamykająca spust denny zapory Słup na rzece Nysie Szalonej. Obiekt wybrano ze 
względu na pojawiające się podczas jego eksploatacji drgania, wynikające ze zmienne
go obciążenia hydrodynamicznego. Analizowano dwa różne poziomy otwarcia tej za
suwy i wyznaczono parametry fizyczne przepływu oraz ciśnienie panujące w przewo
dzie spustu dennego. Wyniki porównano z rozwiązaniem opartym na teorii przepływu 
potencjalnego. Dodatkowo przeprowadzono symulację trzech innych hipotetycznych 
kształtów dolnej krawędzi tego zamknięcia, aby stwierdzić, jaki jest wpływ kształtu na 
wartość siły hydrodynamicznej.

Drugim zamknięciem był model klapy stanowiący przykład obliczeń zamknięcia ze 
swobodną powierzchnią. Poddano symulacji dwa przepływy przez klapę uzyskując 
dobrą zgodność obliczonego ciśnienia z pomiarami wykonanymi na tym modelu.

Ostatni rozdział pracy zawiera uwagi końcowe i wnioski oraz kierunki dalszych 
spodziewanych badań autora.



2. Obciążenia zamknięć 
budowli hydrotechnicznych

Zamknięcia hydrodynamiczne budowli wodnych śródlądowych są poddane znacz
nym zmiennym obciążeniom, które powinny być brane pod uwagę na etapie projekto
wania, zgodnie z obowiązującą normą (PN-2000-032003), a także podczas ich eksplo
atacji. Siły hydrodynamiczne (oprócz siły hydrostatycznej) stanowią bowiem dodat
kowe obciążenie i zaliczają się do zasadniczych długotrwałych obciążeń, na które po
winno być projektowane każde zamknięcie. Ich nieuwzględnienie lub niewłaściwe 
oszacowanie w konsekwencji może prowadzić do zagrożenia konstrukcji, o czym 
świadczą liczne awarie (Naudascher, 1991), (Naudascher i Rockwell, 1994). We 
wspomnianej normie oraz w podręcznikach dotyczących projektowania (Fanti, 1972) 
brak jest opisu metod, którymi można byłoby obliczać w skuteczny sposób siłę hydro
dynamiczną - wynik złożoności i różnorodności przypadków występowania tej siły 
i związanych z nią zjawisk.

Siłę hydrodynamiczną można zdefiniować jako napór wody wywołany jej ruchem 
lub ruchem samej konstrukcji, działający na jej powierzchnię. Opis fizyczny polega na 
określeniu zmiany strumienia pędu w cieczy opływającej konstrukcję, traktowaną jako 
ciało nieprzepuszczalne. Wartość naporu hydrodynamicznego jest równoważna ilości 
strumienia pędu przechodzącego przez powierzchnię w kierunku do niej prostopadłym. 
Strumień pędu zależy od pola prędkości oraz od gęstości cieczy. Zmiana pola prędko
ści w czasie będzie mieć wpływ na zmianę pędu i w konsekwencji na zmienność ob
ciążenia hydrodynamicznego.

W niniejszej monografii zajmować się będziemy przede wszystkim oddziaływa
niami, które występują podczas eksploatacji zamknięć hydrotechnicznych.

Omawiając siłę hydrodynamiczną należy podkreślić, że niezależnie od przyczyny 
jej powstania składa się ona z dwóch części - wartości średniej oraz fluktuacji (por. p. 
3.3.2). Średnia wartość obciążenia hydrodynamicznego stanowi więc dodatkową siłę, 
którą należy uwzględniać na etapie projektowania konstrukcji i urządzeń wyciągo
wych. Jeżeli obciążenie jest wynikiem podciśnienia, gdy dodatkowo występuje zjawi
sko kawitacji, to może nastąpić uszkodzenie opływanej powierzchni. Fluktuacja pręd
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kości, której towarzyszą znaczne zmiany ciśnienia na powierzchni zamknięcia może 
powodować jego drgania. Efektem tych drgań jest na ogół zmęczenie materiału prowa
dzące do awarii zamknięcia.

Rozróżnia się wiele różnych zjawisk prowadzących do pojawienia się siły hydrody
namicznej.

2.1. Rodzaje sił hydrodynamicznych

Rodzaje sił hydrodynamicznych klasyfikuje się pod kątem przyczyny, która je wy
wołała, oraz na podstawie mechanizmu, powodującego trwałość jej występowania. 
Obszerną systematykę obciążeń hydrodynamicznych sporządził po raz pierwszy Na- 
udascher (1961, 1991), a została przyjęta i zastosowana przez innych autorów (Kolk- 
man 1984; Thang, 1984). Naudascher wyróżnia następujące rodzaje sił:

a) spowodowane przez przyczyny zewnętrzne,
b) wywołane niestabilnością przepływu i oderwaniem warstwy przyściennej od 

krawędzi zamknięcia,
c) powodowane ruchem konstrukcji lub jej części,
d) wzbudzane oscylacją objętości cieczy.

Przedstawiona systematyka jest ogólna i nie zawsze można jednoznacznie rozstrzy
gnąć, do której grupy należy zakwalifikować dany przypadek. Aby ułatwić i przybliżyć 
zasady tego podziału, przedstawiono charakterystykę poszczególnych rodzajów sił 
hydrodynamicznych.

2.1.1. Siły spowodowane przez przyczyny zewnętrzne

Do grupy sił spowodowanych przez przyczyny zewnętrzne Naudascher (1991) oraz 
Thang (1984) zaliczają wszystkie zmienne siły działające na opływaną konstrukcję, 
których pochodzenie nie zależy od zjawisk zachodzących na styku konstrukcja-ciecz, 
lecz jest wynikiem działania czynnika zewnętrznego. Wyróżnia się kilka odmiennych 
źródeł, do których przede wszystkim zalicza się fluktuacje prędkości i ciśnienia wyni
kające z turbulencji napływającej cieczy. Przykładem może być oddziaływanie stru
mienia na dno bystrza lub kaskady powodujące jego uszkodzenia oraz fluktuacje pręd
kości i ciśnienia pojawiające się w obrębie odskoku hydraulicznego działające na płytę 
niecki wypadowej i na ubezpieczenia poniżej niecki. Jest kilka przypadków niszczenia 
tych urządzeń wynikających ze znacznych pulsacji ciśnienia, których amplituda różni 
się nawet 10+20-krotnie od wartości średniej (Naudascher, 1991). Destruktywne są 
w tym przypadku podciśnienia, za ich przyczyną powstaje bowiem kawitacja i nisz
czenie powierzchni konstrukcji. Materiał ubezpieczenia nierzadko też jest unoszony 
przez siły ciśnienia i porywany przez przepływający strumień. Innym źródłem zmień- 
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nej siły jest powstawanie warstwy granicznej za opływanym elementem konstrukcji. 
W strefie recyrkulacji powstają silne pulsacje oraz ujemne wartości ciśnienia, które 
mogą niekorzystnie wpływać na elementy znajdujące się w ich strefie.

Przepływy dwufazowe są kolejnym, częstym źródłem silnych pulsacji prędkości 
i ©ciśnienia. Zachodzą w sytuacji równoczesnego przepływu dwu różnych płynów, na 
przykład cieczy oraz gazu. W konstrukcjach wodnych zjawisko to zachodzi szczegól
nie intensywnie w spustach dennych zapór, sztolniach energetycznych lub obiego
wych, w sytuacji kiedy w przewodzie pojawiają się bąble powietrza, które przemiesz
czają się zgodnie z kierunkiem przepływu lub przeciw niemu. Ich przemieszczaniu, 
a następnie znikaniu w skutek wentylacji towarzyszą często pulsacje porównywalne ze 
zjawiskiem uderzenia hydraulicznego.

W przypadku konstrukcji morskich głównym źródłem zmiennego obciążenia będzie 
falowanie. Dla zamknięć hydrotechnicznych śródlądowych falowanie może także mieć 
duży udział w obciążeniach hydrodynamicznych, jeśli akwen wodny jest dostatecznie 
duży do powstania wysokiej fali. Przykłady obliczeń tej siły, działającej na zanurzony 
w wodzie cylinder, można znaleźć w literaturze (Naudascher, 1991; Sarpkaya, 1989).

Z pozostałych zewnętrznych źródeł siły hydrodynamicznej wymienić jeszcze nale
ży trzęsienie ziemi oraz eksplozję ładunku w wodzie. Trzęsienie ziemi powoduje, że 
konstrukcja jest przyspieszana w kierunku poziomym i pionowym. Największe pozio
me przyspieszenia są rzędu 1,0 g. W przypadku wysokich zapór następuje interakcja 
między zgromadzoną w zbiorniku wodą a konstrukcją polegająca na tym, że ruch kon
strukcji wywołuje w cieczy falę ciśnieniową, która znacząco zmniejsza częstość drgań 
przez efekt masy towarzyszącej. Równocześnie w zbiorniku może powstać fala po
wierzchniowa, zagrażająca przelaniem konstrukcji zapory i obwałowań. Ruch pionowy 
wpływa na stateczność w poziomie posadowienia i może być przyczyną poślizgu 
i zniszczenia zapory. W samej zaporze powstają odkształcenia korpusu, które są groź
ne dla wytrzymałości.

Wybuch ładunku w wodzie jest obciążeniem udarowym o określonej charakterysty
ce, przekazującym się na konstrukcję w postaci fali ciśnienia /?(x, f). Rozkład ciśnienia 
w przestrzeni i czasie zależy od rodzaju materiału wybuchowego odległości wybuchu 
od budowli oraz geometrii budowli i jej otoczenia. Impuls ciśnienia trwa bardzo krótko 
i zazwyczaj interesuje nas jego maksymalna wartość. Rozkład ciśnienia na froncie fali 
uderzeniowej można aproksymować krzywą wykładniczą opisaną równaniem Cole’a 
(Dobrociński, 2000):

t
p(R,f) = pme. 0 (2.1)

gdzie: pm = 52,- maksymalna wartość impulsu, MPa, G - masa ładunku 

TNT, kg,® =0,093V®(V®/r) , ms, t - czas od momentu wybuchu, ms.



Obciążenia zamknięć budowli hydrotechnicznych 23

Wyznaczenie dynamicznej reakcji konstrukcji zamknięcia na obciążenie falą ude
rzeniową pochodzącą od podwodnej detonacji trotylu wymaga rozwiązania równania 
drgań zamknięcia z uwzględnieniem masy towarzyszącej wody.

2.1.2. Siły wywołane niestabilnością przepływu 
i oderwaniem warstwy przyściennej

Grupę obciążeń wywołanych niestabilnością przepływu i oderwaniem warstwy 
przyściennej można zdefiniować jako niestabilność strumienia cieczy spowodowaną 
oddziaływaniem opływanej konstrukcji. Składowa fluktuacji ciśnienia jest w tym 
przypadku wzmacniana przez mechanizm sprzężenia zwrotnego między cieczą i kon
strukcją. Przykładowe schematy tego zjawiska przedstawiono na rysunku 2.1.

Rys. 2.1. Przykłady tworzenia się ścieżki wirowej za opływaną konstrukcją

Zjawisko sprzężenia zwrotnego występuje podczas drgań konstrukcji. Jest wiele 
różnych przypadków, które można zakwalifikować do tej grupy obciążeń. Zwykle 
wymienia się ścieżkę wirową, jej najbardziej znanym przypadkiem jest formowanie się 
wirów za opływanym walcem. Wiry odrywają się cyklicznie od powierzchni walca 
z okresem zależnym od liczby Reynoldsa dla wartości Re < 103, powyżej której okres 
ten jest prawie niezmienny i może być wyrażony bezwymiarową liczbą Strouhala 
(Gryboś, 1998):

St=Ą = 0,21 (2.2)
ut v 7

gdzie: u - prędkość strugi, D - średnica walca, t* - okres odrywania się wirów od po
wierzchni walca.

W przypadku opływu innych kształtów częstość odrywania się wirów jest trudna do 
określenia i najczęściej wyznaczana empirycznie w postaci funkcji zależnej od liczby 
Strouhala.
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Przyczyną, która często prowadzi do wzbudzania drgań konstrukcji jest cykliczne 
zjawisko zderzania się oderwanej warstwy granicznej z dalszą częścią konstrukcji. 
Zjawisko odbywa się periodycznie, występuje bowiem sprzężenie zwrotne między 
polem prędkości i ciśnienia, co sprawia, że po oderwaniu strumień jest ponownie za
krzywiany do brzegu. Częstość tego uderzania strumienia o konstrukcję zależy od 
prędkości cieczy u i odległości między punktem oderwania i przylegania L i można ją 
w przybliżeniu wyrazić zależnością (Narayanan, 1972; Naudascher, 1991)

^=1 
u

(2.3)

gdzie/- częstość pulsacji siły hydrodynamicznej.
Schematyczne przykłady powstawania tego zjawiska przedstawiono na rysunku 2.2.

Rys. 2.2. Przykłady uderzania oderwanej warstwy przyściennej o opływaną konstrukcję

Zmienność granicy dwóch ośrodków płynnych obejmuje również zjawiska zalicza
ne do opisywanej grupy niestabilności. Najczęstszym przykładem tej niestabilności jest 
falowanie strumienia spadającego z zamknięcia klapowego umieszczonego na wyso
kim progu. Badania zjawiska były przedmiotem pracy Petrikata (1976), który odkrył, 
że spadający z powierzchni klapy strumień faluje, tworząc zmienne ciśnienie powietrza 
w przestrzeni pod strumieniem powodującym zmienne obciążenie konstrukcji (Kostec
ki, Popow, 1987). Podobne zjawisko powstaje, gdy strumień spada z przelewu czoło
wego lub z przelewu bocznego, powodując wahania wody w kanale. Schematy tych 
obciążeń przedstawiono na rysunku 2.3.
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strumień 
przelewowy

strumień 
przelewowy

strumień 
przelewowy

zapora

przestrzeń ' 
podstrumieniowa

Rys. 2.3. Przykłady falowania strumienia przelewowego powodujące zmiany 
ciśnienia powietrza zamkniętego w przestrzeni podstrumieniowej

2.1.3. Siły powodowane ruchem konstrukcji

Przy omawianiu sił powstających od turbulencji przepływu lub w wyniku niestabil
ności oderwania strumienia zakładano, że opływana krawędź jest nieruchoma, tzn. nie 
uczestniczy w mechanizmie powstawanie tej siły. Siły spowodowane ruchem kon
strukcji są przedstawiane jako rodzaj wymuszenia dodatkowych fluktuacji siły hydro
dynamicznej. Gdy konstrukcja wykonuje drgania, wówczas dodatkowa siła może być 
zapisana w postaci składowej harmonicznej - jeśli jest ona zgodna w fazie z przyspie
szeniem konstrukcji, to można ją przedstawić jako efekt masy towarzyszącej, jeśli jest 
zgodna w fazie z prędkością, będzie elementem tłumienia drgań (Zienkiewicz, 1978). 
Siły spowodowane ruchem konstrukcji są trudne do określenia w badaniach modelo
wych ze względu na złożoność tego zjawiska, na które wpływ ma prędkość, ściśliwość 
i gęstość przepływającej cieczy, masa, sprężystość i tłumienie konstrukcji. W literatu
rze przedmiotu (Naudascher i Rockwell 1994; Novak, 1984; Thang, 1984) przy opisie 
tego mechanizmu wyróżnia się dodatkowo sposób wzbudzania drgań przepływem 
cieczy. Strumień może opływać konstrukcję z dwóch stron, jak w przypadku pali, za
mknięć awaryjnych w postaci belek zakładanych w przepływie, krat na wlotach do 
sztolni i spustów, łopatek turbin. W przypadku zasuw płaskich i segmentów przepływ 
odbywa się pod nimi, a klap i sektorów ponad nimi, zamknięcia iglicowe są opływane 
wokół zgodnie z kierunkiem ich osi. Podstawowe schematy odzwierciedlające mecha
nizm wzajemnego oddziaływania konstrukcji i cieczy przedstawiono na rysunku 2.4.

Niebezpieczne drgania są wówczas, gdy siła wzbudzona ruchem konstrukcji działa 
w kierunku tego ruchu zwiększając jego amplitudę, a wraz ze zwiększeniem amplitudy 
zwiększa się siła wymuszająca. Ten szczególny przypadek rezonansu, określany mia
nem ujemnego tłumienia (ang. galloping), wyjaśnimy na prostym przykładzie belki 
zakładanej o kształcie prostokątnym. Na rysunku 2.5 przedstawiono schemat takiej
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strefa obniżonego 
ciśnienia wody

przemieszczenia 
pionowe konstrukcji

Rys. 2.4. Schematy wzajemnego oddziaływania opływającego 
strumienia cieczy i poruszającej się konstrukcji

belki w chwili, kiedy następuje jej ugięcie w dół. Pod belką powstaje wtedy strefa re
cyrkulacji, gdzie panuje obniżone ciśnienie, nad belką ciśnienie nie ulega zmianie 
i w konsekwencji siła wypadkowa ciśnienia jest również skierowana ku dołowi. Jeśli 
jeszcze zjawisko odbywa się w pobliżu dna, to ruch w dół spowoduje zwiększenie 
prędkości przepływu pod belką co dodatkowo spowoduje spadek ciśnienia. Jeśli belka 
ugnie się maksymalnie i rozpocznie się ruch ku górze, to kierunek siły wypadkowej 
ciśnienia także ulegnie zmianie. Mechanizm ten powoduje wzrost amplitudy drgań, co 
łączy się ze wzrostem siły je wymuszającej, aż do momentu, gdy siły tłumienia ustabi
lizują amplitudę lub nastąpi zniszczenie konstrukcji belki.

v prędkość cieczy
y prędkość przemieszczenia 
vw prędkość wypadkowa 
Fy siła unoszenia 
+ wzrost ciśnienia

spadek ciśnienia

- oderwanie strugi F=0

wzrost Fy

maksimum Fy

zmniejszanie się Fy

Rys. 2.5. Mechanizm wzbudzania drgań belki zakładanej 
strumieniem opływającej cieczy (wg Naudascher, 1994)
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2.1.4. Siły wzbudzane oscylacją objętości cieczy

Częstym przypadkiem w instalacjach prowadzących ciecz jest powstanie fali stoją
cej ciśnienia spowodowanej różnymi czynnikami, na przykład pulsacyjną pracą nie
sprawnego zaworu. Podobnie oscylacje mogą się pojawić między dwoma zbiornikami 
połączonymi odcinkiem rurociągu. Są to tak zwane układy dyskretne, a zasada ich 
działania przypomina zjawisko znane pod nazwą oscylatora Helmholtza (Naudascher, 
1991; Naudascher, Rockwell, 1994). Niektóre schematy oscylacji objętościowej lub 
ciśnieniowej przedstawiono na rysunku 2.6.

oscylacje przepływu 
w kanale zbiornika

oscylacje przepływu 
w przewodzie 
łączącym zbiorniki

oscylacje przepływu 
w kanale bocznym

Rys. 2.6. Schematy obciążeń konstrukcji wywołane oscylacją cieczy

Drgające układy ciągłe polegają na powstaniu fali objętościowej na krótkim odcin
ku kanału, której działanie jest podtrzymywane przez zaburzenia od warstwy granicz
nej powstającej za opływaną konstrukcją lub ruch zamknięcia odcinka kanału, co 
oznacza współdziałanie kilku rodzajów źródeł zmiennego obciążenia. Jako szczególny 
przypadek oscylatora można wymienić zjawisko uderzenia hydraulicznego, które po- 
wstaje po gwałtownym zamknięciu zaworu w rurociągu (Batchelor, 1967; Gryboś, 
1998).

Szczegółowe informacje dotyczące klasyfikacji sił hydrodynamicznych oraz różne 
przykłady ich działania można znaleźć w pracach Naudaschera (1961, 1972, 1991), 
Naudaschera i Rockwella (1994) oraz Novaka (1984).

2.2. Obciążenia zamknięć wynikające 
z odrywania się warstwy przyściennej

Większość istotnych zmiennych obciążeń działających na zamknięcia hydrotech
niczne pochodzi od warstwy granicznej powstającej za opływaną krawędzią zamknię
cia. Autor zdecydował się przybliżyć niektóre z nich na podstawie badań przedstawio
nych w literaturze, aby następnie porównać ich wyniki z tymi, jakie uzyskał zapropo
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nowaną metodą numeryczną. Typowymi zamknięciami narażonymi na zjawisko 
zmiennego obciążenia od strumienia przepływu są zasuwy płaskie i segmenty w prze
wodzie ciśnieniowym oraz, w mniejszym stopniu, zamknięcia powierzchniowe. Po
nadto rozpatrzymy opływ zamknięcia klapowego, które w dolnym położeniu jest pod
dawane działaniom silnych podciśnień.

2.2.1. Zamknięcia w przewodzie ciśnieniowym

2.2.1.1. Zasuwa płaska

Zasuwa płaska stanowi typ zamknięcia często stosowany jako zamknięcie głębino
we, z uwagi na jej zalety: dużą sztywność konstrukcji oraz prostotę wykonania, ła
twość montażu, konserwacji i remontu. Zamknięcia te występują zarówno na wlocie do 
przewodu (rys. 2.7), jak i w środku przewodu lub jako zamknięcia powierzchniowe. 
W dwóch pierwszych przypadkach poziom wody za zamknięciem może wypełniać 
przewód całkowicie lub częściowo.

Rys. 2.7. Przykłady zastosowania zamknięcia zasuwowego

Jednym ze zjawisk, które ma istotny wpływ na sterowanie zamknięciem oraz jego 
niestabilne obciążenie jest siła ssąca/ściągająca (ang. downpull) będąca efektem różni
cy całkowitej ciśnień pionowych. Badaniem tego zjawiska zajmowano się już w póź
nych latach 50. XX w. Simmons (1959) badał na modelu powietrznym dwa typy zasuw 
- wyposażoną w koła sztywno zamocowane do ramy zamknięcia oraz na łożyskach 
ślizgowych. Zauważył on, że maksymalne zasysanie zamknięcia pierwszego typu wy
stępuje przy jego niewielkim otwarciu, a zamknięcia ślizgowego przy otwarciu 45% 
wysokości przewodu. Jest to spowodowane różną konstrukcją obu zamknięć (rys. 2.8).

Podobne badania modelowe oraz pomiary w naturze wykonał Colgate (1959), który 
określił podciśnienie dla zasuw w przypadku trzech różnych zapór: Hoovera, Shasta 
i Palisades. Uzyskane wartości wskazują na bardzo wysokie podciśnienia. Według
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Rys. 2.8. Zamknięcie zasuwowe a) oparte na kołach sztywno zamocowanych, 
b) zamknięcie z łożyskiem ślizgowym

Sagar (1995) zasuwy mające koła toczne poruszające się po torach powinny być sto
sowane w charakterze zamknięć głównych do wysokości piętrzenia do 45 m, a jako 
zamknięcia awaryjne do 120 m, ze względu na występowanie wnęki na koła, która 
przy większych jej szerokościach powoduje niekorzystne zawirowania dynamicznie 
obciążające zamknięcie. Tej wady nie mają zamknięcia z łożyskiem ślizgowym, jed
nakże do manewrowania nimi potrzebne sąmasywniejsze urządzenia wyciągowe, a ich 
największą wadą jest zanoszenie lub zamulenie uniemożliwiające manewrowanie za
mknięciem. Sagar (1995) zwraca też uwagę na częste zjawisko drgań zasuw, których 
przyczyną najczęściej jest warstwa graniczna odrywająca się od dolnej krawędzi zasu
wy, oscylacje ciśnienia na jego dolnej powierzchni, uderzanie strumienia wypływają
cego spod zasuwy o jej wystające elementy oraz brak napowietrzania przewodu za 
zasuwą i powstanie przepływu dwufazowego. Ponadto autor opisuje zjawisko wy
strzeliwania zamknięcia w górę pod wpływem ciśnienia działającego na jej dolną kra
wędź. Takie niebezpieczeństwo pojawia się wówczas, gdy zasuwa ma uszczelnienie 
górne od strony wody dolnej (rys. 2.9) i jest częściowo podniesiona podczas napełnia
nia kanału. Badaniem szerokości i kształtu wnęk zasuw zajmował się Bali (1959), któ
ry określił warunki, w jakich najczęściej dochodzi do kawitacji w wyniku odrywania 
się warstwy przyściennej od krawędzi wnęki. Sformułował on wiele zaleceń, których 
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przestrzeganie zmniejsza ryzyko powstawania ubytków i uszkodzeń kawitacyjnych. 
Badania na modelu hydraulicznym zasuwy w przewodzie ciśnieniowym pod kątem 
określania siły hydrodynamicznej wykonał również Aydin i in. (2006).

Rys. 2.9. Schemat uszczelnienia zasuwy: a) od wody dolnej, b) od wody górnej

Zjawisko tworzenia się za opływanym zamknięciem zasuwowym strefy recyrkula
cji i związane z nią pulsacje ciśnienia były przedmiotem licznych prac badawczych. 
Narayanan i Reynolds (1972) zajmowali się pomiarami doświadczalnymi na modelu 
zamknięcia zasuwowego w przewodzie ciśnieniowym. Celem tych pomiarów było 
określenie długości strefy, rozkładu prędkości średniej w przewodzie za zamknięciem, 
rozkładu średniej wartości ciśnienia oraz częstości jego pulsacji. Model był aerodyna
miczny, dlatego wyniki pomiarów mogą być traktowane wyłącznie jakościowo. Auto
rzy stwierdzili, że największa częstość pulsacji ciśnienia powietrza wystąpiła zaraz za 
opływaną ścianką, a następnie ulegała zmniejszeniu, aby ustalić się w odległości rów
nej w przybliżeniu długości strefy recyrkulacji. Przyczyną tego zjawiska jest według 
Narayanan (1972) obecność brzegów, które ograniczają swobodny rozwój ścieżki wi
rowej Karmana. Zwiększenie grubości warstwy przyściennej dolnej i górnej powoduje, 
że warstwa graniczna za opływanym zamknięciem bardzo szybko wchodzi w interak
cje z turbulentna warstwą przyścienną, co powoduje rozpad struktur koherentnych 
i wyrównanie częstości pulsacji prędkości oraz ciśnienia. Podobne badania, ale dla 
ostrosłupa prostokątnego w przewodzie ciśnieniowym, wykonał Castro (1979).

Badania drgań zamknięć zasuwowych były tematem wielu prac (Campbell, 1961; 
Naudascher, 1961; Kolkman, 1984), a następnie (Thang, 1984). Thang przeanalizował 
różne rodzaje wzbudzania drgań zasuw i określił problem odrywania się strumienia od 
krawędzi zamknięcia i jego powtórnego zderzania się z konstrukcją (niestabilność 
przepływu) jako najczęstszą przyczynę drgań. Celem badań modelowych na modelu 
hydraulicznym było określenie najbardziej stabilnych kształtów dolnej krawędzi zasu
wy, za którą przyjął kształty przedstawione na rysunku 2.10. Ponadto autor ten, wymu
szając drgania poziome lub pionowe modelu zasuwy, badał rozkłady ciśnień, jakie 
powstająna opływanej płaskiej poziomej krawędzi zamknięcia.

W swoich badaniach nad naturą drgań wymuszonych Thang stwierdził, że wartość 
liczby Strouhala Sh = 0,4 odpowiada warunkom największej energii pulsacji ciśnienia 
oraz taką samą wartość zanotowano, badając częstotliwość drgań zamknięcia. Wynika
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kształty dolnej krawędzi zasuwy, dla których 
może wystąpić niestabilność opływu

"stabilne" kształty dolnej 
krawędzi zasuwy

Rys. 2.10. Stabilne i niestabilne kształty dolnej krawędzi zasuwy według Thanga (1984)

z tego, że zjawisko ma charakter sprzężenia zwrotnego między wymuszeniem a ru
chem drgającym. Na podstawie przeprowadzonych eksperymentów autor zapropono
wał określanie podatności zamknięcia na wzbudzanie za pomocą tzw. wskaźnika nie
stabilności wyrażonego wzorem:

, = pg
L \h (2.4)

gdzie: \h = u2/lg - wysokość prędkości przed zamknięciem, p- uśrednione ciśnie

nie na krawędzi dolnej zasuwy, h„ - głębokość dolnej wody.
Po narysowaniu dla danego zamknięcia krzywej zależności Cl od s/b, gdzie 5 ozna

cza otwarcie, a b grubość zamknięcia, można określić, że jeśli ■■ ^^^<0, to za- 
d(s/b)

mknięcie znajduje się w strefie bezpiecznej, w przeciwnym razie narażone jest na wy
muszanie drgań.

2.2.I.2. Segment

Drugim typem chętnie stosowanych zamknięć głębinowych jest segment o osi po
ziomej. Na rysunku 2.11 przedstawiono przekrój przez zaporę Dobromierz na rzece 
Strzegomce z widocznym blokiem urządzeń zrzutowych i segmentowym zamknięciem 
głównym.

Jego zaletą w stosunku do zamknięcia zasuwowego jest mniejsza siła wyciągowa 
oraz brak wnęk w ścianach bocznych przewodu, a wadą większa przestrzeń potrzebna 
do ulokowania zamknięcia i bardziej skomplikowany sposób podnoszenia. Z tego 
względu segmenty umieszcza się w środku przewodu ciśnieniowego. Jako zamknięcie 
jazowe segment stosowany jest zwykle do zamykania dużych świateł jazu i w razie 
dużego piętrzenia. Często bywa też wykorzystywany jako zamknięcie przelewu zapory 
oraz górnej głowy śluzy. Pod względem podatności na zmienne obciążenie hydrody
namiczne segmenty nie odbiegają od zamknięć zasuwowych i dlatego wszystkie spo
strzeżenia o przyczynach powstawania zmiennych obciążeń hydrodynamicznych odno
szą się w równej mierze do segmentów i do zasuw.
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Rys. 2.11. Przekrój przez zaporę Dobromierz na rzece Strzegomce

Pierwsze prace poświęcone zamknięciom segmentowym dotyczyły głównie pro
blemów wyznaczania współczynnika wydatku. Rhone (1959) badał zjawisko kawitacji 
na koronie przelewu zapory zamykanego segmentem oraz rozważał kryteria właściwe
go doboru uszczelnień bocznych i progu pod kątem ich szczelności i trwałości. Zagad
nieniem analitycznego wyznaczania przepływu i średniego obciążenia hydrodyna
micznego dla segmentów jazowych umocowanych na niskim progu zajmował się La- 
rock (1969).

Interesujące badania podjął Schmidgall (1972), który przedstawił wyniki dla ist
niejących 13 stopni wodnych, zamykanych segmentami o różnej konstrukcji, na drodze 
wodnej McClellan-Kerr Arkansas River. Na stopniach tych stwierdzono liczne uszko
dzenia segmentów spowodowanych ich silnymi drganiami. Uszkodzenia polegały na 
spękaniu połączeń spawanych, w większości pionowych belek rusztu piętrzącego 
z dolnym dźwigarem głównym i dolną belką poziomą. Wszystkie segmenty wykazy
wały takie spękania zmęczeniowe, a w przypadku dwóch konstrukcji uszkodzeniu 
uległo 90% spoin, z czego ponad połowa była całkiem zerwana.

W celu zbadania przyczyn tego zjawiska wykonano badania modelowe, na podsta
wie których stwierdzono, że przyczyną drgań była niestabilność przepływu wywołana 
odrywaniem się warstwy przyściennej od dolnej krawędzi zamknięć. Badania posłu
żyły także do modyfikacji kształtu dolnej opływanej krawędzi, co umożliwiło wyeli
minowanie drgań. Na rysunku 2.12 przedstawiono charakterystyczne cztery spośród 
siedmiu rodzajów konstrukcji dolnej krawędzi segmentów przed i po modyfikacji.

Na podstawie badań i pomiarów Schmidgall sformułował kilka wniosków, z któ
rych najważniejszy to, że tylko ostry i wąski kształt dolnej krawędzi segmentu zapew
nia właściwe zabezpieczenie przed niepożądanym efektem zmiennej siły hydrodyna
micznej. Naudascher (1991) uważa ponadto, że dolny główny dźwigar segmentu powi
nien być podniesiony możliwie wysoko, aby zapobiec uderzaniu w niego strumienia 
wypływającego spod zamknięcia.
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RÓŻNE KSZTAŁTY DOLNEJ KRAWĘDZI 
SEGMENTÓW PRZED MODYFIKACJĄ

TYP A TYP A'

Rys. 2.12. Kształt dolnej krawędzi segmentów na rzece Arkansas 
przed i po modyfikacji, według Schmidgalla (1972)

Drgania mogą być przyczyną nie tylko uszkodzeń zmęczeniowych, ale także awarii 
zamknięcia. Taki przypadek, dotyczący segmentu na przelewie zapory, został opisany 
przez Kolkmana (1984) oraz Naudaschera i Rockwella (1994). Na skutek silnych drgań 
stateczność utracił początkowo dolny dźwigar ramienia segmentu, a następnie kon
strukcja obydwu ramion została zniszczona.

Więcej szczegółowych informacji o obciążeniach hydrodynamicznych segmentów 
i ich konsekwencjach można znaleźć w monografii Naudaschera (1991).

2.2.2. Zamknięcie powierzchniowe - klapa soczewkowa

Zamknięcie klapowe soczewkowe jest najczęściej stosowanym rodzajem zamknię
cia powierzchniowego dla piętrzenia do 5 m wysokości. Ma ono kilka zalet, takich jak: 
lekkość konstrukcji, wysoki współczynnik wydatku, duża sztywność na skręcanie, brak 
wnęk w stosunkowo niskich i krótkich filarach. Wadą tego zamknięcia jest podatność 
na drgania, które pojawiać się mogą w różnych położeniach zamknięcia, różny też 
może być mechanizm wymuszania tych drgań. Wyróżnia się dwa główne przypadki 
zmiennego obciążenia klap. Pierwszy z nich występuje w sytuacji, gdy klapa umiesz
czona jest na wysokim progu, a przestrzeń pod klapą nie jest dostatecznie napowietrz
na - opisał to Petrikat (1955, 1976), a następnie Pariset (1955), Rogala i Kostecki 
(1987), Kostecki i Popow, (1987). Polega na sprzężeniu zwrotnym między trzema ele
mentami - spadającym z klapy strumieniem, powietrzem zamkniętym w przestrzeni 
podstrumieniowej oraz sprężystą konstrukcją. Falujący strumień pracuje tak jak pom
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pa, zmieniając ciśnienie pod klapą. Jeśli system wentylacji nie zapewnia dostatecznie 
szybkiej wymiany powietrza, to ciśnienie po przekazaniu się na konstrukcję klapy po
budza ją do drgań zgodnych z częstością wymuszania, z kolei ruch konstrukcji 
wzmacnia falowanie strumienia spadającego z klapy. Ten swoisty mechanizm współ
działania: spadający strumień - powietrze w przestrzeni podstrumieniowej - konstruk
cja, może prowadzić do rezonansu i awarii konstrukcji, jeśli jej częstość własna w wo
dzie będzie zgodna z częstością wzbudzania. Przykładem takiej awarii jest zniszczenie 
konstrukcji klapy na przelewie zapory Słup na Nysie Szalonej, mimo że przestrzeń 
podstrumieniowa była wentylowana przewodem o średnicy 0,5 m. Badania autora 
(Kostecki i in., 1986) przeprowadzone w naturze pozwoliły na znalezienie rozwiązania 
tego problemu w postaci deflektora zamocowanego do blachy opierzającej filara (rys. 
2.13), który, odsuwając strumień od powierzchni filara, utworzył dodatkowy otwór 
napowietrzający przestrzeń pod klapą.

Rys. 2.13. Zwiększenie napowietrzania klapy przez zastosowanie deflektora

Drugi przypadek silnie zmiennych obciążeń hydrodynamicznych zachodzi wów
czas, gdy klapa jest w dolnym położeniu, zatopiona wysokim strumieniem przelewo
wym (Winter, 1982; Rogala i Winter, 1983; Rogala i Winter, 1986). Od powierzchni 
klapy odrywa się wtedy warstwa przyścienna, tworząc strefę kawitacji. Ponieważ zja
wisko odrywania nie jest stabilne - punkt oderwania przemieszcza się po powierzchni 
klapy (rysunek 2.14), zmianie ulega również wartość wypadkowej siły hydrodyna
micznej, która może prowadzić do unoszenia klapy i jej drgań. Zjawisko to zostało 
opisane także przez Naudaschera i Rockwella (1994), Naudaschera (1991), Fantiego 
(1960).
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Rys. 2.14. Zjawisko odrywania się warstwy przyściennej od powierzchni klapy

2.3. Skutki obciążeń hydrodynamicznych

Obciążenia hydrodynamiczne mają zwykle negatywny skutek na opływaną kon
strukcję. Wiąże się to z kilkoma niepożądanymi zjawiskami, które należy przewidywać 
na etapie projektowania. Pierwszym z nich jest zwiększone obciążenie na zamknięcie, 
które zależy od geometrii zamknięcia i budowli, poziomu górnej i dolnej wody, pręd
kości przepływu, stąd jest ono trudne do wyznaczenia. Wartości tego obciążenia mogą 
mieć istotne znaczenie w projektowaniu urządzeń wyciągowych. Świadczy o tym np. 
wynik pomiarów siły ssącej określonej przez wspomnianego wcześniej Colgate’a 
(1959) dla zapory Palisades o wysokości piętrzenia 47,5 m. Maksymalna wartość skła
dowej pionowej siły hydrodynamicznej (w układzie grawitacyjnym) dla zasuwy o roz
piętości 6,1 m i wysokości 12 m wynosiła 3690 kN w warunkach maksymalnego prze
pływu 1270 m3/s i dla 55% otwarcia zasuwy. W celu porównania: maksymalna siła 
pozioma wynikająca z ciśnienia hydrostatycznego wyniosłaby w takich warunkach 
29 880 kN, a ciężar zamknięcia w przybliżeniu 700 kN.

W zamknięciach niskiego piętrzenia, takich jak klapy, wartość obciążenia hydrody
namicznego w zależności od kąta nachylenia cięciwy powłoki zewnętrznej klapy do 
poziomu stanowić może nawet 100% obciążenia hydrostatycznego (Grćić, 1963).

Następnym problemem jest zjawisko kawitacji, które było badane przez wielu auto
rów, m.in. Balia (1959), Ripkena (1972), Naudaschera (1991), Sagara (1995). Wystę
puje ono w strefie podciśnień, która najbardziej zagraża konstrukcjom upustowym, 
mającym wnęki w filarach. Dla zasuw najbardziej narażone są dolne obszary wnęk.
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W przypadku segmentów, stanowiących zamknięcie przelewów, ubytki kawitacyjne 
powstają na powierzchni przelewowej poniżej zamknięć.

Najbardziej niepożądanym efektem, który towarzyszyć może zmiennemu obciąże
niu hydrodynamicznemu, są drgania zamknięć hydrotechnicznych. W literaturze znaj
dują się opisy różnych przypadków wzbudzania drgań i związanych z nimi awarii bu
dowli (Naudascher, 1991; Naudascher i Rockwell, 1994; Kolkman 1984; Novak, 1984; 
Hardwick, 1974; Thang, 1984; Kostecki, 1983; Rogala i Kostecki, 1985; Rogala i in., 
1984; Appel i in., 1961).

W Polsce były miejsce awarie zamknięć wywołane tą przyczyną. Są to między in
nymi zerwanie zamknięcia zasuwowego z klapą lodową na jazie w Brzegu Dolnym na 
Odrze, które nastąpiło wskutek drgań klapy lodowej oraz pęknięcie wału napędowego, 
spowodowane drganiami klapy soczewkowej, w wyniku niedostatecznego napowie
trzania komory podstrumieniowej na przelewie zbiornika Słup na Nysie Szalonej.

Z przytoczonych opisów wynika, że problem zmiennych obciążeń jest bardzo 
istotny, ponieważ wpływa na bezpieczeństwo budowli i jej długotrwałą i bezawaryj
ną pracę.



3. Podstawowe równania hydromechaniki

Oddziaływanie cieczy na opływaną konstrukcję hydrotechniczną jest zagadnieniem 
z dziedziny hydrodynamiki i wymaga przedstawienia, związanego z nim, podstawo
wego opisu matematycznego dla czytelności następnych rozdziałów monografii. Ze 
względu na specyfikę zjawiska opływu przedstawiony materiał obejmuje zwarty opis 
zagadnień związanych z przepływem cieczy idealnej oraz z przepływem cieczy lepkiej 
i nieściśliwej. Opis ten uzupełniony został zagadnieniami kinematyki i dynamiki wi- 
rowości oraz problematyką warstwy przyściennej.

3.1. Sformułowanie matematyczne zagadnienia przepływu

3.1.1. Współrzędne Lagrange’a i Eulera

W hydromechanice istnieją dwa sposoby opisu zachowania się cieczy. W pierw
szym, nazywanym sposobem Lagrange’a, rozważamy zbiór przemieszczających się 
cząstek cieczy1. Z cząstkami związane są wielkości fizyczne, takie jak prędkość, ci
śnienie, temperatura, wirowość, które będą się zmieniały podczas ich ruchu. Cząstki 
identyfikujemy ze względu na ich położenie początkowe <! = («], ) oraz czas r,

1 Jako cząstkę cieczy rozumiemy tutaj pewną objętość cieczy, dostatecznie dużą w porównaniu do 
odległości międzycząsteczkowych, aby można ją było traktować jako element ośrodka ciągłego.

które pełnią rolę współrzędnych w układzie odniesienia Lagrange’a. Każda fizyczna 
wielkość, związana z płynącą cząstką może być wyrażona w postaci funkcyjnej zależ
ności od (a, t) . Na przykład położenie cząstki w nieruchomym układzie odniesienia 
będziemy wyrażać następująco

X = X(a,T), gdzie a = (ap...,aw)G RN, X(a, 0) = a , (3.1)

a ciśnienie, temperaturę i gęstość ze wzorów
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// = p'(a, f) 
r' = T'(«,T) 

p' = p\a, t)
(3.2)

W tym punkcie znak „prim” przy wielkości fizycznej oznacza,- że jest ona rozważa
na w układzie Lagrange’a dla odróżnienia od tych w układzie Eulera. W dalszych roz
działach pracy nie będzie tego rozróżnienia, a o tym, że równanie jest rozwiązywane 
w układzie Lagrange’a będzie informacja na początku rozdziału.

Opis przepływu polega na śledzeniu trajektorii ruchu cząstek X(a,T) w przestrzeni 

i w czasie. Prędkość cząstki o początkowym położeniu w punkcie a po czasie T moż
na przedstawić za pomocą równania

u'(a,r) =
dX(a,t) 

dr (3.3)

przyspieszenie zaś relacją

a'(a,z) =
du'(a,T) d2X(a,T) 

dr2 (3.4)

Metoda Lagrange’a jest naturalnym sposobem zapisu równań wykorzystywanych 
w metodach cząstek, przez związek z trajektorią ruchu.

Drugi sposób opisu przepływu nosi nazwę metody Eulera i polega na ustaleniu 
punktu obserwacji x = (x1,...,^A,) leżącego w obszarze przepływającej cieczy. Pręd

kość cieczy jest więc funkcją położenia punktu obserwacji oraz czasu

u = u(x,r), x = (x,,...,xw), xe RN (3.5)

Pozostałe wielkości opisujące stan cieczy również będą funkcjami położenia x oraz 
czasu

p = p(x,r) 

T = T(x,t) 

p = p(x,t)
(3.6)

W opisie Eulera pojedyncza cząstka i jej historia nie są przedmiotem rozważań.
Opis ruchu dotyczy globalnego stanu obszaru przepływu i jego zmian w czasie.

Związek między opisem Lagrange’a i Eulera jest dany relacją

x = X(a,r), a = )e RN

T = t
(3.7)

gdzie a jest wektorem położenia początkowego cząstki cieczy. W ten sposób 
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p/(a,ż) = p(X(tt, r),t)

T'(a,t) = T(X(a,T),t') (3.8)

p'(a, t) = p(X(a, tpt)

Jeśli oznaczymy dowolną wielkość fizyczną wyrażoną w układzie Lagrange’a przez 
q\ a tę samą wielkość w układzie Eulera przez z/, to na podstawie wzoru (3.7) można 
wyprowadzić związek między tymi wielkościami

t)=<i (X(a, t), t) (3.9)

Po obliczeniu szybkości zmiany tej wielkości mamy 

da' da dt da d% 
= + (3.10)dt dt dt dx dt

ń . ... dx 3X(a,-r) . ,, ,, ...
romewaz iloraz —- ----- = u(X(a, t), t) wyraża prędkość cząsteczki cieczy 

dt dt
it ~t, otrzymujemy 

gdzie pierwszy' człon (3.11) po prawej stronie wyraża pochodną po czasie zmiennej q 
w punkcie x. zwaną pochodną lokalną, drugi zaś człon różnicę q wynikającą z prze
mieszczenia się cząsteczki do nowego położenia po infinitezymalnym czasie dt, okre
ślaną mianem pochodnej unoszenia. W układzie Eulera ogólnej postaci tego wzoru 
został nadany symbol

^ = ^ + (u-V)(), (3.12)
Dt dt

który nosi nazwę pochodnej materialnej, jako mającej związek z przemieszczającą się 
materią (Landau i Lifszyc, 1994). Powszechniew użyciu jest również symbol d/dt oraz 
nazwa poc hodna substancjal na.

3.1.2. Trajektorie cząstek cieczy

Ważnym zagadnieniem dotyczącym metod opisanych w niniejszej monografii jest 
trajektoria cząstek wyznaczających strumień cieczy. Jeśli założymy, że cząstka 
w chwili t = 0 znajduje się w położeniu a =(a1, av)e RN , N=2, 3, to jej poło
żenia w kolejnych chwilach t wyznaczają trajektorię ruchu tej cząstki 
X(a, /)=(%], X,,..., Xv)' gRn , przy czym zachodzi związek
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^M=u(X(a,r),Ó
dt \ y > i (3.13)

Jeżeli przez D oznaczymy pewien kontrolny obszar cieczy, składający się z pewnej 
liczby cząstek w chwili t = 0 , to po czasie t zajmie on nowe położenie, zgodnie z ry
sunkiem 3.1.

Rys. 3.1. Przemieszczanie objętości cieczy jako ruch cząstek po trajektoriach

Rozważmy operacje całkowania dowolnej wielkość fizycznej q(x, t) w obszarze 
X(D, t) uwzględniającym transformację obszaru cieczy po czasie t. Najwygodniej jest 
sprowadzić całkowanie tylko do obszaru D, co uzyskujemy za pomocą odpowiedniej 
zamiany zmiennych. Wtedy

j q(x,t)dx-jq(X{a,t),t)j {a,t)da
^D.l) D

gdzie -jakobian transformacji dany wzorem

J(a, t) = det (VaX(a, t))

(3.14)

(3.15)

Dla gładkich przepływów cieczy nieściśliwej można udowodnić (porównaj Doda
tek A), że J(a, f)= 1. W ten sposób, przyjmując J = 1, objętość obszaru X(D, t) jest 
w dowolnym czasie równa objętości D.

3.1.3. Prędkość odkształcenia elementu płynu i prędkość kątowa

Gdy przyjmiemy znaną właściwość gładkiego pola wektorowego, wówczas pole 
prędkości cząstki płynu w otoczeniu punktu x0 możemy przedstawić zgodnie ze wzo
rem Taylora w postaci

u(x0 +Ax,/0) = u(x0,t0) + (Vu)(x0,r0)Ax + O(Ax2), Axe R3 (3.16)
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l<i,j<3 - gradient wektora u, zwany tensorem prędkości

względnej.
Jak każdy tensor można go rozłożyć na część symetryczną D i antysymetryczną 12

D =—Vu+—(Vu
2 2V

12=-Vu--(VuY2 2V ’

(3.17)

(3.18)

Tensor D nazywany jest tensorem prędkości odkształcenia. Jego elementy leżące na 
przekątnej odpowiadają prędkościom odkształceń objętościowych , a elementy 
poza przekątną stanowią prędkości odkształceń postaciowych

£u
1f dUj duj

2 dxj dxi
i* j

Elementy tensora 12, leżące na przekątnej są zerami. Natomiast elementy poza 
przekątną wyrażają składowe prędkości kątowej poruszającego się elementu płynu, 
traktowanego jak ciało sztywne

if dui duj

2 dxj dx:
i* j

Korzystając z wprowadzonych równaniami (3.17) i (3.18) definicji, na podstawie 
(3.16) otrzymujemy

u(x,rJ = u(x0,t0)+^Vxu(x-x0) + D(x-x0), x-x0=Ax (3.19)

gdzie drugi wyraz po prawej stronie równania wynika z postaci tensora 12 .
Zależność (3.19) wyraża pierwsze twierdzenie Helmholtza - prędkość w dowolnym 

punkcie obszaru płynnego różni się od prędkości w punkcie sąsiednim o prędkość ką
tową i odkształceniową objętości płynnej, zawierającej te punkty.

3.1.4. Równanie transportu

Równanie transportu jest stosowane w opisie deformacji ciała stałego, a także prze
pływu cieczy (Mattheij i in., 2005). Rozważmy dowolną wielkość fizyczną o gęstości 
q(x, t), ograniczoną w danej chwili do objętości kontrolnej V(t) o powierzchni S(t) - 
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bez ograniczania ogólności rozważań możemy myśleć o masie substancji. Wtedy ilość 
materii zgromadzonej w objętości kontrolnej jest równa

F(r)= j ę(x, t}dV (3.20)

Obliczmy następnie szybkość zmiany tej ilości w czasie. W tym celu rozważmy po 
infinitezymalnym czasie dt różnicę w ilości materii

F^t+dt^-F^t^ J f?(x’ t}+dty-(x, t) dV - | q(x,t)dV
V(>)+dV\ ™ J V(l)

= j g(x, t)dV+ dt^~(x,t)dV+ dt j ^(x, t^dY 
dV(l) v w <tv &

(3.21)

Zauważmy, że dla małych wartości dt zmiana objętości będzie proporcjonalna do 
przemieszczenia powierzchni 5(0 w kierunku do niej prostopadłym, co można wyrazić 
relacją

dV= f dt(u-n)dS
5(0

(3.22)

gdzie n - wektor normalny do powierzchni 5(0 skierowany na zewnątrz V(t), u - 
wektor prędkości punktów powierzchni (cząstek substancji ją tworzących).

Stąd

j q(x,t}dY = dt | q(x, t^u-ndS (3.23)

Po zastosowaniu twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego otrzymujemy

J q(x,t)u-ndS= J V(q(x,t)u)dV (3.24)
X') V(t)

gdzie u - wektor prędkości cząstek wewnątrz objętości kontrolnej.
Po pominięciu ostatniego składnika w równaniu (3.21) jako wyrazu wyższego rzędu 

O(dt2) i uwzględnieniu relacji (3.23) i (3.24) otrzymamy

F(t+dt)-F(t)=dt ^(x, tjdY+dt j Y\qvt)dY (3.25)

v(4 v(t)

Po podzieleniu przez dt i przejściu do granicy dt —> 0 otrzymujemy wyrażenie zna
ne pod nazwą równania transportu Reynoldsa

(3-26)
ai v(t)\ m /
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Równanie (3.26) można także przedstawić, korzystając z pochodnej materialnej. 
Gdy V • (ęu) = • u + u W/ , mamy

dF{t) 

dt
(3.27)

3.1.5. Równanie ciągłości przepływu

Równanie ciągłości przepływu wyraża w formie matematycznej zasadę zachowania 
masy. W celu jego wyprowadzenia skorzystamy z równania transportu (3.26) zastoso
wanego do gęstości p(x, t) przepływającej cieczy. Podstawmy tam q = p(x, t) i przyj- 
mijmy, że w przepływie nie występują dodatkowe źródła masy, zatem masa objętości 
kontrolnej nie będzie zmieniać się w czasie

(3.28)

co daje

ai V(i)

(3.29)

Ponieważ równość w (3.29) zachodzi dla dowolnie wybranej objętości kontrolnej, 
więc musi być spełniony warunek

— + V-(pu) = —+ uVp + pV-u = 0 
dt dt (3.30)

Po wykorzystaniu pochodnej materialnej mamy

^ + pV-u = 0 
Dt (3.31)

Jeśli ciecz jest nieściśliwa, to p = const i równanie ciągłości upraszcza się do posta
ci wyrażającej zerową dywergencję pola prędkości

V-u = 0 (3.32)
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3.1.6. Równanie zachowania pędu

W mechanice zmiana pędu ciała jest równa popędowi siły wypadkowej działającej 
na to ciało. W przypadku ośrodka ciągłego, jakim są ciecze, sformułowanie matema
tyczne tego prawa wymaga posłużenia się objętością kontrolną. Siły, które działają na 
ciecz, możemy podzielić na powierzchniowe oraz masowe lub objętościowe. Siły po
wierzchniowe objawiają się w postaci naprężenia na powierzchni cieczy. Przykładami 
sił masowych mogą być siła grawitacji, siła odśrodkowa oraz siły pochodzące od pola 
elektrycznego i magnetycznego (Puzyrewski i Sawicki, 1998). Zasadę zachowania 
pędu dla objętości kontrolnej cieczy zapiszemy w postaci wektorowej (Mattheij i inni, 
2005)

y j pudV = J t(n)JS+ j pfdV (3.33)
dt S(t) V{<)

W równaniu (3.33) pierwsza całka po prawej stronie wyraża wypadkową sił po
wierzchniowych, a druga sił masowych. Charakter sił powierzchniowych polegający 
na tym, że naprężenie jest funkcją wektora normalnego, wyraża zapis wektora naprę
żenia w postaci t(n), gdzie n jest wektorem normalnym do S, skierowanym na ze
wnętrz V.

Można wykazać (Gryboś, 1998), (Puzyrewski, Sawicki, 1998) że

t(n)=Tn (3.34)

gdzie T -tensor naprężenia w danym punkcie o składowych T = [77], l<ż, j<3.

Pierwszą całkę po prawej stronie równania (3.33) przekształcamy do całki objęto
ściowej, korzystając ze wzoru Greena

J t(n)JS= J T ndV= J V-TrJV 
s(/) y^

(3.35)

gdzie T7 oznacza transformację tensora T.
Zauważmy, że dywergencja tensora jest wektorem, którego z-ta współrzędna wyra

ża się wzorem
3 3

(3.36)

co pozwala na przedstawienie V • Tr w postaci macierzowej

V-Tr =
V-T,
v-t2 (3.37)
v-t3

gdzie T, - z-ty wiersz w tensorze T.
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Równość (3.33) można teraz zapisać dla każdej współrzędnej oddzielnie. Dla z-tej 
współrzędnej ma ona postać

4 f puidV= j y-^dy + J pf^y (3.38)

V(') V(') V(»)

Po podstawieniu do całki po lewej stronie równania transportu (3.26) otrzymujemy

j j pUidV= j[  ̂+ V-(pM;u) 

'"('I V(r)k 01 )

porównania (3.38) i (3.39) wynika następująca relacja

j ^-+v-(p»,.u)^v = j v-i;.dv+ J pf.dv (3.40)
01 J

dV (3.39)

Ponieważ V(t) jest wybrane dowolnie, możemy opuścić znak całkowania, co pro
wadzi do związku lokalnego zasady zachowania pędu

^L + y-(puiu) = y-Ti+pfi, z = l,2,3 (3.41)

lub w notacji wektorowej

^  ̂+ V-(puur) = V-Tr+pf (3.42)

Iloczyn puur jest macierzą, której dywergencja wynika ze wzoru

(^Pun^Żp^ ’̂ z=l,2,3 (3.43)

j=i

Równanie (3.42), po uwzględnieniu równania ciągłości (3.30), można teraz zastąpić 
relacją

Du du z _, _ „r „P~=P-^~+P^)^=  ̂ +Pf (3.44)
Dt ot

Szczegóły przekształcenia zamieszczono w Dodatku B.

3.1.7. Równanie zachowania momentu pędu

Zasadę zachowania momentu pędu materii zgromadzonej w objętości V wyraża na
stępująca relacja
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— | rxpudV = | rxt(n)dS + | rxpfdV (3.45)
V(t) S(t) V(l)

Pierwszą całkę (3.45) możemy przekształcić, korzystając z równania transportu 
(3.26) oraz równania ciągłości (3.30) następująco

— f rxpudV = [ p—(rxu)ć?V= f prx^-dV (3.46)

V(r) V(i)

Szczegóły przekształcenia zamieszczono w Dodatku C.
Stosując z kolei do drugiej całki (3.45) wzór Gaussa-Ostrogradskiego, mamy

j rxt(n)dS = j (rxT)-ndS = j (rx(V-Tr)+t*)dV (3.47) 
S(l) V(t)

gdzie t* - wektor utworzony z niesymetrycznych wyrazów tensora naprężeń T

t =

/7^ _rp \
2 32 2 23

^13 ~^31 

^12 “ ^21 ,

(3.48)

Szczegóły przekształcenia również zamieszczono w Dodatku C.
Po podstawieniu (3.46) i (3.48) do wyrażenia (3.45) otrzymujemy

J prx—dV= j (rx(V-Tr) + t‘)jV+ J rxpfJV (3.49)
V(0 Dt V(i) V(t)

Korzystając z właściwości iloczynu wektorowego i porządkując elementy tego 
równania, otrzymujemy

(3.50)

Zauważmy następnie, że na mocy zasady zachowania pędu (3.44) wyrażenie w na
wiasie kwadratowym z lewej strony równania (3.50) znika. Wnioskujemy, że t =0 
i w konsekwencji otrzymujemy ważny wniosek

tensor naprężeń T jest symetryczny T = Tr

W dalszych równaniach będziemy mogli opuszczać znak transpozycji tego tensora. 
Dlatego między innymi zasada zachowania pędu, wyrażona za pomocą pochodnej 
materialnej, ma teraz postać

p^ = VT+pf
Dt (3.51)
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lub w postaci rozwiniętej

Bu /p— + p (u V )u = V • T + pf (3.52)

Równość (3.51) i (3.52) znana jest pod nazwą równania ruchu Cauchy’ego. Przed
stawione w poprzednich punktach zależności posłużą nam do wyprowadzenia równań 
przepływu cieczy.

3.1.8. Równania przepływu cieczy

Wyprowadzone równanie ruchu Cauchy’ego stanowi podstawę wyznaczania prze
pływów cieczy dla różnych jej modeli. Najbardziej znanym, bo opisującym stan więk
szości płynów występujących w naturze, takich jak powietrze i woda, jest model płynu 
Newtona. W modelu tym zakłada się izotropowość jego właściwości oraz liniowe rela
cje między tensorem naprężeń, a tensorem prędkości deformacji (Puzyrewski i Sawic
ki, 1998; Gryboś, 1998; Landau i Lifszyc, 1994). Relację tą można przedstawić w po
staci

T - —pi + r (3.53)

W wyrażeniu (3.53) p jest ciśnieniem hydrodynamicznym, stanowiącym składnik 
naprężeń normalnych w cieczy, I - tensor jednostkowy, t- tensor naprężeń lepkich.

Zgodnie z hipotezą Newtona, wyrażającą
• liniową zależność naprężeń stycznych od prędkości odkształcenia postaciowego,
• izotropowość płynu,
naprężenia lepkie wyrażają się wzorem

t = 2juD+Z(V-u)I (3.54)

gdzie p - współczynnik lepkości dynamicznej, D - tensor prędkości odkształcenia, A - 
drugi współczynnik lepkości nazywany też współczynnikiem lepkości objętościowej.

Tensor naprężeń wyrazić teraz można następującą relacją

T = -(p+A(V-u))l + 2JuD (3.55)

Równanie (3.55) przyjmuje często postać

I i 2 1
T= -p + *+-p (V-u) I + 2jUD' (3.56)

gdzie D' = D“(V-u)l jest nazywany dewiatorowym tensorem prędkości deformacji.
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Na podstawie równania zachowania masy
2 i i-p + A. +—p (V-u) I zastąpić relacją

można 
^Jp 

,P dt

w tym wzorze

I i wówczas zauwa- 
/

żamy, że ten pierwszy składnik tensora naprężeń (3.56) reprezentuje opór cieczy na 
dynamiczne sprężanie (kompresję), a drugi wyraża opór ścinania (Mattheij i in., 2005). 
Mianem współczynnika lepkości objętościowej określa się wówczas nie A, a wystę

puj ącą w tym wzorze sumę X - A+—p .

Jeśli przyjmie się założenie, że ciecz jest nieściśliwa, to relacja (3.55) uprości się do 
postaci

T = -pI + 2pD (3.57)

Po podstawieniu otrzymanego wyrażenia (3.57) do równania zachowania pędu 
i założeniu, że p ma wartość stałą otrzymuje się wyrażenie znane pod nazwą równania
Naviera-Stokesa

9up— + p (uV )u = -^p + pV2u + pf 
dt

2 Częściej używanym symbolem operatora Laplace’a jest A, jednak nie będziemy go tu używać, po
nieważ w dalszej części monografii symbol ten jest zarezerwowany na oznaczanie różnicy skończonej.

^2 ^2 ^2
gdzie symbol V2 = — -I------ -I--------- operator różniczkowy Laplace’a2.

3%, dx2 dx3
Po podzieleniu obu stron równania przez gęstość cieczy p otrzymujemy

—+ (uV)u = --Vp+vV2u + f
dt p

(3.58)

(3.59)

gdzie v = p/p - współczynnik lepkości kinematycznej.
Jeśli rozważana ciecz jest ściśliwa, to otrzymamy następującą postać równania za

chowania pędu

Bu ( p—+p(uV)u = 
ot

-Vp - V (A (V • u))+pV2u + pf (3.60)

i 2—p + A +—p

W większości praktycznych zagadnień przepływów płynów newtonowskich, opisa
nych równaniem Naviera-Stokesa, poszukuje się ich rozwiązania, formułując odpo
wiednie zagadnienie początkowo-brzegowe. Warunkiem brzegowym w obszarze D 
w tym przypadku będzie znikanie prędkości podczas kontaktu ciecz-ciało stałe, co 
wynika z lepkości płynu i jego adhezji na brzegu
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u = Uh, dlaxs9D, t>0, (3.61)

gdzie - prędkość poruszania się brzegu i zwykle jest ona równa zeru.
Liczba niewiadomych w trójwymiarowym układzie współrzędnych kartezjańskich 

wynosi cztery. Są to trzy składowe prędkości oraz ciśnienie, dlatego, dla jednoznacz
ności rozwiązania, zagadnienie przepływu musi być uzupełnione równaniem ciągłości 
(3.32). W przypadku przepływu płynu ściśliwego, na przykład gazu, dodatkową piątą 
niewiadomą będzie gęstość gazu. Aby uzupełnić liczbę równań, możemy wówczas 
przyjąć na przykład liniowe równanie konstytutywne w postaci równania Clapeyrona

p = RTp (3.62)

gdzie R(p,T) - stała gazowa, T- temperatura gazu.

Jeżeli rozważymy przepływ cieczy newtonowskiej, w którym współczynnik lepko
ści jest bardzo mały v co pozwala zaniedbać zjawiska związane z lepkością, to w 
takim przepływie nie występują siły styczne. Tensor naprężenia (3.55) uprości się tyl
ko do składowych normalnych, czyli ciśnienia. Wówczas równanie Naviera-Stokesa 
przekształci się w równanie Eulera opisujące przepływ cieczy nielepkiej

—+ (uV)u = --Vp+f 
dt p (3.63)

Równanie Eulera ma zastosowanie w tych wszystkich zagadnieniach, w których 
siły bezwładności i ciśnienia są dużo większe niż siły związane z lepkością i dlatego 
siły lepkości można pominąć. Do zagadnień takich zalicza się najczęściej opływ płata 
skrzydła samolotu, dla którego rząd wielkości sił ciśnienia i bezwładności jest dużo 
większy od rzędu sił lepkości. Równanie Eulera (3.63) ma w trójwymiarowym ukła
dzie współrzędnych kartezjańskich pięć niewiadomych - trzy składowe wektora pręd
kości u, ciśnienie p oraz gęstość p . Do dyspozycji są trzy równania, po jednym dla 
każdej składowej prędkości oraz równanie ciągłości i dlatego trzeba liczbę równań 
uzupełnić związkiem konstytutywnym, na przykład wyrażającym adiabatyczność ru
chu. Dla jednoznaczności rozwiązania należy jeszcze przyjąć odpowiednie warunki 
początkowe i brzegowe. Za warunek początkowy przyjmuje się rozkład prędkości oraz 
ciśnienia w czasie t = 0. Warunek brzegowy przyjmuje się w postaci zerowej składo
wej prędkości normalnej do brzegu

u-n = 0, dlaxsdD, r>0, (3.64)

gdzie n - wektor normalny do brzegu.
W niektórych przypadkach możemy mieć do czynienia z innym warunkiem brze

gowym, gdy brzeg jest na przykład przepuszczalny lub ruchomy.
Jeśli prędkość przepływu jest bardzo mała, to przez porównanie rzędu poszczegól

nych członów równania Naviera-Stokesa (Gryboś, 1998) dochodzimy do wniosku, że
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siły związane z bezwładnością cieczy są pomijalnie małe wobec sił lepkości i ciśnie
nia, co pozwala zaniedbać w równaniu Naviera-Stokesa składnik adwekcyjny u-Vu . 
Jeśli dodatkowo zaniedbujemy działanie sił zewnętrznych, to pełne równanie Naviera- 
Stokesa przekształca się w uproszczone równanie Stokesa dla ruchu nieustalonego (po 
założeniu braku lepkości objętościowej)

du 1 „ „2
— =---- Vp+vV u (3.65)
dt p '

Przez pominięcie wyrazu związanego z adwekcją otrzymaliśmy równanie liniowe, 
które dzięki temu jest łatwiejsze do analizowania. Warunki brzegowe, jakie stawia się 
dla rozwiązania tego zagadnienia, są tożsame z warunkami dla równań Naviera-Stokesa.

3.1.9. Przepływ potencjalny

Wiele zjawisk fizycznych ma charakter przepływu potencjalnego. Przykładów do
starczają przepływy cieczy, ustalone przepływy ciepła, filtracja, przepływy strumienia 
elektrycznego i magnetycznego. Takie zjawiska opisywane są za pomocą pól poten
cjalnych.

Teoria potencjału dla poszczególnych zagadnień brzegowych sprowadza się do 
rozwiązania równania Laplace’a lub Poissona. W niniejszym punkcie zilustrujemy to 
na przykładzie przepływu cieczy, którego pole prędkości jest polem potencjalnym.

Dla takiego pola możemy składowe wektora prędkości wyrazić za pomocą pochod
nych kierunkowych potencjału prędkości

d(p d(p d(p
U1=^ <3-66>w.A.| 0^3

Zauważmy, że Vxu = VxV<p = 0.W takim przypadku mamy do czynienia z polem 
bezwirowym, tzn. takim, w którego prawie każdym punkcie wirowość równa się zeru 
(choć można dopuścić istnienie izolowanych włókien wirowych zanurzonych w prze
pływie potencjalnym). To oznacza również, że

diii du-
oraz ‘X=1.2,3. (3.67)

Zakładamy, że potencjał prędkości jest funkcją klasy C2. Obliczmy dywergencję 
pola prędkości

V-u=V-V<p = V2(p (3.68)

Jeśli ciecz jest nieściśliwa, czyli V-u = 0, to potencjał prędkości takiej cieczy jest 
funkcją harmoniczną

V2<p = 0
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lub inaczej

d2<p

oxl dx2 dx2 (3.69)

W przypadku przepływu dwuwymiarowego przepływ potencjalny można sformu
łować w terminach pomocniczej funkcji zwanej funkcją prądu. Zilustrujemy to na 
przykładzie pola prędkości zależącego tylko od dwóch współrzędnych %i i x2. Na pod
stawie równania ciągłości

Vu = du. du2
—^- = 0 
ox, dx2 (3.70)

można wykazać, że istnieje taka funkcja yf(xt,x2) klasy C2, że równanie (3.70) jest 
spełnione tożsamościowe, to znaczy wówczas, gdy

dw
U. = ----- , U. =-------

dx2 9^
(3.71)

Po podstawieniu tych zależności do wyrażenia na rotację wektora prędkości (3.67) 
wnioskujemy, że dla przepływu potencjalnego funkcja prądu, podobnie jak potencjał 
prędkości, jest funkcją harmoniczną

V>=0
lub

dV 9V
dxf dx2 (3.72)

Funkcja prądu ma taką właściwość, że różnica wartości funkcji prądu między 
dwoma punktami obszaru wyznacza wielkość strumienia cieczy przepływającego mię
dzy tymi punktami. Można to wykazać za pomocą całki po dowolnej krzywej 
y (a,b) między dwoma punktami a i b ze składowej normalnej wektora prędkości do 
tej krzywej

Q- | undl- | (-u2dxt +uidx2)= J dy/ -y/a. 
/(“J) Y(^)

(3.73)

W przypadku przepływu stacjonarnego z funkcji prądu można wyznaczyć kształt 
linii prądu. Linia prądu jest wówczas trajektorią, która w każdym punkcie pokrywa się 
z kierunkiem wektora prędkości (w ruchu niestacjonarnym tak nie jest). Właściwość tę 
wyraża następująca relacja

„ , dx. dx2
0 = u-dn = uidx2-u2dxi —> — =---- (3 74)

u, u2

gdzie dn = [dx2,-dxt] - wektor infinitezymalny normalny do linii prądu.
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Podstawiając do niej wyrażenia (3.61), mamy

dtf, dyf , , A
---- dx^ 3------ dx, = dw =0 
dx2 2 dxt ‘

i nazywana jest prędkością zespoloną. Można uzasadnić, że linie <p = const i = const 
są ortogonalne, gdyż spełniają warunki Cauchy’ego-Riemanna. Wystarczy zauważyć, 
że w punkcie przecięcia dwóch takich krzywych odpowiednie wektory styczne mają 
współrzędne [d<p/dr2,-d<p/d.x1]i [dt/r/dr^-dl/r/d*]].

Przepływ potencjalny można zbadać przez analizę równania (3.69) albo (3.72). 
Różnica polegać będzie jedynie na odpowiednim sformułowaniu warunków brzego
wych odpowiednio dla funkcji potencjału prędkości albo funkcji prądu.

W zagadnieniach inżynierskich związanych z przepływem cieczy najczęściej spo
tykamy się z sytuacją, gdzie na części brzegu prędkość przepływu jest do niego stycz
na, a na pozostałej części jest znana lub ma kierunek normalny.

W opisie przepływu za pomocą funkcji potencjału prędkości oraz funkcji prądu te 
warunki brzegowe ulegają odpowiedniej transformacji. Szczegóły tej transformacji są 
przedstawione w kolejnych punktach.

1. Przyjmijmy, że brzeg obszaru jest krzywą, której zapis parametryczny jest nastę
pujący

y = (x1(j),x2(j))

Funkcje potencjału i prądu na tym brzegu sąjednocześnie funkcjami parametru s 

(P = (P^ G),*2 G)), 1/ =i/(x, (s),^ (s))

(3.75)

Oznacza to, że funkcja prądu ma wartość stałą wzdłuż trajektorii cząstki poruszającej 
się z przepływem.

Na podstawie (3.66) i (3.71) możemy zauważyć, że potencjał i funkcja prądu są ze 
sobą powiązane

_d(p _dy _d(p __dy/
dr, dx2 ' dx2 dxt

(3-76)

Relacja (3.76) jest znanym warunkiem Cauchy’ego-Riemanna koniecznym i wy
starczającym na to, aby funkcja była analityczna, co oznacza istnienie potencjału ze
spolonego

0 (z) = <p + zV, z = x1+u2, z = V-l

Pochodna zespolona tej funkcji wyraża się następująco

dd d<p .dw
— =-—Hz—— = u{ -iu^ 
dz d*!

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)



Podstawowe równania hydromechaniki 53

2. W części opisanej krzywą y gdzie brzeg jest ścianą ograniczającą przepływ, 
prędkość przepływu jest styczna do brzegu, co jest równoznaczne ze znikaniem skła
dowej normalnej prędkości (rys. 3.2)

u ■ n = («)«]+ u2n2 ) = 0 (3.81)

gdzie n = [nI,?22]- jednostkowy wektor normalny do y , skierowany na zewnątrz ob

szaru przepływu.

Rys. 3.2. Określenie warunku brzegowego znikania składowej 
normalnej prędkości na granicy obszaru y

W przypadku potencjału prędkości mamy warunek

un = Vcon = —— = 0 
dn

(3.82)

W celu wyprowadzenia podobnego warunku dla funkcji prądu obliczmy pochodną 
funkcji prądu po s, korzystając z równości (3.76)

d 
ds

dyf d^ _ dy dx2 d(p dx{ d(p dx2 —------------}-------------— —----------------- -- ------------
ds dx2 ds dx2 ds ds

„ \dx2 dx 
ds ds

= V<p-n = 0

Na tej podstawie wnioskujemy, że

1/(*] (s), x2 ($)) = const 

czyli ta część brzegu jest odcinkiem linii prądu.

(3.83)
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Wartość 1/ na takim brzegu jest zwykle znana. Możemy bowiem skorzystać 
z (3.73), aby określić wartości funkcji prądu odpowiadające zewnętrznym brzegom, 
między którymi odbywa się przepływ lub wartość yf na brzegu wewnętrznym, stano
wiącym zamknięty kontur, opływany przez ciecz. Dla takiego fragmentu brzegu mo
żemy skorzystać z warunku typu Neumanna(3.82) dla funkcji potencjału prędkości lub 
warunku typu Dirichleta dla funkcji prądu (3.83).

3. Część brzegu y jest granicą, na której znany jest rozkład prędkości u. Najczęściej 
z takim warunkiem brzegowym mamy do czynienia na wlocie do obszaru (rys. 3.3).

1' X2

Qt y(xi(4 x2(y)) 
wlot
----- ----ku

--------------------------- ►x.

Rys. 3.3. Warunek brzegowy na wlocie do obszaru

Możemy wówczas wyrazić warunek Neumanna funkcji potencjału za pomocą rela
cji

dtp = un 
dn

(3-84)

Dla funkcji prądu określimy następnie warunek Dirichleta

J u-n^+i//(P) (3.85)
y(P,Q}

4. Gdy rozważamy brzeg, na którym nieznane wektoiy prędkości są do niego pro
stopadłe, wówczas brzeg ten jest odcinkiem linii ekwipotencjalnej (rys. 3.4). Brzeg taki 
jest utożsamiany z wylotem z obszaru.

Jeśli wektory są normalne do brzegu, to

d(p dx. 
us = ------- -
oxt ds

dcp dx2 _ d 
dx2 ds ds

To implikuje stałą wartość funkcji potencjału na tym odcinku brzegu (warunek 
Dirichleta)

(p = const (3.86)
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Rys. 3.4. Warunek brzegowy dla wylotu z obszaru

Zbadajmy jeszcze postać warunku brzegowego funkcji prądu

31/ dx2 ^31/ dxx 
3^ ds dx2 ds

_ dx, dx.= ----- 1 
ds ds

^ = 0 
dn (3.87)

Otrzymaliśmy warunek typu Neumanna funkcji prądu (3.87), który jest naturalnym 
warunkiem potencjału. Należy podkreślić, że równanie Laplace’a jest równaniem 
eliptycznym, a zatem przyjęcie poprawnego warunku brzegowego na wylocie ma 
istotny wpływ na jakość wyznaczonych wartości pól w obszarze przepływu.

Z przedstawionego przeglądu możliwości rozwiązania zagadnienia przepływu po
tencjalnego wynika, że bardzo częstym podejściem w praktycznych inżynierskich obli
czeniach, dla zagadnień dwuwymiarowych, jest przyjmowanie mieszanych warunków 
brzegowych nakładanych na funkcję potencjału albo funkcję prądu. Sprowadza się to 
do zadania na części brzegu wartości funkcji (potencjału lub prądu), a na pozostałej 
części brzegu pochodnej normalnej tej funkcji. W zagadnieniach trójwymiarowych, ze 
względu na brak interpretacji fizycznej funkcji prądu, warunki brzegowe odnosi się 
tylko do funkcji potencjału prędkości.

3.2. Wirowość

Istotną cechą przepływu charakteryzującego się dużą liczbą Reynoldsa, który znaj
duje się w kręgu zainteresowanie niniejszej monografii, jest powstawanie w nim wie- 
loskalowych wirowych struktur, od drobnych zawirowań do tzw. struktur koherent
nych. Matematyczny opis takiego przepływu uwzględnia zjawisko obrotu elementu 
cieczy, który wyrażony jest przez rotację wektora prędkości i nosi nazwę wirowości. 
Wirowość odgrywa istotną rolę w przenoszeniu wielkości fizycznych w przepływie 
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turbulentnym. W niniejszym rozdziale przedstawiono podstawowe informacje doty
czące powstawania i przenoszenia wirowości w przepływie nieściśliwym, które stano
wią podstawę do modelowania matematycznego przepływu opisywanego w terminach 
wirowości, prędkości i funkcji prądu.

3.2.1. Kinematyka wirowości
2

Pole wirowości jest polem wektora rotacji prędkości cieczy

I2 =—Vxu 
2

if du3

2 dx2

du2 dut du3 du2 dut 'l 1 dut 
dxj ’ dxj dxj ' dxl dx2 , 2 vk dx}

i, j,k = 1,2,3, (3.88)

gdzie Eijk - symbol Levi-Civity.

W przepływie dwuwymiarowym, u, x2, x3, t)=u, x2,0, t), u3(xlt x2,0,t) = 0 

pole wirowości ma prostą strukturę, wektory rotacji bowiem mają tylko jedną niezero- 
wą trzecią współrzędną £2 = [0,0, co3 ], gdzie

1 ( du2 du, 
w3 =-----

2^ 0%, dx2
(3.89)

W ten sposób są one prostopadłe do płaszczyzny (xb x2). W takim przypadku bę
dziemy dalej przyjmować, że u = (ub U2), x = (Xj, x2)e R2.

Z równania (3.88) wynika w bezpośredni sposób, że pole wirowości jest bezdywer- 
gencyjne

V-il = V-VxusO (3.90)

Wektory pola wirowości w przepływie trójwymiarowym są styczne do pewnych 
krzywych, które nazywane są liniami wirowymi (rys. 3.5).

Zbiór tych linii przechodzących przez pewną krzywą niezamkniętą, nie będącą linią 
wirową, tworzy powierzchnię wirową, zbiór zaś linii na krzywej zamkniętej nazywany 
jest rurką wirową. Rurka wraz zawartym w niej płynem nazywana jest włóknem wiro
wym (Gryboś, 1998).

Ruch obrotowy elementów cieczy obracających się wokół osi włókna wirowego 
z prędkością kątową co można opisać za pomocą strumienia wirowości

dQ.- Vxu-nćZS -2m-ndS (3.91)

Całka po powierzchni Sjest nazywana natężeniem (intensywnością) włókna wiro
wego

3 Bardzo często w mechanice płynów utożsamia się rotację wektora prędkości z wirowością z pomi
nięciem stałego mnożnika '/i, tzn. Q = rotu.
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Rys. 3.5. Linia wirowa i wektory wiru

Qs -|(Vxu)-nJS = 2jco-nJS (3.92)
s s

Z równania (3.90) można wyprowadzić twierdzenie o zachowywaniu wirowości 
wzdłuż włókna wirowego (II twierdzenie Helmholtza). Korzystając z twierdzenia 
Gaussa, możemy zapisać

= = O (3.93)
v s

gdzie V - objętość włókna wirowego, S - powierzchnia jego przekroju, co oznacza, że 
przepływ pola wirowości przez powierzchnię ograniczającą objętość Vjest równy zeru.

Na podstawie rysunku 3.6 możemy równość napisać w postaci

Rys. 3.6. Schemat do wyznaczania cyrkulacji włókna wirowego
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Zauważmy, że na ścianach bocznych wektor normalny i wektor wiru są do siebie 
prostopadłe i ich iloczyn skalarny jest równy zeru. Po uwzględnieniu przeciwnych 
zwrotów wektora normalnego na powierzchni Si i S2 oraz zależności Qi = Q-Hi, ^2 = 
Qn2 otrzymamy

jQ,-n,dS = jQ2-n2dS = r 
5, s,

Z polem wirowym wiąże się pojęcie cyrkulacji, czyli krążenia wektora prędkości po 
krzywej C. Na podstawie twierdzenia Stokesa cyrkulacja jest równa strumieniowi rota
cji przenikającego dowolną powierzchnię S ograniczoną krzywą C

r = ju rfr= j VxunJS 
c s(c)

(3.94)

gdzie u — wektor prędkości na krzywej C, dr - infinitezymalny odcinek konturu C (rys. 
3.7).

Rys. 3.7. Schemat do wyznaczenia cyrkulacji wiru po krzywej C

3.2.2. Dynamika wirowości

Matematyczny opis przepływu cieczy newtonowskiej jest oparty przede wszystkim 
na równaniu Naviera-Stokesa wyrażającym zasadę zachowania pędu (3.59). Równanie 
to pozwoli nam wyprowadzić zależność opisującą transport wirowości podczas prze
pływu cieczy. W tym celu dokonamy przekształcenia równania Naviera-Stokesa przez 
działanie na niego operatorem rotacji. W celu uproszczenia postaci składnika adwekcji 
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skorzystamy z tożsamości otrzymanej wprost z równości (9.18), przedstawionej 
w Dodatku D

iv(u2) = u-(Vu)+uxVxu

Vx (3.95)

Zauważmy, że na podstawie znanej tożsamości (9.26), VxV( ) = 0, znikają dwa 

składniki równania (3.95) odpowiadające gradientowym polom kwadratu prędkości 
i ciśnienia. W obliczeniach przepływu wody przez budowle hydrotechniczne pole sił 
masowych f jest polem grawitacyjnym i przez to potencjalnym. Oznacza to, że istnieje 
taka funkcja skalarna U(x, t), że f = VU i wówczas ten wyraz równania również zni
ka. Po wprowadzeniu teraz do wzoru (3.95) wektora wiru £2 = Vxu otrzymujemy

d£2 
dt

-Vx(ux£2)=vVx(v2u) (3.96)

Wykonajmy teraz jeszcze jedno przekształcenie drugiego składnika po lewej stro
nie równania (3.96). Na podstawie równości (9.23) widzimy, że zachodzi następująca 
relacja Vx(ux£2) = u(V-£2)-£2(V-u)-u-V£2 + £2-Vu , z której, po uwzględnieniu 

warunku nieściśliwości cieczy (3.32) i równania (3.90) otrzymujemy

Vx(ux£2) = -u-V£2 + £2-Vu (3.97)

Podobnie możemy przekształcić wyrażenie zawierające rotację laplasjanu. Za
uważmy bowiem, że V2u = V(V-u)-VxVxu, a zatem korzystając ponownie z wa

runku nieściśliwości cieczy (3.32) i (3.90) mamy

Vx(v2u) = -Vx(Vx£2) = V2£2 (3.98)

Po podstawieniu (3.97) i (3.98) do (3.96) i przeniesieniu wszystkich wyrazów na 
jedną stronę otrzymujemy postać równania opisującego adwekcyjno-dyfuzyjny trans
port wirowości

d£2 t
—+u-V£2-£2 Vu-vV £2=0 (3.99)
dt

które nosi nazwę uogólnionego równania Helmholtza.
Interpretując fizyczne znaczenie poszczególnych składników tego równania, 

stwierdzamy, że pierwszy oznacza szybkość zmiany wirowości, drugi składnik ozna
cza adwekcję, czyli unoszenie wirowości, składnik trzeci wyraża efekt rozciągania 
włókna wirowego, a ostatni odpowiada dyfuzji wirowości.
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Przeanalizujmy teraz, czy II prawo Helmholtza o zachowaniu cyrkulacji wirowości 
rozciąga się na zagadnienie przepływu lepkiego danego równaniem Naviera—Stokesa. 
Na podstawie definicji cyrkulacji (3.94) i równania Naviera—Stokesa (3.59) możemy 
zapisać

— rr(,=— f u-Jr= f — udr = - f — Vp dr+v f V2u dr
<* "" W (3100)

=v j (V(V-u)-VxVxu)-dr=v j (Vxn)'Jr
c(0 W

Składnik związany z ciśnieniem został pominięty, całka bowiem po krzywej za
mkniętej gradientu pola jest równa zeru.

Wynika stąd, że cyrkulacja rc^ nie jest zachowana (stała w czasie) dla przepływu 

cieczy, której współczynnik lepkości kinematycznej v >0.
Inaczej będzie w przypadku przepływu cieczy idealnej opisanej równaniem Eulera, 

przepływ bowiem cieczy idealnej charakteryzuje się brakiem występowania sił stycz
nych związanych z lepkością. Możemy więc oczekiwać, że cyrkulacja będzie w takim 
przepływie zachowana.

Rzeczywiście z równania (3.100) wprost wynika zasada zachowania cyrkulacji po 
krzywej zamkniętej, która stanowi treść prawa Kelvina

rc(()= j u-r/r = const (3.101)
c(0

Jeżeli do tak sformułowanego warunku zastosujemy formułę Stokesa, to otrzyma
my zasadę zachowania natężenia wirowości wyrażonego w postaci iloczynu strumienia 
wirowości przechodzącego przez powierzchnię S (t)

Ą = j SMS = const (3.102)

Aby otrzymać równanie transportu wirowości dla cieczy nielepkiej, wystarczy 
w równaniu (3.99) pominąć ostatni składnik związany z dyfuzją wirowości

^-+u-VQ-Q-Vu = 0 (3.103)
ot

Równanie (3.103) odgrywa istotną rolę w formułowaniu zagadnienia metody wirów 
z zastosowaniem dekompozycji równania transportu wirowości, co będzie przedmio
tem rozważań w rozdziale 5 niniejszej monografii.
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3.3. Teoria warstwy przyściennej

Przepływ wody przez budowle hydrotechniczne odbywa się ze stosunkowo dużą 
prędkością, przy której występuje zdecydowana dominacja sił bezwładności w porów
naniu z siłami lepkości (ale prędkość nie jest na tyle duża, aby rozważać przepływ 
cieczy ściśliwej). Gdy prędkość jest duża, przepływającą ciecz można w przybliżeniu 
traktować jako idealną, podlegającą opisowi za pomocą równania Eulera. Jeśli w takim 
przypadku przepływ rozważany jest w obszarze ograniczonym, to naturalnym założe
niem jest, że brzeg jest „śliski”, tzn. nie znika składowa styczna do brzegu (w tym mo
delu nie występują siły adhezji). Tak jednak nie jest, w przepływie bowiem rzeczywi
stym następuje na brzegu przyleganie cząstek cieczy wskutek sił adhezji. W ten sposób 
znikają składowe prędkości styczne do brzegu (podrozdz. 3.1.8). Świadczy to o wystę
powaniu w pobliżu brzegu strefy, w której dominować będą siły lepkości, odpowiada
jące za powstanie na brzegu naprężeń stycznych. Prandtl, który pierwszy opisał to zja
wisko, zaproponował podział obszaru przepływu na strefę (warstwę) przyścienną 
o znacznym udziale lepkości i zewnętrzną do niej strefę, w której lepkość cieczy moż
na pominąć. Obszerny opis zagadnienia warstwy przyściennej można znaleźć w mono
grafiach, np. Schlichting (1965) oraz licznych pracach z dziedziny mechaniki płynów, 
m.in. Gryboś (1998), Landau i Lipszyc (1994), Puzyrewski i Sawicki (1998), Jeżo- 
wiecka-Kabsch i Szewczyk (2001), Batchelor (1967), Elsner (1987).

Opierając się na obserwowanych fizycznych relacjach, jakie zachodzą w warstwie 
przyściennej, można przyjąć założenie, że w stosunkowo cienkiej warstwie, równole
głej w przybliżeniu do nieprzepuszczalnego brzegu, prędkość przepływu zmienia się 
od zera do prędkości panującej w głównej części strumienia, a zatem gradient prędko
ści w kierunku normalnym do brzegu jest dużo większy niż w kierunku stycznym.

Z gradientem prędkości związane jest naprężenie styczne, które zgodnie ze wzorem 
(3.54) wyrazić można za pomocą relacji [Ądujdn) i które osiąga duże wartości 
w stosunkowo niewielkiej odległości od brzegu. Na rysunku 3.8 przedstawiono 
formowanie się warstwy przyściennej podczas napływu cieczy na płytkę równoległą do

Rys. 3.8. Formowanie się warstwy przyściennej
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kierunku prędkości. Jako granicę obszaru warstwy przyściennej zwykle uważa się 
miejsce, w którym prędkość osiąga 0,99 wartości prędkości zewnętrznej strumienia, 
traktowanego jako potencjalny.

Jeśli opływany brzeg jest zakrzywiony, dochodzi do oderwania się warstwy przy
ściennej (granicznej), która wówczas formuje ścieżkę wirową. Na rysunku 3.9 przed
stawiono formowanie się ścieżki za opływanym zamknięciem płaskim.

Rys. 3.9. Ścieżka wirowa za zamknięciem płaskim

W przewodach zamkniętych (np. rurach) warstwa przyścienna wzrasta wraz z dłu
gością przewodu (rys. 3.10), wypełniając w końcu całe jego wnętrze. Od tego prze
kroju rozkład prędkości nie zależy od współrzędnej równoległej do osi przewodu, gra
dient ciśnienia jest stały i równoważony przez naprężenia lepkie. Mówimy wówczas o 
przepływie hydrodynamicznie rozwiniętym.

wzrost warstwy przyściennej

Rys. 3.10. Obraz warstwy przyściennej w przewodzie zamkniętym

Jeśli przedstawiony na rysunku przepływ odbywa się między dwoma płaskimi 
ściankami (zagadnienie Poiseuille’a), to rozkład prędkości w kanale będzie parabolicz
ny i jak łatwo się przekonać na podstawie (3.59) będzie dany wzorem
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(*2) = 1 Ap
2vp Ax,

^4 - hx2) (3.104)

gdzie h - wysokość kanału.
Równanie Naviera—Stokesa opisuje przepływ w całym obszarze łącznie z warstwą 

leżącą blisko brzegu, jednak w tej warstwie, ze względu na jej szczególny charakter, 
równania Naviera-Stokesa mogą ulec pewnemu uproszczeniu. Przedstawimy model 
warstwy przyściennej przepływu laminamego, a w następnych punktach model turbu- 
lentnej warstwy przyściennej.

3.3.1. Model laminarnej warstwy przyściennej

Przyjmijmy dla uproszczenia, że rozważać będziemy opływ dwuwymiarowy pła
skiej płytki, której powierzchnia pokrywa się z osiąz (rys. 3.8).

W równaniach przepływu dla uproszczenia pominięto siłę masową. Równania 
Naviera-Stokesa (3.58) i ciągłości (3.32) mają następującą, rozwiniętą postać

du, du, du, 1 dp / 22
O U, d2u.

~- + u —-+u,—L =-------— +V +----4
dl dx, “ dx2 p dx. 34 J

du. du, du, 1 dp ( 22d u2 32h2—^ + u, —- + u,—- =-------—+v +----T-dt 1 dX] " dx2 p dx2 34 J

du, du.
+ —Ł = 0

3^ 3x2

(3.105)

(3.106)

(3.107)

Sformułujmy następujące założenia:
• siły bezwładności i siły lepkości są tego samego rzędu w warstwie przyściennej,
• składowa prędkości w kierunku normalnym do brzegu u2 jest bardzo mała w po

równaniu ze składową prędkości równoległą do brzegu, czyli ut » u2,
• gradient prędkości w kierunku normalnym do brzegu jest dużo większy niż w kie

runku stycznym dujdx2 »dujdx,
• przyjmując, że rozpatrujemy zjawisko opływu płaskiej ścianki o długości L, na 

której powstanie warstwa przyścienna o grubości <5, określimy zasięg zmiennych 
x} ,x2 w postaci e [0, L], x2 e [0,<5],

• w strefie odległej od brzegu, na zewnątrz warstwy przyściennej, przepływ możemy 
w przybliżeniu traktować jako potencjalny z prędkością U; ponieważ na granicy 
warstwy przyściennej prędkości są w przybliżeniu sobie równe u, ~ U , więc ich 
rzędy wielkości także będą sobie równe 0^) = O(U),
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• przyjmujemy jako wielkości odniesienia dla czasu t-O(LlU) i dla ciśnienia, 
w strefie przepływu potencjalnego, na podstawie równania Bernoulliego 
P = O(pU2)

• zakładamy, że na początku płytki w miejscu, gdzie warstwa się zaczyna m,(0) = 0, 
aby następnie osiągnąć swoją maksymalną wartość w odległości L; dlatego rząd po
chodnej prędkości określimy z różnicy skończonej dujdx{ -(^(Lj-u^O))/^ 
= O(U/L). W podobny sposób określimy drugą pochodną i jej rząd wyniesie 
d\ldx2=O(UlLh.
Dalej na podstawie równania ciągłości określamy dw2/dx2 ^OtU/L), a następnie 

całkując po x2 otrzymamy u2=O(U8/L).

Możemy teraz dokonać porównania rzędu poszczególnych wyrazów równania 
(3.105). Pochodne unoszenia i gradient ciśnienia są rzędu

du. 1 dp (U2
ul—~~~u2-------——-O —

OX] dx2 pdx. L

Rozważając rząd wyrazów związanych z lepkością

3^ ( U\
V—= O V-y ,3*i ( L t

( U}
L

d\ ( U\ 
dĄ [ 52 J

widzimy, że pierwszy z nich jest do pominięcia. Ze względu na znak równości, lewa 
i prawa strona równania ma ten sam rząd i stąd wnioskujemy, że 8 ~ , gdzie
Rejest liczbą Reynoldsa, Re = UL/v .

Prowadząc podobne oszacowanie rzędu wielkości równania (3.106) ze względu na 
wartość prędkości u2 o jeden rząd mniejszą od otrzymamy

P 3*2

To implikuje stałą wartość ciśnienia w warstwie przyściennej w kierunku normal
nym do brzegu. Na tej podstawie możemy już przedstawić układ równań warstwy 
przyściennej

du. du. du,
—L + u,—L + u2—L 
dt dxt dx2

1 dp d2u. ----- —+ y---- - 
p dxt dx2

^=0
3*2

(3.108)

(3.109)
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(3.110)

Równania (3.108)-(3.110) nazywane są równaniami Prandtla.
Rozważania dotyczą przepływu laminamego i ich postać będzie przydatna do wy

prowadzenie równań metody warstw wirowych, przedstawionej w rozdziale 5. Rozwa
żany w tej pracy opływ zamknięć hydrotechnicznych i związane z nim zmienne obcią
żenie działające na te konstrukcje, są wynikiem przepływów turbulentnych z dużą licz
bą Reynoldsa. Jednym z podstawowych mechanizmów odpowiedzialnych za powsta
wanie obciążeń hydrodynamicznych jest oderwanie turbulentnej warstwy przyściennej 
od powierzchni zamknięcia.

3.3.2. Podstawy teorii przepływu turbulentnego

Przepływ cieczy spełniający równanie Naviera-Stokesa ma bardzo ważną właści
wość. Dla małych liczb Reynoldsa przepływ jest stabilny i jeśli powstaną w nim jakie
kolwiek zaburzenia, są one wygaszane przez lepkość cieczy. Jeśli jednak liczba Rey
noldsa zwiększy się powyżej pewnej krytycznej wartości, to powstające zaburzenia są 
wzmacniane i przepływ traci stabilność (Joseph, 1976). Efektem utraty stabilności jest 
bardzo złożona kinematyka ruchu cząstek cieczy, którą nazywamy turbulencją. Cechą 
turbulencji jest więc pojawienie się fluktuacji prędkości oraz fluktuacji innych pozo
stałych wielkości fizycznych związanych z przepływem. Wektor prędkości cieczy 
można więc ogólnie przedstawić w postaci sumy dwóch składników

u = u + u' (3.111)

gdzie u - średnia wartość wektora prędkości, u' - fluktuacja wektora prędkości. 
Przejście z ruchu laminarnego do turbulentnego przedstawiono na rysunku 3.11.

u u - prędkość chwilowa 
u - prędkość średnia 
u’ - fluktuacja prędkości

u
u

M-------------------H M------- ----------------H “-------------------- “

ruch laminarny ruch przejściowy ruch turbulentny

Rys. 3.11. Przejście z ruchu laminarnego w turbulentny
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Częstym zjawiskiem opływu ciała ruchem turbulentnym jest formowanie się za nim 
pewnych quasi-regularnych zaburzeń, związanych z powstawaniem w przepływie du
żych, autonomicznych struktur wirowych zwanych strukturami koherentnymi.

Zwykle wyróżnia się trzy skale turbulencji. Są to: skala autonomicznych struktur 
zwana też skalą zewnętrzną turbulencji (Puzyrewski i Sawicki, 1998), w której po
wstają wiry największe, skala wirów małych ulegających dyssypacji i skala molekular
na związana z lepkością cieczy. Między skalą zewnętrzną turbulencji a skalą wirów 
ulegających dyssypacji istnieje cały zbiór wirów o pośrednich wymiarach, co sprawia, 
że w przepływie istnieje ciągła struktura wirów. Na jej istnienie zwrócił uwagę Koł- 
mogorow, który także zajmował się analizowaniem energii przenoszonej i rozpraszanej 
przez wiry o różnych skalach. W ujęciu Kołmogorowa proces turbulencji polega na 
„przepompowywaniu” energii od ruchu głównego, dzięki wirom największym, przez 
proces ich rozpadu do najmniejszych wirów dyssypujących (Puzyrewski i Sawicki, 
1998; Jeżowiecka-Kabsch i Szewczyk, 2001).

Z powodu trudności modelowania bezpośredniego równań Naviera-Stokesa dla ru
chu turbulentnego (por. podrozdz. 4.2) stosuje się ich uśrednianie, najczęściej po cza
sie, aby wyrazić zagadnienie przepływu w zmiennych średnich wartościach prędkości 
oraz ciśnienia. Podstawą procesu uśredniania równań, po założeniu, że każda z wielko
ści w nim występującajest sumą wartości średniej i fluktuacji, jest relacja

1 '+f
- ) q(x,t)dt = q(x) (3.112)

gdzie q jest dowolną wielkości podlegającą uśrednianiu, Pjest przedziałem uśredniania 
odpowiednio dużym w stosunku do średniego okresu fluktuacji, tak aby prawdziwa 
była zależność oznaczająca wygaszenie efektów stochastycznych

1 7
-J q\x,t)dt=Q (3.H3)

Zastosujemy procedurę uśredniania po czasie do równania zachowania pędu, dane
go wzorem (3.42)

d(pu) . .-^-4+V • (puu) = V • T + pf 
dt

Składnik w postaci dywergencji iloczynu diadycznego składowych fluktuacji pręd
kości uśredniamy w następujący sposób
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1 1 l+r _ _
“J UU^=-J (U + U^U+U)^

। t+T । t+T । t+T । i+T
= — | uudt + — f uu'rft+— f u'uóZ? + — [ 

p J p J p ! p j

___ (3.114)
uudt = UU + Uu'

Pozostałe wyrazy równania uśrednia się bezpośrednio z równań (3.112) i (3.113), 
otrzymując

p—L*- + pV-(uu) + pV-(u'u') = V-T + pf 
nt ' ' (3.115)

Składnik uu możemy przekształcić do postaci adwekcyjnej (uV)u zgodnie z za
sadami przedstawionymi w Dodatku B. Uśrednienie tensora naprężenia T prowadzi dla 
cieczy nieściśliwej do relacji T = pI + 2pD. Otrzymujemy następującą postać uśred
nionego równania przepływu cieczy lepkiej, nieściśliwej

du ,
p—+ p(uV)u = -Vp + pV u 

dt
- pV ■(u'u^+pf (3.116)

Równanie to można uzupełnić uśrednionym równaniem ciągłości

V-u = 0 (3.117)

Przedostatni składnik równania (3.116) stanowi dodatkowy tensor nazywany tenso
rem Reynoldsa i jego postać jest następująca

puu / / u2u} (3.118)
/ / 

w2u3

/ /
UjW3

f f 
^3^1

Z procedury uśredniania wynika, że jest to tensor symetryczny, co oznacza . 
Jego elementy stanowią składowe jednostkowego burzliwego strumienia pędu, nazy
wane naprężeniami turbulentnymi.

Równanie (3.116), pod względem liczby zmiennych, jest dużo bardziej skompliko
wane niż równanie Naviera-Stokesa. Występuje tu bowiem sześć dodatkowych zmien
nych - wyrazów tensora naprężeń Reynoldsa i potrzeba jeszcze dodatkowych sześciu 
równań dla jednoznacznego rozwiązania tego układu. Istnieje kilka hipotez, gdzie ce
lem jest określenie dodatkowego układu równań konstytutywnych, które rozwiązywa
ne byłyby razem z równaniami ruchu uśrednionego. Zagadnienie poszukiwania tych 
dodatkowych równań jest przedmiotem licznie pojawiających się prac naukowych, 
w których opisywane są coraz doskonalsze modele turbulencji. Ogólnie wyróżnić można 
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dwie grupy modeli. Pierwsza oparta jest na koncepcji lepkości turbulentnej, druga nie 
wprowadza pojęcia lepkości turbulentnej, lecz polega na uzależnieniu tensora naprężeń 
turbulentnych od energii kinetycznej turbulencji, dyfuzji i dyssypacji energii.

Do pierwszej grupy należy propozycja Prandtla przedstawienia naprężeń turbulent
nych w postaci

T, = -puu=p,
du, 
^2

= pl2
' dul 

dx2
(3.119)

7

gdzie Ą jest współczynnikiem lepkości turbulentnej (która nie jest tu cechą fizyczną, 
ale wynika z lokalnych właściwości ruchu cieczy), l oznacza długości drogi mieszania.

Przez drogę mieszania Prandtl określił odległość na jaką cząsteczka cieczy prze
mieszcza się wskutek fluktuacji przepływu przenosząc charakterystyczne dla niej wiel
kości fizyczne, a następnie je traci na rzecz otaczającej ją cieczy.

Jak widać z (3.119) naprężenie turbulentne zależeć będzie od kwadratu prędkości 
odkształcenia elementu cieczy. Związek (3.119) umożliwia domknięcie układu równań 
Reynoldsa pod warunkiem określenia długości drogi mieszania, która zwykle jest 
przedmiotem badań doświadczalnych. Istnieje też kilka innych modeli turbulencji pro
wadzących do bezpośredniego określenia tensora u'u'. Do najbardziej rozpowszech
nionych należy model dwurównaniowy K-E , w którym dodatkowe dwa równania - 
energii kinetycznej turbulencji oraz intensywności dyssypacji - zamykają układ rów
nań (3.116) i (3.117) (Elsner, 1987); Gryboś, 1998); Puzyrewski i Sawicki, 1998); 
Malczewski i Piekarski, 1992). Układ równań K-E przedstawiono w podrozdziale 
4.2.2.

3.3.3. Model turbulentnej warstwy przyściennej

Zrozumienie zjawisk zachodzących w turbulentnej warstwie przyściennej jest waż
ne ze względu na wybór metody rozwiązywania zagadnienia przepływu w pobliżu 
ściany, stanowiącego klucz do wyznaczania występującego na niej ciśnienia hydrody
namicznego.

Zjawisko opływu ruchem turbulentnym, rozważane w układzie dwuwymiarowym, 
wiąże się z powstaniem wzdłuż opływanej krawędzi turbulentnej warstwy przyściennej 
zgodnie z rysunkiem 3.8. Cechy tej warstwy można badać, analizując uśrednione rów
nania przepływu, podobnie jak dla warstwy laminarnej, szacując rzędy wielkości po
szczególnych członów układu równań. Różnica między nimi leży w pojawieniu się 
dodatkowego członu związanego z tensorem naprężeń turbulentnych

dut _ du, _ dul 1 dp (d2u, d2u, ) d(MiM2)
+ + =-- /-+v —^+—---—L

dt dx. dx2 p dx. dx. dx2 dx, dx. (3.120)
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du2 _ du2 _ du2 1 dp (d2u2 d2^^ ^(uiu2} $(h2 )

dt dxt dx2 p dx2 dx2 dx2 J dx2 '

Podobnie jak dla warstwy laminamej stwierdzamy, że w równaniu (3.120) składnik 
d2ujdx2 jest do pominięcia. Oszacowanie rzędu wielkości składowych tensora naprę
żeń turbulentnych prowadzi do wniosku, że składnik d(u2)/dx\ jest 8/L razy mniej
szy niż d(uiu2)/dx2 i można go zaniedbać. Z równania (3.121) w kierunku osi x2, ze 

względu na małe wartości prędkości u2, wszystkie wyrażenia po lewej stronie są małe. 
Podobnie jest małe w porównaniu z d(u22')/dx2, tak więc z całego równa
nia pozostaje dla tego samego rzędu wielkości tylko wyrażenie

1 dp t d(Mź2) 

p dx2 dx2 (3.122)

które wskazuje, że różnica naprężenia turbulentnego i ciśnienia głównego normalnego 
do osi %i jest stała w całej warstwie (Landau i Lifszyc, 1994). Uwzględniając podane 
oszacowania, otrzymujemy teraz układ równań turbulentnej warstwy' przyściennej

du. _ du. _ du. 1 dp d2u, ^(^uA

dt dx( dx2 p dx, dx2 dx2 

du, du2
— + — ^0 
dxt dx2

(3.123)

(3.124)

Do jego rozwiązania potrzebne są dodatkowe zależności związane z tensorem na
prężeń turbulentnych.

Z innej postaci równań wynika inny niż w laminarnej warstwie profil uśrednionej 
prędkości. Profil ten wyznacza się zwykle po przyjęciu następujących założeń
• przepływ jest ustalony i nie zależy od współrzędnej
• składowa prędkości uśrednionej normalna do brzegu jest równa zeru.

Wobec tego na podstawie (3.123) mamy

dx2 dx2
—> T = const (3.125)

Przyjmijmy jeszcze dodatkowe założenia
• naprężenia turbulentne są wyznaczone na podstawie hipotezy Prandtla (3.119),
• w bezpośredniej bliskości ściany wskutek tłumienia fluktuacji prędkości przeważają 

naprężenia lepkie T =t( = pdujdx2 ,
• w dalszych warstwach przeważają naprężenia turbulentne T = T, = pl2 (dujdx2 )2.
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Obszar pierwszy nazywany jest podwarstwą lepką, a drugi obszarem rdzenia tur- 
bulentnego. Rozkład prędkości w warstwie przyściennej może być wyznaczony przez 
całkowanie podanych wyrażeń.

W pod warstwie lepkiej otrzymujemy

_ T
U| — %2 (3.126)

co oznacza, że rozkład jest liniowy.
Do wyznaczenia profilu prędkości w warstwie rdzenia turbulentnego należy przyjąć 

postać długości drogi mieszania. Prandtl założył, że jest ona proporcjonalna do odle
głości od brzegu, l = kx2, ze względu na jego wspomnianą cechę tłumienia. Po scałko- 
waniu otrzymujemy logarytmiczny kształt profilu prędkości

du, 1 fT _ 1 [r, ~
“' = m7I,U2+C (3.127)dx2 kx2\p k \ P

Dokładniejszą postać tego wzoru można znaleźć w literaturze (Puzyrewski i Sawic
ki, 1998; Jeżowiecka-Kabsch i Szewczyk, 2001; Gryboś, 1998; Elsner, 1987).

Obszar rdzenia turbulentnego nosi również nazwę strefy logarytmicznej. Między 
podwarstwą lepką a strefą logarytmicznego profilu prędkości jest jeszcze strefa 
przejściowa, w której naprężenia lepkie i turbulentne mają zbliżoną wartość. Te 
trzy strefy określane są wspólnym mianem wewnętrznego obszaru turbulencji w 
odróżnieniu od obszaru zewnętrznego, w którym wyróżnia się jeszcze strefę „pra
wa śladu”, z naprężeniami kształtowanymi przez duże struktury wirowości oraz 
strefę intermittencji. Zjawisko intermittencji polega na istnieniu ruchomej po
wierzchni rozdziału między przepływem turbulentnym a przepływem bezwirowym 
lub cieczą pozostającą w spoczynku. Strefa ta jest głęboko pofałdowana i ma cha
rakter losowy (Elsner, 1987). Profil prędkości w warstwie turbulentnej przedsta
wiono na rysunku 3.12. Należy zwrócić uwagę, że wraz ze wzrostem liczby Rey
noldsa grubość podwarstwy lepkiej szybko maleje, szybciej niż zwiększa się cał
kowita grubość turbulentnej warstwy przyściennej.

Ogólnie stwierdza się, że grubość strefy wewnętrznej stanowi około 20% grubości 
warstwy, podczas gdy strefa zewnętrzna obejmuje pozostałe 80%. Kształt profilu pręd
kości przepływu laminarnego i turbulentnego będzie podstawą weryfikacji zapropono
wanej przez autora numerycznej metody wirów, do wyznaczania pól prędkości, wiro
wości i ciśnienia złożonych przypadków przepływu.
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Rys. 3.12. Profil prędkości cieczy w turbulentnej warstwie przyściennej

3.3.4. Odrywanie turbulentnej warstwy przyściennej

Badania charakteru i pochodzenia składowych obciążeń hydrodynamicznych, dzia
łających na opływane zamknięcia wskazują, że zmiany ciśnienia na ich powierzchni, 
spowodowane fluktuacjami prędkości pochodzącymi od turbulencji mają charakter 
losowy, zarówno w czasie, jak i w przestrzeni, a zatem sumaryczna wartość tych od
działywań dąży do zera.

Za przyczynę zmiennego obciążenia, które może powodować wzbudzanie drgań 
tych konstrukcji uważa się (podrozdz. 2.1.2) zjawiska quasi-okresowe, związane 
z odrywaniem się warstwy przyściennej i kształtowania się dużych, koherentnych 
struktur wirowych. Aby nastąpiło oderwanie się warstwy przyściennej, muszą zaistnieć 
odpowiednie warunki, związane z ciśnieniem w strumieniu potencjalnym przepływu, 
które powstają w wyniku na przykład zakrzywienia opływanej powierzchni. Gradient 
ciśnienia, jaki pojawi się na zewnątrz warstwy, będzie decydował o charakterze prze
pływu w warstwie i ojej oderwaniu.

Oderwanie może mieć charakter spływu warstwy z ostrza, jak w przypadku płata 
skrzydła, punkt oderwania może być ustalony przez geometrię opływanego ciała (rys. 
3.13a) lub jego położenie może się zmieniać, oscylując w określonym obszarze brzegu, 
jak w przypadku zaokrąglonej krawędzi na rysunku 3.13b.

W przypadku przepływu laminarnego możemy przeprowadzić rozumowanie, które 
pozwoli na określenia wpływu ciśnienia zewnętrznego na zjawisko oderwania war
stwy. Jeśli równanie (3.108) zapiszemy dla brzegu, na którym wektor prędkości jest 
równy zeru, to wszystkie składniki stojące po lewej stronie znaku równości znikają 
i otrzymujemy
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Rys. 3.13. Oderwanie warstwy w przypadku: a) opływu zasuwy o ostrej krawędzi, 
b) zaokrąglonej krawędzi

1 dp d2u{ 
p dxt dx% (3.128)

cp oznacza, że znak gradientu ciśnienia wpływać będzie na kształt tachoidy prędkości. 
Podczas spadku ciśnienia w kierunku przepływu kształt tachoidy będzie wypukły, jak 
przedstawiono na rysunku 3.15. Gdy ciśnienie będzie rosnąć, spowoduje wyhamowa
nie cząsteczek cieczy i zmianę kształtu profilu prędkości na wklęsły, co oznaczać bę
dzie, że przy brzegu ruch płynu jest przeciwny do kierunku głównego wektora prze
pływu i nastąpiło oderwanie warstwy.

Według Prandtla punkt oderwania wyznacza zerowa wartość pierwszej pochodnej 
prędkości równoległej do brzegu

duj 
dx2

(3.129)

gdzie x2 jest kierunkiem normalnym do brzegu, co przedstawiono na rysunku 3.14.

Rys. 3.14. Zmiana profilu prędkości w warunkach oderwania warstwy
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Jak można zauważyć, punkt oderwania jest początkiem linii prądu, która stanowi 
granicę, powyżej której w przepływie laminarnym występuje uporządkowany ruch 
cząstek zgodny z kierunkiem przepływu głównego, a poniżej występuje strefa genero
wania wirów.

W ruchu turbulentnym zjawisko oddziaływania na warstwę przyścienną gradientu 
ciśnienia, panującego w głównym strumieniu przepływu, przebiega nieco inaczej. Gra
dient ujemny prowadzi do laminaryzacji przepływu w warstwie. Gradient dodatni 
zwiększa możliwość oderwania warstwy, ale równocześnie wskutek silnej wymiany 
masy i energii między warstwą wewnętrzną i zewnętrzną następuje wzrost naprężeń 
stycznych, które kompensują malejącą w kierunku od ścianki wartość poprzecznego 
gradientu prędkości średniej, hamując tendencję do oderwania się warstwy (Elsner, 
1987). Najlepszym przykładem działania tego mechanizmu jest przesunięcie punktu 
oderwania na opływanym walcu z 95° dla Re ~ 40 do 60° dla Re ~ 104, co przedsta
wiono na rysunku 3.15.

Rys. 3.15. Oderwanie warstwy przyściennej od powierzchni walca dla ruchu laminarnego i turbulentnego

Warstwa przyścienne była i jest nadal przedmiotem licznych badań doświadczal
nych nad naturą tworzenia się turbulencji w jej obrębie. Jak wykazały badania, na sty
ku cieczy z brzegiem już w fazie przejścia warstwy laminarnej w turbulentną, generują 
się silne zawirowania, które następnie są unoszone wraz z przepływem. Na podstawie 
pomiarów stwierdzono (Elsner, 1987), że struktura generowanej na płaskich ściankach 
wirowości może być traktowana jako kompozycja wielu linii wirowych o powtarzal
nych kształtach podkowiastych, stanowiących początek powstającej z nich struktury 
koherentnej. Linie wirowe początkowo przemieszczają się w kierunku przepływu 
i oddalają od ścianki, potem następuje ich oscylacja i rozpad struktury wirowej. To 
zjawisko zostało wykorzystane w numerycznej metodzie wirów do symulacji przepły
wu turbulentnego, w postaci procesu generowania wirowości na opływanych brzegach 
(podrozdział 5.5.3).



4. Przegląd metod przybliżonego 
rozwiązywania przepływu

Siła hydrodynamiczna może być wyznaczana w sposób przybliżony jako suma
ryczna wartość uśrednionego ciśnienia oddziałującego na powierzchnię konstrukcji, 
wywołanego strumieniem przepływającej cieczy. Podstawą analitycznego lub nume
rycznego modelowania tej siły mogą być równania hydrauliki lub, dla bardziej złożo
nych geometrycznie przypadków opływu, równania mechaniki płynów. Pierwsze inży
nierskie rozwiązania obciążenia hydrodynamicznego polegały na zastosowaniu 
uproszczonych metod, bazujących na równaniu Bemoulliego lub równaniu Laplace’a. 
W latach 70. ubiegłego wieku zaczęto stosować szerzej metody numeryczne różnic 
skończonych, a następnie elementów skończonych i elementów brzegowych. Zagad
nienia opływu były opisywane równaniami Naviera-Stokesa lub Reynoldsa. W tym 
samym czasie zaczęły rozwijać się nowe metody „siatkowe” - metoda LES (Large 
Edcly Simulation) i równocześnie powstawało coraz więcej prac dotyczących metod 
„bezsiatkowych”, takich jak metoda bezpośredniego całkowania równań, metoda wi
rów i metoda wygładzonych cząstek.

Przedstawimy w skrócie wybrane metody uproszczone, z uwagi na to, że są one 
dalej stosowane, zwłaszcza metoda oparta na założeniu przepływu potencjalnego, opi
sanego równaniem Laplace’a.

Zaprezentujemy także, w dużym skrócie, podstawowe założenia służące wyznacza
niu przepływu na podstawie równań Naviera-Stokesa i Reynoldsa oraz założenia me
tody LES. Szczegółowe przedstawienie opisu tych zagadnień i możliwości ich prak
tycznego wykorzystania stanowiłoby materiał na odrębną obszerną monografię.

Z grupy metod numerycznych, jakie zwykle stosuje się do zagadnienia przepływu, 
polegających na dyskretyzacji obszaru i aproksymacji rozwiązania za pomocą funkcji 
próbnych, zostanie zaprezentowana tylko metoda elementów brzegowych ze względu 
na jej wykorzystanie w niniejszej pracy m.in. do rozwiązania zagadnienia rozkładu 
ciśnienia w strumieniu przepływowym.
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Celem zawartego w niniejszym rozdziale krótkiego przeglądu różnych metod jest 
przedstawienie ich właściwości dla porównania i oceny - na ich tle - możliwości, jakie 
daje obliczanie przepływów metodą wirów.

4.1. Uproszczone metody służące wyznaczaniu 
obciążeń hydrodynamicznych

4.1.1. Metoda siatki hydrodynamicznej

Podstawą większości metod uproszczonych jest założenie o potencjalnym charakte
rze przepływu w całym obszarze, z wyjątkiem cienkiej warstwy wzdłuż brzegu, która 
stanowi turbulentną warstwę przyścienną. Zakładając z pewnym przybliżeniem, że 
ciśnienie w tej warstwie ma wartość stałą, można wyznaczać rozkład pola prędkości 
przepływu w całym obszarze do granicy warstwy przyściennej. Zagadnienie takiego 
przepływu potencjalnego dane jest równaniem harmonicznym w terminach potencjal
nej funkcji prądu lub potencjału pola prędkości, z odpowiednimi warunkami brzego
wymi. Szczegółowe przedstawienie tych równań oraz warunków brzegowych zamiesz
czono w rozdziale 3.1.9.

Na podstawie wyznaczonego w ten sposób pola prędkości określa się ciśnienie na 
brzegu, które zgodnie z przyjętym założeniem jest równe ciśnieniu na granicy warstwy 
przyściennej. Rozwiązanie przeprowadza się na podstawie równania Bemoulliego dla 
linii prądu leżącej wzdłuż brzegu. Do określenia przybliżonej wartości ciśnienia należy 
przyjąć znaną jego wartość w punkcie początkowym tej linii. Zależnie od geometrii 
zadania wartością tą może być ciśnienie hydrostatyczne w pewnej odległości od roz
patrywanej konstrukcji lub zero na swobodnej powierzchni. W przeciwnym razie 
otrzymamy rozwiązanie z dokładnością do stałej addytywnej. Bardzo często do okre
ślenia wartości ciśnienia w danym punkcie brzegu stosuje się bezwymiarowy współ
czynnik ciśnienia, wynikający z równania Bemoulliego, który umożliwia porównywa
nie różnych rozwiązań, bez względu na rzeczywistą wartość prędkości (Naudascher, 
1991)

. _2(P-Po)_1 »2
P ^—2 1 —2 (4.1)

gdzie u - prędkość styczna do linii prądu, p - ciśnienie, kreska nad wielkościami ozna
cza uśrednienie po czasie, a indeks 0 oznacza wartość w wybranym punkcie referen
cyjnym.



76 Rozdział 4

Ciśnienie można też wyrazić przez jego wysokość piezometryczną

u2
—2 ” 1 — 2 (4.2)

gdzie h - wysokość piezometryczną ciśnienia.
Całkowanie ciśnienia wzdłuż odpowiednich krawędzi pozwala na wyznaczenie 

składowej poziomej i pionowej siły naporu hydrodynamicznego.
Opisaną metodę można nazwać metodą siatki hydrodynamicznej, pierwsze bowiem 

rozwiązania polegały na ręcznym rysowaniu siatki składającej się z linii ekwipoten- 
cjalnych i linii prądu, i wyznaczaniu na ich podstawie w oczkach siatki wartości pręd
kości oraz ciśnienia.

Metoda siatki hydrodynamicznej daje wiarygodne wyniki pod warunkiem, że odno
si się ją do przypadków konstrukcji o kształtach łagodnie zmiennych. W innych przy
padkach stosowanie teorii przepływów potencjalnych prowadzi do dużego błędu obli
czeniowego, zwłaszcza w sytuacji występowania zjawiska odrywania strumienia 
opływowego od powierzchni zamknięcia i tworzenia się strefy recyrkulacji. Na rysun
ku 4.1 przedstawiono układ siatki hydrodynamicznej dla konstrukcji, której kształt 
spełnia warunek łagodnego opływu oraz przykład, gdy za opływaną konstrukcją wy
stępuje strefa recyrkulacji i takiej metody obliczeń nie powinno się stosować.

zamknięcie klapowe zamknięcie - zasuwa płaska

Rys. 4.1. Przykład konstrukcji, dla której a) można stosować metodę siatki 
hydrodynamicznej, b) nie powinno się stosować tej metody

Na podstawie rysunku 4.1 można stwierdzić, że metoda siatki hydrodynamicznej 
nie modeluje przepływów z recyrkulacją. Mimo to powstało wiele prac, w których 
autorzy próbowali wyznaczać parametry przepływu i ciśnienia tą metodą dla różnych 
rodzajów zamknięć hydrotechnicznych. Jedną z pierwszych jest praca Frangmeier 
i Strelkoff (1968), w której autorzy zaproponowali metodę wyznaczenia przepływu 
w funkcji potencjału prędkości i funkcji prądu. Oryginalność metody polegała na prze
kształceniu konforemnym obszaru obliczeniowego do postaci okręgu i sformułowanie 
zagadnienia w postaci równania różniczkowego nieliniowego, które rozwiązywane 
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było metodą iteracyjną. Podobną, opartą na przekształceniu konforemnym, metodę dla 
zamknięcia zasuwowego, dowolnie pochylonego względem pionu, zaproponował La- 
rock (1969), który poszukiwał rozwiązania w półprzestrzeni. Larock (1970) podał tak
że rozwiązanie zagadnienia opływu zamknięcia segmentowego, korzystając z tych 
samych założeń jak dla zasuwy oraz wykonał obliczenia rozkładu ciśnienia na po
wierzchni zamknięcia, wychodząc z równania Bernoulliego. Ponieważ opisane metody 
opierają się również na równaniu przepływu potencjalnego, strefa recyrkulacji nie jest 
symulowana i pozostaje w mocy zastrzeżenie nie odzwierciedlania fizyki zjawiska 
opływu.

Przedstawimy jeszcze jedno rozwiązanie, którego autorem jest Narayanan (1972) 
i które stanowi analityczne rozwiązanie zagadnienia recyrkulacji przepływu za za
mknięciem zasuwowym. Swoje rozwiązanie Narayanan oparł na równaniu Reynoldsa 
z tensorem naprężeń turbulentnych proporcjonalnym do iloczynu prędkości średniej, 
prędkości odkształcenia postaciowego (por. 3.3.2) i współczynnika wynikającego 
z długości strefy recyrkulacji. Rozważając równoważne zagadnienie dwuwymiarowego 
wypływu strumienia do kanału o stałej szerokości, autor wyprowadził analityczną po
stać równań zachowania pędu i masy dla takiego przypadku przepływu, uzupełnionych 
empiryczną formułą rozkładu ciśnienia na szerokości kanału. Otrzymane wyniki są 
zgodne z eksperymentem, jednak stosowalność metody jest mocno ograniczona przez 
konieczność znajomości danych eksperymentalnych w celu poprawnego przyjęcia 
niezbędnych współczynników.

Do stosunkowo prostych metod, za pomocą których można wyznaczać siłę ssącą 
(ang. downpuU), należy zaliczyć metodę opartą na zmianie strumienia pędu, w której 
wyznacza się globalną wartość siły hydrodynamicznej, jednak do jej wyznaczenia po
trzebna jest znajomość pola prędkości. Aydin i inni (2006) opracował model do wy
znaczania siły ssącej - działającej w kierunku siły grawitacyjnej na dolną krawędź 
zasuwy. Opracowany model jest jednowymiarowy, oparty na równaniu bilansu całko
witej energii i bilansu masy i uwzględnia również przypadek ruchu zamknięcia (zamy
kania i otwierania). Na postawie badań na modelu fizycznym autor wykazał, że opra
cowany model numeryczny daje dobre przybliżenie siły hydrodynamicznej, znacznie 
dokładniejsze od wyników uzyskiwanych przez Naudaschera (1991) na podstawie 
siatki hydrodynamicznej. Jednak metoda ta również nie może być stosowana, jeśli 
krawędź zamknięcia znajdzie się w zasięgu strefy recyrkulacji.

Metodę uproszczoną dla wyznaczania obciążenia hydrodynamicznego zamknięcia 
klapowego zastosował Grćić (1963), który ciśnienie wyznaczał z równania Bernoullie
go, na podstawie rozkładu prędkości, któremu nadawał postać funkcji liniowej, oraz 
Winter (1982) oraz Rogala i Winter (1983), którzy na podstawie badań modelowych 
wyprowadzili empiryczną formułę, pozwalającą oszacować obciążenie hydrodyna
miczne klap na podstawie geometrii zamknięcia i parametrów przepływu. Stosuje się 
tu także klasyczną metodę siatki hydrodynamicznej (Naudascher, 1991).
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W ostatnich latach pojawiły się liczne prace dotyczące dokładniejszego, niż za po
mocą siatki hydrodynamicznej, rozwiązania omawianych zagadnień, a mianowicie 
polegające na wyznaczaniu parametrów przepływu metodami wykorzystującymi prze
strzenną dyskretyzację obszaru przepływu dla cieczy lepkiej nieściśliwej.

4.2. Uwagi ogólne do stosowania metod „siatkowych”

Do modelowania przepływu cieczy Newtona (opisanej równaniem Naviera-Stoke- 
sa) przy złożonej geometrii rozpatrywanej przestrzeni wykorzystywane są metody 
numeryczne. Najbardziej rozpowszechnione - metoda różnic skończonych, elementów 
skończonych, lub elementów brzegowych - posługują się dyskretyzacją obszaru jako 
narzędziem aproksymacji, która sprowadza układ równań różniczkowych (lub całko
wych) do układu równań algebraicznych.

Rozpatrując przypadek przepływu turbulentnego, należy zauważyć, że wymagania 
dotyczące wielkości oczka siatki są tutaj istotnym ograniczeniem, gdyż powinny za
pewniać odwzorowanie wszystkich, występujących w takim przepływie skal wirów. 
Stanowi to problem natury technicznej, do tak bowiem dokładnego odwzorowania, 
choćby najprostszego przykładu przepływu, potrzebna jest olbrzymia moc kompute
rów. Do zilustrowani tego problemu przyjmijmy, że wymiar makroskopowy problemu 
jest równy długości kanału L, w którym modelowany jest opływ zamknięcia hydro
technicznego i wynosi dla przykładu 10 m. Wymiar oczka siatki nie może być większy 
niż wymiar wirów najmniejszych - dyssypatywnych, w których następuje utrata ener
gii kinetycznej.

Zgodnie ze skalą Kołmogorowa wymiar ten można oszacować za pomocą relacji 
(Landau i Lifszyc, 1994)

(4-3)

gdzie ri^ - wymiar wirów dyssypatywnych, l - charakterystyczny wymiar makrosko
powy turbulencji, porównywalny z wymiarami kanału, w którym odbywa się prze
pływ, Re - liczba Reynoldsa.

Relacja (4.3) oznacza, że im większa jest liczba Reynoldsa, tym większa jest różni
ca (iloraz) między skalami makro i mikro. Liczba Reynoldsa dla przepływu pod za
mknięciem zamyka się w granicach 105-?106. Podstawmy teraz do wzoru (4.3) wartość 
Re =105 oraz wartość l, którą w naszych rozważaniach powinna być długość strefy 
recyrkulacji i którą przyjmiemy równą l = 1 m. Ze wzoru (4.3) otrzymamy 
T]d ~ 2-10'4 m. Zakładając teraz, że oczko siatki ma być dwa razy mniejsze niż rid, tzn. 
h = 0,0001, oraz że wymiary kanału są H = 1 m i L = 10 m, szacujemy liczbę oczek 
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siatki na 109 dla zagadnienia dwuwymiarowego, co odpowiada w przybliżeniu liczbie 
równań algebraicznych. Liczba ta przekracza możliwości obliczeniowe współczesnych 
komputerów. Oszacujmy jeszcze liczbę kroków czasowych, potrzebnych do wycią
gnięcia statystycznych wniosków z naszych symulacji numerycznych. Krok czasowy 
powinien być na tyle mały, aby przemieszczenie cząstki cieczy w jednym kroku cza
sowym nie przekraczało długości oczka siatki. Stąd

* h
(4.4)

gdzie u jest uśrednioną prędkością przepływu (por. 3.3.2).
Po uwzględnieniu (4.3) mamy

gdzie ti oznacza czas potrzebny cząstce cieczy na przepłynięcie odległości l. 
Stąd oszacowanie liczby kroków czasowych wynosi

N= —>0,5Re3/4 
At (4.6)

Przyjmując dalej, że całkowity czas obliczeń powinien obejmować czas przynajm
niej 100-krotnie dłuższy niż wyznaczony z (4.6), aby można było dokonać statystycz
nej analizy wyników oraz że liczba Reynoldsa wynosi jak poprzednio Re =105, otrzy
mamy potrzebną wartość N, = 280-103. Rozważania są dowodem, że w obecnej chwili 
nie ma możliwości technicznych bezpośredniego rozwiązywania równań Naviera-Sto- 
kesa dla przepływu turbulentnego w zagadnieniach inżynierskich. Ponadto nie do koń
ca zbadana jest natura samej turbulencji, zwłaszcza zjawiska dyssypacji energii przez 
wiry najmniejsze. Stąd wniosek, że bezpośrednie rozwiązywanie równań Naviera-Sto- 
kesa, tzw. DNS (Direct Numerical Simulation) metodami siatkowymi może dotyczyć 
tylko przepływów laminarnych, dla małych liczb Reynoldsa, ewentualnie dla symulacji 
bardzo prostych geometrycznie zagadnień przepływów turbulentnych i najlepiej przy 
założeniu jednorodnej turbulencji.

Do wyznaczania przepływów turbulentnych w zagadnieniach inżynierskich stosuje 
się uśrednione równania Reynoldsa, tzw. metodę RANS (Reynolds Averaged Navier- 
Stokes) lub wspomnianą wcześniej metodę LES, która jest połączeniem technik bezpo
średniego rozwiązania równań Naviera-Stokesa w skali dużych wirów i równań Rey
noldsa w skali wirów dyssypatywnych.

W kolejnych punktach tego rozdziału przedstawimy zasady rozwiązania zagadnie
nia przepływu laminarnego na podstawie DNS oraz turbulentnego z wykorzystaniem 
metody RANS i LES.
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4.2.1. Bezpośrednie rozwiązanie równań Naviera-Stokesa (DNS)

Jak wspomniano w poprzednim punkcie rozwiązanie to dotyczy prawie wyłącznie 
przepływów laminarnych. W modelowaniu przepływu nieściśliwej cieczy newtonow
skiej, który opisany jest równaniem Naviera—Stokesa oraz równaniem zachowania 
masy stosuje się zwykle dwa podejścia. Pierwsze polega na rozwiązaniu układu 
równań dla prędkości i ciśnienia, drugie dla funkcji prądu i wirowości. W celu 
przedstawienia obu sposobów będziemy rozważać przepływ płaski w obszarze £2 e R2 
ograniczonym brzegiem r

—+u-(Vu) = -VP+vV2u, w obszarze £2 (4.7)
dt

Vu=0 (4.8)

Ogólne sformułowanie problemu brzegowo-początkowego przedstawia się jako

u = Ufc, na brzegu FD (4.9)

= na brzegu rN (4.10)

u = u0, dla t = 0 (4.11)

gdzie u - wektor prędkości, P = p/p - ciśnienie kinematyczne, V - współczynnik 
lepkości kinematycznej, rD i rN - odcinki brzegu, na których spełniony jest warunek 
DirichletaiNeumannai r = PDurN oraz PDnrN =0 .

Rolą ciśnienia w przedstawionym układzie równań jest zapewnianie zerowej dywe
rgencji pola prędkości. W zależności od numerycznej metody rozwiązywania zagad
nienia (4.7)-(4.11) istnieją różne procedury iteracyjne wymuszające spełnienie warun
ku (4.8) przez lokalną zmianę ciśnienia. Przykładem może być tu metoda lokalnych 
korekcji (Gryboś, 1998; Strzelecki i inni, 1997) lub metoda sztucznej gęstości (Ander
son i inni, 1984). Istotą tych metod jest rozwiązanie zagadnienia Poissona dla ciśnie
nia, którego postać zależy od przyjętej metody. Zwykle formułuje się równanie Pois
sona przez zastosowanie operatora dywergencji do równania (4.7)

V2p = -V-^+u-Vu-vV2u (4.12)

Zauważmy, że jeżeli skorzystamy z tożsamości matematycznej 
V2u = V(V-u)-VxVxu, równania (4.8) oraz faktu, że dywergencja rotacji dowolne
go pola wektorowego znika, to pierwszy i ostatni składnik w nawiasie po prawej stro
nie równania (4.12) będzie równy zeru i równanie (4.12) ulegnie znacznemu uprosz
czeniu
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V2P = -V-(u-Vu) (4.13)

Równanie (4.13) razem z równaniem (4.7) stanowią układ równań, który bywa czę
sto stosowany do rozwiązania zagadnienia przepływu cieczy lepkiej. Jednak, jak po- 
daje Gresho (1987), w rozwiązaniach numerycznych takie podejście obarczone jest 
większym błędem obliczeniowym, niż gdy rozwiązywany jest układ składający się 
z równań (4.7) i (4.12).

Równanie Poissona musi być, dla brzegu stacjonarnego, uzupełnione warunkiem 
brzegowym adhezji (brzeg nie jest śliski), który w tym przypadku stanowi warunek 
Neumanna dla prędkości 

_p+v_A=o, dla rN 
dn

(4.14)

gdzie n- wektor normalny do brzegu skierowany na zewnątrz (Ni, 1995, 1998).
Jeśli znane są wartości ciśnienia w obszarze (na przykład na wlocie rozkład hydro

statyczny ciśnienia, ciśnienie atmosferyczne dla zwierciadła swobodnego), to należy 
przyjąć dodatkowy warunek Dirichleta. Według innych autorów (Gresho, 1987; Pe- 
tersson, 2001) należy stosować bardziej złożone formuły warunków brzegowych, któ
rych tu nie przytaczamy, a które wynikają wprost z równania Naviera-Stokesa. Sposób 
budowy odpowiednich schematów różnicowych przedstawiono w licznych pracach, 
m.in. przez Andersona (1984), Grybosia (1998), Matykę (2002) i autora niniejszej 
monografii w pracy (Strzelecki i inni, 2007).

Drugie wspomniane podejście rozwiązania zagadnienia przepływu polega na 
rozwiązaniu układu równań Helmholza dla zmiennych wirowości i funkcji prądu. Układ 
ten wyprowadza się przez zastosowanie rotacji do równania Naviera-Stokesa, co 
prowadzi do następującego zagadnienia dwuwymiarowego (podrozdz. 5.2)

—+ u-Vto-vV2m = 0 
dt

(4.15)

V V = —to (4.16)
du^ du, 
3^ dx2

(4-17)

u = Vxi/r (4.18)

Układ tych równań musi być uzupełniony warunkiem początkowym 

a)\i=o=(Do,xeR2, (4.19)

oraz warunkami brzegowymi. Zgodnie z podrozdziałem 3.1.8 warunki brzegowe mogą 
być przyjęte w postaci znanej wartości wektora prędkości na brzegu
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u = UA, dlaxeP, t>0 (4.20)

Rozwiązanie układu równań (4.15)-(4.20) najprościej jest poszukiwać metodą ite- 
racyjną według schematu (Anderson, 1984):
• w pierwszym kroku dla t = 0 zakłada się pole wirowości i pole prędkości lub funk

cję prądu,
• wyznacza się nowe pole wirowości z równania (4.15) dla czasu t + At,
• wyznacza się funkcję prądu z równania Poissona (4.16),
• wyznacza się pole prędkości z równania (4.18),
• jeśli warunek brzegowy nie jest spełniony, wyznacza się wartości wirowości na 

brzegach i powtarza procedurę obliczeń od wyznaczenia się nowego pola wirowo
ści.
Po uzyskaniu zbieżności rozwiązania można wyznaczyć ciśnienie z równania Pois

sona (4.12). Jeśli interesuje nas ciśnienie wyłącznie na brzegach, na których prędkość 
znika, to na podstawie równania (4.7) możemy wyprowadzić zależność

„2 1Vus=—— (4.21)
v ds

Jeśli dysponujemy polem wirowości, to po zastosowaniu przedstawionej w Dodat
ku D tożsamości (9.27) dochodzimy do wniosku, że

dój _ 1 dP 
dn V ds

(4.22)

Na jej podstawie można wyznaczyć ciśnienie wzdłuż brzegów obszaru, jeśli znamy 
jego wartość choć w jednym punkcie. Jeśli tym nie dysponujemy, to ciśnienie wyzna
czymy z dokładnością do stałej addytywnej. Jeśli chcemy wyznaczyć naprężenia na 
brzegu, to są one proporcjonalne do wirowości na tym brzegu (Cottet i Koumoutsakos, 
2000)

n-T = -/znxm (4.23)

gdzie T jest tensorem naprężeń (3.34), jest współczynnikiem lepkości dynamicznej, 
n jest wektorem normalnym, zewnętrznym do brzegu.

Szersze omówienie wykorzystania metody różnic skończonych do analizy przepływu 
cieczy lepkiej nieściśliwej można znaleźć m.in. w pracach Anderson i inni (1984), 
Gryboś, (1998), Strzelecki i inni (2007). Zastosowanie metody elementów skończonych 
do tych problemów zostało opisane m.in. w monografiach Zienkiewicza (1978), Grybosia 
(1998), Onate (1991), a metody elementów brzegowych na przykład w monografiach 
Beskos (1987) i Wróbel (1984).
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4.2.2. Rozwiązanie uśrednionych równań Reynoldsa (RANS)

Postać uśrednionych względem czasu równań Naviera-Stokesa, znanych pod nazwą 
równań Reynoldsa, została wyprowadzona w punkcie 3.3.2. i jest ona następująca

0—
p +p (uV)u = -Vp + ,uV2u - pV • +f (4.24)

gdzie u,psą uśrednionymi zgodnie z równaniem (3.112) wartościami prędkości i ci

śnienia, puu jest tensorem Reynoldsa danym relacją (3.118).
Jak wspomniano w punkcie 3.3.2, sześć nowych składowych wektora naprężeń tur- 

bulentnych wymaga związków konstytutywnych wiążących ten tensor z tensorem 
prędkości odkształcenia w celu otrzymania zamkniętego układu równań. Związki te 
przybliża się specjalnie skonstruowanym modelem turbulencji. W miarę rozwoju tej 
dyscypliny nauki powstawało wiele różnych modeli, które można sklasyfikować jako 
zerorównaniowe (algebraiczne), jedno- i wielorównaniowe, a ich szczegółowy opis 
przedstawili w swych pracach Elsner (1987), Gatski i inni (1996), Puzyrewski i Sawic
ki (1998), Gryboś (1998). Przedstawicielem grupy modeli dwurównaniowych, najczę
ściej stosowanym w obliczeniach inżynierskich, jest model transportu i dyssypacji 
energii kinetycznej przepływu nazywany K-e . Model ten opisuje przepływ cieczy 
nieściśliwej o izotropowej turbulencji i stosunkowo dużej liczbie Reynoldsa. Model 
K-e jest dany następującym układem równań (Gatski i inni, 1996)

dK 
dt

d । vT dK
+u-^K =^>-E+^— 

dx: <yk dxj
(4.25)

d£ £2 d fVT ds
——l-u-V£ — C ,—(p—C 2 ~— 
dt K K dxi a dxt

1 \ Ł i

gdzie —'■— tensor opisujący produkcję turbulencji, K = q2 /i
dx,

(4.26)

- kinetyczna

.... , . , du.du, „ ,, ,
energia turbulencji, q - przepływ jednostkowy, e=v——~ ~ prędkość dyssypacji 

dxjdxj

energii, vT - współczynnik lepkości turbulentnej {eddy viscosity), który zależy od 
przyjętego modelu turbulencji.

Dla modelu K-e przyjmuje się go często w postaci zaproponowanej przez Smago-

fińskiego (Gatski i inni, 1996) vT=l2 , gdzie 
1 du; dtij
2 dx, dx,J 1

jest

uśrednionym tensorem prędkości odkształcenia postaciowego. W równaniu występują 
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jeszcze współczynniki, które zwykle wyrażone są dość złożonymi relacjami. Jednak 
dla przyjętych założeń izotropowej turbulencji można przyjąć następujące ich wartości 
(Gatski i inni, 1996)

^=1,4, Ce2=l,83, ^=1,0, cr£ =1,3

Jak widać ze skrótowego przedstawienia, model K-s ma charakter półempirycz- 
ny i jego zastosowanie wymaga przyjęcia odpowiednich współczynników, odpowia
dających fizyce badanego zjawiska, a obliczenia inżynierskie muszą być potwierdzone 
testami weryfikującymi przydatność przyjętych stałych do rozpatrywanego zagadnie
nia przepływu. Według badań przeprowadzonych przez Gatski i inni (1996) model 
dwurównaniowy dobrze symulował przypadek przepływu turbulentnego w kanale pro
stokątnym, ale już w przypadku ruchu obrotowego cieczy otrzymywano mniej dokład
ne wyniki, a całkiem błędne dla przepływu ze strefą recyrkulacji.

Autorzy tej pracy stwierdzili, że „piętą Achillesową” takich modeli turbulencji jest 
przepływ w bliskości brzegu, trzeba bowiem wprowadzać wiele dodatkowych relacji 
między ciśnieniem a naprężeniem, aby uzyskać rozwiązanie dla warstwy przyściennej. 
Podobnie nie należy oczekiwać poprawnych wyników dla przepływu w obszarze 
o skomplikowanej geometrii. Pod tym względem dużo dokładniejsze wyniki otrzymuje 
się przy zastosowaniu metody LES.

4.3.2. Metoda LES

Metoda LES jest uważana za bardziej dokładną, rozwiązuje się bowiem za jej po
mocą zagadnienie przepływu dla dwóch skal turbulencji niezależnie. Wielkości fizycz
ne, takie jak prędkość i ciśnienie, odpowiadające skali dużych wirów są wyznaczane 
metodą deterministyczną, bezpośrednio z równań Naviera-Stokesa. Skala wirów ma
łych, tak zwana „podsiatkowa”, jest modelowana w podobny sposób jak uśrednianie 
równań do postaci Reynoldsa. Rozdzielenie skal następuje w procesie filtrowania, któ
re można dla jednej składowej wektora prędkości zdefiniować następująco

(4.27)

gdzie G(x, /)- jądro filtru, które może być wyrażone na przykład jako funkcja roz
kładu normalnego lub funkcja „kapeluszowa” (Gatski i inni, 1996).

Po zastosowaniu procedury uśredniania do równań Naviera-Stokesa otrzymujemy 

du d(uiuj} 1 dp d2u,
-e+(4-28)Ot OXj p OXj oxioxJ oxi

gdzie Ty = uiuj —utUj - tensor naprężeń Reynoldsa skali podsiatkowej.
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Różnica między rozwiązaniem LES a rozwiązaniem równań Reynoldsa polega na 
innym podejściu fizycznym do tych modeli. W rozwiązaniu LES skala podsiatkowa 
obejmuje część przepływu o stosunkowo niewielkim udziale energii, stanowiącym jak 
podaje literatura (Gatski i inni, 1996), 20-30% całkowitej energii turbulencji. Pozo
stała część przepływu, czyli 70-80% jest rozwiązywana bezpośrednio z równań Navie- 
ra-Stokesa, czyli dokładniej. W metodzie Reynoldsa uśrednienie dotyczy 100% prze
pływu i stąd błąd rozwiązania jest w tej metodzie większy niż w LES.

Modelowanie turbulencji podsiatkowej jest problemem podobnym do tego, który 
występuje dla tensora naprężeń turbulentnych Reynoldsa, lecz prowadzącym do bar
dziej złożonej fizyki zjawiska turbulencji. Stosując podobną dekompozycję pola pręd
kości jak dla uśredniania równań Reynoldsa

u-, =Ui+u' (4.29)

otrzymujemy dla skali podsiatkowej w procesie filtrowania (Gatski i inni, 1996)

Ty - (u^. - Ujitj) + + Uj-uĄ+u'u- (4.30)

Pierwszy składnik po prawej stronie oznacza oddziaływanie między składowymi 
prędkości w dużej skali (oddzielonych od skal drobnych w wyniku filtrowania), które 
prowadzi do powstania turbulencji małoskalowej. Składnik drugi reprezentuje interak
cje między skalą dużych i małych wirów oraz przekazywanie energii w obie strony. 
Składnik trzeci oznacza oddziaływanie wirów w skali małej i transport energii do skali 
dużych wirów.

Tensor naprężenia w skali podsiatkowej określa się za pomocą modelowania tur
bulencji. Istnieją różne klasy modeli - lepkościowe, mieszane i dynamiczne, których 
opis można znaleźć w licznych pracach (Domaradzki, 2002; Gatski i inni, 1996; Pope, 
2000). Przedstawimy tu jeden z pierwszych modeli lepkościowych, noszący nazwę 
„modelu Smagorinkiego” (Gatski i inni, 1996). Zaletą modelu Smagorinkiego jest jego 
prostota i dlatego jest on obecnie powszechnie stosowany w obliczeniach inżynier
skich. Tensor naprężeń dla skali podsiatkowej w tym modelu wyrażony jest relacją

du, dttj

dx, dxt J ‘

1 X
= -vT — 2vTDy (4.31)

w=(c.^)2lDl- (4.32)

gdzie A - charakterystyczny wymiar odpowiadający długości największych wirów 
podsiatkowych, — parametr, którego wartość zależy od modelowanego zadania — 
w obliczeniach z izotropową turbulencją zwykle przyjmuje się Cs =0,2.



86 Rozdział 4

Prezentowany model ma wiele ograniczeń, m.in. w bliskości brzegu otrzymane 
wartości VT są zbyt duże, nie uwzględniany jest bowiem wpływ tłumiącego działania 
brzegu (Gatski i inni, 1996). Wymusza to stosowanie wielu modyfikacji lub modeli 
należących do innej klasy. Obecnie często stosuje się hybrydową metodę polegającą na 
połączeniu rozwiązania LES w całym obszarze przepływu z rozwiązaniem równań 
Reynoldsa do obszaru brzegowego (Krajnović i Davidson, 2002).

Alternatywą dla metody opartej na rozwiązaniu równania Reynoldsa i LES jest sto
sowanie opisanych dalej metod, które nie wymagają siatki numerycznej.

4.2.4. Metoda elementów brzegowych

Punktem wyjścia metody elementów brzegowych MEB, zastosowanej do wyzna
czenia przybliżonego rozwiązania zagadnienia brzegowego do równania lub układu 
równań różniczkowych w obszarze D, jest sprowadzenie wyjściowego problemu do 
równania lub układu równań całkowych określonych na brzegu S obszaru D. Ponieważ 
rozwiązanie w sposób analityczny takich równań jest możliwe jedynie w szczególnych 
sytuacjach, rozwiązuje się je w sposób przybliżony. Najczęściej stosuje się tu metody 
przybliżone oparte na kombinacji metody elementów skończonych i metody kolokacji. 
Proces dyskretyzacji równania lub układu równań całkowych rozpoczyna się od po
działu brzegu (jest on krzywą) na elementy zwane elementami brzegowymi. Dane 
i poszukiwane funkcje określone na brzegu, przybliża się kombinacjami liniowymi 
odpowiednio wybranych bazowych funkcji aproksymujących. Następnie właściwe 
zagadnienie przybliżone formułuje się jak w metodzie kolokacji, rozważając aproksy- 
mowane równanie lub układ równań całkowych w węzłach podziału brzegu. W rezul
tacie otrzymuje się układ liniowych równań algebraicznych, w którym niewiadomymi 
są współczynniki aproksymacji rozwiązania. Układ tych równań liniowych jest następ
nie rozwiązywany za pomocą standardowych procedur numerycznych. Opis zastoso
wania metody elementów brzegowych do różnych zagadnień hydromechaniki i hy
drauliki można znaleźć w bogatej literaturze. Najbardziej znane monografie MEB 
opracowali Brebbia (1980), Beskos (1987), Wróbel (1984), Burczyński (1995), Gaul 
i inni (2003), Ali i Rajakumar (2004). Pojawiło się też kilka prac dotyczących rozwią
zania tą metodą zagadnienia przepływu zadanego równaniem Stokesa lub Naviera- 
Stokesa oraz zagadnienia ciśnienia (Meric, 1997; Sarler i Kuhn, 1999; Florez i Power, 
2001).

W niniejszej pracy metoda elementów brzegowych MEB została zastosowana do 
rozwiązania dwóch zagadnień - wyznaczenia pomocniczego potencjalnego pola pręd
kości, niezbędnego w sformułowaniu odpowiedniego warunku brzegowego w meto
dzie wirów (rozdz. 5) oraz do określenia ciśnienia z równania Poissona (rozdz. 6). 
W obu przypadkach zastosowano ten sam schemat rozwiązania, który przedstawiono 
na przykładzie rozwiązania zagadnienia potencjału.
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Będziemy poszukiwać rozwiązania zagadnienia potencjału w obszarze ograniczo
nym D o gładkim brzegu S. Zagadnienie to jest opisane równaniem harmonicznym 
Laplace’a i warunkami brzegowymi

V2h(x) = 0, xg D (4.33)

• na części brzegu Sd (warunek brzegowy typu Dirichleta)

w(x) = m0(x), (4.34)

• na części brzegu Sn (warunek brzegowy typu Neumanna)

du
<ł = ^~ = cło, (4.35)dn

gdzie u - potencjał, q = — = V«-n- strumień (gradient pola) w kierunku prostopa- 
3n

dłym do brzegu S, S = SD u SN stanowi cały brzeg obszaru i SDr>SN =0 ,n- wektor 
jednostkowy normalny do brzegu.

Formułowanie równań całkowych dla zagadnienia brzegowego (4.33)-(4.35) za
czynamy od rozpatrzenia tożsamości Greena

J (wV2h
D

du
—-w-u—- dS 
dn dn (4.36)

gdzie dowolne funkcje u i w są dwukrotnie różniczko walne w obszarze D. Tożsamość 
ta ma również uogólnienia na przypadek mniej regularnych funkcji, a nawet dystrybu
cji. Dalej będziemy stosować ją w tym ogólniejszym sensie.

Jeżeli w miejsce w podstawimy rozwiązanie fundamentalne równania Laplace’a

vy(x,^-3(x,o, (4.37)

dalej oznaczane jako n*(x, ^),to otrzymamy

j(u (x,^)V2w -wV2m* (x,ę))dD = j ^-u* (x,Q- du*(x,^) 
“ dn dS(x) (4.38)

gdzie V2 s
d^

Korzystając następnie ze znanej właściwości dystrybucji Diraca

/(x)*5(x,ą)=f /(x)5(x,ą)dr = /(ą)
s2

(4.39)
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i używając konsekwentnie oznaczeń q = — i q*=~:—znajdujemy relację między 
dn on

wartością funkcj i u (ę ) w obszarze D, a wartością tej funkcj i i jej pochodnej na brzegu S

^eD (4.40) 
s s

Należy zaznaczyć, że w przypadku dwuwymiarowym, który nas najbardziej intere
suje, rozwiązanie podstawowe i jego pochodna normalna wyrażają się następująco

= 7‘(x’0 = _7^T(x-^)-n’ Hx~ę|
2n litr

Wyznaczenie rozwiązania przybliżonego zagadnienia (4.33)—(4.35) przebiega 
w trzech etapach.

Etap I. Zaczynamy od sformułowania odpowiedniego zagadnienia brzegowego. 
W tym celu w relacji (3.40), wyprowadzonej dla punktów leżących wewnątrz obsza
ru D dokonujemy przejścia granicznego ^—^S. Ponieważ obie funkcje u i q są oso
bliwe, musimy zwrócić większą uwagę na zachowanie się całek przy przejściu gra
nicznym. Funkcja u jest słabo osobliwa, więc druga z całek nie sprawia żadnych kło
potów. Natomiast rząd osobliwości funkcji q jest wyższy i wówczas otrzymujemy 
(Gaul, 2003)

Jq* (x)dS (x)-> (ą)+Jq' (^u^dS (x), gdy ą -» 5
s s

Ostatecznie po dokonaniu przejścia granicznego we wzorze (4.40) otrzymujemy 
relację

c-u(ą)+j^x,ą)M(x)ds(x)=ju’(x,ą)ę(x)ds(x), ąes (4.41)

gdzie c=j.

Etap II. Zależność (4.41) traktujemy jako równanie całkowe, z którego należy 
wyznaczyć nieznane wartości brzegowe funkcji u(4), i jej pochodnej normal

nej do brzegu q(^,), ^SN na podstawie wartości znanych, wynikających z warunku 

brzegowego (4.34) i (4.35).
Ponieważ analityczne rozwiązanie równania całkowego (4.41), poza bardzo szcze

gólnie prostymi przypadkami jest niemożliwe, do wyznaczenia więc poszukiwanych 
wartości brzegowych będziemy stosować metodę przybliżoną. Wykorzystamy do tego 
celu idee zapożyczone z metody elementów skończonych i metody kolokacji.

Zaczniemy od podziału brzegu obszaru na skończone elementy za pomocą punk
tów, które oznaczać będziemy jak przedstawiono na rysunku 4.2.
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Podstawę aproksymacji funkcji brzegowych stanowią funkcje próbne, które w bie
żącym węźle osiągają wartość jeden, a w pozostałych węzłach zero. W niniejszej pracy 
wybrano funkcje liniowe. Ich konstrukcja, przedstawiona na rysunku 4.3, polega na 
przyjęciu odcinka e = [0, 1] jako wzorcowego elementu skończonego i wzorcowych 
funkcji próbnych w postaci

^(1)(t) = t, (t) = 1-t, tg [0,1] 

określających wzorcowy element skończony (e, (pw,(pm).

Rys. 4.3. Wzorcowe funkcje próbne

Funkcje próbne należy związać z elementem i = 1,..., N . W tym celu wybieramy 
jedną z możliwych parametryzacji elementu stanowiącą odwzorowanie (gładkie, 
różnowartościowe), którego schemat przedstawia rysunek 4.4

:[0,X‘:e,-»[O,1]
gdzie /71 jest odwzorowaniem odwrotnym.
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Rys. 4.4. Parametryzacja elementu brzegowego

Za funkcje próbne związane z elementem e; przyjmujemy

<p^(x) = <p(1)°x’l(x), °&’(x), xee, (4.42)

gdzie symbol ” oznacza złożenie funkcji, otrzymując w ten sposób w pełni określo
ne elementy brzegowe i = 1,2,..., N.

Za przestrzeń Vh funkcji aproksymujących, określonych na całym brzegu S przyjęto 
ciągłe funkcje będące kombinacjami liniowymi funkcji próbnych związanych z ele
mentami brzegowymi

vh (x) = E E a,-2M2\x)> S (4.43)
\<i<N \<i<N

W tym zapisie zastosowano konwencję ^f\x) = ę^2\x) = 0 dla x£e;. Aby zapew

nić ciągłość funkcji vA(x) współczynniki (a^,a^) muszą spełniać warunki zgodno

ści wynikające z równości

v/, (x,-) = vh (x< “) = vh (\ +) (4.44)

gdzie vh(xj-) i v;,(x,.+) oznaczają odpowiednio lewostronną i prawostronną granicę 
vh (x) w punkcie x;.

Prowadzi to do relacji

vh(xl) = a^ =a^, i = 2,...,N,

= =^\vh(xi) = a^=a^, i = 2,...,N, (4.45)

v4xi) = 42)
Nietrudno zauważyć, że każda funkcja v/1(x) jest jednoznacznie wyznaczona przez 

jej wartości w węzłach \, i = 1,2,..., N, a naturalną bazę przestrzeni Vh tworzą funk
cje ^(k), i = 1, 2,..., N, spełniające warunki
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1, gdyi = j, 
O, gdyi^j.

Przybliżonych rozwiązań uh(x), qh(x)eVh zagadnienia(4.33)-(4-35) będziemy po
szukiwać, postępując jak w metodzie kolokacji, tzn. punktem wyjścia do sformułowa
nia zagadnienia przybliżonego będą relacje otrzymane na podstawie równania (4.41)

cuh (x,)+JQ (x-x, )«A (x)dS(x) = |h* (x,x; )qh (x)dS(x), i = 1,2.....N (4.46) 
s 5

uzupełnione warunkami pochodzącymi od warunków brzegowych (4.34), (4.35)

= (4.47) 

(4.48)

Relacje (4.46)- (4.48) wykorzystamy do sformułowania zagadnienia przybliżonego 
w postaci układu równań liniowych. Przyjmijmy na wstępie oznaczenia

uh (x) = X u^\x) + X xe S
\<i<N \<i<N

qh(x)= X A,0)(x)+ X xes (4’49)

I<z</7 \<i<N

wtedy otrzymujemy następującą postać całki występującej po lewej stronie równości 
(4.46)

Jq (x,x,. }uh (x)dS(x) = X (x,x,.^(u^tp^^+u^tp^^dS^ 
S l^N s

= X q\x,xi)(p^x)dS(x) + X jq\x,xi)<p^(x)dS(x) (4.50) 
KjSN e. \<j<N e.

\<j<N

gdzie q*(x,xj')(p(-j\x')dS(x) oraz = Ję*(x,x;)<j7^)(x)<7S(x).

ej eJ

Przyjmując następnie, że

(1) , (2) (1) (2)Uj =Uj + , Ul=Ui +uN ,
+ h^l}J, hu = + h$

całkę tę przedstawimy w następującej skróconej postaci
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Jq (x,x; )uh (x)dS(x) - ^hyUj (4.51)
s >

Całkę po prawej stronie równania (4.46) przekształcimy analogicznie, co prowadzi 
do relacji

[ u* (x,x; )q„ (x)dS(x) = X (SiW + ) (4.52)

gdzie g^ = Iu (x,xi)q>(j\x)dS(x) oraz g^ =ju (^^(pJ^dS^).

Oznaczając następnie

(i) , (2) (0 i (2)

. =^ + e^ g =s^ + s^ 
gij gij ^g(i-l)j’ glj glj °NJ

otrzymujemy następującąjej postać

Jw* (x,x.)qh(x)dS(x) = '^giJqj (4.53)
s J

Korzystając z równania (4.51) i (4.53), możemy (4.46) zapisać w postaci macie
rzowej

(4.54)

Hu = Gq

W układzie równań (4.54) występuje N równań i 2 N niewiadomych, co sugerowa
łoby, że jest on nieoznaczony. Uzupełniając ten układ N warunkami brzegowymi da
nymi wzorami (4.47) i (4.48), otrzymujemy w rezultacie układ równań oznaczony.

Po rozwiązaniu układu (4.54) uzyskujemy przybliżone wartości brzegowe funkcji 
potencjału wA(x)i jej pochodnej normalnej do brzegu qh(x), xe S.

Etap III. Polega na odtworzeniu przybliżonych wartości funkcji potencjału w ob
szarze D zgodnie ze wzorem

M^) = dV(x^H(x)^(x) + f«Xx’ęW^ ^D,xeS (4.55) 
S 5

Wartość strumienia qh wewnątrz obszaru można otrzymać z równania (4.55) 
przez wyznaczenie gradientu pola potencjalnego uh (£,).
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4.3. Metody bezsiatkowe

W ostatnich dwóch dekadach nastąpił gwałtowny rozwój nowej generacji metod 
bezsiatkowych, których celem jest zapewnienie dokładnych i stabilnych rozwiązań 
takich przypadków, dla których metody siatkowe okazują się zawodne lub mało do
kładne.

Do takich zagadnień, oprócz przepływów z dużą liczbą Reynoldsa w złożonych 
geometrycznie obszarach, zalicza się jeszcze eksplozje, uderzenia hydrauliczne, duże 
deformacje brzegów obszaru obliczeniowego, dlatego występuje duże zainteresowanie 
i rozwój metod bezsiatkowych. Ich podstawową zaletą jest przybliżone rozwiązywanie 
równań różniczkowych lub całkowych, z dowolnymi warunkami brzegowymi, za po
mocą zbioru wybranych, nieregularnych punktów obszaru (węzłów) lub cząstek bez 
użycia jakiejkolwiek siatki łączącej te punkty lub cząstki.

Do metod wykorzystujących nieregularne punkty obszaru zalicza się bezsiatkową 
metodę elementów skończonych, metodę różnic skończonych dla dowolnie nieregular
nej siatki numerycznej, bezelementową metodę Galerkina, bezsiatkową lokalną metodę 
Petrova-Galerkina, metodę punktowej interpolacji i wiele innych metod, których opisy 
można znaleźć w pracy Liu i Liu (2003). Metody te są stosowane przede wszystkim do 
zagadnień mechaniki ciała stałego. W mechanice płynów najczęściej znajduje zasto
sowanie metoda lokalna Petrova-Galerkina oraz metoda różnic skończonych dla do
wolnie nieregularnej siatki numerycznej. Zaletą metod bezsiatkowych jest duża ela
styczność w dodawaniu lub usuwaniu węzłów, nie są bowiem one ze sobą połączone 
żadną relacją. To daje możliwości dopasowywania gęstości rozkładu węzłów dla uzy
skania żądanej dokładności obliczeń w obszarach, w których występują duże zmiany, 
na przykład duże gradienty prędkości w cieczy lub spiętrzenie naprężeń w ciele stałym. 
Różnica między klasyczną metodą elementów skończonych a bezsiatkową przedsta
wiono na rysunku, na którym zaprezentowano schemat dyskretyzacji obszaru (rysunek 
4.5a) oraz schemat algorytmu obliczeń (rysunek 4.5b).

Dodatkową zaletą metod bezsiatkowych jest swobodne kształtowanie brzegów, któ
re mogą być aproksymowane z dowolną dokładnością przez zagęszczanie punktów 
brzegowych, ponadto geometria obszaru może w trakcie obliczeń podlegać zmianom 
i nie wprowadza to żadnej trudności w obliczeniach, jak w przypadku metody siatko
wej, w której następuje w takich przypadkach konieczność generowania nowych siatek 
(Liu i Liu 2003).

Wśród metod opartych na analizie ruchu cząstek należy wyróżnić dwie - metodę 
wirów dyskretnych i metodę hydrodynamiki wygładzonych cząstek {smoothed particie 
hydrodynamics). Obie metody wykorzystują wygładzone cząstki, ale w odmienny spo
sób. W przypadku metody wirów rozwiązaniem są przybliżone trajektorie ruchu czą
stek, które stanowiąc ewolucji pola wirowości. Cząstki są dyskretnymi nośnikami pola 
wirowości i przemieszczają się wzdłuż swoich trajektorii zgodnie z polem prędkości, 
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które jest pochodną sumarycznego pola wirowości cząstek. W ten sposób spełnione 
jest zagadnienie konwekcyjnego i dyfuzyjnego transportu wirowości w obszarze prze
pływu. Metoda wirów stosowana jest dla różnych przypadków przepływów, zwłaszcza 
z dużą 1 iczbą Reynoldsa.

W metodzie hydrodynamiki wygładzonych cząstek obszar obliczeniowy jest wstęp
nie podzielony siatką elementów, w środkach których stawiane są cząstki. Promień 
funkcji wygładzającej (nośnik cząstki) jest jej otoczeniem. Liczba innych cząstek znaj
dujących się w tym otoczeniu stanowi o masie i gęstości continuum przypisanej do tej 
cząstki. W ten sposób każda cząstka jest nośnikiem informacji umożliwiającym zbu
dowanie układu równań różniczkowych, spełniających równania zachowania masy, 
pędu i energii.

KLASYCZNA 
MES

BEZSIATKOWA 
MESTWORZENIE GEOMETRII OBSZARU

5
GENEROWANIA SIATKI 

ELEMENTÓW
[ GENEROWANIE WĘZŁÓW ]

TWORZENIE FUNKCJI 1
KSZTAŁTU DLA ELEMENTÓW J T .

UKŁADANIE RÓWNAŃ 
DLA ELEMENTÓW

ii 

TWORZENIE FUNKCJI 1 
KSZTAŁTU DLA WĘZŁÓW J

UKŁADANIE RÓWNAŃ 
DLA WĘZŁÓW

TWORZENIE GLOBALNEJ 
MACIERZY 

f UWZGLĘDNIENIE WARUNKÓW
t_______ BRZEGOWYCH_________

ROZWIĄZANIE UKŁADU 
RÓWNAŃ

Rys. 4.5. Porównanie klasycznej MES z bezsiatkowąMES 
a) schemat dyskretyzacji obszaru, b) schemat algorytmu obliczeń
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Metoda wygładzonych cząstek z powodzeniem była stosowana do zagadnień prze
pływu ze swobodną powierzchnią, zjawiska falowania, awarii zapory, uderzenia hy
draulicznego, a także opisu procesów spalania i eksplozji. Szczegółowy opis tej meto
dy i przykłady szerokiego zastosowania można znaleźć w monografii Liu i Liu, (2003).

4.4. Uzasadnienie wyboru metody

W rozdziale 4 przedstawiono liczne metody, które mogą być stosowane do rozwią
zywania zagadnienia opływu lepką cieczą nieściśliwą i następnie wyznaczania ciśnie
nia hydrodynamicznego na opływanej powierzchni. Z dokonanego przeglądu wynika, 
że jak do tej pory nie ma możliwości dokładnego odwzorowania zjawisk zachodzących 
w takim przepływie, gdzie mamy do czynienia z silnie niestabilnym odrywaniem się 
warstwy przyściennej i tworzeniem się dynamicznej strefy recyrkulacji oraz z możli
wością występowania ruchomego brzegu. A te właśnie zjawiska w głównej mierze 
decydują o powstaniu zmiennej siły hydrodynamicznej. Metody siatkowe oparte na 
rozwiązaniu równań Reynoldsa oraz metodzie LES, wymagają sformułowania wielu 
równań i są bardzo złożone, wymagające wyznaczania empirycznych współczynników, 
a otrzymane rozwiązania są wygładzane wskutek działania siatki numerycznej. Biorąc 
to wszystko pod uwagę, należy stwierdzić, że dokładność metod siatkowych dla takich 
zagadnień, jakie omawia niniejsza praca, jest trudna do oszacowania. Dlatego zdecy
dowano się przedstawić w niniejszej monografii alternatywne do tych metod rozwiąza
nie metodą bezsiatkową opartą na symulacji ruchu cząstek. Spośród wymienionych 
w poprzednim punkcie dwóch takich metod, najbardziej stosowną do charakteru zjawi
ska przepływu z dużą liczbą Reynoldsa jest metoda wirów, polegająca na symulacji 
ruchu cząstek cieczy, stanowiących nośniki wirowości. Druga z tych metod - hydro
dynamiki wygładzonych cząstek - nie została wybrana, zdaniem bowiem autora bar
dziej odpowiada zjawiskom, w których dominuje przemieszczanie masy danej substan
cji lub brzegu obszaru obliczeniowego, jak w przypadku uderzenia hydraulicznego lub 
awarii zapory.

Metoda wirów, której szczegółowy opis oraz przykłady zastosowania znajdują się 
w kolejnych rozdziałach, ma liczne walory w stosunku do innych metod, w tym metod 
siatkowych.

Do zalet metody można zaliczyć
1. Odwołanie się do fizycznych cech zjawiska, które jest modelowane. W tym przy

padku jest to przepływ, w którym dominuje pole wirowości.
2. Ruch cząstek cieczy transportujących wirowość jest bezpośrednio symulowany 

dzięki procedurze śledzenia trajektorii tych cząstek i w ten sposób odtwarzane jest 
pole wirowości w całym obszarze przepływu.
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3. Cząstki cieczy - elementy wirowości gromadzą się w tych rejonach przepływu, 
w których występują duże gradienty pola prędkości, odpowiedzialne za produkcję 
wirowości w przepływie. Metodę wirów określa się mianem samoadaptacyjnej.

4. Zagadnienie przepływu jest w tej metodzie sformułowane w terminach wirowości i 
funkcji prądu, dlatego nie ma potrzeby na tym etapie obliczeń numerycznych wy
znaczania pola ciśnienia. Ciśnienie może być wyznaczane w niezależnych oblicze
niach na podstawie otrzymanych przybliżonych pól prędkości i ewentualnie wiro
wości.

5. Warunek nieściśliwości cieczy jest zawsze spełniony, jest bowiem wykorzystywany 
do sformułowania równań transportu wirowości.

6. Dowody zbieżności metody wskazują, że jest ona zbieżna i stabilna i nie ma ogra
niczeń na długość kroku czasowego, tak jak w metodach siatkowych przy bezpo
średnim rozwiązywaniu równań Naviera-Stokesa.

7. Algorytm metody nie generuje błędu numerycznego w postaci dyfuzji numerycznej 
powstającej na siatce, dzięki wykorzystaniu zmiennych Lagrange’a - trajektorii 
cząstek do modelowania ewolucji pól wirowości i prędkości.

Oprócz zalet, metoda wirów ma również wady, z których najistotniejsze to:
1. Długi czas obliczeń, ponieważ ewolucja pola wirowości wymaga wyznaczania od

działywań między elementami wirowości na zasadzie „każdy z każdym”. Aby przy
spieszyć obliczenia, można stosować dodatkowe procedury polegające na wyzna
czaniu oddziaływań od wirów leżących w większej odległości jak od pojedynczego 
wiru o uśrednionej cyrkulacji, co powoduje jednak zwiększenie błędu aproksyma
cji.

2. Obliczenia przepływu w obszarach ograniczonych brzegami wymaga dodatkowego 
rozwiązania pola przepływu potencjalnego, aby spełnić warunki brzegowe, co 
komplikuje i wydłuża czas obliczenia metodą wirów.
Z przedstawionej charakterystyki metody wirów wynika, że jej podstawową wadą 

jest czasochłonność obliczeń. Mimo to autor uważa, iż metoda wirów powinna być 
stosowana do takich zagadnień, jakie rozważane są w niniejszej pracy, czyli wyzna
czania pól prędkości i wirowości dla przepływu z dużą liczbą Reynoldsa, a coraz bar
dziej wydajne, wieloprocesorowe komputery będą sprzyjały rozwojowi tej metody.



5. Metoda wirów

5.1. Wprowadzenie

Metoda wirów jest zwykle stosowana do symulacji przepływów, w których domi
nującą rolę odgrywa dynamika wirów, ale najczęściej do aproksymacji zagadnienia 
Eulera w przypadkach tworzenia się śladu aerodynamicznego na przykład podczas 
opływu skrzydła samolotu, łopatek wentylatorów itp. Równie chętnie stosuje się ją do 
rozwiązywania zagadnienia Naviera-Stokesa z dużą liczbą Reynoldsa, w którym istot
ną rolę - oprócz adwekcji wirowości - odgrywa jej dyfuzja, tak jak podczas opływu 
łopatek turbin, kadłubów statków, przepływu przez zamknięcia hydrotechniczne. Za
letą metody wirów jest jej dokładność w modelowaniu wspomnianych przepływów 
osiągana w wyniku dyskretyzacji pola wirowości za pomocą skończonej liczby cząstek 
wirowych i bezpośredniej symulacji trajektorii ruchu tych cząstek, który wyznacza 
ewolucję pola wirowości i prędkości.

Metoda wirów po raz pierwszy została zastosowana w latach 30. XX wieku przez 
Rosenheada, który wykonał „ręczne” obliczenia ewolucji dwuwymiarowej warstwy 
wirowej odpowiadającej zagadnieniu niestabilności Kelvina-Helmholtza (Rosenhead, 
1931). Do symulacji warstwy wirowej Rosenhead zastosował zbiór punktów wiro
wych, zanurzonych w nielepkiej cieczy, które wzajemnie na siebie oddziaływały przez 
wytwarzane pola prędkości. Ruch punktu wirowego symulowany był na zasadzie su
perpozycji wektorów prędkości pochodzących od pozostałych punktów wirowych. Na 
przełomie 50. i 60. lat były jeszcze podejmowane próby powtarzające badania Rosen
heada, jednak z powodu trudności obliczeniowych metoda wirów nie była rozwijana aż 
do lat siedemdziesiątych, kiedy to dopiero szybki rozwój techniki komputerowej 
umożliwił przeprowadzanie złożonych obliczeń numerycznych.

W 1973 r. Chorin opracował metodę obliczania przepływów lepkich, w której dla 
uniknięcia osobliwości, jakie mają wiry punktowe zastosował w ich miejsce cząstki 
(krople) wirowe o nośniku zwartym i niezerowej mierze (Chorin, 1973). Jego przybli
żona metoda rozwiązywania zagadnienia przepływu polega na dekompozycji równania 
transportu wirowości w ten sposób, że w pierwszym kroku adwekcja wirowości jest 
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aproksymowana metodą kropli wirowych, a w drugim dyfuzja wirowości jest symulo
wana metodą przypadkowego błądzenia (Monte Carlo). Metodę Chorina często określa 
się mianem stochastycznej metody wirów, a jego prace zapoczątkowały intensywny 
rozwój tej metody. Adwekcja wirowości była w tych kolejnych pracach wyznaczana 
metodami o coraz wyższym rzędzie zbieżności, co uzyskiwano dzięki zastosowaniu 
dokładniejszych funkcji aproksymujących rozkład wirowości wewnątrz wiru. Bardzo 
intensywne były także próby poszukiwania rozwiązań zagadnienia dyfuzji dokładniej
szych niż te, które dawała metoda przypadkowego błądzenia.

Jedną z takich prób, zaproponowaną m.in. przez Leonarda (1980) jest procedura li
niowego wzrostu wymiaru (promienia obcięcia) wirów w czasie. Nie znalazła ona jed
nak powszechnego zastosowania ze względu na to, że technika powiększania jądra 
wiru prowadzi do równań, które nie są zgodne z równaniami Naviera-Stokesa, co zo
stało wykazane w pracy Majdy i Bertozziego (2002). Próbę kontynuowania tej idei 
według innych założeń niż Leonarda przeprowadzili Margarit i Brancher (2001), ale 
wyłącznie w postaci rozwiązania teoretycznego. Nieco inny schemat deterministycz
nego rozwiązania równania dyfuzji przedstawił Shankar i Dommelen (1996). Polegał 
on redystrybucji wirowości w otoczeniu każdego wiru - o promieniu zależnym od 
współczynnika lepkości i długości kroku czasowego - za pomocą symulowania dyfuzji 
przez przekazywanie części jego wirowości na wiry sąsiednie zgodnie z równaniem, 
którego rozwiązanie otrzymuje się metodą różnic skończonych. W miejscach obszaru, 
w których brakuje wirowości, dostawia się nowe wiry. Zaletą tej metody jest dokład
ność odwzorowania procesu dyfuzji wirowości, wadą zaś jest bardzo długi czas obli
czeń w porównaniu z metodą przypadkowego błądzenia, związany z dużym przyro
stem liczby wirów w czasie obliczeń i złożoną procedurą redystrybucji wirowości.

Liczne prace nad metodą wirów dostarczały nowych rozwiązań, między innymi 
możliwość bezpośredniego rozwiązania równania transportu wirowości, uwzględniają
cego lepkość cieczy (równanie Helmholtza) bez stosowania jego dekompozycji. Meto
da ta zaproponowana po raz pierwszy przez Fishelovą (1990, 1994) polega na równo
czesnym rozwiązaniu dwóch układów równań różniczkowych, z pierwszego jest wy
znaczana ewolucja wirowości przez ruch wirów po trajektoriach, a z drugiego wyzna
cza się zmianę cyrkulacji wirów wynikającą z procesu dyfuzji. Schemat ten szczegó
łowo opisano w podrozdz. 5.4 niniejszej pracy. Nieco inną technikę zmiany natężenia 
wirowości dla spełnienia równania dyfuzji przedstawili Ploumhans i Winckelmans 
(2000). Zaproponowali oni zastąpienie operatora różniczkowania operatorem całko
wym, a następnie wprowadzili procedurę generowania lustrzanych obrazów wygene
rowanych wirów względem brzegu, aby spełnić warunek zerowego strumienia wiro
wości przechodzącego przez brzeg. Metoda ta wydaje się mało efektywna w przypadku 
przepływów ograniczonych brzegiem o złożonej geometrii. Należy także wspomnieć 
o pracy Dynnikovej (2002), która przedstawiła równania opisujące dyfuzję wirowości 
w postaci dyfuzyjnego ruchu rurek wirowych z prędkością zależną od iloczynu wekto
rowego wirowości i rotacji wirowości, jako uogólnienie wyrażenia Cauchy’ego-La- 
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grange’a. Jednak autorka tego pomysłu nie przytoczyła żadnych wyników obliczeń 
pozwalających na weryfikację jej metody. Bouferrouk i Chernyshenko (2005) zapro
ponowali zastosowanie specjalnej regularyzacji rozwiązania, aby uniknąć losowego 
przemieszczania cząstek wirowych.

W latach osiemdziesiątych XX w. pojawiły się liczne matematyczne opracowania 
dotyczące analizy zbieżności i dokładności metody wirów, w odniesieniu do równania 
adwekcji wirowości wyprowadzanego z równania Eulera, z zadanym warunkiem po
czątkowym. Pierwszym, który podał podstawy analizy zgodności i stabilności rozwią
zania metodą wirów w przestrzeni dwuwymiarowej był Hałd (1979, 1987), a następnie 
dla przestrzeni dwu- i trójwymiarowej dowody zbieżności podali Beale i Majda 
(1982a, 1982b, 1985), Raviart (1985) oraz Nordmarck (1991). Zbieżność rozwiązania 
metodą wirów zagadnienia ruchu cieczy lepkiej w przypadku metody dekompozycji 
Chorina została przedstawiona m.in. przez Longa (1988). Ying (1992), Ying i Zhang 
(1994, 1997), Ying (1998) podjęli się wykazania, że metoda wirów jest również zbież
na w zagadnieniach brzegowo-początkowych. Eldridge i inni (2002) przedstawił zasto
sowanie metody wirów do przepływu cieczy ściśliwej. Do tej grupy prac zaliczyć także 
można porównanie obliczeń przepływu lepkiego metodą pseudospektralną z metodą 
wirów dokonane przez Cotteta i in. (2002) pod kątem zbieżności i dokładności.

Metoda wirów w swoim podstawowym schemacie polega na analizie oddziaływań 
między wirami na zasadzie każdy z każdym, co sprawia, że na obliczenie jednego kro
ku czasowego N wirów wymagane jest co najmniej Y2 operacji. Dlatego wiele prac 
dotyczy metody przyspieszania obliczeń metodą wirów. Stosuje się tu powszechnie 
technikę łączenia odległych wirów w grupy i traktowania ich oddziaływania łącznie, 
jak od pojedynczego obiektu. Pozwala to na symulacje z użyciem bardzo dużej liczby 
wirów, sięgającej miliona cząstek wirowych. Techniką najczęściej stosowanąjest algo
rytm zaproponowany przez Greengarda i Rohklina (1987) przede wszystkim nadający 
się do zagadnień dwuwymiarowych (Cottet i Koumoutsakos, 2000). Polega on na za
stosowaniu rozwinięcia w szereg potęgowy potencjału zespolonego wiru punktowego 
do zbioru wirów zawartego w okręgu o zadanym promieniu (Styczek i Wald, 1995). 
Obszar obliczeń jest dzielony siatką o kilku poziomach gęstości, a oddziaływanie wi
rów jest obliczane w najbliższym sąsiedztwie wiru źródłowego na podstawie formuły 
dokładnej, a w miarę wzrostu odległości od coraz rzadszej siatki. Liczba operacji w tej 
metodzie szacowana jest jako N(N -1)/2.

Inne podejście zaproponowane zostało przez Andersona (1986), a następnie wyko
rzystane przez Strain (1996), Rogalę i in., (1995). Wychodząc z właściwości pola 
prędkości generowanego przez wir punktowy, które jest bezwirowe i bezdywergencyj- 
ne, Anderson stwierdził, że składowe prędkości spełniają równanie Laplace’a 
i w związku z tym można je aproksymować za pomocą funkcji, określonej w węzłach 
siatki różnicowej. Aproksymowane na siatce składowe prędkości oblicza się z równa
nia Poissona, do ich zaś interpolacji na punkty dyslokacji wirów Anderson zapropo
nował formułę Lagrange’a. Oddziaływanie wirów znajdujących się w otoczeniu dane
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go punktu (nazywanym obszarem korekcji) podlega modyfikacji zgodnie z dokładną 
formułą wyznaczania prędkości. Wyznaczenie, które wiry znajdują się w obszarze 
korekcji może być realizowane za pomocą techniki listy wiążącej (Rogala, Kostecki, 
Kong, 1995).

Oprócz prac o charakterze teoretycznym, w tym monografii Yinga i Zhanga (1997), 
Majdy i Bertozziego (2002) i Lewisa (2005), powstało też wiele prac związanych 
z aplikacją metody wirów do zagadnień inżynierskich. Wielu autorów porównywało 
wyniki obliczeń metodą wirów z badaniami doświadczalnymi. Przykładem takich obli
czeń jest analiza powstawania struktur wirowych w warstwie granicznej (Laitone, 
1987), (Knio i Ghoniem, 1991) opływ walca lub prostopadłościanu i analiza tworzenia 
wirów Karmana za opływaną przeszkodą (Spalarń i Leonard, 1981), (Standsby, 1985), 
(Benson i inni 1989), (Kimura i Tsutahara, 1986), (Styczek i Wald, 1995), (Ploumhans 
i Winckelmans, 2000, (Ploumhans i inni, 2004). Innym, testowanym zagadnieniem był 
przepływ w kanale z gwałtownym poszerzeniem, za którym analizowana była strefa 
recyrkulacji dla różnych liczb Reynoldsa (Ghoniem i Cagnon, 1987), (Ghoniem i Set- 
hian, 1986), (Kudela i Kostecki, 1992), (Kudela, 1995), (Mortazavi i Giovannini, 
2001), (Barber i Fonty, 2002). Zastosowanie metody wirów do wyznaczania przepływu 
wzdłuż cienkiego i elastycznego brzegu było analizowane przez Baker i Beale (2004) 
oraz Corteza (2000) deterministyczną metodą zaproponowaną przez Fishelovą(1990).

Metoda wirów stosowana też była do badania opływu wiatru nad budynkiem (Bui, 
1987), (Hanson i inni, 1985), (Kostecki, 2007), przepływu w kanale z przeszkodą (Ro
gala, Kostecki, Kong, 1993, 1994), (Kostecki, 2003, 2006) oraz analizy przepływu ze 
swobodną powierzchnią (Chen i Vorus, 1992).

Wykorzystanie pola prędkości i wirowości określonych za pomocą metody wirów 
do wyznaczania naporu hydrodynamicznego opisali Chorin (1997), Shirato Matsumoto 
(1997), Nowakowski i in. (1996), Kostecki (2006, 2007), Protas i in. (2000).

Pewną odmianą metody wirów, którą również opracował Chorin (1978), jest meto
da warstw wirowych. Poprzedziły ją rozwiązania numeryczne symulujące ruch war
stwy stanowiącej linię wirową (włókno) w przepływie nielepkim, początkowo w po
staci punktów wirowych, wykonane przez wspomnianego wcześniej Rosenheada oraz 
Greengarda i Rokhlina, 1987, następnie jako ruch kropel wirowych (Lindsay i Krasny, 
2001; Krasny, 1986; Christlieb i in., 2004), aż do zagadnień ewolucji nitki (konturu) 
wirowej (ang. vortexfilament) (Martin i Meiburg, 1994).

Punktem wyjścia metody warstw wirowych jest równanie Prandtla dla warstwy 
przyściennej. Warstwa wirowa w tej metodzie jest efektem różnicy między prędkością 
przy brzegu, na którym zakłada się jej zerową wartość, a prędkością występującą na 
granicy warstwy przyściennej. W zaproponowanej przez Chorina metodzie warstwę tę 
aproksymuje się skończoną liczbą odcinków wirowych (płytek wirowych dla trzech 
wymiarów), których ruch jest analizowany podobnie jak ruch kropli wirowych po tra
jektoriach. Podobnie jak w metodzie kropel wirowych dokonuje się tu dekompozycji 
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równania Helmholtza, jednak obowiązują tu nieco inne zasady wyznaczania pola pręd
kości i wirowości. Zostały one opisane w niniejszej pracy w punkcie 5.8.

Metoda warstw wirowych pomyślana była jako udoskonalenie opisu przepływu 
w pobliżu brzegów obszaru w stosunku do metody kropel wirowych i dlatego przez 
wielu autorów jest ona łączona ze stochastyczną metodą kropel wirowych w ten spo
sób, że odcinek wirowy po opuszczeniu warstwy przyściennej zamienia się w kroplę, 
kropla zaś wirowa, wpadająca w obszar warstwy przyściennej, zamienia się w odcinek 
wirowy. Metodę warstw analizował pod kątem zbieżności Puckett (1989), a stosowało 
ją wielu autorów, m.in. Bernard (1995), Gharakhani i Ghoniem (1997), Lindsay i Kra
sny (2001), Motrazavi i Giovannini (2001) w postaci zbliżonej do metody stochastycz
nej wirów, tzn. równanie adwekcji wykorzystywane było do obliczania ruchu warstw 
wirowych w układzie Lagrange’a, natomiast dyfuzję aproksymowano metodą przy
padkowego błądzenia. Bernard (1995) zaproponował deterministyczne sformułowanie 
metody warstw wirowych na podstawie algorytmu przedstawionego przez Fishelovą 
(1990).

Metoda wirów zmieniała się wraz z rozwojem komputerów oraz powstawaniem 
nowych matematycznych rozwiązań i ma kilka sformułowań, które są dopasowane do 
uwarunkowań fizycznych modelowanego zjawiska. Przedstawimy podstawowe rów
nania niezbędne w matematycznym formułowaniu metody wirów, a następnie omówi
my trzy podstawowe sformułowania tej metody - wirów punktowych, wirów dyskret
nych (kropel wirowych) oraz warstw wirowych. Istnieją jeszcze inne warianty tej me
tody, takie jak hybrydowa, wirowo-siatkowa „metoda wiru w komórce” oraz sformu
łowanie analogiczne do metody wirów Vlasova-Poissona, które nie będą tu omawiane, 
nie nadają się bowiem do omawianych tu zagadnień, a których opis można znaleźć 
w literaturze (Cotett i Koumoutsakos, 2000; Majda i Bertozzi, 2002).

5.2. Podstawy matematyczne - równanie 
transportu wirowości

Rozważmy zagadnienie przepływu cieczy nieściśliwej w obszarze D, ograniczonym 
brzegiem dD, którego matematyczny opis przedstawia się następująco:

8u—+u-Vu = -VP+vV2u+f , x=(x1,j2,x3)eD, t>0, (5.1)

V-u = 0, xeD, t>0, (5.2)

z warunkami brzegowymi i początkowymi:

u = U;, , xe dD, t>0, (5.3)
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U = U0 , xe D, t = 0

V u0 = 0, xe D,

(5-4)

(5.5)

gdzie u(x,?) = [mi,m2,u3] - wektor prędkości, P = p/p - ciśnienie kinematyczne, v- 
współczynnik lepkości kinematycznej, p - gęstość cieczy, f - pole sił zewnętrznych, 
V2-operator Laplace’a; prędkości u0 (x) i Uft (x, t) są zadane.

Podstawą metody wirów jest uogólnione równanie Helmholtza (por. 3.3.2), które 
spełnia wirowość

—+u-vn-Q-vu-vv2n=o
dt

(5.6)

W pracy rozważamy przypadek przepływu dwuwymiarowego, wówczas wektor 
prędkości ma postać u = [H],m2,0] i nie zależy od współrzędnej x3 punktu 
x = (%!, x2, x3), a wektor wiru ma postać £1 = [0,0, to3], przy czym

du, du, 
to,

dxl dx2
(5.7)

Jedyna niezerowa składowa to3 wektora wiru II jest prostopadła do płaszczyzny 
przepływu i może być traktowana jako wielkość skalarna, którą dalej będziemy ozna
czać jako to. W takim przypadku trzeci składnik równania (5.6) znika: £2-Vu = 0, 
a pełne równanie wektorowe upraszcza się do następującego równania skalarnego 
w R2

^ + u-Vm-vV2m = 0 
dt (5.8)

wyrażającego adwekcyjno-dyfuzyjny charakter transportu wirowości.
Numerycznie zagadnienie (5.1)—(5.5) sformułowane w terminach wirowości może 

być rozwiązywane metodami, w których dokonuje się zarówno jego naturalnej dekom
pozycji na zagadnienie adwekcji i dyfuzji wirowości, jak i metodami, w których takie
go podziału się nie przeprowadza. W literaturze angielskiej proces dekompozycji na
zywany jest w tym kontekście „splitting method”. Nieco dokładniej, w metodzie 
„splitting” w każdym kroku czasowym dokonuje się dekompozycji zagadnienia w ten 
sposób, że w pierwszym etapie tej metody rozwiązujemy zagadnienie adwekcji wiro
wości:

~+u-\7a) = 0 
dt (5.9)
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z warunkiem brzegowym (5.3) i odpowiednim warunkiem początkowym, np. (5.4). 
Następnie wynikowa składowa (o pola wirowości jest modyfikowana na podstawie 
równania dyfuzji:

dm „2
" (5.10)dt

Można również metodą wirów rozwiązywać samo zagadnienie adwekcji, które jest 
przedmiotem rozważań przepływu nielepkiego, liczne przykłady można znaleźć na 
przykład na polu aerodynamiki i geofizyki.

5.3. Metoda wirów punktowych

Za prekursora metody wirów uważa się zwykle, wspomnianego we wstępie, Rosen- 
heada, który w 1931 roku zastosował metodę wirów punktowych do wyznaczenia 
ewolucji warstwy wirowej aproksymowanej dyskretnymi cząstkami wirowości w po
staci wirów punktowych, zanurzonych w przepływie w nieograniczonym obszarze 
dwuwymiarowym.

Konieczność samodzielnego wykonywania dość znacznej liczby obliczeń stanowiła 
wówczas istotne ograniczenie stosowania tej metody. W latach dziewięćdziesiątych 
XX w. Krasny (1986) przeprowadził szczegółowe obliczenia ewolucji warstwy wiro
wej, opisanej równaniem całkowym z jądrem osobliwym. Odpowiednio regularyzując 
jądro operatora całkowego, wykazał zbieżność rozwiązań metody wirów punktowych.

Ponieważ wnioski wynikające z zastosowania metody wirów do analizy ewolucji 
warstwy wirowej mają istotne znaczenie do poznania nowych właściwości tej metody, 
których nie mają metody siatkowe, przytoczymy w skrócie opis eksperymentu wyko
nanego przez Resenheada, a następnie Krasnego.

Metodą wirów punktowych rozwiązuje się zagadnienie przepływu cieczy nieściśli
wej i nielepkiej, opisane równaniem Eulera (5.9) w terminach wirowości i prędkości:

——+u-Vco=O, x = (xpx2), t>0 (5.11)
ot

V-u = 0, xgR2, t>Q (5.12)

X6 R2 (5.13)

du,
W-^2

du{ 
dxi

(5.14)

gdzie u=u(x,/) = [u1,m2] - dwuwymiarowe pole prędkości.
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Traktując u w równaniu adwekcji (5.11) jako znaną funkcję wektorową, zauważa
my, że równanie adwekcji może być badane metodą charakterystyk. Charakterystyki 
x = x(t), t>0 tego równania spełniają wówczas relację:

dx— = u
dt

(x,t)

Rozpatrując teraz równanie adwekcji wzdłuż charakterystyk, otrzymujemy:

dm d , , x ' dm dx n
— =—a)(x(t},t]=—+—Vtu = 0 

dt dt ' ' dt dt

(5.15)

(5.16)

Ponieważ każda charakterystyka jest równocześnie trajektorią poruszającej się 
cząstki cieczy, równanie (5.16) informuje, że wartość wirowości tu jest zachowywana 
wzdłuż każdej takiej trajektorii. Symbolicznie można to zapisać następująco

tn(X(t,a),z) = ću(a,O) = ćoo(a), dla każdego t > 0 (5.17)

gdzie X(t,a) jest trajektorią cząsteczki (punktu wirowego), znajdującej się w chwili 
początkowej w punkcie a = (ct1,ot2)e R2.

Jak wiadomo każda trajektoria spełnia relacje:

—=u(X,t), X(0,a) = a
dt

(5.18)

Prędkość cieczy można wyznaczyć za pomocą następującej zależności: 

u(x,r) = (K*tu)(x,t)= j K(x-x')tu(x'',f)dx
R2

(5.19)

gdzie jądro całki ma postać
z

K(x) =
2n|x|2 27t|x|2 (5.20)

Symbol * oznacza splot funkcji, a pochodzenie tego wzoru zostanie wyjaśnione 
w podrozdziale 5.4.

Na podstawie relacji (5.18) i (5.19) wnioskujemy (Hałd 1987), że zagadnienie 
(5.11)—(5.14) można sformułować równoważnie w postaci równania całkowo- 
-różniczkowego

X(0,a)=a (5.21)

Opierając się na twierdzeniu Thomsona (Kelvina) o zachowaniu cyrkulacji w prze
pływie idealnym, Rosenhead przyjął założenie, że warstwę wirową można aproksy- 
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mować szeregiem punktów wirowych (rys. 5.1), a indukowane przez nie pole wirowo
ści zapisać w postaci superpozycji rozwiązań pochodzących od poszczególnych wirów 
(Leonard 1980; Majda i Bertozzi, 2002).

Ciągłe, dwuwymiarowe pole wirowości to(x, t) może być aproksymowane za po
mocą wyrażenia

(y(x,t) = £r/|x-Xy| (5.22)
j

gdzie <5|x-X;| - dwuwymiarowa funkcja Diraca, Xy - miejsce położeniaj-tego wiru 

(na trajektorii), Fj - cyrkulacja (natężenie wiru).
Po podstawieniu zależności (5.22) i (5.20) do (5.19), a następnie do (5.18), ewolu

cja punktów wirowych sprowadza się do rozwiązania następującego układu równań 
różniczkowych zwyczajnych:

z>0 (5.23)

Przykład ewolucji warstwy wirowej przedstawiono na rysunku 5.2, dla symulacji 
której autor przyjął 801 wirów o zwartym nośniku i jednakowej cyrkulacji /) = 0,1.

Model warstwy polegał na rozmieszczeniu wirów w chwili Z = 0 na płaszczyźnie 
w prostej linii w równych odstępach co 0,001. Od tej chwili w kolejnych krokach cza
sowych, równych At = 0,05s, określane było nowe położenie wirów zgodnie z zależ

nością X, (z + At) = X; (t) + Atu;, gdzie u, wyznaczano na podstawie równania (5.23). 
Pole prędkości wytworzone przez wiry punktowe wymusza ruch warstwy wirowej
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wskutek zjawiska adwekcji poszczególnych wirów punktowych. Po 1 kroku czasowym 
warstwa zachowuje jeszcze swój prostoliniowy kształt (rys. 5.2a). W następnych kro
kach czasowych warstwa obraca się przeciwnie do ruchu wskazówek zegara, równo
cześnie zakrzywieniu ulegają jej końce (rys. 5.2b-c). Po czasie t = 2,5s (rys. 5.2d) 
warstwa ulega praktycznie przerwaniu i tworzą się dwa odrębne centra wirów, które 
z upływem czasu będą skręcać się i obracać wokół środka obszaru.

Zauważmy, że pole prędkości, opisane zależnościami (5.19) i (5.20), ma lokalnie 
nieskończoną wartość energii kinetycznej E^(r)

Ek(r) = J |u| ^ = °°, dla każdego R>0, r = |x| = A/x^+xf 
r<R

(5.24)

Ta właściwość aproksymacyjnego pola prędkości odbiega od rzeczywistego, fi
zycznego charakteru takiego pola, dla którego zawsze lokalnie energia kinetyczna jest 
skończona.

W konsekwencji może to być przyczyną błędnej aproksymacji ewolucji punktów 
wirowych, pola prędkości i wirowości. Według Cotteta i Koumoutsakosa (2000) oraz 
Liu i Xin (2000) metoda wirów punktowych jest stabilna i zbieżna do rozwiązania 
równania Eulera, jednak pod pewnymi warunkami utrudniającymi stosowalność meto
dy. Na stabilność obliczeń wpływa liczba wirów użytych do symulacji przepływu, 
duża bowiem ich liczba relatywnie zwiększa prawdopodobieństwo spotkania się 
dwóch punktów wirowych. W miejscu takiego zbliżenia drastycznie zwiększa się 
prędkość przemieszczania się wirów. Z drugiej strony dokładność rozwiązania zwięk
sza się wraz ze wzrostem liczby punktów wirowych. Rozbieżność warunków zapew
niających z jednej strony zbieżność metody, a z drugiej strony jej dokładność spowo
dowała, że metoda wirów punktowych nie znajdowała na początku szerszego uznania. 
Rozwój jej nastąpił dopiero po wprowadzeniu pewnej modyfikacji, polegającej na 
zastąpieniu punktu wirowego cząstką (kroplą) wirową o ograniczonym nośniku, tzn. na 
zbiorze wartości.
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5.4. Metoda wirów dyskretnych 
- sformułowanie deterministyczne

Przedstawiona w poprzednim punkcie metoda wirów punktowych dotyczy prze
pływów cieczy nielepkiej opisanej równaniem Eulera. Rozwiązanie zagadnienia prze
pływu cieczy lepkiej wiąże się z dodatkową aproksymacją członu dyfuzji wirowości, 
która może być zrealizowana za pomocą metody stochastycznej lub deterministycznej. 
Metodę stochastyczną zaproponował Chorin (1973) i stanowi ona klasyczne rozwiąza
nia metody wirów, które jest stosowane również obecnie przez wielu autorów (por. 
5.5). W metodzie tej, w każdym kroku czasowym, wiry podlegają losowemu prze
mieszczeniu zgodnie z rozkładem normalnym, zachowując swoją cyrkulację.

Podejście deterministyczne wprowadza inny, nielosowy sposób sformułowania za
gadnienia dyfuzji wirowości i było przedmiotem kilku prac badawczych. Prezentują 
one różne metody rozwiązania tego zagadnienia, omówione w punkcie 5.1, w większo
ści różniące się sposobem aproksymacji operatora Laplace’a w równaniu dyfuzji. Spo
śród nich na uwagę zasługuje podejście zaproponowane przez Fischelovą (1990), 
a następnie wykorzystane przez innych autorów (Bernard, 1995; Cortez, 2000). W 
metodzie deterministycznej w sposób naturalny dla rozwiązania zagadnienia adwekcji, 
rozwiązywane jest zagadnienie dyfuzji wirowości. Aproksymacja operatora Laplace’a 
jest dokładna dzięki splotowemu połączeniu wirowości z funkcją obcięcia, która jest 
następnie różniczkowana. Rozwiązanie transportu wirowości polega na równoczesnym 
rozwiązaniu układu równań różniczkowych opisujących ewolucję wirowości oraz po
dobnego układu równań do wyznaczenia nowych wartości cyrkulacji wirów. Dalej 
zamieszczono szczegółowe wyprowadzenie równań metody deterministycznej.

5.4.1. Numeryczne rozwiązanie dwuwymiarowego 
transportu wirowości

Przedstawimy istotę procesu dyskretyzacji będącego przedmiotem naszego zainte
resowania. Zaczniemy od ewolucji wirowości w przestrzeni R2, którego matematyczna 
forma wyraża się następująco:

^(O
+u-Vm=vV2m, x = (x},x2), t>0 (5.25)

Ot

V-u = 0, xe/?2, t>0 (5.26)

a>|1=o = «o> (5.27)
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_ du, dut 
dx2 dx{

(5.28)

gdzie u =u(x, t) = [«],«,] - dwuwymiarowe pole prędkości.
Równanie (5.26) umożliwia wprowadzenie do rozważań pomocniczej funkcji prądu 

i//(x, t), za pomocą której można wyrazić prędkość jako

dy/ dy/
3x2 ’ dxt

(5.29)

Z równania (5.28) wynika wówczas, że w każdej chwili t>0 y/ i co są związane 
relacją

vV=-m, (5.30)

którą traktujemy jak równanie Poissona dla funkcji y/ . Jego rozwiązanie można 
otrzymać w postaci splotowej za pomocą znanego wzoru Biota-Savarta

y/ = G*co (5.31)

G(x) = -(2%) ' ln|x| (5.32)

gdzie |x| = 5/jc12 +x2 .symbol * oznacza operację splotu

Prędkość cieczy można wtedy wyznaczyć z zależności (5.9) w podobny sposób jak 
dla wirów punktowych:

u(x,z) = (K*to)(x,r)= j K(x-x')(y(x',t)dx
R1

(5.33)

gdzie jądro całki ma postać

K(x) =
dx, 2 1

'2

2tt|x|2 2tt|x|2 (5.34)

u =

Rozpatrując trajektorię X(Z, a) cząstki cieczy znajdującej się w chwili początkowej 
w punkcie a = (a}, a2) otrzymujemy relację:

✓JY
—=u(X,z), X(0,a)=a, a = (a1,a2)G R2 (5.35)

Ze wzoru (5.33) wynika, że zachodzi związek

lx', X(a, 0) = a.
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Po dokonaniu w calce podstawienia x' = X(a',t), a'e R2, transformujemy obszar 
cieczy w sposób opisany w rozdziale 3.1.2 i w rezultacie otrzymujemy

—(om)= j K(x(a,r)-X(a/,t))w(X(a/, t),t)|det(VaX(a', t)\da!

X(a, 0) = a

Jak wykazano w dodatku A jakobian przekształcenia |detVaX(ct,r)|=l, co jest 
konsekwencją nieściśliwości cieczy. Dlatego zagadnienie (5.25)-(5.28) można sfor
mułować równoważnie w postaci równania całkowo-różniczkowego (zob. Hałd, 1987)

—(a, r)= j K(x(a, t)-X(a', r))w(X(a', t^Ąda
dt r2 (5.36)
X(a, 0) = a

Ze względu na osobliwość jądra K, całki w równaniu (5.36) nie będziemy bezpo
średnio dyskretyzować, ale zastąpimy ją jej aproksymacją otrzymaną w wyniku zastą
pienia jądra K nowym gładkim jądrem K£ =/£ *K, powstałym w procesie standar
dowej regularyzacji. Czynnik splotowy fe jest postaci /£(x) = £'2/(£-1x), £>0, 
gdzie funkcja/jest odpowiednio wybraną gładką funkcją zwaną funkcją obcięcia. Wa
runki, jakie musi ona spełniać oraz jej wpływ na rozwiązanie otrzymane za pomocą 
metody wirów, zostały przedstawione w następnym rozdziale. Właściwości aproksy- 
mujące K£(x) wynikają z tego, że /£ aproksymuje dystrybucję 5-Diraca, gdy £—>0.

W ten sposób proces dyskretyzacji zagadnienia transportu wirowości będziemy 
opierać na relacji

—(a,r)~ J K£ (x(a,r)-X(a',r))to(X(a/, f^Ąda'
dt R2

X(a, 0) = a
(5.37)

Rozpatrując ewolucję wirowości wzdłuż dowolnej trajektorii, otrzymujemy z rów
nania (5.25) zależność

dw x
—(X(a, r),/)=—-+u-Voj=vVoj 
dt ot (5.38)

W celu uniknięcia trudności rachunkowych związanych z numerycznym wyznacza
niem V2to zastąpimy to wyrażenie jego splotową aproksymacją V2(/£*(a) = (V2/£)*m, 

otrzymując relację

—(X(a,r),r>v(V2/£)*m(X(^^ (5.39)
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To samo rozumowanie, które doprowadziło nas do (5.36) zastosowane do (5.39) 
pozwala otrzymać

—(X(a,[V2/£(X(a,r)-X(a,i) WX(a,r),tW 
dt (5.40)

X(a, 0) = a

W kolejnym etapie opierając się na (5.37) i (5.40), będziemy wyznaczać aproksy
macje trajektorii X,(r) = X(a,,0 i wartości wirowości ty (X(a,,r),r) cząstek 

cieczy znajdujących się w chwili początkowej t = 0 w punktach a, .
W celu dyskretyzacji rozważanego zagadnienia wprowadzamy siatkę punktów 

A1' ={at :af -h-i = h-(il,i2'), iG Z2}, gdzie Z jest zbiorem liczb całkowitych, tworzą
cych siatkę kwadratów o boku h > 0. Schemat siatki przedstawiono na rysunku 5.3.

Rys. 5.3. Siatka podziału obszaru przepływu A*

Ciągłe pole wirowości dyskretyzujemy na siatce, zamieniając go na zbiór kropel 

wirowych o cyrkulacjach odpowiadających iloczynowi powierzchni kwadratu siatki 
i wartości wirowości w środku tego kwadratu, zgodnie z zależnością Fj ^(b^h2, co 
ilustruje rysunek 5.4.

Relacje (5.37) i (5.40) usprawiedliwiają poszukiwanie przybliżonych trajektorii 
X;(r) i wirowości (b^t) jako rozwiązań układu równań różniczkowych zwyczajnych

^^ = £K£(XXr)-X^
^b (A 1 &4V>

i,j&Ah
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Rys. 5.4. Dyskretyzacja pola wirowości kroplami wirowymi

Sumy występujące po prawej stronie równań tego układu odpowiadają przybliżo
nym sumom całkowym dla całek występujących odpowiednio w relacjach (5.37) 
i (5.40). W eksperymentach numerycznych ten układ rozwiązujemy w sposób przybli
żony, np. metodą Rungego-Kutty.

Na podstawie wzorów (5.11) i (5.33) wyznaczamy przybliżoną funkcję prądu oraz 
przybliżone pole prędkości:

£ G£(x-X.(t))«/O/z2
jeA1'

(5.42)

G£=G*fe (5.43)

(X, t)=^Kc(x- Xj (t)h2 (5.44)
jćKh

określone dla wszystkich xeR2 i t > 0.
Ponieważ V2G£ = -5 * fe = -fE, gdzie symbol 5 oznacza <5-Diraca, właściwe przy

bliżone pole wirowości określone na podstawie wzorów (5.31) i (5.43) przyjmuje po
stać

<x’ 0 = - ^ A (x - Xy (t)h2
jeM

(5.45)

Oczekujemy, że <y£/1(x,r) dąży do ty(x,t) (podobnie dla yc.h{x,t) i u£.z,(x,t)), 
gdy oba parametry s i /zdążą jednocześnie do zera - jeżeli przyjmuje się dodatkową 
relację między tymi parametrami (Beale i Majda 1982a, 1982b). Uzasadnia to również 
stosowanie zamiast indeksów £ i h tylko jednego z nich, autor zdecydował się na 
indeks e dla wirowości i pozostałych wielkości w dalszej części pracy.

Zbieżność rozumiana tu jest w sensie całkowym, co oznacza, że funkcje 
«£(x,t)mogą różnić się od funkcji to(x,t)nawet znacznie, ale tylko na zbiorach 
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punktów, których miara dąży do zera, gdy parametry dyskretyzacji dążą do zera. Jak 
wskazują symulacje komputerowe potwierdzone danymi literaturowymi, postać 
wspomnianej relacji między h i e wpływa na regularność pól t), t//.(x, t) 
i u£ (x, t) (dla większych wartości £ pola te są bardziej gładkie).

5.4.2. Wybór funkcji wygładzającej

Podstawowa rolę w metodzie wirów pełni funkcja/nazywana funkcją obcięcia. Jej 
użycie w konstrukcji aproksymacji pola wirowości prowadzi do określenia przybliżo
nego pola wirowości za pomocą skończonej liczby tak zwanych kropli wirowych 
o określonym kształcie wynikającym z postaci /. Ponadto, wybierając jako / funkcję 
regularną, pozwala uniknąć trudności rachunkowych związanych z osobliwością jądra 
K przy numerycznym wyznaczaniu pola prędkości i wirowości oraz funkcji prądu. 
Z tego powodu funkcja/nazywana jest funkcją wygładzającą.

Ze względu na zbieżność i dokładność metody wirów wymaga się, aby funkcja/ 
spełniała istotne warunki:
1. Konsekwencją aproksymowania 5-Diraca jest spełnienie warunku:

fi/1^ = 1 (5.46)
/?2

2. Dla zapewnienia zbieżności rozwiązania przybliżonego przyjmuje się, że funkcja 
wygładzająca jest ciągła, ograniczona i różniczkowalna w J?2oraz ona i jej pochod
ne muszą odpowiednio „szybko” znikać w nieskończoności zgodnie z oszacowa
niem:

f^C^R2), \D?f(x)\<CPj(l+\x\2yJ, j=l,2,... (5.47)

gdzie - dowolny multiindeks, Cp - stałe.

Ponadto zakłada się, że znikająjej momenty

r fif X fdx = Q, |0|<m-l (5.48)
R2

gdzie m jest pewną liczbą naturalną.
3. Warunkiem stabilności jest to, aby transformata Fouriera funkcji / była dodatnia 

(Beale i Majda, 1982a, 1982b):

7(s)>0, seR2 (5.49)

Założenia (5.46) i (5.47) zapewniają, że parametr E >0 w wyrażeniu 
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. , , _-> / X
/eW = £ -f -

nazywany promieniem obcięcia, skaluje funkcję wygładzającą, w ten sposób, że dąży 
ona do dystrybucji 5-Diraca, gdy e —> 0.

Rozwiązania przybliżone konstruowane w metodzie wirów zależą od dwóch para
metrów £, h>0. Jak już wspomniano wcześniej, aby proponowane metody przybliżo
ne były zbieżne, musi zachodzić odpowiednia relacja między e i h. Najczęściej 
przyjmuje się zależność w postaci

e = ChY

gdzie C > 0 jest stałą. Wartość wykładnika y >0 dobiera się eksperymentalnie w za
leżności od przyjętej postaci funkcji wygładzającej fi rodzaju rozwiązywanego zagad
nienia. W większości prac (Lewis, 2005) przyjmowano 0,5<y<l. Należy jednak 
podkreślić, że niewłaściwy dobór wartości y może spowodować istotny wzrost śred
nicy kropli wirowych, które zachodzą na siebie i przyczyniają się do wygładzania roz
wiązania. Autor pracy z powodzeniem stosował y = 0,75-0,95.

W literaturze można spotkać kilka różnych funkcji wygładzających. Zazwyczaj są 
one wybierane spośród funkcji osiowo-symetrycznych. Pierwszy przykład takiej funk
cji został podany przez Chorina (1973) jako:

f5= Mxl

0 |x| > E

Funkcja ta nie jest ciągła, a zatem nie spełnia wszystkich przytoczonych wcześniej 
kryteriów i według Hałda (1987) jest to przyczyną, że metoda wirów jest w tym przy
padku wolnozbieżna.

Często przyjmowana jest postać wykładnicza, którą proponują Leonard (1980), Be- 
ale i Majda (1982a, 1982b) oraz Eldredge (2002) dla zagadnienia dwuwymiarowego, 
która zapewnia, że rząd zbieżności metody jest równy dwa: 

gdzie r = yjx2 + x22 .

W celu zwiększenia rzędu zbieżności metody Beale i Majda (1985) badali również 
kombinację liniową kilku funkcji wykładniczych. Hałd (1987) z kolei zaproponował 
wykorzystanie funkcji Bessela II rodzaju do utworzenia funkcji wygładzającej, dla 
której można konstruować schematy numeryczne o z góry zadanym, dowolnym rzę
dzie zbieżności:
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/(x) = -4v[4A(2x)-/2(x)]
3td|x|

Inni autorzy, m.in. Fishelov (1990), Nordmark (1991), stosowali kombinacje róż
nych funkcji Bessela. Funkcje wykładnicze oraz funkcje Bessela mają jednak tę wadę, 
że ich całkowanie musi być wykonywane numerycznie. W praktycznych obliczeniach 
lepiej jest zastosować funkcje, które można całkować bezpośrednio, np. w postaci 
wielomianu. Nordmark (1991) porównał szybkość zbieżności schematu w przypadku 
funkcji złożonej z kombinacji Funkcji Bessela III rodzaju oraz wielomianu stopnia 9 
i uzyskał porównywalne wyniki.

Gharakhani i Ghoniem (1996) stwierdzili niestabilność rozwiązania z zastosowa

niem funkcji —e-' i dlatego dla trójwymiarowego zagadnienia adwekcji wirów za
li

miast niej zaproponowali zastosowanie funkcji /(x) = tanh(r3), która, jak wykazały 

ich badania, pozwala na osiągnięcie zbieżności rzędu 2.
W niniejszej pracy testowano kilka postaci funkcji Cauchy’ego o różnym wykład

niku potęgowym i w efekcie przyjęto funkcję zaproponowaną przez Shankara i van 
Dommelena (1996), która zapewnia, że zbieżność metody jest rzędu 2

/(x) =-(l+|x|2) oraZ /E(x) = ~ 1 + 
71' ' 7l£' (5.50)

Funkcja ta spełnia warunki (5.46)- (5.49). W tym przypadku

2^211
>0 (5.51)

Obliczenie postaci jądra Gc rozwiązania równania Poissona dla przyjętej funkcji 
wygładzającej Cauchy’ego (5.50) może przebiegać w podany sposób

V2G£=V2(G*/J = -/£ (5.52)

Uwzględniając postać laplasjanu dla funkcji osiowo-symetrycznej równanie (5.52) 
przekształca się do postaci:

r dr( dr (5.53)
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Pierwsze całkowanie równania (5.53) daje w rezultacie następujące wyrażenie:

5 _ 1 r xdx _ 1 1

r V J

< >

1 r -r2 A

27tr £2 + r2 \ /
(5.54)

które można wykorzystać do obliczenia postaci jądra K£, mianowicie:

K.=(a,.A)G.=(a...A)
, / 2 \1 -r

litr E2 + r2 
k /

(~x2,xt) 
2n(r2+E2) (5.55)

Kolejne całkowanie (5.54) umożliwia obliczenie wyrażenia:

Ge=^-j- —--1 ^ = ^-ln(£2+|x|2)| =-^-[ln(E2+r2)-21n£l (5.56) 
271'% 471 10 471L J v 1

\ g /
Ge oraz Ke są wyrażone prostymi funkcjami i dzięki temu są wygodne do zastosowań 
numerycznych.

Na rysunkach 5.5 i 5.6 przedstawiono porównanie rozkładów prędkości wewnątrz 
kropli wirowej i rozkładów wirowych funkcji prądu dla trzech różnych postaci funkcji 
wygładzającej: według Chorina, Cauchy’ego i wykładniczej. W przykładach tych 
przyjęto wartość promienia obcięcia fi = 0,05.

Rys. 5.5. Rozkład prędkości wewnątrz kropli wirowej dla różnych funkcji obcięcia

Porównanie tych wykresów wskazuje, że przyjęta funkcja Cauchy’ego nie odbiega 
pod względem kształtu oraz wartości od wykładniczej funkcji wygładzającej. Różnice 
polegają na tym, że prędkości wyliczone dla wiru o tej samej cyrkulacji będą dla funk
cji Cauchy’ego nieznacznie mniejsze niż dla funkcji wykładniczej, co w praktycznych 
obliczeniach metodą kropel wirowych nie ma istotnego znaczenia.
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5.5. Sformułowanie stochastyczne 
metody kropel wirowych

5.5.1. Metoda dekompozycji 
w zagadnieniu transportu wirowości

W metodzie „splitting” w każdym kroku czasowym równanie (5.25) podlega de
kompozycji na równanie adwekcji i dyfuzji. Zakładamy, że dla kroku czasowego Al 
ewolucja pola wirowości najpierw podlegać będzie adwekcji, a następnie w tym sa
mym kroku czasowym wirowość będzie modyfikowana w procesie dyfuzji. Takie po
dejście ma istotne konsekwencje w fizycznej interpretacji równań ruchu oraz wpływa 
na algorytm obliczania metodą wirów.

5.5.1.1. Przybliżone rozwiązanie problemu adwekcji wirowości

Zauważmy, że w przypadku równania adwekcji odpowiednikiem równania (5.38) 
jest równanie

da), da) _—(X(a,t),t) =—+u-Vo = 0 (5.57)

Z tego wynika, że to(X(a,O,O = oXX(a,0),0) = ®0(a), gdzie co0(a), aeR2 jest 
rozkładem wirowości w chwili początkowej. Wtedy wyrażenie (5.41), stanowiące dwa 
układy równań różniczkowych zwyczajnych redukuje się do jednego

i,j^\h (5.58)
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Otrzymane wyrażenie (5.58) posłuży nam do wyznaczenia przybliżonych trajekto
rii . Układ ten można w sposób przybliżony rozwiązywać dowolną metodą, np. 
jawną metodą Eulera Wówczas ewolucja pola wirowości, wyrażona przemieszczaniem 
kropel wirowych, będzie obliczana zgodnie ze schematem krokowym:

X;(t +At) = X;(r) +Atu; (5.59)

gdzie u, (r) = Kf (X,. (t) - Xy (ż) )cD0 (ay )h2
j

Dokładniejsza procedura całkowania względem czasu układu równań różniczko
wych (5.58), np. metodą Rungego-Kutty, prowadzić będzie do dokładniejszych wyni
ków przemieszczeń wirów w czasie i wszystkich pozostałych wartości pól wektoro
wych - prędkości, funkcji prądu i wirowości.

Wyznaczone w ten sposób przybliżone trajektorie wykorzystywane są następnie do 
określenia wirowości, zgodnie z drugim równaniem w układzie (5.41), odpowiadają
cym teraz procesowi dyfuzji wirowości.

Korzystając z wyprowadzonych równań możemy wyznaczyć przybliżone wartości 
prędkości w dowolnym punkcie obszaru wynikające z adwekcji wirowości

u, (x>0 = X K4X “ (5.60)

Podobnie wyznaczymy przybliżoną wartość pola wirowości

"(x, 0 = X A (x - Xy (t) )(y0 (a. )ń2 (5.61)
J

i przybliżonej funkcji prądu

F(x, t) = £G£ (x- Xy(z))w0(ay)ń2 (5.62)
j

5.5.I.2. Przybliżone rozwiązanie zagadnienia dyfuzji wirowości

W przypadku równania adwekcji stwierdziliśmy, że wirowość cząstki jest zacho
wywana podczas przemieszczania się wzdłuż trajektorii. Tak jednak nie jest, jeśli roz
waża się występowanie dyfuzji wirowości. Chorin (1973) zaproponował metodę roz
wiązywania zagadnienia dyfuzji, w której wirowość ma charakter korpuskulamy i tra
jektorie cząstek wirowych oraz materialnych są różne. Podstawą tej metody jest przy
jęcie założenia, że cząstki wirowe podlegają w procesie dyfuzji ruchom Browna, po
dobnie jak to ma miejsce w gazach. Takie przyjęcie będzie wymagało stochastycznej 
interpretacji równania dyfuzji danego wzorem:

dm „2— =vV 0)
dt (5.63)
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Uwzględniając postać laplasjanu we współrzędnych biegunowych, osiowo-symet-
do) 1 d f d A i, r~ź~ 2 

rycznych —=—— r—0) , r = \x\ = Jxi + x2 
dt r dr dr )

rozwiązaniem fundamentalnym (5.63)

w obszarze nieograniczonym jest funkcja Greena (Batchelor,1967):

i -i™ 
1 4fv-------e 

Ąnvt
e 4'v = G{{xvt)G{(x2,t) (5.64)

W chwili początkowej (t = 0) co jest <5-Diraca i jest skupiona wokół punktu 
o współrzędnej x = 0. Wraz ze wzrostem wartości t kształt funkcji co(xl,x2,t) zmienia 
się na coraz bardziej płaski, co odpowiada dyfuzji wirowości w kierunku promienia 
r = |x|. Kształt funkcji rozkładu wirowości dla kilku różnych wartości t przedstawiono 

na rysunku 5.7.

r - odległość

Rys. 5.7. Funkcje dyfuzji wirowości dla czasu t = 0, 1, 2, 3

Zauważmy, że (5.64) jest jednocześnie gęstością prawdopodobieństwa zmiennych 
losowych rozkładu normalnego Gaussa, o wartości oczekiwanej równej zeru i warian
cji 2tv. Można więc wyrazić rozwiązanie równania (5.63) w postaci losowego prze
mieszczenia cząstek wirowych n = (ty,772), które zależy teraz od wartości współczyn
nika lepkości kinematycznej v.

Pokażemy na przykładzie wiru punktowego, że korzystając z metody przypadko
wego błądzenia można symulować dyfuzję opisaną równaniem (5.64). W tym celu 
podzielmy wir punktowy o cyrkulacji (natężeniu wirowości) równej 1 na N = 1000 
cząstek wirowych o cyrkulacji 1/1000, a następnie każdej z nich nadajmy przemiesz
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czenie losowe Przemieszczenie losowe może być wyznaczone za pomocą maszy
nowych liczb pseudolosowych p, z przedziału (0,1) według wzoru (Lewis, 2005):

^^/-whRp,) (5.65)

Rozkład wirowości zbadajmy przez obliczenie liczby wirów Nj w pierścieniach wy
znaczonych promieniami zależnymi od odległości od centrum wiru punktowego po 
czasie t = 1. Rozkład wirowości w poszczególnych pierścieniach będzie wyrażony 
wzorem:

gdzie Njliczba wirów, które znajdą się w pierścieniu pomiędzy promieniami rj i rJ+l.
Dyfuzję wirowości określimy po czasie t = 1 dla dwóch sposobów przemieszczenia 

cząstek. W pierwszym sposobie cząstki będą przemieszczone w jednym kroku czaso
wym dt = 1, a w drugim w 10 krokach dt = 0,1. Na rysunku 5.8a przedstawiono poło
żenie cząstek na płaszczyźnie w chwili t = 0, w której cząstki skupione są w początku 
układu współrzędnych (schemat górny) oraz po ich losowym przesunięciu w jednym 
kroku czasowym dt = 1 (schemat dolny). Wyniki eksperymentu przedstawiono na ry
sunku 5.8b w postaci rozkładu wirowości wyznaczonego ze wzoru (5.66) dla obydwu 
sposobów przemieszczenia cząstek - w jednym i dziesięciu krokach.

Na tym prostym przykładzie osiągnięto dobrą zgodność między rozwiązaniem teo
retycznym a stochastycznym, przy czym im większa będzie liczba kroków, tym do
kładniejszy będzie wynik symulacji. Zagadnienie zbieżności metody stochastycznej 
obliczania równania dyfuzji przedstawiono w punkcie 5.6.2.

W celu uwzględnienia, że zachodząjednocześnie dwa procesy - adwekcji i dyfuzji, 
wyznaczenie ewolucji pola wirowości w przedziale (t, t+Af) podzielimy na dwa etapy. 
W pierwszym wyznaczamy przemieszczenie cząstek wirowych zgodnie z procesem 
adwekcji. Traktujemy to przemieszczenie jako pośrednie, oznaczane przez X*(r + Az). 
Zgodnie ze wzorem (5.59) mamy wówczas:

X’(r+Ar)=X,.(O+Ani,.

Dalej możemy teraz w metodzie wirów obliczać ewolucję pola wirowości 
z uwzględnieniem dyfuzyjnego przemieszczenia cząstek wirowych q = (ty,r]2):

Xi(t + Ar) = X’(t + At) + Ti (5.67)

Na podstawie wzoru (5.64) widać, im bardziej turbulentny będzie charakter ruchu 
tym mniejsza będzie wartość wariancji rozkładu normalnego i mniejszy będzie wpływ 
dyfuzji wirowości na trajektorie ruchu cząstek (kropel) wirowych.
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Rys. 5.8. Dyfuzja wiru punktowego (a) symulowanego rozkładem 1000 cząstek wirowych 
po czasie t = 1 (1 krok czasowy), (b) porównanie obliczeń dyfuzji z równania (5.64) z metodą 

przypadkowego błądzenia zrównania (5.66) dla czasu / = 1 osiągniętego po 1 i 10 krokach czasowych

Gdy znamy przybliżone trajektorie X,.(r), przybliżone wartości w całej przestrzeni 
7?2 pola wirowości funkcji prądu i pola prędkości zadajemy następująco:

w(x, t)=-£ fe (x- X.(r))to0(a.)h2 (5.68)
j

yź(x,t) = ^Ge(iŁ-Xj(t))ó0(aj)h2, G£=G*fe (5.69)
j

gdzie * oznacza operację splotu

u(x, r)=£K£ (x - X,. (f))(w0 (ay )h2 (5.70)
j

Przedstawiony algorytm przypadkowego błądzenia nie jest jedynym rozwiązaniem 
zagadnienia dyfuzji za pomocą metody dekompozycji. Można bowiem zastosować 
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sposoby deterministyczne. Jeśli oznaczymy przez t czas, jaki upłynął od początku 
ewolucji pola wirowości aproksymowanego metodą wirów, to odpowiednie zagadnie
nie brzegowo-początkowe możemy sformułować następująco:

—-vV ty = O (5.71)

<a(x,0) = (y(x,t + At) (5.72)

dd)
—— = 0 na brzegu 5 (5.73)
on

którego rozwiązanie w chwili At stanowi poszukiwaną wartość co(t + At). Jako waru

nek początkowy w tym zagadnieniu występuje wirowość otrzymana z rozwiązania 
zagadnienia adwekcji wirowości, na przykład korzystając ze wzoru (5.61). Przybliżone 
rozwiązanie zagadnienia (5.71)—(5.73) można wyznaczać dowolną numeryczną meto
dą, kolejno dla każdego kroku czasowego metody wirów.

Suma rozwiązań adwekcji i dyfuzji stanowi rozwiązanie zagadnienia transportu wi
rowości, które można wykorzystać do określania zmiennego w czasie ciśnienia w ca
łym obszarze przepływu. Wyznaczanie rozkładu ciśnienia stanowi podstawowy cel 
pracy.

5.5.2. Zagadnienia transportu wirowości w obszarach ograniczonych

W poprzednich punktach zagadnienie transportu wirowości było rozważane z zało- 
żeniemu, że adwekcja i dyfuzja wirowości występuje w całej płaszczyźnie (dwuwy
miarowej przestrzeni), gdzie cząsteczki cieczy, będące nośnikami wirowości (krople 
wirowe) mogą się swobodnie przemieszczać. To ostatnie założenie nie jest spełnione 
w zagadnieniach przepływu w obszarach ograniczonych, jak np. w zagadnieniu (5.1 )- 
(5.4), gdzie składowe prędkości na brzegu obszaru spełniają określone warunki. Z tego 
powodu musimy wprowadzić do przedstawionej metody rozwiązywania pewne mody
fikacje. W tym celu posłużymy się pomysłem Helmholtza, polegającym na dekompo
zycji pola prędkości u na dwie składowe

u = w + v (5.74)

gdzie składowa w ma zerową dywergencję, jest gładka i określona w całej przestrzeni, 
a składowa v=^(p, jako gradientowa, jest bezwirowa. Ponieważ zarówno pole u, jak 
i w jest bezdywergencyjne, działając operatorem dywergencji na równanie (5.74), 
otrzymujemy:

V> = 0 (5.75)
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Zastosujemy tę formułę do naszych rozważań ewolucji pola prędkości w przedziale

1. Z danych początkowych w chwili t pola przepływu, generujemy za pomocą metody 
wirów pomocnicze, gładkie pole prędkości w (określone w całej płaszczyźnie), któ
re w rzeczywistości stanowi pierwszą składową wynikającą z rozkładu Helmholtza 
pola u.

2. W chwili t + At modyfikujemy to gładkie pole dodając pole gradientowe v = V<p, 
gdzie (p spełnia równanie Laplace’a tak, aby wynikowe pole prędkości przepływu 
spełniało warunek brzegowy:

(w + V<p)-n = U6-n na brzegu dD (5.76)

gdzie n - wektor normalny zewnętrzny do brzegu.
Rozwiązanie transportu wirowości wymaga teraz dodatkowo wyznaczenia potencjału

0 pola prędkości w obszarze przepływu z warunkiem brzegowym — = (U. - w) • n.
dn

Alternatywnym podejściem jest obliczanie potencjalnej funkcji prądu, która ma tę 
właściwość, że różnica wartości funkcji prądu pomiędzy dwoma punktami obszaru 
wyznacza wielkość strumienia cieczy przepływającego pomiędzy tymi punktami (por. 
równ. (3.73)). Podobne jak dla funkcji potencjału rozumowanie prowadzi wówczas do 
rozwiązania równania Laplace’a z warunkiem brzegowym Dirichleta:

V - 0 w obszarze D

Vp(x)=-tf(x,t+At') na brzegu dD (5.77)

gdzie i/r jest znaną wartością funkcji prądu na brzegu obszaru, wyznaczoną za pomocą 
równania (5.69); w metodzie deterministycznej wirów jest to równanie (5.42).

Przykład warunków brzegowych dla funkcji prądu przedstawiono na rysunku 5.9.

Rys. 5.9. Warunki brzegowe rozwiązania równania Laplace’a funkcji prądu
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W efekcie, końcowe rozwiązanie trajektorii ewoluujących wirów otrzymujemy 
w postaci

X,. (r +| At) = X,. (t)+-i At ( w( + v;) (5.78)

X( {t + At) = Xf (t + At) +1] (5.79)

gdzie w, i v( - odpowiednio potencjalna i wirowa składowa prędkości, H - (^i, ^2) _ 
dyfuzyjne przemieszczenie cząstek.

Jeżeli brzeg obszaru jest nieprzepuszczalny i nieruchomy, to dodatkowe potencjalne 
pole prędkości pozwala wyzerować normalną do brzegu składową prędkości.

5.5.3. Generowanie wirowości wzdłuż brzegów

Generowanie wirów na ścianach kanału stanowiących brzeg nieruchomy i nieprze
puszczalny, występuje podczas przepływu cieczy nielepkiej modelowanych równaniem 
adwekcji wirowości oraz w przepływie cieczy lepkiej modelowanych równaniem ad
wekcji i dyfuzji wirowości. W tym pierwszym przypadku rozpatrywany jest zazwyczaj 
opływ ciała sztywnego i formowanie się śladu - ścieżki wirowej, która jest warstwą 
skoncentrowanej wirowości (Nagao i inni, 1997) za opływaną przeszkodą, np. walcem 
zanurzonym w przepływie, lub formowanie się innej postaci warstwy granicznej spły
wającej z ostrej krawędzi, np. płata skrzydła (Katz, 1981), (Kandil i inni, 1984), (Vez- 
za i Galbraith, 1985), (Błażewicz i Styczek, 1993a, 1993b) lub łopatki turbiny. W za
gadnieniach tych często dodatkowym zadaniem jest obliczanie siły oporu i unoszenia 
jako efektu powstającego gradientu ciśnienia. Szerszy opis tego zagadnienia podał w 
swojej pracy Lewis (2005).

Przypadek drugi, który tutaj omówimy w kontekście metody wirów, dotyczy przede 
wszystkim fizycznego zjawiska przylegania (adhezji) cieczy do nieprzepuszczalnego 
brzegu.

Lepkość cieczy powoduje, że brzeg obszaru ma istotny wpływ na pole prędkości. 
W miarę zbliżania się do brzegów mamy do czynienia z dużym gradientem prędkości 
w kierunku normalnym, aż do znikania prędkości na samym brzegu. Sprawia to, że 
elementy cieczy w bezpośrednim sąsiedztwie brzegu wprawiane są w ruch obrotowy 
iwspólnie tworzą warstwę wirową, co schematycznie przedstawiono na rysunku 5.10. 
Warstwa wirowa zmienia się z czasem, przenosząc wirowość do wnętrza obszaru 
zgodnie z przebiegiem zjawiska adwekcji-dyfuzji.

W równaniach przepływu (5.1)-(5.5) warunek określony na brzegu stałym jest wa
runkiem naturalnym jako efekt lepkości molekularnej, która zapewnia zerowanie pręd
kości na brzegu. W przypadku brzegu ruchomego warunek znikania prędkości zastę
pujemy warunkiem zgodności prędkości cieczy i brzegu.
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Rys. 5.10. Model powstawania wirowości wzdłuż opływanego brzegu

W zagadnieniach transportu wirowości w obszarach ograniczonych równania 
(5.11)-(5.14) należy uzupełnić dodatkowym warunkiem brzegowym. Jednym z moż
liwych rozwiązań jest założenie znikania prędkości na brzegu, niestety taki rodzaj wa
runku z zastosowaniem metody wirów stwarza poważne trudności rachunkowe. Bar
dziej odpowiednie dla tej metody jest więc przyjęcie warunku, który fizycznie wyni
kałby z faktu tworzenia się warstwy wirowej wzdłuż brzegu. W rozwiązaniach przybli
żonych najczęściej jako warunek brzegowy występuje model generowania wirowości 
na brzegu i jej wprowadzania do obszaru przepływu.

W klasycznym sformułowaniu warstwa wirowa jest linią, wzdłuż której pole pręd
kości jest nieciągłe, występuje skok prędkości [u] = u+ -u_, gdzie u+ i u_ są prędko
ściami po obu stronach warstwy. Prowadzi to do koncentrowania się wirowości na 
warstwie, a równania różniczkowe Eulera opisujące przepływ rozumie się w sensie 
słabym.

Pojęciem charakteryzującym natężenie wirowości warstwy jest tu jej intensywność 
/(x, t), utożsamiana z gęstością wirowości. Jak to wyjaśniono w punkcie 5.8, natęże
nie warstwy wirowej, wyrażone w terminach cyrkulacji r pola prędkości, spełnia za
leżność dr = yds, gdzie ds jest długością infmitezymalną odcinka krzywej, a dr jest 
cyrkulacją pola prędkości w otoczeniu odcinka tej krzywej. Wykażemy dalej, że moż
na ją również wyrazić jako y =[us], tzn. jako skok wektora u5 prędkości stycznej do 
odcinka krzywej ds.

Ważną okolicznością, ze względu na poszukiwany model generowania wirowości 
jest to, że intensywność warstwy jest zachowywana (w sensie słabym) podczas jej 
unoszenia. Korzystając dalej z przyjętego modelu generowania warstwy wirowej jako 
podstawy w opisie zachowania się przepływu w okolicy brzegu, należy zauważyć, że 
po stronie brzegu prędkość styczna do warstwy będzie równa zeru (jest to przyjmowa
ny warunek brzegowy), a prędkość po stronie obszaru będzie wynikała z ogólnych 
równań opisujących przepływ i obliczana metodą wirów. Wyjaśnia to między innymi 
powstawanie dużego gradientu prędkości w pobliżu brzegu.
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Pierwszym autorem modelu generowania wirowości wzdłuż brzegu był Chorin 
(1973), który zaproponował dyskretyzację warstwy wirowej odcinkami o określonej 
długości. Według jego metody w środkach odcinków zakłada się istnienie cząstek wi
rowych o cyrkulacji odpowiadającej długości danego odcinka warstwy, co przedsta
wiono na rysunku 5.11.

r,=-[u„.]- ;̂ (5.80)

gdzie r, jest cyrkulacją kropli wirowej utworzonej z warstwy wirowej odcinka brzegu 
dsj i występującej na nim średniej składowej stycznej skoku prędkości [ui(]. Wygene
rowane w ten sposób cząstki podlegają adwekcji wzdłuż trajektorii cząstek cieczy, 
a następnie dyfuzji, zgodnie z jednym z przyjętych jej modeli.

obszar przepływu

Rys. 5.11. Generowanie wirów na brzegach

W praktycznych obliczeniach obszar przepływu jest ograniczony przez wlot, wylot 
i ściany boczne obszaru. Jeśli wir przekroczy granicę wylotu, to zwykle jest elimino
wany z obliczeń, można też zakładać warunek periodyczności prędkości (zgodności 
prędkości na wlocie i wylocie), który powoduje powracanie wirów do wnętrza obszaru 
przez wlot. Wiry, które przekroczą ściany boczne mogą być eliminowane lub odbijane 
do wnętrza obszaru, chociaż to drugie podejście może prowadzić do pojawiania się 
nadmiernej wirowości w obszarze. Należy jeszcze wspomnieć o brzegu mającym po
stać swobodnego zwierciadła wody. Ma on wtedy właściwość brzegu śliskiego, na 
którym nie występuje skok prędkości, a tym samym nie tworzy się na nim warstwa 
wirowa. Jedynie, gdy nad taką powierzchnią swobodną występuje obszar poruszające
go się z dużą prędkością gazu, można na nim rozważać występowanie naprężeń stycz
nych, których efektem jest pojawienie się warstwy wirowości.

Jeśli rozwiązujemy w sposób przybliżony zagadnienie transportu wirowości metodą 
dekompozycji, a jednym z jej etapów jest metoda przypadkowego błądzenia, to nowe 
wiry po wygenerowaniu na brzegu, w tym samym kroku obliczeniowym, są poddawa
ne przemieszczeniom losowym, zgodnie z równaniem (5.67). Po przemieszczeniu sza
cunkowo połowa z nich wypadnie z obszaru. W konsekwencji utracona zostanie zero
wa wartość prędkości stycznej. Chorin (1978) zaleca w takim przypadku podwojenie 
cyrkulacji wszystkich wirów, aby zachować sumaryczną ilość wygenerowanej wiro- 
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wości. Innym sposobem zachowania wirowości stosowanym m.in. przez Ghonia i in., 
(1982) jest zapobieżenie wypadaniu wirów ich odbiciem od brzegu obszaru. Kolejny 
sposób podał Porthouse i Lewis (1981), którzy zalecają dla tej metody generowanie 
wirów w obszarze w odległości od brzegu stanowiącej 2/3 odchylenia standardowego 
występującego w metodzie przypadkowego błądzenia wynoszącego £ = Ą/4vAt/3 

(Lewis 2005). Zabezpiecza to zdecydowaną ich większość przed wypadnięciem z ob
szaru.

Autor niniejszej pracy wykonał wiele testów, aby zbadać wpływ metody generowa
nia wirowości i traktowania wirów przekraczających brzeg na gładkość rozwiązania 
pól wirowości i prędkości. Testy zostały wykonane na przykładzie płaskiego ustalone
go przepływu przez pryzmatyczny kanał dla liczb Reynoldsa 100 i 10000. Wyznaczano 
wariancję całkowitej wirowości w obszarze przepływu i jej dodatniej i ujemnej skła
dowej oraz wariancję pola wirowości i prędkości w wybranych punktach wewnątrz 
obszaru dla 1500 kroków czasowych. W wyniku tych badań autor stwierdził, że zasto
sowanie podwojonego natężenia wirowości generowanych wirów powoduje nadmierny 
wzrost wirowości w obszarze. W tej metodzie występuje również niestabilność procesu 
transportu wirowości, związana z pojawianiem się wirów o dużej wartości cyrkulacji, 
co z kolei niekorzystnie wpływa na gładkość obserwowanych pól prędkości i wirowo
ści. Metoda odbijania wirów przekraczających brzeg do wnętrza obszaru zawsze pro
wadzi do nadmiernego wzrostu wirowości i deformacji pola prędkości w sąsiedztwie 
brzegu. Stosunkowo najlepszym sposobem jest generowanie wirów w pewnej odległo
ści od brzegów w sposób zalecany przez Porthouse’a (rysunek 5.12). Ten zabieg także 
powoduje nadmierny wzrost wirowości (chociaż nie tak duży jak przy odbijaniu wi
rów) przejawiający się zwiększeniem prędkości wzdłuż osi przewodu kosztem jej 
wartości przy brzegach.

Rys. 5.12. Generowanie wirów w odległości od brzegu, wynoszącej f =V4vAz/3

Autor niniejszej pracy zaproponował własną oryginalną metodę zachowania wirów 
wzdłuż brzegów, która wydaj e się być najbardziej zgodna z istotą mechanizmu rozpa
trywanego procesu dyfuzji. Wiry generowane są na brzegu, gdzie tworzy się warstwa 
wirowa, a następnie podlegają losowemu przemieszczeniu n . Cyrkulacja wirów, które
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przekroczą brzeg, jest uwzględniana w obliczeniach przez czas trwania jednego kroku 
obliczeniowego, a następnie wir jest eliminowany. Takie podejście ma następujące 
zalety - rozwiązanie jest gładkie nie ma bowiem gwałtownych zmian wirowości zwią
zanych z wypadaniem wirów oraz zapewnia lepszą aproksymację prędkości stycznej 
do brzegu (badania wariancji wirowości podczas przepływu wykazały, że jest ona 
około dwa razy mniejsza niż w przypadku obliczeń metodą zalecaną przez Porthou- 
se’a).

Podstawowy algorytm obliczeń metody wirów na przykładzie opływu zam
knięcia zasuwowego:

Przez obszar D otoczony brzegiem S, przedstawiony na schemacie obliczeniowym 
(rys. 5.13), odbywa się przepływ Q.

Algorytm polega na wyznaczeniu z danych wejściowych, którymi są lokalizacje 
kropel wirowych Xj(tk) o cyrkulacji rf w chwili tk, tych samych wielkości w chwili 

tM według następującego schematu:

Rys. 5.13. Przykładowy schemat obliczeniowy dla metody wirów

1. Obliczenie brzegowych wartości funkcji prądu:

xeS 
j

(5.81)

na podstawie lokalizacji kropel wirowych X;(tk) o cyrkulacji I}* w chwili nie

zbędnych do obliczenia na brzegach i wewnątrz obszaru składowej potencjalnej 
v(x, tt) pola prędkości.

2. Potencjalne pole prędkości v(x,rt) wyznaczamy w dwóch etapach:

Etap I. Rozwiązanie zagadnienia Laplace’a:
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z warunkami brzegowymi:

V ~ 0 w obszarze D (5.82)

xeS,_2

WP (x) = Q-Wa (x, tk), xe S34.„.7.g

xeSg_,
on

warunek Dirichleta

(5.83)

^p^)_ ^(x,fj 
dn dn

xeS23 warunek Neumanna

Obliczenia l/p(x, tk) wykonano metodą elementów brzegowych, zgodnie z relacją 

8 3V<p(x,tJ = ^^(x-y>/y,t04y + fG(x-y)—(5.84)

EtapII. Wyznaczenie v(x, rt) jako gradientu:

v(x,tjt) = Vx^, xeDuS

za pomocą różniczkowania wyrazów po prawej stronie wzoru (5.84).

3. Wyznaczenie składowej wirowej pola prędkości na podstawie kropel wi

rowych. Obliczenia wykonywane są wewnątrz obszaru (x = X,. (ij) i w środkach 

odcinków brzegowych (xe S ) za pomocą wzoru:

w(x,t0) = ^KE(x-XJ(t0)^r7, położeniej-tej kropli wirowej (5.85)
j

4. Przemieszczenie „starych” wirów wynikające z etapu adwekcji, polegające na obli
czeniu nowych lokalizacji wirów na podstawie składowych wirowej i potencjalnej 
pola prędkości, zgodnie z równaniem:

X*(tk +Ar) = X,.(tł)+At(w/ + v/) (5.86)

gdzie w, i v; - składowe w punktach X;(r0)

5. Wyznaczenie cyrkulacji T*1 „nowych” wirów, zapewniających spełnienie warunku 

zerowania składowej stycznej U( prędkości u = w + v na brzegu obszaru. W tym 
celu obliczamy:
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(5.87)

gdzie u(i - wektor prędkości us w środku elementu brzegowego^.

6. Przemieszczenie wszystkich wirów („nowych” i „starych”) wynikające z etapu 
dyfuzji wirowości zgodnie z równaniem:

K.CM^^+Arj^ + i] (5.88)

gdzie X* -X* (lt + At) w przypadku „starych” wirów, X* - środek odcinka dSj w 

przypadku „nowych” wirów.
7. Eliminację wirów, które wypadły poza obszar D.

8. Powrót do punktu l z warunkiem początkowym, którym jest lokalizacja wirów 
o cyrkulacji F*+l.

W chwili to = 0, od której rozpoczynają się obliczenia, można przyjąć założenie, że 
w obszarze D zaczął się nagle przepływ potencjalny Q. Wówczas dla to = 0 w obszarze 
przepływu nie ma wirów i kroki l-4 algorytmu się pomija.

5.5.4. Brzeg ruchomy

Dla większości rozważanych w niniejszej pracy przykładów obliczeniowych pręd
kość brzegu UA jest równa zeru. Analizując zagadnienie przepływu przez budowlę 
hydrotechniczną, musimy uwzględnić przypadek ruchomego brzegu, na którym 
Ufc / 0. Warunek ten dotyczy części brzegu, stanowiącego ruchome zamknięcie bu
dowli wodnej. Zamknięcie znajduje się w ruchu wynikającym z zamykania lub otwie
rania otworu spustowego. Ruch ten traktować będziemy jako ruch bryły sztywnej skła
dający się w ogólnym przypadku z przemieszczenia i obrotu zamknięcia, wobec czego 
prędkość brzegu można wyrazić następującą relacją:

MM=UoW+(xrxM(0 (5.89)

gdzie x0 - środek obrotu bryły sztywnej, Uo - wektor prędkości liniowej przemiesz
czającego się zamknięcia, £20 - prędkość kątowa względem środka obrotu, xb - współ
rzędna należąca do brzegu zamknięcia.

W zależności od rodzaju, zamknięcie hydrotechniczne porusza się albo ruchem po
stępowym, albo obrotowym, dlatego w obliczeniach należałoby uwzględniać tylko 
jeden składnik prawej strony równania (5.89). Przedstawimy to na przykładzie opływu 
zamknięcia zasuwowego poruszającego się ruchem postępowym, skierowanym piono
wo z prędkością Ur Algorytm obliczeń jest w tym przypadku następujący:
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Przez D oznaczamy obszar otoczony przez brzeg S = 1-2-3-4-5-6-7-8, przez D' 
nowy obszar otoczony brzegiem S’ = 1-2-3-4-5-6-7-8 wynikający z ruchu za
mknięcia, zgodnie z rysunkiem 5.14.

Punkty 5 i 6 przemieszczają się z prędkością Uy, osiągając po czasie At położenie 
5' i 6'. W konsekwencji tego ruchu, obliczając lokalizacje kropel wirowych X( (tt+1) 

o cyrkulacji F*+1 w chwili tk+i,na podstawie danych w chwili tk, uwzględniamy:

a) prędkość Uy na odcinku S4-5, Ss_6, SM
b) zmianę geometrii obszaru przepływu z D na D'

1. Obliczenie brzegowych wartości funkcji prądu:

V^(x,tA.) = £Gf(x-X;(tj)r‘, xgS (5.90)
j

odpowiadającej lokalizacji wirów X; (tk) o cyrkulacji F‘ w chwili tk, niezbędnych 

do obliczenia na brzegach i wewnątrz obszaru składowej potencjalnej v(x, tk) pola 
prędkości.

2. Potencjalne pole prędkości v(x, tk) wyznaczamy w dwóch etapach:
Etap HI. Rozwiązanie zagadnienia Laplace’a:

V2!/p=0 w obszarze D (5.91)

z warunkami brzegowymi przedstawionymi na schemacie obliczeniowym uwzględ
niającymi prędkość brzegu uv na odcinku 5-6:
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xeó5_6 (5.92)

WP (x) = Q -Wa (x, tk) - (u,, ), xe S6_y u S7_8

= (x, tk HUyJ5J dla xe S8_9

gdzie ^Uy,S5_6^ oznacza iloczyn skalarny wektorów Uv i S^.

Obliczenia i/rp(x, tk) wykonano metodą elementów brzegowych zgodnie z relacją

3 3(x-y>p (ydk )dy + JG(x - y)^~Wp (y,tk )dy (5.93)

Etap IV. Wyznaczenie v(x,rjt) jako gradientu

xeD^S

za pomocą różniczkowania wyrazów po prawej stronie wzoru (5.93).
3. Wyznaczenie składowej wirowej w(x, tk) pola prędkości odpowiadającej wirom za 

pomocą wzoru:

w(x,r0) = ^KE(x-Xy(r0))r;, Xy(r0)_pO|Ożeniej-tej kropli wirowej (5.94) 
j

wewnątrz obszaru (x = Xi(tk)) i w środkach odcinków brzegowych (xe S) .

4. Przemieszczenie „starych” wirów wynikające z etapu adwekcji polegające na obli
czeniu nowych lokalizacji wirów na podstawie składowych wirowej i potencjalnej 
pola prędkości, zgodnie z równaniem:

X‘(^+At) = X/0+At(w( + v.) (5.95)

gdzie w(. i y, - składowe w punktach X;(r0)

5. Wyznaczenie cyrkulacji r*k „nowych” wirów, zapewniających spełnienie warunku 
zerowania składowej stycznej uv prędkości u = w +v na brzegu obszaru, z doda
niem do niej prędkości U? na brzegach i oraz U,, sin a na brzegu S^. 
W tym celu obliczamy:

Ft^-Uń-dSi (5.96)

gdzie u„ - wektor prędkości U( w środku elementu brzegowego dst.
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6. Przemieszczenie wszystkich wirów („nowych” i „starych”), wynikające z etapu 
dyfuzji wirowości, zgodnie z równaniem

Xi(rw)-Xi(rt+At)-X’ + ii (5.97)

gdzie X* = X*(tk + At) w przypadku „starych” wirów, X* - środek odcinka dst 

w przypadku „nowych” wirów.
7. Eliminację wirów, które wypadły poza obszar D', uznajemy bowiem, że w czasie 

At brzeg przemieścił się do nowego położenia wyznaczonego przez kontur S' = 
1-2-3-4-5-6-7-8.

8. Powrót do punktu 1 z warunkiem początkowym, którym jest lokalizacja wirów 
X;(h-+1) o cyrkulacji F*+l w obszarze D'.

Interesującym przypadkiem związanym z eksploatacją zamknięć hydrotechnicz
nych jest ich ruch drgający spowodowany przepływem wody. W przypadku zasuwy 
płaskiej, dla której możliwe są drgania pionowe spowodowane sprężystym odkształce
niem podwieszenia zamknięcia oraz poziome wynikające z jego ugięcia jako sprężystej 
płyty podpartej przegubowo w filarach, odpowiednie warunki brzegowe (5.89) można 
przedstawić w postaci funkcji trygonometrycznych:

UA1 (r)=2n/1Alcos(27tf1)
(5.98) 

Uw (t) = 27t/2A2cos(27t/2+0)

gdzie A, i f - amplitudy drgań zasuwy i ich częstotliwość (z uwzględnieniem masy 
towarzyszącej wody) w kierunku osi 0 - przesunięcie fazowe między drganiami 
w obu kierunkach.

5.5.5. Brzeg periodyczny

Warunek periodycznego brzegu może być istotny w pewnych szczególnych przy
padkach przepływu. Przykładem jest przepływ przez „komórkę” stanowiący powta
rzalną strukturę większego obszaru, w którym przepływ jest wynikiem działania siły 
zewnętrznej, np. zewnętrznego gradientu ciśnienia. Wówczas zakłada się również pe- 
riodyczność wszystkich fizycznych wielkości związanych z przepływem wraz z perio- 
dycznością warunków brzegowych wszystkich komórek w obszarze przepływu. Taki 
model powtarzalnej struktury stanowi podstawę teorii homogenizacji w ośrodkach 
periodycznych. Rozwiązanie analityczne lub numeryczne zagadnienia przepływu 
w pojedynczej komórce daje możliwość określenia parametrów efektywnych dla całe
go obszaru odpowiadających parametrom fizycznym pojedynczej komórki. Szczegóły 
dotyczące teorii homogenizacji można znaleźć m.in. w monografiach (Auriault i in., 
1994, Strzelecki i in., 2007).
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Zastosowanie warunku periodyczności w odniesieniu do stochastycznej metody wi
rów dyskretnych omówiono na przykładzie dwuwymiarowej struktury periodycznej. 
Przyjmijmy strukturę periodyczną składającą się z kwadratowych komórek o boku L 
przedstawioną na rysunku 5.15, przez którą odbywa się przepływ cieczy lepkiej opisa
ny równaniem Helmholtza (podrozdz. 5.5).

Rys. 5.15 Struktura obszaru złożonego z periodycznych „komórek”

Periodyczność pola wirowości zapiszemy w postaci relacji

co(y,t)=cy(y+kL,t) (5.99)

gdzie y = (y1,y2) - wektor położenia punktu w komórce Do, k = (ki,k2) wektor okre
ślający liczbę komórek o boku L w kierunku obu osi od początku układu współrzęd
nych (komórki 0).

Prędkość w dowolnym punkcie x = (xpXj) struktury wyznaczymy za pomocą wzo
ru Biota-Savarta (5.19)

u(x,r) = jK(x-z)to(z,r)& (5.100)
R2

Dzięki periodyczności pola wirów, wyrażonej w (5.99) wzór (5.100) można prze
kształcić do postaci

u(x,t)= jK(x-z)w(z, t)dz = ^ JK(x-y-kL)ćo(y,t')dy
R2 k D„

. (5.101)= J X K(x-y-k£>(y, t)dy
Do k

Można wykazać (Cotet, 2000), że suma pod całką jest jednostajnie zbieżna dla 
y G Do. W dowodzie wykorzystuje się symetrię jądra K oraz następujący fakt
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Wprowadzenie warunku periodyczności do metody wirów wymaga teraz dokonania 
niewielkich zmian. Przyjmujemy we wzorze (5.101)

K*(x) = £K(x + kL) 
k

(5.102)

dalej można postępować jak w opisanej wcześniej metodzie wirów, gdzie początkowe 
pole wirowe było niezerowe w obszarze ograniczonym (miało zwarty nośnik). Na 
przykład obliczenia stochastyczną wersją metody wirów dyskretnych w obszarze ogra
niczonym przeprowadzamy, zaczynając od regularyzacji jądra K. za pomocą funkcji 
wygładzającej fe, w wyniku czego otrzymujemy K*, które po wstawieniu do równa
nia (5.59) umożliwia obliczenie wartości prędkości w punktach dyslokacji wirów

u,.(f)=XK;(x,(t)-xy(t))r j 
i

(5.103)

Algorytm obliczeń dla obszaru periodycznego nie będzie różnić się w zasadzie od 
przedstawionego w punkcie 5.5.2. Jedyna różnica pojawi się w traktowaniu kropli wi
rowej, która opuszcza obszar obliczeniowy Do. Należy ją teraz wprowadzić ponownie 
do obszaru

X/r)+kŁ = X’(t) (5.104)

dobierając wektor k, zależnie od boku, przez który opuszcza ona obszar.

5.6. Uwagi dotyczące zbieżności 
stochastycznej metody wirów

Podstawowe znaczenie dla przybliżonego rozwiązywania zagadnień ma analiza 
błędu aproksymacji zastosowanej metody. W metodzie wirów stosowanej dla aprok
symacji równania Naviera—Stokesa, temu problemowi poświęca się ciągle bardzo 
wiele uwagi, zob. Chorin i Marsden (1990), Beale i Majda (1982a, 1982b, 1985), 
(Majda i Bertozzi, 2002). Najlepsze właściwości aproksymacyjne w tej klasie metod 
ma metoda losowa, zaproponowana po raz pierwszy przez Chorina (1973). Tutaj dys
kretyzację zagadnienia po zmiennej czasowej przeprowadza się w dwóch etapach.
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W pierwszym etapie dyskretyzuje się równanie Eulera, modelujące zjawiska adwekcji 
wirowości, a w drugim etapie równanie przewodnictwa ciepła, modelujące tu zjawiska 
dyfuzji wirowości. Równania Eulera, odpowiadające przypadkowi braku lepkości 
w równaniu ogólnym, dyskretyzuje się za pomocą deterministycznych metod wirów, 
natomiast równanie przewodnictwa ciepła symulowane jest za pomocą losowych, nie
zależnych gaussowskich ruchów wirowości. Cały proces postępowania, z zastosowa
niem losowych metod wirów można uważać za uogólnienie deterministycznych metod 
dla równania Eulera, polegające na dodawaniu wyrazu losowego - gaussowskiego 
ruchu losowego wirowości. Zagadnienie wyznaczenia rzędu zbieżności tych metod jest 
ciągle intensywnie badane. Najbardziej znaczące wyniki na tym polu uzyskali Hałd 
(1987), Beale i Majda (1985), Majda i Bertozzi (2002). Z powodu nieliniowego cha
rakteru równań, opisujących przepływ cieczy lepkiej, analiza błędu aproksymacji jest 
trudna i wymaga stosowania zaawansowanych pojęć, technik i twierdzeń matematycz
nych, między innymi: teorii przestrzeni Soboleva, dystrybucji, metod analizy harmo
nicznej, twierdzenia Calderona-Zygmunda.

5.6.1. Adwekcja wirowości

W niniejszej pracy na przykładzie wybranego zagadnienia

—- + uVco=vAto
dt

cu(x,O) = <uo(x)
(5.105)

gdzie <y(x, t) - wirowość przepływu w R2, m0(x) - rozkład wirowości w chwili t = 0 
o zwartym nośniku.

W pierwszym etapie zajmujemy się dyskretyzacją równania Eulera związanego 
z zagadnieniem (5.105)

•^■+uVco = O 
dt

Ten proces był opisany w rozdziałach 5.3 i 5.5 i zaczynał się od sformułowania 
równoważnego równania różniczkowo-całkowego dla trajektorii cząstek

—(a, t)= J K(X(a, t)-X(a', t))w0 (a')^ 
ot '2

a'

z warunkiem początkowym X(a, 0) = ae R2.
Metoda wirów polega teraz na dyskretyzacji tego równania z jednoczesnym zastą

pieniem całkowego jądra K, jądrem zregularyzowanym. W rezultacie otrzymuje się 
układ równań różniczkowych zwyczajnych
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= X K£^-X^)(O^ (5.106)
“t jie\h

gdzie:

, x 
KE=K*/E, = e f - . e>0, 

£ .
j’/(x)dk = l, coj =too(ap
R2

a A''={a;: a,.i^h, i^i^iJeZ2} jest przyjętą siatką w R2.

Ponieważ początkowy rozkład wirowości C90(x) ma zwarty nośnik, więc układ ma 

skończoną liczbę równań. Wyznaczone z układu (5.106) X,(t) traktujemy dalej jako 
przybliżone trajektorie cząstek Xi(t) = X(a;, t).

W dalszym etapie konstruujemy ciągłe i dyskretne pola prędkości za pomocą wzorów 

u" (x, /) = £ KE (x - Xj (tS^h2, uA (r) = £ KE (x, (z) - \ (t^h2

Jak zasygnalizowano już w rozdziale 5.4.2, wybór odpowiednio regularnej funkcji 
wygładzającej f ma podstawowe znaczenie dla dokładności metody. Zwykle takich 
funkcji poszukuje się w klasach ML'm' zdefiniowanych za pomocą warunków:

(i) J/(x)rfx = l, 
r2

(ii) Jx^f(x)dx~0, l<|/3|<m-1,
R1

(iii) feć(4

(iv) /(x)(l+|x| ) —>0, gdyx-»o°, 0<i<L, j>0.

Analiza numeryczna zbieżności metody wirów, podobnie jak dla innych metod nu
merycznych, składa się z dwóch elementów: analizy zgodności i stabilności. W tym 
celu wprowadza się do rozważań pomocnicze pole prędkości zwane polem odniesienia, 
określone wzorem

uh{x,t) = ^Kc(x-Xj^)(DJh2.

Jego dyskretnym odpowiednikiem jest wtedy pole

u,, (r)=u,r (x( (t), t)=£Ke (x; (t) - Xj (t^cOjh2
J

Interesujący nas błąd metody, różnicę między polem dokładnym u(x, t) a przybli
żonym, rozkładamy na dwa składniki
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err(x, t) = |u(x, t) -u(x, r)| |uA (x, t)-uh (x, r)| + |u'' (x, t) - u(x, r)|

z których pierwszy jest związany z właściwością stabilności metody, a drugi z jej 
zgodnością. Dla części odpowiedzialnej za zgodność, jedno z najlepszych znanych 
oszacowań jest postaci:

I
ł I łl

r)-u(x, r) <C £m + — 
k£

E

jeżeli funkcja wygładzająca f&ML'm (Anderson i Greengard, 1988).
Natomiast dla części odpowiedzialnej za stabilność, istotne jest następujące osza

cowanie.
Jeżeli

maxXy(O-X/O<£

dla wszystkich t, 0<t<T„<T,to

jednocześnie dla re[0,Tt], gdzie dyskretna norma Lp, ||v,|lz£ ^2)

i 8(1^) jest kołem o promieniu Ro.
Dowody podanych faktów są trudne, uciążliwe rachunkowo i jak wspomniano 

wcześniej wymagają zaawansowanych technik matematycznych.
Łącząc te dwa fakty, nietrudno już teraz uzasadnić podstawowe dla określenia rzę

du zbieżności metody wirów twierdzenie:

Twierdzenie 1
Załóżmy, że pole prędkości u(x, t) jest dostatecznie gładkie, początkowa wirowość 

ma ograniczony nośnik oraz funkcja wygładzająca Wtedy dla dostatecznie

małych h i E, E>hq, ^<1, mamy:
(i) zbieżność trajektorii

s|x,w-x,(()||l! <c
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(ii) zbieżność dyskretnego pola prędkości

m^||u,A(r)-u(X|.(t),^)||^ <C E

(iii) zbieżność ciągłego pola prędkości

max u(-,t)-u(-,t)|| , ,

Tutaj Ro >0 jest dowolnym skończonym promieniem, stała C zależy jedynie od T, 
L, m, p, q, Rq, średnicy nośnika wirowości m0(x) i od założonej liczby pochodnych 
(rzędu gładkości) pola prędkości u(x, t).

5.6.2. Zbieżność metody przypadkowego błądzenia

Drugi etap dyskretyzacji równań N-S, uwzględniający wpływ dyfuzji, opiera się na 
probabilistycznej interpretacji tego zjawiska jako współdziałających procesów dyfuzji. 
Punktem wyjścia do rozważań jest spostrzeżenie, że wyjściowe zagadnienie (5.105), 
sformułowane w terminach wirowości, można również zapisać w postaci (Long, 1988)

—+V-(uco)=vV2w 'Z (5.107)

W teorii procesów stochastycznych równanie (5.107) ma ważną interpretację. 
W celu jej przedstawienia rozważamy uogólnienia trajektorii cząstek X(t, a), ae R2 
odpowiadających równaniu (5.107) w postaci procesu stochastycznego dyfuzji 
X(t, a, c), t > 0, ae R2, określonego na pewnej przestrzeni probabilistycznej £2 
(cre Q), a zdefiniowanego za pomocą równania stochastycznego

dX(t, a) = u(X(r, a),t)ćZr + V2v<7W(t) (5.108)

gdzie W(r) jest standardowym procesem Wienera (ruchem Browna) w R2, £2 jest prze
strzenią probabilistyczną. Dla uproszczenia zapisu tam, gdzie to nie prowadzi do nie
porozumień, nie piszemy argumentu probabilistycznego o w oznaczeniach procesów.

Z uwagi na prostą formę składnika niedeterministycznego równanie to można 
przedstawić w formie całkowej

t
X(t9 a) = a+ju(X(.s, a),s)ds+V2v W(r) (5.109) 

o
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prościej niż w przypadku ogólnego równania stochastycznego, nie ma bowiem potrze
by korzystania z całki stochastycznej Ito lub innych podobnych całek stochastycznych. 
Ponieważ proces Wienera ma ciągłe trajektorie z prawdopodobieństwem jeden, ostat
nie równanie może być rozwiązywane deterministycznie dla każdej poszczególnej 
ciągłej trajektorii procesu W(r) z osobna, co prowadzi do deterministycznego rów
nania całkowego typu Volterry

l
£(^a) = a+Ju(£(s,a),s)rA+V^W (5.110)

0

gdzie^(r,a) = X(r,a;cr), dla crei2 Jest trajektorią procesu dyfuzji.

Zakładając dostateczną dla tego typu równań regularność pola prędkości u, równa
nie całkowe (5.110) ma dokładnie jedno ciągłe rozwiązanie. Ta szczególna właściwość 
trajektorii procesu dyfuzji XJ, a), jako ciągłych rozwiązań odpowiedniego równania 
całkowego ma podstawowe znaczenie dla zbieżności metody przybliżonej.

Podstawowa relacja między równaniem parabolicznym (5.107), a równaniem sto
chastycznym (5.108) polega na tym, że rozwiązanie podstawowe G(x, t;a, 0) równa
nia (5.107) jest jednocześnie gęstością prawdopodobieństwa przejścia dla procesu dy
fuzji X(z, a), tzn. G(x, r;a, J jest gęstością prawdopodobieństwa, że cząstka znaj
dująca się w chwili s w punkcie ae R2 osiągnie punkt x w czasie t > 0.

Można to zilustrować jeszcze nieco inaczej. Rozważmy mianowicie gęstość rozkła
du N cząstek w przestrzeni R2 w chwili t = 0, p0(x), xe R2, tzn. dla dowolnego ma
łego kwadratu o środku w punkcie x i boku Ax liczba cząstek AA w kwadracie speł
nia relację

.... ,2 AA
p0(xXAx) =— (5.111)

Jeśli te cząstki są poddane procesowi dyfuzji zgodnie z procesem X(t,a) zadanym 
równaniem (5.108), to gęstość rozkładu cząstek w chwili t >0 ma postać

P(x,O = £2G(x,r;a,O)po(a)da (5.112)

Z drugiej strony p(x,r) jest jedynym rozwiązaniem równania deterministycznego 
(5.107) z warunkiem początkowym p(x, 0) = po(x). Spostrzeżenia te sugerują możliwo
ści wyznaczania funkcji p(x, t) i innych jej transformacji, jak na przykład K£*p(x, 0) 
w sposób przybliżony za pomocą symulacji procesów stochastycznych.

Jedyną różnicą, z którą się spotykamy porównując interpretację probabilistyczną 
z rzeczywistym procesem transportu wirowości, jest to, że teraz wirowość, w odróż
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nieniu od gęstości prawdopodobieństwa, może przyjmować zarówno wartości dodatnie 
jak i ujemne. Nie ma to jednak żadnego wpływu na tok rozumowania. Wystarczy w 
odpowiadających wzorach zamienić p(x,t) nam(x,t), aby otrzymać poszukiwane 
rozwiązanie dla dyfuzji wirowości.

Jeżeli trajektorie są wyznaczone za pomocą równania stochastycznego, to pole 
prędkości jest następujące

u(x, /)= j K(x-y)m(y,r)dy
R2

= j K(x-y) J G(y, t; a, 0)<y(a, tydady 
R2 R2

K(x - y)G(y, t\ a, O)r/y tu(a, 0)Ja
(5.113)

= j £[K(x-X(t, a))]w(a, 0)rZa,
R2

gdzie EY oznacza wartość oczekiwaną wektora losowego k(<7).

W ten sposób równanie stochastyczne (5.108) może być teraz zapisane w postaci

dX(t, a)=u(X(r, a),t)dt+j2vdW(t) 

R-

£'[K (X(t, a)- X(t, a'))]<y(a', Ojz/a' -dt + V2vrZW(?) (5.114)

gdzie £/[K(X(t,a)-X(t,a'))] jest równe wartości oczekiwanej £[K(x-X(r, a'))] 

obliczonej dla x = X(r, a).
Równanie (5.114) odpowiada podstawowemu równaniu różniczkowo-całkowemu 

dla cieczy nielepkiej (v = 0). Prowadzi to w naturalny sposób do sformułowania meto
dy przybliżonej dla przypadku cieczy lepkiej. Wystarczy tylko trajektorie determini
styczne X;(r) i X,(t) w równaniach (5.41)—(5.45) zamienić odpowiednimi procesami 

dyfuzji, oznaczanymi dalej tymi samymi symbolami X/r) i X,(t). W ten sposób 
X,(?) jest rozwiązaniem układu równań stochastycznych

-dt + ^d^.^t} (5.115) 
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z warunkami początkowymi X,(0)i, ie A*, a X,.(/) jest rozwiązaniem ukła
du równań stochastycznych

rfX((t) = u(X;(r),t)A+>/2vdW/(r) (5.116)

z warunkami początkowymi X, (0) = a; = ń • ze A/!, gdzie W,(r) = W(r,a,;cr) są nie

zależnymi, standardowymi procesami Wienera w R2.
Dalej prezentujemy jeden z najlepszych wyników dotyczących oszacowania błędów 

aproksymacji metodą stochastyczną (Long, 1988)

Twierdzenie 2
Niech będą spełnione założenia twierdzenia 1. Wtedy istnieją stałe C', C">0, 

które zależą jedynie od parametrów wymienionych w twierdzeniu 1 takie, że nastę
pujące oszacowania:

(i) dla trajektorii cząstek

S||X,(I)-X,W| <c

(ii) dla dyskretnego pola prędkości

ma^||u''(r)-u(XM<,;

(iii) dla ciągłego pola prędkości

zachodzą na zbiorach o mierze prawdopodobieństwa większej niż l-hcc, o ile 
C>C".

Uwaga. W wyborze stałej C jest pewna dowolność. Przyjmując w podanych wzorach większą 
wartość stałej C > 0, otrzymujemy zbieżność metody przybliżonej na zbiorach o większej mierze. 
Jednocześnie pogarszają się wtedy oszacowania błędu. Stąd w praktycznych obliczeniach w wybo
rze tej stałej musimy podjąć kompromis między prawdopodobieństwem a dokładnością metody.

Dowód zbieżności metody stochastycznej obliczania równania dyfuzji można zna
leźć w pracach (Majda i Bertozzi, 2002) i (Ying i Zhang, 1997).
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5.7. Przykłady obliczeń pól prędkości 
i wirowości metodą kropel wirowych

Przykładowe obliczenia wykonano na podstawie autorskich algorytmów i progra
mów komputerowych. Program metody wirów o nazwie MetVir napisany został 
w języku Fortran 95 pod kompilatorem początkowo firmy Lahey wersja 5.6, a następ
nie firmy Intel wersja 8. Procedury służące wizualizacji wyników obliczeń w postaci 
wykresów położenia wirów, położenia linii prądu, rozkładów pola wirowości i prędko
ści napisano w programie MatLab wersja R2007a.

Działanie metody wirów sprawdzono przez porównanie z wynikami badań ekspe
rymentalnych i obliczeń numerycznych innych autorów. Do porównania wybrano dwa 
najczęściej analizowane przypadki przepływu, w których występuje strefa recyrkulacji 
i niestabilność warstwy granicznej. Pierwszym z nich jest przepływ przez stopień (kanał 
z nagłym poszerzeniem), a drugim swobodny opływ walca. Oba rodzaje przepływów 
były wielokrotnie badane eksperymentalnie ze względu na ich istotne znaczenie 
w zagadnieniach inżynierskich i dlatego nadają się do weryfikacji metody numerycznej.

5.7.1. Strefa recyrkulacji w kanale ze stopniem

Analiza zjawiska przepływu przez kanał ze stopniem (rys. 5.16), za którym po- 
wstaje strefa recyrkulacji, stanowi punkt odniesienia do weryfikacji metod obliczenio
wych wielu inżynierskich obszarów, takich jak: hydraulika obiektów piętrzących, 
przewodów zamkniętych i mechanika maszyn przepływowych. Zagadnienie kontroli 
odrywania strumienia i jego powtórnego przylegania do ściany przewodu oraz znajo
mość długości powstającej strefy w całym zakresie liczb Reynoldsa ma niebagatelne 
znaczenie ze względu na trwałość, wydajność i bezpieczeństwo urządzeń hydrotech
nicznych.

L +i

L.

strefa recyrkulacji jot

Rys. 5.16. Schemat kanału ze stopniem

Przepływ przez stopień (ang. backword-facing step) był przedmiotem licznych ba
dań eksperymentalnych dotyczących długości strefy recyrkulacji i profili prędkości 
poniżej stopnia, wykonywanych początkowo w przypadku przepływu laminarnego do 
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wartości liczb Re = 229 (Denham i Patrick, 1974) i Re = 400 (Hojni, 1974), a następnie 
wraz z rozwojem urządzeń pomiarowych dla liczb Reynoldsa odpowiadających ru
chowi przejściowemu i turbulentnemu. Armaly i inni (1982) przeprowadził badania dla 
liczb Re = 100-8000, a Yoshioka i inni (2001) określał wpływ zaburzeń periodycznych 
przepływu na długość strefy oraz wielkość naprężeń turbulentnych dla Re = 3700. 
Wyniki badań eksperymentalnych, dotyczących m.in. rozkładu ciśnienia na ścianach 
przewodu za stopniem, zostały podane w pracy Auret i inni (1987) dla Re = 42000.

Zagadnienie powstawania strefy recyrkulacji oraz występujących za stopniem roz
kładów prędkości badane było również różnymi metodami numerycznymi, a wyniki 
porównywano do wyników przedstawionych badań eksperymentalnych. Metodę wirów 
zastosowali Ghoniem i Sethian (1986), Sethian i Ghoniem (1987), Kudela i Kostecki 
(1992) dla liczb Re = 100-5000, metodę elementów skończonych z wykorzystaniem 
modelu ruchu turbulentnego K-e Autret i inni (1987), ten sam model oraz metodę LES, 
ale rozwiązywaną według metody objętości skończonych dla liczb Re = 6000 i 38000 
zastosował Neto i inni (1993). Vellando i inni (2002) wykorzystał metodę elementów 
skończonych oraz zlinearyzowaną postać równań Naviera-Stokesa do wyznaczenia 
przepływu przez stopień dla Re = 100-1400. Barber i Fonty (2002) przedstawili zasto
sowanie deterministycznej metody wirów do określenia rozkładów prędkości w przy
padku ruchu laminamego dla Re = 229.

W niniejszej pracy przedstawiono wyniki numerycznego modelowania przepływu 
przez stopień dla dwóch przypadków: długości strefy recyrkulacji i rozkładów prędko
ści. Model numeryczny przedstawiono w układzie bezwymiarowym, przyjmując nowe 
bezwymiarowe zmienne wektora prędkości u znormalizowane względem jednostkowej 
prędkości U na wlocie do kanału, współrzędne kartezjańskie x = (x, y) odniesiono do 
charakterystycznej wysokości stopnia Hs, liczbę Reynoldsa określono za pomocą wy
rażenia R&=UhJv , gdzie v jest kinematycznym współczynnikiem lepkości.

Obliczenia wykonano stochastyczną metodą wirów według zasad opisanych 
w punkcie 5.5.3. Rozkład potencjalnej prędkości wyznaczano na podstawie funkcji 
prądu metodą elementów brzegowych, zgodnie z założeniami przedstawionymi 
w punkcie 5.5.2. W obliczeniach przyjmowano, że w kanale, w chwili to = 0, zaczął się 
nagle przepływ potencjalny z prostokątnym profilem prędkości Ub na wlocie. Wów
czas dla to = 0 w obszarze przepływu nie ma wirów, które podlegają generacji wzdłuż 
brzegów kanału w następnym kroku czasowym na podstawie składowej stycznej pręd
kości. W kolejnych krokach czasowych następuje wzrost liczby kropel wirowych 
o ujemnej i dodatniej cyrkulacji, które przemieszczają się pod wpływem pola prędko
ści. Jednocześnie część wirów podlegała eliminacji, gdy wskutek przemieszczenia 
znalazły się poza brzegami obszaru przepływu, zgodnie z opisem zamieszczonym 
w punkcie 5.5.3. Obliczenia kończono, gdy liczba wirów ustalała się na pewnym po
ziomie, wykazując tylko niewielkie wokół niego fluktuacje (rys. 5.17 a), co oznaczało 
ustalenie warunków przepływu.
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a) b)

Wariant I
Ł=10,0
H= 1,0
W. = 0,5

Wariant II
L = 20,0 
//=3,0
H = 1,0

Rys. 5.17. Krzywa liczby kropel wirowych w obszarze przepływu za stopniem 
dla Re = 100 (a), schemat kanału ze stopniem (b)

Porównanie zasięgu strefy recyrkulacji wykonano dla przepływów w kanale za 
stopniem w zakresie liczb Reynoldsa 100-10000. Rozważano dwa schematy, w któ
rych stosunek wysokości kanału H do wysokości stopnia Hs wynosił 2:1 i 3:1, aby 
porównać wyniki z badaniami Denham i Patrick (1974) i Armaly i inni (1982), Yos- 
hioka i inni (2001) i obliczeniami numerycznymi metodą warstw wirowych wykona
nych przez Sethian i Ghoniem (1987). Nie stwierdzono istotnego wpływu geometrii na 
długość strefy recyrkulacji za stopniem. Schemat kanału przedstawiono na rysun
ku 5.17b.

Wizualizację długości strefy wykonano na podstawie obliczeń funkcji prądu, a za
sięg strefy recyrkulacji Lr wyznaczało położenie pierwszej linii prądu, której wartość 
wynosiła 0,0. Krok czasowy w tych eksperymentach wynosił 0,05, brzeg podzielono 
na odcinki długości 0,1, na których warstwa wirowa zamieniana była na krople wi
rowe. Położenie linii prądu było określane w punktach kwadratowej siatki pokrywa
jącej obszar przepływu o boku 0,1. Położenie linii prądu było uśredniane po czasie 
odpowiadającym 50 krokom czasowym, aby zmniejszyć statystyczny błąd wynikają
cy z zastosowania stochastycznej metody wirów. Wyniki obliczeń położenia linii 
prądu dla kanału o długości L = 10, wysokości H = 1 oraz wysokości stopnia 
Hs= 0,5, dla wybranych trzech wartości liczby Reynoldsa, przedstawiono na rysunku 
5.18.

Na rysunku 5.19 przedstawiono wyznaczone długości strefy recyrkulacji dla róż
nych liczb Re i porównanie z wynikami trzech różnych badań doświadczalnych.

Metoda wirów bardzo dobrze odtwarza warunki przepływu ruchu laminarnego 
Re <500 uzyskane przez Denhama i Patricka (1974) (rys. 5.18). W ruchu przejścio
wym długość strefy nie zwiększa się, mimo iż badania eksperymentalne wskazująjej
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Re = 5000.00 kt = 450-500 dt = 0.050 N= 7024

Rys. 5.18. Uśrednione linie prądu do obliczenia długości strefy recyrkulacji

18

16 •4-;
14

12 -

...o. 
o8

10 - -S--O .......
<P°O

o Armaly (1982)

oDenham i Patrick{1972)Lr

oYoshioka(2001)

i Badania autora

x Sethian Ghoniem (1986)
s

8--d^

6 -f 
□ f..

4

2

0
01 23456789 10

Re/1000

Rys. 5.19. Długości strefy recyrkulacji xr dla liczb Reynoldsa 50-10000

zwiększenie aż do Re ~ 1000. Wyniki innych symulacji metodą wirów również wyka
zują tę niezgodność (Sethian i Ghoniem, 1986). Przyczyną tego są trudności odwzoro
wania charakterystyki ruchu przejściowego cieczy, w którym intensywnie tworzą się 
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i odrywają struktury wirowe za stopniem, które są następnie unoszone wzdłuż kanału. 
Dla ruchu turbulentnego, Re > 3000, długość strefy się stabilizuje i jest zgodna z wy
nikami badań prezentowanych przez Armaly i innych (1983) oraz Yoshioka i innych 
(2001).

Metodę wirów sprawdzano również przez porównanie profili prędkości dla dwóch 
liczb Reynoldsa: Re = 125 na podstawie wyników Denham i Patrick (1974) oraz 
Re = 3700 według pracy Yoshioka i inni (2001). Parametry obliczeniowe zastosowane 
w tym eksperymencie były takie same jak opisane poprzednio. Prędkości poziome uv w 
poszczególnych pionach normalizowane były w odniesieniu do prędkości wlotowej Ub- 
Współrzędne położenia wektorów prędkości normalizowane były względem wysoko-

—•—Denham L/Hs=0.8

—♦—Denham UHs=2

—Denham UH s=4

Denham UHs=6

-•-Denham UHs=8

+ AutorUHs=0.8

+ AutorUHs=2

+ Autor UHs=4

+ Autor UHs=6

+ Autor L/Hs=8

+ Autor UHs=2

+ Autor UHs=4

+ Autor UHs=6

+ Autor UHs=8

+ Autor UHs= 10

------ Yoshioka UHs=2

—Yoshioka L/Hs=4

------Yoshioka L/Hs=6

—Yoshioka L/Hs=8

------ Yoshioka UHs=10

x/Hs

Rys. 5.20. Porównanie obliczonych profili prędkości w kanale za stopniem 
z wynikami pomiarów: a) Re = 125, b) Re = 3700

Z przedstawionego porównania wynika, że uśrednione profile prędkości dla Re = 
125, obliczone na podstawie proponowanej metody numerycznej, odpowiadają kształ- 
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tern profilom uzyskanym eksperymentalnie. Świadczy to o dobrej aproksymacji prze
pływu metodą wirów. Dobrą zbieżność z doświadczeniem uzyskano również dla liczby 
Re = 3700.

5.7.2. Opływ przeszkody - metoda wirów 
deterministyczna i stochastyczna

Przedmiotem wielu prac eksperymentalnych i symulacji numerycznych jest dwu
wymiarowy opływ walca cieczą lepką i nieściśliwą. Niestabilność opływu i tworzenie 
się śladu za opływanym walcem jest bowiem nie tylko jednym z fundamentalnych 
problemów mechaniki płynów, ale dotyczy także dużej liczby różnych inżynierskich 
rozwiązań. Większość prac fizycznych i numerycznych omawiających to zagadnienie 
skupia się na kilku wybranych aspektach, takich jak położenie punktu oderwania 
ścieżki wirowej, wzajemne oddziaływanie między polem prędkości a ciśnienia, two
rzenie się różnych struktur wirowych w obszarze śladu (Gryboś, 1998), (Jeżowiecka- 
Kabsch i Szewczyk, 2001), (Batchelor, 1967), (Braza i inni 1985), (Cheer, 1988), (Sty- 
czek i Wald, 1995), (Kida i inni, 1999), (Nakanishi, 1999).

Jako przykład obliczeń metodą wirów przedstawiono wizualizację dwuwymiarowe
go opływu pojedynczego walca dla liczby Reynoldsa Re = 104. Na rysunku 5.21 przed
stawiono ścieżkę wirową z typowymi dla tego zjawiska strukturami wirowymi ufor
mowanymi z pojedynczych kropel wirowych dla kilku wybranych czasów. W począt
kowej fazie przepływu wiry, które generują się na obwodzie walca (rys. 5.22a, b), 
gromadzą się za walcem symetrycznie względem osi zgodnej z kierunkiem przepływu 
(rys. 5.21a). Po około 40 krokach czasowych, odpowiadających t = 2, następuje utrata 
symetrii, co ilustruje obraz linii prądu oraz wirowości za walcem (rys. 5.22c, d). 
W konsekwencji utraty symetrii struktury wirów tworzą się naprzemiennie po obu

Rys. 5.21. Ścieżka wirowa za walcem dla trzech różnych czasów: a) t = 1, b) t = 5, c) t = 15
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stronach walca (rys. 5.21 b), odrywają się i są unoszone z przepływem, tworząc ścieżkę 
wirową Karmana (rys. 5.2Ic). Szerokość ścieżki zwiększa się wraz z odległością od 
walca.

Sposób formowania się ścieżki wirowej, odrywającej się od powierzchni walca, 
oraz kształty pola prędkości i funkcji prądu są porównywalne z przedstawionymi po
dobnymi wynikami uzyskanymi przez Cheer (1988) i Nakanishi (1999).

Rys. 5.22 Odrywanie wirów od powierzchni walca: 
a) t = 1, b) t = 2, c) linie prądu t = 2, d) linie wirowości t = 2

Przedstawione przykłady przepływu przez stopień oraz opływu walca obliczone zo
stały stochastyczną metodą wirów. Autor wykonał także symulacje z zastosowaniem 
przedstawionej w podrozdziale 5.4 metody deterministycznej oraz porównał wyniki 
obliczeń obiema metodami. Obiektem modelowania był w tym przypadku dwuwymia
rowy opływ kwadratowej przeszkody o długości boku równej 1,0 w układzie bezwy
miarowym. Obliczenia wykonano dla liczby Reynoldsa 104 oraz zerowej początkowej 
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wirowości obszaru. Na rysunku 5.23 przedstawiono wizualizację opływu dla wybra
nych kroków czasowych. Z przedstawionego porównania widać, że metoda stocha
styczna dokładniej odtwarza na całej długości obszaru obliczeniowego zjawisko ścież
ki wirowej, z typową strukturą wirów właściwą wirom Karmana. Obliczając zjawisko 
opływu metodą deterministyczną, otrzymano zbliżony kształt ścieżki wirowej tylko 
w bliskości przeszkody, w większej odległości następuje deformacja ścieżki. W obu 
przypadkach obliczeń częstość odrywania wirów od przeszkody była zbliżona i wyno
siła około 10 bezwymiarowego czasu.

Rys. 5.23. Ścieżka wirowa za opływaną przeszkodą w kształcie kwadratu obliczona metodą wirów 

stochastyczną i deterministyczną dla czasu t = 5, 20, 35

Analiza profilu składowej prędkości wzdłuż osi przeszkody równoległej do kierun
ku przepływu (ośx) przedstawiona została na rysunku 5.24. Długość strefy recyrkula
cji wyznaczona jest przez odległość mierzoną od tylnej ściany przeszkody do punktu, 
w którym wartość prędkości zmienia znak na dodatni. W symulacji metodą stocha
styczną długość tej strefy początkowo zwiększa się, a później oscyluje w granicach 2. 
Najmniejszą wartość prędkości uzyskano w odległości 1 od przeszkody. Otrzymane 
wyniki są zbliżone z rezultatami prezentowanymi w pracy Otsuka i inni (1999). 
W obliczeniach metodą deterministyczną obydwie te wielkości są zdecydowanie 
mniejsze, chociaż wartość najmniejsza prędkości jest taka sama i wynosi -0,8.

Deformacja ścieżki w obliczeniach deterministycznych wynika zdaniem autora ze 
sposobu aproksymacji wirowości kropli wirowej wyrażeniem splotowym z funkcją 
obcięcia (5.39). Ze względu na ogólną postać tej funkcji, danej wzorem fe(x) = 

oraz małą wartość promienia obcięcia £, jej dwukrotne różniczkowanie 
spowoduje, że aproksymacja laplasjanu we wzorze (5.40) będzie bliska funkcji 5-Diraca, 
pojawia się bowiem w równaniu czynnik £ Zwiększenie stabilności tej metody
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Metoda stochastycznaa)

Rys.5.24. Profil składowej prędkości ux za opływaną przeszkodą w kształcie kwadratu obliczony 
metodą wirów: a) stochastyczną, b) deterministyczną dla czasu t = 1,2, 4, 8,16

uzyska się, zwiększając dokładność rozwiązania układu równań (5.41), na przykład 
przez zastosowanie metody Rungego-Kutty (w prezentowanym przykładzie zastosowa
no prostą aproksymację metodą Eulera) lub zastosowanie innego sposobu aproksymacji 
wirowości na przykład zaproponowanego w pracy (Ploumhans i Winckelmans, 2000).

Takich problemów nie stwarza rozwiązanie stochastyczne. Mimo iż ślad za opły
waną przeszkodą jest bardziej rozmyty, zjawisko opływu jest dobrze odtworzone i jeśli 
zachowane są rygory nałożone na funkcję obcięcia, to metoda jest stabilna.

Przedstawioną stochastyczną metodę wirów można stosować do rozwiązywania 
praktycznych zagadnień przepływu z dużą liczbą Reynoldsa. Wyniki obliczeń stanowić 
mogą dane wyjściowe do wyznaczania pola ciśnienia, co przedstawiono w rozdziale 6 
monografii.
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5.8. Metoda warstw wirowych

Genezy metody warstw wirowych należy poszukiwać w pracy Rosenheada (1931) 
poświęconej przybliżonemu rozwiązywaniu zagadnienia ruchu warstwy wirowej, zna
nego pod nazwą niestabilności Helmholtza-Kelwina. Idee Rosenheada były dalej roz
wijane i z powodzeniem stosowane przez Krasnego (1986) oraz Martina i Meiburga 
(1994) w badaniu zjawiska ewolucji dwuwymiarowej nitki wirowej. Zagadnienie to ma 
głęboki sens fizyczny, w przepływach bowiem z dużą liczbą Reynoldsa, zwłaszcza 
w zagadnieniach opływu będących przedmiotem niniejszej pracy, prawie zawsze ma
my do czynienia ze zjawiskiem odrywania się strumienia od powierzchni lub krawędzi 
opływanej przeszkody. W opisie matematycznym taki oderwany strumień w przypadku 
przepływu dwuwymiarowego stanowi warstwę wirową, a dla trzech wymiarów po
wierzchnię wirową, którą można z powodzeniem opisywać, korzystając z równania 
Eulera dla cieczy nieściśliwej (Krasny, 1986). Dla uproszczenia analizy przyjmijmy 
dwuwymiarowość zjawiska. Wówczas warstwa wirowa jest linią krzywą, na której 
skoncentrowana jest cała wirowość pola wirowego. Po obu jej stronach w obszarach 
O. i Ą, dalej oznaczanych jednym wspólnym symbolem D+ , pole wirowe jest zero
we. Sprawia to, że pole prędkości przepływu przestaje być gładkie w miejscu wystę
powania warstwy. Mamy tu do czynienia z nieciągłością pola prędkości. Co prawda 
wektory prędkości w punktach warstwy 5 mają ten sam kierunek, ale różne wartości. 
W taki sposób na warstwie powstaje skok prędkości [u] = u+ -u_, co zostało przed

stawione na rysunku 5.25.

W takich osobliwych przepływach pole prędkości w dalszym ciągu spełnia podsta
wowe równania opisujące przepływ

^-+u-Vu = -—Vp, u = («|,m2)

Vu=O 

(5.117)

(5.118)

u(x,0)=u‘o (5.119)
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przy czym w punktach warstwy 5 spełnia je w sensie słabym, dystrybucyjnym (Majda 
i Bertozzi, 2002).

Natężenie wirowości warstwy S, nazywanej także intensywnością warstwy wiro
wej, można wyrazić w terminach cyrkulacji rpola prędkości

arY = — (5.120)ds

Wynika z tego, że

r = [u]-s (5.121)

gdzie s - wektor styczny do S.
Zgodnie z teorią Kelvina wirowość jest zachowywana wzdłuż trajektorii cząstki wi

rowej: Fe® = const (równanie (3.101)). Tę samą zasadę możemy odnieść do intensyw
ności warstwy wirowej dla dowolnego przedziału czasowego. Wykażemy to, posługu
jąc się teorią potencjału (Majda i Bertozzi, 2002). Z przyjętych na wstępie założeń 
o nieściśliwości i bezwirowości cieczy w obszarach £>± wynika, że w każdym z tych 
obszarów istnieje potencjalna funkcja prądu spełniająca relacje

vV±=o
VF±=u±

[«F ]='F+-‘P_

(5.122)

(5.123)

(5.124)

Korzystając ze znanej tożsamości wektorowej —V(v2) = v-Vv +vx<n , zastosowa

nej do u± i uwzględniając fakt, że wirowość poza warstwą Sjest równa zeru, możemy 
zapisać równanie Eulera w terminach funkcji

lub po opuszczeniu operatora gradientu

ot 2 p (5.125)

Można założyć, że stałe C± =0. W przeciwnym razie wystarczyłoby nieco zmody
fikować funkcję prądu i przyjąć ją w postaci + C±t. Ostatnie równanie stanowi pra
wo Bernoulliego dla linii prądu w ruchu nieustalonym. Ciśnienie w przepływie jest 
funkcją ciągłą, a zatem ma taką samą wartość po obu stronach warstwy.
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Obliczmy różnicę wyrażeń dla lewej i prawej strony warstwy z równania (5.125). 
Otrzymamy wówczas

^--^ + -|VP+|2 --^J2 +-^-^ 
dt dt 2 2 p p

1/ \Z X= 4-^ + -(V¥+ + V)(V- V) 
dt 2 (5.126)

dpPl lz \r i d[¥'l r , u. +“J[Vf']=4-!+ii[Vf’]=0 
ot 2. ot

W obliczeniach wprowadziliśmy nową wielkość, będącą średnią prędkością cząstek 
na warstwie wirowej u=|(u++u_). Ostatnią równość w (5.126) można zapisać 

w postaci pochodnej zupełnej:

^1=0, 

dt (5.127)

co wyraża fakt, że skok funkcji prądu [V7] jest zachowywany wzdłuż trajektorii war

stwy poruszającej się z prędkością u . Ponieważ

r i 4^]
[uj-s=—— (5.128)

as

z (5.120) wynika, że

ds ds (5.129)

Z równania (5.127) wynika, że dT =ydsjest zachowywane wzdłuż trajektorii 
cząstki na warstwie. Inaczej

y(z(a,O,0|4(a,O|rfa=r(z(a,O),O)|z'(a,0)|da, t>0 (5.130)

gdzie z(a, t) jest opisem parametrycznym warstwy 5 w chwili t > 0, jako krzywej 
o

w przestrzeni R .
Ponadto dla infinitezymalnego prostokąta wokół punktu x na warstwie zachodzi 

relacja (rys. 5.26):

dr = codsdx2 (5.131)

Z równości (5.129) wynika związek wirowości z jej intensywnością y

y(x, t) = lim (0{x, t)dx2 dx2—K) (5.132)
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A X,

(0

xt

Rys. 5.26. Schemat wyznaczania cyrkulacji warstwy wirowej

Na podstawie otrzymanej relacji widać, że w(x,t) nie jest regularną funkcją, ale ma 
charakter miary.

Metoda warstw wirowych została zaproponowana przez Chorina (1978) jako nowa 
generacja metody wirów, która pozwoliłaby ominąć trudności związane głównie 
z wolną zbieżnością metody wirów dyskretnych oraz dużą liczbą kropel wirowych 
wymaganą do symulacji, skutkującą długim czasem obliczeń.

Fizyczną podstawę tej metody stanowi występujący w warunkach naturalnego 
przepływu proces tworzenia się wirowości na brzegu opływanego ciała. Zjawisko to 
zostało po raz pierwszy opisane przez Lighthilia w 1963 roku. Koncepcja ta była na
stępnie rozwijana, zwłaszcza w kontekście zastosowań metody warstw wirowych (Ku
dela, 1984), (Bernard, 1995), (Gharakhani i Ghoniem, 1996) oraz określania zbieżności 
tej metody (Puckett, 1989), (Cottet i Koumoutsakos, 2000), (Saprkaya, 2001), (Majda 
i Bertozzi, 2002). Generowanie wirów zostało szerzej omówione w rozdziale 5.5.3. 
Należy tu jednak podkreślić, że jego celem jest pokonanie trudności w sformułowaniu 
odpowiednich warunków brzegowych dla zagadnienia transportu wirowości opisanego 
równaniami (5.11)-(5.14). W zaproponowanych przez Chorina metodach: warstw wi
rowych oraz kropel wirowych do zagadnienia opływu przeszkody obliczenia wykonuje 
się w dwóch etapach. Najpierw aproksymowana jest adwekcja, a następnie dyfuzja 
wirowości. Rozwiązanie zagadnienia adwekcji umożliwia spełnienie warunku znikania 
składowej normalnej do brzegu. Równanie dyfuzji jest rozwiązywane u Chorina meto
dą przypadkowego błądzenia bez uwzględnienia warunków brzegowych. W ten sposób 
pojawia się problem skompensowania składowej prędkości stycznej do brzegu, który 
rozwiązuje się za pomocą procesu generowania wirów.

Od strony matematycznej zagadnienie przepływu z uwzględnieniem obszaru w po
bliżu brzegu, gdzie tworzy się warstwa wirowa, można opisywać za pomocą równań 
Naviera-Stokesa. Jednak ze względu na charakter przepływu, który w tej warstwie jest 
równoległy do brzegu, można zagadnienie uprościć, korzystając z równania Prandtla. 
Równanie to zostało szczegółowo opisane w rozdziale 3.3.1.

Przedstawimy to podejście na prostym przykładzie transportu wirowości w warstwie 
przyściennej, w którym brzeg pokrywa się z osiągi. Po wykonaniu operacji rotacji na 
równaniu Prandtla (por. rozdz. 3.3.1) otrzymamy następującą postać zagadnienia
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da> _ d2a>
—+u-Vty=v—, x = (x„x2), t>0 (5.133)

V-u = O, xg/?2, t>0 (5.134)

du.
co = ~~ (5.135)

Przyjmując, że grubość tej warstwy wynosi b, możemy sformułować następujące 
warunki brzegowe:
• znikanie składowej prędkości normalnej do brzegu

m2=0 dla x2=0 (5.136)

• określona wartość prędkości na granicy warstwy przyściennej, tj. w odległości b od 
brzegu

u{xi,x2=b,t) = ul(xl,x2=b,t)=Ub{xl,t), t>0 (5.137)

Ponadto żądamy, aby na brzegu spełniony był warunek adhezji - znikanie składo
wej stycznej prędkości do brzegu

= «;(%,, 0,r) = 0, t>0 (5.138)

Zrównania (5.135) i warunku (5.137) otrzymujemy
b

ul(xl,x2,t) = Ub(xl,t)-jco(xx,x2,t)dx'2 (5.139)
*2

Równanie ciągłości (5.134) pozwala wyznaczyć prędkość w kierunku normalnym 
do brzegu

x2 Q

(*i’ *2> 0 = -J (*i. ^)dx2 (5.140)

Rozkład wirowości wewnątrz obszaru powoduje, że na brzegu nieruchomym i nie
przepuszczalnym powstaje składowa styczna prędkości, różna od założonego warunku 
(5.136). Jeśli oznaczymy prędkość jako , to skok prędkości -u^ w kierun
ku normalnym do brzegu generuje warstwę wirową leżącą wzdłuż brzegu.

W numerycznej metodzie warstw wirowych, powstająca na brzegu ciągła warstwa 
jest aproksymowana elementami - odcinkami wirowymi. W tym celu należy dokonać 
podziału brzegu na odcinki, na których generowane będą warstwy. Każdy odcinek 
warstwy ma określoną, najczęściej stałą długość (Bernard, 1995) oraz następującą in
tensywność, wyznaczoną na podstawie równania (5.132)
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M M
Y (x,, 0, z) - £(«/ -) A" SU" (a- ’/?) (5-141)

1=] 1=1

gdzie Ah ={a; :a( -h-i, ze Z, i = 1,...,A/}jest założonym podziałem warstwy na od

cinki o długości h > 0, a, są środkami odcinków warstwy, tutaj utożsamianymi z ich 
początkowym położeniem, A1' (a, ,/z)jest funkcją przyjmującą wartość 1 w punktach 
odcinka o środku a,, a poza tym odcinkiem przyjmuje wartość 0, [izj. =(u1+ 

jest uśrednionym skokiem prędkości na długości z-tego odcinka warstwy.
Wirowość w warstwie przyściennej może być wyznaczana przez dekompozycję 

równania Prandtla, na składnik adwekcyjny i lepkościowy (podobnie jak dla równań 
(5.9) i (5.10)):

da) „ du, . . _
— + u-Vm=0, cd = -—-l, x = (x,,x2), z>0, (5.142)
dt ox2

da) d2O) du,
—=v—T, 0) = -^ x = (x,,x2), t>0, (5.143)
ot ox2 ox2

Odcinki warstwy wirowej będą się przemieszczać wzdłuż swoich trajektorii pod 
wpływem adwekcji w sposób podobny jak to przedstawiono dla metody kropel wiro
wych:

^■=u(X(a,z),z), X(0,a) = a, a = (a1,0)e/?2 (5.144)

Zgodnie ze wzorem (5.130) również całkowita wirowość każdego odcinka war
stwy wirowej, unoszonej przez przepływ, podobnie jak w przypadku kropel wirowych 
będzie zachowywana w czasie

| Y(s, t)ds = jy(5,0)z/s = dla każdego z > 0 (5.145)
1, z,

gdzie X(Z, I;) jest trajektorią ż-tego odcinka warstwy wirowej.
Aby określić składowe prędkości odcinka, należy zdefiniować sposób liczenia wi

rowości w obszarze warstwy przyściennej, na podstawie dyskretnych elementów (od
cinków) warstwy wirowej i ich intensywności y(X(z, a),z).

Zauważmy, że zgodnie ze wzorem (5.139) na prędkość styczną przypadającą na od
cinek warstwy, ma wpływ wirowość obszaru ograniczonego wyłącznie do strefy leżą
cej bezpośrednio nad odcinkiem warstwy (niekiedy używa się pojęcia „strefy cienia 
warstwy”; rys. 5.27a). Prześledzimy to dokładniej, zaczynając od dyskretyzacji pola 
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wirowości wewnątrz warstwy przyściennej, co wyraża wzór zaproponowany przez 
(Gharakhani i Ghoniem, 1997):

w (x, t) = , t , t (x2 -x2 )
i=i

(5.146)

A
2

gdzie P (x, x,., t) = H - -H xt- , a H jest funkcją Heaviside’a.
2

Postać wzorów (5.139) i (5.140) oznacza, że w dowolnym punkcie o współrzęd
nych (X],x2) na prędkość ( w ten sposób pośrednio i na wirowość) będą miały wpływ 

te składniki sumy (5.146), które odpowiadają odcinkom leżącym nad i pod tym punk
tem. Jest to okoliczność korzystna ze względu na czas obliczeń metodą warstw wiro
wych, który jest proporcjonalny do liczby odcinków warstwy w pierwszej potędze, a 
nie jak w przypadku kropel wirowych w drugiej (liczba oddziaływań można jeszcze 
bardziej ograniczyć wprowadzając okrąg o środku leżącym w połowie długości war
stwy i zadanym promieniu - rys. 5,27b), poza którym interakcje pomiędzy tą warstwą, 
a sąsiednimi warstwami nie będą uwzględniane (Bernard, 1995). Prędkość, z jaką 
przemieszczać się będzie i-ty odcinek warstwy w polu prędkości wyznaczonym przez 
pozostałe odcinki warstw wirowych, otrzymamy, wstawiając najpierw wirowość wy
znaczoną w (5.146) do wynikającej z równania Prandtla relacji (5.139). Następnie tak 
obliczoną pierwszą składową prędkości różniczkujemy w sposób dyskretny i za pomo
cą wzoru (5.140) wyznaczamy drugą składową. Ostatecznie otrzymujemy:

M i, je A1' (cii, h), (5-147)

it-r 
h,

(h- • 1 •gdzie x[ ±~, x'2,t x2
l 2

(5.148)

htM

Przybliżone trajektorie odcinków wirowych możemy teraz wyznaczyć za pomocą 
wzoru (5.144), co prowadzi do układu równań

dt (5.149)

gdzie składowe wektora u' =(u[,u2) wyznacza się z (5.147) i (5.148).
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b)

Rys. 5.27. Zasięg oddziaływań pomiędzy warstwami wirowymi: 
a) „strefa ciśnienia warstwy”, b) okręg o promieniu R

Układ równań (5.149) można rozwiązać w sposób przybliżony dowolną metodą, 
np. jawną metodą Eulera lub w dokładniejszy sposób, np. metodą Rungego-Kutty 
wyższego rzędu. Ewolucja pola wirowości w metodzie Eulera będzie wyrażona prze
mieszczaniem odcinków wirowych

X,.(t+Ar) = X.(r)+Aru,. (5.150)

Należy jeszcze zmodyfikować trajektorie zgodnie z równaniem dyfuzji dla odcin
ków warstwy wirowej dane wzorem (5.143). Można to zrobić za pomocą metody przy
padkowego błądzenia. Analizując równanie (5.143) zauważymy, że zależy ono tylko 
od współrzędnej X2, a zatem przemieszczenie losowe również będzie działać tylko 
w tym jednym kierunku. Stąd mamy następującą postać układu równań stanowiącego 
rozwiązanie równania Prandtla:

X1i(r-i-Ar) = x'(r)+ArM12 (5.151)

X'(t + At) = X|(r)+Aru'+7/'(At) (5.152)

gdzie 77^(Aż) jest znanym z punktu 5.5.1.2 przybliżonym rozwiązaniem równania dyfu
zji wirowości dla warstwy wirowej.

Metoda warstw wirowych znalazła zastosowanie nie tylko do analizy przepływu 
w warstwie przyściennej, ale również jest często łączona z metodą kropel wirowych 
stanowiąc metodę hybrydową wirów (Gharakhani i Ghoniem, 1997), (Kamemoto 
i Tsutahara, 1999). W metodzie hybrydowej zakłada się wykonywanie obliczeń 
w dwóch obszarach jednocześnie — w „obliczeniowej warstwie przyściennej” o zadanej 
grubości, w której symuluje się ewolucję warstw wirowych oraz we właściwym obsza
rze przepływu leżącym poza nią, w którym wyznacza się ewolucję kropel wirowych. 
Pole prędkości, wirowości i funkcji prądu są wyznaczane w obu obszarach jednoczę-
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śnie. Zasadą tych obliczeń jest to, że warstwa wirowa po opuszczeniu obszaru warstwy 
przyściennej zamienia się w kroplę wirową o cyrkulacji równej

gdzie Aj - parametr siatki wewnątrz właściwego obszaru. Odwrotnie - kropla wirowa 
przechodząca do warstwy przyściennej zamieniana jest na warstwę wirową. Schemat 
tej wymiany został przedstawiony na rysunku 5.28.

Należy zaznaczyć, że w metodzie hybrydowej przyjmuje się dowolnie szerokość 
„obliczeniowej warstwy przyściennej”, która nie ma znaczenia fizycznego - jest tylko 
cienką warstwą wzdłuż brzegu obszaru, gdzie wirowość jest aproksymowana za pomo
cą warstw wirowych lepiej niż w przypadku kropli wirowych.

Jest to zaletą metody warstw wirowych w stosunku do metody wirów dyskretnych, 
w której fakt przekraczania przez krople wirowe brzegu powoduje deficyt wirowości 
w tym punkcie obszaru. Problem ten może być jednak z powodzeniem rozwiązany 
innymi metodami, opisanymi w punkcie 5.5.2. Ograniczeniem stosowalności metody 
warstw wirowych jest występowanie wzdłuż brzegu miejsc, w których następuje ode
rwanie warstwy przyściennej od brzegu i jej adwekcja do obszaru przepływu. Od 
punktu oderwania bowiem w obszarze przepływu składowa normalna prędkości un do 
brzegu przestaje być mała w porównaniu ze składową styczną u* i staje się wielkością 
przynajmniej tego samego rzędu (Landau i Lifszyc, 1994). Opierając się na przedsta
wionych w rozdziale 3.3.1 rozważaniach, dotyczących rzędu wielkości składowych 
prędkości i relacji możemy przyjąć, że ujun -l/^Re , a oderwanie

strumienia oznacza wówczas wzrost składowej normalnej równy w przybliżeniu 
VRe razy i równania Prandtla przestają obowiązywać. Rzeczywiście, jedyny znany 

autorowi dowód istnienia i zbieżności metody warstw wirowych, wykonany przez 
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Pucketta (1989), odnosi się wyłącznie do przypadku przepływu płaskiego, wzdłuż pro
stoliniowego brzegu ograniczającego półprzestrzeń.

W metodzie hybrydowej warunek brzegowy (5.137) odnosi się nie do nieskończo
ności, ale do grubości numerycznej warstwy przyściennej. W rezultacie na granicy 
warstwy przyściennej jest zapewniona ciągłość prędkości stycznej po jej obu stronach 
na podstawie równana Biota-Sawarta, ale występują trudności w uzyskaniu zgodności 
składowej normalnej do tej warstwy, skutkujące pojawiającymi się oscylacjami pola 
prędkości w tym obszarze (Cottet i Koumoutsakos, 2000).

Mimo tych trudności w literaturze można znaleźć przykłady rozwiązań metodą 
warstw/kropel wirowych, m.in. do analizy przepływu trójwymiarowego w kanale pry
zmatycznym o przekroju prostokątnym oraz zagadnienia opływu kostki sześciennej 
(Gharakhani i Ghoniem, 1997; Kamemoto i Tsutahara, 1999).



6. Wyznaczanie siły hydrodynamicznej metodą 
elementów brzegowych i metodą wirów

6.1. Wprowadzenie

W rozdziale drugim przedstawiono opis powstawania siły hydrodynamicznej 
w różnych warunkach opływu konstrukcji hydrotechnicznych. Opisywane tam zjawi
ska są wynikiem przede wszystkim badań modelowych i eksperymentalnych, jak 
wskazano bowiem w rozdziale 4. rozwiązanie analityczne lub numeryczne zjawiska 
opływu w warunkach występowania recyrkulacji jest trudne do osiągnięcia. W ostat
nich latach nastąpił znaczny rozwój metod numerycznych w mechanice płynów i wy
znaczanie siły hydrodynamicznej z ich pomocą jest obecnie łatwiej osiągalne, nawet 
dla dużych liczb Reynoldsa.

6.2. Podstawowe definicje i równania

Siłę hydrodynamiczną, powstającą podczas opływu ciała strumieniem płynu lepkie
go, definiujemy w postaci całki z naprężeń stycznych i normalnych działających na 
jego powierzchnię. Siła wynikająca z naprężeń stycznych jest skierowana przeciwnie 
do ogólnego kierunku prędkości i jest nazywana oporem tarcia lepkiego, zależy bo
wiem ona od współczynnika lepkości i prędkości cieczy. Siłę pochodzącą od naprężeń 
normalnych dzieli się na siłę unoszenia, której kierunek jest prostopadły do kierunku 
przepływu; siła ta dla odpowiednich kształtów ciała i dużych prędkości może osiągać 
znaczne wartości (płat skrzydła, łopatka turbiny) oraz siłę oporu wynikającą z różnicy 
ciśnienia działającego na opływaną powierzchnię ciała w kierunku prędkości i o zwro
cie do niej przeciwnym. W aerodynamice wprowadza się jeszcze pojęcie oporu indu
kowanego powstającego wskutek dyssypacji energii w cienkim śladzie aerodynamicz
nym za opływanym płatem skrzydła, jednak w przypadku obciążeń zamknięć hydro



162 Rozdział 6

technicznych, gdy mamy do czynienia z dużo mniejszymi prędkościami zjawisko to 
nie jest rozważane.

Słuszność tej definicji wykażemy, wyznaczając strumień pędu przechodzącego 
przez opływaną powierzchnię. Zmiana pędu jest bowiem czynnikiem sprawczym po
jawienia się reakcji hydrodynamicznej na opływanej powierzchni (Landau i Lifszyc, 
1994).

Rozważmy w ogólnym przypadku zmianę pędu objętości kontrolnej V(r) daną rów
naniem (3.33) w rozdziale 3.1.6, z pominięciem siły masowej, która nie wpływa na 
zjawisko powstawania siły hydrodynamicznej

y J pudV = j t(n)c?5 (6.1)
dtv'P W

gdzie: u - wektor prędkości, p - gęstość cieczy, t(n) - wektor naprężenia, n - wektor 
normalny do S, skierowany na zewnętrz V.

Zgodnie z (3.39) i (3.42) wyrażenie po lewej stronie równania możemy przekształ
cić następująco

£ J = I ^TdV+i V-(puuT)dV= J + J (puuT)-nr/5

alv(!) v(<) m v(/) v(i) S(t)

Po zastąpieniu wektora naprężenia w równaniu (6.1) tensorem naprężeń, zgodnie ze 
wzorem (3.34) i przeniesieniu całki powierzchniowej na prawą stronę, otrzymujemy

| ^dV = | T-nr/S- J (6.2)
V(4 dt S(.) S(r)

W przypadku przepływu nieściśliwej cieczy Newtona możemy teraz przedstawić 
tensor naprężeń wzorem (3.57). Wtedy równanie (6.2) przekształci się do postaci

f = J (-pn + pn-n-p(uuT)-n\dS (6.3)
V(0 Ćt S(,)

gdzie pil = 2pD - tensor naprężeń lepkich o składowych p (li). = p
\ • / 

p - ciśnienie, n = (n1,n2,n3) - jednostkowy, zewnętrzny wektor normalny do powierz

chni ciała, p - współczynnik lepkości dynamicznej.
Lewa strona równania (6.3) wyraża zmianę pędu objętości kontrolnej w jednostce 

czasu. Występująca po prawej stronie całka powierzchniowa wyraża pęd wypływający 
przez powierzchnię ograniczającą rozważaną objętość kontrolną. Wyrażenie pod całką 
powierzchniowąjest nazywane tensorem gęstości strumienia pędu.

dx, dx:
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Zgodnie z podaną definicją, siła hydrodynamiczna działająca na powierzchnię 
opływanego ciała jest wyrażona przez prawą stronę równania (6.3). Wobec zanikania z 
warunku adhezji prędkości na powierzchni ciała siłę hydrodynamiczną cieczy określa 
wzór

F= | (-pn + ^n-n)^
W

Siłę hydrodynamiczną możemy przedstawić w postaci sumy

F = F„+Ę

Składowe poszczególnych jej składników wyrażają się następująco

Fni = J P^dS, Fti 
s(,)

dv dvk 'ł+ y- nkdS 
dxk dx. lk

(6.4)

(6-5)

(6.6)
s

Siła hydrodynamiczna jest więc całką powierzchniową z sumy składowej normalnej 
ciśnienia i naprężeń stycznych wynikających z tarcia lepkiego.

W przepływach z dużą liczbą Reynoldsa siła wywołana tarciem lepkim jest po- 
mijalnie mała w stosunku do siły wynikającej z ciśnienia i w większości zagadnień 
praktycznych może być pominięta. Gdyby zachodziła taka konieczność, można ją obli
czać lokalnie na podstawie pochodnych prędkości dla danego elementu powierzchni 
ciała. Dominującym składnikiem siły hydrodynamicznej, działającej na opływaną kon
strukcję hydrotechniczną, jest ciśnienie

Zaniedbując w równaniu (6.6) oddziaływanie lepkie, wartość siły hydrodynamicz
nej przedstawia relacja:

F = -[pndS (6.7)

lub w postaci składowych

Fi = -J pn^S 
s

(6.8)

W następnych punktach tego rozdziału przedstawiono efektywną metodę wyzna
czania wartości ciśnienia na opływanej konstrukcji o zadanych polach prędkości i wi
rowości, wyznaczonych na podstawie metody wirów.
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6.3. Matematyczne zagadnienie rozkładu ciśnienia

Rozważmy ponownie przypadek przepływu cieczy nieściśliwej w obszarze D ogra
niczonym brzegiem S = SDuSN, SDnSN =0 , opisany równaniem Naviera-Stokesa 
i równaniem ciągłości, w którym pominięto oddziaływanie pola sił masowych

— + (u Vu) = -VP+vV2u 
ot (6-9)

V-u = 0 (6.10)

Ogólne sformułowanie warunków brzegowo-początkowych uzupełniających poda
ne równania przedstawia się jako:

U=UÓ na brzegu SD (6.11)

— = q
dn

na brzegu SN (6.12)

u = u0 dla t = 0 (6.13)

gdzie: u - wektor prędkości, P - ciśnienie kinematyczne, tzn. podzielone przez stałą 
gęstość cieczy P = p/p, v - współczynnik lepkości kinematycznej, SDi SN - odcinki 
brzegu, na którym są spełnione warunki typu Dirichleta i Neumanna.

Ponadto wymaga się, aby

V-uo=O (6.14)

w przeciwnym razie zadanie może okazać się matematycznie źle postawione.
W niniejszym rozdziale rozważamy przypadek wyznaczania ciśnienia przy danym 

polu prędkości, a zatem równanie (6.9) zapiszmy we właściwej do tego celu postaci

0u
VP = - —+(uVu)-vV 

ot
2u

Oznaczymy prawą stronę (6.15) jako B, wówczas

VP = -B

(6.15)

(6.16)

Warunkiem istnienia jednoznacznego i poprawnego rozwiązania jest, aby

VxB = 0 (6.17)

co wynika ze znanej tożsamości matematycznej znikania rotacji gradientu pola wekto
rowego. Wykonanie operacji rotacji na równaniu (6.9) z jednoczesnym wprowadze
niem wektora wiru ®=Vxu, powoduje, że transformuje się ono do postaci równania 
Helmholtza
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—— + u • Vco - co • Vu - vV2a> = O 
dt (6.18)

Dla przepływu dwuwymiarowego &>-Vu = 0 wektor wiru a> = [0,0, co] jest prosto
padły do płaszczyzny przepływu i równanie wektorowe przekształca się w równanie 
skalarne, opisujące konwekcyjny i dyfuzyjny transport wirowości

—- + u • V to - vV2cy = 0 
dt (6.19)

Równanie to rozwiązywane jest przez autora niniejszej pracy metodą wirów (por. 
5.5) i za pomocą tej metody zostają określone zmienne w czasie: pole wirowości, 
prędkość i funkcja prądu w każdym punkcie obszaru Du S .

Ciśnienie może być wyznaczane przez rozwiązanie (6.15). Postać gradientowa 
równania różniczkowego nie jest dogodna w poszukiwaniu przybliżonego rozwiązania 
metodą numeryczną, podstawowe bowiem schematy numeryczne dla tego typu zagad
nień są bardzo niestabilne. Przez stabilność rozumiemy tu małą wrażliwość metody 
numerycznej na zaburzenia danych. W związku z tym niewielkie odstępstwa od speł
nienia warunku (6.17) będą generowały duże błędy w wyznaczaniu ciśnienia.

Dlatego alternatywnie stosuje się równanie Poissona dla ciśnienia (Gresho i inni, 
1984; Gresho i Sani, 1987; Peterson 2001), które otrzymuje się bezpośrednio z równa
nia (6.15) przez zastosowanie operatora dywergencji:

V2P = -V- -----tu-Vu-vV2uU (6.20)

Równanie (6.20) należy uzupełnić warunkami brzegowymi, na przykład typu mie
szanego, gdzie na części brzegu zadajemy wtedy warunek typu Neumanna, do wyzna
czenia którego można zastosować następującą zależność wynikającą z równania 
Naviera-Stokesa: 

dP 
dn

—+u-Vu-vV2u 
dt

■ii na brzegu dla t>0 (6.21)

gdzie n - zewnętrzny wektor normalny do brzegu, S'N - cześć brzegu, na którym za
dany jest warunek Neumanna dla ciśnienia, przez analogię do SN- oznaczającego 
brzeg, na którym spełniony jest warunek (6.12), sformułowany dla pochodnej normal
nej prędkości.

Na pozostałej części brzegu zadajemy natomiast warunek typu Dirichleta. Warunku 
tego nie można jednak wyznaczyć w sposób bezpośredni. Najpierw wyznaczamy po
chodną ciśnienia w kierunku stycznym do brzegu według wzoru:
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— = -f —+ u-Vu-vV2u j-s nabrzegu S'D dla t>0 
ds l dt )

(6.22)

gdzie s — wektor styczny do brzegu, S'D — cześć brzegu, na którym zadany jest waru
nek Dirichleta dla ciśnienia.

Następnie całkujemy wynik obliczeń wzdłuż brzegu, zakładając znane ciśnienie 
w jego początkowym, wstępnie wybranym punkcie ^0. Na przykład, poszukiwane 
ciśnienie brzegowe P w punkcie wyznaczamy z równości

^(Q=^0)+f^r=^0)-[f^+u-Vu-vv2u^ ą=(^,^2)es; (6.23)
r ds A dt J

gdzie y - fragment brzegu łączący punkty i (rys. 6.1).

y n

Rys. 6.1. Wyznaczanie wartości ciśnienia brzegowego z równania (6.23)

W ten sposób równania (6.20), (6.21) i (6.23) formułują kompletne zagadnienie 
brzegowe dla pola ciśnienia.

W wielu przypadkach obliczeń inżynierskich mamy do czynienia ze stałym i nie
przepuszczalnym brzegiem. Prędkość przepływu jest wtedy równa zeru (w równaniu 
(6.1) Uft=0), co znacznie upraszcza wyrażenie (6.23) - pod całką pozostaje tylko 
człon związany z dyfuzją.

Poruszone zagadnienie może być rozwiązywane m.in. metodą różnic skończonych 
(Fortuna i inni, 2005). Można też, korzystając ze znanych przekształceń matematycz
nych, formułować je w różnych równoważnych postaciach, gdzie wektor prędkości jest 
zastępowany innymi wielkościami fizycznymi, np. wirowością.
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6.4. Rozwiązanie słabe zagadnienia różniczkowego 
rozkładu ciśnienia

Zastosowanie rachunku wariacyjnego jest alternatywnym podejściem do wyznacza
nia ciśnienia, które zostało zastosowane m.in. przez Nowakowskiego (Nowakowski 
i inni, 1996) i w pewnym sensie przez Ni (1995, 1998).

Ciśnienie wyznacza się z równania (6.20), które po uwzględnieniu (6.16) przyjmuje 
postać

-V2P = VB, w obszarze D (6.24)

a warunek brzegowy (6.21) jest postaci

dP
—- = -B n, na brzegu S (6.25)
on

gdzie n - wektor normalny do brzegu, skierowany na zewnątrz obszaru ograniczone
go/).

Postępujemy tak jak w metodzie wariacyjnej (Marcinkowska, 1990), słabe rozwią
zanie P zagadnienia (6.24)- (6.25) można określić jako funkcję spełniającą równość

J^P \wdD = -J(B • n)■ wdS +J(V • B)wdZ) (6.26)
D S D

dla dowolnej funkcji we W2' (D).

Korzystając z właściwości dywergencji, drugą całkę po prawej stronie (6.26) mo
żemy przekształcić następująco

J(V-B)wdZ) = jV-(Bw)dD-Jb-YwćZD (6.27)
D D D

Stosując następnie twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego do pierwszej całki po pra
wej stronie znaku równości równanie (6.27) przekształca się do postaci:

J (V • B) wdD = J(B • n) wdS -J B • ^wdD (6.28)
D SD

Po podstawieniu następnie zależności (6.28) do równania (6.26) otrzymujemy

| VP ■ ^wdD = -J (B ■ n) wdS + |(B • n) ■ wdS -J B • 'ywdD (6.29)
D S S D

a po uproszczeniu

JVP-VwdD = -^B- VwdD (6.30)
D D
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W podsumowaniu równość (6.30) ma być spełniona dla dowolnej funkcji we .
W ten sposób otrzymaliśmy równoważną postać (6.26). Oznacza to, że funkcja P 

jest rozwiązaniem w sensie słabym zagadnienia (6.24) z warunkiem brzegowym 
(6.25), jeśli spełnia (6.30). Zagadnienie ma dokładnie jedno (z dokładnością do stałej 
addytywnej) słabe rozwiązanie (Marcinkowska, 1990).

Z przedstawionych rozważań wynika, że zagadnienie wyznaczenia ciśnienia dla za
danego pola prędkości, a także na podstawie pola wirowości lub funkcji prądu może 
być z powodzeniem rozwiązywane metodą numeryczną. Metoda różnic skończonych 
w obszarze o złożonej geometrii jest stosunkowo małoefektywna oraz najmniej do
kładna. Ponadto wymaga określenia na całym brzegu ciśnienia lub jego pochodnej 
wielkości, które nie są a priori znane. Wymaga to więc wykonania dodatkowych obli
czeń wartości brzegowych na podstawie wzorów (6.21) i (6.22)—(6.23), co wpływa 
negatywnie na dokładność wyników.

Metoda elementów skończonych lub metoda elementów brzegowych zastosowana 
do rozwiązania równania (6.30) ma tę zaletę, że w sposób jawny nie występuje waru
nek brzegowy dla ciśnienia, chociaż z postaci równania (6.30) wynika, że odpowiada 
ono zagadnieniu z warunkiem typu Neumanna. Oznacza to, że dla jednoznaczności 
rozwiązania, trzeba z góry w jednym wybranym punkcie brzegu przyjąć jego wartość, 
rozwiązanie bowiem równania (6.30) jest określone z dokładnością do stałej addytyw
nej. Wadą obliczeń metodą elementów skończonych jest konieczność rozwiązywania 
dużych układów równań, aby obliczyć ciśnienie w całym obszarze łącznie z jego brze
giem.

Zastosowanie metody elementów brzegowych umożliwi obliczenie ciśnienia tylko 
na brzegu, co w rozważaniach obciążenia hydrodynamicznego na konstrukcję opływa
ną stanowi poszukiwane rozwiązanie problemu. Zaletą w tym przypadku jest mniejszy 
wymiar zadania - o jeden i znacznie mniejszy układ równań algebraicznych.

6.5. Sformułowanie równań całkowych 
metody elementów brzegowych

W rozdziale 4.2.4 przedstawiono sposób formułowania równań całkowych metody 
elementów brzegowych dla operatora Laplace’a, który wykorzystamy w niniejszym 
punkcie do odpowiedniego przekształcenia równania Poissona dla ciśnienia w układ 
równań algebraicznych.

Jeżeli w miejsce u w relacji (4.38) podstawimy ciśnienie P, a wyrażenie u*(x,^), 
oznaczające rozwiązanie fundamentalne równania Laplace’a, zastąpimy przez 
P* (x, ę), to otrzymamy:
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gdzie

J(p’(x, ą)v2p-pvy(x,ą))f/£=j
D S

^-p - p
Bn 3n

dS(x) (6.31)

f 32 32)
^D, (6.32)

vi z /

Podstawiając następnie do równania (6.31) słabe rozwiązanie zagadnienia (6.24)- 
(6.25) dla ciśnienia oraz relację (6.32), otrzymamy wyrażenie z dodatkową całką po 
obszarze D wynikającą ze składnika równania (6.24) stojącego po prawej stronie znaku 
równości

3115^ 011
J5(x)+j(V-B)P’(x,^)rZx (6.33)

D

Równość (6.33) jest punktem wyjścia do zastosowania metody elementów brzego
wych.

Punkt źródłowy , w którym poszukiwane jest rozwiązanie, należy do obszaru D, 
a nie należy do brzegu 5. Znalezienie wartości ciśnienia na brzegu, np. w punkcie 

wymaga dokonania w (6.33) przejścia granicznego ^—^S. Wówczas (6.33) 
przyjmie postać

c(ą)R(ą)+/p^^zs(x)=J^^ (6.34)

gdzie c(^)- parametr, który zależy od kąta zewnętrznego, jaki tworzą styczne do 

brzegu w punkcie Ę .
Równanie (6.34) będziemy dalej przekształcać, korzystając z wcześniej wyprowa

dzonych zależności. Pierwszą całkę po prawej stronie zamieniamy zgodnie z równa
niem (6.25), drugą zaś zastępujemy zgodnie z relacją (6.28). Po uproszczeniu dostaje- 
my podstawową postać równania dla metody elementów brzegowych, umożliwiającą 
wyznaczanie ciśnienia na brzegu wyłącznie na podstawie znajomości funkcji B w ca
łym obszarze D

dP* (xc ($) P(& + J P —(x) = -J B • VP* (x,ą)dx 
s on D (6.35)

Funkcja P* zależy od wymiarów przestrzeni, w przypadku przestrzeni dwuwymia
rowej postać tej funkcji jest określona wzorem



170 Rozdział 6

P’(x4) = ——ln|x-d = -—-Inr = -^-lnf—(6.36) 
v ' In 1 1 2tt Zn r J 7

a jej pochodna normalna:

dP* z 1 9r
—-(x,ą) = -———, (6.37)
dn(x) 2w dn(x)

gdzie r = y/(xl-śl)2 + (x2-ę2)2 .

Kolejnym etapem rozwiązania jest zastosowanie metody przybliżonej do wyzna
czania wartości brzegowych P. W tym celu dokonuje się podziału brzegu oraz, ze 
względu na ostatni składnik równania (6.34), wnętrza obszaru na elementy skończone. 
Rozwiązania przybliżonego poszukujemy w przestrzeni aproksymant Vh z zastosowa
niem tych samych funkcji próbnych, które zostały opisane w punkcie 4.2.4. Prowadzi 
to do relacji

z = l,2.....N (6.38)
i o

Korzystając z tych samych przekształceń do całki po lewej stronie znaku równości, 
jakie zastosowano we wzorze (4.50) i dalszych, otrzymujemy jej dogodną do obliczeń 
numerycznych postać

i 3n i
(6.39)

Do przekształcenia zostaje jeszcze całka obszarowa po prawej stronie równania 
(6.35), która wymaga całkowania funkcji B po całym obszarze D. W tym celu należy 
obszar przepływu podzielić na elementy skończone (rys. 6.2), a całka po obszarze zo
stanie zastąpiona sumą całek po elementach skończonych.

Rys. 6.2. Podział obszaru obliczeniowego na wewnętrzne elementy
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Całkę sił masowych w punkcie i wyznacza się numerycznie. Jej przybliżoną war
tość można przedstawić następująco:

B(x,) = jBVP’(x, xt)dx =
D

M Nr '

m=l 4=1 u
X6 D (6.40)

gdzie M - liczba powierzchniowych elementów skończonych, na które został podzie
lony obszar D, Ns - liczba punktów (węzłów) całkowania numerycznego dla każdego 
elementu, w™- wagi kwadratury numerycznej w m-tym elemencie, Am - pole po
wierzchni m-tego elementu.

Po uwzględnieniu (6.40) w (6.35) otrzymujemy postać równania, która może być 
już rozwiązywana metodą elementów brzegowych:

m ns r
^+YhaPJ— S ■

j 4=1 L J
(6.41)

Równanie (6.41) można zapisać w dogodnej do obliczeń postaci macierzowej:

[H]{P}={B} (6.42)

gdzie macierz H ma postać wynikającą z lewej strony równania (6.41)

^12

H =
^21 ^22 + C2 •

^Nl h hNN +cN _

gdzie N- liczba węzłów brzegowych należących do S.
W przypadku gdy na brzegu obszaru występują punkty kątowe współczynniki c, 

należy wyznaczać zgodnie ze wzorem

c(Q = l-ct/27t, 
c(ą)=i/2, ąes,
c(^) = l ^D,
c(^) = 0 &SuD,

w punkcie kątowym, gdzie a jest rozwarciem kąta zewnętrznego 

jeżeli należy do regularnego brzegu,

wewnątrz obszaru,
na zewnątrz obszaru. (6.43)

Trzeba pamiętać, że zagadnienie nie jest jednoznacznie rozwiązywalne, tzn. razem 
z rozwiązaniem P, takim rozwiązaniem jest również P+const. Oznacza to, że macierz 
H w takim przypadku jest osobliwa, a jej jądro jest jednowymiarową przestrzenią 
z wektorem bazowym postaci [1, 1, 1,..., 1], Wtedy układ (6.42) należy rozwiązywać 
w przestrzeni dopełniającej do jądra macierzy H, a niejednoznaczność zadania usunąć 
przyjmując określoną wartość ciśnienia w jednym wybranym punkcie na brzegu.
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6.6. Modyfikacje równań poprawiające efektywność 
metody przybliżonej wyznaczania ciśnienia

Wektor sił obszarowych, wynikający z równości (6.15) o postaci

B = -^ + (uVu) -vV2u,

składa się z wyrażenia nieliniowego - pochodnej konwekcyjnej oraz pierwszych 
i drugich pochodnych pola prędkości. Prawa strona (6.30) i (6.35) może więc zostać 
rozpisana jako suma następujących całek:

- f B • Vx P* (x, $)dx — [ • Vx P* (x,

+ J(u-(Vxu)).Vx P\x,^dx+ JvV2u-Vx P\xĄ)dx 
D_________________ ' D________________ z

iąó iąij
Wyznaczenie ciśnienia wymaga obliczenia całek 1^), , które zależą od

pochodnych pola prędkości u. Mając na uwadze obliczenia numeryczne, będziemy 
starali się przekształcić te całki do postaci sprawiających mniejsze trudności rachun
kowe. Będzie polegać to na zamianie całkowania po obszarze na całkowanie po brzegu 
oraz na obniżeniu rzędu pochodnej u. Ponieważ

diVx (X’^)V P* (X’^)divx V
n \ (6.45)

pierwszą całkę można zamienić na całkę po brzegu, stosując twierdzenie Greena:

A(S)=-Jdiv/^P*(x,ę) Jx=-Jp*(x,ą)^-ndS(x). (6.46)

W przekształceniach całki /2 (ę) skorzystamy z następujących tożsamości wynikają
cych odpowiednio ze wzorów (9.19) i (9.15) (Dodatek D)

|vx(u2) = u-(Vxu)+uxo, 

(uxo).VxP’(x,ą) = (VxP’(x^)x«)-u
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oraz z tego, że <n = [0, 0, w]. Wtedy zachodzi

Vx y •VxP*(x,ą)dx

= -1^ y •VxP‘(x,ą)cZx-j(VxP*(x,ą)xo)-urfx 
o k 2 J D

(6.47)

= ^fvx y •VxP*(x,ę)dx-Jw(uxVxP’(x^))dx 
o t 2 y d

Pierwsza całka po prawej stronie znaku równości z gradientem kwadratu prędkości 
może być przeniesiona na lewą stronę równości (6.30). Otrzymamy wówczas po lewej 
stronie całkę

2
vxp*(x,ą)dx

w której wyrażenie w nawiasie nawiązuje do odpowiedniego wyrażenia w równaniu 
Bernoulliego dla linii prądu przy założeniu zerowej siły masowej.

Przekształcenia trzeciej całki dokonujemy na podstawie tożsamości (9.27)

V2u = grad (divu) - rot (rot u)

Ponieważ divx u = 0, zastosowanie wzoru Greena pozwala teraz otrzymać

z3(ą)=vf(vx(vx.u)-vxxt0)-vxp’(x,ą)jx
D

= -Vf(VxXw)-VxP\x,ą)Jx=v[(J^^
i Js 3s(x)

(6.48)

gdzie s(x) - jednostkowy wektor styczny do brzegu w punkcie x.

6.7. Przykłady obliczenia rozkładu ciśnienia

Algorytm i program komputerowy do obliczeń pola ciśnienia na podstawie znajo
mości pola prędkości oraz wirowości został opracowany przez autora w metodzie ele
mentów brzegowych, zgodnie z zasadami opisanymi w rozdziale 6.5. Do napisania 
tego programu o nazwie wkRun wykorzystano środowisko MatLab wersja R2007a. 
Program wykorzystuje wynikowe pola prędkości i wirowości wyprowadzone z pro
gramu metody wirów - MetYir.
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Zgodność obliczeń proponowaną metodą z rozwiązaniem analitycznym przetesto
wano na przykładzie dwuwymiarowego przepływu w kanale prostokątnym (rys. 6.3) 
o wysokości h i długości L, w którym odbywa się ustalony przepływ laminarny.

Rys. 6.3. Schemat kanału do wyznaczenia ciśnienia w przepływie Poiseuille’a

Jest to zagadnienie przepływu Poiseuille’a opisane w podrozdziale 3.3, dla którego 
rozkład prędkości jest dany wzorem (3.104)

Gradient ciśnienia w tym wzorze jest ujemny i jego wartość obliczono, przyjmując 
jednostkowy przepływ Q = 1 oraz wysokość kanału h = 1. Po scałkowaniu wyrażenia 
wzdłuż współrzędnej x2 do wysokości kanału, otrzymujemy relację

p = -12vpxl + C (6.49)

Za model numeryczny przyjęto kanał o wymiarach h = 1,0 i L = 10,0, który został 
podzielony siatką elementów trójkątnych (rys. 6.4). W węzłach siatki wyliczone zo
stały prędkości i wirowości na podstawie wzoru (3.104) i przyjętych założeń.

Rys. 6.4. Schemat kanału do obliczeń ciśnienia dla przepływu Poiseuille’a

Przyjęto do celów testowych wartości p-1, v = 0,1 oraz p(0) = 0, stąd rozwiązanie 
analityczne przedstawia zależność p = -1,2x. Wyniki obliczeń ciśnienia metodą ele
mentów brzegowych przedstawiono na rysunku 6.5, z którego wynika, że są zgodne 
z rozwiązaniem analitycznym.
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Rys. 6.5. Izolinie powierzchni wyznaczające rozkład ciśnienia dla przepływu Poiseuille’a

Jako kolejny przykład obliczeń przedstawiono wyznaczenie ciśnienia dla przepływu 
przez kanał z przeszkodą boczną na podstawie pola prędkości i wirowości określonych 
z metody wirów. Celem tej symulacji jest ilustracja graficzna zmian ciśnienia wywoła
nych strukturami wirowymi. Przyjęto do obliczeń kanał o długości L = 10, wysokość 
H = 1 oraz liczbę Reynoldsa Re = 1000, dla której szczególnie wyraźnie zaznaczają się 
niestabilności przepływu związane ze strukturami wirowymi. Struktury tworzą się za 
przeszkodą, są od niej odrywane i unoszone z przepływem, a na ich miejsce powstają 
nowe wiry. Każda taka struktura powoduje powstanie pulsacji ciśnienia w jej otocze
niu.

Na rysunku 6.6 przedstawiono obliczone numerycznie parametry pola przepływu za 
przeszkodą w czasie t = 7,45 s w postaci linii prądu, pola prędkości i wirowości wy
znaczonych metodą wirów oraz współczynnika ciśnienia i jego wartości wzdłuż brzegu 
dolnego i górnego kanału obliczonych metodą elementów brzegowych.

Rozkład wektorów prędkości przepływu i rozkład pola wirowości determinują roz
wiązanie dla pola prędkości, co ilustruje lysunek 6.6c-e. Dla liczby Reynoldsa 1000 
duże gradienty pola wirowości (na rysunku 6.6d przejście od obszarów jasnych do 
ciemnych) pokrywają się z dużym gradientem pola ciśnienia (tys. 6.6e). Jak wykazały 
symulacje autora, przy wzroście liczby Reynoldsa wpływ pola prędkości na zmianę 
pola ciśnienia rośnie, a wpływ wirowości wyraźnie maleje, co jest zgodne z dominacją 
adwekcji nad dyfuzją dla tego rodzaju przepływu.

Inne, praktyczne przykłady rozwiązania zagadnienia ciśnienia proponowaną w pra
cy metodą numeryczną przedstawiono w rozdziale 7.
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J__________ I__________ I__________ I__________ I__________ I__________ I___ ________L

01 23456789 10
Re = 1000.00 kt = 149 dt = 0.050 N= 6632

Re= 1000.00 kt=149 dt = 0.050 N = 6632

-^dno kanału -o-strop kanału i przeszkoda

Rys. 6.6. Przepływ w kanale z przeszkodą, w czasie t = 7,45 s: a) linie prądu, b) położenia kropel 
wirowych wraz z ich wektorami prędkości oraz tachoidy prędkości, c) rozkład pola prędkości, 

d) rozkład pola wirowości, e) rozkład pola ciśnienia (Cp), f) rozkład ciśnienia (Cp) na brzegach kanału



7. Analiza obciążeń hydrodynamicznych 
działających na wybrane rodzaje 

zamknięć hydrotechnicznych

7.1. Zasuwa płaska

Analiza obciążeń hydrodynamicznych została wykonana dla zamknięcia zasuwo
wego w spuście dennym zapory zbiornika Słup na rzece Nysie Szalonej po założeniu, 
że w wyniku pracy przelewów i spustu oraz wysokiego poziomu w rzece następuje 
zatopienie wylotu spustu, który pracuje ciśnieniowe. Kanał spustu dennego wyposażo
ny jest w dwie zasuwy - pierwsza od wody górnej jest zamknięciem awaryjnym i jest 
zwykle całkowicie otwarta, druga zaś jest zamknięciem głównym, tzn. pracującym 
stale. Kanał spustowy poza wlotem jest pryzmatyczny, jego przekrój poprzeczny ma 
wymiary 2,30 m szerokości oraz 2,80 m wysokości. Wysokość zwierciadła wody po
nad dnem spustu liczona dla normalnego poziomu piętrzenia w zbiorniku wynosi 
H=1T,2 m. Schemat bloku urządzeń zrzutowych przedstawiono na rysunku 7.1. 
Schemat obliczeniowy spustu wraz z zamknięciem głównym obejmujący wlot, zasuwę 
oraz część kanału spustowego został przedstawiony na rysunku 7.2. Do wyznaczenia 
siły hydrodynamicznej wybrano dwa położenia zamknięcia - otwarcie zasuwy na wy
sokość 1,0 m oraz 2,0 m nad dnem. Schemat konstrukcji zamknięcia zasuwowego 
przedstawiono na rysunku 2.8a w podrozdziale 2.2.1.1. Zasuwa ma konstrukcję wielo- 
dźwigarową oraz płaską, poziomą dolną krawędź. Na potrzeby analizy siły hydrody
namicznej zamknięcia, oprócz wariantu z poziomą dolną krawędzią zasuwy, przyjęto 
dodatkowe warianty kształtu - krawędź pochylona w kierunku napływu pod kątem 45° 
i 22,5° do poziomu oraz pochylona w przeciwnym kierunku pod kątem 22,5°. Wszyst
kie warianty kształtu dolnej krawędzi zasuwy przedstawiono na rysunku 7.3.

Wydatek spustu wyznaczono, przyjmując dla zamknięcia zasuwowego współczyn
niki kontrakcji Croraz wydatku Cd, na podstawie pracy Chenga (1981). Współczynniki 
Cr i Cd są funkcjami kąta P pochylenia krawędzi zamknięcia do poziomu i zostały za
mieszczone w tabeli 7.1. Obliczone wartości wydatków spustu na jeden metr szeroko
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ści zasuwy wynoszą q = 11,57 m2/s dla otwarcia 1,0 m oraz q = 23,15 m2/s dla otwar
cia 2,0 m.

Ze względu na nieznaczne różnice w wartościach współczynników wydatku Cd (ok. 
10%) dla kątów 45° i 0° przyjęto jednakową wartość tych współczynników dla 
wszystkich kształtów dolnej krawędzi.

Tabela 7.1. Współczynniki kontrakcji i wydatku 
dla ciśnieniowego zamknięcia zasuwowego (Cheng, 1981)

p [°] Cr cd

dolna krawędź 
i zasuwy

90 0,600 0,55

65 0,611 0,561

45 0,630 0,570

30 0,641 0,587

14,5 0,652 0,597

5 0,678 0,618

0 0,692 0,630

ZAMKNIĘCIA ZAMKNIĘCIA 
AWARYJNE GŁÓWNE

Rys. 7.1. Przekrój podłużny przez spust denny zapory zbiornika Słup na rzece Nysie Szalonej
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Modelowanie przepływu dla zasuwy wykonano w układzie bezwymiarowym. 
W tym celu zastosowano liczbę Reynoldsa, którą odniesiono do obliczonej prędkości 
przepływu pod zamknięciem: 

gdzie uo - średnia wartość prędkości poziomej w przekroju zamknięcia, Rh - promień 
hydrauliczny w przekroju zamknięcia, v = 10"6 - lepkość kinematyczna wody w tem
peraturze około 18 °C. Otrzymano następujące liczby Reynoldsa na podstawie wzoru 
(7.1): Re = 5,83-106 dla otwarcia 1,0 m (kształty Al, BI, Cl, Dl), oraz Re = 9,02-106 
dla otwarcia 2,0 m (kształty A2, B2, C2, D2).

Rys. 7.2. Model obliczeniowy spustu wraz z zamknięciem głównym

Rys. 7.3. Warianty kształtu dolnej krawędzi zasuwy dla numerycznej analizy
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W symulacjach numerycznych przyjmowano wartości wydatku wody znormalizowa
ne względem charakterystycznej prędkości w przekroju pod zamknięciem i wysokości 
otwarcia zasuwy, tak aby uzyskać jednostkowe wartości prędkości średniej pod zam
knięciem. Na tej podstawie wyznaczono charakterystyczną prędkość m0= 11,57 m/s, 
względem której normalizowane są pozostałe fizyczne wielkości. W układzie bezwy
miarowym ciśnienie jest znormalizowane względem czynnika pu}, dlatego w oblicze
niach posługiwano się współczynnikiem ciśnienia Cp={p~ p^)/pu} , gdzie p^ jest 

referencyjnym ciśnieniem, które w obliczeniach przyjmowano równe zeru. Przyjęcie p0 
jest niezbędne z uwagi na osobliwość macierzy H w równaniu macierzowym metod 
elementów brzegowych (6.42)

M?H')
Obliczenia metodą wirów wykonywano dla następujących parametrów obliczenio

wych:
- podstawowa długość elementu brzegowego, z którego warstwa wirowa zamieniana 

była na kroplę wirową h = 0,2,
- promień obcięcia E = hox =0,2168,
- krok czasowy dt = 0,15; takie przyjęcie zapewnia, że przemieszczenie kropli wiro

wej w jednym kroku czasowym jest mniejsze od wartości h = 0,2,
- liczba kroków czasowych dla każdej symulacji kt = 800,
- uśrednianie obliczonych wartości pola prędkości i wirowości dla wyznaczania ci

śnienia dokonywano dla przedziału 401-800 kroków czasowych.
Ciśnienie wyznaczano na podstawie rozwiązania równania Poissona dla ciśnienia 

metodą elementów brzegowych, zgodnie z zasadami omówionymi w rozdziale 6. Nie
zbędne do obliczeń pola prędkości i wirowości otrzymywano z metody wirów. Aby 
wyznaczyć ciśnienie w obszarze przepływu, konieczne było przyjęcie siatki numerycz
nej pokrywającej obszar. Zdecydowano się na siatkę trójkątną z liniową aproksymacją 
pola prędkości i wirowości w obrębie elementu trójkątnego. Na rysunku 7.4 przedsta
wiono przykładową siatkę wariantu Al zasuwy.

Rys. 7.4. Siatka numeryczna do wyznaczania ciśnienia dla wariantu Al zasuwy
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7.1.1. Dolna krawędź pozioma

Zgodnie z rysunkiem 2.8a, w rozdziale 2.2.1.1, analizowane zamknięcie zasuwowe 
ma dolną krawędź pochyloną pod katem 0° względem poziomu. Obliczenia obejmo
wały dwa warianty jego otwarcia na wysokość 1,0 m i 2,0 m, co na rysunku 7.3 ozna
czono symbolami Al i A2. Na rysunku 7.5 przedstawiono dla wariantu Al uśrednione 
pole prędkości, pole wirowości i pole ciśnienia w układzie bezwymiarowym (Cp).

Rys. 7.5. Wyniki obliczeń zasuwy - wariant Al: a) rozkład prędkości: 
b) rozkład wirowości, c) rozkład ciśnienia (Cj)

Za zamknięciem występuje strefa recyrkulacji, którą można zaobserwować na ry
sunku 7.5a w postaci wiru wyznaczonego przez wektory pola prędkości. Izolinie wi
rowości, przedstawione na rys. 7.5b, osiągają największe wartości bezwymiarowe 
w przekroju poniżej zamknięcia, a wartości najmniejsze występują wzdłuż dna prze
wodu za zamknięciem. Wynika to z intensywnej generacji wirowości w tych miejscach 
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kanału. Największe gradienty ciśnienia (Cp) występują w przekroju pod zamknięciem, 
gdzie gwałtownie zwiększa się prędkość przepływu, a obszar najmniejszego ciśnienia 
wynoszącego około —1,1 występuje za zamknięciem w odległości odpowiadającej po
łożeniu środka strefy recyrkulacji, co można zaobserwować na rysunku 7.5c.

Na rysunku 7.6 przedstawiono wyniki numerycznej analizy dla wariantu A2.

Rys. 7.6. Wyniki obliczeń zasuwy - wariant A2: a) rozkład prędkości, 
b) rozkład wirowości, c) rozkład ciśnienia Cp

Strefa recyrkulacji dla otwarcia zasuwy na wysokość 2,0 m jest wyraźnie mniejsza 
niż przy otwarciu 1,0 m, co można zaobserwować na rysunku 7.6a. Również wirowość 
oraz ciśnienie Cp osiągają nieco mniejsze wartości dla tego otwarcia zasuwy w porów
naniu do otwarcia 1,0 m. Analizując bezwymiarowe izolinie ciśnienia na rysunku 7.6c, 
można zauważyć, że obszar o wartościach najmniejszych wynoszących w przybliżeniu 
-0,88 jest zlokalizowany w przybliżeniu w środku strefy recyrkulacji, podobnie jak dla 
otwarcia 1,0 m.
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Na rysunku 7.7a i b przedstawiono dla wariantu Al i A2 rozkład współczynnika ci
śnienia wzdłuż górnego brzegu kanału wraz z konturem zamknięcia oraz wzdłuż jego 
dolnego brzegu.

| dno kanału spustu górna krawędź kanału waz z zasuwą |

| dno kanału spustu górna krawędź kanału waz z zasuwą |

Rys. 7.7. Rozkład współczynnika ciśnienia Cp na dolnym i górnym brzegu kanału: 
a) dla wariantu Al, b) dla wariantu A2

W przypadku otwarcia na wysokość 1,0 m na górnym brzegu kanału od wlotu do 
przekroju zamknięcia, współczynnik ciśnienia jest nieznacznie mniejszy od zera. 
W przekroju zamknięcia na jego przedniej krawędzi następuje gwałtowne obniżenie 
ciśnienia, które dalej jeszcze maleje aż do przekroju odpowiadającego położeniu środ
ka recyrkulacji, osiągając najmniejszą wartość równą -1,03. W kierunku wylotu ci
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śnienie stopniowo wzrasta. Podobnie zachowuje się ciśnienie na dolnym brzegu kana
łu, ale jego zmiany przebiegająłagodniej (rys. 7.7a).

W przypadku otwarcia na wysokość 2,0 m, ze względu na dwukrotnie większą 
wartość przepływu, spadek ciśnienia na odcinku od wlotu do przekroju zamknięcia na 
górnym i dolnym brzegu kanału jest większy, co można zaobserwować na rysunku 
7.7b. Następnie na powierzchni przedniej zamknięcia następuje gwałtowny spadek Cp, 
które dalej znacznie się obniża, aż do przekroju odpowiadającego centrum recyrkulacji, 
po czym zaczyna wzrastać w kierunku wylotu. Na dolnym brzegu kanału charakter 
zmian jest podobny, ale bardziej łagodny. Najmniejszy współczynnik ciśnienia Cp dla 
tego otwarcia jest nieco większy niż dla otwarcia 1,0 m i wynosi -0,837.

Siłę hydrodynamiczną dla przyjętej głębokości wody w zbiorniku ponad dnem spu
stu można wyznaczać na podstawie rozkładu współczynnika ciśnienia Cp(y) wzdłuż 
konturu / zamknięcia.

Dla rozpatrywanego przypadku zasuwy składowe siły pozioma Fx i pionowa F2 na 
jednostkę długości zamknięcia wyrażone są całką po konturze z sumy ciśnienia hydro
dynamicznego wyrażonego iloczynem p§UqCp(/) oraz ciśnienia hydrostatycznego 

pgH(_y). Jeśli opiszemy kształt tego konturu za pomocą krzywej parametrycznej 
/ = (z, (i), x2 (5)), to otrzymamy

J ^Pg(ulClt{y) + H{y)'^nldx2 = / F^Pg^C^ + Ht^ 
y(x) y(x)

(7 2)F2= f (p^woC/^+^Cy)))^^ = f tt2(ps(wo2ęXy)+W)))GM) r(!) rb)
gdzie: H(y) - różnica wysokości normalnego poziomu piętrzenia w zbiorniku i punk
tów należących do krzywej y, n = (npn2) - wektor normalny do krzywej /skierowany 
na zewnątrz konturu zamknięcia (por. punkt 3.1.9).

Na rysunku 7.8 przedstawiono rozkład wartości fizycznych całkowitego ciśnienia 
(hydrodynamicznego i hydrostatycznego) wzdłuż krawędzi zasuwy, którego kształt jest 
podobny dla wariantów Al i A2. Na ścianie przedniej, na styku kanału i zasuwy, ci
śnienie ma wartość największą, a następnie maleje aż do przeciwnego rogu między 
tylną ścianą zasuwy i stropem kanału. Różnica między tymi wartościami jest około 
trzykrotna dla obu wariantów otwarcia.

Uśrednioną siłę naporu wyznaczono zgodnie ze wzorem (7.2) i otrzymano nastę
pujące wartości: dla wariantu Al składowa pionowa 33,10 kN, składowa pozioma 
134,74 kN, a dla wariantu A2 składowa pionowa 33,10 kN, składowa pozioma 
134,74 kN.
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Rys. 7.8. Rozkład ciśnienia wzdłuż krawędzi zasuwy: a) wariant Al, b) wariant A2

7.1.2. Dolna krawędź pozioma - przepływ potencjalny

Aby określić różnice obciążeń wyznaczonych proponowaną w niniejszej pracy 
metodą i za pomocą stosowanej powszechnie metody siatki hydrodynamicznej (por. 
podrozdział 4.1.1), w niniejszym punkcie przedstawiono rozwiązanie metodą siatki 
hydrodynamicznej dla wariantu Al i A2 zasuwy.

Zagadnienie przepływu potencjalnego sformułowano w postaci równania Laplace’a 
dla potencjalnej funkcji prądu, zgodnie z zasadami omówionymi w punkcie 3.1.9.

Przyjęto następujące założenia do tych obliczeń:
- wartości przepływu na jednostkę szerokości spustu są takie same jak w obliczeniach 

metodą wirów, tzn. 11,57 m2/s dla wariantu Al i 23,15 m2/s dla wariantu A2,
- geometria obszaru przepływu jest zgodna z rysunkiem 7.2,
- ciśnienie wzdłuż konturu zamknięcia (skrajnej linii prądu) wyznaczano na podsta

wie równania Bernoulliego, według zasad zdefiniowanych w rozdziale 4.1.1.
Do obliczania przepływu potencjalnego zastosowano metodę elementów brzego

wych. Na rysunku 7.9 przedstawiono wynik tych obliczeń w postaci pola prędkości 
potencjalnej i funkcji prądu. Zgodnie z teorią takich przepływów za zamknięciem nie 
występuje strefa recyrkulacji.

Wyznaczone prędkości przepływu potencjalnego osiągają bardzo duże wartości 
w punktach narożnych dolnej krawędzi zasuwy. Obliczone na ich podstawie ciśnienie 
uzyskuje w tych punktach bezwzględne wartości powyżej 5 MPa, dlatego zdecydowa
no, aby posłużyć się prędkościami zlokalizowanymi w niewielkiej odległości (równej 
0,1 bezwymiarowo) od brzegów. Ciśnienie wyznaczone z równania Bernoulliego 
wzdłuż całego konturu kanału przedstawiono na rysunku 7.11. Na rysunku tym przed
stawiono również ciśnienie obliczone na podstawie proponowanej w pracy metody.



186 Rozdział 7

Rys. 7.9. Przepływ potencjalny dla zasuwy - wariant Al: a) wykres funkcji prądu, b) pole prędkości

Rys. 7.10. Przepływ potencjalny dla zasuwy - wariant A2: a) wykres funkcji prądu, b) pole prędkości
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PRZEPŁYW LEPKI —PRZEPŁYW POTENCJALNY]

PRZEPŁYW LEPKI —PRZEPŁYW POTENCJALNY]

Rys. 7.11. Wykres brzegowych wartości ciśnienia na podstawie proponowanej w pracy metody 
i rozwiązania potencjalnego: a) dla wariantu Al, b) dla wariantu A2

Porównując wykresy brzegowego ciśnienia całkowitego można zauważyć, iż dla 
wariantu Al, na odcinku początkowym kanału do przekroju zamknięcia, rozwiązanie 
zagadnienia potencjalnego i rozwiązanie metodą zaproponowaną w pracy dają zbliżone 
rezultaty. Na przedniej krawędzi zamknięcia występuje skokowe zmniejszenie ciśnie
nia, jednak w przypadku rozwiązania potencjalnego jest ono około dwukrotnie większe 
niż dla metody wirów. W rozwiązaniu potencjalnym na tylnej krawędzi zasuwy nastę
puje ponowna gwałtowna zmiana ciśnienia, ale w kierunku większych jego wartości, 
co wynika ze zmiany wektorów pola prędkości, przedstawionych na rysunku 7.9. Na 
długości kanału ciśnienie jest stałe. Jest to zasadnicza różnica w stosunku do rozwiąza
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nia metodą wirów, gdy za zamknięciem ciśnienie jeszcze maleje, aż do centrum strefy 
recyrkulacji, a następnie powoli rośnie.

W przypadku otwarcia zasuwy na wysokość 2,0 m (wariant A2) charakter zmian ci
śnienia dla przepływu potencjalnego jest bardzo podobny jak w wariancie Al. Większa 
jest zmiana ciśnienia na krawędzi zamknięcia i dlatego bardziej znaczące są różnice 
między rozwiązaniem potencjalnym a proponowaną w pracy metodą wirów.

W obliczeniach przepływu potencjalnego bardzo duże ujemne ciśnienia w narożach 
na dolnej krawędzi zamknięcia, wynoszące dla wariantu A2 około -100 kPa, wynikają 
z rozkładu prędkości, którą uzyskuje przepływ potencjalny w przekroju zamknięcia i to 
mimo przyjmowania do obliczeń wartości prędkości nieleżących bezpośrednio na 
brzegu. Najlepiej sytuację tę obrazuje rysunek 7.12, na którym przedstawiono profile 
prędkości pod zamknięciem, obliczone obiema metodami.

Rys. 7.12. Porównanie profili prędkości dla przepływu potencjalnego i lepkiego 
obliczonego metodą wirów: a) wariant Al, b) wariant A2

Rozkład prędkości potencjalnej dla obu rozpatrywanych wariantów charakteryzują 
się występowaniem prędkości ekstremalnych w punktach leżących na krawędzi dolnej 
zamknięcia i na dolnym brzegu kanału, podczas gdy odpowiadające im tachoidy pręd
kości dla przepływu lepkiego mają na brzegu wartości zerowe.

Na podstawie uzyskanych profili prędkości wyznaczono wartości wydatku pod za
mknięciem, aby sprawdzić czy zachowany został przepływ masy. Obliczone wartości 
zestawiono w tabeli 7.2 i wskazują one, że dla obu metod zasada zachowania masy jest 
spełniona.

Rozkład ciśnienia wzdłuż krawędzi zamknięcia opływanej ruchem potencjalnym 
przeliczono następnie na siłę hydrodynamiczną zgodnie z równaniem (7.2), a wyniki 
zestawiono w tabeli 7.3 dla porównania z wynikami obliczonymi metodą wirów.
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Tabela 7.2. Wartości przepływu pod zasuwą-wariant Al i A2

Wariant

Przepływ na jednostkę szerokości kanału spustu

wartość zadana
wartość obliczona 

potencjalna
wartość obliczona 
z metody wirów

[m2/s] [m2/s] [m2/s]

Al 11,57 11,61 11,55

A2 23,15 23,17 23,09

Tabela 7.3. Całkowita siła pozioma i pionowa wyznaczona proponowaną metodą i metodą siatki 
hydrodynamicznej dla otwarcia zasuwy 1,0 m (wariant Al) i 2,0 m (wariant A2)

Wariant

Obliczenia proponowaną metodą
Obliczenia metodą siatki 

hydrodynamicznej

siła pozioma siła pionowa siła pozioma siła pionowa

[kN] [kN] [kN] [kN]

Al 134,74 33,10 19,06 3,82

A2 53,62 24,04 19,68 -10,97

Dla przepływu potencjalnego wartość całkowitej siły pionowej (hydrostatycznej 
i hydrodynamicznej) dla wariantu Al jest bliska zeru, a dla wariantu A2 jest ujemna, 
co wynika z dużej wartości ujemnej (ssącej) składowej hydrodynamicznej. Wartości 
siły pionowej obliczone metodą proponowaną w niniejszej pracy są dodatnie, co ozna
cza, że zamknięcie będzie wypierane ku górze.

W przypadku obliczeń siły poziomej metodą wirów otrzymuje się duże wartości 
(135 kN dla wariantu Al i 54 kN dla wariantu A2) wynikające z powstania za za
mknięciem strefy recyrkulacji, która powoduje obniżenie ciśnienia na tylnej ścianie 
zamknięcia. Dla przepływu potencjalnego, z powodu braku recyrkulacji, ciśnienia na 
przednią i tylną ścianę zamknięcia prawie się równoważą.

Przedstawiony przykład potwierdza postawioną w pracy tezę, że metodę siatki 
można stosować wyłącznie w przypadkach przepływu w obszarach o łagodnie zmie
niającej się geometrii oraz gdy nie zachodzi recyrkulacja strumienia przepływu, tj. 
w przypadkach, które w budownictwie hydrotechnicznym rzadko występują.

7.1.3. Dolna krawędź pochylona zgodnie 
z kierunkiem strumienia przepływu

Przedmiotem badań w niniejszym punkcie pracy jest zamknięcie zasuwowe o dol
nej krawędzi zasuwy pochylonej w kierunku napływu wody. Przyjęto dwa różne kąty 
pochylenia krawędzi opływanej 45° i 22,5°, które przedstawiono na rysunku 7.3 
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i oznaczono odpowiednio symbolami - dla otwarcia 1,0 m jako BI i Cl oraz dla 
otwarcia 2,0 m jako B2 i C2. Rozważane kształty są typowymi rozwiązaniami dla za
suw płaskich. Celem obliczeń było stwierdzenie, czy istnieje wpływ kształtu krawędzi 
opływanej zamknięcia na średnią siłę hydrodynamiczną. Na rysunku 7.13 przedsta
wiono obliczone pole prędkości i pole ciśnienia dla wariantu BI, a na rysunku 7.14 
wyniki tych obliczeń dla wariantu B2.

Strefa recyrkulacji dla tego wariantu jest większa niż dla wariantu Al, co wynika 
z kształtu dolnej krawędzi zasuwy, odchylającego strumień przepływu w kierunku dna 
kanału. Skutkiem tego jest większy współczynnik ciśnienia w obszarze recyrkulacji, co 
można zaobserwować na rysunku 7.13.

Rys. 7.13. Wariant BI: a) rozkład prędkości, b) rozkład ciśnienia

Opływ zasuwy podniesionej na wysokość 2,0 m (wariant B2) wykazuje nieznaczne 
różnice w stosunku do wariantu A2, polegające na wydłużeniu i pogłębieniu strefy 
recyrkulacji tworzącej się za zamknięciem. Środek strefy przesunięty jest w kierunku 
wylotu, a współczynnik ciśnienia w jego centrum jest mniejszy niż w wariancie A2.

Rozkład całkowitego ciśnienia na opływanej krawędzi zasuwy dla wariantów BI 
i B2 przedstawiono na rysunku 7.15. Jest on inny niż dla odpowiadających wariantów 
Al i A2, na przedniej bowiem ścianie zasuwy i dolnej krawędzi ciśnienie jest w przy
bliżeniu stałe, a jego znaczne obniżenie następuje w okolicy kąta ostrego utworzonego 
przez dolną i tylną krawędź zamknięcia.

Wyniki obliczeń siły hydrodynamicznej zestawiono w tabeli 7.4.
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Rys. 7.14. Wariant B2: a) rozkład prędkości, b) rozkład ciśnienia

Rys. 7.15. Rozkład ciśnienia wzdłuż krawędzi zasuwy: a) wariant B1, b) wariant B2

Obraz pola prędkości i wirowości dla pochylenia dolnej krawędzi zasuwy pod ką
tem 22,5° przedstawiono na rysunku 7.16 dla wariantu Cl i na rysunku 7.17 dla wa
riantu C2.

Rozkład wektorów pola prędkości oraz pole współczynnika ciśnienia dla obydwu 
położeń zamknięcia mają charakter zbliżony do tych, które można zaobserwować dla 
wariantu BI i B2.
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Rys. 7.16. Wariant Cl: a) rozkład prędkości, b) rozkład ciśnienia

Rys. 7.17. Wariant C2: a) rozkład prędkości, b) rozkład ciśnienia

Rozkład ciśnienia na opływanej krawędzi zasuwy dla wariantu Cl i C2 przedsta
wiono na rysunku 7.18 i jest on podobny do tego jaki występuje odpowiednio dla wa
riantu BI i B2.

Wyniki obliczeń siły hydrodynamicznej zestawiono dla wszystkich wariantów 
w tabeli 7.4.
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Rys. 7.18. Rozkład ciśnienia wzdłuż krawędzi zasuwy: a) wariant Cl, b) wariant C2

7.1.4. Dolna krawędź pochylona przeciwnie 
do kierunku strumienia przepływu

Dolna płaska krawędź zamknięć zasuwowych może być również pochylona od
wrotnie do kierunku przepływu wody. Takie rozwiązanie stosowane jest często dla 
zamknięć powierzchniowych. W tym przypadku poddano numerycznej analizie zasu
wę o kącie pochylenia krawędzi równym -22,5°, dla dwóch wysokości otwarcia, 
przedstawionych na rysunku 7.3 i oznaczonych symbolami Dl i D2. Pole prędkości 
i współczynnik ciśnienia w obszarze przepływu dla wariantu Dl przedstawiono na 
rysunku 7.19, a dla wariantu D2 na rysunku 7.20.

Rys. 7.19. Wariant D1: a) rozkład prędkości, b) rozkład ciśnienia



194 Rozdział 7

Opływ zasuwy o ujemnym kącie pochylenia dolnej krawędzi może być traktowany 
jako opływ ostrej krawędzi. Z tego względu kształt pola prędkości i ciśnienia w tym 
wariancie jest zbliżony do tego, jaki otrzymano dla wariantu BI i C1.

Rys. 7.20. Wariant D2: a) rozkład prędkości, b) rozkład ciśnienia

Podobnie zachowuje się pole prędkości w przypadku wariantu D2. Obraz strefy re
cyrkulacji jest zbliżony do wariantu B2, gdzie również mamy do czynienia z ostrą 
krawędzią. Pole współczynnika ciśnienia ma dla tych dwóch przypadków opływu nie
mal identyczny kształt oraz wartości.

Ciśnienie rozłożone wzdłuż krawędzi zamknięcia przedstawiono na rysunku 7.21. 
Znaczny spadek brzegowego ciśnienia występuje wzdłuż dolnej krawędzi zasuwy, co 
można zaobserwować na rysunku 7.21.

Rys. 7.21. Rozkład ciśnienia wzdłuż krawędzi zasuwy: a) wariant Dl, b) wariant D2
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Tabela 7.4. Zestawienie sił działających na zasuwę płaską 
wszystkich wariantów, zgodnie z rysunkiem 7.3

Siła 

[kN]

Podniesienie zamknięcia i warianty

Hz = 1,0 Hz = 2,0

Al BI Cl Dl A2 B2 C2 D2

Napór na 
ścianę tylną 79,08 117,73 128,28 122,26 31,57 38,00 49,48 23,88

Napór na 
ścianę przednią 213,82 169,31 196,66 238,87 85,19 57,12 65,47 86,29

Sumaryczna siła 
pozioma 134,74 51,58 68,38 116,61 53,62 19,12 16,00 62,41

Sumaryczna siła 
pionowa 33,10 75,82 54,82 58,78 24,04 59,74 41,02 21,77

Z przedstawionego na rysunkach 7.8, 7.15, 7.18 i 7.21 rozkładu ciśnienia na opły
wanym konturze zasuwy oraz wyników obliczeń sumarycznej siły poziomej i pionowej 
można stwierdzić, że zależą one istotnie od wysokości otwarcia zasuwy i kąta pochy
lenia jej dolnej krawędzi.

Na wartość siły poziomej, wynikającej z różnicy sił działających na przednią i tylną 
ścianę zamknięcia, wpływ ma wysokość tych ścian oraz wielkość strefy recyrkulacji 
i ciśnienie w tej strefie. Większa strefa i niższe ciśnienie powodują, że siła działająca 
na tylną ścianę zamknięcia jest mniejsza i w konsekwencji otrzymuje się zwiększenie 
siły poziomej.

Istotne różnice w wartościach siły pionowej wynikają z rozkładu prędkości i wiro
wości pod zamknięciem. W przypadku otwarcia zasuwy 1,0 m zdecydowanie najwięk
sza wartość siły ssącej, powodującej najmniejsze wartości sumarycznej siły pionowej 
występuje dla kąta pochylenia spodu zasuwy 0°, a dla wysokości otwarcia 2,0 m dla 
kąta 0° i -22,5°.

Przedstawione wyniki, choć uzyskane dla stosunkowo krótkiego czasu uśredniania, 
wskazuję jednakże, że najbardziej niekorzystnym kształtem dolnej krawędzi zasuwy 
jest krawędź pochylona pod kątem 0°.

7.1.5. Obciążenia chwilowe zamknięcia zasuwowego

Zjawisko przepływu dla tak dużych liczb Reynoldsa (powyżej 106), jakie rozpatry
wano w niniejszym rozdziale pracy, charakteryzuje się dużą niestabilnością, co zostało 
potwierdzone licznymi badaniami i obserwacjami (Elsner, 1987; Batchelor, 1967; 
Naudascher, 1991; Naudascher i Rockwell, 1994). Metoda wirów z pewną dokładnością 
odtwarza to zjawisko przez tworzenie się i odrywanie struktur wirowych wzdłuż opły
wanych brzegów. Mimo iż dla takich złożonych kształtów, jak zamknięcie zasuwowe 
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w przewodzie ciśnieniowym dokładność modelowania zjawisk dynamicznych jest 
trudna do oszacowania, jakościowy opis zjawiska również może być cenną informacją 
dla projektantów tych konstrukcji.

Na rysunku 7.22 przedstawiono położenia kropel wirowych w obszarze przepływu 
dla wybranego czasu.

Rys. 7.22. Ewolucja położenia kropel wirowych w obszarze przepływu za zasuwą 
dla wybranego czasu - wariant Al

Z układu wirów, przedstawionych na rysunku 7.22, można zauważyć, że zjawisko 
przepływu charakteryzuje się dużą zmiennością struktur wirowych, które, tworząc się 
na krawędzi zamknięcia i przemieszczając z przepływem, pociągają za sobą zmianę 
pozostałych parametrów fizycznych strumienia przepływu. Do zobrazowania tych 
efektów obliczono ciśnienie, a następnie wartości składowych pionowej i poziomej siły 
hydrodynamicznej (rys. 7.23), powstających na powierzchni opływanej zamknięcia dla 
wybranego czasu w przypadku wariantu Al, charakteryzującego się największymi 
zmianami w obrazie pola prędkości.

Wartość obydwu składowych siły hydrodynamicznej jest silnie zmienna w czasie, 
co można zaobserwować na rysunku 7.23. Siła naporu na przednią ścianę zasuwy jest 
praktycznie niezmienna, a o zmienności siły pionowej decydują zjawiska niestabilnego 
odrywania się warstwy granicznej za zamknięciem. Wartości siły poziomej oraz am
plituda jej zmian są około 8 razy większe od takich wartości wyznaczonych dla skła
dowej pionowej siły. Są to siły na tyle duże, że ich pulsacje mogą powodować drgania
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zamknięcia, a w najbardziej niekorzystnym przypadku, pojawić się może zjawisko 
sprzężenia zwrotnego polegające na wzajemnym wzmocnieniu siły wymuszającej oraz 
amplitudy drgań.

| SIŁA NAPORU OD DOLNEJ WODY -ę-StA NAPORU OD GÓRNEJ WODY -O-WYPADKOWA SKŁADOWA POZIOMA SIŁY

Rys. 7.23. Zmienność w czasie siły hydrodynamicznej dla wariantu Al (co 1,0 s): 
a) składowa pionowa, b) składowe poziome

Na rysunku 7.24 przedstawiono porównanie zmienności tych sił dla wszystkich 
kształtów zasuwy podczas otwarcia na wysokość 1,0 m.

Pochylenie krawędzi w kierunku napływu - wariant BI i Cl - znacznie zmniejsza 
amplitudę siły poziomej i pionowej, co obrazują przedstawione na rysunku 7.24 krzy
we zmienności tych sił. Wynika to z charakteru zjawiska tworzenia się struktur wiro
wych i odrywania warstwy granicznej od brzegów zamknięcia, które dla tych warian
tów przebiega dużo bardziej stabilnie. Pochylenie dolnej krawędzi w kierunku prze
ciwnym do kierunku napływu - wariant Dl - jest także korzystniejsze niż przypadek 
pochylenia zerowego - wariant Al, dla którego wartości składowych pionowej i po
ziomej siły wykazują największą amplitudę zmian. Jest to związane ze zjawiskiem 
odrywania się warstwy przyściennej i ponownym jej przyleganiem do krawędzi dolnej 
zasuwy.
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-O-WARIANTA1 -o-WARIANT B1 
- WAR IANT C1 WAR IANT D1

-O-WARIANT Al -o-WARIANT B1
WAR IANT C1 WARIANT D1

Rys. 7.24. Porównanie zmienności w czasie siły hydrodynamicznej 
dla wariantów Al, BI, Cl, Dl: a) składowa pionowa, b) składowa pozioma

7.2. Zamknięcie klapowe

Klapa jest przykładem zamknięcia, dla którego występuje brzeg w postaci swobod
nej powierzchni zwierciadła wody. Jeśli kształt tego brzegu jest znany, to za pomocą 
metody wirów można wyznaczyć rozkład prędkości oraz wirowości i w konsekwencji 
metodą elementów brzegowych pole ciśnienia.

Do numerycznej analizy ciśnienia hydrodynamicznego działającego na zamknięcie 
klapowe wybrano jego model fizyczny, dla którego wykonane były kompleksowe po
miary ciśnienia w Zakładzie Budownictwa Wodnego, w Instytucie Geotechniki i Hy- 
drotechniki Politechniki Wrocławskiej (Rędowicz, 2007). Wybrana do symulacji nu
merycznych klapa ma następujące parametry:
• promień krzywizny klapy - 1,0025 m,
• długość cięciwy - 0,20 m,
• szerokość klapy - 0,15 m,
• kąt pochylenia klapy do poziomu - 10°.
Schemat klapy przedstawiono na rysunku 7.25.

Do przenalizowania wybrano dwa przepływy Q = 2,5-10-3 m3/s oraz Q = 20-10’3 
m3/s. Wartościom tych przepływów odpowiadają liczby Reynoldsa: 1,6666-104 oraz 
1,3333-105, które wyznaczono ze wzoru:

Re=^- (7.3)
bv

gdzie Q - przepływ, b - szerokość klapy, v - współczynnik lepkości kinematycznej, 
który przyjmowano równy 1,0-10-6 m2/s.
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Rys. 7.25. Schemat klapy do obliczeń metodą wirów

Uzyskane liczby Reynoldsa wskazują, że ruch na modelu dla obu wielkości prze
pływu był turbulentny. Wysokość napełnienia w kanale dopływowym H wynosiła od
powiednio 0,07 m i 0,171 m.

Położenie zwierciadła wody na modelu było mierzone profilografem szpilkowym 
oraz zdokumentowane fotograficznie i do obliczeń przyjęto następnie funkcję Hw =/(x) 
opisującą położenie tego zwierciadła. Wartość ciśnienia została zmierzona za pomocą 
piezometrów wodnych rozmieszczonych w 10 punktach wzdłuż osi podłużnej klapy.

Do obliczeń metodą wirów przyjęto następujące parametry:
- długość elementu brzegowego, z którego warstwa wirowa zamieniana była na kro

plę wirową h = 0,1,
- promień obcięcia £ = /i0'95 =0,1122 (podrozdz. 5.4.2),
- krok czasowy dt = 0,05; takie przyjęcie zapewniało, że przemieszczenie kropli wi

rowej w jednym kroku czasowym było mniejsze od wartości h = 0,1 i rozwiązanie 
było dzięki temu stabilne,

- przyjęto liczbę kroków czasowych dla każdej symulacji kt = 1000, aby zapewnić 
uśrednianie pól prędkości i wirowości w zakresie przepływu ustalonego (sprawdzo
no, że przepływ był ustalony po około 500 krokach),

- uśrednianie obliczonych wartości pola prędkości i wirowości dla wyznaczania ci
śnienia dokonywano dla przedziału 801-1000 kroków czasowych, aby uzyskać 
uśrednione wartości rozkładu ciśnienia.
Na rysunku 7.26 przedstawiono wynik symulacji metodą wirów dla przepływu 

2,5-10~3 m3/s w postaci chwilowego położenia wirów w kroku 999 oraz uśrednionego 
rozkładu prędkości i linii prądu dla przedziału 801-1000 kroków czasowych.

Ciśnienie liczone było wzdłuż konturu dna kanału i krawędzi klapy, a jego wyniki zo
stały wyrażone w metrach wysokości słupa wody. Wyniki pomiarów i symulacji nume
rycznych dla obydwu przepływów przedstawiono na rysunku 7.27 oraz w tabeli 7.5.
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Re = 16666.00 kt = 999 dt = 0.050 N = 5781

Rys. 7.26. Wyniki obliczeń przepływu nad klapą metodą wirów dla Q = 2,5-10 3 m3/s:

a) położenie kropel wirowych, b) rozkład wektorów prędkości przepływu, c) położenie linii prądu

Porównując otrzymane rezultaty, należy zauważyć bardzo dobrą zgodność pomia
rów i obliczeń dla przepływu Q = 2,5-10"3 m3/s na całej długości klapy. Niewielkie 
odchylenia wynikają z niedokładności odczytu pomierzonych ciśnień za pomocą pie- 
zometrów. Nieco gorsze wyniki otrzymano dla przepływu Q = 20-10~3 m3/s w postaci 
rozbieżności w wartości ciśnienia na końcu klapy. Jest to spowodowane przyjęciem 
w obliczeniach pola prędkości warunku brzegowego Neumanna na wylocie z obszaru 
obliczeniowego, oznaczającego istnienie w tym przekroju wyłącznie poziomych skła
dowych prędkości przepływu, które przy tak dużym napełnieniu w rzeczywistości nie 
są poziome.
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ODLEGŁOŚĆ OD OSI OBROTU KLAPY [m]
Rys. 7.27. Zestawienie wyników obliczeń proponowaną 
metodą i pomiarów ciśnienia dla zamknięcia klapowego

Tabela 7.5. Zestawienie ciśnienia obliczonego i pomierzonego dla zamknięcia klapowego

Odległość od osi 
obrotu klapy 

[m]

Ciśnienie wzdłuż krawędzi klapy

Q = 2,5-10'3 m3/s Q = 20-10"3 m3/s

Obliczone 
[m H2O]

Pomierzone 
[m. HiO]

Różnica 
m

Obliczone 
[m H2O]

Pomierzone 
Im H2O]

Różnica 
[%]

0,0096657 0,0724636 0,0725794 0,16 0,164 0,171 4,06

0,0290716 0,0717712 0,0734169 2,24 0,155 0,159 2,45

0,0485700 0,0708944 0,0708663 0,04 0,145 0,147 1,12

0,0681533 0,0700121 0,0689259 1,55 0,135 0,135 0,26

0,0878138 0,0687025 0,0705939 2,68 0,125 0,127 1,2

0,1075434 0,0671334 0,0658691 1,88 0,115 0,115 0,13

0,1273345 0,0652784 0,0647500 0,81 0,104 0,102 1,83

0,1471791 0,0622128 0,0642355 3,15 0,091 0,092 0,89

0,1670694 0,0588289 0,0593247 0,84 0,077 0,072 6,06

0,1869974 0,0538242 0,0520166 3,36 0,060 0,045 25,29
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7 .3. Analiza wyników i wnioski

Głównym celem wykonanych symulacji było przedstawienie wykorzystania opra
cowanej metody do zagadnień inżynierskich wyznaczania sił hydrodynamicznych, 
działających na zamknięcia budowli wodnych. Na podstawie uzyskanych rezultatów 
można stwierdzić, że opracowanymi programami uzyskuje się przestrzenny i czasowy 
rozkład ciśnienia w całym obszarze przepływu, co dotychczas było możliwe przez 
zastosowanie żmudnych i drogich badań modelowych.

Rozważając wyniki obliczenia ciśnienia działającego na zasuwę w przewodzie ci
śnieniowym, stwierdzono, że dla krawędzi pochylonej pod kątem 0° wartość siły pio
nowej jest najmniejsza, na poziomej krawędzi bowiem występuje największy spadek 
ciśnienia hydrodynamicznego. Jest to spowodowane odrywaniem ścieżki wirowej 
spływającej z przedniej ściany zamknięcia, która następnie łączy się z podobną ścież
ką, ale przemieszczającą się wzdłuż ściany tylnej, co w konsekwencji powoduje 
znaczne obniżenie ciśnienia w obszarze pod dolną krawędzią zamknięcia. Siła pozioma 
osiąga w tym przypadku największe wartości, co wynika z tworzącej się strefy recyr
kulacji w bliskiej odległości od tylnej ściany zasuwy.

Pochylenie dolnej krawędzi w kierunku napływu lub przeciwnie powoduje odsuwa
nie ścieżki wirowej od dolnej krawędzi zasuwy. W rezultacie zwiększa się odległość 
strefy recyrkulacji od dolnej i tylnej krawędzi zamknięcia, co powoduje zmniejszenie 
średniej wartości składowej pionowej i poziomej napom wody.

Najbardziej niepożądanym zjawiskiem, związanym z opływem zasuwy, jest zmien
ność składowej pionowej i poziomej siły hydrodynamicznej, może bowiem być ona 
przyczyną drgań zamknięcia. Największą amplitudę zmian tych sił zanotowano dla 
poziomej dolnej krawędzi zasuwy, a najmniejszą dla krawędzi pochylonej pod kątem 
45°. Jest to związane ze zjawiskiem odrywania się warstwy przyściennej od krawędzi 
zasuwy, które dla krawędzi pochylonej przebiega bardziej stabilnie niż dla krawędzi 
pochylonej pod kątem 0°. To implikuje wniosek, że konstruując zamknięcie, należy 
unikać poziomego kształtowania jej dolnej krawędzi.

Za pomocą numerycznych symulacji badano siłę hydrodynamiczną dla wariantu Al 
i A2 proponowaną w niniejszej pracy metodą. Wykonując podobne obliczenia metodą 
siatki hydrodynamicznej stwierdzono, że metoda siatki prowadzi do dużych błędów w 
oszacowaniu tej siły. Otrzymane tą metodą podciśnienia na dolnej krawędzi są istotnie 
większe, co sprawia, że wynikowa składowa pionowa siły jest dużo mniejsza, a nawet 
osiąga wartości ujemne w stosunku do wyników otrzymanych z metody wirów. Wyni
ka to z większych prędkości wzdłuż opływanej krawędzi zamknięcia wyznaczanych 
metodą siatki. Składowa pozioma siły wyznaczona metodą siatki hydrodynamicznej 
jest bowiem znacznie mniejsza, z powodu braku recyrkulacji za zasuwą, ciśnienia na 
przednią i tylną powierzchnię zamknięcia prawie się równoważą.
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Proponowana w pracy metoda może również być stosowana do analizowania opły
wu w przypadku zamknięć powierzchniowych, dla których występuje swobodne 
zwierciadło wody. Przedstawione przykładowe obliczenia ciśnienia dla modelu za
mknięcia klapowego wykazały dobrą zgodność wyników z badaniami modelowymi. 
Zamknięcia klapowe poddawane są silnym podciśnieniom w ich dolnym położeniu 
przy dużej warstwie przelewowej. Analizując proponowaną metodą rozkład ciśnienia 
na powierzchni zamknięcia, można stwierdzić czy nie wystąpi zjawisko odrywania się 
strumienia i niestabilność siły hydrodynamicznej, która może powodować drgania tej 
konstrukcji.



8. Podsumowanie

W niniejszej monografii przedstawiono praktyczną i efektywną metodę wyznacza
nia obciążeń hydrodynamicznych działających na zamknięcia hydrotechniczne. Do 
tego celu autor zastosował numeryczną metodę wirów w powiązaniu z metodą ele
mentów brzegowych. Obciążenia hydrodynamiczne są w omawianych zagadnieniach 
inżynierskich związane z bardzo silnie turbulentnym przepływem, charakteryzującym 
się liczbą Reynoldsa przekraczającą znacznie wartość 106. Uzyskanie właściwego ob
razu przepływu dla takich warunków jest bardzo złożone, ze względu na gwałtowność 
zachodzących w strumieniu zmian prędkości i wirowości o bardzo zmiennych skalach 
przestrzennych. Mimo występujących trudności, autor podjął wyzwanie opracowania 
efektywnej metody, zbudowania do niej szeregu algorytmów i programów kompute
rowych, za pomocą których można wyznaczać obciążenia hydrodynamiczne zamknięć 
budowli wodnych.

Zawarte w pracy praktyczne przykłady obliczeń poprzedzono obszernym wstępem 
teoretycznym, którego zamierzeniem było przedstawienie zarówno szerokiego kontek
stu obciążeń zamknięć hydrotechnicznych, jak i możliwości jego opisu teoretycznego 
oraz rozwiązania metodami numerycznymi.

Omówiono szczegółowo zagadnienie obciążeń hydrodynamicznych, które można 
usystematyzować na podstawie przyczyn, które je wywołują. Zaliczają się do nich 
pulsacja prędkości i ciśnienia wywołane ogólną turbulencją przepływu, zmiany ciśnie
nia spowodowane odrywaniem się warstwy granicznej i formowaniem dużych struktur 
wirowych w strumieniu opływającym konstrukcję, ruch konstrukcji oraz zjawiska eks
tremalne, takie jak trzęsienie ziemi lub obciążenie wybuchem. Niemal każdy rodzaj 
obciążenia wymaga zastosowania innego aparatu matematycznego i metody obliczeń, 
dlatego po analizie częstości i istotności tych zjawisk wybrano do modelowania zjawi
sko odrywania warstwy granicznej i formowania się strefy recyrkulacji. Wybór ten 
uznać należy za trafny, recyrkulacja bowiem pojawia się prawie zawsze podczas zwy
czajnej eksploatacji konstrukcji wodnych, a równocześnie może być, jak wykazano 
w pracy, przyczyną znacznych problemów eksploatacyjnych, aż do awarii konstrukcji 
włącznie. Dochodzi do niej zwykle w rezultacie drgań rezonansowych, jakie mogą 
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pojawić się w wyniku zmian ciśnienia w strumieniu opływowym, związanych z pow
stawaniem dużych, spójnych, wirowych struktur.

Część pracy obejmuje zagadnienia mechaniki płynów związane z rozpatrywanym 
zjawiskiem opływu. Szczególną uwagę autor zwrócił na kinematykę i dynamikę wiro
wości oraz tworzenia się warstwy przyściennej, wyprowadzając stosowne wzory i pre
zentując je w sposób dostosowany do opracowania równań metody wyznaczania siły 
hydrodynamicznej.

Rozważając możliwości modelowania tej siły, stwierdzono, że stosowane często 
uproszczone metody, bazujące na równaniu Bernoulliego lub równaniu Laplace’a nie 
prowadzą do poprawnych rozwiązań bardziej złożonych geometrycznie przypadków 
opływu. Z tego względu uznano, że podstawą opracowania metody powinny być nieli
niowe równania przepływu cieczy lepkiej, zwane równaniami Naviera-Stokesa. Anali
zując rozwiązania równań metodami numerycznymi, stwierdzono, że ich bezpośrednie 
rozwiązanie klasycznymi metodami, korzystającymi z dyskretyzacji obszaru, przekra
cza możliwości dostępnego sprzętu komputerowego i należy stosować równania 
uśrednione po przebiegach czasowych (metoda RANS lub LES) lub zastosować meto
dę, w której nie korzysta się z siatki numerycznej. Po dokonaniu krótkiego przeglądu 
i oceny tych metod pod kątem ich właściwości i możliwości wyznaczania parametrów 
przepływów turbulentnych, dokonano wyboru „bezsiatkowej” metody wirów dyskret
nych. Wybór uzasadniono licznymi argumentami, pośród których najważniejsze to 
odwołanie się do fizycznych cech modelowanego zjawiska, zdominowanego przez 
wirowość symulowaną ruchem cząstek wirowych (kropli wirowych), dzięki procedu
rze śledzenia ich trajektorii. Krople - nośniki wirowości gromadzą się w tych rejonach 
przepływu, w których występują duże gradienty pola prędkości, odpowiedzialne za 
produkcję wirowości w przepływie. Dlatego metodę wirów określa się mianem samo- 
adaptacyjnej. Metoda jest zbieżna, stabilna i dzięki zastosowaniu zmiennych Lagran- 
ge’a, nie generuje błędu numerycznego w postaci dyfuzji numerycznej, jak w meto
dach dyskretyzacji obszaru obliczeniowego.

Przydatność metody do zastosowań inżynierskich powinna wynikać z łatwości jej 
aplikacji, jednak metody wirów są mniej znane niż na przykład metody różnic skoń
czonych i elementów skończonych, trudno też jest znaleźć opis ich zastosowania 
praktycznego. W rozprawie omówiono różne odmiany tej metody oraz jej podstawy 
matematyczne i wskazano, że właściwą do rozwiązania przepływu w obszarach o zło
żonej geometrii rozpatrywanej przestrzeni jest metoda wirów dyskretnych. Do realiza
cji zamierzonego celu wyprowadzono równania transportu wirowości opisujące ad
wekcję i dyfuzję pola wirowości.

Rozważano dwa podejścia do opracowania modelu obliczeniowego metody wirów 
dyskretnych: deterministyczne i stochastyczne.

Wyprowadzono formuły do deterministycznego wyznaczania adwekcji i dyfuzji wi
rowości. Do rozwiązania adwekcji przyjęto układ Lagrange’a i założono, że wirowość 
jest przenoszona przez cząstki cieczy - nośniki wirowości przemieszczające się w ob
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szarze przepływu zgodnie z opisującym ten ruch całkowo-różniczkowym równaniem 
trajektorii. Ze względu na osobliwość jądra całkowego przyjęto sposób jego regulary- 
zacji przez zastosowanie splotu z funkcją wygładzającą. Problem dyfuzji wirowości 
rozwiązano przez aproksymację operatora Laplace’a splotowym połączeniem wirowo
ści z funkcją obcięcia, która jest następnie różniczkowana. Dzięki temu uzyskano 
układ równań całkowo-różniczkowych. Aby móc go numerycznie rozwiązać, należało 
przeprowadzić dyskretyzacją ciągłego pola wirowości na elementy skończone, tak 
zwane krople wirowe. Dzięki temu zabiegowi, zastępując całkowanie sumowaniem po 
liczbie kropel wirowych, otrzymano układ równań różniczkowych zwyczajnych, który 
rozwiązywano opracowanym programem komputerowym. Testowane przykłady wy
kazały jednak, że rozwiązanie po pewnej liczbie kroków obliczeniowych traci stabil
ność. Zdecydowano więc na rozwiązanie polegające na stochastycznej metodzie wy
znaczania dyfuzji wirowości. Podstawą tej metody jest przyjęcie założenia, że cząstki 
wirowe podlegają w procesie dyfuzji ruchom Browna, podobnie jak w gazach. Taki 
model ruchu cząstek wymagał stochastycznej interpretacji równania dyfuzji wirowości.

Do opracowania stochastycznej metody wirów dyskretnych skorzystano z metody 
dekompozycji równania transportu wirowości na równanie adwekcji i dyfuzji. Sposób 
rozwiązywania adwekcji pozostał deterministyczny w postaci śledzenia trajektorii kro
pel wirowych. Ponieważ rozwiązaniem fundamentalnym równania dyfuzji w obszarze 
nieograniczonym jest funkcja Greena, która jest tożsama z gęstością rozkładu normal
nego zmiennej losowej o zerowej wartości oczekiwanej, przyjęto więc rozwiązanie 
dyfuzji w postaci odpowiednio dobranego losowego przemieszczenia kropel wiro
wych. Opracowany sposób rozwiązania polega na tym, że w każdym kroku czasowym 
dla połowy jego wartości ewolucja pola wirowości najpierw podlegać będzie adwekcji, 
a następnie dla kolejnej połowy kroku czasowego wirowość będzie modyfikowana 
w procesie dyfuzji. Opracowano więc nowy algorytm i program obliczania stocha
styczną metodą wirów oraz przeprowadzono testy numeryczne, które potwierdziły 
zasadność zmiany metody, otrzymano bowiem stabilne rozwiązania i zgodne z bada
niami eksperymentalnymi. Siła algorytmu stochastycznej metody wirów polega na 
tym, że oddaje on charakter przepływu turbulentnego, który jest z natury losowy. 
Wniosek ten nie dyskwalifikuje podejścia deterministycznego metody wirów, ale 
wskazuje, że metoda ta wymaga wykonania dodatkowych badań teoretycznych i eks
perymentów numerycznych wyższego rzędu aproksymacji układu równań różniczko
wych zwyczajnych dla zmiennych, którymi są trajektorie i cyrkulacje kropel wiro
wych.

W rozprawie zwrócono także uwagę na dobór funkcji wygładzającej, która odgrywa 
kluczową rolę w wyprowadzaniu równań i algorytmów metody wirów dyskretnych. Po 
przeanalizowaniu kilku możliwych jej rodzajów zdecydowano się przyjąć funkcję 
Cauchy’ego, nie tylko spełniającą warunki zbieżności i stabilności metody, ale także 
umożliwiającą bezpośrednie całkowanie równań bez konieczności stosowania kwa
dratury numerycznej, co przyspiesza wykonywanie obliczeń. Rozwiązania przybliżone, 
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konstruowane w metodzie wirów, zależą od dwóch parametrów - wymiaru h dyskrety- 
zacji pola wirowego na krople wirowe i promienia obcięcia E , skalującego funkcję 
wygładzającą. Testy wykazały, że najdokładniejsze rozwiązania otrzymuje się przy 
przyjęciu relacji s = h7, gdy y = 0,75-0,95.

Ważnym elementem symulacji komputerowych za pomocą tej metody jest staranny 
dobór parametrów modelowania, tj. kroku czasowego zależnego od liczby Reynoldsa, 
gęstości podziału generowanej warstwy wirowej na krople wirowe i zastosowanie od
powiedniej długości promienia obcięcia. Od właściwego przyjęcia parametrów zależy 
dokładność uzyskanych wyników, ale także czas wykonywanych symulacji, który nie 
powinien być krótszy niż czas potrzebny na ustalenie się (z pewnym przybliżeniem) 
liczby cząstek wirowych znajdujących się w obszarze przepływu.

Szczególnym utrudnieniem w modelowaniu przepływów turbulentnych jest speł
nienie warunków brzegowych i dotyczy to zarówno metod siatkowych RANS i LES, 
jak i metody wirów. Należy przede wszystkim spełnić warunek znikania prędkości na 
brzegach nieprzepuszczalnych. Znikanie składowej stycznej uzasadniono szczegóło
wym opisem zjawiska odrywania warstwy przyściennej, która powoduje generowanie 
wirów na brzegach obszaru. W opracowanym algorytmie cyrkulację wirów wyznacza
no na podstawie natężenia wirowości pola prędkości wzdłuż obwodu infinitezymalne- 
go otoczenia odcinka warstwy przyściennej. Autor przetestował różne sposoby gene
rowania wirów i stwierdził ich wady polegające na nadprodukcji wirowości, niestabil
ność pola wirowości, zaburzenia w rozkładzie prędkości w bliskości brzegów. W 
związku z czym autor opracował oryginalną metodę postępowania z wirami, które 
przekraczają brzeg obszaru. Metoda polega na pozostawieniu tych wirów poza obsza
rem przepływu przez jeden krok czasowy, cyrkulacja tych wirów jest wykorzystywana 
do wyznaczania wirowej funkcji prądu oraz pola prędkości. Metoda zapewnia gładkość 
pola wirowości i prędkości i właściwy rozkład prędkości wzdłuż brzegu.

Do realizacji znikania składowej normalnej skorzystano z właściwości dekompozy
cji Helmholtza pola wektorowego, aby wykazać, że można za pomocą pola potencjal
nego skorygować wynikowe pole prędkości, nie zmieniając wirowości w obszarze 
przepływu. To implikuje jednak konieczność rozwiązania w każdym kroku czasowym 
przepływu potencjalnego. Algorytm obliczeń, korygującego, potencjalnego pola pręd
kości, uzyskano, formułując odpowiednie zagadnienie brzegowe, które następnie roz
wiązano w sposób przybliżony metodą elementów brzegowych. Szczegółowy opis 
tego postępowania zamieszczono w rozprawie. Koncepcję wyboru MEB należy uznać 
za trafną, zapewnia bowiem niezbędną elastyczność metody wirów, umożliwiając jej 
stosowanie do zagadnień inżynierskich, charakteryzujących się złożonością geome
tryczną obszarów przepływu. Dzięki takiemu połączeniu metod można szybko i do
kładnie określić pochodzące od pola wirowego i korygującego pola potencjalnego 
wartości funkcji prądu i składowe prędkości dla kropli wirowych, poruszających się po 
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swoich trajektoriach. W pracy opracowano teoretycznie zagadnienie wyznaczania 
przepływu z brzegiem ruchomym i periodycznym metodą wirów.

Zasadnicza część rozprawy dotyczyła wyznaczania siły hydrodynamicznej powsta
jącej podczas opływu ciała strumieniem płynu lepkiego. Zdefiniowano ją jako całkę 
z naprężeń stycznych i normalnych działających na powierzchnię ciała, co uzasadniono 
na podstawie teoretycznej analizy zmiany pędu przechodzącego przez opływaną po
wierzchnię. Przyjęto następnie założenie, że rozważać się będzie wyłącznie reakcję 
hydrodynamiczną, pochodzącą od parcia wody na opływaną powierzchnię. Takie 
przyjęcie ma swoje fizyczne uzasadnienie, dla rozpatrywanych bowiem w rozprawie 
przepływów turbulentnych, charakteryzujących się małą lepkością (dużą liczbą Rey
noldsa), składowa siły wywołana tarciem lepkim jest pomijalnie mała w stosunku do 
siły wynikającej z ciśnienia. W sformułowaniu metody wyznaczania ciśnienia w ob
szarze przepływu wykorzystano fakt, że dane są rozkłady pola prędkości i wirowości, 
uzyskane z metody wirów. Zagadnienie wyznaczania ciśnienia sformułowano w posta
ci równania Poissona uzyskanego w wyniku operacji dywergencji równania Naviera- 
Stokesa. Przeanalizowano różne możliwe sposoby rozwiązania tego problemu i zdecy
dowano się na podejście jak w metodzie wariacyjnej. Przez zastosowanie funkcji prób
nej i dokonanie odpowiednich przekształceń, uzyskano sformułowanie słabe zagadnie
nia ciśnienia, które ma rozwiązanie z dokładnością do stałej. W praktycznych oblicze
niach tę niejednoznaczność rozwiązania usuwano, przyjmując określoną, znaną war
tość ciśnienia w jednym punkcie na brzegu.

Decydując się na sposób rozwiązania dokonano oryginalnych przekształceń równań 
różniczkowych, aby uzyskać postać zagadnienia brzegowego, którego rozwiązanie nie 
będzie zależne od ciśnienia brzegowego, a priori przecież nieznanego. Podstawą do 
wyznaczenia ciśnienia są znane z metody wirów rozkłady pola wirowości i prędkości. 
Wyrażone są one w postaci całek z wyrażenia nieliniowego - pochodnej konwekcyj
nej, oraz pierwszych i drugich pochodnych pola prędkości. W pracy całki te zmodyfi
kowano, aby poprawić efektywność metody wyznaczania ciśnienia. Do rozwiązania 
numerycznego tego problemu zastosowano ponownie metodę elementów brzegowych. 
Słuszność tego wyboru uzasadnia fakt, że do wyznaczenia siły hydrodynamicznej wys
tarczy rozwiązać zagadnienie brzegowe ciśnienia, co znacznie przyspiesza wykonanie 
obliczeń numerycznych. Opracowano nowy algorytm, a następnie program kompute
rowy wyznaczania ciśnienia na brzegu, uwzględniający jednak możliwość określenia 
ciśnienia także wewnątrz obszaru przepływu, na podstawie obliczonego ciśnienia na 
brzegu. Program sprawdzono w numerycznych badaniach, które wykazały jego sku
teczność i efektywność.

Praktycznym sprawdzianem opracowanych metod, algorytmów i programów było 
wykonanie obliczeń rozkładu pól prędkości, wirowości i ciśnienia wybranych za
mknięć hydrotechnicznych.

Charakter zjawisk zachodzących w strumieniu zależy w istotny sposób od rodzaju 
opływanego zamknięcia. Zdecydowano się na wybór dwóch skrajnie różniących się 
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pod względem konstrukcji i funkcji zamknięć budowli wodnych. Jako ważniejsze, 
stanowiące zasadniczy obiekt analizy i testów numerycznych, przyjęto zamknięcie 
zasuwowe w kanale ciśnieniowym. Jest ono typowym przedstawicielem powszechnie 
stosowanych i stwarzających problemy eksploatacyjne zamknięć głębinowych. Drugi 
rodzaj to zamknięcie klapowe na niskim progu, które jest charakterystycznym przed
stawicielem zamknięć powierzchniowych, powszechnie obecnie stosowanych, które 
również w pewnych szczególnych warunkach przepływu są narażone na znaczne dy
namiczne obciążenia.

Parametry modelu obliczeniowego zamknięcia zasuwowego przyjęto na podstawie 
zamknięcia zasuwowego spustu dennego zapory Słup na rzece Nysie Szalonej. Przed
miotem badań numerycznych była analiza obciążenia hydrodynamicznego istniejącego 
kształtu zamknięcia oraz kilka wariantów jego modyfikacji, aby móc określić wpływ 
kształtu na wielkość tych obciążeń. Z przeprowadzonych symulacji wynika, że spośród 
kształtów o różnym pochyleniu, zamknięcie z dolną krawędzią poziomą, jest poddane 
największym średnim obciążeniom hydrodynamicznym, oraz że w badanym przypad
ku i zadanej wartości otwarcia zasuwy, składowa pozioma siły hydrodynamicznej jest 
o rząd większa od jej składowej pionowej. Dla tego kształtu uzyskano również naj
większą amplitudę składowych siły hydrodynamicznej sprzyjającą niewątpliwie po
wstawaniu drgań tego zamknięcia. W celu stwierdzenia efektywności metody wykona
no też obliczenia dla tej zasuwy metodą uproszczoną, na podstawie równania Łapią
cej i Bernoulliego. Porównanie uzyskanych wyników potwierdziło stawianą w pracy 
tezę, że proponowana metoda wirów w połączeniu z metodą elementów brzegowych 
daje dla zjawiska przepływu z recyrkulacją nieporównanie dokładniejsze rezultaty 
sięgające nawet kilkuset procent niż stosowane do tej pory w praktyce rozwiązania.

Obiektem, na którym testowano metodę, był model klapy na wysokim progu. Ten 
rodzaj zamknięcia wybrano celowo, aby sprawdzić możliwość wykorzystania metody 
wirów w przepływach ze swobodną powierzchnią. Wykonane testy wykazały, że pro
ponowana metoda dobrze oddaje charakter przepływu powierzchniowego i można za 
jej pomocą wyznaczać również ciśnienia hydrodynamiczne zamknięć powierzchnio
wych, pod warunkiem jednak znajomości położenia zwierciadła swobodnego nad za
mknięciem.

W niniejszej monografii po raz pierwszy udowodniono, że metoda wirów i powią
zana z nią metoda elementów brzegowych jest obecnie najlepszym analitycznym spo
sobem wyznaczania obciążeń hydrodynamicznych działających na zamknięcia hydro
techniczne. Uwzględniwszy dotychczasowe wyniki symulacji metodą wirów pól pręd
kości i wirowości oraz uzyskane na ich podstawie wyniki obliczeń ciśnienia metodą 
elementów brzegowych autor uważa, że proponowana metoda może być praktycznie 
stosowana do oceny obciążeń hydrodynamicznych konstrukcji hydrotechnicznych.
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Ważniejsze rezultaty przedstawione w pracy

1. Podsumowanie dotychczasowego stanu wiedzy dotyczącego mechanizmów 
wstawania sił hydrodynamicznych działających na konstrukcje hydrotechniczne i 
skutków.

2. Przedstawienie kinematyki i dynamiki wirowości w sposób dostosowany do 
zastosowania w wyprowadzaniu równań metod wirów.

3. Wyprowadzenie równań stanowiących teoretyczne podstawy: metody wi 
punktowych, metody deterministycznej i stochastycznej wirów dyskretnych, mel 
warstw wirowych oraz ich szczegółowy opis.

4. Opracowanie algorytmów i programów komputerowych do deterministyc 
i stochastycznej metody kropel wirowych. Programy opracowano w języku Fortran 
Preprocesor graficzny opracowano w programie MicroStation, graficzna prezent 
wyników w programie Matlab. Programy można stosować do obszarów o dowc 
złożonej geometrii w obszarach jedno- i wielospójnych, a więc istotnych do zast 
wań inżynierskich.

5. Przedstawienie zasad obliczeń metodami wirów w obszarach ograniczor 
o złożonej geometrii. Opisanie procedur spełniania warunków brzegowych zerowi 
prędkości na brzegu stacjonarnym i nieprzepuszczalnym. Wykazanie, że empiryc 
przesłanki służące zerowaniu składowej stycznej, polegające na generowaniu wiro 
ści wzdłuż brzegów, mają swoje fizyczne uzasadnienie w postaci warstwy wiro 
którą można dyskretyzować za pomocą kropli wirowych.

6. Opracowanie oryginalnej metody postępowania z wirami, które przekrac 
brzeg obszaru, polegającej na wykorzystywaniu cyrkulacji tych wirów przez o 
jednego kroku obliczeniowego do wyznaczania wirowej funkcji prądu oraz pola p 
kości. Dzięki tej metodzie rozwiązanie zagadnienia transportu wirowości jest c 
gładsze niż w przypadku metod opisanych w literaturze.

7. Wykonanie programów do obliczeń metodą stochastyczną i deterministyc 
wirów oraz wykonanie porównania wyników obliczeń, które wykazało, że dla 1 
samych schematów całkowania równań ruchu stochastyczna metoda jest bardziej 
bihia. Wynika to z natury ruchu turbulentnego, która jest stochastyczna dla prze 
wów turbulentnych w odpowiednio małych skalach, nietworzących struktur najw 
szych - koherentnych.

8. Oryginalne rozwiązanie zagadnienia ciśnienia w obszarze przepływu przy wj 
rzystaniu metody wariacyjnej oraz metody elementów brzegowych. W pracy przeć 
wiono wyprowadzenie równań metody elementów brzegowych i ich modyfikacje 
poprawy efektywności rozwiązania.

9. Rozwiązanie zagadnienia ciśnienia w obszarze przepływu z zastosowań 
metody wariacyjnej oraz wyprowadzenie równań w przypadku metody elemen 
brzegowych do jego rozwiązania.
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10. Opracowanie algorytmów i programów komputerowych do obliczania ciśnienia 
w obszarze o złożonej geometrii na podstawie pól prędkości i wirowości wyznaczo
nych metodą wirów.

11. Wykonanie testów sprawdzających zbieżność i dokładność proponowanych 
metod i wykazanie zgodności uzyskiwanych wyników z badaniami eksperymentalny
mi i innymi obliczeniami.

12. Wykonanie analizy obciążeń hydrodynamicznych działających na konstrukcję 
hydrotechniczną - zamknięcie zasuwowe w przewodzie spustowym na przykładzie 
urządzeń zrzutowych zapory Słup na rzece Nysie Szalonej. Porównanie wyników 
z dotychczas stosowaną metodą polegającą na rozwiązaniu równania przepływu poten
cjalnego i wykazanie istotnych różnic, wskazujących, że do zagadnień opływu, w któ
rym występuje strefa recyrkulacji, obliczenia obciążeń hydrodynamicznych oparte na 
równaniu przepływu potencjalnego nie powinny być stosowane.

13. Wykonanie testowania sił hydrodynamicznych w przypadku różnych kształtów 
dolnej krawędzi zasuwy oraz dwóch różnych wysokości jej otwarcia i wykazanie, że 
największe podciśnienia występują dla zasuwy z poziomą i płaską dolną krawędzią. 
Ponadto dla tego rodzaju zamknięcia amplituda składowych pionowej i poziomej siły 
hydrodynamicznej jest największa, co wskazuje, że jest ona najbardziej narażona na 
wymuszanie drgań.

14. Wykonanie obliczeń numerycznych dla modelu zamknięcia powierzchniowego 
- modelu fizycznego klapy, dla którego wykonano badania ciśnienia hydrodynamicz
nego i wykazanie, że proponowane metody numeryczne dobrze symulują zjawisko 
opływu ze swobodną powierzchnią i mogą być stosowane do wyznaczania ciśnienia 
pochodzącego od strumienia przelewającego się przez zamknięcie.

Kierunek dalszych badań

Stosując zaproponowaną metodę wirów do praktycznych obliczeń sił hydrodyna
micznych, należy pamiętać o pewnych narzuconych w pracy ograniczeniach. Pierw
szym z nich jest przyjęcie rozwiązania dwuwymiarowego do opisu zjawisk, które 
w rzeczywistości są trójwymiarowe. Jest to powszechna praktyka inżynierska stosowa
na wówczas, gdy parametry geometryczne są niezmienne w kierunku trzeciego wymia
ru, a która ma na celu przyspieszenie wykonywanych obliczeń. Autor przyznaje, że 
poprzez pominięcie trzeciego wymiaru zaniedbuje się zjawisko rozciągania włókien 
wirowych. Jak istotny wpływ ma to pominięcie na rozwiązanie przedmiotowego zada
nia, trudno jest określić bez wykonania stosownego modelowania i porównania wyni
ków. Dodanie trzeciego wymiaru, mimo iż nie stanowi problemu matematycznego, 
zwiększa o rząd liczbę wykonywanych operacji numerycznych.

Podczas realizacji części badawczej autor miał trudności w znalezieniu materiałów 
porównawczych, umożliwiających zweryfikowanie uzyskanych wyników na podstawie 
wykonanych badań opublikowanych w naturze lub badań laboratoryjnych, które obej



212 Rozdział 8

mowałyby przepływy o liczbie Reynoldsa przekraczającej 106. Zamiarem autora jest 
w najbliższej przyszłości dokonanie takich badań na dużym modelu fizycznym, aby 
zweryfikować metodę numeryczną. Autor dalsze swoje badania powinien ukierunko
wać na:

1. Wykonanie kompleksowych obliczeń kilku przykładów zamknięć głębinowych, 
w tym zamknięć zasuwowych i segmentowych, oraz przeprowadzenie pełnej analizy 
obciążeń hydrodynamicznych, w celu sformułowania wniosków i zaleceń przydatnych 
w projektowaniu optymalnych kształtów geometrycznych tych konstrukcji i przewo
dów spustowych.

2. Podwyższenie rzędu aproksymacji metody deterministycznej wirów i przepro
wadzenie testów obliczeniowych do zbadania jej efektywności.

3. Skrócenie czasu obliczeń metodą wirów. Przeanalizowanie wszystkich znanych 
algorytmów optymalizujących obliczenia oraz rozpatrzenie możliwości ich zastosowa
nia w obszarach o złożonym kształcie geometrycznym.

4. Dokonanie próby sprzężenia proponowanej metody z obliczeniami drgań wła
snych zamknięcia w wodzie. Prowadzi to do zagadnienia wyznaczania drgań własnych 
z uwzględnieniem masy towarzyszącej wody. Problem ten autor rozwiązywał w swojej 
pracy doktorskiej metodą elementów skończonych. Celem prac byłoby stworzenie 
metody dla pełnej analizy dynamicznej zamknięć hydrotechnicznych.

5. Podjęcie próby napisania algorytmów metody dla modelu trójwymiarowego i ich 
testowanie pod kątem praktycznego zastosowania do wyznaczania obciążeń hydrody
namicznych konstrukcji hydrotechnicznych.



9. Dodatki
Dodatek A. Wyznaczenie jakobianu det VaX(z,a) 

gradientu trajektorii cząstki

Zajmiemy się uzasadnieniem twierdzenia (rozdz. 3.1.2, 5.4.1), że det VaX(r,a) = l, 
w przypadku gdy div u = 0. W tym celu skorzystamy z trzech ogólnych własności 
wyznaczników.

Własność 1
Niech A(t) = (t)], 1 < i, j < n, wtedy

y det A(t) = det A^t) (9.1)
dt l<i<n

gdzie macierze Ą(t) = 1 < i < n określone są następująco

/MO, gdyk^i, 

[aa(t), gdy k = i.

Macierz Ą(t)powstaje z macierzy A(t)w wyniku zamiany wyrazów 

1< j<n wiersza ż-tego wyrazami a^t), 1< j<n.

Uzasadnienie
Skorzystamy z podstawowego określenia wyznacznika

det A(t) = ^sign &)alam(t)a2a{2^^ 
O

gdzie sumowanie odbywa się po wszystkich permutacjach cr zbioru {1, 2, ..., n}. Wy
starczy zauważyć, że

aiam ^a2am (0- • ̂ (n) (0 = ^lad) ^a2a(2) (Ą" W
(^a2a(2) ^•■•ana(n) (0 + — + a\cr(l) ^a2a(,2) 

żeby stwierdzić prawdziwość rozważanego wzoru.
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Własność 2
Niech A = [ag ], B = [by ], 1 < i, j < n będą dowolnymi macierzami, a macierz 

C = [c&] ich iloczynem C = BA. Wtedy

= %bu[ajl,aj2,---,ajn'], z=l,2,...,n (9.2)
1< ysn

tzn. Z-ty wiersz macierzy Cjest kombinacją liniową wierszy macierzy A.

Własność 3
Niech A = [ag], 1 < i, j < n będzie dowolną macierzą, a fr,P2,...,dowolnym 

układem liczbowym. Wybierzmy dowolnie i, 1 < i < n i utwórzmy macierz 
A = [/hi<n , określając

akl

ak[, gdy k i 
gdy k = i

\<j<n

tzn. macierz Ąpowstaje z macierzy A przez zamianę jej z-tego wiersza kombinacją 
liniową wszystkich wierszy macierzy A, wtedy

det Ą = det A (9.3)

Uzasadnienie
Wiersze macierzy A będziemy oznaczać następująco 

a(i) =[aa,ai2,...,ain], l<i<n

Wtedy możemy napisać

A =

am'

aw i Ą =

a01

- z-ty wiersz

aM

1< J<n

Korzystając teraz z elementarnych własności wyznacznika, otrzymujemy
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bo wszystkie składniki sumy, w których j i są wyznacznikami macierzy, mających 
dwa takie same wiersze, są więc równe zeru.

Przystępując do głównej części dowodu, wykonamy operację określenia gradientu 
w równaniu

■^X(t,a) = u(X(t,a),t), X(0,a) = a, aeR" (9.4)

Ponieważ operacje różniczkowania są przemienne, otrzymamy

Va^X(t,a)=^VaX(t,a) = V^^^ Va X(0,a) = 7, aeR"
at at

gdzie /jest macierzą jednostkową, w celu uproszczenia dalszych rachunków, dla 
ustalonego OCE R2, wprowadzamy oznaczenia

A(t) = VaX(t,a), B(t) = Vxu(X(t,a),t)

Wtedy równanie (9.5) przyjmuje postać

A'(t) = B(f)A(f), t>0
A(0) = I (96)

Do wyznaczenia wyznacznika det A(t) skorzystamy najpierw z własności 1, otrzy
mując

ydetA(t)= X detĄ(t) 
\<i<n

gdzie z-ty wiersz macierzy Ą(z) jest postaci

[a'(0, a'2(0.-,<(0]
(pozostałe są odpowiednimi wierszami macierzy A{t)).

Z równości (9.3) i własności 2 wynika, że ten i-ty wiersz jest kombinacją liniową
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[<(?), ai2(t\..., <(0] = £ b^Ąa^t), ajn(f)] 
1< j<n

wierszy macierzy A(t).
Dlatego na podstawie własności 3 otrzymujemy

det Ą (t) = bti (t) det A(t)

Ostatecznie dostajemy

—tetA(t)= ^b^f) detA(7) 
l<i<n y

det A(0) = 1

Oznacza to, że det A(t) spełnia podane proste równanie różniczkowe. Po jego roz
wiązaniu otrzymujemy

det A(t) = exp J bti (s)ds
0

Trzeba teraz tylko zauważyć, że

dxi

Z równania ciągłości wynika, że

X ą,(t) = divu = 0
l<i<n

czyli det A(t)=detVaX(a,t) = 1, co należało uzasadnić.

Dodatek B. Wyprowadzenie postaci adwekcyjnej zasady 
zachowania pędu (równania ruchu Cauchy’ego)

Przedstawione w podrozdziale 3.1.6 równanie momentu pędu wzdłuż współrzędnej 
Xj jest postaci

^- + \r\puui) = ^-Ti + pfi, ż = l,2,3 (9.7)
Ot
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Korzystamy teraz ze wzoru na dywergencję diady

j = u,3 (9.8)

Lewą stronę równania (9.7) przekształcamy do postaci adwekcyjnej, korzystając z 
następującego jej przedstawienia:

dpUj 
~dT

„ . . dp du, d((,pUi)-Ui)

dt dt dx.

! djjjpUiYUj) ! 
dx2

d^pu^-u^

dp dii. d(pH.) d(pu2) dipu-,)
ot ot dx{ ox2 oxi

d(u:) d(Ui) d(u,)
+pUl + pu2 + pu, 

0^2

dp — , x"| du, d(u,) d(u;) d(ll:)= -^+V(pu) +p-^ + pUl^ + pu2-^. + pUi-^.
_ot J ot ox2 ox3 dx3

Wobec tego, że wyrażenie w nawiasie kwadratowym przedstawia równanie ciągło
ści (zachowania masy) i jest równe zeru, mamy:

du, d(ui) zp-^+p^^-=pt+p^u‘

Postępując podobnie dla pozostałych osi układu współrzędnych, otrzymujemy pełną 
wektorową, adwekcyjną postać równania pędu:

p—+ p(u-V)u = V-T + pf (9-10)

Dodatek C. Szczegóły przekształceń przy wyprowadzaniu 
równania zachowania momentu pędu

Zależność opisującą zasadę zachowania momentu pędu formułujemy tradycyjnie 
w postaci równości całkowej

— J rxpudV= J rxt(n)ć/S+ | rxpfdV (9.11)
dt v(t} $(<) v(<)

Jednak dla wykazania bardzo ważnej właściwości tensora T, czyli jego symetrycz- 
ności będzie nam potrzebna nieco zmodyfikowana jej postać.
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Na wstępie określimy iloczyn wektorowy wektora r i dowolnej macierzy M, jako 
macierz

A = rxM, A=[ci(y]

gdzie

a2J =r3mtj -rlm3j

J = l,2,3

Kolumny macierzy A są wektorowymi iloczynami wektora r i odpowiednich ko
lumn macierzy M. Ta operacja ma następujące własności:

Własność 1

r x (Mv) = (r x M) v dla dowolnego wektora v (9-12)

Dla uzasadnienia wystarczy rozpatrzyć odpowiadające sobie kolejne składowe 
wektorów po lewej i prawej stronie równości. Pokażemy to na przykładzie pierwszych 
składowych. Dla pozostałych rachunek przebiega podobnie.

Zauważmy, że

(rx(Mv))1 = r2 X m3jVj-r3 \ } = X (r2m3j ")^j= ((rxM)v)]
1< j<3 1< j<3 1< j<3

co należało uzasadnić.

Własność 2
W^23

div (rxM)= (rxdivM)+ ml3-m3] (9.13)

Dla uzasadnienia rozpatrzmy pierwsze składowe, mamy wtedy 

(div (rxM))( = div [an,a12,a}3] = ^~(r2m3j

V JL =? V2
d 

dx;

3
dXi m ':

3
b; r2- —r3

r 3̂xm3j
3 b +cm32 — rn23) = (r X div TVI)[ + (m32 - m23)

Podobnie otrzymujemy dla pozostałych składowych.
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Własność 3

V(rxu) = rxVu +
0

-«3

u2

«3 “»2

0 Ui

-iii 0
(9.14)

Przeprowadzimy rachunek tylko dla pierwszych składowych

V(r2w3 -r3u2) = (r2Vw3 -r3Vu2) + (u3Vr2 -u2Vr3) = (rxVu)1 +[0,u3,-w2].

Dla pozostałych składowych rachunek przebiega podobnie.
Zaczniemy od wyznaczenia pochodnej materialnej wyrażenia pod całką po lewej 

stronie równości

^-(prxu) = ^-(prxu) +V(prxu)-u

Poszczególne składniki po prawej stronie równości rozpiszemy następująco:

d . .-(prxu) = d z d, , (d j ( d A
—rx(pu) +rx—(pu)= —p rxu + p rx-u
dt dt
d d

dr J
i

V(rxpu) = V(p(rxu)) = (rxu)Vpr +pV(rxu)

Korzystamy z własności 3 i możemy napisać

—(prxu) =
Dr ’

d ( d A— p rxu + p rx—u +(rxu)Vpr u + pV(rxu) u 
ot j [ ot J

' d A f d= —p rxu + p rx—u +(rxu)Vpru + p(rxVu)u + p 
1/4 / Ul

0

-m3 
u2

u3
0

-u2

«1

-Ui 0

■u
( d

< &

d i x—u + (rxVu)-u dr
d A (= —p + Vpr-u rxu + p rx^dr J

Ostatecznie po uwzględnieniu zasady ciągłości otrzymujemy

dD, \ d— prxu=p rx— 
Dty 1 r drdr u + (rxVu)'U = prx —u + Vuu(dr

D= prx—u 
Dt

Drugą całkę w równości (3.44)
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j rxt(n)dS = j (rxT-n)dS= j (rxT)-ndS 
5(0 s^) 5(«)

zamienimy za pomocą wzoru Gaussa na całkę objętościową

| rxt(n)JS = j (rxT) nJ5= J div(rxT)t/V
5(0 5(0 ^O

Korzystamy teraz z własności 2, możemy napisać

f rxt(n)dS = f rxdivTdV + [ t* dV 
s(i) V(,) V(O

gdzie

?32 ~ ^23

*13 “(jl

*12 ~*2l

Ostatecznie zasada zachowania momentu pędu przybiera postać

j pr*—dV = J (rxdivT + t’)dV+ j rxpidV 
v(o Dt v(0 v(0

Dodatek D. Niektóre przekształcenia wektorowe, 
funkcyjne i wzory całkowe

Przyjmijmy, że a, b, c są wektorami w przestrzeni R3 , v, w są funkcjami wektoro
wymi odwzorowującymi przestrzeń R3—»R3, (p oraz 1/są funkcjami skalarnymi 
odwzorowującymi przestrzeń R3 —»R , Vjest objętością w układzie trójwymiarowym 
ograniczoną brzegiem S , S(C) jest otwartą przestrzenią ograniczoną krzywą C, n zaś 
jest wektorem jednostkowym zewnętrznym do powierzchni S, wówczas ważne są na
stępujące tożsamości wektorowe i całkowe:

a-(bxc)=b-(cxa) = c(axb) 

ax(bxc) = b(c-a)-c(a-b) 

(axb)-(cxd) = (a-c)(bd)-(a-d)(bc) 

V(v-w) = v-Vw + w-Vv + vx(Vxw)+wx(Vxv)

(9.15)

(9.16)

(9.17)

(9.18)
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Pierwsza tożsamość Greena:

v-Vv = -|v(v-v)+(Vxv)xv 

a-V(v-w) = v-(a-Vw)+w(a-Vv)

(9.19)

(9.20)

V (<p v) = (p V • v + v ■ V<p (9.21)

V-(vxw) = w-(Vxv)-v(Vxw) (9.22)

Vx(vxw) = v(V-w)-w(V- v)-v-Vw + w-Vv (9.23)

Vx(<pu) = <pVxu + (V<p)xu (9.24)

V-(Vxv)=0 (9.25)

Vx(Vę>) = 0 (9.26)

Vx(Vxv)=V(Vv)-V2v (9.27)

Twierdzenie Gaussa:

jv.vdV = jv-ndS 
V s

(9.28)

jV(pdV -j(pndS
V s

(9.29)

= |nxvJ5 
V s

(9.30)

s c

j(<pVV + V^-Vi/pV = ^(p^w-ndS
V s

(9.31)

Druga tożsamość Greena:

j (cp V V _ W V2(p ) dV = j ((p V 1/ - w V (p ) • ndS 
s s

(9.32)

Twierdzenie Stokesa:

|(Vxv)-nJ5 =fvdl 
s c

(9.33)

fnxV<pdS = f<pdl (9.34)
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Przedstawiono praktyczną i efektywną metodę 
wyznaczania obciążeń hydrodynamicznych działają
cych na zamknięcia budowli wodnych. Obciążenia 
hydrodynamiczne są w omawianych zagadnieniach 
inżynierskich związane z bardzo silnie turbulentnym 
przepływem, w którym występują zjawiska odrywania 
warstwy przyściennej i recyrkulacji. Omówiono zagad
nienia związane z kinematyką i dynamiką wirowości 
oraz teorię warstwy przyściennej. Po analizie moż
liwości różnych metod numerycznych do rozwiązania 
zagadnienia przepływu turbulentnego wybrano sto
chastyczną metodę wirów dyskretnych. Wyprowa
dzono równania dla przepływu w obszarach o złożo
nej geometrii oraz przedstawiono oryginalny sposób 
rozwiązania problemu warunków brzegowych.

W przepływach silnie turbulentnych obciążenie 
hydrodynamiczne jest przede wszystkim efektem 
ciśnienia cieczy działającego na konstrukcję. 
Problem ciśnienia rozwiązano metodą elementów 
brzegowych, wykorzystując rozkłady pola prędkości 
i wirowości, znane z obliczeń metodą wirów.

Użyteczność opracowanych metod i algorytmów 
zaprezentowano, wykonując praktyczne obliczenia 
rozkładu pól prędkości, wirowości i ciśnienia dla 
wybranych zamknięć hydrotechnicznych - zasuwy 
płaskiej w spuście dennym oraz zamknięcia 
klapowego na wysokim progu.

Monografia jest przeznaczona dla specjalistów 
z dziedziny budownictwa wodnego i projektantów 
zajmujących się zastosowaniem metod numerycz
nych w hydrotechnice.

□fi
Wydawnictwa Politechniki Wrocławskiej 
są do nabycia w księgarni
„Tech”
plac Grunwaldzki 13, 50-377 Wrocław
budynek D-1 PWr., tel. 071 320 29 35
Prowadzimy sprzedaż wysyłkową
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