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1. Wstep

Przedmiotem artykulu jest przeglad proponowanych w literaturze miernikéw
tempa zbieznosci afcucha Markowa do stanu stacjonarnego i ich adaptacji na
grunt systemu bonus-malus (w skrécie SBM).

W niniejszej pracy dokonano przegladu zawartych w literaturze miernikéw
tempa zbieznosci, zbadano ich wilasnosci pod wzgledem uzytecznosci dla SBM,
dokonano wyboru najbardziej odpowiednich z nich, w zaleznosci od charakteru
analizy, oraz wyznaczono miernik, ktéry doktadniej — w stosunku do istniejacych —
okresla tempo zbieznosci modelu SBM do stanu stacjonarnego.

W punkcie 2 zawarto podstawowe informacje pozwalajace modelowaé SBM.
W punkcie 3 przedstawiono rys historyczny stosowanych miar. W punktach 5-6 za-
warto nowe oszacowanie tempa zbieznosci w normie catkowitego wahania, ktére pre-
cyzyjniej (w stosunku do istniejacych) pozwala oszacowaé podstawowa kwestie roz-
wazang w artykule w przypadku pojedynczych wartosci wlasnych macierzy P, nato-
miast w przypadku wielokrotnych wartosci wlasnych — nie zalezy od stanéw nieistot-
nych tancucha.

2. Podstawy SBM

Od blisko pigédziesigeiu lat system bonus-malus stanowi podstawg ubezpie-
czef komunikacyjnych. Jego zadaniem jest klasyfikacja ubezpieczonych klientéw
w okreslonym portfelu wzgledem liczby zgloszonych szkéd i przypisanie im sto-
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sownej skladki. Podstawowe zatozenia, za pomoca ktérych modeluje si¢ system,
mozna znalez¢ w pracach Lemaire’a (por. [26; 27]).

Modelem SBM jest skoficzony jednorodny laficuch Markowa (w skrécie
SJEM), przy czym:
— klasy SBM utozsamia si¢ ze stanami fancucha Markowa,
— macierz prawdopodobiefistw przejscia P =[p;] opisuje si¢ za pomoca praw-

dopodobienstw p, , k =0,1,2,... zgloszenia przez kierowce k szkéd,

— frakcje klientéw wstepujacych do firmy na poczatku dziatania systemu opisuje
si¢ za pomoca wektora poczatkowego d,,,

— frakcje klientéw przebywajacych w firmie w roku n wyznacza si¢ za pomoca
wektora d, = d,P",

— istnieje dokladnie jeden rozktad stacjonarny (w szczegdlnosci ergodyczny) tan-
cucha d = lim d,, ktéry stanowi podstaw¢ wnioskowania o portfelu po dosta-

n—oo

tecznie dlugim czasie funkcjonowania SBM.

Oceny jakosci SBM mozna dokona¢ za pomoca miernikéw, ktérych konstruk-
cja w wigkszosci przypadkéw bazuje na rozkladzie stacjonarnym d (por. [26]).
Wyznaczenie analitycznej postaci miernika, dzigki ktéremu mozna oszacowac
tempo zbieznosci modelu systemu do stanu stacjonarnego, pozwala rozwigza¢ dwie
zasadnicze kwestie:

o okresli¢, po jakim czasie powszechnie stosowane charakterystyki SBM (oparte
na rozktadzie stacjonarnym) wilasciwie oceniaja jakosé systemu oraz sklasyfi-
kowa¢ (badz skonstruowaé ranking) w sytuacji wyboru alternatywnych syste-
moéw o réznych zasadach przejscia pomigdzy klasami systemu, ktéry z rozpa-
trywanych systeméw wczesniej osiagnie stan stacjonarny, oraz

e okresli¢, po jakim czasie rynek ubezpieczen komunikacyjnych (ztozony z wielu
dziatajacych systeméw i dopuszczajacych przemieszczanie si¢ migdzy soba
ubezpieczonych z uwzglednieniem ich historii szkodowosci z poprzednich firm
badz nie) osiagnie stan stacjonarny.

Problem tempa zbieznosci tancucha Markowa do stanu stacjonarnego prébo-
wano rozwiaza¢ z uzyciem réznorodnego aparatu matematycznego. W literaturze
rozwazane sa dwa gtéwne nurty:

1) szacowanie drugiej, co do modutu, wartosci wlasnej macierzy P (SLEM),
ktéra $cisle wiaze si¢ z badaniem tempa zbieznosci ciagu d, do rozkiadu stacjo-

n?

narego d (tzw. problem wspélczynnika ergodycznosci 7 ,(P)),
2) bezposrednie szacowanie tempa zbieznosci ciagu d, do rozkladu stacjonar-

nego d (paralelnie: ciagu macierzy P" do macierzy ergodycznej E).
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W artykule zaproponowano dwa typy miernika pozwalajace odpowiedzie¢ na
pytanie, ile czasu potrzebuje SBM modelowany tancuchem Markowa do osiagnig-
cia stanu stacjonarnego:

— pierwszy typ miernika (nalezacy do tzw. wspétczynnikéw ergodycznosci), po-
zwalajacy dokona¢ wstepnej analizy systemu (badZ konstrukeji rankingu wielu
systeméw),

— drugi typ miernika, zwiazany z szacowaniem tempa zbieznosci ciagu d, dod.

3. Wspélczynniki ergodycznosci

Wyznaczenie numerycznych wartoéci szukanych pierwiastkéw réwnania
det(P - A1) = 0 dla dowolnie duzej macierzy nie stwarza, dzigki obecne; technice

komputerowej, wigkszych trudnosci (por. [18]). Jednak problemy z podaniem ana-
litycznej postaci pierwiastkéw zaczynaja si¢ w przypadku macierzy modelujacych
SBM o kilku badZ kilkudziesigciu tysiacach stanéw (np. opisujacych model euro-
pejskiego rynku ubezpieczen komunikacyjnych). W kontekscie badania tempa
zbieznosci SBM do stanu stacjonarnego pozadana jest znajomos¢ analitycznej po-
staci poszczegSlnych pierwiastkéw (w szczegélnosci SLEM), ewentualnie funkeji,
ktéra pozwoli je ograniczyc.

Podjete w literaturze proby wyznaczenia funkcji szacujacej SLEM funkcjonuja
pod nazwg wspdiczynnikéw ergodycznosci.

Préby oszacowania tempa zbieznosci ciagu macierzy P" do macierzy E za
pomoca wspéiczynnika ergodycznosci pojawily si¢ po raz pierwszy w pracy Kot-
mogorowa z 1931 r. (por. [25]). Kotmogorow rozwazat iloczyny prospektywnych
macierzy P, dla niejednorodnych tancuchéw Markowa o macierzach postaci

[T~ ispetniajacych:
k

V'V Pin 2 j’kpjrk’

i k2!
dlapewnych 4, 20§ ) 4, =eo.

W wersji pierwotnej wlasnie wspéiczynniki 4, nazwano po raz pierwszy wspot-
czynnikami ergodycznosci.

W kolejnych kilkudziesigciu latach opublikowano zaledwie kilkanascie prac
po$wieconych problemowi wspétczynnika ergodycznoséci. Do najwazniejszych na-
lezg prace [12; 22; 41; 57). Wazniejsze wspdtczynniki oméwiono ponizej.

Wspétczynnik Senety (por. [42; 45])

Wspétczynnikiem ergodycznosci nazywa sig funkcj¢ skalarng 7 zdefiniowang
na zbiorze macierzy stochastycznych P i spetniajaca warunki:



406

1) r(P)20,
2) 7(P) =0 & P jest macierza o identycznych wierszach,

3) dla wszystkich macierzy stochastycznych F, P, spelniony jest warunek:
©(RR) < 7(R)t(R),
przy czym w szczegdlnosci t (P’"' P™ ) < t(P’"' ) r(P'"2 ) .

Seneta zauwazyl, ze wspéiczynnik ergodycznosci T IR (P) (czyli z norma

okreslona w ciele liczb rzeczywistych R) spetnia zaleznos$¢:
2 lAl ST (P) <1

Tym samym T IR (P) stanowi gérne ograniczenie SLEM. Ponadto Seneta (por.
[43]) rozszerzyt definicje T IR (P) na ciato liczb zespolonych C i pokazat, ze:

7 IR (P)sq lc(P).

Poczatkowo wspétczynnik ergodycznosci przybrat postac:

d (xTP, yTP) "
Sup -, N
x,yeZ* d (-x7 y)

gdzie x# y oraz Z* ={z;  Z"l1=1, z >0}.
Zastgpujac metryke d (x,y)

7,(P)= sup “cST

1, -

Wektor & z przestrzeni R* we wzorze (2) spetnia warunek: 6”1 = 0. Ponadto
supremum w (2) wzigto wzgledem normy /.

()

W zaleznosci od przyjgtej normy !, wspétczynnik 7, (P) podany przez Senete
ma postaé (por. [43; 44]): '

1 L)
7 (P)= En}z}x Z'pi,k - Pj,kl w przypadku [
=

badz
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t.(P)= sup ||5TP|| w przypadku . 3)
max|J;|=1 o
5 1=0
Wspétczynnik Tana (por. [51; 52])
Tan podat w pracach [51; 52] gérne ograniczenie dla z_ (P). Ponadto zastapit

poszukiwanie maksimum wzglgdem ortogonalnych wektoréw & oraz 1 (571 = O)

wektorami d”z =0, gdzie d jest wektorem stacjonarnym, z — dowolnym wekto-
rem kolumnowym:

7, (P) = sup {[Pz],}.
I, =1
zachowujac wiasnosci definicji wspétczynnika Senety.

Wspélczynnik Rothbluma i Tana
Modyfikacji pierwotnej wersji wspétczynnika ergodycznosci dokonali
Rothblum i Tan. W pracy (por. [40]) wykazali, ze jesli warto$¢ wiasna A # 0 ma-

cierzy P jest rézna od promienia spektralnego p(P), to z zaleznosci
pviu=v"(Pu)= (vTP)u ='u

wynika, iz vu' =0 (v - lewostronny wektor wlasny zwiazany z A). Zalezno$¢ ta
pozwala na oszacowanie |/1| z goéry

(4] = |4l ] < [ A, | < max

xTP"

wzgledem wszystkich x € R i spetniajacych X'u=0.
Przy dodatkowym zalozeniu, ze u jest prawostronnym wektorem wiasnym ma-
cierzy P wspélczynnik ergodycznosci ma postaé

71 (P) = max|xF[.

Przypadek dowolnej normy
Niech ||x|, bedzie norma okreslong wzorem

s

Iy, = 2 a:lxl.

i=1
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przy czym x — niesymetryczne wektory normujace, a = (ay,...,a,), Vi a; >0

oraz a,x€ R'.
Woéwczas wspdlczynnik ergodycznosci podany przez Lesanowsky’ego (por.
[28]) ma postaé

P
7y (P) = max _”xe "N
SR B

Gdzie: Pe S, — macierz stochastyczna P ze zbioru stochastycznych macierzy S,
stopnia s,
U, = {u(i'j) =e —ej} ,

e — s-wymiarowy wektor jednostkowy z przestrzeni R* z | na i-tym
miejscu.
Podobny tok rozumowania znajduje si¢ w pracy Rhodiusa (por. [38]).

Wspélczynnik Vesely’ego
Uzyskanie doktadnych wartosci wspétczynnika ergodycznosci dzigki zastoso-
waniu pewnej klasy norm (np. w [, gdzie 1 < p < o) jest mozliwe tylko metoda-

mi symulacyjnymi. To rzutuje na jakos¢ uzyskanego oszacowania. Kwestig t¢ roz-
wiazal Vesely ( por. [55]).

Twierdzenie 1
Niech: P — macierz stochastyczna stopnia s,

H, ={x:xe R, x#0,) x :0},

ieS

£)
X, - skoficzony podzbiér H, taki, ze Vx') ¢ X_\{0} mi

i x‘f’ ""ﬂz

Lo
, . A, s, .
Woéwczas dla kazdego pe [1,2) 7, (P ) max —I— < 5\/—2—;8, dla kazde-

[ s

go P€[2’°°)T,;(P)‘max|| x{e)

34’/_ ”8 oraz 7, (P)-nmax

xE X

2

X, (€)

14
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Wspoélczynnik Diaconisa i Stroocka (por. [9])

Diaconis i Stroock do budowy wspétczynnika ergodyczno$ci wykorzystali teo-
rie graféw. Rozwazyli przypadek macierzy sprz¢zonych wzgledem iloczynu skalar-
nego (ogdlnie macierzy hermitowskich). W odniesieniu do tarcuchéw Markowa
sprzezenie oznacza, iz zwigzana z nim macierz stochastyczna jest macierza fancucha
odwracalnego, co w tradycyjnych systemach bonus-malus wystgpuje bardzo rzadko.
W zwiazku z tym w artykule tylko zasygnalizowano problem oszacowania SLEM.

Macierz P" jest sprzezonaz P wzgledem rozkladu d , jesli
P =p,'P'D,,

gdzie D, jest macierza diagonalna z elementami wektora d na przekatnej.

Mozna zauwazy¢, ze jesli wektor d = e 1 macierz P jest symetryczna, wow-
czas P" jest macierza prawdopodobiefistw przejscia taiicucha odwracalnego (por.
[14; 21]). Ponadto ze wzgledu na symetryczno$¢ macierzy P jej wartosci wtasne
sa rzeczywiste, co istotnie ulatwia szacowanie SLEM.

Jesli przez y; oznaczy sig $ciezkg przejscia ze stanu i do stanu j taka, ze
Pi, Pij,~-P;; >0 (1 ktdra nie zawiera dwoch identycznych tukéw), to diugosé
$ciezki wyraza si¢ wzorem

1 1 1

\7,.]. |Q = + +o+ ,
&l &P, € Dj

gdzie ¥, jest elementem zbioru I' wszystkich sciezek.
W przypadku nieprzywiedlnego odwracalnego taficucha Markowa Diaconis 1
Stroock, korzystajac z nieréwnosci Poincare’go, ograniczyli A, podane we wzorze

(4) (por. [9])
A <1-L (4)
K

W wzorze (4) & oznacza wspéiczynnik Poincarego, wyznaczony poprzez
maksimum z sum wzigtych po wszystkich skierowanych tukach (i, j) nalezacych

do $ciezki y; wzgledem wszystkich Sciezek przechodzacych ze stanu i do j w gra-

{1
fie, co mozna zapisa¢ wzorem:
K= max) Z |}/,.j|e,.ej

w=(i.J Yi2K
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Podobne oszacowanie Diaconis i Stroock podali dla A4_,, > -1 dla faficucha
nieokresowego (por. [9]).

»»Odleglo$¢” miedzy p(P) a SLEM

W literaturze poza préba bezposredniego oszacowania SLEM podj¢to réwniez
problem wyznaczenia maksymalnej ,,odleglosci” pomigedzy promieniem spektral-

nym p(P) a SLEM macierzy P. Hartfiel i Meyer (por. [18]) wyznaczyli réznicg
pomigdzy rzeczywistymi wartosciami wlasnymi rzeczywistych macierzy A, co w
jezyku macierzy stochastycznych przeklada si¢ wlasnie na oszacowanie réznicy
pomigdzy p(P)=1 a SLEM. W tak ogélnym przypadku wykorzystali wspétczyn-
nik 7_(A) pozostawiajac jednak otwarta kwesti¢ wyznaczenia ograniczenia
Vk |1 -4 | Probe rozwiazania tego problemu podjat Pokarowski (por. [36; 37]).

Niech S oznacza zbiér stanéw SJEM o macierzy prawdopodobienistw przejscia P
stopnia s, natomiast C,,C, c S — niepuste podzbiory zbioru S. Najmniejsza z sum
prawdopodobienstw przejécia p; wzigtych wzgledem roztacznych podzbiorow C,, C,

2
oy=mind > 2 P
1"%2 L=l ieC, jeC,

pozwolita Pokarowskiemu oszacowac |1 - lkl w przypadku k =2 (por. [37]):

75 (P)=(s-1)o, 2|1-4,

- 4|2 2(%)l =7, (P). (5)

»

4. Whnioski dotyczace wspétczynnikéw ergodycznosci

Na podstawie wst¢pnej weryfikacji zaprezentowanych miernikéw dla macierzy
P niskich stopni wyodrebniono trzy miemiki 7, (P), 7_ (P) oraz 7, (P) o postaci:

1 ¥
7 (P) ='2'"'?aij|Pik _ij|’
k=l

7. (P)= sup “5TP" '
{6:6"1=0 max|g|=1) .

£y (P) = 2(“—;)’_1

s
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Przeprowadzone badania dotyczace macierzy niskich stopni nasuwaja wniosek,
iz prostota w konstrukcji miernikéw nie koreluje z jakoscia oszacowania SLEM.
Sposréd zaprezentowanych oszacowar (rys. 1-3) najwigksza precyzja oszacowania
— zgodnie z wykresem na rys. 2 — cechuje 7 (P) podany wzorem (3).
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Rys. 1. Poréwnanie oszacowania: SLEM oraz 7,(P)

Zrédto: obliczenia wlasne.
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Rys. 2. Por6wnanie oszacowania: SLEM oraz T_ (P)

Zrédlo: obliczenia whasne.
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Zgodnie z sugestia poczyniona w punkcie 2, zaproponowane mierniki moga
znalez¢ zastosowanie podczas wstepnej analizy pojedynczego systemu, wyboru
jednego posréd kilku mozliwych systeméw badz wstgpnej oceny rynku ubezpie-
czen komunikacyjnych.

04

03 - f-"-ﬂ"’

Wartosé wspéiczynnika

0 200 400 600 800
4 tau D = slem
Rys. 3. Por6wnanie oszacowania: SLEM oraz 1,,(P)
Zrédlo: obliczenia wlasne.

Macierze, na bazie ktérych zbadano przydatno$¢ miernikéw, wygenerowano,
startujac z macierzy identycznosciowej F, = I, a nast¢pnie dla kazdego ustalonego
wiersza zwigkszano warto$¢ elementu w kolejnych kolumnach o 0,1 (zmniejszajac
0 t¢ sama wartos¢ wielkos¢ p,- w jednej z poprzednich kolumn). Na przykiad ko-

lejne macierze stopnia s = 3 przybraty postac:

100 0,9 0,1 0 0,8 0,2 0
P=|0 1 0o|,R={0 1 o[,B=[0 1 O0f,..,
001 0 0 1 0 0 I

9 0,8 01 0,

0,9 0 0,1 00 1
P, = 1 0|,..., P,=|0 1 0f,B,=| 0 1 0 |id
0 00 1 0 0 1
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5. Tempo zbieznosci d, do rozkladu stacjonarnego d

Problem tempa zbieznosci SJEM do stanu stacjonarnego wiaze si¢ bezposred-
nio z badaniem zbieznosci ciagu macierzy P" do macierzy ergodycznej E badz
odpowiedniego ciagu d, do rozkladu stacjonarnego ¢ (por. m.in. [7; 20; 23]).

Sposréd wielu uzyskanych do tej pory wynikéw zwigzanych z rozwiazaniem
zagadnienia tempa zbieznosci wedlug autora naleza:

— klasyczne twierdzenie Perrona-Frobeniusa (por. [45]),

— wzory interpolacyjne: m.in. Lagrange’a-Sylvestera, Hermite’a-Sylvestera (por.
[15]), ktére pozwalajg przedstawi¢ macierz P" w postaci spektralnej, w zalez-
nosci od krotnosci wartosci wiasnych (watek rozszerzony w punkcie ,,Propozy-
cja miernika tempa zbieznosci”),

— teoria graféw i1 kluczowe twierdzenie Filla (por. [14]) oraz sformulowane na jego
podstawie wnioski (niepublikowane twierdzenie 1 wnioski P. Pokarowskiego).
Uzyta przez Diaconisa i Stroocka nieréwnos¢ Filla (por. [14]) do szacowania

tempa zbieznosci wymaga zdefiniowania normy catkowitego wahania (TV) (por.

[9]) oraz iloczynu skalarnego w sensie rozkladu prawdopodobienstwa. Wigkszosé

istniejacych w literaturze oszacowan uzyskano w normie [, (por. [2; 31]). Autor

niniejszego artykulu jest przekonany, iz w przypadku badania tempa zbieznosci
norma TV — w przeciwieiistwie do [, — dokladniej réznicuje fluktuacje pomigdzy
réznicami poszczeg6lnych wspétrzgdnych wektoréow ||(l" —d|| dlatego t¢ norme

wykorzystano w dalszym badaniu tempa zbieznosci.
Norma catkowitego wahania (TV) operatoréw v i y na zbiorze S zdefinio-

wana jest nastgpujaco

17~ Al = max (4) - (4)].

AcS

Zastapienie powyzszych operatoréw rozkltadami prawdopodobiefistwa uprasz-
cza wz6r normy ||V - ,u||,l.v :

1
"v_lu“'/'v =EZIvi _/ui|' (8)
ies
Fill polaczyt szacowanie zbieznodci wektora d, do rozkladu stacjonarnego d

(paralelnie: P" do E) z druga wartoscig wlasng macierzy P sprz¢zonych wzgle-
dem rozkladu d, formutujac twierdzenie 2 (por. [14]).
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Twierdzenie 2
Niech (d,, P) bedzie nieprzywiedlnym, nieokresowym laricuchem Markowa o
rozkladzie poczatkowym d,,, rozkladzie stacjonarnym d oraz d, = d,P" , nato-
miast P” macierza sprzg¢zona z P wzgledem rozkladu d. Wéwczas
2
(d B dO: )

4|d, -4|,, < 4" (PP") 2 )
€S i
gdzie: d,; - i-ta wspétrzedna wektora d),
d, — i-ta wspétrzedna wektora d;

2 (PPH ) - warto$¢ whasna macierzy PP" .

Uogélnienia i wzmocnienia twierdzenia 2 dokonat Pokarowski (niepublikowa-
ne twierdzenie Pokarowskiego). Ponadto, korzystajac z normy TV, podat wnioski
przydatne w praktycznych poszukiwaniach doktadnego oszacowania tempa zbiez-
nosci. Wniosek 1 Pokarowskiego z uogdlnionego twierdzenia 2 dotyczy zbieznosci

elementéw macierzy P" do macierzy ergodycznej E przy znanym rozkladzie sta-
cjonarnym d.

Whiosek 1
Przy zalozeniach twierdzenia 2 prawdziwe s nast¢pujace nieréwnosci:

1 d
P - d,.|szg(PP”)\/d—f_(l-dj)(l-d,.),

a)

b) max
L

p’Sn) d,i

IA
QU
~
v
w
T
~—

(10)

6. Propozycja miernika tempa zbieznosci

Problem przedstawienia P" w postaci spektralnej w zaleznosci od krotnosci war-
tosci wlasnych macierzy P zamieszczono w wielu pozycjach (por. m.in. [2; 31]):

P=%2s

(m-1) ( )Z_,,,, , (11)

||b4IQ

gdzie: ™™ — pochodna rzedu m—1 dowolnego wielomianu wzgledem A,
a, — krotnosci algebraiczne pierwiastkéw wielomianu charaktery-

stycznego macierzy P,
k — liczba réznych wartosci wlasnych.
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Jesli funkcja f(P) jest n-ta potega macierzy P, wéwczas wzér (11) ma postaé

k (lj

A’III ,”+IZJ," . ( 1 2)

j=1m=1 n m+1)

Aparo (por. [2]) podat sposéb wyznaczenia sktadowych macierzy Z , , bazujac

jm?
na wielomianie minimalnym macierzy P oraz zwiazanych z tym wielomianem
krotnosci a; wartosci wlasnych 4 :

1 (ﬂj —I")

= ) (g )7 [CNCE P)—Lj ’

v _ (a;-m)
przy czym [(z—/lj )a' (21 - P) l} — pochodna rzedu (aj —m) w punkcie
z=4;

4

z2=A..

J
W przypadku nierozktadalnej macierzy stochastycznej P macierz Z,, = E.

W pozostatych przypadkach (m #1, j # 1) suma elementéw w wierszach macierzy

Z,,, wynosi 0 (inny sposéb wyznaczenia skiadowych Z

im korzystajacy z uproszczo-

Jjm
nej metody Aparo (por. [2]), zawarto m.in. w pracach Nykowskiej (por. [311)).
W przypadku macierzy P o pojedynczych wartosciach wlasnych mozna za-

uwazy¢, iz rozklad spektralny macierzy P”, opisany wzorem (12), sprowadza si¢ do
=2 A"Z,. (13)
j=1

Przy identycznych zatozeniach prawdziwa pozostaje réwniez postaé spektralna
P" (wzér (14); por. [39)):
P" =3 Alxyx,. (14)
j=1
Zatem ze wzgledu na jednoznacznos¢ rozktadu zaréwno we wzorze (13), jak i
we wzorze (14) uzyskuje si¢ alternatywng do istniejacych metode wyznaczenia
sktadowych Z, postaci spektralnej P", czyli Z;, = xijIj.
Teza wniosku 1 eliminuje mozliwo$¢ uzyskania oszacowania tempa zbieznosci
w przypadku {ancucha Markowa ze stanami mieistotnymi, co z kolei motywuje do

podjecia ponownych préb oszacowania tempa zbieznosci w normie TV (niezalez-
nego od fancucha ze stanami nieistotnymi).
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Twierdzenie 3
Niech dy =[d;]._,, , bedzie rozktadem poczatkowym, d, =dsP", d -

rozkladem stacjonarnym. Dla kazdej regularnej macierzy stochastycznej P w za-
leznosci od krotno$ei wartosci wiasnych a; nastg¢pujace oszacowania sa prawdziwe:

a) ‘v’jaj =1, wowczas

_1 " n
I, =], S—s(sz L ja, (15)
b) BJ.aj # 1, wowczas
s n! n-a +1
d —dj. <—(k-1 e 1
|| n "'I'V < 2( )a Z (n_a*+1) 'Ikl ( 6)

gdzie: (d zZ Jm) — i-ta wspélrzedna wektora d,’ Z
7 = max{Zj,"} ,

Jjm

Jm?

@ =max{a,q,,.,a) orazn2a -1.

Dowéd
W dowodzie wykorzystano podstawowe definicje normy !, dla macierzy (por. [17]):

=[;j|a,,|”J;,

"A"I7 = max{lAJ\:II7 i X€ C","x" = 1]

1

oraz wektorow x| (Z‘ I JF

Zgodnie z (8) w przypadku rozktadéw prawdopodobienstwa norme¢ catkowite-
go wahania mozna wyrazi¢ jako:

o, ~dly, =13 |d, -a| =1 %

:eS i€y

(d"P"), - (4"E) |

Rozktad P" na sum¢ macierzy spektralnych Z, podano we wzorze (12),

Jjm

Z Z n In+lZ
jm:

Jj=lm=1 ’l m+1
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Dowdéd czesci a) twierdzenia 3
Z zatozenia twierdzenia 3 macierz P jest regularna, ponadto w podpunkcie a)
przyjeto, iz a; =1, stad

=D A'Z, =2, + 2. 4'Z,
j=l i

Macierze Z,, jako sktadowe postaci spektralnej spelniaja (por. [35])

a) Yz, =1I (17)
j=1
Z, i=j i,j=12,.,s
b) Z,Z, =4 " : 18
) i< jl {O l;tj ( )
czyli sa macierzami idempotentnymi oraz parami ortogonalnymi skladowych, ponadto

Z, =E.

Stad P"-E=3 A7,
j=2
Zatem

I, -l =53 [(de "), - (E) |23 2|4

i€l Il_[_

s|ﬂz|"lzz|d Z,))

i=l j=2

Il‘

Niech 7' = ma.x{|(dg'Z i )“ . W zwiazku z tym nastgpujace oszacowanie jest
) i
prawdziwe:

no*

1l & n oSS
4, =l <522 |42 = (19)
i=l j=2
co koficzy dowdd czesci a).

Dowdd czesci b) twierdzenia 3
W przypadku wielokrotnych warto$ci wlasnych macierzy P tempo zbieznosci
ciagu d, do d oszacowano w sposéb podobny do dowodu w czesci a).
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"dn _d”TV - Z| dTP" d E) |

:e.S

1 LI ! n—m
PN N LT

(@2,

Niech:
- Z oraza - identyczne jak w tezie twierdzenia 3,
— K —jest liczbg réznych wartosci wlasnych 4,

* . e .
—- n>a -1 (cowrzeczywistosci jest spetnione).
Ma miejsce nastgpujace oszacowanie:

A I

I—l]2ml n— m+1 !

S(k—l) n-a % n!
<= |4, za(

n-a +1) v

Id, - dl, <

(20)

To konczy dowdéd twierdzenia 3.

Udowodnione twierdzenie pozwala wyciagna¢ nast¢pujacy wniosek.

Whiosek 2

Niech ||d,, —d"TV < ¢ dla ustalonego €. Wtedy w przypadku pojedynczych
wartosci wlasnych oceng tempa zbieznosci ciagu d, do d na podstawie oszaco-
wania danego wzorem (15) mozna mierzyé za pomoca miernika 77, , ktéry jest
funkcja zalezna od zadanej dokladnosci oszacowania &, stopnia s macierzy P, mak-

symalnej wartosci elementu z* wektora (dg'Z jm) pochodzacych z rozkladu spek-

tralnego macierzy P” oraz o postaci:
g y p

M (&5, %) = [ln[ﬁynlﬂqllﬂ, @1

gdzie: [x] — czgsé catkowita liczby x.

Uwaga

Podane w twierdzeniu 3 oszacowanie znajduje zastosowanie w szczegdSlnosci
podczas wystgpowania stanéw nieistotnych badanego ancucha.

Autor artykutu nie zdotat udowodni¢ metodami analitycznymi, iz uzyskana te-
za twierdzenia 3 podana wzorami (15)-(16) dostarcza dokladniejszego oszacowania
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tempa zbieznosci w normie ||d" -d "TV odpowiednich ciagéw niz np. oszacowanie
(9) w twierdzeniu 2, badz (10) we wniosku 1. W zwiazku z tym wykonano badanie
symulacyjne dla macierzy stopnia s < 4. W badaniu poréwnano (po sprowadzeniu
do wielkosci poréwnywalnych) odpowiednie elementy prawych stron oszacowan
podanych wzorami odpowiednio: (9)-(10) i (15)-(16) przy ustalonym n, w zalezno-
$ci od krotnosci wartosci wiasnych. Reprezentatywne wyniki (bazujac na zbiorze
macierzy wykorzystanych w punkcie ,,Wnioski dotyczace wspétczynnikéw ergo-
dycznosci”) dla np. n =10 oraz £ =107 przedstawiono na rys. 4-5. O$ odcietych

015

Wartoé € oszacowania [|d - d {|w

Rys. 4. Poréwnanie oszacowania |d” - d”’rv na podstawie wzoréw: Fill (F)
oraz Sliwka (PS) - przypadek pojedynczych warto$ci wiasnych

Zrédto: obliczenia wlasne.

=]
-
5]

Warto5¢ oszacowania ||dh - d|f,

500 600 700 800 @00 100D

100 400

m PS ® Pp

Rys. 5. Poréwnanie oszacowania "d" -d " na podstawie wzor6w: Pokarowski (PP)

v
oraz Sliwka (PS) - przypadek pojedynczych wartoéci wlasnych

Zrédlo: obliczenia wiasne.
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opisuje numer badanej macierzy P (podobnie jak w przypadku wykreséw na rys. 1-3).
Na wykresie z rys. 4 o$ rzgdnych zawiera oszacowanie prawej strony wzoréw: (9)
(na rys. 4 oznaczone przez F) i (15) (na rys. 4 oznaczone przez PS), natomiast na
Iys. 5 — oszacowanie prawej strony (10) (na wykresie prezentowanym na rys. 5
oznaczonym przez PP) oraz (15) (na wykresie 5 oznaczonym przez PS), czyli w
przypadku pojedynczych wartosci wiasnych. W celu uzyskania wigksze; przejrzy-
stosci wykres6w na rys. 4-5 zakres osi rzednych nie przekracza 0,15.

7. Wnioski

Na podstawie przeprowadzonej analizy proponowanych w literaturze mierni-
kéw tempa zbieznosci ciagu d, do d oraz osiagnigtych wynikéw sformulowano
pig¢ podanych nizej wnioskéw.

1. Zawarty w niniejszym artykule material potwierdza przydatno$¢ SLEM w
badaniu tempa zbieznosci ciagu macierzy stochastycznych P" do postaci
ergodycznej E, przy czym w przypadku najprostszych postaci SBM istnieje moz-
liwos¢ wyznaczenia analitycznej postaci SLEM.

2. W zaleznosci od posiadanej wiedzy o macierzy P mozna wykorzystaé
oszacowania SLEM, zwane wspétczynnikami ergodyczosci. Na podstawie badania
symulacyjnego dla macierzy niskich stopni uzytecznym wspétczynnikiem moze
by¢ 7, (P) podany w (3). Ponadto nalezy stwierdzié, iz prostota konstrukcji wsp6t-

czynnika ergodycznosci nie koreluje z jakoscia uzyskanego oszacowania. Scharak-
teryzowane wspélczynniki moga jednak zostaé wykorzystane do wstepnej oceny
tempa osiggania przez SBM stanu stacjonarnego.

3. W twierdzeniach wykorzystujacych SLEM tempo zbiezno$ci uzaleznione

jest od |4,|. Jesli wigc wyznaczenie |4,| wiaze sig np. z problemami natury tech-
nicznej, zamiast |/l2| mozna wykorzysta¢ wspéiczynnik ergodycznoséci 7, (P).

4. W zalezno$ci od wiedzy a priori o istotnosci stanéw badanego taficucha oraz
0 krotnosciach algebraicznych wartosci wlasnych wielomianu charakterystycznego

macierzy |P—/11 | do oceny tempa zbieznosci lim d, = ¢ mozna uzyé jednego z
n—eo

oszacowan podanych w twierdzeniu 3. W przypadku pojedynczych wartosci wlas-
nych wzér (21) pozwala na oceng potegi, przy ktérej badany tancuch osiaga stan
stacjonarny z zadana doktadnoscia € .

5. Jednoznacznos¢ rozktadu postaci spektralnej macierzy P" na macierze skla-
dowe Z; podana we wzorach (13) oraz (14) pozwala na konstrukcje macierzy Z

za pomoca lewo- i prawostronnych wektoréw wiasnych w przypadku pojedyn-
czych wartosci wlasnych.
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BONUS MALUS SYSTEM - THE MEASURES OF CONVERGENCE SPEED
OF THE MODELS TO THE STATIONARY STATE

Summary

Applied measures of quality of the bonus-malus system include stationary distribution in the
analitycal structure. This is directly connected with the estimate of convergence rapidity of matrix P"
to ergodic matrix E. A new appraisal of convergence rapidity P"to E, which depend on multiplicity of
the modulus of the second largest eigenvalue in TV norm is proposed in this article. The new ap-
praisal in the case of single eigenvalues of matrix P is more precise than existing in literature, and in
the case of multiple eigenvalues does not depend on unessential states of Markov chains.
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