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1. Wstep

Podstawa dziatalnosci firmy ubezpieczeniowej jest przyjecie zobowiazania
wyplaty okreslonego w umowie swiadczenia w razie zajscia zdarzenia ubezpiecze-
niowego w zamian za sktadk¢ wplacana przez ubezpieczajacego. Wplywy ze skia-
dek maja zapewni¢ ptynnos¢ finansowg ubezpieczyciela izabezpieczyé firme
przed bankructwem. Aby mozna bylo postuzy¢ sig¢ statystycznymi metodami wy-
znaczania sktadek, konieczne jest przyjecie modelu opisujacego proces wyplat ge-
nerowanych z portfela. Portfel ubezpieczeniowy rozpatrywany jest tutaj jako zbior
polis generujacy wyptaty w losowych momentach czasu. Nalezy zatem dopasowac
model opisujacy taczna wielkos¢ wyptacanych przez firmg¢ odszkodowan, czyli
model uwzgledniajacy zaréwno liczbe dokonywanych z portfela wyplat, jak i1 wiel-
koé¢ wyptacanych odszkodowan.

W artykule przedstawiono sposoby wyznaczania rozkltadéw zagregowanych
wyplat ubezpieczyciela. Zaprezentowano model klasyczny, w ktérym zaklada sig
niezaleznos¢ wyplat. Uwzgledniono réwniez model ilustrujacy sytuacjg, w ktorej
portfel ztozony jest z dwdch wspéizaleznych klas ryzyka.

2. Rozklad ztozony
jako model zagregowanych wyplat ubezpieczyciela

Oznaczmy rozklad lacznych wyplat ubezpieczyciela jako S. Na rozklad S ma
wplyw liczba dokonywanych z portfela wyplat, jak i wielkos¢ wyplacanych odszko-
dowan. Zazwyczaj zaklada si¢, ze wyplacane kolejno odszkodowania X,,X,, ... sa

niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie. W celu uproszcze-
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nia modelu przyjmuje sig, ze na wielkos¢ wyplacanych odszkodowan nie ma wptywu
ich liczba. Zatem zmienne X, X,, ... oraz zmienna N, liczaca wyplaty, sa wzajemnie
niezalezne. Przyjmujac przedstawione zalozenia, wielkos¢ zagregowanych odszkodo-
wan S wyplacanych przez ubezpieczyciela w jednostkowym przedziale czasowym
mozna modelowa¢ za pomoca rozktadu ztozonego (por. [1; 7; 10]):

N
Gl X da N2l
0 dla N=0.

Dla tak zdefiniowanego modelu zagregowanych wyptat ubezpieczyciela (przy
zatozeniu, ze pierwsze dwa momenty rozkladéw N, X istnieja) wartos¢ oczeki-
wang 1 wariancj¢ rozkltadu S oblicza si¢ z nastgpujacych wzoréw (por. [10]):

E(S)=E(N) E(X), (M

V(S)=V(N)-(EC)) + E(N)-V(X). )

Gdy za rozktad N opisujacy liczbg odszkodowan wyplaconych w jednostko-
wym odcinku czasu przyjmuje si¢ rozklad Poissona ze stala intensywnoscig 4,
woéwczas prawdopodobienstwo wystapienia n wyplat wynosi:

n

p,,:P(N:n):e‘M—', neN.
n:

Przyjmujac jako rozktad liczby wyptat N rozklad Poissona z parametrem A,
o zagregowanej wielkosci wyptat S méwimy, ze ma zlozony rozktad Poissona z
parametrami (A, F, ) (por. [8]). Parametr A jest intensywnoscia wystgpowania
wyplat wynikajaca z rozkladu Poissona, natomiast F, jest rozktadem wielkosci
indywidualnych wypfat.

Dla niejednorodnego portfela zaklada sig, ze liczba szkéd wynikajacych z polis
nalezacych do niego ma uogdlniony rozktad Poissona, czyli rozklad Poissona ze
zmiennym parametrem A . Intensywno$¢ A wystepowania szkéd z danej polisy
jest zatem realizacja zmiennej losowej A, nazywanej zmienng strukturalng (za-
miennie mozna ja okresla¢ mianem zmiennej mieszajacej). O rozkladzie zmiennej
N méwi si¢ w takim przypadku, ze jest mieszanka rozkltadéw Poissona o parame-
trze strukturalnym A (por. [5; 10]). Prawdopodobienistwo wystapienia n wyplat
dla mieszanki rozkltadéw Poissona wynosi:

p,=P(N=n)= fe“ ﬂ'—dFA(,i), ne N,
n!

gdzie F, jest dystrybuanta rozktadu strukturalnego A .
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Warto$¢ oczekiwang i wariancj¢ mieszanki rozkladéw Poissona o parametrze
strukturalnym A mozna obliczyé, korzystajac z nastgpujacych zaleznosci (por. [10]):

E(N)=E(A), 3)

V(N)=E(A)+V(A). 4
Przyjmujac za rozktad liczby wyptat N mieszany rozklad Poissona z parame-
trem strukturalnym A, o zagregowanej wielkosci wyptat S méwimy, ze ma zlo-
zony mieszany rozktad Poissona z parametrami (A, F X ).
Do klasycznych postaci rozkladu zmiennej strukturalnej A, majacych zasto-
sowanie w praktycznym rachunku aktuarialnym ubezpieczefi komunikacyjnych,
nalezy rozktad gamma G(a, 6) o gestosci (por. [4; 5; 10]):

-6
_ pna qa-1 €

Przy zalozeniu rozkladu gamma G(a, #) zmiennej strukturalnej A zmienna

A20, a>0, 6>0. (5)

N ma rozklad ujemnie dwumianowy NB[a, p =$) Prawdopodobienstwo wy-

stapienia n wyplat dla tak zdefiniowanego rozktadu liczby odszkodowan wynosi:

a+n-1( 6 Y[ 1\ (a+n-1 af
p"_P(N—n)—( ) ](m) (m) —( . )(l—p) (p)',neN.

Wartos¢ oczekiwana i1 wariancja rozkltadu ujemnie dwumianowego wynosza

odpowiednio E(N) =22, vivy= 2P
I-p (1-p)*
Szczegdlnym przypadkiem rozktadu gamma (dla parametru @ =1) jest rozktad
wyktadniczy. Gdy za rozktad zmiennej strukturalnej A przyjmiemy rozklad wy-
kladniczy z parametrem &, wéwczas zmienna N, liczaca odszkodowania, ma roz-

klad geometryczny z parametrem p =1—]—9.
+

3. Metoda analityczna
wyznaczania rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej S

Dla wigkszosci postaci rozkladéw liczby wyptat N oraz wielkosci indywidualnych
wyplat F, znalezienie rozkladu prawdopodobienstwa wielkosci tacznych wyplat ubez-

pieczyciela jest bardzo skomplikowane obliczeniowo. Istnieja jednak przypadki, dla kt6-
rych mozliwe jest wyznaczenie rozktadu zmiennej S w sposéb analityczny (por. [6]).
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3.1. Rozktad wykladniczy wielkosci indywidualnych wyptat

Jezeli przyjmiemy za rozklad wielkosci indywidualnych odszkodowan F, roz-
kiad wykladniczy z parametrem 6, to splot n niezaleznych zmiennych o rozktadzie
F, ma rozklad gamma G(n, 8). Ggstosé tego rozkladu dla naturalnych wartosci

parametru & = n, zgodnie ze wzorem 5, ma postaé:
-6x
x)=6"x"" e——, dla n=1,2,3,...
x () (n— 1)!
Funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa wielkosci tacznych wyptat
ubezpieczyciela ma nastgpujaca postaé:
@ o —6x
*n n_n- e
fex)=) PN =n) £ ()= p, 8"x"" <. (6)
n=0 n=0 (n - 1)
Przyklad 1a
Zatézmy, ze liczba wyplat generowanych z portfela ma rozktad Poissona o warto-
Sci oczekiwanej 11, natomiast wielkosci wyptacanych odszkodowan maja rozktad wy-
kiadniczy o parametrze 2. Dokladny rozklad prawdopodobienstwa lacznych wyplat
generowanych z tego portfela, wyznaczony ze wzoru 6 przedstawiono na rys. la.
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Rys. 1a. Funkcja gestosci rozkladu tacznych wyplat w przypadku rozkladu Poissona (11)
liczby wyptat i rozkladu wykladniczego (2) wielkosci odszkodowan

Zrédto: opracowanie wlasne.

Przyktlad 1b

Zat6zmy, ze liczba wyptat generowanych z portfela ma rozkiad ujemnie dwu-
mianowy (9; 0,45), natomiast wielkosci wyplacanych odszkodowan maja rozklad
wykladniczy o parametrze 2. Dokladny rozklad prawdopodobienstwa tacznych
wyplat generowanych z tego portfela, wyznaczony ze wzoru 6, przedstawiono na
rys. 1b.
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Rys. 1b. Funkcja gestosci rozktadu tacznych wyplat w przypadku rozktadu ujemnie dwumianowego
(9; 0,45) liczby wyptat i rozktadu wyktadniczego (2) wielkosci odszkodowarn

Zré6dio: opracowanie wiasne.

3.2. Klasy rozkladéw wielkosci indywidualnych wyplat zamknietych
ze wzgledu na operacje splotu

Mianem klasy rozktadéw zamknietych ze wzgledu na operacjg¢ splotu nazywa
sie taka klase rozktadéw, dla ktérej rozktad sumy niezaleznych zmiennych z tej
klasy réwniez do niej nalezy. Znajomo$¢ rozktadu sumy n niezaleznych, jednako-
wych rozktadéw wielkosci indywidualnych wyptat ulatwia wyznaczanie rozktadu
prawdopodobienstwa tacznych wyptat. Nie jest juz bowiem konieczne wyznacza-
nie rozktadéw kolejnych splotéw (por. [6]).

Przyjmijmy, ze wielkosci indywidualnych wyplat X, zadane sa rozkladem

fx (x; a) o takiej wlasnosci, ze w wyniku dodania do siebie n niezaleznych zmien-
nych X, + X, +...+ X, otrzymuje si¢ rozklad o parametrze przemnozonym przez

n,tzn. fy" (x; a) = fy (x; na). Woéwczas funkcja gestosci rozkladu tacznych wyptat
ma postac:

0= pufi (s a)=Y p, fi (3 na). %

n=l n=1

Do zbioru rozktadéw zamknigtych na operacje splatania naleza m.in. rozktad
gamma i odwrécony gaussowski.

Przyklad 2a

Zal6zmy, ze liczba wyplat generowanych z portfela ma rozklad Poissona o
warto$ci oczekiwanej 11, natomiast wielkosci wyptacanych odszkodowaf maja
rozklad gamma o parametrach & =0,5; 8 = 0,25. Dokladny rozklad prawdopodo-
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biefistwa lacznych wyptat generowanych z tego portfela, wyznaczony ze wzoru 7,
przedstawiono na rys. 2a.
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Rys. 2a. Funkcja gestosci rozktadu tacznych wyptat w przypadku rozkladu Poissona (11)
liczby wyplat i rozkladu gamma (0,5; 0,25) wielkosci odszkodowan

Zrédto: opracowanie wiasne.

Przyklad 2b

Zalézmy, ze liczba wyplat generowanych z portfela ma rozktad ujemnie dwu-
mianowy (9; 0,45), natomiast wielkosci wyptacanych odszkodowan maja rozklad
gamma o parametrach & =0,5; 6 =0,25. Dokladny rozklad prawdopodobienstwa

tacznych wyptat generowanych z tego portfela, wyznaczony ze wzoru 7, przedsta-
wiono na rys. 2b.
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Rys. 2b. Funkcja gestosci rozktadu tacznych wyptat w przypadku rozktadu ujemnie dwumianowego
(9; 0,45) liczby wypfat i rozktadu gamma (0,5; 0,25) wielkosci odszkodowan

Zr6dlo: opracowanie wlasne.
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4. Metody aproksymacji rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej S

W celu uniknigcia bezposredniego wyznaczania rozkladu prawdopodobienstwa
facznych wyplat, powszechnie stosowane sg aproksymacje rozkladéw zlozonych.

4.1. Aproksymacja rozkladem normalnym
Jednym sposrod wielu sposobéw przyblizania rozkladéw zlozonych jest meto-

da bazujaca na centralnym twierdzeniu granicznym (por. [5; 7]).

Twierdzenie 1a
Niech zmienna S ma ztozony rozktad Poissona z intensywnoscia A oraz z rozkta-
dem wielkosci odszkodowan o skonczonej wariancji. Zgodnie ze wzorami 1, 2, para-

metry rozktadu S wynosza u=E(S)=A E(X) oraz o> =Var(S)= /1-E(X2 )

Wéwezas dla duzych wartosci parametru A zachodzi:

Pr[S—‘u Sx}zcb(x).
o

Analogiczne twierdzenie prawdziwe jest dla rozkladu ujemnego dwumianowego.

Twierdzenie 1b
Niech zmienna S ma ztozony rozklad ujemnie dwumianowy NB(«, p) oraz z
rozktadem wielkosci odszkodowan o skoficzonej wariancji. Zgodnie ze wzorami 1,

2, parametry rozkladu § wynosza u=E(S)= ia—pE(X ) oraz o’ = Var(S) =
-pP

= ﬂV(X )+ ap > (E(X ))2. Woéwczas dla duzych wartosci parametru A za-
I-p (1-p)
chodzi:

Pr[S—” S)g]zd)(x).
o

Przyblizanie zlozonego rozkladu Poissona rozktadem normalnym daje dobre
rezultaty, gdy intensywno$¢ A wystgpowania wyplat przyjmuje duze wartosci.
Metod¢ mozna réwniez stosowa¢ w odniesieniu do zlozonego rozktadu ujemnie
dwumianowego NB(e, p) dla duzych wartoéci parametru . Metoda nie nadaje

si¢ jednak do przyblizania zagregowanych wyplat generowanych z portfela, w kté-
rym rozklad indywidualnych odszkodowan charakteryzuje si¢ silng asymetria.
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Przyklad 3a

Zatézmy, ze liczba wyptat generowanych z portfela ma rozktad Poissona o
wartosci oczekiwanej 11, natomiast wielkosci wyplacanych odszkodowan maja
rozklad wykladniczy o parametrze 2. Dokladna oraz przyblizona rozkladem nor-
malnym ggstos¢ rozktadu prawdopodobienstwa lacznych wyptat generowanych z
tego portfela przedstawiono na rys. 3a.
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Rys. 3a. Dokladna i przyblizona rozkladem normalnym funkcja ggstosci rozktadu tacznych wyptat
w przypadku rozktadu Poissona (11) liczby wyplat i rozkladu wykladniczego (2)
wielkosci odszkodowan

Zrédio: opracowanie wlasne.

Przyklad 3b

Zal6zmy, ze liczba wyplat generowanych z portfela ma rozktad ujemnie dwu-
mianowy (9; 0,45), natomiast wielkosci wyplacanych odszkodowan maja rozklad
wykladniczy o parametrze 2. Dokladng oraz przyblizona rozkladem normalnym
gestos¢ rozkladu prawdopodobienstwa tacznych wyplat generowanych z tego port-
fela przedstawiono na rys. 3b.

Jak mozna zauwazy¢ na rys. 3a, 3b, przyblizenie rozkladem normalnym gesto-
$ci tacznych wyplat ubezpieczyciela powoduje niedoszacowanie odszkodowan wy-
sokich. Moze to by¢ szczegélnie niebezpieczne w przypadku cigzkoogonowego
rozkladu rzeczywistych wielkosci szkéd.
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Rys. 3b. Doktadna i przyblizona rozktadem normalnym funkcja gestosci rozktadu tacznych wyplat
w przypadku rozkladu Poissona (11) liczby wyptat i rozkladu wykladniczego (2)
wielkosci odszkodowarn

Zrédlo: opracowanie wiasne.
4.2. Aproksymacja przesuni¢tym rozkladem gamma

Aby uwzgledni¢ silng skosnoé¢ rozktadu zmiennej S, aproksymuje si¢ go prze-
sunigtym rozkladem gamma (por. [7; 12]).
Przesunigty rozklad gamma zadany jest nast¢pujaca funkcja gestosci:

a

L&ﬂ=f@50—rf*f““”,dm y27, @6,7>0.

Momenty tego rozkladu wynosza odpowiednio E(Y)= 7+% , V() =£2— ,

2
E(Y-EB(r)) =<2

Rozkiad tacznych wyptat S aproksymuje si¢ przesunigtym rozktadem gamma w
taki sposéb, zeby zachodzita réwnos¢ trzech przedstawionych momentéw rozkladu
S oraz Y. Z por6wnania momentéw otrzymuje si¢ nastgpujaca postaé parametréw

rozkladu gamma:
2 3
y=E(s)-2—VSN__ 5y GO, VE)
E(S —E(S)) E(S - E(S)) E(S-E(S))
W przypadku aproksymacji ztozonego rozkladu Poissona parametry przesunie-
tego rozkladu gamma wynosza odpowiednio:
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r=AE(x>—u@, o B

Przykiad da

Zaltézmy, jak w poprzednim przykladzie, ze liczba wyplat generowanych z
portfela ma rozklad Poissona o wartosci oczekiwanej 11, natomiast wielkosci wy-
placanych odszkodowan maja rozklad wyktadniczy o parametrze 2. Dokladna oraz
przyblizona rozktadem normalnym i przesunigtym rozkladem gamma gestos¢ roz-
ktadu prawdopodobienstwa tacznych wyplat generowanych z tego portfela przed-
stawiono na rys. 4a.
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Rys. 4a. Dok}adna oraz przyblizona rozkladem normalnym i przesuni¢tym rozktadem gamma funkcja
gestoscei rozkladu tacznych wyplat w przypadku rozktadu Poissona (11) liczby wyptat
i rozktadu wyktadniczego (2) wielkosci odszkodowan

Zré6dio: opracowanie wiasne.

Przyklad 4b

Zatézmy, ze liczba wyptat generowanych z portfela ma rozktad ujemnie dwu-
mianowy (9; 0,45), natomiast wielkosci wyptacanych odszkodowan maja rozktad
wykladniczy o parametrze 2. Dokladna oraz przyblizona rozkladem normalnym
1 przesunigtym rozkladem gamma gestos¢ rozktadu prawdopodobiefistwa tacznych
wyplat generowanych z tego portfela przedstawiono na rysunku 4b.

Jak mozna zauwazyé na rysunkach, . przyblizenie przesunigtym rozkladem
gamma gestosci lacznych wyplat ubezpieczyciela daje w tych przypadkach lepsze
rezultaty niz przyblizenie rozkladem normalnym.
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Rys. 4b. Dokladna oraz przyblizona rozktadem normalnym i przesunigtym rozktadem gamma funkcja
gestosci rozkladu 1acznych wyptat w przypadku rozkladu ujemnie dwumianowy (9; 0,45)
liczby wyplat i rozktadu wykladniczego (2) wielkosci odszkodowan

Zrédio: opracowanie wiasne.
4.3. Metoda rekurencyjna wyznaczania rozkladu zagregowanych wyplat

Dokladny rozktad prawdopodobienstwa tacznych wyptat ubezpieczyciela moz-
na wyznacza¢ w sposéb rekurencyjny. Rozklady zlozone, dla ktérych metoda reku-
rencyjna wyznaczania rozkladu prawdopodobiefistwa moze mie¢ zastosowanie, na-
leza do rodziny rozktadéw spelniajacych nastepujace warunki (por. [1]).

1. Rozktad liczby wyplat spetnia formulg¢ rekurencyjna;

pnz(a+£)-p"_l dla n=mm+1l,m+2., meN,
n

gdzie a oraz b sa statymi okre$lajacymi rozktad prawdopodobienstwa liczby wyptat.
2. Rozktad wielkosci wyplat jest nieujemny, dyskretny i spetniajacy nastepuja-
cg zaleznos¢:

X,=i-C dla i=0,12..,r,

gdzie C jest dodatnig stala nazywana dtugoscia kroku.

Warunek 1 spetniony jest dla rozkladéw Poissona, dwumianowego oraz ujem-
nie dwumianowego (warunek 1 spetniony jest réwniez dla rozktadu geometryczne-
go jako szczegdlnego przypadku rozktadu ujemnie dwumianowego). Wartosci sta-
lych a i b dla wymienionych rozktadéw przedstawiono w tab. 1.
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Tabela 1. Wartosci statych a i b dla rozktadéw prawdopodobienstwa spetniajacych warunek !

Rozkiad liczby wyptat . Stala .
Poissona( A ) 0 1
__P (n+p
o I-p 1-p
p (-Dp
NB(e,p) o 2D

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie [2].

Rozklady zlozone S, ktdre spetniaja warunki 1, 2, sa rozktadami dyskretnymi
przyjmujacymi jedynie wartosci bedace krotnosciami kroku C. Oznaczmy jako f;
prawdopodobienstwa postaci:

f;=P(§=j-C) dla j=0,1,2,..

Prawdopodobienstwa te mozna obliczy¢ w sposéb rekurencyjny z réwnan:

f = Po dla 5,=0
® My (Insy) dla sy>0,

1 min( j,») i b

fj_'—‘ Z (a+7]-s,-~ i dla j=12,.,

“l-a- S0 o
gdzie s; = P(X =i-C) (0<i<r) jest rozktadem prawdopodobienstwa wielkosci

wyplat, natomiast M , (Insy) = Z p; - 5y jest funkcja tworzaca momenty rozkladu
i=0
liczby wyptat.

Prawdopodobienistwa s; moga przyjmowaé wartos¢ 0 dla niektérych 0<i<r.
Dla i <0 oraz i >r prawdopodobienstwa s, =0. Wartosci prawdopodobienstw
fo dla rozktadéw Poissona, dwumianowego oraz ujemnie dwumianowego przed-
stawiono w tab. 2.

Jezeli rozklad wielkosci wyplat jest ciagly, to pierwszym krokiem rekurencyj-

nego wyznaczania rozkladu zlozonego jest przyblizenie tego rozkladu rozkiadem
dyskretnym spetniajacym warunek 2.
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Tabela 2. Wartosci prawdopodobienstw f;; dla rozktadéw prawdopodobieristwa spetniajacych warunek 1

Rozkiad .
liczby wyptat Poissona (1) B(n, p) NB(a,p)
ath _ath
fo fo R fo= a-1 a foz(Ha.n.(:;_‘-o)J a
a-sg—1 @

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie [2].

Pierwsza z prezentowanych w artykule metod dyskretyzacji rozkladu X jest
metoda srodkéw przedziatow (midpoint metod, mass dispersal) (por. [1; 6]).
W metodzie nalezy skoncentrowa¢ jednostki masy rozktadu w srodkach przedzia-
16w postaci (0,C/2],(C/2,3-C/2],... w $rodkach tych przedziatéw. Jako przy-
blizenie oryginalnego rozktadu wielkosci wyptat X otrzymuje si¢ wowczas rozklad
dyskretny o nosniku w punktach 0,C,2-C,...,r-C.

Prawdopodobienstwa w wymienionych punktach wynosza odpowiednio:

C
fo=Fx (EJ’

s, =FX(i-C+%)—FX(i-C—%) da i=12..,r

oraz s; =0 poza tym zakresem.

Wartos¢ r powinna by¢ wystarczajaco duza, zeby prawdopodobiefistwo
P(X >r-C+ C/2) bylo juz pomijalnie mate.

Wada tej metody dyskretyzacji rozktadu wielkosci wyplat jest wystepowanie
réznic wartosci oczekiwanej i wyzszych momentéw rozkladu dyskretnego w sto-
sunku do oryginalnego ciaglego rozkladu. Poniewaz funkcja gegstosci rozktadu
wielkosci wyplat jest na ogdt funkcja malejaca w ogonie, wigksze prawdopodo-
bienstwo bedzie zawsze osiagane w pierwszych polowach wyznaczonych przedzia-
16w, zatem momenty funkcji dyskretnej liczone w ogonie rozktadu beda systema-
tycznie obcigzone. Aby poprawi¢ zgodno$¢ dopasowania rozktadu dyskretnego do
przyblizanego ciaglego rozktadu wielkosci wyplat, nalezy bra¢ coraz wigksze war-
tosci r 1 jako kofncowe rozwiazanie wybracd to, dla ktérego poprawa zgodnosci nie
jest juz znaczaca. Moze to jednak doprowadzi¢ do wyboru tak duzej wartosci r, ze
numeryczne kalkulacje stang si¢ bardzo czasochtonne.

Druga z prezentowanych w artykule metod dyskretyzacji rozkladu X jest meto-
da zachowujaca wartos¢ oczekiwana (matching-mean method) (por. [6; 13]).

W metodzie tej jako przyblizenie oryginalnego rozkladu wielkosci wyptat X
wybiera si¢ rozktad dyskretny o nosniku w punktach 0,C,2-C,...,r-C oraz
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prawdopodobienistwach ustalonych w taki sposéb, zeby wartos¢ oczekiwana roz-
kiadu wielkosci wyptat pozostata niezmieniona.
W pierwszym kroku nalezy wyznaczy¢ wartosci oczekiwane rozkiadu F,

ucigtego w punktach bedacych wielokrotnosciami C:
i-C
E[x;i-C]= j(l —Fy@))du  dla i=12,..r.
0
Wartosci prawdopodobienstw rozktadu dyskretyzowanego oblicza si¢ nastgpujaco:

_p(x —o)=1_ ELX: €l
5o =P(X _0)_1—T

1_2E[X;i-C]—E[X;(i—l)-C]—E[X;(i+1)-C] dl
C
Wartos$é r wyznaczajaca najwiekszg realizacje¢ rozkladu dyskretnego powinna
by¢ wystarczajaco duza, zeby réznica pomigdzy wartoscia oczekiwana rozkladu
ciaglego F, a wartoscia oczekiwana rozktadu dyskretnego byta pomijalnie mata.

Przyklad 5a

Zalézmy, ze liczba wyplat generowanych z portfela ma rozklad Poissona o warto-
$ci oczekiwanej 11, natomiast wielkosci wyptacanych odszkodowan maja rozklad wy-
kladniczy o parametrze 2. W celu zastosowania metody rekurencyjnej wyznaczania
rozkladu ztozonego ciagly -rozklad wielkosci odszkodowan dyskretyzowano metoda
$rodkéw przedziatéw. Dokladna oraz wyznaczona rekurencyjnie posta¢ rozkladu tacz-
nych wyplat generowanych z tego portfela przedstawiono na rys. Sa.

s;=P(X=i-C)= ai=12,..,r.

0.05
0.04 -
0.03 .’,
0.02 ;
0.01
} .r'.',. e e A....""'r,g--

10 20 30 40 50 60 70

Rys. 5a. Dokladna i wyznaczona rekurencyjnie funkcja gestosci rozktadu lacznych wyplat
w przypadku rozkladu Poissona (11) liczby wyplat i rozkladu wykladniczego (2)
wielkosci odszkodowan

Zr6dlo: opracowanie wlasne.
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Przyklad 5b

Zat6zmy, ze liczba wyplat generowanych z portfela ma rozktad ujemnie dwu-
mianowy (9; 0,45), natomiast wielkosci wyptacanych odszkodowan maja rozktad
wykladniczy o parametrze 2. W celu zastosowania metody rekurencyjnej wyzna-
czania rozktadu zlozonego ciagly rozklad wielkosci odszkodowan dyskretyzowano
metoda Srodkéw przedziatéw. Dokladna oraz wyznaczona rekurencyjnie postaé
rozkladu tacznych wyplat generowanych z tego portfela przedstawiono na rys. 5b.

0.05

....
e martenee.

10 20 30 40 50 60 70

Rys. 5b. Doktadna i wyznaczona rekurencyjnie funkcja gestosci rozktadu tacznych wyptat
w przypadku rozkladu ujemnie dwumianowego (9; 0,45) liczby wyplat i rozkladu wyktadniczego (2)
wielkosci odszkodowan

Zrédto: opracowanie wiasne.
4.4, Metoda odwrotnej funkcji charakterystycznej

Rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej S ze znang funkcja charakte-
rystyczng P (t) moze by¢ wyznaczony za pomocga metody odwrotnej funkcji cha-
rakterystycznej.

W modelu ryzyka kolektywnego funkcja charakterystyczna sumy S ma postac:

®,(1) = E[ei's} - E, [E':ei'(x'+X’+"‘+x”) /N:H =E, [q)x(t)N:l =B, [®, ()], 8

gdzie Py(z) jest funkcja tworzaca zmiennej N, a &, () jest funkcja charaktery-
styczna zmiennej X.

Dla kazdych ciagltych zmiennych losowych §, dla ktérych funkcja charaktery-
styczna @ (z) jest bezwzglednie catkowalna, mozna okresli¢ funkcje gestosci po-

przez przeksztalcenie funkcji charakterystycznej wedlug wzoru (por. [3]):

1 r —ixz
fx)= Eiq)(z)e dz.
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W przypadku rozkladéw dyskretnych stosuje si¢ szybka transformat¢ Fouriera
(fast Fourier transform - FFT) (por. [1; 12; 13]). Metoda FFT wzajemnie jedno-
znacznie przeksztalca n-elementowy wektor f = (fy, f,vn f o1 )W wek-

tor n-elementowy f = (}:o , fl yeres f" - ), zgodnie z formutla:
= 27i
Sk =Zf,- eXP(—jk] dla k=0,1,..,n-1,
=0 n

gdzie f; oznacza prawdopodobienstwo, Zze zmienna losowa S przyjmie warto$¢ .

Do wyznaczenia funkcji rozkladu zmiennej losowej S wykorzystuje si¢ od-
wrotna szybka transformat¢ Fouriera (inverse fast Fourier transform — IFFT), ktéra
jest jednoznacznym przeksztatceniem, zgodnie z formuta:

n=l _ ;
fk:lkaeXp(—Ekj) dla j=0,1,..,n-1..
nio h

Szybka transformat¢ Fouriera oraz odwrotna szybka transformat¢ Fouriera
mozna przedstawi¢ jako iloczyn macierzy:

fo 11 1 1104
f 1 o P o || g
f = -;:2 = Wf =11 a)z w4 wZ(n—l) f2 ’
Pl e e o] |
[ fo ] —1 1 1 1 7
£l e w2 )
P I | PR
f~ 1 w‘(”‘l) w—Z(n—l) a)—(n—l)2
Lyn=1] L |

. (27[:’ )
gdzie @=exp| —|.

n

Przeksztalcenie to nazywane jest szybka transformata Fouriera ze wzglgdu na
to, ze dla wektora f o dtugoséci 2" liczba rekurencyjnych obliczen redukuje si¢ do
stopnia nlog, n . Przy takich zalozeniach przeksztalcenie moze by¢ zapisane jako

suma dwéch przeksztatcen o dlugosci m = n/2 = 2"
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n n
=1 =l
n-1

. 2 . 2 .
- 2mi 27, . 27, .
Je= E fjeXP(—" Jk)= E fz,-e)tp(—’l 21k)+§ fz,-ﬂexp(—n (21+1)kj=
Jj=0 j=0 =0

s i i ) A 27
S (o 24) 5 {2
j=0 m n _/=0 m

stad

-~ = 2 N~
fi =1 +exp( " k]fkb,
m-1 . m-I .
.= 24 . = 2m
gdzie: f” = Zfzj exp(— jk), fkb = Zf2j+| CXP(— Jk)-
j=0 m j=0 m

. . ;o n - .
Powyzsze wyrazenia przeksztalcajace wektor o dlugosci m=5=2’ ' mozna

ponownie podzielié¢ na przeksztatcenia o potowie dlugosci. Postgpujac tak r razy,
dostaniemy r przeksztatcen o dlugosci 1, na podstawie ktérych mozna dosta¢ wek-
tor o dlugosci 2, 2223 2% 2

W celu znalezienia rozktadu sumy zagregowanych wyptat nalezy wykona¢ na-
stepujace kroki:

Krok 1. Okre$li¢ maksymalny mozliwy rozmiar wyptaty X —n=2". Liczby
0,1, ..,n—1 beda oznaczaly mozliwe wartosci wyptaty X. Okreslenie liczby n
powoduje przyjecie zatozenia, ze poza tym zbiorem dla wyptat wigkszych od n-1
prawdopodobienstwa ich realizacji sa nieistotne.

Krok 2. W przypadku ciagtosci rozkladu zmiennej losowej X opisujacej wyso-
kosci indywidualnych wyptat nalezy dokonac¢ dyskretyzacji.

Krok 3. Jesli f=(f,. f,,..., f,,1) oznacza dyskretny rozklad zmiennej X, to
do wektora nalezy doda¢ odpowiednia ilo$¢ zer, tak aby jego dlugos¢ wynosita
n=2".

Krok 4. Zastosowaé FFT do przedtuzonego wektoraf, F:(f)— ( f ) )

Krok 5. Na wektor f natlozy¢ funkcje tworzaca prawdopodobienstwa dla
zmiennej N zliczajacej wyplaty w portfelu: _fs =P, ( f~x ) .
Krok 6. Stosujac IFFT, wyznaczy¢ wektor f.

Algorytmy FFT i IFFT sa m.in. w programach Microsoft Excel oraz Ma-
thematica.
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Przyklad 6

Zalézmy, ze liczba wyplat generowanych z portfela ma rozkiad Poissona o wartosci
oczekiwanej 11, natomiast wielko$ci wyptacanych odszkodowan maja rozktad wyktad-
niczy o parametrze 2. W celu zastosowania metody odwracania transformaty Fouriera do
wyznaczenia rozkladu zlozonego ciagly rozklad wielkosci odszkodowan dyskretyzowa-
no metoda srodkéw przedziatéw. Dokladna oraz wyznaczona metoda FFT postaé roz-
ktadu tacznych wyplat generowanych z tego portfela przedstawiono na rys. 6.
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Rys. 6. Dokladna i wyznaczona metoda FFT funkcja ggstosci rozkladu tacznych wyptat w przypadku
rozktadu Poissona (11) liczby wyplat i rozkladu wyktadniczego (2) wielkosci odszkodowan

Zrédlo: opracowanie wlasne.

5. Zastosowanie metody odwrotnej funkcji charakterystycznej
do wyznaczania rozkladu prawdopodobienstwa
dla modelu Poissona ze wspo6tzaleznymi klasami ryzyka

Przedstawione dotychczas sposoby znajdowania rozktadu zagregowanych kom-
pensat dotyczyly modelu, dla ktérego zalozono niezalezno$¢ wyptat. W praktyce
spotyka si¢ jednak portfele polis, dla ktérych zalozenie o niezaleznosci nie jest
spetnione. Zaleznos¢ moze przybierac rézne formy (por. [8]).

W tym punkcie pracy przedstawiony zostanie model portfela zlozonego
z dwdch klas o skorelowanej liczbie wyplat. Przyjmijmy zalozenie, ze liczba wy-
plat generowanych z kazdej klasy ma rozklad Poissona. Laczna warto$¢ wyptaco-
nych z portfela odszkodowan wyraza si¢ jako suma (por. [1; 13])

S=Ww®+w®, 9)

N(i)
gdzie W = ZX,.U) dla j=1,2.

i=1
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O tacznych wyptatach generowanych z j-tej klasy zaklada si¢, ze spelniaja
przedstawione warunki:

— wielkosci wyptat X/ sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych

rozktadach (j=1, 2, ..., m),

- XWi NY sgniezalezne,
- N s3 zaleznymi zmiennymi losowymi.

Rozwazmy uproszczony model, w ktérym odszkodowania wyptacane z portfe-
la, ze wzgledu na czynniki powodujace powstanie roszczefi, mozna podzieli¢ na
trzy grupy: dwie grupy wyplat generowanych przez czynniki typowe wylacznie dla
klasy pierwszej albo drugiej (o liczebnosciach oznaczonych odpowiednio jako
N,,, N,,) oraz grup¢ wyplat generowanych przez czynniki wspélne dla obydwu

klas polis (o liczebnosci N,, ). Liczba wyptat w kazdej z klas moze by¢ zatem wy-
razona jako:

N(I) =1V(Il) +1V(12) N(2) =1V(22) +1V(l2)
gdzie N™ ~ Poisson(A,,) (u, v=1,2).

Suma n niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie Poissona z parametrem 4;

n
ma réwniez rozklad Poissona, z parametrem Zﬂ., Gdy skorzysta si¢ z tego, wow-
i=l

czas otrzymuje sig:
N <~ Poisson(4,) (r=1,2),

gdzie parametry wynosza odpowiednio 4, = 4)) + 12, 42 = A + A2
Faczna funkcja tworzaca prawdopodobienstwa dwuwymiarowego rozkladu
(MY, N®) ma nastepujaca postaé:

N(1|)+N(|z) N(22)+N(12)
PN(n,Nm (tptz)=E|:tl L :|=

;E[t,”“" ]E[tg,xm ]E[tl,;uz) :| =Pn (tl)PN(ZZ) itz)PN(m (’1’2)-

Poniewaz funkcja tworzaca prawdopodobienstwa dla rozkladu Poissona z pa-

rametrem A ma postaé P, (1) =e*™", otrzymujemy:
p N ymujemy
pN“), o (1) = M =D gAn (12 =1) Ay (hia 1) (10)

Gdy podstawimy otrzymana funkcje tworzaca prawdopodobienstwa rozkladu li-
czacego do wzoru na funkcjg¢ charakterystyczna rozktadu ztozonego (por. wzér (14)),
otrzymujemy nast¢pujaca posta¢ funkcji charakterystycznej rozktadu tacznych wy-
plat z portfela (W, W?:
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¢Wm,w(z) (t| ,tz) = PNm.N(z) (¢X“’ (tl )’¢X‘“ (t2 )) =

_ e'ln(¢xm ('l )‘l)e'lzz(!l’xm (i )‘1)6’112(4’,((” )9, (2 (12 )‘1) .

Dla jednakowych wartosci argumentu ¢, =, =¢ otrzymujemy:

By () =By i (1,1 =D (11)

gdzie:
A=4,+4,+4,, (12)
Py () —il'l¢xm O +—= '22 Ppon () +—= by ¢xm 0P (1) (13)

Zmienna losowa § =W® +W® w rozwazanym modelu ma zlozony rozktad
Poisona z parametrem A (12) i rozktadem indywidualnych wyptat o funkcji charak-
terystycznej @, () zadanej wzorem (13). Z postaci funkcji charakterystycznej

@y () wynika, ze dystrybuanta rozkladu indywidualnych wyptat ma postac:

Fy(n)= '?“ Foo()+=2% '122 Foo()+-1E %) 7 Fxo oy ().

Przyklad 7
Rozwazmy portfel ubezpieczen komunikacyjnych zlozony z klasy polis ubez-
pieczenia OC oraz klasy polis ubezpieczenia AC. Zalézmy, ze wyptaty generowane

przez czynniki typowe wytacznie dla klasy ubezpieczen OC (N|,) maja rozklad
Poissona z parametrem 0,2, natomiast wyplaty generowane przez czynniki typowe
wylacznie dla klasy ubezpieczein AC ( N,, ) maja rozkiad Poissona z parametrem
0,3. Zal6zmy ponadto, ze grupa wyptat generowanych przez czynniki wspélne dla
obydwu klas polis (/N,,) ma rozktad Poissona z parametrem 0,15. O rozktadzie

wielkosci odszkodowan generowanych z klasy ubezpieczen OC (X)) zalézmy,
ze jest Pareto z parametrami 4=3,21 §=10000, natomiast rozktad wyptat z kla-

sy ubezpieczen AC (X®) jest logarytmiczno-normalny ze $rednia 7,7 i odchyle-
niem standardowym 1,2247. W celu zastosowania metody FFT do wyznaczenia

rozkladu tacznych wyptat ciagte rozklady wielkosci odszkodowan zdyskretyzowa-
no metoda $rodkéw przedziatéw. Dla kazdego z tych rozkladéw okreslono funkcje

charakterystyczna (¢x“’ ’¢x‘2’ odpowiednio). W kolejnym kroku ze wzoru (13)

wyznaczono funkcje¢ charakterystyczna indywidualnych wyptat rozkladu ztozonego
¢ (1), a nastepnie ze wzoru (11) — funkcje¢ charakterystyczng tacznych wyptat S.
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Wyznaczona metoda FFT postac rozkladu lacznych wyplat generowanych z roz-
wazanego portfela ubezpieczen komunikacyjnych przedstawiono na rys. 7.
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Rys. 7. Ztozony rozktad Poissona z parametrem A = 4;, + Ay, + 4}, (dla 4, =0,2, 1,, =0,3,

Aj3 =0,15) i rozkladami indywidualnych wyptat w klasach: Pareto z parametrami

A=3,216=10000 oraz logarytmiczno-normalny ze $rednia 7,7 i odchyleniem standardowym 1,2247

Zrédlo: opracowanie wiasne.

(i)
(2]
(3]
[4]
(5]
(6]
(6]
(7
(8]
(9]

(10]
(1]

(12]

Literatura

Cossette H., Etienne M., The Discrete-Time Risk Model with Correlated Classes of Business,
»Insurance: Mathematics and Economics” 2000, nr 26, s. 133-149.

Daykin C.D., Pentikainen T., Pesonen M., Practical Risk Theory for Actuaries, Chapman &
Hall, London 1994.

Fisz M., Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka matematyczna, PWN, Warszawa 1969.
Hogg R.V., Klugman S.A., Loss Distributions, John Wiley & Sons, New York 1984.

Kaas R., Goovaerts M., Dhaene J., Denuit M., Modern Actuarial Risk Theory, Kluwer Aca-
demic Publishers, Boston 2001.

Klugman S.A., Panjer H.H., Willmot G.E., Loss Models. From Data to Decision, John Wiley &
Sons, New York 1998.

Modele aktuarialne, red. W. Ostasiewicz, AE, Wroctaw 2000.

Otto W., Ubezpieczenia majqtkowe. Czesé L. Teoria ryzyka, Wyd. Naukowo-Techniczne, Warszawa 2004.
Panjer H.H., Willmot G.E., Insurance Risk Models, Society of Actuaries, Schaumburg 1992.
Rolski T., Schmidli H.P., Schmidt V., Teugels J., Stochastic Processes for Insurance and Fi-
nance, John Wiley & Sons, Chichester 1999.

Stroinski E., Ubezpieczenia na zycie, Wyzsza Szkola Ubezpieczen i Bankowosci, Warszawa 1996.
Tomaszewska D., Wplyw oceny ryzyka na tworzenie rezerw techniczno-ubezpieczeniowych w
zakfadach ubezpieczer majqtkowych, rozprawa doktorska, AE, Wroctaw 2004.

Wang S.S., Aggregation of Correlated Risk Portfolios: Models and Algorithms, Proceedings of
the Casualty Actuarial Society 1998, s. 848-939.



402

THE SETTLEMENT OF THE DISTRIBUTION
OF AGGREGATED CLAIMS IN INSURANCE

Summary

The main idea of insurance is that an insurance company assumes responsibility to compensate
for financial losses resulting from any damage insured against in insurance contract, in return for a
premium paid by the client. That's why the basic element of insurance activity is proper premium cal-
culation.

The model of insurance portfolio in this article is the set of policies generating claims in random
moments of time. The basis of appropriate insurer’s premium calculation is statistical methods appli-
cation. This helps to analyze events in order to determine the frequency at which these events occur as
well as the amount of financial losses involved.

The model of aggregated claims is often of the complicated form. The purpose of this paper is to
present the methods of calculating the distribution of aggregated claims amount generated from the
insurance portfolio.
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