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1. Wstep

Modelowanie struktury stép procentowych zajmuje poczesne miejsce w badaniach
naukowych poswigconych matematycznym podstawom teorii finanséw 1 ubezpieczen.
Problematyka ta jest intensywnie rozwijana, poczawszy od autoréw takich pionierskich
prac, jak: Vasicek [9], Cox, Ingersoll i Ross [3], Heath, Jarrow oraz Morton [4],
ktérych rezultaty i modele byly rozwijane i uogélniane w réznych aspektach, na
pracach Bouliera i in. [2], Moellera (5], Takamizawa i Shoji [8] skonczywszy.

W artykule ograniczymy si¢ do rozwazenia wybranych modeli jednowymiaro-
wych, ze szczegdlnym uwzglednieniem jednofaktorowych. Skupimy uwag¢ na
chwilowej natychmiastowej stopie procentowej oraz stopie forward.

Celem niniejszego opracowania jest rozpatrzenie i jednoczesne poréwnanie
kilku metod estymacji i wyboru modeli st6p procentowych pod katem wlasciwosci
prognoz uzyskanych na ich podstawie, przy czym przez owe prognozy rozumiemy
ceny obligacji zerokuponowych i wyznaczona na ich podstawie krzywa dochodo-
wosci. Wspomniane uprzednio poréwnanie przedstawiono na przyktadzie modelu
Ornsteina-Uhlenbecka chwilowej stopy procentowej. W oszacowaniu parametréw
modelu postuzono si¢ metodami kalibracji oraz statystycznymi metodami estyma-
cji. Rozwazania teoretyczne zostana uzupetnione o prezentacj¢ schematu ekspery-
mentu symulacyjnego majacego ilustrowaé zwiazek migdzy metodami statystycz-
nymi i metodami kalibracji.

W drugim punkcie niniejszego artykutu przedstawiono kalibracj¢ jednofak-
torowego modelu HIM dla rynku obligacji zerokuponowych. Punkt trzeci po-
swigcony jest estymacji parametréw procesu Ornsteina-Uhlenbecka metoda
najwigkszej wiarogodnosci, z kolei na czwarta cz¢s¢ sklada si¢ opis ekspery-
mentu symulacyjnego.
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2. Kalibracja jednofaktorowego modelu HJM
dla rynku bonéw skarbowych

Przypomnijmy, iz chwilowa natychmiastowa stopa procentowa r(t) (instanta-
neous interest rate, short term rate) wyraza biezacy stan rynku stép procentowych.
Wigksza porcje informacji zawieraja inne matematyczne sposoby opisania struktu-
ry terminowej tego rynku:

— krzywa dochodowosci YTM (1, T) (yield curve),
— proces ceny obligacji zerokuponowej P(t,T),
— proces chwilowej stopy terminowej f(¢t,T) (instantaneous forward rate).

Trzy ostatnie metody charakteryzacji rynku stop procentowych sa wzajemnie
rownowazne

_ 3nP@T)
f@T)= R (1)
T
Pt,T)= exp{— j f(t,s)ds}, Q)
YIM(@T) = ———InP(t,T)=
T—1

()

1 T
— [fa.s)ds.

Ponadto prawdziwa jest réwnos¢
fa.n=r@). 4

Rozwazmy teraz konkretny model stopy procentowej. W jednofaktorowym
modelu HIM (°92) ustalamy 7 >0 i rozwazamy ekonomi¢ z czasem ciaglym na
przedziale [0,7] oraz przestrzen probabilistyczng (Q,.#,P), z filtracja F, genero-

wang przez jednowymiarowy ruch Browna W(¢). We wspomnianym modelu za-
ktadamy, ze zdefiniowana wzorem (1) chwilowa stopa terminowa f(¢,T) jest pro-
cesem It

! T !
f.T)=fO,T)+ ja(v,T) J’a(v,s)dsdw IO'(v,T)dWV,
0 » v 0
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gdzie o :{(t,T),0<t<T} >R jest dowolna funkcja spetniajaca pewne ogdlne wa-
runki regularnosci, okreslang mianem zmiennosci. Uwzgledniajac réwnos¢ (4),
mozemy uzyska¢ posta¢ chwilowej natychmiastowej stopy procentowej r(t) w
rozwazanym modelu. Jezeli odpowiednio dobierze si¢ zmiennos¢ o(¢,T) oraz wa-
runek poczatkowy f(0,-) w modelu HIM, to mozna z niego otrzyma¢ klasyczne

modele chwilowej natychmiastowe] stopy procentowe;j, takie jak m.in. model Va-
sicka [9] i model CIR (1985).

Przyjmujac
o(t,T)=ocexp(—a(T —1))
oraz
6 6 2
£0,T)= —+exp(—a’T)(r(O)——) -Z_[1-exp-a)’,
a a) 2a

uzyskuje si¢ model Vasicka stopy procentowej r(¢) o postaci
dr(t) =[6 - ar(t)]dt + cdW (¢), 5)

gdzie a,0 to dodatnie state, a 6 to stala nieujemna. W szczegélnosci dla 8 =0
natychmiastowa chwilowa stopa procentowa r(¢) opisana jest procesem Ornsteina-
-Uhlenbecka (OU)

dr(t)=—-ar(t)dt + cdW (¢). (6)

Uwaga. Réwnania (5) i (6) opisuja modele Vasicka oraz OU w rzeczywistej
mierze prawdopodobienstwa. Dzigki temu mozemy kalibrowaé te modele, wyko-
rzystujac rzeczywiste dane rynkowe.

Przez kalibracj¢ modelu rozumiemy postgpowanie, na ktére sktadaja si¢ nastg-
pujace etapy, wymienione ponizej w porzadku chronologicznym (por. [1]).

Schemat kalibracji — kolejne czynnosci

Chwila ¢,

1. Ustalamy konkretny model chwilowej natychmiastowej stopy procentowej r(t) .

2. Uzywajac nastepujacego wzoru

P(t,T)=E® [exp(—_[r r(s)dS)|f, ]

gdzie Q jest miarag martyngalowa na przestrzeni (Q,.#,P), wyznaczamy teore-
tyczna ceng¢ obligacji zerokuponowej P(t,T;n), gdzie i1 jest wektorem parame-
tréw procesu r(t) .



372

3. Pozyskujemy dane rynkowe, ktére tworza zbiér {P*(0,T);T 20} .

4. Wybieramy wektor parametréw 77 w ten sposob, aby elementy zbioru
{P(0,T;n7);T 20} byly jak najlepiej dopasowane (wedtug okreslonych kryteriéw)
do odpowiadajacych im elementéw zbioru {P"(0,T);T 20} . W ten sposéb uzysku-
jemy wektor 7A7 oszacowan elementéw skiadowych wektora 77.

Chwila 1,

5. Ponownie przeprowadzamy procedur¢ kalibracji, poczawszy od punktu 1 itd.

Kalibracja jednofaktorowego modelu HIM o statej zmiennosci o(t,T)=c,,, >0 [7]
W rozwazanym przypadku mamy

F(.T)=f(O.T)+0? t[T—%)+0' W

NSt const” " 1*

stad
r(t) = f(O’t) + O-Lz'llll.\'l é + O-cml.\'lvvl N
” . P(,.T;) . :
Jesli wyznaczymy wzdr na ]nWT—) oraz odpowiednio go przeksztalcimy,
i+12 7 i+l

to otrzymujemy wektor X o rozkladzie normalnym. Mozna dla niego wyznaczy¢

wektor $rednich oraz macierz kowariancji, a nastgpnie oszacowaé nieznany para-
metr O, zgodnie z metoda najwigkszej wiarogodnosci, rozwiazujac réwnanie:

const ?

>0 L ( O.can.w ;:E)r

4444444

gdzie wektor realizacji x jest wyznaczany na podstawie cen i rentownosci bonéw
skarbowych z kolejnych przetargéw, ktére odbyly si¢ odpowiednio w chwilach
tyslyseeol, -

Funkcja wiarogodnosci ma postaé

n-l1
L(o-cmx.\'l 'I) = —1— exp 12 Z (xl + o-fnn.\'l w; )2 ’

A= " -
( 2” O-cnn.w ) zo-wn.u i=0

gdzie

L — 8
w; =IT (T: +i )’
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1 P(tl+l’T;'+l) T;+ (0 T;+l) I+l YIM (O t1+l) +

n +
u)ml ‘\/t1+l i t T) cl)ll.\'l \/ti+l - i

LM (0,T;)+¢, YTM (0,1;)

’
acon.\'l V ti +17 ti
dlai=0,..,n-1.
Po rozwiazaniu réwnania wiarogodnosci otrzymujemy

—nt it 44T fJ[z;:;xf]
23" W

gdzie w, oraz x; zdefiniowane sg jak poprzedmo.

L3 p—
O const =

>

Kalibracja jednofaktorowego modelu HIM, w ktérym stopa procentowa r(t)

modelowana jest procesem Ornsteina-Uhlenbecka

W rozpatrywanym przypadku mamy
2

f(.T)=e" —a—u exp(-a(T -0 +0 [ expl-a(T -v)ldW,

oraz
dr(t)=—ar(t)dt + odW(t).

Podobnie jak poprzednio chcemy dopasowaé rozwazany model do rzeczywi-
stych danych rynkowych, co sprowadza si¢ do wyznaczenia oszacowan parame-
tréw a i o, tak aby bylo spetnione okreslone kryterium dopasowania. W naszym
przypadku bedzie to maksymalizacja logarytmu funkcji wiarogodnosci. Powtarza-
jac schemat postepowania przedstawiony uprzednio, otrzymujemy réwnanie wia-
rogodnosci o postaci

2n
—gl In fﬂ4e“-4fﬂ«mu%fdazy }+
77 a — ntl
, 0
+—2 e} (¢ a=
0.2 (ea6)2 = n _):"” n ad

gdzie: n=(a,0) - wektor nieznanych parametréw procesu r(t),

o= T, - 365 dla g-tygodniowego bonu skarbowego oraz i =0,1,..

v, = [ eaw,,

A =Z (-1 (¥, e ~Y, e ™), g jest realizacja zmiennej losowej 4

oraz a=(dy,4,,...4,_,) -
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Pozostale macierze wystgpujace w réwnaniu (7) sa zdefiniowane nastepujaco:

e 0 0 0 e 0 0 0

e —em 0 0 e  _gan 0

G=l 0 e —ega, 0 | Cn—l = % _gay gay 0
0o 0o 0 £ o o 0 o

macierz kowariancji Z,

—eZlZl(, -1 eZm(, -1 eZm(, -1 eZal(, _ 1-1
eZmO -1 eZm, -1 eZal, | eZall -1
Z " - eZaln _1 eZat, _1 e2a12 _1 e2atz _1 R
eZal(, -1 eZm, -1 e2arr2 -1 eZat,, -1
natomiast macierz do niej odwrotna jest okreslona nast¢pujaco
62411, _1 _1
(eZat(, —1)(62‘“' _eZat(,) ezat, _eZato
):,_l _ -1 eZatz _e2az(,
Y - —
— e2a1, _eZGl(, 62:112 (eZm, _e2a1(,)
0 0 -
i eZarl,, _ Lplai, |

+1

wektora losowego ¥ =(,.Y,,

.,Y, ) ma posta¢

Dla dowolnej liczby naturalnej n mozna réwniez wykazaé ponizsze réwnosci

detC, =—1""exp(-2)""_ 1),

detY, =—1
Yo oy

-1 . .
(eZal0 _ I)HLO (620.'/1,I _ e2al, ) )
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Wartosci &, & maksymalizujace funkcje¢ wiarogodnosci s3 wyznaczane nu-
merycznie.

Dotychczas kryterium dopasowania modelu byta maksymalizacja logarytmu
funkcji wiarogodnosci. Mozna tez inaczej wybraé ceche, ze wzgledu na ktéra do-
konujemy dopasowania i np. minimalizowa¢ sum¢ kwadratéw réznic pomigdzy
obserwowanymi a teoretycznymi cenami obligacji zerokuponowych

7)]\ - mln . Z [P()b.\' (t,T)_PTL’orel (t,T,T])]Z,
T

gdzie P (1,T) odpowiada rzeczywistej rynkowej cenie obligacji zerokuponowej,

natomiast P'*""“(1,T;77) jest cenq takiej obligacji wyznaczona dla danego modelu
chwilowej natychmiastowej stopy procentowej. W przypadku modelu OU ta cena
teoretyczna jest wyznaczona explicite (odpowiednie wzory zostang podane w dal-
szej czesci artykutu). Jednak nie zawsze tak jest.

Oméwione metody kalibracji nie wymagaja dysponowania oszacowaniami re-
alizacji procesu wartosci chwilowej natychmiastowej stopy procentowej, co, rzecz
jasna, mozna poczytywac za atut tych sposobdw. Niedogodnosci stanowia nato-
miast niewatpliwie skomplikowane obliczenia oraz koniecznos¢ wykorzystywania
metod numerycznych. Widoczne jest to zwlaszcza przy kalibracji konstruowanej w
oparciu na metodzie najwigkszej wiarogodnosci. Wady tej pozbawione sa staty-
styczne sposoby oszacowania parametréw procesu Ornsteina-Uhlenbecka.

3. Estymacja parametréow procesu Ornsteina-Uhlenbecka
metoda najwiekszej wiarogodnosci

Nieznane parametry & 1 ¢ estymujemy na podstawie obserwacji r,,7,,7 -7y »
gdzie d to dodatnia stala. Po zastosowaniu tej metody punktowej estymacji para-
metrycznej otrzymujemy

a 2k n —xd b)
o-:\/ -M)Z,-=l(fm-e Ti-na) s

n(l-e

L Yl p-r?
d | " 1re) ~ e ) — 7]

j=0

gdzie r jest $rednig prébkowa oraz ¢, —; =d .
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Uwaga 1. Wspélczynnik korelacji p miedzy r(t) i r(t +d) wyraza si¢ wzo-
rem P, y.q+a) =€Xp{—ad} . Jedli skorzystamy z tej zaleznosci oraz metody mo-

mentéw, to mozemy wyznaczy¢ estymator parametru ¢ . Poniewaz proces OU jest
gaussowski, posta¢ estymatora jest taka sama bez wzgledu na to, czy zastosujemy
metod¢ najwigkszej wiarogodnosci, czy tez metod¢ momentéw. Podkre§lmy jed-
nak, ze w drugim przypadku otrzymanie wyniku (wyznaczenie estymatora) jest
znacznie prostsze.

Uwaga 2. W rozwazanym przypadku znamy jawne wzory na estymatory para-
metréw procesu OU, jednak aby mozna je bylo wykorzysta¢, musimy oszacowaé
realizacje chwilowej natychmiastowej stopy procentowej, ktdra nie jest bezposred-
nio obserwowana na rynku finansowym.

4. Opis eksperymentu symulacyjnego

Zadaniem eksperymentu komputerowego jest rozpatrzenie i jednoczesne po-
réwnanie kilku metod estymacji i wyboru modeli stép procentowych pod katem
wlasciwosci prognoz uzyskanych na ich podstawie. Przez owe prognozy rozumie-
my ceny obligacji zerokuponowych i wyznaczona na ich podstawie krzywa docho-
dowosci, ktéra, przypomnijmy, przedstawia zalezno$¢ stép zwrotu od terminéw
wykupu dla pewnej grupy obligacji.

Przeprowadzany eksperyment ma charakter symulacyjny, tak wigc réwniez
wyjsciowe ,rzeczywiste dane rynkowe” beda uzyskane numerycznie. Otrzymamy
je poprzez generowanie pseudoobserwacji stopy forward opisanej jednofaktoro-
wym modelem HJM, w ktérym stopa procentowa r(t) modelowana jest procesem

Ornsteina-Uhlenbecka. Wykorzystamy przy tym znajomo$¢ jawnego rozwigzania
stochastycznego réwnania rézniczkowego okreslajacego ten model. Przypomnij-
my, iZ wspomniane rozwigzanie ma postaé

2

fT)=e p-Z

S l-exp(-a (T - NP+ J; exp[-a(T —v)1dW,,

gdzie r, jest zmienng ,,poczatkowa” (,,startowa”) dla procesu OU. Jak wiadomo,
zmienna ta ma rozklad A (O,%). Parametr T dobieramy tak, aby mie¢ do czy-

nienia tylko z instrumentami rynku pienig¢znego.

Kolejny etap to wyznaczenie cen obligacji zorokuponowych (a $cislej — bonéw
skarbowych) na podstawie otrzymanych uprzednio realizacji (a doktadniej — pseu-
dorealizacji) stopy forward. Stosujemy w tym celu wzér

P(t,T)= exp{— '[T f(t,s)ds]
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i przeprowadzamy calkowanie numeryczne, wczesniej ewentualnie zwigkszajac
liczbg dost¢gpnych danych (wartosci funkcji podcatkowej) przez zastosowanie in-
terpolacji.

Oszacowanie realizacji chwilowej natychmiastowej stopy procentowej

Jak juz wspomnieliSmy, chwilowa natychmiastowa stopa procentowa nie jest
bezposrednio obserwowana na rynku finansowym. Z tego tez wzgledu musimy si¢
zdecydowaé na jaki$ sposéb oszacowania jej realizacji. Wybdér padt na metode
Svenssona [6]. W modelu tym stopy dochodowosci obligacji zerokuponowych, ob-

serwowane w chwili 7, sg funkcjami terminu zapadalnosci T

. 1-exp(—L ] 1-exp{—-L T
3 7 1

} (8)
l—exp(—%) / f)

+4,| —————exp| ——
Hy r,_z p 1'2
gdzie 4, Uy, My, My, T, 1 T, to stale.
Parametry te mogg by¢ oszacowane w wyniku dopasowania do danych rynko-
wych: cen lub dochodowosci bonéw skarbowych. Jesli chodzi o ceny, to dane te
juz mamy, natomiast roczne rentownosci (dochodowosci, roczne stopy zwrotu) Y,

mozemy wyznaczy¢ ze Wzoru

he(E)2,
P d

gdzie: FV - nominalna warto$¢ bonu,
P —rynkowa wartos¢ (cena) bonu,
d - liczba dni do terminu wykupu,
D - liczba dni w roku (w Polsce D wynosi 360 dni).
Po przeksztalceniu ostatniego wzoru jesteSmy w stanie wyznaczy¢ réwniez

P’ . Wybierajac teraz dowolnie mate T , np. T réwne jednemu dniowi, czyli
T =45 , mozemy otrzyma¢ oszacowania warto$ci procesu chwilowej natychmia-

stowej stopy procentowej. W ten sposéb uzyskujemy z rynku obligacji zerokupo-
nowych dane odnoszace si¢ do implikowanej chwilowej stopy procentowej i ko-
dln P(t,T)|

rzystamy z réwnosci r(t)=— 3T .
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Estymacja rynkowej ceny ryzyka

Jak juz wspominalismy, réwnanie (6) opisuje model Ornsteina-Uhlenbecka w
rzeczywistej mierze prawdopodobienstwa. Nas interesuje jednak cena obligaciji ze-
rokuponowej P(r,t,T) wlasciwej dla tego modelu, a do tego konieczna jest znajo-

mo$¢ rynkowej ceny ryzyka A(r,t). Dla rozpatrywanego modelu jest ona stala
A(r,t) = A. Wielkoé¢ t¢ mozemy oszacowaé po uprzednim wyestymowaniu para-
metréw & i o procesu OU. Gdy wyznaczyliSmy juz & i 6, wowczas aproksy-
macji rynkowej ceny ryzyka A szukamy jako wartosci A takiej, ktéra minimalizu-
je sume¢ kwadratéw réznic migdzy obserwowanymi a teoretycznymi cenami obli-
gacji zerokuponowych, co mozemy zapisa¢ nast¢pujaco:

# = min P ;[Poh.\- (tj)_Pn,,,.e, (t,f;ﬁ))]z .

Wystepujace w tym wzorze symbole oznaczaja odpowiednio ceng wyznaczong
dla modelu Svenssona ze wzoru P (t,T~)=exp[—(7.'—t)}’,s] i teoretyczng ceng

obligacji zerokuponowej opisang modelem OU. Wymieniona cena teoretyczna wy-
raza si¢ wzorem

P (1,T:1) = B(t.f)exp[—’A("T)]'

gdzie: A(t,f) = 1—exp[—&(7-" - t)] ,

- [A(u7)-(F-1)](-a20-5) [oa(T)] |

Metody oceny wlasciwosci predyktorow

Chcemy poréwnac kilka metod estymacji i wyboru modeli stép procentowych
pod katem wlasciwosci prognoz uzyskanych na ich podstawie. Przez owe prognozy
rozumiemy ceny obligacji zerokuponowych i wyznaczona na ich podstawie krzywa
dochodowosci. Niech Y(r) oznacza krzywa dochodowos$ci wyznaczona na pod-

stawie rzeczywistych danych rynkowych, natomiast Y@) - predykcyjna krzywa

dochodowosci. Jakos¢ prognoz mozemy sprawdzi¢ np. za pomoca Sredniego cal-
kowego bledu kwadratowego IRMSE

IRMSE = r ,/E[?(:)—Y(:)]zdt,
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gdzie a, b to stale, lub wykorzystujac catkowy $redni blad catkowity IMAE

IMAE = fE 1P(t)—Y(0)l dr.

Wartosci oczekiwane wystepujace w tych wzorach wyznacza si¢ metoda Mon-

te Carlo.

(1]
(2]

(3]
(4]

Schemat eksperymentu
Ustalamy wektor chwil (fy,1,,....t,,t,,15--y) Oraz okreslamy warto$¢ parame-

nr el

tru d >0 . Ponadto odpowiednio dobieramy T}, j =1,...M oraz fk,k =1,..,L.

Generujemy pseudoobserwacje stopy forward opisanej jednofaktorowym mo-
delem HJM, w ktérym stopa procentowa r(¢f) modelowana jest procesem Orn-

steina-Uhlenbecka, otrzymujac macierz F o elementach f(s,T;), gdzie
i=1..,N oraz j=1...M.

Wykorzystujac macierz F, wyznaczamy ceny obligacji zarokuponowych i do-
stajemy macierz P. To sa ,fzeczywiste dane rynkowe”. Dzielimy je na dwie
czgscei: f’, i 132 Pierwsza z nich wykorzystamy do oszacowania parametréw
modelu OU (kalibracja i metody statystyczne), natomiast druga — do poréwna-
nia wlasciwosci predykcyjnych.

Na podstawie 132 konstruujemy krzywa dochodowosci ¥, .

Przeprowadzamy kalibracj¢ modelu HIM. Estymujemy rynkowa ceng¢ ryzyka.
Wyznaczamy krzywa dochodowosci Y, .

Oszacowujemy realizacje chwilowej natychmiastowej stopy procentowej. Es-
tymujemy parametry procesu OU metoda najwigkszej wiarogodnosci. Oszaco-
wujemy rynkowa cen¢ ryzyka. Wyznaczamy krzywa dochodowosci Y; .
Przeprowadzamy poréwnania krzywych dochodowosci, stosujac wybrane
kryteria.
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COMPARISON OF ESTIMATION METHODS
OF PARAMETERS AND CHOICE MANNERS
OF INTEREST RATES MODELS

Summary

In the paper, we consider the problem of comparison between statistical estimation and calibra-
tion for Ornstein-Uhlenbeckean model of instantaneous interest rate r(t). Furthermore, we describe
different approximation methods of realizations of process r(f). We study the influence of these ap-
proximations on estimators. Moreover, some methods of computer simulations have been also de-
scribed.
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