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1. Wstep

W literaturze opisywane sa metody analizy i oceny tradycyjnych ubezpieczen
na zycie oraz ubezpieczen wielorakich. W praktyce za$ kazdy prawie produkt
ubezpieczeniowy jedynie oparty jest na modelowym ksztalcie ubezpieczenia, a w
rzeczywistosci jest bardziej ztozony. Stanowilo to przestanke przeprowadzenia
analizy ubezpieczen wieloopcyjnych, ktére wzbogacajg atrakcyjnos¢ ubezpieczenia
i lepiej dostosowuja sie do potrzeb klientéw. Do analizy tej wykorzystana zostata
gtéwnie metodyka analizy przeptywdéw pienig¢znych i ich wartosci aktuarialnych
zaproponowana m.in. przez Hoema i1 Norberga (por. [6; 9]), podstawe ktérej sta-
nowig procesy Markowa. Istota proponowanej w pracy analizy jest okreslenie do-
ktadnego rozktadu procesu skumulowanej wyplaty (skumulowanych roszczen) w
indywidualnym ubezpieczeniu wieloopcyjnym. Znajomos¢ tego rozktadu umozli-
wia dalsza analize szkodowosci portfela polis wieloopcyjnych bez dodatkowych
zalozen. Prezentowana w pracy analiza stanowi polaczenie zagadnien statystycz-
nych, aktuarialnych i finansowych, pozwalajacych ubezpieczycielowi dokona¢ po-
prawnej wyceny ubezpieczenia i oceny jego ,,ryzykownosci”.

2. Model Markowa ubezpieczen wieloopcyjnych

Umowa ubezpieczenia obejmujaca rézne przypadki zyciowe nazywana jest
ubezpieczeniem wieloopcyjnym. Warunki ogdlne ubezpieczenia specyfikuja przy-

* Praca naukowa finansowana ze $rodkéw KBN w latach 2004-2005 jako projekt badawczy
nr 1HO2B00926.
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padki zyciowe, ktdrych dotyczy umowa ubezpieczenia podstawowego (opcje pod-
stawowe) 1 ubezpieczen dodatkowych (opcje dodatkowe). Kazdemu z tych przy-
padkéw zyciowych odpowiada odpowiednia opcja polisy ubezpieczeniowej. Inny-
mi stowy, kazdemu przypadkowi zyciowemu osoby ubezpieczonej odpowiada
okreslony stan ze zbioru S ={H,S,,S,,....S,,D} oznaczajacego przestrzen mozli-
wych stanéw. Zmiana sytuacji zyciowej ubezpieczonego powoduje zmiang stanu
(statusu) polisy ubezpieczeniowej. Zatem model opisujacy dynamikg zmian sytu-
acji zyciowych osoby ubezpieczonej jest jednoczesnie modelem opisujacym dyna-
miczny charakter aktywizacji mozliwych opcji polisy (por. [8]).

Do opisu zmian stanéw od momentu zawarcia umowy ubezpieczenia wykorzy-
stywana bedzie funkcja X (¢), gdzie ¢ (¢ € T) oznacza czas, jaki uptynat od roz-
poczgcia umowy ubezpieczenia. Zauwazmy, ze kazdy przypadek zyciowy jest zda-
rzeniem losowym, wigc dla kazdej chwili ¢+ X (f) jest zmienna losowa i

{X (t);te T} jest procesem stochastycznym przyjmujacym wartosci ze skoficzonej
przestrzeni stanéw S. Przy modelowaniu ubezpieczeft wieloopcyjnych nalezy wigc
uwzgledni¢ uwarunkowania losowe, co zwiazane jest z rezygnacja z modeli deter-
ministycznych na rzecz probabilistycznych opartych na wykorzystaniu proceséw
stochastycznych. Wsréd modeli probabilistycznych stosowanych w ubezpiecze-
niach na zycie i dozycie szczegdlne miejsce zajmuja modele Markowa czyli mode-
le zbudowane z wykorzystaniem proceséw Markowa (por. [4; 5; 9]). Sa to réwniez
procesy, ktére umozliwiaja opisanie procesu towarzyszacego ubezpieczeniu wielo-
opcyjnemu.

Podstawowymi wielkosciami okre$lajacymi ewolucjg procesu { X (1);te T} sa

prawdopodobienstwa przej$cia migdzy poszczegdlnymi stanami z przestrzeni S w
dowolnych momentach trwania ubezpieczenia, czyli odpowiednie prawdopodo-
bienstwa warunkowe. Prawdopodobienstwo przejscia ze stanu j w momencie ¢ do

stanu k& w momencie u dla 0<u <t wyraza si¢ wéwczas nastgpujaco:

P, u,)=P(X()=k1X(u)=)), (1)
natomiast dla ¥ =¢ mamy:
P (1.1)= 0 dlaj=#k, @)
AT dla j=k.

Okreslenie prawdopodobienstwa przejs¢ dla ¢t = u wynika z faktu, ze proces
{X ()} w momencie t moze znajdowaé sie tylko w jednym ze standw.

Prawdopodobienstwo pozostania w stanie j od momentu ¢t do momentu u zde-
finiowane jest nastepujaco:
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Pﬂ(u,t):P(X(z)=jdla u<z<tlXw)=j). 3

Interesujaca jest zaleznos¢ migdzy matematyczna notacja stosowang do opisu
proceséw Markowa a tradycyjna notacja aktuarialng stosowana w ubezpieczeniach
zyciowych. Zauwazmy, ze w notacji matematycznej wiek wstgpu osoby ubezpie-
czanej nie jest uwzgledniony. Aby zastosowac notacj¢ aktuarialng stosowana w
ubezpieczeniach na zycie, nalezy w sposéb jawny uwzgledni¢ wiek wstgpu ubez-
pieczonego, ktéry oznaczamy x. Wéwczas, zgodnie z notacjq aktuarialna, prawdo-
podobienstwa przejscia oznaczone sa nastgpujaco:

PE=P(X(x+1)=kIX(x)=)) @
oraz

PL=P(X(x+z)=jdla 0<z<r X(x) = j). ®)

Zmiany stanéw moga zachodzi¢ w dowolnym momencie trwania ubezpiecze-
nia, wéwczas zamiast prawdopodobienstw przejécia stosowane sa intensywnosci
przejscia ze stanu i do stanu j oznaczane przez u;(t) i zdefiniowane nastgpujaco

(por. [1; 4)):

(r+d
p;(tr+ t). ©)

() =lim
H "( ) dr—0

Poniewaz wiek wstepu ma wptyw na indywidualng zachorowalnos$¢, rekonwa-
lescencje i umieralnos¢, matematyczna notacja intensywnosci g, (¢) musi by¢ in-

terpretowana w nastgpujacy sposéb: (1) = u(x+1) dla 1 20.

3. Rozklad procesu skumulowanej wyplaty

Procesami reprezentujacymi wielkosci wyptaconych §wiadczen w ubezpiecze-
niu wieloopcyjnym sa procesy oznaczone: {Cj(t)}, {Dj(t)} oraz {C i (t)}. Sa to
odpowiednio: C;(T) to wyptacane w okresie 7 renty, D,(7) to jednorazowe
$wiadczenia wyptacane z tytutu dozycia okreslonego wieku oraz C, (7') to jedno-

razowe $wiadczenia wyptacane przez ubezpieczyciela z tytutu zajscia okreslonego
zdarzenia losowego w okresie czasu 7 . Swiadczenia te mozemy podzieli¢ na dwa

rodzaje: zwiazane z okre$lonym stanem j procesu { X (1),7 2 0} , obejmujace renty i
$wiadczenia wyptacane z tytulu dozycia okreslonego wieku, oraz $wiadczenia

zwigzane z przejsciem procesu ze stanu j do stanu k, obejmujace wszystkie pozo-
stale $wiadczenia jednorazowe. Rozpatrujac ptatnosci zwigzane ze zmiang stanu,
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nalezy zauwazyé, ze w dowolnym odcinku czasu 7T proces { X (t)} moze kilka-
krotnie zmieni¢ stan. Niech N jk (t) oznacza liczbg przej$¢ procesu {X (¢)} ze

stanu j do k w czasie [0,¢], co zapisuje si¢ nastepujaco:
N, () =#re (0,11X(r-0)= j,X(r) =k}

Odpowiednie zlozenie proceséw wielkosci wyptaconych $wiadczen prowadzi
m.in. do ogélnego procesu skumulowanych $wiadczen nazywanego réwniez proce-
sem skumulowanych roszczen (por. [2; 7; 12]), oznaczonego w pracy {W(t)} .

Definicja (por. [9])
Wycena strumienia finansowego B (T) czyli funkcja zaktualizowanych (na

moment £) warto$ci strumienia ptatnosci dokonanych w okresie czasu 7 okreslona
jest nastgpujacym wzorem:

ZB,(T)=—— [om)dB(z). )
() 7

Gdy rozpatrywany jest model kapitalizacji ciaglej, stopy procentowe zastgpo-
wane sg intensywnoscia oprocentowania. W tym przypadku funkcja dyskontujaca
dana jest wzorem:

ot

v(it)=e" (3

Wedtug wzoru (7) wycenia si¢ poszczegdlne strumienie finansowe zwigzane z
ubezpieczeniem wieloopcyjnym. Innymi stowy, wyznacza si¢ zaktualizowang war-
tos¢ wyptacanych rent C,(T), jak réwniez jednorazowych swiadczen wyptaca-
nych z tytutu dozycia okreslonego wieku — D;(T) i z tytulu zajscia okreslonego
zdarzenia losowego — C, (). Stanowia one podstawg wyceny strumienia finan-
sowego skumulowanych $wiadczen W(t). Po uwzglednieniu strumieni ptatnosci

charakterystycznych dla ubezpieczenia wieloopcyjnego zaktualizowana wartosé
skumulowanych swiadczen zgodnie ze wzorami (7)-(8) jest procesem losowym na-
stepujacej postaci:
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)= [e? 0 dW(T) =

T
z Ie 5(1—I)Ij(1.)dcj (1.) + Z Ie—J-(T—I)Ij(T)dDj (1') +, (9)
T i T

)

~
$wiadczenia zwigzane ze stanem j

N Z Ie_g.(f-r)cjk (T)dek (1),
Jj k

*iT

~—
Swiadczenia zwiazane z przejsciem
procesu ze stanu j do k

I gdy X()=],

gdzie Iy ; = {0 gdy X(@)=#.

Réwnowazna postaé wzoru (9) jest nastgpujaca:

ZW(T Z j "N (DA (W) + Zkz [ e, (@dN . (x),  (10)
J k)T
gdzie {VVJ.(t)} jest procesem uwzgledniajacym wszystkie §wiadczenia zwiazane ze

stanem j.

Problem rozktadu przeptywéw pienigznych w ubezpieczeniach podejmowato
wielu autoréw (por. [4; 8; 11; 13]). Adaptujac uzyskane przez nich wyniki, w pracy
okreslono dokladny rozktad skumulowanych $wiadczen w indywidualnym ubez-
pieczeniu wieloopcyjnym i przedstawiono posta¢ rekurencyjng dystrybuanty pro-
cesu skumulowanych $wiadczen. Dystrybuanta rozktadu przysztych skumulowa-
nych $wiadczen zdefiniowana jest nastepujaco:

Fio ) =P (t,u)=P[ZW,(t.n)<ul X ()= j ] =

1
—P{j SEDIW(T) Sul X (1) = j] (a4

Po podstawieniu zaktualizowanej wartosci skumulowanych $wiadczen dla ubez-
pieczenia wieloopcyjnego okreslonej wzorem (10), wzér (11) przybiera postac:

P (t,u)=

" " 12
= P[(Z Ie"s'(’"”lj (D)dW () + ZZ -[e_&(r_’)cjk (0)dN (T)] <ulX(@)= J:| . (12)
Ju J ok#j
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To, jakie $wiadczenia ubezpieczyciel wyplaci w przysztosci, determinuje okre-
$lona realizacja procesu {X (¢),t 20} . Wiadomo, ze moga wystapi¢ dwie sytuacje:

w dowolnym momencie s >! nastapi przejscie procesu {X(f),r 20} do innego

stanu, wéwczas przyszle przeplywy pieni¢zne do chwili s zwiazane sa ze stanem j i
w chwili s wyplacane jest jednorazowe $wiadczenie w wysokosci ¢, (s) lub proces

pozostanie w stanie j do konca trwania ubezpieczenia i wéwczas przyszle $wiad-
czenia zwiazane sa tylko z aktywna j-ta opcja ubezpieczenia. Po wykorzystaniu
wzoru na prawdopodobienstwo catkowite dystrybuanta okreslona wzorem (12)
przybiera postac:

Prewy =Y [, pl, - (s)ds:
kjy

v

v
prawdopodobienstwo przejscia
ze stanu j do k w chwili s

-P{ je-"“-"dw. (@) +e 7, (5)+ je"’"""dW(r) <ulX(s)= k} + (13)

H K

+ P : 1[ J.e_'s“_')dm(f) < u}.

prawdopodobienstwo pozostania !

w stanie j do konca ubezpieczenia

Dokonujac przeksztalcen algebraicznych pierwszego czynnika w powyzszym
wzorze, otrzymuje si¢:

P|:]-e_5.(r-l)d]/vj(1')+cjk (S) + ]'e—d.(r—/)dW(T) <ul X(S) _ k:l _

1 ¥

= p{]e-.s.(f-.‘-)dw(f) < Sy, ]e-ﬁ-(f-x)dm('z') —C; ) X(s)= k} = 14)

k) {

=p” (s,e""(""')u - J.e"j'(""')dVVj (T)-c, (s)].
Wéwcezas wzér (14), wyrazajacy dystrybuantg skumulowanych przysztych $wiad-
czen w ubezpieczeniu wieloopcyjnym, przybiera nastgpujaca rekurencyjna postac:

P (tu)=) I-f-' Pl m ()R (s,e"’"""’u - .Ie“s'("""dll\i. (t)-c, (s)}ds +

k#j 4 '

(15)
+n—l pflﬂ ’ 1[ J‘e-ﬁ-(t_')d)/vj (T) < u].

I
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Na podstawie powyzszego wzoru wyznaczono w pracy doktadng analityczng
postaé dystrybuanty catkowitych skumulowanych §wiadczefi w ubezpieczeniu na
zycie i ubezpieczeniu na zycie z opcja NW.

4. Indywidualne ubezpieczenie na zycie

Najprostszym przyktadem ubezpieczen wieloopcyjnych sg tradycyjne ubezpie-
czenia na zycie. Ubezpieczenia te obejmuja ubezpieczenie na zycie (UZ), czyste
ubezpieczenie na dozycie (UD) oraz ubezpieczenie na zycie i dozycie (UZD).
Przedmiotem takich ubezpieczef jest zycie ubezpieczonego. W wymienionych
ubezpieczeniach wyodr¢bnione sa dwa przypadki zyciowe: zycie i Smier¢, ktore
0znaczone s nastepujaco:

H — ubezpieczony zyje,

D — ubezpieczony zmart.

Procesami reprezentujacymi wielkosci roszczen w tego typu ubezpieczeniu
wieloopcyjnym sa {Dj (t)} oraz {Cjk (t)}. Rodzaj swiadczenia zalezy od zawartej
umowy ubezpieczenia. W ubezpieczeniu na zycie (UZ) wyplata sumy ubezpiecze-
nia w wysokosci ¢ jednostek pienigznych nastgpuje w razie zgonu ubezpieczonego
w okresie trwania ubezpieczenia. W ubezpieczeniu na dozycie (UD) $wiadczenie w
wysokosci d jednostek pienieznych wyplacane jest wowczas, gdy ubezpieczony
dozyt konca okresu ubezpieczenia. Natomiast ubezpieczenie na zycie i dozycie
(UZD) obejmuje obie te sytuacje. Dla tych ubezpieczen wystepuja nastepujace
strumienie ptatnosci:

0 ¢ dla O0<t<n 40 d dla t=n
[ = =
Hb 0 dla t>n, # 0 pozatym.

Dystrybuanta catkowitych skumulowanych $§wiadczen w przypadku takiego
ubezpieczenia, zgodnie z (15), okreslona jest nastgpujaco:

n

PJV (O’“) = j.\- P:’H My () Plfv (s,e&‘"u - _.-e_a.(r_”dwﬁ (T)—cup (5)]0'3 +
0

0

+ p .1{je“”dw,, (T)Su].

0

Po uwzglednieniu strumieni ptatnosci charakterystycznych dla ubezpieczenia
UZ wzér ten przybiera postac:

n

PHW (0,u)= I.\-PfH ‘/UHI)(S)'B;v(s’eﬁ.x”_cﬁo(s))ds+nPfH '1[”20]' (16)

0
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Prawdopodobiefistwo P, (s,e"""u—c,,,)(s)) wystepujace w pierwszym sklad-

niku sumy, zgodnie ze wzorem (11), mozna zapisac nastgpujaco:

By (s,e‘s""u —Cup (s)) = P{]e“s'("“)dW(r) <e®u—c,, ()1 X(s)= DJ )

¥
Oznacza to, ze momentem $mieci ubezpieczonego jest chwila s zdefiniowana
jako zmienna losowa. Niech wigc T, oznacza przyszly czas zycia osoby w wieku x

lat, wéwczas wzor (16) przybiera postac:

Py (0,u)= [, p™ -ty (5)- P[ [ 2dW(@) < U= ()1 X (5) = Djds +
; :

+, p 1[u 20]=P(e’5'7'-"u—CH,)(TX)ZO)‘*' P 1uz0]=
:P(ch-e—‘”")+npr -l[uZO]:

_p T_,z%m(EJ BT, >m) Au20]=, p +,p" A[uz0]
u

I

Korzystajac z powyzszego wzoru, otrzymuje si¢ wzor dystrybuanty catkowi-
tych skumulowanych swiadczen w ubezpieczeniu UZ:

-

0 dla u<0,
P(T. >n)= p™ dla 0<u<c-e”,
FXw)=PY0,u) =/ a7
w0 =Fy ) PTx>lln(£) =, p" dla c-e”<u<e,
U
1 dla uzc.

Dystrybuanta dana tym wzorem zalezy od dwdch parametréw: wieku ubezpie-
czonego 1 okresu trwania ubezpieczenia. Jej ksztalt zalezy zaréwno od wieku osoby
ubezpieczanej, jak i okresu trwania ubezpieczenia. Na rysunku 1 przedstawiono wy-
kresy dystrybuant skumulowanych $wiadczen dla 20-letniego ubezpieczenia UZ za-
wartego z osobg w wieku x lat, natomiast wykresy przedstawione na rys. 2 to prezen-
tacja graficzna dystrybuant skumulowanych §wiadczen dla n-letniego ubezpieczenia
UZ zawartego z 30-letnim mezczyzna. Za intensywnos¢ zgonu przyjeto funkcje sto-
sowang przez dunskie towarzystwa ubezpieczeniowe' postaci (por. [4; 9]):

! polskie firmy ubezpicczeniowe nie udostgpniaja informacji dotyczacych stosowanych funkcji intensywno-
§ci, nie udostepniaja réwniez danych umozliwiajacych ich aproksymacje.
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Ly (1) = 1(x+1t) = 0,0004 +0,0000034674 - 10%%C+0

x=20 x=30
1k 1
0.8} 0.8 |
0.6 0.6 |
0.4 0.4t
0.2 0.2¢
b
X N — e
0.2 - 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x=40 x=50
1__/-— !
0.8 0.8}
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
U e
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x=60
1
0.8
0.6
0.4
0.2
—+ u
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rys. 1. Dystrybuanta calkowitych skumulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UZ
w zaleznosci od wieku wstepu x

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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n=10 n=20
Lt
0.8 0.8
0.6 0.6
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n=30 n=40
1 1
0.8 0.8 f
0.6 0.6 |
0.4 0.4
0.2 0.2
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n=>50
11
0.8
0.6
0.4
0.2 -
e - u

0.6 0.8 1

0.2 0.4 06 - 0.87 o 1

Rys. 2. Dystrybuanta catkowitych skumulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UZ
w zaleznosci od okresu ubezpieczenia n

Zrédio: opracowanie wiasne.

Przedstawione wykresy sa prezentacja graficzng dystrybuant catkowitych sku-
mulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UZ, ktérych postaé analityczna okre$lona
jest wzorem (17). Pozwalajg one okresli¢ asymetrig i kurtoze rozktadéw analizo-
wanego procesu.

W analogiczny sposéb wyznacza si¢ dystrybuant¢ rozkladu skumulowanych
catkowitych swiadczen w ubezpieczeniu na dozycie (UD) oraz na zycie 1 dozycie
(UZD), uwzgledniajac charakterystyczne dla tych ubezpieczen strumienie platnosci.
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5. Indywidualne ubezpieczenie na zycie z opcjag NW

Rozwazmy w tym przykladzie ubezpieczenie podstawowe, ktérym moze byé
UZ, UD lub UZD z wykupiona opcja dodatkowa — ,trwale inwalidztwo wskutek
nieszczesliwego wypadku (NW)”. Przedmiotem ubezpieczenia umowy podstawo-
wej jest zycie ubezpieczonego w czasie trwania umowy lub dozycie ubezpieczone-
go do konca okresu ubezpieczenia. Natomiast przedmiotem ubezpieczenia umowy
dodatkowej jest zdrowie ubezpieczonego, a ochrona objgte jest catkowite lub czg-
$ciowe trwale inwalidztwo spowodowane nieszczgsliwym wypadkiem. Zgodnie z
umowg podstawowa, firma ubezpieczeniowa wyptaca jednorazowe $wiadczenie w
wysokosci ¢ j.p. w razie $mierci ubezpieczonego lub w wysokosci d j.p. w razie
dozycia do kohca okresu ubezpieczenia (w zaleznosci od przyjetego wariantu UZ,
UD Iub UZD). W przypadku doznania przez ubezpieczonego trwalego uszczerbku
na zdrowiu w wyniku nieszcze¢sliwego wypadku firma ubezpieczeniowa, zgodnie z
umowa dodatkowa, wyplaca jednorazowo $wiadczenie w wysokosci 2¢ j.p., w
momencie uznania inwalidztwa. Strumienie platnoéci wynikajace z umowy pod-
stawowej 1 dodatkowej sa nastepujace:

d dla t=n

dH(t)=ds(t)={ )
0 pozatym

0 2c dla 0L5t<n ® o ¢ dla 0<t<n
Cue (D)= c =c.,(t)= )
Hs 0 da t>n °~ Csn 0 dla t>n

W przypadku takich ubezpieczen (UZ, UD lub UZD) procesami reprezentuja-
cymi wielkosci roszczen w tego typu ubezpieczeniu wieloopcyjnym sg odpowied-

nio {D : (t)} oraz {C P (t)}. Ztozenie tych proceséw prowadzi do procesu catkowi-
tych skumulowanych $wiadczen (dla ubezpieczenia UZ, UD i UZD z opcja NW),
ktérego dystrybuanta okreslona jest wzorem:

P} (O.u)=P[(ZW},(0.n))<ul X(0)=H |=

=P||d e (1, (n)+L(n))+ cnje"” (dNgy (7)) +dN,,, (1)) +2¢ je“”dzv,,s () [<ul.

i L . o 0
$wiadczenie z tytutu dozycia - ~ ;o -
$wiadczenie z tytulu $mierci $wiadczenia dodatkowe

W przypadku tego typu ubezpieczenia zgodnie ze wzorem (13) dystrybuanta
catkowitych skumulowanych $wiadczen dana jest wzorem:
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PY (0,u)= j P (s)- Pw(s %u— ZET; dW, (t) - CHs(s)st+
1
+J.\.p':m'ﬂH,)(s)-P,}v[s, l)(s)u :))Ef; W (n)- CHD(S)JdS+

+,p," -l["jv(r)dwy (7) Su}.
0

Jesli uwzgledni sie strumienie ptatnosci zwiazane z ubezpieczeniem UZ z opcja
NW, to powyzszy wzdr przybiera postac:

1
Py (0,u)= I pr yH_s.(s)-Rs.W(s,ﬂu—2c]ds+

1
+J.rp,7H Hyp(s)- P,:V (S,%u —C)ds+

+,.P:IH -l[u 20].

Prawdopodobiefistwa B;” S,Lu—ZC oraz P}’ J,Lu—c , zgodnie ze
: v(s) v(s)

wzorem (11), w tym przyktadzie sa odpowiednio réwne:

wi o1 u(r) L _
P, (s L 2] [jv(s)dvv(r)sv(s)u 21 X (s) s],

P,)W(s, ] [j”(f)dW(r)sLu-aX(s):D].
v(s)

W zaprezentowanych wzorach moment s jest odpowiednio momentem zacho-
rowania lub $mierci ubezpieczonego. Moment ten jest zmienna losowa. Niech wiec

T, oznacza przyszly czas zycia osoby w wieku x lat oraz T odpowiednio przy-
szly czas zycia w zdrowiu osoby w wieku x lat. Wéwcezas dystrybuante te wyzna-
cza si¢ nastgpujaco:
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P} (0,u)= ]._‘_p'f”" -,UHS(S)~P[]@(1W(T) SLu—-ZcIX(s) = S)ds+
; ; 0(s) v(s)

+]‘.\, P, (s)- P(" MaWV(T) < —1—u -clX(s)= D]ds+
o ; U(s) u(s)

£, p" 1[u>0]=

=P|2c< 1H u—2c |+P|0< 1 u—c|+,p" 1uz20]=
u(T,") u(T,) '

X

X

=772 (] e 2 Sl ] e o Az
U U
—_—

1, 1y

= ™+ ™+ p™ s p™ 1[u20].

Dystrybuanta catkowitych skumulowanych §wiadczei w ubezpieczeniu UZ z
opcja NW dana jest nastepujacym wzorem:

-

0 dla u<0,
p dla O<u<c-e”,
Fy(w)=P Ou)=1, p* dla c-e® <u<2c-e”,

HH HS -On
WP +.p dla 2c-e™ <u<c,

1 dla u=2c.

\

Wykresy dystrybuant catkowitych skumulowanych swiadczen dla 20-letniego
ubezpieczenia UZ z opcja NW zawartego z x-latkiem przedstawiono na rys. 3,
przyjmujac x = 20, 30, 40, 50, 60. Podobnie jak w przykladzie poprzednim, przyje-
to funkcje intensywnosci stosowane przez dunskie towarzystwa ubezpieczeniowe,
ktdre sa postaci (por. [4; 9]):

M, (1) =0 (x+1)=0,0004 +0,0000034674 - 10006+

I (8) = fhg, () = 2(x + 1) = 0,005 +0,000075858 - 10°24~*",
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Rys. 3. Dystrybuanta catkowitych skumulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UZ z opcja NW
w zaleznosci od wieku osoby ubezpieczanej x

Zrédio: opracowanie whasne.

Przedstawione wykresy pokazuja, ze wiek osoby ubezpieczanej wplywa na
wzrost kurtozy, cho¢ skosnosé rozktadu jest podobna (wiek ubezpieczonego nie
wplywa znaczaco na asymetri¢ rozkiadu).
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Na rysunku 4 przedstawiono prezentacj¢ graficzna dystrybuant skumulowa-

nych $wiadczen dla ubezpieczenia UZ z opcja NW zawartego z m¢zczyzna w wie-

ku 30 lat i ré6znych okreséw ubezpieczenia n =10, 20, 30, 40, 50, 60.
n=10 n=20

1 e ! /_’_
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

0.2 0.4 0.6 08 1 Lz o T Tea Toe oe T

n=30 n=40

1 1
0.8 0.8
0.6 ] 0.6
0.4 0.4}
0.2 0.2

0.2 04 o6 08 1 ) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ¢

n=50 n=60

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
T o2 o4 o6 o8 1 b 02 o4 o6 o8 1 "

Rys. 4. Dystrybuanta catkowitych skumulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UZ z opcja NW
dla réznych wartosci n

Zrédio: opracowanie wiasne.

Na podstawie zaprezentowanych wykreséw mozna zaobserwowaé, ze wraz z

wydluzajacym si¢ okresem ubezpieczenia rozktad skumulowanych §wiadczen cha-
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rakteryzuje si¢ coraz silniejsza asymetria prawostronna oraz ze wzrasta kurtoza
(wspdiczynnik skupienia), co oznacza, ze charakteryzuje si¢ wigksza koncentracja
wokot wartosci oczekiwane;.

Aby okresli¢ rozktad skumulowanych przysztych (po czasie f) swiadczen, nale-
zy uwzgledni¢ aktywna w danym momencie opcj¢ polisy. Wéwczas rozklad ten dla
dowolnego t<n, w zaleznosci od aktywnej opcji, jest nastgpujacym rozkladem
warunkowym:

F#(r).r(“)zpﬁw(fa“)=P["%dW(T)SuIX(I)=H}
lub
' (T
F);:)(r).r(u)=P,s'w(t,u):P{!%dW(f)SulX(t)=Si|_

Dla dowolnego momentu trwania ubezpieczenia dystrybuanty te wyznaczamy
analogicznie z przypadkiem catkowitych skumulowanych swiadczen.

6. Wnioski

Procesami losowymi badanymi w ubezpieczeniach tradycyjnych sa m.in. wiel-
kos¢ roszczen i strata ubezpieczyciela. W pracy wyznaczono dokladny rozkiad
procesu skumulowanych zaktualizowanych §wiadczen, ktéry stanowi istotny mier-
nik dzialalnosci finansowej ubezpieczyciela. Rozktad tego procesu losowego scha-
rakteryzowano za pomoca dokladnej analitycznej postaci dystrybuanty. Znajomosé
tego rozktadu pozwala opisywac i mierzy¢ stopien ,,ryzykownosci” indywidualne-
go ubezpieczenia i jest podstawa dalszej analizy szkodowosci portfela ubezpieczen
wieloopcyjnych, bez dodatkowych zatozen o rozktadzie procesu zgloszen.
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DISTRIBUTION FUNCTION OF ACCUMULATED PAYMENTS
IN INDIVIDUAL MULTI-STATE LIFE INSURANCE

Summary

In the literature the methods of analyzing and pricing in traditional life insurance are described.
But in practice the traditional life insurance respects only the basic insurance products, which in real-
ity are more complicated. This determined the fact that I consider in my article a multi-state insurance
policies, which are more attractive and better adopted to the needs of clients. With the life insurance
and in particular multi-state insurance is connected the analysis of the following stochastic processes:
loss or income of the insurer, total payments stream and accumulated expenses. Therefore, the es-
sence of my work is the discussion on the form and distribution of total accumulated payments in
multi-state insurance. I presented the form and recursion formula for distribution function of total
payments in individual multi-state insurance, which determines essential measure of financial activity
of the insurer. Knowledge of this process permits to describe and estimate the “riskness” of an indi-
vidual contract. This is also the basis for further analysis of the insurance portfolio.
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