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1. Wstep

W klasycznych aktuarialnych modelach (por. [1; 6; 9]) zaklada si¢ zwykle nie-
zalezno$¢ wystgpujacych zmiennych losowych. Jest to zalozenie wygodne z punktu
widzenia badacza rozwiazujacego postawiony problem; prostsza jest wtedy mate-
matyczna, czy statystyczna analiza rozpatrywanego zadania, ale na ogét zalozenie
to jest dalekie od rzeczywistosci. Z tego tez powodu, chcac uzyskac bardziej reali-
styczne modele opisujace badany problem, powinno si¢ ostabi¢ w nich bardzo silne
zalozenie niezaleznosci przynajmniej niektérych zmiennych losowych.

W literaturze dotyczacej analizy i modelowania zaleznosci w zagadnieniach
ubezpieczeniowych mozemy spotka¢ dwa podejscia. Pierwsze polega na przedsta-
wieniu zmiennych wystepujacych w modelu w postaci sumy niezaleznych skladni-
kow (por. [2; 3; 4; 5]). Niektére sktadniki sa wspélne dla czg¢sci zmiennych. Mozna
je interpretowaé jako czynniki zewngtrzne, np. klimatyczne, makroekonomiczne
czy polityczne, wplywajace na rozpatrywane zmienne. Wspélne skiadniki powodu-
ja zalezno$¢ zmiennych losowych wystepujacych w modelu. Na przyklad w indy-
widualnym modelu ryzyka indykatory /; mozna przedstawi¢ jako sume¢

gdzie: J; — skladnik charakteryzujacy j-ta polisg,
Jo — wspdlny skladnik oddajacy wptyw czynnikéw zewnetrznych.
Druga metoda wykorzystuje do modelowania zaleznosci tzw. funkcje aczace
(copula), bedace tacznikami migdzy dystrybuantami brzegowymi F; a dystrybuan-
ta laczna F (por. [2; 3; 5]).
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Praca ma charakter przegladowy. Przeprowadzono w niej analiz¢ zaleznego ry-
zyka ubezpieczeniowego za pomoca funkcji taczacych, postugujac si¢ gtéwnie dys-
trybuantami, a nie zmiennymi losowymi, tak jak w przypadku zastosowania pierw-
szej metody.

W punkcie drugim przedstawiono podstawowe informacje dotyczace funkcji
taczacych, gtéwnie archimedesowych. Archimedesowe funkcje taczace indukuja
ukryta zmienna losowa, ktéra mozna traktowaé jako wptyw wspélnego czynnika
na rozpatrywane zmienne losowe. Wlasnos¢ ta utatwia wyznaczanie rozkladu sumy
zmiennych losowych. Punkt trzeci po§wigcony jest indywidualnemu modelowi ry-
zyka, w ktérym zaleznos¢ indykatoréow jest modelowana za pomoca zaréwno ar-
chimedesowych, jak i ogdlnych funkcji faczacych. Ostatnia czgs¢ jest proba zasto-
sowania funkcji taczacych do opisu zaleznosci w wieloklasowym modelu ryzyka
kolektywnego.

2. Funkcje taczace

Do opisu zaleznosci migdzy zmiennymi losowymi Z,, ... , Z, mozna wykorzy-
sta¢ tzw. funkcje laczace. Stanowia one tacznik miedzy dystrybuantami F; rozkla-
déw brzegowych Z, a dystrybuanta F rozkladu tacznego. Funkcja faczaca

C :[0,1]" — [0, 1] spetnia bowiem zalezno$¢ (zob. [10; 8])

F(z,..2,)=C(F(z), . F,(z,))

W przypadku ciagtych rozktadéw brzegowych funkcja taczaca C jest wyznaczona
jednoznacznie. Dla rozktadéw dyskretnych istnieje nieskonczenie wiele takich
funkc;ji.

Do najprostszych i najczesciej stosowanych w praktyce funkcji taczacych nale-
za archimedesowe funkcje taczace. Sa one wyznaczone przez jednowymiarowy
addytywny generator ¢ wzorem:

C(u,, - u") = ¢1 ((o(ul)+...+ (o(un)),

gdzie ¢:[0,1] > R, jest malejaca, calkowicie monotoniczng funkcja, tzn.
k

(—1)" ;—k(o(u) 2 0 dla kazdego k = 1, 2, ..., spelniajacq warunki: ¢(0) = o oraz
u

@(1) = 0. Archimedesowe funkcje Iaczace mozemy tez definiowa¢, korzystajac z

generatora multiplikatywnego g(u) = exp(—¢(u)). Zachodzi wtedy zaleznos¢:

Cluy,.ou,)=g" (g(ul)-...-g(u")).
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Addytywny generator @ jest funkcjg calkowicie monotoniczng. Jej odwrotnosé
@' (r) jest wtedy transformata Laplace’a Ly (f) pewnej nieujemnej zmiennej lo-
sowej © (por. [7; 2]). Otrzymujemy wtedy

F'(1) = Lo (t) = Mg(-1),

gdzie Mg(s) jest funkcja tworzaca momenty zmiennej losowej ©. Natomiast dla
generatora multiplikatywnego g otrzymujemy

g(u) = exp(Mg'(w))
oraz
g7'(s) = Mg (In(s)).

Zmienna losowa ® mozemy traktowaé w zagadnieniach ubezpieczeniowych,
np. jako zewngtrzny, czgsto ukryty czynnik wplywajacy jednoczesnie na wszystkie
typy ryzyka Z;. Moga to by¢ czynniki pogodowe, zwiazane z katastrofami, takimi
jak: powodzie, huragany czy trzgsienia ziemi, czynniki makroekonomiczne — cena
ropy naftowej, kursy walut lub krachy finansowe — oraz czynniki polityczne, takie
jak ewentualne konflikty zbrojne, kryzysy rzadowe czy rozruchy. Zmienna losowa
©® stanowi podstawg tzw. modelu stabosci (frailty) (zob. [7; 11]). Zaklada si¢ w
nim, ze warunkowe dystrybuanty F,,(z) = P(Z; < z | ® = 8) spelniaja warunek

Fio(@) = (H(2)",

gdzie H,(z) jest dystrybuantg bazowej zmiennej losowej odpowiadajacej jednost-

kowej wartosci ukrytej zmiennej © (stabosci), tzn. gdy © = 1. Bezwarunkowa dys-
trybuanta zmiennej Z, jest wtedy réwna

F(2) =My (In(H,(2))).
W modelu tym przyjmuje si¢ warunkowa niezaleznos¢ zmiennych Z; dla usta-
lonej wartosci stabosci ® = 6, czyli

Fy (21 22) = Fy (2 z,,)=lilIE|a(zi)-

W przypadku gdy struktura zalezno$ci migdzy zmiennymi Z, opisana jest ar-
chimedesowa funkcja taczaca C z generatorem multiplikatywnym g, to bazowe
zmienne losowe sa réwne

H\(2) = g(F(2),
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a bezwarunkowa dystrybuanta taczna wynosi (por. [5; 7])

F(z o 2,) = [[T(Hi(2)) dFe(8) = [F, (2, . 2,) dF (6).
0

0 i=l
Jest wigc ona mieszanka warunkowych dystrybuant tacznych F,, gdzie zmien-
na mieszajaca jest stabosé ©.

Przyklad 1
A. W przypadku gdy struktura zaleznosci opisana jest funkcja faczaca nalezaca
do rodziny Claytona

C(u, .nu,)= (ul'” +otu®-n+ l)_”a,

n

gdzie parametr @ >0, z generatorem g(u)=exp(l—u'”), wéwczas zmienna

ukryta ® ma rozktad gamma G(1/a, 1).
B. Dla funkcji taczacej z rodziny Gumbela

Cluyy o) = exp(—((—ln )+t (=, )")""),

gdzie ¢ 21, z g(u) = exp(—(— In u)"), otrzymujemy ukryta zmienna ® o rozkla-
dzie stabilnym z transformata Laplace’a Ly (f) = exp (—t”” )
C. Dla funkcji taczacej Franka

Clu, ...,u,)= L [1+1£I(exp(au,.)—l)/(exp(a)—l)),

a i=l

exp(au) -1

gdzie a# 0, z generatorem g(u) =
exp(a) -1

, otrzymujemy zmienna losowa © o

rozkladzie logarytmicznym.

D. Gdy zmienne losowe Z; sa niezalezne, to funkcja taczaca jest réwna C(u;, ..., u,) =
= u, -...-u,, generator multiplikatywny jest identycznoscia g(u) = u, a odpowia-
dajaca ukryta zmienna ® ma rozklad skupiony w 1.

Funkcja generujaca momenty sumy zmiennych losowych S =Z +..+Z, jest

mieszanka funkcji generujacych momenty dla warunkowej sumy Sy, = Z, +...+Z,4
(por. [11]), czyli

M(s) = [My, (s)dFo(6).
0
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W podobny sposéb mozemy przedstawi¢ jako odpowiednie mieszanki dystry-
buantg¢ F(z) i gestosé fy(z) sumy S oraz skladk¢ zatrzymania straty (stop-loss

premium) mo(d) = E((S -d), ), czesto stosowana w ubezpieczeniach jako miarg
catkowitego ryzyka (por. [2; 3]). Otrzymujemy wtedy:

Fy(2) = [Fy, (2)dFo(8),
0

£ = [ £, ()dFo(6)
0

oraz
75(d) =[x, (d)dFo(6).
0
Przykiad 2
Zalézmy, ze struktura zaleznosci zmiennych losowych X, ..., X,, przedsta-

wiajacych wielkosci szkéd, opisana jest funkcja taczaca Claytona z parametrem .
Wtedy, jak wiadomo z przyktadu 1a, ukryta zmienna losowa ® ma rozktad gamma
G(1/a,1). Zmienna ta moze reprezentowac¢ wspdlny czynnik wplywajacy na

wielkosci szkéd X;. Przyjmijmy, ze przy ustalonej wartoSci © = @ niezalezne
zmienne losowe X,,, maja rozklad wyktadniczy W (A /8). Dystrybuanta warun-

kowego, lacznego rozktadu zmiennych X; jest wtedy réwna

Fy(x, ..., —l—exp[ ez )

warunkowa suma szkéd S, ma rozklad gamma G(n, A/6), a bezwarunkowy roz-
kiad zmiennych X, jest rozkladem Pareto Pa(l/a, A ). Natomiast ggstos¢ fi(x)
bezwzglednej sumy szkéd S = X, +...+ X, mozemy wyznaczy¢ jako ggsto$¢ mie-

szanki rozkladu gamma G (n, %) z rozktadem G (l, 1) . Jest ona réwna
a
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L] xn—len 0 el/a—l
fi(x) = 5[/1"1_‘(") exp(—z x) T/ a) exp(—6)dé =

n—1 oo
S S je"*”"“ exp(— x+4 6’)d0 =
AT/ a) A

0
_Th+l/a) A"
T/ @) (x+ )"

Jest to gestosc uogdlnionego rozktadu Pareto UPa (% A, n).

3. Indywidualny model ryzyka

W klasycznym indywidualnym modelu ryzyka (por. [1; 6]) rozpatruje si¢ port-
fel skladajacy si¢ z n polis. Kazda polisa generuje losowa stratg¢ X ;, ktdra mozemy

zapisa¢ w postaci

X =18,

J 11
gdzie indykator I; przyjmuje wartos¢ 1 lub O, w zaleznosci, czy byla lub nie wy-
plata z j-tej polisy, a B; jest dodatniag zmienna losowa o dystrybuancie F,,I_ (x),
przedstawiajaca wielkos¢ wyplaty z j-tej polisy, gdy do niej dojdzie. Oznaczmy
symbolem p; prawdopodobienstwo wystapienia wyplaty z j-tej polisy, tzn.
p,=P(I,=1)=P(X, >0).
Wtedy prawdopodobienstwo niewystapienia wyplaty jest réwne:

g;,=P(I;=0)=P(X,;=0),

gdzie g; =1-p;.

W klasycznym modelu indywidualnego ryzyka zaktada si¢ niezaleznos¢
wszystkich zmiennych losowych: /; oraz B;. Zatozenie to ostabimy, dopuszcza-
jac zalezno$¢ zmiennych losowych I; opisujacych wystapienie wyplat. Jest to bar-

dziej realistyczne zatozenie, zgodne z sytuacjami spotykanymi w praktyce, kiedy
czesto wystepuje wspélny czynnik zewnetrzny, taki jak pogoda czy uwarunkowa-
nia gospodarcze, wplywajacy jednoczesnie na wigkszos¢ polis (por. [2; 4; 5]). Za-
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leznos¢ zmiennych losowych /; powoduje jednoczesna zalezno$¢ zmiennych X ;.

Zadaniem naszym bgdzie wyznaczenie rozktadu tacznego sumy wyplat:

S=X,+..+X,,

przy zatozeniu, ze struktura zaleznosci wektora zmiennych losowych I=(1,, ..., 1)

opisana jest funkcja taczaca C, tzn.

Fy (s iy) = C(R (i), s F, (3,)),

gdzie F; jest taczna dystrybuanta zmiennych losowych I, a F; brzegowymi dys-

trybuantami.
3.1. Archimedesowe funkcje laczace

Zalézmy, ze struktura zaleznoSci zmiennych losowych I, opisana jest archi-

medesowgq funkcja taczaca C z multiplikatywnym generatorem g. Generator g wy-
znacza rozklad ukrytej zmiennej losowej ©. Bazowa dystrybuanta H; wyznaczona

dla j-tej polisy przybiera wtedy postaé
H,(0) = g (F;()).

Jest to rozklad dwupunktowy jednoznacznie wyznaczony prawdopodobienstwem
r = g(q j). Natomiast warunkowy rozklad zmiennej losowej I; okreslony jest

6
dystrybuanta F,(i) = (H j(i)) . Jest to réwniez rozklad dwupunktowy opisany
prawdopodobienstwem
r} =(g(g))’ =PU,; =010 =6).
Bezwarunkowy rozklad zmiennej /; jest jednoznacznie wyznaczony przez praw-

dopodobienstwo r, i funkcjg¢ tworzaca momenty zmiennej ®. Zachodzi bowiem za-
leznos¢

P(1;=0)=gq; = [rfdFe(6) = Mg (In(r;)).
0

Warunkowa dystrybuanta faczna wektora I jest rowna Fy (iy, ... i, ) = [ [ Fyie (i;).
jl

poniewaz warunkowe zmienne [, sa niezalezne. Jest to dystrybuanta zmiennej

losowej dyskretnej skupionej na n-wymiarowych punktach o wspétrzednych réw-
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nych 0 lub 1. Niech ¢ =(¢, ..., ¢, ) bedzie takim punktem, ktérego k wspéirzed-
nych ¢; dlam=1,2, .k, jest rtéwnych 0. Wtedy

k
H rf k>0
Fg(c) =

m=1

1 k=0.

Po skorzystaniu z niezalezno$ci mozemy wyznaczyé funkcj¢ tworzaca prawdo-
podobienstwa warunkowego losowego wektora I:

Py (tyrent,) = I'_;Il(rf +(1-r7)t )

Funkcja tworzaca momenty zmiennej losowej X ;, gdy ® = 6, jest rtéwna
1
My p(1) = E(exp(th)|® = 0) = E(exp(tBj) |® = 9) =

=P (Mn,- (t)) =r; +(1 - rf')M,,j ®).

Opierajac si¢ na przedstawionej zaleznosci, mozemy wyznaczy¢ funkcj¢ two-
rzaca momenty sumy wyplat:

M) = [Mgy(DdFo(6),
0

gdzie Mg, (1) = Myt ..., 1) = H(r;’ +(1-r)M, (z)).
j=1
Dystrybuant¢ rozkladu zmiennej S wyznaczamy, odwracajac funkcj¢ tworzaca
momenty. Mozna to zrobi¢ numerycznie w sposéb przyblizony, np. stosujac meto-
de szybkiej transformaty Fouriera (zob. [11; 9]). Inny sposéb jej okreslenia opiera
si¢ na zaleznosci

Fy(x) = [Fyo(x)dFo(6). )
0

Warunkowg dystrybuant¢ Fg,(x) wyznaczamy, stosujac numeryczne metody,

takie jak algorytm Deprila (zob. [9; 6]) czy przyblizenie ztozonym rozktadem Pois-
sona (zob. [2; 5; 6; 9]).
Warto$¢ oczekiwana sumy wyplat jest réwna

E®) =ZE(X1) = ZE(BJ)P,-,
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jej wariancja wynosi (por. [2])
] n-1 n
V) =Y V(X;)+2). > Cov(X,. X,),
=1 j=1k=j+l
gdzie V(X ;) = E(1}B})- E*(1,) E*(B,) = E(B}) p, - E*(B;) p},a kowariancja
Cov(X;, X,) = E(I,B,1,B,)-E(1,) E(B;) E(1,) E(B,) = E(B,) E(B,)(E(1;1,) -
—PPx ) Natomiast warto$¢ oczekiwang iloczynu E (I i k) mozZemy w tym przy-

padku obliczy¢, korzystajac z ukrytej zmiennej ©:
)= [(1=r7)(1-17)dFo(8) =1-q; - g + Mo (In (11, ))
0
oraz
E(Ijlk ) ~pip =Mg (ln (rjrk )) —9q,q;-

Przyklad 3
Zatézmy, ze zmienne losowe B; maja rozklad wykladniczy W(/‘Lj). Wtedy

funkcja tworzaca momenty sumy wyptat przybiera postac

My - ]ﬁ(r .

0 J=1

= i 1
}m 0 = H‘[——dF@(e)

0 Jj=1 ’1'1
Wartos$¢ oczekiwana i wariancja sumy sa réwne:

ES)=) 4;p;,
j=1

n=l n

V(S) = Zﬂzpj(z pj)+222/1/1k( o(In(rn))-4,4)-

j=l k=j+1

W sytuacji, gdy zmienne losowe B; i I; maja ten sam rozkiad, mozemy

zapisa¢ funkcj¢ tworzaca momenty bezwarunkowej sumy wyplat w nastgpujacy
sposdb:
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M) = [(r* +(1-r°)My()) dFo(6) =

o

- ﬂ]‘i(;’jr(n-k)a (1 8 )" Mf,(t)dF@(e) =
0 k=0
A j k (n=k+)8 p 4 k
= 2V M E(1)dFo(6) =
0 k=0 j=0 J
n

k .
jMfI;(t)Z (_1)!' (’;] Ir(n—k+j)0dF®(9) -
0

j=0
n n ‘ k J k )
=2/, § (D (1) jMG((n—k+])ln(r)),
=0

gdzie My(¢) jest funkcja tworzaca momenty zmiennych losowych B, a r=g(qg),
gdzie g jest prawdopodobiefistwem wyznaczajacym indykatory I;. Wykorzystujac

wlasnosci funkcji tworzacych momenty, mozemy wyznaczy¢ dystrybuant¢ sumy
wyplat:

n k ) k
Fy(t) = Z(ZJF;" (X)) (1) [ .JM@ ((n=k+ j)In(r)),
k=0 =0 J

gdzie F,;" (x) jestdla k 2 1 k-krotnym splotem dystrybuanty F,(x) zmiennych lo-
sowych B;, a F, ,;0 (x) jest delta Diraca, czyli dystrybuanta rozktadu skupionego w 0.

Przedstawiony wzér mozemy otrzymac, korzystajac z (1) (por. [2]). Przykladowo
przyjmijmy, ze n = 3. Wtedy

Fe(x)=M, +3(M2 ~M;)Fy(x) +3(M, —2M2+M3)F,;2(x)+
+(1-3M, +3M, —M,)F;*(x),

gdzie M, =M (iln(r)) =g (8(q)") = 0™ (ie(q)).
Widzimy, ze dystrybuanta sumy wyplat jest kombinacja liniowa dystrybuant:

F(x)=) a,F*(x).
k=0
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Jest to kombinacja wypukla, poniewaz mozna sprawdzié, ze a, = 0 oraz

Zak =1. Dystrybuant¢ sumy mozna wtedy traktowa¢ jako mieszank¢ splotéw
k=0

dystrybuant Fj,. Wartosci wspélczynnikéw a, sa kombinacjami liniowymi M, =
= Mg (iln(r)), zaleza wiec one jedynie od rozkladu zmiennej @, czyli od funkcji
taczacej C, oraz od wartosci prawdopodobienstwa niewystapiénia wyplaty g.
W przypadku, gdy indykatory I; sa niezalezne, funkcja laczaca, opisujaca ich
n
zalezno$é, jest réwna C(u,,..u,)=u, ... -u, oraz a, = (k]q""‘ (1-g)*. Rozklad

mieszajacy jest wtedy rozkladem dwumianowym.
Wartosé oczekiwana sumy wyplat jest w tym wypadku roéwna

E(S)=nup,

gdzie u= E(Bj ), a wariancja

V(S)=np(t, - ' p) + n(n-1)(1* (Mo 2Inr) - g*)),
gdzie u, = E(BJZ. )
Przyklad 4 (ciag dalszy przyktadu 3)
1. W przypadku, gdy zmienne losowe B; o rozkladzie wyktadniczym oraz /;
maja ten sam rozktad, to funkcja tworzaca momenty sumy wyplat przybiera postac:
H1-rA
M) =
5@ -[ ( 1- At

0

] dF,(6).

Natomiast F,;" (x), dla k > 1, sa dystrybuantami rozktadu gamma G(k, 4).
2. Przyjmijmy teraz, ze n = 3, A = 1, g = 0,9 oraz struktura zalezno$ci zmien-
nych losowych I; okre$lona jest funkcja taczaca Claytona z parametrem & = 2.

Wtedy zmienna ® ma rozktad gamma G(0,5; 1), Me(t):(l—t)_o‘s, r = 0,791,
M, =0,9; M,=0,825; M,=0,766 oraz
F(x)=0,766+0,177F,(x) + 0,048 F,*(x) + 0,09F,’ (x).

Zalézmy, ze struktura zalezno$¢ migdzy zmiennymi /; opisana jest funkcja ta-

czacy Claytona z parametrem «. Jesli a < 3, to sktadka zatrzymania straty 7, (d)
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sumy wyplat S, jest niewigksza niz sktadka 74(d) dla kazdego d 2 O (por. [5]).

Wynika to z faktu, ze ¢, 040;,' jest transformata Laplace’a. Méwimy wtedy, ze

suma S, jest zdominowana przez sum¢ Sy w porzadku zatrzymania straty. Wias-
nos$¢ t¢ maja réwniez rodziny Gumbela i Franka.

3.2. Funkcje Iaczace, przypadek ogélny

Zaltézmy teraz, ze struktura zaleznosci indykatoréw I; opisana jest dowolng
n-wymiarowg funkcja laczaca, niekoniecznie archimedesowa. Mozna pokazaé
(zob. [3]), ze funkcja tworzaca momenty losowego wektora X przybiera wtedy posta¢

My(ty, o 1,) =P (My (1), M, (1)),
Funkcja tworzaca prawdopodobienstwa wektora I jest réwna:

B(ty wat,)=E(1, .. t,f")=. Zlo”f,(i,,..., i), ., V)
gdzie f,(i,....i,)=P(I, =i, .. 1, =i,).

Prawdopodobienstwa P(I, =i, ..., I, =i,) mozna wyznaczyé, korzystajac ze
znajomosci funkcji faczacej C oraz prawdopodobiefistw g; (por. [3]). Niech N=
={1, 2, ..., n}, a symbolem P, bedziemy oznacza¢ klas¢ jego r-elementowych
podzbioréw. Dla kazdego podzbioru A < N mozemy okresli¢ jego indykator

I gdyje A
1, =(ijsiy )€ (0,1, gdzie i, ={ &Y

. Dla kazdego A€ P, otrzymujem
0 gdyjeA 8 ymuemy

fl(lA)=§)(—l)k S F(1,).

DcA,
DeP,_,

Przyklad 5
Niech N =(1,2,3,4,5} 1 A = {2,4,5}, wtedy 1,=(0, 1, 0, 1, 1) oraz f,(1,) =

=F0,1,0,1,1)-F(0,1,0,1,0)- F0, 1,0,0, 1) - F(0,0,0, 1, 1) + F(0, 1, 0,0, 0) +
+ F(0,0,0,1,0) + F(0,0,0,0, 1)- F(0,0, 0,0, 0).
Gdy zmienne /; maja ten sam rozklad, to taczng dystrybuantg wektora I mo-

zemy przedstawic, korzystajac z funkcji taczacej C, w postaci:

Fy (i i) = C(F (i), F, (3))
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gdzie F;(0)=gq oraz F;(1)=1. Jesli wielkosci wyplat B; maja réwniez ten sam

rozklad o dystrybuancie Fj, to funkcja tworzaca momenty sumy jest réwna:

Y
M(t) = Z fl(ilv""iu)(MB(t))hl'

Qg€ (0,1)

Gdy odwrécimy funkcj¢ tworzaca momenty M (t), otrzymujemy posta¢ dys-
trybuanty rozktadu sumy wyptat. Jest ona réwniez kombinacja wypukta wielokrot-
nych splotéw dystrybuanty F) :

Fy(x) =) a,F*(x),

k=0

gdzie wspdlczynniki tej kombinacji a; = Z fiA,) zaleza jedynie od funkcji a-
DeP,
czacej C oraz prawdopodobienstwa g.
Zatézmy teraz, ze funkcja aczaca C jest symetryczna. Oznaczmy symbolem
¢;, n-wymiarowy wektor ztozony z j jedynek na dowolnym miejscu. Wtedy

f.(c,-.,.)=§<—1>* [,ﬂ)F (€jota)-

W sytuacji, gdy zmienne losowe /;, tak jak i B;, maja ten sam rozklad, a funkcja
laczaca jest symetryczna to funkcja tworzaca momenty sumy wyptat wynosi

My () = Z(’;jf (c50)(My @)

j=0

Natomiast dystrybuanta tego rozktadu jest réwna
n(n i
Fs(x) = Z(])fl (Cj,n ) FBJ(X) )
=0

Jest to réwniez kombinacja wypukla splotéw dystrybuanty F,(x). W przypad-
ku taczacych funkcji archimedesowych otrzymujemy

F(cjun )= 9" (G =k)0(0)).
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Przyklad 6
Zatézmy, ze n = 3, prawdopodobiefistwo wyplaty p = 0,1, a zaleznoé¢ zmiennych /,

opisana jest funkcja laczaca Morgensterna C(u,, u,, Uy ) =y, (1 +0,5(1-u)(1-u,)-
~0,8(1—u;)(1-15)+0,7(1= 1) (1- 11, ) +0,2(1— 14, ) (1- 1, ) (1~ 13 )) . Wtedy dystry-
buanta rozkladu sumy wypfat jest réwna
F,(x)=0,733+0,228F, (x) + 0,038F,*(x) + 0,001F, (x).
Przyktadowo otrzymujemy

a, = £,(0,0,0)= F(0,0,0)=C(q, 9, 9)=0,733,

a, = f;(1,0,0)+ £;(0,1,0)+ £,(0,0,1) = F{(0,0,0) + F,(0,1,0) + F; (0,0, 1) -
—-3F(0,0,0)=C(1,49,9)+C(q,1,9) +C(q,9,1)=3C(q, ¢, 9) =0,228.
Funkcja taczaca Morgensterna C nie jest symetryczna, np. C(l, q,q)=0,817, a
C(q.,1,q)=0,802. Natomiast w przypadku niezaleznych zmiennych losowych 1,
I,, I, dystrybuanta sumy przybiera posta¢

F,(x) =0,729+0,243F, (x) + 0,027 F,* (x) + 0,001F," (x).

Gdy funkcja taczaca jest réwna C(u,,...,u, )=min(u,,...,u, ), tzn. gdy zmien-
ne I; sa wspétmonotoniczne (por. [11]), to dystrybuanta sumy przyjmuje prosta

postac:

Fy(x)=q+1-q)F,;" (x).

4. Wieloklasowy model ryzyka kolektywnego

Zaktadamy, ze szkody sa podzielone na m klas uwzgledniajacych np. charakter
szkéd lub ich regionalizacje. W kazdej klasie o okreslonym czasie nastapilo N,

wyplat X, gdzie N, jest zmienng losowa przyjmujaca wartosci catkowite, a
i=1,...,m. Laczna wyplata § jest réwna sumie wszystkich tacznych wyptat §; w
kazdej klasie, czyli

S=§+..+S,.

Natomiast taczna wyptata dla i-tej klasy jest réwna
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X

e
1l
. M~Z

.
1l

Przyjmujemy, ze wielkosci wyplat X, sa niezalezne od liczebnosci N, oraz ze
dla ustalonej klasy i wielkosci wyptat X, X,,..., X,y sa niezalezne 1 majq ten
sam rozklad. Zmienna losowa o tym rozkladzie bgdziemy oznaczaé umownie sym-
bolem X . Liczebnosci wyptat N, moga by¢ zalezne, a strukture zaleznosci opi-

sano funkcja taczaca C.
Funkcja tworzaca momenty sumy S jest wtedy réwna (por. [4])

M (0)=M(t, . t),
gdzie S=(S,,.... S, ), a

M (t, . t,) = E(e ™) = E(E(e" e IN)),

gdzie N=(N,,..., N, ). Zmienne losowe X, X;5,.., X, sa dla kazdej klasy i
niezalezne, dlatego tez

N N,

Mg(ty,ont,) = E(M o)) s (M (2,)) " =

=Py (B (M (1)1 o My 2,))-

Aby wyznaczy¢ funkcje tworzaca momenty sumy S, nalezy obliczy¢ funkcje
tworzaca prawdopodobienstwa Py(ty, ..., £,,). Jest ona réwna

B(t, .nt,)= E(th' i)=Y LY L P(N, =0y, ... N, =n,).
m=0 n,=0
W tym przypadku, w odréznieniu od indywidualnego modelu ryzyka, gdzie in-
dykatory I; przyjmowaly tylko wartoéci O lub 1, zmienne losowe N; moga przy-
ja¢ dowolng warto$é ze zbioru liczb naturalnych. Powoduje to duze klopoty obli-

czeniowe, nawet dla malej liczby klas. Z tego tez powodu zastosowanie w tej sytu-
acji funkc;ji taczacych do modelowania zaleznosci jest bardzo ograniczone.

5. Podsumowanie

W pracy przedstawiono klasyczne modele aktuarialne dopuszczajace zaleznosé
migdzy zmiennymi losowymi, w ktérych zalezno$¢ ta modelowana jest za pomoca
funkcji taczacych. W modelu ryzyka indywidualnego metoda ta zdaje egzamin.
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Gdy zalezno$¢ opisujemy archimedesowymi funkcjami faczacymi, korzystamy z
warunkowej niezaleznosci ryzyk i1 podczas wyznaczania rozkladu sumy wyplat
mozemy skorzystaé z klasycznych metod. W przypadku jednakowych rozkladéw
indykatoréw i wyptat otrzymujemy, nawet dla ogélnych funkc;ji taczacych, kombi-
nacj¢ wypukla wielokrotnych splotéw dystrybuant. Sytuacja komplikuje si¢, gdy
rozpatrujemy wieloklasowy model ryzyka kolektywnego. Wtedy, stosujac do mo-
delowania zaleznosci funkcje laczace, natrafiamy powazne klopoty obliczeniowe.
Lepsza jest wtedy metoda omdéwiona we wstepie, przedstawiajaca zmienne wyste-
pujace w modelu w postaci sumy niezaleznych sktadnikéw.

Archimedesowej funkcji taczacej odpowiada ukryta zmienna losowa @ inter-
pretowana jako wptyw czynnikéw zewngtrznych. Podejscie to mozemy uogdinic,
rozpatrujac nie jedna, ale kilka zmiennych losowych ©,,...,®,, co zostato zasyg-

nalizowane w publikacji [5]. Autor zamierza rozwina¢ to zagadnienie w nastgp-
nych pracach.
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ANALYSIS OF DEPENDENT ACTUARIAL RISKS
— APPLICATION OF COPULAS

Summary

The paper is devoted to the analysis of dependent actuarial risks based on the copulas. The strong
assumption about independence of random variables is weaken in the investigated models. The de-
pendence between some random variables is admitted. Such models are more realistic and they better
describe the examined problems.

The basic information connected with copulas, which are the main tools for study dependence, is
presented in our paper. The Archimedean copulas, which induce the latent random variables treated as
the influence of the common shock, are described. The distribution of the sum of dependent random
variables is studied. The individual model of risk with dependent indicators is presented. This de-
pendence is modeled by general and Archimedean copulas. The last part of our paper is devoted to the
attempt of the application of copulas to the description of dependences in the multi-class collective
risk model.
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