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1. Wstep

Dla kazdej firmy ubezpieczeniowej szczegdlnie wazna jest ocena wysokosci
przyszlego $wiadczenia, ktére bedzie musiata wyplaci¢ z tytutu sprzedanego ubez-
pieczenia. Zagadnienie to jest $cisle zwigzane ze stosowana przez ubezpieczycieli
zasada réwnowaznosci, ktora zaklada, ze sktadka netto jest réwna wartos$ci ocze-
kiwanej przysztych swiadczen wynikajacych z umowy ubezpieczenia. Ponadto w
celu okreslenia tzw. dodatku bezpieczefstwa (inaczej ~ dodatku na ryzyko), czyli
czgsci skladki przeznaczonej na pokrycie niekorzystnych odchylen w przebiegu
zdarzen losowych, niezbedna jest znajomos¢ wariancji wysokosci przysziego
$wiadczenia.

Celem artykulu jest wyrazenie pierwszych dwdch momentéw sumy zdyskon-
towanych przyszlych przeplywéw pienigznych wynikajacych z umowy ubezpie-
czenia wielostanowego w formie macierzowej. Uzyskany zapis macierzowy umoz-
liwia zastosowanie go do wszystkich rodzajéw klasycznych rent i ubezpieczen na
zycie oraz ubezpieczen wieloopcyjnych; szczegélnie do ubezpieczenia od ryzyka
utraty pracy.

Zaréwno z aktuarialnego, jak i finansowego punktu widzenia okre$lenie
modelu wielostanowego, jego struktury probabilistycznej oraz strumieni finan-
sowych powstalych w wyniku zawarcia umowy ubezpieczenia jest niezbgdne
do analizy ubezpieczenia wielostanowego. Wszystkie wymienione zagadnienia
zostaly oméwione w punkcie 2. W podpunkcie 2.1 opisany zostal model wielo-

* Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Komitetu Badan Naukowych w latach 2003-2005 jako
projekt badawczy nr 0216/H02/2003/25.
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stanowy ubezpieczenia w uj¢ciu klasycznym (por. np. [4; 14]), w ktérym kaz-
demu przypadkowi zyciowemu, ktérego dotyczy opcja lub umowa ubezpiecze-
nia podstawowego, odpowiada stan w jakim znalazl si¢ ubezpieczony. Przez §
oznacza si¢ przestrzen stanéw bgdaca skonczonym zbiorem wszystkich mozli-
wych stanéw. Do opisu zmian stanéw od momentu zawarcia umowy ubezpie-

czenia uzywany jest proces stochastyczny {X (¢);t€ T} (gdzie r oznacza czas,
jaki uplynal od rozpocz¢cia umowy ubezpieczenia) przyjmujacy wartosci z
przestrzeni S. Do modelowania procesu opisujacego zmiany stanéw w trakcie
trwania umowy ubezpieczenia wykorzystywane sa m.in. procesy Markowa (np.
[4; 15; 13; 19]). W szczeg6lnosci zakiada sig, ze proces { X (¢)} jest jednorod-

nym w czasie tancuchem Markowa (np. [9; 10]). Z obliczeniowego punktu wi-
dzenia takie zalozenie znacznie ulatwia analizg ubezpieczenia, ale bardzo
upraszcza model. Dlatego bardziej realistycznym podejsciem (stosowanym w

tej pracy) jest przyjecie zalozenia, ze proces {X(t)} jest niejednorodnym w
czasie tancuchem Markowa (np. [5; 6; 7; 8; 12; 16; 17]).

W podpunkcie 2.3 oméwiony zostal problem zwigzany z okresleniem przeply-
wow pienigznych powstajacych w wyniku zawarcia umowy ubezpieczenia wielo-
stanowego. Okazuje si¢, ze danej realizacji procesu {X(¢)} nie zawsze jedno-
znacznie mozna przypisac przeptyw pienigzny. W podpunkcie 2.4 zaproponowano
rozwiazanie polegajace na zdefiniowaniu rozbudowanej przestrzeni stanéw S°,
ktéra zalezy nie tylko od przypadkdéw zyciowych, ale takze od pewnych przepty-
wéw pienigznych powstalych w wyniku zawarcia umowy ubezpieczenia. Wprowa-

dzenie nowej przestrzeni stanéw wymagato okreslenia nowego procesu (X*(},a

takze prawdopodobienstw przej$é miedzy stanami przestrzeni S*.

Punkt 3 poswiecony jest wyznaczaniu momentéw sumy Z zaktualizowa-
nych przysztych przeptywéw pienigznych powstalych w wyniku zawarcia
umowy ubezpieczenia wielostanowego. Przy zastosowaniu klasycznych metod
rachunku aktuarialnego momenty Z zostaly wyznaczone w podpunkcie 3.1.
Ponadto zaproponowano notacj¢ macierzowa do okreslania struktury prawdo-
podobienstwa oraz przeplywow pienigznych dla modelu wielostanowego, a w
rezultacie wyznaczania momentéw Z. W tym celu w podpunkcie 3.2 zdefinio-
wano potrzebne macierze oraz okreslono zaleznosci migdzy nimi. Wyprowa-
dzone (w podpunkcie 3.3) wzory macierzowe na momenty Z zostaly wykorzy-
stane do wyznaczania ogélnych wzoréw na okresowa i jednorazowa skladke
netto dla ubezpieczenia wielostanowego (w podpunkcie 4.2). Przyklady zasto-
sowania macierzowego zapisu w przypadku ubezpieczenia od ryzyka utraty
pracy zawarto w podpunktach 4.114.2.
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2. Ubezpieczenia wielostanowe

Umowa ubezpieczenia obejmujaca rézne przypadki zyciowe nazywana jest
ubezpieczeniem wielostanowym. Ubezpieczenia tego typu skladaja si¢ z podsta-
wowej umowy ubezpieczenia (jest to zazwyczaj umowa ubezpieczenia na zycie)
oraz ubezpieczen dodatkowych, tzw. opcji (np. umowa ubezpieczenia od trwalego
inwalidztwa, niezdolnosci do pracy itp.). Dlatego tez nazywane sa niekiedy ubez-
pieczeniami wieloopcyjnymi. Podstawa — zaréwno finansowej, jak i aktuarialnej -
analizy ubezpieczenia jest skonstruowanie jego matematycznego modelu. Pierw-
szym krokiem jest opis mozliwych zdarzen losowych (przypadkéw zyciowych),
ktére obejmuje umowa ubezpieczenia podstawowego wraz z umowami ubezpie-
czen dodatkowych, a nastgpnie okreSlenie wszystkich mozliwych przebiegéw
ubezpieczenia. W tym celu definiuje si¢ tzw. model wielostanowy, a nastgpnie
okresla na nim strukturg probabilistyczng oraz przeptywy pieni¢zne wynikajace z
zawarcia umowy ubezpieczenia.

2.1. Model wielostanowy

Kazdemu przypadkowi zyciowemu, ktérego dotyczy opcja lub umowa ubezpie-
czenia podstawowego (np. ubezpieczony zyje, ubezpieczony umarl, ubezpieczony
stracit prace), odpowiada stan, w jakim znalazl si¢ ubezpieczony. Przyjmijmy, ze N
{ N <o) oznacza liczbe wszystkich mozliwych stanéw oraz S ={1, 2, ..., N} oznacza
skoficzong przestrzen stanéw. Ponadto niech para (i, j), gdzie i# j oraz i, je §
oznacza bezpos$rednie przejscie ze stanu i do stanu j. Poniewaz nie wszystkie przej-
Scia migdzy stanami sg dopuszczalne (ze wzglgdu na nieodwracalny charakter nie-
ktérych przypadkéw zyciowych), T oznacza zbiér wszystkich mozliwych bezpo-
srednich przejsé migdzy stanami.

Para (§,T), opisujaca wszystkie mozliwe zdarzenia zachodzace w zyciu ubez-
pieczonego w okresie objgtym umowa ubezpieczenia, nazywana jest modelem wie-
lostanowym (por. [4]).

2.2. Probabilistyczna struktura modelu

Do opisu zmian stanéw od momentu zawarcia umowy ubezpieczenia uzywana
bedzie funkcja czasu X (¢), gdzie t oznacza czas, jaki uptynat od rozpoczecia umo-
wy ubezpieczenia. Zauwazmy, ze kazdy przypadek zyciowy jest zdarzeniem loso-
wym, wiec X (¢) jest zmienna losowa dla kazdej chwili ¢ (€ T), a {X(t);te T}
jest procesem stochastycznym przyjmujacym wartosci ze skonczonej przestrzeni
stanow S.
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Podstawowymi wielko$ciami opisujacymi ewolucjg¢ procesu {X (t)} sq praw-
dopodobienstwa przejscia procesu { X (r)} do stanu j w momencie u, pod warun-
kiem ze w momencie  proces byl w stanie i

P,(t,u)=P(X(w)=jl X(2)=x(z2);0< z<1t i x(1)=i), (1)

gdzie x(t) jest realizacjq procesu {X (¢)}; i, je S oraz 0<t<u. W praktyce aktu-

arialnej znalezienie prawdopodobienstwa (1) jest bardzo trudne. Zwigzane jest to z
ograniczong iloscia dostgpnych danych. Dlatego niekiedy zaklada sig, ze proces
{X(#)} jest niejednorodnym w czasie lancuchem Markowa. Wtedy prawdopodo-

bienstwo (1) ma nast¢pujaca postac:
P,:,.(t,u):P(X(u)=jIX(t):i).

Dalsze rozwazania dotycza ubezpieczen, w ktérych jednorazowe $wiadczenia i
raty renty platne sg na koniec okresu (rok, kwartal, miesiac itp.) oraz sktadki platne

sq z gbry w takich samych odstgpach czasu (T;{O,I,Z,...}). W takim modelu

okres ubezpieczenia jest podzielony na rozlaczne odcinki. Pojedynczy odcinek cza-
su moze oznaczaé np. dzieh, miesiac lub rok. Wtedy {X(r);te T} =

={X);t=0,1,2, ...} jest dyskretnym w czasie procesem stochastycznym.

Przy tych zatozeniach, w celu wyznaczenia rozkladu procesu {X (t)} dla ubez-
pieczenia wielostanowego z n-letnim okresem ubezpieczenia, wystarczy wyzna-
czy¢ ciag macierzy Q(0),Q(1),Q(2),...,Q(n-1), gdzie Q(k) =(q,.j(k)):lj=l, a
q;(k)=P(X(k +1)= jl X (k)=1i) oznacza prawdopodobiefistwo przejscia procesu
{X(t)} w momencie k w pojedynczym kroku (tzn. ze stanu { w momencie k do

stanu j w momencie k+1).
Migdzy ciagiem macierzy prawdopodobienstw przej$¢ a zbiorem bezposred-
nich przej$¢ miedzy stanami istnieja nastgpujace zaleznosci:

(i,j)eTe 3 0<gq(k)<l oraz (i,j)eTe V  g(k)=0. (2)

kE{O.l,2,....n—I} kE{O.l,2.....n—l}

Dlatego na podstawie ciagu macierzy prawdopodobienstw przejs¢ mozna wy-
znaczy¢ zbioér T.

2.3. Przeplywy pienig¢zne

W wyniku zawarcia umowy ubezpieczenia powstaja dwa strumienie przepty-
woéw pienigznych: strumien skladek (skierowany od ubezpieczonego do ubezpie-



248

czyciela) oraz strumien swiadczen ubezpieczeniowych, np. sumy ubezpieczenia

wyplacane w wyniku $mierci lub dozycia oraz réznego typu renty (skierowany w

odwrotng strong). Kazdy ze strumieni sklada si¢ z przeptywéw pieni¢znych, kté-

rych wysokos¢ i moment wyplaty okreslaja warunki umowy ubezpieczenia.

Zatézmy, ze umowa ubezpieczenia zostala zawarta w momencie O na okres n
lat (n jest okresem ubezpieczenia). Niech c,(k) oznacza przeptyw pienig¢zny reali-
zowany w momencie k (k =0,1,2,...,n), jezeli proces { X ()} jest w tym momen-
cie w stanie i (i=1,2,..,N), czyli c;(k)=cy-;i(k). Zauwazmy, 2e wysokosé
przeptywu pieni¢znego w momencie k zalezy od tego, jaka warto$¢ w tym momen-
cie przyjmie proces {X (r)}. Zatem c, (k) jest zmienna losowa, ktérej rozklad za-
lezy od rozkladu zmiennej losowej X(¢).

W literaturze aktuarialnej, dotyczacej ubezpieczen wielostanowych (np. [4; 15]),
rozréznia si¢ nastgpujace typy przeptywéw pieni¢znych:

— p;(k) - skladka ptacona w momencie k, gdy proces {X (t)} w tym momencie
jest w stanie j,

— b, (k) — renta ptacona w momencie k, gdy proces {X(s)} w tym momencie
jest w stanie j,

- d;() - jednorazowe $wiadczenie placone w ustalonym momencie #;, jezeli
proces {X (1)} w tym momencie znajduje si¢ w stanie j,

- ¢;(k) - jednorazowe $wiadczenie ptacone w momencie k, gdy w tym momen-
cie proces {X(t)} znajduje si¢ w stanie j, a w momencie k — 1 znajdowat si¢ w
stanie i. _

Do przeplywéw pienigznych zwiazanych z pobytem procesu { X (r)} w danym
stanie zalicza si¢ p;(k), b;(k) i d (), c;(k) oznacza za$, ze w jednostkach cza-
su, na jakie zostal podzielony okres ubezpieczenia, nastapilo przejscie procesu
{x (t)} ze stanu i do stanu j, wigc ¢, (k) zaliczany jest do grupy przeptywG6w pie-
nigznych zwiazanych ze zmiang stanu przez proces { X (r)}.

Zauwazmy, ze pomimo iz d;(#;) 1 ¢;(k) sa Swiadczeniami jednorazowymi, to
jednak bardzo si¢ réznia. W przypadku przeptywu pieni¢znego d;(1,) nie jest
istotne, jak dtugo proces { X ()} przebywa w stanie j, gdyz niezaleznie od tej in-
formacji w ustalonym w warunkach ubezpieczenia momencie ¢, nast¢puje wyplata
swiadczenia, realizacja przeptywu pienigznego c; (k) jest zas losowa 1 zwiazana z

pobytem procesu {X ()} w stanie j. Na przyklad zat6zmy, ze proces {X (¢)} prze-
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bywa w stanie j od momentu k, do momentu k,. Z warunkéw ubezpieczenia wy-
nika, ze jezeli proces {X (1)} przejdzie z innego stanu do stanu j, to firma wyptaca
$wiadczenie w wysokosci 1 jednostki. Poniewaz c;;(k) jest $wiadczeniem jednora-

zowym, mamy, ze dla ke [k,,kz]

1 da k=k

(k)= _(k)=
€)= Cxpga; (K) {0 dla k=k +1k +2, ... k.

Oznacza to, ze informacja X (k)= j nie jest wystarczajaca do jednoznacznego

okreslenia wysokosci przeptywu pieni¢znego realizowanego w momencie k.
Poniewaz w momencie k moga istnie¢ niezaleznie wszystkie typy przeplywoéw
pieni¢znych, c;(k) mozna przedstawi¢ w postaci

.k _{Pj(k)+bj(k)+dj(k)+cij(k) edy  X(k-1)=i,
J

= 3
p,(k)+b, (k) +d, (k) poza tym. 3)

W nastgpnym podpunkcie zaproponowano rozwiazanie tego problemu polega-
jace na odpowiednim rozbudowaniu przestrzeni stanéw.

2.4. Rozbudowany model wielostanowy

Zauwazmy, ze jezeli w wyniku zawarcia umowy ubezpieczenia powstaja prze-
plywy pienigzne typu c;(k), to zbidr bezposrednich przejs¢ T dzieli si¢ na dwa
podzbiory: bezposrednich przejs¢, w wyniku ktérych nastgpuje wyplata typu c; (k),

oraz bezposrednich przej$¢, w wyniku ktérych nie nastgpuje wyplata swiadczenia
jednorazowego.

Definicja 1

Para (i,j) (i, jeT) jest typu pp (przeplyw pieniezny), jezeli istnieje k
(ke{1,2,..,n}),dlaktérego c;(k)#0.

Przyjmijmy, ze T*® (T®® < T) oznacza zbiér wszystkich par (i, j) typu pp.

Rozbudowanie przestrzeni stanéw S nastgpuje przez podzial niektérych jej sta-
néw. Niech §*=SuUS", gdzie S* ='{j,.+ (i, j)e T""} ,oraz SNS* = . Zbiér
§* nazywamy rozbudowang przestrzenia stanéw, a jego podzbiér S nazywamy
zbiorem stanéw wydzielonych. Stan j nazywamy stanem wydzielonym ze stanu j.
Jezeli ze stanu j wydzielony zostat tylko jeden stan j;', to wtedy pomija¢ bedziemy

w zapisie indeks dolny i przyjmiemy oznaczenie, ze j* = j; .



250

Liczebno$¢ zbioru S* zalezy od wysokos$ci potencjalnych przeplywéw pie-
nigznych typu c;(k) w poszczegélnych momentach trwania umowy ubezpiecze-
nia. W dalszych rozwazaniach przyjmijmy, Ze spetnione jest ponizsze zatozenie.

Z0 Dla ustalonego j wysokos¢ przeptywu pienigznego typu c; (k) nie zalezy
od stanu, tzn.

v YV ¢;(k)y=c’ (k).
{ii. perme}he{1.2,..m} /

Przy takim zalozeniu, bez straty ogélnosdci, wszystkie stany wydzielone ze sta-

nu j mozna utozsami¢ z jednym stanem j*. Dlatego w dalszej czeéci pracy przy

stanach wydzielonych indeks dolny zostal pominigty. Zatozenie Z0 nie ogranicza
w istotny sposéb zakresu rozpatrywanych rodzajéw ubezpieczen, gdyz zazwyczaj
wysokos$¢ wyplaty jest zwiazana ze zdarzeniem losowym odpowiadajacym stanowi
J (np. ubezpieczony nie zyje), a nie poprzedzajacej go historii (np. ubezpieczony
byl przed $miercia zdrowy czy chory). Ponadto, jesli odpowiednio okresli si¢ mo-
del wielostanowy (S,T), to dla kazdego ubezpieczenia mozna okresli¢ rozbudo-
wang przestrzen stanéw S, dla ktérej spetnione jest zatozenie Z0.

Jezeli istnieje W (W < N) réznych stanéw wydzielonych ze stanéw naleza-

cych do przestrzeni stanéw S, to S* ={1,2,..., N}u{jl*, J3 e j;',}
Proces {X (1)} przyjmuje warto$ci ze skoficzonej przestrzeni stanéw S. Dlatego

po zmianie S na §° nalezy okresli¢ nowy proces stochastyczny {X '(t)}, bedacy
niejednorodnym w czasie tancuchem Markowa i przyjmujacy wartosci ze skofczo-
nej przestrzeni stanéw S*.

Niech dany bedzie ciag macierzy Q*(0),Q"(1),Q*(2),....Q (n—1), gdzie

Q*(k)=(q,;(k)).NfVl/, a q;(k)y=P(X"(k+1)= jl X" (k)=i) oznacza prawdopodo-
i,j=

bienstwo przejscia procesu {X*(t)} w momencie k w pojedynczym kroku. Praw-

dopodobienistwa przejs¢ migedzy stanami dla procesu {X *(t)} okresla sig, wyko-
rzystujac prawdopodobienstwa przejs¢ migdzy stanami okreslonymi dla procesu
{X()}. Poniewaz S* jest suma dwéch zbioréw — S oraz S* — wygodnie jest po-
dzieli¢ prawdopodobienstwa przejs¢ migdzy stanami na cztery grupy i dla nich
okresli¢ g (k).
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Prawdopodobiefistwa przejécia ze stanu nalezacego do S do stanu nalezacego do S*

. _Jag;ky dla ie S\{j}Aa(i,j)eT™
0 poza tym .
Prawdopodobieinstwa przejscia ze stanu nalezacego do S* do stanu nalezacego do S
g;(k) dla i=j],
q;,'_ =:q,(k) dla ieS\{j}a(i,j)eT™,
0 poza tym.

Prawdopodobienstwa przej$¢ migdzy stanami nalezacymi do S

g, (k) dla i=j
q; ={q;(k) dla iz jnli,j)eT™.
0 poza tym

Prawdopodobienstwa przej$¢ migdzy stanami nalezacymi do S*

. _{q,j(k) dla it # j* A(i,j)e T
’-+j+ -

0 poza tym

Zauwazmy, ze stany j i j© dotycza tego samego zdarzenia losowego. Réznica
polega na tym, ze jezeli X"(k)=j", to nastgpuje przeptyw pienigzny typu c; (k),
agdy X"(k)=j, wéwczas c;(ky=0 dla wszystkich i€ s

Poczatek formularza

Wydzielenie stanéw j* nie tylko rozbudowuje przestrzeni stanéw, ale takze
zmienia uk}ad bezposrednich przej$¢ migdzy stanami. Nowy zbiér bezposrednich

przej$¢ migdzy stanami T dla zbioru stanéw S* okresla si¢ na podstawie rozkla-
du procesu {X *(t)} (por. zaleznosci (2)). Zauwazmy, ze z definicji 1 wynika, ze
$wiadczenia jednorazowe zwiazane ze zmiang stanu moga by¢ wyplacane, jezeli

zdarzenie ubezpieczeniowe zajdzie w czg$¢ okresu ubezpieczenia (np. w ostatnich
10 latach 20-letniego okresu ubezpieczenia), a mimo to bezposrednie przejscie

(i, j), ktérego to dotyczy, jest typu pp. W takich sytuacjach w zbiorze T" powsta-
je jedno przejscie (i, j*) (zamiast dwéch (i, j) oraz (i, j©)) i méwimy, ze w mo-
mentach, dla ktérych ¢;(k)=0 (fj. w pierwszych 10 latach 20-letniego okresu

ubezpieczenia), istnieje przeptyw pienigzny zwigzany ze zmiang stanéw o wartosci
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zerowej. Oznacza to, ze jezeli istnieje k (ke {1, 2,..., n}), dla ktérego c;(k)#0 ,t0
ze stanu { mozna przej$é do stanu j jedynie przez poprzednie przejscie do stanu j*
(tzn. (i, j)eT").

Dot formularza

Para (S *,T') opisuje nie tylko wszystkie mozliwe zdarzenia losowe, ale takze
jednoznacznie okresla, z jakimi sytuacjami zwiazane s3 niezerowe jednorazowe
przeplywy pienig¢zne.

3. Zaktualizowane Iaczne przeplywy pienig¢zne

Niech ¢/ (k) oznacza przeplyw pienigzny realizowany w momencie &
(k=0,1,2,...,n), jezeli proces {X"(t)} jest w tym momencie w stanie i

(i=12,..,N+W), czyli ¢;(k)=c (k) . Przeptyw pieniezny c; (k) okresla

X" (k)=i
sie¢ na podstawie przeptywdw pieni¢znych okreslonych w modelu (S *,T') (por.

formule (3) oraz zalozenie Z0):
‘) p,.(k)+b,.(k)+d,.(k)+c"(k) “dla ie ST,
¢ (k)=
pi(k)+b,(k)+d,(k) dla ieS"\S".

Niech C oznacza sume przeptywéw pieni¢znych platnych do konca okresu
ubezpieczenia realizowanych zgodnie z indywidualng umowa ubezpieczenia

Cc= Z'(;)cx. (k).

Zalézmy ze, kapitalizacja odbywa si¢ na koniec kazdego odcinka czasu
(np. koniec dnia, miesigca czy roku), na jaki zostal podzielony okres ubezpiecze-
nia. Zakladamy, ze stopa procentowa jest ustalona dla kazdego odcinka czasu.

Funkcja dyskontujaca v(k) oznacza aktualng wartos¢ jednej jednostki (1 j.p.) pla-

conej w momencie k. Szczegdlnie przy zalozeniu, ze stopa procentowa i jest stala
przez caly okres ubezpieczenia, funkcja dyskontujaca przybiera postaé

k
v(k) =0 =(L) :
1+i
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Aktualna warto$¢ Z tacznych przysztych przepltywéw pienieznych C, liczona
w momencie rozpoczecia umowy ubezpieczenia, jest nastgpujaca:

z=§%4mmm.

Zauwazmy, ze aktualna wartos¢ Z=Z,. jest zmienng losowa, ktérej rozktad
zalezy od rozkladu procesu {X ’ (t)} .

Jezeli przez L (Le N) oznaczymy liczbe oséb w grupie (tzw. portfel polis
ubezpieczeniowych), to X, (¢) oznacza stan, w jakim znalazt si¢ proces {X ' (t)}

okreslony dla I-tej osoby w grupie. Ponadto dla portfela L polis ubezpieczenio-
wych przez Z, oznaczmy zaktualizowana warto$¢ tacznych przyszlych przepty-
wéw pieni¢znych wynikajacych z I-tej umowy ubezpieczenia.

3.1. Momenty Z

W celu okreslenia momentéw Z przyjmijmy nastgpujace zalozenia:

Z1 Zmienne losowe X, dla [ =1,2,... sa niezalezne o jednakowym rozkladzie.
Z2 Funkcja dyskontujaca v(t) jest ustalona.

Z zalozenia Z1 wynika, ze dla portfela L polis zmienne losowe Z,,Z,,..Z, sa

niezalezne.

Jezeli spelnione sa zatozenia Z0-Z2, to warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej
Z oblicza si¢ w nastgpujacy sposob:

E(Z)= E(Zcx. (k)v(k)) =Y E(c,. (k) vik) =
k=0 k=0

n N+W

=33 ¢, (k)p; (kK)v(k),

k=0 i=1

C))

gdzie p,.. (k)=P(X '(k)=i) oznacza prawdopodobienstwo, Ze proces {X '(t)} w

momencie k jest w stanie i.
Drugi centralny moment zmiennej losowej Z ma postac:
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k, =0k, =0

2
E(Z%) = E((Zcx. (k)v(k)j ] = E( > D e, ke, (kz)v(kl)v(kz)] =
k=0
&)

n n N+WN+W

DI I A A DI WAV CIVCHN

ky=0ky =0 i, =0 i, =0
gdzie p;; (k.k,)=P(X (k)=1i,X (k,)=i,) oznacza prawdopodobienstwo, ze

proces {X " (t)} w momencie k, jest w stanie i, natomiast w momencie k, jest w

stanie i, .

3.2. Notacja macierzowa

Przed przedstawieniem gléwnego rezultatu rozdziatu, w ktérym okreslono faktory-
zacje momentow zmiennej losowej Z, wprowadzona zostanie notacja macierzowa.

Przy okre$laniu macierzy istotny bedzie porzadek w zbiorze §”, poniewaz
sktada sie on ze stanéw nalezacych do zbioru S i zbioru S*. Mozna przyjaé rézne

warianty porzadkowania przestrzeni stanéw S”. Jedynym ograniczeniem jest, zeby
dla raz przyjetego sposobu porzadkowania okreslaé wszystkie macierze. W artyku-

le przyjmuje sig, ze jezeli ze stanu j wyodrebniony zostat stan j*, to w zbiorze
S* wystepuja one jeden po drugim w nastepujacej kolejnosci j*, j . Wybér ten zo-
stal podyktowany tym, ze oba stany dotycza tego samego zdarzenia losowego.

W pierwszej kolejnosci zdefiniowane zostang wektory i macierze pomocnicze.

Niech S bedzie nastepujacym wektorem S =(1, 1, ..., 1)-r e R"*" . Ponadto dla kazdego
k=0,1,2,...,n niech dany bedzie wektor I,,, = (0, ...,0, 1 ,0,...,0)" € R*"' orazdla
k¥l

i=1,2,.., N +W analogiczny wektor jednostkowy I} =(0,...,0,1,0,..., 0)" e R¥*Y.
(S}

Dla dowolnego wektora A =(aj,ay,.... ay,, ) € RY*Y macierz diag(A) jest

macierza diagonalna, ktérej elementami przekatnej sa elementy wektora A

q 0
diag (A)=

0 Aniw
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Dla dowolnej macierzy B =(b,.j )’,hk_ll macierz Diag(B) jest macierza diagonal-
ij=
na, ktérej elementami przekatnej sa elementy przekatnej macierzy B
b, 0
Diag(B) = -
O bu+|u+l
Macierz funkcji dyskontujacej ma postac V=(v(0),v(1),...,v(n))re R™.
Macierz przeptywéw pienigznych rozmiaru (n+1)x(N + W) okreslona jest zas na-
stgpujaco:
¢ (0) &(0) - cyw(0)
cla) G e
ci(n) c(n) - cyw(n)
Dla dowolnej chwili k niech dany begdzie nastepujacy wektor prawdopodo-
bienstw pobytu procesu {X ' (t)} w okreslonym stanie

P(k) = (p; (k), p; (k), py (K)o Praw (K)) € RYY

Przyjmujemy, ze dla k =0 macierz P(0) okresla rozklad poczatkowy. W prak-
tyce stan 1 jest stanem oznaczajacym, Ze osoba zostala zaakceptowana do ubezpie-
czenia, co jest réwnoznaczne z tym, ze P(0) =(1,0,...,0)" . Jednak z teoretycznego

punktu widzenia zaklada si¢, ze proces {X * (t)} moze startowaé z dowolnego stanu i

nalezacego do przestrzeni stanéw S* , a wtedy P(0) = (0,0,.. .,1,...,O)T e RV,

Dla dowolnych chwil k,k,€{0,1,2,..,n} niech okreslona bedzie macierz
prawdopodobienstw lacznych P(k,.k,) (rozmiaru (N +W)x(N +W)), gdzie ij-ty
element zdefiniowany jest nastgpujaco:

P;(kn’kz) =P(X*(k|)=i'X‘(k2) = j)'

Poniewaz proces {X *(t)} jest niejednorodnym w czasie taricuchem Markowa,

macierze P(k) i P(k,,k,) mozna zapisaé z uzyciem wektora rozkladu poczatkowego
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oraz ciagiem macierzy prawdopodobienstw przej$é¢ Q*(0),Q"(1),Q"(2),...,Q"(n-1),
co zostalo przedstawione odpowiednio w lemacie 1 i lemacie 2.

Lemat 1

Niech dla tancucha Markowa {X ' (t)} dany begdzie ciag macierzy prawdopo-

dobienstw przej$é Q'(k)=(q,.'j(k))N+W oraz macierz rozkladu poczatkowego

ij=1
P(0)e R"*Y, wtedy
Y . k-l
P (k) =P O] Q" ®. ©)
1=0

Dowéd

Poniewaz {X ' (t)} jest fanncuchem Markowa, dla kazdego ¢ spelniona jest naste-

pujaca réwno$é P’ (f) = P" (1 —=1)Q" (¢ ~1), a stad bezposrednio otrzymujemy (6). [

Wiasnosci i zalezno$ci miedzy macierzami P(k) i Q" (k) sa takie same jak dla
tych samych macierzy okreslonych w odniesieniu do procesu {X (t)], ktérych
opis mozna znalez¢é w pracy [1].

Lemat 2

Niech dla tancucha Markowa {X ' (t)} dany bedzie ciag macierzy prawdopodo-

biefstw przejs¢ Q" (k) = (g; (k)){t’j‘;“l/ oraz macierz rozktadu poczatkowego P(0)e RY*¥ .

Wtedy dla dowolnych chwil czasu

,

) hl o V-l
diag| PPO[[Q 0| [T Q® dla k <k,
1=0

1=kl

k-1
P(k,,k,) =1 diag P"'(O)HQ*(:)J dla k =k,=k.
1=0

ky—1 k -1
diag P"'(O)f'[Q*(z) l]‘I Q' (1) dia k >k
=0

| l=k2
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Dowéd
W pierwszej kolejnosci rozpatrzony zostanie przypadek k, < k, . Dowolny ele-

ment macierzy P(k ,k,) mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposéb:
P, (ky ky) = P(X*(k)=1i) -P(X" (k) =i, | X" (k) =4). @)
Poniewaz proces {X * (t)} jest tancuchem Markowa, P(X*(k,) =i, X" (k) =})
jest ii, elementem macierzy H::Q'(k)
P(X" (k) =0, | X" (k) =i,) = IZ'H::_: Q (kI . 8)

Na podstawie lematu 1 mozemy napisa¢, ze
k-1

p, () =P"O]JQ" %)L, . ©)
k=0

Poniewaz p, (k, ) jest liczba, p, (k)= p; (k,), réwnanie (9) przeksztakcié moz-

na nastepujaco

k-l o kg T
p; (k)= (P"' O] JQ o, J =T (P’ (O)I_[Q'(k)) : (10)
k=0 k=0
Jesli podstawimy (8) oraz (10) do (7), to otrzymamy
. k-1 LA
Py, Ckisky) =17 [PT (O)HQ‘(k)] LI[Q @, (11)
k=0 I(=kl

k-1

Niech U" =P"(O)] [,-,Q" (k). Wektor U” = (uy,ty5,..., Uy, ), W Zaleznosci
od rozktadu poczatkowego, jest réwnowazny jednemu z wierszy macierzy
:‘;(:Q'(k) . Ponadto dla dowolnego i, € S*
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gdzie u), =u, (i€S"), zatem I/ (L,U") =(0...,0,4,,0,.,0)=(0,...04,,0,...0).

. . 1 7\ T . T - . . .
Zauwazmy, ze I; (I,.IU ) =I; dzag(U ), a stad wynika, ze spelniona jest naste-

pujaca réwnosé

k-1 k-1 r
I; diag (P"' (O)HQ*<k)] =I; (P" o e (k)} I (12)
k=0 k=0
Po podstawieniu (12) do (11) otrzymujemy
k-1 ky -1
Py (ki.ky) = T, diag (P" (O)HQ‘(k))HQ‘(k)I,-Z- (13)
k=0 k=k,

Poniewaz p;; (k,k,) = Iz'P(k,,kz)Iiz, to, poréwnujac z (13), otrzymano, ze dla
k, <k,

k-1 ky-1
P(k,.k,) = diag [P” (O)HQ'(k)]HQ‘ (k).
k=0

k=k,

Aby okresli¢ macierz P(k,k,) w przypadku, gdy k, >k,, wystarczy zauwa-
zy¢, ze gdy korzysta si¢ z wlasnosci prawdopodobienstwa lacznego, prawdziwa
jest nastgpujaca réwnos¢ P(k,,k,) =P(k, k).

Poniewaz w ustalonym momencie czasu proces {X‘ (t)} moze znajdowaé sig

tylko w jednym ze stanéw przestrzeni S”, otrzymuje si¢, ze dla k, =k, =k

. 0 dla i#j
plj (k’k): * . .
p;(k) dla i=j

a stad wynika, ze P(k,k)=diag (PT (k)) Gdy korzysta si¢ z lematu 1, otrzymuje
sie, ze
k-1
P(k,k) = diag (PT (O)HQ*(k)]. r
=0
Przedstawione macierze mozna podzieli¢ na trzy grupy. Pierwsza grupa sklada

sie¢ z macierzy Q*(0),Q*(1),Q*(2),...,Q"(n—1) oraz P(0), na podstawie ktérych
okresla si¢ macierze P(k,,k,) oraz P(k). Wielko$¢ elementéw macierzy z tej gru-

py okresla si¢ na podstawie rozkladu procesu {X ’ (t)} Druga grupa zwiazana jest
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ze stopa procentowgq i nalezy do niej wektor V. Ostatnig tworzy macierz C, ktéra
zalezy od aktualnie rozpatrywanej strony umowy ubezpieczenia oraz warunkéw
og6lnych ubezpieczenia okreslajacych wielkosci $wiadczen i sktadek.

3.3. Posta¢ macierzowa momentow Z

W tym podpunkcie wprowadzona zostanie reprezentacja macierzowa E(Z)

oraz E(Z?) . Okazuje sig, ze wprowadzenie notacji macierzowej znacznie uprasz-
cza wyrazenia (4)-(5) oraz ulatwia obliczenia numeryczne.

Twierdzenie 1
Jezeli Zi v(t) spelniaja zatozenia Z0-Z2, to

B(Z)=) V'L, I}, CPk,k)S, (14)
k=0
Bz =) Y VI, I  CP(k,k,)CTT, 1] V. (15)
k =0k,=0

Dowéd
Ze wzoru (4) otrzymuje si¢

n N+W n N+W
EZ)=Y Y o (k)p; (kyotk) = Yuk) Y ¢ (k) pi k). (16)
k=0 i=l k=0 i=l
Zauwazmy, Ze prawdziwe sa nastgpujace réwnosci:
oky = VI, (17)
ck)y = II,CIL, (18)
p (k) = IP(k,k)S. 19)

Gdy podstawimy (17), (18) 1 (19) do wzoru (16), otrzymujemy

n N+W n N+W
E(Z)=> V'L, Y I;, CLI P(k,k)S = ZVTI,(HIZHC[ > I,.I,.TJP(k,k)S. (20)
k=0 i=1 k=0 i=1
Poniewaz Z’,':WI,.I;.r =1, gdzie 1 jest macierza identycznosciowa, z (20) otrzy-
mujemy bezposrednio (14).
W analogiczny sposéb udowadnia si¢ wzér (15). Zauwazmy, ze spelnione sa
nastgpujace réwnosci:
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u(k) = Ik+l 2n
ck)y=1'Cc'1,,,, (22)
Py, (k. ky) = TPk KL, . (23)
Po podstawieniu wzoréw (17)-(19) oraz (21)-(23) do réwnosci (5) otrzymuje si¢
n n N+W N+W
( ) z Z Z Z VTIk +IIZ+ICI ITP(k,,k2)I,ZIZCTIk2+1IZZ+,V=
k=0k,=0 iy=1 iy=
n n N+W N+W
= Z Z VTIk|+lIZ +41 Z Z I ITP(kl’kz)Iizl.c CTIk2+lI:2+lV =
=0k, =0 =l =

= z Z VTIk,HI:,HCITP(kl’kz )ICTIk2+lIZz+IV

1=0ky=0

i ostatecznie otrzymuje sig¢ (15). U

Najczgsciej wykorzystywana wielkoscia przy wyznaczaniu jednorazowej i okre-
sowej sktadki netto jest wartos¢ oczekiwana zmiennej Z. Okazuje sig, ze wzor (14)
mozna zapisa¢ w bardziej zwigzly sposéb. Udowodniony we wniosku 1 wzér (24)
nie tylko upraszcza zapis E(Z), ale takze ulatwia wyznaczenie sktadek netto, co

zostato pokazane w podpunkcie 4.2.

Whiosek 1
Jezeli Zi v(t) spelniaja zatozenia Z0-Z2, to

E(Z) = V" Diag(CD" S, (24)
gdzie macierz D okreslona jest nastgpujaco:
P(0)"

p-| PO

P(n)’

Dowéd
Zauwazmy, ze p; (k) =1'P(k,k)S=IP(k)=I'D'I,,,, a stad

P(k,k)S=D'1,,,. (25)
Gdy podstawimy (25) do (14), otrzymujemy
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E(Z)=) V'L, I, CD'L,, =V' Y1, I[ CD'I,,,. (26)
k=0 k=0
Zauwazmy, ze
L,I,,CD'I,, =(0,0,....k +1-element przekatnej macierzy CD’ ,...,0)",
k+1

z czego otrzymuje si¢
ilk+ll;’('+lCD7'Ik+, = Diag(CD")S . @27
Jesli podstawimy (2;;0do (26), to otrzymujemy (24).01
4. Zastosowanie macierzowej reprezentacji modelu wielostanowego
4.1. Ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy

Ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy jest przeznaczone dla oséb pracujacych, kté-
re chca zagwarantowac sobie dodatkowe dochody (poza tymi z funduszu pracy) w ra-
zie utraty zatrudnienia. Wypowiedzenie umowy o pracg nastgpuje zazwyczaj w ostatnim
dniu miesiaca. Gdy ubezpieczony nie ma pracy na koniec miesiaca lub umowa o pracg
koniczy si¢ ostatniego dnia miesiaca, a ubezpieczony nie podpisal nowej umowy o pracg
z pierwszym dniem nastgpnego miesiaca, oznacza to, Ze ubezpieczony ma status bezro-
botnego. Wyplaty §wiadczenia z ubezpieczenia dokonywane sg na koncu kazdego mie-
siaca, jezeli ubezpieczony jest bezrobotny (lub ubezpieczony traci pracg i nie ma nowej).
W oczywisty sposéb oznacza to takze, ze ubezpieczony zyje. Gdy ubezpieczony pracu-
je lub umart wéwczas w ostatnim miesiacu firma ubezpieczeniowa nic nie wyplaca.

W tego typu ubezpieczeniach elementy przestrzeni stanéw S okreslone sa na-
stgpujaco:

1 — stan oznaczajacy, ze ubezpieczony zyje i pracuje,

2 — stan oznaczajacy przypadek, ze ubezpieczony zyje i nie pracuje,

3 — stan oznaczajacy $mierc ubezpieczonego.

Graficzng ilustracj¢ przestrzeni stanéw i mozliwych przejsé mi¢gdzy nimi przed-
stawiono na rys. 1. Analogiczny opis takiego ubezpieczenia znalez¢ mozna w [11; 15].

—()
e
&)

Rys. 1. Schemat przestrzeni stanéw i przejs¢ migdzy nimi dla ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy moze by¢ polaczone z ubezpieczeniem na Zycie
(np. terminowym ubezpieczeniem na wypadek $Smierci albo z ubezpieczeniem na dozy-
cie). W takich przypadkach podstawowym ubezpieczeniem jest ubezpieczenie na zycie,
a ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy jest ubezpieczeniem dodatkowym (tzw. opcja).

Przyklad 1 (RUP)

Rozpatrzmy ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy (RUP), w ktérym wyplata
$wiadczenia nastepuje na koncu miesiaca, jezeli ubezpieczony nie pracuje. Niech
a, oznacza §wiadczenie placone za okres [k,k+1) (k=0,1,2,..,n—1), jezeli
ubezpieczony zyje i nie pracuje w momencie k +1.

Poniewaz w warunkach ogdlnych ubezpieczenia nie ma swiadczen jednorazo-
wych zwiazanych ze zmiang stanéw, mamy, ze N =3 1 W =0, a stad wynika, ze
{X* (;)} ={X (1)} oraz ($°,T")=(S,T)={{1.2,3};{(1,2),(1,3),(2,1),(2,3)}. Hust-
racja graficzna pary (§,T) tego przykiadu jest rys. 1.

Dla takiego ubezpieczenia strumien przeptywéw pienigznych jest okreslony
nastepujaco:

a dla X(k)=2 i k<l
cx.(k)={ ! “
0 poza tym.

Natomiast macierz przeptywéw pienig¢znych uwzgledniajaca swiadczenia ubez-
pieczeniowe ma postac

00 0
0 q O

C=|0 q 0] (28)
0 a_ O

W tym ubezpieczeniu strumien $wiadczef @, mozna traktowa¢ jak rente plat-

ng z dotu, gdy proces {X* (t)} jest w stanie 2.
Dla danej chwili k posta¢ macierzy Q" (k) jest nastepujaca:

qu (k) q,(k)  g5(k)
Q*(k)=Qk) = g (k) gy (k)  gyy(k)
0 0 1

Przyklad 2 (ubezpieczenie na zycie i dozycie + RUP)

Rozpatrzmy ubezpieczenie na zycie i dozycie polaczone z ubezpieczeniem od
ryzyka utraty pracy. W tego typu ubezpieczeniu RUP jest ubezpieczeniem dodat-
kowym (opcja) opisanym w przykladzie 1. W razie $mierci ubezpieczonego firma
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ubezpieczeniowa wyptaca osobie uprawnionej okreslona sumg ubezpieczenia.
Niech b,,, oznacza jednorazowe swiadczenie placone w momencie k+1, jezeli

ubezpieczony umart w okresie [k,k +1) . Dodatkowo, jezeli ubezpieczony dozyje do
konca okresu ubezpieczenia, to w chwili n ubezpieczyciel wyplaca mu kwotg e, .
Zauwazmy, ze b, jest przeplywem pienigznym typu c; (k), ale wysokosé
$wiadczenia z tytulu $mierci ubezpieczonego zalezy jedynie od momentu wyplaty
k +1, dlatego spetniony jest warunek Z0. Oznacza to, Ze ze stanu 3 nalezy wydzie-

li¢ stan 3" =3/ =3] . Mamy wigc N =3 i W =1, natomiast
(S*,T*)={{1,2,3+,3}, {(1,2);(2,1);(1,3"); (2,3+);(3+,3)}}'

W tym przykladzie ilustracja graficzna przestrzeni stanéw i mozliwych przejsé
mig¢dzy nimi jest rys. 2.

—>
(—

Rys. 2. Schemat przestrzeni stanéw i przej$¢ migdzy nimi dotyczacy ubezpieczenia na zycie
z opcja od ryzyka utraty pracy

Zrédto: opracowanie wiasne.

Dla takiego ubezpieczenia strumien przeplywdw pienigznych jest okreslony
nastgpujaco

a,_, dla X"(k)=2 oraz k<1
a,,+e, dla X (n)=2 oraz k=n
Cy (k) =By, dla X"(k+1)=3" oraz k<n
: dla X"(n)=1 oraz  k=n
0 poza tym.
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Natomiast macierz przeptywéw pienieznych ma postac

(0 0 0 0)
0 a b O
0 gq b, 0
C=l. . : s (29)
0 a,, b, 0
e, a,_ +e, b 0

n n

Ponadto macierz prawdopodobienstw przejs¢ w chwili k jest nast¢pujaca

qnk) qk) g,3(k) O
qia(k) gy (k) q(k) O
0 0 0 1
0 0 0 1

Q)=

Przyktady 1-2 opisuja jedynie strumienie ptatnosci zwiazane ze §wiadczeniami
ubezpieczeniowymi, ale c,. (k) moze réwniez uwzgledniaé przeptywy pienigzne

zwiazane ze sktadka ubezpieczeniowa, co zostalo pokazane w podpunkcie 4.2.
4.2. Skladka ubezpieczeniowa netto

Zgodnie z zasadami matematyki aktuarialnej (por. [2; 3; 15]) skladke netto wy-
znacza si¢ w taki sposéb, aby spetniona byla nastgpujaca réwnos¢:

E(sumy aktualnych wartosci skladek ) = E(sumy aktualnych wartosci $wiadczen) . (30)

Réwnanie (30) jest najprostsza zasadq wyznaczania skladki ubezpieczeniowe]
(jednorazowej lub okresowej) i jest nazywane réwnaniem wartosci skladek netto.
Po skorzystaniu z wniosku 1 oraz réwnania (30) otrzymuje si¢, ze jednorazowa
sktadka netto 7 dla danej umowy ma nast¢pujaca postal:

x = V'Diag(C,D"}S, a31)

gdzie C, jest macierza przeptywow pienigznych uwzgledniajaca jedynie swiad-
czenia ubezpieczeniowe.

Z réwnania (30) oraz wniosku 1 mozna réwniez wyznaczy¢ skladke o statej
wysokosci ptatna w sposéb okresowy. Niech p oznacza wysokos¢ okresowej
sktadki netto ptatnej z géry (np. na poczatku kazdego miesiaca) przez pierwszych
m okreséw, na jakie zostal podzielony okres ubezpieczenia. Wtedy p wyznacza
si¢ z nastepujacej rownosci
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V' Diag(C,,D" }S = V" Diag(C,D" s, (32)

gdzie macierz C,  zawiera jedynie skladki ubezpieczeniowe.

p,m
Jesli zatozy sig, ze sktadki ubezpieczeniowe placone sa jedynie wtedy, gdy pro-

ces {X ' (t)} jest w stanie 1, to otrzymuje sig

. p dla k=0,1,..,m-1,
| (k) = _ .
0 dla k=mm+1,..,n

Witedy, niezaleznie od typu ubezpieczenia, macierz C,,, przyjmuje nast¢puja-

ca posta¢:
(p O 0
p 0 0
Cm=|p 0 ... 0},
0 0 0
0 0 .. 0

gdzie liczba kolumn z samymi zerami dla ubezpieczenia RUP jest réwna 2, a dla
ubezpieczenia na zycie i dozycie + RUP jest réwna 3. Lewg strong réwnania (32)
przeksztalci¢ mozna w nastgpujacy sposéb:

V' Diag(C, D" )S = pV" Diag(C, ,D")S =

pm

= pV'diag ([ p,(©), p,(1),-.. p,(m=1),0,..,0] )$ =
= pV" [ p,(0), p(1),.... p,(m~1),0,...,0]"
i ostatecznie mamy nast¢pujaca réwnosé

V' Diag(C, D" )S=pV’ [I =30 W 1 JDI; : (33)

k=m
Po wstawieniu (33) do (32) otrzymuje si¢ wzor na stala skladke okresowa netto
V' Diag(C, D" )S

p= p -
\4 l:l - Z Ikﬂll}x}mf

k=m

(34)
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Zauwazmy, ze mianownik we wzorze (34) odpowiada wartosci aktuarialnej
jednostkowej renty pewnej platnej z gory.

W przykladzie 1 macierz C,, okreslona jest przez (28), a w przykladzie 2 — przez (29).

Réwnowaznym do réwnania wartosci sktadek netto (30) sposobem wyznacza-
nia sktadki jest zasada réwnowaznosci E(L) =0, gdzie L oznacza catkowita strate
ubezpieczyciela definiowana jako réznicg migdzy wartoscia obecng przyszlych
$wiadczen a zaktualizowang warto$cia przysztych skladek. Z finansowego punktu
widzenia przeptywy pienigzne c,. (k) moga by¢ wplata reprezentujaca wplyw do
funduszu lub wyptata, ktéra oznacza wyptyw kwoty pieni¢znej z funduszu. Ponie-
waz z punktu widzenia ubezpieczyciela L oznacza ewentualna strat¢ wynikajaca z
zawarcia umowy ubezpieczenia, wszystkie $wiadczenia sa wartosciami dodatnimi,
gdyz powigkszaja strat¢ ubezpieczyciela. Natomiast skladki zmniejszaja wielkos¢ L,
wigc sa ujemnymi warto$ciami. Zgodnie z wnioskiem 1 zasad¢ réwnowaznosci dla
polis wieloopcyjnych mozna okresli¢ w nastgpujacy sposéb:

V' Diag (CD" )S =0, (35)

gdzie macierz C jest okre$lona na podstawie strumienia skladek i $wiadczen wy-
nikajacych z warunkéw umowy ubezpieczenia. Wzér (35) moze by¢ wykorzystany
do wyznaczenia sktadki zaréwno jednorazowej, jak i okresowe;.

Przyktad 1 (kontynuacja)

Zakladamy, ze sktadka jednorazowa 7 ptacona jest z géry na poczatku okresu
ubezpieczenia. Wtedy wysokoé¢ sktadki 7 nalezy tak okresli¢, aby bylo spetnione
réwnanie (35), w ktérym macierz C okreslona jest nastg¢pujaco:

-z 0 0

0 a4 O

0 aq O
C= .

0 a4 O

0 a 0

Przyklad 2 (kontynuacja)
Zakladamy, ze skiadka ubezpieczeniowa w wysokosci P placona jest z gory

przez caly okres ubezpieczenia. Wtedy wysokos¢ sktadki P nalezy tak okresli¢,
aby spetnione byto réwnanie (35), w ktérym macierz C okreslona jest nastgpujaco:
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—p 0 0 0
-p a, b O
C= -P 4 .bz 0
_p au—2 bu—l O
e, a_+e b 0

n n

Do innych sposobdw wyznaczania jednorazowej skladki netto naleza zasada wa-

rancji #=E(Z,)+aVar(Z,) oraz zasada odchylenia standardowego 7 =E(Z,) +

+a.JVar(Z,), gdzie Z, oznacza zaktualizowana warto$¢ $wiadczen, a & — pewna

stata. Ponadto Var(Z,) =E(Z,,2 )—EZ(Z,,), a momenty zmiennej losowej Z, liczo-

ne sa na podstawie twierdzenia 1, przy zatozeniu, ze C=C, .

(1
(2]

3]
(4]

(5]
(6]
(71

(8]
9]

(10]
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A MATRIX REPRESENTATION OF MULTISTATE INSURANCE
WITH NON-HOMOGENOUS MARKOV CHAIN

Summary

A model for the cash value of a stream of future payments arising from a multistate insurance
contract is analyzed. A matrix form for formulas for the first two moments of the cash value of the
stream of future payments is derived. The complete theory is illustrated by the analysis of unemploy-
ment insurance.
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