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ADAPTACYJNA FILTRACJA W UBEZPIECZENIACH

1. Wstep

Problemy filtracji w odniesieniu do niegaussowskich ukltadéow byly rozwazane
m.in. w pracach BeneSa i Karatzasa, De Santisa, Germaniego i Raimondiego,
Haussmanna, Makowskiego, Sowersa i Makowskiego (por. [3; 7; 9; 14; 18]. Prob-
lemy filtracji dla niegaussowskich ukladéw, wyst¢pujacych w zagadnieniach ubez-
pieczeniowych, byty rozwazane w pracach De Jonga i Zehnwirtha, Malcolma, Jame-
na i Elliota, Zehnwirtha, w ksiazce Goovaertsa i innych (por. [6; 13; 21; 8]). Adapta-
cyjna filtracj¢ w tradycyjnym podejsciu mozna znalez¢ w ksigzkach Jazwinskiego
{101, Andersona i Moore’a, Beneviste’a, Metiviera i Prioureta (por. [10; 2; 4]), a dla
rozkladow niegaussowskich np. w pracy Laitonisa i Giannakopulosa [12].

W niniejszym artykule opieramy si¢ na wynikach dotyczacych filtracji w od-
niesieniu do niegaussowskich rozkltadéw zawartych w pracy Sowersa i Makow-
skiego (por. [18]). Usredniong adaptacyjng filtracj¢ mozna znalezé w pracach
Polyaka (por. [17]) dla nieskorelowanych szuméw oraz Yina i Zhu (por. [20]) dla
szuméw skorelowanych. Analiza zbieznosci filtru jest oméwiona w najnowsze;
pracy autoréw (por. [15]), gdzie uogdlniono rezultaty z pracy Sowersa i Makow-
skiego (por. [18]) oraz wykorzystano definicje Andersona i Moore’a (por. [1]) dla
zmiennych w czasie niegaussowskich uktadéw.
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2. Adaptacyjna usredniona filtracja

Rozwazmy stochastyczny proces {(X,, Y, )}e R" xR™, zdefiniowany dla ¢ € I,

gdzie I jest podzbiorem zbioru Z liczb catkowitych, tzn. ¢ oznacza dyskretne mo-
menty czasowe. Jeden krok czasowy moze oznaczaé rézne przedzialy czasowe, np.
rok, kwartal, miesiac itd.

Postawmy nastgpujacy problem: znajac realizacj¢ procesu {Y,:te I} do mo-
mentu se I, chcemy jak najdokladniej odtworzy¢ warto$é procesu {X, :te [ ] w
momencie s + u. Jesli u > 0, to powyzszy problem nazywa si¢ prognozowaniem, a
gdy u = 0 — filtracja.

Dla dowolnego momentu s € I szukamy wigc estymatora X ++u Zmiennej X

w postaci dowolnej funkcji od obserwowanej realizacji. W zagadnieniach filtracji
(dlau = 0) zmienna X, powinna byé mierzalna wzgledem o—ciata Y, , gdzie

S+

Y, =o{Y,:t<s,te ).

Wsréd estymatoréw nalezy wskaza¢ najlepszy, tzn. taki, dla ktérego wartos¢

E{(X.\-+u - XA.\-+u)(X.\~+u - XA.Hu)T]'

jest minimalna (gdzie T oznacza transponowanie).
W najprostszym przypadku dyskretnej liniowej filtracji Kalmana dany jest
uktad réwnan (por. np. Anderson i Moore [2], Jazwinski [10]).

Xl+l = ¢IXI +Vl’ (l)
Y =0X, tw, @

gdzie {(X,.Y,)}e R"xR" dlat € [1,,T], ®,e R™", ©, € R™". Ponadto v, w;

to odpowiednio wektory szumdéw wejsciowych i pomiarowych o wartosciach
oczekiwanych réwnych zeru i znanych macierzach kowariancji, ®, oznacza

znana macierz ukladu, ®, oznacza znana macierz (np. zawierajaca zera i je-
dynki; jedynke¢ mamy tam, gdzie nastapil pomiar, zero — gdzie nie nastapit). Ciag
{w,“, Wiyt oo Wis Vi oo v-,.] jest ciagiem niezaleznych zmiennych gaussow-

skich o znanych macierzach kowarianc;ji
E{vv/}=R (). E{v}=0, 3)

E{w, w{}=R,(t), E{w,}=0, te[t,T]. (4)
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Zmienna X, ma réwniez rozklad gaussowski o znanej wartosci oczekiwanej
E {X ,n} =m 1 macierzy kowariancji
E{(x, -m)(x, -7} =R =R, ®

przy czym X, nie zalezy od {v,, w,:s,t€ [to, T]} Macierz R,(t) jest dodatnio

okreslona.
Wprowadzmy oznaczenia:

XAIlle{XIIYI}’ Xrl:—l:E{XIIYt—I]’ (6
Sr|r = {(Xl - 21]1)()(1 - XA:|:)T|Y1}’ @)
Slll—l=E{(X Xt[t 1)(Xl _)21|1—1)T| Yl—l}’ ®)

Wiadomo (por. [2; 10]), ze dla gaussowskiego problemu filtracji Kalmana es-
tymator procesu X, jest wyliczany z nastgpujacego uktadu réwnan:

=@ Xlll 1 +KI(YI_®I Xr|/—l)’ ©)

l+l|t

Xy =E{X,}=m,

gdzie
- -1
K =®,5,,0/ 0,5, 6l +R ()], T>r2, (10)
- -1 -
X| rlr 1 Slll IGT[G) Slll 1 ®T+R2(t)j| (Y;—G)Xlll l) (an
-1
Sz|x = Slll—l - Slll—] ®1T [Gr Srlr—l ®1T + R2 (t):l ®I Sm—l (12)

z warunkiem poczatkowym So|—| =R, . Macierz K, jest tzw. macierza zysku Kal-

mana.
Ze wzoréw (9)-(12) widaé, ze gdy zmienimy nieco nasze zadanie (ze wzglg-
déw rachunkowych) i poszukujemy informacji o X, na podstawie pomiaréw doko-
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nanych do chwili -1, to faktycznie otrzymujemy rozwiazanie zadania jedno-
krokowego prognozowania.

Do zdefiniowania problemu adaptacyjnej filtracji okreslamy tzw. przewidywa-
ne reszty (precyzyjniej, przewidywana wartos¢ btedu reszty):

r(t+1)) =Y, —E{Y,,|Y,} =Y, -0, X,.. (13)

Korekta estymatora stanu bedzie proporcjonalna do przewidywanych reszt, a
stala proporcjonalnosci jest zyskiem Kalmana. Adaptacyjna filtracja jest adapta-
cyjna w nastgpujacym sensie: jak dlugo estymatory reszt nie przekraczaja swojej
wariancji, wejSciowy szum réwna si¢ zeru i filtr dziata satysfakcjonujaco. Gdy es-
tymatory reszt sa wigksze od ich wariancji, wéwczas filtr jest rozbiezny. Zamiast
dyskutowaé o réznicach pomigdzy prognozowanymi wartosciami stanu ukfadu a
ich pomiarami dokonanymi pézniej, proponujemy uwzgledniac ich réznice w rze-
czywistym czasie wykonywania obliczen i pozwoli¢ im wptywac na okreslenie od-
powiedniego szumu.

W tej pracy wykorzystujemy procedure adaptacyjna zaprezentowana przez
Yina i Zhu (por. [20]) dotyczacq skorelowanych szuméw oraz procedurg Polyaka (por.
[17]) dla nieskorelowanych szuméw. Jak widaé z przykladéw zaprezentowanych
przez Yina i Zhu (1992), procedura usredniajaca daje asymptotycznie lepszy
wskaZnik zbieznosci niz klasyczna metoda adaptacyjna. Mianowicie: do formuly

definiujacej estymator X ,+; dodajemy tzw. usredniajacy estymator:

= 1 n = n =
X X.+X — X +—X =
n+l = +1|:Z n+l} n+l n n+1 n+l (14)

’

X

<
<

_ 1
— Ay T +1 nt n+l

—

n+

gdzie X oznacza srednia.

3. Model kolektywnego ryzyka

W modelu ryzyka kolektywnego badamy rozktad liczby szkéd i wartosei (wy-
sokosci) szkéd X, i =1, 2, ..., N(1), oraz catkowita wyptate S(¢):

S(=X+X,+.c+ Xy (15)

gdzie N(z) okresla liczbg szkdd w okresie [to ,T]; zakladamy, ze jest to zmienna

losowa o rozkladzie Poissona [1(4), a X;, i = 1, 2, ..., N(¢) sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o takich samych rozktadach (bgdziemy je oznaczaé przez X), np.
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Weibulla, Pareto (ktéry dopuszcza katastroficzne roszczenia), logarytmiczno-nor-
malny lub Burra. W niniejszej pracy bedziemy rozpatrywac rozktady Weibulla.

Zakladamy ponadto, ze wszystkie zmienne N (¢), X, (¢), X, (¢), ..., Xy (1) sa

wzajemnie niezalezne. Zakladamy losowe momenty pojawiania si¢ szkdd i losowa
wysokos¢ szkéd. Prawdopodobienstwo pojawiania si¢ duzych szkéd nie jest zanie-
dbywane, dlatego rozpatruje si¢ powyzsze rozktady o tzw. cigzkich ogonach.

Przypomnijmy podstawowe charakterystyki interesujacego nas rozktadu Wei-
bulla (&, ¢) [11] z gestoécia prawdopodobiefistwa o postaci:

fx (x)=cax exp{—ax"} dla x>0,0<c<1,0<a (16)

Ma on odpowiednio warto$¢ oczekiwana i wariancjg¢ réwna:
s 1
E{X}a c r(1+—) dla 0<c<l1, (17
c

V{X}=($)%[r(1+%)—(r(1+3]2] dla 0<c<l. (18)

Po skorzystaniu z typowych wlasnosci warunkowe]j wartosci oczekiwanej wy-
liczamy dla S() (por. [16]):

E{s()}=E{E{s(1)|N (1))} = E{N (s) E{x}} =

=E{X}E{N(1)}=pE{N(1)}.

v{s@)=v{v{s@IN}}+V{E{s)|N(1)}}=
=E{N()V{X}}+V{E{X}N(r)}=
=B[NV {x}+ (B VN ()} =

=’ V{N()}+ £V {N (1)},

(19)

(20)

gdzie E{X}=u oraz V{X}=0".
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4. Filtracja w ubezpieczeniach

Rozwazmy ponownie model (1)-(2). Chcemy znaleZ¢ estymator wektora
{X ,itE 1] metoda najmniejszych kwadratéw (por. [8, s. 260]). Zastosujemy ten

model do prognozowania liczby wyptat oraz jako drugie zadanie — do prognozo-
wania catkowitej wyptaty w modelu kolektywnego ryzyka. Pokazemy, jak otrzy-

ma¢ macierze ®,1 ©, dla obydwu modeli (dla N(r) i §(¢), oddzielnie).

Krok 1°. Konstruujemy dwa wektory obserwacji Y: dla liczby wyptat N(t) o
rozkladzie Poissona oraz osobno dla catkowitych wyptat S(t) o rozkladzie Wei-
bulla. Zmienne N(t) i S(r) bedziemy oznacza¢ wspélnym symbolem Y, .

Rozwazymy szczegélny przypadek, czyli nastgpujace réwnanie, z ktérego
utworzymy réwnanie obserwacji (2) (por. [8]):

Y,=/1(t)+uj(t), j=1..t (21)
poniewaz

E[Y,]=4(e). (22)

dla rozktadu Poissona, gdzie A oznacza parametr Poissona.
Dla catkowitych wyplat tworzymy analogicznie réwnanie obserwacji, ale za-
miast ze wzoru (22), skorzystamy ze wzoréw (17) i (19) na wartos¢ oczekiwana

S() dla rozktadu Weibulla zmiennych losowych X, (¢) i przyjmiemy

E[X,]=a(t)j:)l“(l+$} (23)

Aby zapisa¢ réwnanie (2) filtracji na obserwacjg, tj.
Y; = ®I XI + ul ?

w przypadku liczby wyptat N (¢), modelujemy wektor A(¢) jako ©, X,, gdzie ©,

jest znang zalezng od czasu macierza (tzn. zawierajaca zera i jedynki; zob. pkt 2),
natomiast X, jest poszukiwanym wektorem.

Dla catkowitych wyplat analogicznie tworzymy réwnanie obserwacji, ale za-
miast A(t ) rozwazamy odpowiednig warto$¢ oczekiwana,

Krok 2°. Tworzymy réwnania stanu postaci (1) oddzielnie dla N(t) idla S(¢).
Opiszemy teraz, jak uzyska¢ macierze 9, .
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W przypadku liczby wyptat N(r) bierzemy nastepujace wartosci: dla kazdego

kwartalu wyplacania odszkodowan uaktualniamy wielomian interpolacyjny New-
tona odpowiedniego rzedu (zaleznie od liczby rozpatrywanych kwartaléw) prze-

chodzacy przez punkty (r;, N(¢;)) dla i=0,..., k dla k kwartaléw. Otrzymujemy

AN (1) t-t, +A2N(to) (1~1)(t~1)

N(t)=Nlt, )+ +..+
(r)=N{) At 1! Af? 2! 24)
+AkN(t0) (’—’0)(t_t1)-'-(t_tk-|)
At k! ’
gdzie
k k
k —
A N(t)—N(t+kh)—[1]N[t+(k—1)h]+(2)N[t+(k—2)h:|+...+
k
o e
k
oraz h=At.
Dla catkowitych wyptat tworzymy réwnanie stanu, zaktadajac, ze
5
S()=ay (1) + 2@ (1) £i(1). (25)
i=l

gdzie f,(t),... fs(¢) oznaczaja odpowiednio wskaznik monitorowania dzia-
talnosci towarzystwa ubezpieczeniowego, wskaznik zabezpieczenia wyplat od-
szkodowan, wskaznik ptacenia zobowiazan (w dniach), wspétczynnik szkodowosci
na udziale wlasnym oraz kapitaly wtasne do funduszu ubezpieczeniowego. Para-
metry: &, (t), & (t), ..., (t) zostaly wyliczone za pomoca modelu regresji wielo-
krotnej w pakiecie komputerowym STATGRAPHICS. Odpowiednie wartosci dla
£i(1)s ..., £5(t) sazadane w zbiorze danych dla modelu.

5. Trojkat wyptat

Tréjkat wyptat (run-off triangle) tworzy si¢ w celu wyliczenia przysztych wy-
ptat. Stosujemy go do oceny i szacowania wynikéw IBNR (incurred but not repor-
ted — poniesionych, lecz nie udokumentowanych). Na osi pionowej znajduje sig rok
poczatkowy (tworzacy fakty), a na poziomej osi pojawiaja si¢ lata udokumentowa-
nych wyptat. Prowadzi to do wyliczenia nieskumulowanych lub skumulowanych
wartosci tréjkata, pod warunkiem Ze znamy np. procentowy prognozowany rozktad
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udokumentowania wyptat. Chcemy wigc dokonaé prognozy wysokosci catkowi-
tych wyplat S(#), ktére mialyby miejsce w nastgpnych miesiacach, kwartatach czy
tez latach (w zaleznosci od przyjetego kroku czasowego). Zaggszczenie momentéw
obserwacji daje dokladniejszy obraz badanego obiektu, natomiast w oficjalnych
statystykach, np. w instytucjach sprawujacych nadzdér ubezpieczeniowy w danym
kraju, dane sa gromadzone w ujgciu kwartalnym i rocznym. Najbardziej popularny
w porownaniach jest okres roczny. Dalej, w celu ustalenia uwagi, przyjmiemy
roczny interwat czasu.

Zatézmy, ze mamy dane wysokosci calkowitych wyplat ubezpieczyciela, ktére
pojawialy sie w latach 1, 2, ..., t oraz w tych latach byly udokumentowane. Budu-
jemy nastepujacy trdjkat dla wysokosci wyplaty §,. Zwykle wartodci §; dla
Jj+s5<t+1 sa obserwowane, podczas gdy pozostale wartosci sa przewidywane.
Mozna zbudowac podobny tréjkat dotyczacy liczby roszczen:

Trojkat wyplat obserwowanych wartosci S(¢)

Rok wystapienia Rok zaobserwowania lub prognozowania
1 2 t-1 t

1 5 512 S1mt 51,

2 $21 S22 52,411

T 5,

7l

Poszczegblne elementy §;, oznaczaja wysokos¢ wyplat, kt6re pojawily si¢ w roku

poczatkowym j. Rok s jest kolejnym rokiem, dla ktérego roszczenia z roku j sa udo-
kumentowane lub prognozowane (jest on rokiem kalendarzowym j + s — 1) dlaj, s =
1, 2, ...; zostaly one udokumentowane w roku j + s — 1 < r. Przykladowo pierwsza ko-
lumna oznacza roszczenia, ktére zostaly w pelni udokumentowane i wyptacone przed
koficem roku pojawienia si¢ straty. W rozwiazaniach modelowych uwzgledniamy na-
turalne opdznienia o jeden lub kilka okreséw, a konstruujemy tréjkat rozchodéw ze
wzgledu na to, ze sytuacje rynkowe ubezpieczen charakteryzuja si¢ réznorodnoscig w
procesie realizacji roszczen. Tréjkat pozwala na wylonienie tych réznorodnosci. Wyli-
czamy tréjkat wyptat dla prognozowanych wysokosci wyplat na lata 1998-2002, gdyz
tylko dla tego okresu mielismy odpowiednie dane.

6. Niegaussowska filtracja

Filtr Kalmana dany wzorem (9), rozwazany w poprzednim punkcie, jest filtrem o
minimalnej wariancji, niezaleznie od tego, czy wystepujace zmienne losowe sa gaus-
sowskie (por. [2, § 3.2]). Byle tylko wystgpujace rozktady byly catkowicie opisane
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przez swoje pierwsze i drugie momenty. W przypadku odst¢pstw od rozktadu gaus-
sowskiego wyprowadzone wzory (9)-(12) sa dalej stuszne, ale daja one niepelng in-
formacje o wyzszych momentach rozkladu prawdopodobienstwa stanu uktadu, nie
pozwalajac wnioskowac¢ o funkcjach gestosci rozktadu prawdopodobienstwa.

Gestosé rozktadu prawdopodobienstwa warunkowego p x|y ( x| y), jesli war-

tos¢ y jest ustalona, a x jest zmienng, zawiera pelna informacje o X, wynikajaca z
tego, ze Y = y. Poniewaz jest to funkcja, a nie pojedyncza liczba rzeczywista, po-
wstaje pytanie, czy nie byloby lepiej, tracac czg$¢ informacji, przyja¢ prostsza cha-
rakterystyke niz funkcja, np. przyjmujac pojedyncza estymat¢ wartosci przyjmo-
wanej przez X przy Y = y. Uzyteczna okazuje si¢ w takich sytuacjach tzw. estymata
o minimalnej wariancji.

Przez x oznaczmy estymate wartosci przyjmowane] przez X, wiedzgc, ze Y =
y. Zdefiniujemy estymate¢ ( X) o minimalnej wariancji jako taka, dla ktérej zachodzi
nieré6wnosc:

EfJx -3 [r =y} < E{|x ~2’|r = »} 26)

dla wszystkich wektoréw z okres$lonych na podstawie y.

Oczywiscie, w przypadku rozktadéw niegaussowskich moga istnie¢ estymatory
nieliniowe lepsze niz filtr Kalmana (liniowy). Dopuszcza si¢ takze ogélniejsze za-
lozenie o szumach wejsciowym i wyjsciowym oraz to, Ze moga one by¢ skorelo-
wane. Mozemy uzywaé réznych metod do rozwazania skorelowanych gaussow-
skich szuméw.

Autorzy w pracy [15] uogdlniaja twierdzenie Sowersa 1 Makowskiego (por. [18]),
ktére méwi, ze przy pewnych zatozeniach, dla niegaussowskich rozktadéw F, réz-
nica migdzy bledem prognozy otrzymanej metoda filtru Kalmana i filtru o mini-
malnej wariancji dazy do zera niezaleznie od F, gdy t — o . Oznacza to, ze filtr
Kalmana zastosowany w punkcie 4 réwniez prowadzi do rozwiazania problemu.

Przepiszmy uktad (1)-(2) w postaci:

Xin= q)(tk+l ’tk)Xk T Ves (27)

Yo =0, )X, +w,, (28)

dlak=0,1,2,..
Zdefiniuymy (por. [10, s. 231-232]) tzw. macierz informacyjna dla ukfadu (27)-(28)

=

p(k,1) =Z (i,k)OT (i)R;i®(i) F(i,k) (29)

i tzw. macierz sterujaca dla uktadu (27)-(28)
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bl

#(k,0)= S F(ki+1)R,,,, (I)FT (k,i+1). (30)

i

1}
(=]

gdzie F(i,k) oznacza macierz przejscia dla zmodyfikowanego réwnania (27), bez

szumu wejsciowego (por. [10, s. 231-232]).

Korzystajac z powyzszych definicji, mozemy uogélni¢ w odniesieniu do ukla-
déw zmiennych w czasie nastgpujace definicje stabilizowalnosci i wykrywalnosci
(zob. [1; 10]), ktére beda potrzebne w twierdzeniu 1.

Definicja 1 [5, § 3.4]

Para macierzy (F;G), gdzie Fe R™™ i Ge R™ jest stabilizujaca, jesli ist-
nieje macierz Ke R™", taka ze wartosci wlasne macierzy F — GK leza wewnatrz
zbioru { Z :| z|<1}, gdzie ze C (C - zbidr liczb zespolonych). Méwimy, ze para
macierzy (H ; F) jest wykrywalna, jesli para (HT; FT) jest stabilizujaca.

Mozna sformulowaé nast¢pujace twierdzenie.
Twierdzenie 1 [15]

Zat6zmy, ze stan poczatkowy X, ma rozktad F, ktéry posiada skoficzony

pierwszy i drugi moment odpowiednio u oraz o2, jest catkowalny z kwadratem i
jest niezalezny od skorelowanych szuméw v; oraz wy, spetniajacych odpowiednie
warunki. Macierze kowariancji oraz ¢ sa dodatnio okreslone. Para macierzy
(®,,0,), wystepujaca w réwnaniach (27) i (28), jest wykrywalna, a para

(®,. ©,) jest stabilizujaca, gdzie

(Sl = (b, - F F —IG), ? (:), = sz - le,r‘“,_ll—‘um (31)

me— w

r I
dlaT= [I" Y r"w) (T jest macierza korelacji).

wy w

Waéweczas dla
ol ieF).
gdzie X ,0 oznacza estymat¢ o minimalnej wariancji i }2,'( oznacza estymat¢ Kal-
mana, mozna scharakteryzowac granice ciagu bledéw:
limg =0, przy t — oo, (33)
Mozna zauwazy¢, ze spetniona jest zaleznos¢:

¢ =¢((®,.9,.T),F).
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7. Obliczenia numeryczne

W punkcie tym przedstawiono obliczenia numeryczne potwierdzajace otrzy-
mane rezultaty teoretyczne. Rozwiazujemy problem adaptacyjn9ej filtracji catko-
witych wyplat dla danych kwartalnych dotyczacych wyptat ubezpieczenia auroca-
sco w Polsce z okresu 31 marca 1996 r.-30 czerwca 2004 1. (tab. 1). Dane otrzy-
mano z Komisji Nadzoru Ubezpieczen i Funduszy Emerytalnych (KNUIFE). Dane
otrzymane z KNUIFE sa sumaryczne dla ok. 60 towarzystw ubezpieczeniowych
dzialajacych w Polsce, wigc — w konsekwencji — prezentowane wyniki bardziej do-
tycza sektora. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze prezentowana metoda, przy zastosowa-
niu danych dotyczacych kazdego towarzystwa oddzielnie, moze by¢ wykorzysty-
wana do prognozowania na poziomie towarzystwa ubezpieczeniowego.

Tabela 1. Dane dotyczace wysokosci catkowitych wyplat S(¢)

31 marca 1999 | 30 czerwca 1999 | 30 wrzeénia 1999 31 grudnia 1999 | 31 marca 2000
Data I 2 3 4 5
Sm(r) 6637127455 | 12854811973 | 19521575958 | 27041762862 | B126106964
S 600468 688,0 | 2009 190609,6 | 2360709330,7 | 3478274 874,4 | 1108707 692,7
Sm(t) - ) 632440574 | 7237094123 | 4085517349 | 7740985883 [ —296 096 996,3
30 czerwca 2000 | 30 wrzesnia 2000{ 31 grudnia2000 | 31 marca 2001 | 30 czerwca 2001
Data 6 7 8 9 10
Sm(r) 15445970794 | 2297557645,2 | 3088 174550,6 | 7824582083 | 15049124210
SO 2322766757,8 | 29537375749 | 4278891 647,0 | 1294462 813,5 | 2308 4367900
Sm(t)—=Sfe) | 7781696784 | —656179929,7 | -11907170964 | 5120046052 | —803 524 369,0
D 30 wrzednia 2001 | 31 grudnia 2001 | 31 marca 2002 | 30 czerwca 2002 | 30 wrzesnia 2002
ata

11 12 13 14 15
Sm(r) 22213396749 | 29742218328 | 7824582083 | 1504912421,0 | 22213396749
S 26896911282 | 3570910768,6 | 9747461129 | 1608 565560,5 | 25792141334
Sm()—Sfly | 4683514533 | 5966889358 | —192287904,5 | -103653139,5| —357 8744585
Data 31 grudnia 2002 | 31 marca 2003 | 30 czerwca 2003 | 30 wrzesnia 2003 | 31 grudnia 2003

16 17 18 19 20
Sm(r) 29742218328 | 7886637723 | 1498511633,8 [ 2218786352,5 | 2984 205 999,5
SfiH 29218016963 | 850442333,1 | 2221692458,7 | 2075773 888,9 | 2912862247,0
Sm(t) — Sfn) 52420136,5 [ 617785608 | -723180824,9 | 143012463,6 713437525
Data 31 marca 2004 | 30 kwietnia 2004

21 22
Sm() 825581 889,7 | 1576469 068,0
SR 1205 185454,6 | 1538701 354,7
Sm(t) = SRy | =379 603 564,8 377677133

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie danych KNUIFE.

Dwanascie pierwszych obserwacji (31 marca 1996 r.-31 grudnia 1998 r.) zosta-
to wykorzystanych do obliczen tzw. statystyk poczatkowych (m, R, 1 R,(1)). Z tego

wzgledu prognozy rozpoczynaja sie od daty 31 marca 1999 r.
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Na wykresach zaprezentowanych na rys. 2-3 przedstawiono zmierzone wysokosci
wyptat Sm(t), prognozowane wysokosci wyplat Sf(¢) oraz réznice Sm(r)—Sf(¢),
Wartosci na osiach pionowych wykreséw sa wyrazone w tysiacach zlotych.
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1 000 000 000 A

500000 000 49—
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Sft) —eo—— Sm(t) —e—
Rys. 1. Wysoko$¢ catkowitych wyplat — zmierzona Sm(¢) i prognozowana Sf(r)

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Zrédto: opracowanie wlasne.
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Ponadto zostat wyznaczony tréjkat wyplat (run-off triangle) S(r) na podstawie
znajomosci procentowego rozktadu wysokosci udokumentowanych wyptat kwar-
talnych w latach 1999-2003.

Troéjkat (run-off triangle) catkowitych wyplat S(¢)

0 1 2 3 4
1999 6755535344,8 15528606758 2492349833 176 576 649,2 92935079
2000 87040414174 19845896934 661174428 15996 155,5
2001 7735944 226,7 17774029704 55235 608,4
2002 6408446411,7 1506110213,8
2003 6492 950982,2

8. Podsumowanie

W ksiazce Goovaertsa i innych (por. [8]) podano wiele przykladéw, z ktérych
wynika, ze stosujac zlozone metody iloSciowe, mozemy prognozowaé rézne wielko-
sci wystepujace w ubezpieczeniach. Zastosowalismy metodg filtru Kalmana do pro-
gnozy wysokosci wyplat w kolejnych kwartatach dla szkéd podlegajacych ubezpie-
czeniu autocasco. W wyniku zastosowania tej metody otrzymali$my zadowalajace
rezultaty, tzn. zmniejszajace si¢ w kolejnych krokach réznice Sm(t)—Sf(t) pomig-
dzy prognoza a pézniejszym pomiarem, co jest widoczne na przedstawionych wy-
kresach. Zaproponowana metoda usredniajacej procedury adaptacyjnej pozwala
przewidzie¢ nie tylko wysokos¢ catkowitej wyplaty i liczb¢ roszczen dla wartosci
skumulowanych i nieskumulowanych, ale takze ,koszty palace” (czyli catkowite
wyplaty podzielone przez wielkos¢ sktadek), wyplaty przekraczajace rezerwy ubez-
pieczyciela czy tez procent sfinansowanych wyplat odszkodowan w stosunku do
zgloszonych roszczef, strukture portfela lub wysokosé sktadki.

Nasze zbiory danych nie byly zbyt liczne ze wzgledu na krétki okres funk-
cjonowania w Polsce gospodarki rynkowej. Na podstawie zaproponowanej me-
tody, wykorzystujac dostgpne dane, mozna sformutowaé pewne wnioski doty-
czace realizacji ryzyka w ubezpieczeniach. Prezentowana metoda pozwala na
interesujaca od strony portfelowej analiz¢, m.in. umozliwia identyfikacj¢ tren-
déw, a tym samym wychwycenie sezonowosci analizowanych rodzajéw ryzyka
w ubezpieczeniach gospodarczych.

Niniejsza pracg¢ autorzy traktuja jako poczatek szerszych badan nad wypraco-
waniem systemu prognozowania na rynku ubezpieczeniowym. Przedstawione wy-
niki dotycza jedynie malego obszaru, jednak stosowane narzgdzia moga by¢ wyko-
rzystywane w procesie prognozowania realizacji réznego rodzaju ryzyka charakte-
rystycznego dla ubezpieczen gospodarczych.
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ADAPTIVE FILTERING ANALYSIS IN INSURANCE

Summary

We apply the so-called Kalman filter technique to predict the number of claims for future periods

and the total claim payments in the collective risk model in insurance problems. The methods, based
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on adaptive linear discrete filtration and its averaging procedure, were examined for the probability
distributions appearing in insurance.

We have used the method to predict the loss reserving in automobile insurance for the next suc-
cessive quarters. We get a satisfactory result.

The method proposed here allows us to predict and control not only the claim amounts and num-
bers of claims using the absolute or cumulative values but also the loss ratios, the burning costs, the
level of the reserves for unpaid compensations, the level of the catastrophic reserves or premiums.
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