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1. Wstep

W przypadku ryzyka katastrofalnego najczgsciej ma zastosowanie reasekuracja
nieproporcjonalna. Duze szkody wystgpuja nieregularnie i stosunkowo rzadko, stano-
wia jednak duze zagrozenie dla gospodarki finansowej zaréwno cedenta, jak i reaseku-
ratora. To utrudnia badanie m.in. czgstosci ich wystgpowania oraz wysokosci szkody
na podstawie obserwacji danych z przesziosci. Opieranie si¢ gtéwnie na obserwacji
szkdd, ktore wystapily w przesztosci, w odniesieniu do szkéd katastrofalnych moze
prowadzi¢ do blednych wnioskéw. Nie jest to metoda wiarygodna i godna zaufania.
Do ustalenia warstw, ktére ma pokry¢ w danej szkodzie katastrofalnej reasekurator, ma
on tylko mozliwo$¢ wykorzystania wiedzy o nielicznych lub podobnych przypadkach
wystepujacych w przesztosci. Model Pareto, podobnie jak inne modele statystyczne,
stanowi uogélnienie i uproszczenie rzeczywistych wartosci i ze wzgledu na t¢ wiasci-
wos¢ ma zastosowanie w szacowaniu wielu wartosci w reasekuracji nieproporcjonalnej
— przede wszystkim w umowach reasekuracji nadwyzki szkéd (tzw. XL).

2. Charakterystyka rozkladu Pareto

Nalezy najpierw poda¢ podstawowe cechy charakteryzujace dany rozkiad sta-
tystyczny. Zatem zmienna losowa X (okreslajaca wysokos¢ szkody) ma rozklad Pa-
reto wéweczas, gdy jest opisana przez nastepujacg funkcje gestosci:

aA®
f (x) = (1)
+x)

gdzie: x>0, a>0i A>0.
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Parametr o to parametr Pareto, natomiast parametr Ato stata, powyzej ktérej
rozwazane sa wartosci zmiennych losowych!. Na podstawie funkcji prawdopodo-
bienstwa mozna wnioskowaé, ze im wigksza jest wartos¢ powstalej szkody, tym
mniejsze jest prawdopodobienstwo jej zajscia.

Parametr & moze by¢ wyznaczony za pomoca wzoru:

a=—2 - n , 2)

iln% i]nx,. -n-Inl
i=1 i=l

gdzie: n — liczba szkéd przekraczajacych wartosé 4,
x; — wartosc¢ i-tej szkody.

Oszacowana w ten sposéb warto$¢ parametru Pareto nazywana jest najbardziej
prawdopodobnym oszacowaniem (maximum likelihood estimation). Warto$¢ oma-
wianego parametru przyjmuje rézne wartosci w zaleznosci od rodzaju szkéd?, przy
czym na podstawie obserwacji mozna dostrzec zalezno$¢, ze im wigksza ,,dotkli-
wos¢” szkéd, tym blizszy zeru jest parametr ¢. Wartosci parametru Pareto dla przy-
ktadowych rodzajéw ryzyka przedstawia tab. 1.

Tabela 1. Przykladowe wielkosci parametru Pareto a. dla réznych rodzajéw ryzyka

Warto$¢ parametru Paretto Ryzyko

a=0,6 trzgsienie ziemi

a=0,8 sztorm, grad

a=1,2 ryzyko og6lne

a=14 ryzyko zwyczajne (domy, mieszkania)

a=1,6 ryzyko handlowe (male i $rednie)

a=1.8 ryzyko przemystowe ($rednie)

a=2,0 ryzyko przemystowe (duze)

a=1,8:20 OC komunikacyjne (dla niskich layeréw)

a=2,0:3,0 OC komunikacyjne (dla wysokich layer6w)
Zrédio: [1].

Waznymi miarami statystycznymi charakteryzujacymi rozklad sa wartos¢
oczekiwana oraz wariancja. Warto$¢ oczekiwana, ktéra mozna okresli¢ jako ,,prze-
cietng’ wartosé zmiennej losowe;j, okreslona jest wzorem:

E()=—2—, jesli a>l. 3)
a-1

! Stala A musi by¢ mniejsza od priorytetu, czyli gémej granicy odpowiedzialnosci cedenta w szkodzie.
2 Na przykiad dla szkéd ogniowych waha si¢ migdzy 1 i 2, dla szkéd katastrofalnych (wichury,
trzgsienia ziemi itp.) oscyluje wokét 1, ale moze by¢ tez znacznie nizsza (pomig¢dzy 0 1).
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Wariancja opisuje stopien rozproszenia zmiennych losowych od wartosci ocze-
kiwanej i jest wyznaczona za pomoca réwnania:

a- A
(@-1)*-(a-2)
Dla a < 1 warto$¢ oczekiwana jest nieskoficzona. Dla @ < 2 wariancja nie ist-
nigje [2, s. 142].

W celu dalszej analizy rozwazmy rozktad wysokosci duzych szkéd. Graficznie
przedstawia to rys. 1.

Var(X) = , jeslia >2. 4)

Liczba szkéd
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Wielkos¢ szkéd

Rys. 1. Rozktad szkéd z trzech lat — rozpigtod¢ przedziatéw klasowych: 30 000

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rozpigtos¢ przedzialéw mozna ustalaé dowolnie wedtug potrzeb, np. co 15 000.
Wowczas rozklad szkéd przedstawia si¢ nastgpujaco:

Tabela 2. Szkody rozmieszczone w przedziatach klasowych — rozpigto$¢ przedziatéw klasowych: 15 000

Przedzial Liczba szkéd Przedziat Liczba szkéd
50 000+64 999 8 125 000139 999 2
65 000+79 999 0 140 000+-154 999 0
80 000+94 999 3 155 000169 999 0
95 000+109 999 3 170 000184 999 2
110 000+124 999 1 185 000200 000 0

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Istnieje lepsza — wykluczajaca dowolnos¢ wyboru rozpigtosci przedzialu kla-
sowego — metoda prezentacji danych. Polega ona na uporzadkowaniu szkéd we-
dlug wielkosci, w kolejnosci od najmniejszej do najwigkszej (tzn. narastajaco).
Graficznie przedstawia to rys. 3.
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Rys. 2. Rozklad szkéd z trzech lat — rozpigtos¢ przedzialéw klasowych: 15 000

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Numer szkody

n

0 20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000 160000 180000
Wielkos¢ szkody
Rys. 3. Rozklad szkéd w porzadku narastajacym
Zr6dto: opracowanie whasne.
Z tak przedstawionego wykresu mozna odczytal, ile szk6d wystapilo danej

wielkosci lub jej nie przekraczajacych. Przykladowo — 13 szkdéd (co stanowi
68,42% wszystkich szkdd) przyjeto wartosé do 100 000.
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Aby obliczy¢ skladke dla uméw reasekuracji nieproporcjonalnej nadwyzki
szkdd oraz skorzystaé z zalozenia, ze dane sa pojedyncze szkody z pewnego okre-
su, nalezy ograniczyé rozwazania do szkéd przewyzszajacych pewien ,,punkt ob-
serwacyjny” (oznaczmy go ¢ — w tym przypadku jest to 50 000). W naszych roz-
wazaniach punkt ten jest réwny dolnej granicy layera (warstwy), dla ktérego liczo-
na jest skladka reasekuracyjna3. Woéwczas funkcja gestosci dla rozkladu szkdd
przybiera postac:

flx) =L 5)
c

gdzie: ¢ — punkt obserwacyjny (priorytet),
a — parametr Pareto.
Z kolei dystrybuant¢ modelu Pareto po uwzglednieniu ,,punktu obserwacyjne-
go” ¢ przedstawia formula:

P)= [ L =1-(<] ©

Interpretacja dystrybuanty sprowadza si¢ do tego, ze wyraza ona prawdopodo-
bienstwo, ze wartos¢ szkody X nie przekroczy wartosci x. Zatem jest to prawdopo-
dobienstwo, ze wielko$¢ szkody jest mniejsza lub réwna x. Mozna wigc zapisaé:

F(x)=P(X Sx)=l—(£)a. (7)

X

Istotnymi miarami statystycznymi kazdego rozkladu s warto$¢ oczekiwana
oraz wariancja (wzglednie odchylenie standardowe). Wartos¢ oczekiwana przed-
stawia Srednig warto$¢ szkody wyzszej od ¢ i jest opisana wzorem:

a

E(x):Tx~f(x)dx=Tx.aail dr=c -2 dlaa>1. @)

X a-1

4

Dla a < 1 warto$¢ oczekiwana modelu Pareto jest nieoznaczona.
Natomiast wariancja omawianego rozktadu ma postac:

a

, jeslia>2. (9)

W praktyce wykorzystuje si¢ odchylenie standardowe liczone jako pierwiastek
kwadratowy z wariancji. Miara ta wskazuje, o ile $rednio r6znia si¢ rozmiary szkdd
od sredniej szkody liczonej jako wartos¢ oczekiwana.

3 Oznacza to, ze ,,punkt obserwacyjny” c to priorytet, powyzej ktérego rozpoczyna si¢ odpowie-
dzialnosé reasekuratora w wyplacie odszkodowania.
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Rys. 4. Nieograniczony i skrécony model Pareto

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Warto przyjrze¢ si¢ takze skréconemu rozktadowi Pareto. R6znica pomigedzy
dotychczas omawianym modelem a zmodyfikowanym polega na tym, ze w drugim
ustala si¢ gérna granicg wartosci szkody*. Kazda szkod¢ przekraczajaca owa grani-
c¢ ,ucina si¢” na tej wartosci. Nowo powstaly rozklad jest identyczny z ,tradycyj-
nym” rozkladem Pareto dla szkéd o wysokosci nie przekraczajacych punktu obcig-
cia. Konsekwencja skrécenia modelu jest to, ze kazda szkoda przekraczajaca punkt
obcigcia przed modyfikacja modelu teraz przyjmuje warto$¢ réwna temu punktowi.
Zatem prawdopodobienstwo wystapienia szkody mniejszej lub réwnej graniczne-
mu punktowi jest zawsze réwne 1. W skréconym rozktadzie szkody przekraczajace
taki punkt po prostu nie istnieja. W celu zilustrowania skréconego rozktadu Pareto
przyjmijmy 120 000 jako gérna granicg layera (rys. 4).

3. Przyklady wykorzystania wlasciwosci rozkladu Pareto
w praktyce ubezpieczeniowej

Przyklad 1. Szacowanie czgstosci szkdd powyzej wysokiego priorytetu

W przypadku duzych szkéd jest mata historia szkodowosci. Brakuje doswiad-
czenia z przesztosci. Dlatego czgstosé ich wystgpowania oblicza si¢ na podstawie
dostepnych informacji, tzn. znajac czgstos¢ wystgpowania mniejszych szkéd.

4 Jako gérna granicg wysokosci szkody w zmodyfikowanym rozktadzie Pareto ustala si¢ gérna,
graniczna warto$¢ layera, dla ktérego obliczana jest sktadka reasekuracyjna.
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Zalézmy, ze dane sg:

1) czgstos$é® szkéd przekraczajacych niski priorytet (80 000) wynosi 2,5 szkody
rocznie,

2) parametr Pareto o= 1,6,

3) wysoki priorytet (400 000).

Wykorzystujac model Pareto, chcemy obliczy¢ czgstosé szkéd przekraczaja-
cych wysoki priorytet. Problem ten nalezy rozwiazac w trzech etapach:
wysoki priorytet _ 400000 _

niski priorytet 80000

2) z krzywych Pareto (Zalacznik - rys. A) odczytujemy dla danego wspéiczyn-
nika obliczonego w punkcie pierwszym (5) i parametru Pareto (& = 1,6) prawdo-
podobienstwo, ze warto$¢ szkody nie przekroczy wysokiego priorytetu (400 000);
odczytana wartos¢ to 0,92; stad prawdopodobienstwo, ze wartosé¢ szkody przekro-
czy wysoki priorytet wynosi 1 - 0,92 = 0,08,

3) czestos¢ szkéd powyzej wysokiego priorytetu (zatem szukana czestosc) jest
iloczynem nastepujacych wartosci:
— czestosci szkéd powyzej niskiego priorytetu,
— prawdopodobienstwa, ze warto$¢ szkody przekroczy wysoki priorytet;
stad: 2,5 - 0,08 =0,2.

Na podstawie danych informacji mozna si¢ spodziewac, ze szkody przekracza-
jace wysoki priorytet wystapia z czgstoscia 0,2. Oznacza to, ze taka szkoda zajdzie
przecietnie jeden raz na pig¢ lat.

1) ustalamy wspdétczynnik:

60

50 oczekiwana
nadwyzka szkody
40 -

Oczekiwana szkoda

30

riorytet
20 /* priory

Rys. 5. Oczekiwana nadwyzka szkody

Zrédto: opracowanie wlasne.

5 Przez czgsto$é szkéd rozumiemy przecigtng liczbe szkéd, ktére zaszly w ciagu jednego okresu
(najczesceiej roku).
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Obserwujac krzywe Pareto, ktére zostaly zastosowane w przykladzie 1, mozna
doj$¢ do wniosku, ze: im mniejszy parametr Pareto o, tym wigksza czestosé
duzych szkéd w relacji do czestosci matych szkéd.

Przyklad 2. Szacowanie oczekiwanej nadwyzki szkéd

Przedmiotem zainteresowania reasekuratora sa szkody przekraczajace poziom
odpowiedzialnosci finansowej cedenta. Dla reasekuratora istotne jest bowiem
oszacowanie na przyszlo$¢ nie tylko wartosci oczekiwanej szkody, ale jeszcze
wigksza role odgrywa przewidzenie, o ile srednio duza szkoda® przekroczy poziom
priorytetu. Oczekiwana nadwyzka szkody to oczekiwana szkoda pomniejszona o
priorytet. Zostato to zobrazowane na wykresie przedstawionym na rys. 5.

Aby skalkulowa¢ oczekiwang nadwyzke szkody, potrzebne sa:

1) parametr Pareto ¢,

2) priorytet,

3) przedziat wielkosci szkdd, za ktére odpowiada reasekurator (pokrycie rease-
kuratora, tzw. layer, warstwa reasekuracyjna).

Do obliczenn wykorzystuje si¢ krzywa (Zatacznik — rys. B) bedaca wykresem
nastepujacej funkcji:

1 priorytet + pokrycie reasekuratora | _ oczekiwana nadwyzka szkody (10)
priorytet pokrycie cedenta '
Przyklad 3
Dane:

1) parametr Pareto o= 1,4,
2) priorytet = 80 000,
3) pokrycie reasekuratora = 160 000.
Oczekiwang nadwyzke szkody znajdujemy w trzech krokach:
1) wyznaczamy wspdiczynnik:
priorytet + pokrycie reasekuratora _ 80000 +160 000 _
priorytet © 80000

2) dla obliczonego argumentu 3 i dla danego parametru o odczytujemy warto$¢
funkcji (wartos$¢ na pionowej osi): 0,44,

3) oczekiwana nadwyzka szkéd jest iloczynem layera (czyli pokrycia reaseku-
racyjnego) oraz odczytanej wartosci.

Zatem oczekiwana nadwyzka szkody = layer - warto$¢ na pionowej osi =
=160 000 - 0,44 = 70 400.

)

6 Duza szkoda, tzn. bedaca przedmiotern umowy reasekuracji XL, a wigc taka, w razie wystapie-
nia ktérej reasekurator bierze udzial w wyplacie odszkodowania.
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Przyklad 4. Szacowanie obcigzenia zwigzanego z oczekiwang nadwyzka szkéd

Wykorzystujac umiejetnos¢ wyznaczania oczekiwanej czgstosci szkéd podle-
gajacych reasekuracji oraz o jakg kwote §rednio przewyzsza one priorytet w razie
zaj$cia takiego zdarzenia, jesteSmy w stanie oszacowad, jakie koszty (odpowie-
dzialno$¢, ci¢zar) poniesie w danym okresie reasekurator (risk premium lub the
expected excess loss burden). Skalg odpowiedzialnosci cesjonariusza uzyska sig
poprzez przemnozenie wielkosci ustalonych w przykladzie 11 w przykladzie 2:

odpowiedzialnos¢ czestosé szkody powyzej oczekiwana
reasekuratora wysokiego priorytetu nadwyzka szkody

Aby zilustrowaé omawiany przyklad zat6zmy, ze:

1) parametr = 1,5,

2) czgstos¢ szkdd przekraczajacych niski priorytet 100 000 wynosi 4,5,

3) umowie reasekuracyjnej podlegaja szkody przekraczajace 500 000 oraz zakres od-
powiedzialno$ci reasekuratora to layer stanowiacy 500000 (czyli szkody 500000 xs
500 000).

Jakiego obciazenia na dany okres ubezpieczeniowy powinien spodziewaé sig
reasekurator przy danych zatozeniach?

Nalezy oszacowaé oba elementy iloczynu:

1. Zgodnie z wytycznymi przedstawionymi w przykladzie 1 ustalamy, z jaka
czg¢stoscia spodziewamy si¢ wystapienia szkéd przekraczajacych wysoki priorytet:

1.1. Ustalamy wspéiczynnik:
wysoki priorytet 500 000 _
niski priorytet "~ 100000
1.2. Odczytujemy z krzywych Pareto dla danego parametru & = 1,5 i przy
wspdlczynniku 5 (obliczonym w punkcie 1.1), ze prawdopodobienstwo wystapie-
nia szkody nie przekraczajacej 500 000 wynosi 0,91. Zatem prawdopodobienstwo
wystapienia szkody przekraczajacej wysoki priorytet stanowi 1 — 0,91 = 0,09.
1.3. Czgstos¢ szkdd przekraczajacych 500.000 (wysoki priorytet) to 0,09 -
-4,5 =0,405.
2. Postepujac wedlug wskazéwek podanych w przykladzie 2, szacujemy ocze-
kiwang nadwyzke szkody:
2.1. Wyznaczamy wspolczynnik:
priorytet + pokrycie reasekuratora _ 500 000+ 500 000
priorytet 500000
2.2. Z odpowiednich krzywych Pareto odczytujemy na pionowej osi wartos¢
(dla danego parametru o i obliczonego w punkcie 2.1. wspétczynnika): 0,59.
2.3. Zatem oczekujemy nastgpujacej nadwyzki szkody: 500 000 - 0,59 =295 000.

3. Wyznaczamy spodziewane na okres umowy finansowe obciazenie reaseku-

racyjne: 0,405 - 295 000 = 119 475.

’
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Oznacza to, ze przy danych zalozeniach reasekurator powinien si¢ spodziewac
poniesienia kosztéw w wysokosci 119 475 przez caly okres trwania umowy. Sg to
koszty oczekiwane w zwiazku z oceniong czg¢stoscig wystepowania szkdd beda-
cych przedmiotem porozumienia (0,405 szkody rocznie) oraz oceniona nadwyzka
szkody, jesli taka zajdzie. Jednak w praktyce ubezpieczeniowej obciazenie to nie
jest faktyczng skladka reasekuracyjna, ktéra powinien zaptaci¢ cedent za udzielang
mu ochrong. Dzieje si¢ tak m.in. dlatego, ze w ten sposéb oszacowane obcigzenie
nie uwzglednia kilku czynnikéw. Jednym z nich jest niewiedza o czasie wystapie-
nia duzej szkody, w zwiagzku z czym reasekurator musi dysponowa¢é przez caly
okres trwania umowy wolna pula $rodkéw na wypadek powstania jego odpowie-
dzialnosci. Rzeczywiste koszty’, ktére ponosi reasekurator (i nimi bedzie obcigzat
ubezpieczyciela w skladce), zawieraja dwa podstawowe elementy:

1) kompensatg za koniecznos¢ zachowania do ciaglej dyspozycji ogromnych
funduszy, wynikajaca z nieregularnosci (i co za tym idzie niepewnosci) zdarzen, ta
czg$¢ kosztow okreslana jest jako tadunek wahan lub tadunek zmiennosci (fluctu-
ation loading).

2) kompensat¢ za koszty zwiazane z obsluga umowy reasekuracyjnej, czyli
wszelkie dodatkowe wydatkai.

Fadunek zmiennosci odgrywa bardzo wazna rolg dla reasekuratora, bowiem zabez-
piecza go przed utrata funduszy mogaca wynika¢ z niedoktadnej badz blednej estymacji
parametru Pareto oraz czgstosci. Ten temat wymaga jednak odr¢bnego opracowania.

4. Podsumowanie i wnioski

Aktualnie zaktady ubezpieczen zmierzaja w kierunku stosowania reasekuracji
nieproporcjonalnej. Wynika to z faktu, ze zaklad ubezpieczei oceniany jest na pod-
stawie rezerw brutto i spetniona jest nieréwnos¢, ze rezerwy brutto musza by¢ mniej-
sze od aktywow. Powstaje problem kalkulacji sktadki dla reasekuracji nieproporcjo-
nalnej. Jednym z gléwnych sposobéw jest zastosowanie rozktadu Pareto.

Z opracowania wynikaja nastgpujace wnioski:

1. Rozktad Pareto jest powszechnie stosowany w krajach zachodnich, gdzie
mamy do czynienia z duzymi szkodami o wymiarze katastrofalnym. W warunkach
polskich ma to miejsce zdecydowanie rzadzie;.

2. Na podstawie modelu Pareto mozna obliczy¢ skiadke reasekuracyjna, czg-
sto$¢ zachodzenia szkdd przekraczajacych priorytet oraz obciazenie finansowe re-
asekuratora na okres zawierania umowy.

3. Rozklad Pareto ma zastosowanie w umowach reasekuracji nieproporcjonal-
nej nadwyzki szkéd, konieczne sa badania w przypadku uméw reasekuracji nie-
proporcjonalnej nadwyzki szkodowosci.

7 W odréznieniu od kosztéw obliczanych w przykladzie 3.
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4. Wyste¢puja trudnosci w ustaleniu parametru Pareto. W opracowaniu nie uda-
o si¢ okresli¢ go jednoznacznie. W Polsce brakuje dostatecznych danych w tym
obszarze wiedzy, w literaturze przedmiotu dostgpne sa tylko orientacyjne dane.
Zagadnienie to wymaga kolejnych badan.

Praca nie wyczerpata problematyki, lecz jedynie ja zasygnalizowala. Koniecz-
ne sa dalsze prace w tym zakresie.
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APPLICATION OF THE PARETO DISTRIBUTION
FOR THE CALCULATION OF NON-PROPORTIONAL EXCESS
OF LOSS REINSURANCE PREMIUM

Summary

In insurance practice there exist catastrophic losses. One kind of security against it is reinsurance.

The goal of the paper is to calculate reinsurer’s premium for excess of loss contract. For this pur-
pose the property of the Pareto distribution is applied.

The author introduces the characteristics of the Pareto distribution and the method of parameters
estimation.

In the last part of the article the example of frequency calculation and the expected value of loss
calculation was proposed for the purpose of the reinsurer's net premium settlement.
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Zalacznik
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