PRACE NAUKOWE AKADEMII EKONOMICZNE] WE WROCLAWIU

Nr 1108 2006
Statystyka aktuarialna — stan i perspektywy rozwoju w Polsce

Krzysztof Piasecki

Akademia Ekonomiczna w Poznaniu

O PROBLEMIE MODELOWANIA STOPY PROCENTOWE]

1. Wstep

Na dowolnym rynku finansowym znajduja si¢ instrumenty finansowe obarczone ry-
zykiem wartosci poczatkowej lub tez ryzykiem wartosci koficowej. W tej pracy ograni-
czymy si¢ do problematyki instrumentéw finansowych obarczonych ryzykiem wartosci
koncowej. Inzynieria finansowa dostarcza wielu réznych modeli stopy procentowe;.
Przyktadem mogg by¢ tutaj dwa rodzaje stép zwrotu: arytmetyczna i logarytmiczna. To
rodzi pierwsze nasze pytanie: czy wymienione modele konkuruja ze soba, czy tez uzu-
pelniaja si¢ w celu stworzenia bardziej uniwersalnego modelu pojgcia stopy zwrotu?

W inzynierii finansowej ryzyko wartosci koncowej kazdego instrumentu jest
opisane za pomoca procesu losowego opisujacego ewolucj¢ obarczonej ryzykiem
,»Stopy procentowe]”. Literatura przedmiotu podaje wiele zaawansowanych formal-
nie modeli opisujacych te stopy. Ta réznorodno$¢ rodzi drugie pytanie: czy rézne
modele ewolucji stopy procentowej konkuruja ze soba, czy tez nawzajem uzupel-
niajg si¢ w celu stworzenia bardziej uniwersalnego ryzyka wartosci koncowe;j?

Odpowiedzi na te pytania bedziemy szuka¢, badajac wzajemne relacje pomigdzy
poszczegdlnymi procesami ewolucji ceny instrumentu finansowego i wynikajacymi
stad procesami stép procentowych. Punktem wyjscia do sformulowania definicji tych
proceséw bedzie deterministyczna teoria krzywych terminowych. Ostatecznym celem
niniejszej pracy jest usystematyzowanie pewnych szczegélowych teorii. W zwigzku z
tym, w celu uproszczenia catego wyktadu, przyjmiemy tutaj, ze proces przyrostéw ce-
ny instrumentu finansowego obarczonego ryzykiem jest ruchem Browna.

2. Modele deterministyczne — podstawowe pojecia

Wyréznijmy pewien instrument finansowy majacy w momencie czasowym
t=0 znana cen¢ C,. Cena ta begdzie opisywaé réwnoczesnie warto$¢ poczatkowa
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kapitalu przypisanego temu instrumentowi. Obserwowaé bedziemy ewolucje ceny
C:[O;T] — R* wyréznionego instrumentu finansowego. Na ceng te sklada si¢ cena
poczatkowa powiekszona o dodatkowa premig za utratg ptynnosci finansowej wy-
nikajacej z posiadania tego instrumentu. Przystepujac do dokladniejszego opisu tej
premii, w przedziale [0,T] wyrézniamy ciag {T;}"_ momentéw kapitalizacji pre-
mii spelniajacy dodatkowo warunek

0=T,<T,<T, <...<T,

n-l

<T,=T. (1

Wymienione momenty sa jedynymi momentami, w jakich nastgpuje kapitaliza-
cja premii. Kapitalizacja premii polega na dodaniu z dotu naleznej premii do war-
tosci kapitalowej przypisanej danemu instrumentowi finansowemu. Podstawa nali-
czenia premii za utrat¢ ptynnosci jest zawsze warto$¢ kapitatowa obserwowanego
instrumentu finansowego.

Formalnym obrazem premii za utrat¢ ptynnosci jest stopa forward rozumiana
jako funkcja F :{(s,t) 0<s<r< T} — R", zwiazana z procesem ceny zaleznoscia

Vi=1,2,...n: T_ <s<t<ST,=>C(t)-C(s)=C(T_,)-(t=s)-F(s.2). (2)

O dowolnej stopie forward zaktadamy dodatkowo, ze spetnione s warunki

lim F(0,¢) = p,, (3)
1-0*
3p.e R*;Vse[0,T]: lim F(s,t)=p... @)
(4o

W [3] wartos¢ p, zinterpretowano jako stopg¢ forward inwestycji zero-kupo-
nowej o horyzoncie wymagalnosci At — 0. W [5] sformulowano sugesti¢ identyfi-
kujaca opisana powyzej stopg z biezaca stopa kontraktu overnight notowana dalej
w skrdcie O/N. Tamze wartos¢ p_ zidentyfikowano jako stope renty wieczyste;j.

Wygodnym narzgdziem formalnym, pozwalajacym opisa¢ stope forward, jest
chwilowa stopa forward opisana jako funkcja f:[0,7]— R, dana za pomoca toz-
samosci

f(t)=1lim F(1,5). (5)
5=

Mozna pokazaé, ze dzigki (2) mamy tutaj

Vi=1,2,...,n: T_ <s<t<T, :F(s,t):ijf(r)dr. (6)

k)
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Zgodnie z (3) i (4) otrzymuje si¢

f£(0)=po, (7
Jlim f(#)= p.. ®)

Innym narzg¢dziem formalnym stosowanym do oceny ewolucji ceny instrumen-
tu finansowego jest stopa spor opisana jako funkcja y:]0,7] — R, dana za pomoca

tozsamosci
y(£)=F(0,1). )
Dzigki (3) i (4) mamy
fim0=pe 10
'E)Twy(t)=p”. 1

Innym narze¢dziem formalnym czesto stosowanym do oceny procesu ewolucji
ceny jest stopa zwrotu. Dla kazdego (i=1,2,...,n) stopa zwrotu r:[0,T] —» R* U {0}

jest rozumiana jako oplata r(t) nalezna za uzytkowanie jednostki kapitatu w prze-
dziale [0,f] spelniajacym ograniczenia [0,7;_;]c[0,f]c[0,T;[ <[0,T]. Optata ta
jest wnoszona z dotu w petni w kazdym momencie kapitalizacji premii {7, }:I

oraz na koniec okresu uzytkowania re [O,T]. Zgodnie z ta definicja stopa zwrotu

jest opisana za pomocg tozsamosci

r(t)= i F(Tj-ij)‘(Tj _Tj-l)+F(t’T;'—l ),- '(I_Ti—l)f (12)

j=1

co razem z (6) daje

r(t)=jf(f)dr, (13)

r(0)=0. (14)

Ponadto z (6) otrzymujemy tozsamos¢

y(t)=-jf(r)d¢=%.r(;). (15)
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Z zaleznosci (13) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe trendu stopy zwrotu
r:[0,T;] » R* U{0}:

dr=f(t)dr. (16)

Jedynym rozwiazaniem problemu poczatkowego (14) i (16) jest funkcja opisa-
na za pomocg tozsamosci (13).

Z zaleznosci (15) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe stopy spot y : [0, Tl] —R":

dy=(f ()= ()

Jedynym rozwiazaniem problemu (10) i (17) jest funkcja opisana za pomoca
tozsamosci (15). Dodatkowo warto tutaj zwréci¢ uwage na autokorekcyjny charakter
réwnania (17). Latwo mozna zauwazy¢, ze znak przyrostu stopy spot powoduje
zmniejszenie réznicy pomig¢dzy stopami spot i forward. Predkos¢ zbieznosci stopy
forward w strong stopy nominalnej jest wprost proporcjonalna do réznicy pomigdzy
tymi stopami i réwnoczesnie jest odwrotnie proporcjonalna do dlugosci horyzontu
czasowego stopy spot. Identyczng wlasno$¢ ma uogdlniony model Vasiceka! [6]
ewolucji stopy procentowej obarczonej ryzykiem. Do problemu tego bgdziemy
wracali w dalszych czgsciach tej pracy.

&
.

7

3. Jednookresowy model deterministyczny

W przypadku rozpatrywania instrumentéw finansowych o bliskim terminie za-
padalnosci? analiz¢ procesu ewolucji ceny instrumentu finansowego ograniczamy

do przedzialu czasowego [0,7;]. Oznacza to przyjecie zalozenia, ze wspomniany

horyzont czasowy jest na tyle krétki, iz mozemy wykluczy¢ przypadek kapitaliza-
cji premii za utrat¢ ptynnosci. O ksztalcie budowanych modeli ewolucji ceny stép
procentowych decyduje tutaj rodzaj posiadanych informacji.

W przedziale [0,7;] znany jest przebieg zmiennosci krzywej chwilowe;j stopy
forward f:[0,T,] > R . Wyrézniamy rosnacy ciag {Tj }”.l = [0,7;] momentéw cza-
j=

sowych, takich ze spelniony jest warunek (7, = 0;7, =T;). Dla dowolnej wartosci
poczatkowej C, #0 przesledzmy trend ewolucji ceny. W tym celu przyjmijmy na-
stgpujace oznaczenia:

! Nazywany inaczej modelem Hulla-White’a.

2 W szczeg6lnym przypadku jest to termin planowanego zbycia instrumentu finansowego.



158

Vj=12,...m AC,=C(r;)-C(z;,); (18)
Vi=1L2,...m Atr;=7;-7;,. (19)

Zaleznos$é (2) prowadzi wprost do modelu réznicowego

c(0)=G,, (20)
Vj=12...,m ﬁ:f(r.)-m, @1
2om — 1) AT

Gdy zagescimy podzial przedziatu [0,7;], to wtedy powyzsze réwnanie rézni-

cowe mozemy zastapi¢ adekwatnym réwnaniem rézniczkowym
dC=C,- f(t)ar. (22)

Jedynym rozwiazaniem problemu (20) i (22) jest trend ceny instrumentu
C:[0,T;] » R opisany za pomoca tozsamosci

c(:):co-[1+jf(r)dr]=co-(1+r(t)). (23)

Dzieki temu ostatniemu réwnaniu mozemy stwierdzié, ze w przypadku inwe-
stycji krétkoterminowych nalezy stosowaé arytmetyczna stopg zwrotu.

4. Wielokresowy model deterministyczny

W przypadku rozpatrywania instrumentéw finansowych o odlegtym terminie
zapadalnosci analize¢ procesu ewolucji ceny instrumentu finansowego prowadzimy w

odniesieniu do calego przedziatlu czasowego [O,T]. Oznacza to zaakceptowanie moz-

liwosci kapitalizacji premii za utrat¢ ptynnosci, co prowadzi wprost do stwierdzenia,
ze w przypadku inwestycji dlugoterminowych trend wartosci jest dany jako model

wielookresowy. W przedziale [0,T] znany jest przebieg zmiennosci krzywej chwi-

lowej stopy forward f:[0,T]— R. Dla dowolnej wartoéci poczatkowej C, prze-
Sledzmy trend ewolucji ceny. W tym celu przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

Vi=1,2,...,n AC =C(T;)-C(T_); (24)
Vi=1,2,...n AT, =T -T_. (25)

Zalezno$¢ (2) prowadzi wprost do réwnania réznicowego
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aG _

Vi=L2,...,n
Cia

p, AT, (26)

Jesli w dowolny sposéb zagescimy podziat przedziatu [0,T], to ostatnie réw-
nanie réznicowe mozna zastapi¢ adekwatnym réwnaniem rézniczkowym

dc
——= f(1)dr 27
a0 £(1) 27
Jedynym rozwigzaniem problemu (20) i (27) jest funkcja opisana za pomoca
tozsamosci

c(1)=¢, -exp{]f(r)dr}=co W, (28)
0

Z ostatniej zaleznosci otrzymujemy bezposrednio oszacowanie stopy zwrotu

jako funkcji procesu ceny
Ct
r(t)=1n[L)j. 29)
CO

Oznacza to, ze w przypadku inwestycji dlugoterminowych wprowadzone poje-
cie stopy zwrotu jest identyczne z poj¢ciem logarytmicznej stopy zwrotu.

5. Modele stochastyczne — dobor rozkladu ryzyka

Oczekiwania inwestora co do przyszlych korzysci sa obarczone niepewnoscia.
Za Mantelbrotem [2] mozemy przyja¢ ogélne zalozenie, ze trendy cen lub stép
procentowych podlegaja przypadkowym niezaleznym wahaniom o a-stabilnym

rozktadzie (1< a <2). W przypadku polskiego rynku finansowego zalozenie to jest

w pelni usprawiedliwione pilotazowymi badaniami ekonometrycznymi [1]. Przyje¢-
cie tego zalozenia bgdzie gwarantowac istnienie wartosci oczekiwanych opisywa-
nych proceséw losowych. Postugiwanie si¢ w analizie rynku finansowego rozkta-
dami a-stabilnymi oznacza wigksza wiernos¢ obserwowanym realiom, co podnosi
wiarygodno$¢ analiz rynku finansowego. Wiarygodnos¢ ta ma jednak swoja ceng.
Aktualny stan wiedzy matematycznej nie pozwala w pelni bada¢ wzajemnych rela-
cji pomigdzy dwoma rézniczkami stochastycznymi o dowolnych rozkladach
a-stabilnych. Stanowi to przestanke¢ skoncentrowania uwagi na modelach rynku fi-
nansowego obciazonego ryzykiem z gaussowskim rozkladem. To ograniczenie nie
obniza jednak jednoznacznie jakosci formalnej badanych modeli, gdyz w zamian
uzyskujemy mozliwos¢ skorzystania z lematu Ito (zob. [4]). Na koficu pracy zosta-
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nie wyraznie zaznaczone, kiedy uzyskane wyniki mozna uogdlni¢ do ogélnej klasy
a-stabilnych rozktadéw ryzyka.

Zebrane do$wiadczenia upowazniaja nas do ograniczenia dalszych szczegéto-
wych rozwazan losowych modeli instrumentéw finansowych jedynie do tych lo-
sowych proceséw ceny, ktérych wartosci oczekiwane sa opisane przez determini-
styczne trendy cen. Z formalnego punktu widzenia oznacza to, ze dowolny proces

ceny bedziemy opisywali za pomoca losowego procesu® ceny C:[0,T]- Q@ — R
spelniajacego tutaj warunki:

C(0)=¢, 20, (30)

vee[0,T]: E(C(r))=C(1), 31)

gdzie C: [O,T] — R jest deterministycznym procesem ceny.

6. Model jednookresowy — ruchy arytmetyczne

Ze wzgledu na bliski horyzont czasowy analiz¢ ograniczamy do przedziatu
czasowego [O,Tl]. Przyjmujemy zalozenia identyczne z zalozeniami przyjetymi w

punkcie 2. Rozwazmy teraz ciag zmiennych losowych {(:' (‘L'j )}""_0. W tym celu przyj-

J
mujemy dodatkowo oznaczenia:

Vj=12....,m AC,=C(r;)-C(z;,). 32)
W punkcie 2 wlasnosci procesu ceny zostaly opisane za pomoca przyrostu

wzglednego (21). Korzystajac z zebranych tam doswiadczen, zakladamy teraz, ze
analogiczne przyrosty wzgledne maja niezalezne rozktady normalne, co zapisujemy

Vi=12,...,m, EI(,uj,a)e R-R*: 6C, =AC—Cj~ N(,uj,a-Arj)- (33)
0

Po skorzystaniu z zaleznosci (21) i (31) oraz wlasnosci rozktadu normalnego
otrzymujemy tutaj

Vj=12,..m: AC;=Cy- f(r;) - Ar; +Cy-0- AW (1), (34)

gdzie AW (z;)~ N(0,A7;).

3 Dowolny proces losowy A: [0.T]~ Q — R w razie potrzeby bgdziemy identyfikowac ze zin-

deksowana rodzing zmiennych losowych {R(t): QR te [O.T]}.
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Z powyzszego réwnania otrzymujemy nast¢pujace stochastyczne réwnanie roz-
niczkowe procesu ceny C: [0.7]- @ R:

dC=Cy- f(t)-dt+Cy-0-dW (1), (35)

gdzie dW (t) ~ N(0,dt).

Jesli skorzystamy teraz z (23), (35) 1 lematu Ito, to otrzymujemy nast¢pujace
stochastyczne réwnanie rézniczkowe opisujace proces stopy zwrotu

di = f (t)dt+ o -dW (1). (36)

Jedynym rozwiazaniem powyzszego zagadnienia jest proces losowy dany za
pomoca tozsamosci

= Tf(s)ds+ o NE-W (1) (37)

Jedynym rozwiazaniem problemu (30) i (35) jest proces opisany za pomoca
tozsamosci

C(1)=¢, x[1+ l_[f(s)ds]+C0 ot W (1)=Cy - (1+7(1)). (38)

Zajmijmy si¢ teraz losowym procesem stopy spot 7:[0,7;,]-Q — R . Gdy skorzy-
stamy z lematu Ito, z (10), (15) i (38), wéwczas otrzymamy
lim 5() = pg., (39)

10"
dt

dy=(f (1)~ 5(1))- T+ Z-aW (1). (40)

Jedynym rozwiazaniem powyzszego problemu jest trend stopy spot zadany za
pomoca procesu

‘l

—'=% oj ds+— W(t). 41)

Procesy (37), (38) i (41) naleza do klasy proceséw losowych nazywanych
arytmetycznymi ruchami Browna.

7. Model wielookresowy — ruchy pseudogeometryczne

Ze wzgledu na odlegly termin zapadalnosci analiz¢ procesu ewolucji ceny in-
strumentu finansowego prowadzimy dla calego przedziatu czasowego [O,T]. Przyj-

mujemy zaloZenia identyczne z zalozeniami przyje¢tymi w punkcie 3. Rozwazmy
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teraz ciag zmiennych losowych {C‘(T})}"_O W tym celu przyjmujemy dodatkowo

oznaczenia:
Vi=1,2,...n AC,=C(T,)-C(T_). (42)

W punkcie 3 opisano wlasnosci procesu ceny za pomocg przyrostu wzgledne-
go (26). Korzystajac z zebranych tam doswiadczen, zakladamy teraz, ze analogicz-
ne przyrosty wzgledne maja niezalezne rozklady normalne, co zapisujemy jako:

Vi=1,2,...n, 3(y.,0)eR-R*: 6C = aG N(y,0-AT)-  (43)
E(C..)

Zaleznosci (26), (28) 1 (31) wraz z wlasciwosciami rozkiadu normalnego

wprowadza wprost do réwnania réznicowego

Vi=12,...,n:
Aéi =E(éi—1)'1’i - AT, +E( -i—l)'G'AW(Ti)z (44)

T, Ty
=G, -exp{ If(s)ds}-p,- -AT, +C, -exp{ jf(s)ds}-a-AW(T,)

0 0

Z ostatniego réwnania otrzymujemy réwnanie rézniczkowe procesu ceny
! {

dC=¢, -exp{ [f (s)ds} f(1)-dt+¢, -exp{_[f (s)ds} o-dW(1).  (45)

0 0

Proces ceny jest opisany za pomocg pseudogeometrycznego ruchu Browna

C'(t)=C0-exp{’jf(s)ds}-(1+0'-\/;-W(t)). (46)

Po skorzystaniu z (29), (45) i lematu Ito wyznaczamy réwnanie rézniczkowe
procesu stopy zwrotu

- _1 o’ -t ot
dr=) £)=3 (1+G,J;.W(,))2 dt+1+a-\/?.vf/(t)

Zagadnienie poczatkowe (14) i (47) ma dokladnie jedno rozwigzanie.
Roéwnanie (47) prowadzi do réwnania rézniczkowego procesu stopy spot

AW (1). (47

ol (L. ot il o-dw (1) '
dy=| f(1)=-3 (HG'\/;_WO))Z O e W) (48)

Zagadnienie poczatkowe (10) i (48) ma dokladnie jedno rozwiazanie.
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8. Model wielookresowy — ruchy geometryczne

Ponownie, ze wzgledu na odlegly termin zapadalnosci, analizg procesu ewolucji
ceny instrumentu finansowego prowadzimy dla calego przedziatu czasowego [0,T].
Przyjmujemy zalozenia identyczne z zalozeniami przyjetymi w punktach 3 i 6.
W punkcie 3 wlasnosci procesu ceny zostaly opisane za pomoca przyrostu wzgled-

nego (26). Korzystajac z zebranych tam doswiadczen, zakladamy teraz, ze analo-
giczne przyrosty wzgledne maja niezalezne rozklady normalne, co zapisujemy jako:

Vi=1,2,...,n,3(g,0)e RxR+:36,=—A£~N(,u,,0' AT)- (49)
i-1
Z (26), (28) i (31) mamy
Vi=1,2,...,n: AC;=C_,-p,-AT,+C,_, -c-AW(T)). (50)

Z ostatniego réwnania otrzymujemy stochastyczne réwnanie rézniczkowe pro-
cesu ceny

dC=C f(t)dt+C-o-dW(1). (51)

Jedyne rozwiazanie zagadnienia poczatkowego (30) i (51) jest dane jako geo-
metryczny ruch Browna

é(t)=C0-exp{jf(s)ds—%-az-t+o‘ -J?-W(z)}. (52)

Biorac pod uwage (29), z réwnania (52) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe
procesu stopy zwrotu

dF=(f(t)—%-0'2)dt+0'~dW(t). (53)

Zagadnienie poczatkowe (14) i (53) ma dok}adnie jedno rozwiazanie dane jako
arytmetyczny ruch Browna

jf ds——a t+0-~-W (). (54)
0

Krzywa terminowa chwilowej stopa forward moze by¢ interpretowana jako
prognoza przysztych oczekiwanych wartosci stopy forward powigkszonych o bie-
zaca premi¢ wymagana za ryzyko terminu, wynikajace z utraty ptynnosci impliko-
wanej przez wydtuzanie si¢ horyzontu inwestycji. Zgodnie z tym, dowolna wartos¢
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f(r) interpretujemy jako wygasajaca w momencie ¢ prognoze¢ wartosci chwilowej
stopy zwrotu powigkszona o biezaca wartos¢ premii za ryzyko terminu.
Z (15) i (54) otrzymujemy stochastyczne réwnanie rézniczkowe procesu stopy spot

d5*=[f(t)—%~az—?j-%+%dw’(t)- (53)

Zagadnienie poczatkowe (10) 1 (55) ma dokladnie jedno rozwigzanie dane jako
arytmetyczny ruch Browna

~ 1 t 1 B b o -
t)=—|f(s)ds—=-c"+—-W(1). (56)
0)=3 17 (s34 1)
Réwnanie (55) nawiazuje w swej postaci modelu stopy procentowej Vasiceka [6].
Oznacza to, ze procesowi stopy spot kapitalizacji ciaglej przysluguja wszystkie
wlasnosci formalne i mozliwosci zastosowania modelu Vasiceka.

9. Podsumowanie

Gléwny cel artykulu zostal osiagnigty. Przedstawiono logiczne powiazania
pomigdzy poszczegdlnymi modelami stopy procentowej. Wykazano m.in., ze sto-
sowanie modeli opartych na geometrycznym ruchu Browna nie wyklucza réwno-
czesnego stosowania modeli opartych na arytmetycznym ruchu Browna. Wskazano
na fakt, ze istotna przestanka przy doborze wtasciwego modelu jest czasowy hory-
zont zapadalno$ci inwestycji.

Kazdy przedstawiony w artykule proces ceny mozna uog6lni¢ do przypadku
przyrostu wzglednego o rozkladzie a-stabilnym ze zmiennym parametrem skali o.
W sytuacji rozwazania modelu jednokresowego rozszerzenie to mozemy zastoso-
wac takze w odniesieniu do proceséw stopy zwrotu i stopy spot.

Przedstawiony w pracy zestaw modeli stanowi jedynie niewielki utamek o0g6l-
nego dorobku nauki i praktyki w dziedzinie. W wyborze kierowano si¢ kryterium
prostoty wyktadu. Niemniej warto zauwazy¢, ze pominig¢te modele rznig si¢ zato-
zonym ksztaltem krzywej terminowej chwilowej stopy forward oraz zalozeniami o
zmiennosci odchylenia standardowego (parametru skali).
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INTEREST RATE MODELLING
Summary

The main goal of this paper is to present the relationship between some kinds of well-known
stochastic processes of return rate and spot rate. All comparisons are considered for the case of
Brownian motions. Most of the obtained results may be generalized for the case of Levy motions.
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