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1. Wstep

Celem artykutlu jest zasygnalizowanie pewnych kierunkéw obecnie prowadzo-
nych badan dotyczacych symulacji metoda Monte Carlo (MC), tzw. zdarzen rzad-
kich. Podamy krétki zarys tej teorii oraz, w celu ilustracji, dwa przyktady majace
charakter aktuarialny. Wigcej na temat samej metody Monte Carlo mozna przeczy-
ta¢ w ksiazkach: P. Glassermana [8], N. Madrasa [9], S. Rossa [15], R. Zieliniskie-
go [16], ale szczegdlnie waznymi odniesieniami dla tego artykulu jest skrypt
S. Asmussena [2] lub autora niniejszej publikacji [13].

Metoda MC jest eksperymentalnym sposobem obliczania szukanego prawdo-
podobienstwa p =P(A). Celem prymitywnej metody MC (crude Monte Carlo) jest

przeprowadzenie N niezaleznych eksperymentéw zdarzenia A i zapisanie wyni-
kéw w postaci ciagu zero-jedynkowego 7,,...77y . Mozna wtedy méwic¢ o metodzie
CMC (crude Monte Carlo). Naturalnym estymatorem p jest wtedy

ZN
f =i U '

N
gdzie 7; jest jedynka, jesli w i-tym eksperymencie zaszlo zdarzenie A, oraz zero w
przeciwnym razie. Estymator 7 jest oczywiscie nieobciazony, tj. Efj= p. Prze-
prowadzona teraz zostanie analiza btedu estymatora 7 . Analiza ta jest prawdziwa
dla dowolnego ciagu eksperymentéw 7,,...,7, , niekoniecznie zero-jedynkowych,
byleby En = p. W przeciwienstwie do deterministycznych szacowan, tutaj doklad-
nos¢ € (tzn. dany btad bezwzgledny) mozna uzyskac z zadanym z géry prawdopo-
dobienstwem, powiedzmy 1- 8. Typowo stosuje si¢ & =0,1. Wtedy &' (1-£)=1,96,
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gdzie ®~'(x) oznacza funkcj¢ odwrotna do dystrybuanty standardowego rozktadu

normalnego. Stosujac centralne twierdzenie graniczne, mozna oszacowacd, ze liczba
préb potrzebnych do uzyskania takiej doktadnosci wynosi

Gl Vi

82

gdzie 0',? jest wariancja 77 . Réwnowaznie mozna zapisaé, ze blagd £ w przypadku

N préb wynosi

_27a-%o, |

N (1

W praktyce wielko$¢ o, jest réwniez nieznana i szacuje sig ja za pomoca me-

tody Monte Carlo, przyjmujac

== (n,-4)
N-13Y"

W artykule rozpatrywany bedzie przypadek, gdy p jest bardzo mate. Wtedy
analiza blgdu bezwzglednego nie jest tak wazna, nalezy bowiem kontrolowaé blad
wzgledny. Matematycznie postulat ten jest modelowany nastgpujaco: rozwaza si¢
rodzing eksperymentéw A(n), takich ze p(n)=P(A(n)) - 0. Méwi si¢ wtedy o ro-
dzinie zdarzen rzadkich, jesli p(n) — 0. Jako 7,(n), ..., 77, (n) oznacza si¢ niezalez-
ne zmienne losowe o jednakowym rozkladzie, takie ze:

En(n) = p, =P(A(n)).

Wariancj¢ 77(n) oznaczono przez o>(n). Niech teraz £ bedzie zadanym bie-
dem wzglednym. Podobnie jak poprzednio, mozna pokazal, ze liczba préb po-
trzebnych do uzyskania takiej doktadnosci wynosi
@(1-9)" oy

N= .
& p(n)®

W przypadku zmiennych 7,(n) zero-jedynkowych o?(n)= p(n)(1- p(n)), stad
liczba préb jest proporcjonalna do stalej razy (1— p(n))/p(n) ~ p(n)™" — o . Wielko-
§cia, ktéra odgrywa wazna rolg, jest wiec iloraz o?(n)/p(n)*® i naturalny wydaje sig
o(n)?

(n)?

postulat, aby limsup, ,_ <o, M6wi si¢ wtedy o mocno efektywnej metodzie
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MC symulacji prawdopodobieristwa p(n). Zauwazmy, ze wynika z tego, iz

log o’ (n)
n—oe 2log p(n)
moéwi sie o logarytmicznej efektywnosci. Logarytmiczna efektywnosé jest rtéwnowaz-

o(n)?
n-= p(n)*
przy dowodzie ktérejs z efektywnosci, odgrywaja metody asymptotyczne, pozwalajace
na znalezienie asymptotyki p(n) lub o?(n) dla n — oo,

liminf >1. Jest to warunek stabszy i jesli tylko jest on spelniony, to

na stabej efektywnosci, tj. gdy limsup

—<, dla 0<a<2. Duza rolg

2. Efektywna symulacja P(S$ > (n+a)E¢); przypadek cramerowski

Rozpatrzony b¢dzie bardzo szczegdlny przypadek, ktéry poddany zostanie ana-
lizie teoretycznej. Niech ¢,.....&, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jed-

nakowym rozktadzie ze skoficzona sredniag E£ i niech S5 =& +..+&,. Dla a>0
ciag zdarzen A(n)= {Sf >n(EE+ a)] jest rzadki. Dla niego szuka si¢ prawdopodo-
bienstwa p(n)=P(Sf >n(E§+a)). Niech F(r)=E[exp(£)] bedzie funkcja two-
rzaca momenty oraz x(f) =log F(t). Rozwazymy przypadek cramerowski, tj. za-
ktada sig, ze dla pewnego h >0 pochodna

k'(h)=E¢ +a. )

Naste¢pnie definiujemy zmienna
7 =e "5 O (An)).

Niech 7,,.... 7, bgda niezaleznymi kopiami 7. Mozna pokaza¢, ze estymator

.1 ¢

v Z:, n;
jest nieobciazony oraz logarytmicznie efektywny (zob. np. {2; 13]). Mozna wtedy
moéwi¢ o metodzie MCIS (Monte Carlo importance sampling).

3. Efektywna symulacja funkcji; przypadek RV

Zaczniemy od symulacji P(Sf >u), gdy n jest ustalone, ale u jest duze w
przypadku, gdy &,.....¢, maja rozktady a-Pareto podobne lub maja ogony rozktadu
regularnie zmieniajace sie¢ (regularly varying — RV(-a)), tj. P(¢ >u) =u"%L(u)
dla pewnego a >0 oraz L(u) funkcji wolno zmieniajacej si¢. Przyktadami funkcji
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wolno zmieniajacych si¢ sg funkcje majace w nieskonczonosci granice skonczone
lub L(t)=(]og(1+t))ﬂ . Szczegdly 1 przyklady mozna znalez¢é w monografii [14].
Teraz rodzina zdarzen rzadkich jest A(u) = {Sf >u}, gdzie u >0, dla ustalonego n.
W pracy Asmussena i Kroese’a [4] zaproponowano nastgpujaca metod¢ obliczania
pu)=P(A(u)). Niech M, =max(¢,,...£,) oraz F(t)=P(§>t) jest ogonem roz-
ktadu £. Kladziemy r]=nF(M,,_l A(u—Sf_l)). Mozna pokazaé, ze jesli 7,,.... 7y

sa niezaleznymi kopiami 7, to estymator

. 1 &
”"TE”’

jest nieobcigzony i mocno efektywny. Asmussen i Kroese uzyli tego rezultatu do
podania mocno efektywnego estymatora w odniesieniu do funkcji ruiny w nastg-
pujacym klasycznym modelu, w ktérym rozpatruje si¢ proces nadwyzki zadan
S, =ZIN' U, —t z niezaleznymi o jednakowym rozkladzie zadaniami w wysokosci
U,,U,,... o wspdlnym rozkladzie F i niezaleznym procesem naptywu zadan N, Pois-
sona z intensywnoscia A (szczegély mozna znalez¢ w [10] lub monografii [14]). Za-
ktada si¢ p=AEU <1, tzn. Ze nie ma ruiny z prawdopodobienstwem 1. Wéwczas
ciekawe jest znalezienie prawdopodobienstwa

w(u)=P(S, >u dla pewnego t > 0).

Zwracamy uwagg, ze ta definicja, wygodna z matematycznego punktu widzenia,
jest réwnowazna definicji funkcji ruiny przez proces rezerwy ryzyka R, =u—3S,, jak
to si¢ robi w teorii ryzyka. Po skorzystaniu z reprezentacji ¥ (1) za pomoca wyso-
kosci drabinowych (zob. np. [14]) otrzymuje si¢

N
yw)=P| > Y, >u], €)
=0

gdzie N ma rozklad geometryczny (P(N = j)=(1-p)p’, j=0,1...), ¥;.,Y,,..., sa
niezaleznymi wysokosciami drabinowymi (pod warunkiem, ze istnieja skonczone)
o jednakowym rozkladzie F,(r) z ogonem F,(t) = rf(s)ds/EU, 120. Jesh wiec
U; ma rozklad RV (-), to ¥, ma rozklad RV (- +1) (wynika to z klasycznego

twierdzenia Karamaty). Okazuje si¢, ze wynik Asmussena i Kroese’a [4] podany
wyzej mozna wykorzystaé do symulacji y(u) zadanej w (3). Oznaczamy przez

Y _ n
Sy =2".Y;
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Algorytm

1. Generuj n jako zmienna geometryczna — (p) oraz Y,,... Y, wedlug F,.
Niech W= -5, )vM

2. Generuj Y, jako warunkowa Y przy Y >w, gdzie w=W.

3. Oblicz n=ng,W).

n-1-

Teraz mozna pokazaé, ze y(u) =En. W zwiazku z tym estymator 7} = %le n;

gdzie 7,,7,,... sa niezaleznymi kopiami 7 zmiennej, jest estymatorem nieobcigzo-
nym. Asmussen i Kroese pokazali, ze prezentowany algorytm jest mocno efektyw-
ny.

’ Duzo bardziej skomplikowana jest symulacja prawdopodobiefistwa ruiny w
skonczonym horyzoncie ¢. Aby formalnie zdefiniowac to pojgcie, nalezy wprowa-
dzi¢ oznaczenie momentu ruiny 7 =inf{t>0:S, >u} i zdefiniowa¢ funkcje ruiny
y(u,t)=P(r <1t), jednakze bardziej pozyteczna jest reprezentacja przez momenty i
wysokosci drabinowe T,Y.

W pracy Asmussena i Rolskiego [5] podano mocno efektywne algorytmy opar-
te na nastgpujacej reprezentacji

wu,t) =Py >u,Sk <1),

gdzie T, T,,... sa kolejnymi momentami drabinowymi (nalezy zwrdci¢ uwage, ze
sa one niezalezne o jednakowym rozkladzie i skonczone przy zalozeniu p =

=AEU <1) oraz §! = Z,;'=1Tj' W pracy {5] podane sa algorytmy (tutaj wazny jest

jedynie algorytm B i C) na symulacj¢ y(u,t) w przypadku, gdy U jest RV (-a),
gdzie 1< @ <2. W odniesieniu do algorytmu B udowodniono, Ze jest mocno efek-
tywny, jesli t/u — ¢ dla ¢ >0, algorytm C jest natomiast bardziej skomplikowany,
ale za to jest mocno efektywny, jesli #/u — ¢ dla ¢ >0.

4. Przyklad: prawdopodobienstwo niewyplacalnosci portfela

Rozwazamy model porftela ubezpieczen n polis na cale zycie wystawionych
dla x-latkéw. Zaktadamy, ze do grupy w kolejnych latach nie dolaczaja nowi
uczestnicy, a wypadnig¢cie uczestnika z grupy nastgpuje tylko w wyniku jego
$mierci. Ubezpieczeni ptaca na poczatku kazdego roku zycia sktadke roczna w wy-
sokosci ¢. Zatézmy, ze odszkodowanie w przypadku $mierci wynosi 1 oraz tech-
niczna stopa procentowa wynosi i. Nalezy znalez¢ prawdopodobienstwo niewypla-
calnosci portfela w skoficzonym horyzoncie czasowym k. Taki model byl przed-
stawiony w ksigzce [6] w rozdziatach IV.4 i V.3.3 oraz w pracy [7]. Oznaczmy
przez Il(k, n, x) prawdopodobienstwo, ze portfel, sktadajacy si¢ z n polis na cale



60

zycie x-latkéw, w ciagu k lat stanie si¢ niewyplacalny. Niech g, oznacza prawdo-
podobienstwo $mierci x-latka w trakcie pierwszego roku, a p, =1-¢g, — prawdo-

podobienstwo jego przezycia do konca roku. WprowadZzmy nastepujace oznaczenie
& Px = PyPsy1 " Prsx - Niech zmienna ¢, réwna si¢ jeden, jedli j-ty ubezpieczony

umrze w [-tym roku od chwili zawarcia ubezpieczenia, oraz zero w przeciwnym
razie (/=1,.,k ). Na przyktad (0,0,1,0) oznacza, ze w horyzoncie czasowym
k =4 ubezpieczony umarl w trzecim roku, natomiast (0, 0, 0, 0) oznacza przezycie
4 lat od momentu zawarcia ubezpieczenia. Wéwczas rozklady brzegowe zero-je-
dynkowych zmiennych &;), ¢ ,..... £ beda nastgpujace:

P(§j| =1)=gq,, P(fjl =0)=p,.

P =D=pqus  PG=0)=¢,+;

P(fjk =D = Pbrsir>

P(éjk = O) =4, + Px4r+1 +"‘+k—2 Px4x+k-2 +k Px

W zwiazku z tym szukane prawdopodobienstwo mozna zapisaé jako prawdo-
podobienstwo sumy zdarzen oznaczajacych niewyplacalno$¢ portfela w kolejnych la-
tach. Po uproszczeniu wyrazen i wstawieniu w miejsce (1+ i) litery r, otrzymuje si¢

_ 2
u{ncrﬂ )
1-r

k
<(r+Cr)Z§lj+Z§21}U U{”C (i )< 4)
r

Jj=1

n
ner<y &,

Jj=l

Il(k,n, x) =P(

S(rk—l+cr(ll—r ]ifl]"' +(r+cr)Z-f(k 1),"'25@”
Szczegblniedla k=1 oraz i =0
H(l,n,x)=P[ncSitfj]. (5)

gdzie &,.... &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie,
takim jak &, . Dalej zakiada sig, ze g, <c<1. Widzimy, ze prawdopodobiernistwo
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w réwnaniu (5) jest prawdopodobienstwem zdarzenia rzadkiego rozpatrywanego w
punkcie 2. W tym szczegélnym przypadku rozwiazanie réwnania (2) wynosi

PyC

=ln————. 6
q,(1-¢) ©
Tabela 1. Zestawienie szukanego prawdopodobienistwa doktadnego oraz jego symulacji
za pomocg metod Monte Carlo
n Dokladne CMC £ MCIS £
50 0,201013 0,1979 0,007809 0,204042 0,004352

100 0,074457 0,0753 0,005172 0,075333 0,00197
150 0,030448 0,0336 0,003532 0,029988 0,000893
200 0,013014 0,0129 0,002212 0,013249 0,000419
250 0,005705 0,0047 0,001341 0,005669 0,000193
300 0,002543 0,003 0,001072 0,002487 9,02E-05
350 0,001147 0,0008 0,000554 0,001125 4,26E-05
400 0,000522 0,0006 0,00048 0,000519 2,03E-05
450 0,000239 0,0003 0,000339 0,000238 9,63E-06
500 0,00011 0,0002 0,000277 0,000112 4,6E-06
550 5,09E-05 0 0 4,99E-05 2,16E-06
600 2,36E-05 0 0 2,34E-05 1,03E-06
650 0,000011 0 0 1,13E-05 5E-07
700 5,14E-06 0 0 5,11E-06 2,3E-07
750 2,4E-06 0 0 2,41E-06 1,1E-07
800 5,19E-06 0 0 5,24E-06 2,4E-07
850 2,44E-06 0 0 2,38E-06 1,1E-07
900 1,15E-06 0 0 1,12E-06 5E-08
950 5.4E-07 0 0 5,4E-07 3E-08

1000 2,5E-07 0 0 2,6E-07 1E-08

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Za pracg [12] przytoczymy teraz wyniki nastgpujacego eksperymentu obli-
czeniowego: rozpatrzymy portfel n polis dla 40-latkéw. Zgodnie z polskimi ta-
blicami trwania zycia z roku 1997 przyjmujemy prawdopodobiefistwo $mierci
G40 =0,00447815 i roczna sktadk¢ w wysokosci ¢ =0,01867836. Przeprowadzono

dwa eksperymenty: jeden metoda MCIS oraz drugi metoda CMC, aby zobaczy¢,
jak nieodpowiednia jest metoda CMC - gdy jest stosowana do zdarzen rzadkich.
Wyniki eksperymentéw podane sa w tab. 1, gdzie réwniez podano ich bledy bez-
wzgledne, zgodnie ze wzorem (1). Liczba symulacji dla kazdego n wynosila
N =10000.
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5. Przyklad: symulacja funkcji ruiny y(u,¢) w przypadku RV

Podamy teraz przykladowe symulacje przedstawione w pracy [5]. Bedziemy
symulowaé funkcj¢ ruiny y(u, ), gdy rozklad szkody jest Pareto z parametrem
a=15, tj. PU >t)=(1+¢)""* dla r>0. Wazna obserwacja jest to, ze wtedy F,
ma rozklad Pareto z parametrem a-1=0,5. Srednia U wynosi l/(a-1). Za-
uwazmy, zZe jesli 1< & <2, to zadania maja srednig skonczona, ale wariancj¢ nie-
skonczona. Zmienna o rozkladzie Pareto z parametrem « tatwo si¢ symuluje np.
za pomoca metody:

Algorytm

1. Generyj ¥ = rand"@ 1.

Réwniez warunkowy rozktad Pareto Y |Y > a mozna tatwo otrzymac z:

Algorytm

1. Generuj (Y =y|Y >a) przez y=(1+a) rand "'/(a~1)-1.

Proces Poissona jest z intensywnoscia A, ktéra spetnia réwnanie p = A(a—1). Po-
nizej opisane b¢da poszczegdlne eksperymenty i otrzymane wyniki. Przez PsiSim (u,t)
oznaczono wynik symulacji, RelEr («,¢) oznacza za$ btad wzgledny, tj. iloraz btedu
bezwzglednego przez PsiSim (u,f), natomiast PsiAppr (u,7) — wynik uzyskany za
pomocg aproksymacji z pracy Asmussena i Kliippelberga [3]: dla Fe R(-a) i ¢>0
otrzymuje sie

m w(u,cu)

=1-(1+1-p))* >0. (7
—ee l//(t)

Litera B lub C przy numerze eksperymentu oznacza to, jaki algorytm zostat uzyty.
Eksperyment 1B. Przeprowadzono symulacj¢ funkcji w(u,s), gdzie 0<s <t

dla u=10%, p=0,25 i =10’ lub odpowiednio ¢ =10°. Wyniki zaprezentowane na
rys. 1 i 2 otrzymano dzieki uzyciu algorytmu B z N =10° replikacjami. Dla ¢ =10
otrzymano: PsiSim( 108,10* ) = 1,1875e-07, PsiAppr( 10°,10° ) =1,2493e-07,
RelEr (10%,10°) = 0,1178. Dla t=10" otrzymano PsiSim (10°,10°) = 1,1774e-05,
PsiAppr(10°,10°) = 1,1838e-05, RelEr(10°,10°) = 0,0115.

Eksperyment 2B. W wyniku przeprowadzonego eksperymentu pokazujemy
btad wzgledny otrzymany dla réznych wartosci u=10%, gdzie k=1,...,6 oraz

t =10. Zauwazmy, ze btad wzgledny rosnie, co znajduje wyttumaczenie w tym, ze
algorytm B jest mocno efektywny tylko wéwczas, gdy t/u — ¢ >0, co tutaj nie jest
spelnione (zob. tab. 2).
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_7

05

- - PsiSim
— PsiAppr

0 A . A . . A A A .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
R _1né <c< 3 _
ys. 1. u=10",0<s<10", p=0,25
Zrédlo: opracowanie wiasne
x10°
- - PsiSim
— PsiAppr
1 - -
05 1
0 \ . N . N A . . A
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x 10"

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rys.2. u=10%, 0<5<10°, p=0,25



64

Tabela2. u=10* k=1,..6, =10, N=10°
k 1 2 3 4 5 6
PsiSim 0,082225 | 0021473 | 0,002555 | 0.000115 | 3.91E-06 | 1.4E-07
PsiAppr | 0,093318 | 0,0219 0,002573 | 0,00118 | 3.93E-06 | 1,24E-07
RelEr 0,004266 | 0,006155 | 00012607 | 0035869 | 0,111194 | 0,328619

Zré6dlo: opracowanie wlasne.

Eksperyment 3B. Przeprowadzono podobny eksperyment do 2B, z tym, ze
t =0,5u. Zauwazmy, ze blad wzgledny pozostaje prawie staly. Wyniki sa przed-
stawione w tab. 3.

Tabela3. u=10f k=1,..,6, t=0,51, r=10

k 1 2 3 4 5 6
PsiSim 0,011413 0,004484 0,001517 0,000482 0,000155 0,000048
PsiAppr 0,015516 0,004907 0,001552 0,000491 0,000155 0,000049
RelEr 0,017252 0,017187 0,016929 0,017166 0,016966 0,017012

Zrédio: opracowanie wlasne.

Eksperyment 4B i C. W eksperymencie poréwnuje si¢ estymatory B i C przy
ré6znych poziomach p=0,25;0,5;0,75, kiedy u=10%, dla k=1,..,7 oraz r=10"
(N =10°) (por. tab. 4).

Tabela 4. Bledy wzgledne

k|Bp=025]| Bp=05 [Bp=075]Cp=025] Cp=05 |[Cp=075
1| 0,004246 0,002166 0,0032 0,012356 0,007974 0,01072
2| 0,00615 0,003229 0,003209 0,016316 0,006585 0,005713
3] 001273 0,009683 0,009614 0,022711 0,015105 0,015493
4] 0035978 0,029201 0,029323 0,026306 0,018309 0,017731
5] 0,115293 0,092491 0,09101 0,027331 0,019204 0,019292
6| 0373122 0,298471 027716 0,027512 0,019791 0,019884
7] 1,385915 0,774733 0,766787 0,027231 0,019502 0,019125

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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MC METHODS OF RARE EVENTS AND THEIR APPLICATION
IN INSURANCE

Summary

The theory of rare events allows for computing probabilities of events which are very small. One
considers a family {A(u),u >0} such that lim

P(A(u)) =0, and looks for m(u) such that

it —yoo

P(A(u)) = En(u) , fulfilling the following optimality property limsup, _, ., \/ar(77(u))/(E77(u))2 <oo,

Such an estimator can be deviced by the method of importance sampling (IS) or conditioning. To il-
lustrate we show two examples requiring two approaches: (a) simulations of solvency probability for
a portfolio of life insurances and (b) simulation of ruin probabilities.
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