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1. Wstep

Schmock (por. [28]) analizowat statystycznie akcje WINCAT towarzystwa ubez-
pieczeniowego Winterthur zwiazane z ubezpieczeniami roszczen samochodowych
w Szwajcarii, wynikajacymi z wystapienia burz i innych zdarzen pogodowych, na
skutek ktérych ponad 6000 samochodéw jednoczesnie podlega szkodzie. Do anali-
zy tych akcji zaproponowal poczatkowo klasyczny Poissonowski spos6b modelo-
wania rezerw firmy ubezpieczeniowej. To znaczy zaktadal on, ze straty (roszcze-
nia) s3 niezalezne z jednakowym rozkladem i sa rejestrowane przez towarzystwo
ubezpieczeniowe ze stata czestoscig (intensywnoscia) A. Precyzyjniej ujmujac,
Schmock zakladat, ze odstgpy miedzy kolejnymi roszczeniami tworza ciag nieza-
leznych zmiennych losowych o rozkladzie wykladniczym ze $rednig 1/4. Wtedy
liczba szkéd w roku (jakimkolwiek statym okresie) powinna mieé rozklad Pois-
sona. Badania statystyczne wykazaly, ze estymator MC s$redniej liczby szkéd wy-
nosi A=1,7, estymator wariancji liczby szkéd w roku jest zas$ réwny 62 =2,9.
Poniewaz srednia i wariancja w rozkladzie Poissona sa réwne, wyniki statystyczne
sugeruja wigksza zmienno$¢ pomigdzy kolejnymi zgltoszeniami szkéd. Te dodat-
kowa zmienno$¢ mozna ttumaczy¢ wieloma czynnikami, np. tym, ze:

— pogoda podlega nie tylko zmianom sezonowym, ale takze zmianom w diuz-
szym horyzoncie czasowym z powodu wzrostu zawarto$ci dwutlenku wegla
czy tez 11-letniej aktywnosci stofica;

— towarzystwo ubezpieczeniowe moze zwigkszy¢ swéj portfel ubezpieczen po-
przez rozwdj swojej dziatalnosci na inne regiony czy tez laczenie si¢ z innymi
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towarzystwami ubezpieczeniowymi (np. Winterthur w 1997 r. rozszerzyt swoja

dziatalnos¢ na francuskoj¢zyczng czgsé Szwajcarii, taczac sie z Schweizerische

Allgemaine Versichertungsgesellchaft); ta modulacja wielkosci portfela moze

by¢ szczegblnie dobrze aproksymowana przez proces dyfuzyjny, ktéry pojawi

si¢ w dalszej czgsci pracy;

— gestosé liczby samochodéw moze ulec zmianie;

— moga tez ulec zmianie przyzwyczajenia ubezpieczonych (np. wigcej oséb moze
zaczad korzystac z garazu);

— ze wzgledu na rozwdj technologii mozna przypuszczaé, ze z czasem liczba
uszkodzonych samochodéw z powodu np. burzy bedzie maled.

Schmock do modelowania zwigkszonej zmiennosci pojawiania si¢ roszczen
uzyl modelu Coxa. W modelu tym intensywnos¢ pojawiania si¢ szk6d zmienia si¢
w czasie lub — ogdlniej — jest kierowana przez niezalezny proces stochastyczny re-
alizujacy losowa trajektori¢ w czasie. Innymi stowy, intensywnos¢ jest rzeczywista
dodatnia funkcja pewnego procesu stochastycznego. Model ten byl analizowany
przez wielu autoréw — zob.: Ammeter (por. [1]), Asmussen (por. [2]), Asmussen i
Rolski (por. [4]), Asmussen, Schmidli i Schmidt (por. [7]), Bjork i Grandell (por.
[9; 10]), Embrechts, Grandell i Schmidli (por. [16]).

W tej pracy skoncentrujemy sie na modelu Coxa, w ktérym funkcja intensywnosci
jest rzadzona przez proces dyfuzyjny. Pozwala on na modelowanie infinitezymalnych
zmian w intensywnosci wraz z uptywem czasu. Parametry dryfu oraz wariancji proce-
su dyfuzyjnego idealnie nadaja si¢ do modelowania dryfu i wanancji procesu inten-
sywnosci rejestrowania roszczen (zob. [19; 20]). W wielu pracach (zob. np. [28]) do-
brze udokumentowany zostat zwlaszcza dryf pojawiajacy si¢ w funkcji intensywnosci.

Celem artykulu jest analiza prawdopodobienstwa ruiny firmy ubezpieczenio-
wej we wezesniej wspomnianym modelu Coxa, tzn. kiedy intensywnos$¢ pojawia-
nia si¢ strat jest rzadzona przez niezalezny proces stochastyczny. Oczywiscie ban-
kructwo ubezpieczyciela nastgpuje, kiedy znikna rezerwy firmy ubezpieczeniowej
(spadna ponizej zera). Prawdopodobienstwo ruiny stanowi podstawe do wyliczenia
ryzyka ponoszonego przez ubezpieczyciela, jest wigc jedna z podstawowych wiel-
kosci matematycznych w teorii ubezpieczen. Zgodnie z hipoteza Rossa, zwigksza-
jac zmienno$¢ przyplywu roszczen, zwiekszamy prawdopodobienstwo ruiny. Ce-
lem tej pracy jest zatem oszacowanie ryzyka w modelu, w ktérym wystepuje wiek-
sza zmiennos¢ w przyplywie roszczen, a wigc mozna si¢ tez spodziewac zwiekszo-
nej szansy na bankructwo firmy ubezpieczeniowe].

Okazuje sie, ze zachowanie si¢ rezerw, czyli i prawdopodobienstwa ruiny, jest
istotnie rézne w zaleznosci od tego, czy roszczenia sg lekkoogonowe czy cigzkoogo-
nowe. Zwykle rozwaza si¢ tzw. roszczenia lekkoogonowe, tzn. takie, ktérych roz-
kiad ma ogon dystrybuanty dajacy si¢ ograniczy¢ przez pewna funkcj¢ wyktadni-
cza. Wtedy prawdopodobienstwo ruiny jest funkcja wyktadnicza od rezerw poczat-
kowych. To zatozZenie nie jest jednak spetnione w przypadku, kiedy straty sa bar-
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dzo duze. Na przyklad Schmock (por. [28]) statystycznie pokazal, ze roszczenia
plynace z uszkodzen przez burze co najmniej 6000 samochodéw jednego dnia maja
rozklad Pareto z parametrem & = 1,37. To znaczy prawdopodobiefstwo tego, ze
szkoda bedzie wigksza niz ustalone x jest wielomianowe x™’. Oczywiscie bardzo
duze straty moga pojawic si¢ w wyniku wielu tragicznych wydarzefi, takich jak:
trzgsienie ziemi, tajfun, powddz, atak terrorystyczny itd. Roszczenia, ktére sa wiel-
kie, najczgsciej maja rozklad cigzkoogonowy, czyli rozklad, ktérego ogon nie daje
si¢ ograniczy¢ przez funkcje wyktadnicza e™”*. Obecnie straty tego typu sa szcze-
gélnie istotne dla firm ubezpieczeniowych w latach, w ktérych zwigksza sig liczba
bardzo duzych roszczen (zob. np. [4; S; 7]). Tabela 1 opisuje w milionach dolaréw
najwig¢ksze ubezpieczeniowe straty.

Tabela 1. Najwigksze ubezpieczeniowe straty

. Strata
Zdarzenie Data (w min dolar6w)

Atak terrorystyczny 11.09.01 21062
Huragan Andrew 23.08.92 20900
Trzgsienie ziemi Northridge 17.01.94 17312
Tajfun Mirelle 27.09.91 7598
Sztorm Daria 25.01.90 6441
Sztorm Lothar 26.12.99 6 382
Huragan Hugo 15.09.89 6203
Sztorm i powddZ w Europie 15.10.87 4 839
Sztorm Vivian 25.02.90 4476
Tajfun Bart 22.09.99 4 445

Zrédto: [27].

Latwo zauwazyé, ze wszystkie straly wymienione w tab. 1 pojawily si¢ pod
koniec lat osiemdziesiatych i w latach dziewigédziesiatych, czyli w ostatnich 20 la-
tach. Uzywajac estymatora Hilla, mozna pokazaé, ze straty te maja rozklad Pareto
z parametrem & = 1,24138, czyli wariancja tych roszczen jest nieskonczona. Moz-
na si¢ réwniez spytaé, ile statystycznie moze wynosi¢ kolejna strata. Zaktadajac

rozkiad Pareto strat U:
PU<x)= (1 - (ﬁ) ]llpm .
X

mozemy wyestymowac nastepna stratg:

E[UIU >21062]=%=108320 .
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Szacuje sig, ze caly rynek ubezpieczeniowy ma 200 bln dolaréw, z czego 20 bln
pochodzi z rynku reasekuracyjnego. Oznacza to, ze kolejna starta tej wielkosci
mogtaby zniszczy¢ caly rynek reasekuracyjny. Na przyklad huragan Andrew spo-
wodowal bankructwo co najmniej 11 firm ubezpieczeniowych. W pracy pokazemy,
ze w przypadku rozktadu Pareto roszczefi prawdopodobienstwo ruiny jest funkcja
wielomianowa 1~% od poczatkowego kapitatu u.

Co ciekawsze, sposéb, w jaki dochodzi do bankructwa firmy ubezpieczeniowej
w obu przypadkach rozkltadu roszczen: ciezkoogonowych i1 lekkoogonowych, jest
skrajnie rézny. Mozna powiedzie¢, ze w przypadku lekkoogonowych strat ban-
kructwo firmy ubezpieczeniowej jest spowodowane duza liczba strat, czyli inten-
sywno$¢ pojawiania si¢ strat jest znacznie wigksza niz zakladana. W przypadku
strat ciezkoogonowych jedna ogromna starta powoduje ruing zaréwno ubezpieczy-
ciela, jak i fancucha firm reasekuracyjnych.

W pracy precyzyjnie opiszemy te réznice w jezyku matematycznym. W szcze-
g6lnosci udowodnimy tzw. nieréwnos¢ Lundberga dla prawdopodobienstwa ruiny
oraz asymptotyke tego prawdopodobienstwa, kiedy kapital poczatkowy rosnie do
nieskonczonosci. Innymi slowy, jestesmy zainteresowani rz¢gdem wzrostu prawdo-
podobienstwa ruiny wraz ze wzrostem kapitalu poczatkowego firmy ubezpiecze-
niowe;j. Jako przyktad bedziemy analizowac intensywno$¢ bedaca funkcja kwadra-
towa procesu Ornsteina-Uhlenbecka. Taki proces intensywno$ci moze juz nie by¢
procesem Markowa (znajac wartos¢ tego procesu intensywnosci, mozemy nie by¢
w stanie jednoznacznie zidentyfikowac¢ stan procesu Ornsteina-Uhlenbecka). Re-
zultaty opisane w tej pracy istotnie wiec uogdlniaja dotychczas rozwazane procesy
intensywnos$ci w modelu Coxa, ktére byly procesami Markowa.

W nastepnym punkcie opiszemy proces rezerw w modelu Coxa oraz prawdopo-
dobienstwo ruiny. W kolejnych dwéch czgéciach zanalizajemy odpowiednio praw-
dopodobienstwo ruiny w modelu z lekkoogonowymi i cigzkoogonowymi stratami.

2. Model Coxa

Do modelowania rezerw firmy ubezpieczeniowej rozwazmy nastgpujacy pro-
ces stochastyczny:

N()

R =u+pt-> U,
i=l
gdzie {N(t),r 20} jest procesem Coxa z procesem rzadzacym intensywnoscia przy-
chodzenia szkéd {X(r).r20}. To znaczy, gdy realizacja procesu {X(r),r20}
jest funkcja x(t)e C[0,+), wtedy dla nieujemnej funkcji rzeczywistej 4:IR —

— IR, U{0} proces {N(r),r 20} ma taki sam rozklad jak niejednorodny proces Pois-
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sona {N(")(t),tZO} z intensywnoscig zalezna od czasu Z(t)=/7.(x(t)). Proces

{A(X (2)),t 20} bedziemy nazywali procesem intensywnosci. Stochastyczna modu-

lacja powoduje zatem nie tylko zmienng intensywnos$¢ w czasie, ale réwniez zmia-
ny w tej intensywnosci pochodzace z losowego Srodowiska X (¢), w ktérym rozwija

si¢ intensywno$¢ zglaszania szkéd. Wigcej na temat procesu Coxa mozna znalezé w
monografiach [18; 27]. W tej pracy jeste$my zainteresowani tylko §rodowiskiem lo-
sowym, w ktérym zachodza zmiany infinitezymalne, czyli wykluczamy gwattowne
zmiany. Idealny do modelowania tego typu zachowan wydaje si¢ proces dyfuzyjny,
w ktérym parametr dryfu moze modelowac¢ dlugofalowe zachowanie si¢ z czasem

Zakladamy, ze straty U,,U,,... tworzg ciag niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozkladzie, ktére sa niezalezne od samego procesu {N(t),tZO]

opisujacego moment zglaszania owych szkdéd. W wigkszosci przypadkéw te zato-
zenia sa bliskie realiom. Oznaczmy przez F, (x) dystrybuant¢ rozktadu roszczen.
Niech u bedzie poczatkowa rezerwa firmy ubezpieczeniowej. Wybierajac odpo-
wiedni narzut na intensywnos¢ wplat, firma ubezpieczeniowa stara si¢ zwigkszaé
zaséb swoich rezerw. Oznacza to matematycznie, ze R(t) — +oo prawie wsze¢dzie
jak t = 400

Wielko$¢ p oznacza intensywno$¢ skladek i na nasze potrzeby, bez straty ogdl-
nosci (poprzez skalowanie strat i poczatkowego kapitatu), mozna zatozy¢, ze

p=1
czyli
N(1)
RO)=u+t-Y U,
i=1
Podstawa do naliczenia wczesniej wspomnianego narzutu jest prawdopodo-
bienstwo ruiny:

W(u)=IP(supS(t)>u). (1)

120

Opisuje ono szansg, z jaka proces nadwyzki finansowej firmy ubezpieczenio-
wej stanie si¢ ujemny, czyli firma albo zbankrutuje, albo b¢dzie zmuszona do krét-
koterminowego kredytowania swoich zobowigzan. W szczegélnosci stanowi pod-
stawe wyliczenia ryzyka, jakie ponosi ubezpieczyciel. Oczywiscie interesuje nas
tylko sytuacja, kiedy poczatkowy kapitat u firmy ubezpieczeniowej jest bardzo du-
zy, czyli szukamy zachowania si¢ prawdopodobienstwa ruiny y(u) dla duzych u.
Bedziemy zainteresowani szczegdlnie zachowaniem si¢ asymptotycznym funkcji
w(u) dla u — +oo,
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Dotychczas przy ustalonym kapitale méwilismy o szacowaniu ryzyka bankructwa.
Mozna zada¢ jednak odwrotne pytanie: jak wielkiego potrzebujemy kapitatu poczat-
kowego, przy danej intensywnosci wpltat (w naszym przypadku réwnej jeden) i rozkla-
dzie roszczen, aby szansa ruiny firmy byla ograniczona z géry przez ustalony limit,
powiedzmy £=0,000001. Wielkoé¢ € podaje miar¢ ryzyka, ktére chcemy mie¢ pod
kontrola. W pracy dla naszego modelu znajdziemy tzw. nieréwno$¢ Lundberga:

pu)<Ce™
dla ustalonych C oraz % W zwiazku z tym latwo oszacowa¢ minimalny kapitat po-
czatkowy, ktéry zapewni nam zalozone ryzyko, réwny 1/y(logC, —logé€). Tego
typu rezultat otrzymamy w odniesieniu do strat matych (czyli roszczen majacych
lekkoogonowy rozklad).

Do modelowania wielkich roszczen bedziemy zaktadali regularnie zmieniajacy
sie rozktad roszczen, tzn.

IP(U > x) =1, (x)x™%, (2)
gdzie powyzsza notacja oznacza, ze

CPU>x)

x> ] (X)X~

Zakladamy, ze a;, >1 oraz [, (x) jest funkcja wolno zmieniajaca sig, czyli dla
ustalonego y mamy
a0 _
Ko lU (x)
Jest to szczegdlnie wygodny w aplikacjach cigzkoogonowy rozklad roszczen ze
wzgledu na tatwos¢ estymacji parametru ¢, (np. poprzez estymator Hilla). W ostat-
nim rozdziale, zakladajac proste warunki, udowodnimy, ze

1.

yw)=Cu " dla u— oo,

gdzie stala C, jest dana explicite. Z tych samych powodéw jak w przypadku lek-

koogonowych strat rezultat ten jest réwniez nieoceniony w szacowaniu ryzyka ban-
kructwa firmy ubezpieczeniowej. W kolejnych punktach szczegétowo zanalizuje-
my oba przypadki roszczen.

3. Lekkoogonowe roszczenia

Oznaczmy przez L przestrzen funkcji mierzalnych na przestrzeni Banacha E.
Przez rozszerzony generator A procesu {Z(#),t 20} (termin pochodzacy od Stroocka
i Varadhana (por. [31])) rozumiemy
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A:{(g,f)e LxL:M*(t)e Mloc}'

gdzie M, jest rodzina lokalnych martyngatéw, zas

M* @) =g(Z()- [ F(Z(s)ds. 3)

Identyfikujemy wszystkie wersje funkcji f z doktadnoscia do zbioru o mierze po-
tencjalowej zero 1 oznaczamy te wszystkie wersje poprzez Ag, jesli (g, f)e A. Funk-
cje mierzalne g€ L, takie ze M* € M| tworza tzw. dziedzing D(A) rozszerzonego

generatora. Jesli proces ma infintezymalny generator, to na mocy twierdzenia Dynkina
pokrywa si¢ on z rozszerzonym generatorem, dziedzina rozszerzonego generatora jest
za§ wigksza niz dziedzina infintezymalnego generatora. Zdefiniujmy operator

(A®g)(r) w nastgpujacy sposéb: jesli realizacja procesu {X(),:20} jest x(),to

(A*g)(r)=(AWg)(r). )

Jest to rozszerzony generator procesu ryzyka przy ustalonej realizacji procesu
rzadzacego. Dla ustalonej realizacji x(t) proces ryzyka R(t) jest kawatkami deter-
ministyczny wedlug nazewnictwa Davisa (por. [13]). Udowodnit on nastgpujace
twierdzenie.

Lemat 1. Operator A® jest réwny:
d
(AR9)e. =2 gt 1)+t + A(X®) [ (gr—y)- g.1) fy (X0 y)dy
or or

z dziedzina D(A") sktadajaca si¢ z funkcji g(t. r): IR, xIR — IR spelniajacych
nast¢pujace dwa warunki:
a) funkcja ¢ — g(¢, pt) jest absolutnie ciagla;

b) na(*’[ilg(a,-.R(a,-))—g(a,-—.R(a,-—» |}<+oo )
i=l

dla n21 i kazdej realizacji x procesu {X(¢),t20}, gdzie {0,} sa momentami
zgtaszania kolejnych szkéd.

Oczywiscie proces dyfuzyjny ma infinitezymalny (rozszerzony) generator, kt6-
ry jest réwny:

d

Z f(2).

% f(@)

Zat6zmy, ze funkcje a i b s3 ciagle oraz inf, a(z) > 01 istnieje stata V, taka ze:
a(z) SV +2%), 1b(2)IKV(I+]zl).

1 9?2
(A% f)(2) =5a(z)§f<z>+b(z>
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Wtedy funkcje dwukrotnie rézniczkowalne w sposéb ciagly sa w dziedzinie
D(A") rozszerzonego generatora procesu dyfuzyjnego. Nalezy w tym miejscu

wykazaé ostroznos$é. Funkcja f(z) =exp{Kz?} (K >0) rozwazana w dalszej cze-

Sci pracy jest w dziedzinie rozszerzonego generatora (zob. tw. 4.2 w [21}]). Jedno-
czesnie z twierdzenia Stroocka-Varadhana nieograniczona funkcja f(z) nie jest w

dziedzinie inifinitezymalnego generatora (zob. tw. 24.1 w [26], tw. 5.11 w [15] czy
tez tw. 1.1 w [29]). Tym samym rezultaty zaprezentowane ponizej wychodza poza
przypadki dotychczas rozpatrywane.

Zauwazmy, ze dwuwymiarowy proces {(R(¢), X (¢)),t 20} jest procesem Mar-

kowa. Palmowski (zob. [23]) znalazl rozszerzony generator dla tego procesu réwny:
A=A" @ A" ©

oraz D(Ax )® D(Ax ) c D(A), gdzie domknigcie jest rozumiane w topologii jed-

nostajnej zbieznosci oraz @ 1 ® oznaczaja odpowiednio sumg i produkt kronecke-
rowski. Réwnanie (6) oznacza, ze

A(f(2)g(r)=g(NAY f(2)+ fF()AR*g(n),

gdzie A®*® to operator A*, w ktérym podstawiamy z zamiast X (¢).

Niech h(t,r,x) = f(x)e”"", gdzie f jest dodatnia, dwukrotnie rézniczkowalng w
sposéb ciagty funkcja, czyli f e D(A*). Korzystajac z tych samych argumentéw,
jakie zaprezentowano w [27, s. 459], mozna pokazac, ze jesli

Ee" < 4oo, )

to warunek (5) jest spelniony. Jest to zalozenie na rozklad szkdd, ktére mowi, ze
ogon tego rozktadu powinien znikaé do zera szybciej niz pewna funkcja wykladni-
cza. Heurystycznie méwiac, szansa pojawienia si¢ duzej starty maleje wyktad-

niczo wraz z wielkoscia tej starty. Przy powyzszych zatozeniach he D(A")®
®D(A* Yc D(A), stad z Lematu 1 w [25] wynika, ze

L= h(t,R(), X (1)) ox {_ J; Ah(s,R(s),X(s))ds}

" h(0,R(0), X (0)) h{s,R(s), X (s))

jest lokalnym martyngatem. Zalézmy, ze wybieramy ¥ oraz funkcj¢ f tak, aby za-
chodzito nastgpujace réwnanie:

Ah=0, ®)
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czyli z (6)

AY f()=(y = A2)(Ee" —1)f(2)=0. )
Wtedy proces

__hROX@)

L= 0. r0,x0)">

0} (10)

jest dodatnim lokalnym martyngalem o sredniej 1. Z [14, s. 88] wynika, ze
{L(2),: 20} jest supermartyngalem. Przez IP™ oznaczmy prawdopodobienstwo

warunkowe pod warunkiem, ze X (0)=w oraz przez IE™ — wartos¢ oczekiwang
wzgledem tego prawdopodobienstwa. Zdefiniujmy:

T(u) =inf{r 20: R(t) < 0}.
Wtedy
W(u) =IP(7(u) < 4oo).

Rozwazmy ograniczony czas zatrzymania 7(u) Au wzgledem naturalnej, pra-

wostronnie ciaglej filtracji procesu (R(), X(#)). Z twierdzenia o czasie zatrzymania
mamy:

E™L(0) > IE""’[L(r(u) AE)]
> IE™[ L(r());7w) < | =T L(r(w)) | 7w) S u | P (2) <u).
Zat6zmy, ze
B [L(z(u)) | 7(u) < +0] > 0. (11)
Biorac u — +o0, uzyskujemy:

- IE™L(0)
T IE™[L(z(u)) | T(u) < +oo]

IP™ (7(u) < +oo) (12)
Zauwazmy, ze L(0)=e " f(X (0)) oraz R(7(u)) <0 na zdarzeniu {7(u) < +oo},
stad uzyskujemy tzw. nieréwnos¢ Lundberga.
Twierdzenie 1. Zal6zmy, ze R(t) - +oo prawie wszedzie jak ¢ — +oo . Niech

y oraz funkcja f rozwiazuja réwnanie (9) przy zalozeniach (7), (11) oraz ze
IEL(0) < +eo. Wtedy zachodzi nastgpujaca nierdwnos¢:

yu)<Ce™,
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f(w)
gdzie: C,= EIE(W)[ r(u)))lf(“)<+°°]

F°(x) — dystrybuanta zmiennej losowej X (0).

dF°(w),

Réwnanie (9) daje si¢ rozwiazaé w odniesieniu do wielu przyktadéw. Najcie-
kawszy i najtatwiejszy do modelowania dryfu i wariancji procesu intensywnosci
wydaje si¢ proces rzadzacy Ornsteina-Uhlenbecka. Ten proces dyfuzyjny ma na-
stgpujacy generator:

OﬁXO-Ea f&%—v—f&)

dlaa>0ibelR. Czyli {X(r),r2 0} rozwiazuje nastgpujace réwnanie stochastyczne:
dX (t) = JadB(t) - bX (1) dt, (13)

gdzie {B(r),t 20} jest ruchem Browna. Bedziemy tutaj rozwazaé stacjonarny pro-
ces Ornsteina-Uhlenbecka. Dla niego zmienna losowa X (0) ma rozklad normalny

ze srednia réwng zeru oraz wariancja réwna 20_b' Poniewaz X (f) mozZe rowniez

przyjmowaé wartoéci ujemne, natozymy funkcje kwadratowa A(z)=z> na pro-
ces X (¢), aby uzyskaé proces intensywnosci. Na funkcj¢ f proponujemy funkcje
wykladnicza, czyli f(z) = exp{Kz’}, dla pewnego

0<K< 2 (14)
a
Zauwazmy, ze wtedy IEL(0) < +oo. Rzeczywiscie,
V2
[T r0)dF°(y) = == < +co. (15)
JI-k=

Ponadto f(y) =1, w zwiazku z czym (11) jest spelniony i
2
N

Roéwnanie (9) sprowadza si¢ do nastgpujacego réwnania:

C, < (16)

—;—a(4z2K2 +2K)-2b7°K —y+ 2 (Ee"Y -1)=0

dla kazdego z.
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Stad
b b*  Ee -1
=2 - o A7)
2a 4a 2a a

oraz ¥ rozwiazuje réwnanie

b—b* -2a(Ee" -1
r= \/ ) : (18)
2

Zauwazmy, ze

rY<?, (19)

- - 2
gdzie ¥ rozwiazuje réwnanie Ee’’ =127—a+l , W zwiazku z czym zalozenie (7) jest
réwniez spelnione. Réwnanie (16) determinujace ¥ moze by¢ w dalszym ciagu
rozwiazywane w odniesieniu do konkretnych przyktadéw rozkladu roszczen. Na
przyklad zalézmy, ze roszczenia maja rozktad wykladniczy ze srednig . W celu

uproszczenia rachunkéw zalézmy, ze a = 1. Wtedy
J,=b,u+1 - 1_2/1(2b—,§1) 20)
2u (bu+1)

= —_——— 21
2 4 l1-uy @l

oraz

W nastgpnym punkcie pokazemy, e jesli i <2b, to proces rezerw rosnie nie-

ograniczenie z prawdopodobienstwem réwnym jeden. Podsumowujac, uzyskaliSmy
nastgpujace twierdzenie.
Twierdzenie 2. Niech x <2b. Jesli proces kierujacy intensywnoscia jest sta-

cjonarnym procesem Ornsteina-Uhlenbecka danym poprzez (13) z a = 1 oraz rosz-
czenia maja rozklad wykladniczy ze $rednia 4, to

.

V/(u)S————le :
,/I—KE

gdzie stata K jest podana w (21), za§ ¥ —w (20).

4. Ciezkoogonowe roszczenia

Zalézmy, ze rozklad roszczen jest regularnie zmieniajacy sig, tzn.

IP(U > x) = I, (x)x™%, (22)
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gdzie U jest zmienng losowa z rozktadem roszczen, o, >1, @, € N oraz [, (x)
jest funkcja wolno zmieniajaca sig.

Zauwazmy, ze ogon tego rozkladu nie daje si¢ zdominowac z gory przez zadna
funkcje wykladnicza. Szczegdlnie roszczenia moga mie¢ nieskonczong wariancjg.
Jest to przyklad rozkladu z tzw. cigzkim ogonem. Rozklad ten jest szczegdlnie ta-
twy do estymacji. Powstata juz bardzo bogata literatura dotyczaca m.in. estymacji
parametru ; (zob. np. estymator Hilla), dlatego w tym punkcie skoncentrujemy
si¢ tylko na tym rozkladzie szkéd.

Zatézmy dodatkowo, ze {X (t),tZO] jest dodatnio rekurencyjnym procesem
dyfuzyjnym. Proces X(t) jest wtedy procesem regenerujacym z okresami regenera-
cji 0=T, <T,<T,<T,<... Wéwczas {T,,,—-T,}, n=0,1,... jest ciagiem nieza-

leznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie reprezentowanym przez
zmienng losowg T. Zdefiniujmy:

z=["A(xW)dt = [ A(X(5))ds.

Oznaczmy przez m, ,, m;, m;;, odpowiednio $rednie zmiennych losowych
Z, Toraz U.

Niech § bedzie zmienng losowa opisujaca wplyw kapitatu po odjgciu roszczen
w trakcie jednego okresu regeneracyjnego procesu sterujacego intensywnoscia
zgloszen szkéd. To znaczy

Zauwazmy, ze na to, aby proces rezerw rést do plus nieskonczonosci, potrzeba
aby -ES > 0, czyli aby

—ES =my . ~m, ym, >0. (23)
N(T)

Oznaczmy réwniez S* =) U;.
i=l

Zalézmy, ze

IP(S* > x) =IP(S > x) = x" 1 (x), (24)

gdzie o >1 oraz [;(x) jest funkcja wolno zmieniajaca sig.
Asmussen, Schmidli i Schmidt (por. [7, lem. 5.1]) udowodnili, ze jesh

36>0:  IEe®? < oo, (25)
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to warunek (24) jest spetniony. Od tego momentu zaktadamy, ze proces dyfuzyjny
X (1) spetnia powyzsze zalozenie. Zauwazmy, ze

N(T,.) N(T,.)
5(7:1) + Z Ui _( nel ) < Sup S(t) < S(T ) + Z Ui'
i=N(T,)+l T, <1< i=N(T, )+l

Zatem, korzystajac z (24) oraz z [5; 7, tw. 3.3], mamy ze
wu)= IP(max(Yl +Y, +..+Y,)>u),

gdzie Y, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie zmien-

nej losowej S. Z wniosku 3.1 w [7] uzyskujemy asymptotyke prawdopodobienstwa
ruiny w jezyku zmiennej losowej -S:

11 g
V)= g s (26)
z czego wynika nastgpujace twierdzeme.

Twierdzenie 3. Zal6zmy warunek nieograniczonego wzrostu rezerw (23).
Niech warunek (25) jest spetniony, roszczenia za$ maja rozklad regularnie zmie-
niajacy si¢ (22). Wtedy nastgpujaca asymptotyka prawdopodobiefstwa ruiny jest
prawdziwa:

wu)=Cyl, (Wu %", (27)
gdzie
1 1
C, = m , . (28)
a, -1 my—m,m,

Dowdd. Zauwazmy, ze na mocy (24) i (26) wystarczy wyrazi¢ asymptotyke
ogona dystrybuanty zmiennej losowej S* w terminach naszego modelu. Oznacz-
my przez Lw(s)=Ee""w transformat¢ Laplace’a zmiennej losowej W. Wprost z
definicji S* wynika, ze

Ly.(5)=L; (log L (5)").

Poza tym

tem

log(1/ x) =Z (x-1Y,

stad
+oo 1’
log( (s)” ) Z( (Ly (s)-1)".

i=l
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Niech n =[ay, ]. Twierdzenia Karamaty i twierdzenia Tauberowskie (zob. (8, s. 333])

wiaza asymptotyke ogona dystrybuanty w nieskonczonosci z zachowaniem transformaty
Laplace’a w zerze. W szczeg6lnosci z (22) oraz (25) otrzymujemy rozwinigcia Kingma-
na-Taylora transformaty Laplace’a (zob. [12; 30] oraz [7, wntoski 3.1-3.2)]:

( 1)"

EU" +0((=)'T(1- &, )s 1, (1/5)),
n!

LU(s)—l—mlUs+2EU2 oK+

gdzie T()jest funkcja gamma oraz
lz(S)=2(—i—l|)iEZis",
stad _
1" [Lv( )- Z( D E(S*)is'J=m,‘ZO((—l)"l"(l—aU)s””lU 1/5)).

Z twierdzen Karamaty i twierdzen Tauberowskich uzyskujemy ponownie, ze
IP(S™ > x) = my 51, (x)x™%

To konczy dowdd twierdzenia na mocy asymptotyki (26) oraz nieréwnosci (23).
Pokazemy teraz, jak w konkretnym przypadku sprawdzi¢ warunki (23) i (25)
oraz obliczy¢ srednie m, ; i m ; potrzebne do identyfikacji statej w (28). Na mocy

twierdzenia 3 pozwoli to na uzyskanie asymptotyki prawdopodobienstwa ruiny.
Tak jak w poprzednim rozdziale za proces X () wezmiemy proces Omsteina-

-Uhlenbecka zdefiniowany w (13). W celu ulatwienia rachunkéw zalézmy, ze
a =1, czylj, tak jak poprzednio,

dX(t)=dB(t)—bX (t)dt
oraz ze¢ X(0)=0. Proces Ornsteina-Uhlenbecka jest regenerujacy z momentami
regeneracji
T, =inf(t>S, :X(r)=0), (29)
gdzie
S, =inf{t 2T, | X()|=1) n=0,12,... (30)
Przyjmijmy A(x)=x>+k, dla k >0. Zatem proces intensywnosci zglaszania

roszczen jest réwny {X (1) +k,t 2 0}.
Na poczatku udowodnimy warunek (25), czyli, ze
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[Eee™ =IEoexpld [ (X2(1) + k) dr) < +oo 31)

dla pewnego 6 >0, gdzie T =T, oraz IE, oznacza branie wartosci oczekiwanej
kiedy X (0)=x.

Metoda liczenia funkcjonatu (31) polega na wykladniczej zamianie miary, tak
aby calka z kwadratowego funkcjonatu znikneta i policzenie (31) sprowadzito sie
do policzenia funkcji generujacej momenty pewnych czaséw wyjscia dla procesu
Ornsteina-Uhlenbecka. Innymi stowy, sprowadzimy liczenie zmiennej losowej z
drugiego chaosu Wienera do liczenia zmiennej losowej pochodzacej z pierwszego
chaosu Wienera. Wprowadzmy nast¢pujaca zamiang miary

dQ.
Ly, (32)
d IP,.x

gdzie
2
M) =exp{—x2%b J; X2(s) ds—(/(—b)[] X (s) dX(s)} (33)

=exp{—k2 ;bz £X2(s) ds—KT_b(Xz(t)—Xz(O)—t)} (34)
jest martyngalem o $redniej réwnej 1 (zob. [31, tw. 4.6; 26, tw. 27.1), {F,X },50 JeSt
za$ prawostronnie ciagla naturalng filtracja procesu X (¢). Zauwazmy, ze miara Q
jest zdefiniowana na przestrzeni probabilistycznej (C[0,+o0), F,{F,*} ;). Poza tym
na nowej przestrzeni probabilistycznej proces {X (¢),t20} jest réwniez procesem
Ormsteina-Uhlenbecka z parametrem &k (zob. [22; 25; 33]). Oznaczmy przez IEOQ war-
to$é oczekiwang wzgledem nowej miary probabilistycznej. Niech x=+/b> =24 dla

& <b*12 . Z twierdzenia o czasie zatrzymania mamy:

5[ X2y de+Skr §[7 X2y di+ kT ~
IEOeJZ =IE(ﬂ I" D :IEge L’ nd M(T) ! =
Kb (35)

2

=IEgexp{ (X2(T)—XZ(O)—T)+5kT}=IEge“%mT.

Niech & =b=Kx+20k

5 . Z twierdzenia o monotonicznej zbieznosci wynika, ze

550%, jedli 60" (36)
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Zatem do udowodnienia (25) wystarczy znalez¢ é> 0, taka ze
TEC*TIEG1T < +oo. (37)
Z wtasnosci Markowa procesu Ornsteina-Uhlenbecka otrzymujemy:
ESe” = B g%, (38)
gdzie: S, —czas wyjscia z przedzialu [-1,1],
T=inf{r20: X()=01 X(©)=1}.
Zauwazmy, Ze na nowej przestrzeni probabilistycznej parametr dryfu procesu
{X(t),t 20} zalezy od &, zatem réwniez od S
Zlematu 1 w [24] oraz z [33, s. 258] wynika, ze istnieje tak mate &, >0, ze dla
kazdego 0< J < 8, mamy
[EZe®% < +oo. (39)
Podobnie z lematu 2 w [24] wynika, Ze jesli [Elgf jest ograniczone, to réwniez
E%% < oo,
Wtedy rowniez zachodzi (37) i stad takze (25).

Do wyliczenia IEle" uzyjemy transformaty Laplace’a. Transformaty czaséw

przejscia czy tez wyjscia z danego przedzialu mozna uzyskaé, stosujac formute
Feynmana-Kaca i rozwiazujac odpowiednie réwnanie rézniczkowe (zob. [11; 34]).
Oznaczmy przez D_,, (x) funkejg paraboliczno-cylindryczna zdefiniowana poprzez

+oo 2 k
D -4 n-u2 M +2)...(pu+2k-2) LR
ur)=e Jx I"((,u+l)/2)[ +kZ:=, 3IxS5 L2k -1)k! 2

(40)
= (D +3). (et 2k -0 2
1"(,11/2)( kZ 3% S L(2k + k! (7]] '
Niech
=y D (x—z]k+i (41)
Z3xsLk-nkl 2 ) 2
oraz

4o 2 k
5,(x )=Zl(2k+1)k,( J 42)
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Borodin i Salminen (por. [11, s. 429]) udowodnili nast¢pujacy lemat.
Lemat 2. Oznaczmy przez

H, =inf{r20: X () =2}

pierwszy moment przejscia przez poziom z. Wtedy

fe(xzb)/zD_xlb (—\/ix)
e(ZZb)IzD—.\'Ib (—\/%Z)

dlax<z,

L, ()= IE.e ™ =
RO D_, ( \/% x)

e(zzb)/z D_, ( \/Z_b Z)

dla z<x,

oraz
%[(S.(Z\/E)-S.(x\/z))h/b_ﬁ(z—X)+\/gr(zsz(z\/2_b)—xfz(x\/?—b))] dlax<z,
—ll;[\[l;r(,\:s‘z(x\/%) - 25,(2V25) (5, (2b) —5,(22b)) +br(x~2) | dla x 2 2

Z lematu 2 wnioskujemy, ze:

- d + 1 2
EX = -d—LT ($)yy=04 = ;[\/ ks, (N2K) = 5,(\2K) + \/m} < ﬁ(sz(@) +1) (43)
)
dla 6< % (wtedy x<b/2). Zatem warunek (25) jest spetniony.
Pozostaje nam tylko znalezé m, . oraz m, , potrzebnych do identyfikacji statej

(28) w gléwnym twierdzeniu 3. Zauwazmy, ze
m, 7 = IEdl = IEoS, + IE(T. (44)
Z lematu 2:

IE.T‘=%[\/BZs2(\/E)—s, (J2—b)+M]. (45)

Uzywajac ponownie transformaty Laplace’a, policzymy IE;S,. Wprowadzmy
nowg funkcje specjalna:

S(ux,y)= %e“’”z)“ (D_,(-0)D_,(») = D_,(x)D_,(~)).

Z [11, s. 434] wynika kolejny lemat.
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Lemat 3. Niech H_, =inf{r20:X(s)¢ (a,z)}. Wtedydla a<x<z

S(%,z 2b,x@)+$(%,x 2b,a\/i)
S(%,z 2b,a\/%j

Ly, (5)=IB& " =

oraz
EH, = A(x,a,z) ,
.z b(z(l+s2(z@)))—a(l+s2(a\/ﬁ))
gdzie

=
¥
S

A(x,a,z)=z(l+s2(zm)) (sl(a\/ﬁ)—sl( ))+
s ) o ) )
+x(1+s2 (x\/ﬁ)) (Sl (v25)-s, (a\/ﬁ))

Z powyzszego lematu bezposrednio uzyskujemy

m s =IE8S, =%sl (vV2n). (46)
Stad z (44-45) mamy:
Jz
m ——ﬁ[sz(\/-Z_b)H] 47)
Aby policzy¢ m, , uzyjemy zamiany miary (32), uzywajac martyngatu
_2_ 12 —
M(t):exp{— X 2b [) X2(s)ds—= b(Xz(t)—Xz(O)—t)} (48)

dla & =+/b* +2s. Podobnie jak poprzednio, stosujac twierdzenie o czasie zatrzy-
mania, otrzymujemy

-.\-j'or (XT()+k) de

L, (s)=IEe¥ =1ESe ™" =B B,

gdzie §=% oraz na nowej przestrzeni probabilistycznej proces

{X (£),£ 20} jest procesem Ornsteina-Uhlenbecka z parametrem £. Z lematéw 2 i
3 mamy:

S (§/%,2%.0)+ 5 (31 %,0,-V2F)
S (51%,\2%,~2k) '

B =
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oraz
. ¢’D_, (V2k)
Q -§T _ ©
[Eje ' =——————.
D_;(0)
Zatem
d Jr 1
mz ==Ly (9 —ﬁ((sz(\/%)ﬂ) (—2;+k). (49)
Warunek nieograniczonego wzrostu rezerw firmy ubezpieczeniowej (23) na
mocy (47) 1 (48) ma postaé: m, , < 1+—22bbf Podsumowujac, udowodniliSmy nastg-

pujace twierdzenie.
Twierdzenie 4. Niech {X (N,t 20} bedzie procesem Ornsteina-Uhlenbecka z

parametrem dryfu b startujacym z zera. Zalézmy, ze {X 2()+k,t 20} (k=0)jest
procesem intensywnosci zglaszania szkéd. Jesli roszczenia maja rozklad regularnie

si¢ zmieniajacy (22) oraz m, ;, < ]+2§bk , to
1 1/2b+k)

L (™%,

V= 1 T=m, 2640

Wigcej szczegélowych przyktadéw mozna znalez¢ w [24]. W szczegdlnosci
jest tam zanalizowany przyklad niemarkowskiego procesu intensywnosci

{x@+ay’,r20}.
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Pragnatbym podzigkowa¢ profesorowi T. Rolskiemu, dzigki ktéremu rozpocza-
tem zaprezentowane badania.
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APPROXIMATIONS OF THE RUIN PROBABILITY
OF AN INSURANCE COMPANY IN A DIFFUSION COX MODEL

Summary

Schmock (see {28]) suggested a random intensity of arrivals of claims in the portfolio of the ve-
hicle insurance policies of the Winterhur insurance company in Switzerland. This variability may be
explained by a random number of policies in a portfolio, increasing market share, change of habits of
the clients, dependence on the season and so on. To catch these changes in the intensity of the arrival
process of the claims we analyze diffusion type of variability. In the paper we construct diffusion Cox
model describing the risk reserve process of an insurance company. In this model we prove Lundberg
inequalities and approximations of the ruin probability. Ruin probability describes the chance that re-
serves of an insurance company become negative and it is a basis for calculating the risk of the insurer. It
is then one of the most basic quantities in the insurance theory. In this paper we will explain the difter-
ence of the fluctuations of the reserves of an insurance company in the case of small, classic amiving
claims and huge claims coming from storms, earthquakes, terrorist attacks etc. Mathematical methods
are based on the martingale techniques and the theory of heavy-tailed random walks introduced in au-
thor’s papers [23; 24].
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